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Avant-propos

La logique tient une part importante dans les études degdphie. Une raison naturelle
en est que la logique est une branche de la philosophie ;sttte a Wittgenstein en passant
par Leibniz et Kant, elle a toujours été considérée centefie. Bien plus, en dehors de son
intérét intrinséque, la logique peut étre utiliséemme outil et aussi comme objet d’'étude,
dans d’autres domaines de la philosophie, comme |'apiskggie et la philosophie du langage.
Sur ce plan, les logiques formelles sont particulierematéressantes; elles constituent
des langages dont le pouvoir d’expression est grand mait ldosyntaxe, la sémantique
et la pragmatique restent simples, du moins si 'on compaee d&s langages naturels.
Létude formalisée de la logique est une discipline reathfiqué’ donc scientifique, dont les
développements suscitent beaucoup de questions isdégrtds philosophe. Naturellement, les
autres sciences, telles la géométrie, la physique etdiadie, suscitent également de telles
questions mais, d'un point de vue didactique et pédagegikptude de la logique formalisée
est attrayante car elle peut étre abordée avec profit snmaissances spécifiques préalables.

Pour réfléchir a propos de la logique, il est indispersaltgn maitriser d'abord les bases.
Des I'enfance, I'étre humain développe ses aptitudggl®s, dans le cadre de I'école et en
dehors. Cet apprentissage est le plus souvent inconsc¢iest @ncerne que la logique non
formelle, mais il n’en est pas moins efficace. Le cours de mantandidature a systématisé
ces acquis et les a enrichis.

Le cours de logique de deuxieme candidature développediue classique et, plus
spécifiguement, la logique des propositions et celle dedipats. La logiqgue comporte diverses
techniques, étayées par des développements thésrigaas introduisons relativement peu de
théorie et de techniques ; en fait, nous nous limitonsss€atiel. En revanche, le cours propose
un important éventail d’exercices, dont la résolutiorplique une parfaite assimilation des
concepts et des techniques.

Les exercices de logique sont essentiellement de troistfrepremier lieu, I'étudiant(e),
ayant acquis un bagage de connaissance suffisant, pesgialiogique, formelle ou non, pour
clarifier un probléme impliquant du raisonnement et l®uvéelse. La difficulté des exercices de
ce genre réside souvent plus dans le passage du langagel vatg la logique que dans la
démarche logique elle-méme. En deuxiéme lieu, la logipumelle, comme toute discipline
scientifique, donne naissance a une grande variétérdiegs impliquant la mise en ceuvre de
ses méthodes et de ses techniques. Les exercices de cenypaois routiniers ; ils résistent
rarement a une approche méthodique. Leur principatéhst de raffermir, de concrétiser et
parfois de préciser dans I'esprit de I'apprenant les div@mcepts et méthodes qui lui sont
proposés. Enfin, il existe des exercices plus difficilegs @bstraits, qui consistent a réfléchir
sur les concepts et méthodes de la logique elle-mémesespaser a leur propos les questions
“comment ?” et — surtout— “pourquoi ?”. Ces exercices petggaduellement conduire a
aborder avec profit des questions plus générales, saitawctdre de la logique; nous en
rencontrerons quelques exemples.

Ce point est largement incontestable ; le fait que des piploss tels que Leibniz, Frege, Whitehead, Russell,
Wittgenstein, von Wright et beaucoup d’autres aient cbo#fide maniere substantielle au développement de la
logique formelle montre simplement que le philosophe estasnt amené a faire ceuvre de mathématicien ... et
qu'il n'y a pas d'opposition entre I'esprit de finesse et figssde géomeétrie.



Les exercices de logique visent plus a approfondir la cesaace déja acquise qu'a
'augmenter, mais quelques exceptions seront bienvenDies¢retement, nous restreindrons
notre champ de réflexion a la logique des propositions etlie des prédicats du premier
ordre ; I'expérience montre d’ailleurs clairement qu'dut mieux maitriser convenablement
ces logiques classiques avant d’aborder, notamment,degies modales.

Les notes qui suivent se veulent un résumé succinct misame de la logique formelle
élémentaire. Cet exposé est, nous I'espérons, saN@rilitée par les exercices, les discussions
et les réflexions qui I'émaillent, et qui sont peut-étaephrtie la plus importante. Nous avons
essayé d'éviter les développements trop compliquésgthargés de formalisme ; nous avons
surtout voulu proscrire tout passage peu clair, puisquis ‘ét safe rule to apply that, when a
mathematical or philosophical author writes with a mistgfpndity, he is talking nonsense”
[A.N. Whitehead, An Introduction to Mathematics, 1911 ; @xf Univ. Press. 1990 paperback,
ISBN 0-19-500211-3]. En revanche, ces notes ne dissimpbsie caractere mathématique de
la logique, puisque “To create a healthy philosophy you khpu. ] be a good mathematician”
[B. Russell, 1935; cité dans E.T, Bell, Men of Mathemat®snon and Schuster, New York,
1937].

1 Introduction

1.1 Enseigner la logique formelle

Du point de vue de son enseignement, la logique formeBenéhtaire se trouve dans
une situation paradoxale. D’une part, cet enseignementaestisé par plusieurs facteurs
objectifs mais, d’autre part, les résultats obtenus sonvent décevants. Nous développons
ici brievement ces deux points, et proposons quelquessistur améliorer la situation.

1.1.1 Quelques atouts

Citons d’abord trois raisons pour lesquelles un cours ithiction a la logique formelle
devrait &tre un cours facile a donner, et facile a assimil

— La matere proprement dite est objectivement facile.
Analyser une formule propositionnelle, tellgp A ) = r) = (p = (¢ = r)), est
nettement plus simple qu’analyser une formule arithnuitiqu algébrique telle que
Vab < (a +b)/2. En effet, les propositions ne peuvent étre que vraies ussts, tandis
gue les nombres forment un ensemble infini. Cela a pour qoesiee que les opérations,
les regles et les méthodes de la logique propositionrselie moins nombreuses et
plus simples que celles de l'algébre élémentaire. D'omamiere analogue, il est plus
facile d’analyser une formule du calcul des prédicatdetgle (exemple classique)
Va (P(z) = Q(x)) = (Vx P(x) = Vx Q(z)), que de résoudre une équation intéegrale,
telle quey(z) = 1+ fox y(t) dt. Enfin, comme nous le verrons, presque tous les résultats
de la logique €lémentaire sont des exercices simplestildissent de maniére quasi
systématique, alors que chaque théoreme de matharad&igmentaire, ft-il aussi vieux
gue celui de Pythagore, ressemble a un défi.

— Les &ferences de bonne qudlitaccessiblea I'autodidacte, ne manguent pas.
Méme si, a I'échelle de la philosophie et de la mathéquegtj la logique formelle est une
branche plutdt jeune, elle a guand méme plus d’un sidelplus récent résultat que nous
verrons, le principe de résolution, date de 1965 (il esnemaéettement antérieur en ce qui
concerne la logique propositionnelle). En mathématitmues les domaines de base ont
fait I'objet de présentations didactiques nombreuse®ignges ; la logique n'échappe
pas a la regle. De plus, la logique formelle ne s’est pa®ld@pée a partir de rien; le
calcul des propositions doit beaucoup aux Stoiciens etlaitdes prédicats est issu de
la théorie du syllogisme d’Aristote et des logiciens du MiyAge ; cette théorie reste
parfaitement lisible aujourd’hui.

— Les matématiques gEparenta la logique.
La logique est la science du raisonnement et de I'expredsiomelle du raisonnement.
Tout étudiant est amené a raisonner et a exprimer ledeuses cogitations oralement ou
par écrit ... Bien plus, les écueils traditionnels de lgidoe élémentaire (implication,
démonstration, variables libres et liees, etc.) ona @ rencontrés dans I'enseignement
secondaire, dans des contextes mathématiques souvertifficiles. En particulier, la
notion d’implication formalise le lien existant entre Ipgthese d'un théoreme et sa
thése ; distinguer les roles des variablest y dans la formulé/z P(z, y) n'est pas plus



difficile que distinguer les roles deet = dans I’intégralefo‘"” f(t)dt, ou ceux de et j
danszi Aﬂxl

1.1.2 Quelques probkmes ...

Pourquoi alors I'étudiant, reconnaissant rapidementagis shésitation la validité des
formules((pAq) = 1) = (p = (¢ = 7)) etvab < (a + b)/2, hésitera-t-il devant des
guestions innocentes, telles que

SoientA, B, X etY des formules quelconques.

Onposed’ =4 (X = (A=Y))etB =4 (X = (B=Y)).

Si A = B est vrai, que peut-on dire d&@= A, deA’ = B’ etB' = A’ ?
et

Quel lien logique y a-t-il entre les formules
Ve Vy (P(z) = Q(y)) et Iz P(z) = Ve Q(z) ?

Nous n'avons naturellement pas d'explication définitvee probleme, et encore moins
de remede infaillible, mais on peut néanmoins noter gadrtes points cités plus haut, bien
gu’objectivement favorables, ne sont pas dépourvuset&fiervers.

La facilité de la matiere peut susciter trois types dectieas négatives. Tout d'abord,
“si c’est trop simple, ce n'est pas utile”. Les applicatioman triviales de la logique sont
pourtant nombreuses, mais le temps manque parfois pousdedex. Ensuite, et cela surtout a
propos de la logique propositionnelle, “pourquoi vouloimhaliser et théoriser a propos d’'une
arithmétique simpliste, limitée & 0 (faux) et 1 (vrai) Ehfin, la facilité conduit & 'imprudence,
qui elle-méme mene al'erreur! La logique renferme quianésne quelques pieges. ..

Les bons livres existent, sans aucun doute, mais ne corréspbpas toujours aux attentes
et besoins du lecteur. Un simple exposé du type “hypatbé&téductif” habituellement utilisé
en mathématique ne convient pas, méme si paradoxalealegidue €lémentaire s'y préte trés
bien. Ce genre d’exposé se lit avec peu d’effort mais cdreduwilement a une compréhension
passive et superficielle des concepts. En outre, un tel éxpesionne pas de justification a
I'existence méme de la logique mathématique et ne feramplifier les réactions négatives
évoquées plus hadit.

Notons enfin que son bagage mathématique, s'il aide obggntnt I'étudiant & aborder le
présent cours, pourrait aussi contribuer a susciterefeance ... Est-il naif d’espérer que ce
cours contribue a réconcilier le lecteur avec la demarohthématique ?

1.1.3 Quelques solutions

Les remedes existent. Une approche historique et phitdbgop des concepts [Gochet et
Gribomont, 1989] est un excellent moyen de contrer lestidas négatives, en montrant que

beaucoup d’efforts ont été nécessaires pour abouticangepts simples et épurés sur lesquels
se base la logique moderne. Elle montre aussi que les [grogatisés au cours des siecles

I'ont souvent été a l'occasion de problemes concrefs yait enfin que la formalisation de
I'expression des raisonnements a été la voie royale dsadtia une meilleure compréhension

2Un exposé de nature mathématique est cependant trésautdpprenant, dés qu'il a maitrisé les bases et

acquis une certaine pratique.

de ceux-ci. Linconvénient de cette approche est qu'ellenge grandement la taille de
I'exposé, surtout si on le compléte d’'une introductiotkeds problemes extra-logiques [Gochet
et Gribomont, 1994, 2000] auxquels la logique apporte uhgiea partielle ou compléete. Tout
en restant persuadé de l'intérét pédagogique d’'uhe aplproche de la logique, nous devons
admettre qu’elle est peu compatible avec la durée de 3@&bguévue au programme, surtout
pour des auditeurs fortement sollicités par ailleurs.

Un moyen radical de balayer les objections de simplicitél’etutilité est de dépasser
la matiere reconnue comme indispensable et d’aborderggesl grands problemes tels
I'incomplétude et I'indécidabilité de la plupart destries, et les limites de la mécanisabilité
du raisonnement, un sujet qui a toujours passionné lesitat, depuis Leibniz jusqu’a Quine,
en passant par Godel et Herbrand. On obtient alors un céallsrd nettement mathématique,
plutdt volumineux et difficile, dont l'introduction dansnucurriculum de candidature en
philosophie serait malaisée a justifier.

Il semble donc que les problemes liés a I'enseignemelatidgique se résolvent surtout par
des développements supplémentaires, dont le simpleneopeut rebuter I'étudiant. En dépit
de cette inquiétante inflation, on constate que la partierale de la logique peut s’exposer en
relativement peu de temps, pour un profit intellectuel a@rsible a condition de respecter une
stricte discipline. Le point crucial de cette discipliné gse I'étudiant doit assimiler la logique
éléementaire comme l'arithmétique élémentaire ; iitdmouvoir “doubler” le raisonnement
méthodique et rigoureux par une compréhension intuities formules. Il doit arriver, par
exemple, aejeter’énoncé de logique (incorrect!)

SiA = Bestvrai, alorsg X = (A=Y)) = (X = (B=Y)) estvrai.
aussi rapidement que I'énoncé algébrique (incorrect!)
Sia < bestvrai, alorsly —a) —z < (y —b) — x est vrai.

En mathématique, il est extrémement pénible de mémiodes démonstrations vues comme
des textes linéaires dont tous les mots ont la méme impoetall est de loin préférable
d’associer a un théoreme un objet concret (au sens largajtir duquel on peut reconstituer
aisément la démonstration du théoreme.

a

FiG. 1 - Clef du théoréme de Pythagore.

Le dessin de gauche de la figure 1 comporte deux carréseumtérdont les dimensions
sonta etb ainsi que deux rectangles de cotést b. Ce dessin illustre notamment la formule



(a+0b)* = a* 4+ 2ab+ V?. Le dessin de droite comporte un carré intérieur de dimens ainsi
gue quatre triangles rectangles de petits catésb et d’hypoténuse. L'aire totale des deux
rectangles étant égale a celle des quatre trianglé® t@talea? + b* des deux carrés intérieurs
a gauche est égale a I'aité du carré intérieur a droite. Cette derniére égalitéle theoreme
de Pythagore.

Ce genre d'objet (ici, une paire de dessins) est naturetietnes utile ; il rend évident le
théoreme auquel il se rapporte. L'inconvénient estlquést pas facile de découvrir I'objet
qui éclairera un résultat important. C'est cependantsdifficile en logique formelle qu’en
algébre ou en arithmétique ; montrer comment ces objetsgme étre découverts et utilisés sera
I'un de nos objectifs. Nous essayerons aussi d'importengiglie I'expérience et I'intuition
acquises en arithmétique élémentaire.

1.1.4 Digression : Pythagore

Il est difficile, & propos de Pythagore, de distinguer efatits historiques avérés et légendes
invérifiables, mais une tradition constante lui attribae & son école) plusieurs contributions
majeures, depuis le concept méme de philosophie jusquiadouverte de I'influence positive

des voyages sur la formation de la jeunesse, en passaah@wient par ses célebres théoremes.

Nous avons déja évoqué celui du triangle rectangle ;uireaaffirme que/2 est irrationnel,
c’est-a-dire qua/2 n’est égal & aucun quotient de deux entiers.

Ces résultats sont trés importants mais beaucoup ploffisaif est le fait qu'ils aient
été démontrés. Avant Pythagore (et, en bien des lieaxgtemps encore apres lui), les
mathématiques se réduisaient a un ensemble de r&spltet ou moins précis et structurés,
tenant de la recette de cuistneu de la vérité d'inspiration divinémais jamais démontrés.
C’est le concept de preuve qui fonde les mathématiquesglgue mathématique, la physique
mathématique et toutes les sciences exactes. Les scimmuesxactes parce qu'elles ne sont
pas absolues; les vérités mathématiques sont subdrdsraux axiomes ayant permis de les
démontrer.

Un autre pilier des sciences exactes est la généralitdcept également proné par
Pythagore. Les preuves de I'Ecole pythagoricienne fontliogitpment usage de la regle
de généralisation, sur laquelle nous auront I'occasienevenir. Par exemple, I'égalité de
Pythagore:? + b* = ¢? est établie pour un triangle rectangle sans propriétiécpéiere, donc
elle est valable pour tous les triangles rectangles. Lerprode la science est inséparable
du progres de la généralité. Un exemple célébre dst des lois de Kepler, qui décrivent la
trajectoire elliptique des planétes autour du soleil. I6B0nt cependant été éclipsées par la loi
de la gravitation universelle imaginée par Newton, cagijnement, les lois de Kepler ne sont
que des corollaires de la loi de Newton. Dans le méme orddéel’ la théorie du syllogisme
catégorique d’Aristote et des Scolastiques reste aetpall sa rigueur (non formelle) mais a
été éclipsée par la logiqgue moderne des prédicatement plus générale.

Revenons enfin au concept de preuve, central en mathématepuis Pythagore. Trop

3Mille ans avant Pythagore, les Egyptiens et les Babylonmmaissaient des techniques permettant de
résoudre des problemes intéressants, mais il s'agtsaecettes étayées uniguement par I'expérience.

“4La tradition attribue & Pythagore le concept de nombreajiatin nombre est parfait s'il est égal & la somme
de ses diviseurs propres. Deux exemples sont 6 =1+2+3 et 2B8=4%7+14. Saint-Augustin aurait suggéré que
le monde a été créé en six jours parce que 6 est un nomifegtpa

souvent, I'idee méme de preuve formelle fait peur auxudifits, et tout au plus ceux-ci
peuvent-ils se résigner a en ingurgiter un certain nomipuant a imaginer pouvoir construire
eux-mémes une preuve ... Il est vrai que certaines prewrgsestrémement difficiles, et
se font attendre pendant trois siecles, comme celle duaddireoréeme de Fermat que nous
évoquerons briévement plus IgirCependant, dans beaucoup de cas, la preuve est un sous
produit d'une bonne compréhension des questions &sdiéetape cruciale est souvent de se
poser la bonne question. On attribue & I'Ecole pythagemioe la découverte du dodécaédre
régulier, solide dont les douze faces sont des pentag@uesiars égaux. Prouver que ce
dodécaédre existe est facile, penser a s'interroges®uexistence, ou sur celles des polyédres
réguliers convexes en général, I'est mdindn exemple plus simple : est-ce qué& peut
s’écrire sous la forme d’une fractign/q, oup etq sont des entiers positifs premiers entre eux ?
La réponse, négative, semble avoir été une déception Bythagore, mais la demonstration
(par I'absurde) n’est pas difficile. Supposons que la fomcéxiste. On a dong® = 2¢ donc
p? est pair ep aussi’ On a dong = 2p’ et4p™ = 2¢?, d’oli ¢* et ¢ sont pairs, d’olp etq ne
sont pas premiers entre eux.

Dans ce cours, les preuves difficiles sont rares ... maisrsavgue I'on démontre est un
impératif permanent!

1.2 Qu’est-ce que la logique ?

La logique est la science du raisonnement et de I'expregmiécse du raisonnement.
Tout étre humain raisonne et est donc concerné par ladegigaisonner, c'est produire de
I'information a partir d’information préexistante et dertains mécanismes de transformation
de l'information. Le mot “produire” est ici ambigu, commalllistre une scéne célébre du
“Rhinocéros” de lonesco, ou il apparait que, dans uragegens, la logique ne “produit” rien
et ne fait que restituer ce qui lui est fourni. En fait, le cisement est proche du calcul, qui lui
aussi transforme I'information. Etant donné un triangdatda base et la hauteur sont de 6 cm
(information préexistante), on sait que I'aire du trissgst de 18 cA(“nouvelle” information).

Le mécanisme de production est la régle classisjue (B x H)/2. L'information produite
est-elle réellement nouvelle ? Peut-&tre pas, mais ssuéer de la déception serait reprocher
a la logique et aux mathématiques ce qui fait leur valawavoir I'universalité : tout triangle
dont la base et la hauteur sont de 6 cm a une aire de 18lénformation que le calcul produit
n’est donc pas originale ou inattendue, mais elle n’en eshpzns utile et pertinente.

L'analogie entre la logique et l'arithmétique est fécendt nous aurons l'occasion
d’'y revenir. Leibniz évoquait déja I'intérét d'un lgage et d'une méthode permettant un
raisonnement mécanisé, de nature calculatoire ; cektgnermis, notamment, de remplacer

SRappelons & cette occasion que Pierre de Fermat (1601-fi688e brillante carriere ... de juriste. Les
mathématiques, et notamment la théorie des nombreésnépour lui un hobby.

6y a-t-il des poly&dres réguliers dont les faces antdtés ? On sait que I'angle dugone régulier est de
a =g4¢; 180(n —2)/n degrés, et que di faces § > 3, nécessairement) se rejoignent a un sommet, il faut que
k * a soit strictement inférieur & 360 degrés. Pour le triarégjuilatéralg = 60, d'ouk € {3,4,5}; pour le carré,
a =90, d'ouk = 3, pour le pentagone régulier= 108, d’ouk = 3; pour I'hexagone régulier, = 120, d’'ou il
n'y a pas de solution pour > 6. Il y a donc maximum cing polyedres réguliers convexes iffit d'essayer de
les construire pour constater qu’il y en a exactement cing.

’Le carré d’'un nombre pair est pair, le carré d’'un nombredimest impair.



des controverses stériles et agitées par de froids salevant les résultats desquels 'unanimité
se ferait immanquablement.

1.2.1 Lalogique des propositions

La logique la plus simple est celle des propositions. |l $’agn d’'un calcul, dans lequel
les objets ne sont pas les nombres et les expressions mure€rimais les valeurs de vérité
(“vrai” et “faux”) et les propositions et formules suscdydtis d’'étre vraies ou fausses. Voici un
exemple typique de ce calcul. Linformation préexistasdeporte deux énonces :

Pour sortir sous la pluie, je prends mon parapluie.
Je suis dehors sans parapluie.

Le mécanisme de calcul, ou plutdt de déduction, est leasitli

A= B,-B
—A

“Si A implique B est vrai, et siB est faux, alorsA est faux.” L'information nouvelle que I'on
peut obtenir ici est “Il ne pleut pas”. Oniastancé A en “il pleut” et B en “je sors muni d’'un
parapluie”.

On notera I'emploi de la convention habituelle : la ligneikontale sépare Iggrémissesl’'un
raisonnement (au-dessus de la ligne) et@aclusion(au-dessous de la ligne).

Logique et arithmétique. Dans le raisonnement précédent, le calcul propremengsdit
extrémement simple. C’est une arithmétique des pluswadtaires, ou on ne dispose que de
deux “nombres”, noté§ (faux) etV (vrai), ou encore, pour parfaire I'analogie, 0 et 1. Les
tables correspondant au conditionnel et aux quelquessaopérations logiques seront donc
bien plus simples que la table de multiplication par exemplesque les tables logiques ne
comportent que deux entrées. Une difficulté de la logicarergpport a I'arithmétique est le
caractere informel du langage utilisé (le francais)nfidrmation représentée pdt peut étre
écrite “je sors muni d’'un parapluie”; on a donc implicitemadmis que la phrase “Pour sortir
sous la pluie, je prends mon parapluie.” est synonyme ddéiltgmplique je sors muni d’'un
parapluie”. On congoit aisement que, dans des raisonmisnpéus élaborés, une hypothese
de ce type peut rapidement devenir doutéu3eutefois, ce probléme est du ressort de la
linguistique et nous ne I'aborderons pas ici. Plus pgrisnt, nous ne considérerons pas de
raisonnement dont la formalisation ne soit élémentaioire méme déja faite. L'objet de la
logique mathématique sera donc la représentation etljyaa des raisonnements formalisés. A
titre d’exemple, considérons les tables de la négatialueonditionnel :

[z ]y z=y]

ElE3 VIiv] Vv
VI F V| F F
F|V F|V]|] V

F|IF| V

8M@me dans notre exemple, certains problémes surgisSemarticulier, il peut avoir commencé a pleuvoir
apres que je sois sorti (sans parapluie) ; je peux ausetegen parapluie en cours de route.
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Ces tables permettent d’établir la validité du mécamisi|a raisonnement utilisé au paragraphe
précédent. Par simple combinaison, on obtient immédiant la table ci-dessous :

(AB|A=>B|-B|-A]

M| = <) <
| < | <

<<= <
<|H=| <=
<|<|= =

Valider le mécanisme de raisonnement utilisé dans no&eple (c’est le “Modus Tollens”)
consiste a vérifier que, dans tous les cas ou les deuxiggésy = B et —B sont vraies,
la conclusion—A est également vraie. Dans les trois premieres lignes ldeas, 'une des
prémisses est fausse. Ces lignes correspondent a dea tadodus Tollens ne s’applique
pas. La quatrieme ligne correspond au cas ou les deuxiggémsont vraies, c'est-a-dire au
cas ou le mécanisme de raisonnement étudié s'applignegbserve que la conclusion est
également vraie, ce qui achéve la vérification.

1.2.2 Lalogique piedicative

Certains types de raisonements ne peuvent s’analyser eawnde la proposition; il faut
alors décomposer celle-ci, par exemple sous la forme-puggticat. Un exemple classique est
le raisonnement suivant :

— Tous les hommes sont mortels.

— Socrate est un homme.

— Donc, Socrate est mortel.

Dans ce raisonnement, de la famille des syllogismes catpgs, le “donc” est
indubitablement pertinent, mais le codage purement pibposel ne le montre pas. En effet,
les trois propositions contenues dans le syllogisme dénténtaires et distinctes, ce qui fait
de ce raisonnement une instance du schéma

b, q
T

Ce schéma est clairement non valide. En revanche, en legigdlicative, ce méme syllogisme
apparait comme une instance du schéma

Ve (P(r) = Q(z)), Pla)
Q(a)

Ce schéma est valide, comme nous le verrons plus loin.

On peut aussi voir la logique prédicative comme une géisation de la logique
propositionnelle, dans laquelle les conjonctions et Isfdtctions peuvent &tre infinies et se
traduisent en quantifications universelles et quantificatiexistentielles, respectivement.



1.3 Trop simple, la logique ?

On peut se demander a quoi sert la logique en tant que scipnisgu’elle ne recouvre,
dans le contexte élémentaire dont nous ne sortirons pagjep connaissances évidentes. Nous
aurons amplement I'occasion de souligner plus loin qu'tl @staines évidences méritant
d’étre soulignées mais on peut déja noter une analagie ¢utilité de la logique et celle
de l'arithmétique. Tout d’abord, le fait qu'une regleléebjue le Modus Tollens soit aussi
élementaire que la regle arithmétique de commutatilé I'addition ¢ + b = b + a, quels que
soient les nombresetb) n'enléve rien & I'intérét de ces régles ; en outre,agidue comme en
arithmétique existe un effet de dimension qui relativisedractére élémentaire souvent attribué
a certains résultats. En arithmétique, on “prod(it’x 6)/2 = 18 sans effort, mais il n’en va
pas de méme powd5 234 x 765864 = 264 402 292 176 ; on utilisera ici une calculatrice, ou
un ordinateur dont la programmation a requis la mise en omevrégles arithmétiques bien
formalisées. Plus peut-étre que la taille des problémiest leur généralisation qui requiert
I'élaboration d’'une science. L'égalité

1+2+.--+10=55

présente un intérét nettement moindre que I'égalité

n

1
Zi:1+2+-~-+n:7”(”2+ ).
=1

parce que la seconde égalité est valable non seulementiqua= 10 (auquel cas elle se
réduit a la premiere) mais en fait quan@st n'importe quel entier positif. La premiére égalité
peut se déduire de tables d’addition, alors que pour largkcane “science” arithmétique
est nécessaire. Il en va de méme en logique, ou I'on fasmales régles générales, telle la
classique régle de récurrence :

P(0), ¥n[P(n) = P(n+1)]
Vn P(n)

L'effet de dimension est également présent en logiquenge en témoignent deux petites
énigmes amusantes.

Enigme “facile”.

Les étudiants ayant participé a I'examen de logiquecdtiit par le prénom, la
nationalité et le sport favori pratiqué par chacun d’édm.demande de reconstituer
le classement et de déterminer qui est le Francais et gt sport pratiqué par
Richard, sur base des indices suivants.

Il'y a trois étudiants.

Michel joue au football.

Michel est mieux classé que I’Américain.
Simon est Belge.

Simon a surclassé le joueur de tennis.
Le nageur s’est classé premier.

SUAWNER
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Enigme “difficile”.
Les occupants de maisons alignées different par la ratténla couleur de la
maison, la marque de cigarette favorite, la boisson peéfét 'animal familier. On
demande de reconstituer la situation, et en particulieledfifier le propriétaire du
zébre et le buveur d’eau, sur base des indices suivants.
1. Les numéros des maisons sont 1, 2, 3, 4, 5.
2. L’Anglais habite la maison verte.
3. L’Espagnol posséde un chien.
4. On boit du café dans la maison rouge.
5. On boit du thé chez I'Ukrainien.
6. La maison rouge suit la maison blanche.
7. Le fumeur de Old Gold éléve des escargots.
8. On fume des Gauloises dans la maison jaune.
9. On boit du lait au numéro 3.
10. Le Norvégien habite au numéro 1.
11. Le fumeur de Chesterfield et le propriétaire du renant @oisins.
12. Le fumeur de Gauloises habite & coté du propriéthireheval.
13. Le fumeur de Lucky Strike boit du jus d’orange.
14. Le Japonais fume des Gitanes.
15. La maison bleue jouxte celle du Norvégien.

Formaliser ces énigmes, c’est-a-dire les convertir emfibes a analyser, est facile. L'analyse
proprement dite est tout aussi facile, mais elle prendrayample 30 secondes dans le premier
cas et 30 minutes dans le second. La raison en est évidestdelix Enigmes sortent du méme
moule, dont Lewis Carroll aurait &té I'un des premierseaservir, mais la premiére est de
“dimension” 3 alors que la seconde est de “dimension” 5. DPoimt de vue opérationnel,
si n est la dimension de I'énigme, une situation possible essitwée den permutations
(indépendantes) de listes d&léments ; cela peut se faire @€)™” manieres differentesPour

la premiéere énigme, la solution est donc a choisir paa)? = 216 situations possibles mais
pour la seconde, c’est parifii!)> = 120° = 24 883 200 000 situations a priori possibles qu'il
faudra découvrir la solution ... .

1.4 Logigue et mattematique

La logique formelle a été développée notamment par dath&maticiens, pour &clairer
divers problemes délicats survenant en algébre, erysaakn géométrie, etc. Il importe
de reconnaitre d’'emblée le statut acquis par la logiquéh@émaatique : elle contribue au
développement d’autres branches des mathématiquesestune meilleure compréhension
de celles-ci. Inversement, une certaine maturité madigune favorise I'apprentissage de la
logique. Nous disons bien “une certaine maturité” et namevaste culture” ; I'étudiant ayant
suivi quatre heures de mathématiques par semaine periganirges d'études secondaires
peut parfaitement apprendre la logique formelle.

9Rappelons ici que I'exponentielle est la fonction quigtéa multiplication ;2 est le produit de; facteurs
egaux & et on a, par exempl@? = 32. La factorielle den est le nombre de permutations des nombres de.1 a
Pourn = 3, on a six permutations : (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,33)1,2) et (3,2,1). Plus généralemetltest le
produit des nombres de 1 on a par exemplé! = 24.
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Nous ne donnerons ici qu'un exemple de la symbiose entrquegt mathématique, mais
il est capital. Dans n'importe quelle branche des mathigmes, un théoreme évoque une
catégorie d’'objets et affirme que tout objet vérifiant Poyhese vérifie aussi la these. Ceci est
un exemple typique d’évidence qu'’il est opportun de sadigDans le domaing des entiers
relatifs, on a le theoréme suivant :

Tout carré est positif.

La paraphrase suivante donne lieu & une traduction imatedi
Pour touth, n est un carré implique est positif.

On peut en effet formaliser I'énoncé en

Vn[C(n) = P(n)].

Comme souvent en mathématique, on sous-entend une partimfdrmation; dans le cas
présent, la formule ne reprend pas (notamment) le fait/queprésente un entier relatif et
non, par exemple, un nombre complexe. Ce théoreme exppimedes quatre classes d’entiers
relatifs que I'on peut a priori former (C-P : carré-positf-nP : carré-non-positif, nC-P : non-
carré-positif, nC-nP : non-carré—non-positif), la sede est vide. On a en effet

C-P |0,1,4,...,100,...
C-nP

nC-P |2,3,5,...,99,101,...
nC-nP| —1,—-2,-3,...,—100,...

Cela illustre la regle logique disant qu’un conditionpels ¢ est faux si et seulement si
lantécédentp est vrai et le conséquent est faux'® En particulier, un conditionnel dont
I'antécédent est faux est toujours vrai. Par exempdadticé “si 2+2=5, alors 2+2=6" est vrai,
ce qui ne 'empéche pas d’étre sans intérét pratique.

L'apprenti mathématicien éprouve parfois quelque diffie & absorber la notion de
théoreme, comme le logicien débutant peut trouver aseda regle sémantique relative au
conditionnel dit matériel ; nous voyons ici que I'obstaett le méme dans les deux cas.

10 e théoréme affirme que la seconde des quatre classeslestiminterdit pas qu’éventuellement une des
trois autres classes soit vide aussi.
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2 Logique propositionnelle : syntaxe et emantique

2.1 Introduction

L'objet de la logique propositionnelle est I'etude despmsitions et de certaines opérations
qui permettent de les combiner. Nous montrons dans cettieisecou proviennent ces objets
et ce gu'ils sont.

2.1.1 Ceréralités sur les propositions

Une propositionest une phrase susceptible d'étre vraie ou fausse. Enaisgran parle
souvent de “phrase énonciative”. Voici quelques exemgéepropositions, écrites en langage
naturel, en formalisme mathématique ... ou dans un méldeg deux.

. Un plus deux égalent trois.

1+1=3.

T > e.

. I n'existe que cinq polyedres réguliers convexes.

. Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.
. Le procompsognathus est un deutérostomien anamniote.

. Il fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

2?4y = 22

. Il pleut.

. Je donne cours de logique le mardi.

. Jedonnecours(matiere, jour).

. Un plus deux égalent trois et la terre tourne autour teilso

. Un plus deux égalent trois parce que la terre tournesadiosoleil.
. Cette phrase est fausse.

. La phrase suivante est vraie.

. La phrase précédente est fausse.

. Cecin’est pas une phrase.

18. Cette phrase n’est pas une proposition.

© O N UM~ WN R

N o e T ol ol
No U0 WDN RO

On observe immédiatement que la nature propositionnélieedphrase n’implique pas la
connaissance automatique de la valeur de vérité de dattse Les trois premiers exemples
paraissent non problématiques, mais on pourrait h&siteur attribuer une valeur de vérité
par méconnaissance du francais ou de 'arithmétig@iméhtaire ; on pourrait aussi ignorer ou
refuser les conventions habituelles des mathématiciemsecnant les constantes numériques
importantes, tellesr = 3.14159... ete = 2.71828.... Les exemples 4 a 7 montrent que
Iignorance est une cause excusable et méme inévitableodeattribution. On peut savoir
ce qu’'est un polyedre régulier convexe, mais le non-eratticien ignore généralement leur
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nombre. L'exemple 5 a un sens clair, mais il s’'agit d'une eohjre de I'arithmétique :
les spécialistes pensent qu’elle est vraie, mais n'ontrpassi a la demontrer. Le sens de
la phrase 6 et a fortiori sa valeur de vérité échapperaman-biologiste. Enfin, faire une
prévision météorologique a trés long terme est catephent irréaliste.

Les exemples 8 & 11 posent une difficulté d’'une autre nalw® phrases sont claires et
élementaires, mais leur valeur de vérité dépend dtexoe. La pertinence de ce contexte peut
apparaitre explicitement, via des parameétres téls"y”, “ 2", “matiére”, “jour”, ou de maniere
implicite : qui est “Je”? Ou et quand est prononcée la ghitipleut”? On ne peut attribuer
une valeur de vérité a ces exemples sans connaitredatexte.

Les exemples 1 a 11 étaient des propositiatmsniques les exemples 12 et 13 sont des
propositionscompoges les deux composants sont les propositions atomiques “Usiggux
égalent trois” et “La terre tourne autour du soleil”. Cesngmsants sortonnecéspar “et” et
par “parce que”.

Les exemples 14 a 16 sont desradoxes on les comprend, aucune culture et contexte
particuliers ne sont nécessaires a leur analyse, maistiheanmoins impossible de leur
attribuer une valeur de vérité sans aboutir & une coittiad (le cauchemar du logicien!).
Ce phénomene est lié alitoreference: ces phrases parlent d’elles-mémes. Les exemples 17
et 18 montrent que I'autoréférence n’'implique pas totgde paradoxe : il s’agit bien de deux
propositions, toutes deux fausses.

Dans I'approche formelle de la logique propositionnell@)s voulons nous affranchir de
tous les problémes non liés au raisonnement propremettldn moyen radical d’y parvenir
est de restreindre le sens d'une proposition a sa valeured&é yexactement comme, en
arithmétique, le sens d'une multiplicité est réduita taille. On évoque le nombre “13”
par exemple, sans se soucier d’évoquer une multiplidtic@te comportant 13 éléments.
En fait, I'arithmétique ne nous apprend rien sur les nomla@x-mémes, mais a pour objet
les relations qui existent entre les nombres, dont I'eristeest tout simplement postulée et
admise. Le lexique de 'arithmétique se limite donc awations identifiant les nombres (suites
de chiffres), aux variables représentant les nombrewvésaules lettresy, y, a, b, etc.) et aux
symboles représentant les opérations par lesquellesutrcpmbiner et comparer les nombres
(+, =, <, etc.). L'écriturez? + y? = 2? est un énoncé de l'arithmétique; c’est aussi une
proposition. Pour attribuer une valeur de vérité a gettgosition, il faut connaitre les valeurs
(numériques) de, y et z, mais rien d'autre (inutile, par exemple, de savoir si lesihres en
questions représentent des longueurs, ou des vitessdesmombres de pommes contenues
dans des paniers).

En arithmétique, on distingue les énona&dides qui sont toujours vrais, les énoncés
inconsistants ou contradictoires qui sont toujours faux, et les &noncésntingents ou
simplement consistantgui sont vrais ou faux selon le contexte, c'est-a-direséts valeurs
gue 'on attribue aux variables qu’ils contiennent. Unigevalide peut contenir des variables,
tel 22 + 42 > 22y ou n’évoquer que des constantes el 3 = 5. Il en va de méme pour les
énonceés inconsistantg’(+y? < 22y, 2+3 = 6). En revanche, un énoncé contingent comporte
toujours une variable au moins K 3).

Upaprés Larousse, la logique est la “science du raisonneetelui-méme, abstraction faite de la matiére &
laquelle il s’applique et de tout processus psychologique”
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La méme classification sera adoptée en logique proposiite. Les énoncéfue et
false = p sontvalides; seul le second comporte une variable prapostlle. L'énonc® = ¢
est contingent, tandis que I'énont&e = false est contradictoire.

Deux differences essentielles existent entre la logiquakthmétique. Tout d’abord, il
n'existe que deux valeurs en logique, contre une infinit@mmeétique ; de plus, la notion
de proposition existe en arithmétique (les énoncésrabtiques sont des propositions, au
méme titre que les énoncés de mécanique des fluidesxpamée), alors que la notion de
nombre n’apparait pas en logique propositionnelle. Bnl&logique “précede” I'arithmétique,
car on ne peut pas faire d’arithmétique sans faire, comsoient ou non, de la logique. En
contrepartie, I'arithmétique est “plus riche” que la lgge ; on pourra identifier le calcul des
propositions a un calcul numérigue particulier, mais epaurra pas identifier le calcul sur les
nombres a une logique propositionnelle particuliére.

2.1.2 Cenéralités sur les connecteurs

Les opérateurs combinant les propositions sont appsd@secteursLa logique des
propositions est en fait la logique des connecteurs, conarnighimétique est plus la science
des opérations (addition et multiplication surtout) geecdes nombres proprement dits.

Les opérations de I'arithmétique (au sens large) sonfategions dont les arguments (en
général, un ou deux) prennent des valeurs numériquesjéar du résultat est numérique, ou
une valeur de vérité. Voici quelques opérations co@snt

— Laddition : +:ZXZ — Z: (x,y) — x+y.
— Le passage al'opposé : - Z — Z: x+— —ux.
— La divisibilité : |: ZxZy — {V,F}: (2,y) — x|y.
— La primarité : Pr: Nogs — {V,F}: 2 — Pr(x).

Rappelons que, siest un nombre entier plus grand que 1Pest vrai six est premier,

c’est-a-dire n'est divisible que par lui-méme et par 1.
Il existe une infinité d’opérations arithmétiques, etathématicien s’autorisera a en créer une
nouvelle, qu’il nommera et notera de maniere appropdes, que le besoin s’en fera sentir.
Toutefois, quand on étudie I'arithmétique, on se limitmgralement a une demi-douzaine
d’opérations. On retient, d'une part, celles dont I'nétépratique est évident et, d’autre part,
celles dont les propriétés sont les plus attrayantesgilles élégantes. Ces deux criteres sont
souvent concordants ; de plus, les opérations non retexmmeie primitives peuvent souvent
se dériver des opérations primitives ... au moyen de lajleg On définit par exemple la
divisibilité (ne pas confondre avec la division) a padrI'égalité et de la multiplication :

zly =g Fz(r.2=1y).
On se sert de cette nouvelle opération pour définir la pitéha
Pr(z) =gy 2>1AVylylz = (y=1Vy=u2x)].

En logique propositionnelle aussi, nous aurons des coewmectfondamentaux et des
connecteurs dérives.
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Notons aussi que certaines “opérations” arithmétiguesant pas considérées comme
telles par les mathématiciens, parce gu’elles dépemierseulement des nombres eux-mémes
mais aussi de points annexes, par exemple le formalismséypibur les représenter. Ainsi, la
“longueur” d’'un nombre n’est pas une véritable opératioithmétique, puisqu’elle n’est pas
“numérifonctionnelle”:

((13) =

0(6 + 7) = 3,
0(78/6) = 47
oy =
((treize) = 6
{(thirteen = 8
(X)) =4,

En logique aussi, les connecteurs non “vérifonctionng¢sbnt éliminés.

Les connecteurs propositionnels sont nombreux dans lai¢afrgncaise ; nous en avons
rencontré deux exemples :

— Un plus deux égalent troet la terre tourne autour du soleil.

— Un plus deux égalent trofsarce quda terre tourne autour du soleil.

Le connecteuet est vérifonctionnel : la proposition4’ et B” sera vraie si et seulement si
les propositions A” et “ B” sont toutes deux vraies. En revanche, il n’est pas évidétablir
un éventuel lien de cause a effet entre deux faits, et doerias valeurs de vérité ded” et
de “B” ne permet généralement pas de connaitre la valeur & wfe “A parce queB”. Les
propositions composées suivantes, dont nous supposoosrgosantes vraies, montrent que
le connecteur “parce que” n'est pas vérifonctionnel :

— La voiture dérapearce quda route est mouillée.
— Laroute est mouilléparce quda voiture dérape.

Dans un contexte ou une voiture a dérapé sur une routelléeuia premiére proposition
composée semble vraie mais la seconde est quasi certaitfamsse. Or, les deux propositions
simples contenues dans les propositions composées so@es ycela montre que la valeur de
vérité d’une proposition composée avec “parce que”emedd pas uniquement des valeurs de
vérité des composantes.

Voici quelques exemples d’emploi des connecteurs véetfonnels les plus frequemment
utilisés en francais.

— J'irai au théatreu bienj'irai au cinéma.
Il pleutouil vente.

— Sil pleut, alorsla route est mouillée.

Le ciel est blewetla neige est blanche.

Il n’estpasbéte.

Sic’est pilealors je gagnesinontu perds!
Elle réussisi elle travaille.

Elle réussiseulement stlle travaille.

Elle réussisi et seulement sille travaille.
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— Elle travaille,doncelle réussit.

— [lls n'ont] ni Dieu, ni maitre !

Dans ces exemples, la valeur de vérité de la propositionposée se déduit aisement de
la valeur de vérité des composants; les connecteurs sotllen vérifonctionnels. Dans ce
cadre, il est possible de rendre compte de la validité daiosrraisonnements, tel le suivant :

1. Tous les hommes sont mortels.

2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

3. Socrate est un homme.
4. Donc, Socrate est mortel.

Ce raisonnement est uimestance c’est-a-dire un exemple, du schéma

A, (ANB)=C, B
C

et nous verrons plus loin que toutes les instances de censcfgli comporte trois prémisses
et une conclusion) sont valides. On observe cependant gusrne logique (informelle) la
prémisse

2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

semble redondante, car elle exprime une tautologie, &abte une évidence. Comme nous
I'avons signalé plus haut, le probleme est que la validit raisonnement

1. Tous les hommes sont mortels.
3. Socrate est un homme.
4. Donc, Socrate est mortel.

ne peut pas étre établie dans le cadre du calcul des ptigmesmais seulement dans celui,
plus puissant, du calcul des prédicats. Notons enfin guaygsi, des curiosités linguistiques
peuvent compliquer 'emploi de la logique en langage nataci un exemple classique de
raisonnement qui, formellement, pourrait sembler validésmui, clairement, ne I'est pas.

1. Jacques est un personnage intelligent.
2. Un personnage intelligent a découvert la relativité.
3. Donc, Jacques a découvert la relativité.
En voici un autre :
1. Tout ce qui est rare est cher.
2. Une Rolls-Royce bon marché est rare.
3. Donc, une Rolls-Royce bon marché est chere.

Le calcul des prédicats classique ne pourra pas rendreteatees problemes, qui sont plus
du ressort de la linguistique que de la logique.
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2.1.3 Les connecteurs @rifonctionnels

Le nombre d'opérations arithmétiqueshaarguments est infini et, de plus, il n’est pas
possible de donner une table explicite exhaustive pour pésations arithmétiques, car les
opérandes peuvent prendre une infinité de val®u@es limitations n’existent pas en calcul
des propositions, puisqu’il n'y a pour les opérandes qued@leurs possibles. Une table de
connecteur sera explicite et exhaustive : on énumerelsimgnt tous les cas possibles. Chaque
opérande peut prendre deux valeurs ; pour un opératearguments, la table comportera donc
2" lignes. Chaque ligne peut correspondre a un résultaburaiun résultat faux ; il y aura donc
22" connecteurs (vérifonctionnelsyzarguments. En particulier, il y a 2 constantes (opérateurs
sans argument), 4 connecteurs unaires et 16 connecteaigekirdont les tables sont reprises
aux figures 2 et 3.

EENE NN
V[V|[V]F|F
F|V|F|V]|F

FIG. 2 —Les quatre connecteurs unaires.

H 01|02‘03‘O4|o5|06|07|o8‘09‘010‘011|012|013|Ol4|015|016|
VI(V|V|V|V |F F) F|F
VIF|F|F|F |V V| V|V
F|V|VF|F |V |V F|F
F|V|F  V|F |V | F | V|F

Sl IR RS

Y
%
F
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F

< <l<|<
H <l <l <
<|Hl<| <
| | |

< <= =
| < =) =
<= = =

FiG. 3 —Les seize connecteurs binaires.

Dans la suite, nous n’utiliserons que des connecteurfowetionnels, simplement qualifiés
de connecteurs.

2.1.4 Les connecteurs usuels

On voitimmédiatement que, des quatre connecteurs unaégekle troisieme sera vraiment
utile ; on I'appelle lanegation (Les autres sont les deux constantes et I'identité.) Laiendes
connecteurs binaires ont recu un nom, et un ou plusieurbalas. lls sont repris a la figure 4.

Lestables de @rité des connecteurs importants, les plus frequemmentes;jlsint reprises
ala figure 5.

Remarque.Les symboles utilisés pour représenter les connecteeuvemt différer d'un
ouvrage a l'autre. Nous avons adopté les notations les gdurantes; on notera cependant
que “D” est souvent utilisé au lieu de"; en Prolog, le symbole:“- " est employé a la place
de “<" et la virgule remplace la conjonction.

12| a table de multiplication, par exemple, ne concerne quadasbres de 1 & 10; des régles supplémentaires
sont utilisees pour traiter les cas ou les valeurs desopies n’appartiennent pas a cet intervalle.
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| op.| nom | symbole]| se lit
oy | disjonction Vv ou
o3 | conditionnel <= Si
inverse
o5 | conditionnel = si... alors
o; | biconditionnel = si et seulement si
og | conjonction A et
0g 1 nand(en électronique)
019 | ou exclusif &3] xor
015 1 nor (en électronique)

FiG. 4 —Les connecteurs binaires usuels.

e[y [Ar[v]=]o][=]
T || V|V|V|V|V|F|V
V| F VIF|F|V|F|V|F
F|V F|V|F|V | F|V|V
F/F|F|F|V|F|V

FiG. 5 —Les connecteurs importants.

Disposer de nombreux connecteurs permet une expressitEgaconcise des propositions
composées, mais rend le formalisme plus complexe, et tate lus fastidieuse. Avec la
négation et un connecteur binaire bien choisi, il est fbssle tout exprimer. Supposons par
exemple, comme le font souvent les mathématiciens, queolesecteurs “primitifs” sont la
négation et le conditionnel. On peut alors introduire l&ses connecteurs comme suit :

((L\/b) =def (—|a:>b), (a/\b) =def _|(a2>ﬂb)7...

On montre facilement qug—,V} et {—, A} constituent aussi des “paires primitives”
acceptables, au contraire fte, =} et{—, @}. Curieusement, le connecteur binairpermet a
lui seul de définir tous les autres; on a par exemple=4; (¢ T a) et(a Ab) =4 ((a T
b) T (a1 b)). Lopérateur| est le seul autre connecteur binaire jouissant de cetteiptep

En frangais, I'un des rares connecteurs ternaires d’'usageant est “si-alors-sinon”. La
proposition “siA alors B sinonC” a la valeur deB si A est vrai, et celle d€’ si A est faux. Ce
connecteur permet lui aussi de dériver tous les autres) kii@djoint les constantes de base
trueetfalse®® Il peut lui-mé&me s’exprimer en termes de connecteurs tesait de la négation :
“si A alors B sinonC” a méme valeur de vérite quéA A B) V (=A A C)), ou encore que
(A= B)A (mA=(0)).

On peut (on doit!) se demander si ignorer les connectetases, avea > 2, ne risque
pas d'appauvrir la logique. Pour montrer qu’il n’en est rieonsidérons le cas d’un connecteur
M an arguments, aveg > 2 : la valeur de vérité dé/(py, ..., p,) dépend (seulement) des

130n a par exempléa V b) =4.; [Si a alorstruesinonb].
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valeurs de vérite dg, , . .
M+ etM~—, en posant

., Pn- A partir deM, on définit deux autres connecteurs-1)-aires

M*(py, .
M~ (ps, .

. 7[)7171) =def Af(pl-, <y Pn—1, true)) )
- 7Pn71) =def ]W(pla e 7Pn717fal‘96)) .

On note immédiatement que les deux formules

M(p1,...,pn)

et
[(pn A ]W(Ph ceey Pn—1, true)) \ (_'pn A Aj(pla ... 7pn—17false))]

sont logiguement équivalentes, c’est-a-dire ont méaleur de vérité, quelles que soient les
valeurs de vérité attribuées aux propositipns . ., p,. La seconde formule, au contraire de
la premiere, ne comporte que des connecteurs a moinsatguments, ce qui montre que
les connecteurs a arguments ne sont pas indispensables. Plus préciséameatl|e résultat
suivant :

Théoréme. Tout opérateum-aire (» > 2) peut se réduire & une combinaison d’opérateurs
binaires et de négations.

Démonstration.La construction donnée plus haut permet d'éliminer unneateur a 3
arguments en introduisant des connecteurs a 2 argumantsnapre un connecteur a 27
arguments en introduisant des connecteurs a 26 argunt@anté&pétant le procédé autant de
fois que nécessaire, on arrive & éliminer tout conneatemportant plus de deux arguments.
Remarque.En logique, les théorémes affirmant I'existence d’'unaiarbbjet se démontrent
souvent de fagomronstructive la preuve du théoréme est une méthode (un algorithme) de
construction de I'objet en question. En outre, la preuveastesbuvent parécurrence une
notion essentielle que nous allons détailler. Enfin, urie fue I'on sait cela, il suffit de
mémoriser une simple ligne pour reconstituer le détalbdereuve. Dans le cas présent, cette
ligne peut étre

M(p1,....pn) = [(pn A M(p1,. .. po-1, true)) V (=pn A M(p1, ...

,pn,l,false))] .

2.2 Digression : la ecurrence
2.2.1 Les nombres naturels, de la “dfinition” a I'axiomatisation

Les nombres naturels 0,1,2,... constituent la base desématigues et interviennent
dans tous les domaines de la connaissance. Pourtant, il mblesgguére possible de
définir 'ensembleN des entiers naturels; bien plus, définir un nombre paiicdst déja
problématique. On peut dire que le nombre 3 est la caiatitRre commune a toutes les
collections de trois éléments, mais une telle “défimtipose plus de problemes qu’elle n’en
résout.

Les mathématiciens ont de longue date reconnu ce fait gtexogénéralement le célebre
aphorisme de Leopold Kronecker, I'un des plus brillantsh@ataticiens du 19ieme siecle : en
mathématique, Dieu a créé les entiers naturels et I'herarfait le reste. A défaut de pouvoir
définir 'ensemble des entiers naturels, on peut s'efiodedes caractériser, ou de les résumer,
en quelques axiomes les concernant. Voici d’abord troisrags “évidents” ;
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— 0 est un entier naturel.
— Pour tout entier naturel, il existe un et un seul entier naturélappelé son successeur.
— Tout entier naturey non nul est le successeurd’un et un seul entier naturel appelé
son prédécesseur.
Ces trois énoncés traduisent bien notre intuition de ige Kles nombres, si on admet que le
successeur d’'un nombseestz + 1 et que (siv # 0) son prédécesseur est- 1. lIs ne rendent
cependant pas compte de toute notre intuition, en ce senkogueeut facilement créer des
étres qui vérifient ces trois axiomes sans s'identifies@mombres usuels. Par exemple, on peut
ajouter a ceux-ci deux objets particuliers distincetb, en décrétant queetd sont des “entiers
naturels”, tels que chacun est le prédécesseur et le sseanede I'autré? Nos trois axiomes
ne nous permettent pas de chasser ces deux intrus! On gemieaisou le bat blesse : il doit
exister un quatrieme axiome, sans doute plus difficile@rimer, qui permettrait notamment
d’éliminer a etb de 'ensemble des naturels. En faitet b sont intuitivement a exclure parce
gu’ils ne sont pas 0, ni le successeur de 0, ni le successeugr sléccesseur, et ainsi de suite.
L'axiome “Tout naturel est 0, ou le successeur de 0, ou leessaur du successeur de 0, etc.,
et rien d'autre” est intuitivement clair mais formellemémacceptable, notamment a cause du
“etc.”. Une formulation plus acceptable est
— N est le plus petit ensemble contenant O et contenant le segede chacun de ses
éléments.

2.2.2 Larécurrence et sa justification

Du point de vue axiomatique, la derniere proposition est gatisfaisante, parce que les
notions d’ensemble et de plus petit ensemble ne sont a pagsrimieux définies que celle de
nombre naturel. Néanmoins, si on accepte ces notions, ibrauksi accepter le principe de
récurrence :

Si une propriété est vraie de 0,

et si, chaque fois qu’elle est vraie du naturgl
elle I'est aussi du naturel successeyr

alors elle est vraie de tout naturel.

En effet, supposons que la propridtérérifie les deux prémisses et notafis 'ensemble des
naturels pour lesquelB est vraie. L'ensembl&’» est, par définition, inclus dans I'ensemble
(ce que I'on noteE’r C N). Mais aussi, vu la premiére prémisde, contient O et, vu la
seconde,l'p contient le successeur de chacun de ses éléments; I'bfeséfp doit donc
inclureN, et donc s’identifier avec lui.

On utilise parfois le raisonnement par I'absurde pour ‘del? le principe de récurrence :
si la propriétéP vérifie les deux prémisses mais pas la conclusion, I'ebgeimoteN\ Ep)
des naturels pour lesquels la proprigtéest fausse n’est pas vide. Soit alarsson plus
petit €&lément;n ne peut étre 0 (premiere prémisse) ni le successeur diturel (seconde
prémisse}? d’'oli une contradiction. On ne peut guére appeler cela éneodstration, parce
que l'on tient pour acquis le fait que tout ensemble non videndmbres naturels admet un
minimum, ce qui n’est ni plus ni moins évident que le prircge récurrence lui-méme.

140n aurait pu introduire aussi un nombre spécjajui serait son propre prédécesseur et son propre Sectess
15Sim = 2’ alors, par définition de, = vérifie P.
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Ceci concerne le logicien et le philosophe des sciencespdosieurs raisons. D’une part,
on constate qu'il est difficile de réduire le principe deu@ence a un principe plus “basique”,
plus évident; d’autre part, le développement rigouresiladogicque propositionneférequiert
le recours fréquent & ce principe. En fait, la notion deuréence doit faire partie de la
culture générale de tout un chacun, puisqu’elle estpas#ble de celle de nombre naturel.
Il est d’ailleurs piguant de constater que le premier nrati&cien a avoir fait du principe de
récurrence un usage conscient et sophistiqué est . . ristejuPierre de Fermat.

Concretement, le principe de récurrence, sous sa forinieetle

P(0), Yn[P(n) = P(n+1)]
Vn P(n)

est intuitivement évident, car en développant la secqméaisse et la conclusion, on peut
récrire la régle comme suit :

P(0), P(0) = P(1), P(1) = P(2),...
P0), P(1), P(2),...

On voit que I'on peut obtenir les formules de la conclusiompdement et de proche en proche,
en appliquant la regle de Modus Ponerd¥(0) est donné, dé’(0) et P(0) = P(1) on déduit
P(1),deP(1) etP(1) = P(2) on déduitP(2), etc.

On rencontre aussi la variante dite de récurrence complét

Vn [(Ym < n P(m)) = P(n)]
Vn P(n)

La aussi, une vérification intuitive s’obtient en déygdant prémisse et conclusion :

P(0), P(0) = P(1), (P(0)AP(1)) = P(2),...
P(0), P(1), P(2),...

Cette vérification intuitive ne constitue pas une vétgaiémonstration parce que l'on y

opeére une infinité de déductions élémentaires. Comous ke verrons plus loin, attribuer aux

ensembles infinis des méthodes qui n'ont réellemendéfi@ies que pour les ensembles finis
expose a des mécomptes.

2.2.3 Utiliser la récurrence

Quelle gu’en soit la raison, chacun se convainc plus ou nfaiement du bien-fondé du
principe de récurrence. Un aspect sans doute plus istames- et certainement plus utile — du
principe de récurrence est son applicabilité a des Etis particulieres. On observe d’abord
que I'utilité du principe de récurrence est qu’il permetdémontrer d’'un seul coup une infinité
d’énoncés elémentaires. |l est fastidieux de déeneoiiiggalité

0+1+2+---41000 = 500500,

16et, a fortiori, des logiques plus élaborées.
171 fut Conseiller au Parlement de Toulouse, au 17iémdeiec
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mais ce n’est en principe pas difficile. En revanche, déneoijue I'égalité

041424 4n = Mot

est valable pour tout entier natureln’est pas évident. On peut se passer du principe de
récurrence en utilisant une astuéé si on appelleS(n) la somme des nombres dea n,
on vérifie que2S(n) = n(n + 1) par simple inspection du tableau ci-dessous :

0 1 2 n—1 n
+{n n—1 n—2 ... 1 0
:|n n n n n

Cependant, aucune astuce n’est nécessaire pour appl&peincipe de récurrence. Pour
n = 0, I'égalité se réduit & = 0(0+1)/2, ce qui est évident ; la premiére prémisse du principe
est vraie. Pour vérifier la seconde, nous devansoseque I'égalitéS(n) = n(n + 1)/2 est
vraiel® etdemontrerque I'égalitéS(n + 1) = (n + 1)(n + 2)/2 est vraie. On a

Sn+1) = 0+1+---4+n+(n+1) Deéfinition;

0+1+---4+n) + n+1 Arithmétique élémentaire
n(n+1)/2 + n+1 Hypothése de récurrence
n(n+1)/2 + 2(n+1)/2 Arithmétique éléementaire
n+2)(n+1)/2 Arithmétique élémentaite
= (n+1)(n+2)/2 Arithmétique élémentaire

La méthode de récurrence requiert que I'on connaisseliéé a demontrer avant d’entamer la
déemonstratior?’ cela rend parfois trés difficile son utilisation, mais ceseea pas le cas dans
la suite de ce cours. A titre d’exercice, le lecteur pourdfier que I'égalité

02+12+22+"'+7’L2 _ ’IL(’IL+1)6(2’IL+1)

est valable pour tout entier naturef*

Remarquele point de départ de la récurrence n'est pas toujours DeRample, on peut
facilement démontrer par récurrence sugue, dans tout polygoneracotés, la somme des
angles (exprimée en degrés) vagi(n—2). Dans ce cas, le point de départest 3 (triangle).
RemarqueDans certains raisonnements mathématiques, la récarrentilise a plusieurs
niveaux. Par exemple, aprés avoir étudié la sommexda@emiers entiers naturels, puis celle
de leurs carrés et celle de leurs cubes, le mathématibiencleera naturellement a généraliser
ses conclusions et a calculer la sommerdésmes puissances degremiers entiers naturels;
la aussi, la récurrence (sur) sera utilisée.

8que K.F. Gauss (I'un des plus brillants et précoces matttieians de tous les temps) aurait redécouverte a
neuf ans.

1%n peut supposer aussi qfigk) = k(k + 1)/2 est vraie pour tout < n, c'est inutile ici.

20Cette exigence semble minimale mais, en pratique, le mmtiéien construit souvent en paralléle la
conjecture gu'il veut demontrer et la demonstration-etiéme.

2Yci, lastuce de Gauss ne fonctionne pas!
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2.2.4 Unusage incorrect de la&currence

On suppose qu'il existe des billes rouges, des billes vettees billes bleues, mais on va
“démontrer” (contre toute évidence!) que tout sac deebiltst nécessairement unicolore, par
récurrence sur le nombre de billes contenues dans le sac. Paue 1, la proposition est
évidente. Pour, > 1, on raisonne comme suit. On 6te une billelu sac : par hypothése de
récurrence, lesn — 1) billes restantes sont d’'une seule couleur. On dte une hilleé, mais
on remeta : les (n — 1) billes restantes sont toujours d’'une seule couleur, sa@esnent la
méme que précédemment. Donc tebilles sont de la méme couleur! Le lecteur est invité a
détecter précisément ou se trouve l'erreur, et aifipeexactement ce que le raisonnement par
récurrence a effectivement démontré.

2.2.5 Recurrence non nunerigue

Fermat a souvent utilisé le principe de récurrence soesfarme particuliere, ce qu'il
appelait la “méthode de la descente infinie”. Pour déneongu’une propriété’(n) était
vraie pour tout entien, il supposait qu’elle ne I'était pas pour un certaip et montrait
que, si la propriété était fausse pour un certainelle I'était encore pour un certapn < m
(cette étape pouvait requérir beaucoup d’ingénipsitéen déduisait alors I'existence d’'une
régression infinie, c’est-a-dire d’'une suite infinie dgiment décroissanteig, ny,ns, .. .)
d’entiers naturels pour lesquels la propriété serais$au Or, une régression infinie ne peut
exister : ses éléments formeraient un ensemble d’emtérsels sans minimum.

Cette variante du principe de récurrence suggére queciarnénce n’'est pas applicable
uniquement a I'ensemble des entiers naturels, mais aenseémble ordonné (totalement
ou non) dépourvu de suites infinies décroissantes. Liabke des formules de la logique
propositionnelle est de ce type. La relation d’ordre estitedpar la structure des formules :
® < U signifie qued est une sous-formule progfele U. En ce sens, les formules minimales
sont les propositions éléementaires.

2.3 Syntaxe du calcul des propositions
2.3.1 Les egles de base

SoitIT = {p,q,r,...}, unlexique propositionnelc’est-a-dire un ensemble de symboles
arbitraires appelépropositions atomiquesu atomes La notationp € II signifie quep
appartienta II, ou est unélementde I1. Signalons aussi que I'ensemble vide, celui qui ne
contient aucun élément, est ngtée

Définition. Uneformuledu calcul des propositions est une chaine de symbolesxgépar la
grammaire

formula = p, pourtoutp € II
formula == true | false

formula = —formula

formula = (formula op formula
op = VIA|=|=|<«

2%¢'est-a-dire un fragment;; cette notion sera formalidés foin.
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Chaque ligne s’interprete simplement. Par exemple, ssrgavons déja queA® est un
opérateur (connecteur) et quép“ = ¢)" et “—r” sont des formules, la quatrieme ligne
nous permet de conclure qué“= ¢q) A —r” est une formule. On appelléérivation un
développement détaillé montrant qu’un assemblage abeles est une formuké.Voici deux
exemples de dérivations, montrant dpe\ ¢) et((p = ¢) = (—q = —p)) sont des formules :

1. formula

2. (formula = formula)

3. ((formula = formula) = formula)
1. formula 4. ((p = formula) = formula)
2. (formula op formula 5. ((p= g) = formula)
i' (fo/r\n;U|aA lformma) 6. ((p=q) = (formula = formula))
5' (p A ormula) 7. ((p = q) = (=formula = formula))

- (phg) 8. ((p= q) = (—~q= formula))
9. ((p=q) = (—q = —~formula))
10. ((p=q) = (=g = —p))

L'ordre des dérivations n’est pas total mais partiel ; i @snc naturel de représenter une
dérivation par un arbre. Les arbres de dérivation de lardiglimontrent I'importance des
parenthéses. Deux formules peuvent ne différer que pgrdsitions des parentheses et avoir
des sens tres differents.

=
VRN
= P =
7N 7N
= = q
SN SN |
p q = 7 =
o SN
qa P qg 7
1
p

(p=q) =(~g= p)) (r=(¢=-(¢g=—p)))

Fic. 6 — Deux arbres de dérivation.

23Formellement, cette grammaire comporte deux symbolesararinauxformulaetop. Une formule est donc
un mot du langage engendré par la grammaire, dépourvundedags non terminaux. C'est le dernier terme d’'une
dérivation dont le premier terme est le symbole non teridisginguéformula

24_e méme phénomeéne se produit en arithmétique ; les ssjores arithmétiquas= (b + ¢) et(a * b) + c ont
généralement des valeurs differentes.
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2.3.2 Les egles simplificatrices

Les regles simplificatrices de la logique propositionrmedbnt analogues a celles de
l'arithmétique. Elles sont destinées & abréger itaoe des formules et a en faciliter la lecture.
Voici d’abord deux regles d’'un emploi habituel.

— Omission des parenthéses extérieures :

on écritp A g au lieude(p A q), et ¢ = —(q = —q¢) au lieude(q = (¢ = —q)).
— Utilisation de I'associativité des opérateuwrst \ :2
onécritpVvVgVraulieudepVg) VroupV(gVr).
Certains ouvrages utilisent en outre les régles suivantes
— Groupement a gauche des opérateurs non associatifs :
on écrit parfoip = ¢ = r aulieude(p = q) = r.
— Priorité des opérateurs :
en arithmétique, on écrit souvemt+ b * ¢ poura + (b x ¢) ; de méme on convient par
exemple que V ¢ Ar équivautdp V (¢ Ar)etnonapVg) Ar.
La suite—, A, Vv, =, <, = reprend les connecteurs logiques, par ordre décroissant d
priorité.
Dans la suite, seules les deux premieres regles de sioapilifn seront utilisees. On s’autorisera
aussi, pour faciliter la lecture, & remplacer certainasepade parentheses par des paires de
crochets.

2.3.3 Les notations polonaises

Les logiciens polonais ont proposé des notations perntetia se passer compléetement
des parenthéses. La notation polonaise directe, ou pegfoonsiste a écrire I'opérateur avant
ses opérandes ; la notation polonaise inverse, ou pastfcansiste a écrire I'opérateur aprés
ses opérandes. La notation habituelle est dite infixéan@ér de notation revient & changer
I'ordre de parcours des nceuds dans I'arbre de dérivatiditre®d’exemple, les trois parcours
possibles pour les arbres de dérivation de la figure 6 sprésentés a la figure 7.

Notation infixee || ((p = ¢) = (—g = —p))
Notation simplifiee| (p = ¢) = (g = —p)
Notation préfixée | == pg=-¢-p
Notation postfixée|| pg=¢-p-~ ==

(p=(¢=~(¢g= —p)))
p=(¢=-(¢=p)
=>p=q-=>q-p
pPggp- ===

FIG. 7 — Les notations polonaises.

Les calculatrices de poche Hewlett-Packard proposent posant 'usage de la notation
postfixée, ce qui a contribué a rendre cette notationlfareiaux non-logicien&

250n verra plus loin comment démontrer cette propriété.
25Un bon exercice de programmation consiste a écrire leséolres permettant de passer d’une notation a
l'autre.
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2.3.4 Formules et sous-formules

La formule A est unesous-formulale B si I'arbre syntaxique (I'arbre de dérivation) de
est un sous-arbre de 'arbre syntaxiqueRIgla formule A est unesous-formule propree B
si A est une sous-formule d&, maisA n’est pas identique &.
Exemplesp = ¢ est une sous-formule propre e = ¢) = (—¢ = —p); en revanche,
p = q est une sous-formule impropre ge= ¢ ; enfin,q = —¢ n’est pas une sous-formule de
(p=q) =(~q= ).

On notera aussi qu’une sous-formule peut avoir plusieucaroences dans une formule.
Par exemple, la (sous-)formuter a deux occurrences dans le biconditionngl= —(p <
—p); la (sous-)formule a trois occurrences dans le conditionpeb (p vV —p).

2.3.5 Exemples de&currence non nunerique

L'ensemble des formules du calcul des propositionsnekictif en ce sens qu'il admet un
principe de récurrence :

Si une propriété est vraie de toute proposition élémentaire,

et si, chaque fois qu’elle est vraie des formufest B,

elle I'est aussi des formulesA, (A A B), (AV B), (A= B) et(A= B),
alors elle est vraie de toute formule.

On appelle souvengrincipe d’'inductiontout principe de récurrence non numeérigue.

Ce principe peut étre utilisé pour démontrer des peips variées. Un exemple simple
consiste a démontrer que toute formule (en notation éefixion simplifiée) comporte un
nombre pair de parenthéses. D’'une part, c’'est vrai poupitepositions élémentaires qui
comportent zéro parenthése. D'autre partAscomportea parentheses, sB comporte(
parenthéses et ai et 3 sont des nombres pairs, alorsi comportea parentheses (nombre
pair) et(A A B), (AV B), (A = B) et(A = B) comportenty + 3 + 2 parenthéses (nombre
pair), d’ou la conclusion.

Un propriété plus intéressante affirme que toute fornemleotation infixée peut s'écrire
en notation préfixée et en notation postfixée. C'est@vighour les propositions élémentaires.
D’autre part, si les versions préfixées det B sonta et 3, alors les versions préfixées del,
(AAB), (AVB), (A = B) et(A = B) sontrespectivementa, Aafj, VafS, =af et=af. Le
principe d’'induction permet de conclure. On peut aussiai#iner que la traduction est unique.

2.4 Smantique du calcul des propositions
2.4.1 Definitions

Une sémantique est une fonction qui donne un sens aux odfjets langage. Une
sémantique est compositionnelle si le sens d’'une emntit@osée au moyen d’'un mécanisme
donné dépend uniqguement du sens des composants. Dangrie @& la logique des
propositions, compositionnel signifie vérifonctionn€n sait notamment que la formule
conjonctive(A A B) est vraie si et seulement si les formuléset B sont toutes les deux
vraies. Le caractére non compositionnel des sémantiggekangages naturels est la premiére
cause de leur complexité (et de leur richesse).
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Une sémantique compositionnelle est non seulement faciléliser mais aussi facile a
décrire. Il suffit en fait d’enrichir les régles syntaxagide construction des formules de régles
sémantiques, permettant d’en construire le sens. Augs&yntaxiques rappelées ci-dessous

formula = p, pourtoutp € II
formula == true | false

formula = —formula

formula = (formula op formula
op n= VA==€

correspondent des regles sémantiques, permettangiidter, c'est-a-dire de donner un sens
a chaque formule.

Une interprétation propositionnelle/ est basée sur une fonction: II — {V,F} qui
attribue unevaleur de ¥rité quelconque a chague atome. Linterprétatiomont le domaine
est 'ensemble des formules construites au moyen du leXigast I'unique fonction respectant
les conditions suivantes :

I(p) = v(p), pourtoutp € 1T,

I(true) =V, I(false) = F,

I(—p) =Vsil(p) =F, I(-p) =Fsil(p)=V,
I(p op ¥) = S(op, I(), 1(¥)) ,

la derniere condition est la définition de la fonction sétiqueS, résumée a la figure 8.

A JIA) ] 1(A) T 1A ]
AV Ay F | F F
AV Ay sinon A%
AL N Ay A% | A% Vv
AN A,y sinon F
A = Ay A% | F F
Al = Ay sinon A%
Ay <= Ay F | A% F
Al <= Ay sinon A%
A=Ay | I(A) = I(A) A%
A=Ay || I(A) # I(A) F

FiG. 8 — Fonction sémantique pour les opérateurs binaires.

RemarqueConceptuellement, la formuteue (objet syntaxique) et la valeur de véerke(objet
sémantique) sont des objets tres difféerents. Lusagaalseule notation pour les deux objets
est cependant fréquent, et peu génant en prafique.

Théoréme.La fonction d'interprétationy se prolonge en une et une seule interprétafion
C’est une conséquence immédiate de I'unicité de I'aslgreaxique (arbre de dérivation) d'une
formule.

2En arithmétique, il est inhabituel de distinguer I'exmies arithmétique réduite au seul terme 13 (objet
syntaxique) et sa valeur (objet sémantique) qui est le memgprésenté par 13.
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Ceci signifie seulement que, si on fixe l'interprétation gkespositions élémentaires que
contient une formule, on fixe ipso facto I'interprétatianld formule elle-méme. La réciproque
n'est généralement pas vraie. Si on impose que, par eeemph —¢ soit vrai, alors
nécessairement est vrai etq est faux. En revanche, si on impose que —q soit faux, on
ne peut pas déduire avec certitude les valeurs de vétaéh@es a etq.

RemarquesCet énoncé est effectivement immédiat mais on peutméars le démontrer.
Cette démonstration (il en existe plusieurs variantes) emeévidence les caractéristiques
des démonstrations en logique : construction de I'objééwpgue I'é€noncé, raisonnement
par récurrence ou par induction. Les regles de la figurerBgitent de calculef(—¢) et
I(¢ op ¢) & partir del(¢) et I()). On voit donc que si(«) existe et est unique pour toute
formule o comportant (strictement) moins deconnecteurs, alors(«) existe et est unique
pour toute formulex comportant exactementconnecteurs. D’autre part, pour une formale
comportant O connecteur, c'est-a-dire une propositiona &(«) = v(«) par définition. Cela
montre I'existence et I'unicité de I'interprétatidin prolongement sur le domaine des formules
de lexiquell de la fonction d'interprétation (de domaindl).

On observera aussi que la figure 8 est en faialgorithme(récursif), pour le calcul dé(«).

La démonstration ci-dessus est une preuve d’exactitude pet algorithme. Notons enfin
que, étant univoquement déterminé a partir«gdl n'est pas indispensable d'utiliser deux
notations differentes, ni de distinguer interprétagbfonction d’interprétation. Dans la suite,
nous parlerons uniquement d’interprétation, et utibssrindifferemment etv pour noter une
interprétation quelconque.

La mise en ceuvre de la sémantique propositionnelle estaitaire ; on attribue d’abord une
valeur de vérité a toutes les propositions intervenansda formule & interpréter, c’'est-a-dire &
toutes les feuilles de I'arbre syntaxique correspondéaférmule. On “remonte” ensuite dans
I'arbre, la valeur d'une sous-formule (correspondant aoeud interne de I'arbre) dépendant
uniguement des valeurs attribuées a ses composantssdirteebre syntaxique étant fini, on
termine en attribuant une valeur a la formule elle-mémegspondant a la racine de 'arbre.

Exemple.La fonction d’interprétatiorv = {(p,V),(¢,F),(r,V),(s,V)} se prolonge en
une interprétation/ unique sur I'ensemble de toutes les formules basées swxigue
II={p,q,r s} LecasddpV s) = (s A q) est traité a la figure 9.

lsAq)¥F,
pVs)=(shq)=F

—

FIG. 9 — Interprétation d’'une formule composée.

RemarquelLe fait que toute fonction d'interprétation se prolonge en une et une seule
interprétation/ nous autorise, en pratique, a confondre les deux notions.

Remarquel’examen exhaustif des interprétations d’une formule posée se fait souvent au
moyen d’'unetable de @rité; cette notion sera approfondie plus loin, mais nous en dasino
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déja un exemple a la figure 10. Cette table montre que fadte(p = ¢) = (—¢g = —p) est
vraie pour chacune des quatre interprétations possibles.

lp=dq]l-q9=p][p=q9=(q=p)]

D14
\ 2%
VI|F
F|V
F|F

<l<i=<
<<= <
<< <<

FIG. 10 — Table de vérité d@ = q) = (~q¢ = —p).

2.4.2 Les connecteurs naturels

Les connecteurs vérifonctionnels utilisés en logiquatstes versions simplifiees et
idéalisées de leurs homologues naturels. Par exemmenteecteur “et” de la langue francaise
n’est pas toujours compositionnel, comme le montrent lesgkes suivants :

— Il eut peur et il tua I'intrus.
— Il tua l'intrus et il eut peur.

Dans un contexte ol les deux composants sont vrais, ueprassises par exemple,
les deux phrases ont des sens nettement difféerents. N@&asndans la plupart des cas, le
connecteur “et” s’emploie de maniére vérifonctionnetleec parfois une surcharge de sens,
indiguant une nuance temporelle ou causale. Il en va de niameersions naturelles de la
négation, de la disjonction et du biconditionnel.

Le connecteur conditionnel pose toutefois un problems. [idgases telles que

— Si2 4 2 =4, alors la terre tourne autour du soleil.

— Sila terre tourne autour du soleil, al@rs- 2 = 4.

— Si24+2=5,alors2+2=6
sont vraies selon les régles sémantiques de la logiqympitionnelle?® elles pourraient bien
étre tenues pour fausses (ou “absurdes”) par le non-Emgidise fait que, la plupart du temps,
la notion d’implication n’est pas vérifonctionnelle.

Nous avons déja noté dans le chapitre introductif quegdlication logique correspondait
exactement a I'implication mathématique. Cette impilaaexprime que le conditionnel reliant
I'hypothese et la thése est valide, toujours vrai. Il ngrohe que, dans les théoremes “utiles”,
le lien entre I'hypothése (ou la conjonction des hypo#isg@<t la these n'est pas seulement
vérifonctionnel; il s'y ajoute un autre lien, I'existenckune démonstration permettant de
“passer” de I'hypothése a la these. Il n’en est pas maiasqu’un énonce tel que “€i+2 =5
alors2 + 2 = 6” est un théoreme de l'arithmétique, aussi valide quiieu

On peut aborder le probleme autrement. Il n’existe que b@ecteurs binaires, et donc 16
possibilites de définir une approximation vérifonctietie du conditionnel. En outre, certains

280n admet que les propositions élémentaires contenuesaanphrases ont les valeurs de vérite que leur
assignent les mathématiques et I'astronomie . ...
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choix sont d'office exclus. En particulier, on admet aisatngue la valeur de vérité d’'un
conditionnel(p = ¢) ne peut dépendre du seul antécédentu du seul conséquent on
admet de méme que les roles de I'antécédent et du coestne sont pas interchangeables. Si
I'on se réfere a la figure 3, les seuls candidats poss#atos, o5, 015 etoyy. Si on admet en
outre que, quand I'antécédent est vrai, le conditiont@Maleur du conséquent, il ne reste que
o5, C'est-a-dire le conditionnel tel gu'il a été défini plhaut.

Une comparaison plus poussée entre la logique et l'adtlyué fournira une autre
“justification” de la notion de conditionnel (Fig. 11).

2.4.3 Formalisation d'un texte en langage naturel

Comment formaliser le raisonnement ci-dessous en logigpgogitionnelle ?

Si le récit biblique de la création est strictement exkckoleil n'a pas été créé
avant le quatriéme jour. Et si le soleil n’a pas été aegnt le quatrieme jour, il ne
peut avoir été la cause de I'alternance de lumiére etstobté pendant les trois
premiers jours. Mais soit le sens du mot “jour” dans la bilgedfférent du sens
habituel, soit le soleil a bien été la cause de I'altereashe lumiére et d'obscurité
pendant les trois premiers jours. Il s’en suit DONC que Htrbiblique de la
création n’'est pas strictement exact ou que le sens du mat™“glans la bible est
différent du sens habituel.

Introduisons les propositions suivantes :
— E :le récit biblique de la création est strictemétact ;
— @ : le soleil a été créé avant {guatrieme jour ;
— A :le soleil a été la cause dediternance de lumiere et d’'obscurité
pendant les trois premiers jours;
— D :le sens du mot “jour” dans la bible eBffféerent du sens habituel.
Le raisonnement se formalise en

E=>ﬁQ.,ﬁQ:>ﬁA7D\/A
-EvVD

On peut vérifier que toute interprétation rendant vraes trois prémisses rend vraie la
conclusion. En effet, si la conclusion est fausse pourdtiptétationv, on a nécessairement
v(E) =V etu(D) = F. Les valeurs de vérité des trois prémisses sont alors

1. U(E = ﬁQ) = ’U(ﬁQ);

2. v(-Q = -A);

3. v(DVA)=v(A).
On vérifie immédiatement qu’aucune des quatre mani€egtriduer des valeurs de vérité a
Q et A ne permet de rendre simultanément vraies les formul@s(—-Q = —A) et A. En
anticipant sur la section suivante, on peut donc affirmedguaisonnement est correct.

RemarqueNotre analyse ne permet évidemment pas de porter un judesneta véracité
des trois prémisses. Une simple lecture de la Genese peeneérifier la véracité de la
premiere. Pour admettre la seconde, il faut admettre notmh que la cause doit précéder
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(temporellement) I'effet. L'analyse de chacune des psses et de la conclusion requiert
naturellement une bonne connaissance du francais. Erilfadt difficile d’'inventorier avec
précision les connaissances, élémentaires mais noisgsenécessaires a la validation de ce
raisonnement.

2.4.4 Logique et arithmétique

Si on assimile les valeurs de véri¢ et V aux nombred) et 1, respectivement, les
connecteurs logiques deviennent les restrictions au den@j 1} d’opérations arithmétiques.
Naturellement, les opérations arithmétiques dont lemeoteurs logiques sont des restrictions
ne sont pas univoguement déterminées. Par exemple, tidondentité sur{0,1} est la
restriction non seulement de la fonction identité Bumais aussi, entre autres, de la fonction
carré puisqué®> = 0 et 12 = 1. Il est intéressant de considérer que les connecteutts son
les restrictions d’opérations arithmétiques aussim@ntaires et utiles que possible. Nous
proposons les rapprochements repris a la figure 11.

a=b|la=0b

a=bla<b

aAb | min(a,b) ouencorea * b
aVb | max(a,b)

a®b | a+#b ouencore(a+ b) mod 2
—a 1—a

FIG. 11 — Interprétation arithmétique des connecteurs.

Remarquel’expressioru mod n, dans laquelle est un entier et un entier strictement positif,
désigne le reste de la division dgarn, c’est-a-dire I'unique entier € {0,...,n—1} tel que
I'équationa = ng + r admette une solution (nécessairement unique et appetpetient).

Le rdle du conditionnel en logique est analogue a celuiciat, de la relation d’ordre
numeérique en arithmétique. Comme il n’existe que deugwa de vérité, le conditionnel jouit
de propriétés particulieres. Par exemple, si on camsidine formuled(p) comportant une
seule occurrence d’'une propositiprtomme une fonction dg, cette fonction est croissante,
si A(false) = A(true) est valide (voir paragraphe suivant), ou décroissantel (giue) =
A(false) est valide) ou les deux a la fois (di(false) = A(true) est valide). Cette propriété,
qui n'est pas vérifiee en arithmétique, permettra ddifaci’analyse de certaines formules.

2.5 Relation de conéquence logique

Un raisonnement est un mécanisme, ou un algorithme, pemtetle dériver une
proposition, laconclusion a partir d'un ensemble de propositions données plemisses
Un raisonnement esrrect, ou valide si dans tout contexte ol les prémisses sont vraies, la
conclusion est vraie aussi. On dit alors que la conclusiboxesequence logigude I'ensemble
des prémisses. Dans cette section, nous abordons leepreldéntral de la logique, qui est
de déterminer si une formule est ou n'est pas conséquegogue d'un ensemble donné de
formules.
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Un probléme plus simple est de déterminer si une formulenée (ou un ensemble de
formules) est vrai pour toutes les interprétations pdssjpour au moins une, ou pour aucune.
C’est ce probleme que nous allons aborder en premier lieu.

2.5.1 Consistance et validi

Consistance et validié d'une formule isoke. Soit A une formule propositionnelle.
— Une interprétation de A est unmocklede A siv(A) = V.
— A estsatisfaisableu consistantesi A a au moins un modele.

— A estvalide ou A est undgautologie siv(A) = V pour toute interprétation.
La notation= A exprime queA est valide.

— A estinsatisfaisableou inconsistantesi A n’est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétation, on av(A) = F.

Remarque’(In)satisfaisabilité” est le terme propre ; “(in)consiace” est souvent préféré par
euphonie.

Théoreme.Une formuleA est valide si et seulement si sa négatiofiest insatisfaisable.
DémonstrationLes quatre énoncés suivants sont équivalents.

— Aestvalide;

— v(A4) =V, pour toute interprétation;
— v(=A) = F, pour toute interprétation;
— —A estinsatisfaisable.

Consistance et validieé d’'un ensemble de formules. Soit £ un ensemble de formules.
— Lelexiquell de E est la réunion des lexiques des élément&'de

— Une interprétation de £ est une fonctionv de II dans {V,F}; elle admet un
prolongement unique permettant d’'interpréter toutesfdesules dont le lexique est
inclus dandlI et, en particulier, toutes les formules e

— Une interprétation de £’ est unmocklede E si elle est un modéle de tous les éléments
de E, c’est-a-dire sv(A) = V pour toute formuled € F.

— F estsatisfaisableou consistansi £/ a au moins un modele.

— E estinsatisfaisableou inconsistantsi £/ n'est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétatiom, on av(A) = F, pour au moins une formulé € E.

Voici trois conséquences immédiates de ces définitions.
— Toute interprétation est un modele de I'ensemble dide
— Les modeéles du singletdm} sont les modeles de la formule
— Les modeles de I'ensemble fidid;,..., A,} sont les modeles de la conjonction
Ay N NA,.
RemarquesOn peut définir la validité d'un ensemhizcomme le fait que toute interprétation
est un modéle d&. Cela n'est guére intéressant car un ensemble validé quésn ensemble

de formules valides. La situation est difféerente en ce guicerne la consistance. Il est clair
que les éléments d’'un ensemble consistant sont des fesngohsistantes, mais un ensemble
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de formules consistantes peut &tre inconsistant ; c’esganple le cas de la paife, —p}.

Une interprétatiom d’'un ensembldini £ = {A, ..., A, } estun modele d& si et seulement
si c’est un modele de la formulé, A --- A A, ; c’est pourquoi on parle parfois d’ensemble
“conjonctif” de formules. Notons enfin que les notions ddingrétation et de consistance
restent pertinentes dans le cas d’'un ensemble infini de fesnin revanche, la notion de
“conjonction infinie” ou de “formule infinie” n'existe pas da notre contexte, parce qu'elle
correspondrait & un arbre sémantique infini, objet (mfaique) difficilement manipulable.

Théoreme Si £’ C E, tout modele d€7 est un modeéle dé&”’.

Corollaire. Tout sous-ensemble d’'un ensemble consistant est cortsistan

Corollaire. Tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est indamsis

Remarquela notationE’ C E représente I'énoncé “tout élement Béest un élément d&”.

2.5.2 Congquence logiguegquivalence logique

Une formuleA estcongquence logiqud'un ensembley de formules si tout modele dé
est un modeéle dd. La notation E' = A exprime queA est conséquence logique e

RemarqueSi E est valide, et en particulier & est vide,A est conséquence logique fesi et
seulement si est valide. On peut donc voir la notation

- A

comme une abréviation de la notation

0k A.

Autrement dit, une formule est valide si et seulement si efie conséquence logique de
'ensemble vide. On notera aussi qu'une formule est validetsseulement si elle est
conséquence logique de tout ensemble. Dans le méme didize,da notation

E = false

exprime que I'ensembl& est inconsistant. En effet, le seul moyen que tout modele deit
un modele ddalse est que I'ensembl& n’admette aucun modele.

Nous introduisons maintenant un résultat, immédiat mnap®rtant, permettant de ramener
la question A est-elle conséquence logique de?” & la question £ U {-A} est-l
inconsistant ?”.

Théoreme de la 8duction (cas fini)Soit A une formule et soi/ = {4, ..., A,} un ensemble
fini de formules. Les trois conditions suivantes sont égjentes :

— A estune conséquence logiquelde U = A;

— l'ensemblel/ U {—A} estinconsistantl/ U {—A} = false;

— le conditionnelA4; A ... A A,) = Aestvalide;= (A A...NA,) = A
Théoreme de la @duction (cas gréral). Soit A une formule et soifs un ensemble de formules.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— A estune conséquence logiquelde F = A;

— I'ensembleE U {—A} estinconsistant £ U {—A} = false.
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La théoried’'un ensembler de formules est I'ensemble des conséquences logiques siait
T(E)={A: E E A}, les éléements d& sont lesaxiomesou lespostulatset les éléments
de7 (F) sont leshéoremesCette notion est surtout employée dans le cadre de ladeglgs
prédicats.

Théoreme.Soit £/ un ensemble de formules et sbitun ensemble de conséquences logiques
de E. Les ensemblef et £ U U admettent exactement les mémes modéles.

Corollaire. On préserve la consistance d’un ensemble de formules ppresssion de formules
(quelconques) et aussi par adjonction de conséquencegiésg on préserve l'inconsistance
d’'un ensemble par adjonction de formules (quelconques)ustiapar suppression de
conséquences logiques (de ce qui n’est pas supprimé!).

Deux formules propositionnelled; et A, sont diteslogiquementéquivalentegce qui
se noteA; « A,, ou parfoisA; ~ A,) si elles ont les mémes modeles, c’est-a-dire si
v(A;) = v(A2) pour toute interprétation.

En pratique, on peut vérifier simplement 'équivalenagdoie de deux formules, en passant
en revue toutes les interprétations définies sur la oFudes lexiques des deux formules. On
établit par exemple

pVqg < qVp
en dressant le tableau suivant :

RemarquelLe mot “équivalence” est employé dans trois cas bienmlitsi que nous allons
énumeérer.

1. Ce mot désigne des objetsldngage formetju’est la logique propositionnelle. On peut
écrire

Le symbole= représente le biconditionnel, parfois nommé ausstuiégjence.

La formule(p V ¢) = (¢ V p) est un biconditionnel valide ;

La formulep = ¢ est un biconditionnel contingent;;

La formulep = —p est un biconditionnel inconsistantt.

2. Ce mot intervient aussi dansr#&talangagec’est-a-dire le formalisme, comportant des
notations spécifiques, qui permet de parler des objetglegi On peut écrire

— Le symbole« représente la relation d’équivalence logique.

— Lexpressior(pVq) < (qVp) n'est pas une formule, mais un énoncé du métalangage ;
cet énoncé est vrai et exprime que les formyjes ¢) et (¢ v p) sont logiguement
équivalentes.

— L’énoncép «— ¢ appartient au métalangage;; il est faux parce que les fespdt ¢
ne sont pas logiqguement équivalentes.

3. Enfin, le mot “équivalence” est employé en francaidateyue qui nous permet d'écrire
ce texte, et d’évoquer les objets du langage et du métatgngdn peut écrire
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— Les expressions: (A = B) etA < B appartiennent toutes les deux au métalangage ;
ce sont des énoncés interchangeablegquivalentsparce qu'ils sont tous les deux
vrais, ou tous les deux faux, selon les formules que leshiasgdu métalangage)
et B représentent.

— Les énoncés “tout sous-ensemble d’'un ensemble comfSistst consistant” et
“tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est instans’ appartiennent a la
langue francaise (et non au métalangage); ils gmptivalents parce qu'ils sont
interchangeables; un raisonnement (informel et éléaie)tpermet de déduire un
énoncé de l'autre.

— La phrase francaise “Les énoncgs (A = B) et A < B sont équivalents”
n'appartient pas au métalangage, mais exprime un fait) (vekatif & deux énoncés
du métalangage.

L'usage d’'un méme mot pour désigner des concepts diftérse justifie (ou au moins
s’explique) par les liens étroits existant entre ces cpitsce€Ces liens apparaissent par exemple
dans le théoreme suivant, qui exprime I'équivalence gans 3) entre deux énoncés du
métalangage.

Pour toutes formuled; et Ay, on aA; «— A, sietseulementsionla (4; = A,).

Ce théoreme, dont la démonstration élémentaire és¢da au lecteur, exprime que deux
formules sont logiquement équivalentes (sens 2) si eesmaiit si le biconditionnel (sens 1)
dont elles sont les deux termes est vaftle.

Selon les formules représentées faret A,, les quatre énoncés

- Al — AQ.

- E (4; = Ay).

- E (A= A) et (4= A)).

— {4} E Ay et {4} E A
sont, ou bien tous vrais, ou bien tous faux.
RemarquesOn écrit souventd = B au lieu de{A} = B, et £, A,B = C au lieu de
EU{A, B} = C. De plus, certains auteurs écrivenit= A au lieu dev(A) = V. Cela vient de
ce que I'on assimile parfois I'interprétatiara 'ensemble des formules domest un modele.
Mieux vaut éviter cette surcharge de sens pour une notmtipartante.

2.5.3 Echange et substitution uniforme

En arithmétique et en algebre, on est souvent amené plaeer une variable ou une
sous-expression d’'une expression ou d’'une équationetopar une autre expression. Ce
remplacement est intéressant s'il respecte certaingsiptés de I'expression ou de I'équation
initiale. Deux cas particuliers sont d’'usage frequentutTbabord, si une expressiencontient
une sous-expressigh égale a une troisieme expressignon peut remplacer dansune ou
plusieurs occurrences diepar~y sans changer la valeur de Supposons par exemple

o =4 2082 +3(8+0)*(y—1)" etB=1.

2%pour “chicaner” un peu plus, signalons que la locution “ssetlement si” est utilisée, en francais, pour
exprimer I'équivalence (au sens 3) entre deux énoncéséatalangage ... et parfois aussi entre deux énoncés du
francais, c'est-a-dire entre deux phrases énoncitjuelconques. (Rassurons le lecteur qui nous a suivi jigsqu’
c’est fini sur ce point!)
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On a, entre autres, les égalités suivantes :
a =20z + 3(v+0)*(y—1)" = 282 + 3(8+8)*(y—1)" = 28z + 3(y+0)*(y—1).

Un autre type de remplacement est souvent employé daesjlegions. De I'égalité bien
connue
(z+y)* =2 + 22y + ¢,

on tire par exemple
(ab + 3c)?* = (ab)? + 2ab3c + (3¢c)?.

Notons deux difféerences importantes entre les deux typesmplacements :
— Dans le premier cas on exige I'égalité du terme rempiaebdu terme remplacé, mais
pas dans le second.
— Dans le second cas on exige le remplacement uniforme, desttes occurrences du
terme remplacé, mais pas dans le premier.
Ces deux résultats paraissent évidents mais on doit §iermgour au moins trois raisons.
La premiere est que les mathématiques fourmillent dsultats évidents” ... mais faux. La
propriété d’associativité de I'addition, souventuée par la formule

a+(b+c) = (a+b)+c

permet, dans un enchainement d’additions, de former ramgiment des résultats
intermédiaires, et de calculer indiffemmént+ (b +¢)) + d ou (a + b) + (¢ + d), les résultats
étant égaux. Cette propriété est valable pour toutenserinie, mais pas pour toute somme
infinie (série), comme le montre I'exemple suivaiit :

;[ o I+ (=D]+---=0.

L=1+[(-D+1]+ -+ [(=1)+1] +-- 1+(-1)] +

La deuxieme raison est que les résultats susmentiorsiégyidents qu'ils paraissent,
deviennent faux dans certains contextes particulierseample, on apprend en astronomie
que “I'étoile du berger” est en fait une planéte, Vénus;apprend aussi que les planetes,
au contraire des étoiles dites “fixes”, tournent autour aleis Un imprudent remplacement
conduirait a confondre les phrases

Jacques sait que Vénus tourne autour du Soleil.
et
Jacques sait que I'étoile du berger tourne autour du Soleil

alors que pour beaucoup de gens la premiére phase est \a@ipas la seconde. Voici un autre
exemple :

L'expression(x + y)3 s’écrit en moins de 10 caractéres,
donc I'expression?® + 3z%y + 3zy? + y> s’écrit en moins de 10 caractéres.

La troisieme raison pour laquelle il n’est pas inutile darabntrer des “résultats évidents”
est que les preuves sont parfois aussi instructives quehbxsrémes correspondants. En
particulier, la validité du premier principe de remplagrhévoqué plus haut tient & une
propriété essentielle des opérateurs mathématigioies ; laquelle ?

30Ce fait nous parait maintenant évident, mais a été dapagsé a l'origine d’erreurs graves.
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Lemme de remplacement. La propriété cruciale des opérateurs mathématicatlozs est
que la valeur de la form¢(ey,...,e,) ne dépend que de l'opérateyiret de lavaleur des
opérandes;, ..., e, ; en particulier, sie; = ¢}, alors f(ey,...,e,) = f(e},...,e,). On dit
qgue les opérateurs mathématico-logiques sont compnsiis, ou encore dénotationnels;
en logique propositionnelle, on a déja noté que “comtpwiel” signifie “vérifonctionnel”.
L'opérateur “Je sais” n'est pas vérifonctionnel ; il fé®nc pas étonnant qu’il mette en défaut
les principes évoqués plus haut.
Formellement, le lien entre vérifonctionnalité et reag@ment s’exprime comme suit.

Lemme (remplacementpoientA, B, C des formules et une interprétation. On suppose que
A apparait au moins une fois comme sous-formulé€’det de plus que(A) = v(B). Si D est
le résultat du remplacement d’'une occurrencelder B dansC, alorsv(D) = v(C).

Premere cemonstration du lemmén considére I'arbre syntaxique relatif a la formudle
Chaque nceud de l'arbre correspond a une sous-formulede C'; il peut &tre étiqueté par
la valeur de vérit& (¢, ). Le fait que les connecteurs soient vérifonctionnels ifigigue la
valeur attachée a un nceud intérieune dépend que du connecteur principalggeet des
valeurs associées aux descendants directs de remplacement d’'une occurrenceAlpar B
correspond au remplacement d’un sous-arbre par un autes coaimev(A) = v(B), ceci ne
change ni I'étiquette de la racine du sous-arbre, ni liegiéttes des ancétres, dont la racine de
l'arbre. Cela implique)(C) = v(D).

RemarqueCette démonstration se résume tres bien en un dessinpgsesuggérons au lecteur
de tracer. La démonstration qui suit, plus dans le stylengthématiciens, n'implique pas la
représentation, méme mentale, d’'un objet graphique ;titiseuau lieu de cela la notion de
profondeur d’une sous-formule dans une formule ... ce aufiaig, revient au méme.

Seconde &monstration du lemme&n raisonne painductionsur la profondeur/ de la sous-
formule A dansC, qui correspond a la profondeur de la racine du sous-aybtexsiqueA dans
I'arbre C'.3! Soitv une interprétation telle qug A) = v(B).
—d=0:A=CetB=D,doncyv(C) =v(D).
—d > 0:C estdelaforme-C’ ou (C" opC”). Dans le premier cas} est de profondeur
d — 1 dansC’ et, en nommanb’ le résultat du remplacement depar B dansC’, on
a (hypothése inductive)(C’) = v(D’); commeC = —C’" etD = —D’, on a aussi
v(C) = v(D). Dans le second cas, si I'occurrence a remplacer se troanve(d, on a
aussiv(C') = v(D'), douv(C) = v(C" opC”) = v(D' op C") = v(D).%?

Théoréme de léchange. Le théoreme suivant est une conséquence immédiatadudede
remplacement.

Théoreme de EchangeSoient A et B deux formules; soienf’ une formule admettant
comme sous-formule, €D la formule obtenue en remplagant une ou plusieurs ocacg(eh

31La notion de profondeur d’une sous-formule peut se défiairipduction, sans évoquer la notion d’arbre
syntaxique X est de profondeur 0 dads; si X est de profondeut dansY’, alors X est de profondeut + 1
dans—Y, dansY = Z, etc. On notera aussi qu’'une formule peut contenir plusiegcurrences d’'une sous-
formule (cf.§ 2.3.4); ces occurrences peuvent avoir des profondeunsatess.

32Ce dernier point utilise explicitement le caractére fegvitionnel deop.
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de A parB dansC. On a
(A=B) = (C=D).

Démonstrationll suffit de montrer que, pour toute interprétationsi v(4) = v(B), alors
v(C) = v(D). Dans le cas particulier o} s’obtient par remplacement d’'une seule occurrence
de A, on applique le lemme de remplacement. Dans le cas géoéraloccurrences sont
remplacées, il suffit d’appliquer fois le lemme de remplacement.

Démonstration directeConsidérons une table de vérité pour la formaleElle comporte
une colonne pou€ elle-méme, et une colonne pour chacune des sous-formelé€sed en
particulier une colonne relativeA Pour obtenir une table de vérité pauril suffit de

1. Juxtaposer a la colonne relativedaune table relative & (I'ordre des lignes étant le
méme).

2. Remplacer les tétes de colonne comportant les occaseremnplacées par la formule
résultant du remplacement; le reste de la colonne n'estlpa®.

3. Supprimer les colonnes inutiles.

Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiquement
équivalents, aloré’ et D sont logiquement équivalents.

ExempleSoient les formules

A:p=gq
B: -pVvyqg
C:(lp=gAr)V(lp=q =r)
D:((mpVag)Ar)V(lp=q) =T1)

Une table de vérité relative@ est

(plalrr=dl=drr[=9=>r]C]
VIV|V] V v v v
VIV|F| V F F F
VIF|V| F F v v
VIF|F| F F v v
FIV|V] V % v %
FIV|F| V F F F
FIF|V] V Vv v v
F|F|F| V F F F

On introduit les colonnes supplémentaires nécessadgiesiie seule) :

3BCela s’&crit, si= (A = B), alorsk= (C = D).
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| < <= < <=

[p=a[»Va[G=Ar[p=q =>r]C]

(=)

r
5%
F
v
F
%
F
%

| | | | <) <] <] <=
= < < << <
| < < <<= <

| < | < | <

< <l < << <

< <l <<= <<

F

On change les tétes de colonnes concernées par le remgiacéci, deux), sans changer
les colonnes elles-mémes :

o | < <= < <=

<

Jp=q]l-pVvalpvoArr][p=q =r[D]

Sl e | R R R IR bS]
| <| | <) <) <[ <=
| <| | <| </ <| | <

| < | < | <

< <l <<= <<

<< <l <lHH< <

H| < H| < M| < H| <

Enfin, on supprime les colonnes devenues inutiles (ici, ag)cue résultat est une table de
Vérité pourD.

Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiquement
équivalents, alorg’ et D sont logiquement équivalents.
ExempleOn donneA =4 p, B =4 —p €t C =4 (p = q) = (~g = —p). Trois
choix sont possibles poup :

- D =4 (=0 =q) =(-qg=p);

= D =4 (p=q)=(g=—"p);

= D =4s (-0 =q)=(mg=—p).
CommeA et B sont logiquement équivalents, et D le sont aussi.

Applications du théoreme de léchange. La figure 12 donne une série d'équivalences
logiques qui, via le théoreme de I'échange, permettentsunplifier des formules. Ces
équivalences logiques sont des lois algébriques, anatogux identités remarquables utilisees
en arithmétique et en algebre.
— On utilise souvent ces lois algébriques, combinées éoréme de I'échange, pour
simplifier les formules. Voici un exemple :
pA(mpVaq) < (pA-p)V(pAg) < falseV(pAg) < pAg

34Cela s’écrit, si= (A = B), alors|= (C = D).
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1111 =

(X VX)) < true ; (X
(X V true) < true ; (X A true) < X
(X V false) < X ; (X A false) < false

FiG. 12 — Quelques équivalences logiques.

— Ces équivalences décrivent des proprietes des ctaurec telles I'associativité,
la commutativité et I'idempotence de, Vv, la transitivitt du conditionnel et du
biconditionnel, etc.

— D’un point de vue sémantique, des formules telles gue- ¢ et —p V ¢ ne doivent
pas étre distinguées. L'ensemble des formules cons¢rigur un lexique donné et
dans lequel des formules logiguement équivalentes ne gtamt’ que pour une seule
formule est intéressant a étudier. Cela suggére (auhénaticiens ...) I'étude de
'ensemble-quotientd;/ <, ou ®y; désigne I'ensemble des formules basées sur le
lexiquell. Cet ensemble-quotient est ualgebre de Boolgarticuliere (appeléalgébre
de Lindenbaumy dont les opérations sont naturellement les connect&iig = {p},
l'algébre correspondante comporte quatre élémentsa dn = {false, p, —p, true}.
SiIl = {p,q}, I'algébre correspondante comporte seize éléementsg dpn = { faise,
PAGDPNADG DANG PADG P, DG GG PDEGP=GPYGpY g pVg,
-p V —q, true }. L'algebre A, est isomorphe &(FE,), ou E, est un ensemble
a 2" éléements. La négation, la conjonction, la disjonctidm, conditionnel et le
biconditionnel correspondent respectivement a la cemplitation, I'intersection, la
réunion, l'inclusion et I'égalité.

Théoreme de la substitution uniforme. Soient A; et A, des formules etB la formule
A; = (A1 V Ay). La formule B peut étre trés longue, mais on “voit” immédiatement fie’e
est valide, comme “instance” de la formule valide> (p V ¢). Si C est une formule, on note
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Clp,q/ A1, Ag] la formule obtenue en remplagcanttesles occurrences des propositignst

g dansC par les formulesA; et A, respectivement. On note augsiq / A, A,] la fonction
(dite “substitution uniforme double”) qui a toute formuleassocie la formul€'[p, ¢ / A1, As).
Remarque.Les formulesC|p,q/ A1, As], Clp/Ai1][q/As] et Clq/As][p/A1] peuvent étre
distinctes; c’est le cas par exemple(Siestp V ¢ et si A; et A; sontq et p, respectivement.
Dans le cas particulier ou aucune propositigm’intervient dans les éléments de I'ensemble
{A;,..., A,}, la substitution uniforme:-uple est diteindependante on note alors que les
formulesClpy,...,pn/ A1,..., Ay €t Clpi/A4] ... [pn/An] SONt Nnécessairement identiques.
Ceci montre que toute substitution uniformeuple indépendante est la composée (dans
n’importe quel ordre) des substitutions simples correspondantes. Ce résultatasse le
programmeur, qui peut remplacer I'affectatiomuple

(1, o) 1= en, )
par la séquence
Tl = €15...

a condition que les expressions affectantes ne conti¢pasres variables affectées.

§ Ty = €n

RemarqueToute substitution uniforme-uple est la composition d& substitutions uniformes
simples indépendantés.

Lemme de substitution uniformesoient C, A;,..., A, des formules etp,...,p, des
propositions deux a deux distinctes. Siest une interprétation, définie sur un lexique
comportant toute proposition intervenant déhsu dans 'un desl;, et telle ques(p;) = v(A4;)
(i=1,...,n),alorsona(Clp1,...,pn/ A1,..., A]) = v(C).

Exemple de substitution uniformoit

C =as P1V(@g=Dp2), Al =aeg P2AN(P1VT), Ay =aef D1V Q.

On a alors
Clp1,p2/ Ar, As] =aep (P2 A(p1VT)) V (g= (11 V Q).

Sion choisitv =4, {(p1,F), (p2, V), (¢, V), (r,F)}, onav(4;) = v(p1) = F etv(4,) =
v(p2) = V;0onaaussi([pi,pa/ A1, As]) =v(C) = V.

Démonstration du lemmédans le cas ou la substitution est indépendante; giésigne le
nombre d’occurrences de danscC, il suffit d’appliquerr; + --- + r, fois le lemme de
remplacement (ow fois le théoreme de I'échange). On laisse au lecteutdiesion au cas
des substitutions non indépendantes.

Théoreme de substitution uniformeSoientC, A, ..., A, des formules ef,,...,p, des
propositions deux & deux distinctes ;(Siest une tautologie, aloiS[py, ..., p,/A1, ..., A,
est une tautologie.

DémonstrationOn suppose d'abord que la substitution est indépendantaing; n'apparait
donc dang{ A, ..., A}, pas plus que dans’ =4¢ Clp1,...,pn/ A1, .., An]. Soitv, une
interprétation quelconque de, etw I’ extensiorde v obtenue en posamt(p;) =g v(4;).

35La démonstration est laissee au lecteur. On pourra ertilil|a décomposition d’'une affecta-

tion n-uple (z1,...,z,):=(e1,...,e,) €en une séquence eéquivalente di affectations simples
t1:=e1;...;ty 1= ep; 1 1= t1;...;2, := t,, OU lest; sontn “nouvelles” variables.
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Le lemme de substitution uniforme impliqu€C”’) = w(C). Par hypothése on@a(C) = V

et par construction ona(C’) = v(C"). On adona(C’") = V.

RemarqueSi lesp; intervenaient dans led,, la technique pourrait ne pas fonctionner. De
= p = ——p, on ne déduit pas immédiatement gugp V r) = -—(p V r) car l'interprétation
v:v(p) = F,o(r) = V telle quev(A) = v(p V r) = V n‘admet pas d’extensiow telle
quew(p) = V. Le remede est simple. Oe p = ——p on déduit= ¢ = ——¢, d'ou on déduit
EpVvr)=-=(pVvr).

Suite de la @monstration. Si en revanche legp; interviennent dans{A4,...,A,},

on se donne une famille de nouveaux atomgs Si C' est une tautologie, alors

C" =4 Cpi/q1,....pn/q,) €St une tautologie. D’autre part)’ peut s'écrire
C"q1, -, qn ] Ay, ..., Ay, OU les g n'interviennent pas dans led,; C’ est donc une
tautologie.

Remarque.Ou I'exigence d'uniformité de la substitution est-elldgilisée dans cette
démonstration ?

Tables de \erité abrégees. On vérifie un énoncé tel que VvV q) < (¢ V p) au moyen
d'une table de vérité (de quatre lignes). Il semble nadtdee vérifier un énoncé tel que
(AVB) < (BVA)delaméme maniéere, sans recourir a un theoreme detstibstuniforme.
Cette méthode est acceptable et se justifie comme suit. @rvpie la “pseudo-table” relative
a(Av B) <« (BV A) comme une abréviation de la table compléte, potentidigrtres
longue, relative a une instance du schéma, telle que

(p=qVr] < [rv(p=9q)].

Il est clair que chaqgue ligne de la table compléte est “représentée” dans la “pseadie’t,
par la ligne qui attribue & la valeurv(p = ¢) et aB la valeurr. En revanche, certaines lignes
de la pseudo-table peuvent ne correspondre a aucune liggleetdble complete. C'est le cas
par exemple si est instancié par une formule valide : les lignes de la pseakle concernant
les cas o4 est faux n'ont pas de correspondant dans la table comgléta.a la conséquence
suivante.

— SiC estune formule valide, aloS(p, /Ay, . . ., p,/A,) est une formule valide ;

— Si C est une formule inconsistante, alo€s(p,/A,...,p,/A,) est une formule

inconsistante ;

— SiC est une formule simplement consistante, on ne peut rien dire
Donnons un contre-exemple tres simple pour le dernier st C' =4, p. On voit que
C' est simplement consistante, tandis duig/(¢ vV —q)] est valide et qué&'[p/(q A —q)] est
inconsistante.

2.6 Quelques tleoremes &mantiques
2.6.1 Interpolation et définissabilite

Introduction. Considérons des fonctions réell¢set ¢ de domaineR? et un ensemble
D c R?tels que

Y(z,y,2) € D: f(z,y) < g(x,2).
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Existe-t-il une fonctioninterpolanteh : R — R telle que
W(x,y,2) € D : [f(2,y) < h(z) < g(z, 2)]?

Cela dépend du domaire. Si par exemplé) = D; x Dy x D3, deux interpolantes possibles
sont
x+— sup f(z,y) et x — inf g(x,2)
yeDo z2€D3

Si enrevanche on B = {(0,0,0), (0,1, 1)}, 'hypothése devient
£(0,0) < ¢(0,0) A f(0,1) <g(0,1)
et la thése devient
£(0,0) < h(0) < g(0,0) A f(0,1) < h(0) <g(0,1).
On voit que, dans ce cas, l'interpolante peut ne pas exister.

DansR*, l'équationz?> = x + 1 caractérise un nombre unique (le “nombre d’or”).
Autrement dit, siy> = y + 1 et2z?2 = z 4 1, on ay = z, et I'équation définit implicitement le
nombre d’or. L'explicitation de ce nombre n’est possible guon introduit une fonction non
rationnelle (la racine carrée) ; on a alars- (1 ++/5)/2.

La définissabilité et linterpolation correspondent a Fésolution d'équations et
d’'inéquations. Ces concepts existent aussi en logique,“g” et “=" deviennent
respectivement="et “=".

Théoreme d'interpolation de Craig. En logique propositionnelle, I'interpolation doit
permettre notamment I'optimisation des circuits digitaure formule comportant variables
propositionnelles distinctes correspond a un circuiitdigh n entrées et une sortie. Le plus
souvent, un circuit digital n'est pas completement dfie@t le concepteur peut mettre a
profit les degrés de liberté tolérés par la spécificagour obtenir un circuit aussi simple que
possible. Dans le cas ou la spécification prend la forme ditervalle logique, le theoreme
d’interpolation donne lieu & une technique de simplifizati

Theoreme.SoientA et B deux formules propositionnelles. 5i A = B, il existe une formule
C, ne contenant que des propositions communé®aB, telle que= A = C et C = B.
DémonstrationOn raisonne panductionsur I'ensemblél des propositions communesiat

B. Cela signifie que I'on démontre d’abord le théoréme dawss particulier ot I'ensemblé
est vide (cas de base). On suppose ensuite que le théostrraigdans le cas d’'un ensemble,
guelconque mais fixé, ne contenant pas une propositi@aedisi quelconque mais fixée (cette
supposition est I'nypothése inductive), puis on démmqgtre le théoreme reste vrai dans le cas
de cet ensemble augmenté de cette proposition.

Cas de baseSiII = 0, A = B implique queA est inconsistante (et on choisit
C' =4 false) ouqueB estvalide (et on choist’ =, true). Celase démontre par I'absurde.
S'il existait des interprétationsetv (de domaines disjoints) telles quéA) = V etv(B) = F,
linterprétationw =4 v U v Serait telle quev(A = B) = F.

Cas inductif. Si p € II, I'hypothése inductive affirme I'existence d'interpotas Cr
etCr relatives aA(p/true), B(p/true) et aA(p/false), B(p/false), respectivement.

On vérifie immédiatement que la formule A Cr) V (—p A CF) interpoleA et B.
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Théoreme de @finissabilité de Beth. Théoreme.Soit A une formule ne contenant qini r
telle que[A(p/q) AA(p/r)] = (¢ = r) est une tautologie. Il existe une formubene contenant
pasp, q etr telle queA = (p = B) soit une tautologie.

Remarquel’hypothése affirme quel caracérise (la valeur de) la propositiop, donc que
A définit implicitementp. La thése affirme qu’une certaine formule existe, qui définit
explicitementp. Le théoreme affirme donc qu’en logique propositionnellee définition
implicite peut toujours étre explicitte. De ce point deeyde domaine des formules
propositionnelles se distingue de la plupart des domainathématiques, dans lesquels
I'explicitation des définitions implique souvent l'indlaction d’outils nouveaux. Dans une
logique plus puissante que la logique propositionnell@psee a l'intelligence artificielle,
on peut concevoir, sur base du theoreme de Beth, des tpempermettant d’expliciter une
information donnée implicitement (résolution d’énigspar exemple).

DémonstrationOn a successivement

= [A(p/g) A Alp/r)] = (g = 7)),

= [Alp/a) AN Alp/r)] = (¢ = 1)],

= [Alp/a) N Alp/r) Ng] =T,

= [Alp/a) Na] = [Alp/r) = r].

Soit B une interpolante (théoreme de Craig), ne contenanppas. On a

E [A(p/q) A q] = B, etdonc

= A(p/q) = (¢ = B), et par substitution

= Alp/r) = (r= B).

D’autre part, on a

= B = [A(p/r) = r],dou

E [BAA(p/r)] = r,dou

E A(p/r) = (B = r), et par substitution

= Alp/q) = (B=q).

On en déduit la thése, sous la forme

= A(p/q) = (¢ = B), ou sous la forme

E A(p/r) = (r = B), ou encore

EA= (p=B).

2.6.2 Theoréme de compacit

Préliminaires. La majorité des théoremes mathématiques évoqueplicigment ou non,
des objets infinis ou des ensembles infinis d’objets. La difficvient de ce que les propriétés
des objets et ensembles finis ne s'étendent pas systémaiont aux objets et ensembles
infinis. Par exemple, I'addition finie est toujours assaegaet commutative ; I'addition infinie
(séries) ne I'est que dans des cas particuliers. Certaissngbles structurés, ditompacts
héritent de la plupart des propriétés intéressantegdsembles finis.

En logique propositionnelle, 'ensemble des interpiétat devient infini si I'ensemble des
propositions est lui-méme infini. La compacité est icidadlté de ne considérer qu’un sous-
ensembile fini (de propositions, d’interprétations, denfales, ...) pour tirer des conclusions
portant sur un ensemble infini. Plus concretementy @st un ensemble de formules 4t
une formule, on souhaite que, di est conséquence logique d& alors il existe un sous-
ensemble finiE’ C F tel queA soit conséquence logique d&. D’une maniere équivalente,
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il faudrait que tout ensemble inconsistant (par exeniple { —A}) admette un sous-ensemble
fini inconsistant (par exemple’ U {—A}). Ou encore (contraposition), que chaque ensemble
finiment consistant’est-a-dire dont toutes les parties finies sont consieta soit lui-méme
consistant.

Ensembles finiment consistants maximaux. Définitions. Un ensemble estfiniment
consistansi tous ses sous-ensembles finis sont consistalls.ensemble finiment consistant
estmaximals’il n’admet pas de sur-ensemble finiment consistant.

Théoreme.SoientII un ensemble de propositions &tl’ensemble des formules construites
surlIl. Un ensemble C @ est finiment consistant maximal si et seulement s’il existe u
interprétatiorv surIl telle queE = {p € ® : v(p) = V}.

Corollaire. Tout ensemble finiment consistant maximal est consistaatletet un modele
unique.

DémonstrationLa preuve montre la correspondance biunivoque entre legirétations et les
ensembles finiment consistants maximaux (pour un lexig@é. fix

La condition est suffisantélensembleE = {¢ € ® : v(¢) = V} est (finiment) consistant,
puisqu’il admet le modele (unique) et est maximal, parce quegi¢ E, 'ensembleE U {¢}
contient le sous-ensemble fini inconsistént), ¢ }.

La condition est &cessaire.On se restreint au cas ou le lexiglieest dénombrable, soit
IT = {p1, p2, ...}. Soit E un sous-ensemble f.c. maximal de

— Pour touti, E contient exactement un des éléments de la gaire-p;}. D’'une part, il
ne peut contenir les deux éléments, puisfuge—p;} est inconsistant. D'autre part, si
p; € E,'ensembleE U {p,;} n'est pas finiment consistant Btadmet un sous-ensemble
fini £’ tel queE’ U {p;} est inconsistant; on a alods’ = {-p;}. On en déduit que
E U {-p;} estfiniment consistant [§” C E, tout modéle d&&” U E’ est un modele de
E” U {-p;}] d'ou, vu la maximalité;p; € E.

— Pour touti, soit ¢; 'unique élément de{p;, —p;} appartenant a&'; ces éléments
déterminent une interprétation unique, rendant vraiss ttes ¢;. On notev cette
interprétation, dont on va montrer qu’elle est celle regypar I'énoncé.

— On commence par démontrer l'inclusidh C {¢ € ® : v(p) = V}. Soity € E
et{pi,,...,p, } les propositions intervenant dapsCommeFE est finiment consistant,
son sous-ensemblé;, , ..., ¢; , p} est consistant, d'ou(p) = V.

— On conclut en observant que, I'ensemhie étant finiment consistant maximal,
linclusion E C {¢ € ® : v(y) = V} entraine I'égalitdy = {p € ¢ : v(p) = V}.

Théoreme.Tout ensemble finiment consistant est consistant.

Remarquell suffit de prouver que tout ensemble finiment consistantiesius dans un
ensemble finiment consistant maximal.

Démonstration.Soit D un ensemble finiment consistant. On pdse = D et, sin > 0,
E, = E,_1 U{p,} si cet ensemble est finiment consistdij;t,= E,,_; U {—p,} sinon.

On démontre par récurrence que tousiesont finiment consistants. C’est trivial paur= 0.

36Tout ensemble consistant est donc finiment consistant fldéboette section est de montrer que 'inverse est
vrai aussi.
370n écrira parfois “f.c.” et “f.c.max” au lieu de “finiment nsistant” et “finiment consistant maximal”.
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PourE,, c'esttrivial siE,_; U {p,} est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini B/ C E,_; tel queE’ U {p,} est inconsistant, et donc qu¢ = —p,. Dans ce cas,

E, = E,_1 U{-p,} estfiniment consistant, car pour tout sous-ensembl&finC E,,_;, tout
modele de2” U E’ est aussi un modele d&’ U {—p,,}.

On poseE =4 U, En. Lintersection{p;, ~p;} N E contient un élément uniqué. Ces/;
déterminent une interprétation uniqueelle quev(p) = V pour touty € E. L'ensembleD,
comme I'ensemblé&, est donc inclus dans I'ensemble maxirfiale ® : v(¢) = V}.

RemarquelLe théoreme de compacité facilite 'emploi de I'outilgigue, mais indique aussi
une certaine faiblesse de cet outil. Par exemple, en agtioe (théorie des nombres entiers),
un ensemble infini de formules peut étre inconsistant tauktant finiment consistant. S
est une constante sur le domaiigeon poseE,, = {(z > z) : z € Z}. Cet ensemble
est inconsistant, puisque pour toute interprétatiori’entier v(z,) admet des minorants.
Néanmoins, tout sous-ensemble fini Hg, est consistant. Un tel ensemble s’édrit >

z0) : z € A}, ou A est un ensemble fini d’entiers. Un modeles’obtient en posant
v(z9) = (inf A) — 1. Cela montre simplement que le calcul des propositions magiepas
d’exprimer toute la théorie arithmétique.

Variante de la @monstrationOn peut combiner la construction d'un sur-ensemble maxénal
la démonstration du théoreme de compacité. Il suffibd&rver que dil est denombrable, alors
O l'est aussi; en effet, on @ = J,, @, ou P, est I'ensemble (fini) des formules construites
avec le lexiqugpy, . . ., p, } et comportant au plus connecteurs. On peut alors considérer une
énumeratior{yy, ¢o, . . .) de I'ensembleb et récrire la demonstration comme suit.

Soit D un ensemble finiment consistant. On pé%e= D et, sin > 0, E, = E,_1 U {p,}
si cet ensemble est finiment consistdiift,= E,,_; U {—p,} sinon.

On démontre par récurrence que tousHesont finiment consistants. C’est trivial paue= 0.
PourE,, c'est trivial siE,,_; U {¢,} est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini E' C E,_; tel queE’ U {¢,} est inconsistant, et donc tel qi¥ = —¢,. Dans ce cas,
E, = E,_1 U {~y,} est finiment consistant, car pour tout sous-ensemblesfinc E,,_,
tout modele de&” U E’ est aussi un modele d&’ U {—,}. On poseE =, |J, E,.. Par
construction, pour tout > 0, I'intersection{p;, —p;} N E contient un élément uniqug. Ces
éléments déterminent une interprétatipdont on montre qu’elle est un modele HeEn effet,
soity € E et{p,,...,p:, } les propositions intervenant dags Soit & le plus petit naturel
tel que I'ensembler,, comporte tous les élements dé€;,, ..., ¢, , ¢} (k existe toujours).
CommeL, est finiment consistant, son sous-ensenble ..., ¢; , p} est consistant et admet
un modele. Ce modele ne peut étre qu@u plus exactement la restriction deau lexique

Remarquons qu’en arithmétique ce résultat est faux.deéartble
{n>0n>1,...,n>143 ...}

est inconsistant, car aucun nombre n’est plus grand quelésusutres, mais tous ses sous-
ensembles finis sont consistants.

Pourquoi ce théoreme est-il important? Pour plusielis®ns, mais nous n’en citons que
deux. La premiére raison est technique. Supposons quaumaife A soit conséquence logique
de I'ensemble infini’ de formules. A priori, on pourrait craindre qu’une infindé formules
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de E soient des hypothéses nécessaires pour obtenir la cioricil Le théoréme de compacité
montre que cette crainte n'est pas fondée. En effed, est conséquence logique dg alors
FE U {-A} estinconsistant et, par le theoreme de compacité,stexin sous-ensemble fial
de E tel queE’ U {—A} soit inconsistant, et donc tel quesoit conséquence logique d&.

La seconde raison est plus philosophique. L'une des mativatie Frege, dans sa tentative
remarquablement réussie de formaliser la logique, dmitreéduire” les mathématiques a la
logique. Ce “logicisme”, dans la lignée du projet leibeizide “calculus ratiocinator”, ne
peut réussir que de maniére tres partielle. Le théerdmcompacité (surtout dans le cadre
prédicatif, que nous aborderons plus loin) montre quetiiarétique ne peut se réduire a la
logique. Les célébres résultats d'incomplétude ddeébinontrent que cela a des conséquences
importantes.
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3 Procédures de dkcision analytiques

Le théoreme de la déduction permet de ramener le prabfemdamental de la logique
a la détermination de la consistance d’'un ensemble deulesnen réduisant la question
“la formule A est-elle conséquence logique de I'ensemble de formil@% a la question
“I'ensemble de formule& U{—A} est-il inconsistant ?”. En pratique, on développe surtiest
algorithmes de détermination de la consistance d’'unedtegrou d’'un ensemble de formules.
Un tel algorithme permet aussi de résoudre le probléma dalidité : un ensemble de formules
est valide si et seulement si tous ses éléments sont s#lide une formule est valide si
et seulement si sa négation est inconsistante. Une forestlsimplement consistante, ou
contingente, si elle n’est ni valide ni inconsistante.

3.1 La meéthode des tables dearité

Le principe de cette méthode est tres simple. Toute fagnwaintient un nombre fini
d’atomes et admet donc un nombre fini d'interprétationsc@mséquence, on peut déterminer
la valeur de vérité de la formule pour toutes ses integpidns. On présente souvent le résultat
sous forme d’unéable de rité, appelée aussableau matriciel

On voitimmédiatement que la méthode est trés inefficacka;formule & analyser contient
n atomes distincts, elle admgt interprétations. L'algorithme est donc exponentiel @mps
et espace) en fonction du nombre de propositions interteters la formule. Cela signifie
que le temps nécessaire a la mise en ceuvre de cet algoatigneente tres vite en fonction du
nombre de propositions intervenant dans la formule. Laéd&illustre la méthode des tables
de vérité pour trois formules simples.

Le probleme de la consistance en logique des propositgtrisfe-complet. On ne s’attend
donc pas a trouver un algorithme polynomial mais, en puatign escompte une méthode qui
soit exponentielle en pire cas, et non dans tous les cas.iteadmice chapitre est consacrée
a des méthodes qui, le plus souvent, sont nettement mreileque la méthode des tables de
Verité.

On peut améliorer la méthode des tables de vérité eisariil diverses simplifications. La
plus importante consiste a ne pas attendre la fin de la cmtisin de la table pour tirer une
conclusion.

Considérons I'exemple de la formule

p=qVig=r).

C’est une disjonction de deux conditionnels. Le premierdétiznnel n'est fausx que gi est
vrai etq faux, mais dans ce cas le deuxieme conditionnel est vrdortaule est donc valide.

Nous n'approfondissons pas ici les raffinements que I'ort ppporter a la méthode des
tables de vérité, parce qu’il existe d’autres méthodtement plus efficaces.

38Rappelons ici qu’un ensemble de formules consistantesieinconsistant.
39_a méthode des tables de vérité (avec simplificationsferatéressante pour résoudre certaines questions
théoriques et surtout pour analyser “a la main” des foastries courtes.
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plalr=a]la=-v =9 =(q= ]
VIV V v v
VIF| F F v
F V| V v v
F F| V v v

Table de vérité de la formule valide = ¢) = (—~¢ = —p).

Table de vérité de la formule simplement consistante;.

plalpVval-pl-q]lVvgA-pAr—q
V|V V [F|F F
VIF| V F |V F
FIV| V |V F F
F|F| F V|V F

Table de vérité de la formule inconsistaftev ¢) A —p A —g.

FiG. 13 — Application de la méthode des tables de vérité.

3.2 Lestableaux émantiques
3.2.1 Introduction

La méthode des tables de vérité consiste a passer ee teutes les interprétations
possibles d’'une formule donnée. La valeur attribuée par une interprétation fafaule
est calculée en parcourant I'arbre syntaxiquegddu bas vers le haut, des feuilles vers la
racine. On utilise le fait que la valeur de vérité d’'unenfioite est déterminée par les valeurs de
ses composants.

La méthode des tableaux sémantiques consiste en la cbehgystématique d’un modele
d’une formulep donnée Le fait d'imposer une valeur de vérité a une formule petedniner
univoquement la valeur des composants de la formule, ou @iwaie laisser plusieurs choix
possibles. La recherche systématique d’'un modéle coadaiconstruction progressive d’'une
structure arborescente particuliere, appéddbdeau €mantique'?

4%0n peut aussi rechercher un antimodgle, une interpoétqtii falsifie la formulep. Il est inutile de considérer
explicitement cette variante, puisqu’un modeledest un antimodéle dee.

4ICette structure est bien un arbre, mais ne doit pas étreedné, d’une part, avec la notion d’arbre syntaxique
déja introduite ni, d’autre part, avec la notion d’arbeensintique qui sera introduite plus loin.
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3.2.2 Technique de construction du tableau

Un exemple introductif. Considérons la formule =, (p = ¢) A =(p = r), en vue de
la recherche systématique d’'un modéle. La formule &taetconjonction, tout modéle de
sera un modele de ses deux composants (et réciproquemient) un modele de I'ensemble
{p = ¢, ~(p = r)}. Le deuxieme élément de cet ensemble est la négatiore dfmplication ;

il sera vrai si et seulement si 'antécédent est vrai ebleséquent faux. L'analyse geest donc
réduite a celle de I'ensemble = ¢, p, —r}. Enfin, le premier élément est un conditionnel,
gue l'on rend vrai en falsifiant I'antécédent ou en vénfide conséquent; il y a |a deux
possibilités (non exclusives). Les modeles@asont donc, d'une part, ceux de I'ensemble
{-p, p, —-r} et, d’'autre part, ceux de I'ensemble, p, —r}.

A ce stade, la décomposition de la formule est achevéeepawe les ensembles ne
comportent plus que déitt éraux Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négatid’'un
atome (littéral négatif). En effet, un ensemble de llétéx est consistant si et seulement s'il
ne contient pas simultanément un littéral et son oppoeét-a-dire ungaire compémentaire
du type{p, —p} ; ceci se détermine par simple inspection. On voit notantrgea I'ensemble
{-p, p, —r} est inconsistant et que I'ensemHle, p, —r} est consistant; les modeles de la
formule p sont ceux de ce dernier ensemble.

La méthode des tableaux sémantiques consiste donaaedd question (complexe) “la

formule A est-elle consistante ?” a la question (triviale) “la fdm(ffinie) A d’ensembles de
litteraux contient-elle un élément consistant ?”.

Il est commode d’organiser la recherche sous forme d’'ureaampelé&ableau €mantique
Celui correspondant a la formujeest représenté a la figure 14.

(p=q) N =(p=r) (p=q9 AN -(p=r)

1 !
p=q,-(p=r) p=q,(p=r)
! / AN
p=q,p, T -p,=(p=7) ¢,~(p=r)
/ N ! !
_‘p7p7_‘r q7p7_‘,r _‘p7p7_‘r q7p7_‘r

FIG. 14 — Deux tableaux sémantiques.

Une formule peut donner lieu & plusieurs tableaux sémaes différents suivant I'ordre
d’application des regles de construction, mais tous cizett a la méme conclusion (la
bonne!) concernant la consistance de la formule. La sigific commune des deux tableaux
de la figure 14 est

Une interprétation est un modeéle de la formgle= q) N —(p = r)
si et seulement si c’est un modéle de I'un des ensemblesp, —r}, {q,p, —r}.

Construction des tableaux &mantiques. La construction des tableaux sémantiques est
basée sur la partition des formules en trois catégories :
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— les littéraux;

— les formules conjonctives;

— les formules disjonctives.

La formule—(X = Y) est conjonctive car elle est équivalente a la conjonaties deux
formules (plus simplesX et—Y. La formule X = Y est disjonctive car elle est équivalente
a la disjonction de-X etY. Le connecteuts est exclu ici*? et on convient d’assimiles—X
aXx.

La construction est basée sur deux types de regles denghasition de formules : les regles
de prolongation(type «) et les regles deamification(type 3). Dans le contexte des tableaux
sémantiques on utilise les réglespour les formules conjonctives; les regl@spour les
formules disjonctive4® La figure 15 répertorie les formules conjonctives et disfives, ainsi
gue les résultats de I'application a ces formules delesade prolongation et de ramification,
respectivemertt!

« ay ) B B B2
LA, | A A BvB | B | B
=(A1V Ay) || —A | DAy =(B1 A By) | =B; | 7B,y
_‘(Al = AQ) A1 _‘A2 B1 = BQ _|Bl B2
(A < Ay) || A | As By <= By | By | B

FiG. 15 — Les régles de décomposition.

Le processus général de construction d’'un tableau sgoarpour une formule donnée
est décrit a la figure 16. Ce tableau est un arbre dont champuel est étiqueté par un ensemble
de formules. Un nceud estrminalquand son étiquette ne comporte que des littéraux. Quand |
construction du tableau est achevée, toutes les feudlgstes nceuds terminaux. On convient
de marquer un nceud terminal garsi I'étiquette est consistante (feuilbeivertg, et parx si
I'étiquette est inconsistante (feuilfermésg.

On utilise parfois deassertionglutdt que des formules, une assertion étant I'attrdouti
d’une valeur de vérité a une formule. La figure 17 compartéableau classique, en notation
“formule”, et sa variantsigrée en notation “assertion”.

Remarque.Si on adopte cette variante, les liemmsconjonction et3-disjonction ne sont plus
valable tels quels; par exemple, I'assertijpn ¢ = V est de typev, I'assertionp A ¢ = F
est de types. En revanche, les liens-prolongation et3-ramification subsistent. C’est pour
éviter ces complications (a tout le moins, ces apparedeesomplication) que nous n'avons
pas directement introduit les tableaux signés, pourtéquemment utilisés.

420n remplacera donc un biconditionn€l= Y par une formule conjonctiveX = Y) A (Y = X), ou par
une formule disjonctivéX A Y) vV (=X A =Y"), au choix. On élimine de méme les formules du type> Y.

43Ce point sera nuance plus loin.

“Dans la suite, on notera souventune formule conjonctive ef une formule disjonctive ; les composants
respectifs seront notés respectivementet a2, et 8, et 32. Soulignons qu’en général il s’agit de composants
sémantiques et non de composants syntaxiques ; par exempi@st pas un composant syntaxique de la formule
disjonctivep = gq.
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— Initialisation. On crée une racine étiquetég}.
— Itération.On sélectionne une feuille non marquée’étiquettel/ (¢).
— SiU(¢) estun ensemble de littéraux :
— siU(¢) contient une paire complémentaire,
alors marquef comme étant fermée ;
— sinon, marquef comme étant ouverte.
— SiU(¢) n'est pas un ensemble de litteraux,
sélectionner une formule dabg/) :
— si c’est unex-formule A,
créer un nouveau nceudt] descendant dé
et étiqueter’ avec
Ut') = (U() — {A}) U{an, ao};

— sic’est unej-formule B,
créer deux nouveaux nceufl®t ¢, descendants de
et étiqueter’ avec
Uty = (U) —{B}) U{b}
et étiqueter” avec

U") = (U(6) = {B}) U{G}.

— TerminaisonLa construction est achevée
guand toutes les feuilles sont marquéesou ‘('

FiG. 16 — Algorithme de construction d'un tableau sémantique.

pA—=(qgADp) pA=(gAp) =V
! !
p,~(qg A p) p=V,qAp=F
/ N / N
P, q P, TP p=V,qg=F p=V,p=F
O x O x

FIG. 17 — Tableau classique et tableau signé.

Programmation de la méthode. La méthode des tableaux sémantiques est facilement
programmable. Pour économiser I'espace mémoire, onieoinde ne pas créer un nouveau
nceud lors de I'application d’une regle et de ne pas étiqueter un nceudvec une formule
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qui étiquete déja uancétreden. Avec ces conventions, le tableau

(pVag)A(=pA—q)
!
pVg,"pA—q
!
pVa,7p, g
/ AN
D, 7D, g q, 7P, 7q
X X

prend la forme plus compacte suivante :

(pVq)A(=pA-q),
pVq,~pA =g, —p,q

/ pN
p q
X X

Une autre économie possible est de ne pas étiqueter ledsndectement avec des sous-
formules, mais plutdt avec des pointeurs vers les sougsartorrespondants dans I'arbre
syntaxique. Enfin, certaines branches d’un tableau séguansont trés semblables. Il est
possible d'éviter aussi les redondances de ce type esautilnon plus une structure d'arbre,
mais une structure de graphe sans cycle. Ces raffinemetgstsdu cadre de ces notes (voir
[L2] pour plus de détails).

Terminaison de I'algorithme de construction. Theoreme. La construction d’'un tableau
sémantique se termine.

Principe de la @&monstration.Chaque étape remplace une formule par une ou deux formules

strictement plus simples. Comme la complexité des formegt limitée, on ne peut appliquer
gu’un nombre fini d’étapes.

Remarque.On peut, sans restriction essentielle, supposer que lendiittannel n'est pas
employé. Cette restriction simplifie la forme de la medireléfinie dans la demonstration.
DémonstrationSoit V le tableau d’une formuld, a une étape quelconque de sa construction,
soit/ une feuille quelconque d¥ ; soientb(¢) le nombre de connecteurs binaires d&iié) et
n(¢) le nombre de négations dabig’).

On définit (¢) = 2b(¢) + n(¢). Quelle que soit la régle utilisée, toute étape de lattooson
crée un nouveau ncedtiou deux nouveaux nceuds ¢’ tels quel (¢') < W (¢) etW (¢") <

W (¢). Or, W(¢) prend ses valeurs dab, il ne peut donc y avoir de branche infinie d&is
Remarquela démonstration peut étre étendue au cas sl ét “@” apparaissent dans la
formule (exercice).

Un tableaucomplet(dont la construction est achevée) &sire si toutes ses feuilles sont
fermées. Sinon, il estuvert
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3.2.3 Propriétés de la néthode des tableaux@mantiques

La méthode des tableaux sémantiques est le plus souvkstaipour montrer la validité
d’'une formule (ou I'inconsistance de sa négation), ou empour montrer I'inconsistance d’'un
ensemble fini de formules. On souhaite naturellement quettaade donne uniquement des
résultats corrects; elle ne peut conclure, par exempl@écdonsistance d’'une formule, que
si la formule est effectivement inconsistante. Cette patprest’adéquationde la méthode.
D’autre part, on souhaite que, si une formule est inconsistda méthode mette ce fait en
évidence; c'est la propriété dmmpktude En résumé, une méthode est adéquate si elle est
correcte ; elle est compléte si elle est assez puissante.

Dans le cas présent, prouver I'adéquation revient ay@ollun des énoncés suivants :
siT(A) est fermé, alors! est inconsistante ;
siT(—B) est fermé, alor®3 est valide ;
si A est consistante, alofi§(A) est ouvert;
si B n'est pas valide, alor§(—B) est ouvert.

Prouver la complétude revient a prouver la réciproqieste-dire I'un des énoncés suivants :

— si A estinconsistante, alofi3( A) est fermé;

— siB estvalide, alor§’(—B) est fermé;

— siT(A) est ouvert, alors! est consistante ;

— siT(—B) est ouvert, alor®? n'est pas valide.

3.2.4 Digression : le mouvement et le changement

Le mouvement est impossible, affirmait Zénon d’Elée, guéspour aller d’un point & un
autre, il faut d’abord passer par le point médian, puisy@iler de ce point médian au point
destination, il faut passer par le milieu de ces deux po#tts Dans la mesure ou le mouvement
impliquerait le passage par un nhombre infini de points, il @&t jgvoir lieu. Un autre argument
permettait a Zénon d’affirmer qu’Achille ne rattraperaimnais la Tortue si celle-ci avait une
certaine avance, car il faudrait d’abord réduire cettenegade moitié, puis réduire I'avance
résiduelle de moitié, et ainsi de suite.

Ces paradoxes anciens ont une conséquence trés moderisguepce qui bouge, ou ce
qui change, semble moins accessible a I'analyse que cestjirnenobile et immuable, on
doit s’efforcer de ramener le premier cas au second. Un ebeedigssique est I'enigme de la
mouche et des deux trains :

Deux trains distants de 100 km se dirigent I'un vers l'auli®.roulent chacun
a 50 km/h. Une mouche quitte le premier train et se dirigs Versecond a 100
km/h. Quand elle I'a rejoint, elle fait demi-tour; chaquésfqu’elle rejoint 'un
des trains, elle fait demi-tour. Quelle distance totaleadtelle parcouru lorsque
les deux trains se croiseront ?

Si on “suit le mouvement”, I'analyse est délicate. La maichange de direction de plus en
plus vite ... Enrevanche, il est clair que la mouche vole pahdne heure, a I'allure constante
et immuable de 100 km/h ; elle aura donc parcouru exacten@énkr.

Tout ceci s'applique a la physique. Pour reprendre I'ederdpja évoqué des lois de Kepler,
il n’est a priori pas facile de prévoir le mouvement d’'unargte autour du soleil, puisque la
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direction et la vitesse du mouvement changent en permankaagénie de Kepler a été de
détecter ce qui ne changeait pas : la ligne imaginaire foigia planéte au soleil balaie des
surfaces égales en des temps égaux. Cette caractgisSinyariante” du mouvement facilite

grandement la prévision de la position des planétes.

Ceci s’applique aussi a la logique et aux procédures disida. Appliquer une procédure
de décision, c’est construire un objet changeant, diffigianalyser, sauf si on se concentre sur
ce qui ne change pas. Nous allons appliquer ce principe ahairoparagraphe.

Une propriété particuliere de certains processus dyoaes est leuterminaison Certains
processus se stabilisent apres un certain délai, dautees’arrétent jamais. Considérons
d’abord un exemple classique. Des nénuphars envahiseegiiang. Chaque jour, la moitié
de la surface restante est recouverte. Au bout de combieoudes [étang est-il entierement
recouvert ? Ce probleme peut se mathématiser comme sris:ld suite numérique

1,1/2,1/4,1/8, ...

quel est le rang du premier terme nul ? La réponse est &g#¢ancun terme n’est nul. L'étang
ne sera donc jamais entierement recouvert. Un autre ereioyil aussi évident est le suivant.
Un marchand de billes vend au moins une bille par jour. Combéejours durera son stock ?
En termes mathématiques, considérons la suite

Lo, L1, L2; - - -

telle que chaque terme est un nombre entier naturel strggieimférieur a son prédécesseur.
Quelle est la longueur de la suite ? La réponse est évidemite longueur est au maximum
xo + 1, Six; estzy — 4, pour touti compris entre 0 et.

Peut-on, d’'une maniere analogue, démontrer que le poseake construction d’un tableau
sémantique se termine toujours ? L'idée de démonstratientionnée plus haut convient, mais
on pourrait faire cette objection : a chaque étape, lantites deviennent plus simples, mais
aussi plus nombreuses; le second fait ne compense-t-ileppeemier, et la diminution de
complexité est-elle réelle ? Pour répondre avec rig@eaette question, il faut donner une
définition précise de la notion de complexité d’une fokenau d’'un ensemble de formules.
Plusieurs possibilités existent, par exemple : la conitiled’'une formule est le nombre
de négations qu’elle contient, plus deux fois le nombrepdrateurs binairé3; de plus, la
complexité d’'un ensemble de formules est la somme des &xitgs des éléments. On voit
immédiatement que la complexité est un entier naturgjuetla complexité d’un nceud fils est
moindre que celle du noeud pere. La “profondeur” du tabléawasitique relatif a une formule
de complexité: est donc au plus ; le nombre total de feuilles est donc au piset le nombre
total de noeud au plug+t — 1.

Une facon plus abstraite de présenter cet argument dengigon est la suivante. On dispose
d’'un multi-ensemble, de nombres entiers naturéfsOn construit une suit¢Fy, E1, E», . ..) dans
laguelle chaque multi-ensemble s’obtient en remplagarélament non nul par un ou deux éléments
plus petits. La suite est-elle toujours finie ? Le raisonn&nfedt plus haut montre que oui. De maniere

45Conjonction, disjonction, conditionnel et conditionnalérse ; nous excluons les autres opérateurs.

46Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel on tient eodestrépétitions (mais pas de 'ordré); 0, 1}
et{0, 1} sont le méme ensemble, mais deux multi-ensembles distiectrevanche0,0,1} et{0,1,0} sont le
méme multi-ensemble.
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plus étonnante, la réponse reste positive si chaque-smgémble s’obtient en remplacant un élément
non nul parun nombre quelcongqu#éléments plus petits.

3.2.5 Acdequation et compEktude de la néthode des tableaux@mantiques

L'algorithme de la figure 16 concerne la construction d’uriéau sémantique, c’est-a-dire
d’'un arbre. Chaque nceud de l'arbre a zéro, un ou deux filsfdiekbes n’ont pas de fils, les
nceuds internes en ont au moins un. La construction consiska €&lection d’une “feuille
provisoire” et la création d'un ou deux fils pour ce nceud guient donc un nceud interne.
Pendant la construction, I'arbre est un objet changeargqptil grandit. Pour déterminer
ses propriétés, il convient d’'abord de s’attacher awadatéristiques non altérées par les
changements successifs, qui se résument & deux chosese part, une feuille provisoire
comportanty est remplacée par une feuille provisoire comportanet o, ou, d’autre part,
une feuille provisoire comportarit est remplacée par deux feuilles provisoires comportant
respectivement, et3,. Or, une interprétation est un modeledasi et seulement si elle est un
modele dev; et deas ; elle est un modele dé si et seulement si elle est un modele®jeou
deS,.

Soit 7,, l'arbre & laniéme étape de sa construction. On ngi&(7,) I'ensemble des
interprétations qui rendent vraie I'étiquette d’au nwiumne feuille provisoire dd,,.*” On
constate quéd,, croit avecn, mais M (7,,) reste inchangé. Plus précisément, nous venons de
voir que la(n+1)ieme étape, qu’elle soit “de typ€’ ou “de types”, n'altere pas I'ensemble
des modeles; on a donc

M(T,10) = M(T,),

quel que soit I'entier naturel, et donc
M(T,) = M(Ty)

pour toutn. La valeur commune de ces ensembles d'interprétationdoest I'ensemble des
modeles de la formule qui étiquete la racine de I'arbre.

Les propriétés annoncées au paragraphe 3.2.3 sontamaiitévidentes. Supposons que
la construction du tableau se fasse Erétapes. On a dong1(7y) = M(7,). La valeur
commune est I'ensemble vide si et seulement si le tablederesé, ou encore si et seulement
si o n'a pas de modéle. Pour étre complet, il faut encore stasgjue le nombreV d’étapes
est toujours fini. C’est une conséquence du principe détida, puisque toute prolongation ou
ramification implique le remplacement d’une formule par siess-formules.

3.2.6 Ensembles de Hintikka

Un ensemble de Hintikkast un ensemble de formules qui vérifie les trois propsiét”
suivantes :

— Il ne comporte pas de paire complémentaire de littéraux.

— S'il contient une formule de type, il contient aussi ses composantgset ;.

47l’étiquette d’'un noeud est un ensemble de formule ; uneprégation rend vrai un ensemble de formule si
elle rend vraies toutes les formules de I'ensemble.
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— S'il contient une formule de typg, il contient aussi au moins une de ses composantes
(1 etfs.
Il est clair qu'un ensemble de Hintikka est toujours comsitt® Toute branche ouverte
d’un tableau sémantique est, par construction, un engedebHintikka.

3.3 La méthode analytique des &quents

3.3.1 Introduction

La méthode des tableaux sémantiques admet une méthadie, dite “des séquents”.
Nous donnons d’abord I'algorithme qui transforme un tabls@mantique en une dérivation
de séquent. La figure 18 présente un tableau sémantiqua dérivation de séquent
correspondante.

— On opére une symétrie d’axe horizontal, amenant lefidsién haut et la racine en bas.

(La construction directe d’'une dérivation de séquent@de donc de bas en haut.)

— Chaque étiquette du nouvel arbre se compose des négdisrelements de I'étiquette
correspondante du tableau sémantique; de plus, chaiqyectt¢ est précédée du
symbole—.

— Les arcs du tableau deviennent des lignes horizontaleslaaérivation de séquent.

— Les symbole$) et x sont remplacés respectivement par les symhdlesA.

pA(mqV —p)
! prolongation (typev) H A

regleconjonctive — —p,q — —p,p ramification (type3)

by regleconjonctive
ramification (types) — —p,gAp glecon|
/ N régledisjonctive % 7 prolongation (type)
saledisioncti
D, q p, P — -p vV (q A p) regledisjonctive
O X

FiG. 18 — Un tableau sémantique et une dérivation de séquent.

Un tableau sémantique et la dérivation de séquent quneiante ne se rapportent donc pas
a une méme formule. On peut éliminer cette divergencen@ins en apparence) en utilisant la
notation signée plutdt que la notation classique poutesgmter le tableau (voir figure 19).

3.3.2 Interprétation

Fondamentalement, le contenu sémantique d’'une dérivale séquent est le méme que
celui du tableau correspondant, mais la dualité permeté@septer ce contenu differemment.
— Chaque étiquette d’une dérivation de séquent s'iniéecomme un ensemhbdiésjonctif
de formules.
— Les feuilles correspondent & ddause<c’est-a-dire a des disjonctions de littéraux.

48C’est aussi une conséquence du principe d'induction.
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—pV(qAp)=F
l prolongation (typev) H A
regleconjonctive — —p,q — —-p,p

p=V,gAp=F ramification (type3)

regleconjonctive

ramification (types) — g A \
< N régledisjonctive # p‘r0|0ng§tlon‘(typey)
p=V,qg=F p=V,p=F — —pV(gAp) regledisjonctive
O x

FIG. 19 — Un tableau sémantique signé et une dérivation giecs#.

— Les feuilles valides sont étiqueté®s ce symbole signifie “Axiome” : vérité universelle.
Les feuilles non valides sont étiquetées ce symbole signifie “Hypothése” : énoncé
contingent.

— La ligne horizontale s’interprete comme la relation qlivalence logique : une
interprétation rend vraie(s) la (lepyémisse(s)au numérateur, si et seulement si elle
rend vraie laconclusionau dénominateur.

On a aussi les définitions et regles suivantes.

— Une clause est uaxiomesi elle comporte une paire complémentaire de littératimne
hypottesesinon.

— Lesregles d'inérencesont de deux types
— reglesa (prolongation) :

— UU{ag, s}

— UU{a}
— regless (ramification) :
— UU{ﬁl} — Uu{ﬁg}
— Uu{p}
L o Jaoflew] [ 8 [B& ][5

AVA, || A | A
ﬁ(Al A AQ) —Ap | 1A,
Ar= Ay | DA | A
A< Ay Ay | 0As

By A By B, | By
—(ByV By) || 7By | 7Bs
—(B1 = By) | B | B
—(B1 < By) | "By | Bs

FIG. 20 — Les regles de (dé)composition.

Rappelons que les doubles négations sont systématigquesiaplifiees et que le
biconditionnel et la disjonction exclusive sont interd@®s observe (figure 20) que les formules
conjonctivesdonnent lieu a uneamification (type () et les formulesdisjonctivesa une
prolongation(type «). C’était le contraire pour les tableaux sémantiques.

Si on lit la dérivation de haut en bas, les régles de déasitipn deviennent des régles de
composition, ouegles d’inérence
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3.3.3 Propriétés de la néthode des 6quents

Elles se déduisent immédiatement de celles des tabléauméthode de dérivation de
séquent est adéquate : toute formule racine d’'une d&mivee séquent dont toutes les feuilles
sont des axiomes est valide. La méthode de dérivatioegleesit est compléte : toute formule
valide est racine d’'une dérivation de séquent dont tdetefeuilles sont des axiomes.

3.3.4 Extension décriture

On convient que le séquent

— =A,B,-C,-D,E,F
peut aussi s’écrire

A,C,D — B,E,F.
Ce séquent est vrai poursi v rend vraie au moins une des formulBsF et F', ou siv rend
fausse au moins une des formules” et D. La partie de gauche (icl, C, D) est 'anttcadent
la partie de droite (icB, F, F') est lesuc@&dent Le séquent est vrai poursi et seulement si le
conditionnel(AAC A D)= (BV EV F) estvrai poun.

La virgule a valeur conjonctive dans I'antécédent et wallisjonctive dans le succédent.
Un antécédent vide correspondrae, un succédent vide correspondadse, le séquent vide
correspond Jalse. Tout séquent dont I'antécédent et le succédent corapbune formule
commune est valide.

On peut transférer une formule de I'antécédent au sl@téou inversement, en changeant
sapolarité, c’est-a-dire en transformant en —A ou inversement. Le séquedt C,D —
B, E, F est donc logiguement équivalent au séquéntB,C — —D,E, F.

Il est commode de récrire les regles en tenant compte degelles notations. A titre
d’exemple, siA et B désignent des formules etiSiet V' désignent des ensembles de formules,
les anciennes regles

— V,-A,B — VA — V,-B

— V,(A= B) — V,=(A= D)
peuvent étre étendues en

U — V,-A B U— VA U — V,-B

U — V,(A= B) U — V,-(A= B)

puis récrites en les nouvelles régles suivantes :
UA— VB

U—- VA UB —V

U — V,(A= B) U(A=B) - V

3.3.5 Regles eversibles, Bgles analytiques et syntétiques

Laregle d’inference
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U — VA UB —V

U(A=B) - V

estréversible: la barre horizontale peut s'interpréter comn&gliivalencdogique. Dans une
regle non réversible, la conclusion est conséquendgquegies prémisses, mais non l'inverse.
Sion posel, = AU etV,; = \/V, la regle ci-dessus exprime que les modeles communs
des formuled/, = (V; Vv A) et (U. A B) = V, sont exactemeries modeles de la formule
(U.N (A= B)) =V,

Cette regle est ausahalytique: toute formule apparaissant en haut apparait aussi en bas
(comme formule ou sous-formule). Les dérivations de satpipeuvent se lire de bas en haut
(analyse d'une formule) ou de haut en bas (déduction d’amadle au départ d’axiomes et/ou
d’hypothéses).

Il existe aussi des méthodegntletiquesde déduction, ne se prétant pas directement a
I'analyse des formules. La méthode synthétique est Is phuvent la seule utilisable en
mathématique. On utilise des régles ou la barre s’indégomme la relation (non symétrique)
de congquencdogique. L'exemple le plus connu de regle synthétiquenfdoon analytique)
et non réversible est sans doutéMedus ponens

U—A U-— (A= B)

U — B

Un exemple de regle synthétique mais réversible estgberdecoupure:
UA—-V U—-VA

U —-V

La formule A et ses sous-formules peuvent ne pas apparaitre dans asions. Il est donc
difficile de “deviner” des prémisses adéquates au déssrtonclusion®

3.3.6 Differences entre conditionnel etaquent

Dans la présentation qui vient d’étre faite, la seuleédédhce est que les deux termes d’'un
séquent sont des ensembles (éventuellement infinis)rdaufes, tandis que les termes d'un
conditionnel sont des formules, finies par nature.

Une autre difference plus subtile apparait souvent. lésgiants peuvent &étre utilisés
dans des contextes variés, mais le sont habituellemerd dancontexte de preuve de
validité. Autrement dit, seules des dérivations santygses sont considérées. Tout seéquent
apparaissant dans une telle dérivation est valide, et dless naturel et frequent d’introduire
cette information dans la définition méme de la notionefgught. Cela signifie qu’un séquent

“Les deux regles synthétiques de Modus ponens et de cofipumalisent deux modes de raisonnement
omniprésents en mathématique et dans la vie quotidiérmniglodus ponens traduit la notion méme de théoreme
ou de résultat général : “appliquefd = B), c’est déduireB dans le cas oul est connu. La regle de coupure
formalise le raisonnement par cas : si on infeérele U quandA est vrai, et aussi quand est faux, on inferé”
deU en toute généralité.
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n'est plus un objet du langage (assimilable a un condigfnmais devient une implication
logique, un objet du métalangage. Dans ce cadre, la sigtiditdu séquent

A,B,C — D,E,F

noté parfois
A B,CFD,E,F

est “Le conditionne(AA BAC) = (DV EV F) est valide”.

3.3.7 Tableaux sig@s vs. équents

Il y a correspondance naturelle entre les tableaux sighésseséquents : les formules
apparaissent dans I'antécédent ou dans le succédaenséquent selon qu’elles sont assertées
positivement ou négativement dans le nceud homologue thatalfigure 21).

—pV(gAp)=F H A
! p = q p—p
p=V,qAp=F
/ N\ p — qAp
p=V,q=F p=V,p=F
O x — “pV(qAp)

FIG. 21 — Un tableau sémantique signé et une dérivation glaes.

3.4 Le raisonnement automatique

3.4.1 |Introduction

La logique formelle permet, comme on vient de le voir tout aagl de ce chapitre, de
transformer le raisonnement en un objet mathématiqueeptible d'étre traité, et méme
construit, par un ordinateur. Nous avons vu, au paragraph8,2qu’un texte court mais
relativement dense, présentant un raisonnement, pcdivaitransformé en formules et ainsi
devenir accessible a une analyse fiable et automatfque célebre ouvrage de science-
fiction°? évoque ainsi I'analyse formelle d'un trés compliqué elumineux document
diplomatique ... aboutissant a la conclusion que ce dootiré®it sémantiquement vide
et que ses auteurs méritaient, étymologiquement du mteaos statut de diplomate. Plus
concrétement, un livre d’analyse mathématique a éti@rement vérifié par ordinateur dans
le cadre d'un projet d'intelligence artificielle. Peut-oeellement espérer ramener ainsi le
raisonnement au calcul, dans le but de l'automatiser ?

50 informaticien dirait : fiable parce que complétementauatique . . .
5lFoundation d’lsaac Asimov.
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3.4.2 Digression : Leibniz et le raisonnement automatisabl

Leibniz avait imaginé un “ratiocinator universalis”, ode machine abstraite capable de
raisonner et, dans une certaine mesure, de trancher dassdgtineux. Il croyait possible
de représenter les idées et le raisonnement dans un Ergyagbolique pourvu d'une
syntaxe et d’'une sémantique précises. Dans une disoy#igievenait theoriquement possible
de remplacer un débat d'idées animé par une séance dk dafcul dont l'issue serait
inconditionnellement admise par les protagonistes datl@nole et surtout Frege ont créé
le langage symbolique révé par Leibniz, et la logiquedmd&ive est parfaitement apte a
la représentation de tout type de raisonnerg&iity a cependant loin entre la capacité de
représenter un probleme et la capacité de le résoudzrs dette section, nous évoquons
quelques aspects fragmentaires mais importants de cetstiau

3.4.3 Automatiser la logique

Cette question est comme beaucoup d’autres : il est plus fdeil’examiner dans le cadre
propositionnel que dans le cadre prédicatif, et certasmxlusions établies dans le cadre
propositionnel s'étendront au cadre prédicatif. Ce€admis, on pourrait croire qu'il n'y
a pas de question. La logique propositionnelle est en aftenaatisable, puisque nous I'avons
effectivement automatisée. La méthode des tables di& ércelle des tableaux sémantiques
par exemple, permettent d’analyser tout raisonnementgitpnnel, si complexe soit-il. Nous
allons voir maintenant que la port@eatique de ces méthodes est séverement limitée par
un probléeme de dimension. En dépit de la puissance quitsatieinte actuellement (et qui
continuera a croitre de longues années encore), lesatedirs ne sont pas capables d'analyser,
en toute généralité, un probleme logique d’'une ceetdaille. Considérons par exemple le
probléme classique consistant & déterminer si un erigetietformules est consistant ou pas.
Si nous utilisons les tables de vérité, et si 'ensemblgeestion comporte des occurrences
de n propositions élémentaires distinctes, il suffit de conest une table de vérité ... qui
comportera2™ lignes. Sin vaut 30, la table comportera plus d’un milliard de lignes nsi
vaut 100, ce qui n'a rien d'irréaliste, le probléme estfseas particulier, définitivement
hors d'atteinte de tout ordinateur présent ou & venir.eDlmns au passage quaultiplier
par 1000 les performances d’'un ordinateur ne permet gajeuter 10 nouvelles variables
propositionnelles a notre lexique.

Il existe a priori deux moyens de contourner cet écueil.n@'part, il est possible de
développer des procédures de décision plus rapidesagoéthode des tables de vérité et,
d’autre part, on peut essayer d’isoler certains types dautes et d’ensembles de formules
pour lesquels le probleme de la consistance pourraitsmicEe plus rapidement. Nous avons
déja adopté la premiére approche : la méthode desatableémantiques est souvent —mais
pas toujours — nettement plus efficace que celle des tablegrité. Une analyse plus fine
montrerait quand méme que cette méthode et, a des diigegs, toutes les méthodes connues
actuellement, restent fondamentalement trop lentes.Pam@sément, dans beaucoup de cas,
les performances se dégradent tres vite des que la diomeds probleme augmente. Une

52Des logiques spéciales ont été et continuent a étredoites pour modéliser plus commodément certains
aspects de la connaissance mais, fondamentalement,dadogiédicative peut prétendre a I'universalité.
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théorie recemment développ&tisse peu de chances de progres significatifs dans ceéte vo
La seconde approche est plus prometteuse ; nous la déweledpns la suite de ce chapitre.

3.4.4 Cubes, clauses et formes normales

Considérons la table de vérité de la figure 22, se rappb&aine formule inconnug,
dépendant des trois variables propositionnelleg et . Peut-on reconstituer la formule sur
base de la table? Oui, a une équivalence logique présatila indique que la formule est
vraie dans quatre cas, correspondant aux lignes 1, 3, 5 etléadue cas correspond cube
c’est-a-dire une conjonction de littéraux. Par exemjg@esube correspondant a la ligne 6 est
(=p N g A —r), ce qui S'interpréte en(p) = F, v(q) = V etu(r) = F.

(plalr [X(pgr)]
V|V |V Vv
VIV |F F
VIF|V \%
VI|IF|F F
F|V|V Vv
F|V|F Vv
FIF|V F
F| F|F F

FIG. 22 — Table de vérité d’une formule inconnue
La formule X est donc (logiguement équivalente &) la formule
PAgAT)V (PA-qAT)V (P AgAT)V (p AgAr).
Cette formule peut s’écrire differemment, et notamment

(pAT)V (=P Aq),

ou encore
(p=7r) N (p=0q).
Le point important est que toute formule, puisqu’elle aduret table de vérité, est équivalente
a une disjonction de cubes, ce que I'on appelle aussfam®e disjonctive normale
Observons aussi que la négation d’une disjonction de cedtame conjonction de clauses,
ce que l'on appelle aussi urferme conjonctive normaleOn obtient aisément la forme
conjonctive normale d’'une formule a partir de la forme aligjtive normale de la négation de
cette formule ; on peut aussi I'obtenir directement a pdsila table de vérité, en considérant
les lignes pour lesquelles la formule est fausse. Par exergpformuleX (p, ¢, ) est fausse
dans quatre cas; elle peut donc s’écrire

=(PAGA=T) A =(pA=gA=T) A =(=pA=gAT) A =(=p A =g A )

53Et notamment le théoréme de la NP-complétude du probléeria consistance, demontré par Cook en 1970.
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Ou encore
(7pV =g Vr) A (=pVagVr)A(pVgV-r)A(pVgVr),

ce qui est une forme conjonctive normale, c’est-a-direaom@onction de clauses; la formule
peut se simplifier en
(mpVvr) A(pVa),

qui est encore une forme conjonctive normale, appeléé farese clausale

Le principe de la déduction affirme que la formule est conséquence logique de
I'ensembleF si et seulement si 'ensemble U {—A} est inconsistant. Chaque formule de ce
dernier ensemble est logiquement équivalente a une cotijm de clauses ; §iest 'ensemble
de toutes ces clauses, on peut dire guest conséquence logique fesi et seulement &1 est
inconsistant. Le probleme fondamental de la logique semi donc a celui de déterminer si
un ensemble de clauses est inconsistant ou non.

RemarqueConstruire la table de vérité d’une formule donnée nyéstéralement pas le moyen
le plus rapide d’obtenir une forme normale disjonctive omjonctive logiguement équivalente
a cette formule.

3.4.5 Clauses de Horn et ensembles de Horn

Nous venons de rappeler que, pour les problemes d'uneireertaille, I'approche
automatique était trés aléatoire. C’est étonnantsdarmesure ou I'étre humain moyen est
capable d'effectuer des raisonnements logiques de grailtieavec une certaine efficacité.
Une raison a cela est I'aptitude, typique de I'étre humais’adapter aux circonstances et a
remplacer une méthode générale par une approche phagfigpé et plus rapide, du moins
dans le cas particulier considéré. Une autre raison,g@usnente ici, est que bien souvent les
formules de I'ensembl&, qui constituent la “base de connaissance” a partir decliégon va
déduire la formule4, ont une forme trés particuliére, qui se retrouve ausssdes énoncés
mathématiques, a savoir

(D1 A Apn) = q.
Les p; et ¢ sont des propositions élémentaiféd.a formule exprime simplement que toute
interprétation rendant vraies les propositipns . . , p, rend vraie aussi la conclusigir®

On voit immédiatement que cette formule est une clausel'ou@eut récrire en

_'plv"'\/_‘pn\/q‘

De méme, la conclusiom est souvent une simple proposition, ou une conjonction de
propositions, donc de litéraux positifs. Sa négatioruestdisjonction de littéraux négatifs.

On appelleclause de Horroute clause contenant au plus un littéral positif. Uneistade
Horn estdéfiniesi elle comporte exactement un littéral positif; elle eggativesi elle n'en
comporte pas. Uensemble de Horest un ensemble de clauses de Horn. Cette notion est
extrémement importante parce que, dans le cas particildgeensembles de Horn, le probleme
de la consistance peut se résoudre de maniére efficacajtergénéralité.

540n peut considérer que cette formule représente un&h@mmathématique, dont lpssont les hypothéses
etq la these.

550n observera que cette formule, méme si elle représertteéoneme de mathématique, n’est pas valide. La
raison en est que dans le cadre de la logique propositietes| propositions élémentaires ne sont pas analysées.
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3.4.6 Lalgorithme de résolution unitaire

Uneclause unitaireest une clause comportant un seul littéral. Une clausaiomipeut étre
positiveou négative Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, unasgaunitaire est
une clause unitaire positive, réduite a une proposiiémentaire. L'algorithme deesolution
unitaire (figure 23) est un moyen simple de déterminer si un ensengbléodn est consistant
ou inconsistant.

{S = SO}
Tant que O ¢ S faire
choisirp etc tels que
p est une clause unitaire positive e
c est une clause dg contenant-p;
ro=c\{-p};
S:=(S\{c}H)U{r}.

FiG. 23 — Résolution unitaire

Le principe de cet algorithme est trés simple. Il consisseipprimer, dans les clauses d’'un
ensembleS de clauses de Horn, tous les littéraux négatifs dont I@gsition sous-jacente
apparait comme clause unitaire, jusqu’a ce qu’une claoiseevenue vide, ou que plus aucune
suppression ne soit possible. Dans le premier cas, on dantinconsistance, dans le second,
a la consistance. La notation=" signifie “devient”; exécuter l'instruction := = + y signifie
gue la nouvelle valeur de est I'ancienne valeur de + y. Si ¢ est une clause contenatip,
¢\ {—p} estla clause obtenue en supprimapt La clause videqui ne contient aucun littéral,
est représentée par le symbaleUne clause est vraie si au moins un de ses littéraux est vrai
la clause vide est donc logiquement équivalenfelge. Sic est une clause de I'ensemifie
S\ {c} est 'ensemble obtenu en enlevarde S. Sir est une clause§ U {r} est 'ensemble
obtenu en ajoutanta S.

La figure 24 donne un exemple d’exécution de I'algorithmernpettant de montrer que
'ensemble

S={pV-rV-t,q,r,tV-pV-or,tV-oqg, pV-qV -r}

est inconsistant.

1.\ pV—-rVvV-t|qg|r|tV-pV-r|tVaq|-pV qV -r
2.l pV or Vv —t 5 r|tVv-pV-r t -pV gV or
3. pV —t ql|r |tV -pV r t -pV gV or
4. pV —t 5 r|tVv-pV-r t —\pvﬂ_r
5. pV ot ql|r |tV -pV r t —p

6. P q|r |tV -pV-r t -p

7. ]_9 q|r |tV -pV-r t o

FIG. 24 — Résolution unitaire : un exemple positif
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La figure 25 donne un second exemple d’exécution de I'algme, permettant de montrer
que I'ensemble

S={pV-rvVv-t,qg,s,tV-pV-or, tV-oqgV s, pV gV -r}

est consistant.

l.lpVarNV—at|q|s|tV-apV-r |tVogV-as|-pV gV r
2.l pV 7V -t 5 s|tVvV-pV-r tvﬁ_s -pV gV or
.|l pV-rvVvV-t|lqg|s|tV-pV-r t -pV gV r
4.1 pV rVat 5 S|tV apV r t —\pv—'r
5. pV r q|s |tV -pV-r t -p V —or

FiG. 25 — Résolution unitaire ; un exemple négatif

La premiere propriété de I'algorithme de résolutiorntaine est d’étre efficace. A chaque
étape, un littéral est enlevé donc le nombre d’'étapepend dépasser le nombre total de
litteraux. A chaque étape, 'ensemisiehange (un littéral est supprimé). Comme d’habitude, le
point crucial de I'analyse de I'algorithme consiste aedétiner ce qui ne change pas. Comme
précédemment, c’est I'ensemble des modeles dpii ne change pas. En effet, si la clause
unitairep se trouve dans, seules les interprétations rendantrai peuvent étre des modeles.
Soit] une telle interprétation ; quelle que soit la clausentenant-p, on al(c) = I(c\{-p}).

On a donc, aprés chaque étapd(S) = M (Sy). En particulier, apres la derniere étape, on
aM(Sy) = M(Sy), si Sy désigne I'état final de I'ensemblg. Cela prouve en particulier
que S, ('ensemble de départ, celui qui nous intéresse) estistams si et seulement si; est
consistant. Il se fait que détermineri est consistant est immédiat. En effet, il n’y a que deux
possibilités :

— LensembleS; contient la clause vide, qui est inconsistante, dépest inconsistant.

— LensembleS; ne contient pas la clause vide. Séit’interprétation qui rend vraies
toutes les clauses unitaires (positives)Yjeet fausses toutes les autres propositions.
Cette interprétation rend vraies toutes les clausesitgstaet aussi toutes les clauses
non unitaires, puisque ces derniéres contiennent au nuringtéral négatif dont la
proposition sous-jacente est fausse par définitiod {ear cette proposition n’est pas
une clause unitaire, sinon elle donnerait lieu & une &applémentaire).

On appellebase de connaissanam ensemble de clauses de Horn positives; on appelle
questionune conjonction de propositions. L'algorithme de rédolutunitaire permet de
déterminer si une questioh est conséquence logique d’'une base de connaisgance sera

le cas sil'ensemblél U {—A} est reconnu inconsistant.

RemarqueOn peut aussi tester 'ensemhbieseul ; il est nécessairement consistant puisqu'il
ne comporte que des clauses de Horn posifiés détermination dei; permet d’obtenir
I'ensemble de toutes les propositions qui sont conségsetagiques def ; ce sont les
propositions qui apparaissent comme clauses unitairesflar interprétation qui rend vraies
ces propositions et seulement celles-la eshéekble canoniqugou mockle minimalde H. Le

S6Linterprétation qui rend vraies toutes les propositiessdonc un modele dg.
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modele minimal de 'ensemble traité a la figure 25 est donierprétation qui rend vraies les
propositions;, s ett et seulement celles-la.

RemarqueOn représente souvent les exécutions de I'algorithmegdelution unitaire sous
forme arborescente ; la représentation correspondaexécltion de la figure 24 se trouve a
la figure 26. L'arborescence s’appeliebre de erivation, ou arbre de éfutationdans le cas
particulier ou on dérive la clause vide.

tV-pV-r pV-rVv-t r tV-—q q —pV gV -r
pV i t —-pV -r
p -p
A4
O

FIG. 26 — Arbre de réfutation unitaire pour I'ensemble

3.4.7 Laprogrammation logique propositionnelle

Le probleme de la programmation logique propositionnetiasiste a déterminer si une
proposition est ou n'est pas conséquence logique d’'umaisede clauses de Horn définies,
appelébase de connaissanaa programme logiqueNous venons de voir que I'algorithme
de résolution unitaire est une solution générale ebraiablement efficace pour ce probléme.
Elle n’est cependant pas optimale en pratique. La raisorseque, dans la plupart des cas, la
base de connaissance est énorme, voire infinie, et queparpldes clauses qu’elle contient
n’'ont rien a voir avec la question particuliere a traiteéalgorithme de résolution unitaire
n'accorde aucun role particulier a la question traitemt la négation est simplement ajoutée a
la base de connaissancealdgorithme de ésolution d’entéeest une variante de 'algorithme
de résolution unitaire, dans laquelle la négation de kestian joue un role privilegié. Cette
variante est représentée a la figure 27 Lalésigne un programme logique.

{G = Go}
Tant que G # O faire
choisirp etc tels que
-p €G,
ce Let
peEc,

G = (G\{-p}) vV (c\{p}).
FiG. 27 — Résolution d’entrée
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Cet algorithme utilise une variable, appelée léut, dont la valeur est toujours une clause
de Horn négative ; initialement, le but est la négationadguestion. A chaque étape, le but est
transformé selon la regle suivante : un littéral du but est remplacé pdce \ {p}), ouc est
une clause de la base de connaissance, dont le littéraif gssp. On pourrait démontrer que
I'algorithme de résolution d’entrée est équivalentadqgorithme de résolution unitaire. A titre
d’exemple, nous montrons a la figure 28 que la propostiest bien conséquence logique du
programme logique

L={tV-pV-r,pV-rVv-t,r tV-qg, q}.

tV-pV-r p pV-rV-t r tV —q q

FiIG. 28 — Arbre de réfutation d’entrée polret p

On voit que, dans un arbre de réfutation d’entrée, il existe branche principale unissant
le but initial (ici, —p) a la clause vide. Les branches auxiliaires sont de longliet unissent
une clause d’entrée (d’ou le nom de I'algorithme) a unibtgrmédiaire.

3.4.8 Prolog propositionnel

L'algorithme de Prolog est une version concréte de I'dthare de résolution d’entrée. Les
clauses sont représentées par des listes de littérdeypeigramme logiqué est une liste de
clauses. Les choix deet c sont imposés par une stratégie trés simplest nécessairement la
proposition correspondant au premier littéral du butextt la premiére clause deconvenable.
En effet, le systéme Prolog essaiera, dans I'ordre 08 skeprésentent dans la listetoutes
les clauses dont la téte gstCela peut poser un probleme si I'ordre des clauses outtirslix
dans une clause est mal choisi. A titre d’exemple, voici lesie& Prolog du programme
logique L donné plus haut :

t - p,r.
p:-r,t.
r.

t - q.
g.
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On voit que la virgule a valeur conjonctive et que le symbole™représente le connectegt
(conditionnel inverse). L'ordre n'est pas adéquat icilearlause inutilet : - p, r. ” court-
circuite la clause utilet* : - .. Sion omet la clause inutile, le systeme Prolog déteat q
la propositionp est conséquence logique du programme logifjuélous reviendrons sur le
systeme Prolog dans le cadre prédicatif, qui permet dglécations plus intéressantes.

3.5 Quelques exercices

3.5.1 Argumentation

Le récit de la création du monde. Au paragraphe 2.4.3, nous avons formalisé un argument;

les techniques présentées dans ce chapitre permettedétdaminer si cet argument est
correct ou non ou, plus précisément, si I'argument foremirespondant est correct. Un
argument formel se compose d'un ensemble (fini) de prémiBse {Py,..., P,} et d'une
conclusionC'; il est ditcorrectsi la conclusion est conséquence logique des prémissesiic
s’écrit E' = C'; cela a lieu si et seulement si le condition®| A --- A P,,) = C est valide.
L'argument formel introduit au paragraphe 2.4.3 conduniaa la question

?

La méthode des tables de vérité est peu intéressartaridé lexique utilisé comporte quatre
propositions; la table de vérité aurait donc seize lighasnéthode des tableaux sémantiques
peut s’appliquer; si nous croyons que I'argument est cori@cacine de notre tableau sera la
négation du conditionnel associé a cet argument. LadigQrreprésente ce tableau.

([(E=-Q) A (-Q=-A) A (DVA)] = (-mEVD))

[(E=-Q) A (—-Q=—-A) A (DVA)], ~(—-EVD)

(E=-Q), (-Q=-A), (DVA), ~(=EVD)

—_—

(E=-Q),(~Q=-4),(DVA),E,-D

-F,... E... ﬁQ,(ﬁQéﬁA)AD\/A),E,ﬁD
X
_‘Q7Q"" _‘Q'/_‘A’(D\/A)’E?_‘D
X
D...-D ... -AA..
X X

FiG. 29 — Tableau sémantique, argument “biblique”

Ce tableau est fermé, donc I'argument est correct. On aotependant que cette
construction n’est que marginalement moins fastidieuseoglle d’une table de vérité a seize
lignes. Il serait souhaitable de disposer de techniques @ipéditives, non seulement pour
gagner du temps, mais aussi pour limiter le risque d’efre@n relisant attentivement la
justification de la méthode des tableaux sémantiques,eoih ghserver que I'étiquette d’'un
nceud peut étre remplacée par une autre, pour peu que bestiluettes admettent exactement
les mémes modelés.

La figure 30 donne un tableau sémantique exploitant ce ipend.es simplifications
successives se basent sur les faits suivants :

— Les ensemble§E = —Q , E} et{—-Q, E} sontlogiguement équivalents;

— Lesensemble§D v A, =D} et{A, =D} sont logiquement équivalents;

— Les ensemble§-Q = —A, A} et{Q, A} sont logiquement équivalents.

~([(B=-Q) A (-Q = ~A) A (DVA)] = (-EV D))

(B =-Q) A (ﬂQ:ﬁAl) A (DV A)], ~(=EV D)
(E=-Q). (ﬁQ:ﬂAl% (DV A), ~(=E v D)
MNﬂQéﬂlA),(DVA),EﬁD
ﬂag?(ﬂQ:ﬂA)fM,E,ﬂD
ﬂ@wﬂcz:ﬂ%me,ﬁD

_'Q>Q7A7Ea_‘D
X

FiG. 30 — Tableau sémantique simplifié

Chacune de ces simplifications a permis I'economie d’'undirament®

On peut aussi envisager I'utilisation de la théorie de Hpour tester I'inconsistance de
I'ensemble composé des prémisses et de la négation dadéusion :

{E=-Q, Q=-A, DVA, =(-EV D)},

qui se récriten
{-EV-Q,QV—-A, DVA E, -D}.

570n dit parfois que le taux d’erreur d’'un développement felrtnon vérifié par ordinateur) est proportionnel
aucarréde la taille de ce développement. ..

58De plus, pour éviter le risque de non-terminaison, la nbenaiquette ne pourra &tre plus complexe que
I'ancienne.

5%Une autre maniére de justifier ces simplifications est déoler que chaque couple simplifiable comporte
une formule disjonctive et un littéral, et que la déconipms de la formule disjonctive donne lieu a une branche
comportant le littéral opposé et a une branche compbigazouple simplifie. Le “raccourci” proposé consiste a
faire I'economie de la premiere branche, inutile puistprenable immédiatement.
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L'une des clauses de cet ensemble comporte deux littérasitifp, ce qui est incompatible
avec l'utilisation de la théorie de Horn. Dans le cas pnésen remédie a ce probleme par

obversiorf? On introduit donc la propositio®, définie comme logiquement équivalente a la

formule—D. L'ensemble devient
{-EV-Q,QV-A,~DVA,E, D},

Cet ensemble de Horn est bien inconsistant, comme le merdévkeloppement de la figure 31.

.| -Ev-Q | QV—-A | -DVA | E | D
2. -Q QV-A|-DVA|E|D
3. -Q QV-A A E | D
3. -Q Q A E | D
4. i Q A E | D

FiG. 31 — Résolution unitaire ; argument “biblique”

Croire aux fantdbmes? C'est ce que nous suggere le raisonnement ci-dessous,egt!’i
prudent d’analyser ...

Si on considére que les gens qui étudient les perceptidres-gensorielles sont honnétes,
alors il faut admettre I'existence de telles perceptions.alus, si 'on met a I'épreuve
I'existence des perceptions extra-sensorielles, on dedéoconsidérer sérieusement la
doctrine de la clairvoyance. Admettre I'existence des g@lions extra-sensorielles doit
nous pousser a mettre celles-ci a I'épreuve et a lesqrignl

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéréé@eséement si on est prét a considérer
sérieusement les phénomenes occultes. Et si on esaménsidérer sérieusement ces
phénomeénes, nous devrons respecter les médiums. AlSEUS respectons ces gens,
nous devrons aussi prendre au sérieux leur prétendueidgé communiquer avec les
morts. Enfin, si nous devons prendre au sérieux cette dptdicommuniquer avec les
morts, on ne peut que croire aux fantbmes.

Considérer que les gens qui étudient les perceptiona-egtisorielles sont honnétes nous
oblige donc a croire aux fantémes.

On utilise le lexique suivant :

601 obversionconsiste & introduire ou & supprimer une négation daaphrase sans en changer le sens. Par

exemple, la phrase “Tout ensemble contenant une paire éonepitaire de littéraux est inconsistant” devient par
obversion “Aucun ensemble contenant une paire compléirerde littéraux n’est consistant”.
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hon on considere que les gens qui étudient les perceptions-sghsorielles
sonthonnétes;

adm on admet I'existence des perceptions extra-sensorielles;

epr on met a lepreuve I'existence des perceptions extra-sensorielles;

cla on considére sérieusement la doctrine deldirvoyance ;

exp on cherche @zpliquer les perceptions extra-sensorielles ;

occ on considere sérieusement les phénomenastes;;

med on respecte lesedums;

com on prend au sérieux I'aptitude des médiumemmuniquer avec les morts;;

fan  on croit auxfantdmes.

Les prémisses sont, pour le premier paragraphe,
hon = adm , epr = cla, adm = (epr A ezp);
celles du second paragraphe sont
cla < occ, occ = med, med = com , com = fan .
La conclusion (dernier paragraphe) est

hon = fan .

Les procédés utilisés pour résoudre le probléme dit béblique s’appliquent également
a ce probléme; nous considérons ici seulement la résolunitaire. La prémisseidm =
(epr A exp) n'est pas une clause, mais est logiquement équivalemte@njonction des deux
clausesadm = epr et adm = exp ; de méme, la négation de la conclusibon = fan
n'est pas une clause, mais est logiquement équivaleme&a@njonction des deux clausksn
et—fan. On obtient ainsi le développement de la figure 32, dan<slégles clauses (de Horn)
ont gardé leur forme conditionnelle.

1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla < occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
3. adm , epr = cla, epr, exp

cla <= occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
4. adm , cla, epr, exp

cla < occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan

FiG. 32 — Résolution unitaire : croire au fantbmes ?

On voit immédiatement que I'obtention de la nouvelle ctausitairecla ne permet pas de
progresser, car I'unique autre occurrencectieest positive, dans la prémisséa < occ.
Cependant, si la prémisse

La doctrine de la clairvoyance doit étre considérééeséement si on est prét a considérer
sérieusement les phénomenes occultes.
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était remplacée par la prémisse
La doctrine de la clairvoyance doit étre considérééegéemenseulementsi on est prét
a considérer sérieusement les phénoménes occultes.
ou encore, ce qui revient au méme, par la prémisse
Sila doctrine de la clairvoyance est considérée ségimesit, alors on doit aussi considérer
sérieusement les phénomeénes occultes.
la clause cla < occ serait remplacée par la clauséu = occ ; cela rendrait I'argument
correct, comme le montre le développement de la figure 33:d@rioute I'importance qu’un
seul mot peut avoir dans un texte . ..

1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med , med = com, com = fan, hon, —fan
3. adm , epr = cla, epr, exp
cla = occ, occ = med , med = com, com = fan, hon, —fan
4. adm , cla, epr, exp
cla = occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, ~fan
5. adm , cla, epr, exp
occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
6. adm , cla, epr, exp
occ, med, med = com , com = fan, hon, —fan
7. adm , cla, epr, exp
occ, med, com, com = fan, hon, —fan
8. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, —fan
9. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, O

FIG. 33 — Argument “Croire au fantdbmes ?” corrigé

3.5.2 Analyse de formules

SoientA, B, X, Y des formules. On suppose= B. Dans les quatre cas suivants, peut-on
affirmerC; = D, etlouD; = C;?

1. G =4 X=(A=Y)etD =4 X=(B=Y);

2. Cy =def (X:>A)\/Y et D, =def (X:> B)\/Y ;

3. Cs =def (X = A) =Y et D; =def (X = B) =Y;

4. C4 =def X = ((A:> (B\/A)) :>Y) et D, =def X = ((Bﬁ (A\/B)) iY)
Comme toujours, la méthode des tables de vérité peatudilisée. En principe, puisque les
formulesC' et D dépendent des quatre formulds B, XY, seize lignes sont nécessaires.
Cependant, I'hypothésé |= B élimine les casl = V| B = F, ce qui ne laisse subsister que

douze lignes. La table compléte est représentée a leefRyl; on en déduit immédiatement les
solutions :
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Ci =Dy etD ECy
Cy = Dy et Dy = Cy
C3 £ Ds et D; = Cjs
CiEDyetDy ECy.

P owbdpRE

H| = | <) < <] < <)< <) <]l

Y[ D [Ce] Do [[Cs [ Dy ]| Ca] Dy

| | | | | | | < <] < <Y e

X
Vv
\%
F
F
A\
\%
F
F
Vv
\%
F
F

<< < << < << <<
= < << << << <H <

Hi< < << <|H < << H <
<lHlHl< << <= =<
<lHlHl< << <= =<

<< < <<l < << <<

<<l <l <l <i<lH < < <A<

<< << <i<I< <<€ <

o < M < | < | < E| < E <

FIG. 34 — Analyse de formules par table de vérité

Remarquell se peut que, pour des choix particuliers deB, X, Y, on aitC; = D, et/ou

D; E C; méme si c'est faux dans le cas général. Plus concréterteenésultat négatif

Cy £ Dy que nous venons d’obtenir signifie que pour certains chaXalenulesA, B, C, D,

la condition A = B ne garantit pasC; | D, ; c'est le cas notamment si et Y sont
identiquement vraies et ¢ et X sont identiguement fausses. Cela n’exclut pas que, pour
d’autres choix (par exemple celui ou les quatre formuled slentiquement vraies);; = D;
puisse avoir lieu. En revanche, tout résultat positif,fgl = C; ou C, = D,, s’entend pour
tous les choix de formules compatibles avec I'hypothésgesde méme ordre d’'idée, rappelons
que les énoncég- (A = B) et = —(A = B) ne sontpas équivalents : le second (qui garantit
la validité deA et l'inconsistance d&) est nettement plus fort que le premier.

La méthode des tableaux sémantiques est égalemeistabtdiici. A titre d’exemple, le
tableau de la figure 35 montre la consistance de la forifile> B) A =(Dy = (), ce qui
établit le résultat négatiD, = C, .

Il convient de souligner que les méthodes des tables dt&drdes tableaux sémantiques
sont toujours utilisables, mais rarement optimales. Dansak présent, on peut arriver aux
conclusions plus rapidement, en notant qu’a priori il estént que certaines interprétations
rendentC; et D; logiqguement équivalentes. De telles interprétationdaigent naturellement
pas étre étudiées, puisque nous cherchons a mettreidenée les differences sémantiques
entre les deux formules. Par exemplg, et D; sont toujours vraies (et donc logiquement
équivalentes) dés que est fausse ou que est vraie ; le probleme relatif@,; et D; peut donc
se réduire au probléme relatif@ =,; —AetD] =,; —B, puisqueC; se réduit &C7, et
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(A=B)A~((X=B)VY]=[(X=AVY)

(A:>B)7—|([(XéB)|\/Y]é[(XéA)\/Y])
(A:>B),[(XéB)J/Y],—\[(XéA)\/Y}
(AéB),[(XéB)l/Y},—'(XéA%—\Y

(AéB),[(XéBB\/Y},X,ﬂA7ﬂY

-4, [(X ~ B) \/Y}

XjB XﬁB
ﬁA ﬁA ﬁA ,ﬁA Y

/\ % /\ X
—A, e B, B
,ﬂA,ﬂY XﬁA, X,-A,-Y X,-A,-Y

x O x O

B, [(X:>B)VY}

FIG. 35 — Tableau semantiquel; (= Cs

D, se réduit @] dés queX est vraie et qué” est fausse. Dans le méme ordre d’idée, on note
que les formulest = (B V A) et B = (A Vv B) sont identiquement vraies (valides). En fait,
le probléme initial se réduit de la sorte au probleme eomant les paires suivantes :

1. Cf =4 "A et Dy =45 —B;

2. Cf =45 AtD) =44 B;

3. Cf =4y "(X=A)etD; =4y ~(X =DB);

4. C) =4y X=Y €t D) =4y X =Y.
Cette simplification du probléme rend les résultats énid.

Enfin, notons que le tableau sémantique de la figure 35 piodivaisimplifie, comme dans
le cas de I'argument “biblique”; le résultat est donna &igure 36.

On notera I'emploi d’'une nouvelle régle de simplificatiola paire{(A = B), A} est
récrite en le singletof—A}, ces deux ensembles étant logiqguement équivalents.

3.5.3 ProbEmes

Le coffre partagé. Cing personnes4, B, C, D, FE) ont des économies en commun dans un
coffre. N'ayant pas confiance I'une en l'autre, elles dénidque le coffre ne pourra s’ouvrir
gu’en présence dé et B, ou deA etC, ou deB, D et E. Combien de serrures le coffre doit-il
avoir ? Combien faut-il de clés et a qui les donne-t-on ?
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(A=B)A~([(X=B)VY]=[(X=AVY)

(AéB)»_‘([(XéB)L/Y} = [(X = A4)vY])
(A= B), [(X:>B)¢Y}, S[(X = A)VvY]
(A= B), [(XéB)\|/Y],—|(XéA)7ﬂY
(A= B), (XéB|),—\(X:>A),—|Y
(A= B), (X$|B),X7ﬂA7ﬂY
(X:>B),‘|X,ﬂA,—|Y
B, X, LA,ﬁY
O
FIG. 36 — Tableau sémantique simplifiéD, (= Cs

On introduit les propositions, b, ¢, d, e pour modéliser la présence éventuellede, C,
D, E, respectivement. Le coffre peut &étre ouvert dans tout@isitn vérifiant la formule
D =4 (@AD) V (anc)V (bAdAE).
En utilisant la régle de distributivité de la disjonctiear la conjonction, on voit qué est
logiquement équivalente a la conjonction des 12 clausiearstes :

(avavd), (aVaVvd), (aVaVe),
(bVvavd), (bvavd), (bVaVe),
(aVevd), (avevd), (aVeVe),
(bvevd), (bvevd), (bVveVe).

On peut omettre les répétitions de littéraux au sein el'dause, ce qui simplifie les clauses en

( (avd),  (aVe),

( (bvavd), (bvaVe),
(aVeVvbd), (avevd), (aVeVe),
( (bvevd), (bveVe).

De plus, si une clause (vue comme un ensemble de littéraugdrtient une autre, la clause
contenantgeut &tre omise ; seules quatre clauses subsistent :

1:(aVbd),2:(aVd),3:(aVe),4:(bVc).
Ceci montre qu’une solution a quatre serrure2(3, 4) convient, avec la distribution de clés
suivante :

A:1,2,3; B:1,4; C:4; D:2; E:3.
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Penser ou payer! \ous entrez dans un pub écossais et le barman vous dit ; ‘Miyez ces
trois hommes ? L'un d’eux est Monsieur X, qui dit toujours &ité, un autre est Monsieur Y,
qui ment toujours, et le troisieme est Monsieur Z, qui rig@u hasard sans écouter les
guestions. Vous pouvez poser trois questions (appelantrgpanse par oui ou non), en
indiquant chaque fois lequel des trois doit répondre. $ésyzela vous pouvez identifier
correctement ces messieurs, ils vous offrent un whiskyéim@ent vous y prenez-vous ?

Il est clair que les réponses de Monsieur Z sont sansii@uSsi une bonne tactique consistera
a repérer d’abord quelqu’un qui n'est pas Monsieur Z; qedat se faire au moyen d’'une
guestion bien choisie. C’est a ce quelgu’un que I'on pokeraeux derniéres questions.
On pose a I'un des hommes (1) la question

Votre voisin de gauche (G) est-il plus menteur que votrevais droite (D) ?
Examinons, pour les six dispositions possibles, la répémsrnie, étant entendu que Y est plus
menteur que Z, lui-méme plus menteur que X :

lalp Réponse Repor_1$e
exacte fournie
X\|\Y |Z ous ous
X\|Z|Y non non
Y|IX|Z non out
YI|Z|X ous non
Z|X|Y non out/non
Z|Y X out out/non

On observe que si la réponse fournie @git le voisin de gauche n’est jamais Z; c'est donc a
lui que I'on s’adressera pour les deux questions suivadteméme, si la réponse fournie est
non, c’est au voisin de droite, qui n’est jamais Z, que I'on s&xera.

Dans les deux cas, on posera ensuite une question dont oaitlanréponse, par exemple
“Etes-vous Monsieur Z?”, qui identifiera ce nouvel intetlteur (X si “non”, Y si “oui”). La
troisieme question, “Votre voisin de gauche est-il Monsig ?”, permettra de compléter les
identifications.

L'enquéte policiere. Cing suspects (A, B, C, D et E) sont interrogés a propos dhime.
\oici leurs déclarations :

. C et D mentent.
. A et E mentent.
. B et D mentent.
. C et E mentent.
. A et B mentent.

mooOw>

Que peut-on en déduire ?
Si z signifie “X dit la vérité”, on peut modéliser les déclarations enflemules

A:a
B:b

(me A —d)
(ma A —e)
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C:c = (-bA —d)
D:d = (¢ A —e)
E:e = (-a A —b)

RemarqueOn pourrait imaginer d’autres interprétations des datians, et donc d’autres
modélisations.

Supposons qud dise la vérité ; ceux qui disent le contraire ont donc mentin en déduit

A: —c, —d
B: -b
C:c=—d
D:d= —c¢
E: —e

On obtient une contradiction, ce qui montre que A a menti.itumson est donc

A: —a,cVd
B: b= —e
C:c = (=bA —d)
D:d= (-c A —e)
E:e = -b

Si B dit la vérité, on obtienta, ¢ V d, b, —e, —¢, d.
Si B a menti, on obtienta, ¢ V d, —b, e, ¢, =d

En conclusion, A est certainement menteur mais, pour lesajaatres suspects, il y a deux
possibilités : B et D disent la vérité et C et E mentent, oetl®® mentent et C et E disent la
Verite.

3.6 La meéthode de Esolution

La méthode de résolution est la technique de preuve la gusent utilisee dans les
programmes de démonstration automatique; elle intervéenivent, sous une forme ou
sous une autre, dans les programmes d'intelligence aatiiciCette méthode opere par
réfutation : elle permet de démontrer la validité deen démontrant I'inconsistance deA.
Plus généralement, pour démontief= A, on prouve l'inconsistance dé U {-A}.

On peut appliguer la méthode de résolution a n'importel gnsemble de formules mais,
comme pour les méthodes vues antérieurement, il estiphpdesde se limiter a un certain type
de formules, appelées formes clausales.

3.6.1 Formes normales

Formes normales en algbre. Lexpression(x? — 4x)(z + 3) + (22 — 1)? + 42 — 19 est
un polyndéme, mais ses propriétés ne sont pas directeaprarentes. On souhaitera donc
normaliserle polyndme, c’est-a-dire trouver un polyndme équeveil(en fait, égal) mais de
forme plus “agréable”. Le type dmrme normaleou deforme canoniquechoisi dépendra
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des propriétés que I'on souhaite mettre en évidence etiitiser, et aussi de I'existence et
de I'efficacité de I'algorithme de recherche de la formeisteo On a notamment les formes
suivantes :

23+ 322 — 122 — 18
(x—=3)(z+3—V3)(x+3+V3)
[(z 4+ 3)r — 12]z — 18

Les formules propositionnelles, comme les polyndmesyveetiprendre diverses formes
normales ; nous en introduisons ici deux.

(produit de facteurs du premier degré);

(forme de Horner).

Forme normale disjonctive. La figure 37 montre qu’une formule est toujours équivalénte
une disjonction de conjonctions de littéraux.

lplalrr=d]l=9=>r]

VIVIV] V Y

V|V|F| V F (pAN gN 1)
V|F|V F \Y Vo (pA—-gA 1)
VIF|F| F Y Vo (pA—gA-T)
FIV|IV|] V Y Vo (epA qNA 1)
F|IV|IF| V F Vo (spA—g A1)
FIF|V]|] V Y

FIF|F| V F

FiG. 37 — Table de vérité et forme normale disjonctive.

On appellédorme normale disjonctiv=ND) toute disjonction de conjonctions de littéraux.
Toute formule est donc équivalente a une FND.
Remarque.ll s'agit de disjonctions et de conjonctioggréralisees c’est-a-dire a nombre
quelconque (mais fini) de termés.

Un cubeest une conjonction de littéraux, c'est-a-dire une fderid; A lo A --- A 4y,),
(n € N), ou les?; sont des litteraux. On écrit parfof§{¢y, ..., ¢, }, ou A, ¢;, ou simplement
{b1,...,0,}.
RemarqueDans ce contexte, les connecteurs “O-airege et false ne sont pas utilisés.

On observe immédiatement qu’un cube est inconsistantsw@ement s'il contient une
paire complémentaire de littéraux; de plus, le cube viléeeseul cube valide.

Une forme normale disjonctive est inconsistante si et seeig si tous ses cubes sont
inconsistants. En particulier, la forme normale disjorectiide est inconsistante.

SINB:\/ 0 < false, N0 < true, \/{A} < A — N{A}, V{4,B} < AV B, N{A,B} < AAB.
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(somme de mondmes de degrés décroissants);

Forme normale conjonctive. Uneclauseest une disjonction de littéraux. Une telle formule
est parfois représentée par la notation ensemb\|t¢ : i = 1,...,n}, voire {¢{; : i =
1,...,n}%2

RemarqueSelon le contexte, la notatiqigr peut représenter le culper —g A r ou la clause
pV —q V r. Cette notation compacte mais ambigué est & éviter.

La seule clause inconsistante estliuse videreprésentée pa&t ou pard. (On n'utilise pas
les connecteursBue etfalse) Une clause est valide si et seulement si elle comporte aine p
complémentaire de littéraux. Ubause unitaireest une clause composée d’un seul littéral.

Une forme normale conjonctiveFNC, ou CNF pouiConjunctive Normal Forthest une
conjonction de clauses, c'est-a-dire une conjonction idguictions de litteraux. Voici un
exemple et un contre-exemple :

— (—pVagVr)A(=gVr)A(-r) —CNF

— (—pVagVr)A-(-gVr)A(-r) —non CNF

Une forme normale conjonctive est valide si et seulementtses clauses sont valides.
En particulier, la forme normale conjonctive vide est validoute formule du calcul des
propositions peut étre transformée en une forme nornmad@noctive équivalente.

Rappel.Les clauses, cubes et formes normales sont des formuless tnaite souvent comme
des ensembles (conjonctifs ou disjonctifs) mais ces enlgasrsbnt toujouréinis.

Intérét des formes normales. Une forme normale doit étre, idéalement
— assez générale pour que chaque formule soit réduétilnhe forme normale équivalente,
— aussi restrictive que possible, pour que les algorithmegajtent les formes normales
soient plus simples que les algorithmes généraux.
Des formes normales conjonctives ou disjonctives disgtgipeuvent étre équivalentes.

ExempleLa forme normale disjonctive

(PAGAT)V (PA=gAT)V (DA-gA-T)V (tpAgAT) V (p A—g A-T)
se simplifie en

(pPAT)V (mgA=r) V (gAT)

Algorithme de normalisation. On ne considére que la forme normatjonctive
1. Eliminer les connecteurs autres guev, A.
2. Utiliser les lois de De Morgan pour propager les occumsrde- vers l'intérieur.
ﬁ(A A B) — (ﬁA V ﬁB)
ﬁ(A \Y B) — (ﬁA N ﬁB)
3. Eliminer les doubles négations.
4. Utiliser les lois de distributivité de par rapport a\ pour éliminerA des disjonctions.

AV (BAC) < (AVB)A(AV(C)
(AAB)VC < (AVC)A(BVCO)

62]| faut se méfier de cette derniére notation : une clausareshsemblelisjonctif de littéraux.

81



Une formule en forme conjonctive normale équivaut &osembléconjonctif) de clauses;
on dit aussforme clausale
Exercice.Comment obtenir une forme disjonctive normale équivalentl au départ d’une
forme conjonctive normale équivalente-a ?

Exemple de normalisation. On récrit la formule (—p = —¢) = (p = ¢) en forme
conjonctive normale.

(p=-9=@{@P=7q

=(==pV=q)V (=pVq) (élimination=>)
(m==p A==q) V (mp V q) (propagation-)
(=pAq)V(=pVq)
(

—pV-pVqA(qV-pVg)

(double négation)
(distributivité)

Une forme normale conjonctive dep = —¢q) = (p = q) est(-pV —pV q) A (¢gV —pVq).
Une forme plus simple estp V ¢q.

Algorithme de normalisation (variante). Une variante intéressante de l'algorithme de
normalisation est représentée a la figure 38. La donrgggpulée est un ensemble conjondtif
de disjonctions généralisées. Initialement, I'uni@lEament de. est la formule donnéd (vue
comme une disjonction généralisée a un terme). La véileale deL est une FNC équivalente
a A. On appellenon-clauseoute disjonction (généralisée) dont au moins un terfastrpas
un littéral. La preuve de terminaison est analogue a quller la construction des tableaux
sémantiques. La valeur finale deest I'ensemble de clauses cherché.

RemarqueCet algorithme n’est qu’une reformulation de 'algorithpr&cédent. L'intérét est
lié a la méthode de résolution vue plus loin.

Exemple de normalisation (variante)

1. {(-p=>—9) = @pm=4q9} Init
2. {~(-p=—q9)V p=q)} 8,1
3. {=(p=-9) V-V q} 3,2
4. {-pV -p Vg, gV -pVq} @3
5 {pV-pVyqg qV-pVq} a,4

La forme normale requise estdofiep V —p V q) A (¢ V —p V q).
Elle se simplifieer{-p VvV ¢) A (-p V q),etpuisenp V q.

Simplifications des formes clausales. Les formes clausales ou ensembles conjonctifs de
clauses fournis par I'algorithme de normalisation peusenivent &tre simplifiés.

1. On peut supprimer les répétitions de littéraux au dkine méme clause.
Exemple (—p VgV —p) A (rV-p) < (-pVq)A(rV-p).
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L:={A};
Tant quel comporte une non-clause faire
{AL < A estinvarian}
choisir une non-clausP € L;
choisir un non-littérat € D ;
x Sit = ——t' faire
D' :=(D—t)+t;
{D « D'}
L= (L\{D})u{D’}
x Sit = « faire
t1 = aq; to = Qu;
Dy :=(D —t)+t1; Dy:= (D —1t)+ty;
{D < Dy A Dy}
L= (L\{D}) U{Dy, D>}
* Sit = [ faire

ty := B ty i= Bo;
(Do D)

L:= (L\{D})u{D'}
FIG. 38 — Algorithme de normalisation.

2. Les clauses valides (elles contiennent une paire congifaire de littéraux) peuvent
etre supprimées.
Exemple (-pV gV p)A(rV-p) < (rV-p).
3. Une clauseontenanune autre clause peut étre supprimée.
Exercice: justifier la régle.
Exemple (r VgV -p)A(-pVr) < (mpVr).
Ces simplifications €lémentaires sont faciles a metireceivre mais ne conduisent pas a une
forme normale unigue. Par exemple, elles ne permettentepeddire(p V —¢) A g enp A q.

3.6.2 Laregle de €solution

Définition. On sait qu’un ensemble de clausesst inconsistant si et seulemenbsi= O. (O
est la clause vide qui dénotaise) Cela suggéere de montrer I'inconsistanceSden essayant
de dériverd (falsg a partir deS, au moyen d’'un mécanisme adéquat.

SoientA, B, X des formules et soit une interprétation. SupposongA v X) = V et
v(BV-X)=V.Siv(X)=V,alorsv(B) =V etdoncv(AV B) = V. Siv(X) =F, alors
v(A) =V etdoncv(AV B) = V. Enconclusion{(AV X),(BV-X)} E (AV B).

Cette regle tres simple est appetégle de ésolutiondans le cas oiX est une proposition
et ouA, B sont des clauses. Avec la notation habituelle, on I'écrit
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AVX, BV-X
AV B

Fermeture par résolution. On définit par induction la relatiofrz (que nous noterons
simplement-) entre un ensemble de clauses et une clause ; c’est la pltesrgédtion vérifiant
les deux conditions suivantes :

1. SiC € S,alorsS+ C.

2. SoientC; = (C] V p) etCy = (C4V —p);

siSFCyetSE CyalorsS = Cp v Cl.

Les deux clauses etC, sont ditegésolvablegpar rapport &) ; leurrésolvanteest la clause
res(Ch, Ca) =4 C1V Ch.
Si S est un ensemble de clausé€d. dénote lafermeture deS par résolution c’est-a-dire le
plus petit sur-ensemble d&contenant les résolvantes de ses éléments. ©ha {C : S +
C}={C:SE+C}.

Adéquation de la regle de Esolution. SoientS un ensemble de clauses(éune clause. On
doit montrer que sb + C, alorsS |= C. |l suffit de montrer que la relatiof= (restreinte aux
ensembles de clauses et aux clauses) vérifie les deux iomsditefinissant la relationy, :

1. SiC € S, alorsS = C.

2. SoientC; = (C7 V p) etCy = (C4V —p);

siS = C)etS = Cy alorsS = C7 Vv Cl.

La premiére condition est évidente, la seconde est unsécprence de I'énoncé(A v

X),(BV—-X)} & (AV B), valable quelles que soient les formulésB et X.

Remarque.On déduit de ceci que les ensembfest S* sont logiquement équivalents, pour
tout ensemblé& de clauses.

3.6.3 Compektude de la methode de €solution

Introduction.  Si S est un ensemble de clauses.Asest une clause et §§ = A, a-t-on
nécessairemertt -r A ? La réponse est clairement négative : on a

{p.—p} Fq,
mais on n'a pas

{p,—p} Fr q.
Cela n’est pas génant, dans la mesure ou on ne cherchexaiibser la résolution pour établir
directementS = A, mais plutdtS, —A = O. On démontrera et utilisera le théoreme suivant.
ThéoremeSi S = O, alorsS ¢ O

Cette “complétude affaiblie” (cas particulier ou la ct@a dériver est toujours la clause vide)
est aussi puissante que la complétude usuelle (non $&tigfd puisqu’'on peut toujours se
ramener au cas particulier. C'est pourquoi la “complétafiablie” est nommée simplement
“complétude”.
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Arbre sémantique. Soient .S une formule ou un ensemble (conjonctif) de formules et
(p1,p2,...) une énumeération délg, I'ensemble (fini ou dénombrable) des propositions
présentes darts L' arbre €mantiquele S est un arbre binaire complet dont toutes les branches
de gauche de niveausont étiquetées pax; et toutes les branches de droite de niveaont
étiquetées parp;.

L'arbre sémantique d& décrit toutes les interprétations possiblessSd€haque chemid
dans l'arbre allant de la racine a un noeude niveau définit

— un ensemble de propositions, sBitn) = {p1,...,p:};

— une interprétation pour cet ensemble de propositiofitsy,spon av,, (py.)

etv,(pr) = F si—p € C.

ExempleSoit S = {pV ¢,pV r,—q V —r,—p}, un ensemble de clauses. Le lexidlg
est{p, ¢,r}. Un arbre sémantique relatif & ce lexique est donné gladi39. L'arbre est fini
puisqudlg est fini. CommeS est inconsistant, chaque feuille peut étre étiquetéampaclause
fausse pour l'interprétation correspondante.

/\Q
/\ A SN/ >§

- - - - [cav ] [pvd]

FiG. 39 — Arbre sémantique montrant l'inconsistance d’un erde de clauses.

=Vsip, €C

\PVT\ [PVl

Preuve de compétude dans le cas fini. Soit S inconsistant et fini; on doit prouves +
0. Comme d’habitude, on souhaite une preuve constructiest-gi-dire un moyen effectif
d’'obtenird au départ de&S, par applications répétées de la regle de résolution.

Soit.A un arbre sémantique poSr Chaque chemin dans cet arbre allant de la racine a un
nceudn définit un ensemble de propositiol$n) et une interprétation,, pour cet ensemble ;
v, rend vrais les littéraux étiquetant le chemin.

S est inconsistant, dong est falsifié par toutes les interprétations définies earfeuilles
de A. Par conséquent, a chaque feujflele I'arbre correspond au moins une cladgec S
telle que
e, CH(f) =5 et v(Cy) =

(Il¢, est'ensemble des propositions intervenant dan3 La feuille f est étiqueté€’;.
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Soit S = SU{C : S + C}. On va montrer qu'il est possible d'étiqueter chaque noceud
intérieurn de I'arbre au moyen d’une claugg, € S* telle que

H(jn - H(n) - HS et vn(Cn) =F.
De cette maniére, on aura au noeud racinee clause”, € S* telle que

e, CII(r) et u,.(C,)=F.

Or commell(r) = @ etv,(C,) = F, on aura nécessairemetit = O.

L'étiquetage se fait en remontant des feuilles vers laneci
Soit une paire de noeuds, n, de I'arbre ayant un nceud pétecommun tel que

[(n1) = T(ny) = T(n) U {p}.

On suppose
Cnl € SR et HCnl < H(nl) et v’fll(cnl) =F

Ch, € ST et Ilg,, CII(ny) €t v,,(Cpn,) =F
L'étiquetteC,, den seraC,,, ouC,, oures(C,,, C,,) et ne contiendra ni ni —p ; cela suggere
la politique de choix suivante :
— Sip¢ I, pouri =1ouz2, alorsC,, = Cy,.
- Sipellg, etpellg,, :
Un, (Cy) = F implique C,,, = C}, vV —p et v, (Cy,) = F implique C,,, = C;,, V p.
On poseC,, = C), vV O}, = 1es,(Cp,, Cpy).
Dans les deux cas, on@, € S* et I, C II(n) et v,(C,) =F.
Ceci achéve la demonstration du cas fini.
Un exemple d’étiquetage complet de I'arbre sémantiqud@é a la figure 40.

[mavorlpve] o [pva] [pval

FiIG. 40 — Arbre sémantique montrant I'inconsistance d'un evide de clauses.
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Complétude dans le cas infini, preuve indirecte. On a jusqu'ici supposé qug était fini
mais, vu le theéoreme de compacité, le résultat

0O e ST ssi S estinconsistant

reste valable sb est infini. En effet, siS' est inconsistant, il admet un sous-ensembleSini
inconsistant; on en deduit € Sf, d’ou a fortiorio € S*.

Complétude dans le cas infini, preuve directe. Prouver directement ce résultat revient a
donner une autre preuve, moins abstraite, du théorememipacité. On se limite au cas
habituel ou le lexiqudl est un ensemble dénombrable. L'arbre sémantique camesnt

A comporte une infinité de branches, elles-mémes infinieshaque nceud on associe,
comme précédemment ; le nceudst unnceudechecs'il existeC,, € S telle quev, (C,) = F.

On obtient I'arbre3 en élaguant4, de telle sorte que les feuilles desoient des nceuds-
échecs et que les nceuds intérieurs ne le soient pas. (liksfele3 ne sont pas nécessairement
toutes au méme niveau.)

L'ensembleS étant inconsistant, toutes les branche&d®nt finies. Un arbre binaire dont
toutes les branches sont finies est nécessairement fist (@ecas particulier du classique
lemme de Kdnig, dont nous (re)verrons la démonstratiopaaagraphe suivant). On applique
a B la technique d’étiquetage introduite pour le cas fini. EembleS, c S des clauses
associees aux feuilles d8 est donc tel qued € Sf, et S, est un sous-ensemble fini
inconsistant de5. On a donc prouvé que tout ensemble inconsistant de claoesesruit au
moyen d’un lexique dénombrable admet un sous-ensemblén@iansistant. Toute formule
étant logiquement équivalente a un ensemble (conj®uigticlauses, on a en fait démontré que
tout ensemble inconsistant de formules construit au moy@mldxiqgue dénombrable admet
un sous-ensemble fini inconsistant.

Lemme de Konig. Définition. Un arbrefini est un arbre comportant un nombre fini de nceuds.
Un arbre esfinitaire si chaque nceud a un nombre fini de fils.

Lemme.Tout arbre infini finitaire a au moins une branche infinie.
Démonstration.Considérons un arbre infini finitaire. Sei§ sa racine. L'arbre est infini, donc
ng a un nombre infini de descendants. L'arbre est finitaire, dgna un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. De mé&mejoit avoir un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. On peut itérer inighédint ; on obtient ainsi la
branche infiniewg, ny, no, . ..

3.6.4 Pro@&dure de résolution

Si S est un ensemble de clauses, on nbte I'ensemble des modeéles de L'ensemble
S est inconsistant si et seulement/sgis = . L'algorithme représenté a la figure 41 met en
ceuvre la vérification d’inconsistance par résolution.
Remarque sur I'invariant de boucl8jouter a5 des conséquences logiques de ses éléments ne
change pas I'ensembjets des modeles d§.
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S:=5y; (S estunensemble de clauses)
{Ms = Mg}
Tant qued ¢ S, répéter :
choisirp € Ilg,
Cy=(CyVvp)es,
Cy=(CLVv —p)es;
S = SU{res(Cy,Cy)}
{Ms = Mg, }

FiG. 41 — Procédure de résolution.

Remarque sur la praaure de choixOn admet qu’'aucune paire de clauses résolvables ne peut

étre choisie plus d’'une fois; cela garantittéaminaisonpuisqu’un lexique de: propositions
donne lieu 8" clauses distinctes non valides. Le programme peut se termdrmalement
(garde falsifiee) ou anormalement (plus de choix possible)

Terminaison normaleSi la garde devient fausse, la valeur finaleverifie Mg, = Mg, et
O € Sy, ce qui implique linconsistancele Sy et deSp.

Terminaison anormaleSi toutes les résolvantes ont été calculées sans peodyion a
Ms, = M5, etd ¢ S;. Celaimplique leconsistancele Sy et des.

RemarqueUne dérivation d&J (falsg a partir deS est appelée unefutationde S.

Exemples de Efutations. Soit S 'ensemble des quatre clauses suivantes :

pVaq
pVr
_‘q\/_‘7
-p

oo

Cet ensemble est inconsistant ; il admet au moins une tiefmt&Comme souvent, il en existe
plusieurs, telles que

5 ¢ (1,4 5 pVv-r (1,3)
6. r  (2,4) 6. ¢ (1,4)
7. =g (3,6) 7. pV-og (2,3)
8 O (57) 8 r (2,4)
9. p (2,5)
10. -r (3,6)
11. —q (3,8)
12. —r (4,5)
13. ~¢  (4,7)
4. O (4,9)

Soit S’ 'ensemble des deux clauses suivantes :

1. p
2. = pVgq
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La seule dérivation possible est
3. ¢ (L,2)

qui ne produit pas la clause vide. L'ensemble est donc ctamgis

Soit,S” 'ensemble des trois clauses suivantes :

1. p
2. =pVyq
3. -q

On obtient immeédiatement la réfutation

4. ¢ (1,2)
5. 0 (3,4)

qui prouve l'inconsistance de I'ensemble.

Efficacité de la résolution. On sait que I'algorithme de résolution est correct et smites
toujours, mais est-il efficace ? Méme si on évite de pradpiusieurs fois la méme résolvante,
il est clair que le nombre de clauses produites peut étrerexgtiel en la taille d& (ou en la
taille du lexiquelly).

La plupart du temps, I'emploi d’'une stratégie adaptéemnatrd’obtenir une efficacité
acceptable (dans le cas ou I'ensemble de départ est istamt. On peut cependant construire
des “cas pathologiques” pour lesquels aucune stratéfigaedt n'existe.

3.7 Exercice de Ecapitulation

SoitAlaformule [(p A q) V (r=35)] = [(pV (r=15)) A(qV (r=21))].
On utilise diverses méthodes pour prouver la validitélde

3.7.1 Meéthode directe

Elle consiste a considérer toutes les interprétatiduss.formule A comporte quatre
propositions distinctes, il y a don2* = 16 interprétations. Il est plus commode de
structurer I'analyse que de procéder en 16 étapes ; aseusilissi les regles de simplifications
élémentaires concernaimb b, ollo est un connecteur binaire. Ces regles s’appliquent dés qu
a etb sont égaux ou opposés, et aussi si I'un des opérandds ast'. On simplifie aussi les
doubles négations.
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p=V:(TAYV(=s)]=[TVE=>s)AQVr=s),
gV =9 = [T AV (=)
=

[5-.\/ (r=s)] [q vV (r=39)],

p:F,‘: [(FAQV(r=s)]=[FV(r=s)AV(@=2s)),
[FV(r=s)]=][r=s AV(r=2s)),
(r=3s) = [(r=s)A@gV(r=s);
q=V:@r=3s = [(r=s) ATV (r=239)],

(r=3s) = [(r=s) AT,
(r=s) = (r=s),
V;
q=F: (r=35) = [(r=3s) AN (FV (r=29)),
(r=s) = [(r=s) A (=53,
g:s) = (r=s),

Diverses variantes existent selon le nombre de regledifitafrices admises (assez réduit
ici) et le niveau auquel on les applique (ici, tous).

3.7.2 Méthode algebrique

Elle consiste a utiliser les lois algébriques pour sifignliles formules. Cette méthode est
trés efficace si on fait les meilleurs choix . .. mais elletes inefficace sinon!

[(pAg)Vv(r=s)] = [pV(=s)A(qV(=s))
{ Distributivité deA surV (antécédent)
[(pV(r=s)AlqV(r=29)=I[pV(I=s)A V(@ =s))
{X = X < true pourtoutX }

true
3.7.3 Tableau #émantique (notation réduite)

—A, (pAQV(r=s),
eV (r=s)A(gV(r=s)

N\
—(pV(r=s)), (g Vv (r=1s)),
=p, =(r = s) —q, =(r = s)
/ N\ Ve N
pPAG, D, q r=Ss pPANG, D, q r=3Ss
X X X X

On observe une certaine redondance dans les calculs ; &'pekla payer pour une méthode
facilement mécanisable.
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3.7.4 Reductiona la forme conjonctive

On appligue les régles habituelles :

[(pAg)V(r=s)]=I[pV(r=s)A(qV(r=s))
S[(pAQV-r Vs VIpVarVs)AlgV-rVs)
[(=pV=g) Ar A=s]VI(pV-rVs)AlgV-rVs)
(p AT A=S)V(mgAT A=)V [(pV -1V s)A(gV —rVs)
Une conjonction est valide si et seulement si tous ses tesmesvalides. On prouve donc
séparément la validité des deux formules
Ay =g ((PATADS)V(mgATADS) VPV TV s
et
Ay =gy ((PATADS)V(mgATADS)V gV TV s,

Chacune de ces formules se réduit & une conjonction deiSeda on considéere seulement
la formuleA;. Les clauses sont

pV-gVpV-rVs

—pVrVpV-rVs

—pV-asVpV-rVs

rV-ogVpV-rVs

rVrVpV-rVs

rv-sVpV-rVvs

sV —-qVpV-rVvs

—sVrVpV-rvs

sV -asVpV-rVs

Chaque clause comporte une paire complémentaire dalitté&t est donc valide.

3.7.5 Resolution

On commence par réduired en forme clausale.

“(prgVr=s]=1pV(=s)AlV(=s))
[(pAq)V-rVs|A-[(pV-rVs)A(gV-rVs)

(pV-rVs)A(gV-rVs)A[(-pArA=s)V (—gArA-s)

Cela donne 11 clauses :
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©

10.
11.

X NO O W=

pV-rvVs
qV—-rVs
Vg
—pVr
—pV s
rV g

r

rV s
=8V g
—sVr
—s

On déduit la clause vide par résolution :

12.
13.
14.
15.
16.
17.

Remarque Les clauses valides ou sur-ensembles d’autres clausematlgs et peuvent étre
supprimées d’emblée. Dans le cas présent, toutes lesedaminimales (1, 2, 3, 7 et 11) ont

pVs 1,7
qVs 2,7
P 11,12
q 11,13
—q 3,14
O 15,16

éte utilisées.

3.7.6 Resolution ¢enéralisée

La déduction

XVY,-XVZ EYVZ
reste correcte sX n'est pas un littéral.

On utilise aussi les trois reégles suivantes :

avVX E VX,
aVX E VX,
VX |E BVEVX.

On obtient alors une réfutation plus courte, sans rédngiréalable a la forme clausale :

= W o=

e

-A
(pAgV-TVs

=[(pV-rVs)A(gV-rVs)

S(pV-rvs)v
pV-rvVs
qV-rVs
=(gV -rVs)
O

=(qV -rVs)

1,oq
1, o
3,0
2,y
2, ap
4,5, R
6,7, R
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3.7.7 Meéthodead-hoc

Elle consiste a tirer parti des particularités de la foergtudiée ...

pas de méthode!

On peut observer, par exemple, que

(pAg)V (r=s)]=I[pV(r=s)) A

est de la forme

(AV B) = (C A D),

(qV(r=s))

c’est-a-dire a n’avoir

et qu’'une telle formule est valide si et seulement si les tdesA = C, A = D, B = C,
B = D sont valides. On doit donc prouver

E®Ag = (pV(r=s)),
E®Ag = (qV(r=s)),
E(r=s) = (V(=2s)),

E(r=s = (qV(r=y3),

ce qui est évident dans chaque cas.
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4 Méthodes @ductives : le systme de Hilbert

4.1 Introduction

Nous avons vu qu’une théorie est 'ensemble des consegadngiques d’'un ensemble
donné de formules, appeléasiomesou postulats Ces conséquences logiques sont appelées
théoremes Développer une théorie consiste donc a repérer kesrémes parmi les formules
construites au moyen du lexique (du langage) utilisé pauoduire les postulats. Deux grandes
techniques existent pour cela, la méthode analytiqgueratthode synthétique.

Jusqu’ici, nous avons utilisé la méthode analytique sslauforme d’une procédure de
décision. Pour analyser une formule propositionnellesuffit de construire un ou deux
tableau(x) sémantique(s). Cette approche est excellentpiand elle est possible. En logique
prédicative, qui est la logique des mathématiciens, ondispose pas en général d'une
procédure de décision; méme quand elle existe, elle pratdifficile a mettre en ceuvre.
De plus, une procédure de décision pour la validité nendoguéere d’information sur le
lien sémantique entre axiomes et théoremes. Enfin, lestdures de décision sont souvent
inefficaces parce qu’elles ne réutilisent pas les résul@n ne peut pas, en général, accélérer
la validation d’un théoreme sur base d’autres théosamtérieurement démontrés.

Les mathématiciens utilisent le plus souvent la méthogigh&tique. Des théoremes
simples sont obtenus a partir des postulats au moyen dgugseinécanismes de raisonnement.
Ces mémes mécanismes, appliqués aux théoréemes singaemettent de démontrer des
théoremes plus difficiles, et ainsi de suite. L'approcyrtisétique est également utilisée dans
les autres sciences exactes, et notamment en physique udartertaine mesure, on utilise
également I'approche synthétique en médecine, en p&ygie, en sociologie, etc. Un aspect
typique de cette approche est I'exploitation de résubatérieurs pour produire des résultats
nouveaux. Le principal avantage de cette approche estreaajié. La méthode synthétique
s'accommode d’'un ensemble infini de postulats (chaque preten utilise qu'un nombre
fini); elle permet d'isoler les postulats nécessaires prizduction d’'un theéoreme donné,
ce qui permet notamment de déterminer si un théoremesselzu non quand I'ensemble
des postulats est modifié. La théorie est développéeateame modulaire, chaque théoreme
pouvant &tre assimilé a un postulat supplémentaispatiible pour I'obtention de nouveaux
théoremes.

Ces avantages ont un prix. L'obtention de théorémes maptoche synthétique est
un processus foncierement non déterministe, pouvantéreqgcréativité, inventivité ... et
tatonnement, au contraire de I'approche analytique dagselle le non-déterminisme est
inexistant (tables de vérité) ou peu important (tables@mantiques). Des choix inadéquats
conduisent a des théoremes corrects mais inintéresssan voit qu’une certaine forme de
créativité est nécessaire ici. On peut méme dire quallent du mathématicien consiste
essentiellement a opérer les bons choix, ceux qui coaduis valider (ou a infirmer) les
conjectures les plus remarquabfés.

La logique propositionnelle est suffisamment élémeatgour étre correctement

63Une autre facette du talent du mathématicien est I'apgitaccréer de nouveaux ensembles de postulats
conduisant a des théories intéressantes.
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apprehendée au moyen des seules méthodes analytiqoes. iNtroduisons néanmoins
I'approche synthétique pour préparer le lecteur a sdisation dans le cadre plus complexe
de la logique prédicative.

4.2 Axiomes et egle d’inference
Le systeme formek est constitué
— desclheémas d’axiomeson a
lLFA=(B=4)
2FA=(B=0C)) = (A=B)=(A=(0))
3.F(-B=-4)= (A= DB)
— de larégle du Modus ponens (MP)

FA FA=B
FB

A, B et C sont des formules quelconques, n'utilisant que les coenest—" et “=",54
Un axiome proprement dit s’obtient enstanciantl’un des trois schémas, c’est-a-dire en
remplacantd, B, C par des formules. Par exemple, la formgle= ¢) = (p = (p = ¢))
est un axiome, obtenu en appliquant la substitutibi(p = ¢), B/p] au premier schéma. La
notation ‘+ ¢” se lit “¢ est un théoreme”. Rappelons ici que tout axiome est uorémée. Le
systeme de Hilbert comporte la seule regle d’'inferendedus ponens”. Cette regle permet
d’'obtenir le théoreme3 au départ des théoremdset A = B.

4.3 Preuves

UnepreuvedansH est une séquence de formules, chaque formule étant
— linstance d’'un axiome, ou
— inférée de deux formules la précédant dans la ségJenanoyen de la regle d'inférence
Modus ponens.
Par définition, tout €lement d’'une preuve, et en parigclié dernier, est un théoréme ;4iest
le dernier éléement de la séquence, celle-ci estpraave de AA titre d’exemple, une preuve
du conditionnep = p est donnée a la figure 42.

RemarquesPar facilite, chaque éléement d’'une preuve est préckahh numéro d’ordre et suivi
d’'une breve justification ; “Axiome 1” veut dire “instanca dchéma d’axiome 1" et “4, 3, MP”
veut dire “obtenu a partir des formules de numéros 4 et 8nfsses) par la regle du Modus
ponens”. La preuve donnée ici établit que la formgle= p) est un théoreme, ou encore que
l'assertion+ (p = p) (lire : “(p = p) est un théoreme”) est unétatteoreme(c’est-a-dire un
théoréme au sens mathématique courant ; le préfixea'nest souvent omis¥. L'expression

64| existe des variantes permettant I'emploi de tous les ecteurs habituels, mais la version présentée ici est
plus simple, sans &tre réellement restrictive; on cansig vV ¢ comme une abréviation dep = ¢, etp A ¢
comme une abréviation dgp = —q).

85Signalons quép = p) est une formule, donc un objet du langage, tandistge = p) est une assertion,
donc un objet du métalangage.
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LEp=(p=0p)=0p (Axiome 1)
2.-(p=(p=p =p)=((p=@=p)=(P=p) (Axiome?2)
3.F(p={@=p)=@=Dp (1,2, MP)
4. Fp=(p=rp) (Axiome 1)
5.Fp=p (4,3, MP)

FIG. 42 — Exemple de preuve dans le systeme de Hilbert.

(A = A) estunsctema de thoreme toute instance d’'un schéma de théoreme est un th&orem
On transforme facilement la preuve @e=- p) en une preuve d& = q) = (p = ¢q), par
exemple.

La preuve donnée plus haut peut se représenter de manmescente (figure 43). Cette
représentation est plus naturelle que la représentaéquentielle introduite plus haut, mais
n'est guere utilisée a cause de son encombrement.

Fp=((p=p)=0p) Fe=((=p=p)=(p={@=p)=@=Dp)

Flp=@®=p)=@=Dp) Fp=(p=0p)

Fp=0p

FIG. 43 — Représentation arborescente d’une preuve.

On peut aussi (figure 44) ne mentionner dans I'arborescameéeg numéros des formules
impliquées, ce qui réduit 'encombrement.

1 2

FIG. 44 — Représentation arborescente abrégée d’'une preuve

Il existe une nette analogie entre une preuve de Hilbertréemmtée de maniére
arborescente) et une dérivation de séquent, mais il ysi guslques différences :
— Le symbole " remplace le symbole-=".
Les antécédents sont vides (pour l'instant).
Les succédents comportent un seul élément.
Le sens de “axiome” a changé.

L'unique régle est le Modus ponens, qui n'est pas analgtigi réversible.
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En dépit de ces differences, on peut dire que le systentdildert est un calcul de séquent
(synthétique).

Remarquele mot “axiome” a en fait plusieurs sens relativement vasimais qu’il convient
de distinguer. Dans le cadre de la méthode (analytiqued&msents, un axiome est un séquent
d’'un type particulier, dont la validité est immédiate.ri3de cadre du systeme de Hilbert, un
axiome est une tautologie d'un certain type, obtenue p&amtistion d'un schéma particulier.
Dans les deux cas, l'idée de validité est importante. Brarrehe, dans le langage courant,
dans le langage mathématique général et dans le cadsdqainique des théories logiques
(surtout prédicatives), les axiomes ne sont pas des taiés mais des énoncés consistants
dont on souhaite étudier I'ensemble des conséquencepikry Dans le cadre de cette étude
seulement, les axiomes sont considérés comme toujoais;\it s'agit donc d’une validité
“locale”, limitée a un certain contexte. En pratique, oatexte peut paraitre universel. C'est le
cas de I'énoncé “I'addition est commutative”, traduit fsformuleVz Vy (x+y = y+z). Cette
formule n’est pourtant valide que si on interpréte de manadéquate le symbole fonctionnel
“+" et le symbole prédicatif+".

Notons aussi que le mopbstulat est synonyme du motdxiome& mais que ce dernier
insiste plus sur I'aspect “vérité universelle” tandigdpostulat met plus I'accent sur I'aspect
relatif de la validité. Le célébre énoncé d’EuclideafRout point extérieur a une droite passe
une et une seule parallele a cette droite” est un axiomeadgométrie classigffeet un
postulat — auquel il est parfois profitable de renoncer — dgelameétrie moderne. De méme,
la commutativité de I'addition est un axiome (ou un thé&oe) en arithmétique et un postulat
en théorie des groupes.

4.4 Derivations

Un ensemblel/ de formules quelconques étant donné, digevation ou preuve avec
hypotlesesdansH est une séquence de formules, chaque formule étant

— unehypotlese(élément dd/), ou

— une instance d’'un axiome, ou

— inférée de deux formules précédentes, au moyen du Mpdoens.

Le métathéoréme relatif a une preuve avec hypothésestsl -, A ou U - A. Un exemple
de dérivation est donné a la figure 45. Comme pour les pieUgs lignes sont numérotées et
accompagnées d’une courte justification. En outre, I'efde des hypotheses est rappelé a
chaque ligne. On verra plus loin pourquoi.

RemarqueEn général, le dernier elémenAtd’une dérivation n’est pas un théoreme. On verra
plus loin queU + A a lieu si et seulement sion@ = A ; en particulier,- A a lieu si et
seulement si est une tautologie.

Remarquesll est souvent plus facile d’établid, B,C' + D que- A = (B = (C = D)),
mais on montrera qu’une dérivation du premier énoncéoseartit automatiquement en une
preuve du second ; la dérivation ci-dessus établit dodicéntement

Fp=(g=r)=@=@p@=r).

66Aprés en avoir longtemps été une conjecture, dont les@naaticiens ont finalement déterminé qu’elle ne
pouvait étre déduite des autres axiomes.
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1. p=(¢=r),q¢pt p=(¢g=r) (Hypothese)
2.p=>(qg=>r),q,pt0p (Hypothese)
3. p=(@=r),¢,pkFqg=>r (1,2, MP)
4. p=>(g=r),q,pkF q (Hypothése)
5. p=>(@=nr),q,ptr (3,4, MP)

FiG. 45 — Exemple de dérivation dans le systeme de Hilbert.

La représentation arborescente, style séquent, reswbb®. Les hypothéses deviennent les
éléments des antécédents. (Le sens du mot “hypothleseric changé.)

4.5 Quelques Esultats utiles

Nous voyons ici trois résultats permettant de raccouesirdreuves ou, plus exactement,
d’écrire des “textes” qui ne sont pas, a strictement pattkss preuves, mais des argumentations
(souvent plus courtes que les preuves elles-mémes)ssait I'existence d'une preuve d’'un
théoreme donné.

4.5.1 Principes de composition et de substitution uniforme

Theoreme Tout théoréme peut étre utilisé comme un axiome dangpree/e®’
DémonstrationOn obtient une preuve (au sens strict) en remplacant chihgoeeme utilisé
comme un axiome par une preuve de ce théoreme.

Théeoreme.Si C est un théoréme et si, . . ., p, sont des propositions deux a deux distinctes,
alorsC(p1/As, .. .,pn/A,) estun théoreme.

Démonstration.l'application d’'une substitution uniforme a toutes legnies d’'une preuve
produit toujours une preuve.

45.2 Regles d'inference cerivées

UyFA,-- U F A,

UrB
est uneregle d'inErence @érivée; elle exprime que s'il existe des dérivations pour chacune
desn prémisses, alors il existe une dérivation pour la congludUne régle esadeéquateou
correctesi elle exprime une vérité.

L'écriture

RemarquelUne régle dérivée est correcte ... si I'on peut s’en passest-a-dire si toute
dérivation I'utilisant peut &tre convertie en une datign ne l'utilisant pas. Une fois que nous

670n notera la difference de sens entre les deux emplois dtth@miréme”; la premiére occurrence aurait pu
étre “métathéoreme”.
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aurons montré qué&/ + A est assimilable & = A, on pourra prouver facilement qu’une
regle est correcte. Par exemple, la regle
U,-XFX
Ukr X

est correcte, parce queXiest conséquence logique deJ{—X}, alorsX est est conséquence
logique deU. Nous devrons cependant établir directement certaiegies, nécessaires pour
démontrer que les relatiohset = sont coextensives.

RemarqueDans ce contexte[f, A” abrége U U {A}".

On notera que les principes de composition et de substitutiiforme peuvent se traduire
par des régles dérivées, de méme que le principe de moeroselon lequel une hypothése
supplémentaire n'altere pas les dérivations faites géle. On a

UrA UAFB
Ut B

UF A
Ulp/Bl + Alp/B]
Uk A
UBFA

4.6 Regle de @éduction

R L . . UAFB
Cette regle dérivée essentielle s ecm .

RemarqueOn voit que cette régle provient directement d’une réegdedrsible et de type)
du calcul des séquents. Elle formalise une démarche ctuean mathématiques :
— on doit démontred = B;
— on suppose! ;
— on en dérives.
On a déja vu I'utilité potentielle de la régle (pour pawecson adéquation soit établie) :
—-p=(qg=r),q pkt r esttrivial;
-F(p=(¢=r)=(@= (p=r)) nelestpas.
Notons enfin que la regle est réversible, la régle invétaat une simple variante du Modus
Ponens.

4.6.1 Adequation de la regle de éduction

On doit démontrer que toute preuve utilisant la regle ddudtion peut se récrire en une
preuve ne l'utilisant pas. Cela revient a transformexpétpar étape, une preuve feA - B
enune preuved&/ - A= B.

DémonstrationOn suppose donnée une preliiedeU, A - B, dont chague étape est du type
U, AF X. On construit une preuvd, deU + (A = B) en remplacant chaque étapelde

n. UJAF X
par une ou plusieurs nouvelles étapes dont la derniére est
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n. Uk A= X. LE(A=B)=(B=0)=(A=/0)
On distingue quatre cas : 2FA=(B=0)=(B=(4=0)

1. X estun axiome 3. F A= (A= B)

2. X estune hypotkse de I'ensemblg ; 4. - A= (A= DB)

3. X estla nouvelle hypotbseA ; 5 F a=A= A

4. X estinféré par Modus ponens 6. - A= ——A
Aoty R e
est remplacée par les trois étapes suivantes : 8. F B= (-C= ~(B=0))
n-2. Uk X (AiouH) 9. F (B=A) = ((-B=A)=A4)
n—-1. UF X=(A=X) (A1) , , i L L T
o Uk A= X (=2, n'—1, MP) Il s'agit en fait de schémas de théorémes ; chacune desddt B et C désigne ici n’importe

— Dans le cas 3létape U,A + A est remplacée par cinq étapes calquées sur la  duelle formule.

déemonstration de (p = p) donnée plus haut; la derniere de ces cing nouvelles&tape  Dans la suite, on évitera leonstructiondes preuves; on préférera demontrer simplement

est naturellemerif - (A = A). I existencel’'une preuve. Les notions dierivationet derégle ceriveeont pour but de faciliter
— Dans le cas 4la preuvell; comporte les étapes ces démonstrations d’existence.
i. UAFY (...)

A titre d’exemple, une dérivation du théoréme 6 est denala figure 46, les théoremes 1

jo UAFRY =X o () a 5 étant supposés déja demontrés. On voit ici Itétdapitale du principe de composition; la
n. U A F X . (i, j, MP) regle de déduction facilite le travail de justification gui n’est quand méme pas évident.
Le préfixe déja construit dé, comportera
7. Uk A=Y (.. 1 1 " 1 = h
JOUF A= (Y = X) ¢.) LA —-—AF =A== (Composition, th. 5
Le fragment ddI, relatif a lanieme étape dél, sera : 2.A, A F ———A (Hypothese)
-2, UF(A=>Y=X)=(A=Y)= (A= X)) (A2)
A A SA 1,2,MP
n—-1. UF (A=Y)= (A= X) (', n' =2, MP) 3-4 ( )
0. Uk (A= X) (i', n'—1, MP) 4.AF A=A (Déduction, 3)
Ceci acheve la demonstration. 5. A F (m=A = —A) = (A= —-A) (Axiome 3)
heort Sales drivé . 6.AF A= ——A (4,5, MP)
4.7 Théoremes et egles @rivées suppkmentaires AL A (Hypothése)
Dans le systeme de Hilbert, les preuves sont trés faeilerifier mais nettement plus S AF A (6,7, MP)
difficiles a construire; cette situation est habituelle avec les méthodes stigtheés. Nous ' ) n
donnons ici quelques théorémes utiles et quelquess&gievées supplémentaires. 9. F A= -4 (Déduction, 8)
4.7.1 Theoremes supptmentaires FIG. 46 — Justification d¢- A = ——-A.

Nous donnons ici neuf théoréemes importants :

Remarque.Une regle dérivée évidente, le plus souvent utiligdplicitement, est laegle
d’augmentation elle s’écrit

Uk A
UBF A

et exprime qu’une hypothese disponible ne doit pas nagessent &tre utilisée.
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4.7.2 Quelques autreségles erivées
Notons d’emblée un puissant moyen de construire desgégavées.

S : UF A
Métaregle.Si- A = B, alorsm

Cela formalise une démarche intuitive :

1. Ayant démontr&l en supposarit, soitU A,
2. on utilise le théoréeme A = B
3. eton applique la régle du Modus ponens a (1) et (2) potamitd/ - B.

On obtient ainsi diverses regles dérivées utiles, doitiquatre exemples :

est une regle dérivée correcte.

UF-B=-4 Contrapoge
UFA= B P
UrA=DB U B=C
TFA=SC Transitivite
Uk ——A L
~UE A Double regation

UFA=(B=C)
UFB=(A=C)

Echange d’aréccdents

La regle decontrapositionformalise le raisonnement par I'absurde. La regletrdasitivité
formalise I'emploi de lemmes “en cascade” : pour démontrel = B, on démontre les
lemmes- A = C,F C; = C,y,...,F C, = B. Par application répétée de la regle
de transitivité, on déduit A = B. La régle déchange d’arécdentsindique que l'ordre
dans lequel des hypothéses sont faites n’est pas impokanégle de la double négation est
couramment utilisée en mathématique. Elle n’est pasdeni@ dans le cadre de la philosophie,
de la linguistique, de I'informatique. Par exemple, |la slera

Il n'est pas vrai que je suis mécontent.
n'est pas tout a fait équivalente a
Je suis content.

De méme, un programme qui ne produit pas deux valeytsy, n'est pas nécessairement un
programme qui produit deux valeurs= y.

Signalons encore la regle de disjonction des cas, quiis’éc

UBFA U-BF A

U A

Voici un schéma de démonstration de cette regle imptatan
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UBFA Prémisse
UFB=A Déduction
F(B=A)=((-B=A4)=A) Théoréme 9§ 4.7.1
Uk(-B=A)= A MP
U-BF A Prémisse
UrF-B= A Déduction
UFA MP

RemarqueUn peu de créativité ... ou de patience est nécessairedéouontrer le théoreme
utilisé dans le développement ci-dessus.

4.8 Adéquation et compktude du syseme de Hilbert

Le systeme de Hilbert est un mécanisme permettant d’'elngerdes théoréemes; on
souhaite naturellement que tout théoreme soit une tgi®l(adéquation) et que toute
tautologie soit un théoreme (complétude). On peutli&tah résultat plus général : sl est
une formule et sUU est un ensemble de formules, alors

UEA
est vrai si et seulement si
UFA

est vrai. (Seuls le conditionnel et la négation sont agmis.

4.8.1 Acdequation du syséme de Hilbert

Montrer que tous les théoremes sont des tautologiesmavimontrer que tous les éléments
d’'une preuvdl sont des tautologies. C'est une conséquence immédiatiecenes suivants,
eux-mémes évidents.

LemmeToute instance des schémas d’axiomes est une tautologie.
LemmeSi A et A = B sont des tautologies, alofsest une tautologie.

On démontre de méme que si I'assertibn A apparait dans une dérivation, alors la
formule A est conséquence logique de I'ensenible

4.8.2 Lemme de Kalmar

Le systeme de Hilbert est, nous venons de le prouver, uramigne de production de
tautologies. Il faut aussi prouver que ce systeme praguitesles tautologies. Le point de
vue constructif adopté dans ce texte nous incite donafdoeér une stratégie d'utilisation du
systeme de Hilbert, permettant de construire a la demandereuve dont le dernier élément
est une tautologie donnée.
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Le systéme le plus simple de vérification de tautologiesass doute la méthode des tables
de veérité®® Le lemme de Kalmar spécifie qu'a chaque ligne d’une tableétaé correspond
une dérivation dans le systeme de Hilbert.

Lemme. Soit A une formule construite a partir des propositiops,...,p, et des
connecteurs4” et “=". Soit v une interprétation. Si on définit, commep,, ou —p;. selon

quev(pg) estV ouF, et si on définitd’ commeA ou —A selon ques(A) estV ouF, on a

ExempleDu fragment de table de vérité

|p|q|r|s||(p:>q):>—|(—|r:>s)‘
(FIF[V[V] F |

le lemme de Kalmar permet de déduire

{=p,—q,r, s} F =lp=q) = ~(-r=s).

Remarquele lemme de Kalmar permet de “coder” une ligne de table diééséans le systeme
de Hilbert; il contribue donc a établir qéé = A impliqueU F A.

4.8.3 Demonstration du lemme de Kalmar
Remarque pliminaire. On va utiliser les lemmes suivants :
C +F B=C,
B F --B,
-B+ B=C,
-C,BF =(B=C).

dont les démonstrations sont évidentes si I'on tient demgspectivement de I'axiome §4.2)
et des théoremes 6, 3 etB4.7.1)

Démonstration.On raisonne par induction sur la structure de la formvile

Cas de basela formule A est une propositiopy.
Siv(py) =V, I'énoncé se réduit &. .., pg, ...} - pi.
Siv(py) = F, 'énoncé se réduit . .., —pg, ...} F —px.

Premier cas inductif la formule A est la négatiom B.

68Ne confondons pas “le plus simple” et “le plus efficace”.
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Deuxiéme sous-cas.
v(B) =V etv(A) =F.

Premier sous-cas.
v(B) =Fetv(4A) =V.

P B P E B
{r1,....p,} F B, {1, P} F B,
{p},.. 0l }HA, B+ —--B,
P A {r1,....,pt F 0B,
{1, Pt oA,
{ry, ... ot HA.

Second cas inductifla formule A est le conditionneB = C.
Troisieme s®us-ca
v(B) =V,v(C) =Fetv(A) =F.

Deuxiéme sous-cas.
v(B) = Fetv(A) = V.

Premier sous-cas.
v(C)=Vety(Ad)=V.

{ri,.. .o C, {n,....on}F B, {ri,.. ..o} F B,
P EC, {r1,....p} F B, {r, .. P} F B,
CH(B=C), ~BF (B=C), ...},
{r,-. .o E(B=0), {p,....;}E(B=0), {p,....p}F—C,
{p},...,ol}FA, {p},.. ., }FA, -C, B+ =(B=C(C),
s A oy EA {p1,....pt (B =C),

{py, .., o} H A,
{py,. . o} FA.

Remarque On a raisonné par cas pour étatlir;, ..., p,,} b A’, sans pour autant utiliser la
regle dérivéee de disjonction des C4<n fait, cette régle dérivée est, comme les autres, une
version particuliére et formelle d’'une technique de raisament (informel).

4.8.4 Compktude du syseme de Hilbert

Soit A une tautologie construite a partir des propositions. ., p, et des connecteurs:"
et “=". D'apres le lemme de Kalmar, on a

{ph, o EA,

ol pj, est indifferemmenp;, ou —py.
(On atoujoursd’ = A.)

De ces2" théorémes on tire, par disjonction des casigytes2” ! théorémes suivants :

{pllv""/pln,fl} + A?

89en revanche, cette régle sera utilisée explicitementaagraphe suivant.
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et, plus généralement, |e§ theoremes suivants, pour tout {0,1,...,n} :

v, Pt EA,
et donc, en particulierk{(= 0) le théoréme

A,

ce qui acheve la déemonstration.

5 Logique prédicative : syntaxe et émantique

5.1 Introduction

Nous avons vu d’emblée que la principale limitation de lgidoe propositionnelle est
l'impossibilité de modéliser adéquatement des prdoss “paramétriques”, dont la valeur de
vérite dépend de la signification de termes contenus tapsoposition. Reconsidérons les
exemples suivants :

— Les entiers naturelsetx + 2 sont premiers.

— Il existe un naturet tel quez etx + 2 sont premiers.

— Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.

— Il fera beau a tel endroit, a tel instant.

— Il fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

— 22yt =22

-3 4 y3 =25,

— Il existe des entiers strictement positifgy, » tels quezr? + y2 =22

— Il existe des entiers strictement positifgy, z tels quer® + y* = 23.
On observe d’abord que, faute de pouvoir analyser des pitoprasparamétriques telles que
“Les entiers naturels etz + 2 sont premiers” et #2 4 42 = 22", on ne peut pas non plus
analyser des propositions non paramétriques telles djegiste un naturet tel quex etz + 2
sont premiers” et “|l existe des entiers strictement pfssiti y, z tels quex? + y? = 2%". En
effet, il est frequent que des propositions non param@ds admettent comme composants
(dans un sens a préciser) des propositions paramé&iridiens la mesure ou I'approche
compositionnelle semble incontournable, on voit que ladog propositionnelle ne pourra
pas a elle seule rendre compte des mécanismes de raisenmng®s mathématiciens.

En fait, méme les raisonnements courants impliquent depagitions paramétriques
comme le montre 'exemple classique suivant :

— Tous les hommes sont mortels.

— Or, Socrate est un homme.

— Donc, Socrate est mortel.

On voit que la troisieme proposition est conséquencejlogides deux premiéres, mais une
analyse purement propositionnelle ne rendra pas compte fEtcNous avons donc besoin
d’'un langage formel plus riche que le calcul des propositigui permettra d’exprimer des
propriétés vraies pour certains individus pris dans wsestble, c’est-a-dire des relations.
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En mathématique, on définit umelation R d'arité n sur les ensemble®,, D,, ..., D,
comme un sous-ensemble du produit cartégierx D, x - -- x D,,. Voici a titre d’exemple la
description de quelques relations importantes de I'arétpie :

PPQ(z,y) ={(z,y) € (NxN):z <y}
={(0,1),(0,2),(0,3),...,(1,2),(1,3),...,(2,3),...}

CARRE (z,y) = {(z,y) € (Nx N) : y =22} ={(0,0),(1,1),(2,4),(3,9),...}

PR(z) = {x € N: z estun nombre premieér= {2,3,5,7,11,13,.. .}

Définitions.Soit D un ensembleR est unerelation d’arité n sur le domaineD si R est une
relation surD™. Le prédicatR associé &R est défini par

R(dy,...,d,) =V sietseulementsidy,...,d,) € R.
On aura donc
PPQ(0,1) =V, PPQ(8,4) =F, PPQ(3,6)=V,...
CARRE(0,0) =V, CARRE(0,2) =F, CARRE(2,4) =V ...
PR(3) =V, PR(8)=F

On voit gu’un prédicat est une proposition paramétriquaje pour certains éléments d’'un
domaine et fausse pour les autres.

Il faut souligner d’emblée que le principal apport du céldes prédicats ne sera pas
I'étude des formules paramétriques pour elles-mémess plutdt I'étude de formules non
paramétriques dont certaines composantes sont parquestr Pour prendre un exemple
célebre, la question de Fermat n’est pas de savoir si taiftar

mn+y7lzzn/\x,y7z7£0/\n>2 (l)

est vraie pour des entiers y, z, » donnés, mais bien de savoir si, oui ou non, il existe un
quadruplet d’entiers tel que la formule soit vraie. La pramiquestion, du ressort du calcul
élementaire, est clairement paramétrique ; le fait2fue3? = 35 # 64 = 43 établit clairement
que la formule est fausse pour le quadrugle8, 4, 3) mais ne détermine pas la valeur de vérité
pour le quadruplet12, 13, 14, 15) par exemple. En revanche, le fait que la formule

A y,z,n€Z[x"+y" =2" AN x,y,z#0 A n> 2 (2)

soit fausse (ce fait a été — avec beaucoup de difficultéemaltitré recemment) établit bien
que la formule paramétrique précédente est fausse posrlés quadruplets, et notamment
pour (12,13, 14, 15).

Remarquelnsistons sur le fait que la formule 1 est paramétriquedasgrand intérét) alors
que laformule 2 ne I'est pas ; il s’agit d'une “honnéte” posjfiion, qui ne peut étre que vraie ou
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fausse, indeépendamment de tout contéX@ela n’a pas empéché les mathématiciens d’étudier

cette formule pendant plus de trois siecles.

Notre introduction & la logique des prédicats se limitgressentiel. On verra d’abord
gue linterprétation d’'une formule prédicative, quéigg ou non, implique un domaine de
référenceD et I'association, a chaque prédicat, d'une relation sud@maine. Les constantes
individuelles et les variables libres s’interprétent es dléments d®. On peut aussi introduire
des constantes fonctionnelles, dont I'interprétatiaa saturellement une fonction qui, a tout
n-uplet d’éléments d&), associe un élément de.

On étudiera ensuite comment les procédures de décisimoduites pour la logique
propositionnelle s’adaptent & la logique prédicativeusiverrons que ces techniques (tableaux
sémantiques de Beth et Hintikka, séquents de Gentzetgnsgs axiomatiques de Hilbert et
résolution de Davis, Putnam et Robinson) donnent lieusd'skemi-procédures” de décision.

5.2 Syntaxe du calcul des pedicats simplifie

Dans un premier temps, nous introduisons les prédicasyddgables et les constantes
individuelles, mais pas les fonctions.

5.2.1 Lexique, termes et formules

Soit

- P ={p,q,r,...},un ensemble de symboles arbitraires appsj@sboles de gdicats
(chacun ayant une arité).
NB: Les propositions atomiques sont des symboles de prédiaite0.

- A ={a,a1,as,...,b,¢,...}, un ensemble de symboles arbitraires appetestantes
(ou constantes individuellgs

- X ={z,z1,20,2',...,y, 2, ...}, un ensemble de symboles arbitraires appedésbles
(ouvariables individuelles

Un termeest une constante € .4 ou une variablec € X. Uneformule atomiqugou
un atomg est une expressiop(ti, ..., t,), oup € P est un symbole prédicatif d’'arité et
ti,...,t, sont des termes. Le conceptfdemuleest défini récursivement comme suit.

Une formule atomique est une formule.

true, falsesont des formules.

SiA; etA; sontdes formules, alorsAy, (A1 V As), (A1 AAy), (A1 = Ar) et(A; = Ay)
sont des formules.

— Si A est une formule et une variable, alorgz A et 3z A sont des formules.

Comme dans le cadre propositionnel, on peut justifier I'siois de certaines parentheses
par des regles de précédence. Dans I'ordre décrojssaatla négation et les quantificateurs,
puis la conjonction, la disjonction, I'implication et enfifequivalence. Par exemple, la
formuleVz((—3yp(z,y)) vV (-Jyp(y, x))) peut se récrire plus simplement'én(—3Jyp(z, y) V
—-3Jyp(y, z)). Néanmoins, I'excés de concision peut nuire a la clafténs la suite, nous
utiliserons seulement le fait que la négation et les gfieateurs ont une précédence plus forte

OA condition d'accorder aux symboles qui composent la foemelir signification mathématique habituelle.
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que les connecteurs binaires. Notons aussi que, dans l€was fdrmule dont I'opérateur
principal est un connecteur binaire, il est d’'usage d’oredés parenthéses extérieufés.

5.2.2 Porke des quantificateurs, variable libre, variable kee

— La portée d'une quantification (d’un quantificateur, d’'une variablgaqtifiée) est la
formule a laquelle la quantification s’applique. DansA ou dansdxz A, la portée de
x (deVz) estA.”2

L'occurrence de la variable dans la quantificatiolz ou 3z est ditequantifée

Toute occurrence dedans la portée d’une quantification est dif®

— Une variable edtbre si elle n’est ni quantifiée, ni liée.

Les portées de deux variablegty sont disjointes ou I'une est incluse dans l'autre.
Ces notions existent aussi en programmation. Consid&m@snple suivant :

program Princi pal ;
var x : integer;

procedure p;
var x : integer;
begin x :=1; witeln(x + x) end;
procedure q;
var y : integer;
begin y :=1; witeln(x +y) end;

begin x :=5; p; g end

On remarque que les portéesxdBcal et dey sont disjointes et incluses dans la portée de
x global. Dans la procédukg on se réfere au global. De méme, dans

(+ x ((lambda (x) (+ x y)) X))

les premiere et derniere occurrencesxdgont libres, de méme que la varialyletandis que
les deuxieme et troisieme occurrencesd®nt liées. (On pourrait dire, plus justement, que la
deuxiéme occurrence est “liante” et que la troisiemeiést)l

Ces notions apparaissent également en mathématiquatanhment en algebre et en
analyse. Dans I'expression

Cij =Y AwBij,
k=1

"ISelon la syntaxe adoptée ici, les formules quantifieesegtniegations ne comportent pas de paire de
parentheses extérieures.

72| es parentheéses extérieures d’une formule dont le caeneprincipal est binaire peuvent étre omises, mais
il n’en découle pas, poud =45 p(z) V g(z), que la portée d&x dansvz p(z) V ¢(z) soitp(z) V g(z) ; cette
portée esp(z). La formuleVz A doit s'écrireVz (p(x) V q(z)).
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les variables et j sont libres, la variablé est liee”® Dans I'expression

y(2) = y(ao) + / " fty(t)) d,

la variablex est libre, la variable est liee.

La distinction entre variable libre et variable liée s¢ feir simple inspection de la formule
considérée. En revanche, la distinction entre constintariable libre est moins immédiate.
Le critére est qu’une variable libre est susceptiblerd'guantifiée (et de devenir liée), tandis
gu’une constante n’est jamais quantifiable. La distincierfait par le contexte, ou par des
conventions plus ou moins contraignantes et plus ou moiplgcérs. Dans la formule

S =nR?,

il est “naturel” de considérer comme la constante bien conndig4 . . ., parce que I'égalité
évoque la relation existant entre la surface d'un cercémetrayon. En revanche, I'egalité

V = hb*

évoque la relation entre le volume d’'un parallélipip@dease carrée et ses dimensibresh ;
il sera alors tout aussi naturel de considéreomme une variable libre. La confusion provient
des libertés de notation que se permettent les mathéeratid_es deux formules ci-dessus
peuvent se récrire

VO e C[S(C) = m(R(C))*],

et
VP € P[V(P) = h(P)(b(P))’],

ce qui évite toute ambiguité. Notons cependant quegjzaie mathématicien est moins laxiste
que le logicien. En analyse, on évitera d’'écrire

y(z) = ylao) + / " f e y(a)) de,

alors qu’en logique il n’est pas interdit d’écrire
P(x) A VzQ(z),

méme si nous préférerons
P(z) A YuQ(u).

Considérons quelques exemples.
1o =4 Vo <p(:L’,a) = Jdz q(L)) .

On préférera éviter d'imbriquer plusieurs quantifioas sur la méme variable, sans
toutefois I'interdire. En fait, on verra que la sémantiglesp; est exactement celle de

Y (p(ac, a) = Jy q(y)) ou encore d&y <p(y,a) = Jz q(ac)).

73Selon le contexted, B, C etn sont des constantes ou des variables libres.
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2. g =g JaVZA.
Ici aussi, deux quantifications sur sont imbriquées. La sémantique ¢de est celle
de Jyvz A, pour n’'importe quelle variabley sans occurrence (libre) dang; la
quantification suy étant inutile, la formule équivautwar A.

3. ¢35 =4ef Y p(x,a) = Iz q(x).
Deux variables liees ont le méme nom, mais les portégsigjnintes ; il 'y a donc pas
de probleme.

4. @4 =aef Yrp(z,a) = q(x).
Une variable libre et une variable liée ont le méme nar’est acceptable, mais il est
préféerable deenommeia variable liée et d’écrire, par exempté; p(y, a) = q(z).

5.2.3 Fermetures universelle et existentielle

Une formule esffermée ou closesi elle ne contient aucune variable libre. Lorsqu’une
formule A contient les variables libres, z, . . ., z,, on la notera aussi(z1, za, . . ., ).

Sixzq, zs, ..., x, SONt toutes les variables libres d’'une formdle

— Va,Vzy - - - Vo, A est lafermeture universellde A.

— dxydxsy - - - Jx, A est lafermeture existentiellde A.
Exemple.La fermeture universelle de la formulézx) = ¢(z) estVz (p(x) = ¢(z)) et non

Vap(a) = g(z).

5.3 Smantique du calcul des pedicats
5.3.1 Interprétations

UneinterprétationZ est un triplet D, 1., I,,) tel que :
— D est un ensemble non vide, appdtimaine d’interpétation;
— 1. est une fonction qui associe
— atouteconstante:, un objetl.[a] appartenant &,
— a tout symbole prédicatif (arité n), une relation (arité:) sur D, c'est-a-dire une
fonction deD™ dans{V,F};
— I, est une fonction qui associe a toute variablen éléement,[x] de D.
Voici quatre exemples d'interprétations pour la formulep(a, x) :

-7 = (N, Lfp] =<, ILla = 0);
-I, = (N, Llp] =<, Lla = 1);
Iy = (Z, Ixlp] =<, Iala] = 0);
I, = (S, ILcp) =C, ILca] = N),

ou S est I'ensemble des mots sur un alphabet donng = w- signifie quew; est un
préfixe dew, ; A représente le mot vide.

5.3.2 Regles d'interprétation

Des regles sémantiques, appelaégles d'interpétation permettent d'étendre une
interprétation a I'ensemble des formules. En fait, urterjpprétationz = (D, I, I,) associe
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une valeur de vérité a toute formuleet associe un éléement de a tout terme. En ce qui
concerne les termes, on a
— Six est une variable libre[x] = I,[z].
— Sia est une constant&a] = I.[a].
En ce qui concerne les formules, on a
— Si p est un symbole prédicatif d'arité et si tq,...
Tlp(tr, . ta)] = (L) E[t), - - Zlta)).
— I[true] =V et ZI[false] = F.
— Si A estune formule, alors A s’interprete comme dans le calcul des propositions,c’est
a-direZ[-A]| =V siZ[A] =FetZ[-A] =F si Z[A] = V.
— Si A; et A, sont des formules, alosA; V Ay), (A1 A A), (A1 = As), (A1 = Ay)
s’interpretent comme dans le calcul des propositions.
T[(A; A Ag)] vautV siZ[A;] = V etZ[A,] =V, et vautF sinon.
T[(A; vV Ay)] vautV siZ[A;] = V ouZ[A;] =V, et vautF sinon.
T[(A; = As)]vautV siZ[A;] = F ouZ[A;] =V, et vautF sinon.
T[(A; = As)] vautV siZ[A,] = Z[As], et vautF sinon.
Notation. SiZ = (Dz, I, I,)) est une interprétation, siest une variable et giest un éléement
de Dz, alorsZ,,, désigne l'interprétationy = (Dy, J., J,) telle queDy; = Dz, J. = I,
Jy[z] = d etJ,ly] = I,[y] pour toute variable distincte der.
— SiA estune formule et une variableZ[Vz A] vautV si Z,,4[A] = V pour tout élement
d de D, et vautF sinon.
— Si A est une formule et une variableZ[3zA] vautV si 7, ,4[A] = V pour au moins
un élémentl de D, et vautF sinon.

,t, sont des termes, alors

5.3.3 Capture de variable

Les regles d'interprétation des quantifications sonfa@wones a I'intuition traduite par les
noms des quantificateurs. Il faut quand méme souligner deints importants, que I'emploi
d’'un méme lexique pour les variables libres et les varmbées rend délicats :

— Lavaleur de&Z[Va A(x)] ne dépend pas dfz]|.

— SiZ[Vx A(z)] = V, alorsZ[A(t)] = V, pour tout terme ne donnant lieu @ucune

capture de variable
ExempleSiVz 3y p(z, y) est vrai, alors leistancesdy p(a, ), Iy p(z, y) ety p(z,y)
sont nécessairement vraies, mais l'instafigep(y,y) peut étre fausse. Dans cette
instance, I'occurrencg premier argument de a été capturée et est devenue liée.
Conclusion.On ne peut pas dire qu# p(y, y) est une instance licite déx 3y p(z,y) ;
on ne peut pas substitugra x dans3y p(z, y). Si on veut quand méme effectuer cette
substitution ou instantiation, on commencera par renontanariable liée pour éviter la
capture On pourra dire, par exemple, qdep(y, z) est une instance (aprés renommage)
de Vz Jy p(x,y), ou le résultat de la substitution (aprés renommagey éex dans
Fyp(z,y).
On omettra souvent de rappeler que les instantiations stitutibns donnant lieu a capture
sont interdites ... tout en signalant une fois pour touteslqphénomene de capture est a la
source de nombreuses erreurs !
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5.3.4 Satisfaction, moéle

Une formule A est vraie pour une inter@tation Z ou A est satisfaite par une
interprétationZ ouZ est un modle deA siZ[A] = V. Cela se noté=7 A.
Remarque.On rencontre parfois I'écrituré = A, mais nous ne I'emploierons pas dans ce
cours, pour éviter tout risque de confusion avec I'eéceifii = A, introduite au paragraphe
suivant.

Exemples.Soit A la formule Vx p(a, ). Les quatre interprétations introduites plus haut
attribuent aA une valeur de vérité :

— D7, =N, Iip] =<, L.a]=0;0nakz A.

— Dz, =N, Lp] =<, Lla] =1;0nalsz, A.

— DIg = Z, [36[[)} =<, .[3,;[@] =0;o0n a|7é13 A.

- DZ4 = S, 140[]?] = E, 140[(]/] = A , on a|:I4 A
Définitions. Soit A une formule du calcul des prédicats.

— A estsatisfaisableou consistantesi A a au moins un modeéle.

— A estvalide(cela se not¢= A) siZ[A] = V pour toute interprétatiof.

— A estinsatisfaisableou inconsistansi A n’est pas satisfaisable, doncZ§id] = F pour

toute interprétatiof.
— A estsimplement consistantei contingentesi A est consistante mais non valide.

Théoreme (dualié validitt — consistance)La formule A est valide si et seulement si4 est
inconsistante.

Exemples.
— Vz p(a, x) est consistante mais non valide.
.DI1 = N, Ichp] =<, Ilc[a} =0: ):L A.
D1, =7, I3[p] =<, I3:[a] =0: g, A.
— Vap(x) = p(a) est valide.
— Jzp(x) = p(a) est simplement consistante.
Remarque.Tout schéma propositionnel valide est aussi un schéradigatif valide. Par
exemple, du schéma propositionnel valide A = A , on peut déduire-—(p A ¢) = (p A q),
mais aussi-—Vap(z) = Vap(z).

5.3.5 Quelques formules valides importantes

— (VzAAVzB) =Vz(A A B)

— (VzAVVzB) = Vz(AV B)
- Vz(A= B) = (VzA = VzDB)
— Vz(A=B) = (VzA =VzB)

— Jz(AV B) = (3zAV JzB)
— Jz(AAB) = (3xAANTzB)
— Jz(A = B) = (VoA = JzB)

— VoA = ~(3x-A)
- VzA = dzA

— VaVyA = VyVz A
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— dzdyA = Jy3zA

— JdaVyA = Vyaz A
On observera que le remplacement d’une implication paegu@/alence produit, dans chaque
cas, une formule non valide. Considérons par exemple leleda formule3z(A A B) =
(3xA A JzB). Il est évident, vu la régle sémantique se rapportariexistentielle, que,
si C = D est valide, alorsizC = 3JzD est valide. En conséquence, les deux formules
Jx(A AN B) = JzA etJx(A A B) = JzB sont valides. D’autre part, §i' = D et
C' = E sont vraies ou valides, alors = (D A E) est vraie ou valide. |l en découle que
Jx(A A B) = (3xA A JxB) est valide.

Pour montrer que I'implication inverse (ou réciproque, amnverse) n'est pas valide, il
suffit d’en donner un antimodéle. On prend pour domainesBenbleN ; A(z) estinterprété en
“z estpair” etB(x) en “z estimpair”. La formuledlz AA 3z B est vraie : elle signifie qu'il existe
au moins un entier naturel pair, et au moins un entier naitnir. La formule3z(A A B) est
fausse : elle signifie qu'il existerait au moins un entieunelta la fois pair et impair.

Notons enfin que le passage des quantifications informelbegjaantifications formelles
(et réciproquement) est un exercice important, souveitefanais parfois délicat. Considérons
un exemple :

Toutes les licornes sont dangereuses, donc il existe usraéaangereuse.
Une modeélisation hative telle que

VeLD(x) = JzxLD(x)
pourrait laisser croire a la validité du raisonnemenbinfel, ce qui serait incorrect. En
effet, les licornes n’existent pas; on peut donc les qualdans erreur de dangereuses (ou

d’inoffensives), mais on ne peut pas affirmer qu’il existe linorne, dangereuse ou non. Le
paradoxe apparent disparait si I'on utilise un modélmfdrcorrect, a savoir

Vz[L(x) = D(x)] = Jz[L(z) A D(z))
Cette derniere formule est consistante mais n’est padevali

5.3.6 Congquence logiquegquivalence logique

Définitions. Soit U un ensemble de formules et soiehet B deux formules.
— A est unecongquence logiqude U (cela se notd/ |= A) si A est vrai dans tous les
modeles dé/.

Remarque.En pratique, I'ensembl& sera souvent un ensemble de formules fermées.

On aalorsU = A sietseulementsi/ =Vz A.

— A et B sontlogiquemenéquivalentegcela se notel < B) siZ[A] = Z[B] pour toutes
les interprétationg.

Comme dans le calcul des propositions, op-a si et seulement 4l = A.

Theoreme. Une formule est valide si et seulement si sa fermeture uselerest valide ; une
formule est consistante si et seulement si sa fermeturteaskislle est consistante.

Théoreme .Deux formulesA et B sont logiquement équivalentes si et seulement si la fazmul
A = B estvalide.

Remarque.Ces théoremes découlent immédiatement des définitadrdes regles d'inter-
prétation. On notera que, si est la seule variable libre dd(z), alors A(x) et A(y) ne
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sont en général pas logiquement équivalentes, ivaid(x) et Vy A(y) le sont. On évite
des complications sans perdre d'expressivité en cormitides problemes de validite, de
consistance et de conséquence logique seulement poupriesilés fermées. Lors de la
fermeture d’'une formule, I'ordre des quantifications n'a pdmportance (c’est pourquoi on
parle de “la” fermeture universelle ou existentielle d’'dasmule).

Theoreme de Echange.Soit A une sous-formule d’une formul@ et soitA’ une formule telle
queA — A’. Soit B’ la formule résultant du remplacementdear A’ dansB. On aB < B'.
Démonstration.Comme dans le cas propositionnel, on procede par industianturelle. Les
seuls cas inductifs nouveaux sont liés a la quantificafaur la quantification universelle, on
doit seulement montrer que 8i(z) < B’(x), on a aussiz B(z) <« Vx B'(z), ce qui est
évident.

5.4 Le théoreme de compaci

Le théoreme de compacité subsiste en logique prédé&at un ensemble de formules est
consistant si et seulement si tous ses sous-ensembleofihismnsistants. On peut prouver ce
résultat important en adaptant la preuve donnée dangie paopositionnel, mais nous verrons
un moyen plus rapide plus loin.

115



6 Analyse des formules pedicatives

6.1 Meéthode simple pour formules simples

En logique propositionnelle, I'application directe degles semantiques permet toujours
d’analyser une formule, c'est-a-dire de déterminer de adst valide, contingente ou
inconsistante. La méthode des tables de vérité caseréette approche fondamentalement
simple. En logique prédicative, la situation est moinsofable parce qu’'une formule
consistante admet souvent une infinité de modeles tfi&gatits. Néanmoins, si on accepte
certaines restrictions sur I'emploi des quantificateuegpproche sémantique directe reste
possible.

6.1.1 Formules sans quantification

Une formule sans quantification est une combinaison boakeele formules atomiques.
De telles formules peuvent s’analyser par la méthode ddsstale vérité, si on assimile tout
atome a une proposition élémentaire. Considéronsyzample la formulebd :

P(a,a) A =P(a,z) A Q(a,b) N (Qa,a) = Pla,z)).

La formule ® comporte quatre atomes syntaxiquement distincts qui, e a’occurrence,
sont P(a,a), P(a,z), Q(a,b) et Q(a,a). La version propositionnellele ¢ s'obtient en
substituant uniformément a ces quatre atomes les pitigusi€élémentaires distinctes, par
exemplepy, p2, p3 €t py, respectivement, ce qui donne

p1 A p2 Aps A (pa = p2)

On note immédiatement les lemmes suivants :
Lemme 1Toute formule sans quantification admet une version préipasielle unique.
Lemme 2Si ® est une formule sans quantification, la version proposititie de—® est la
négation de la version propositionnellede
Remarque.Deux formules sans quantification distinctes peuvent almiméme version
propositionnelle.
Définition.Une formule sans quantification gstvalide (resp.p-consistantey-contingente) si
sa version propositionnelle est valide (resp. consistaoigingente).
ExempleLa formule® donnée plus haut egtcontingente, puisque sa version propositionnelle
est contingenté?
Lemme 3.Une formule sans quantification est valide (resp. condistasontingente) si et
seulement si elle egtvalide (respp-consistantep-contingente).
DémonstrationVu le lemme 2, il suffit de démontrer qu'une formule sans diaation ®
admet un modele si et seulement si sa version propositieradmet un modele.
La condition est AcessaireSoit I un modele deb. Linterprétation/ attribue une valeur de
vérité a chacun des atomes @deSoit J 'interprétation telle que/(p;) est la valeur associée
par [ au kieme atome deb; l'interprétation.J est un modéle de la version propositionnelle
ded.

74Cette version propositionnelle admet en fait un modélaigtap anti-modeles.
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La condition est suffisant&oit ./ un modele de la version propositionnelle®eOn construit
un modelel de ® comme suit. Le domaine d'interprétation se compose destantes et des
variables ded. La fonction d’interprétation’ applique chaque terme sur lui-méme. Il reste
a définirI(P), pour tout prédicaf intervenant dan®. Si P est, par exemple, d’arité 2, il
faut définir, vu le choix que nous avons fait palif I(P(dy,ds)) pour tousd;,ds € D. On
distingue deux cas : $t(d;, ds) est lekiéme atome d&, on posel (P (dy, d2)) = J(px), Sinon

on choisit (arbitrairement)(P(d;,ds)) = V.

6.2 Meéthode des tableaux@mantiques

Dans le cadre prédicatif comme dans le cadre propositiptmenéthode des tableaux
sémantiques consiste en une recherche systématiquedetas Pour déterminer sila formule
A est valide, on recherche un modele-tl¢ ; si un tel modéle n’existe pagi est valide; s'il
en existe (au moins) uM n’est pas valide. De plus, la méthode des tableaux sémqmestiest
analytique : elle réduit une formule a ses composantselSens, les composants d’'une formule
universelleVz A(x) seront les formules!(c), ou ¢ est n'importe quel terme; le composant
d’une formule universelléz A(x) seralaformulei(a), ol est une constante inédite, appelée
paramétre. Le traitement de la quantification étantcdélinous en illustrerons d’abord les
dangers. On se limite a I'étude des formules ferméesuca’gst pas une réelle restriction.

6.2.1 Quelques exemples
Exemple 1 (nd). Test de validité d&'x (p(x) = q(:p)) = (W:p(x) =V q(x)) .

Dans le tableau 47, on a d'abord instanei€zq(z) (formule existentielle, équivalente a
Iz —q(x)), en—g(a). On a ensuite instancié les formules universeflep(x) etz (p(z) =
q(z)) enp(a) etp(a) = ¢(a). Intuitivement, une existentielle sera instanciée undestois
(par branche), en utilisant une constante spécifique ; atraice, une universelle pourra étre
instanciée plusieurs fois, au moyen de toutes les corstatisponibles. Pour rendre ceci
rigoureuy, il faudra préciser les mots “pourra”, “spégife” et “disponible”.

Exemple 2 (incorrect!)Test de validité d&'x (p(l’) Y q(x)) = (pr(x) V Vz q(l‘)) .

Le tableau 48 montre simplement que sa racine n‘admet pasodélena un élément. En
revanche, elle admet un modéle a deux éléments (ce dablému ne montre pas; il est donc
incorrect!) et la formule testée n’est donc pas valide. tabf@me est lié au choix de la méme
constantex dans l'instantiation de-Vz p(z) et de—Vz ¢(z). Cette identité est abusive : le
fait que les formuleg(z) et ¢(z) admettent chacune des “contre-exemples” n'impliquent pas
gu’elles admettent des contre-exemples communs.

Exemple 2 (version corrigg). Test de validité d&z (p(x) V q(z)) = (Vo p(z) V Vaq(z)) .

On recommence donc la dérivation, en utilisant pour lestertielles deux constantes
distinctesa et b. Cela implique naturellement que l'universelle soit imsiée au moyen de
a etdeb. Le tableau de la figure 49 comporte une branche ouverteullaqcorrespond un
modeéleZ de la racine, tel qu&Zp(a)] = Z[q¢(b)] = VetZI[p(b)] = Z[g(a)] = F. Cette
interprétation montre que la formule testée n'est paisledtf. fig. 49).
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— (Va (p(z) = q(2)) = (Ve p(r) = Vzq(z))) —(Vz (p(x) V q(z)) = (Vo p(z) V Vz (2)))
! !
Va (p(z) = q(z)) , ~ (Vo p(z) = Vo gq(z)) Va (p(z) V q(z)) , —~ (Vo p(z) V Vi q(z))
! !
vV (p(z) = q(z)) ,Vep(z), -V q(z) Vo (p(x) V q(x)), Ve p(x), ~Va q(x)
1 !
Va (p(x) = Q($7 Vap(z), —q(a) Va (p(z) V q(x)) , "V p(z), ~q(a)
| 1
v (p(z) = q(x)) , pla), ~q(a) Vz (p(z) V q(x)) , —~p(b), ~q(a)
! 1
p(a) = gq(a), p(a), ~q(a) vz (p(z) V q(x)), pla) V q(a), =p(b), ~q(a)
/ N l
—p(a), p(a), ~q(a) q(a), p(a), q(a) Va (p(x) V q(@)) ,p(b) V q(b), p(a) V q(a), =p(b), =q(a)
X X / N\
v (p(z) V q(z)) , p(b), Va (p(z) V q(2)), q(b)
FiG. 47 — Exemple 1 (naif) ; I'étape encadrée est fautive. p(a) V q(a), —p(b), p(a) V q(a), —p(b), ~q(a)
—q(a) / \
X Vo (p(z) Vq(z)), Vr(p(z)Vq(z)),
= (Ve (p(x) V q(x)) = (Vo p(x) VVrg(z))) q(b), p(a), q(b), q(a),
l —p(b), ~q(a) —p(b), ~q(a)
Va (p(x) V q(x)), ~ (Ve p(x) V Vo q(z)) O >
1
YV (p(x) V q(x)) , ~Va p(x), -Vz q(x) FiG. 49 — Exemple 2, tableau correct.
!
Va (p(x) V q(x)) , =V p(x), ~q(a)
se fasse au moyen de constantedites appelées ausgaranetres Cela n'exclut pas les
Va (p(x) V q(x)) , —p(a), ~q(a) formules a “petits” modeles : en 'absence du prédicécsd d’égalité, si{a, b} par exemple
! est le domaine d’'un modéle dg {a, a1, ...,b, by, ...} donnera aussi lieu a un modeéle, si les
p(a) Vq(a),=p(a), ~q(a) a; etb; sont des “clones” de etb, c’'est-a-dire tels que, g[a/a,] eto[b/b;] aient méme valeur
v AN de vérité, pour toute formule.
p(a), ~p(a), ~q(a) q(a), =p(a), ~q(a) L'exemple 3 montre que la construction d’un tableau séigaatpeut ne pas se terminer, en
X X particulier sila formule étudiée est consistante massiniet que des modéles infinis. On espére
néanmoins que la méthode permettra toujours de redverlas formules inconsistantes,
FIG. 48 — Exemple 2, tableau incorrect ; I'étape encadréengsitve. négations de formules valides.
L'exemple 4 indique enfin que cette inconsistance pourtéitepas reconnue si les régles
de décomposition n’étaient pas appliquées de mangaeitable” ; il faut notamment se méfier
Exemple 3Test devz3y p(x,y) A Vo—p(z,x) AVaVyVz (p(z,y) A ply, z) = p(x, 2)). de la reglegérératived’instantiation des universelles, qui peut s'appliquetéfiniment. On
Le tableau sémantique de la figure 50 est infini. Son uniqaedire doit étre considérée comme doit I'appliquer a toute constante introduite par la réglexdmplification (sauf si la branche
ouverte car elle définit un modele (nécessairement jrdimia formule testée. se ferme).

Exemple 4 Test de validité pour la formule . N
Va3y p(z,y) A Vaop(z, x) AV2VYVz (p(z, y) Ap(y, 2) = p(x, 2)) AV (q(z) A —q(z)). 6.22 Regles de écomposition
Si, dans le tableau 51, on instanciait indéfinimgnBy p(z, y) , en négligeant a tort les autres

. A Aux régles propositionnelles et 5 s’ajoutent les reégles prédicativest .
formules, la branche ne se fermerait pas et serait infinie.

— Regles de prolongation (t et de ramification (t
Les exemples 1 et 2 suggérent que l'instantiation desemtisiles, ouexemplification g P ¢ (type) (type)
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Vady p(z,y) A Vo-p(z,z) A VaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))

!

Va3y p(x,y), Vo—p(z, z) AVaVyVz (p(x,y) A ply, 2) = p(z, 2))

!
Va3y p(x,y), Yo—p(z, x), VaVyVz (p(x,y) Aply, 2) = p(z, 2))
!
VaIy p(z,y), Iy plar,y),
Vo—p(z, x), VaVyVz (p(z,y) Aply, 2) = p(x, 2))
!
Va3y p(x,y), p(a, az),
Vo-p(z, x), YaVyVz (p(z, y) A ply, 2) = p(w, 2))
!
V'L'El’yp(l'. y)a Elyp((l% y)>p(al> (12)7
Va—p(x, ), YaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(w, 2))
!
Va3y p(x,y), plas, az), play, az),
Va—p(z, x), YaVyVz (p(z,y) Aply, 2) = p(x, 2))
!
VIEIyp(I, y)7p(a2> a3)7p(a17 a2>7
Va—p(x, x), ~play, ar), VoVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
!

FIG. 50 — Exemple 3, tableau infini.

@  Jafe| [ 8 |8 ]B5]

By V By By | By

~(Bi A By) || =By | —Bs

By = By, |-B;| Bs

B, < By B, | =By

— Regles @reratives (typey) et exemplatives (typ®

o || d(a)

v [ e ]

(constante: quelconque)

Vo A(z) || Ac)

Jx A(z) || Ala)

-3z A(z) | ~A(c)

(constante: inédite)

-z A(z) | ~A(a)

Rappelons aussi la regle d’élimination des doubles théuys

6.2.3 Construction d’'un tableau £€mantique

On présente d’abord I'algorithme, qui est non déterntinipuis des restrictions a ce non-
déterminisme ; ces restrictions sont nécessaires psurerda terminaison (dans certains cas)

et la complétude.
Algorithme de construction.
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Va3y p(x, y)
AVz—p(z, ) AV2VyVz (p(x,y) A ply, 2) = p(z, 2))
AV (Q(Il) A =q(x))
Vady p(z,y),
Vo-p(z, x) AVaVyVz (p(z,y) Ap(y, 2) = p(z, 2))
AVz (q(xl) A =q(x))
VaTy p(z,y),
Va—p(z, z), VaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
AVx ((J(xl) A —q(x))
VaIy p(,y),
Va-p(z, ), VaVyVz (p(z, y) Aply, 2) = p(z, 2)),
v ((1(96)lA —q(7))
Vady p(z,y),
Va—p(x, x), VaVyVz (p(x,y) Aply, 2) = p(, 2)),
v (q(z) A ﬂq(xl)) ;q(a) A —q(a)
Yoy p(z,y),
Vo—p(z, z) AVaVyVz (p(x,y) A ply, 2) = p(z, 2)),
v (q(x) A —q(z)),q(a), ~q(a)
X

FIG. 51 — Exemple 4.

Initialisation : une racine étiquetégA}.
Etape inductive sélectionner une feuille non marquéesoit U (¢) son étiquette.

— SiU(¢) contient une paire complémentaire, alors mardusErmmefermée’ x’;

— Si U(¢) ne contient que des littéraux (sans paire complémentalers marquer

commeouverte'()’;

— SiU(¥) n'est pas un ensemble de littéraux, sélectionner uneufleratans’(¢) :
— si c'est unen-formule A, créer un nouveau ncedy descendant dg et étiqueter’

avecU (') = (UO\{A}) U{a1,a2};

— si c'est uneg-formule B, créer deux nouveaux nceudset ¢, descendants dé
et étiqueter?’ avecU (') = (U()\{B}) U {0} et étiqueter?” avecU(¢") =

(UON{B}) U{Ba};

— si c’est uney-formule C, créer un nouveau ncedt] descendant dg et étiqueter’

avecU () =U(0) U{v(c)};

— si c'est unev-formule D, créer un nouveau ncedty descendant dé et étiqueter’
avecU(¢') = (U(0)\{D}) U {d(a)}, oua est une constanigui n'appardt pasdans
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U .75
Terminaisgfr)l survient quand toutes les feuilles sont marquées.
Regles additionnelles de construction.
Le non-déterminisme de I'algorithme de constructionmvient
1. lors du choix du nceud a développer;
2. lors du choix de la formule a décomposer dans ce nceud;
3. lors du choix du termelors d’uney-réduction’®

Il faut adopter une stratégie qui garantisse les deux tiondisuivantes.

— Toute formule qui apparait sur une branche ouverte derkase voit appliquer une regle
de décomposition quelque part sur cette branche.

Autrement dit, toute formule décomposable est décomgas moins que la branche se
ferme.

— Pour toutey-formule A et toute constante qui apparaissent sur une branche ouverte,
une régle d’instantiation est appliquée a la formdlavec la constante quelque part
sur cette branche.

Toute constante apparaissant sur une branche est utidis#e moment donné pour
instancier lesy-formules sur cette branche, a moins qu’elle se ferme.

Un moyen simple et classique d'assurer le respect des tomslid’équité est d'étiqueter
les nceuds par ddstesde formules. Le(s) nceud(s) successeurs @st (sont) obtenus par
“décomposition” de la premiére formule de la ligf€n) non réduite a un littéral ; la listé (n’)
(etU(n"), s'il y a lieu) est obtenue en supprimant dén) la formule traitée, et en ajoutant
en fin de liste le(s) “composant(s)” adéquats. Dans le aasedformule générative, la formule
supprimée en téte de liste est réinsérée en queuetee lis

Une autre méthode appropriée est la suivante. Lorsquigle générative est activée, on
construitimmédiatement les instances correspondanitag les constantes introduites jusque
la dans la branche. De méme, quand une exemplificatioaiést¢e qui provoque I'adjonction
dans la branche d’'une constante inédite, on “réactive*4eeductions déja accomplies, pour
insérer les instances correspondant a cette nouvellstamie. Ceci nécessite une gestion
organisée de I'ensemble des constantes et des activdeaigles génératives.

La stratégie n’est pas nécessaire pour obtenir 'adémuyamais elle I'est pour obtenir
la complétude. En effet, la stratégie ne vise qu'a &vieereport définitif de réductions
susceptibles de fermer une branche. Le point est d'ailldéligat, puisque la construction
d’un tableau sémantique peut ne pas se terminer.

50n voit que cette constante n'apparait pas non plus defiguétte d’un ancétre de cette contrainte devrait
étre introduite explicitement si on convenait de ne pasin& les littéraux étiquetant un nceud dans I'étiquette
de ses successeurs (convention que I'on adopte parfoisafiéger la construction). Dans ce cas, il convient de
préciser que la recherche de paires complémentairests#afes toute la branche, et non seulement dans son
dernier nceud.

8Lors d'uned-réduction, la constante choisie doit &tre inédite ; amajue le non-respect de cette condition
rendait la méthode inadéquate (exemple 1). En revanehehbix du nom de cette constante inédite est
clairement sans importance ; I&séductions, au contraire desréductions, n’'introduisent donc pas de vrai non-
déterminisme.
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Rappelons enfin que certaines régles de priorité pernieteuvent d'accélérer la
construction du tableau. En particulier, on effectueranlggductions avant les-réductions,
pour limiter le nombre de branchements. On évitera d'mst& une~-formule par une
constante inédite (c’est inutile) sauf naturellementsdiencas ot aucun&réduction n'a pu
etre effectuée. L'exemple 5 (fig. 52) illustre certainesogs regles. Il illustre aussi un point
délicat. La formulevz3y r(z, y) = JyVa r(x,y), our est un prédicat binaire, est non valide ;
on en déduit naturellement que &z, y) est une formule quelconque admettart y comme
variables libres, la formulgz3y R(z,y) = JyVz R(z,y) estgéréralemeninon valide. Pour
certains choix deR, la formule peut cependant &tre valide ; c’est le cas notamisi R(z, y)

estp(z) = q(y).

. (\may (0(2) = q(y)) = Fy¥e (p(a) = q(y»)

VaJy (p(x) = q(y)) 7lﬁ3y\fw (p(z) = q(y))
Vady (p(x) = q(y)), vz (p(ﬂv)i;S q(c)), =Fyvz (p(z) = q(y))
Vady (p(z) = q(y)), ~(p(a) i> q(c)), =3z (p(z) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), pla), ?q(C), ~Jyvz (p(z) = q(y))

Va3y (p(z) = q(v)), -V (p(x) = q(y))
3y (p(a) = q(yj), p(a), —q(c)

VaIy (p(z) = q(y)), ~FyVz (p(z) = q(y))
p(a) = q(b), pla), —q(c)
!
VaTy (p(z) = q(y)), Vv (p(z) = q(b)), Iz (p(z) = q(y))
p(a) = q(b), pla), —q(c)

Vzdy (p(z) = q(y)), ~IyVz (p(z) = q(y))

VaIy (...), ~Fyvz (...) VaJy (...), ~Fyvz(...)
p(d), ~q(b), =p(a), p(a), =q(c) p(d)l, —q(b), q(b), p(a), =q(c)

X X

FIG. 52 — Exemple 5.
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. (way (0(@) A q(y)) = Ty¥z (p(z) A q(y»)

!
VaIy (p(z) A q(y)), ~3yvz (p(z) A q(y))

!
VaTy (p(x) Aq(y)), Fy (pc) Aqy)), 2Ty¥a (p(x) A qly))
!
VaTy (p(z) Aq(y)), (p(c) Agla)), =3yva (p(x) A q(y))
!
Va3y (p(x) A q(y)), p(c), qla)), =Fyve (p(x) A q(y))
!

VaTy (p(x) Aqy)), ~Fyve (p(x) A q(y))
p(c), q(a)), ﬁ\fx (p() A gq(a))
Y3y (p(z) A q(y)), ~Fyva (p(x) A q(y))
p(c), q(a)), ~(p(b) A q(a))

!

Vay (p(z) Aq(y)), ~Fyva (p(z) Aq(y))

(p(b) Aa(d)), ple), f(a)), ~(p(b) A q(a))

Va3y (p(z) Aq(y)), =3V (p(z) A qy))

p(b), a(d), plc), qla), ~(p(b) A q(a))
v N

Vedy (...), ~Fyvz (...) Vady (...), ~Fyvz (...)
p(b), a(d), p(c), qla), fp(b) p(b) ’lQ(d)’ p(c), q(a), —q(a)

X X

FIG. 53 — Exemple 6.

6.2.4 Acdequation de la methode des tableaux@mantiques

Theoreme. Soit T(A) un tableau sémantique dont la racine dstSi T'(A) est fermé’
alors la formuleA est inconsistante.

RemarqueVu que tout sous-arbre d’un tableau fermé est aussi unaaliégmé, on prouvera
un résultat apparemment plus fort, a savoir que les étigs de tous les nceuds (pas seulement
la racine) d'un tableau fermé sont inconsistantes.

DémonstrationOn prouve par induction sur la hautéudu nceud: dansT'(A) que I'étiquette
den est un ensemble inconsistant. Ce sera vrai en particuligr lparacine de I'arbre, dont
I'étiquette est le singletofiA}.

"Tc'est-a-dire si toutes les branchesTed) sont fermées.
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— Cas de basgy = 0 : le nceudn est une feuille, nécessairement fermée, dbiie)
contient une paire complémentaire et est inconsistant.

— Cas inductifh, > 0 : une reglen, 3, v ou § a été utilisée pour créer le(s) descendant(s)
du nceudn. Les casa et 3 sont les mémes que dans la démonstration de la version
propositionnelle du theéoréme. On considére succasseles cag eto.

— Regley: n : {Vz A(z)} U T,

!

n' o {Vz A(z), A(c)} U U
U(n’) est inconsistant par hypothése inductive, ddffe) est inconsistant; en effet,
tout modéle dé/(n) serait aussi un modele d&r’), ou s’étendrait immédiatement
en un tel modéle, au cas ou la constanténterviendrait pas dang,.

—Regled: n: {FxA(x)} Ul
l

n' : {A(a)}U Uy
ouU a est une constante qui n'apparait pas d&tis). Si U(n) était consistant, il
existerait une interprétatiod = (D, I, 1,) telle queZ[3z A(x)] = V, donc il
existeraitd € D tel queZ, q[A(x)] = V.
Définissons7 = (D, J., I,) avec.J. obtenu en étendafit/, de sorte que/.[a] = d.
Alors, J[A(a)] = V et J[Uy] = I[Uy] = V, doncJ satisfait U(n’), une
contradiction.

6.2.5 Compktude de la nethode des tableaux@mantiques

On abordera la complétude comme dans le cas propositionadh notion d’ensemble de
Hintikka.

Ensembles de Hintikka. Définition. Soit U un ensemble de formules fermées, (&t
I'ensemble des constantes individuelles ayant au moinsoaperrence dang. L'ensemble
U est unensemble de Hintikksi les cing conditions suivantes sont satisfaites :

1. Si A estune formule atomique, onag U ou—A ¢ U.

2. Sia € U est unen-formule, alorsa; € U etay € U.

3. Sif € U estunes-formule, alors3; € U ouf, € U.

4. Si~ est uney-formule, alors pour tout € Cy on ay(a) € U.

5. Sid est uned-formule, alors il existe: € Cyy tel qued(a) € U.

Théoreme. Soit b une branche ouverte d'un table@uconstruit en respectant les conditions
d'équité. L'ensemblé/ = | JU(n) est de Hintikka.

neb
Démonstration.La condition d'ouverture assure le respect parde la condition 1. Les
reglesa, 3, v et o permettent’insertion dansU des éléments requis par les conditions 2,
3, 4 et 5, respectivement. La stratégie de construgtigppseque tout élément ajoutable soit
effectivement ajouté.

80n est sr de pouvoir procéder a I'extension puisgest une constante inédite, telle qlué] n'existe pas.
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RemarqueLa brancheb peut étre infinie ; dans ce cas, elle est nécessairemeasttelst elle
définit un modele infini.
Lemme de Hintikkalout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration.Soit U un ensemble de Hintikka. Lenockle canoniqueZly, = (D, 1., 1)
associé &/ est défini comme suit :
— D ={a,b,...,} estI'ensemble des constantes apparaissant dans les ésroeil ;
— On construit la fonction d'interprétatia) comme suit :
— Pour toute constantee D, on posel, [d] = d.
— Pour tout symbole prédicatif(arité m) apparaissant daris, on pose
Llp|(I]a1],. .., Ian]) = V,sip(ar,...,an) € U,
Llp|(I.]a1],. .., Ilan]) =F, si-p(ai,...,a,) € U.
L[p](I[a1], . .., I.[ay)) est arbitraire s{p(ay, ..., @), = play, ...,an)} N U = 0.
— I, est quelconque, puisqu’il 'y a pas de variables libres.
Il reste & montrer que pour toute formule (fermé&ek U, on aZ[A] = V. Cela se fait par
induction sur la structure dé. (Exercice.)

Complétude. Comme dans le cas propositionnel, on peut montrer que si bieaia
sémantique (respectant la stratégie de constructidrjwe®rt, alors la formule étiquetant la
racine est consistante. Un modele est le modele canodigtintikka associé a une branche
ouverte. On en déduit que di est une formule inconsistante, tout table€a) (respectant
la stratégie de construction) est fermé. Rappelons caes tb cadre prédicatif, une branche
peut étre infinie. Cependant, si on respecte la strat@g@dstruction, une branche infinie est
nécessairement ouverte.

Pour analyser une formule (fermé&¢) on peut construire les tableaux sémantidgliéd)
etT(—A). SiT(A) est fermé (et donc fini)A est inconsistant. SI'(—A) est fermé (et donc
fini), A estvalide. SI'(A) etT'(—~A) sont ouvertsA et —A sont simplement consistants.

Dans le cas propositionnel, I'analyse se termine toujddasis le cas prédicatif, I'analyse
peutne pas se terminer sl et -A sont simplement consistants. Cela n'a rien d’étonnant;
contrairement au calcul des propositions, le calcul dedipats n’est que semi-décidable.

6.3 Meéthode des équents
6.3.1 Dualitt entre £quents et tableaux

Comme dans le cas propositionnel, on peut “par dualitéémbune dérivation de séquent
au départ d’'un tableau sémantique.
Un exemple suffira & rappeler le procédé. La validitéadiimule

(Vap(x) vV q(x)) = Vo (p(z) V q(z))

est démontrée par la méthode des tableaux (figure 54) gariscelle des séquents sans
antécédent (figure 55). D’'une figure & l'autre, I'arbreé etourné et chaque formule est
remplacée par son complément. Les feuilles ferméesedaent des séquents valides ou
axiomes les feuilles ouvertes deviennent des séquents non gatiddypotteses Dans les
tableaux sémantiques, les ensembles de formules sormtnmiifg et la virgule a donc valeur
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conjonctive. Dans les séquents, la virgule a valeur detjea quand elle se trouve a droite de

la fleche, dans le succédent. Un séquent peut aussi avaimtécédent, dans lequel la virgule a
valeur conjonctive. On ne change pas la sémantique dgues# en faisant passer I'une de ses
formules du succédent vers I'antécédent ou réciprotan, & condition de changer sa polarité.
Par exemple, les quatre séquents ci-dessous sont équival

— A,-B B — A -A — -B -A,B —
= ((Vzp(z) vV q(x)i = Vz (p(z) V q(z)))
(Vo p(z) V Vz q(2)) , ~Vz (p(z) V q(z))
/ N\
Ve p(x), Vo ip(:r) Vg(z)) YV q(z), ﬁVxl(p(x) Vg(x))
Vap(z), - (p(f) Vq(a)) vz q(z), ﬂl(p(a) Vq(a))
Va p(), ﬁp(al, —q(a) Va Q(r)lﬂp(a)a —q(a)
Vo p(z), pa), =p(a), ~q(a) Va q(x), q(a), ~p(a), 7q(a)
X X

FIG. 54 — Un tableau sémantique .. .

A A
— WV p(z),—p(a), p(a), ¢(a) — —Vzq(z), ~q(a),p(a), q(a)

— =V p(x),pla),q(a) — =V q(r),p(a),q(a)

— “Wap(z), (p(a) V g(a)) — Wrg(z), (pla) v q(a))

— —Vap(x), Ve (p(z) V q(z)) — Vag(z),Ve (p(z) Vv q(x))

— ~(Vap(z) VVzq(z)), Vo (p(z) Vq(z))

— (Vap(z) VVzq(z)) = Ve (p(a) V ¢(z))

FiG. 55— ... et la dérivation de séquent duale.

6.3.2 Regles du systme de Gentzen

Comme dans le cas propositionnel, un séquent est un axidmengéme atome (variante :
la méme formule) apparait dans I'antécédent et dangdeésient. En outre, les regleset 3
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A A
Vo p(r),pla) — pla),q(a) Vrq(z),q(a) — pla),q(a)

Vzp(x) — pla),q(a) Vzq(z) — pla),q(a)

Vep(x) — (pla)Vq(a)) Vrg(z) — (pla)V q(a))

Vap(a) — Va (pla) V q(x)) Vaq(a) — Vo (p(z) V q(@))

(Vap(e) V¥ q(@) = ¥ (p(x) V g(x)

— (Vop(z) VVrq(z)) = Vo (p(z) V ()

FiG. 56 — Dérivation, séquents avec antécédent.

sont les mémes que dans le cadre propositionnel. Nousloaggpeeulement celles relatives a
I'implication.
— reglea:
UA— VB
U — V, (A= B)
— regles:
U—- VA UB —V
U (A=B) -V
On ajoute des regles génératives (reglest les regles d’exemplification (regléy pour
traiter les formules quantifiées :
— reglesy :
U — V,3zAx), A(c)

T SV R AR
v U,V A(z), A(c) — V
' UVt Alz) — V
— régless :
v U~V Alg) si a n'apparait pas dans la conclusion
U SV VadA(g) S enapparaitp :
3: U Ala) = V si a n"apparait pas dans la conclusion.

U,z A(z) - V
La dérivation de la figure 55 (séquents sans antécédsnteprise dans le cadre général &
la figure 56. La figure 57 montre la dérivation relative a torenule importante. On voit a la
figure 58 comment I'analyse d’une formule non valide peutdtire & une séquence infinie.
La figure 59 illustre le danger du non-respect de la restricittachée a la regte C’est cette
restriction qui empécherait ici la fermeture (incorrgctea dérivation de la figure 59 montre
que la formule est vraie dans un domaine réduit a un &énsans mettre en évidence le fait
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— essentiel — que la méme formule est le plus souvent faumse wh domaine comportant
plusieurs élements.

A
Vyp(a,y),p(a,b),pla,a) — 3zp(z,b),p(a,b)
(regle, V)
Yyp(a,y),p(a,a) — 3zp(z,b),p(a,b)
(regle, V)

Yyp(a,y) — Fep(z,d),p(a,d)

(reglev, J)
Vyp(a,y) — Jzp(x,d)

(regled, V)
Vyp(a,y) — Vy3zp(z,y)

(regles, 3)
vy p(z,y) — VyIzp(z,y)

(reglea, =)

— oy p(z,y) = Yy3zp(z,y)

FIG. 57 — Validité dedzVy p(z, y) = YyIz p(z,y) .

H?
v3,p(d,b) ,ple,c),p(c,a) — 3V, p(b, f), p(c, g), pla,b)
1)
V3, 3z p(z,b), 3z p(r, ), plc,a) — 3V, Vyp(by), Vyp(c,y), pla,b)
¥
Vydr p(z,y),p(c,a) — 3aVyp(x,y), pla,b)
b
Vydep(z,y), 3w p(x,a) — IoVyp(x,y), Vypla,y)
¥
Vy3w p(e,y) — Iy p(x,y)
o =
— Yy3wp(z,y) = oy p(a,y)

FiG. 58 — Non-validité d&/y3z p(z, y) = JaVy p(z,y) .

6.3.3 Propriétés du systme de Gentzen

Adéquation et comgltude.Une formuleA est valide si et seulement si elle est racine d’'une
dérivation de séquent finie dont toutes les feuilles sestakiomes.
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A
Nvy3zp(x,y),pla,a) — JaVyp(z,y), pla,a)!!
nesn
Vy3zp(z,y) e p(x,a) — 3aVyp(z,y), Yy pla,y)
y
Vy3ep(r,y) — vy p(z,y)
a=

— VyJep(z,y) = IaVyp(z,y)

FiG. 59 — Dérivation incorrecte deéy3z p(z, y) = JaVy p(z,y) .

Terminaison.L'obtention d’une dérivation adéquate exige le respame stratégie équitable,
comme pour les tableaux sémantiques. Malgré cela, yapal’'une formule non valide peut
donner lieu a une dérivation infinie.

Analyticitt. Une regle esainalytiquesi tous les composants (formules et sous-formules) des
prémisses apparaissent dans la conclusion. Les regéts? sont analytiques. L'idée sous-
jacente est que la découverte de prémisse(s) appr¢greae départ de la conclusion doit étre
triviale. En ce sens, on peut considérer que les regkmnt analytiques. Pour les regtesle
choix de la constante devient critique s'il peut étre effectué d'une infinité chanieres. Ce
sera le cas pour le calcul des prédicats avec symbolesdanels (pour I'instantg ne peut
étre qu’une constante individuelle).

Réversibilie. Tout modele des prémisses d’'une regle (correcte) esi ansmodele de sa
conclusion. Une regle eséversiblesi la réciproque est également vraie. Les regles ety
sont réversibles. Les reglésont “quasi réversibles” : tout modéle de la conclusiont @tre
étenduen un modele de la prémisse. Dans tous les cas, la vatidité conclusion implique
celle de la ou des prémisse(s).

Remarque.La correction des réglesy n'est pas évidente; elle dépend crucialement de la
condition imposée a la constante

6.4 Digression : le syllogisme c&gorique

La méthode des tableaux sémantiques permet d’analysdodBules et des ensembles de
formules avec une grande facilité et surtout une grandérmgdité. La logique prédicative est
un domaine ou I'approche formelle et symbolique s’esélée trés enrichissante. Un moyen
de s’en rendre compte est d'essayer d'analyser des raismmg prédicatifs sans passer par
I'eétape de formalisation : on recule tres vite devant fiidilté de la tache. La théorie classique
des syllogismes catégoriques est, dans une certaine enaswe brillante exception. Cette
théorie concerne un fragment réduit, mais trés impodarpratique, de la logique prédicative.
A l'intérieur de ce fragment, on dispose de regles simptefficaces permettant de décider de
la validité ou de la consistance de formules et ensemblésrdwriles.

La théorie originale, informelle mais dans I'ensembl@tigeuse et clairé est intéressante

"“Malgré quelques imprécisions que nous discuterons.
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en soi, mais son étude exhaustive sortirait du cadre deuwrs.dén revanche, il est utile ici de
situer cette théorie dans le cadre général.

6.4.1 Laformule de base et ses variantes

Etant donnés deux prédicats undifeR et (dans cet ordre), on appeflermule de bas
formuleVz (P(z) = Q(x)). Lesvariantess’obtiennent en introduisant des négations, portant
sur le conséquent du conditionnel ou sur toute la formutea @onc quatre possibilités, souvent
identifiees par les quatre lettr&sE, | etO :8

‘Vm (P(x) = Q(x))‘ A universelle affirmative =3z (P(z) A =Q(z))

—3z (P(z) A Q(x))

particuliére affirmative ‘31’ (P(z) A Q(x)) ‘

¥z (P(x) = ~Q(x))| | E  universelle négative

vz (P(2) = ~Q(x))

[a—

-Vz (P(x) = Q(x)) | O particuliere négative ‘33? (P(z) A ﬁQ(x))‘

Ces quatre formules sont dites “de typ@”. Une formule dont le type estQ ou QP est une
{P, @}-formule(il y a donc huit{ P, Q}-formules).

6.4.2 Le syllogisme catgorique

Le “jeu du syllogisme catégorique” consiste a choisir yie @ }-formule, une{Q, R}-
formule et une{ P, R}-formule, puis & déterminer si la troisieme formule ¢anclusion) est
conséquence logique des deux premieresgiémisses Il y a donc8® = 512 possibilités.
Dans la mesure ou les roles deet de R sont interchangeables, on peut imposer que la
conclusion soit de typ#R (et non de typeiP), ce qui élimine la moitié des possibilités. On
appelle aloranineurela { P, Q}-prémisse, emajeurela {Q, R}-prémisse; les termeB(x),
Q(z) et R(z) sont dits respectivementineur, moyenet majeur®? Le syllogisme catégorique
est la regle d’inférence

majeure mineure
conclusion

Etant donnés les trois prédicals @ et R, il existe donc 256 syllogismes catégoriques.
Le probleme est de déterminer lesquels sont validest-a‘elsre tels que la conclusion soit
conséquence logique des prémisses.

80ou monadiques, c'est-a-dire d’arité 1.

81pour “AffIrmo” et “nEgO”.

82 a conclusion comporte le minepuisle majeur. La prémisse mineure comporte le mineur et le moge
prémisse majeure comporte le majeur et le moyen ; danséesigses, I'ordre des deux termes n’est pas imposeé.
Notons aussi 'emploi classique du mot “terme”, dont |'guiien moderne est differente’(z), Q(z) et R(z)
sont en fait deatomesouformules atomiques
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6.4.3 Esquisse de I'approche classique du prodine

L'approche classique du probleme du syllogisme, déymeppar Aristote et ses
successeurs, visait a synthétiser un petit nombre desgmermettant de déterminer si un
syllogisme était valide ou non. Voici cinqg exemples deetltégles, que nous acceptons
provisoirement comme “intuitivement évidentes” :

1. Siles deux prémisses sont négatives, le syllogisns pa&s valide.

Si les deux prémisses sont particulieres, le syllogiaiast pas valide.
Si une prémisse est particuliére, la conclusion deét Barticuliére.

Si une prémisse est négative, la conclusion doit &gative.

a > D

Si les deux prémisses sont affirmatives, la conclusidrétie@ affirmative.

Une approche systématique consiste a organiser les 2&8bgités selon divers criteres.

Classiquement, on utilise les notionsfifpure et demode La figure est fonction du type des

prémisses et, plus précisément, de I'ordre des termes léa prémisses. Il y a donc quatre
figures, reprises dans le tableau suivant :

Figure : | premiere| deuxieme| troisieme| quatrieme
Majeure QR RQ QR RQ
Mineure PQ PQ QP QP
Conclusion| PR PR PR PR

Le mode d’'un syllogisme est déterminé par la nature demimses et de la conclusion. Par
exemple, le modaE! désigne le cas ou lmajeureest universelle affirmativer(, la mineure
est universelle négative) et laconclusionest particuliere affirmativa). Il y a donc4® = 64
modes possibles, chacun pouvant exister dans les quatredigDependant, les cing régles
mentionnées plus haut réduisent fortement ce hombreeXanple, la premiére des régles
intuitives permet d’éliminer des modes tels qgEE et OEO; la deuxieme permet d’éliminer
I (entre autres) ; la troisieme provoque notamment le rejetd ; des modes tels queol et
AlO contreviennent respectivement aux quatrieme et cimogi@gles. En fait, ces cing regles
ne laissent subsister que douze modes susceptibles derdienng des syllogismes valides;
ce sont

AAA , AAl , AEE, AEO, All , AOO,
EAE , EAO, EIO, IAl ,IEO, OAO.

Il ne reste donc qué2 x 4 = 48 syllogismes potentiellement valides ; parmi ceux-ci, nous
allons voir que 15 syllogismes seulement sont validesns&oception moderne du concept
de validité.

6.4.4 Les diagrammes de Venn

C’est par une démarche informelle gu'Aristote et les stidaes ont déterminé quels
syllogismes étaient valides et lesquels ne I'étaient pas syllogismes valides ont recu des
noms conventionnels, dont les voyelles rappellent le mé&de. exemple, le raisonnement

132

classique “Tous les Grecs sont des humains, tous les hus@ihmortels, donc tous les Grecs
sont mortels” est un syllogisme dont on détecte aisénaesiriicture®?

(M Tous les humains sont mortels.

(m Tous les Grecs sont des humains.

(C) Tous les Grecs sont mortels.
Ce syllogisme appartient a la premiére figure et au masle ; cette combinaison se note
AAA-1 ou, de maniére plus classique (et plus poétigeeRBARA. Les trois ‘A” rappellent
que les prémisses et la conclusion sont toutes trois desnseiles affirmatives. De méme, le
syllogisme

(M Tous les étudiants sont intelligents.

(m Certains humains ne sont pas intelligents.

(O Certains humains ne sont pas des étudiants.
appartient a la deuxieme figure ; c’est un exempleade-2 ou BAROCO, la majeure étant
universelle affirmative, la mineure et la conclusion éfzarticulieres négatives.

Un moyen simple et concret d’appréhender la validité dsylhogisme consiste a utiliser
un diagramme de Venn a trois composants (figure 60). Le eetel gauche représente le
mineur P(z), celui de droite le majeuR(x), le cercle du haut correspondant au moygn).
Ces cercles déterminent huit zones numérotées de 0 @u7 objet appartient a I'une de ces
zones, selon la valeur de vérité qu'il attribue au minaurmajeur et au moyen. Par exemple,
la zone 4 est intérieure aux cercles mineur et moyen, magsienre au cercle majeur; elle
regroupe donc les objets rendant vrais le mineur et le mayais faux le majeur.

FiG. 60 — Diagramme de Venn

Les prémisses et conclusions des syllogismes correspbadkes assertions de vacuité ou
de non-vacuité de certaines zones; un syllogisme semevsilison “interprétation graphique”
est correcte. Nous illustrons cette technique de vérifingtar quelques exemples et contre-
exemples.

83Nous convenons d’énoncer systéematiquement la majeare Evmineure, quoique I'ordre des prémisses soit
sans influence sur la validité d’un raisonnement.
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Le syllogismeaAA -1 que nous venons d’évoquer s’analyse aisément. Laipsermajeure
Vz (Q(z) = R(x)) signifie que tout objet vérifiant le moyen vérifie aussi Igena donc que
les zones 1 et 4 sont vides, ce que nous nofoast = (J; de méme, la préemisse mineure
Vr (P(x) = Q(x)) devient2 U 6 = . A la conclusionvz (P(z) = R(zx)) correspond
I'assertion2 U 4 = (. Il est clair que, si les zones 1, 4, 2 et 6 sont vides, alorzdess 2
et 4 sont vides ; on en déduit la validité BeRBARA.

Considérons encore le ca®o0-2. La prémisse majeurgz (R(x) = Q(z)) devient
3U6 = 0 et la prémisse mineurgz (P(z) A =Q(z)) devient2 U 6 # 0; la conclusion
Iz (P(x) A—R(x)) devient2 U4 # (). A nouveau, il est clair que si les zones 3 et 6 sont toutes
deux vides et que les zones 2 et 6 ne sont pas toutes deuxafiolessla zone 2 n’est pas vide,
et donc les zones 2 et 4 ne sont pas toutes deux vides, ceaflii &t validité desarRoCO.

Le diagramme de Venn permet aussi de voir pourquoi un syllogin’est pas valide.
Considérons par exempieo-4. La prémisse majeuiér (R(x) = Q(z)) devient3 U 6 = ()
et la préemisse mineurgr (Q(z) A P(z)) devientd U 7 # (J; on ne peut pas déduire de cela
2U4 # (, correspondant a la conclusi@m (P(z) A ~R(x)). En effet, la situation ou 2, 3, 4
et 6 sont vides tandis que 7 ne I'est pas vérifie les deux igg&® mais pas la conclusion.

Les diagrammes de Venn peuvent aussi étre utilisés petuidé des cing régles intuitives
données plus haut. Considérons par exemple la deuxiéghe r“si les deux prémisses sont
particulieres, le syllogisme n’est pas valide”. En effgie prémisse particuliere se traduit par
I'assertion “les zones ety ne sont pas vides toutes les deux”. De deux assertions dpege ty
on ne peut rien déduire d'intéressant.

6.4.5 Taxonomie des syllogismes d@ajoriques

Il suffit de passer en revue les 48 syllogismes “potentiedietvalides” et d’appliquer la
technique du diagramme de Venn a chacun d’eux pour is@eguze syllogismes valides.
La plupart des auteurs mentionnent cependant plus de gsypizgismes valides, parce qu'ils
acceptent comme valide, au moins dans certains cas, lenmeé&wa desubalternation La
subalterned’'une PQ-formule universelle est |l&?Q-formule particuliere (ou existentielle)
correspondant®. Le mécanisme de subalternation consiste a déduire lalteabe de
l'universelle correspondante.

Ce mécanisme n’est pas valide stricto sensu, puisque nemss adéja signalé au
paragraphe 5.3.5 (a propos de I'exemple des licornes)ygigialterne n’était pas conséquence
logique de l'universelle; on a

Vz[L(z) = D(z)] ¥~ Jz[L(z) A D(x)].

Cependant, on peut, au moyen d’'une prémisse additionoélienir une version correcte de la
subalternation :

{3z L(z), Vz[L(z) = D(x)]} E Fz[L(z) A D(x)].

Dans le langage naturel, on peut parfois considérer quetlaipse manquante est implicite.
Nous qualifierons deuasi-valideun syllogisme dont la validité dépend de I'emploi de la

840n dit parfois aussi que la formule universelle estuperalternede la formule particuliére.
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subalternation, et donc de I'existence d’'une prémissdiditgn Cette prémisse sera toujours
de la méme nature : elle affirme I'existence d’'un objet aunaeérifiant le majeur, le moyen
ou le mineur. Dans le cadre des diagrammes de Venn, cettega@prend donc I'une des trois
formes suivantes :

(Moyen) 1U4UBUT#0D;

(Mneur) 2U4U6UT#0;

(Maj eur) 3UBUGUT .
Le tableau récapitulatif des syllogismes valides ou quaktles est représenté a la figure®1.

Les quinze syllogismes valides samA -1, EAE-1, All -1 etElO-1 pour la premiére figure,
AEE-2, EAE-2, AOO-2 etEIO-2 pour la deuxieme figureyli -3, 1Al -3, EIO-3 etOAO-3 pour la
troisieme figure, eAEE-4, IAI-4 etEIO-4, pour la quatrieme figure. Dans le tableau, les noms
anciens ont été utilisés ; on obtient la nomenclatureenoelen ne retenant que les voyelles.

Cing syllogismes valide®RARBARA, CELARENT, CAMESTRES CESARE€EtCAMENES, ont
une conclusion universelle ; en remplagant celle-ci paugalterne, on obtient respectivement
les cing syllogismes quasi-valideaRBARI, CELARO, CAMESTROS CESARO et CAMENOS.
Les dix autres syllogismes valides, dont la conclusion estiquliére, ont également une
prémisse particulieré® en remplacant celle-ci par sa superalterne, on obtiensi ales
syllogismes quasi-valides, dont quatre distincts des&aténts. Tout d’abordARIl, FERIO,
BAROCO et FESTINO redonnent respectivemeBARBARI, CELARO, CAMESTROSet CESARQ
En outre, dans la troisieme figurBaTISI et DISAMIS donnent chacumARAPTI tandis que
BOCARDO et FERISONdonnent chacuRELAPTON. Enfin, dans la quatrieme figure|MARIS
donneBRAMANTIP et FRESISONdonneFeESAPQ On a donc en tout neuf syllogismes quasi-
valides.

6.4.6 Theorie ancienne de la éduction, syllogismes valides

Les syllogismes valides de la premiére figure peuvent serfyblus naturels” que ceux des
autres figures, sans doute parce que les langages nattresa®mment le francais, favorisent
I'expression d’'un raisonnement syllogistique dans cegperé. Cela explique le point de vue
classique, consistant a justifier la validité des syBoges des autres figures en ramenant
ceux-ci & des syllogismes de premiere figure, au moyen alesformations “évidentes”.
Ces transformations sont @nversion simplereprésentée par la lett la (per)mutation
des pémissesreprésentée par la lettre et la méthodepar contradiction représentée par
la lettre c. Les trois méthodes sont valides selon la logique modetrse dasent sur des
équivalences logiques. Pour la conversion simple, quilisiae aux affirmatives particulieres
et aux négatives universelles, il s'agit de

dz [P(z) A Q(z)] ~ 3Fz[Q(x) A P(x)]

etde
¥z [P(z) = ~Q(x)] ~ Vz[Q(z) = -P(x)].

85_a denomination “quasi-valide” n’appartient pas a lartrologie usuelle ; nous I'entendons du raisonnement
privé de sa prémisse implicite existentielle. En effemais tenons compte de celle-ci, le raisonnement n'est plus
stricto sensu, un syllogisme ; en revanche, il devient ealid

88jamais les deux (régle 2 du paragraphe 6.4.3).
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Premiéere figure

Deuxeme figure

BARBARA CELARENT CAMESTRES CESARE
Vo [Q(z) = R(x)] | Vz[Q(z) = ﬂR(ﬁ)] Vz[R(r) = Q(x)] | Vo[R(z) = ﬂQ(ﬁ)]
Vo |P(z) = Qz)] | _Vz[P(r) = Q(z)] Vo [P(r) = ~Q(z)] | _Vz[P(r) = Q)]
Ve[P(z) = R(z)] | Vz[P(z) = ~R(z)] Ve [P(z) = ~R(z)] | Ve[P(z) = —R(z)]
DARII FERIO BAROCO FESTINO
Vo [Q(z) = R(x)] | Vz[Q(z) = ~R(z)] Ve [R(z) = Q(x)] | Va[R(x) :> ~Q(x)]
Jz[Pz) A Q)] Jz [P(z) A Q()] Jz[P(z) A =Q(x)] Jz [P(z) A Q)]
Jz [P(z) A R(x)] Jx [P(x) A ~R(x)] Jz [P(z) A ~R(x)] Jx [P(x) A ~R(x)]
BARBARI CELARO CAMESTROS CESARO
Jz P(x) 3z P(x) Jz P(:L) 3z P(x)
Vr[Q(z) = R(x)] | Vz[Q(z) = —~R(z)] vz [R(z) = Q(x)] | Vz[R(r) = —Q(z)]
Vo |P(x) = Q)| | _Va [P(l‘) = Q(z) Vo [P(z) = ~Q(z)] | _Va[P(z) = Q(z)

Jx [P(z) A R(x)]

Jz[P(x) A -R(z)]

]
Jx [P(x) A —R(x)]

Troisieme figure

Quatrieme figure

DATISI DISAMIS CAMENES DIMARIS
vz [Q(x R(x Jx Vz [R(z) = Q(x)] 3z [R(z) A ()]
31[%((1-))?13(&))}] v [[6(29(( )) (( )]] vz [Q(x ):ﬁP( | V2 [Q(z) = P()]
Tz [P(z) A R(2)] 3z [P(z) A R(2)] Vo [P(z) = —~R(2)] Iz [P(x) A R(z)]
BOCARDO FERISON CHAMIE(N%S FRESISON
Jz[Q(x )AﬁR( )] | V2 [Q(z) = ~R(z)] Vz [R(z) = Q(x)] | Va[R(z) = ~Q(z)]
Yz [Q(z) = P(z)] 3z [Q(z) A P(2)] V2 [Q(z) = ~P(z)] 3z [Q(z) A P(x)]
Jz[P(x )AﬂR( O | F2TP@) A=R(@)] Jz[P(z) A —R(z)] Jz[P(z) A ~R(x)]
DARAPTI FELAPTON BRAMANTIP FESAPO
3z Q(x) 3z Q(x) 3z R(x) 3z Q(x)
Vo [Q(z) = R(z)] | Vz[Q(z ) = ﬂR(:L)} Va [R(x) = Q(r)] vz [R(z) = ~Q(x)]
Vz|Q(z) = P(z)] | Vz[Q(z) = P(z)] Vo [Q(z) = P(z)] Vo [Q(z) = P(z)]
T2 [P(z) A R(2)] T [Plw )/\ﬂR( ] F2[P@) A R(2)] T2 [P(z) A ~R(z)]

FIG. 61 — Tableau des syllogismes valides ou quasi-valides

A,B = C sietseulementsB, A = C

Pour la permutation des prémisses, il s’agit de

et pour la méthode par contradiction, il s'agit de

A, B = C sietseulementsid, -C = —-B

etde
A,B = C sietseulementsi-C, B = —A.

Les consonnes, M et C, apparaissant aprés une voyelle dans le nom d'un syllagides
autres figures, indiquent les transformations a appligoer se ramener au syllogisme de la
premiere figure partageant la méme initiale. Par exerfipltiale ¢ nous dit QUECAMESTRES

se ramene &ELARENT; les deux %" de CAMESTRES indiquent des conversions simples a
opérer sur la mineure et sur la conclusion, ce qui transgform

Vr[R(z) = Q(z)], Yz [P(z) = Q)] | Va[P(z) = —R(r)]

en
Vz [R(z) = Q(z)], Yz [Q(z) = —P(z)] = Vz[R(z) = —P(z)];

en outre, le f1” de cCAMESTRESIndique une permutation des prémisses, ce qui conduit &

Q)] E Ve[R(z) = -P(a)].

Ce dernier syllogisme est bien une instanc€HeARENT.

De méme, le £” de BOCARDO rappelle que ce dernier est réductibleBARBARA,
par contradiction avec la majeure, donc en niant et permigamajeure et la conclusion.
L'inférence

YV [Q(x) = —P(x)], Yz [R(z) =

30 [Q(x) A-R(@)], v2[Q(x) = P(@)] k£ 3e[P(x) A -R(2)]

devient
-3z [P(z) A —R(z)], V2 [Q(z) = P(z)] = -3z [Q(z) A -R(z)],

c'est-a-dire
Vo [P(z) = R(z)], V2 [Q(z) = P(z)] E Vz[Q(z) = R(z)],

dans lagquelle nous reconnaiss@»RBARA. Le lecteur vérifiera sans peine, grace au code
“sMc”, que les autres syllogismes valides se réduisent de emaminalogue a la premiere
figure.

6.4.7 Theorie ancienne de la eduction, syllogismes quasi-valides

Les scolastiques négligeaient en général les syllogssisubalternesBARBARI, CELARO,
CAMESTROS CESARO et CAMENOS; le code ‘smC” ne s’applique pas a eux, puisqu’on les
rattache directement aux syllogismes valides dont ils iprment, et non aux syllogismes
valides de la premiere figure. En revanche, les “supers#3rDARAPTI, FELAPTON,
BRAMANTIP et FESAPOEtaient largement acceptés comme valides, et donc silsespl'étre
réduits au syllogisme valide de la premiére figure dorpdssédent l'initialé” Cette réduction
mettait en jeu une quatriéme méthode, codée par la Igtiesavoir laconversion partiell&®

87Cette difference de point de vue entre la scolastique etgiglie moderne n’'indique pas la supériorité de la
seconde sur la premiére ; la situation est plus nuancéaustynreviendrons (brievement) plus loin.
88ou “par accident”, ou “limitative”.
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La conversion partielle n'est pas une opération valide ens snoderne. Elle consiste en la
transformation de l'universelle affirmative

Va [A(z) = B(z)]

en la particuliere affirmative
Jz [B(z) A A(z)].

Il s’agit donc d’'une subalternation (qui n'est que “quasiide”), suivie d’une conversion
simple (qui est valide). On voit que si on applique la conegrgartielle a la mineure de
DARAPTI et de FELAPTON, ceux-Ci deviennent respectivememiRrIl et FERIO. La méme
opération, accompagnée d’'une conversion simple de laurgjtransformeESAPO enFERIO.
Enfin, BRAMANTIP devientBARBARA par permutation des prémisses et conversion partielle
inverse de la conclusidf.

6.4.8 Critique de la méthode classique de&duction

Une premiéere critique possible de la notion classiqueedkiction est qu’elle favorise la
non-distinction entre validité et quasi-validité. @etlistinction est naturellement essentielle
dans le cadre de la logique mathématique (ou seule laitéafiddroit de cité) mais la théorie
du syllogisme n’est pas une théorie mathématique, eplpliguer des critéres mathématiques
de qualité ne serait pas pertinéhEn fait, dans la mesure ot le langage naturel était jusqu’i
y a peu le seul véhicule du raisonnement, comment s’étaméacceptation d’une prémisse
implicite puisque, dans le discours quotidien, cette psémest (quasi) toujours vérifiee ? On
peut arguer que dans ce contexte, le probleme de la naditéalie la subalternation ne méritait
gu’une note en bas de page.

La notion méme de subalternation suscite une deuxientiguei: pourquoi recourir a
la conversion par accident, opération plus complexedplgtra la subalternation, pour la
réduction des syllogismes quasi-valides des troisiehmuatrieme figures ? La réponse est
analogue a la précédente. La théorie classique esalidangage naturel, et dans ce langage
la conversion par accident est plus naturelle, c’estra-gius usitée, que la subalternation.
Conclure, du fait que (tous) les Espagnols sont des Eunspéee certains Espagnols sont des
Européens est le plus souvent sans intérét. Au contigdiministration européenne déduira
avec profit, du méme fait, que certains Européens sont sieadhiols, puisque cela entraine la
nécessité de traduire en espagnol les documents emsapée

On peut enfin s’inquiéter de ce que, sans grande justifitatiest en sens inverse que
la conversion par accident est utilisée lors de la réductie BRAMANTIP & BARBARA.
Cette troisieme objection est difficile & réfuter forteatent dans le cadre d’'une théorie qui,
justement, n'est pas formelle, mais on peut néanmoinsredsegue, lors de I'application
d’'une opération non symétrique (c'est-a-dire diffétee de I'opération inverse), il convient
de distinguer les prémisses de la conclusion. Nous avejasabservé que la subalternation
de la conclusion, mais aussi la superalternation d'unenjge, transforme un syllogisme

89Autrement dit, si on permute les préemissesEdRBARA et que I'on opére la conversion partielle sur la
conclusion, on obtierBRAMANTIP.

%FEn revanche, revoir cette théorie, et en particulier Buckion, sous I'angle mathématique est pertinent,
comme nous le verrons un peu plus loin.
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valide en syllogisme quasi-valide; il n’est donc pas surprg¢ de noter que la conversion
par accident de la conclusion daRBARA (accompagnée d’'une transposition des prémisses)
conduit aBBRAMANTIP, alors que c’est I'opération inverse, appliquée cette doune prémisse

(la mineure) qui transformeARIl eNDARAPTI.

C’est une objection moins grave, mais plus fondée que lesédentes, qui pourra nous
inciter a revoir, du moins dans sa présentation, le gmlel de la réduction des syllogismes.
La solution classique recourt a quatre méthodes de tiathydont nous ne remettons plus
en doute le bien-fondé. Il est cependant paradoxal queli@aiion de ces méthodes ne soit
pas librement autorisé. Par exemple, nous savons que #68epdeBARBARA & BARBARI
par subalternation de la conclusion mais, si I'on choisit@ti de convertir partiellement cette
conclusion (opération dont nous venons de souligner lactare naturel), nous obtenons un
syllogisme, dont le nom traditionnel eBARALIPTON, qui n'apparait pas dans notre tableau
récapitulatif. Les inconvénients concrets de cette lacwet de toute autre du méme ordre,
sont tres limités; en particulieBARALIPTON peut étre vu comme “synonyme” ou comme
“variante”, deBARBARI, puisqu’une conversion simple de la conclusion permet dsgrade
I'un & l'autre. Sans doute, maBA\RALIPTON peut tout aussi bien étre considéré comme une
variante deBRAMANTIP, puisqu’une transposition des prémisses permet de pdsskun
a l'autre! La question n'est pas de savoir quelle figure, ranpére ou la quatrieme, peut
revendiquer notre intrus; en fait, celui-ci montre claisgrhque la répartition des syllogismes
en figures est arbitraire.

Remarque historiquédu départ, la théorie du syllogisme ne prévoyait pas @geme figure. Certains
logiciens du Moyen-Age, peut-&tre par respect pour leaitaVAristote °* ont refusé d’introduire celle-
ci, préférant une “premiére figure bis”, composée desdes indirects” de la premiere figure. Le mode
indirect est celui ou la conclusion est de typieet non de typdRP. Cela est donc en contradiction avec
la regle traditionnelle selon laquelle, dans la conclusiun syllogisme, le mineur est “sujet” (vient en
premier lieu) et le majeur est “prédicat” (vient en secded)l Voici le tableau général des syllogismes,
obtenu en ajoutant cette “nouvelle” figure :

Figure : | premiére| premiére bis| deuxieme| troisieme| quatrieme
Majeure QR QR RQ QR RQ
Mineure PQ PQ PQ QP QP
Conclusion PR RP PR PR PR

On observe immédiatement que la figure supplémentait@erstn substitut acceptable de la quatrieme
figure, comme le souhaitaient ses promoteurs. Plus jrieist, un syllogisme de la premiéere figure bis
est valide si et seulement si en permutant ses prémissepl(@st sans effet logique) on obtient un
syllogisme valide de la quatrieme figure. La méme reglev@able pour les syllogismes quasi-valides.
Pour s’en convaincre, il suffit d’effectuer 'opération permutation ; elle transforme le syllogisme de

premiere figure bis
QR, PQ E RP

en
PQ, QR |= RP

dans lequel on reconnait le type de la quatrieme figures tigquel les roles d& et de R ont été
échangés. Dans la mesure ou les modes valides et quiagisvde la quatrieme figure sont

AEE-4, IAI-4, EIO-4 (valides) ; aeo-4, aai-4, eao-4 (quasi-valides) ,

91Respect mal placé, qui consiste a figer le défaut d’uratt@ar ailleurs remarquable au lieu de le corriger ...
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les modes valides et quasi-valides de la premiére figuredoant
EAE-1', All-1’, IEO-1’ (valides) ; eao-1’, aai-1’, aeo-1’ (quasi-valides) .

Leurs noms traditionnels SOGELANTES, DABITIS, FRISESOMORUMEt CEMANOS?, BARALIPTON,
92
FAPESMQ

Une classification présentant un certain degré d'aibitra’est pas nécessairement une
mauvaise classification mais, plus qu’'une autre, elle esteqtible d’étre remise en question
et/ou de donner lieu a des variantes qui, au cours du tengmgjucsent a une certaine
confusion®®

Si nous considérons fondée cette troisieme objectibnconviendrait en principe
d’améliorer le systeme. Cela peut se faire de plusieursiénes, plus ou moins minimalistes
ou extensives; nous esquissons d'abord ici une manierémaliste. Tout d’abord, nous
pouvons conserver les notions de figures et de modes, massdevons admettre que leur
role est plus taxinomique et mnémotechnique que réelterttogique”. Pour la notion de mode
indirect, nous pouvons la rejeter, ou au contraire I'adregtbur les quatre figures. La premiéere
solution aurait I'avantage de nous limiter a 256 syllogessnpossibles, dont 15 valides et 9
guasi-valides; elle nous dispenserait aussi de cherckaratas supplémentaires! La seconde
solution aurait I'avantage, auquel I'algébriste qui soeilta en tout logicien contemporain
serait sensible, de rendre I'ensemble des 512 syllogisoedsi, des 30 syllogismes valides
et celui des 18 syllogismes quasi-valides fermés pour pé&sationss, M et ¢.% De méme,
I'opérationp, ainsi que I'opération inverse, la subalternation et lpesalternation font passer
d’'un syllogisme valide a un syllogisme quasi-valide eipéoquement.

6.4.9 Une néthode moderne de eéduction

Les deux modifications minimalistes que nous venons d'agés sont inspirées par
I'algébre, discipline essentielle en logique formell@@mporainé® L'algébriste aime que ses
opérations soient internes (les opérandes et le résldtbopération appartiennent a un méme
ensemble, fixé al'avance), mais aussi partout définies(es éléments de 'ensemble sont des
opérandes appropriés et fournissent toujours un e3ultalgébriste est aussi friand de formes
canonigues, auxquelles peuvent se ramener tous lesrdied®'ensemble ; cela signifie que
le probleme de la réduction reste un probleme tres nrmedétéduire par exempBOCARDO a
BARBARA est a priori aussi justifié que réduire le polyndmme-3)(z%+1)+3z(x —1)+5—=x
a la forme habituelle® — 3z + 2, ou a la forme factoriséer — 1)*(z + 2). Une bonne forme

92Comme dans la quatrieme figure, la tradition semble avois #om des syllogismes quasi-valides.

9es noms traditionnels des syllogismes ne sont pas non pigsies ; certains admettent des variantes. Par
exemple, les NOMBARBARI etBARALIPTON sont parfois confondus ou échang8sMALIP est parfois employé
pour BRAMANTIP OU POUrBARALIPTON. Il est instructif de noter que la confusion croit avecbitnaire ; les
syllogismes valides des trois premieres figures n’ontge’appellation. Les syllogismes quasi-valides et ceux de
la quatrieme figure en regoivent plusieurs parce que l&sita a les mentionner. Dans le méme ordre d'idée, le
codesmcPfonctionne pour les quasi-valides superalternes, maipqaisies quasi-valides subalternes, d’ailleurs
absents de la plupart des listes. Ce défaut peut (doit B)esagque I'on modifie leurs noms.

94Cela signifie que si I'on applique I'une de ces opérations ayllogisme de 'un de ces ensembles, on obtient
un syllogisme du méme ensemble.

9La logique mathématique est souvent considérée comménamche de I'algebre.
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canonigue doit étre restrictive, de telle sorte que I'emse des objets canoniques soit aussi
réduit et aussi simple que possible, mais elle doit restffisamment générale pour que tout
objet puisse s’y ramener.

Dans le cas du syllogisme, la situation n’est pas mauvaisiegp'il n'y a que quatre
syllogismes canoniques. Cependant, on peut envisagezdigre ce nombre. D’autre part,
I'opération de conversion, par exemple, ne s’applique @dsut composant (prémisse ou
conclusion) d'un syllogisme, puisque seules les affirneatiparticulieres et les négatives
universelles peuvent faire I'objet d’'une conversion sipEnfin, I'ensemble des 512
syllogismes possibles pourrait lui-m&me &tre agrhdi.

Tenter de réduire BARBARA les trois autres syllogismes canoniquEs. ARENT, DARII
et FERIO nous permettra de résoudre toutes ces imperfectionstsin@ment. Le syllogisme
CELARENT montre la nécessité d’'inclure dans notre arsenal dectintu’obversion, opération
introduite au paragraphe 3.5.1, qui d'ailleurs étaibd#gn connue de la scolastique. Appliquée
au majeur, I'obversion transforme

vz [Q(z) = —R(x)], Vo [P(r) = Q)] |= Vo [P(z) = —R(z)]

en
V2 [Q() = R(x)], ¥z [P(2) = Q)] E ¥z [P(z) = R()].

Pour réduireDARII aBARBARA, on peut d’abord appliquer la méthode de contradictioacav
la prémisse mineure ; I'inference

Yz [Q(z) = R(z)], 3z [P(z) AQ(x)] = Tz [P(x) A R(x)]

devient
¥z [Q(z) = R(x)], Vz [P(z) = ~R(x)] | ¥z [P(z) = -Q(x)].

Par obversion sur le (nouveau) moygnon obtient
V2 [Q(z) = ~R(z)], Vo [P(z) = R(z)] | ¥z [P(z) = ~Q(x)];

la premiere prémisse peut maintenant faire I'objet d'ameversion (simple), ce qui donne

v [R(z) = =Q(x)], Vo [P(x) = R(x)] | Vo [P(z) = ~Q(x)];
enfin une seconde obversion, sirdonne
Va [R(z) = Q(z)], Yz [P(z) = R(z)] | Va[P(z) = Q(z)],

inférence dans lagquelle nous reconnais®XmEBARA. Remarquons par ailleurs qu’une simple
obversion permet de réduirERIO a DARII ; cela suffit & montrer que tout syllogisme valide
est réductible BARBARA, éventuellement ViI@ELARENT, DARII OU FERIO.

%Agrandir son domaine est toujours agréable au scientifiguen particulier & I'algébriste, qui au cours des
siécles est passé des entiers naturels aux entierssgaitis aux nombres rationnels, et enfin aux nombres réels e
aux nombres complexes; en cours de route, on a gagné degpespntéressantes (densité, complétude, adtur
algébrique) sans perdre beaucoup de propriétés esiéentiNotons quand méme que I'ordre numeérique n’est
bien fondé que dars et qu'il n’existe plus dan€.)
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De maniére analogue, tout syllogisme quasi-valide petdrsener BBARBARI, en faisant
usage des mémes transformati8hbine simple obversion réeduitELARO & BARBARI. Pour
ramenersBRAMANTIP & BARBARI, il suffit de permuter les deux prémisses et d’opérer une
conversion simple sur la conclusion. La réductionrgesAPO nécessite I'application de la
méthode de contradiction, portant sur la majeure ; on paissede

Ve [R(x) = —Q(x)], Yz [Q(z) = P(x)] = Fz[P(z) A ~R(z)]

Vz [P(z) = R(z)], Vo [Q(z) = P(z)] | 3z[R(x) A Q(x)].

Le cas deFELAPTON, qui Se raméne BESAPOpar conversion simple de la majeure, est réglé
de mé&me, et donc aussi celuioleRAPTI, qu’une obversion sur le majeur réduitBLAPTON.

Par ailleurs, CESARO se réduit aCELARO par conversion simple de la majeure;
CAMESTROS se réduit aCESARO par obversion du moyen, et enfeAMENOS se réduit a
CAMESTROS par conversion simple de la mineure; tous ces syllogismesigalides se
réduisent donc aussiBARBARI.

Cela s’applique naturellement aussi au mode indirect;tra t’exemple, considérons
FAPESMO:

Vz [Q(x) = R(z)], Vz [P(x) = —Q(x)] |+ 3z [R(z) A
Par contradiction sur la mineure, on a
Vz [Q(x) = R(x)], Ya [R(z) =
qui par mutation devient
Vz[R(z) = P(x)], Yz [Q(x) = R(x)] E Jz[P(x) A
enfin, par conversion simple de la conclusion, on obtient
vz [R(z) = P(2)], V2 [Q(z) = R(z)]  3¢[Q(x) A P(x)],

c'est-a-direBARBARI.

-P(x)].

P(2)] | 3z [P(z) A Q()]

Q(x)];

A ce stade, on peut “oublier” figures et modes et dire qu'urlogidme est valide
si et seulement si on peut le rameneBARBARA par conversion simple, contradiction,
mutation (permutation des prémisses) et obversion. Dmenén syllogisme est quasi-valide
si et seulement si les mémes opérations permettent derlenexr aBARBARI. Enfin, un
syllogisme est valide si et seulement si la subalternatmisal conclusion universelle ou la
superalternation d’'une prémisse existentielle le rerakgualide et un syllogisme est quasi-
valide si et seulement si la subalternation d’'une prémisseerselle ou la superalternation de
sa conclusion existentielle le rend valide.

Cette simplification drastique de la théorie ne résoutats D’abord, la conversion simple
ne s’applique toujours qu’aux universelles négativesigtarticulieres affirmatives ; en outre,
I'obversion ne s’applique qu’au second terme (le prédlidas prémisses et des conclusions. Le
remede “algébrique” est simple : il suffit d'étendre legions de syllogisme et de conversion
simple de maniére a ce que cette opération, de méme qbeel'sion, s’appliquent sans
restriction. Pour cela, il faut

97La conversion partielle reste naturellement interdite.
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— admettre que le terme sujet puisse étre ni¢;
— généraliser la conversion simple sur les particusiere
en la régle de commutativité de la conjonction;
— généraliser la conversion simple sur les particutiere
en la reégle de contraposition de I'implication.
Le tableau ci-dessous résume la “conversion géneslis”

vz (P(r) = Q(r)) =~ Vo (=Q(x) = ~P(r));
Ve (P(z) = =Q(z)) = Vo (Q(z) = ~P(x));
Vo (=P (x) = Qx)) = Ve (=Q(r) = P(r));
Vo (-P(r) = ~Q(z)) =~ V& (Q(z) = P(x));
dz (P(x) AQ(z)) ~ Tz (Q(z) A P(x));
3a (P(z) A =Q(x)) =~ 3z (-Q(z) A P(z));
Jz (~P(x) AQ(x)) ~ 3 (Q(x) A =P(x));
F (=P(x) A=Q(2)) = Fu (=Q(x) A ~P(x))

Naturellement, admettre que le terme-sujet puisse &tréaitipasser de 8 a 16 le nombre de
{P, Q}-formules, et donc d&* = 512 a16® = 4096 le nombre de syllogismes; cela n’est en
rien génant, méme si le gain n’est guére utile en pratique

6.4.10 Le point de vue moderne

La méthode des tableaux sémantiques et d’'autres mé&ttgetgerales permettent, sans
grand effort, d’'identifier les syllogismes valides et ceux qe le sont pas. En fait, des
techniques plus expéditives existent pour le calcul dédipats monadiques, dont la théorie
du syllogisme n’est qu’'un fragment. La théorie du syllogésest a la théorie générale ce
que la théorie de Kepler est a celle de Newton : un cas pdigic mais trés important
(cf. § 1.1.4). Il ne faudrait pas en conclure que la théorie alpssin’a plus d’intérét. En effet,
la breve présentation que nous venons de tracer estaréislie. Elle omet notamment les
difficultés liees a I'emploi des langues naturelles, gaimettent d’écrire des phrases dont
I'interprétation (et a fortiori la modélisation) n’esag évidente. Il faut aussi remarquer que,
si on les enchaine, les syllogismes permettent d'élalse raisonnements compliqués. Une
importante proportion des raisonnements courants sorg tige.

D’un point de vue didactique, la théorie classique estigo@sr nous une occasion de
réflechir, en utilisant I'éclairage de la théorie materNous n’avons fait qu'effleurer ce point
en traitant de maniere moderne la question de la rédyatioen généralisant quelque peu la
notion de syllogisme. La théorie moderne permet aussilai@r certains points confus ou
controversés, comme I'opportunité d’introduire unetgeéae figure ou de préférer les modes
indirects de la premiére figure; dans le méme ordre d;id®@ea pu préciser la distinction
entre syllogismes valides et quasi-valides et montrer guedrtition de ces derniers en
subalternes (souvent omis dans la nomenclature) et stgyees (habituellement repris dans
la nomenclature sous les NOM8RAPTI, FELAPTON, BRAMANTIP et FESAPQ n’était pas
logiguement justifiée.

Remarquela prudence reste de mise sur ce dernier point. Apporterclairége nouveau a une

controverse ne signifie pas la trancher. En particulier, eut plonner une justification extra-logique,
mais néanmoins pertinente, a la partition traditiormdlh scolastique notait déja que, dans une situation
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ou les prémisses dBARBARA sont supposées vraies, on préférerait déduire la usinel superalterne,
plus riche, c’est-a-dire plus informative, que la conidussubalterne. En revanche, dans une situation
ou les prémisses dBARAPTI, FELAPTON OU FESAPO SONt supposées vraies, on n'a pas la possibilité
de déduire autre chose que les conclusions corresposdarigarticulier, déduire les superalternes de
celles-ci serait incorrect. Le cas HBAMANTIP est intermédiaire ; si I'on suppose vraies ses prémisses,
il est possible de déduire “plus” que sa conclusion, maisriition de changer de figure ; on passe de
la quatrieme a la premiére. A I'époque actuelle ou lé&camismes de raisonnement sont vus comme
des “producteurs d’'information” et ou un rendement maxiesd systématiquement recherché, cette
justification est intéressante.

Il est naturel qu’'une théorie générale, comme la logiguedicative ou la théorie de
Newton, supplante une théorie particuliere, comme logidtique ou la théorie de Kepler.
Néanmoins, quand un probléeme peut étre résolu dansdie chune théorie particuliere, la
résolution est souvent plus simple que dans un cadrergleii®& point justifie le maintien de
théories particulieres.

Dans notre contexte, la méthode des diagrammes de Veiile,dazomprendre et a mettre
en ceuvre, a en contrepartie I'inconvénient d'une pontée ltimitée par rapport a la méthode
des tableaux sémantiques, par exemple. Il n'empéchesguidgrammes de Venn ne sont pas
limités aux syllogismes. Pour le voir, considérons pamagle le raisonnement

Ju P(z), Vo (P(z) = [Q(z) = R(?Dsf( V)x [5(z) vV Q(z)], vz [R(z) = S(z)]

Ce raisonnement est intuitivement correct. %) est vrai, alors)(a) est faux ouR(a) est
vrai. Dans les deux cas;(a) est vrai. La méthode des diagrammes de Venn peut s’applique
mais quatre ensembles de base seront nécessaires autlieis den pour chacun des prédicats
P, Q, R etS. Il yaura donc seize zones élémentaires, pour lesquetias adoptons une
notation simple, qu’un exemple suffit a préciser. La zpfes contient les objets qui rendent
P, R et S vrais et@ faux. La réunion des seize zones se riétd.a zone contenant les objets
qui rendentP vrai et Q faux (et qui attribuent une valeur de vérité quelconque ét S) se
noterapg ; on a donc

pq = pqrs U pqrs U pqrs U pqrs .
En utilisant la notation ensembliste, notre raisonnemeant pe récrire

p#0, pgr=0,sUqg=V, rs=10

s#£0
Le calcul ensembliste élémentaire suffit a montrer |&ité de ce raisonnement :
1. p#£0 5. pgUpgr#0 [1,2]
2. pgr=10 6. psUpgr #0 [3,5]
3. sUgq=V 7. psUpgs# D [4,6]
4. r5=10 8. s#£0 [7]

La théorie du syllogisme est sans doute trés limitée nues les limites de son champ
d’action, elle est “parfaite” en ce sens qu’il est possiblg, base de cette théorie, de décider
“mécaniquement”, par I'emploi aveugle de regles simgieson ambigués, si un syllogisme
est valide, quasi-valide ou non valide. Si nous étendom®itee de la théorie, nous devons
néanmoins essayer de conserver cette précieuse caiagqte, que I'on appelle ldécidabilite.
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Le calcul ensembliste élémentaire utilisé ici estdcilable ? La réponse est affirmative,
mais nous ne faison qu’esquisser une démonstrétiGupposons que ensembles (done
prédicats, tous monadiques) soient en jeu. |l eXi%tEones élémentaires, 2t configurations,
pour lesquelles chaque zone élémentaire est vide ou heuoffit de passer en revue toutes
les configurations rendant vraies les prémisses et déierégu’elles rendent vraie aussi la
conclusion®

Il faut aussi montrer que toute la logique des prédicatsadimues est réductible au calcul
ensembliste élémentaire. Ce point n’est pas évidenba pconsidérons par exemple les deux
formules

vy (V2[(P(2) VQY)) = R(a)] = 3z [P(z) A S(y) A Q(2)]);

Vr Iy (V2 [(P(2) V Qy)) = R(a)] = 3z [P(z) A S(y) AQ(2)]) -

La difficulté liee aux variables distinctes et aux quacdifions imbriquées n’est
gqu’'apparente, en vertu d’équivalences logiques telles qu

Vo 3y [A(x) A B(y)] ~ [V A(z) A3y B(y)],
Yy [A(y) = B(z)] = [By Aly) = 3= B(x)].

La présence de constantes ne pose pas de probleme noraploslles-ci s'integrent dans
le calcul ensembliste élémentaire. (Elles peuvent aigébminer dans le cadre des formules
elles-mémes.) Les formules données plus haut se reduispectivement a

[(3z P(z) V VzQ(x)) = R(a)] = [FxP(x) AV S(z) A JzQ(x)];

[(3z P(z) V JzQ(x)) = R(a)] = Nz P(x) A JxS(z) A JzQ(x)].

98Une vraie démonstration exigerait d’abord que nous dizers formellement ce calcul, ce qui allongerait un
peu trop cette digression ...

99Cette procédure de décision est I'analogue, pour la legides prédicats monadiques, de la méthode des
tables de vérite. Comme cette derniere, elle est exdangéemt inefficace mais de meilleures méthodes existent,
dont I'informatique permet la mise en ceuvre concreéte.
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