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’ALGEBRE DE LA LOGIQUE.

1. Introduction. — L’Algébre de Ja Logique a été fondée
par Georee Boore (1815-1864), développée et perfectionnée
par Erxst ScHRODER (1841-1902). Les lois fondamentales de
ce calcul ont été inventées pour exprimer les principes du
raisonnement, les « lois de la pensée » ; mais on peut consi-
dérer ce calcul au point de vue purement formel, gui est
celui des Mathématiques, comme une Algébre reposant sur
certains principes arbitrairement posés. C’est une question
philosophique de savoir si, et dans quelle mesure, ce calcul
répond aux opérations réelles de D'esprit, et est propre a
traduire ou méme i remplacer le raisonnement ; nous n’avons
pas a la traiter ici. La valeur formelle de ce calcul et son
intérét pour le mathématicien sont absolumentindépendants
de linterprétation qu’on en donne et de 'application qu’on
peut en faire aux problémes logiques. En un mot, nous’ex~
poserons, non en tant que Logique, mais en tant qu'Algébre.

2. Les deux interprétations du calcul logique. — Il se
présente méme une circonstance particuliérement inté-
ressante : ’Algébre en question est susceptible, en Logique
méme, de deux interprétations distinctes, dont le parallé-
lisme est presque parfait, suivant que les lettres représentent
des concepts ou des propositions. Sans donte, on peut, avec
Boole et Schrider, ramener ces deux interprétations a une
seule, en considérant les concepts, d’une part, et les propo-
sitions, d’autre part, comme correspondant a des ensembles
ou, classes : un concept détermine I'ensemble des objets aux-
quels il s'applique (et qu'on nomme en Logique son ex-



4 CALCUL LOGIQUE.

tension); une proposition détermine l'ensemble des cas ou
des instants du temps ou elle est vraie (et qu’on.peut, par
analogie, appeler aussi son extension) ; et alors le calcul des
concepts et celui des propositions se réduisent & un seul, le
calcul des classes,..ou encore, comme disait Leibniz, la
théorie du tout et de la partie, du contenant et du. contenu.
Mais, en fait, le calcul des concepts et celui des propositions
présentent, comme on le verra, certaines divergences qui
empéchent de les identifier complétement, au point de vue
formel, et par sujte de les ramener av seul « calcnl des
classes ». Cela fait done, en réalité, trais calculs différents,
ou, dans la partie qui leur est commune, trois interpréta-
tions diverses d'un méme caleal. Quoi qu’il'en soit, le lectgur
ne devra pas oublier que la valeur logique &t 1'enchaine-
ment déduactifdes formules ne dépendent nullement des inter-
prétations qu'on en donne, et, pour lui rendre plus facile
celte abstraction nécessaire, nous aurons soin de faire pré-
céder toutes les phrases interprétatives des signes ¢ L. G, »
(interprétation conceptuelle) et « I. P. » (interprétation
propositionnelle). Ces interprétations ne serviront qu'a
rendre les formules intelligibles, a leur donner la clarté et
I'évidence intuitives, mais nullemeiit & les justifier; et 'on
pourrait les supprimer sans nuire & la rigueur logique du
systéme.

Pour ne préjuger aucune interprétation, nous dirons que
les lettres représentent des fermes :ces termes pourront étre,
suivant les cas, des concepls: ou des propositions. Nous em-
ploierons donc le ‘mot terme uniquement au sens fogique.
Pour désigner les « téimes » d'ané. somme, nous emploie-
rons lemot sommande, pour ne pas confondre le senslogique
et le sens mathématique de ce mot. Un terme pourra donc
étre aussi bien un factéur qu'un sommande.

3. Relation d'inclusion. — L’Algébre de: Ja- Logique,
comme toute théorie dédactive, peut étre élablie sur divers
systémes de principes (!); nous choisirons celui.de cessys-

(1) Voir HunTtGTOR, Sets of independent postulates for the Al-
gebra of Logic, ap. Transactions of the American mathematical
Society, \. 'V, 1904, p. 288-309.
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témes qui se rapproche le plus de 'exposé de Schrider et de
Pinterprétation logique habituelle,

La relation fondamentale de ce calcul est la relation
binaire (a4 2 termes) qu'on appelle inclusion (pour les
classes), subsomption (pour les concepts) ou implication
(pour les propositions). Nous adopterons le premier nom,
comme étant neutre entre les deux interprétations logiques;
et nous représenterons cette relation par le signe <<, parce
qu'elle a des propriétés formelles analogues & celles de la
,relation mathématique << (plus petit que) ou plus exacte-
ment S, notamment celle de n'étre pas symétrique. En raison
de cette analogie, Schroder représentait cette relation par le
signe =<, que nous n’adopterons pas, parce qu’il est com-
plexe, tandis que la relation d’inclusion est simple. -

Dans Ie systéme de principes que nous adoptons, cette
relation est prise pour notion premiére, et est par conséquent
indéfirissable. Les explications qui vont suivre n’ont pas
pour but de la définir, mais seulement d’en indiguer le sens
-dans chacune des deux interprétations.

I. C. : La relationa < b, ot @ et b désignent des concepts,
signifie que le concept a est subsamé sous le concept b,
c’est-a-dire est une espéce par rapport au genre b. Au point
de vue de l'extension’, elle signifie que la classe des @ est
contenue dans celle des b ou en fait partie ; ou, plus briéve-
ment, que « tout @ est & ». Au point de vue de la compré-
hension, elle signifie que le concept b est contenu dans le
concept « ou en fait partie, que, par suite, le caractére @ im-
plique ou entraine Ie caractére b. Exemple : « tout homme
est mortel » ; « homme implique mortel » ; « qui dit homme
dit mortel » ; ousimplement : « homme, donc mortel ».

I. P. : La relation @ <C b, ou a et b désignent des proposi-
tions, signifie que la proposition. a implique ou entraine la
proposition b, ce qu'on exprime souvent par ce jugement
hypothétique : « Si @ est vrai, & est vrai » ; ou par : « @ im-
plique & » ; ou plus simplement par : « @, donc & ». On voit
que dans les deax interprétations la relation < peut se tra-
duire approximativement par done.

Remarque. — Quelle que soit I'interprétation des termes
aet b, une relation telle que « @ << & » est une proposition.
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Par conséquent, lorsqu’une relation <C a pour membres deux
relations semblables (ou méme ung seule), elle ne. peut
recevoir que linterprétation propositionnelle, c'est-a-dire
elle ne peut signifier qu’une implication.

On appelle proposition primaire touté relation dont les
membres sont des termes simples (des lettres); proposition
secondaire toute relation dont les membres sont des. propo-
sitions primaires; et ainsi de suite.

On voit par la; dés maintenant, quel'interprétationpropo-
sitionnelle est plus homogéne que I'autre, puisque seule elle
permet de donner le méme sens 4 la copule < dans les pro-
positions primaires et secondaires.

4. Définition de Pégalité. — 1Ly a une seconde copule
gu’on peut définir au moyen de la premiére t-c’est la copule —
(égale). Par définition, on aura

PN
&= 1,

toutes les fois qu’on aura a la fois :
a < b, b L a,

et alors seulement; en d’autres termes, la relation unique
« @ ='b » équivant aux deux relations simultanées « @ < b»,
«b<<aw.

Le sens de la copule — est déterminé dans les deux inter-
prétations par sa définition formelle

I. C. : a =5 signifie que « toui aest bet tout besta»;
autrement dit, que les classes @ et & colncident, sont iden—
tiques {1).

1.P.: a=2> signifie que @ implique b et b implique a;
autrement dit, que les propositions o et b sont équivalentes,
clest-a-dire vraies ou fausses i la fois (2).

(1) Gela ne veut pas. dire que les congepts a et b aient.le méme
sens. Exemples v « triangle » et ¢ trilatére »; « triangleéquiangle » et
« triangle éjuilatéral ». -

{?) Cela ne veut'pas dire qu’elles aient le méme sens. Exemple: ¢ le
triangle 'ABG a deux cdtds égaux s, et « le triangle ABC a deux angles
égaux »,
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Remarque. — La relation d'égalité est symétrique, en
vertu méme de sa définition : @ = b équivaut & b = a. Mais
la relation d’inclusion n’est pas symétrique : @ << b n’équi-
vaut pas 3 b << a ni ne 'implique. On pourrait convenir de
considérer 'écriture 2 > b comme équivalente a b << @ ; mais
nous préférons, pour plus de clarté, conserver toujours le
méme sens 4 la copule <C. Seulement nous pourrons traduire
verbalement une méme inclusion« a < b » tantdt par « a est
contenu dans & », tantdt par « b contient @ ».

Pour ne préjuger aucune interprétation, nous appellerons
le premier membre de cette relation 'antécédent, et le se-
cond le conséquent.

I. C. : L’antécédent est le sujet, et le conséquent est le
prédicat d’'une proposition universelle affirmative.

I. P. : L’antécédent est la prémisse, ou la cause, et le
conséquent est la conséguence. Quand une implication se
traduit par un jugement hypothétique (ou conditionnel),
I'antécédent s’appelle I'hypothése (ou la corndition), et le
conséquent la thése.

Quand nous aurons a démontrer une égalité, nous la dé-
compo seronsle plus souvent en deux inclusions inverses que
nons démontrerons séparément. On effeclue aussi quelque-
fois cette décomposition quand I'égalité est une donnée (une
prémisse).

Quand les deux membres de I’égalité sont des propositions,
elle se décompose en deux implications; si I'une d’elles est
un théoréme, I'autre en est la réciproque. Ainsi, toules les
fois qu'un théoréme a sa réciproque vraie, il donne lieua
une égalité. Un théoréme simple donne lieu a une implica-
tion, dont V'antécédent est I'hypothése, et le conséquent la
thése du théoréme,

On dit souvent que 'hypothése est la condition suffisante
de la thése, et la thése la condition nécessaire de I'hypo-
thése : en effet, il suffit que I'hypothése soit vraie pour que
la thése le soit; tandis qu'il faut que la thése soit vraie pour
que 'hypothése le soit. Quand un théoréme a sa réciproque
vraie, on dit que son hypothése est la condition nécessaire
et suffisante de sa thése : cela veut dire qu'elle en est a la
fois la cause et la conséquence.
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5. Principe d’identité. — Le premier principe ou axiome
de ’Algébre de la Logique est le principe d.identité, qui se
formule ainsi

(1) a< a,

quel que soit le terme a.

L. C. : « Tout « est a », ¢’est-a-dire une classe quelconque
est contenue dans elle-méme, _

1. P. : x aimplique a », c’est-a-dire. une proposition quel-
conque s'implique elle~-méme.

Telle est la formule primitive du principe d'identité; on
peut en déduire, au moyen de la définition’de 1'égalité, une
autre formule qu’on prend souvent, & tort, pour Pexpression
de ce principe :

a=a.

quel gue soit a. En effet, de ce qu'on &
aa, a < a,
il résulte immédiatement qu’on a
a=da.

I. C. : Laclasse a est identique a elle-méme.
I. P. : La proposition @ est équivalente 4 elle-méme,

6. Principe du syllogisme. — Un second principe de I'Al-
gébre de la Logique est le principe du syllogisme, qui se
formule comme suit:

(11} {a<biib<ey<{a<e)

I. C.: « Si tout @ est b, et si loutd est c,tout aestc. »
C'est le pringipe du syllogisme catégorigue.

I. P. : « 8i @ implique b, et s 6 implique ¢, a im:-
plique ¢. » Clest le principe du syllogisime Hypothétique.

On voit que, dans cette formule, Ia copule principale a tou-
jours le sens de Pimplication, parce que c’est une proposi-
tion secondaire. '

En vertu de Ia définition de I’égalité; le principe du syllo-
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gisme a pour conséquences les formules suivantes (') :

(a<b)(b=c)<(a <o),
(a=5)(b<c)<(a< o)
(a=b0)(b=c)<(a=c).

La conclusion n’est une égalité que lorsque les deux pré-
misses sont des égalités.
Les formules précédentes peuvent se généraliser comme
suit:
(a<b)(b<e)le<d)<(a< A,
(a=b)(b=c)(c=d)< (a=d).

Ce sont la les deux principales formules du sorite; on peut
imaginer beauconp d’autres combinaisons. Mais on n’a, pour
conclusion, une égalité que si' toutes les prémisses sont des
égalités. Cette remarque a une grande portée pratique. Dans
une suite de déductions, il faut bien faire attention sile
passage d’une proposition & l'autre a lieu en vertu d’une
équivalence ou seulement d’une implication. Il n’y a équiva-
lence entre les deux propositions extrémes que si toutes les
déductions intermédiaires sont des équivalences ; dans le cas
contraire, n’y elt-il qu'une seule implication dans la chaine,
la relation des deux propositions extrémes est seulement
I'implication.

7. Multiplication et addition. — L’Algébre de la Logique
comporte trois opérations, qui sont : la nzciltiplication et
I'addition logiques et la négation. Les deux premiéres sont
des opérations binaires, c’est-d-dire des combinaisons de
deux termes ayant pour résultat un troisiéme terme (diffé-
rent ou non de chacun d’eux ). L'existence du produit et de
la somme logiques de deux termes doit nécessairement faire
I'objet d'un double postulat, car il ne suffit pas de définir une
entité quelconque pour qu’elle existe. Voici comment om
peut formuler ces deux postulats :

II1. Etant donnés deux termes quelconques a et b, il existe

(') Rigoureusement, ces formules supposent les lois de la multipli-~
cation, qui seront établies plus loin ; mais il convenait de les citer dés
maintenant pour les rapprocher du principe du syllogisme, dont elles
dérivent.
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un terme p tel qu'on a
p<La, = p<b,
et que, pour lout terme x, tel quon ait

zr < a, x < b,
on a aussi
< p-.

IV. Etant donnés deux termes quelconques a et b, il existe
un terme s tel qu'on a

a < s, b < s
et que, pour tout terme x, tel qu'on 4it

a < wy b < m,
on a aussi
s < &,

On démontre aisément que les termes p et s déterminés
par les conditions énoncées sont uniques, et 'on peut alors
définir le produit ab et le somme a 4+ b comme étant respec-
tivement le terme p et le terme s.

I. C. : 1o Le produit de deux classes est une classe qui est
contenue dans chacune'd’elles, et qui ¢ontient toute (autre)
classe contenue dans chacune delles;

2° La somme de deux classes @ et b est une classe s qui
contient chacune d’elles, et qui est contenue ‘dans toute
(autre) classe qui contient chacune d’elles.

On peut dire, en prenant les mots plus petit que, plus
grand que dans un sens métaphorique que suggére Panalogie
de larelation <C avec la relation mathématique d’indgalité :
Le produit de deux classes est Ia plusgrande des classes con-
tenues dans toute$ deux; la somme de deux classes est la plus
petite des classes qui les contiennent toutes deax (1), Par

(') En vertu d’une autre analogie, M. Dedekind désigne la somme
et le produit logiques par les mémes signes'que le plus petit ¢ommin
multiple et le plus grand comman diviséur, a savoir par st (&, b) ét
©{(a, b) (Was sind und was sollen die Zahlen, n*= 8§ et 77, 1887); et
M. Georg Cantor les désignait primitivemeént par ces inémes noms
{ Mathematische Annpalen, v. XVII, 1880).
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conséquent, le produit de deux classes est leur partie com-
mune ('ensemble de leurs éléments communs), et la somme
de deux classes est 1'ensemble de tous les éléments qui
appartiennent 2 'une au moins d’entre elles.

L P. : 1° Le produit de deux propositions est une propo-
sition qui implique chacune d’elles, et qui est impliqué par
toute proposition qui les implique toutes deux;

2° La somme de deux propositions est une proposition qui
est impliquée par chacune d'elles, et qui implique toute
proposition impliquée par toutes deux.

On peut done dire que le produit de deux propositions est
leur plus faible cause commune, et que leur somme est leur
plus forte conséquence commune, en entendant le fort et
le faible en ce sens que toute proposition qui en implique
une autre est plus forte que celle-ci, et que celle~ci est plus
faible que celle-13. On s’apercoit aisément que le produit de
deux propositions consiste dans leur affirmation simul-
tanée : « a et b sont vraies », ou simplement « @ et b »; et
queleur somme consiste dans leur affirmation alternative :
« @ ou b est vraie », ou simplement « @ ou & ».

Remarque. — L’addition logique'ainsi définie n’est pas
disjonctive, c’est-a-dire elle ne suppose pas que les deux
sommandes n’ont aucun élément commun.

8. Principes de simplification et de composition. —
Des deux définitions précédentes, ou plutdt des postulats qui
les précédent et les justifient, résultent immédiatement les
formules suivantes :

(1) ab < a, ab < b,

(2) ala—+b, b<a-+b,
(3) (z<a)(e <b)<(x<ab),
(4), (a<z)(b<2)<(a~+b<a).

Les formules (r) et ( 2) portentle nom de principe de sim-
plification ; elles permettent, en effet, de simplifier les pré-
misses d’un raisonnement, en en déduisant des propositions
plus faibles : soit en déduisant d’'un produit un de ses fac-
teurs, soit en déduisant d’une proposition une somme (al-
ternative) dont elle est un sommande.
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Les formules {3) et (4) s'appellent principe de composi-
tion, parce qu'elles permettent de réunir (de composerjdeux
inclusions de méme antécédent ou.de méme conséquent.
Dans le premier cas, on fait le produit des conséquents;
dans le second, on fait la somme des antécédents.

Les formules du principéde composition peuvent se trans-
former en égalités, au moyen du principe du syllogisme et du
principe de simplification, En effet, on.a

1* (Syll) (r < abjlab <<a)<{#<a),
(sylL) (v <abjiab < b)<{z< b,

donc

(Comp.) (< ab)<{x<<a)(zb),

2° (8yll.) (a < atb)la+b<<r)< (ax),
(8yll)  (d<a+d)a+ bl )< (bLu),

donc
(Comp.) (a+b<xy<(a<x)(b<a)

Si l'on rapproche ces nouvelles formules des précédentes
qui en sont les inverses, on pourra écrire

(x<ab)=(za)(z<b)
(a+b<ay={a<<x)(bL 2

Ainsi, dire que =z est contenu dans ab, équivaut i dire
qu’il est contenu a la fois dans a etdans &; et dire que x
contient @ - b, équivaut & dire qu'll conlient & la fois a
et b.

9. Lois de tantologie et d’absorption. — Les définitions
de la somme et du produit logiques n'impliquant aucun
ordre entre les termes sommés ou mpltipliés, Paddition et a
multiplication logiques jouissent évidemment des propriétés
commutative et associative qu'expriment les formules

ab = ba, a+b=5b+a,
{ab) ¢ = a{bc), (a+b)+ec=a+(b+c)

Elles jouissent, en outre, d’'une propriété spéciale, qu'ex-
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prime la loi de tautologie
a=aa, | a=a-+a.
Démonstration :
1° (Simpl.) aa < a,
(Comp.) (a<a)(a<a)=(a< aa),
d'ou, en vertu de la définition del'dgalité,
(aa<a)(a < aa)=(a=aa).
De méme:

2° (Simpl.) a<a+a,

(Comp.) (a<a)(a<a)=(a+a<a),

d’our
(e<a+a)y(at+a<a)=(a=a-+a)

De cette loi il résulte qu'une somme ou un produit d'un
nombre quelconque de termes égaux (identiques) est égal
un seul. Il 0’y a donc, dans I’Algébre de la Logique, ni mul-
tiples, ni puissances, ce qui est une simplification énorme
par rapport & PAlgébre numérique.

L’addition et la multiplication logiques possédent enfin
nne propriété remarquable qui sert aussi a simplifier nota-
blement les calculs, et qu’exprime la lof d’absorption

at+ab=ea, | ala+b)=a.
Démonstration :

1° (Comp.) (a<a)(ab<a)<(a+ab<a),
(Simpl.) a < a-+ ab,

d’ou, par définition de I'égalité,
(afab<a)(a<a—}—ab) =(a-+ab=a).
De méme.

2° (Comp.) (2 < a)(a< a+b)<[a<a(a+b),
(Simpl.) ala+b) < a,
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[a<ala+b)][ala+b)<a]=[ala+b)=2al

Ainsi, un terme (a) absorbe un sommande (ab) dont il
est facteur, ou un facteur (@ 4+ b) dont il est sommande.

10. Théorémes de multiplication et d’addition. — Nous
pouvons 4 présent établir deux théorémes relatifs 4 la.com=
binaison des inclusions et des égalités par addition et par
multiplication :

{(Th. 1) (a<b)<<(ac<be), | (a<b)<{a+c<b+ec)

Démonstration :
1° ( Simpi.) ac<e,
(Syll.) (ac < a) (a<b)Lac < b),
{ Comp.) {ac < b)(ac < ¢) < {ac < be).
2° {Simpl.} ¢ < b+ e,
{Syll.) {a <bitb<<bt+ecy<<(a<bic)

(Comp.) (a<b+cile<b+e)<{at+ec<Lb+eo)
Ce théoréme s'étend aisément au cas de égalité :
{a=b)y<(ac=1be), | (a=b}<(a+c=b+c)

(Th. I} {(a<b)le<d)<{ae L bd),
[{e<b)e<d)y<(a+ec L D4 d).

Démonstration ;

1o (Syll.) {ac < a) {a < b) <{ae<b),
(Syll.) (ac<e) (o< d) <{ac<d),
{Comp.) (ac L b){aé < dj < {ae L bd).

2° (Syll.) (a< bYb<bd)<(a < b+d),
(Syll.) (e<a)(d<h +d)<< (e < b+ dY,

(Comp.) (a<b+d){e<b+dy<(a+c<b-+d)

Ce théoréme s’étend aisément au cas ot une des deux
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inclusions est remplacée par une égalité
(a=1b6)(c<d)y< (ac<bd),
(a=b)(c<d)<(a4c<b+d).

Dans le cas ol toutes les deux sont remplacées par des
égalités, le résultat est une égalité

(a=b)(c=d)< (ac = bd),
(e=2b)(c=d)<(a+c=b-+d).
En résumé, on peut additionner ou multiplier membre 2
membre deux (ou plusieurs) inclusions ou égalités ; le ré-

sultat n'est une égalité que si toutes les propositions combi-

nées sont des égalités.

14. Premiére formule de transformation des inclusions
en égalités. — On peut maintenant démontrer une formule
importante, qui permet de transformer une inclusion en une
égalité ou inversement :

(a<b)=(a=ab), (a<b)=(a-+b=0b)
Démonstration :
1° (a< b)<(a=ab), (a<b)<(a+b=20b).
En effet,
(Comp.) (a<a)la<<b)y<(a<ab),
(a<h)(b<b)y<(a+b<b).
D’autre part, on a
(Simpl.) ab < a, b< a+ b,
(Df=) (a < ab)(ab< a)=/(a=ab),
(a+b<b)(b<a+b)=(a+b=10);
2° (@ =ab) <(a<b), (a+b=0b)< (a<b).
En effet,
(a=ab)(ab<b)<(a<b),
(a'<a+b)(a+b=b)<(a<b).

Remarque. — Sil’on prenait pour nofion premiére (non
P p

Scientia, n* 24. 2
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définie) la relation d'égalité, on pourrait définir la relation
d’inclusion au moyen d'une des deux formules précédentes ().
On pourrait alors démontrer le principe du syllogisuie. (%).
Les formules précédentes ont une conséquence intéressante
{a=b6)={ab=a-+8)
En effet:
(a=0)=(a<b)(b<a)
(a<b)=(a=1ab), (bLay=(a+b=a),
(Syil.} (a=abli{a-+b=a)<{ab=a-+Db);

x°

2° (ab=a+b)<(a+b<ab),

{Comp.) (@ b < aby=1{a < aby(b<ab)
(a< ab)llab <a)=(a=ab)=(a<b)
(b<abifab<b)=(b=ab)=(b< a)

Donc
(ab=a+b)<{a<b)(bga)=(a=20D)

49. Loi distributive. — Les principes antériéurement
posés permettent de démontrer la foi distributive inverse,

tant de la multiplication par rapport a Paddition, que de

(%) Voir Hu~tINGTaN, op. cit., § 1.
{*) Volici cette démonstration. Par définition, on aurait

{a<bj=(a=ab),
(b <ec)=1{(b=10bg).

Substituons 2 b, dans la premiére égalité, sa. valeur tirée de la se-

<conde
a.== abe.

Substituons 4 @'son égal ab

ab = abc.

Cette égalitd équivaut & Pinclusion
ab < e
Substituons inversement @ 4 ab; il vient

a < cC. . "CG. Q. F. D.
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'addition par rapport & la multiplication
ac + be < (a+b)e, ab+c<{(a-+c)(b+c)
Démonstration :

1° (a<a+b)<[ae<(a+b)c],
(b < a+b)<[be<(a+8)];

d’olt, par composition, ‘
[ac < (a-+b)e][be < (a+ b)e] < [ac + be < (a -+ b)c].

2° (ab<a)y<(ab+c<a-+c),
(ab < by < (ab+c < b+c);

d’ol, par composition,
(@b+c<a+e)yab+ec<b+c)<[ab+ec<L(a+c)(d+ )]

Mais les mémes principes ne permettent pas de démontrer
la loi distributive directe

(a4 b)e < ac + be, (a+¢e){b+c)<ab+e,

et l'on est obligé de postuler 'une de ces formules, ou
quelque formule plus simple d’ou Pon puisse les déduire,
Pour plus de commodité, nous postulerons la formule

V) (a +b)e < ae—+ be.
Celle-ci, jointe a la formule inverse, engendre 'égalité
(a -+ b)e = ac + be,

que nous appellerons la lof distributive tout court.
De celle-ci on déduit immédiatement la formule suivante:

(a+b)(c+d)=ac—+ bc+ ad+ bd,
et, par suite, la seconde formule de fa loi distributive

(a+c)(b+c)=ab+e,
car
(a+c)(b+c)=ab+ ac—+ bec+c;

or, en vertu de la loi d’absorption,

ac—+be+c=c.
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Cette seconde formule implique Pinclusion citée plus
haut
{(a+c)(b+e)Cabe,

laquelle se trouve ainsi démontrée.

Corollaire. — On a I’égalité
ab +ac+ be=(a+b}{a-+2¢)(d+c)

En effet,

{a+b)la+c)(btcec)y=(a+ be)(b+c)= ab -+ ac+ be.

On remarquera que les deux menibres de cette égaliténe
difféerent que par la permutation des signes de multiplication
et Paddition (ef. n° 14).

13. Définition de o et de 1. — ‘Nous allons maintenant
définir et introduire dans le calcul logique deux termes parti~
culiers que nous désignerons par o et I, en raison des ana-
logies formelles qu'ils présentent avec le zéro et Punité arith-
métiques. Ces deux termes sont définis formellement par les
deux principés suivants, qui en ‘affirment ot postulent
Pexistence :

VI. 1] existe un terme o tel que, quel que soit le terme z,
on ait
o <z
VIL 1l existe un terme 1 tel que, quel que soit le terme =,
on ait
ax LT,

On peut démontrer ¢gue chacun destermes ainsi définis est
unique, c’est-a-dire que si un second terme jouit de la méme
propriété, il est égal (identique) au premier.

Les deux interprétaticns de ces termes donnent lieu a des
paradoxes que nous n’éluciderons pas ici, et que la suite de
la théorie justifiera.

I. C.: o désigne la classe contenue dans toute classe; c'est
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donc la classe nulle ou vide, qui ne contient aucun élément
(le Rien ou le Néant). 1 désigne la classe qui contient
toutes les classes; c’est donc la totalité des éléments qui
sont contenus dans celles-ci. C’est ce qu’on appelle (d’aprés
Boole) Punivers du discours, ou 51mplement le Tout.

L. P.: o désigne la proposition qui implique toute propo-
sition : c’est le faux ou absurde (car elle implique notam-
ment tous les couples de propositions contradictoires).
1 désigne la proposition qui est impliquée dans toute propo-
sition : c'est le vrai (car le faux peut’ 1mphquer le vrai,
tandis que le vrai n’implique que le vrai).

Par définition, on a les inclusions suivantes

0 < 0, o<1, 11,

dont la premiére et la derniére résultent d’ailleurs du prin-
cipe d’identité. La seconde est importante a retenir :

L G.: La classe nulle est contenue dansle tout (1);

I. P.: Le faux implique le vrai.

En conséquence de la définition de o et de 1, on a les
équivalences

(a<o)=(a=0), (1<a)=(a=1),
puisqu'on a d’autre part, quel que soit le terme «,

oL a, a<1.

Par suite, le principe de composition donne lieu aux deux
corollaires suivants :

(a=0)(b=0)=(a+b=o),
(a=1)(b=1)=(ab=1).

Ainsi on peut composer deux égalités 4 second membre o
en additionnant leurs premiers membres, et deux égalités a
second membre 1 en multipliant leurs premiers membres.

Inversement, dire qu'une somme est nulle, c’est dire que
chacun des sommandes est nul; dire qu'un produit est égal
4 1, c’est dire que chacun des facteurs est égal a 1.

() I faut éviter de traduire : « Rien est Tout ».
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On a aussi
{a+b=o0)<(a=o)
(ab=1) < (a=1),

et plus généralement (en vertu du principe du syllogisme)

(@< b)(b=o)<(a=0)
(@< b)(a=1)<(b=1).

On remarquera qd’on ne peut rien conclare jusqu'ici des
égalités ab=o0 et a +b=1. Et, en effet, dans I'l. G, Ia
premiére signifie que la partie commune aux classes @ et b
est nulle; il ne s’ensuit rullement ‘que I'une ou fautre de
ces classes soit nulle; et la seconde signific que ces deux
classes, réunies, forment le Tout; il ne s'ensuit nullement
que 'une ou I'autre soit égale au Tout. .

On peut démontrer les formules suivantes, qui constitient
les régles du calcul deo et de 1:

b X 0=29, a +1=1,
aro=a, “aXi=a
En eflet,
{o<ca)y=(o=0Xa)=(ad+o0=a}
la<1) ={a=a X 1)={a+1=1}

Ainsi ajouter o & un terme ou le multiplier par ¥, ce n'est
pas le changer; c'est ce qu'on exprime en disant que 0 est le
module de 'addition, et 1 le module de la multiplication.
Au contraire, le produit d’un termé Jueiconque par o esto,
et Ja somme d’un terme quelconque et de 1 est 1.

Ges formules justifient P'interprétation donnée de ces deux
termes :

I. G.: La partie commune & une classe quelconque et & la
classe nulle est la classe nulle ; la somme d'une classe
quelconque et du Tout est le Tout. La somme de la classe
nulle et d’une classe quelconque est égale & celle-ci; la partie
commune au Tout et & une classe quelconque est égale &
celle-ci.

I. P.: L'affirmation simultanée d’une proposition quel-
conqﬁe et d'une proposition fausse équivaut & celle-ci (est
fausse); tandis que leur affirmation alternative équivaut ala
premiére. L'affirmation simultanée d'une proposilion quel-
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conque et d’une proposition vraie équivaut 2 la premiére;
tandis que leur affirmation alternative équivaut & la seconde
(est vraie),

Remarque. — SiTonacceptait comme axiomes les quatre
formules précédentes (en raison de l'évidence que leur
donne la double interprétation), on pourrait en déduire les
formules paradoxales

o< &, & <1,
en vertu des équivalences établies plus haut

(a=ab)=(a<b)=(a+b=0>).

14. Loi de dualité. — On a pu constater qu’il existe une
parfaite symétrie entre les formules relatives a la multipli-

cation et les formules relatives & ’addition. On peuat passer
des unes aux autres en permutant entre eux les signes d’addi-
tion et de multiplication, & la condilion de permuter aussi
les termes o et 1, et de changer le sens du signe <C (ou
de permuter les deux membres d'une inclusion). Cette
symétrie, ou, comme P'on dit, cette dualité, existant dans les
principes et les définitions, doit subsister dans toutes les lor-
mules qu’on en déduira, tant qu'on n’introduira pas. quelque
principe ou définition qui lui fasse exception. On peut
donc déduire d’une formule vraie une autre formule vraie en
la transformant par dualité, c’est-ad-dire suivant la régle
énoncée ci-dessus. C’est en cela que consiste la loi de dualité :
pratiquement, elle permet de faire ’économie d'une démons-
tration sur deux. 1l importe de remarquer que cette loi
dérive des définitions mémes de I'addition et de la multipli-
cation (dont les formules sont corrélatives par dualité), et
non, comme on le croit souvent, des lois de la négation, que
nous n’avons pas encore énoncées. Ces lois, comme on va le
voir, possédent la méme propriété, et par conséquent
conservent la dualité; mais elles ne la fondent pas, etla
dualité existerait alors méme qu'on n’introduirait pas la
notion de la négation. Par exemple, ’égalité (n° 12)

ab+ac+bc=(a+b)(a-+c)(b+c)

est sa propre corrélative par dualité, car ses deux membres
se transforment 1'un dans 'autre par dualité.
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Il importe de remarquer que la loi de dualité ne s’applique
qu’aux propositions primaires : on appelle ‘ainsi celles qui
ne contiennent qu'une copule (< ou =). On appelle propo-
sitions secondaires les propositions dont les deux membres
(unis par la copule < ou =) sont des propositions primaires:
et ainsi de suite. Par exemple, le principe d'identité, le
principe de simplification sont des propositions primaires;
le principe du syllogisme, le principe de composition sont
des propositions secondaires.

15. Définition de la négation. — L'introduction des
termes o et 1 va nous permettre de définir la régation :
c’est une opération « uni-naire », “qui trapsforme un seul
terme en un auire terme, qu'on appélle sa négation (1). La
négation de a s'énonce : non-g, et s’éerit & (2). Sa définitipn
formelle suppose un postulat d’existénce qui est le suivant :

VIIL Quel que soit le terme a, il existe un terme a' tel
qu’on ait 4 la fois

aa'=o0, a—+a'=r,

On peut démontrer que, si le terme ainsi défini existe, il
est unique, au moyen du lemme quevoici :
Sil'on a a la fois

ac = be, a-+c=0b6-+c

(1) Le méme mot désigne ainsi Popération ct son résultat, ce qui
est équivoque. 1l faudrait désigner le résultat par un autre mot comme
« le négatif ». Certaing auteurs disent : «: le supplémentaire. ou .le
supplément ». La logique classique employait { surtcut pour fes propo-
sitions) le terme « contradictoire ».

{?) Nous adoptons ici la niotation de Mac Coll; Schrider désignait
nou-a par 4,, ce qui empéchait d’affecter les lettres d’indices; et obli-
geait a mettre les.indices en exposants. La notaticn &' a l'avantage de
n'exclure ni les indices ni méme les exposants, Quant & la notalion c;,
employée par beaticoup d’anteurs, eile est iicommode. pour des raisons
typographiques. Lorsque la négation porte sur une propositipn éerite
sous forme explicite (avéc uae copule), on Papplique a la copule
(< on =) en la barrant verticalement (< ou ==).. L'accent peut
étre considéré comime Vamorce d'une barre verticale sppliguée aux
letires,
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on a aussi
a=hb.

Démonstration. — Multiplions les deux membres de la
deuxiéme prémisse par a,

a+ ac = ab + ac.

Multiplions-les par b,
ab 4+ be = b + be.

En vertu de la premiére prémisse,

ab + ac = ab +- be.
Done .
a—+ ac = b+ be,

ce qui, en vertu de la loi d’absorption, se réduit a

a=b.

Remarque. — Cette démonstration repose sur la loi
distributive directe; on ne peut donc pas démontrer celle-ci
au moyen de la négation sans cercle vicieux (du moins dans
le systéme de principes que nous adoptons).

Celemme établi, supposons qu’un méme terme a ait deux
négations, c'est-a-dire soient @, @) deux termes qui véri-
fient chacun séparément les conditions de la définition. On
va prouver qu’ils sont égaux. En effet, puisque, par hypo-

thése, on a
aa’y = o, a+a =1,
aay = o, a—+ay=1,

on a, en conséquence,
ad, = ad, a-+al=a+da,;
d’ou I'on conclut par le lemme précédent,
a'y=aj.
Nous pouvons maintenant parler de Iz négation d’un
terme comme d’un terme unique et bien déterminé.
L’uniformité de 'opération de négation peut s’exprimer

de la maniére suivante : :
Sia=¥5, on a aussi
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Cette proposition permet, dans les calculs, de « nier » les
deux membres d’une égalité.

16. Principes de contradiction et du milieu exclu. —
Par définition, un terme et sa négation. vérifient les deux
formules

*

ad=o0, a-+a=1,

qui traduisent respectivement le principe de contradiction
et le principe du milieu exclu ().

I. C. : 1° Les classes a et @’ n'ont aucune partie commune;
autrement dit, aucun élément n’est a la fois @ et non-a;

2° Les classes a et &/, réunies forment e tout; autrement
dit, tout élément est ou @ on non-a.

I. P.: 1o L'affirmation simultanée des propositions a et
non-a est fausse; autrement dit, ces deux propositions ne
peuvent étre vraies & la fois;

2° L’affirmation alternative des propositions a et non-a
est vraie; autrement dit, de ces deux propositions P'une
est nécessairement vraie.

Deux propositions, dont 'une est la négaticn de 'autre,
sont dites coriradictoires; on voit ‘qu’elies ne peuvent étre
ni vraies ni fanssés 3 la fois. Si Punéest vraie, 'autre est
fausse: si I'une est fausse, I'autre est vraie.

Cela concorde avec ce fait que les termes o et 1 sont la
négation 'un de Pautre; en effet, on a

o XI=o0, 0O+ t1t=I.

Nous dirons, en général, que deux termes sont contra-
dictoires, quand l'un est la négation de l'autre.

(') Comme I'a fait justement remarquer Mrs. Ludd-Franklin ( BsLp-
wiN, Dictionary of Philosoplhy and Psychology, art. Laws of
Thought), le principe de contradiction, ne suffit pas 4 définir les
contradictoires; il faut lui adjoindre le principe du milieu exclu, qui
mériterait Lout aussi bien ce nom. Clest pourquol Mrs. Ladd-Frankiin
propose de les appeler respectivement prificipe d’exclusion ol prin-
cipe d’exhaustion :'en veria du premier, deux fermes contradictoires
sont exclusifs (Vun de lautre); en vertu du second, ils sont exhaus-
tifs {de Punivers du discours ).
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47. Loi de double négation. — Cette réciprocité est
d’ailleurs générale: si un terme & est la négation d'un
terme a, le terme « est la négation du terme b. En effet, les
deux faits s’expriment par les mémes formules

ab = o, a+b=1,

et, de méme qu’elles déterminent univoquement b en fonction
de a, elles déterminent univoquement @ en fonction de b.
Cela tient 4 la symétrie de ces relations, cest-a-dire & la
commutativité de la multiplication et de I'addition. Cette
réciprocité s'exprime par la lof de double négation

(“’,)':' a,

qu’on peut démontrer formellement comme suit : @’ étant,
par hypothése, la négation de a, on a

aa = o, a+a=r.

D'autre part, soit a” la négation de o’ ; on a, de méme,

aa’ =o, a'+a=r.
Mais, en vertu du lemme précédent, ces quatre égalités
entrainent la suivante :
a=a'. ¢. Q. F. D.

Cette loi peut s’exprimer de la maniére suivante :

Sib=a', on a a =10, et réciproquement (par raison de
symétrie ).

Cette proposition permet, dans les calculs, de transporter
la négation d’un membre & V'autre d’une égalité.

La loi de double négation permet encore de conclure I'éga-
lité de deux termes de 'égalité de leurs négations :

Sia'= ¥, o0onaaussia=2>b, ‘
et, partant, de supprimer la négation des deux membres
d’une égalité. :

Les formules caractéristiques de la négation, jointes aux
propriétés fondamentales de o et de 1, ont cette conséquence,
que tout produit qui contient deux facteurs contradictoires
est nul, et que toute somme qui conlient deux sommandes
contradictoires est égale & 1.
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On a, en particulier, les formules suivantes ¢
a = ab + ab’, a=(a+b)(a+b),
qui se démontrent comme suit :

a=axXi=a(b+¥b)=ab- ab,
a=a+o=ag-+bb =(a+b}{a+b),

au moyen de la loi distributive.
Ces formules sont le principe de la méthode de dévelop=
pement, que nous exposerons plus loin (n°s 21 et suiv.).

18. Seconde formule de transformation des inclusions
en égalités. — Nous pouvons maintenant établir deux équi-
valences trés importantes entre I'inclusion et Pégalité

(a < b)=(ab' =o0), (a<<b)=(a"+b=1)

Démonstration. — 1° Muluiplions Jes deux membres de
l'inclusion a <C & par &'; il vient

(ab' < bb')y = (ab' < o)={adb'=o0).
2° Réciproquement, on sait que

a=ab-+ ab’.
Or, si ab'=o,
a=ab+o0=ab.

D'autre part : 1° Ajoutons a aux deux membres de
Pinclusion a << b3 il vient ) !

(a’+a<a’+b)=(1<a’+b)=(a’+6;1);
2° On sait que
b= (a+b)(a'+b)
Or,sid+ b=,
b=(a+b)xi=a-b.

Les formules précédentes permettent de transformer une
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inclusion en une égalité dont le second membre soit 0 ou 1,
a volonté. On peut aussi transformer en une égalité de cette
forme une égalité quelconque, au moyen des formules
suivantes :

(@=b)=(ab +a'b=o0), (a=b)=[(a+b')a + b)=1].

Démonstration :

(a=0b)=(a <b)(b < a)=(ab = 0)(a'b = 0) = (ab'+ a'b = o),
(a=0) =(a<b)bla)=(a'+b=1)a+b'=1)= [(a+b")a'+b)=1].

On a encore les deux formules
(@=0)=[(a-+b)(a'+ b = o], (a=06)=(ab+a'd' =1),

qui peuvent se déduire des précédentes, en effectnant les
produits indiqués (ou les sommes indiquées) au moyen de
la loi distributive.

19. Loi de contraposition. — On peut démontrer
maintenant la lof de contraposition

(a<b)y=(4'< a)

Démonstration. — En vertu des formules précédentes,
ona
(a<b)=(ab'=o0)=(b<a).

La loi de contraposition peut encore prendre la forme
suivante
(a<¥)=(b<a'),

qui suppose la loi de double négation. Elle peut s'énoncer
verbalement comme suit: « On peut permuter les deux
membres d’une inclusion, a la condition de les nier tous
les deux. »

I. C.: «Si tout @ est b, tout non-b est non-a, et récipro-
quement »,

[.P.: « Si @ implique &, non-b implique non-a, et réci-
proquement »; autrement dit : « Si a est vraie, b est vraie »
équivaut & : « Si b est fausse, a est fausse »,

Cette équivalence est le principe des raisonnements par
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l'absurde (voir les raisonnements hypothétiques modus
tollens, n° 58).

20. Postulat d'existence. — 1l convient de formuler ici
un dernier axiome, que nous appellerons le postulat d’exis-
lence:

IX. 10,

d'ot Pon déduit aussitoe
1= 0.

Dans 'L C., cet axiome signifie que'l'univers du discours
w'est pas nul, c’est-a-dire qu’il contient quelques ¢léments,
au moins un. S’ n'én contient gu'un, il n'y a que deux
classes possibles: 1 et o. Mais, wméme alors, elles seront
distincles, et Paxiome précédent sera vérifié. _

Dans I'I. P., cet axiome signifie que le vrai n'implique pas
fe faux; il a dans ce cas un caraclére d'évidence et de
nécessité. La proposition contraire: 1=o0 est par suile le
type de P'absurdité (de la proposition formellement fausse),
1andis que les propositions o==0, 1=1 sont les types de
Videntité (de la proposition formellement vraie). On posera

done
(1=0) =0, (o=o0)=({1=1)=1.

Plus généralement, toute égalité de la forme
r=x

équivaut & Pune des identités-types; car, si l'on raméne
cette égalité au second membre o'ou 1, on trouve

{zz'+ x2x'=0) = (0=0), (zx+2'd’=1)=(1=1)
Au contraire, toute égalité de la forme
z=x

équivaut 4 Pabsurdité-type; car on trouve par le méme
procédé

{ga + 27’ =o0)=(1=0), (2 4o’ =1) = (0 =1).

24. Développements de o et de 1. — Jusqu'ici nous
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n’avons rencontré que des formules qui traduisent direc—
tement des modes de raisonnement usuels et, par suite,
offrent une évidence immédiate.

Nous allons maintenant exposer des théories et des
méthodes qui s'éloignent des maniéres habituelles de penser,
et qui constituent plus spécialement]’Algébre de la Logique,
en tant que méthode formelle et pour ainsi dire auto-
matique, d’une généralité absolue et d’une certitude infail-
lible, remplagant le raisonnement par le calcul.

Le procede fondamental de cette méthode est le dévelop—
pement. Etant donnés des termes a, b, ¢, ... en nombre fini
quelconque, on peut développer o et 1 respectivement par
rapport  ces termes (et 4 leurs négations) par les formules.
suivantes, qui résultent de la loi distributive :

0= ad,
o=gqga'+ bb'=(a+b)(a+b)(a' + b)(a + b'),
o=aa'-+bb+ed’=(a+b+c)(a+b+c)(u+b+c)

X (a+b'+c)(a +b¢)

X{(a'+b +e)(a+b+e)(a+ b+ ¢,
I= a -+ a,
1=(a+a)(b+0)=ab+ab +a'b+a'b,
1=(a+a')(b+0')(c+c')=abec+ abe’' 4+ ab' ¢+ ab'c

+a'be+a'be'+abc+ a'b'c,

et ainsi de suite. En général, pour un nombre n de termes.
simples, o sera développé en un produit d'un nombre 2" de
facteurs, et 1 en une somme d’un nombre 2 de sommandes.
Les facteurs de o sont toutes les combinaisons additives, et
les sommandes de 1, toutes les combinaisons multipli—
catives des n termes donnés et de leurs négalions, chaque
combinaison comprenant n termes différents, et ne com-
prenant jamais & la fois un terme et sa négation.

Les sommandes du développement de 1 sont ce que Boole-
appelait les constituants (de I'univers du discours). On peut
aussi les appeler, avec Poretsky, les mirima du discours,.
parce que ce sont les plus petites classes en lesquelles se
répartit 'univers du discours quand on tient compte des n
termes donnés; et 'on appellera de méme les facteurs du.
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développement de o les maxima du discours, parce que ce
sont les plus grandes classes qu'on puisse déterminer dans
Punivers du discours au moyen des » termes donnés.

22. Propriétés des constituants. — Les constituants, ou
minima du discours, possédent les deux propriétés carac-
téristiques des termes contradictoires (dont ils sont une
généralisation): ils sont mutuellement exclusifs, c'est-a-dire
que le produit de deux quelconques d’entre eux est nul; et
collectivement exhaustifs, c’est-a-dire que leur somme
i tous. « épuise » l'univers du discours. Gette derniére pro-
priété est évidente d’aprés les formulés précédentes; P'autre
résulte de ce fait, que deux constituants quelconques
différent au moins par le « signe » de 'un des termes qui y
figurent en facteur, c’est-a-dire que I'un contient en facteur
ce terme et ['autre la négation de ce terme. Cela suffit,
comme on sait, pour que leur produit soit nul.

Les maxima du discours possédent des propriétés analogues
et corrélatives : leur produit 4 tous est égal & o, comme on
I'a vu; et la somme de deux quelconques d’entre eux est
égale a 1, attendu qu’ils différent au moins par le signe de
I'un des termes qui y entrent comme sommandes, ‘

Pour simplifier, nous nous restreindrons, avec Boole et
Schrider, & 'étade des constituants ou minima du discours,
c’est-a-dire des développements de r. Nous laisserons au
lecteur le soin de trouver et de démontrer les théorémes
corrélatifs qui concernent les maxima du discours ou les
développements de o.

23. Fonctions logiques. — Nous appellerons fonction
logique tout terme dont P'expression est complexe, c’est-
a-dire formée au moyen des lettres qui désignerit les termes
simples, et des signes des trois opérations logiques (!). On
peut considérer une fonction logique comme fonction de
tous les termes du discours, ou seulement de quelques-uns
d’entre eux, qu'on regardera comme inconnus ou variables

{1y Dans cette Algébre, la fonction logique est I'analogue de la fonc-
tion entiére de I'Algébre ordinaire, avec cetle différence qu’'il n’y 2
pas de puissances autres que la premiére.
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(et que, dans ce cas, on désignera par les lettres =, ¥, ).
On représentera une fonction des variables ou inconnues «,
¥, s par le symbole f(, y, z) ou d’autres analogues, comme
dans V'Algébre ordinaire. Une fois pour toutes, on peut
considérer une fonction logique comme une fonction de
n'importe quel terme du discours, qu'il figure ou non dans
son expression explicite.

24. Loi du développement. — Cela posé, soit  développer
une fonction f(a) par rapport & &; supposons le probléme
résolu, et soit ‘

ar+ bx'

le développement chetrché.
On a, par hypothése, ’égalité

Si{z)= ax + bz’

pour toutes les valeurs possibles de x. Faisons z =1 et,
par conséquent, ' — o; il vient

f=a
Faisons ensuite z — o0 et z'=1; il vient
f(o)=b.

Ces deux égalités déterminent les coefficients a et & du
développement; il s’écrira donc comme suit :

S(z) = f(1)z + fo)z,

J(1), f(o) représentant ce que devient la fonction f(z) quand
on y fait respectivement x —1, & —o.

Corollaire, — Si 'on multiplie les deux membres des
égalités précédentes tour a tour par = et par z', on trouve
les couples d’égalités (Mac CoLvr)

zf{z)=az, x' f(x) = ba',
zflz)=xf(1), Zf(z)=2"f(o).

Soit maintenant & développer une fonction de deux va-
riables (ou davantage) par rapport aux deux variables x, y.

Scientia, n° 24. 3
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Si Pon développe fiz, y)} d’abord par rapport & =, on
trouve

f‘:x! ¥Yi=f, y)e+jlo,r)a.

Développons ensuite le second membre par rapport a y;
il vient

S, ) =f(1, ay + fl, 0)ay' + flo, )&y + fo,0) &' y'.

Ce résultat est symétrique par rapport aux deux variables,
£t, par suite, indépendant de I'ordre dans lequel on_effectue
les développements relatifs & chacune d’elles.

On pourrait de méme obtenir progressivement le dévelop-
pement d’une fonction de 3, de 4, ... variables,

La loi générale de ces développements est la suivante:

Pour développer une fonction par rapport a n variables,
on forme tous Jes constituants de ces n variables, et 'on
multiplie chacun d’eux par la valeur que prend la fonction
quand on y égale & 1 chacun des facteurs simples du cons-
tituant correspondant (ce qui revient & égaler & o ceux dont
la négation figure dans ce constituant).

Dans le cas oli une variable par rapport & laquelle on
développe, y par exemple, ne figure pas explicitement dans
la fonction [ f{x) par exemple], on a, d’aprés la régle géné-
rale,

flz) =f(=)y +flzly'

En particulier, si @ est un terme constant (indépendant
des variables par rapport auxqueiles on développe), on a,
pour ses développements successifs,

a=qax=ar,

a=azxy+azy' +az'y+az'y,

a=axys -+ azys +ary's -+ azy's
Haz'yi+axr yi v axr’y s+ ax'y' s (1),

et ainsi de suite. On obtiendrait d’ailleurs directement ces
formules en multipliant par a les deux membres de chaque
développement de 1.

{!) Ces formules expriment la méthode de classification par dicho-
tomie.
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Corollaires. — 1° On a I'équivalence
(@a+2)(b+2)=az -+ bs'+ ab = az -+ bx'.
En effet, si Pon développe par rapport & x, on trouve
az+ bz’ + abx +-aba' = (a - abyx + (b+ ab)x'= ax + bz,
2° On a l'équivalence
ar +bax'4+c= (@+c)za-(b+c)z.

En effet, si l'on developpe le terme ¢ par rapport 4 z, on
trouve —

az + bx' 4 x4+ cx'=(a+ )z -1 (b +c)a'.

Ainsi, quand une fonclion contient des termes indépen-
dants de = (dont la somme est représentée par ¢), on peut
toujours la ramener & la forme développée az + bz’ en
ajoutant ¢ tant au coefficient de qu'a celui de z'. Par
suite, on peut toujours supposer une fonction ramenée 3
cette forme.

Pratiquement, on effectue le développement en multi-
pliant chaque terme qui ne contient pas une certaine lettre
(@ par exemple) par (z - z') et en développant le produit
en vertu de la loi distributive. Puis on réduit, s'il y a lieu,
les termes semblables en un seul.

25. Formules de De Morgan. — Dans un développement
quelconque de 1, la somme d’un certain nombre de consti-
tuants est la négation de la somme de tous les qutres.

En effet, la somme de ces deux sommes est, par hypothése,
égale a 1, et leur produit est égal a o, puisque le produitde
deux constituants différents est nul.

De cette proposition on peut déduire les Jormules de
De Morgan :
(a+b)=a'l, (ab) = o'+ ¥'.
Démonstration. — Développons la somme (a 4- b):

a+b=ab+ab’—|—ab+a’b=ab+ab’+a’b.
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Or le développement de 1 par rapport & a et b contient
les trois termes de ce développement, plus un quatriéme
terme @' b'. Celui-ci est donc la négation de la somme des
trois autres.

On peut démontrer la deuxiéme formule, soit par un rai-
sonnement corrélatif (en considérant le développement de o
en facteurs), soit en remarquant que le développement
de (a'+ b')

a'b+ab+ald

ne différe du développement de 1 que par le sommande ab.
La généralisation des formules de De Morgan est mani-
feste ; par exemple on &, pour une somme de trois termes,

@b+ e = ab¢ -+ abc’ -+ ab'c 4+ ab’e’ + a'be 4 a'be +~a'b'e.

Ce développement ne différe du développement de 1 que
par le terme @'®'¢’ ; on démontrerait ainsi les formaules

(a+b+c)=a'bd, (abeY =a + b+
{ { >

o

généralisations des formules de De Morgan.

Les formules de De Morgan sont d’un usage trés fréquent
dans le calcul, car elles permettent d’gffectuer la négation
d'une somme ou d’un produit en faisant porterla négation
sur les termes simples : la négation d’une somme est le pro-
duit des négations des sommandes; la négation d’un produit
est Ja somme des négations des facteurs.

Ces formules permettent encore de passer d'une proposi-
tion primaire a la proposition corrélative par dualité, et de
démontrer leur équivalence. Pour cela, il suffit d'appliquer
a la proposition donnée la loi de contraposition, puis d’effec-
{uer la négation des deux membres.

Exemple :

ab ++ac+be=(a+ by(a+c){(b-+c).

Démonstration :
(@b -+ ac + be) = [(a + b) (a—+¢) (b+¢)]'
(abY (ac)(be) = (@ +b)+{a+ ey +(b-+ey
(@' + B') (@' )b+ ) =ab + @' ' 4 b
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Les termes simples a, b, ¢ étant quelconques, on peut sup-
primer le signe de négation dont ils sont affectés, et I'on
retrouve Ja formule donnée.

Ainsi les formules de De Morgan fournissent un moyen de
trouver ou de démontrer la formule corrélative d’un autre;
mais, ainsi que nous P'avons dit (n° 14), elles ne sont pas le
fondement de cette corrélation,

26. Sommes disjointes. — On peut au moyen du déve-
loppement, transformer une somme quelconque en une
somme disjointe, c'est-a-dire telle que tous les produits des
sommandes deux 4 deux soient nuls. En effet, soit la somme
(a + b -+ c)dont on ne sait pas si les trois termes sont dis-
joints; on doit supposer qu’ils ne le sont pas. On a par déve-
loppement :

a—+ b+ c=abec+ abc'+ab'c+abc+a'be+ a'be'+a'be.

Or les quatre premiers termes de ce développement consti-
tuent le développement de @ par rapport a b et ¢; les deux
suivants sont le développement de &' b par rapport ac. La
somme précédente se réduit donc 4

a+ab-abe,

et les termes de celle-ci soant disjoints comme ceux de la
précédente, ainsi qu'on peut le vérifier. Ge procédé est gé-
néral, et d’ailleurs évident : pour énumérer, sans répétition,
tous lés a, tous les b, tous les ¢, ..., il suffit évidemment
d’énumérer tous les @, puis tous les & qui ne sont pas a, puis
tous les ¢ qui ne sont ni a ni b, et ainsi de suite.

On remarquera que ['expression ainsi obtenue n’est pas
symétrique, puisqu’elle dépend de l'ordre assigné aux som-
mandes primitifs ; ainsi la méme somme pourra s’écrire ;

bab' +a'be, c+ac'+a'be, ...

Inversement, pour simplifier I’expression d’une somme, on
peut supprimer comme facteur dans chacun des sommandes
(rangés dans un ordre convenable) les négations de chacun
des sommandes précédents. On peut ainsi trouver pour une
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somme une expression symétrique. Par exemple on a

at+a'b=5b+ab=a+b.

27. Propriétés des fonctions développées. — Ce qui fait
Putilité pratique du procédé de développement dans PAlgébre
de la Logique, c’est que les fonctions développées possédent
la propriété suivante :

La somme ou le produit de deux fonctions développées
par rapport aux mémes lettres s’effectuent en faisant simple-~
ment la somme ou le produit de leurs coefficients; la néga-
tion d’une fonction développée s'effectue en niant simplement
les coefficients de son développement.

Nous allons démontrer ces propositions dans le cas de deux
variables ; la démonstration sera évidemment générale.

Soient les fonctions développées

ayzy + bizy' e 2’y dix'y,
ATy + bazy ey’ y - do'y’ :

1°¢ Je dis que leur somme est
(@14 a) oy + (b1 ay' +(e1+ )2’y + (di+ dy) &'y’

Cela résulte immédiatementde la loi distributive,
2° Je dis que leur produit est

ayagxy 4+ by bexy -+ cree2’y + didax' .

En effet, si 'on effectue leur produit suivant la régle gé-
nérale (en appliquant la loi distributive), les produits de
deux termes de constituants différents seront tous nuls; il ne
restera donc que les produits des termes de méme consti-
tuant, et comme (en vertu dela loi de tautologie) le produit
de ce constituant par lui-méme lui est égal, il suffit de faire
le produit des coefficients,

3e Eafin, je dis que la négation de

azy -+ bxy'+cx'y + dx'y'
est
azy+bay'+dx’y+dx'y.

Pour le prouver, il suffit de vérifier que le produit de ces
deux fonctions est nul, et que leur somme est égale 2 1. En
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effet :
(axy +bxy' +-cx'y +dx' y') (&' zy + b'.z'_y’—F 'y +dz'y')
=(aa'z‘y+bb’$‘)"+06'z’y+d 'wlyl)
=(0.xy + 0.xy + 0.2’y + 0.2'y") =0;
axy +bry' +cx'y +dr'y )+ {dzy+ b xy +c' 2y +d'z’y")
=[(a+ayzy + (b +b)Yxy +(c + )2’y + (d +d)a' y']
=(L.zy+Lzy +La'y+1.4y)=1.

Cas particulier. — On a les égalités :

(ab+ d'b"Y = ab + a'b,

(ab'+a'b) = ab+a'b,
qu'on peut démontrer de bien d’autres maniéres, parexemple,
en remarquant que les deux sommes (ab -+ a' b')et(ad' + a'b)
composent, réunies, le développement de 1; ou encore en
effectuant la négation (ab + '’y au moyen des formules

de De Morgan.
De ces égalités on peut conclure celle-ci :

(ab'+a’'b=0)=(ab+a'b =1),
qu’on aurait pu trouver d’ailleurs en remarquant que (ne 18)
(a=b)=(ab'+a'b=0)=[(a+b")(a'+b)=1]

et en effectuant le produit indiqué dans la derniére expres-
sion.

Trrkoreme. — Or a les équivalences suivantes (1) :
(a=bc+b'¢c)=(b=acd+a'c)=(c=ab+a'b)

En effet, ramenons la premiére de ces égalités au second
membre o
a(bc+b'cy+a'(be'+b'c)y=o,
abc+ab'c’+a be'+a'b'c=o.

Or on constate que le premier membre de cette égalité
est symétrique par rapport aux trois termes @, b, c. Onen

(1) SranitEY JEVONS, Pure Logic, 1864, p. 61.
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conclut que, si 'on effectuait la méme transformation. sur les
deux autres égalités, qui ne différent de la premiére que par
la permutation de ces trois lettres, on abuutirait au méme
résultat ; ce qui démontre ’équivalence proposée.

Corollaire. — Sil'on a a la fois les trois inclusions :
a<<bd+ ¥e, b<Lad+ae, el ab +a'b,

on a aussi les inclusions inverses, et par suite les égalités
correspondantes

a=bc'+ Ve, =ad+de, ¢=ab' +a'b.

En effet, si ’on transforme les inclusions données en éga-
lités, on trouve

abe + ab'c’=o, abc4-a'bc'=o, abec - a'blc=o,
d’oli, en les réunissant en une seule

b b
abe+ ab'd’'+a'be’'+ a'b'c=o.-
Or cette égalité équivaut, on vient de le voir, 4 'une quel-

conque des trois égalités & démontrer.

28. Bornes d'une fonetion. — On dit qu'un terme & est
compris entre deux termes donnés a et &, s'il contient P'un et
est contenu dans ['autre, c’est-a~dire si l'on a, par exemple,

a <z, x < b,
ce qu'on écrit, par abréviation,
alxz<b.
Une telle formule s’appelle une double inclusion. Dans le
cas oii le terme x est variable et toujours compris entredeux
termes constants a et b, ceux-ci seront appelés les bornres

de celui-la. Le premier (contenu dans «) sera la borne infé-
rieure, le second (qui contient x) sera la borne supdrieure.

TatoriMe. — Une fonction développée est comprise entre
da somme et le produit de ses coefficients.

Démontrons d’abord le théoréme pour une fonction d’une
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variable :
ax + bz'.
On a, d’unepart,
(ab < a) < (abx < ax),
(ab < by< (abx'<bx").
Done :
abx 4 abxr’ < ax + bx'
on

ab < ax -+ bx'.
On a, d’autre part,

(a<La+b)<{ax <(a+b)z],
(b < at-b) < [ba' <(a+ b))

Done
ax + bx' < (a—+ b)(x + z')
ou ’
axr + bx' < a -+ b.
En résumé,
ab < ax + bx' < a + b. €. Q. F. Ds
Remarques. — 1° La méme double inclusion peut se
mettre sous la forme suivante (1) :
SO <Sf(z)<f(a).
En effet,

fla)=aa+ba'=a+b,
F(b)=ab + bb' = ab.

Mais cette forme, particuliére a Péquation 4 une inconnue,
ne parait pas susceptible de généralisation, tandis que la pré-
cédente I'est. Et, en effet, on constate aisément que Ja démons-
tration précédente est générale. Quel que soit le nombre »
des variables (et par suite le nombre 2% des constituants), on
démontrera exactement de méme que la fonctlion contient le
produit de ses coefficients et est contenue dans lear somme.
Le théoréme est donc général, ‘ :

2° Ce théoréme suppose que tous les constituants figurent
dans le développement, par conséquent ceux qui manquent
doivent y figurer avec le coefficient o. Dans ce cas, le pro-

() EveeEN MULLER, Aus der Algebra der Logik, Art. 11,
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duit de tous les coefficients est évidemment nul. De méme,
dans le cas oit un coefficient a Ia valeur 1, la somme de tous
les coefficients est égale 4 1.

On démontrera plus tard (n° 38) que la fonction peut
atteindre ses deux bornes, et par suite gu’elles sont ses va-
leurs extrémes. Pour le moment, nous savons seulement
qu’elle est toujours comprise entre elles.

29. Formule de Poretsky (*). — On a P’équivalence

(r=ar+ ) =(b<2xr<a)

Démonstration. — Multiplions d’abord les deux membres
de P'égalité proposée par «, 1l vient

X = ax,
ce qui, comme on sait, équivaut 4 Pinclusion
z < a.
Multiplions ensuite les deux membres par 2'; il vient
o= bx",
ce qui, comme on sait, équivaut a I'inclusion
b< .
On a donc en résumé
(z=axr +b2")<(b<x <L a).
Réciproquement, on a

(b<x<a)<(x=ar + bz').
En effet,
(z < a)=(z = ax),
(b << 2) =(bx'=0).

Ajoutons membre & membre ces deux égalités

{x =az)(o=bz") <(x = ar + bx').

(') Ponersky, Sur les méthodes pour résoudre les égalites logiques
(Bulletin de la Société physico-mathématique de Kazan, t. II,
1884).
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Donc
(b<r<a) (x=azx+ ba').

L’équivalence est ainsi démontrée.

30. Théoréme de Schroder (*). — L’égalité
ar+bxr'=0
signifie que x est compris entre a' et b.

Démonstration :

(ax + bx' = o) = (ax = 0) (bx' = o),
(ax =0)=(z < a'),
(b’ =0)=(b< x).
Donc
(ax -+ bx' =0)=(b< o <a).

En rapprochant ce théoréme de la formule de Poretsky, on
obtient immédiatement 'égalité

(ax +bx'=0) = (# = a'z + bx')

qui peut se démontrer directement, en réduisant la formule
de Poretsky & une égalité a second membre nul

(z=dz+bx')=[w(ar+b'2')+ 2 (¢’ + bx') = o]
= (ax + bz’ = o).

Si l'on considére I'égalité donnée comme une équaiion
ot z est l'inconnue, la formule de Poretsky en sera la solu-
tion.

De la double inclusion

< << a,
on conclut par le principe du syllogisme
b<La.

C’est ]2 une conséquence de I’égalité donnée, et cette con-

© (') ScHRODER, Operationskreis des Logikkalkuls, Théoréme 20,
1877.
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séquence est indépendante de I'inconnue z. On appelle la
résultante de Uélimination de z dans ’équation donnée. Elle
équivaut a I'égalité
ab = o.
On a done Pimplication suivante ;

(ax + ba'=0) < (ab = o).

Si l'on tient compte de cette conséquence, la solution peut
se simplifier : en effet,

fab=10)=(b =a'b).
Done
r=dz+ be'=a'x+ a bx'
=a'br+a'bri+abr=ab-+abdx
=b+dbaxr=5b64+ a'x.

Cette forme de la solution est la plus conforme au sens
commun : puisque x contient b et est contenn dans ¢/, il est
naturel que @ soit égal & la somme de & et d'une partie de @'
(a4 savoir la partie commune 4 @’ et 4 #). La solution est en
général indéterminée (entre les bornes a’ et 6) ; elle n'est dé-
terminée que dans le cas oii ces bornes sont égales

a=b,
car alors
:’r=b+a'x=b+bx=b=a’.

Et, en effet, ’équation prend alors la forme
{ax +ad'z'=0)= (a'=u2x)
et elle équivant & la double inclusion
(a<rx<d)y=(x=2a")

31. Résultante de I'élimination. — Lorsque ab n’est pas
nul, 'équation est impossible ( toujours fausse ), puisqu’elle
a une conséquence fausse. C'est pour cela que Schréder con-
sidére la résultante de I'élimination comme une condition de
I'équation. Mais il ne faut pas se laisser induire en erreur par
ce mot équivoque : la résultante n’est pas une cause de I'équa-
tion, elle en est une conséquence ; elle n'en est pas une con-
dition suffisante, mais une condition nécessaire.
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On arriverait 4 la méme conclusion en remarquant que ab
est la borne inférieure de la fonction az -+ bz, et que, par
suite, celle-ci ne peut s’annuler que si cette borne esto

(ab < ax+bzx')(ax + bx'=0) < (ab =o).

On peut mettre la résultante de I'élimination sous d’autres
formes équivalentes : par exemple. st I'on écrit I’équation
sous la forme :

(a+2")(b4+=x)=o0,
on remarque que la résultante

ab =o

s’obtient en effacant simplement 'inconnue (en supprimant
les termes & et z'). L'équation peut encore s'écrire
dr+bzx'=1
et la résultante
a-+b=y.

Ici encore elle s’obtient en effagant simplement 'incon-
nue (1).

Remarque. — Sil'on substitue 4 I'inconnue =, dans'équa~
tion
ax + bz’ = o,

(!) C'est la méthode d’¢limination de Miss Ladd et de M. Mitchell.
Mais cette régle, sous sasimplicité apparente, est trompeuse, car on ne
peut pas 'appliquer 4 la méme équation mise sous une des formes

ax + bx' = o, (a'+x")(0'+ z)=1.

Or, pour les inéquations, au contraire, elle s’applique, comme on lc¢
verra (n® 54), aux formes

aw + bz = o, (@ +2)(b+2)F
et non pas aux formes équivalentes
(a+2')(b+2z)Fo, az+bax'==1

Par conséquent, elle n’a pas la commodité mnémonique qu’on lu;
attribue, car pour 'employer correctementil faut se rappeler i quelles
formes elle est applicable.
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sa valeur tirée de cette équation
r =a'x -+ bx', r=azx+0,
on trouve
(abx + abxr'= o) = (ab =0},

c'est-d-dire précisément la résultante de I'élimination de =z,
laquelle, on I'a vu, e¢st une conséquence de P’équation elle-
méme. On s’assure ainsi que la valeur de = vérifie bien cette
équation. On peut donc (avee M. Voigt) définir la solution
d’'une équation : la valeur qui, substituée & & dans cette
équation, la réduit 4 la résultante de I’élimination de .

Cas particulier. — Dans le cas ou 'équation contient un
terme indépendant de z, c'est-d-dire est de la forme

ar + bz’ + ¢ = o,
elle équivaut a

(a+clx+(b+c)a' =0,
et la résultante est
(@at+c)(b+c)=ab+c=o0.

D’oir Pon conclut cette régle pratique : pour obtenir dans
ce cas la résultante de Pélimination de z, il sulfit d’égaler
a4 zéro le produit des coefficients et 2/, en lui ajoutant
le terme indépendant de .

32. Cas d'indétermination. — De méme que la résultante

ab=o0

correspond au cas de possibilité de I’équation, 'égalité
a+b=o

correspond au cas d'indéiermination absolue. En effet, dans
ce cas, I'équation ayant ses deux coefficients nuls (@ = o),
{b=o0), se réduit & une identité (o ==0), et par suile est
« identiquement » vérifiée quelle que soit la valeur de a; elle
ne détermine nullement celle—ci, puisque la double inclusion

b<x<a
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devient alors
oL w1,

ce qui ne limite en aucune maniére la variabilité de z. On dit
dans ce cas que I’équation est indéterminée.

On arriverait 4 la méme conclusion en remarquant que
(a+ b) est la borne supérieure de la fonction ax -+ b2', et
que, si cette borne est o, la fonction est forcément nulle pour
toute valeur de 2 :

(ax +bxr' < a+b)(a+b=0)<{axr -+ br'=o0).

Cas particulier. — Lorsque I'équation contient un terme
indépendant de «x :
ax + bx' + ¢ = o,

la condition d’indétermination absolue prend la forme

a+b+c=o.
Enp effet,
ax+br'+~c=(a+c)z+(b+ec)a,
(a4+¢c)+(b+c)=a+b+c=o.

33. Sommes et produits de fonctions. — Il importe
d'introduire ici une notation empruntée aux Mathéma-
tiques et qui est trés commode dans I’Algébre de la Lo-
gique. Soit une expression qui contient une variable f(z);
supposons que l'ensemble des valeurs que peut prendre z
soit bien déterminé; l'ensemble des valeurs que prenden
conséquence la fonclion f(x) sera aussi bien déterminé.

Leur somme sera représentée par Zf {z), et leur produit
x
par l If(x). C’est une notalion nouvelle, disuns-nous, et

x
non une notion nouvelle; car c'est simplement l'idée de

somme et de produit appliquée aux valeurs d’une fonction.

Lorsque les signes et s’appliquent a des proposi-
q g ppliq prop

tions, ils prennent un sens intéressant :

[Hv@ =l
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signifie que f () = o estvraie pour foutes les valeurs de z, et

PATEIETS

que f (&) = o est vraie pour guelgue valeur de 2. En effet,
pour qu'un produit soit égal & 1 (c’est-d~dire vrai}, il faut
que tous ses facteurs soient égaux & 1 {c’est-d-dire vrais);
mais, pour qu’une somme soit égale & 1 (c'est-a-dire vraie),
il suffit qu’un de ses sommandes soit égal & 1 (c'est-a-dire
vrai). On a ainsi un moyen de traduire les propositions uni-
verselies et particuliéres, lorsqu’elles s’appliquent a des va-
riables, notamment celles de Ia forme : « Pour tout 2, telle
proposition est vraie » ; « Pour quelque », telle proposition
est vraie », etc.
Par exemple, 'équivalence suivante

(a=b)y=(ac=bejla+c=b-+c)

a quelque chose de paradoxal, parce qu’il figure dans le
second membre un terme (c) qui ne figure pas dans le pre-
mier. C’est que cette équivalence est indépendante de ¢ ; de
sorte qu'on peut Pécrire comme suit (en considérant ¢
comme une variable z) :

Hf(a:b):(ax:bx)(a—l—m:6+x)],
x

ou, le premier membre étant indépendant de «,

(_a.=b)=H[(ax=bw)(a+x=b+x}}.

En général, quand une proposition contient un terme
variable, il faut avoir grand soin de distinguer le cas oi elle
est vraie pour foute valeur de la variable du cas ou elle est
vraie pour quelgue valeur seulement de la variable (!). Glest

a cela que servent les signes I I et 2

('} Cest la distinction qu'on fait en Mathématiques entre les iden-
tites et les égquations, A cela prés qu'aune éguation peut n’étre vérifiée
par aucune valeur de la variable.
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Ainsi, quand on dit que I'équation

az + bx' = o,

par exemple, est possible, on affirme qu’elle est vérifice par
quelque valeur de 2, c’est-a-dire

2 (ax 4+ bx' = o),

et, comme la condition nécessaire et suffisante pour cela est
que la résultante (wd = 0) soit vraie, on doit écrire

Z(am+ bz’ = 0)= (ab = o),

tandis qu’on a seulement l'implication
(ax 4 bz’ =0) < (ab =0).

.

Au contraire, pour que l'équation soit vérifide par toute
valeur de 2, la condition nécessaire et suffisante est que

a-+b=o.
Démonstration. — 1° La condition est suffisante ; car si
(a+b=0)=(a=0)(b=o0),

on a évidemment
azx + bz’ = o,

quel que soit z, c’est-a-dire

H(ax—i— bx' = o).
x

2° La condition est nécéssaire; car si

H(ax-!— bz’ = o),

I’équation est vraie en particulier par la valeuir 2 — a, c'est-
a-dire qu'on a
a-+b=o.

Scientia, n* 24. 4
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L’équivalence

H(aa:—i-bm’:o):(a—%—b:o)
x

est donc démontrée (!). Dans ce cas I'équalion se réduit a
une identité : son premier membre est identiguement nul.

34. Expression d'une inclusion au moyen d'une indé-
terminée. — La notation précédente est indispensable dans
presque tous les cas ou lon fait figurer dans l'un des
membres d'une équivalence des variables ou indéterminées
qui ne figurent pas dans l'autre. Par exemple, certains
auteurs posentles deux équivalences suivantes

{a<by={a=0bu)=(a+r=25),
ol u, ¢ sont deux « indéterminées ». Or chacune des deux
égalités a bien pour conséquence 'inclusion {a << b), comme

on peut s'en assurer en éliminant de.ces égalités « et ¢ res-
pectivement :

1° e+ v+ addbu=o]l=[lal+a'b)u+ au =o0).
Résultante
[{ab'+a' bya=0] = (ab'=0) = (a < D).
2 [a+e)b 4+ a'be’'=0]=[b¢+{ad+ ab)'=o0].
Résultante
[blab+ a'dby=o]=(ad=0)=(a  b).
Mais on ne peut pas dire que, réciproquement, 'inclusion
implique les deax égalités pour r'importe gquelle valeur
de « et ¢ ; et, en fait, on se borne 4 prouver que cette impli-

cation a lien pour guelgue valeur de u etde ¢, 4 savoir pour
les valeurs particuliéres

®w=a, b=v;
et, en effet, on a

(a:ab):(a<b)=(a+b=b).

(') Eveexr MULLER, loc. cit.
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Mais de ce que U'implication (et par suite I'équivalence)
est vraie pour quelgue valeur des indéterminées, on ne peut
pas conclure qu’elle est vraie pour foutes; notamment, elle
n’est pas vraie pour les valeurs particuliéres

car alors (a=bu) et (@ + v=20) deviennent (¢ =), qui
dépasse évidemment I'inclusion donnée (a << &) (1).
On ne peut donc écrire que les équivalences suivantes :

(a< b)=2(a=bu)=2(a+v=b),

mais il n’y a pas équivalence entre les trois expressions
(@a<p), [Ja=6w) JJa+r=6

35. Expression d'une double inclusion au moyen d'une
indéterminée. — Turorkme : La double inclusion

b<e<a

(1) De méme, si 'on fait

on obtient les égalités
(a=o0), (b=1),
qui dépassent encore plus 'inclusion donnée.

(*) D’aprés la remarque faite dans la nole précédente, on a mani-
festement

H(a:bu):(a:b:o), H(a+o=b)=(a=b=1),

puisque les égalités soumises au signe I l doivent étre vérifiées méme
par les valeurs

Si Pon veut savoir dans quelles limites peuvent varier les ndéter-
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égquivaut a U’égalité
x=au-+ bu

Jointe & la condition (b < a), u étant un terme absolument
indéterminé.

Démonstration. — Développons I'égalité en question
zladu+bu)+a(an+bu')=o,
(' +axlu+(Pax+bax')a’ =o0.
Eliminons-en u
a'b'x +-aba’=o.
Cette égalité équivaut a la double inclusion
ab<x < a+b.
Mais, par hypothése, on a |
(b<La)y=(ab=b)={a-+ b= a).
La double inclusion se réduit donc &

b<xr<a.

minées u et ¢, il suffit de résoudre par rapport & ellesles équations

(a<b)=(a=ibu), (a<b) =(a+v=0),
ou
ab' = a' bu + ab’ au’', ab' = ab'+ b'v 4 a'bv',
ou
a'bu + abu’ = o, a'b'yv+ a'bv' = o,

d’otr ( par une formule démontrée plus loin) on tive les solutions
u=ab+w(a+b), v=ab+w(a+bd),

ou simplement
u = ab + wb', v =a'b+ wa,

w étant absolument indéterminée. On trouverait ces solutions par le
simple bon sens, en se demandant : Par quel terme faut-il multiplier &
pour cobtenir @ ? Par un terme qui contienne ab plus une partie quel-
conque de non-5. Quel terme faut-il ajouter & a pour obtenir ? Un
terme qui contienne &' plus une partie quelconque de a. En un mot,
u peut varier entre ab et @ + &', ¢ entre a'b et a -+ b.
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Ainsi, quel que soit «, I'égalité considérée entraine la
double inclusion. Inversement, la double inclusion entraine
I'égalité, quel que soit 2; car elle équivaut a

&z +'bx'=o,

et alors I'égalité se simplifie et se réduit a

az’u+bzxu =o.

On peut toujours en tirer la valeur de « en fonction de x,
car la résultante (ad’'z2' = o) est identiquement vérifiée, La
solution est donnée par la double inclusion

bx <u<a+ .

Remarque. — 1l n’y a pas contradictlion entre ce résultat,
qui montre que la valeur de u est comprise entre des bornes,
et 'assertion antérieure, que u est absolument indéterminé.
En effet, celle-ci suppose que z est quelconque, pourvu qu’il
vérifie la double inclusion; tandis que, quand on évalue «
en fonction de x, on suppose la valeur de « déterminée; et
c’est par rapport & cette valeur particuliére de x que la
valeur de « est soumise & des bornes ( ).

Pour que la valeur de u« soit complétement déterminée, il
faut et il suffit qu’on ait

bz =a+z,
c'est-a-dire
Vrar'+(b+2')a +x)=0
oun
b+ a'x' =o.
Or on a déja, par hypothése,
a'x+bxr'=o.
Sil'on réunit ces deux égalités, on trouve

(@'+b=0)=(a=1)(b=o0o).

(') D’ailleurs, si l'on substitue & & sa borne inférieure & dans la
borne inférieure de u, celle-ci devient b’ = o, etsi I'on substitue a3 =
sa borne supérieure a dans la borne supérieure de u, celle-ci devient
a-+a =ri.
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Clest le cas oit 1a valeur de « est absolument indéterminée
puisqu’elle est comprise entre les bornes o et 1.
Dans ce cas, on a

u=br=a+wx=um

Pour que la valeur de « soit absolument indéterminée, il
faut-et il suffit qu'on ait & la fois
bz =o0, a+x =1
ou
Vr4+ax' =o,
c'est-a-dire
a<x<<b.

Or on a déja, par hypothése,
b<x<a.

On en conelut
b=z =a.

C’est le cas ol Ia valeur de x est complétement déter-
minée.

36. Solution de I'équation & une inconnue. — La solu-

tion de 'équation
azr+bx'=o0

peut se mettre sous la forme

r=adu+bu,

« étant une indéterminée, 4 la condition que la résultante de
Péquation soit vérifiée. _

En effet, on vient de prouver que cette égalité a pour
conséquence celle-ci :

ab'z + a'bx' =0,
qui équivaut a la double inclusion
a'b<xa+b.
Or, par hypothése, on a
(ab=0)=(a'b=>b)=(a+b=a)

Donc la solution proposée a pour conséquence, dans cette
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hypothése, la double inclusion
b<z<d,

qui équivaut a 'équation dounde,

Remarque. — Toujours dans la méme hypothése, ot 'on a

(ab=0)= (b < a'),
on peut meltre cette solution sous les formes plus simples,
mais moins symétriques,
z=b+adu, z=a (b+ u).
En effet :
1 On a identiquement

b=0bu-+obu'

Or
(b<a'y<(bu < a'u).
Donc
(z=bu'+du)y=(x=>0+au).
2° Démontrons maintenant la formule

z=a b+ au.
Or
llrb = b.

Donc
r=0+au,

ce qui raméne 4 la forme précédente.
On peut encore mettre la méme solution sous cette forme
=a'b+u(ab+a'd),
qui résulte de I'équation mise sous la forme
ab'x + a'bz' = o,

en remarquant que

a'+b=ab+db-+ad
et que

ua'b < a'b.

Mais cette derniére forme est inutilement compliquée,
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puaisque, par hypothése,
ab = o.
Ii reste donc
x=a'b+uadbd’,

qui équivaut encore a

z=>b-+ud,
puisgue
ab=2=b, a=ab+ab.

Quelle que soit la forme qu’on donne a ia solution, le
paramétré u y est absolument indéterminé, c’est-a-dire peut
prendre toutes les valeurs possibles, y compris o et 1 et, en
effet, pour ¥ —=o, on a

et, pour ¥ =<1, on a

Ce sont les deux valeurs exirémes de z.

On comprend dés lors que = soit déterminé dans le cas
particulier ott @’ == b, et qu’il soit, au contraire, absolument
indéterminé dans le cas particulier ol

b=o, a'=1 (ou @ =o0).
En somme, la formule

z=a'u-+ b

remplace la variable « limitée » z (comprise entre les bornes
@ et b) par la variable «illimitée» #« (qui peut prendre
toutes les valeurs possibles, y compris o et 1).

Remarque (). — La formule de solution

r=ax+ ba'

est bien équivalente 4 ’équation donnée, mais non pas la
formulede solution
r=au+bu

(') PorETskY, Sept lois.... Chap. XXXIII et XXXIV,
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en fonction de l'indéterminée u. En effet, si 'on développe
cette derniére, on trouve

ab'x + a'bx' + ab(wu—+ 2w )+ a'b(zu' 4+ 2'u) = o,
et, si on lacompare a I'équation développée
ab+ab'x+a'bzx'=o,
on constate que celle-ci contient, en plus de la solution,
I'égalité _
ab(xu'+x'u) = o,
et, en moins de cette méme solution, I'égalité
a'b' (xu'+-2'u)=o.
D'ailleurs, ces deux termes s’annulent si 'on fait
u=uwx,
ce qui raméne a la formule

rx=ar+bx.

De cette remarque Poretsky conclut que la solution d’une
équation n’en est, en général, ni une conséquence, ni une
cause. Elle en est une cause dans le cas particulier out I'on a

ab=o,

et elle en est une conséquence dans le cas particulier cu
Von a )
(a'b'=0)= (a4 b=1).

Mais si 'on n’a pas
ab=o,

'équation est insoluble et la formule de solution est absurde,
ce qui explique le paradoxe précédent. Si 'on a a la fois

ab:o, a+b=l,

1a solution est & la fois conséquence et cause, c’est-a-dire est -
équivalente & 'équation. Et, en effet, dans ce cas (a'=25),
I’équation est déterminée et n'a qu'une solution

L= a’:-_- .
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Ainsi, toutes les fois qu’une équation est résoluble, sa
solution est une de ses causes, et, en effet, le probléme
consiste 4 trouver une valeur de z qui la vérifie, ¢’est-d-dire
qui en soit une cause.

En résumé, on a I'équivalence suivante:

(ax+bx'=0)=(ab =O)Z(af= au-+bu'

qui contient les implications suivantes :
{ax+bx'=0) < (ab=0),
(ax -+ bx'=o0) <E(a' =a'u+ bu'),
{ab =o)2(m =adu+bu)<{axr + bax'=o)

I

37. Elimination de plusieurs inconnues. — Considérons
maintenant une équation & plusieurs inconnues, et supposons-
la ramenée a la forme normale, c'est-a-dire son premier
membre développé par rapport aux inconnues, et son second
membre nul. Occupons-nous d’abord du. probléme de I'éli-
mination. On peut éliminer les inconnues, soit une & une,
soit en bioc.

Soit par exemple P’équation & trois inconnues

(1) ¢(x, ¥, 3)=axys-+ bxys + caxy' s+ dxy's
+ fo'ys+ g2’y +ha'y' s+ ka'y'd=o.

On peut en éliminer 5, en considérant ce terme comme la
seule inconnue, et obtenir la résultante

(aé’y_!'c:qy"*'fx'}"*‘hw'}”)(bxy+dz‘y’+gx’y+/:m'y’)=o
au
(9,) (lb.’t'_}’—-g— cdg:};’_i_fgx’y -+ ]ll'v.'.fl:‘,]"'—_— o.

Si I'équation (1) est possible, Péquation (2) l'est, c’est-a-
dire est vérifiée par quelques valeurs de = et de y. On peut
donc en éliminer y en considérant ce terme comme la seule
inconnue, et obtenir la résultante

(abz + fea')ede +hkz')=0
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ou

(3) abedzr + fghkaz' = o.

Si équation (1) est possible, I'équation (3) Dest, c'est-a-
dire est vérifiée par quelques valeurs de . On peut donc en
éliminer & et obtenir la résultante finale

abed. fghk = o,

qui est une conséquence de (1), indépendante des inconnues.
Il est évident, par raison de symétrie, qu'on obtiendrait la
méme résultante en éliminant les inconnues dans un autre
ordre. D'ailleurs, ce résultat était a prévoir, car puisqu’on a
(n° 28)

abedfghk < ¢(z,y, ),

9(x, ¥, 5) ne peut s'annuler que si le produit de ses coef-
ficients est nul

[o(x, ¥,3) =0] < (abedfghk = o).

On peut donc éliminer toutes les inconnues en bloc en
égalant a ole produit des coefficients de 1a fonction déve-
loppée par rapport a toutes ces inconnues,

On peut aussi éliminer en bloc quelques-unes seulement
des inconnues : pour cela, il sulfit de développer le premier
membre par rapport a ces inconnues, et d’égaler d o le
produit des coefficients de ce développement. Ce produit
contiendra (en général) les autres inconnues. C’est ainsi
que la résultante de I'élimination de s seul est, comme on I'a

vu,
abzy +cdxy +fega'y +hkad'y'=o

et la résultante de I'élimination de y et 5 est

abedx + fghkx' = o.

On peut obtenir ces résultantes partielles au moyen de la
régle pratique suivante : on forme les constituants relatifs
aux inconnues qu'on conserve, on donne pour coefficient a
chacun d’eux le produit des coefficients des constituants du
développement général qui le contiennent en facteur, et I'on
égale la somme 2 o.
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38. Théoréme sur les valeurs d'une fonction. — Toutes
les valeurs que peut prendre une fonction d’un nombre
quelconque de variables

flz, 7,38, ...
sont données par la formule

cabe.. k+u({a+b+ce+...+ k),

ot u est absolument indéterminée et ot a; b, ¢, ..., k sont
les coefficients du développement de f.

Démonstration. — 1l suffit de prouver que dans I’égalité

flz,y. 2 .. =abe...k+u(a+b+ct+...+ k)

« peut prendre toutes les valeurs possibles, c’est-a-dire que
cette égalité, considérée comme une équation en u, est indé-
terminée.

On peut d'abord, pour plus d’homogénéité, mettre le
second membre sous la forme

wabe...k+ula+b+c+.. ..+ k)

car
abe. .k =uabe.. . k+wabc.. . k

et
vabe.. k< ula+b+c—+...+ k).

Réduisons le second membre % o (en supposant qu’il n’y a
que trois variables =z, y, 5)

(azyz +-bays +cxy' s +...+ka'y's)
x[ua'dc.. K+u{ad+b+c+...+k)
+(ad'zys+bays + oy s +.. .+ Ly
X[u{@a+b+c~+...+k)+tabc... k] =0,

ou plus simplement

wlad-b+ct.+ a'zyz+bays'+wy's .+ Ka'y's)
+u(@+ b4+ K) (axys+bays+. . .+ k' y'F )= 0.
Si PPon élimine toutes les variables #, ¥, z, ..., mais non
P’indéterminée z, on trouve la résultante

v@+b-c+...+kya'de. . K
+u(a'+b+c+...+Ek)abe...k=o.
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Or les deux coefficients de u et u’ sont identiquement nuls;
il s’ensuit que u est absolument indéterminée, ce qu'il fallait
démontrer ().

De ce théoréme il résulte cette conséquence trés impor-
tante : qu'on peut transformer une fonction d'un nombre
quelconque de variables en une fonction d'une seule variable
sans diminuer ni changer sa « variabilité ».

Corollaire. — Une fonction d’un nombre quelconque de
variables peut devenir égale 4 chacune de ses bornes.
En effet, si 'on met cette fonction sous la forme équi-
valente
abe...k+u(a+b+c+...+ k),

elle deviendra égale 4 son minimum (abc...k) pour la
valeur u==o0, et 4 son maximum (@-+ b—+c-4...+ k)
pour la valeur u =1.

On pourrait d’ailleurs vérifier cette proposition sur la
forme primitive de la fonction, en donnant aux variables des
valeurs convenables.

Ainsi une fonction peut prendre toutes les valeurs com-
prises entre ses deux bornes, y compris ces bornes elles~
mémes. Par suite, elle est absolument indéterminée dans le
cas ol 'on a a la fois

abe, .. k=o, a+bt+c+...+ k=1
ou
abe..k=o=dab'c...k.

39. Conditions d'impossibilité et d'indétermination. —
Le théoréme précédent permet de trouver les conditions
d’impossibilité et d'indétermination d'une équation & plu-
sieurs inconnues. Soient f(=z, y, 3, ...) le premier membre
supposé développé, «, b, ¢, ..., k ses coefficients. La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ’équation soit possible

est
abe...k=o.

Fn effet: 1° si pour quelque valeur des inconnues f
s’annule, il faut que sa borne inférieure abe. . .k soit nulle;

(') WuITENEAD, Universal Algebra, t. 1, § 33 (4).
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2° si abe. ..k est nul, f pourra lui devenir égal, et par suite
s’annuler pour certaines valeurs des inconnues.

La condition nécessaire et suffisante pour que I'équation
soit indéterminée (identiquement vérifide) est

a+b+c+...+k=o.

En effet: 1° si @ -+ & -+ c .. .- £ est nul, comme c’estla
borne supérieure de f, cette fonction sera toujours et néces—
sairement nulle; 29 si f est nulle pour toutes les valeurs des
inconnues, @+ & -+ ¢ ... & sera nul, car c’est une des
valeurs de f.

On a donc, en résumé, les-deux équivalences

N A5, 5, ) =0l = (abe...k =0),
]_—I[f(:z‘,y,z, cd=ol=(a+b+cH... Lk =0)

L'égalité abe. ..k = o est, comme on sait, la résultante de
I'élimination de toutes les inconnues; clest Ja conséquence
qu’on peut tirer de ’équation (supposée vérifiée) indépen-
damment de toutes les inconnues.

40. Résolution des éguations & plusieurs inconnues. —
Voyons d’autre part comment on peut résoudre une équation
par rapport aux diverses inconnues, et pour cela bornons-
nous au cas de deux Inconnues

azy + bay' +ecx'y 4 dr'y’ = o.
Résolvons d'abord par rapport & &
z=(ady+ by e+ (cy+dy)r.
La résultante de ’élimination de x est
acy +bdy' =o.

Si 'équation donnée est vraie, cetie résullante est vraie.
Orc’est une équation en y seulement; résolvons-la :

y=(a'+c)y+bdy.

On aurait pu éliminer d’abord y, puis &; onaurait obtenu



SYMETRIE DES SOLUTIONS. 61

la solution
y=(adz+cz)y+ (br+dx')y

et I’équation en x
abzx + edz'= o,

d’oi1 la solution
z=(a'+b)r+cdr'.

On voit que Ia résolution d’une équation 4 deux inconnues
n’est pas symétrique par rapport a ces inconnues; suivant
’ordre dans lequel on les élimine, on a la solution

z=(ady+ b’y’)x—L—(cy—l— dy") ¥,
y=(a+c)y+bdy,

ou la solution

z={(a'+ )z + cda,

y=(dz+ca)y+ (bz-+dz)y'

Si I'on remplace dans les.seconds membres les termes z, y
par des indéterminées u, ¢, Pune des inconnues ne dépendra
que d'une indéterminée, tandis que l'autre dépendra de
deux. On aurait bien une solution symétrique en accouplant
les deux formules

z={a+b)u-+cdu,
y=(a'+c)v+bd,
mais les deux indéterminées « et ¢ ne seraient plus indé-

pendantes 'une de I'autre. En effet, sil'on porte ces solutions
dans I’équation donnée, elle devient

abed + ab' ¢'uv 4+ @' bd' up' 4 a'ed’ w' ¢ + b'c' du'v' = o,
ou, puisque, par hypothése, la résultante abed = o est véri-

fiée,
ab'c'uo + a'bd uv' + a'ed' u'v 4+ b'c' du'v' = o.

Clest I une « équation de condition » que doivent vérifier
les indéterminées u et ¢; elle peut toujours étre vérifiée, car
la résultante est identiquement vraie

abcd.abd.aed . bcd=aa . bb.c'.dd =0,
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mais elle n’est pas vérifiée par n'importe quel couple de
valeurs attribuées 3 u et ¢,

On peut, néanmoins, trouver des solutions générales symé-
trigues, c’est-a-diredes solutions symétriques ollesinconnues
soient exprimées en fonction de plusieurs indéterminées
indépendantes. Ce probléme a été traité par Schroder (1),
par M. Whitehead (*) et par M. Johnson (3).

Cette recherche n'a qu’un intérét purement technique:
car, au point de vue pratique, ou bien on cherche & éliminer
une ou plusieurs inconnues (ou méme toutes), ou bien on
cherche a résoudre I'équation par rapport i une inconnue
particuliére. Dans le premier cas, on développe le premier
membre par rapport aux inconnues a éliminer, et I'on égale
a o le produit de ses coefficients. Dans le second cas, on
développe par rapport 4 I'inconnue que l'on veut dégager,
et on applique la formule de résolution de I'équation &
une inconnue. Si 'on veut avoir la solution en fonction de
quelques inconnues, ou seulement des termes connus, on
éliminera d'abord les autres inconnues (ou toutes les incon—
nues) avant d’effectuer la résolution.

41. Probléme de Boole. — Le probléme le plus général
de PAlgébre de la Logique, selon Boole, était le suivant (%) :

Etant donnée une équation (qu'on suppose possible)
fz ;5 ...)=0,

et, d’autre part, 'expression d’un terme ¢ en fonction des
variables contenues dans I'équation précédente

E=0(2,¥,5, ...),

déterminer Pexpression de ¢ en fonction des constantes
contenues dans f et dans o.
Supposons f et ¢ développées par rapport aux variables z,

(*) Algebra der Logik, t. I, n® 24.

(%) Universal Algebra, t. 1, n* 35-37.

(*) Sur la théorie des égalitds logiques, ap. Bibliothégue du Con-
grés international de Philosophie, t. TII, p. i85 {Paris, A. Colin,
1go1 ).

(*) Laws of Thought, Chap. IX, n° 8.
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Y13, ...; appelons py, p,, ps, ... leurs constituants

Sz .3, ..) = Api+ Bps-+ Cpz—+...,
(2,0, 5, «..) = api-+ bps+ cps +....
Réduisons au second membre o Péquation qui exprime ¢:
(t¢'+ ¢ =o0)
=[a'p1+ b py+ecpy+...)¢ +(api+bpr+ cps ... ) t'=0].

Réunissons les deux équations en une seule, que nous
développerons par rapport 4 ¢ :

(A +a")pi+ (B +b)pst (C+ )ps+...]t
+H(A+ a)p1+(B+5)pa+ (C—+ e)ps—+... ]t =o.

Telle est I'équation qui donnera Pexpression cherchée de ¢.
SiPon éliminait ¢, on trouverait pour résultante

Ap1+Bpy+ Cpy+...=o0,

comme on pouvait s’y attendre. Si, au contraire, on veut
éliminer #, y, z, ... (c’est-a-dire les constituants P1y Pa
P3; - ..), on mettra ’équation sous la forme

(Ata't+at')py+ (B+b'¢+ b )pe 4 (C+ ¢t + ct')py +...=o0
et la résultante sera

(A+a't+at' )y (B+b't +b')(C+c't+ ct’)...=o0

2

¢équation qui ne contient que I'inconnue ¢ et les constantes
du probléme (coefficients de f et de 9). On en tirera I'expres-
sion de ¢ en fonction ‘de ces constantes. Développons le
premier membre de cette équation

(A+a)(B4+b)C+ ') x t+(A +a)(B+8)(C+c)...x t'=o0.
La solution est
t=(A+a)B+b8)(C+e).itu(A'a -+ B's 4+ Ce+...).
La résultante est vérifide, par hypothése, puisque c’est

ABC...=o,

Scientia, n° 2. 5
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c'est-a-dire la résultante de I'équation donnée
Sz, y,%, ...)=0.

On peut voir comment cette équation concourta restreindre
la variabilité de z. Quand ¢ était défini uniquement par Ia
fonction ¢, il était déterminé par Ia double inclusion

abe.. . Lt a+b+cH+....

Maintenant que l’on tient compte de Ja condition f=o,
¢ est déterminé par la double inclusion

(A+a)(B+5){C+e)..<t<(Aa+Bb+Cc+..) ()

La borne inférieure n’a pu qu’augmenter, la borne supé-
rieure n’a pu que diminuer, car

abe...<(A+a)(B+b)(C+el...
et
A'a+-Bbob+Ce...<a+b—+e....

Les bornes ne changent pas, si A=B=C=...=0,

cest-a-dire si I'équation f=o se réduit & une identité; ce
qui était évident a priori.

49. Méthode de Poretsky. — La méthode de Boole et de
Schrader, que nousavons exposéejusqu’ici, est manifestement
inspirée par lexemple de I'Algébre ordinaire, et elle se
résume en ces deux procédés analognes 2 ceux de PAlgébre :
résolution des équations par rapport aux inconnues; élimi-
nation des inconnues. De ces deux procédés le second est de
beaucoup le plus important, au point de vue logique, et
Boole a méme 6té jusqu'a considérer la déduction comme
consistant essentiellement dans 'élimination des moyens
termes. Cette conception, trop exclusive, lui étail suggérée
par P'exemple du syllogisme, o la conclusion résulte, en
effet, de I'élimination du moyen terme, et que I'on a long-
temps considéré (& tort) comme le type unique de la déduc-

(') WriTEHEAD, Universal Algebra, p. 63.
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tion médiate (!). Quoi qu’il en soit, Boole et Schroder ont
exagéré I'analogie de I’Algébre de la Logique avec I’Algébre
ordinaire. En logique, la distinction des termes connus et
inconnus est artificielle et presque inutile : tous les lermes,
en principe, sont connus, et il s’agit seulement, étant données
entre eux certaines relations, d’en déduire des relations
nouvelles (c’est-i-dire inconnues ou non explicitement
connues). C'est le but de la méthode de Poretsky, que
nous allons maintenant exposer. Elle peut se résumer en
trois lois : la loi des formes, la loi des conséguences et la
loi des causes.

43. Loi des formes. — La loi des formes. répond au
probléme suivant :

Etant donnée une égalité quelconque, trouver, pour un
terme quelconque (simple ou complexe), une -détermi-
nation qui équivale a cette égalité. En d’autres termes, il
s'agit de trouver toutes les formes équivalentes de celte
égalité, lorsqu’on veut lui donner pour premier membre un
terme quelconque,

Nous savons qu'une égalité quelconque peut se ramener au
second membreo ou 1, c’est-a-dire & une des deux formes

équivalentes
N= o, N'=1.

La fonction N est ce que Poretsky appelle le zéro logique
de I'égalité donnée; N’ est son'tout logique (*).
Soit U un terme quelconque; je dis que la détermination

suivante de U
U=NU-+ NU

(') En fait, la formule fon(iament,ale d’élimination
(ax + bz’ =o0) < (ab =o)

n'est, on I'a vu, qu'une autre forme et une conséquence du principe du
syllogisme . ,
(b<r<a)<(b<a)

(*) On les appelle « logiques » pour les distinguer du zero et da
tout identiques, c'est-a-dire pour indiquer que ces deux termes ne
sont égaux respectivement 4 o et & 1 quen vertu des données du pro-
bléme.



66 METHORE DE PORETSKY.

est équivalente a l'égalité proposée. Et, en effet, elle
équivaut, comme on sait, a I’égalité

(NU+NU'=o0)=(N=o0).
Rappelons la signification de cette détermination
U=NTU~+NU.

Elle signifie quele terme U est contenu dans N et contient N.
Et cela se comprend, puisque, par hypothése, N est égal
4 0 et N’ a 1. On peut done énoncer la loi des formes de la
maniére suivante :

Pour obtenir toutes les formes équivalentes d’une égalité
donnée, il suffit d’exprimer qu’un terme quelconque contient
le zéro logique de cette égalité et est contenu dans son tout

logique.

Le nombre des formes d’une égalité donnée est illimité:
car n'importe quel terme donne lieu a une forme, et 4 une
forme différente des autres, puisqu’elle a un premier membre
différent. Mais, si I'on se restreint a P'univers du discours
déterminé par n termes simples, le pombre des formes
devient fini et déterminé. En effet, dans cet univers limité, il
y a 2% constituants; or tous les termes quel’on peut concevoir
et définir dans ces univers sont des sommes de quelques-uns
de ces constituants. Leur nombre est donc égal au nombre
des combinaisons que 'on peut former avec 27 constituants,
c’est-a-dire & 2% (en y comprenant o, combinaison de o
constituant, et 1, combinaison de tous les constituants). Ge
sera aussi le nombre des formes différentes d’une égalité
quelconque dans P'univers en question.

44. Loi des conséquences;. — Passons 2 la loi des consé-
quences. Généralisant la conception de Boole, qui faisait
consister la déduction dans ’élimination des moyens termes,
Poretsky la fait consister dans 'élimination des connais-
sances. Voici comment celte conception s'explique et se
justifie. )

Tout probléme dont les données s'expriment par des
égalités logiques ou des inclusions peut se ramener a une
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seule égalité logique au moyen dela formule (1)
(A=o)(B=o)(C=o)...=(A—|—B+C...=0).

Dans cette égalité logique, qui résume toutes les données
du probléme, on développera le premier membre par rapport
a tous les termes simples qui y figurent (et non plas par
rapportaux inconnues ). Soit » lenombre des termes simples;
le nombre des constituants du développement de 1 est 27,
Soit m(Z2”)le nombre de ceux de ces constituants qui
figurent dans le premier membre de 1'égalité. On obtiendra
toutes les conséquences possibles de cette égalité (dans
'univers des n termes en question) en formant toutes les

combinaisons additives de ces m constituants, et en les
égalant & zéro; et cela, en vertu de la formule

(A +B=o)< (A =o).

On voit qu'on passe de P’égalité & I'une quelconque de ses
conséquences en supprimant dans son premier membre
quelques-uns de ses constituants, qui correspondent A autant
d’égalités élémentaires (4 second membre 0), c’est-a~dire 3
autant de données du probléme. C’est ce qu’on exprime en’
disant qu’on élimine des connaissances.

Le nombre des conséquences qu’on peut tirer d’une égalité
(dans 'univers des n termes par rapport auxquels elle est
développée) est égal au nombre des combinaisons additives
qu’on peut former avecses m constituants, ¢’est-a-dire 2 27,
Ce nombre comprend la combinaison de o coastituant, qui
donne lieu & D'identité o=o0, et la combinaison des m
constituants, qui reproduit I'égalité donnée.

Appliquons cette méthode & 'équation & une ingonnue

ax -+ ba'=o.
Développons par rapport aux frois termes a, b, = :

(abz +ab o+ abz'+a'bz'=o0)
=[ab(z +2')+ ab’z + a'bx'= o]
=(ab=o0)(ab'z =0)(a'bz'=0).

(*) Nous employons des majuscules pour désigner des termes com-
plexes (des fonctions logiques), par opposition aux' termes simples.
désignés par des minuscules (@, b, ¢, ...).
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On trouve ainsi, d’une part, la résultante ab = o; d’autre
part, deux égalités qui se transforment en inclusions

x <L a+0, a'b < x.

Mais, en vertu de Ja résultante qui équivaut a b <<,
on a
a+b=a, a'h=0b.
Cette conséquence se réduit donc & la double inclusion

x < a, b <,

c'est-d-dire 2 la solution eonnue,
Appliquons la méme méthode aux prémisses du syllo-
gisme
. (a << b} (b <e).

Réduisons-les & une seule égalité
(a < b)=(ab =o0), (b <L e)y={(bc"=0), {ad’ + bc' = o),

et cherchons-en toutes les conséquences.
Développons par rapport aux trois termes a, b, c:

abe' + ab'c + ab’ '+ a' bd’ = o.

Les conséquences de cette égalité, ‘qui contient quatre
constituants, sont au nombre de 16 (2%), 4 savoir:

° (abe' =o0)=(ab < c);

2° {ab'c=o0)=(ac < b};

R (abcd=0)=(a < b+e);

4° (a‘bc’=0)=(1)<a+c);

5° {abc'+abc =0)=(a< be+ b'c);

6° (abc'+ abe'=0Y =(ac’=0)=(a<c).

C’est la conclusion traditionnelle du syllogisme {(!).
7° (abc'+a'be'=o0)=(bc =0)=(b < ¢).
{*) On remarquera que c’est (avec les deux conséquences extrémes)

la seule conséquence qui soit indépendante de b; c'est donc bien Ia
vésultante de 1'élimination de ce moyen terme.
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C'est la deuxiéme prémisse.
8° (ab'c+ab'c'=0)=(ab'=0) = (a < b)

Clest la premiére prémisse.

9° (abe+a'bd=0)=(ac << b<a+c);

10° (ab'e’'+-a'be’'=0) = (ab'+ a'b < ¢);

11° (abe’+ab'c+ abe'=o0)=(ab' 4+ ac'=0) = (a < be);

12° (abc'+ ab'c 4 a'be’'=o0) = (ab'c + be'= o)
=(ac<Lb<Le);

13° (abcd'+ab'c'+ a’'bc' = o) = (ac’ + bc' = o)
={a+b<e);

14° (ab' e+ ab '+ a'be' =0) = (ab’' + a' b’ = o)

=(a<<b<a+ec)

Les deux derniéres conséquences (15° et 16°) sont celles
qu’on obtient, soit en combinant o constituant, soit en les
combinant tous; la premiére est 'identité

0 =0,

ce qui confirme cette proposition paradoxale, que le wvrai
(I'identité) est impliqué dans. n'imporle-quelle proposition
(en est la conséquence); la seconde est I'égalité donnée elle-
méme, qui est, en effet, sa propre conséquence, en vertu du
principe d'identité, Ces deux conséquences peuvent étre
appelées conséquences extrémes de 'égalilé proposée. Si
l'on veutles exclure, on devra dire que le nombre des consé-
quences proprement dites d'une égalité & m constituants
est 2™ — 2,

45. Loi des causes. — La méthode pour trouver les
conséquences d’une égalité donnée suggére immédiatement
la méthode pour trouver ses causes, c’est-a-dire les propo-
sitions dont elle est la conséquence. Puisqu’on passe de la
cause & la conséquence en éliminant des connaissances, c’est-
a-dire en supprimant des constituants, on passera inver-
sement de la conséquencé a4 la cause en adjoignant des
connaissances, c'est-a-dire en ajoutant des constituants a
P'égalité donnée. Or le nombre des constituants qu'on peut,



70 METHODE DE PORETSKY.

lui ajouter, ¢’esl-a-dire qui n'y figurent pas, est 2”— m. On
obtiendra toutes les causes possibles (dans Punivers des n
termes considérés) en formant toutes les combinaisons
additives de ces constituants, et en les ajoutant au premier
membre de ['égalité, en vertu de la formule générale

{A+B=0)<(A=o0),

qui signifie que Végalité (A =o0) a pour cause Pégalité
{A 4+ B:==o0), ol B est quelconque. Le nombre des causes
ainsi obtenues sera égal au nombre des combinaisons
susdites, c¢’est-a-dire &

QW—unt

Appliquons cette méthode 4 la recherche des causes des
prémisses du syllogisme

(a<b)(b<e),
qui équivalent, on I'a vy, & I'égalité développée
abc’+ ab’c +ab'cd’+a'bd’=o.

Sur les huit (2%) constituants de Punivers de trois termes,
cette égalité en contient quatre; les quatre autres sont

abe, a'be, a'be, a'b'c.

Le nombre de leurs combinaisons est 16{2%); c’est aussile
nombre des causes cherchées, qui sont :

e (abec + abd’ + ab e+ ab'¢'+ a’'bc’ = 0)
={a+bd=0)=(a=0)(b< ¢);
2" {abc'+ab'c+ ab'e'+ a'be + a’ bc’'=0)
= (abd'+ ab'+a'b=o0)=(ab<c)la=10b);
3¢ (abc'+ab'c+ ab'c’'+ a'bd’+ a’'b'e = o)
={bd+bc+abe=0)y=(b=c)(a<b+c);
4° (abc’+ ab'c+-ab'c'+ a'bc’'+ a'b' ¢’ = o)
=(+ab=0)=(c=1)(a < b);
5° (abec + abe’ + ab'c + ab’ ¢’ + a'be + a’' be’ = o)
=({a+b=o0)=(a=0)(b=o0);
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6° (abe+abc'+ ab'c+ab' ¢’ +a' bc'+a'b'c = 0)
=(a-+bc'+bc=0)=(a=0)(b=c);

7° (abe + abc'+ ab' ¢+ ab'c'+ a'be’+ a'b' ¢ = o)
=(a+d=0)=(a=o0)(c=1) (1);

8° (abd'+ab'c + ab'c'+ a'bec + @' be' + a'b' ¢ = o)

= (ac'+ a'c + ab'c + a'bc’' = o)
=(a=c)(ac<b<a+c)=(a=b=2c);
9° (abc'+ ab'c + ab' ¢’ + a'bec + a'be’' + &' b' ¢’ = o)
=(c'+ab+a'b=o)=(c=1)(a=0b);
10° (abc'+-ab'c + ab'c'+ a'bc'+ a'b'c + a'b'c’'= o)
=(0+c=0)=(b=c=1).

Avant d’aller plus loin, on peut remarquer que : égaler &
zéro une certaine somme de constituants, c’est égaler a1
la somme des autres constituants. Par conséquent, au lien
d’examiner les sommes de sept constituants qu’on obtient
en négligeant un des quatre constituants manquants, on peut
examiner les égalités qu’on obtient en égalant chacun de ces
constituants & 1:

e (a'bd=1n=(a+bt+ec=0)=(a=b=c=o0);
12 (@'be=1)=(a+b+c=0)=(a=5b=0)(c=1);
13 (d'be =1)=(a+b+c=0)=(a=o0)(b=c=1);

14°  (abe =) i =(a=b=c=1).

On remarquera ces quatre derniéres causes, qui reposent

sur P'inclusion
0 <I.

Les deux derniéres causes (15° et 16°) sont celles qu’on
obtient, soit en ajoutant tous les constituants manquants,
soit en n’en ajoutant aucun, Dans le premier cas, la somme
de tousles constituants étant égale & 1, on trouve

1= o0,
(') On remarquera que cette cause est la seule qui soit indépendante
de b; et, en effet, dans ce cas, & peut étre quelconque, il contiendra

toujours a et sera toujours contenudans ¢c. Comparer avec la cause 5°,
indépendante de ¢, et la cause 10°, indépendante de a.



72 FORMES DES CONSEQUENCES ET DES CAUSES.

c'est-d~dire 'absurdité, ce qui confirme cette proposition
paradoxale que le faux {Pabsurde) implique n’importe quelle
proposition {en estla cause); dans le second cas, on retrouve
simplement ’égalité donnée, qui apparait ainsi comme une
de ses causes {en vertu du principe d’identité).

Si l'on néglige ces deux causes extrémes, le nombre des
causes proprement dites sera

2 =M 9.,

46. Formes des conségquences et des causes. — On peut
appliquer la loi des formes aux conséquences et aux causes
d’une égalité donnée, de maniére & obtenir pour chacune
d’elles toutes les formes possibles. Une égalité quelconque

équivalant 4 Pune des deux formes
T —_—
N=o, N'=1,
chacune de ses conséquences a la forme (1)

NX=o0 ou N+ X'=1,
et chacune de ses causes a la forme
N+X=o0 ou NX'=1.
Et, en effet, on a les implications formelles suivantes :

(N4 X =0)< (N=o0)<(NX =o),
(N'X’:[) —((N': ])<(Nq+ X’:I).

Si ’'on applique la loi des formes, la formule des consé-

(') Dans le n°® 44 nous avons dit qu’une conséguence s’oblient en
prenant une partie des constituants du premier membre N, et non pas
en le multipliant par un terme X. Mais il est facile de voir que cela
revient au méme. Ea effet, supposons gue X soit (comme N) déve-
loppé par rapport aux n termes du discours. Il se composera d'un
certain nombre de constituants. Pour effectuer le produit de N par X,
il suffit de multiplier leurs constituants chacun & chacun. Or le pro-
duit de deux constituants identiques est égal 2 chacun d'eux, et le
produit de deux constituants différents est nul. Dene le produit de N
par X se réduira 2 fa somme des constiluants communs &4 N et 3 X,
laquelle est natureliement contenue dans N. Ainsi, multiplier N par un
terme quelconque revient bien & prendre une partie de ses constituants
(ou tous, ou aucun},
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quences deviendra
U= (N'4 X")U + NXU'
et la formule des causes
U=NXU+(N+X)U

ou, plus généralement, attendu que X et X’ sont des termes
indéterminés, et, par suite, ne sont pas nécessairement la
négation 'un de 'autre, la formule des conséquences sera
U=(N-+X)U~+ NYU
et la formule des causes
U=NXU~+(N+Y)U.

La premiére signifie que U est contenu dans (N'+ X) et
contient NY; et, en effet, cela résulte a fortiori de I'hypo-
thése que U est contenu dans N’ et contient N,

La seconde formule signifie que U est contenu dans N'X
et contient N+ Y; et, en effet, de cela il résulte a fortiori
que U est contenu dans N’ et contient N.

On peut exprimer verbalement cette régle, si Pon convient
d’appeler sous-classe toute classe contenue dans une autre
€t sur-classe toute classe qui en contient une autre, On dira
alors: pour obtenir toutes les conséquences d’une égalité
{mise sous Ja forme U =N'U + NU’), il suffit desubstituer
a son tout logique N’ toutes ses sur-classes et i son zéro
logique N toutes ses sous-classes. Inversement, pour obtenir
toutes les causes de la méme égalité, il suffit de substituer:

a son tout logique toutes ses sous-classes et & son zéro
logique toutes ses sur-classes.

47. Exemple : Probléme de Venn. — Les membres du
Conseil d’administration d’une société financiére sont,
soit des obligataires, soit des actionnaires (mais pas les
deux). Or tous les obligataires en font partie. Que faut-il
en conclure?

Soit @ 'ensemble des membres du Conseil, b I'ensemble
des obligataires, ¢ celui des actionnaires. Les données du
o 3 5
probléme se traduisent comme suit :

a< bd+be, b < a..
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Réduisons & une scule égalité développée

a{be="b'¢)=o0, adb=o,
(1) abc + ab' '+ a' be + a’ b’ = o.

Cette égalité, qui contient quatre constituants, équivaut 4
la suivante, qui contientles quatre autres

(2) abd'+abe+a'be+abc=1.

On peut mettre cette égalité sous autant de formes diffé-
rentes qu'il y a de classes dans Punivers des trois termes a,
b, c. Exemples :

1° a = abc’ -+ ab'¢ + a'be + a'bc,

¢’est-a-dire ‘
b<a<bd’+be;

2° b=abc'+ab'c'=ac';

3° e=abe-+abde+ abc+ a b,

c’est-a-dire
ab'+a'b e b,

Ce sont d'ailleurs les solutions qu'on obtiendrait en résol-
vant l'équation (1) par rapport 3 @, 4 bou ac.

On peut ensuite tirer de P'égalité (1) 16 conséquences, &
savoir :

1° abc = o;

2° (ab'ed'=0)=(a < b+ c¢);

3° {adbc=0)=(bc< a);

4° (abd’'=0)=1{b<a+c);

5° (abe 4+ ab'd = 0) = (a << b+ b'¢e) [1** prémisse];
6° {abc 4 a'be = 0) = (bc = 0);

7° * (abe + a'bc’=0)= (b <L ac' + a’¢);

8° (ab'c’+a'be=0)=({bela<b+e);

q° (@b ¢+a'bc'=o0)=(ab'+ a'b < c);

1c° (a'bc+ a'be’=0) ={a’'b =0) [2°prémisse];

11°  (abc+ab'c'+a'be=o0) = (be+ ab'd=o0);
12° (abc+ab'c’'+ a’'bd'=o0);
13 (abe+a'be 4+ a'bc’=0) = (bc+a'bc')=o;
14° (ab'd+a'bec 4 a'bc’ =0).
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Les deux derniéres conséquences sonl, comme on sait,
I'identité (o =o0) et P'égalité (1) elle-méme. On remarquera
parmi les conséquences précédentes la 6° (bc = o), résultante
de D'élimination de a, et la 10® (a'd =o0), résultante de
Pélimination de ¢. Quanta larésultante de’élimination de b,
elle est I'identité

{(@'+ c)ac’=o0] = (0o =0).

Enfin on peut tirer de I’égalité (1) ou de son équivalente ( 2)
16 causes, qui sont :

° _ (abc’=|)=(a$1)(b=1)(c=o);
2° (able =1)=(a=1)(b=0)(c=1);
30 (abc=1)=(a=0)(b=0)(c=1);
4o (@'b'c’'=1)=(a=0) (b =0)(c=0);
5° (abc'+ ab'c =1)=(a=1)(d'=c¢c);

6° (abd+ a'be=1)=(a=506=/c");

7° (abd+a'b'c’=1)= (¢ =0)(a=b);

8° (ab'c+a'bec =1)=(b=0)(c=1);

9° (ab'c-+a'b'c'=1)=(b=o0)(a=rc);

10° (a’b'c+a'b'c’'=1)=(a=0)(b=0);

1’ {(abc'+ ab'c +a'b'c =1)=(b=c)(c'<a);

12° (abe'+ a'b'c+ a'bc'=1)=(bc=0)(a=b-+c);
13° (abc'+ a'b'c + a'd'e'=1)=(ac=0)(a=10b);

142 (abe+a'dec+adbcd=1)=(b=0)(a<ec).

Les deux derniéres causes sont, comme on sait,
Iégalité (1) elle-méme et Pabsurdité (1 =0). On voit que la
cause indépendante de aest 1a8¢ (b =0) (¢ =1), et la cause
indépendante de c est la 10° (a=0) (b =0). l 0’y a pas de
cause (proprement dite) indépendante de &. La cause la plus
« naturelle », celle que P'on devine tout d’abord par le simple
bon sens, est la 12¢:

(be=o0)(a="5b-+c).
Mais d’autres causes sont tout aussi possibles, par exemple :
P P P

la g% (b=0)(a=c); la v¢, (c=0) (a=b), ou la 13¢,
(ac=0)(a="0b).
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On voit que cetie méthode fournit Uénumération compléte
de tous les cas possibles. Elle englobe en particulier, parmi
les formes d’'une égalité, les solutions qu'on en peut tirer
par rapport a telle ou telle « inconnue » et, parmi les consé-
quences d'une égalité, les résultantes de ’élimination de tel
ou tel terme,

48. Schémes géométrigues de Venn. — La méthode de
Poretsky peut &tre considérée comme un perfectionne-
ment des méthodes de Stanley Jevons et de M. Venn. Elle
¥ trouve, inversement, une illusiration géométrique et
mécanique. En effet, la méthode de M. Venn se traduit par
des schémes géoméLriques qui représentent tous les consti-
tuants, de sortequon n’a qu'a effacer (en les ombrant) ceux
que les données du probléme annulent pour obtenir le
résultat. Par exemple, 'univers & trois termes a, b, ¢, repré-
senté par le plan illimité, est divisé par trois contours
fermés simples en huit régions qui figurent les huit consti-

tuants ( fig. 1).
Pour traduire géométriquement les données du probléme

de Venn, on devra effacer les régions abe, ad'c’, a'be et
a'be’y il restera donc les régiens adc’, ab'e, a’ b'c et a'b' ¢!
qui constitueront 'univers relatif aw probléeme, ce que
Poretsky appelle son tout logigue (fig. 2). Dés lors, toute
classe sera contenue dans cet univers, ce qui donnera pour
chaque classe ’expression qui résulte des données du pro-
bléme. Ainsi P'on voit a la simple inspection de la figure
que la région bc n’existe pas (est effacée); que la région bse
réduit & abe’ (donc & ab); que tout @ est b ou ¢, et ainsi de
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suite. Seulement ce schématisme, considéré comme une
méthode pour résoudre les problémes logiques, a de graves
inconvénients: il n’indique pas comment les données se
traduisent par l'annulation de certains constituants, et il
n’indique pas non plus comment il faut combiner les consti-
tuants restants pour obtenir les conséquences cherchées.
En somme, il ne fait que traduire une seule étape du raison-
nement, & savoir I’équation du probléme; il ne dispense ni

des étapes antérieures, c¢’est~a-dire dela « mise en équation »
du probléme et de la transformation des prémisses, ni des
étapes postérieures, c'est-a-dire des combinaisons qui
conduisent aux diverses conséquences. Il est donc de fort
peu d’utilité, attendu que les constituants sont aussi bien
représentés par les symboles algébriques que par des régions
du plan, et sont beaucoup plus maniables sous cette forme.

49. Machine logique de Jevons. — Pour rendre ses
schémes plus maniables, M. Venn a imaginé une combinaison
mécanique qui abaisserait et ferait disparaitre les régions
du plan qu’il faut effacer, Mais un mécanisme plus complet
a été inventé par Jevons: c’est en quelque sorte un piano
logique. Le clavier de cet instrument se compose de touches
indiquant les divers termes simples (a, b, ¢, d), leurs néga-
tions, et les signes + et =. L’instrument comporte d'autre



78 TABLEAU DES CONSEQUENCES.

part un tableau olt sont inscrites sur des tablettes mobiles
toutes les combinaisons des termes simples et de leurs néga-
tions, c’est-a-dire tous les constituants de univers du
discours. Au lien d’écrire les égalités qui traduisent les
prémisses, on les « joue » sur le clavier, comme sur celui
d’une machive & écrire; cela a pour résultat de faire dispa-
raitre du tableau les constituants gni s’annulent en vertu des
prémisses. Quand on a « joué» toutes les prémisses, le
tableau ne présente plus que les constituants dont la somme
est égale & 1, c'est-a-dire forme I'univers relatifau probléme
{son tout logique). Cette méthode mécanique a, sur la
méthode géométrique de M. Venn, lavantage d’effectuer
automatiquement la «mise en équation» (encore faut-il
préalablement avoir traduit les prémisses sous forme
d’égalités); mais elle ne fournit pas plus d’indications sur les
opérations 3 effectuer pour tirer les conséquences des données
inscrites au tableau.

50. Tableau des conséquences. — Mais, mieux que par
ces procédés géométriques et mécaniques, la méthode de
Poretsky peut s'illustrer par la construction d’un Tableau
qui permet de lire immédiatement toutes les conséquences et
toutes.les causes d’une égalité donnée {ce Tableau est relatif
a cette égalité, et chaque égalité.donne lieu & un tableau
différent). Chaque Tableau comprend les 27 classes qu'on
peut définir et distinguer dans P'univers du discours de
ntermes. On sait qu’une égalité consiste dans annulation
d’un certain nombre de ces classes, 4 savoir de celles qui
ont pour coustituants quelques-uns des constituants de son
séro logigue N. Soit m le nombre de ceux-ci; le nombre des
sous-classes de N est 275 c’est done le nombre des classes de
I'univers qui s’annulent en conséquence de I'égalité consi-
dérée. Rangeons-les en une colonne qui commence par o et
qui finisse par N {les deux extrdémes). D’autre part, étant
donnée une classe quelconque, on peut lui ajouter P'une
quelcongue des classes précédentes sans changer sa valeur,
puisque, par hypothése, elles sont nulles (dans le probléme
considéré). Par conséquent, chaque classe est égale, en vertu
des données du probléme, & 2™ classes (y compris elle-
méme). L’ensemble des 27 ¢lasses du discours se décompose
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ainsi en 27— séries de 27 classes, chaque série étant consti-
tuée par les sommes d’une certaine classe et des 27 classes
de la premiére colonne (sous-classes de N). On pourra done
ranger ces 2™ sommes dans les colonnes suivantes, en les
faisant correspondre horizontalement anx classes de la
premiére colonne qui leur donnent naissance. Prenons pour
exemple I'égalité trés simple @ = b, qui équivaut a

ab' + a'b = o.

Le zéro logique (N) est ici ad’+ a'b; il comprend deux
conslituants, et par suite quatre sous-classes: o, ab’, a'b,
et ab’+a'b.Elles composeront la premiére colonne. Les autres
classes du discours sont @b, a'b’, ab+ o'V, et celles qu'on
obtient en ajoutant & chacune d’elles les quatre classes de
la premiére colonne. On obtient ainsi' le Tableau suivant :

[ ab a' b ab+ o'l
ab’ 2 b a0
a'b b a' a'+b

abl+a'bd a+b o'+ 1

Par construction, chaque classe de ce Tableau est la
somme de celles qui figurent en téte de sa ligne et de sa
colonne, et elle est égale, en vertu des donnéesdu probiéme,
a chacune de celles qui figurent dans la méme colonne. Ona
ainsi 64 conséquences différentes pour une égalité quelconque
dans Punivers du discours de deux lettres; elles comprennent
16 identités (qui s'obtiennent en égalant chaque classe 2
elle-méme), et 16 formes de 1'égalité donnée, qu’on obtient
en égalant les classes qui correspondent, dans chaque ligne,
4 des classes qu’on sait étre égales, & savoir :

o=ab+a'b, ab=a+b, dl=a+¥b, ab+adb=1;

a =20, b =d, ab' = a'b, a-+¥§=a-+b.

Chacune de ces huit égalités compte pour deux, suivant
quon la considére comme une détermination de I'un ou de
I’autre de ses membres.

54. Tableau des causes. — Le méme Tableau peut servir

Scientia, n° 24. 6
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4 représenter toutes les causes de la méme égalité, en vertu
du théoréme suivant:

Quand les conséquences d’une égalité N = o sont expri-
mées sous forme de déterminations d’une classe quel-
congue U, les causes de cetle égalité se déduisent des
conséquences de U'égalité opposée: N.—1, mises sous la
méme forme, en changeant C en U' dans ’un des deux
membres.

En effet, on sait que les conséquences de I'égalité N=o

ont la forme
U= (N-+X)U+ NYU

et que les causes de la méme égalité ont la forme
U=NXU-+{N+Y)U.

Or, si 'on change U en U’ dans I'un des membres de cette
H o
derniére formule, elle devient

U=(N+X)U+NYU

et 'on peut y supprimer les accents de X et de Y, puisque
ces lettres représentent deux eclasses indéterminées. Mais
c’est 13 la formule des conséquences de l'égalité N'=o0 ou
N=1.

Ce théoréme établi, construisons par exemple le Tableau
des causes de 'égalité @ = b; ce sera le Tableau des consé-
quences de I'égalité opposée a==0&', car la premiére
équivaut a

ab'+a'b=o
et la seconde a

(ab+ab=0)=(ab+a'b=1)

] ab’' ab -ab+-adb
ab a b a-+b
a'b' & & a'+ 0

ab+dll a+b o+ 8 I

Pour tirer de ce Tableau, au lieu des conséquences de
Pégalité a=1"5", les causes de V'égalité opposée a =b, il
suffit d’égaler la néguation de chaque classe a4 chacune des
classes qui se trouvent dans la méme colonne que celle-ci.
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Exemples :
a'+ b = o, @+ b'=a'db, a'+b=ab+ab’;
a+ b=a, a+b=1"¥, a+b=a-+b;

Parmi les 64 causes de 1'égalité considérée se trouvent
16 absurdités (qui consistent a égaler chaque classe du
Tableau & sa négation), et 16 formes de I'égalité (les mémes,
naturellement, que dans le Tableau des conséquences : deux
égalités équivalentes sont, en effet, 4 la fois cause et consé-
quence I'une de I'autve).

On remarquera que le Tableau des causes ne différe du
Tableau des conséquences que parce qu'il en est le symé-
trique par rapport 2 la diagonale principale (0,1); on peut
donc les identifier, 4 la condition de remplacer dans ’énoncé
précédent ie mot colonne par le mot ligne, Et, en effet, Ja
régle des conséquences ne concernant que les classes de la
méme colonne, on est libre de disposer dans chaque colonne
les classes sur des lignes telles que Ja régle des causes soit
vérifiée par les classes de la méme ligne.

On remarquera en outre que, en vertu de la méthode de
construction adoptée pour ce Tableau, les classes qui sont la
négation l'une de 'autre occupent des places symétriques par
rapport au centre du Tableau. Pour cela, il faut placer dans
la premiére ligne les sous-classes de la classe N/ (tout logique
de I'égalité donnée ou zéro logique de I'égalité opposée)
dans leur ordre naturel de o a N'; puis placer dans chaque
case la somme des classes qui sont en téte de sa ligne et de
sa colonne.

Moyennant cette précaation, on pourra résumer les deux
régles dans I’énoncé pratique suivant :

Pour obtenir toutes les conséquences de 1’égalité donnée
(& laquelle le Tableau est relatif), il suffit d’égaler chaque
classe a toutes les classes de la méme colonne; et, pour ob-
tenir toutes ses causes, il suffit d'égaler chaque classe &
toutes les classes de la ligne occupée par sa symétrique,.

li est évident que le Tableau relatif a I'égalité N = o peut
aussi servir & I'égalité opposée N =1, 4 la condition de per-
muter les mots ligne et colonne dans Pénoncé précédent.

Bien entendu, la construction du Tableau relatif 4 une
égalité donnée n’est utile et avantageuse que lorsqu’on veut
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énumérer complétement les conséquences ou les causes de
cette égalité. Si I'on cherche simplement une conséquence
ou une cause particuliére, relative a telle ou telle classe du
discours, on emploie une des formules données plus haut.

59. Nombre des assertions possibles. — Si l'on consi-
dére les fonctions et équations logiques comme développées
par rapport a toutes les lettres, on peut calculer e nomhre
des assertions ou des problémes différents qu'on peut
énoncer touchant n termes simples. En effet, toutes les
fonctions ainsi développées ne peuvent contenir les consti-
tuants qu'avec le coefficient 1 ou le coefficient o (et dans ce
second cas, elles ne les contiennent pas). Elles sont donc
des combinaisons additives de ces constituants; et puisque
le nombre des constituants est 2%, le nombre des fonctions
possibles est 22", I} faut en retrancher la fonction oit tous les
constituants sont absents, laquelle est identiquement nulle;
restent 22"—1 équations ‘possibles (253, pour n=3). Mais
ces équations peuvent, a leur tour, se combiner par addition
logique, c'est-a-dire par alternative; le nombre de leurs
combinaisons est don¢ 2*"~!'—1, en exceptant toujours la
combinaison nulle. Tel est le nombre des assertions possibles
touchant n termes. Pour n =2, ce nombre est déja 32767 (*).
Encore faut-il remarquer quon n’admet dans ce calcul que
des prémisses universelles, comme on va Dexpliquer au
numéro suivant.

53. Propositions particuliéres. — Nous n’avons jusqu’ici
considéré que des propositions a copule affirmative (inclu-
sions ou égalités) qui correspondent aux propositions ani-
verselles de la Logique classique (?). 1l resterait & étudier

(1) G. Prane, Calcolo geometrico, 1838, p.X. — ScERIDER, Algebra
der Logik, t. 11, p. 144-148.

(?) En effet, Vuniverselle affirmative : « Tour, & cst & » s¢ traduit
par les formules

(< b)=(a=ab)={ab =0)={(a'+b=1),
et l'universelle négative : « Nul @ n’est & » par les formules

(a<<bty=(a=ab)=(ab=0)=(a"+b=1).
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les propositions & copule négative (non-inclusions ou iné-
galités) qui traduisent les propositions particuliéres (1);
mais le calcul des propositions 4 copule négative résulte des
lois déja connues, notamment des formules de De Morgan et
de Ja loi de contraposition. Nous allons énumérer les prin-
cipales formules qu’on en déduit,

Le principe de composition engendre les formules sui-
vantes :

(efab) = (ca)+(c4b),

(a+bqlc)=(adle)+(bfe),

d’otr les cas particuliers

(absk 1) = (a=1)+(b=k1),
(a-+b=0)=(a=o0)+(c=+o).

De la on dédnit les importantes implications suivantes :

(a=0) < (a+bs0),
{aF1)< (ab1).

On déduit du principe du syllogisme, en vertu de la loi
de transposition,

(a<b)(aso0)<(b=Fo),
(a<b)(bFr)<(ak1)
Les formules de transformation des inclusions et des éga~-

lités donnent les formules correspondantes de transformation
des non-inclusions et des inégalités :

(a<b)=(abko)  =(a'+0b+1),
(a==b)=(ab'+a'bFo)=(ab+a' b 1)

54. Solution de l'inéquation 4 une inconnue. — Si on

(') Eneffet, la particuliére affirmative : « Quelque a est b », étaat
la négation de 'universelle négativé, s'exprime par les formules

(afd)=(akab)y=(ab=o0)=(a'+b 1),

et la particuliére négative : « Quelque a n’est pas & », étant la néga-
tion de l'universelle affirmative, s'exprime par les formules

(@< b)=(azab) = (ab's=0) = (a'+b 1)
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considére I'inégalité conditionnelle {I'inéguation) 4 une
inconnue
ar+bz'z=o0,

on sait que son premier membre est contenu dans la somme
de ses coefficients
axr+~bx'<<a-+0b.

On en conclut que, si cette inéquation est vérifiée, on a
Pinégalité
a-+b=+=o

C’est la condition nécessaire de la résolubilité de I'inéqua-
tion, et la résultante de {’élimination de I'inconnue z. t, en
effet, puisqu'on a 'équivalence

l l (ax-+-br'=0)={a+b=0),
X
on a aussi (par contraposition) Péquivalence
.1 (s P
Z(ax—!—bx Fol={a+bkoy.
-
De mérae, de 'équivalence

Z(am—i—b.r’:o):(ab:o),

x

on peut déduire 'équivalence
H(ax-f— ba'==0) = (ab=ko0),

qui signifie quela condition nécessaire et suffisanle pour que
I'inéquation soit toujours vraje est

{ab o).
Et, en effet, on sait que, dans ce ¢cas, ’équation
{ax -+ ba'= o)

est impossible (n’est jamais vraie).
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Puisque, d'ailleurs, on a I'équivalence
(ax+bxr'=0)=(r=2a x4+ ba'),
on aura aussi I’équivalence
(@ax+bx'ko)=(z=ax+ bz")
Voyons ce que signifie cette solution :
(ax+br'Fo)={(axrzo)+(ba'Fo)=(ra") + (b 2).

« Ou z n’est pas contenu dans a’, ou il ne contient pas b. »
Clest bien la négation de la double inclusion

bl x<al

De méme que le produit de plusieurs égalités se raméne a
une seule égalité, la somme (l'alternative) de plusieurs iné-
galités se raméne a une seule inégalité. Mais on ne sait pas

x

ramener & une seule plusieurs égalités alternatives, ni plu-
sieurs inégalités simultanées,

55. Systéme d'une équation et d’'une inéquation. — Nous
nous bornerons a étudier le cas d’une égalité et d’une iné-
galité simultanées, Soient, par exemple, les deux prémisses

(ax+bax'=o0)(cx+ dx'0).

Pour que la premiére (I'équation) puisse é&tre satisfaite, il
faut que sa résultante
ab=o

soit vérifiée. La solution de cette équation est
r=a'x+bx'.

Portons cette expression (qui équivaut & 'équation) dans
I'inéquation ; celle-ci devient

(a'c+ad)x -+ (be+ b'dya'+o.
Sa résultante (sa condition de résolubilité) est

{(a'c+ad—+bec+bdFo)y=[(a+b)c+ (a+b)dol,
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ce qui, en tenant compte de la résultante de 1'égalité
lab=o0)={(a'"+b=a)=(a+ b=,

se réduit a

a'e+ 0'd==o.

On peut arriver au méme résultat en remarquant que
I'égalité équivaut aux deux inclusions

{x <Y <b),

S\

et en multipliant les deux membres de chacune par un
méme terme

(cx < a'eVida' < &d) < (cax +da' <ac+bd)
{ ) Jq ;
{cx+da's=0)<{ac+bd=o)

Cette résultante impligue la résultante de I'inégalité prise
seule
c+d=o0,

de sorte qu'on n’a pas & tenir compte de celle-ci. 1l suffit
donc de lui adjeindre la résultante de P’égalité pour avoir la
résultante compléte du systéme proposé

{ab=0)(dc+bd==0}

La solution de l'inégalité transformée (qui, par suite,
enveloppe la solution de ’égalité ) est

zF{a'c+ ad )+ (be + b d)x.

56. Formules spéciales au Calcul des propositions. —
Toutes les formules que nous avons vues jusqu'ici valent
pour les propositions comme pour les concepts. Nous allons
maintenant établir une série de formules qui ne valent que
pour les propositions, parce qu’elles dérivent toutes d’un
axiome spécial au Calcul des propositions, qu’on peutappeler
le principe d’assertion. Cet axiome est le suivant :

X, {a=1)=a.

1. P. : Dire qu'une proposition a est vraie, cest affirmer
cetie proposition elle-méme. En d’autres termes, affirmer
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une proposition, c'est affirmer la vérité de cette proposi-
tion (1),

Corollaire :

L. P. : La négalion d’une proposition @ équivaut a Paffir
mation que cette proposition est fausse.
On avait déja, en vertu de I'axiome IX (n°20),

(a=1)(a=0)=o.

« Il est impossible qu’une proposition soit a la fois vraie et
*fausse », car

(Syll) (a=1){a=0)<(i=0)=o.
Mais on a maintenant, en vertu de I’axiome X,
(e=1)+(a=0)=a+a =1.

« Ou bien une proposition est vraie, ou bien elle est
fausse. » '

De ces deux formules réunies on déduit immédiatement
que les propositions (a =1) et (a = 0} sont contradictoires,
c’est-a-dire

(ak)=(a=0), (azo)=(a=1).

Ad point de vue du caleul, 'axiome X permet de réduire
a son premier membre toute égalité dont le second membre
est 1, et de transformer les inégalités en égalités. Bien
entendu, ces égalités et inégalités doivent avoir pour membres
des propositions. Toutefois, toutes les formules de ce Cha-
pitre sont valables aussi pour les classes, dans le cas parti-
culier ot 'univers du discours ne comprend qu'un élément :
car alors il n’y a pas d’autres classes que o et 1. En un mot,
le Galcul spécial des propositions équivaut au Calcul des
classes quand celles-ci ne sont susceptibles que des deux
valeurs o et 1.,

(') On voit immédiatement que cette formule n’est pas susceptible
&L C.: car, si @ est un concept, (@ ==1) est une proposition, et lon
aurait ainsi une égalité logique (identité) entre un concept et une
-proposition, ce qui est absurde.

Scientia, n* 2. 7
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57. Equivalence d'une implication et d'une alterna-
tive. — L'équivalence fondamentale

(a<<by=(ad+b=1)
donne lieu, moyennant I'axiome X, & I'équivalence suivante
(a<b)y=(a"+b),

qui n'est pas moins fondamentale dans le Calcul des propo-
sitions. Dire que @ implique &, c’est affirmer « non-a ou b»,
clest-a—dire « @ est fausse ou b est vraie ». Getle équivalence
est fréquemment employée dans le langage usuel.

Corollaire. — Pour une égalité quelconque or a I'équi-
o]
valence
(a=by=ab+ a'b.

Démonstration :
(a=b)=(a<b)(b<a)=(a+b)(H+a)=ab+al

« Affirmer gque deux propositions sont égales (équiva-
lentes), c'est affirmer qu'elles sont, ou toutes deux vraies,
ou toutes deux fausses. »

L'équivalence fondamentale établie ci-dessus a d'impor-
tantes conséquences, que nous allons énumérer.

D’abord, elle permet de ramener les propesitions secon-
daires, tertiaires, etc., & des propositions primaires, ou
méme A des sommes (alternatives) de proposilions élémen-
taires. En effet, elle permet de supprimer la copule d'une
proposition quelconque, et par suite d’abaisser son ordre de
complexité. Une implication (A <C B), ol A et B représentent
des propositions plus ou moins complexes, est ramenée a la
somme A’ B, ol ne figurent que les copules intérieures
2 A et a B, c'est-a-dire des proposilions d'un ordre inférieur.
De méme, une égalité (A —=DB) est ramenée a la somme
(AB + A’B’), qui est d’un ordre moins élevé.

On sait que le principe de composition permet de « com-
poser » plusieurs inclusions ou égalités simultandes; mais
on ne peut pas « composer » plusieurs inclasions ou égalités
alternatives, ou du moins le résultat n’est pas équivalent &
leur alternative : il n’en est qu’une conséquence. En un mot,
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on a sealement les implications

(a<e)+(b<e)y<(adb<e),
(e<a)+(c<b)< (e < a+b),

qui, dans les cas particuliers ot l'on fait respectivement
¢=o0, ¢c=1, deviennent

(a=0)+(b=0)<{ab=o),
(a=1)+(b=1)<(a+b=1).

Dans le Calcul des classes, les implications inverses ne
sont pas valables; et, en effet, de ce que la classe ab est nulle
on ne peut pas conclurela nullité de I'une des classes a ou &
(elles peuvent &tre non nulles et n’avoir aucun élément
commun); et de ce que la somme (a + &) est égale & 1 on
ne peut pas conclure que @ ou b soit égale & 1 (ces
classes peuvent, réunies, comprendre tous les éléments de
I'univers sans que 'une d’elles, isolée, les comprenne tous).
Mais ces implications inverses sont vraies dans le Calcul des
propositions

(ab<e)<(a<e)+ (b <e),
(c<a+b)<(ec<a)y+(c<b);
car on peut les déduire de 'équivalence établie ci-dessus, ou

plutét, on en peut déduire les égalités correspondantes, qui
les impliquent,

(1) (ab<Lec)y=(a<e)+(b<e),

(2) (e<a+b)y=(c<a)+(c<b)
Démonstration :

1° (ab<0)=a'+2)'+c,

(a<e)+(b<e)=(a'+¢c)+(b'+c)=a' + b +¢;
2° (e<a+b)y=c+a+b, 7
{e<Ca)y+(e<b)=(+a)+(+b)=c+a+b.
Dans les cas particuliers ot 'on fait respectivement ¢ = o,

¢ =1, on trouve

3) (ab=0)=(a=0)+(b=o),
) (a+b=1)=(a=1)+(b=1).
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I. P.: {1} Dire que deux propositions réunies, en im-
pliquent une troisiéme, c’est dire que Pune d’elles implique
cette troisiéme.

{2) Dire qu'une proposition implique P'alternative de
deux autres, c'est dire qu’'elle implique I'une d’elles.

(3) Dire que P'ensemble de deux propositions est faux,
c'est dire que 'une d’elles {au moins) est fausse.

(4) Dire que I'alternative de deux propositions est vraie,
c’est dire que I'une d’elles (au moins) est vraie.

On remarquera le caractére paradoxal des deux premiers
de ces énoncés, en contraste avec le caractére évident des
deux derniers. Ces paradoxes s'expliquent, d’une part, par
I'axiome spécial qui affirme qu’ane proposition est vraie ou
fausse; d’antre part, par ce fait que le faux implique le
vrai, et que seul le faux n’est pas impliqué par le vrai. Par
exemple, dans le premier énoncé, si les deux prémisses soat
vraies, chacune d’elles implique la conséquence; et si 'une
d’elles est fausse, elle impliquera la conséquence (vraie ou
fausse). Dans le deuxiéme, si I'alternative est vraie, I'un de
ses termes devra étre vrai, et par suite sera impliqué comme
elle par la prémisse (vraie ou fausse).

§8. Loi d'importation et d’exportation. — L’équivalence
fondamentale (2 << b) = @'+ b a encore beaucoup d’autres
conséquences intéressantes. L’une des plus importantes
est la loi d’importation et d’exportation, que traduit la
formule suivante :

[a<< (& <)c)] = (ab < ¢).

« Dire que, si @ est vraie, b implique ¢, cest dire que a
et b impliquent c. » Cette égalité enferme deux implications
inverses : si I'on infére le second membre du premier, on
importe dans I'implication (& <C¢) I'hypothése ou condi-
tion a; si Pon infére le premier membre da second, on
exporte au contraire de 'implication {(ab < ¢) 'hypothése a,

Démonstration :

[a<(b<e)]=a'+(b<e)=a'+b+e,
(ab<c)=(abY+c=a'+b&+ec.
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Corollaires, —1° On a évidemment I'équivalence
[a<(b<e)] =[b<(a<e)],

puisque les deux membres sont égaux & (ab <Cc), en vertu
de la loi commutative de la multiplication.
22 On a aussi

[a <(a<b)]=(a<b),
car, en vertu de la loi d'importation, et d’exportation
[a<(a<b)]=(aa <b)=(a<b)

Sil'on applique la loi d’importation aux deux formules
suivantes, dont la premiére résulte du principe d’identité, et
dont la seconde traduit le principe de contraposition,

(a <b)<(a<b), (a<b)y< (o< a'y,
on obtient les deux formules
(a < b)a<b, (a << b)Y < a,

qui sont les deux types du raisonnement hypothétique :
« 8i a implique &, et si a est vraie, b est vraie » (modus
ponens); «si a implique b, et si b est fausse, @ est fausse »
(modus tollens). '

Remarque. — Ces deux formules pourraient se déduire
directement, au moyen du principe d’assertion, de celles-ci :

(a<byra=1)<(b=1),
(< b)(b=0)<(a=o0),

qui ne dépendent pas de la loi d'importation et qui résultent
du principe du syllogisme. ,

De la méme équivalence fondamentale on peut déduire
plusieurs formules paradoxales :

° a<(b<a), a<(a<hb).

«Si @ est vraie, @ est impliquée par une proposition &
quelconque; si a est fausse, @ implique une proposition &
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quelconque. » Gela est conforme aux propriétés connues de o
et de 1.

2° a<[{a<b)<b], ad<[(b<a)<d]

« 8i a est vraie, alors « g implique & » implique b;si a est
fausse, alors « & implique @ » implique non-b. »

Ces deux formules sont d’autres formes du raisonnement
hypothétique ( modus ponens et modus tollens).

3 agby<al=a(t), lb<a)<a]=ad
« Dire que, si @ implique b, a est vraie, c’est affirmer a;
dire que, si b implique @, a est fausse, c’est nier a.»
Démonstration :

[{la<b)<al =(ad+b<a)=ab+a =a,
[(b<a)<al=(b+ra<a)=dbra=a

Dans les formules 1° et 3°, ot & est quelconque, on pour-
rait introduire le signe l I par rapport a 4. Dans Ja formule

suivante, I'emploi de ce signe devient nécessaire.

4 H;’la<(b<x;j<x§=ab.

ax
Démonstration :

Ha< (b <x;]<x§ - g[a’-‘;«(b <z)] <=
= [(@'+ &'+ x) < x] = abx'+ 2 =ab + =.

Nous devons maintenant former le produit I I (ab +z),
ax
ot x peut prendre toutes les valeurs,y compris o et 1, Or il

est évident que la partie commune & tous les termes de la
forme (ab -+ z) ne peut &tre que ab. En effet : 1° ab est

contenu ‘dans toutes les sommes (ab -+ x), donc dans leur

{1} Cette formule est le principe de réduction de M. Russell : The
principles of mathematics, t. I, p. 17 (Cambridge, University Press,
1903 ).
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partie commune; 2° la partie commune & toutes les sommes
(ab + )

doit étre contenue dans (@b + o), c’est-a-dire dans ab. Doue
cette partie commune est égale a ab (1); ce qui démontre le
théoréme.

59. Réduction des inégalités a des égalités. — Comme
nous P'avons déja dit, le principe d’assertion permet de
ramener les inégalités a des égalités au moyen des formules
suivantes :

(aFo)=(a=1), (as1)=(a=o0),
‘ (a=b)=(a=2"0").
En effet :

(askb)=(ab'+a'bo)=(ab+a'b=1)=(a="b").
On a par suite la formule paradoxale
(ab)=(a=1b).

Cela se comprend, car, quelle que soit la proposition &, ou
elle est vraie, et sa négation est fausse; ou elle est fausse, et
sa négation est vraie. Or, quelle que soit la proposition a,
elle est vraie ou fausse; donc elle est nécessairement égale
soit & b, soit4 d'. Ainsi, nier une égalité (entre propositions),
c’est affirmer I’égalité opposde.

Dela il résulte que, dans le Calcul des propositions, on n’a
pas & considérer des inégalités, ce qui simplifie beaucoup la
théorie et la pratique. En outre, de méme qu'on peut com-
poser des égalités alternatives, on peut aussi composer des
inégalités simultanées, puisqu’elles se raménent a des égalités.

(') Ce raisonnement est général, et 'on peut en conclure la formule
(a -+ x) =a,

d’otr se déduit la formule corrélative

Mar=a.
Aax a

x
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En effet, des formules établies plus haut (n° 57)

{ab=o)={(a=0) -+ (b =o0),
(@a+b=1)=(a=1)+(b=1),

on déduit par contraposition E

(a==0)(b==0)=(ab+ o),
(a=1) (b 1)=(a+b%).

Ces deux formules équivalent d'ailleurs, d'aprés ce qu’on
vient de dire, aux formules connues
fa=1)(b=1)={(ab=1),
{@a=0)(b=0)=(a=+b=o)

Dans le Galcul des propasitions, on pourra donc résoudre
tous les systémes d’égalités ou d’inégalités simultanées, et
tous les systémes d’égalités ou d’inégalités alternatives; ce
gu'on ne peut pas dans le Calcul des classes. Pour cela on
n’aura qu’a. dppliquer la régle suivante :

Réduire d’abord les inclusions. a des égalités, et les non-
inclusions & des inégalités; puis réduire les égalités au second
membre 1,et les inégalités an second membre o, et trans-
former celles-ci en égalités & second membre 1; enfin sup-
primer les seconds membres 1 et les signes =, ¢est~a-dire
faire le produit des premiers membres des égalités simul-
tanées et la somme des premiers membres des égalités
alternatives, en conservant les parenthéses.

60. Conclusion. — L’exposé précédent est loin d'avoir
épuisé le sujet;il ne prétend pas étre un traité complet d’Al-
gébre de la Logique, mais seulement faire connaitre les prin-

- cipes et les théories élémentaires de cette science. L’Algébre
de la Logique est un algorithme qui a ses lois propres;-elle
est fort analogue par certains cotés a ’Algébre ordinaire, et
par d’autres elle en est trés différente : par exemple, elle
ignore la distinction des degrés; leslois de tautologie et d’ab-
sorption y introduisent de grandes simplifications et en
excluent les coefficients numériques. C’est un calcul formel
qui peut donner lieu & toutes sortes de théories et de pro-
blémes, et qui est susceptible d’'un développement presque
indéfini.

Mais c'est en méme temps un systéme clos, et il importe
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de montrer qu'il est lIoin d’embrasser toute la Logique. Ce
n’est, & proprement parler, que I'Algébre de la Logique clas-
anue comme celle-ci, elle reste enfermée dans le domaine
circonserit par Anstote a savoir le domaine des relations
d’inclusion entre des concepts, et des relations d’impli-
cation entre des propositions. Certes, la Logique classique
(méme abstraction faite de ses erreurs et de ses superfétations)
était beaucoup plas étroite que I’Algébre de la Logique; elle
était presque entiérement confinée dans la théorie du syllo-
gisme, dont les bornes paraissent aujourd’hui bien restreintes
et bien artificielles. Néanmoins, I’'Algébre de la Logique ne
fait encore que traiter, avec beaucoup plus d’ampleur et de
généralité, des problemes du méme ordre; elle n’est, au
fond, pas autre chose que Ia théorie des-ensembles consi-
dérés dans leurs relations d’inclusion ou d’identité. Or la
Logique doit étudier bien d’autres espéces de concepts que
les concepts génériques (concepts de classes) et bien d’autres
relations que la relation d’inclusion (de subsomption) entre
de tels concepts. Elle doit, en un mot, se développer en une
Logique des relations, que Leibniz a prévue, que Peirce et
Schrader ont fondée, et que MM. Peano et Russell paraissent
avoir établie sur des bases définitives. Or, tandis que la
Logique classique et I'Algébre deJaLogique ne sont presque
d’aucune utilité aux Mathématiques, celles-ci trouvent au
contraire dans la Logique des relations leurs concepts et leurs
principes fondamentaux; la véritable logique des Mathéma-
tiques est la Logique des relations. L’Algébre de la Logique
elle-méme reléve de la Logique pure, en tant que théorie
mathématique particuliére, car elle repose sur des principes
que nous avons implicitement postulés, et qui ne sont passus-
ceptibles d’expression algébrique ou symbolique, parce qu’ils
sont le fondement de tout symbolisme et de tout calcul (%).
On peut donc dire que I'Algébre de la Logique est une Lo-
gique mathématique, par sa forme et par sa méthode; mais il
ne faut pas la prendre pour la Logique des Matkematzquet.

() Le principe de déduction et le principe de¢ substitution. Voir
notre Ouvrage Les Principes des Mathématiques, Chap. I, A.

FIN.
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LISTE DES SIGNES ET ABREVIATIONS.

Interprétation conceptuelle {voir n° 2.

oo

Interpl"e’maio}z proposétionnelle {(voir n° 1).

1. C. : est contenu dans; L. P. : impligue (voir n° 3).
Egale (vair n° 4).

Signe de l'addition logique (voir n° 7}.

ou.oun(){) Signede la maultiplication logique (voir n* 7).
« non-¢ »; négation de a {voir n° 15},

Négation du signe < (voir n° 15, notej.

Négation du signe = (voir v* 15, note}.

1. C. : la classe nulle; 1. P. : le fauz {(voir n° 13).

1. C. : la classe totale; 1. P. : le vrai (voir n° 13).
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