Initiation a la logique

Cours de Licence/Maitrise
Jacques Jayez, ENS-LSH
Jacques.Jayez@ens-Ish.fr

Présentation et niveau Ce cours est une introduction élémentaire a la logique. Il comporte six chapitres.

1. Une introduction a la théorie des ensembtgspitre ).

2. Une introduction a la logique propositionnelle classiguepitre 3.

3. Une introduction a la logique du premier ordre classigieitre 3.

4. Une introduction a la théorie des modéles classiqgttes(tre 4.

5. Une introduction aux aspects élémentaires-dcalcul Chapitre 5.

6. Une introduction a la théorie de la preuve avec une discussion de systemes non—clagsiguies .

Techniquement, ce cours reste élémentaire. Cela signifie que les objets manipulés ne sont pas physiquement trés longs. Par exemple, il n'y
pas de\—termes de cing lignes a réduire. En revanche, les notions introduites sont souvent un peu plus complexes que ce qui est introduit dan:
les manuels de logique «philosophique» et certaines démonstrations de difficulté moyenne sontidentereso

Mode d’emploi  Le plus simple est de lire les chapitres dans I'ordre et de faire les exercices. lls sont en général assez simples et un peu
répétitifs pour permettre de se familiariser de facon mécanique avec la logique. Quelques théoremes sont délicats. Il faut les aborder avet
patience : il est absolument normal de passer du temps a comprendre une démonstration, et ce n’est pas du temps perdu. En général, comme
musique, la répétition seule produit de la maitrise.

La logique classique Exception faite du dernier chapitre, les propriétés logiques décrites icclmsiquesCe mot ne signifie pas «tradi-
tionnel». La logique dite «classique» (LC) est une forme particuliére de logique qui a deux principales caractéristiques :

Définition 1 Pour étre ditelassique une logique doit avoir au moins les deux propriétés suivantes :

1. toute expression est évaluée comme vraie ou comme fausse, mais ni comme indéterminée ni comme vraie et fausse a la fois.

2. Quand on a une expression complexe (par exempte- B, A «implique»B) sa valeur de vérité ne dépend que des valeurs de vérité des
composantes (ici et B), jamaisde leur sens intuitif ou technique.

La LC est souvent critiquée parce qu’elle donne une image trop simplifiée du raisonnement. Par ex., on lui objecte les difficultés suivantes :
elle pose probleme quand on veut représenter I'incertitude ou I'ignorance (par ex., quand on ighouessnonA),
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¢ Problémes pour représenter les points de vue (d’un certain pt dé,\dien autre pt de vuel). e Problemes pour construire une déf. intuitive
de I'implication (voirici).
Dans ce cours, je ne discute pratiquement pas de ces problemes et la LC est prise «telle quelle».

Terminologie de base Les expressions suivantes sont couramment utilisées.

Définition 2 Unerelationest vraie ou fausse d’un ou de plusieurs objets. Une propriété est une relation qui s’applique a un seul objet a la fois.

Ex. : relation «étre plus grand que», note€&' : PG(a,b) est vraiesi et seulement si est plus grand qué; propriété : «étre de nationalité
francaise» [) ; F'(a) est vraie de: si et seulement i est de nationalité francaise.

Définition 3 Une expressiorest n’importe quelle suite de signes logiques qui respecte les contraintes de construction du langage logique
considéré. Une expression est donc une entité purement formelle.

Ex.:p&q(«petg»)p = (¢ V s) («pimplique q ou s»)JzP(z) («il existe au moins un x tel que x vérifie P») sont des expressions.

Définition 4 Un termeest une expression qui dénote une entitéptéticatest une expression qui dénote une relation ou une propridné.
formuleest une expression qui dénote le vrai ou le faux.

En gros, un terme fonctionne comme un nom ou un groupe nominal (qui désigne quelque chose) ; un prédicat fonctionne comme un verbe oL
un adjectif (qui décrit ou qualifie des entités) ; une formule fonctionne comme une phrase assertive (qui est vraie ou fausse).

Définition 5 Un connecteusest un signe qui dénote une relation entre des formules.

Ex. : «et» et «ou» sont des connecteurs; aiist B est vraie ssi (abréviation de si et seulement&sigt B sont vraies toutes les deux.
L'implication est également exprimée par un connecteur.

Remarqgue : quand le connecteur porte sur une seule formule, on parle phpétateur La négation classique-§ et les modalités de
possibilité () et de nécessité]) sont des opérateurs.

Toutes ces définitions seront présentées a nouveau dans les chapitres suivants.
2|l est normal de ne pas trouver cette définition trés claire. Elle ne 'est pas. La question des prédicats est @pijseas
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Définition 6 A si et seulement B signifie queA et B sont équivalents : sil est vraie,B aussi, SiA est fausseB aussi, et inversement
Définition 7 Uneopérationou fonctionest n'importe quel mécanisme qui prend plusieurs arguments et renvoie une valeur.

«Opération»= I'ensemble ou sont choisis les arguments et celui de la valeur sont le méme. Par exemple, I'addition sur les entiers est une
opération qui prends deux entiers (= deux éléments de I'ensemble des Ehgécpii renvoie une entier (leur somme). Cependant, terminologie
flottante. En pratique, opération = fonction.

[0 Quand on veut insister sur la structure interne d’une expression ou d’un objet plutét que sur le résultat d’'une fonction/opération, on parle en
général deonstructeurPar ex., les connecteurs sont des constructeurs.



Chapitre 1

Eléments de théorie des ensembles

1.1 Remarques intuitives

0 Notion intuitive : ensemble = collection d’objects qui partagent une méme propriété ou sont simplement regroupés pour une raison quel-
conque. Exemples

L'ensemble formé des nombres 1, 2, 3.

L'ensemble des éléves d’une classe.

L'ensemble des entiers naturels (0, 1, 2, etc.).

L'ensemble formé par les quatre premiers nombres pairs + un ticket de métro

0 Quelques problemes abordés dans ce cours
e Les intuitions sont relativement claires pour les petits ensembles finis, mais pour les «gros» ensembles finis ou les ensembles infinis ?
e Tout ce qui est défini par une propriété est—il un ensemble ? Autrement dit, la collection des choses qui vérifient la propriété est—elle un

ensemble ?

e Réponses

— Pour les ensembles finis (petits ou gros), les outils sont les mémes;
— ils sont en partie différents pour les ensembles infinis ;

— tout ce qui est défini par une propriété n’est pas un ensemble.
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1.2 Outils de base

0 eet{x: P(x)}

e a € A note quez est un élément de 'ensemble

e {x : P(x)} note 'ensemble des objets qui satisfont la propriétgimple ou complexe).

EXx.:

1 € {2,1,3}, Jeanc {Jean RaphaélleMichéle}, x € {o, A, V, =, x}, etc.

{z : z est un prénom francdis- 'ensemble des prénoms francais.

SoitN I'ensemble des entiers naturels{§; 1,2, 3, .. .}).

{r:x=20uxr =4} ={2,4}.

e Le contraire dec est noteZ, par ex.a ¢ {b,c,d}

e L'ordre n’est pas pertinent pour les ensembles : égiité, c}, {a, ¢, b}, {b, c,a}, {b,a,c}, {c,b,a} ou{c,a,b}, c’est écrire la méme chose.

e [l n'y a pas de répétition dans un ensemble. Ecfirgh, b} est «interdit» (ce n’est pas une écriture qui correspond & un ensemble).

e Les éléments d’un ens. peuvent étre eux-mémes des ens., pangk,:b}}.

[0 La non—répétition est une notion difficile : elle correspond au fait que deux individus en tous points identiques n’en forment qu’un seul.
[0 {} est un constructeur : il prend des objets (les éléments d’un ens.) et construit un objet plus complexe, le regroupement de ces éléments e
un seul ens.

e On admettra gu'il existe un ensemble vide, nbt€’est un ens. qui n’a aucun élément. Pour n'importe quel ahjeh peut donc toujours
écrirex & 0.

e L'identité de deux ens. est définie a partir de leurs éléments.

Définition 8 Deux ensembled et B sont identiques4{ = B) ssi ils ont les mémes éléements.

Exercice 1

a.Parmi les expressions suivantes, dire quels sont ceux qui définissent des ensemBlesd; €13}, (2) {a,b, c,a}, (3){a,{a}}, (4) {0, a},
(5){0,0}, 6){0,{0}}, (M) {x:x=2},8){z:xz#zx}, (9){x:x € {a,a}}, (10){{a,b}, {b,a}}.

b. Indiquer les éléments des ensembles suivants{d¥), c}, (2) {a, {b}}, (3) {0}, (4) {a,b, {b,a}}, (5) {0, {0}, {{0}}, {a, 0} }

c. Définissons{z :  °X} =4 {z: z € X} et{z : z € X} =4 {x : il existe au moins uy € X tel quex € y}. Indiquez, pour chacun des
cing ens. précédents, quels sont les objets qui entretiennent la relatoec I'ens. Par exq € {a, b} etb e{a, {b}}.

0 Deux maniéeres de définir un ensemble
e Définition extensionnelle on énumeére les éléments
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e Défition intensionnelle on indique une propriété caractéristique a travers I'expresgion P(z)}. Tres pratique pour les ensembles de
grande taille ou infinis

Ex.:

déf. extensionnelle £ = {0, 2,4},

déf. intensionnelle £ = {z : x € N& x < 5 & il existe uny tel quey € N & = = 2y} = {0, 2, 4}. Voyez—vougpourquoi?

0 Un peu plus de notation

«il existe un .. .tel que», pas tres pratigee deux notations commodes.

e Jz(P(z)) = «il existe au moins un objet qui verifie»,

e Vz(P(z) = Q(z)) = «tous les objets qui vérifiert vérifient auss)».

e Les symboles etV sont appelés deguantificateursd : quant.existentiel vV : quant.universel

e On peut les combiner3z3y() = «il existe unx tel qu'il existe uny tel que ...»3xVy() = «il existe unx tel que, pour touy, ...». llny a
pas de limite a ces combinaisons (sauf qu’elles doivent étre finies).

0 Un peu plus de notation

«il existe un .. .tel que», pas tres pratigee deux notations commodes.

e Jz(P(z)) = «il existe au moins un objet qui verifie»,

o Vz(P(z) = Q(z)) = «tous les objets qui vérifiert vérifient auss)».

e Les symboles etV sont appelés deguantificateursd : quant.existentiel vV : quant.universel

e On peut les combiner3z3y() = «il existe unx tel qu'il existe uny tel que ...»3xVy() = «il existe unx tel que, pour touy, ...». llny a
pas de limite a ces combinaisons (sauf qu’elles doivent étre finies).

Exercice 2

Dans tout cet exercic® désigne I'ens. des entiers naturels, c.&0d1,2,3,...}.

a{r:zxeN}=?

b. Quelle relation y—a—t—il entréetz : x e N&x < 07?

c. Caractérisez I'ens. (i) des entiers inférieurs a 12, (ii) des entiers supérieurs ou eégaux a 8, (iii) des entiers pairs, (iv) des entiers impairs, (V)
des entiers supérieurs a 100 et inférieurs a 2000, (vi) des 400 000 premiers entiers pairs.

d. Caractérisez I'ens. des multiples def17

e.Caractérisez I'ens. des multiples entiers d’'un entier pair .

O Aide,

f. Caractérisez I'ens. des objets plus grands que n’importe quel entier.

g. Caractérisez I'ens. des objets qui sont multiples entiers d’un entier. Quel est cet ensemble ?
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h. Caractérisez I'ens. des nombres rationhels
I. Caractérisez I'ens. des solutions du systeme d’équations suivant :

rT+2y=3
y—z2>2
0 Sous—ensemble)
e Lorsque tous les éléments desont également des élémentsiieA est unsous—ensemblie B, ou A estinclusdansiB.

Définition 9 A C B note la propriété suivantevz(x € A = = € B).

Ex.:{a,b} C {a,b,c}

e Inclusion stricte €) # inclusion non-stricteq) : A ¢ A, A C A.

eSiAC BetB C A, A= B (tous les éléments dé sont des éléments de et réciproquementd et B ont donc les mémes éléments.
0 Critére d’identité pour les ensembles : deux ensembles sont identiglids sat les mémes éléments.

O L'ensemble vide )

e Par convention il existe un ensemble «vide», c.a.d. qui n'a aucun élément. Il edt noté

e Du point de vue du critére intuitif ensemble = collection d’obj@tsst un peu dégénéré, mais . ..

e du point de vue du critere intuitif ensemble = domaine de validité d’'une propfiiést,un bon ensemble.
o {z: P(x) = ()} si aucun élément ne vérifie. Parex.{z: 2 e N&z # 2} =0

Exercice 3
a.Parmi les ens. suivants, dire quels sont ceux qui sont reliés parou ni I'un ni l'autre.
1. X ={a,b},Y ={a,b,c},
2. X ={a,b},Y ={a,{b},c}
3. X ={0,{a}}, Y = {{a}}
4. X ={a,b},Y ={b,a}
5. X ={a,{a} {{a}},{a,{a}} {a {a}, {{a,{a}}}}},
Y ={a{a} {{a}},{a,{a}} {a {a}, {{a}}}}

2Un nombrea est un multiple dé s'il existe un nombre: tel quea = b x c. Par ex., 8 (= 4x 2) est un multiple de 4.
2Un nombre est ditationnelquand il peut étre exprimé comme une fraction de foagol 2 ety sont des entiers.
3La notation «ssi» abrége et seulement si
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b. Laxiome de fondation dit que tout ens. non—vide a un élément minimal.
F)Ve(z #0 = Fy(ly e & ~F2(z € x & 2 € 1))).
Montrer que (F) implique que ¢ x pour toutz.

O Lalogique classique (LC)= et()

e Pb : déf. en LC de I'implication=-.

e A = B repose sur 4 possibilité$ V(raie) ou F(ausse)3 V ou F.

e En LC, une expression est V ou F (dgf.

e Soit un jugement universel de forrve(P(x) = P'(x), par ex. «(a cet endroit) tous les oiseaux volent». En LC c’est V ou F. C’est F si on
peut trouver urcontre—exemplec.a.d. un oiseau qui ne vole pas.

e dans une situation ou il y a un oiseau qui ne vole pas, le jugement est faux.

e dans une situation ou tous les oiseaux volent le jugement est vrai.

e Et s'il N’y a pas d'oiseau ? Le jugement ne peut pas étre indéterminé.)dékst soit V soit F. Il ne peut pas étre F, parce qu'’il faudrait
fournir un contre—exemple = un oiseau qui ne vole pas. Donc le jugement est V.

Proposition 10 Soit¢ une proposition universelle évaluée en LCs sst une situation ou il n’existe aucun contre-exemple@est vrai dans
S.

[1 Approfondissement. Que se passerait—il si on adoptait la convention suivante ?

Définition 11 Un jugement universel de forme «tous les objets qui possedent |la prapnpetesedent aussi la proprigté» est vrai seulement
si on peut trouver des exemples d’objets qui vérifihtet qui, tous, verifieng).

Conséquence : dans une situation ou aucun objet ne vErifegjugement est faux. Fig..1: possibilités d’évaluation en fonction des exemples
positifs et des contre—exemples.
Pour la région entourée d’'un - -aucun«grand» systéme logique ne fait le choix décritlehet barré par urx.

[] Le pb devient :

1. Pgoi la LC fait-elle le choix qu’elle fait ?

2. Pqoi aucun grand systeme ne fait—il le choix barréxpar
[J Laréponse a 1 dépend de la réponse a 2.
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= Sens commun

0x (PR => P' ()

? \'%

pastous P’

FiG. 1.1 — Exemples et contre—exemples
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Réponse a 2 : ce choix serait suicidaire. Par ex. (par définition des entiers) le jugement universel «tout nombre entier pair est inférieur a (au
moins) un entier» est vrap(= Vz(x est un entier pair= Jy(y estun entie y > x)).

Ensemble des (contre—)exemples : une feuille ou on a écrit quelques entiers, par ex. 1, 3, 7, et 127. La feuille ne contient aucun entier pair
Alors ¢ est fausse ? On n’a pas envie de dire ¢a, parce qu’'un jugement général ne peut pas dépendre de situations particuliéres (d’ens. d
(contre—)exemples particuliers). Il faudrait donc interdikéde porter sur des propriétés générales ou avoir plusie(us pour les propriétés
générales, un pour les propriétés particuliéres, etc.).

[0 Plus généralement, ce n’est pas une bonne idée de dire : gsifaip/, et sip est fausse, alons = p’ est fausse». Pourquoi ? Parce que

cette regle nous forcerait a admettre comme fausses des implications ou il y a une vraie connexion conceptpetiepentre

Par ex. |l existe un nombre impair divisible par 2 = |l existe un nombre divisible par 2 est intuitive-

ment «vrai», parce que s'’il y a un nombre impair divisible par 2, disons le nonibedors il existe un nombre divisible par 27(lui-méme).

De mémelean a une voiture = Jean a un véhicule estintuitivement «vrai», méme si Jean ne possede aucune voiture.

[0 C’est pourquoi aucune logique n’attribsgstématiquemetd valeur F a une implication dont la partie gauche est faldagsil peut arriver

(ca dépend des logiques) que I'implication soit fausse pour des propositions données. Elle rsgstgraatiquemeriausse, c.a.d. qu’elle

n'est pas fausse quelle que soit la proposition de gauche.

Par ex. la logique dite «pertinenterelevance logicsAnderson & Belnap 1975) fait dépendre la valeur de vérité de la connexion conceptuelle
entre les propositions. En grps— p’ est F quangh etp’ n’ont pas de rapport. Quand il y a une vraie connexion conceptyellep’ est vraie.

Un nombre impair est divisible par 2 — Il existe un nombre divisible par 2 Vv
la proposition de gauche est F
Un nombre impair est divisible par 2 — La lune est une planéte F
dans les deux cas

[0 Sionenrevient 4.1, reste donc? ou V a l'intérieur de - - -. ? serait possible quand il n’y aucun objet dé’tgpasaucunesituation. Par

ex., «tout cercle carré est rouge» serait ? parce qu’on est incapable de construire un cercle carré. Mais, en LC, ? n’existe pas, F est suicidaire.
ne reste que V.

e Finalement, en LC, chaque fois qu’une propriété va décrire I'ensembld)yalke va impliguem’importe quellepropriété !

Parce qu’on va retomber sur une formeP(z) = P'(x) avec{z : P(x)} = 0.

e Montrer quel) C A pour tout ensembld (solution).

O Les propriétés de I'implication= en LC
e Sip etp’ sont des propositions = p’ n'est fausse que dans un seul casp ast vraie ep’ fausse.

e Alors quandp est Fp = p’ est vraie ? Oui, fondamentalement pour les mémes raisons que celles qu’on vient de voir a pflopos de
e Table de vérité de I'implication
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p|p|p=1
V|V Y;
FlV Y;
F|F Y,
V| F F

0 La démonstration par 'absurde

e Pour démontrer quelgue chose en utilisant les val. de vérité, on peut fabriquer des démonstrations par I'absurde. Pour démestret que
on suppose queest vrai et que’ est fausse. C'est le seul caspi=- p’ peut étre fausse. Si ce cas est impossible, aless p’ est «toujours»
vrai. Ici, «toujours» = quelles que soient les val. de vérit¢ dedeyp’.

e Comment est—ce qu’on sait qu'un cas est «impossible» ? Lorsqu’on en arrive a affirmer et a nier une méme proposition. En LC, c’est
impossible puisqu’'une méme proposition ne peut pas étre a la fois vraie et fausse.
e Exemples. On voudrait démontrer les trois propriétés fondamentales de

Proposition 12 C est réflexive :A C A pour tout ensA
C est transitive : st C BetB C (C, alorsA C C.
C est antisymétrique : sl C BetB C B, alorsA = B.

Preuve (par I'absurde)

La réflexivite. D’apres ), la réflexivité signifievz(x € A = z € A). Donc il faut montrer que, pour n'importe quel on a I'implication
r €A = x € A. lln'yaqu'un seul cas ou ¢a peut étre faux : quand A etz ¢ A. Mais, en LC, on ne peut pas avoir a la feis A et
x & A

La transitivité. Supposons qu'on aitC B, B C C, mais pasd C C'. Alorsily aunzx tel quexr € A maisx ¢ C. Puisquer € A,z € B (a
cause del C B). Puisquer € Bx € C' (acause d®&3 C (). Alorsx € Cetx & C.

L'antisymétrie. Pour que deux ensembles soient égaux§yleffaut et il suffit qu'ils aient les mémes éléments. Supposons4jueB et que
B C. A et B seraient£ ssi il y avait un élément qui appartiennedamais pas @3, ou l'inverse. Mais c’est impossible (a causeAle” B et
B C A).

[0 Est-ce que toute démonstration d’'une propriété de fgrme p’ a base de valeurs de vérité n’est pas une démonstration par I'absurde ? En
fait, oui. On aboutit toujours soit a supposer guest F (etp = p’ est alors vrai quelle que soit la valeur de vérit&gesoit a supposer quye
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est vrai et a montrer qué ne peut pas étre faux (parce que ¢a entrainerait une contradiction). Un exemple un peu déconcertant :
Prouver que = p. SipestF, c’estV. Sp estV c’estV parce qu® ne peut pas étre a la fois V et F. La plupart du temps, ces micro-dém. par
I'absurde sont faites machinalement, sans qu’on les remarque.

O Opérations sur les ensembles
e L'intersection de deux ensembles)(est I'ensemble des éléments gu’ils ont en commun.
e L'union de deux ensembles)] est 'ensemble des éléments qui figurent dans I'un ou dans I'autre ou dans les deux.

Définition 13 AN B =4 {z:2 € A&z € B}.
AUB=y4{r:z€ AV xz € B}.

[0 Ces opérations sont définies sur @asemblesOn ne peut donc pas les utiliser sur des éléments (qui n’ont eux-mémes aucun éléments).
Par exemple{a, b} U {c} = {a,b,c}, mais si{z : = € ¢} =0, {a,b} U c nest pas défini.
[0 Le produit et I'intersection sont des opératimmnmutativesAutrement ditAN B =BNAetAU B = BU A.

Définition 14 Une opératior est commutative lorsque, pour tous les termes$b auxquelles elle s’applique,o b = b o a.

Exercice 4

a.{a,b,c} N{a,d,e,c} =?,{a,b,c} U{a,d, e,c} =?
b.MontrerqueANA=AUA=A

c. Montrer queAN B C A.

d.MontrerquesiA C B,AnC C BNC.

e.Se servir de (c) et (d) pour montrer gdeN B = B ssiB C A.
f. Montrer d’'une maniére analogue qdeJ B = B ssiA C B.
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FIG. 1.2 — Le complémentaire dédansF

Exercice 5

a.Montrer queAN (BUC) = (AN B) U (AN C) d'une maniere «intelligente» (sans procéder par I'absurde).
Suggestion

b.Montrer queAU (BN C) = (AU B) N (AU C) d'une maniere intelligente.
c. Montrer les deux précédents résultats d’'une maniere mécanique (en procédant par I'absurde).

0 Complémentaire d’'un ens.

e Soit un ensembl#’, le complémentairele A dansFE est I'ens. des élements qui appartiennehtaais n'appartiennent pas4 On note cet
ensemble’r A, dans la figure ci-dessus, c’est la zone grisée.

Définition 15 Cp(A) =y {z:2 € E& x € A}
Lorsqu’on n’a pas besoin de précigéron peut se contenter de noter le complémentairé gar — A.

Définition 16 —A =4 {r: 0 ¢ A}, A—B={r:x€ A&k x ¢ B}

13
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Exercice 6

a.quel est le complémentaire dedansF, autrement ditC'z (F) =?, de mém&' () =?
b. —(A U B) =?Suggestion

c.—(ANB)=

0 Ensemble des parties d’'un ensemble. Produit cartésien
e L'ens. des parties d'un end, noté®(A), £(A) est 'ensemble des sous—ensembleside

Définition 17 ©(A) =4 {X : X C A}
. @ Attention au fait qué’(A) est un ens. pas un élément. Etant donné que, pourtdutC A et A C A, on atoujourd) € ¥(A) et A € £(A).

Exercice 7
a.®({a,b}) =7

Exercice 8

On définit :

P0(A) = A

CPHA) = 9(A)
CPM(A) = P(P" L A)).
a.Calculez#?({a, b}).
b. Calculez®®({a}).
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Exercice 9
a.Montrer quei’(A N B) = #(A) N #(B). Suggestion
b. Est-ce que’(A U B) = #(A) U ¥(B). c. Est-ce queé’(—A) = —9(A)?

e Paire ordonnée. Bien que les ensembles ne soient pas ordonnées, il est possible de simuler des séquence ordonnées de la maniere suivant
Définition 18 La paire ordonné€a, b) est définie comme I'ensemb{da}, {a,b}}.

A partir de la définitionl8, on peut définir les séquences ou listes finie§ = (),
Ay o) = (2, (X2 xy)).

Par exempléz,, x2, x3) = (21, (T2, 3)) = {{z1}, {71, (22, 23) } } = {21}, {21, {{za}, {22, 23} }}}-

e Produit cartésien. Lproduit cartésierde deux ensembles est 'ensemble des paires ordonnées composées chacune d’un élément du premier
ensemble suivi d’un élément du deuxiéme ensemble.

Définition 19 Le produit cartésien dd et B, noté A x B est défini par :
Ax B=4f {{z,y) :x € A&y € B}

e Le p.c. n'est pas commutatif (voir deffd). Par ex.{a, b} x {a} = {{a, a), (b,a)}, mais{a} x {a,b} = {{a,a), (a,b)}.

Exercice 10

a.Calculer le p.c{a,b,c} x {b,a}.

b. Calculer le p.c{a,b,c} x {a, {b}}.

c. Calculer le p.c{a, b} x 0.

d. Calculer le p.c{a, b} x {0}.
e.Calculer le p.c({a,b} x {c}) x {d, e}.

0 Fonction
e En théorie des ens., une fonction n’est pas autre chose qu’un ensemble de paires ordonnées.

Définition 20 Une fonctionf de domainer, ou E est un ensemble, est un ensempblie paires ordonnées tel que chaque élémeiit figure
une et une seule fois dans une pdirey) € f.

15
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La déf. correspond a l'idée intuitive de fonction : un méme argument ne peut recevoir qu’une seule valeur. Dans les paires ordonnées, le
premier élément est I'argument de la fonction, I'élément de droite sa valeur pour I'argument considéré. On ne peut donc pas avoir
{...{(x,y)...(x,z)...} avecy # z, car, dans ce cas, un méme argumehtlrait deux valeurs distincteg ét z).

En revanche des arguments différents peuvent avoir la méme valeur.

e |l est nécessaifedans un certain nombre de cas de repérer une fonction non seulement par son domaine mais aussig@Enaoe En
fait on caractérise ainsi une classe de fonctions.

Définition 21 On écritf : £ — F pour indiquer que le domaine deestE et que pour chaquenF, f(x) € F. F est appel€odomainale
f.Ondit quef est detype ' — F..

e Une fonction a en général plusieurs types, puisque si la fonction est dé&'typd”, elle est également de tyge — £’ pour toutF” O F.

e Exemples. Soit +2 'opération qui consiste & ajouter 2 & un nombre. Supposons que la fénctdn, 4} — {3,6,111,5} parmi ses types.
Elle a également n'importe quel tyge, 4} — E parmi ses types du moment g{i& 6, 111,5} C E.

[J On peut définir le type minimal d’'une fonctiohde domainer de la maniere suivante : c’est le type — F tel queF = {y : Jz(x €
E & f(z) =y)}. Par exemple, le type minimal de, est{1,4} — {3,6}.

1.3 Ordinaux et cardinaux

0 Comment peut—on mesurer des ensembles ?
e Pour des ens. finis, on prendre le nombre d’éléments de I'ens. Le «xnombre» d’éléments d’'un ens. (qu’il soit fini ou pas) s'eqmoitial le
de 'ensemble et se not@ARD oul|| ||. Parex.||{a,b,c,{a, f}}|| = 4.

Définition 22 Le cardinald’'un ens.A, notéeCARD(A) ou||A|| est le nombre d’éléments d&

¢ Evidemment, #2) est plutot circulaire car nous n’avons aucune idée, en théorie des ens., de ce que signifie le «<nombre» des éléments d’'un
ens., méme fini. Le probléme se pose a peu pres ainsi : comment définit—on «compter» en théorie des ens. ?

e D’abord on peut remarquer que, pour deux ens. finis, ils ont le méme nombre d’éléments si I'on peut définir une correspondance terme a
terme entre les deux.

4Ca n’est pas une notion techniquement trés facile en fait, beaucoup moins qu’elle n’en a I'air.
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[l v

FiG. 1.3 — Un exemple de bijection

0 Cela nous conduit a la premiere notion dont nous avons besoin, cdllgdion

e On a vu dans la définitior2(0) comment on définissait une fonction en théorie des ens. : comme un ens. de paires ordonnées.

e Sinous avons deux en&e; ...a,} et{b; ...b,}, il nous faudrait une fonction qui pous sélectionne un élément uniqugede {b; ...b,},
de méme pout,, as, .. a,.

e Par simplicité, raisonnons sur deux éléments, nous voulons une situation comme | ou Il, pas Il ou IV.

[Il n’est pas une bonne fonction parce qu’'elle fait correspondre un ens. plusipeditn ens. plus grandX). IV n’est pas une bonne fonction
parce qu’elle fait correspondre un ens. plus graiipd un ens. plus petity).
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e La cause de ces problemes est que :

— Il associe un méme élément dea deux éléments différents d&

— IV «oublie» un élément dé'.

e une bijection est une fonction qui sépare les éléments de I'ensemble—source et n'oublie aucun élément de I'ensemble—cible.

Définition 23 Soit deux ensembles et I

1. Une fonctionf de typeE — F estinjectivepar rapport & ce type ssiv,y((r € E&y € E&x #y) = f(z) # f(y). On dit aussi que

c’est une injection dé’ versF.

2. Elle estsurjectivepar rapport a ce type sgy(y € F = Jz(y € E & f(y) = z)). On dit que c’est une surjection deversF'.

3. Elle estbijectivepar rapport a ce type ssi elle est a la fois injective et surjective par rapport a ce type. On dit aussi que c’est une bijection
entreF et F.

e Pour les ens. finis, on peut démontrer que I'existence d’une bijection entre deux ens. implique que ces deux ens. ont le «<méme nombre d’élé
ments», dans I'acception suivante. Supposons qu’on ait deuxeztdy’ non—vides, si, en retirant un élément de chaque ens. alternativement,
on arrive au méme moment a I'ensemble vide, les deux ens. ont le méme nombre d’éléments.

e Supposons gu'il existe deux ens.et £/ non-vides et une bijectiofi entre les deux. Considérofset convenons de retirer a chaque fois
un élément de: € F et son image par la bijectiorf(z) € E. Supposons (preuve par I'absurde) qu’'on n’arrive pas a \ilet £’ au méme
moment. Il y a deux possibilités.

1. OnvideFE avantE’; il va donc rester uy € E’ alors queF est vide. Puisquég est une bijection, c’est en particulier une surjecti@ag)(

Cela implique qu'il existe un: € E tel quey = f(x). Comme on a vidéZ, on a, en particulier, supprimé; doncy aurait dd étre supprimé
aussi.

2. OnvideFE’ avantE ; il va donc rester umr € F, alors queE’ est vide. Considérong= f(z) € E'. Il a été supprimé, par hypothése. Donc,
on a, a un certain moment, choisi ure £ tel quef(z) = y. Siz # x, f n'est pas une bijection, puisqu’elle viole la condition d’injectivité.
Doncz = z; mais alorse aurait di étre supprimé.

0 Les ens. infinis

e Peut—on utiliser les bijections pour dire que deux ens. infinis ont «le méme nombre» d’éléments ?

e La réponse semblerait plutot négative. Par exemple, considérons I'ens. des Binti&ns. des entiers paib$,. Il est clair queNp C N,
par exemple3 € N mais3 ¢ N,. Cependant, nous pouvons definir une bijection eNtret N,,, par exemple, la bijection correspondant a
f(z) =2z pourz € N (doncf(0) =0, f(1) = 2, etc.).
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1.4 Solutions des exercices

Exercicela

. (1) définit un ens.,

. (2) ne définit pas un ens. (répétition),
. (3) définit un ens.,

. (4) définit un ens.,

. (5) ne définit pas un ens. (répétition),
. (6) définit un ens.,

. (7) définit un ens., I'eng.2},

. (8) définit un ens., I'ens. vidg,

. (9) ne définit pas un ens. (répétition).
. (10) ne définit pas un ens. cgt, b} = {b, a} (donc répétition).

Exercicelb

(1) :a,b,c, (2):a,{b}, )0, (4)a,b,{b,a}, (5)0,{0},{{0}},{a, 0}

Exercicelc

(1) : rien n'entretient la relationavec I'ens., (2) b, (3) : rien du tout, (4) etb, (5) : 0, {0} eta.

¢ Si on analyse la formule compliquée a droite du signe :, on voit qu’elle demande de considérer tays tes
1. sont des entierse(N),

2. sont inférieurs a 5,

3. tels qu’il existe un autre entigrtel quex vaut deux foigy.

C’est le point (3) qui est un peu difficile : parcourons les entiers dans leur ordre «naturel» et essayons toutes les possibiktedeaoir, a
chaque fois, si ¢a nous donne une possibilityé powompte tenu des contraintes qui nous sont imposées.
—y =0, alorsx = 2 x 0 =0, 0 est un entier et est inférieursadonc c’est un des possibles.

—y = 1, alorsx = 2 et c’est encore un despossibles,

—y =2,z = 4, méme remarque,

—y =3, x = 6, ¢a ne va pas parce queloit étre < 5.

Clairement, toutes les valeurs gsupérieures a 2 vont produire desupérieurs a 5, ce qu’on ne veut pas.
Les trois seuls candidats restant sont donc 0, 2, et 4, les trois premiers nombres pairs.

Exercice2a
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N lui-méme

Exercice2b
)={x:2eN&z <0}

Exercice2c

() {z:2eN&zx <12}

(i) {z:x e N&z > 8}

(i) {z: 2 e N&yly e N&x =2y)}

(V) {z:2eN&Jylye N&x=2y+1)}

(V) {z: 2 € N& 100 < = < 2000}

(Vi) {z:2 e N&Jy(y e N&x =2y & x < 400001}

Exercice2d
{z:JylyeN&z=17y)}

O Il nest pas nécessaire de spécifier que N parce que tout multiple d’'un entier est lui-méme un entier. D'ailleurs, on ne le demande pas
dans la question.
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Aide deZ2e
Vous avez besoin de dire quelque chose comme : 'ensemble desobptu’il existe un objey qui est pair (vous savez comment dire ¢a)
et un entien tel quex est le produit de: et dey.

21



Initiation a la logique

ExerciceZe
{z:3y(3F2(z e N&y=22) & Fu(u e N&x =uy))}

22
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Exercice2f
{z:Vylye N = z >y}

Exercice2g
{z:3y32(yeN&zeN&r=yz} =N
Exercicezh
{z:3y32(yeN&zeN&x=y/z}
Exercice2i

{{z.y, 2} o +2y=3&y—22>2}

Solution
Il faut se servir de la déb. z € () est faux pour tout;, doncz € ) = x € A est vrai pour tout: et pour toutAll Donc, d’aprés cette déf.

0 C A.
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Exercice3a.
1.XCY

2. ni l'un ni l'autre
3.YCX
4.lesdeux ¥ =Y)
5. ni 'un ni l'autre

Exercice3b.
a. Siz = (), x ¢ z (sans quol) aurait un élément). b. Supposons qu¢ (). Considérongz}. Commex n’est pas vide, il obéit a I'axiome de

fondation (F). Sic € z, 'ensemble{x} viole (F). Doncz & x.
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Exerciceda

{a,b,c} N{a,d,e,c} ={a,c}, {a,b,c} U{a,d e c} ={a,b,c,d e}

Exercicedb

Size AN A, x € A. Inversement, st € A,z € AN A; doncA et AN A ontles mémes éléments, et, donc, sont identigglesdem pour
AUA

Exercicedc
Size AN B,z € A (par déf.). De méme,sic A,x € AU B.

Exercicedd
Sire ANC,z € Aetx € C, puisquer € Az € B,doncz € BN C.

Exercicede
SiANn B = B, alorscommed N B C A (par (c)),on aB C A. Inversement,sB C A, BN B C AN B par (d). MaisBN B = B.

Exercice4f
On utilise les deux propriétés () C AUuBet(2)siAC B, AUC C BUC.SIAUB = B,commeA C AU B par (1),A C B. Inversement,
SiAC B,par(2)onadu B C BUB.
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Suggestion pour I'exercicea

Vous aurez besoin de la propriété suivante :

SIXCY, XNnZCYnZ.

Démonstration

Pour I'exercicebb, vous aurez besoin d’une propriété analogue :
SIXCY, XUZCYUZ.

Démonstration
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Démonstration
Supposons qu&é C Y. Soitz € X NZ, alorsx € X etx € Z. Mais, par hypothese, sic X,x € Y.Doncx € Y etx € Z,doncx € YNZ.

Démonstration de la propriété paur
Supposons qu& C Y. Soitx € X U Z. Siz € X, alors, par hypothése,c Y, doncz € Y U Z. Siz € Z, de nouveauy € Y U Z. Donc

x € Y U Z dans les deux cas.
Remarque
On peut également prouver (cela sera utile plustard) quesiY et X' C Z, X NX' CYNZ.Siz e XNX',z € X etx € X', donc

reYetre Z doncx e Y NZ.
On prouverait d'une maniére analogue que- YetX' C Z, X UX' CY U Z
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Exerciceba

Siz € AN (BUC(C),a € A. S'll n"appartient pas &4 N B) U (AN C), il nappartient a aucun des deux termes. Comamd il faut qu'il
n’appartienne ni & ni aC, mais c’est impossible par hyp.

Inversement OB C BUC etC C BUC.DoncAN B C AN (BUC) (pourquoi?, voir page suivantet la méme chose pourn C, donc
(ANB)UANC)C(AN(BUC)UAN(BUC)=An(BUC).
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Pourquoi ?
Parce que, en vertu de ce qu'on adémoitirssiB C BUC ANB CAN(BUC) (cestdelaforme:sK CY, XNZCYNZ.
Retour a I'exercice principal
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Exercice5b

PuisqueBNC C B,ConaAU(BNC)C AUB,AUuC,donc(AU(BNC))N(AU(BNC)) C(AUB)N(AUC).

Inversement, soitA U B) N (AU C). Par le résultat précédent cette expression est édaleéd B) N A) U ((AU B) N C)), et le deuxiéme
terme de cette intersection est égaleldh B) U (BN C).Or,ona:(AUB)NAC AetANC C A, donc:
(AUB)NA)UANC)U(BNC)CAU(BNCO).

Exercice5c, premiére partie

Soitz € AN (BUC), alors :

l.x e A,

2.xe BUC.

Supposons que :

(@)xz g (ANB)U(ANC),alors:

3.x ¢ AN B, et

4og ANC.

Puisque (3), alors :

3a.x ¢ Aou,

3b.x & B, ou,

3c (3a) + (3b).

(3a) est impossible car on a (1) par hyp. De méme (3c) est impossible.
Il reste (3b).

Puisque (4), alors :

da.x ¢ Aou,

4b.x ¢ C, ou,

4c (4a) + (4b).

(4a) et (4c) sont impossibles car on a (1) par hyp. Il reste (4b). Mais (3a) + (3b) produigelitu C, ce qui contredit (2). Dona) est faux.
Onaprouvé que:sic AN (BUC),alorsz € (ANB)U(ANC)
On cherche maintenant a prouver l'inverse.

Soitz € (ANB)U(ANC), alors:

l.z€ AnB,ou

2.xe AnC.

Supposons que :

Bxg An(BUC), alors:
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3a.x &€ A,ou

3b.z ¢ BUC, ou

3c. (3a) + (3b).

Par (1) on ar € A, donc (3a) et (3c) sont impossibles.

Puisque (3b), alors : 4: ¢ B, et

5.2¢C.

(4) et (5) entrainentque ¢ A N B et quexr ¢ AN C, mais on doit avoir I'un des deux au moins car on a (1) ou (2). Dehes$t faux.

Exercice5c, deuxiéme partie

Soitz € AU(BNC),alors :

la.x € A,oulb.x € BNC,ou

1c. (1a) + (1b).

Supposons que :

(@zx g (AUuB)N(AUC),alors:

2a.x ¢ AU B, ou

2b.x ¢ AUC, ou

2c. (2a) + (2b). Si(2a) ona ¢ A etx ¢ B. Puisquer ¢ A, on n'a ni (1a) ni (1c). Il reste (1b), amis (1b) implique= B et nous venons de
déduire de (2a) que ¢ B. Donc (2a) est impossible.

(2c) est impossible aussi puisqu’il implique (2a).

Reste (2b) qui implique ¢ A etx ¢ C. Cela exclut (1a) et (1c). Il reste (1b) mais (1b) implique C alors que (2b) implique le contraire.
Donc (x) est contraire a I'’hyp.

Inversement, supposons ques (AU B)N (AU C), alors :

l.ze AUB et

2.x e AuC.

Supposons que :

Bxg Au(BNC),alors:

.x g Aet

4.x¢Z BNC.

(3) et (1) impliquent que: € B. (3) et (2) impliquent que € C. Doncx € BN C, ce qui contredit (4). Dongd) est impossible.
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Exerciceta
Ce(E)=10,Cg(0) = E.

Suggestion pousb
Si vous ne voulez pas une preuve totalement mécanique, montrer 4ue 8, — B C —A.
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Exercicetb
On commence par montrer quesiC B, —B C —A.
Six € —B,x ¢ B par définition (.6). Supposons que € A, alors on aurait un objet§ qui appartient & mais pas &. Mais c’est impossible

parce gu’'on a supposé queC B.
OnaAdC AUBetB C AUB,donc—(AUB) C Aet—(AUB) C B.Donc—(AU B) C —AnN —B. Inversement, st € —AN —B,
alorsx € —Aetxr € —B,doncx ¢ Aetx ¢ B. Supposons que € AU B, alorsx € Aoux € B ou le sdeux, mais c’est impossible, donc

r¢ AUBetx e —(AUB,).

Exercice6c
—AC—-(AnB)et—BC —(ANB),donc—AU—-B C —(AN B).Inversementsi  ANB,z ¢ Aouz ¢ B. Doncx € —AU —B
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Exercice7a
{0.{a,b},{a} {0}}
Exercice7b

{0, {a}}

Exercice7’c

{0, {{a}}}

Exercice7d

{0}

Exercice7e

{0.{0}}

Exercice’f
{0.40,{a}}, {0}, {{a}}}
Exercice7g
{0,{a,{0}}, {0}, {a}, {{0}}}
Exercice8a

©%({a,b}) = £(¥'({a,b})) = £(9({a,})) =
©({0,{a, b}, {a},{0}}) =
{0.{0,{a,b},{a}, {b}},

{0}, {{a, b3}, {{a}}, {{b}},
{0.{a,b}},{0,{a}},{0,{0}},
{{a, b}, {a}}, {{a,b}{b}}, {{a}, {b}}}

Exercice8b
9 ({a}) = 9(9*({a} = £(9(({a})))

?(@({W,{a}}))=:K%{@,{Q,{a}}7{®},g{a}}})=

0,{0,{0,{a}}, {0}, {{a}}},
{0,{0,{a}}},

{0, {03},

{0, {{a}}},
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{{0,{a}},{0}},
{{0,{a}}, {{a}}},
i{@L {{a}}}
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Suggestion pour I'exercicéa
Montrer que sid C B, #(A) C #(B)
SoitA C Betx € ¥(A), alorsx C A par déf. Donc: C B etx € £(B).
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ExerciceSa

OnaAnNB C AetANB C B.Donc®(ANB)NP(ANB) C P(A)NL(B) (se souvenir deette remarqyeDonc?(AN B) C P(A)NP(B).
Inversement, soit € £(A) N ¥(B). Alorsz € ©(A) etz € £(B), doncx C A etz C B. Soity € x, alorsy € Aety € B,doncy € AN B.
Doncz C ANBetr e Y(ANB).Siz =0, C AN B.

Exercice9b

VuqueAC AUBetBC AUB,ona®(A) C9(AUB)et®(B) C ®(AU B). Donc#(A) U®(B) C ¥(AU B) (voir ici).

Inversement, soitl = {a} etB = {b}. OnaA U B = {a,b} et®(AU B) = {0, {a, b}, {a},{b}}. Mais®(A) U £(B) = {0,{a}, {b}}. Donc,
il n"est pas vrai en général q& A U B) C 9(A) U 9(B).

Exercice9c

Size ®(—A),r C —A,doncsiy € z,y € A.Doncz Z Aetx € —#(A).

L'inverse n’est pas toujours vrai. Siparex.N A # 0 etz Z A, onax € —(A). Pour quer € £(—A), il faudrait que, pour touy, Siy € x
y € A. Mais c’est impossible puisquen A # 0.
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ExercicelCa

{{a,b), (b, 0),{c,b), (a,a), (b, a), (c,a)}
ExercicelOb

{{a,a), (b a), (c,a), (a, {b}), (b, {b}), (c, {b})}
ExercicelOc

0

ExercicelCd

{(a,0), (0, 0)}

ExercicelOe

{{a, ), (b, )} x {d, e} = {{{a, c), d), (b, c), d), {{a, c), €), {(b,c), €) }
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Chapitre 2

Logique propositionnelle

2.1 Introduction

e En général, une logique propositionnelle porte sur des éléments d’information (les «propositions») considérés comme élémentaires ou inana
lysables et que I'on peut nier avec une négation logigye( combiner a I'aide de connecteurs comme la disjonctignlé conjonction )

ou l'implication (=).

e La logique propositionnelle classique a wyataxec.a.d. obéit a un ensemble de régles qui déterminent ce qui compte comme expression
possible.

¢ Elle a également une sémantique, donnée en termes de valeurs de veérité (V/F).

e Elle a plusieurs théories de la preugédpitre 6.

e La sémantique de la logique propositionnelle classique est simple et élégante. Ses théories de la preuve sont trés permissives et tres pe
«naturelles» quand on les compare au raisonnement quotidien.

2.2 Syntaxe et Sémantique

0 Syntaxe
e On se donne des propositions atomiques, qui sont les briqgues élémentaires de la construction syntaxique, et on les combine de diverse
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manieres.
¢ La définition d'une proposition es?{). On utilisera les lettres, ¢, r, s, p’, etc. pour désigner des propositions (atomiques ou non).

Définition 24 Soit P un ensemble de propositions atomiques. pPrapositionest un des objets suivants :
1. un élément dé’ (donc une proposition atomique),

2. une expression de forme, p étant une proposition,

3. une expression de forme: ¢, p etq étant des propositions,

4. une expression de formeV ¢, p etq étant des propositions,

5. une expression de forme=- ¢, p etq étant des propositions.

On désigne paf(P) (le «<langage» défini suP) 'ensemble des propositions définies a partittle

Exemples :
p&(p vV r),-(p = s),ravecr € P sontdes propositiong.& , = ¢ V s ne sont pas des propositions.
e On peut représenter une proposition sous forme d’arbre.

0 Sémantique

¢ Une interprétation consiste a assigner a chaque proposition atomique une valeur d& YE)igt & assigner a chaque proposition complexe
(= non—-atomique) une valelif/ F' en fonction de certaines regles.

e Les regles traitent la négation et les connecteurs. La définition formelle est la suivante.

Définition 25 Une interprétation sur un ens. de propositions atomiduest une fonctiol (£(P)) — {V, F'} telle que :
1. Pour chaque € P,Z(p) = V OUF.

2. Pour chaque propositignde forme—p', Z(p) = V siZ(p') = F etZ(p) = FsiZ(p') = V.

3. Pour chaque propositignde formep; & pe, Z(p) = V siZ(p1) = V etZ(p2) = V. Z(p) = F dans tout autre cas.

4. Pour chaque propositignde formep; V po, Z(p) = F'siZ(p,) = F etZ(p,) = F.Z(p) = V dans tout autre cas.

5. Pour chaque propositignde formep; = p2, Z(p) = F siZ(p,) =V etZ(py) = F.Z(p) = V dans tout autre cas.

e La définition @5) dit que la négation dg' est vrai ssp’ est fausse, que, & p2 est vraie ssi les deux sont vraies, gueV p, est vraie ssi au

moins I'une des deux propositions est vraie, et gue=- p, est fausse s$i est vraie ep, fausse.

¢ On présente souvent les différentes fonctions d’interprétation sous forme de tables de vérité. Par exemple, (I) pour la négation et (ll) pour la
disjonction.
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-p

0
F

=
\%

e La représentation par des tables de vérité est sire, mais elle se révéle vite encombrante. Par ex., pour examiner les différentes possibilité
d’assignation de vérité pour la propositipn= (¢ V r), en supposant que ¢ etr soient atomiques, on a la table suivante.

P1| P2 |P1V P
V|V V
W v v
FIF| F
VI|F V

p

q

r

qVr

p=(Vr)

nhnn< << <
Nnn<<nn<g< <

NM<N<N<n<

< << N<| <<

<IN << <<

e Bien que cette table soit apparemment compliquée, elle illustre un des principes de base de I'évaluation des propositions. En prétant attentiol
aux propriétés de structure des fonctions d’assignation, il est souvent possible de simplifier une table compliquée. Ici, on remarque que le
connecteur principal est une implicatign=- (¢ Vv r) estde laformeX =- Y. Une implication ne peut étre fausse que siI'antécédent est vrai

et le conséquent est faux. Le seul cas ou ceci peut se produire, pour la proposition donnée, est le paessourgg et (by Vv r est fausse,

c.a.d. oy etr sont toutes deux fausses. Dans tous les autres cas, la proposition est vraie. Il n’y a donc, en réalité, que deux cas importants pou

I’évaluation en termes de valeurs de vérité.
0 Tautologies

e On peut exploiter ce phénomene pour étudier les tautologies et les contradictions.

Définition 26 Unetautologieest une proposition qui recoit la valedrpour n”importe quelle fonction d’assignation. Uoentradictionrecoit

la valeurF’ pour n’importe quelle fonction.
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Chapitre 3

Logique des prédicats
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Chapitre 4

Théorie des modeles
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Chapitre 5

Rudiments de lambda—calcul
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Chapitre 6

Rudiments de théorie de la preuve

6.1 Introduction

Comme son nom l'indique, la théorie de la preuve s’interroge sur le statut des preuves en logique.

0 Qu’est-ce qu'une preuve ?

e Intuitivement, une preuve est un objet logique qui permet de mettre en rapppredeisse®u hypothesest une ou plusieurs conclusions.

e La relation entre les hypothéses et les conclusions est variable selon les systemes logiques utilisés. Autrement dit ce qui compte comme u
preuve correcte dans un systéme ne compte pas forcément comme une preuve correcte dans un autre systeme.

0 Notion deressource

e Pour prouver une conclusion, il faut utiliser certaines ressources (les hypothéses). Ces ressources sont en général de deux types.
a. Des ressources globales, utilisables pour n'importe quelle preuve (elles sont toujours disponibles).

b. Des ressources particulieres, pas nécessairement toujours utilisables.

e En général, lorsqu’on utilise des hypothéses particuliéfes . H,, (non—globales) pour prouver une conclusioyon le noteH, ... H, - C.

Cela peut se lire €' est une conséquence ée . .. H,». Lorsqu’on n’utilise que des ressources globalés,. . G,,, on peut également écrire
G:...G, F C, mais on peut aussi écrifle— C', pour souligner le fait que I'ensemble des ressources particuliéres utilisées est vide. On dit alors
queC est unthéorémedu systeme utilisé (sa prouvabilité dans le systéeme ne dépend pas de ressources particulieres).

45



Initiation a la logique

e L'aspect le plus difficile concerne les regles d'utilisation des ressources; elles déterminent, par exemple, quelle ressource on a le droit
d’utiliser dans quelle situation, si on a le droit d’utiliser une ressource plusieurs fois, une seule fois, etc.

0 Ondistingue habituellement trois types généraux de théorie de la preuve. Les systemes dits «Hilbertiens», les systdumstslaaturelle
et les systémes dits «de Gentzen». Je ne considérerai ici que le premier et le troisiéme type, et uniquement pour la logique classique.

6.2 Systemes de Hilbert pour la logique classique

0 Allure générale

e Le nom de «systeme de Hilbert» ou «systeme Hilbertien» est attribué couramment au type de systéme logique que le mathématicien Hilber
développait autour des années 30-40 du XXeme siécle. La principale préoccupation de Hilbert était de clarifier le statut de I'infini en mathéma-
tiques. Cela I'amena a construire des systemes axiomatiques qu'il estimait intrinsequement finis (il y a un nombre fini de ressources).

e Typiquement, un systeme de Hilbert sous sa forme moderne comprend des schémas d’axiomes et des regle d’inférence.

e Un schéma d’axiome est une forme abstraite dont les termes peuvent étre remplacées par n'importe quelles propositions (atomiques ou non
Par exemple, le schéma €tvé) peut recevoir les instanciations élg,c,d). On note — X le fait quep remplaceX.

Illustration 27

aX = (XVY)

b.p = (ppVvr)p—X,r—=Y)

C.(p&q) = ((p&q) V) (p&kq) = X,p—=Y)

d.((p&q) vVr) = (p&kq) Vr)Vig=Dp)(p&kqg Vr)—X,qg=p—Y)

e Les schémas de regles d'inférence permettent de poser une conclusion a partir d’'une ou plusieurs propositions supposées déja obtenues
le raisonnement. Le plus connu esthe@dus ponengui a la forme suivante.

Définition 28 Modus ponengmp)
Le mp est le schéma de régle de la forme suivante :

X X =Y
Y

Cadok

a
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6.3 Systemes de Gentzen

O Caractéristiqgues générales

e Inventé par Gentzen, ce type de systeme ne manipule pas des schémas d’axiomes et des regles d’'inférence mais des preuves.

e Les regles utilisées sont de deux types.

1. Les unes posent des schémas de preuve (elles sont comparables aux schémas d’axiome). Pad éxehgidmifie que n'importe quelle
propositionA est suffisante pour prouver («si A alors A»).

2. Les autres posent des schémas d’inférence entre preuves. Généralement on n’a qu’un seul type de schéma, de la forme :

Définition 29 [Schéma d’inférence entre preuves]

DRl AR D N o
St F Dot

29 ssignifie que, si on & preuves, utilisant les hypotheses(pouri = 1...n) pour aboutir aux conclusior§ (pouri = 1...n), alors on peut
poser qu'on a une preuve utilisant les hypoth@ses pour aboutir aux conclusioris, ;. Par exemple, la régle®)

Définition 30
a. A+ A (A étant n'importe quelle proposition)
b. L+

Définition 31

I'FA
a7 7T A (AG)

'EA
b.m (AD)
AATEA
CATEA
'EA A A
'EAA

(CG)

d. (CD)

a7
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Définition 32
o AnTEA
"Ag & AT
p LFAA THAB
" T'HFAA&B
ATHFA BTFA
AvETFA (VO
' A, A
‘THA A V A
'-AA BTHFA
A= BTFA
ATHA,B
'FFA,A:>B(

A (&G) pouri =0eti =1

(&D)

d (vD) pouri =0 eti =1

(= G)

f = D)
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