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INTRODUCTION

Contrairement & une idée trés répandue, les méthedes d’ana-
lyse des données ont été élaborées depuis fort longtempa :
H. Hotelling, dans les annfes 30, posait les fondements de
I'analyse en composantes principales (1) et de Panalyse eano-
nique (2) en développant les travaux de C. Spsarman (3) et
de K. Pearson (4) qui dataient du début du siécle.

Jusqu'aux années 60, ces méthodes étaient perfectionnées
et a'enrichissaient de variantes mais toutes restaient inabor-
dables pour les praticiens car elles nécessitnient une masse
considérable de calculs. Cest apparition, puis 'extraordinaire
développement des ordinateurs gui pexmirent la vulgarisation
des technigues statistiques d'analyse des dennées.

Mais qu'entend-on par « n.na.lyse des données » ?

La statistique clausique s'est axée sur I"étude d’an nombre
restreint de caractéres mesurés sur un pem: ensemble d'indi-
vidus. Elle a développé les notions d’estimation et de tests
fondées sur des hypothéses probabilistes trés restrictives. Ce-
pendant, dans la pratique, les individus observéa sont fréquem-
ment décrits par un grand nombre de caractéres. Les méthodes
d’analyse des données permettent une étude globale des indi-
vidus et des variables en utilisant généralement des représen-
tations graphiques suggestives. Les données peuvent étre
analysées selon plusieurs points de vue, La recherche des ree-
semblances ou des différences entre individus peut étre un
des objets de 'analyse : on considére que deux individus se

(1) IT. HoTELLING, Anulysis of a comt}nlex of statistical variabies
into &mcipﬁﬁmpnnen% Journal of Educational Psyelology, 1933,

( ) H. HoTerLing, Relations belween two sets of variales, Bio-
meirika, 1936, vol. 28, 125-149,

{3) C. Sps.um.m, General mtelligence objectively determined and
measured, American Journal of Psfcho ogg 1804, vol, 15, 201-202.,

{4) K. PEARsScN, On lipes and 1p anes of closest {it to system of
points In space, Fhil, Mag., 1901, vol. 2, n° 11, 559-572.



ressemblent lorsque lewrs profils selon les différents carae-
téres sont voisins ; il est possible & ’aide d’ane méthode fae-
torielle de représenter ces proximités entre individus sur un
graphique. Les méthodes de classification permettent de les
regrouper en catégories homogénes. La description des rela-
tions entre caractéres peut étre un autre objet de 'analyse :
deux caractéres sont considérés comme liés ou corrélés s'ils
varient de la méme fagon sur les différents individus, On peut
par exemple privilégier un ou plusieurs caractéres et chercher
4 expliciter ses variations en fonction de celles des autres.
Lorsque tous les caractéres jouent un réle identique on cherche
uniquement & mettre en évidence les groupes de caractéres soit
corrélés, soit indépendants. Pour cela, on plenge individus et
variables dans des espaces géométriques tout en faisant la plus
grande économie d’hypothéses et on transforme les données
pour les visualiser dans un plan ou les classer en groupes homo-
génes et ceci tout en perdant le minimum d&’information.

Selon le type de probléme et la nature des données on choisit
la méthode appropriée.

Cette approche multiditnentionnelle a connu depuis son
apparition opérationnelle une multitnde d’applications dans
tous les domaines ot Pobservation de phénoménes complexes
est nécessaire : sciences naturelles, sciences humaines, phy-
siques, etc. .

La diversité des exemples traités dans cet onvrage donnera
an lectenr une idée de la variété des applications possibles,

Le chapitre premier contient une présentation des données
analysées et quelques rappels. Les chapitres II et IV sont res-
pectivement consacrés i I'analyse en composantes principales
ct & 'analyse canonique, deux méthodes fondamentales depuis
Hotelling. Le chapitre V porte sur 1'analyse des correspon-
dances, trds utilisée en France actuellement, Les chapitres 111
et VI sont respectivement des introductions aux méthodes
de classification et de discrimination. Le champ traité est
done restreint, 'accent étant mis sur les méthodes les plus
intéressantes soit pour leur fécondité théotique, soit pour la
richesse de leurs applications.

Nous exprimons toute notre reconnalssance a J, Confais du Buro
(Bureau Unijversitaire de Recherche Opérationnelle, Paris VI) qui
ﬁ traité sur ordinateur de nombreux exemples présentés dans ce

vTe.
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CHAPITRE PREMIER

LA NATURE DES DONNEES :
QUELQUES CONCEPTS FONDAMENTAUX

Avant d’aborder la description des principales
méthodes d’analyse des données, il est indispensable
de préciser les points suivants :

— Quels sont les grands types de données ?

— Comment la statistique traditionnelle les re-
présente-t-elie ?

— Comment mesurer la dépendance entre deux
caractéres ?

La plupart des méthodes présentées dans ce livre
reposent sur I'analyse des liaisons entre caractéres
observés. Nous rappellerons britvement les défi-
nitions des coefficients classiques — corrélation,
¥? — largement utilisés dans les chapitres suivants.

I. — Les tableaux de données

On distingue généralement deux ensembles : les
individus et les caractéres relatifs & ces individus.
Le terme « individu » peut désigner, selon les
cas, 'employé d’une entreprise, un client, un ani-
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mal, une ville, etc. Il s’agit toujours de 'entité de
base sur laquelle 'observateur réalise un certain
nombre de mesures. L’ensemble des individus ob-
servés peut provenir d’un échantillonnage dans une
population (dans le cas d'un sondage) ou il peut
s’agir de la population entidre. Il faut souligner ici
un aspect spécifique de I'analyse des données. En
statistique classique, on s’efforce de travailler sur
tn échantillon d’individus tirés aléatoirement dans
une population. Les caractéristiques observées sur
P’échantillon permettent d’induire les caractéris-
tiques de la population entiére : on prévoit les
intentions de vote des Fran¢ais & partir des inten-
tions exprimées par un échantillon de 1 000 inter-
viewés. L’échantillon doit étre tiré selon des rd3gles
précises si 'on désire que les inductions effectuées
aient quelques chances de se réaliser. En analyse
des données on s’intéresse 4 la structure de I'en-
semble des individus observés sans chercher néces-
sairement & en déduire des lois valables pour la popu-
lation dont ils sont issus; en ceci, I'analyse des
données se rapproche davantage de la statistique
descriptive que de la statistique inférentielle.

Sur les individus on reléve un certain nombre
de caractéres. Par exemple, si I'on considére une
enquéte, les caractéres sont les questions ; 8'il s’agit
des employés d'une entreprise, les caractéres peu-
vent étre : le salaire, I'ancienneté, le diplome, le
sexe, etc. Les caractéres observés peuvent étre quan-
titatifs ou qualitatifs. Un caractére est quantitatif
lorsqu’il prend ses valeurs sur une échelle numé-
rique : salaire, ige, chiffre d’affaires, taille, poids, etc.
Plus précisément, un caractére est quantitatif
lorsque 1’ensemble des valeurs qu’il prend sur les
individus est inclus dans ’ensemble des nombres
réels (noté R) et que l'on peut effectuer sur le
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caractére les opérations algébriques habituelles :
addition, multiplication par une valeur constante,
calcul de moyenne, ete. Un caractére est qualitatif
lorsqu’il prend des modalités non numériques :
sexe, profession, dipléme, région, niveau hiérar-
chique, etc.

Les modalités d’un caractére qualitatif peuvent
étre ordonnées (miveau hiérarchique, niveau de sa-
tisfaction), on dit alors que le caractire est qua-
litatif ordinal. Sinon, on dit qu’il est qualitatif
nominal (sexe, couleur, région). Remarquons que
sur un caractére qualitatif représenté par ses moda-
lités les opérations algébriques n’ont plus de sens.

Précisons 4 I’aide de quelques exemples les grands
types de tableaux de données que I’on analyse dans
la pratique.

1. Tableaux individus X caractéres. — Les don-
nées peuvent étre représentées dans un tableau
explicitant les caractéres des individus.

CARACTERES
Revenu Salaire Ancien-
Aqe imposable brut neté
x a? A4 «f xP

1 x} 8 A Y P e af

9 1 2 J 7
P x} x3 x3 27
=
= .
- —
E i =} o LA xf «P
= g
(]

n x} =3 «i %2




Dans I'exemple précédent p caractéres quantita-
tifs ont été observés sur n individus. Les p caractéres
sont notés 2! = flge, ..., 2/ = salaire brut, ...,
x? == ancienneté.

Sur le i-8me individu, les caractéres « Age »,
« salaire » et « ancienneté » prennent les valeurs
numériques xf, x{ et xp.

Sur les mémes individus, on aurait pu observer
les caractdres « sexc v, « niveaun hiérarchique »,
« situation matrimoniale ».

Pour leur traitement numérique, ces caractéres
qualitatifs sont représentés sous forme d’un tableau
de variables indicatrices prenant les valeurs ¢ ou 1.
On dit alors que les données sont représentées sous
forme disjonetive compléte.

CARACTERES
Niveaus Stiuation
Sexe hiérarchique matrimaniale
m
s g | @
E .E ] Y E o w |8 .8
3| E E‘i g |3 22| T8
= | El = |3 | = |88in8
8 1 1 0 0 1 0 1 0 0
a 2 0 1 1 0 0 1 0 0
= L)
B Ty | 2 e {le Bl ol
E n 1] 1 1 1] 0 1 0 0

Dans le tableau précédent, trois caractires qua-
litatifs sont observés sur n individus. Ces caracteres
ont, au total, huit modalités. Par exemple, I'indi-
vidu { est un homme, cadre, célibataire. Gette re-
présentation des caractéres qualitatifs permet de
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lIes assimiler & des caractéres quantitatifs prenant
les valeurs 0 et 1. Cette pratique sera justifiée par
la suite ; on en verra également la fécondité puisque
tout tableau de données contenant simultanément
des caractéres quantitatifs et qualitatifs peut étre
représenté ainsi. En effet un caractére quantitatif
peut étre rendu qualitatif par découpage en classes
de ses valeurs {classes de revenu, classes d’4ge, etc.),
puis représenté sous forme de variables indicatrices.

Notons que, sur les caractéres qualitatifs ainsi
transformés en variables indicatrices les opérations
algébriques deviennent licites.

2. Tableaux de contingence. — Un tableau de
contingence contient les fréquences d’association
entre les modalités de deux caractéres qualitatifs.
On peut par exemple considérer le tableau croisé
des catégories socioprofessionnelles (neuf modalités)
avec les arrondissements de Paris (vingt modalités).
Une case (i, j) de ce tablean conticnt le nombre
d'individus habitant le quartier i et exergant la
profession j. Dans un tel tableau les individus ont
€té regroupés et ne peuvent plus étre distingués.
On peut concevoir une autre représentation des
mémes données concernant I'entité individuelle
« habitant de Paris ». A chacun des deux caractéres
nominaux on associe un tableau de variables indi-
catrices (une variable par modalité), en ligne on
représente les habitants de Paris.

Une ligne ne contient alors que des 0 sauf dans
les colonnes correspondant respectiveraent au quar-
tier et 4 la catégorie de 'individu considéré ol I'on
trouve des 1. Si nous désignons par X, et X, les
deux tableaux d’indicatrices, notons que le tableau
de contingence est le résnltat du produit matriciel :
X; X, ot X, est la matrice transposée de X, .



Exemple :

[10 07 1 07
010 10
010 01 2 0
100 r 10

X1= 001 }\.2"': 01 ‘X1X2=[2 ].J
001 01 !
010 10
100 1] |1 0]

3. Tableaux de proximité. — Etant donné¢ un

ensemble d’objets, on dispose d'une mesure de
ressemblance ou de dissemblance entre tous les
objets pris deux & denx. Il s’agit par exemple du
tableau des distances entre les principales villes de
France ou bien de ressemblances percues par un
sujet entre différents stimuli, Un tel tableau est
généralement symétrique et contient des nombres
positifs analogues a des distances (ou & des inverses
de distances) bien que n’en possédant pas toujours
les propriétés axiomatiques, en particulier I'inéga-
lité triangulaire. En eflet, au sens mathématique
du terme, une distance d doit vérifier les trois
propriétés :

(i) dia,b)=0<a=20b;

(ii) d(a, b) = d(b,a) (symétrie);
(iii) d(a, b) < d(a, c) 4 d(b, ¢)
(inégalité triangulaire).

Si (i) n’est pas vérifiée, on dit plutdt que d est
une dissimilarité.
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II. — Réduction des données

La statistique nous a habitués & des représenta-
tions synthétiques des données (1), tout au moins
lorsque l'on s’intéresse & un caractére unique. Les
termes d’histogrammes, de moyenne, de variance,
d’écart type sont (presque) passés dans le langage
commun. Rappelons rapidement leurs définitions
qui nous seront utiles par la suite.

Lorsque I'on observe un caractére qualitatif sur
un ensemble d’individus, la premi?re tache consiste
a compter le nombre d’individus dans chagque mo-
dalité. Par exemple, 6 800 individus sont classés
par Anemon {Zur Anthropelogie der Badener) sui-
vant la couleur de leurs cheveux :

Modalité Blonds  Bruns Noirs Roux  Total
Fréquence 2 829 2 632 1223 116 6 800
Pourcentage 41 19 18 2 100

S8i le caractére observé est quantitatif, il est habi-
tuel d’en tracer un histogramme afin de synthétiser
les observations recueillies.

On peut également calculer sa valeur moyenne :

Formellement, si le caractére x prend les valears x;, ...,
X4, ..., %, on calcule la moyenne X par :
1 n
Rjal

“Si chaque observation est munie d™un poids p; > 0, tel que

Zp=1 :
Z =1l ona

1) n
x = 5 pix;.
i=1

(11) On lira avee profit I'ouvrage de A. VESSEREAU, La slatistique,
coll, « Que sals-je 7 », no 281,
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Caractériser un ensemble de nombres par sa moyenne est
insuffisant.

Ainsi les dix valeurs suivantes 3 100, 2 500, 2 800, 3 200,
4 000, 2500, 3000, 2700, 3000, 2900 reprégentant les sa-
laires de dix individus ont pour moyenne 2 970. Mais les
dix valeurs suivantes 1 800, 2 000, 1 900, 4 500, 6 000, 5 000,
1600, 2 400, 2 500, 2 000 ont aussi pour moyenne 2 970. II
est clair cependant que la deuxiéme série n'est pas semblable
4 la premiére, Les valeurs sont plus dispersées. Pour quan-
tifier la dispersion des valeurs, on utilise la variance :

s 1 " L
== 2 (5— %P ou st= T pln—F~
Niny i=1

L’écart type est égal & la racine carrée de la variance, Il
est exprimé dans la méme unité que le caractére.

La variance et 1'écart type sont d’amtant plus forts que
Ies valeurs de x sont plus dispersées. Ainsi, dans notre premier
exemple on a :

5% = 168 100

8 = 410

tandis que dans le deuxidme :
st = 2246100
s = 14098,70.

III. — Liaison entre deux caractdres

1. Liaison entre deux caractéres quantitatifs, ——
La plupart des méthodes présentées par la suite
reposent sur l'analyse des dépendances linéaires
entre les caractéres observés.

Pour préciser cette notion de dépendance, nous
allons introduire le coefficient de corrélation linéaire
qui mesure I'intensité de la liaison entre deux carac-
téres quantitatifs en raisonnant sur 1’exemple
suivant.

On a relevé pour n = 10 appartements deux caractéres

qui sont le prix de vente en milliers de francs et la surface
en métres carrés :
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surfaca : x

28; 50; 650; 60; 48; 35; 86; 65; 32; 52;

prix : y

130; 280 ; 268 ; 320; 250; 250; 350 300; 155; 245,

Le¢ nuage des 10 points semble effilé le long d'une droite
et il parait raisonnable, si I'on veut prévoir le prix en fonction
de la smface, de poser une formule y =ax -+ b+ v ol u
est uns variable d’erreur. Les coefficients ¢ et b sont obtenns
par la méthode des moindres carrés, c'est-i-dire choisis de

n
facon i rendre minimele la somme iz (up)®
-1

g 8

g

1 t 1 1 I 1 ) I I L
¢ 10 20 3¢ 40 60 60 70 80 90 100
Surface en métres corrds

Prix en milliers de francs
[ 2]
E3

La droite des moindres carrés est définie par I'équation :
% = 3,524x + 74,707.

Elle pasae par le point « centre de gravité » de coordonnées :
=511 et ¥ =2548.

On montre que le rapport :

n ®
T ul/X (y;—7¥)® est toujours inférieur & 1,
{=1 im=]

On pose ce rapport égal & 1 — r® et r est le coefficient de
corrélation linéairs avee pour signe celui de la pente de la
droite. Si r =0, la droite est horizontale, autrement dit,
ia valenr de x ne joue aucun r8le pour prévoiry. Si r = 4- 1,
la prévision est parfaite car les écartsu; sont nuls ; le coeffi-
cient de corrélation r est d’antant plus grand (en valemr
absolue) que la valenr d'un caractére implique celle de I'autre,
4 condition que la relation entre ces caractéres soit linéaire.
Dans 'exemple précédent r valait 0,89,
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Dans cet exemple, les caractéres y (prix) et x
(surface) ne jouent pas des réles symétriques; on
montre cependant facilement que la régression de x
sur ¥ conduit a la méme valeur de r.

Cette symétrie entre x et y dans le calcul de r
apparait de fagon évidente si I'on introduit ume
autre interprétation du coefficient de corrélation
linéaire.

Pour cela, on définit la covariance entre les
caractéres x et y par :

n
Spy —

2 (o — 2} (n—5)

1
LN ]

ou, lorsque les individus sont pondérés :
Sqy == _21 plx— Z) (v —7)
e

on montre alors que le coefficient de corrélation r
s’obtient par :

S,
resy) = ==
z vy

ol1 s, et s, sont respectivement les écarts types des
caractéres x et y.

2. Liaison entre deux caractires qualitatifs. —
Pour mesurer la dépendance entre deux caractéres
qualitatifs, la statistique classique nous propose de
calculer le ? de contingence. Cet indice est lar-
gement utilisé en analyse des données, principale-
ment en analyse des correspondances. Comme nous
I’avons vu, I'observation de deux caractires quali-
tatifs sur un ensemble d'individus permet de cons-
truire un tablean de contingence. Ainsi, on a observé
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sur 390 salariés d’une entreprise le niveau hiérar-
chique et I'origine sociale. On obtient le tableau
suivant :

Origins sociale
§
8 K
=2 4
sp ol ¥ e i
W, BEY &'
S ~ SR =~
Niveau hiérarchique :
Quvrier, employé 11 14 107 15 207
Maitrise 1 10 60 31 210
Cadre 23 2 16 40 81
Total 35 26 183 146 390

Soit ny; leffectif figurant & lintersection de la
ligne i et de la colonne j.
Posons ny, = Xnyy, n,; = %n,; les effectifs mar-
1

7
ginaux et n l'effectif total.
On caleule la quantité :

De___z.(ni:n‘.zn.j)_=n[z‘]§j} nfy _1]

(1) ny

Dans notre exemple, D? = 69,2.

Supposons que les deux caractéres observés soient
indépendants, c’est-d-dire que la connaissance de
Pun d’entre eux n’apporte rien a la connaissance
de Pautre.

Dans ce cas, la probabilité p; d’aveir simulta-
nément les modalités i et § ne dépend que des
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probabilités marginales p; p; d’avoir la modalité i
et la modalité j. On aura en fait p,; = p; X p4,
ou pg;— PiPj =’0° -

Sur nos données, p;; est estimé par nyfn, p;
par n;/n et p; par n /n.

Si les deux caractéres sont indépendants on voit
que les numérateurs de D2 : (n; — n; n ;/n)® seront
voising de 0.

En fait, on montre que dans ce cas, si I'échantillon a été
tiré au hasard D2 suit une loi du 2 & {(p — 1)(g — 1) degrés
de liberté, ot p et g sont les nombres de modalités des denx
caractéres.

La lecture d’une table du y* & 6 degrés de liberté nous
montre que, &'il v a indépendance, D* a 99 9%, de chances
d'étre compris entre O et 16,81. Or nous avons D? = 69,2
et nous sommes donc amends d rejeter I’hypothise d’indé-
pendance.

3. Liaison entre un caractére quantitatif et un
caractére qualitatif. — Un caractére quantitatif y
est lié fonctionnellement 3 un caractére qualitatif x
8i les n; individus ayant la méme meodalité 1 de x
ont tous la méme valeur y, de y, les ny individus
ayant la modalité 2 de x ont tous la méme valeur y,
de v, etc.

Inversement, ’absence de corrélation est définie
par I'égalité des moyennes ¥, ¥,, ...y ¥, de chaque
classe.

L’intensité de la liaison est mesurée par le rap-
port de corrélation v défini par :

variance des ¥;
7" = variance de y

n varie de 0 (absence de corrélation) & 1 (dépen-~
dance fonctionnelle).
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CaariTreE II

L’ANALYSE
EN COMPOSANTES PRINCIP ALES

Cette méthode a pour objet la description des
données contenues dans un tableau individus-
caractéres numériques : p caractéres sont mesurés
sur n individus.

Nous la considérons comme la méthode de base
de I’analyse des données ; la lecture de ce chapitre
est donc indispensable pour la suite de 'ouvrage
d’autant plus que c’est ici que sont introduits les
concepts fondamentaux d’espace des individus et
d’espace des caractéres.

I. — Présentation de la méthode

Lorsqu’il n’y a que deux caractéres x* et 2%, il
est facile de représenter, sur un graphique plan,
I’ensemble des données : chaque individu e; est
alors un point de coordonnées x} et x7 et le simple
examen visuel de I'allure du nuage permet d’étudier
Pintensité de la liaison entre x! et 22 et de repérer
les individus ou groupes d’individus présentant des
caractéristiques voisines :

X2 F x2 x2
]
¥ of B
R * 5
» » L
x[_ u¥ » %5
Xx _n % e AH xx
X o X 1] xx
X‘ X‘ b
Abzance da kamison Farte haaon Trois groupes homogdnes
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La structure fonctionnelle des dépenses de ’Etat (1872-1971) (en 95)
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5l y a 3 caractéres, I'étude visuelle est encore
possible en faisant de la géométrie dans espace.
Mais dés que le nombre p de caractéres devient
supérieur ou égal & 4, cela devient impossible.
Ainsi dans le tableau ci-contre chaque année repré-
gente un individu décrit par 11 caractires. Les
24 individus forment un nuage (peu visible!) dans un
espace & 11 dimensions, puisqu’il y a 11 coordonnées.

Le fait d’avoir cheisi des données en pourcentage, plutét
que les valeurs en francs, évite leg variations de I'unité moné-
taire an fil des années, mais entraine l'existence d’une relation
entre les 11 caractéres : leur somme vaut toujours 100,

Les 24 points ge situent donc en réalité dans un sous-espace
de dimension 10, mais ceci ne simplific guére le probléme |

Supposons que Pon veuille quand méme repré-
senter nos 24 individus sur un graphique plan. Ce
que l'on verra sur le dessin sera une représentation
déformée de la configuration exacte : les distances
entre les 24 points sur le plan ne peuvent pas étre
toutes égales aux distances entre les 24 individus
dans I'espace complet 4 11 dimensions (& moins
qu'il n’existe 9 relations linéaires exactes entre les
caractéres). Il y aura donc forcément dee distorsions
que I'on cherchera & rendre minimum.

Géométriquement notre dessin s’ohtiendra en
projetant les points individus e, e5, ..., @, sur
un plan comme le montre la figure ci-dessous.
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11 faudra évidemment choisir le plan de projection
sur lequel les distances seront en moyenne le mieux
conservées : comme 'opération de projection rac-
courcit toujours les distances d(fj; f;} < d(e;; ey),
on se fixera pour critére de rendre maximale la
moyenne des carrés des distances entre les projec-
tions f;; f,5 ... f,.

Pour déterminer ce plan que l'on appelle le plan
principal, il suffit de trouver deux droites A, et A,.
5i A, et A, sont perpendiculaires on a :

d¥{f; £) = d¥eys ) + d*(By; By)
oll les & et les B; sont les projections des e; (et
des f)) sur A, et A; respectivement.

La moyenne des carrés des distances entre les f;
est donc égale & la moyenne des carrés des dis-
tances entre les o plus la moyenne des carrés de
distances entre les B;.

La méthode consiste alors A chercher tout d’abord
A;, rendant maximale la moyenne des d*(a;; a)
puis A, perpendiculaire & A,, rendant maximale la
moyenne des d*(B;; 8,).

On peut continuer en dehors du plan et on trou-
vera alors A;, A, ..., A, perpendiculaires entre
elles : les A; sont les axes principaux du nuage.

En projetant €, qui avait pour coordonnées ini-
tiales (x}, 2}, ..., 27) sur les axes principaux on
obtient de nouvelles coordonnées (¢} , ¢, ..., cf). On
construit ainsi de nouveaux caractéres (cl, ¢?, . . ., e¥)
que I’on appelle les composantes principales : chaque
composante ¢*, quni n’est autre que la liste des
coordonnées des n individus sur l'axc A,, est une
combinaison linéaire des caractéres initiaux :

F=ulfx't ufx®+ ... 4 ulx®

Les coefficients (u}, uf, ..., u}) forment le

k-idme facteur principal vw*.
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La meilleure représentation des données au moyen
de ¢ caractires seulement (¢ << p) s'obtient alors
en prenant les ¢ premiéres composantes principales.

Tel est le schéma de 'analyse en composantes
principales (en abrégé Acp) qui est donc une mé-
thode de réduction du nombre de caractires per-
mettant des représentations géométriques des indi-
vidus et des caractires. Cette réduction ne sera
possible que si les p caractires initiaux ne sont pas
indépendants et ont des coefficients de corrélation
non nuls.

L’Acp est une méthode factorielle car la réduction
du nombre des caractdres ne so fait pas par une
simple sélection de certainsg d’entre eux, mais par
la construction de nouveaux caractéres synthétiques
obtenus en combinant les caractires initiaux au
moyen des « {facteurs ». C’est une méthode linéaire
car il s’agit de combinaisons linéaires.

L’analyse des correspondances, I'analyse cano-
nique, I’analyse factorielle discriminante sont aussi
des méthodes factorielles conduisant & des repré-
sentations graphiques et auront de ce fait des traits
communs avec 1’acp. Ce qui fait la spécificité de
I'analyse en composantes principales est qu’elle
traite exclusivement de caractéres numériques jouant
tous le méme role alors que I'analyse des corres-
pondances traite des caractéres qualitatifs et qu'en
analyse canonique comme en analyse discrimi-
nante les caractéres sont répartis en groupes bien
distincta.

L’utilisation des notions de combinaison linéaire,
de distances, de projection conduit alors a raisonner
selon le modele suivant : on considre que les indi-
vidus et les caractéres sont des éléments de deux
espaces vectoriels enclidiens & p et n dimensions
respectivement. Les outils mathématiques utilisés
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seront done ceux de l'algébre lindaire et du caleul
matriciel (1},

Comment calculer la distance entre deux iadi-
vidus, entre deux variables ? Comment résumer les
caractéristiques du tableau de données ? Telles sont
les préocenpations du paragraphe suivant.

I1. — Géométrie des caractéres
et des individus

1. Résumés numériques, — Ainsi que nous Pavons
vu au chapitre premier on résume séparément
chacun des p’ caractéres numériques &’ par sa
moyenne %’ et son écart type s;. L’individu, en
général fictif, dont les caractires auraient pour
valeurs leurs moyennes respectives, s’appelle le
centre de gravité du nuage g.

g= (7,7, ..., 7)

Dans 'exemple des dépenses de I'Etat g serait
une année moyenne o les pourcentages des diffé-
rents postes seralent :

12,2: 2; 39;83; 4;99: 48; 43:30,3:19,1: 1,2

Les poids des différentes années sont tous égaux
a 1/24.
. Les écarts types des 11 caractéres sont ici :
2,2; 1,65 45; 2,5; 42;52; 3,4;4.2; 1,3; 122;: 1

Les liaisons entre les p caractéres pris deux &
deux sont résumées par leurs covariances s;,, on
P Vi b i ¢

plutdt par leurs coefficients de corrélation r,, soit
plp—1)

3 coefficients & calculer.

en tout

&1) La lecture du ¢ Que salg-je ? +, n° 927, de J. BOUTELOUY,
Caleul matriclel élémentaire, est vivement recommandée, )
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L’ensemble des variances et des covariances est
regroupé dans un tablean V appelé matrice de
variance des p caractéres out le terme situé i Uinter-
section de la j-idme ligne ct de la k-idme colonne
est la covariance s;. Les termes diagonaux sont
alors les variances s? des p caractéres.

4
ST R cb o G

De méme Vensemble des coeflicients de corré-
lation est regroupé dans la matrice de corréla-
tion R dont les termes diagonaux valent 1 puisque
gl vy = 1

xt; .

1 Fig «es T1p
Ri— L, :
1
R et V sont des matrices carrées d’ordre p,
symétriques car 8; = §; et rj =r,. On pourra

donc se contenter d’écrire seulement la moitié des

termes de ccs matrices.
Si on note Dy, la matrice diagonale suivante :

1/sy ©
Dl.’a b 1/32 o
O "1,
on a la relation matricielle :
R = D”. V D”’ .
Ainsi la matrice de corrélation des 11 caractéres
de notre exemple est ;
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On peut déja en tirer certains renseignements :
ainsi on voit que le coefficient de corrélation entre
la part des dépenses consacrée au logement et celle
consacrée au commerce ct A l'industrie est 0,89,
Cette forte valeur positive signific que sur les vingt-
quatre années ces deux pourcentages ont varié dans
le méme sens (quand I'un baisse I'autre baisse,
quand I'un croit Pautre croit) et que la relation
entre les deux est presque linéaire. Il faudrait évi-
demment tracer le nuage de points correspondant
4 ces deux caractéres pour confirmer ces conclu-
sions. Comme il y a ici 55 coefficients de corrélation
différents & considérer, 'étude complite des liaisons
deux & deux est un travail de longue haleine. Nous
verrons par la suite comment ]’AcP nous aidera a
simplifier considérablement cette tiche.

On peut exprimer directement de manidre simple
la matrice de variance V & partir du tableau des
données & condition que tous les caractdres aient
une moyenne nulle. S’il n’en est pas ainsi on trans-
formera chaque caractére x’ en un caractére centré
en lui retirant sa moyenne x’ — %%, Ceci revient a
placer I'origine des axes du nuage des individus au
centre de gravité g.

Les coordonnéea centrées de l'année 1872 sont
ainsi :

(5,83 —1,5; —38; —16; —3,5; —7,8; —28
—4,3; —3,9; 22,4, 0,9

Si X est le tablean & r lignes et p colonnes des
données centrées on a les relations matricielles :

V=XDX

ol *X est la matrice transposée de X et D la matrice
(d’ordre n) diagonale des poids :
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Nous supposerons pour toute la suite que les
caractéres sont centrés,

2. L’espace des individus. -— Chaque individu
étant un point défini par p coordonnées est consi-
déré comme un vecteur d'un espace vectoriel R”
4 p dimensions appelé I'espace des individus : on
identifie I'individu e; et le vecteur e, de compo-
santes (x}, 2%, ..., xP).

A) Importance de la méirigue, — Comment me-
surer la distance entre deux individus ? Cette ques-
tion primordiale doit étre résolue avant toute étude
statistique car les résultats obtenus en dépendent
dans une large mesure.

En physique, la distance entre deux points de
Iespace se calcule facilement par la formule de
Pythagore : le carré de la distance est la somme
des carrés des différences des coordonnées, car les
dimensions sont de méme nature : ce sont des
longueurs que I'on mesure avec la méme unité.

dr = (s — ) + (s — a?

Axe j
L]

-t

x
X

Ly Arek
Kk
% Xz

Il n’en est pas de méme en statistique ol chaque
dimension correspond & un caractére qui s’exprime

26




avec son unité particuliére : comment calculer la
distance entre deux individus décrits par les trois
caractéres : dge, salaire, nombre d’enfants ?

La formule de Pythagore est alors aussi arbitraire
qu’'une autre. Si on veut donner des importances
différentes & chaque caractére, pourquoi ne pas
prendre une formule du type :

&= o — )+ (s — .+ g — )

ce qui revient & multiplier par 4/a; chaque carac-
tére {on prendra bien slir des a; positifs).

De plus la formule de Pythagore n’est valable
que si les axes sont perpendiculaires, ce que I'on
congoit aisément dans ’espace physique. Mais en
statistique ce n’est que par pure convention que
l’on représente les caractéres par des axes perpen-
diculaires : on aurait pu tout aussi bien prendre
des axcs obliques d’angle 0 :

Axe k

La formule donnant la distance fait alors inter-
venir en plus des carrés des différences de coor-
données les produits des différences :

@ = (et — x)* + (] — d)*— 2(} —2§)(x] — 1) cos §
sous sa forme la plus générale la distance d entre
deux individus peut &'écrire :
(4 v ;
Plese) = 3 3 mylet — et — )
soit en notant M la matrice d’éléments m,; :
ey ey) = ‘(&) — ;) M(e; — )
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M peut étre n’importe quelle matrice symétrique
définic positive. La formule de Pythagore revient
& choisir pour M la matrice unité I.

Ceci revient & définir le produit scalaire de deux
vecteurs e, et e, de I'espace des individus par :

{0 €10 = ‘e; Me,

on dit gue I'on a muni l'espace des individus d’une
structure euclidienne, la matrice M s’appelle alors
la métrique de I'espace. Le produit scalaire de e,
}Jar lui-méme est noté Jje;||3 et ||e;[|y, qui est
‘analogue de la longueur du vecteur e,, s’appelle
la M-norme de e,.

Les métriques les plus utilisées en Acp sont les
métriques diagonales qui reviennent & pondérer les
caractéres ; en particulier on utilise trés fréquem-
ment la métrique :

1/st @)
M — D]!'I = 1/33 .
O " 1s2

ce qui revient i diviser chaque caractére par son
écart type : entre autres avantages, la distance
entre deux individus ne dépend plus des unités de
mesure puisque les nombres 27/s, sont sans dimension,

Ainsi, si 2’ représente I'dge d’un individu, on peut
utiliser aussi bien comme unité le mois ou I’année
car si &/ est multiplié par 12 (passage de 1'ge en
années 4 I'dge en mois), s; est aussi multiplié par 12
et le rapport reste constant. Surtout cette métrique
donne & chaque caractére la méme importance
quelle que soit sa dispersion : ainsi pour les dépenses
de I'Etat ol on constate de grandes différences
entre les écarts types, de 19, pour le caractére
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« divers » a 12,2 9%, pour le caractére « dette »,
I'utilisation de M = I conduirait & privilégier les
valeurs du caractére « dette », puisque ¢’est celui
pour lequel les différences entre individus sont les
plus fortes, et & négliger les différences entre les
autres caractéres. La métrique Dy, rétablit alors
Péquilibre entre les caractéres en donnant & tous
la variance 1.

En caractires centrés réduits I'année 1872 est
représentée par le point de coordonnées :

(2,64; —094; —0,84; —0,64; —0,83;
-15; —0,82; —1,02; —0,53; 1,84; 0,9)

Nous avons vu qu’utiliser une métrique diagonale
al o
D,= % revient & multiplier les ca-
O a,

ractires par /g, et utiliser ensuite la métrique
usuelle M = 1. Ce résultat se généralise & une
métrique M quelconque de la manidre suivante :
on démontre que pour toute matrice symétrique
définie positive M il existe une matrice T (en fait
il en existe une infinité) telle que M= ‘TT Le
produit scalaire (e;; e,y = ‘e; Me, peut s’écrire
alors ‘e, "TTe, = ‘(Tel)(Tez) = (Te,; Te, ;. Tout
se passe donc comme si on avait transformé les
données par la matrice T et utilisé ensuite le pro-
duit scalaire ordinaire.

Ceci revient & remplacer le tableau de données X
par Y =X'!T et & prendre comme métrique la
matrice unité I.

B) Comment calculer les coordonnées des individus
sur un nouvel axe. — Considérons le systéme d’axes
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orthonormés représentant les caractéres initiaux «1,

x% ..., #*. En projetant les individus sur une

droite quelconque A on crée un nounveau caractére ¢

dont les valeurs ¢, ¢y, ..., ¢, sont les mesures

;lrgébriques des projections des points e, sur cette
oite.

Soit a le vecteur unitaire de A, de M-norme 1
la mesurc algébrique ¢; de la projection de Pindi-
vidu e, est alors éFale au produit scalaire de e, para.

¢, ='e; Ma="*Ma)e, car M est symétrique;
en posant u = Ma on peut écrire que la compo-

»

sante ¢, de e, sur A vaut ‘ue, soit ¢, = X uyxi.
-1

Le caractére ¢ dont les valeurs sont les n coor-
données ¢;, ¢, ..., ¢, s'obtient alors directement par
la formule : ¢ = Xu.

¢ est donc une combinaison linéaire des p carac-
téres initiaux au moyen du facteur u.

Si M=1 il y a égalité entre le facteur u et
le vecteur wnitaire a.

Si I'axe A passe par l'origine, comme celle-ci est
confondue avec le centre de gravité du nuage, le
caractére ¢ est un caractére centré.

C) Inertie. — On appelle inertie totale du nuage
de points la moyenne des carrés des distances des
n points au centre de gravité, ¢’est-a-dire a I'origine :

S = ?Pillealli = ?Pi te; Me,
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Cette quantité caractéristique du nuage mesure
d’une certaine maniére I'éloignement des points par
rapport & leur centre de gravité, c’est-d-dire la
dispersion globale du nuage. Une inertie nulle ou
voisine de zéro signifie que tous les individus sont
identiques ou presque et sont confondus avec leur
centre de gravité g.

On peut montrer que . est égale & la moyenne des carrés

des ﬂ'li-—l—) distances différentes entre les points du nuage.
On peut alors interpréter le plan principal du nuage de
points comme étant le plan qui rend maximum linertie de
I'ensemble des n points projetés sur lui.
On définit aunssi l'inertie par rapport 4 un peint h différent
du centre de gravité :

Jh = I‘:p;d"’(c,-, b)
Fy, est reliée & # par la formule de Huyghens :
Sy =S + di(g, h)

Jy est donc toujours supérieure i #, la valeur minimum
étant atteinte lorsque h =g.

On en déduit alors que Ia recherche d’on plan rendant
maximum 'inertie des projections des n points est éc{uivalente
i la recherche du plan passant « au plus prés » de 'ensemble
des points du nuage au sens oll la moyenne des carrés de
distance des points du nuage au plan est minimale,

Soit h la projection de g sur le plan qui est alors le
centre de gravité de projection des points du nuage. Le
triangle e;; f;; h est rectangle en f;, d'oix :

d¥(e;; £) = d*(e;s h) — d&*(f;; h)
et Mp;die;; ;) = Sy — Zp; d¥(f; ; h)

x Tg H3
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Comme 5= + d*%g;h) on voit que rendre minimale la
moyenne des carrés des distances entre les e; ot les f; s’obtient
lorsque g = h et quand l'inertie du nuage projetée X,p;d2(f;; h)
est maximale.

Désormais on supposera toujours que le plan principal, et
plus généralement les axes principaux, passent par g.

On montre que J s'exprime par la formule :

S = Trace (MY)

ol la trace désigne la somme des éléments diagonanx d’une
matrice. On en déduit alors que ;

— 8l M =1 Dlinertic est {gale & la somme des variances
des p caractéres ;
— el M =Dyp:
Trace MV = Trace (Dy» V) = Trace (Dyy, VDyz)
= Trace R=p

I'inertie est donc. égale 2u nombre de earactéres ;

— 8i M est quelconque on peut toujours dire que I'inertie
est égale i la somme des variances des caractéres trans-
formés par la matrice T ot M =TT, En effet :

Trace MV = Trace !'TT ‘X DX = Trace T ‘X DX ‘T
= Trace ‘Y DY

3. L’espace des caractires, — Chaque caractére x/
est en fait une liste de n valeurs numériques : on
le considérera comme un vectenr x’ d’un espace
4 n dimensions appelé espace des caractires et
noté R".

A) La métrique. — Pour étudier la proximité des
caractéres entre eux il fant munir cet espace d’une
métrique, ¢’est-a-dire trouver une matrice d’ordre n
définie positive symétrique, Ici il n’y a pas d’hési-
tation comme pour Iespace des individus et le
choix se porte sur la matrice diagonale des poids I
pour les raisons suivantes : '
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Le produit scalaire de deux caractdres x! et x*
n

qui vaut ‘x! Dx*= 3 p,afx] n’est autre que la
=1

covariance sj; car les caractires sont centrés.
La norme d’un caractdro ||x’||; est alors :

1= |I5 = s

cn d’autres termes la « longuecur » d’un caractére
est égale A son écart type.

Dans un espace euclidien on définit 1’angle 0
entre deux vecteurs par son cosinus qui est égal
au quotient du produit scalaire par le produit des
normes des deux vecteurs :

. (x'; x*) S
°08 e = T =T ~ 5 55

Le cosinus de I'angle entre deux caractéres centrés
n'est donc autre que leur coefficient de corrélaiion
linéaire.

Si dans I'espace des individus on s’intéresse aux
distances entre points, dans I'espace des caractéres
on sg’intéressera plutét aux angles en raison de la
propriété précédente,

B) Caractéres engendrés par le tableau de données.
— Si x!, x2, ..., x? sont les caractéres mesurés
sur les » individus, on peut en déduire de nouveaux
caractéres par combinaison linéaire du type :

=uxtt+u x4 ... fu,x?

Nous avons vu dans un paragraphe précédent que
ceci revient & choisir un nouvel axe dans ’espace
des individus.

L’engemble de tous les caractéres que l'on peut
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fabriquer par un tel procédé forme alors un sous-
espace vectoricl W de Pespace des caractéres. S'il
n’existe aucune relation linéaire entre les carac-
téres x’, ce sous-espace cst de dimension p, sinon
il est de dimension inférieure : dans 'exemple des

11
dépenses de I'Etat comme 3, ' = 100 la dimen-

=1
sion de W est au plus égafe a4 10 (au plus car il
peut exister d’autres relations qui n’ont pas été
remarquées).
Nous avons vu que tout caractére ¢, combinaison
linéaire des caractéres de départ, peut s’obtenir par
la formule ¢ = Xu, oit u est le facteur associé

2 e
Il est alors facile d’en déduire sa variance :

s2 = f¢De = fu !X DXu

st = ‘uVu

I1I. — Recherche des composantes
axes et facteurs principaux

Nous avons défini dans I'introduction de ce cha-’
pitre le premier axe principal A, par la propriété
de rendre maximale la moyenne des carrés des dis-
tances entre les projections des points du nuage.

x
(=] Ct I:
e e
14 Pu S
E 0 ¢ i ﬂ1
k *53
%82

Ceci équivaut & rendre maximale I'mertie des
projections qui vaut Xp, ¢, ol les ¢, sont les mesures
algébriques des projections des e, sur A, car on
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choisit de faire passer A par le centre de gravité
dun nuage.

A, est I'axe d’allongement principal du nuage en
cc sens que, sur cet axe, les ¢; sont le plus dispersés
possible, en d’autres termes :

¢ est combinagison linéaire des x' de variance
maximale.

Pour trouver explicitement facteurs et composantes prin-
cipales et pour alléger les démonstrations, on peut toujours
se ramener au ¢ca8 M =11 en raisonnant sur le tablean de
dounées transformé Y = X‘T avec M =!TT. En effet,
la premidre composante principale de Y sera la méme que
celle de X puisque les combinaisons linéaires des y! sont
des combinaisons linéaires des x/ : la combinaison des y/ de
variance maximale définira donc automatiquement la combi-
naison des x/ de variance maximale, 5i ¢ est cette composante
exprimée sous la forme e = Yv puisque Y = X /T on aura
e = Xu avec u=ITv,

Soit V, la matrice de variance mssociéo an tablean Y qui
est égale & T!XDX'T = TV'T od V est la matrice de
variance de X, La composante principale ¢ a pour va-
riance 'V, v et le vecteur v est alors égal au vecteur unitaire
de 1'axe principal. Il faut donc trouver v de norme 1 tel
tyue 'vV, v soit maximal. Ceci est équivalent i rendre maximal
le quotient vV, v /fvv. Le maximum est atteint lorsque les
dérivées par rapport & chacune des p composantes sont nuiles.
L’ensemble des dérivées de 'vVvv par rapport aux compo-
SAntes vy, U3, - 4 ¥ forme un vectenr égalpil 2V, v. D'aprés
les formules de dérivation usuelles on en déduit que la dérivée
de quotient est nulle si :

2{vv) Vv — 20V, v) v =0
soit ¢
Vyvy=(WV,v)vy = v

v doit donc étre vecteur propre de V, et sa valeur propre X
doit &tre In plus grande puisqu'elle représente la quantité
A maximisar.

La variance de ¢ vant alors X car v est de norme 1. Comme
une matrice de variance est symétrique et semi-définje posi-
tive, elle posséde p vecteurs propres orthogonaux deux &
deux et ses valeurs propres sont toutes positives ou nulles.
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Les axes et les facteurs principaux vy, vy, ..., v,
lorsque M = I sont les vecteurs propres de la matrice
de variance associés aux valeurs propres Ay, Agy -« .y Ay
écrites en ordre décroissant.

Prendre comme nouveaux axes de l’espace des
individus les vecteurs de la matrice de variance
revient 4 diagonaliser 'opérateur linéaire associé
a V,. La matrice variance des composantes prin-
cipales, V,, est égale & :

ll O

.1”

Les composantes principales sont donc non cor-
rélées deux & denx.

L’ACP remplace les p caractéres initiaux par des
caractéres non corrélés de variance maximale et d’im-
portance décroissante.

Pour trouver directement axes, facteurs et compo-
santes en fonction de X il suffit d’écrire que
V,v=Av =TV Ty et de multiplier & gauche:
par ‘T, d’ott *TTV ‘I'v = A !'Tv soit MVu = rn.
L’axe a est tel que u = Ma, donc MVMa = AMa,
soit VMa = ja car M est régulidre.

Les axes principaux sont donc les vecteurs pro-
pres de VM, les facteurs principaux ceux de MYV,
Quant aux composantes principales qui e’obtiennent
par ¢ = Xu, enremarquantque MV = M ‘X DX
M'X DXu = Au montre en multipliant & gauche
par X que c est vecteur propre de XM ‘X D.

La somme des valeurs propres A, + 2+ ... 4+ 2,
est une constante égale a la trace de V, et de MV :
c’est I'inertie totale 7.
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Le quotient A,/# est appelé part d’inertie (on de
variance) expliquée par I’axe n® k. (), + ,)/.#, on
part d’inertie cumulée des deux premiers axes, mesure
"aplatissement du nuage sur le plan principal. Plus
cette part est grande, et meilleure est la représen-
tation du nuage eur ce plan.

Le nombre des valeurs propres non nulles donne
la dimension de I’espace dans lequel sont réellement
les observations. Une valeur propre nulle montre
qu’il existe une relation Linéaire entre les caractéres
initiaux.,

Aveec M = Dy;p, les composantes principales sont les carac-

téres les plus liés aux xf au sens oft f‘; r¥(c ; xf) est maximal.
=1

IV. — Les résultats
et leur interprétation

Avec I'exemple des dépenses de I’Etat présenté
au début de ce chapitre nous tenterons ici de donner
quelques principes généraux d’interprétation des
résultats numériques et graphiques d'une Ace.

Si les phases de calcul sont effectuées automati-
quement par des programmes d’ordinateur, la lec-
ture des documents obtenus nécessite une certaine
méthode afin d’éviter des interprétations erronées.

Nous avons choisi pour analyser le tableau des
dépenses de I'Etat la métrique Dy, ce qui revient
a centrer et réduire les 11 caractéres. Les facteurs
principaux s’obtiennent donc en diagonalisant Ia
matrice de corrélation R.

1. Valeurs propres, facteurs et composantes prin-
cipales. — On trouve au moyen d’un programme
standard d’Acp :
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Valeur % o

No propre d'inertis cumulé
1 4,98 45,3 45,3
2 2,05 18,6 63,9
3 1,29 11,7 75,6
4 0,99 9,0 84,6
b) 0,71 6,5 91,1
6 0,56 31 96,2
7 0,20 1,8 98
8 0,12 1,1 99,1
9 0,06 0,5 99,6

10 0,04 0,4 100

11 0 0 100

La somme des valeurs propres cst égale au .
nombre de caractéres puisque M = D,,, soit
ici 11. On vérifie que la dermidre valeur propre est
nulle, ce qui était attendu puisque les caractéres sont
liés par une relation linéaire (leur somme vaut 100).

Les deux premiéres valeurs propres représentant |
environ 64 %, de 'inertie, nous réanmerons les don-
nées par les deux premiéres composantes principales.

11 est difficile de donner une réponse générale a
la question : & partir de quel pourcentage peut-on
négliger les composantes principales restantes ? Cela
dépend tout d’abord du nombre de caractéres : un
premier axe expliquant 45 %, de linertie avec
11 caractéres est plus intéressant que si p avait
été égal 4 5. S5i R ne contient que des termes peu
différents de zéro, il ne faut pas s’attendre a trouver
des valeurs propres trés élevées : on ne peut réduire
efficacement le nombre de caractéres que si ceux-ci
étaient trés corrélés. En fait, seul ’examen de la
signification des composantes principales, et sur-
tout ’expérience, permettent de savoir quelles sont
les composantes & conserver.
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Les deux premiers vecteurs propres v, et v; de R
sont ici les suivants :

v, A
— 0,08 — 0,52
0,37 — 0,00
0,37 LW
— 0,06 — 0,44
0,32 — 0,28
0,35 0,10
0,42 0,07
0,13 0,56
— 0,27 — 0,15
— 0,40 0,21
—0,25 — 0,08

La somme des carrés de lenrs composantes vaut 1 et on
peut vérifier que Rv; = ¥;v;, Pour obtenir les composantes
principeles ¢, et ¢, on applique la formule ¢ = Yv, Ainsi
pour I'année 1872, dont on avait calculé plus haut les valeurs
des coordonnées centrées réduites, il suffit de multiplier
chaque coordonnée par la composante du premier vecteur
propre et en faire la somme, pour obtenir la valeur de e,
soit ici —2,9.

On peut vérifier que ¢, ct ¢, sont de moyenne nulle et ont
pour variances respectives 4,98 et 2,05 (aux arrondis prés).

2. Représentation des individus dans le plan
principal.

<, €, c, cy
1872 — 2,90 — 1,02 1932 0,27 1,96
1880 — 2,71 — 2,01 1935 0,66 2,30
1890 — 2,42 — 0,22 1938 — 0,40 1.34
1900 — 2,00 -— 0,75 1947 1,08 — 2,25
1903 —2,34 —0,17 1950 2,37 — 2,17
1906 —1,98 — 0,63 1953 1,20 — 1,13
1909 — 191 — 0,81 1956 2,93 — 0,23
1912 — 1,43 — 0,77 1959 2,69 — 0,14
1920 — 2,14 — 0,96 1962 3,00 0,11
1923 — 1,14 2,88 1965 3,14 —0,31
1926 — 1,67 2,61 1968 3,70 0,47
1920 —1,12 1,83 1971 3,24 0,09
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Les composantes ¢, et ¢, donnent les coordonnées des
individus sur le plan principal et on obtieat la configuration
gnivante,

On voit immédiatement apparaitre quatre groupes d'indi-
vidus bien séparés :

— groupe 1 : avaot la premidre guerre mondiale
— groupe 2 : entre les deux guerres;

— groupe 3 : l'aprés-gnerre 1947-1950-1953 ;

— groupe 4 : la période 1936 & 1971.

Adxe 2
1823
1926
1828
"2 1932
1938
1968
1962
i 1959 1986 Aell
L]
1903 1965
1;2811322 1912
1
1672 1953
7880
1947 .

La figure obtenue étant une projection il ne faut pas
confondre proximités sur le plan principal et proximités dana
'espace, une erreur de perspective est toujours possible
comme le montre la figure ci-dessous.
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Il faut donc examiner la qualité de la raprésentation de
chaque point : ceci se fait en considérant ’angle 8 entre ls
vectear e; et sa projection f;. Lo critire de qualité commu.
nément utilisé est l¢ carré du cosinus de l'angle avec le plan ;
un cosinus égal & 1 indique que e; ct f; sont confondus; un
cosinus voisin de zéro doit mettre en garde I"atilisateur contre
toute conclusion hitive, sauf si e; est & une distance faible
du centre de gravité,

Dans notre exemple on trouve les valeurs suivantes :

1872 1880 1890 1900 1903 1906 1909 1912

cos*@ 0,52 0,69 0,79 0469 0,558 0,78 0,776 0,48

1920 1923 1920 1929 1932 1936 1938 1947

cos®® 0,73 0,79 066 0,63 047 0,80 030 0,66

1950 1953 1956 1959 1962 1965 1968 1971

cos?® 046 0,35 0,74 0,76 0,89 0,73 0,69 0,05

Dans I'ensemble presque tous les points gont bien repré-
sentés sauf peut-étre les annfes 1938 et 1953 (un cosinus
carré de 0,3 correspond & un angle de 579).

Lorsque de nombreux points sont mal représentés c'est en
général parce que I'inertie du plan principal est trop faible :
il faut alors considérer les composantes principales suivantes
;t ;ega.rder les plans principaux définis par les axes 1, 3;

s &, etc,

3. L’interprétation des composantes principales et
des axes principaux. — Quelle signification concréte
donner & des caractéres qui sont des combinaisons
des caractéres de départ ? C'est sans doute un des
points les plus délicats des analyses de données. Deux
approches doivent généralement étre utilisées : on
considére, d'une part, les corrélations avec les carac-
teres initiaux et, d'autre part, des individus typiques.
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A) Le cercle des corrélations. — Le caleul des cor-3
rélations entre les composantes principales et lesH
caractéres initiaux est trés simple i effectuer, dans
le cas de la métrique D;, : on montre que le
coefficient de corrélation linéaire entre x’ ot ¢, est}
égal & la j-eme composante du k-itme vecteur
propre v, multipliée par 4/A,. On en déduit que]
la somme des carrés des corrélations de ¢, avec¥
les x! vaut . |

On trouve ici :

rey 3 ¥) r{ey 5 x7)
PVP — 0,17 - 0,74
AGR 0,82 — 9,01
CMI 0,83 — 0,34
TRA — 0,14 — 0,63
LOG 0,72 — 0,40
EDU 0,79 0,14
ACS 0,93 0,10
ACO 0,29 0,81
DEF — 0,61 —0,22
DET — 0,89 0,30
DIV — 0,55 —0,11

La premitre composante principale est trés cor- |
rélée positivement avec les pourcentages du budget
consacré & 'action sociale, au commerce et indns- 4
trie, & Pagriculture et trds négativement avec les 4
pourcentages consacrés i la défense, au rembour- §
gsement de la dette. '

L’opposition de ces deux groupes de caractéres, ;
que I'on retrouve sur le tableau R, est donc le 4
trait dominant. Ceci permet d’interpréter la posi- |
tion des individus sur le plan principal : plus un:
point se situe & droite sur le graphique plus il !
s’écartc de la moyenne par de fortes valeurs des
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avec des valeurs inférieures a la moyenne des ca-
ractéres DET et DEF. Aux points situés & gauche
du graphique correspondent évidemment des phé-
noménes inverses.

La deuxidme composante principale dont I'im-
portance est prés de 2,5 fois moindre traduit essen-
tiellement I"opposition entre le budget des anciens
combattants et celui des pouvoirs publics.

Si on représente chaque caractére par un point
dont les coordonnées sont ses corrélations avec ¢,
et ¢y, les caractdres initizux s’inscrivent alors a
I'intérieur d’un cercle de rayon 1 appelé cercle des
corrélations car ¢, et ¢, étant non corrélées on montre
que :

ri(e; s x¥) 4 riey; xf) < 1.

L’examen de cette figure permet d'interpréter les
composantes principales et de repérer rapidement
les groupes do caractdres liés entre eux ou oppoaés,
a condition toutefois que les points soient proches
de la circonférence. Cette représentation joue pour

[~

L&}
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les caractéres le méme réle que le plan principal
pour les individus : on montre en effet que l'on
obtient exactement cette figure en projetant dans
I'espace des caractéres, les caractdres centrés ré-
duits sur le plan engendré par ¢, ct c,.

B) La place et Pimportance des individus. — Si
on remarque que le long de I'axe 1 les années
g’échelonnent & peu prés selon I'ordre chronolo-
gique on met en évidence un phénomeéne d’évolution
temporelle de la structure des dépenses de I'Etat
{vers plus de social moins de dettes et une moindre
gart & la défense nationale), ce qui enrichit I'étude

es corrélations. De méme il n'est peut-étre pas
inintéressant de noter que I'axe 2 qui oppose les
dépenses en faveur des anciens combattants & celles
des pouvoirs publics oppose en fait les deux aprés-
guerre.

On peut d’aillenrs chercher quels sont les indi-
vidus qui caractérisent le plus fortement un axe
en calculant la « contribution » d’un point & I'axe
n® k que l'on définit comme p,ck /2, c’est la part
de variance de ¢; due a Pindividu i. On trouve ici,
mais nous ne reproduisons pas le détail des calculs,
que pour I’axe 1 les contributions dominantes sont
celles de 1968 et 1872 et pour ’axe 2 1923, 1926, 1947.

Ces considérations ne sont valables que parce que
les individus présentent dans cet exemple un intérét
en eux-mémes. Dans d’autres cas, en particulier
ceux ot les individus ont été obtenus par tirage
au hasard pour un sondage, on a affaire 4 des é&tres
anonymes n'ayant d’intérét que par leur ensemble
et non par leur individualité ; I’AcP se résumera
alors souvent & I'étude des caractéres, c’est-d-dire
au cercle des corrélations. Le fait que quelques
individus puissent aveir des contributions impor-
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tantes & la formation d’un des premiers axes prin-
cipaux peut alors étre un grave défaut car le fait
de retirer ces individus risque de modifier profon-
dément les résultats : il y a alors tout intérét a
effectuer I'AcP en éliminant cet individu quitte a
le faire figurer ensuite sur les graphiques en point
supplémentaire (car il est facile de calculer ses
coordonnées), a condition qu’il ne s’agisse pas d’une
donnée aberrante qui a ainsi été mise en évidence.

Notons enfin la possibilité de représenter sur les
plans principaux des groupes d’individus possédant
un trait particulier, par exemple l'ensemble des
années représentant la IVe République. Ceci s’ef-
fectue trés simplement en plagant sur le graphique
le centre de gravité des individus concernés dont
les coordonnées se calculent aisément. Cette pro-
cédure qui permet de faire figurer les modalités
d’un caractére qualitatif illustratif (ici le numéro
de la République) sera reprise lors de ’analyse des
correspondances multiples (points supplémentaires).

Dans I’état actuel de la technique informatique
on peut traiter des tableaux ot le nombre de carac-
téres est de quelques centaines pour un nombre
d'individus en principe illimité, puisque la phase
essentielle de caleul se réduit & la diagonalisation
d’une matrice d’ordre p.

Y. — L’analyse des tableaux de proximités

Dans certaines applications on ne connait pas les
valeurs prises par les caractéres, car il n'y a pas
de caractires mesurés; on connait seulement les
distances entre individus. C’est souvent le cas en
psychologie on en étude de marché : par exemple
on recueille auprés de consommateurs des données
de proximités subjectives entre différentes marques
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concurrentes. Le probléme est alors de représenter
graphiquement les proximités entre marques qui )
constituent autant d’individus.

Les données sont done le tableau des distances §
entre les n individus. Supposons que ces distances |}
soient euclidiennes, cela veut dire que les n indi- #
vidus peuvent étre considérés comme des points §
dans un espace de dimension p (inconnu) muni §
d’une métrique M. Si on connaissait leurs coor- §
données sur des axes orthogonaux arbitraires de
cet espace on aurait alors un tableau individus- §
caractéres X et on pourrait effectuer une Ace. Nous |
avons vu que les composantes principales ¢ qui §
constituent les listes de ¢oordonnées sur les axes |
principaux sont les vecteurs propres de la ma-
trice XM ‘X D. Or cette matrice peut se calculer en
conpaissant uniquement les distances entre individua.

Il suffit alors de calculer ses vecteurs propres
pour obtenir une représentation des individus sur
un plan ou un espace de dimension g dont on mesu-
rera la qualité au moyen du pourcentage d’inertie
expliquée.

La matrice XM ‘X est la matrice dont les éléments

sont les produits scalaires (e;; ¢;>m, et wy; = ||| En
appliquant la relation du triangle :

iy = lleill* + i e;]i* — 2055

i tous les couples d'individus on arrive alors & exprimer w;;
au moyen de la formule de Torgerson :

oy = S @ + dy— df— )
oit :
df, = 2P d%e;; e;)
n

n
et df = '21 521 pipjdie; &) = 25
Prer i
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L'application de 'acr & ce type de données porte le nom
Jd'unalyse factorielle d'un tablean de distances.

Si la distanece d est réellement euclidienne, toutes les valeurs
yropres de XM !X sont positives ou nulles. Si on trouve des
valeurs propres négatives on ne peut plus admettre que les
individus zont dans un espace euclidien. Pour obtenir quand
méme des représentntions graphiques on fait appel & des
techniques de positionnement multidimensionnel qui revien-
nent & chercher une modification des dissimilarités les trans-
formant en distances euclidiennes en respectant certaines
contraintes d’ordre : si d est la dissimilarité et f(d) sa modi-
fication on exigera que si dj; < dy on ait f(dy) < f(dy).

Divers algorithmes sont alors possibles : les uns cherchant
d'abord cette transformation f pour procéder ensuite 4 une
analyse factorielle du tableau des distances euclidiennes ainsi
vrédes, les antres {(méthode de Kruskal) cherchant directement
Ya meilleure configuration de n points dans un espate de
dimension fixée.

Sar le plan pratique le nombre d’individus & traiter est
limité & quelques centaines par les possibilités actuelles de
calcul,

Le lecteur désireux de compléments dans ce domaine se
reportera avec profit aux ouvrages cités en bibliographie, en
particulier & ceux de J.-M. Bowoche qui a introduit ces
méthodes en France,
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CuarrtrE II1
LA CLASSIFICATION

Les méthodes de classification ou de typologie
(dont la science s’appelle la taxinomie) ont pour
but de regrouper les individus en un nombre res-
treint de classes homogenes, Il s’agit donc de dé-
crire les données en procédant i une réduction du
nombre des individus. Il ne sera question ici que
de « clasgification automatique » : les classes seront
obtenues au moyen d’algorithmes formalisés et non
par des méthodes subjectives ou visuelles faisant
appel & D'initiative du praticien (1).

On distingue deux grands types de méthodes de
classification :

— les méthodes non hiérarchiques qui produisent
directement une partition en un nombre fixé de
clasges ;

— les méthodes hiérarchiques qui produisent des
suites de partitions en classes de plus en plus
vastes 4 I'image des célébres classifications des
zoologistes en espéces, genres, familles, ordre, ete.

(1) Au chapitre précédent on donnait un exemple de classification
visuelle o quatre grou avaient été reconnus en t le
plan principal de 1'Ace c{ tableau des dépenses de I'Etat,
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Le tableau de données analysé est soit le tableau
des distances ou des dissimilarités entre n individus,
soit le tableau des coordonnées des individus sur
p axes (tableau individus-caractéres numériques ou
coordonnées sur les axes d’une analyse des corres-
pondances lorsque les caractéres sont qualitatifs).
Dans ce dernier cas on peut évidemment obtenir
un tableau de distance en choisigsant une métrique.

Depuis quelques années, avec le développement
des gros caleulateurs, d’innombrables algorithmes
de clasgification ont vu le jour, Il n’est pas question
de les passer tous en revue ici renvoyant le lecteur
intéressé 2 'ouvrage de Cailliez et Pages; nous
nous contenterons d’examiner les méthodes les plus
cfficaces et les plus utilisées en insistant plus par-
ticulidrement sur le cas ol les distances sont eucli-
diennes car il existe alors des critéres non arbitraires.

I. — Clasgification non hiérarchique

Il s’agit de regrouper n individus en k classes
de telle sorte que les individus d’une méme classe
soient le plus semblables possible et que les classes
soient bien séparées. Ceci suppose la définition d’un
critére global mesurant la proximité des individus
d’une méme classe et donc la qualité d’une parti-
tion. 8i on dispose d™un tel critére on pourrsit
imaginer d’examiner toutes les partitions possibles
et de choisir la meilleure, Cette téche est en réalité
impossible, méme avec les plus gros ordinateurs,
dis que le nombre des individus dépasse quelques
dizaines : pour 14 individus seulement il y a plus
de 10 millions de partitions possibles en 4 classes!

Il est donc & peu pres exclu de trouver la meilleure
partition possible et il faudra se contenter d’algo-
rithmes aboutissant & des solutions approchées,
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1. Inertie interclasse et inertie intraclasse. — Si
on peut considérer les individus comme des points
d’un espace euclidien le probléme de la classification
peut se décrire comme Ia recherche d’une partition
d’un nuage de n points en k sous-nuages. Au cha-
pitre précédent, nous avons caractérisé la dispersion
d'un nuage de points par son inertie qui est la
moyenne des carrés des distances au centre de gra-
vité. Une classe scra done d’autant plus homogéne
que son inertie sera faible. Appelons £, J,, ..., %
les inerties de chaque classe, calculées par rapport |
a leurs centres de gravnte respectlfs B1» Bar -er Bk La
gomme de ces inerties est appelée inertie intraclasse
et est notée Sy :

k

Il est donc soubzitable que Sy soit la plus petite
poseible pour avoir un ensemble de classes trés
homogeénes.

Considérons maintenant 1’ensemble des k centres
de gravité g, ..., &, leur dispersion autour de g,
centre de gravité du nuage total des n individus,
est appelée inertie interclasse et est notée Jp :

S = XP; d¥(g;; g)

oir P; est la gomme des poids des individus de la
classe no s

Une grande valeur de .#; indique une bonne sépa-
ration des classes et il conviendra done que #; soit
la plus grande possible.

Or /5 et #; sont relides par une importante for-
mule généralisant le théoréme de Huyghens : b

jﬂ + jw = -ﬂ-
ot F est I'inertie totale du nuage des n points.
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Rendre maximale #; est donc équivalent & rendre
minimale #y puisque leur somme est coustante. Du
peint de vue de linertic il suffira done de carac-
tériser les meilleures partitions possibles en k classes
(il en existe éventucllement plusieurs) comme celles
qui rendent minimale .

11 faut prendre garde ici que ce critére ne permet
pas de comparer deux partitions ayant des nombres
de classes différents : en effet, la meillenre partition
en k classes aura toujours une inertie intraclasse
supéricure a celle de la meilleure partition en
k + 1 classes et sera donc « moins bonne ». A la
limite, la meilleure partition possible est celle o
chaque individu constitue une classe car alors
Jw = 0 puisque chaque point est confondu avee
le centre de gravité de sa classe!

Nous chercherons désormais & obtenir une par-
tition en k classes o k a 6té fixé a prieri. La plu-
part des techniques procédent (Far améliorations
successives d’une partition de départ : nous dé-
crirons d’abord celle des centres mobiles puis la
méthode des « nuées dynamiques » qui en est une
variante.

2. Regroupement autour de centres mobiles, —
Le déroulement de cet algorithme est le suivant :
dans un premier temps on regroupe les individus
autour de k centres arbitraires c,, €,, ..., ¢; de la
maniére suivante : la classe associée & ¢; est consti-
tuée de I'ensemble des individus plus proches de <
que de tout autre centre. Géométriquement ceci
revient & partager I’espace des individus en k zones
définies par les plans médiateurs des segments c¢; c;.
La figure ci-aprés donne un exemple d’une partition
associée & trois centres dans un plan,
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On calcule ensuite les centres de gravité g,
&2+ -..» 8 des classes que 'on vient de former.
On eflectue alors nne deuxidéme partition en regrou-
pant les individus autour des g; qui prennent alors
la place des centres ¢; de la premiére étape. On
calcule les centres de gravité g, gi¥', ..., gi** de |
ces nouvelles classes, on regroupe les individus
autour d’enx et ainsi de suite jusqu'a ce que la
qualité de la partition mesurée par l'inertie intra-
clasze ne s’améliore plus. Comme il suffit & chaque
étape de calculer les nk distances entre les individus
et les centres, il n’est pas nécessaire de conserver
en mémoire les M distances différentes, ce
qui est avantageux si n est grand.

Montrons que d’une partition & I'autre l'inertie intraclasse
déeroit, ce qui entraine la convergence de I'algorithme (P’expé-
rience montre que cette convergence est trés rapide : ume
dizaine d'itérations sont en général suffisantes).

Appelons #Y§ Pinertie intraclasse de la premidre partition
et S celle de la deuxidme : il suffira de démontrer que
S > #AY puisqu'a Iérape suivante la partition no 2 prend
la place de la partition n® 1 et aiusi de suite.

1Y est la moyenne des inerties S des k classes de la
deuxidme partition. Considérons par exemple la premiére
classe de cette partition dont le centre de gravité est gi¥ :
son inertie J{¥ est inférieure & la moyenne des carrés des
distances des points de cette classe & g, en raison de la formule
de Huyghens (voir chap. II).
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D*une partition & Pautre la composition des classen change :
dans la partition n® 2 on ne trouve dans la premiére classe
que les points du nuage plus proches de g; que des autres g;;
la moyenne des carrés des distances & g, est donc inférieure
4 la moyenne correspondante de la premiére classe de la pre-
miére partition (A moins que ces deux classes ne soient iden-
tiques) qui vaat #{!. L'inertie de chaque classe de la deuxidme
partition est donc inférienre 2 l'inertie de la classe corres-
pondante de la premitre partition, il en sera de méme pour
leurs moyennes et SR < sy

L’inconvénient de cette méthode, & part le risque
d’obtenir des classes vides, donc d’aboutir & moins
de k classes, est de fournir une partition finale qui
dépend de la partition de départ : on n’atteint pas
I'optimum global mais seulement la meilleure par-
tition possible & partir de celle de départ. De plus,
la partition initiale est souvent arbitraire car il est
courant de choisir les centres ¢; par tirage au sort
de k& individus parmi n.

3. La méthode des nuées dynamiques. — Sous ce
nom évocateur E. Diday a développé une méthode
efficace de partitionnement que 1’on peut considérer
comme une généralisation de la méthode des centres
mobhiles. La différence fondamentale est la suivante :

Au lieu de définir une classe par un seul point,
son centre, qui peut ne pas étre un des individus
de I’ensemble 3 classer, on la définit par g individus
formant un « noyau » qui, 8’ils sont bien choisis,
seront plus représentatifs de la classe qu'un simple
centre de gravité. Ces noyaux permettront par la
suite d’interpréter les classes.

A partir d'un systdme initial de k noyaux on obtient une
partition en regroupant les individus autour de ces noyaux.
On caleule alors de nouveanx noyaux représentatifs des
classes ainsi formées et on recommence jusqu'ds ce que la

qualité de la partition ne s’améliore plus. Formellement il
faut donc disposer de trois fonctions :
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— la premidre qui calcule la distance d’un individe i un
noyau ;

— la deuxidme qui & une partition en k classes associe les
k noyaux de ¢ points, représentatifs de ces classes;

- la troisidme gqui mesurs la qualité d'une partition.

Connaissant ces trois fonctions, le nombre de classes et
Peffectif des noyaux, 'algorithme est entidrement déterminé.

Comme pour la méthode des centres mobiles, la partition
finale dépend du choix initial des noyaux. Afin de limiter cet §
inconvénient on procéde & plusieurs tirages au sort des noyaux |
de départ et on compare les partitions finales obtenues : les
individus qui ont toujours été classés ensemble définissent des
« formes fortes » qui sont en quelque sorte les parties vraiment
homogénes de I’ensemble des individus car elles ont résisté aux
aléas dea tirages des noyaux. Le nombre de formes fortes est
généralement différent de k.

Les méthodes de partitionnement permettent de traiter
rapidement de grands ensembles d'individus mais elles sup-
posent que le nombre k de classes est fixé. 5i ce nombre ne
correspond pas & la configuration véritable du nuage des
individus on risque d’obtenir des partitions de valeur doutense.
Il faut alors souvent essayer diverses valeurs de k, ce qui
augmente l¢ temps de calcul, Loraque le nombre des individus
n'est pas trop élevé on recourra plutét & des méthodes
hiérarchiques.

II. — Classification hiérarchique

Nous traiterons ici uniquement des méthodes
ascendantes. Leur principe consiste A construire
une suite de partitions en n classes, n — 1 classes,
n — 2 classes..., emboitées les unes dans les autres,
de la maniére suivante : la partition en % classes
est obtenue en regroupant deux des classes de la
partition en k + 1 classes. Il y a donc au total
R — 2 partitions & déterminer puisque la partition
en n classes est celle olt chaque individu est isolé
et la partition en une classe n’est autre que la
réunion de tous les individus.

On parle de classification hiérarchique ou de hié-
rarchie, car chaque classe d’une partition est incluse
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dans une classe de la partition suivente. La suite
des partitions obtenues est usuellement représentée
sous la forme d’un arbre de classification analogue
4 organigramme d’une entreprise.

La figure ci-dessous représente la suite de parti-
tions dc 'ensemble @, b, ¢, d, e :

P, = a/b/c/d/e LRHE

P, = abjc/d/e M el o

Ps —— ab/cd/e "_2" e e i R
P, = ab/cde

P, = abede. YIS

La hiérarchie précédente est « indicée » car a
chaque partition correspond une valeur numérique
représentant le niveau auquel ont lieu les regrou-
pements; plus I'indice est élevé plus les parties re-
groupées sont hétérogénes. Cet indice est aussi
appelé niveau d’agrégation.

Connaissant I’arbre de classification il est facile
d’en déduire des partitions en un nombre plus ou
moing grand de classes, il suffit pour cela de couper
Parbre 4 un certain niveau et de regarder les
« branches » qui tombent.

Ainsi dans P’arbre ci-dessus on obtient une par-
tition en trois classes en découpant l'arbre selon
le pointillé : (a, b) (c, d) {e).

Le principal probléme des méthodes de classifi-
cation hiérarchique consiste & définir le critére de
regroupement de deux classes, ce qui revient &
définir une distance entre classes, Tous les algo-
rithmes de classification hiérarchique se déroulent
de la méme maniére : on recherche & chaque étape
les deux classes les plus proches, on les fusionne,
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et on continue jusqu’a ce qu'il n’y ait plus qu’une
geule clazse.

1. Le critére de inertie : la méthode de Ward. —
Lorsque les individus sont des points d’un espace
euclidicn nous avens vu que 'on définissait la qua-
lité d’une partition par son inertie intraclasse ou
son inertie interclasse. Une honne partition est celle
pour laquelle 'inertie interclasse est forte (inertie
intraclasse faible). Lorsque l'on passe d’une par-
tition en k + 1 classes & une partition en k classes
en regroupant deux classes en une seule, nous allons
voir que |’inertie interclasse ne peut que diminuer.
Le critére de regroupement sera donc le suivant :
fusionner les deux classes pour lesquelles la perte
d’inertie est la plus faible. Ceci revient a réunir
les deux classes les plus proches en prenant comme
distance entre deux classes la perte d’inertie que
I'on encourt en les regroupant.

L’inertie interclasse est, rappelons-le, la moyenne des carzfs
des distances des centres de gravité de chaque classe au
centre de gravité total. Appelons A et B les deux classes que
I'on veut réunir, g, . gy leurs centres, et P, et Py leurs puida.

Avant réunion on trouve dans la formule de I'inertie inter-
clanse la somme des deux termes: P, d¥(g, 'f) + P d’(g,, 3 %)

Aprés réunion il 'y a plus qu*ane classe pmdu T
de centre de gravité g,s et qui contribue & I'inertie interclasss

par le termo unique (P, + Py) d%g,p s ).
La perte d'inertie interclasse est la différence :

P, d* g, g) + Py d¥(gs s g) — (Pa + Pp) d¥(gs 5 &)

comme g,, = P_.—._‘ Ea i P: 8s
A
Pa Py

P +P d%(g, ; ga)

on trouve que cette perte est :
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Un calcul élémentaire montre en effet que :
d%g: Baa) =
PA PB PA PB
5 d%g,; d¥ (g B) — s 48
PA + Pn (gk g) + PA + Pn (g g) (PA + PB)z (8 gﬂ)

(c’est une généralisation du théoréme de la médiane).
On peut donc prendre comme « distance » entre classes A
et B la quantité :

S(A,B) = LA TP

2
7, +Pnd(g'“ )

Si C est uno troisitme clnsss on en déduit aisément la for-
mule donnant Ia « distance » § entre C et la réunion des deux
closses A et B :

3(C; AUB) =
(P, + Po) 5(A, C) + (P, + P.) 3(B, C) — P, 3(A, B)
P, +P,+ P

On peut done formaliser 'algorithme de Ward comme
suit : on remplace le tableau des distances D entre les n points
par le tableau A des distances modifiées :

= PP} gee . g

By EYY {es5 e;)
on chercho les deux individus pour lesquels 3;; est minimum,
on les réunit en une classe de poids p; + p; au niveau hiérar-
chiqae 8y, on calcule ensuite les distances § entre les autres
individus et cette classe au moyen de la formule énoncée
précédemment ; tout se passe alors comme 8’il n'y avait plus
que n — 1 individus: on cherche quels sont les deux individus
les plus proches, on les réunit en une classe et ainsi de suite.

Exemple : Reprenons les données sur les dé-
penses de 'Etat déja analysées dans le chapitre II.
En conservant la métrique D,,: on peut calculer
les distances mutuelles entre les 24 individus (les
années) et effectuer ensuite une classification des
années par la méthode de Ward. Nous ne repro-
duirons pas ici le tableau des distances vu son
encombrement. Les poids des individus sont ici
tous égaux a 1/24.

Les classes de la hiérarchie sont numérotées de 25
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a 47 et sont constituées de la maniére suivante :
ce sont les années 1900 et 1906 qui sont les plus
proches, puis 1959 et 1962, ensuite on rattache 1909
a la classe 1900-1906 ot ainsi de suite.

Les résultats sont alors consignés dans le tableau
suivant.

On remarque que la somme des niveaux d’agré-
gation est égale a4 11 : en effet chaque niveau est
égal & la perte d’inertie résultant de la fusion des
deux éléments réunis ; la somme des pertes d’inertie
est donc égale & Dincrtie totale du nuage de points
qui est ici égale an nombre de caractéres puisque
Pon a pris Dy, comme métrique.

Ne Niveau
de la closse Eléments réunis d’agrégation
25 1300 1906 0,02
26 1959 1962 0,03
27 1409 25 0,04
28 1890 27 0,06
29 1932 1935 0,06
30 1965 1968 0,07
al 1956 26 0,08
32 1912 28 0,09
33 1947 1953 0,11
34 1903 32 0,13
35 1923 1926 0,13
36 1929 35 0,14
37 1971 30 0,18
as 1938 29 0,18
39 1880 1920 0,24
40 1950 33 0,39
41 1872 34 0,40
42 31 37 0,42
43 39 41 0,43
44 36 38 0,46
45 40 42 1,09
46 43 14 1,94
47 45 46 4,31




De ce tableau on déduit 'arbre de classification.
Son examen montre & I'évidence I'existence de quatre
classes relativement homogénes obtenues en coupant
I’arbre au niveau 0,5 environ. La classe n® 40 re-
groupe les années 1947-1950-1953, la classe n°42 les
années 1950 & 1971, la classe n® 43 les années 1880
4 1912 et la classe n® 44 les années 1923 & 1935.

1850 .
15:75 "“}
1853133

19500 5, g

1950

toszel28 &

1071

m;:’—’_’}_

1958 o430

1830 47
woe——

BT L —

1862 u+

[T

e ,

15c3 043¢ a5
1000827

1508 25

1028

19233—

wase—T2s

1938
1932 &4 38
19330479

On retrouve ici, mais d’'une maniére automatique,
la typologie qui avait été faite « 3 vue » au cha-
pitre II : cette concordance est évidemment satis-
faisante. D’une manidre générale, il est recommandé
de confirmer les résultats d’une classification par
Pexamen des plans factoriels d’une ace ou d’une
analyse des correspondances : les deux approches sont
complémentaires, I’analyse factorielle permettant en
outre d’interpréter rapidement en fonction des carac-
téres les groupements obtenus par une classification.

Si on coupe 'arbre & un niveau plus élevé, on
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fera apparaitre trois classes, puis deux classes : la
partition en deux classes séparant ici I’avant- et
Paprés-deuxidme guerre.

Rappelons enfin qu’a chaque étape on n’obticnt pas
forcément la meilleure partition en k classes, mais
seulement la meilleure de celles obtenues par réunion
de deux classes de la partition en k& 4 1 classes.

2, Distances non enclidiennes : les différentes stra-
tégies d’agrégation. — Lorsque les distances ne sont
pas euclidiennes, ce qui se produit en particulier
gi inégalité triangulaire d(a, b) € d(a, ¢} 4 d(b, c)
n’est pas vérifiée pour certains points (on parle
alors de dissimilarité plutét que de distance), la
notion d’inertie n’a plus de sens et on ne dispose
pas d’un critdre objectif pour calculer la distance
entre deux classes. On peut alors imaginer une foulo
de solutions plus ou moins arbitraires.

Parmi les diverses formules de distance entre deux
parties, les trois plus utilisées sont les suivantes :

— distance du saut minimal ou de I'inf
d(A,B) =infd(e;;e;) pour e, cA e,¢cB
— distance du diamétre ou du sup
d{A, B) = sup d(e;; ¢;)
— distance moyenne

d(A” B) PA PB Z 2 d( ej)'

La premitre formule tend a favoriser le regrou-
pement de deux classes, des qu’elles possédent des
points proches ; le risque est alors de trouver dans
une méme classe des points trés éloigmés. Cette
distance est cependant trds utilisée en raison de ses
propriétés mathématiques.
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La distance du sup remédie, mais un peu bru-
talement, au défaut de la méthode du saut minimal,
car elle exige que les points les plus éloignés, done
tous les points, soient proches.

La distance moyenne offre un compromis entre
les deux précédentes.

L’ennui est que selon la formule choisie on abou-
tira & une hiérarchie ou & une autre.

Ainsi considérons le tableau de distance suivant
entre cing individus : on voit que cette distance
n’est pas euclidienne puisque :

d(e, 6) > d(c, d) + d(d, e)
6> 2 1/2.
b

a
Y
R
LY

© e O et i
3

B0 ah
e L =] G D
o s O W
(=0 =R P |
__‘:ON’#N

2

On aboutit alors aux trois arbres suivants :

T

475 <

33

ot

T
=
1=

Si chaque arbre commence par la réunion de «d »
et de « 8 » en une seule classe « f », il y a tout de
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suite d’importantes différences quand on calcule les
distances de f aux autres individus :

dinf (b,f) =inf (d(b;d); d(b;e)) =1
dsup (b, f) = sup (d(b;d); d(b;e)) =4
d moy (b, f) = 2,5.
11 est recommandé de procéder a plusicurs types
de classification sur le méme ensemble en utilisant

diverses formules : si les hiérarchies complétes sont
en général différentes, il ne doit pas y avoir de

trop grandes variations lorsque Pon regarde uni-

quement le haut de l'arbre, c’est-a-dire les parti-
tions & faible nombre de classes. S5i on constate de
grosses différences c’est peut-étre que I'ensemble
des individus se préte mal & toute classification.

Notons enfin que I'une des principales difficultés 4

en classification consiste a4 définir des distances on

des dissimilarités entre individus, surtout quand

ceux-ci sont décrits par des caractéres qualitatifs,
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Cnaritre IV
L’ANALYSE CANONIQUE

L’analyse canonique, proposée en 1936 par H. Ho-
telling (1), est d’un intérét théorique essentiel. Elle
englobe en effet la plupart des méthodes d’analyse
des données comme cas particulier : qu’il s’agisse
de la régression multiple, de I’analyse de la variance,
de I’analyse des correspondances ou de l’analyse
discriminante, ces méthodes peuvent étre considé-
rées comme des applications spécifiques de 'analyse
canonique.

Digponible sous forme de programme informa-
tique depuis plus d’une dizaine d’années, cette
méthode n'a été utilisée que trés rarement. Cette
situation, exceptionnelle en analyse des données,
s’explique par les difficultés d’interprétation et d"uti-
lisation des résultats. Combien d’analystes, séduits
par la problématique et les propriétés théoriques
de ’analyse canonique, ont-ils, au vu des résultats,
rangé discrétement leurs calenls dans un tiroir ?
Nous ne pouvons répondre & cette question mais
pensons cependant ¢uune large place doit étre

(1) H. ITorELLiNg, Relalions Letween Lwo sets of varlables, Bio-
melrika, 1936, vol. 28.
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donnée A l'analyse canonique, compte tenu de sa
fécondité théorique. Les applications les plus enri-
chissantes seront obtenues sur des données parti-
culitres, comme nous le verrons dans les deux cha-
pitres suivanis.

1. — Présentation de la méthode

Le but de I'analyse canonique est d’étudier les
relations linéaires existant entre deux groupes de
caractéres quantitatifs observés sur un mémec en-
semble d’individus. De fagon plus préciee, on cherche

une combinaison linéaire des caractéres du premier

ensemble et une combinaison linéaire des caractéres
du deuxiéme qui soient les plus corrélées possible.
Mais précisons tout d’abord ce probléme i I’aide
d’un exemple. Dans une étude portant sur les per-
formances de 40 sauteurs en hauteur, R. Thomas (1)
a relevé huit paramétres mesurant les caractéris-
tiques physiques et dynamiques des athlétes :

x! == TAIL : taille en centimatres ;

x2* = POID ; poids en kilogrammes ;

x* = DTH ; détente horizontale en centimétres (longueur
sautée i pieds joints sans élan);

x* = DTV : détente verticale en centimdtres (différence
entre la hauteur atteinte mains tendues, talons
au sol, et celle atteinte en sautant sans élan);

x* == FJAM : force des jamhes en kilogrommes (poids re-
monté gur les épaules, & partir de la position
accroupie)

x® = VIT : vitesse en dixitme de seconde (temps de par-
cours d'une distance de trente métres, départ

. lancé} ;
*' = SAUL : saut en longueur en centimitres (meilleur

0 résultat) ;
*" = 35AU : triple saut en métres (meilleur résultat),

(1) K. Tuomas, La réussile sportive, Pup, 1975.
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Par ailleurs, un jury a noté les athldtea selon la
qualité de leurs performances. Quatre critéres ont
été retenus :
y1 = N5SAU : note de gaut sur 20 (moyenne des notes don-
nées par trois juges sur le style du saut dans
son ensemble) ;

y? = NELA : note d'élan sur 20 (moyenne des notes données
par trois juges sur le style de I'élan);

y® = NIMP : note d’impulsion sur 20 (moyenne des notes
données par trois juges);

y* = NSUR : note de suspension réception sur 20 (moyenune
des notes données par trois juges).

Dans quelle mesure les notes données par le jury
peuvent-clles &tre reliées aux caractéristiques ob-
jectives des athldtes ?

Comme cn analyse en composantes principales,
les caractdres peuvent étre représentés dans R*, ol
n est le nombre d’observations (dans notre exemple,
n = 40).

Notons x!, ..., x/, ..., xPet y!, ..., ¥, ..., ¥7
les caractéres des deux groupes représentés par des
vecteurs de R™

Pour rapprocher ces deux ensembles de carac-
téres, on calcule une combinaison linéaire des carac-
téres du premier groupe :

E=ag x4+ ... +aq3 4 ... +ax

et une combinaison linéaire des caractéres dun
deuxidme groupe :

N=by 4 .ty ...+ by
On cherchera lea coefficients ¢

= by veey Gy oony @)
et 'h=(by, ..oy by oinnby)

qui maximisent le carré de corrélation entre § et ¥.
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On appelle caractéres canoniques les vecteurs g
et v € R", facteurs canoniques les vecteurs de coeffi-
cients ac€RP et b RY et corrélation canonique
le coefficient de corrélation entre § et .

L’ensemble des caractéres E, combinaisons li-
néaires des x!, ..., x/, ..., x¥, forme un sous-
espace vectoriel W; de R® que I’on appelle « poten-
tiel de prévision » du premier groupe. De méme,
au second groupe, on associe W,, sous-espace vec-
toriel de R™

I1 s’agit donc de trouver deux vecteurs e W, .
et ¢ W, faisant un angle minimum, puisque ’on
a vu en analyse en composantes principales I'iden-
tité entre cosinus et corrélation pour les caractéres
centrés.

W, CR"

W, CR"

Dans le schéma précédent, il existe une solution
trés simple n! et E! tels que cos®(n!, EY) = 1.

En effet, dans R®, l'intersection de deux plans
est de dimension inférieure on égale & 2,

Lorsqu’un premier couple de variables eanoniques
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a été obtenu, on recherche, dans un deuxiéme temps,
un auntre couple de caractéres E? et n® tels que
r(E% 1?) soit maximum et tels que E! et E? (res-
pectivement %! et w?) aient une corrélation nulle
et ainsi de mute, E® et v?, etc.

Le probléme de P’analyse canonique peut &tre
rapproché de celui de la régression multiple. Sup-
posons que nous cherchions & prévoir la variable 27,
saut en longueur, & P'aide des notes données par
le jury. Dans ce cas I’espace W, n’a plus qu'une
seule dimension, tandis que W, est inchangé, On
obtient le graphique suivant :

x7
Wy

On recherche le vecteur de W, :
n="byyt+ ... + by
faisant un angle minimum avec le caractére x’,
Comme nous le verrons dans le paragraphe sui-
vant, ) est un vecteur colinéaire avec la projection
orthogonale de x7 sur W,.

II. — Formulation géométrique

1. Projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel.

A) Le probléme de la régression multiple, — Avant de ré-
soudre le probléme de I'analyse canonique, il est nécessaire
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d’effectuer quelques rappels sur la régression multiple, et en
particulier sur la projection orthogonale d'un vecteur sur un
sons-espace vectoriel,

Considérons ls cas d'nn caractére « & expliquer » y et de
p caractéres u explicatifs » xI, ..., x/, ..., z%

Nous supposons que ces p - 1 caractéres sont observés
sur le méme ensemble de n individes, chaque individu étant
muni da poids p; >0 avee : Zp;=1,

Il s’agit de trouver uns combinaison linéaire des p caracidres
explicatifs

E=ax ... Fayxi .. fapx?

telle que ¥ soit le plus proche possible de y au sens de la distance
dans I'espace des caractéres {critére des moindres carrés),
Nous allons maintenant présenter géométriquement le pro-
blame de la régression multiple.
Chacun des p 4 1 caractdves peut 8tre représcnté par mn
vecteur de R" :
b4 ]

y=|¥% |cR® et xi=|4xf [eR? j=1,...,p

Yn xf.

On suppoee que ces p - 1 caractéres sont centrés :
n )
Ean=0 Bpsd=0 j=1..p

Nous considérons le sous-espacs vectoriel W de R” engendré
par les combinaisons linéaires des caractéres x/ :

EEWet=gx+ ... tox'+ ... +axf
Nouns supposons par la suite que la dimension de W est

égals & p, ce qui revient & dire que les p caractdres x/ forment
une base de W, ou encore que le rang de la matrice :

al...xf...xp
Xpp = x}x{xf
xh k2P

ent égal A p.
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En notation abrégte, on pose :
W = {¢e R"/§ = Xa,ac R}
Comme en analyse en composantes principales, nous sup-

posons que l'espace des caractéres est muni du produit aca-
laire associé & la mattice diagonale des poids :

Pa.. o

D= Py

P
Py

Sur P'espace des caractires centrés, on a vu que le produit
scalaire ot la covariance sont identiques :

‘x’ D!k = 84k
de méme la norme et la variance :
lixf|[* = 2}
La distance ontre deux caractéres est domnée par :
d3(xf, x¥) = ||xf — =¥
H{x! — x*) D(xf — x¥)
Dans l'espace des caractéres on peut schématiquement re-
présenter WC R® et y€ R" par la figure suivante ;

Y

Yaw )

y€ R" est douné, on cherche €W tel que Ia distance
entre y et [ soit minimum, le critire des moindres carrés
peut donc s'écrire :

1 -t B
jin ¥y —&ll
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Dans la suite, nous noterons ¥ le point de W le plus proche
de y : ¥ est lo projection orthogonals do y sur W.

B) Recherche du projecieur orthogenal sur W, — Nous appe-
lons projecteur orthogenal sur W I'application linéaire de R”
dans R" faisant correspondre & tout vecteur de R"™ sa pro-
jection orthogonale sur W,

Notons A la matrice de cette gpplication :

y>Ay=7F
avec {y— §)Dy =0 (orthogonalité).

Nous allons maintenant veir comment A peut étre construit
& partir des vecteurs x', ..., x/, ..., x”, base de W,

Tout vecteur (€ W peut e"écrire sous la forme : § = Xa,
en particulier ¥ €W, pour lequel nous posons : ¥y = X&.

y— ¥ doit &tre orthogonal & tout vectenr de W, donec,
en paruculler, aux vecteurs de base On a par conséquent
p équations : fxf Dy—¥)=0, j=1,...,p ou encore,
puisque ¥ =X&, j=1,...,p :

liDy = 21 DX&, fj=1,2,...,p

Ces p équatione s'écrivent sous la forme d™mne seule équa-
tion matricielle :

X DX3 = XDy

Puisque rang (X) = p, la matrice X DX est inversible
et, par conséquent :
i = (X DX)"1!{X Dy
Le vecteur @ contient donc les p coeffxclents de la combi-
naison linéaire y=3a;x*+ ... + a,x + ...+ @xPeW
la plus proche de ¥
De P'expression de &, on déduit 'expression de ¥ = X& :
¥ = X(X DX) !X Dy

La matrice X(*X DX)~1!X D fait donc correspondred y sa
projection orthogonale sur W. On en déduit I'expression de At

A =X(X DX)~1{X D

C) Recherche de la droite de W faisant un angle minimum, —
Nous allons maintenant montrer qua ¥ est un vecteur de W
faisant un angle minimum avec

En effet, Ty”’ = ||y—- J]' + [[¥]]* d’aprés Pythago
Minjmiser ||y — ¥]|® revient donc & maximiser || ¥ ||? puisque
|l7|* = constante,
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¥ est donc le vecteur do W maximisant :
sre oy LTI
0 9 =y

et, par conséquent, faisant I'angle minimum avee y.

Remarquons enfin que, puisque nous avons considéré que
les vecteurs y et x/, j =1, ..., p, étaient centrés, le cosinus
entre y et ¥ peut s'interpréter comme le coefficient de cor-
rélation entre les caractéres y et ¥.

2. Recherche des caractéres canoniques.

A) Présentation géoméirique. — Revenons main-
tenant au probléme de Ianalyse canonique. Nous
disposons maintenant de deux ensembles de carac-
téres x!y, ..., ¥, ., X ety L,V ., T

De méme qu'en régression multiple, nous sup-
posons que ces p | g caractéres sont ochservés sur
le méme ensemble de n individus munis de poids

n
p>0,i=1,...,n avee X p,= L
i=1

Nous supposons également que les p - ¢ carac-
téres sont centrés.
Chacun des p + ¢ caractdres peut étre représenté

par un vecteur de R :
ot

x) = | af R,

=] k=19

\¥a
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Aux vecteurs x* et y* nous associons respecti-
vement les sous-espaces vectoriels de R® W, et W, :

W, = {E ¢ R"/E = Xa, a € R?}
W, ={n €R"/n=7Yb,becR}

ot X, et Y,, sont les matrices contenant respecti-
vement en colonnes les vecteurs x¥, j=1,...,p
ety k=1,...,q.

Les vecteurs x? (et y*) étant centrés, les sous-
espaces vectoriels W, (et W,) contiennent des vec-
teurs centrés, combinaisons linéaires de vecteurs
centrés,

La encore, nous supposons que les x! (les y*)
forment une base de W, (de W;) et donc que :

dim (W,) = p, dim (W,) =¢
rang (X) = p, rang(Y) =g¢

Géométriquement, le probléme de I’analyse cano-
nique peut étre formulé de la fagon suivante :
Il g’agit de trouver Ee W, et e W, tel que:

cos® (n, E) = ri(E, n)

soit maximum.

Remarque : On n’a pas supposé que les carac-
téres x! et y* étaient réduits. En effet, W, et W,
sont invariants lorsque les vecteurs de base sont
multipliés par un scalaire et, par conséquent,
cos? (1), E) ne dépend pas de la norme des vecteurs
de base. On pourra par conséquent considérer des |
vecteurs centrés ou centrés réduits, ’angle entre 3

E=Xa et n="TYb sera le méme. En pratique, }

on effectue généralement les calculs sur des carac-
téres centrés et réduits,
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B) Recherche des caractéres canoniques. — Suppo-
sons que les caractéres E! et v! soient solution du
probléme,

Puisque 'angle entre § et v ne dépend pas de
leur norme, on suppose que |[E|| =|[q]||=1.

7! doit étre colinéaire avec la projection ortho-
gonale de E! sur W, qui est le vecteur de W,
faisant un angle minimum avec §, d’aprés le para-
graphe 1I.1.C.

Cette condition s’éerit :

A =nm

ol r; = cos (El, n!) et olt A, est l'opérateur de
projection orthogonale sur W,.
On a de méme :

An=nE
On déduit de ces deux équations le systdme :
A A B =0
A Ayml=12n!
ot A, = r} = cos® (B, 0').
On en déduit que E* et ' sont respectivement
vecteurs propres (g;s opérateurs A; A, et A, A, as-
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sociés 4 la méme plus grande valeur propre 3.
égale & leur cosinus carré (i leur corrélation carrée).
Les caractéres E* et ! se déduisent 'un de

.

Pautre par une simple application linéaire :

0= A, B
x/al
El — L Al nl

VA

Les caractéres canoniques suivants sont les vec- |
teurs propres de A; A, (resp. Ay A)) associés aux
valeurs propres rangées en ordre décroissant. On |
peut en effet montrer que les vecteurs propres
de A; A, sont orthogonaux pour D et que, par §
conséquent, cos® (E‘ E) = coe? (v}, ') = 0 lorsque §
i #j. A chaque étape, on chms_lt le couple de
caractéres canoniques §', v associé & la plus grande
valeur propre A; non encore sélectionnée.

On remarque que le nombre maximum de carac-
téres canoniques est égal 4 min (p, g). En effet, en
supposant que p < g, les E' i=1,...,p, for-
ment une base de W, et il n’est pas possible d’ob-
tenir d’autres vecteurs appartenant 4 W, et ortho-
gonaux aux E'.

C) Recherche des facteurs canoniques. — Nous avons
vu que, puisque & € W,, E peut s’écrire comme une

combinaison linéaire des caractéres x1, ..., x¥ :
E=ao x4+ ...+ ayxf 4+ ... +a,x?
ou encore, en posant ‘a = {s;,...,a,)

E= Xa
De méme n=Yb
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Les facteurs canoniques a et b peuvent &tre calculés
directement.
En posant :

A = XX DXy 1¥XD
A, =YEYDY)1YYD
et en remplagant dans Jes équations donnant § et n il vient :
XX DXy X DY(Y DY)y 1Y DXa = XXa
Y(Y DY)~ 1Y DX{¢X DX)~ X DYh = AYb

posons :
Vyy =X DX
Vo =Y DY

Vi =X DY =V,

Nous avons déja vu que Vy; était identique A la matrice
de variance-covariance des caractéres x/, de méms V,, est
la matrice de variance-covariance des y*, Enfin Vy; contient
les covariances entre les x/ ot les y*.

Les équations précédentes se simplifient :

XVi'Vy Vil Viya = 3Xa
YV Va Vii' Vi b =AYb
Puisque les applications X et Y szont respectivement de

rang p et ¢, on peut simplifier les équations précédentes qui
deviennent :

VulVu Va!Vya=2a
ValVy Vil Vb =2b
Nous avons ainsi une maniére de calculer les facteurs cano-
niques comme vecteurs propres de produits de matrices de
covariance (1).

Les conditions de normalisation || 2|2 =||n][®=1 de-
viennent :

gDt ='a‘X DXa=aVa=1
nDn =Y DYb ="V, b=1

(1) En pratiquse on utilisera les matrices de corrélation A Ia place
des matrices de covariance, ce qul ne modifle pas les résultats,
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Enfin a et b se déduisent I’un de l'autre par transformation
1 1 ]
linéaire : v = —— A, & dovient Yb = — Y(Y DY) 1Y DXa

et ¢n simplifiant :
1
b= — P l'V a
vl 23 21
de méme :

1
a =\—7§V11! V"b

On recherchera d’abord a 8i p < g pour travailler sur la ]

matrice de plus faible taille, et on en déduira ensuite b.

III. — Les résultats et lenr interprétation

En introduction, nous avons souligné les diffi- §
cultés rencontrées dans l'utilisation de I’analyse }
canonique. Toutefois, sur I’exemple des sauteurs de 3§
Thomas, nous allons tenter d'interpréter les résul-

tats obtenus.

Les caractéristiques des caractdres étudiés étaient

les suivantes :

Moyenne Ecart type
TAIL 178 6,1
POID 72,5 1,6
Premier |DTH 261 15,7
gronpe | DTV 65,5 5.1
FIAM 109 17,8
YIT 33,5 1,3
SAUL 583 39,1
3SAU 11,4 0,9
NSAU 10,1 1.8
Deuxitme | NELA 9,9 1.8
groupe NIMP 10,1 1,1
NSUR 10 1,7

-
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Moatrice des corrélations du groupe I = V|
TAIL. POID DTH DIV FJAM VIT SAUL 38AU

ITAIL 1,00

PiID 0,77 1,00

nTH 0,51 0,27 1,00

v 0,16 0,04 0,62 1,00

P1AM | 047 074 0,36 0,23 1,00

VIT  [—0,23 — 0,09 —043 —0,33 —0,05 1,00

UL | 029 005 059 039 006 —0,63 1,00

=AU 0,31 —0,02 0,64 0,47 —0,05 —054 067 1,00

Mairice des corrélations du groupe 2 = V,,

NSAU NELA NIMP NSUR
NSAU 1,00
NELA 0,33 1,00
NIMP 0,80 0,79 1,00
NSUR 0,82 0,69 0,77 1,60

Matrice des corrélations du groups 1 avec le groupe 2 =V,,

NSAU NELA NIMP NSUR
TAIL 0,03 0,08 0,05 — 0,05
POID —0,19 — 0,20 — 0,10 —0,18
DTH 0,31 0,38 0,42 0,18
DTV 0,23 0,24 0,26 0,06
FJAM — 0,09 — 0,07 0,03 —0,11
VIT —0,53 — 0,58 — 0,57 — 0,41
SAUL 0,75 0,71 0,68 0,61
3SAU 0,58 0,50 0,63 0,43

On remarque que les caractéres SAUL et 3SAU
sont bien corrélés entre eux et aux différentes notes
du jury. A part cela, I'examen des corrélations
nous apporte peu de renseignements, On calcule
ensuite les facteurs canoniques. Dans cet exemple,
on a au plus quatre couples de facteurs associés &
une valeur propre positive,
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Les corrélations canoniques sont reportées dans
le tableau suivant.

Valsur propre Corrélation canonigue
1 0,707 0,841
2 0,309 0,556
3 0,177 0,421
4 0,060 0,246

Nous n’avons pas reproduit les coefficients des 7§
facteurs canoniques, dont l'interprétation est diffi- |
cile compte tenu des différences d’échelle de mesure
entre caractéres.

Par contre les corrélations entre caractéres ini- |
tiaux et caractires canoniques sont plus aisément
interprétables. Celles-ci sont reproduites dans le
tablean suivant,

Variables canoniguss du groupe 1

Et g g2 &4
TAIL 0,073  —0,025  —0,355 0,330
POID — 0,208 0,200 —0,181 0,081
DTH 0,468 0,197  — 0,666 0,117 §
DTV 0,324 0,183  —0,464 0,648
FJAM — 0,061 0,328  —0,354  —0,014
VIT —0,705 0,012 0,404 0,106
SAUL 0,918  — 0,066 0,013 0,094
38AU 0,741 0,436  —0,169 0,203
NSAU 0,809  —0,027 0,102 0,029
NELA 0,768  —0,091  —0,091  —0,033
NIMP 0,762 0,174  — 0,052  —0,063
NSUR 0,667 —0,013 0,184  —0,104
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Variables canoniques du groups &

-nl ni T‘S .ql
NSAU 0,962  —0,049 0,243 0,117
NELA 0913 —0318 —0217 —0,138
NIMP 0,906 0,313  —0,124  —0,256
NSUR 0793 — 0,023 0,437  — 0,423
TAIL 0,061  —0,014  —0,149 0,081
POID — 0,175 0161  — 0,076 0,020
DTH 0,394 0,109  — 0,280 0,029
DTV 0,273 0,001  —0,195 0,159
FIAM  —0,051 0,082  —0,149  — 0,003
VIT —0,593  — 0,006 0,170 0,026
SAUL 0772  — 0,036 0,005 0,023
3SAU 0,623 0,242  —0,071 0,072

On constate que E! est fortement corrélé aux
variables de performance, SAUL et 3SAU, tandis
que 7' est corrélé aux quatre notes du jury. Dans
une moindre mesure, 2 semble corrélé & FJAM
et 4 35AU, tandis que n? est corrélé & NELA et
a NIMP.

x)

pd
al
/
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79




Compte tenu de la faiblesse des corrélations on
ne retiendra cette interprétation qu’avec prudence, |
de plus I'examen de V;; ne semble pas la confirmer
de fagon évidente.

L’ensemble des caractéres initiaux peut &tre re-
présenté sur les plans des deux caractéres E! et &2
(ou %, 3.

La coordonnée d'un caractére normé x’ (ou y*)
est donnée par le cosinus entre x’ et E! ou E2

On obtient le graphique suivant :

52

FJAM
POIDe *

A part les Liaisons entre les performances (SAUL,
3SAU) et les notes qui apparaissent nettement sur
le premier caractére canonique, aucune autre liaison
n'apparait nettement. La vitesse semble s’opposer
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aux performances et aux notes, le triple saut
semble plus lié & la note d’impulsion qu’a la note
d’élan. Ces quelques résultats auraient pu étre
obtenus en examinant de plus prés les corrélations
entre caractéres.

IV. — Conclusion

L’intérét de l'analysc canonique réside ecssen-
tiellement dans ses aspects méthodologiques. Nous
avons vu que la régression multiple pouvait &tre
considérée comme un cas particulier. Par la suite,
nous verrons qu’il en est de méme pour I'analyse
des correspondances et I'analyse factorielle discri-
minante.

De plus, J. D, Carroll (1) a proposé une géné-
ralisation de l'analyse canonique & l’analyse de
plus de deux groupes de variables.

Le principe de cette généralisation est simple.
On dispose de m ensembles de caractires numé-
riques centrés représentés par les tableaux X,,
KXoy ooy Xiy ooy X, soit W, le potentiel de
prévision associé & X,. On recherche un nouveaun
caractére z € R® maximisant la somme des cor-
rélations :

L
2 cor? (z, E))
i1
ol EEEWP
On montre aisément que % est solution de

m
(ZA)z=y=z
i=1
{1} J. D. Canrorr, A generalisation of canonical eorrelation anas

lysis lo three or more sefs of varlables, 76th Conventicn American
Psychological Association, 1968,
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Dans le cas ol m =2, on obtient le schéma
suivant au carré : i

Wi

W2

Z est colinéaire i la bissectrive de E! et ql
L’analyse canonique généralisée présente trois
cas particuliers intéressant : '

— J’analyse canonique simple dansle cas ot m =23 |

— P’analyse en composantes principales dans le cas |
ol il n'y a qu'un seul caractére par groupe; |

— Panalyse des correspondances multiples dans le |
cas ol les tableaux X, sont des tableaux de
variables indicatrices (1).

(1; Ces résultats ont été exposés dans la thése de G, SAPORTA |
(1975) portant sur 'é¢tude des Liafsons enire plusisurs ensembles '
de variables ¢t codage des données gqualifaiives, i
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CHAPITRE V

L’ANALYSE FACTORIELLE
DES CORRESPONDANCES

Proposée dans les années 60 par J.-P. Benzécri
pour I’étude des tableaux de contingence (croise-
ment de deux caractéres nominaux), I’analyse des
correspondances a été étendue par la suite au cas
d'un nombre quelconque de caractéres. Par ses
propriétés mathématiques et la richesse de ses
interprétations, l’analyse des correspondances est
devenue la méthode privilégiée de description des
données qualitatives. Elle constitue en particulier
un des outils les plus puissants pour le dépounille-
ment des enquétes.

Nous étudierons d’abord 'analyse des tableaux
de contingence avant d’aborder I’analyse des cor-
respondances multiples.

I. — Présentation de la méthede

Comme nous I'avons vu au chapitre premier, un
tableau de contingence, ou tableau croisé, est un
tableau N d’effectifs n,; correspondant 2 la venti-
lation des individus selon deux caractéres qualitatifs.

Ainsi le tableau suivant donme la répartition

des n = 202 100 baccalauréats délivrés en 1976
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¥8

o] by 5 & § X g 3 an E
2 8| wefE| =2F| oF Es| Ful Pu|
gl 23| Fe ug| 3 2l g% 3
] & ] g a H & E - 2
pf| 25| S88| z85| 5B E¥| 5g) i2%| B
TH it B iR i at wid il 55|08 &
g &l 0 LDIERIMES |05l SImEE B
Nombre de baccaleuréats (1976)
Te-de-France 9 724] 5650| 8679 9432 8391 3353| 5355 83 43 118
Champagne-Ardennes 924| 464 567 984 132 423 736| 12 4 242
Picardie 1081 490 B30 1222 118 410 743 13 4 907
Haute-Normandio 1135| 587 686 904 83 629] 813| 13 4 850
Centre 1482 667 1020 1535 173 629 9891 26 6 521
Basse-Normandie 1033 509 553 1063 100 433 742 13 4 446
Bom-gogne 1272 527 861 1116 219 769 1232 13 6 009
Nord - Pas-de-Calais 2549| 1141| 2164 2752 587 | 1660 1951 41 12 845
Lorraine 1828 681 1364 1741 302 | 1289 1683 15 8 903
Alsace 1076 443 880 1121 145 917 1091 15 5 688
Franche-Comté 827 333 481 892 137 451 618 18 37157
Paya de la Loire 2213 B09( 1439 2 623 269 990| 1783 14 10 140
Bretagne 2158 1271 1633 2 352 350 950| 1509 22 10 245
Poiton-Charentes 1358 503 639 1377 164 495 959 10 5 505
Aquitaine 2 757 873 1466 2 296 215 789( 1459 17 9 872
Midi-Pyrénées 2493] 1120 1494 2329 254 855| 1565 28 10138
Limousin 551 297 386 663 67 334 378 12 2 688
Rhéne-Alpes 3951 2127 3218 4743 §45 | 2072} 3018/ 36 | 19170
Anvergne 1 066 579 724 1239 126 476 649; 12 4871
Languedoc-Roussillon 1844 B16| 1154 1339 156 469 993 16 7 287
Provence-Alpes-Cote d’Azur| 3944 1645 2415 3 616 343 | 1236| 2404 22 15 625
Corse 327 al a5 178 9 27 79 0 736




selon la région (p = 22 modalités) et la section
(q’ =8 modalités).

Les deux caractdres ne sont visiblement pas indé-
pendants car on s’apergoit aisément que })a répar-
tition des baccalauréats selon la eection différe no-
tablement d’une région a I’autre. Le probléme est
alors d’analyser la structure de cette dépendance
et d’en faire ressortir les traits principaux.

Remarquons tout d’abord qu’un tableau de
contingence peut se lire de deux manidres diffé-
rentes : selon ses lignes ou selon ses colonnes. Cela
répond A deux préoccupations différentes.

a) Si on désire savoir pour chaque région com-
ment se répartissent les bacheliers selon les diffé-
rentes sections on calculera les pourcentages en
ligne en divisant les effectifs n;; de la ligne n° i
par le total n,, de la ligne.

On obtient ce qu’on appelle Ies profils des lignes.
Le profil de la région Lorraine est ainsi le suivant :

IORR(n %) A B € D E F G H
205 7,6 153 19,6 3,4 145 189 02

Ce profil est & comparer avec la répartition des
baccalauréats toutes régions confondues appelé pro-
fil marginal.

Ensemble desré- A B C D E F G H
gions {(en %) 22,6 10,7 16,2 22,8 2,6 9,7 152 0,2

On constate en Lorraine une swrreprésentation
des bacs techniques E, F, G, et une sous-repré-
sentation des bacs classiques par rapport & la
maoyenne nationale.

Le profil marginal est aussi le ]Lroﬁl moyen c¢ar
il est la moyenne des profils des lignes pondérées
par le poids n; de chaque ligne.

b) Si réciproquement on veut savoir de quelle
région proviennent les bacheliers de chaque section
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on oalculera les profils des colonnes en divisant les |
effectifs n;; de fa colonne j par n; total de la}
colonne. ‘

Ausgsi le profil du bac A est donné dans le tableau §
suivant (en %) :

Bac  Tous bacs Bae  Tous bacs
confondus A confondus
ILDF 21,3 21,3 PAYL. 49 5
CHAM 2 2.1 BRET 4.7 5,1
PICA 2,4 2.4 PCHA 3 2.7
HNOR 2,5 2.4 AQUI L] 49
CENT 33 3.2 MIDI 5,5 5
BNOR 2,3 2,2 LIMO 1,2 1,3
BOUR 2,8 3 RHOA 8,7 9,8
NOPC 5,6 6,4 AUVE 23 2,4
LORR 4 4,4 LARO 4 3,6
ALSA 2.4 2,8 PROY 8,7 1,7
FRAC 1,8 1,9 CORS 0,7 0,4

Ce profil doit 8tre comparé au profil marginal i
des 22 régions, tous baccalauréats confondus, qui |
mesure la part prise par chaque région dans ]a -
« production » nationale de bacheliers.

On constate ainsi qu’il provient nettement plus |
de bacheliers A de ‘il: Provence, du Languedoc-
Roussillon et du Midi-Pyrénées que ne I'explique |
la seule importance numérique de ces régions. [

Si on appelle D; et D, les matrices dingonales des effectifs }
marginaox :
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le tableau renfermant les p profils des lignes est le produit
matriciel ;

o - (4
Le tableau des profils des colonnes est le produit matriciel
N D,_" = (52)
n,j

Deux approches sont alors concevables selon qu'on s’inté-
resso aux lignes ou aux colonnes de I¥ : ai on s’intéresse anux
lignes de IN on peut coasidérer le tableau Dy N des profils
de ligne comme un tableau individus-caractéres particulier
et effectuer une analyse en composantes principales. Les
« individus » de cette analyse sont les profils des lignes munis

u,...

dispersion du nuage des p profils dane RY antour de leur
centre de gravité qui n’est autre que le profil marginal

. M. M. n:p- ] N Py .
des poids 5T e . L'AcP revient alors & étundier la

n'n

compte de I’écartement entre les nyfn;, et les n,;fn, ce qui
est une facon d’analyser la dépendance entre les deux carac-
téres qualitatifs,

Inversement, si on s'intéresse aux colonnes de N, ¢'est le
tableau N Dzl ou plutht son transpesé Dyi'N qui jouera
le role de tablean « individus »-caractires : on étudie alors
la configuration des g profils des colonnes dans RP.

ny B, n,
(—l R —-g) en d'autres termes on cherche & rendre
n

Cependant, pour effectuer I'une ou I'autre de ces
deux Acp, il faut choisir une métrique pour caleuler
les distances entre profils et ce choix (la métrique
du y2) peut ne pas apparaitre naturel d’emblée,
De plus, en ne considérant que les profils on perd
de vue les données de base qui sont les n individus
déerits par deux caractires qualitatifs. C’est pour
ces raisons que nous préférons I’approche suivante
utilisant la mise sous forme disjonctive des données
qui, de plus, se généralise aisément pour plus de
denx caractéres.
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Rappelons que cette opération consiste & éclater chadue
caractdre qualitatif en autant de caractires numériques (pre
nant uniquement les valenrs 1 et 0) qu'il y a de modalités
Ainsi dans notre exemple le caractére « région » est représent
par un tableau X; A n lignes et 22 colonnes et le caractérg]
« section » par un tablean X, & n lignes ¢t 8 colonnes '

Région Section
1 2...22 1 2...8

1

Xy=¢[(0 1060...0 Xz=1 |1 00 0

& -

L'individu i est un bachelier A de la région Champagne~
Ardennes. Que le lecteur se rassure : il n’est évidemment:
pas question de manipuler réellement les tableaux X; et Xj
qui ont ici 202 100 lignes | Le seul tableau que 'on manipule
est en fait le tableau de contingence N qui est lié aux ta{
bleaux X, et X; par la formule :

N =X, X,.

La mise sous forme disjonctive des données n'est qu’tme
présentation mathématique commede dont lintérét est [
suivant : on voit que I'stude de Ia liaison entre deux caractires
qualitatifs n’est autre que I'étude des dépendances entre denxy
groupes de caractires numériques trds particuliers : les indi=%
catrices des modalités de chaque caractdre qualitatif, Or I'ana<}
lyse canonique étudiée aun chapitre précédent est précisémen
la méthede d’analyse des liaisons entre deux groupes de
caractéres numériques. f

L'analyee factorielle des correspondances consiss
tera donc dans I’application de I'analyse canoniqueé]
au cas particulier de deux tableaux disjonctifs.

II. — Propriétés mathématiques

1. Analyse canonique des deux tableaux d’indica<}
trices X; et X,, — On sait que I'analyse canonique}
revient a chercher les couples de caractéres ca-§
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noniques (E, n) les plus corrdlés possible. On a
E=X,a et n=X,b oiaeth sont les facteurs
canoniques.

Examinons pour g & quoi revient cette opération
lorsque X, est un tableau d’indicatrices et prenons
pour fixer les idées le tableau suivant & 6 lignes
ot 3 colonnes :

100 %\
100 @
o
010 a
Xi=low| *~ ("“) 5= a:
001 & ay
001 \a,

le caractére E est alors un caractére numérique pos-
sédant les propriétés suivantes : il n’a que trois
valeurs distinctes a,, a, ou @, et deux individus
ayant la méme modalité prennent sur § la méme
valeur numérique. Le caractére E réalise donc la
transformation du caractére qualitatif en un carac-
tére numérique ; on a effectué ainsi une gquantifi-
cation (certains auteurs parlent aussi de « codage »)
du caractére qualitatif initial.

Effectuer 'analyse factorielle des correspondances
de N ou I'analyse canonique de X; et X, revient
dono a chercher la quantification optimale des deux
caractéres qualitatifs en ce sens que et y sont
les plus corrélés possible (la prévision de l'un par
Pautre est alors {)a meilleure possible).

En analyse canonique normale on travaille sur
des tableaux X, et X, de caractéres centrés : ici
cependant les valeurs 0 et 1 signifiant présence ou
absence d’une modalité, en faire la moyenne n’a
guére de sens. On travaillera sur les tableaux d’in-
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diecatrices X, et X, non centrées, ce qui ne pré- |
sente aucun inconvénient mathématique bien au
contraire : en effet la somme des indicatrices dun,.
méme caractére vaut toujours 1 (une modalité et
une seule est prise par un individu), la somme des |
vecteurs colonnes de X, est alora égale & la somme |
des vecteurs colonnes de X, : ¢’est le vecteur 1 dont §
toutes les composantes sont égales & 1.

Les espaces W, et W, ont donc en cornmun le vecteur 1

qui apparaitra sutomatiquement comme premidre solution,
dite « triviale », de I'analyse canonique avee la valeur propre L

=1=n"=1
5i p < ¢ il ya(p — 1) couples de caractéres canoniques non
triviaux ( —1si p > g) (¥, n); (€30%); ... 5 (8075 nP 1)

qui gont orthogonaux a §% = n0 =1 : &tre orthogonal & 1

signifie alors que les & ot lea ¥ ont une moyenne nulle :

ce sont donc des caractéres centrés ; il n’était donc pas néces-
saire de centrer lea tableaux X; et X,. :
Les facteurs canoniques a sont solation de 1'équation :

Vil V, Vil Vya=la
ou V‘j = 'X,' DXJ'
En analyse des correspondances on supposera gue les poids

des n individus sont tous égeux 3 lfn, donc D = = I.

On voit alors qua Vy, = :—;‘Xl Xg3 V4 est donc égal au
tableau de contingence normalisé = N.

Comme on le constate aisément, Vy; et V,, ne sont autres
que les matrices diagonales des profils marginaux Vy, = % D;.

La matrice V5!V, 12 1 est autre alors que le tableau des
profils des lignes D * N. La matrice V,, Ve % est la transposée
du tableau des pmflls des colonnes {(N Dy 1)

On trouve de mémeo les facteurs canoniques b en cherchant
les vecteurs propres de V'V, V' Vi, = D7V IN D7 IN

Les facteurs de I'analyse des correspondances sont
donc les vecteurs propres du produit des deux tableaux
de profils.
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Entre les factours b et les facteurs a existe la
relation :

b= — Vg Vya

Vi
soit ici :

b=-1 D-'Na et a=-L D' Nb
A A

VA

Ces formules sont appelées « formules de tran-
gition ». Sous forme développée on trouve :

1 2&ny __l__qniib

Dans notre exemple, comme ¢=8 et p = 22
on cherchera d’abord les facteurs b et on en déduira
ensuite les facteurs a par la formule de transition.

La somme des valeurs propres posstde alors une
propriété intéressante :

NtMNF 2+ ... 4
=Trace Dy! NDj}'N= 5% 2 p,

i oy,

Puisque 2= 1 on trouve facilement que :

N
nﬁ — —n—- xg

n,, N, n
n

11+A3+.-.=Z§

ce qui n’est autre que la mesure de dépendance
du %? entre deux caractéres qualitatifs divisée
par n (voir chapitre premier).

Les valears propres A; étant les carrés des coeffi-
cients de corrélation canonique, les caractdres ca-
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noniques sont alora les couples de caractéres numé- J
riques expliquant par ordre décroissant la dépen-}
dance entre les deux caractéres qualitatifs du. !
tableau de contingence. i

2. Analyses en composantes principales des ta-'§
bleaux de profils. — Considérons le tableauz desi}
profils des lignes, soit sur notre exemple celui dos
pourcentages des différentes sections du baccalau-+
réat pour chaque région : nous avons un tableau
de 22 objets (les régions) décrits par 8 caractéresi!
{les pourcentages de chaque section). Pour effectuers
une ACP sur ce tableau il faut définir une formuledl
de distance entre objets, en d’autres termes uney
métrique.

A) La métrique du y®. — Cherchons par exemple |
Ia distance entre la région Lorraine (LORR) et la:}
région Ile-de-France (ILDF) dont le profil est :

IlDF(n%) A B C D E F G H |
22,6 13,1 20,1 219 19 78 124 0,2

En adoptant la métrique euclidienne usuelle on §
risque de favoriser les différences entre les sections’
a fort effectif ot des variations fortes sont fré- %
quentes et de négliger les sections & faible effectif !
telles E et H o on n’observe que de faibles varia- !
tions d’une région i I'autre. 1

Si on veut éviter ce phénoméne il faut pondérer 3
chaque caractére en tenant compte de son impor- b
tance sur I'ensemble des régmns i

On appelle métrique du % pour les lignes la |
métrique diagonale '

("f"d O )
M= J o =nDg?
C nmn,
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définie par I'inverse du profil marginal des colonnes
de N.

On pondére chaque « caractdre » par l'inverse de son impor-
tance sur 'ensemble des individus :

d n nij By 2
= A2 (-2
(e o) iSamg i\, m.
ainsi d;s(LOBR;ILDF) = 13,0 (1).
La distance du y* entre lignes posséde entre autres pro-
priétés celle de ne pas &tre modifiée si on regroupe deux

colonpes ayant méme profil,
On peut de la méme maniére définir la distance du ¥®

entre les profils des colonnes, par M, = nDy*

B) ACP des nuages des profils. — Appliquons au
tableau des profils des lignes le résultat du cha-
pitre IT « les facteurs principaux sont les vecteurs
propres de MV », La métrique M est ici n D73,
la matrice V est égale 4 ‘X DX (2) ol ici X est
le tableau des profils D! N et D la matrice de
poids D, .

En remplagant on trouve que :

MV = D;*'ND* N

Les facteurs principaux sont donc identiques aux
facteurs canoniques b.

Les composantes principales ¢ ou coordonnées des
profils-lignes s’obtiennent en prémultipliant b par le
tableau de données (¢ = Xu), soit ¢ = Dy Nb;
d’aprés les formules de iransition ¢ n’est done
autre que le facteur canonique ou principal a mul-
tiplié par v/A.

On s’apergoit alors que I’AcP du nuage des profils

(1) On powrralt en utilisant les distances du y* effectuer une
elassification automatique sur les Hgnes du tableair N, la métrigue
du y* éiant euclidlenne on utilisera alors la méthode des nuées
dynamiques ou la méthodo de Ward en classificatlon ascendante.

{2) Pour des raisons déja dvoquées plus haut on fait une analyse
en composantes principales sur les données non centrées.
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des lignes est équivalente 4 I'Acp du nuage
profils des colonncs : les factcurs principanx d’une

analyse sont & 4/ prés les composantes principales;
de l'autre et les valeurs propres sont les mémes:
I1 y a dualité entre les deux analyses.

Les valours propres que nous avions interprétées commel
des carrés de corrélation sont donc aussi des variances : leur
somme {d la valeur triviale prés) est égale & Dinertie totaled
de chacun des nuages de profils, |

On peut alors reconstituer le tableau de contingence i
I’zide de la formuale :

s = P [ 4 DRy 6]

oil les af et bf sont les composantes des k-itmes favteurs a®i§
ot b¥. 1

Les facteurs et les valeurs propres « expliquent » donc#
en quoi les ny s'deartent des ny, n,;/n, clest-A-dire pourquois
il n'y a pas indépendance entre les deux caractéres qualitatifst

de tablean N.
[~
]
/09 E

Une valeur propre non triviale égale & 1 indique que le &
tableau de contingence peut se séparer en denx sous-tableaux
en réordounant convenablement les lignes et les colonnes ds IN,

Un tableau de contingence diagonal (dépendance totale) &
ne fournirait que des valeurs propres égales 4 1. Dans le |
cns de I'indépendance entre les deux caractires, toutes les
valeurs propres A;, A,... seraient rigoureusement nulles.

2. Les représentations graphiques. — Elles cons-
titaeut les résultats les plus significatifs mais leur
dépouillement ne peut se faire sans précaution et
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il convient avant tout de bien comprendre leur
mode de construction, d’autant que diverses conven-
tions sont possibles.

A) Optique analyse canonique. — La premidre idée qui vient
i l"esprit consiste & projeter les indicatrices des modalités
des deux caractires sur le plan (g, %) ou le plan (s, n?)
afin d’obtenir une figure comparable & un cercle des corré-
lations. Mais ici les indicatrices n*étant ni centrées, ni réduites,
cette opération est dénuée de sens. La solution retenue est
en fait la suivante : la modalité i du premier caractére est
possédée par n;, individus ayant des valeurs différentes de &'
et £2; on convient alors de représenter la modalité { par le
centre de gravité de ces individus. On montre alors facilement
que les coordonnées du point représentatif de la modalité ¥
sont a}, ai‘, e d a{-‘. .. Par contre, pour le deuxi¢me caractdre
qualitatif, les coordonnées du point représentatif de la moda-
lité j sont : /3 b}, A/ A b3, -y VIR B

Sur le plan agsocic a ! et % on obtiendra une figure du type :

VA b i

\lxl b} B}
D’aprds les formules de transition on note qus :

P .y
Vigti= 2

i

Le point représentatif de la modalité j est donc barycentre
des points représentatifs des modalités du premier caractére.

Si on utilisa les caractéres (nl, n¥) a la place de (%, £%)
on sara une autre figure ol !la modalité i sera représentée
par le point {\/%, a;, /%, af) et la modalité j par (b;, bj).
Ce sont alors les s qui sont les barycentres des j.
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B) Optiqgue ACP, — Si on coasidére les profils des lignes®
comme des individus (1¥® Acp) il est naturel de représenter
les modalités du premier caractire par les coordonnées de '
ces profils sur les axes principaux. Or, les cormposantes prin.
cipales s’obticnnent ¢n multipliant les facteurs canoniques a* .

par A/ A : les modalités du premier caractére sont alors dis« §
posées selon la méme figure qu'avec la représentation auw
moyen des caractéres canoniques v*. (On peut alors repr
senter les modalités du deuxidme caractdre en éléments sup-
plémentaires comme centres de gravité des individns Jes ©
possédant.) |
Inversement la deuxidéme Ace sur les profils des colonnes
conduit & représenter les modalités du deuxi®me caractére ©
qualitatif selon la figure obteaue avece les €% On obtient alors
deux représentations séparfes des modalités de chaque
caractire, g
C) La représeniation simultanée usuelle. — Elle

consiste 4 représenter les modalités i du premier

caractére par les points de coordounées 4/%, a} ot |
les modalités j du deuxi®me caractére par les points

de coordonnées 4/, b : ceci revient a superposer |
les graphiques des deux Acp, opération dont la jus- §
tification mathématique est délicate dans le cadre .
de I’Acp puisqu’on mélange sur un méme graphique
des « individus » et des « caractéres », éléments §
d’ensembles différents. Dans l'optique canonique |
ceci revient & utiliser un compromis entre les deux |
représentations possibles, afin de sauvegarder la §
symétrie des réles joués par les deux ensembles de 8
modalités. A des coefficients prés ceci revient &

Et 4+ nb
=T,

On perd cependant ’'usage des relations barycen-
triques. !

Voici la représentation simultanée des régions et |
des sections des baccalauréats sur le plan prin- |
cipal (1, 2) qui représente plus de 80 %, de Pinertie
de chacun des deux nuages.

travailler sur des caractdres moyens z* =
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On constate alors que 1’axe 1 oppose I'Ile-de-
France A I’Alsace et la Lorraine d’une part; et
d’autre part les sections classiques (ABED) aux
sections techniques (EFGH). On met ici en évi-
dence un premier facteur de différenciation entre
régions : la spécialisation techmique ou classique.

Alas 2
%
ALSAE NOPC ©
MOF
LORRE) i ®
S HNOR,  RHOA| BAET
AUVE Ase 4
i) CENT * pacaA B%
FRAC CHAM o
M
BNOR &emov
PAYL LARO
AQUT
PCHA

Le simple examen du graphique ne suffit pas a
interpréter directement le deuxidme axe pour lequel
la variabilité est plus faible ; il faut recourir &
I’étude des contributions (voir plus loin). On cons-
tate alors que le deuxidme axe refitte I'opposition
entre les régions du Sud a forte proportion de
bacs A (littéraire) et la région Ile-de-%rance a forte
proportion de bacs C (mathématique). En se repor-
tant aux données, on vérifie que la Corse qui se
trouve en bas du graphique est la région délivrant
d la fois le moins de bacs C (11,5 %) et le plus de
baes A (44 %).

A condition qu’ils soient bien représentés sur le
graphique (voir les cosinus carrés), on peut inter-
préter la proximité entre deux meodalités d’un méme
caractdre comme étant une similitude de profil (dis-
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tance du y? faible). Ainsi I’Alsace et la Lorraine
qui occupent des positions voisines sur le plan prin-
cipal ont & peu prés la méme répartition des bacca-
lauréats. L'interprétation de la proximité entre une
modalité i d'un caractére et une modalité j de
I'autre est plus périlleuse : on peut seulement dire
que les individus possédant la modalité i ont le
méme centre de gravité que ceux qui posstdent la
modalité j. Souvent, mais pas toujours, cette proxi-
mité révele un trait caractéristique : ainsi le point
« Alsace » est trés proche du point « F » et c’est
effectivement en Alsace que 'on observe la plus @
grande proportion de bacs F (16,1 %) de mémeo §
pour le bac B et I'lle-de-France (13,1 %,); mais
bien que le point « E » soit pratiquement confondu
avec le point « Lorraine », c’est dans la région
Nord - Pas-de-Calais que la proportion en est la
plus grande (4,6 %, contre 3,4 %).

omme en ACP, I'origine des axes représente le
centre de gravité de ’ensemble des points : cette
notion se confond ici avec celle de profil marginal.
L'origine est donc la moyenne de la France a la
fois pour les régions et pour les types de bac.

3. L'étude des contributions. — Pour interpréter
correctement les graphiques, il fant comme en Acp
tenir compte, d'une part, de la proximité entre
points et plans principaux et, d’autre part, du réle
joué par chaque point dans la détermination d'un
axe, Les données étant qualitatives on n’utilise pas
ici les corrélations entre caractires et axes princi-
paux mais les contributions.

A) Contribution des points & linertie des axes, —
Les coordonnées des modalités sur les axes étant

Vi af et v/3 b:, Pinertie ), du k-idme axe peut
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se décomposer selon les modalités du premier ca-
ractére ou celles du second :

n=ZpVha) = 3 p, VA n"

La part de A, due i la modalité i est done p;,(af)?:
c’est la contribution de la modalité i & 'axe & (1).

Voici en pourcentage la liste des contributions des
points aux quatre premiers axes (voir tableau p. 99).

Pour interpréter les axes, on recherche les contri-
butions les plus importantes (en italique). L'inter-
prétation des deux premiers axes ayant été donnée
plus haut, nous n'y reviendrons pas. Afin que le
lecteur ne s’imagine pas que seuls deux axes ont
un intérét, examinons les renseignements apportés
par le 3¢ et le 48 axe. Il est courant en pratique
d’interpréter jusqu'a 5 axes.

Le 3¢ axe représente essenticllement le bac D et
met en évidence le réle particulier de la région
Haute-Normandie : on constate en retowrnant aux
données que cette région présente en effet le plus
faible pourcentage de bacs D (18,6 9).

L’axe 4 qui est lié aux bacs B et E isole la région
Nord - Pas-de-Calais caractérisée & la fois par un
trés fort pourcentage de bacs E et un faible pour-
centage de bacs B.

B) Proximités entre points et axes principeux (2).
— Comme en Acp on utilise le cosinus carré de
P'angle entre les « individus » ici profils ligne et les
profils colonne et ’axe principal pour mesurer la
qualité de la représentation dans les plana princi-
paux. La somme de ces cosinus carrés pour un
méme individu et sur tous les axes est égale & 1.

1} Souvent appelée im ment contribution absolue.
52; Impmpm:gent appe ée?rte:onudhutlons rolatives.
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masEgads

PCHA
AQUI
MIDI
LIMO
RHOA
AUVE
LARO
PROV
CORS

Cosinus carrés avec les axes

0,23
0.61
0,38
0,09
0,52
0,85
0,80
0,09

0,77
0,39
0,20
0,18
0,02
0,05
0,81
0,54
0,89
0,80
0,71
0,30
0,03
0,13
0,08
0,15
0,20
0,15
0,09
0,66
0,30
0,11

0,58
0,20
0,51
0,28
0,03
0,11
0,06
0,03

.21
0,13
0,07
0,02
0,16
GISB
0,00
0,19
0,03
0,07
0,06
0,35
0,17
0,78
0,73
0,63
0,04
0,26
0,00
0,31
0,61
0,63

0,14
0,01
0,02
0,53
0,14
0,01
0,01
0,07

0,02
0,12
0,22
0,36
0,12
0,03
0,07
0,03
0,07
0,07
0,08
0,10
0,38
0,05
0,11
0,00
0,14
0,39
0,47
0,03
0,05
0,11

0,02
0,13
0,06
0,00
0,17
0,00
0,04
0,00

0,00
0,19
0,03
0,33
0,00
0,48
0,00
0,21
0,01
0,01
0,00
0,00
0,02
0,01
0,07
0,05
0,10
0,03
0,08
0,00
0,00
0,10

On vérifie ainsi que 'axe 3 est bien caractéristique
du bac D, tandis que le bac H est mal représenté
par les 4 premiers axes : sans doute forme-t-il a
lui seul un axe ultéricur.

I1I. — L’analyse des correspondances multiples

1. Les données, — On reléve sur n individus non
plus deux mais p caractires qualitatifs. C'est en
particulier le cas des enquétes par questionnaire od
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chaque question définit un caractére dont les moda-
lités sont les différentes réponses possibles (une §
seule réponse pouvant étre donnée a une question).

Ainsi dans unc enquéte (1) portant sur les films
regardds a la télévision en 1978 6 083 individus (des
téléspectatours) sont déerits par p = 92 caractires,
totalisant 298 modalités : 72 concernent des films
ct comportent 3 modalités (non vu, vu en totalité,
vu particllement), les 20 autres caractérisant 'intex-
viewé (dge, nivean d’instruction, région d’habi-
tation, etc.).

A chaque caractére j on associe alors I'ensemble
des indicatrices de ses m; modalités : les données

constituent alors le tableau disjonctif X a n lignes 8

et my + my + ... + m, colonnes :
1
2

X=. X.1X2 ...X,...X,

n

2. La méthode. — L’analyse des correspondances

« simples » consistait a4 appliquer ’analyse cano-
nique & deux tableaux d’indicatrices. Puisqu’il y a
maintenant p tableaux d’indicatrices, on utilise la
généralisation de I’analyse canoniqus proposée par
J. D. Carroll (voir chap. IV, fin} qui consiste &

représenter les individus au moyen de nouveaux
caractéres z!, z2..., solutions de I’équation :

P
2 Az=pz
=1

(1) Les résultats utllisés fel sont reproduits avec 1'atmable auto-
risation du Centre d’Etudes d'Oplnlon (maison de Radio-France)
chargé des enquédtes d'audience auprés des téléapectatours. Cette
étuds a é16 réalisée par D. Ralmondi st C. Chappe.
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Pour des tableaux d’indicatrices, cette générali-
sation posstde la propriété remarquable suivante :

Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres
de DA, revient & effectuer une analyse des correspon-
dances sur le tableau disjonctif considéré comme un
tableau de contingence.

De manigre précise, si on effectue 'analyse des correspon-
dances sur X, les coordonnées des individus-lignes sur les
axes prineipaux et les valeurs propres associées sont les vec-

1 »
teurs propres et les valeurs propres de = 421&'

La démonstration se fait en recourant i I"écriture explicite
des projecteurs A; :

Aj = X@HDX) XD
On vérifie alors sans difficulté que}lJ ZA; est identique au

produit de deux tableanx de profils associés 3 X (voir II, 2 de
ce chapitre), L’analyase des correspondances multiples revient
donc a effectuer une analyse des correspondances formelles
sur le tableau disjonctif X, bien que ce ne soit pas un vrai
tablean de contingence, ce qui permet d'obtenir des représenta-
tionss imultanées de toutes les modalités de tous les caractires
en projetant les points-colonnes de X sur les plans principaux.

Les caractires z ont pour propriété de rendre maximale
la somme des carrés des rapports de corrélation avec les
p caractéres qualitatifs. %n’(z, %) est maximal.

Si on se souvient qu'en AcP normée (M = Dy} les compo-
santes principales ¢ rendent maximales X r(e,x'), on voit
alors que I'aFc multiple est 'équivalent d'une Ace ol lea
p caractdres seraient qualitatifs.

On représente alors les modalités des p caractéres par les
centres de gravité des individus qui les pessédent. Les résnltats
8’interprétent comme ceux d’une analyse des correspondances
ordinaire, & ceci prés que la notion de part d'inertie expliquée
perd de son intérét car dans ce type d'analyse les valeurs
propres ne représentent toujours qutune faible partie de la trace.

En 6tant la valeur triviale 1, Pinertie totale . vaut

# = Trace 1 EA,-) —1 soit ; 2 Trace A;—1. La trace
da A; valant m; (son xang) on trouve J =%’ Zm;—1, c'est-a-
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dire le nombre moyen de modelités moins 1. Chaque valeur
propre étant Inférieurs A 1, ls premier facteur représente une
part d’inertie nécessairement inférieure a I'inverse de S,

— 8i les p caractéres ont 5 modalités en moyenne le pre-
mier facteur ne pourra jamais dépasser 25 9, de I'inertie.

— Le tableau de contingence des baccalouréats donnait
une premiire valeur propre représentant 56 %, de I'inertie.
Lo passage & la forme disjonctive donnerait une trace de

2248

14 = ( .
plus do 1/14 de D'inertie, soit 7,1 % (en réalité on trouve
8,96 94), alors qu’il a la méme signification et donne la méme
configutation des individus (4 1'échelle prés) que cehui du
tablean de contingence.

— 1) et le premier factenr ne peut extraire

II est d’usage de séparer les caractéres en deux
groupes : les caractéres actifs dont le tableau dis-
jonctif est seul soumis & une analyse des corres-
pondances et les caractires passifs ou illustratifs
dont les modalités sont représentées en éléments
supplémentaires sur les graphiques (barycentres des
individus les possédant) mais n’ont pas servi & la
détermination des axes.

Dans un questionnaire, les caractéres actifs sont
en général ceux qui décrivent plus on moins objec-
tivement un individu (profession, ige, sexe...), les
caractéres passifs correspondent aux questions cong-
tituant le sujet méme de I'enquéte (¢ Avez-vous
regardé tel film ? ») que 'on veut relier aux ques-
tions du premier groupe mais pas nécessairement
entre elles.

Les avantages de cette pratique sont multiples :

— On fait apparaitre les liaisons intéressantes
entre caractires étudiés et caractdres descriptifs
plus rapidement qu’en compulsant des tableaux
croisés.

— Dans le cas d’un grand questionnaire on éco-
nomise un temps de calcul considérable car I'ana«
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lysen’a pas besoin d’étre effectuée sur la totalité des
tableaux des réponses mais seulement sur une partie.

3. Un exemple. — Nous donnerons ici les résul-
tats simplifiés de I'enquéte sur les films de la télé-
vision. 12 caractéres étaient actifs totalisant 53 mo-

dalités dont notamment :
L'dgo (6 modalités)

AGl AG2 AG3 AG4 AGS5
5-24 ans | 25-34 ans | 35-49 ans | 50-64 ans |65 et plus.
La profession (10 modalités)

CI1 CI2 CI3 CI4 CIS5
petit profession cadre employé ouvrier
patron libérale moyen qualifié
cadre
supérienr

CI6 CI7 CIs CI9 CIlo

0.8, Eldve femme retraité agri-

étudiant | aun foyer culteur
Le nombre d'adultes au foyer (3 modalités)
Al A2 Al
1 adulte | 2 adultes | 3 et plus
Le diplome (4 modalités)

DI0 DI1 DIz DI3
sans inférienr bac ou encore

diplome au bac supérienr | & l'école
Lo sexe (2 modalités)
H | F

L'inertie totale valait done % —1 =13,42,

Les premitres valenrs propres sont :
0,340 59,96" )
7

0.285 (8.35 ‘5)
‘0)»

0,249 (7,30
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En se limitant au plan principal 1-2, on inter-
préte les axes de la manitre suivante (les contri- |
butions ne sont pas reproduites ici). ]

— L’axe 1 sépare, & gauche du graphique, les |
téléspectateurs de plus de 65 ans (AG5), retraités
(CI9), seuls (A1) des téléspectateurs de 15 & 24 ans |
(AG1), éléves ou étudiants {CI7) encore & I'école
(DI3) qui eont & droite du graphique.

— L’axe 2 isole en haut les téléspectateurs d’ins- 4
truction supérieure (DI2), cadres ou professions §
libérales (CI2, CI3), de 25 i 34 ans (AG2Z), de I'en- §
semble des autres catégories, en particulier des |
agriculteurs (CI0) et des sans diplomes (DI0). ‘
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Au centre du graphique on trouve le téléspecta-
teur « moyen » de I'échantillon qui correspond aux
ouvriers (CI5, CI6).

Le sexe du téléspectateur ne semble pas étre un
caractére trés discriminant. Sur cette grille d’inter-
prétation qui permet de structurer I'échantillon
selon deux axes (ge, niveau culturel), il suffit
maintenant de projeter les réponses concernant la
vision des différents films (centre de gravité des
individus prenant la modalité « vu en totalité »)
pour caractériser rapidement leur public. Bien en-
tendu une étude détaillée doit prendre en compte
les axes 3, 4, ete. (I’axe 4 6tait ici caractéristique
des agriculteurs). Les films tous publics se situant
au centre du graphique tandis que les films qui
intéressent seulement certaines catégories de télé-
spectateurs se détachent nettement : ainsi La Fliite
enchantée, opéra filmé, se situe dans le quart nord-
oucst du graphique (téléspectateurs cultivés et
agés), Sous les yeux d’Occident, d'Y. Allégret avec
P. Fresnay (1936), et Nana avec Martine Carole
(1955) sont situés dans le quart sud-ouest (télé-
spectateurs moins cultivés et fgés), tandis que Un
Jour la féte, comédie musicale avee M. Fugain (1975),
semble caractéristique des téléspectateurs jeunes
d’un milieu peu cultivé et le Zinzin d’Hollywood
de Jerry Lewis sur I’axe 1 & droite a di étre vu
par des jeunes de tous les milienx.

IV, — Conclusion :
vers Panalyse non linéaire des données

La mise sous forme disjonctive est bien plus
qu'une commodité mathématique et cela pour di-
verses raisons. Puisqu’un caractdre numérique peut
&tre transformé en un caractére qualitatif par décon-
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page en classes de ses valeurs (ex. : le caractére
dge découpé en classes d’age), il est possible d’étu-
dier des tableaux comportant un mélange de carac-
téres numériques et qualitatifs : il suffit de tout
rendre qualitatif et d’effectuer une analyse des cor-
respondances multiples. A la limite un tableau
individus-caractéres numériques que l'on étudie
usuellement par 'analyse en composantes princi-
pales peut étre rendu qualitatif, mis sous forme
disjonctive et soumis & une analyse des correspon-
dances. Une telle démarche peut surprendre puis-
qu’a premidre vue on perd de I'information en ren-
dant qualitatif un caractire numérique. L’intérét
est qu'en procédant ainsi on peut prendre en
compte des liaisons non linéaires éventuelles entre
caractéres. En effet, 'AcP repose essenticllement
sur ’étude des corrélations; or le coefficient de
corrélation ne mesure que la forme plus ou moins
linéaire de la dépendance entre deux caractdres.
Un coefficient de corrélation voisin de zéro ne si-
guoifie pas forcément qu'il y a indépendance ; il peut
exister une relation non linéaire, parabolique par
exemple. De plus, la recherche des composantes
principales est limitée par principe aux combinai-
sons linéaires des caractdres initiaux.

Par contre, lorsque Pon transforme un caractdre
numérique en caractdre qualitatif et que I'on conesi-
dére toutes les combinaisons linéaires des indica-
trices (c’est-a-dire toutes les quantifications pos-
sibles), on envisage en fait toute une gamme de
fonctions autres que linéaires transformant un ca-
ractére numérique en un autre caractére numé-
rique. On congoit alors que I'étude des relations
linéaires entre des fonctions non linéaires des carac-
téres revient A celle des relations non linéaires
entre caractéres.
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CaapiTrRE VI
I’ANALYSE DISCRIMINANTE

Sous ses différentes formes — analyse factorielle
discriminante ou analyse discriminante décision-
nelle — cette méthode connait de nombreuses ap-

lications. Elle permet de mettre en évidence les
iaisons existant entre un caractére & expliquer
qualitatif et un ensemble de caractéres explicatifs
quantitatifs,

L’analyse factorielle discriminante permet, a
I'aide d’une visualisation sur un plan factoriel ap-
proprié, de décrire les liisons entre le caractire a
expliquer et les caractéres explicatifs. L’analyse
discriminante décisionnelle permet de prévoir les
modalités du caractére a4 expliquer a partir des
valeurs prises par les caractéres explicatifs.

I. — L’analyse factorielle discriminante

1. Présentation de Ia méthode. — Considérons un
engemble d'individua sur lequel on observe un carac-
tire qualitatif prenant ¢ modalités. Chaque individu
étant repéré par une seule modalité de ce caractére,
on a ainsi défini une partition de I’ensemble des
individus en ¢ classes disjointes. Par ailleurs, on
mesure sur les mémes individus p caractéres quan-
titatifs. On se pose le probléme suivant : les g classes
différent-elles sur l'ensemble des caractéres quan-
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titatifs ? Le but de I’analyse factorielle diserimi.
nante (AFD) est de répondre & cette question. Mais
précisons ce probléme A l'aide d’un exemple.

Dans une expérience réalisée par J.-C. Amiard,
23 poissons sont répartis dans trois aquariums sou-
mis A différents niveaux de contamination.

On désire déterminer dans quelle mesure la conta-
mination des poissons est liée & l'intensité de la
radiocontamination. Le caractére qualitatif prend
ici trois modalités : 'appartenance & I'un des trois
aquariums, On mesure les quinze caractéres quan-
titatifs suivants :

x! YEU  Radioactivité des yeux

x* BR Radioactivité des branchies
x* OP Radioactivité des opercules
x! NAG  Radioactivité des nageoires
x* FOI Radioactivité du foie

x* TUB  Radioactivité du tube digestif
x? EC Radioactivité des éecailles
x* MUS  Radioactivité des muscles
x* POI Poids

x® LON  Longueur

xi! LONS Longueur standard

x1* LART Largeur de la téte

12 LAR  Largeur

«* LARM Largeur du museau

21* DYEU Diamétre des yeux

De méme qu'en analyse en composautes princi-
pales, on détermine un nouveau caractére, combi-
naison linéaire des anciens caractéres. Cependant,
il ne s’agit plus d’obtenir un caractdre de variance
maximale mais séparant au mieux les trois groupes
entre eux. Plus précisément, on désire que ce nou-
veau caractdre prenne des valeurs :

— les plus voisines possible pour les individus ap-
partenant & un méme groupe ;

— les plus différentes pour des individus appar-
tenant a4 des groupes distincts.
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Ainsi sur l'exemple suivant, trois groupes sont
représentés sur Je plan des deux caractéres x! et a3

c x?
1
3 1l
3333 i
39?,33 N1 ¥

222
22222
22 2

Les groupes 1 et 3 sc confondent sur le carac-
tére 2% et 1 ot 2 sur x'. On voit par contre que le
caractére ¢= 0,84%-— 0,6x! séparc en projection les
trois groupes. Un seul caractére, combinaison linéaire
des anciens, permet d’expliciter les différences entre
groupes sur les deux caractéres d’origine.

2. Formulation géométrique. — Trois présenta-
tions de I’AFD sont couramment utilisées. On peut
cn effet montrer que cette méthode est un cas par-
ticulier de ’analyse en composantes principales on
de I’analyse canonique. Nous préférons commencer
par une préscntation directe et, dans un deuxidme
temps, mettre en évidence les relations avec les
méthodes présentées précédemment.

A) Approche directe.

a) Variances intraclasse et interclasse. — On
observe les valeurs prises par p caractires centrés,
notés x!, ..., x?, ..., x? sur n individus. Chaque
individu est muni d’un poids p, > 0 avec :

ap=1L

{=]
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Dans l'espace des individus R?, chaque observa-
tion est repérée par un vecteur (2}, ..., af, ..., 2f).
Les caractéres étant centrés, le centre de gravité
du nuage des individus est confondu avec I'origine.
Comme en analyse en composantes principales, on
calcule la matrice de variance (totale) notée :

V=XDX
Considérons un nonvesn caractire ¢ — Xu dont la va-
riance est égale & :
lle||* =% De = !X DXa = uVu
Nous allons voir que la variance de ce caractira peut ftro
décomposéa en deux ; variance inierclasss, provenant de la
dispersion des centres de gravité des g classes autour de
Porigine et variance iniraclasse provenant de la dispersion
des individus d'une classe autour de leur centre de gravité,
A chaque classe, on associe s0on centre de gravité gy, ...,
Bks -+-s Eg €t 800 poids Py, ..., Pry .00 Py
Par définition, le poids d'une classe est égal & la somme
des poids des ohservations lenr appartenant.

Soit W, la matrice de variance des p caractires
calculée sur les individus de la k-iéme classe.
Posons :

[}
W= XPW,
F L0

W est appelée matrice ds variance intraclasse.
Soit enfin B la matrice de variance des p carac-
téres calculée sur le nuage des g centres de gravité
munis de leurs poids respectifs. B est appelée matrice
de variance interclasse.
On montre alors facilement la relation :

V=W -+ B.

La variance du caractére ¢ s'écrit dono

||e}}]* = uVo = aWu + ‘aBn
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Ainsi la variance d’un caractre se décompose en
une gomme de deux termes :

—uBu, variance interclasse liée & la dispersion
des centres de gravité des classes autour de
Porigine ;

— uWu, variance intraclasse liée & la dispersion
des observations appartenant i une classe autour
de leurs centres de gravité respectifs.

b) Recherche des facteurs discriminants. — Soit
un caractére ¢ = Xu. Nous considérons que ce
caractdre est parfaitement discriminant s’il prend
la méme valeur sur tous les individus d'une méme
classe et des valeurs différentes sur des individus
appartenant 2 des classes distinctes.

Dans ce cas, 'uWu = 0 puisque & l'intérieur de
chaque classe, le caractire est constant et, par
conséquent, ‘uVu = ‘uBu.

Choisir le meilleur caractire discriminant revient
donc A maximiser itBu, c’est-a-dire la variance
interclasse de ce caractére.

En pratique, puisque la somme de la variance
interclasse et de la variance intraclasse est cons-
tante, on maximise le rapport entre la variance
interclasse et la variance totale qui peut alors
g'interpréter en terme de pourcentage.

Par définition, le premier caractére discriminant
est ¢ = Xu tel quo la quantité mBufuYu soit
maximum,

Remarquons que, dans 'exemple précédent (discrimination
parfaite), ce rapport sersit égal & 1,

Remarquons également que

hBu  ‘aWun
B T L

ot que, puisque les deux quantités de gauche sont positives,
il est équivalent de maximiser le premier rapport ou de
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minimiser la second. De plus ces quantités sont compriges |

entre 0 et 1. )
Explicitons maintenant le calcul des facteurs discriminants, &

u doit maximiser ln quantité :
‘nBn

Utilisant la méme technigue qu’en analyse en composantes
principales, noms écrivons que, an maximum recherché, la
dérivée du quotient par rapport aux différentes composantes
de n doit &tre nulle :

2{'uVu) Ba — 2(uBa) Vu = 0

Bu = (}%-‘:) Vu = 3Vu .
Y 1Bu=iu

u doit done étre vecteur propre de V-1 B et sa valeur propre A
doit étre la plus grande puisqu'elle représente la quantité
4 maximiser. i
Seit u! la solution. ‘
ul est appelé premier facteur discriminant, A, est son pouvoir
discriminant.
Le premier caractére discriminant ¢! = Xul! £étant obtenn,
on recherche ¢ = Xn? non corrélé a ¢! tel que le rapport

)
1:'%‘: soit maximum et ainsi de suite.

On montre aisément que W—* B a les mémes vec-
teurs propres que V—1 B mais pour valeurs propres
A — ) (solution utilisée par les auteurs anglo-
saxons).

On montre que les vecteurs propres de V-1 B
notésul, ud, ..., u" !rangés dans’ordre décroissant
des valeurs propres positives Ay, ..., A,—, sont les
solutions successives de ce probléme.

Remarquons qu’il y a au plus §—1 valeurs
propres différentes de zéro, puisque B est une
matrice de variance calculée & partir de ¢ vecteurs
de R” (les g centres de gravité) et que la somme
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pondérée de ces g centres de gravité est le vee-
teur nul. Lorsqu’il n'y a que deux groupes, Tunique
facteur discriminant est donné par u = Vg, —g,)
ou W—1(g, —g,) qui lui est proportionnel,

emarquons enfin que le pouvoir discximinant
ne dépend pas de la normalisation des caractéres,
cependant, on considérera généralement des carac-
téres de variance unité (réduite).

B) L’analyse factorielle discriminante est un cas
particulier de Panalyse en composantes principales.
~— On voit trés facilement que I’A¥D est une analyse
en composante principale du nuage des ¢ centres
de gravité munis de leur poids dans ’espace R?
avec pour métrique V1,

Il suffit pour cela dappliquer les résultats du
chapitre II.

On considére ¢ points dans RP : Bio Bar 00 B¢

Chaque centre de gravité est muni du poxds de sa classe,

Soient G la matrice contenant en ligne les g centres de
grav:te et D la matrice diagonale du poids des classes. La
matrice de vanance assaciée &4 ce nuage est :

=G D, G
Supposons maintenant que RP est muni de la métrique
M = V1, inverse de la matrice de variance totale. On a

vu que les facteurs principaux étaient les vecteurs propres
de V!B gssociés aux plus grandes valeurs propres :

V=iBu = Xn
On retrouve bien les équations de 1'AFD.
Utilisant cette présentation, il est difficile de justifier le
choix de la métrique Y1, on méme de montrer que les valeurs

proprea sont comprises entrs zéro et un. C’est pourquoi nous
Iui avons préféré I'approche directe.

C) L’analyse factorielle discriminante est un cas
particulier de 'analyse canonique. — Nous allons
maintenant montrer que I’AFD est une analyse cano-
nique entre les deux ensembles de caractéres x%, ...,

115




x!, ..., x? centxés et ¥, ..., ¥, ..., Y9 non centrés.
Les caractéres du deuxitme ensemble représen-
tent les variables indicatrices associées aux ¢ moda-

lités du caractire qualitatif. Pour cela nous allons ]

simplement montrer que les facteurs canoniques
associés aux variables x! sont identiques anx fac-
teurs discriminants.
Les facteurs canoniques doivent vérifier (cf. chap. IV)
I'équation :
Vol Vi Vel Vya=2u

Dans cette équation on a :
Vyu=‘XDX =V

Ve = 'Y DY
Vi = X DY
Vn = ‘Y DX

On voit facilement qua V,, est la matrice diagonals de
poids des classes :

Vi =D,

On pent également vérifier que ;
Par conséquent, I'équation des facteurs canoniques devient :
V-1 Dy D' Dy, Gu=n
et comme B =!GD,G, il vient :
V-1Ba =i

On retrouve bien les équations de I’aFp. Le pou-
voir discriminant A peut donc étre interprété en
terme de corrélation canonique. Remarquons que,
contrairement & ce que nous avons fait en analyse
canonique, nous n’avons pas supposé que les carac-
tdres y' étaient centrés : on montre en effet faci-
lement que la solution obtenue ne dépend pas du
centrage de y.
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L’analyse discriminante peut donc étre présentée
comme une analyse canonique entre I'ensemble des
variables indicatrices associées au caractére & expli-
quer et 'ensemble des caractéres explicatifs.

Une fois de plus, I’analyse canonique apparait
comme une méthode générale permettant de dé-
crire les liaiaons entre deux ensembles de caractéres.

3. Les résultats et leur interprétation. — Repre-
nons I'exemple des poissons d’Amiard.

Le tableau ci-dessous contient les valeurs
moyennes des quinze variables sur ]a population
totale et sur chacune des trois classes.

Population Classe 1 Classe 2 Classe 3

YEU 15,4 8,2 15,5 23,6
BR 105 37 108,3 156,3
oP 109,1 52.3 79,5 207.9
NAG 164,9 91,1 133,1 285,4
FOI 27,2 15,2 33,5 33.7
TUB 281,6 162,6 341.9 348,7
EG 297,7 144 260,86 515,7
MUS 3.3 1,7 4,7 3.4
POL 82,1 92,2 75,4 78,1
LON 190.5 197.1 1815 186,3
LONS 170,7 177.8 165,6 168,4
LART 42.8 44,7 41,6 41,8
LARM 13,6 13,4 14 13,3
DYEU 9.7 97 9.9 9,6
Effectif 23 8 8 T

En moyenne, la radioactivité des poissons du
premiexr groupe (poissons les plus grosl; est nette-
ment plus forte.

La matrice de corrélation totale est reproduite
page 119.
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On constate que les variables mesurant la radio-
activité sont toutes assez fortement corrélées posi-
tivement entre elles et négativement aux variables
de taille.

Puisque ¢=3, il y a au plus deux facteurs
discriminants. Les pouveirs discriminants des deux
facteurs sont 2, = 0,979 et 2, = 0,849.

A Paide des deux caractéres discriminants, on
construit comme en analyse en composantes prin-
cipales une représentation des individus (les pois-
sons). Les poissons du groupe 1 sont représentés
par le chiffre 1 et leur centre de gravité par le
point Gl (respectivement 2, G2 et 3, G3).

2

1111
3 1@1
@ 1

3
3

1

On constate que le premier facteur sépare trés
bicn les trois groupes entre eux, le deuxiéme oppo-
sant le groupe 2 aux groupes 1 et 3.

L’interprétation des facteurs peut se faire comme
en analyse en composantes principales en calculant
les corrélations entre facteurs et caractéres observés
(tableau ci-dessous) et en représentant le cercle des
corrélations.
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Facteurs

1 2 1 2

YEU —084 -—-0,16 POI 0,25 —0,16
BR —0,80 —0,11 LON 0,27 —0,08 |
oP —0,81 —0,49 LONS 0,29 — 0,21
NAG — 0,34 — 0,47 LART 0,28 —0,14
For  —o,5l 0,21 LAR 0,03 —0,10
TUB —0,33 0,13 LARM —0,01 0,14
EC —0,70 —0,29 DYEU 0,06 0,13
MUS —0,32 0,36

Le premier facteur oppose les caractéres de taille §
aux caractéres de radioactivité des tissus durs, Les '}
caractéres de radicactivité des tissus mous sont au
milieu sur le premier facteur mais se différencient
sur le deuxiéme. On constate que les poissons du
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groupe 1, les plus gros, se différencient sur le pre-
mier facteur ot sont les moins contaminés,

Les poissons du groupe 2 se différencient par une
plus forte contamination des muscles et sont en
position intermédiaire sur la plupart des autres
caractéres.

II. — Analyse discriminante décisionnelle

1. Présentation du probléme. — On se pose main-
tenant le probldme suivant : est-ce que la seule
connaissance des caractdres explicatifs permet de
réaffecter un individu dans son groupe d’apparte-
nance défini par le caractére a expliquer ? Plus
généralement, supposons que, sur un individu, on
ne connaisse que les caractires explicatifs. On sait
que cet individu appartient & 'un des groupes dé-
finis par le caractére 3 expliquer mais on ignore
lequel. Est-il possible de I'affecter & I'un des groupes
et ceci avec un risque d’erreur minimnm ?

Ce type de probléme ge rencontre trés fréquem-
ment dans la pratique et nous allons I'illustrer &
I'aide de deux exemples.

A) La prévision des avalanches. — Dix-sept para-
matres météorologiques, les uns directement obser-
vables, les autres calculés, ont été relevés pendant
257 jours sur un site donné (de novembre & avril
environ pendant quinze ans) ainsi que la présence
on P’absence d’avalanches. Le caractére a expliquer
prend done deux modalités (A : avalanche ou A :
non-avalanche) et 'on dispose de 17 caractires
explicatifs tous quantitatifs.

On cherche alors une fonction de ces 17 carac-
téres permettant (comme la régression mais ici le
caractére 4 expliquer est qualitatif) d’expliquer le
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caractére avalanche - non-avalanche : cect revient
& partager 'espace R!7 en deux régions R, et Rz.

Si on observe x € R, on affectera x & la classe A (!
avalanche prévue, si x e R; on affectera x & la |

R

classe A. K,
On peut alors construire un tableau permettant / §
d’évaluer Vefficacité de la régle : ‘

Prévision

Non-

Ava- ava-

lanche lanche 8

Etat Avalanche 38 19 k
de la nature | Non-avalanche 247 2 267 !

Précisons ici qu’il 8’agissait d"une étude prélimi-
naire réalisée sur des données incorplétes puisque de %
nombreux caractéres explicatifs potentiels n’avaient |
pas été recueillis. Cependant, les résultats sont assez
encourageants. Les auteurs (1) envisagent, sur un
fichier enrichi, de mettre au point une régle de
décision pouvant étre utilisée ensnite comme ins-
trument de prévision en temps réel : on effectue
des mesures sur le terrain, ces mesures sont prises
en compte immédiatement et on en déduit une
prévision du risque d’avalanche.

B) Le « credit-scoring ». — Prenons maintenant
le cas d’un organisme financier cherchant i affecter
au mieux la masse de crédit dont il dispose. Il
cherche logiquement & accorder ses préts aux de-

1) G. DER MEGREDITCHIAN, Approche statistique du probléme
d'évaluation des risques d'avalanche, La Métdorologle, décam-
bre 1975, VI* série, n® 3.
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mandeurs qui ont la plus forte probabilité d’étre
des bons clients et & rejeter les demandeurs qui
ont une bonne chance de terminer au contentieux.
Chaque candidat au prét doit remplir un dossier
dont on extrait les caractires explicatifs. Sur un
échantillon do dossiers accoptés, on observe le
comportement des clients qui sont ensuite répartis
en deux catégories, les bons et les mauvais, ou en
trois catégories : les bons, les douteux, les mauvais.

L’analyse discriminante permet alors d’élaborer
une régle de décision utilisée dans un deuxiéme
temps pour sélectionner les bons demandeurs. No-
tons que dans ce cas, la plupart des caractéres
explicatifs sont qualitatifs.

2. Techniques de résolution. — Selon la nature
des données et les hypothdses retenues, de nom-
breuses méthodes de discrimination ont été déve-
loppées. Nous en citerons deux : la méthode géo-
métrique, qui consiste & affecter un individu au
groupe dont le centre de gravité est le plus proche
et la méthode bayésienne (1) qui consiste & affecter

un individu au groupe le plus probable.

111. — Conclusions

L’analyse discriminante, factorielle ou décision-
nelle est 'une des méthodes les plus opérationnelles
de P'analyse des domnées. Outre la météorologie
(prévision de phénoménes graves) et le credit-scoring,
de nombreuses disciplines utilisent cette approche :
en médecine pour I'aide au diagnostic, en vente par

(1{ D nom de Thomas Bayes 4 qui 'on doit 4'lmportants travaux
sur les whabﬂités conditionnelles (1763), On econsultera sur ce
sujet T. W, Anpersoxn, Infroduction fo mulfivariale staiistical ana-
Ipsis, Wliley, 1958,
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correspondance pour aélectionner les clients potens
tiels les plus intéressants, en recherche minidre pour:
détecter la présence des gisements, etc.

Les travaux récents portent sur l'utilisation des
variables qualitatives et sur la sélection automatique
d’un sous-ensemble des caractires explicatifs (1).

(12 G. SAPORTA, Dliscriminant analysis when all the variables are
ilom nal, Spring meeting of the Psychomelri¢ Soclety, Murray Hill,
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