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Introduction

La plupart des probl�mes rencontr�s sont mod�lisables math�matique�
ment� Mais ces mod�les n�cessitent des hypoth�ses parfois trop restrictives�
rendant d�licate l�application au monde r�el� Les probl�mes du monde r�el
doivent tenir compte d�informations impr�cises� incertaines� Prenons l�exem�
ple d�une climatisation � si on veut obtenir une temp�rature fra�che� on peut se
demander quelle gamme de temp�ratures conviendra �la demande est impr��
cise	 
 de plus la �abilit� des capteurs entre en jeu �la mesure de la temp�ra�
ture ambiante est incertaine	� On voit appara�tre la di
cult� d�interpr�tation
des variables linguistiques comme frais� chaud� � � �ainsi que du traitement de
ces donn�es entach�es d�incertitude�

Une approche fut d�velopp�e � partir de ���� par Lofti A� Zadeh� pro�
fesseur � l�Universit� de Californie � Berkeley� bas�e sur sa th�orie des sous�
ensembles �ous �fuzzy sets en anglais	� g�n�ralisant la th�orie des ensembles
classique� Dans la nouvelle th�orie de Zadeh� un �l�ment peut plus ou moins
appartenir � un certain ensemble� Les impr�cisions et les incertitudes peuvent
ainsi �tre mod�lis�es� et les raisonnements acqui�rent une �exibilit� que ne
permet pas la logique classique � la Logique Floue �tait n�e�

De nombreuses applications sont alors d�velopp�es dans divers domaines�
l� o� aucun mod�le d�terministe n�existe ou n�est pratiquement impl�menta�
ble� ainsi que dans des situations pour lesquelles l�impr�cision sur les donn�es
rend le contr�le par des m�thodes classiques impossible�

Dans ce qui suit� on d�veloppera d�abord la th�orie des sous�ensembles
�ous� puis on pr�cisera le raisonnement en logique �oue� on examinera les m��
thodes d�exploitation des r�sultats obtenus� et en�n on verra une application
e�ective�
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� El�ments de th�orie des sous�ensembles �ous

��� G�n�ralit�s

D�finition � Soit X un ensemble� Un sous�ensemble �ou A de X est d��ni
par une fonction d�appartenance fA sur X � valeurs dans l�intervalle ��� ���

exemple� une fonction caract�ristique possible pour d��nir le sous�ensemble
�ou �avoir une vingtaine d�ann�es��

Fig� �� � � �avoir une vingtaine d�ann�es�

On voit ici que la fonction d�appartenance peut �tre �x�e arbitrairement�
Un probl�me des applications pratiques est de d��nir ces fonctions� On fait
g�n�ralement appel � des donn�es statistiques ou � l�avis d�un expert�

La notion de sous�ensemble �ou englobe celle de sous�ensemble classique
pour laquelle fA est la fonction indicatrice �A�

On notera ��X� la collection des sous�ensembles �ous de X�
On �crira parfois qu�un �l�ment appartient � un sous�ensemble �ou avec

un certain degr�� Il s�agira en fait de la valeur prise par la fonction d�appar�
tenance du sous�ensemble �ou au point consid�r��

��� Notions caract�ristiques

Soit A un sous�ensemble �ou de X�

D�finition � Les notions suivantes sont caract�ristiques de A �
� support de A � suppA � fx � X� fA�x� �� �g�
� hauteur de A � h�A� � supx�X fA�x��
A est dit normalis� si h�A� � ��
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Les sous�ensembles �ous consid�r�s seront tous suppos�s normalis�s ie
de hauteur �gale � ��

� noyau de A � noy A � fx � X� fA�x� � �g�P
� cardinalit� � jAj � fA�x��x�X

exemple� avec l�exemple de la page pr�c�dente �

Fig� �� notions caract�ristiques�

D�finition � Si A et B sont deux sous�ensembles �ous de l�ensemble X�
on dit que �

�� A est plus sp�ci�que que B si noy A � noy B et suppA � suppB�

�� A est plus pr�cis que B si noy A � noy B� et suppA � suppB�

remarque� si A est un sous�ensemble de X au sens classique� alors A est
normalis�� A � suppA� A � noy A et jAj � cardA�

��� Op�rations sur les sous�ensembles �ous

On d��nit en th�orie des sous�ensembles �ous les m�mes notions qu�en
th�orie des ensembles classique� Pour deux sous�ensembles �ous A et B de
l�ensemble X �

D�finition � Egalit� � A � B ssi �x � X� fA�x� � fB�x��

D�finition � Inclusion � A � B ssi �x � X� fA�x� 6 fB�x��

On peut construire par leur fonction d�appartenance �

D�finition � Intersection � A �B est d��ni par �

fA�B 	 x ��	 min �fA�x�� fB�x�� �
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D�finition 	 Union � A 
B est d��ni par �

fA�B 	 x ��	 max�fA�x�� fB�x�� �

Mais comme on le verra au paragraphe ��� page �� on d��nit de mani�re
plus g�n�rale intersection et union par respectivement une t�norme ou une
t�conorme�
exemple� reprenons le cas d�j� envisag�� On consid�re les personnes ayant
�une vingtaine d�ann�es�� et celles �ayant la majorit�� �en pointill�s sur la
�gure � � on consid�re un sous�ensemble �non �ou�	�

Fig� �� les deux fonctions d�appartenance consid�r�es�

Selon les d��nitions � et �� on peut caract�riser les sous�ensembles �ous
correspondant aux personnes �ayant une vingtaine d�ann�es et la majorit��
�cf �gure �	 ainsi que celui des personnes �ayant une vingtaine d�ann�es ou

Fig� �� �ayant une vingtaine d�ann�es et la majorit���

la majorit�� �cf �gure �	�
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Fig� �� �ayant une vingtaine d�ann�es ou la majorit���

Imaginons que l�on cherche des personnes ayant une vingtaine d�ann�e et

la majorit�� D�apr�s la �gure � une personne ag�e de �� ans ne conviendra
qu�avec un degr� d�appartenance �gal � �� 
 alors qu�une personne de �� ans
conviendra tout � fait �degr� �gal � �	�

Proposition � Comme en th�orie des ensembles classiques� on v�ri�e que �
� � et 
 sont associatives�
� � et 
 sont commutatives�
� � et 
 sont distributives l�une par rapport � l�autre�
� A 
 � � A et A 
X � X�
� A �X � A et A � � � ��
� A � B � A � A 
 B�
� jAj� jBj � jA � Bj� jA 
Bj�

On d��nit �galement le produit cart�sien de sous�ensembles �ous �

D�finition 
 Si X1�X2�� � ��Xn sont des ensembles� et A1 � ��X1��
A2 � ��X2��� � �� An � ��Xn�� on pose �

�	 min�fA1
�x�� fA2

�x�� � � � � fAn(x)��fA1�A2�����An 	 x �

� � �ainsi que le compl�mentaire �

D�finition � Le compl�mentaire AC d�un sous�ensemble �ou A � ��X� est
d��ni par �

fAC 	 x ��	 � � fA�x��

Proposition � Les propri�t�s suivantes sont satisfaites �
� �A � B�C � AC 
BC�

 



� �A 
B�C � AC � BC�
� �AC�C � A�
� jAj� jACj � jXj�

Mais contrairement � la th�orie des ensembles � AC �A �� � � AC 
A �� X�

��� Les ��coupes

Soit A un sous�ensemble �ou de X�

D�finition �� Une ��coupe A� de A est un sous�ensemble �au sens clas�
sique	 de X� d��ni par �

A� � fx � X� fA�x� � �g�

o� � � ��� �� est le seuil d�appartenance�

Proposition � Les ��coupes v�ri�ent �
� �A 
B�� � A� 
B��
� �A �B�� � A� �B��
� A � B �� A� � B��
� A1 � noy A�
� A0 � X�

Th�or
me � On peut d�crire le sous�ensemble �ou A � partir de ses ��
coupes de la mani�re suivante �

�x � X� fA�x� � sup � 
 �A��x��
��]0�1]

��	 Normes et co�normes triangulaires

D�finition �� Une norme triangulaire �t�norme	 est une application
� 	 ��� ��� ��� �� �	 ��� �� telle que �

i	 ��x� y� � ��y� x� �commutativit�	�

ii	 ��x���y� z�� � � ���x� y�� z� �associativit�	�

iii	 ��x� y� 6 ��z� t� si x 6 z et y 6 t �monotonie	�

iv	 ��x� �� � x �� est �l�ment neutre	�

L�op�rateur min satisfait ces propri�t�s�
Toute t�norme est un op�rateur d�intersection� ie on peut d��nir A�� B

�en accord avec la proposition �	 par sa fonction d�appartenance de la mani�re
suivante �

�x � X� fA��B�x� � � �fA�x�� fB�x�� �
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D�finition �� Une conorme triangulaire �t�conorme	 est une application
� 	 ��� ��� ��� �� �	 ��� �� telle que �

i	 ��x� y� � ��y� x� �commutativit�	�

ii	 ��x���y� z�� � � ���x� y�� z� �associativit�	�

iii	 ��x� y� 6 ��z� t� si x 6 z et y 6 t �monotonie	�

iv	 ��x� �� � x �� est �l�ment neutre	�

L�op�rateur max satisfait ces propri�t�s�
Toute t�conorme est un op�rateur d�union� ie on peut d��nir A 
� B

�toujours en accord avec la proposition �	 par sa fonction d�appartenance
ainsi �

�x � X� fA��B�x� � � �fA�x�� fB�x�� �

Proposition � On peut passer d�une t�norme � une t�conorme �et vice�

versa	 par une n�gation n 	 ��� �� �	 ��� �� telle que n��� � �� n��� � �� et
n�x� 6 n�y� si x � y� de la fa!on suivante �

n���x� y�� � ��n�x�� n�y���

exemple� Quelques t�normes et t�conormes associ�es �pour la n�gation
n�x� � � � x	 �

nom

Zadeh

probabiliste

Lukasiewicz

Hamacher

t�norme

min�x� y�
xy

max�x� y � �� ��
xy

t�conorme

max�x� y�
x� y � xy

min�x� y� ��
x+y�xy�(1��)xy���+(1��)(x+y�xy)si y � �x
�� 1�(1��)xy

x si y � �
Weber y si x � � y si x � ��

� sinon
�

� sinon

o� � � ��

��
 Relations �oues

D�finition �� Une relation �oue R entre deux ensembles X et Y est un
sous�ensemble �ou de X � Y �

exemple� la relation �oue R � �approximativement �gal 	� peut �tre d��nie
sur R�R par la fonction d�appartenance �

�
fR�x� y� � �

� � �x� y�2

��



Fig� �� x approximativement �gal 	 
�

� � �Comme pour les relations binaires � � �

D�finition �� � � �on e�ectue les op�rations �
� inverse R�1 d�une relation �oue R entre X et Y �

��x� y� � X � Y� fR;1�y� x� � fR�x� y��

� composition de deux relations �oues R1 �entre X et Y 	 et R2 �entre Y
et Z	 �

��x� z� � X � Z� fR1	R2
�x� y� � supmin�fR1

�x� y�� fR2
�y� z�� �

y�Y

remarque� cette d��nition correspond � celle classiquement utilis�e� mais on
peut remplacer min par une t�norme quelconque�

D�finition �� � � �et on dit que la relation �oue R sur X est �
� sym�trique si � ��x� y� � X �X� fR�x� y� � fR�y� x���

fR�x� y� � �
� antisym�trique si � ��x� y� � X �X� �� x � y�

fR�y� x� � �
� re��xive si � �x � X� fR�x� x� � ��
� transitive si � R � R � R ie � ��x� y� � X �X� fR	R�x� y� 6 fR�x� y��

D�finition �� Une relation d�ordre �ou est une relation r��exive transi�
tive antisym�trique� et une relation de similarit� est une relation r��exive
transitive sym�trique�
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��� Quantit�s �oues sur R

D�finition �	 On dit que F est un sous�ensemble �ou convexe de R si et
seulement si �

��x� y� � R�R��z � �x� y�� fF�z� � min�fF �x�� fF �y���

Proposition � Le sous�ensemble �ou F est convexe si et seulement si toute
��coupe de F est une partie convexe de R�

D�finition �
 On appelle les sous�ensembles �ous normalis�s Q des quan�
tit�s �oues�

D�finition �� Si m � R est tel que fQ�m� � �� m est une valeur modale

de la quantit� �oue Q�

D�finition �� Un intervalle �ou de R est une quantit� �oue convexe de
R� Un nombre �ou est un intervalle �ou� de fonction d�appartenance semi�
continue sup�rieurement et � support compact� admettant une seule valeur
modale�

D�finition �� Op�rations arithm�tiques sur les quantit�s �oues �
� op�ration unaire � sur les quantit�s �oues � partir d�une op�ration

unaire � sur R �

�z � R� f�Q�z� � sup fQ�x�
fx�R�z��(x)g

� op�ration binaire � sur les quantit�s �oues � partir d�une op�ration
binaire 	 sur R �

�z � R� fQ�Q0�z� � sup min�fQ�x�� fQ0�y��
f(x�y)�R�R�z�x�yg

exemple� On peut� avec ce qu�on a introduit� sommer ou multiplier des
nombres r�els connus approximativement� Ce peut �tre un cadre pratique
pour le calcul d�incertitudes�
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Fig� �� deux nombres �ous�

Fig�  � leur somme et leur produit�
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� Le raisonnement en logique �oue

��� Les implications �oues

D�finition �� Une implication �oue est une relation R entre les deux en�
sembles X et Y quanti�ant le degr� de v�rit� de la proposition �

SI �x � A� ALORS �y � B��

o� A et B sont des sous�ensembles �ous de X et Y respectivement�

La fonction d�appartenance fR de cette relation d�pend des fonctions
d�appartenance fA et fB de A et B�

En logique classique fA et fB ne prennent que les valeurs � ou �� et fR
est d��nie par �

fA�x�
�
�
�
�

fB�y�
�
�
�
�

fR�x� y�
�
�
�
�

En logique �oue� on peut d��nir plusieurs implications� On a regroup� les
principales sur le tableau suivant�

Valeur de v�rit�
fRR�x� y�
fRW �x� y�

fRRG�x� y�

�x� y�fRKD

�x� y�fRBG

fRG�x� y�

fRL�x� y�
fRM �x� y�
fRP �x� y�

�� fA�x� � fA�x�fB�y�
max��� fA�x��min�fA�x�� fB�y����

� sifA�x� 6 fB�y�
� sinon

max��� fA�x�� fB�y���
� sifA�x� 6 fB�y�

sinon� fB�y�
fB(y)min�
fA(x)

� �� sifA�x� �� �

� sinon

min�� � fA�x� � fB�y�� ��
min�fA�x�� fB�y��
fA�x�fB�y�

Nom
Reichenbach
Willmott

Rescher�Gaines

Kleene�Dienes

Brouwer�G"del

Goguen

Lukasiewicz
Mamdani
Larsen

Les deux derni�res implications �oues �Mamdani et Larsen	 ne g�n�rali�
sent pas l�implication classique� alors que c�est le cas des autres� Elles sont
n�anmoins les plus utilis�es dans les commandes �oues� comme on le verra
plus loin�
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��� Les propositions �oues

Comme en logique classique� on peut e�ectuer des raisonnements sur les
sous�ensembles �ous� par exemple un raisonnement du type �

SI �x � A� ET �y � B� ALORS �z � C��

o� A� B� C sont des sous�ensembles �ous�
En logique classique� ce peut �tre �

SI �x � 
� ET �y � 
� ALORS �xy � �
��

En logique �oue� on aura une r�gle du genre �

SI �vitesse est grande� ET �obstacle est proche� ALORS

�freinage est fort��

Tout le probl�me r�side dans la d�termination du sous�ensemble �ou des
z satisfaisant l�implication� connaissant x� y et les fonctions d�appartenance
de A� B� et C� Le sous�ensemble des solutions est �ou car un z donn� r�alise
l�implication avec un degr� plus ou moins grand�

D�finition �� Le sous�ensemble �ou solution S a pour fonction d�apparte�
nance �

fS�z� � fR��fA�x� � fB�y��� fC�z���

o� fR est la fonction d�appartenance d�une relation d�implication �oue� et �
une norme triangulaire �c�est un op�rateur de conjonction traduisant le ET	�

��� Conjonction de propositions �oues

Le contr�le d�un processus par commande �oue n�cessite de consid�rer
les di��rentes valeurs possibles pour les variables d�entr�e� et donc di��rentes
r�gles pour chaque situation envisag�e� Ainsi� on consid�re un ensemble de
propositions �oues� du genre �

SI �x � A1� ET �y � B1� ALORS �z � C1� P1
SI �x � A2� ET �y � B2� ALORS �z � C2� P2
���

SI �x � An� ET �y � Bn� ALORS �z � Cn� Pn �

Pour d�terminer le sous�ensemble �ou solution de la conjonction des nV
propositions� il faut utiliser un op�rateur d�agr�gation permettant de faire
la synth�se des solutions de chaque Pi�

D�finition �� Le sous�ensemble �ou S des solutions du syst�me de propo�
sitions �oues est d��ni par la fonction d�appartenance ��

fS�z� � �fS1�z�� fS2�z�� � � � fSn�z�� �

��



Commeon le verra dans l�exemple ���� les r�gles qui ne sont pas concern�es
emepar l�observation �c�est � dire la j� proposition si fAj �x� � fBj�y� � �	 ne

doivent pas intervenir dans la synth�se�
Or � fAj�x� � fBj�x� � � implique � fAj �x� � fBj�y� � � et donc �

fSj�z� � fR��� fCj �z��� Ainsi si R est l�implication de Mamdani ou de Lar�
sen� fSj �z� � �� et dans les autres cas fSj �z� � �� Il convient alors d�utiliserV
comme op�rateur d�agr�gation un op�rateur admettant � comme �l�ment
neutre dans le premier cas et � dans les autres�

On peut utiliser respectivement les op�rateurs max et min�

��� Deux cas particuliers � les m�thodes de Mamdani et

de Larsen

Examinons deux possibilit�s de choix pour R� �� e

m�thode de �
implication �oue R
op�rateur de conjonction �V
op�rateur d�agr�gation

Mamdani
RM

minimum
maximum

V
t �

Larsen
RL

produit
maximum

remarque� la m�thode de Mamdani est aussi appel�e m�thode min�max�
Avec ces d��nitions la fonction d�appartenance du sous�ensemble �ou des

solutions de la proposition Pi �

SI �x � Ai� ET �y � Bi� ALORS �z � Ci�

est �

Mamdani � fSi�z� � min�min�fAi�x�� fBi�y��� fCi�z��

Larsen � fSi�z� � �fAi�x�fBi�y��fCi�z� V
et dans les deux cas les solutions sont agr�g�es par � max� ie le sous�
ensemble �ou S solution du syst�me des n propositions a pour fonction d�ap�
partenance �

fS�z� � max�fS1�z�� fS2�z�� � � � � fSn�z���

o� si � 6 i 6 n� Si est le sous�ensemble �ou solution de la proposition Pi�

��	 Un exemple � le pendule invers�

On va �tudier un processus de commande �oue permettant de maintenir
en position verticale un �pendule invers�� � une barre plac�e sur un chariot
mobile pouvant �tre d�plac� dans deux directions �cf �gure � page suivante	�
L�axe de rotation de la barre est solidaire du chariot�
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Fig� �� le pendule invers��

Ce processus de commande s�e�ectue en temps r�el � on mesure la vitesse
angulaire ainsi que l�angle d�inclinaison de la barre� et on calcule � chaque
instant la vitesse devant �tre appliqu�e au chariot pour �rattraper� le mouve�
ment de rotation de la barre et la maintenir dans la position la plus verticale
possible�

On suppose que l�on peut quali�er la vitesse angulaire et l�angle d�incli�
naison de la barre ainsi que la vitesse du chariot par �

NG � N�gatif Grand

NF � N�gatif Faible

Z � Z�ro

PF � Positif Faible

PG � Positif Grand�

On utilise les fonctions d�appartenance de la �gure ��

Consid�rons par exemple que la barre est en position verticale et que
sa vitesse angulaire est �faible�� dans le sens � �sens inverse de celui des
aiguilles d�une montre	� On doit alors compenser le mouvement de la barre
en d�pla!ant le chariot dans la direction # �vers la gauche	 � une vitesse
�faible��

D�o� la r�gle �oue �

SI �angle est z�ro� ET �vitesse angulaire est positive faible�

ALORS �vitesse est positive faible��

On �tablit ainsi les r�gles de contr�le du mobile� que l�on peut r�sumer
dans le tableau suivant �

� 



Fig� ��� les fonctions d�appartenance�

vitesse angle

NG NF Z PF PF

v a NG NG

i n NF NF Z

t g Z NG NF Z PF PG

e u PF Z PF

s l PG PG

On utilisera la m�thode min�max�
Prenons un cas particulier � soit comme valeur d�angle celle de la �gure

�� et comme valeur de vitesse angulaire celle de la �gure ���

Fig� ��� une valeur d�angle�

Comme on le lit sur les graphes� l�angle consid�r� est z�ro �Z	 avec le
degr� �� et est positif faible �PF	 avec le degr� ���� En ce qui concerne la
vitesse angulaire� elle est z�ro �Z	 avec un degr� de ��� et est n�gative faible
�NF	 avec un degr� de ����
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Fig� ��� une valeur de vitesse angulaire�

Rappelons que le degr� de v�rit� de l�implication �oue �

SI �x � A� ET �y � B� ALORS �z � C�

o� x est la valeur mesur�e de l�angle entre la barre et l�horizontale� y celle
de la vitesse angulaire de rotation de la barre� et z une une vitesse pouvant
�tre appliqu�e est �

fS�z� � min�min �fA�x�� fB�y��� fC�z�� �

On applique les quatre r�gles concern�es �

�� SI �angle Z� ET �vitesse angulaire Z� ALORS �vitesse Z��

L�angle est z�ro avec un degr� de �� � et la vitesse angulaire est z�ro avec
un degr� de �� �� On d�duit la fonction membre des vitesses solutions
de l�implication �oue sur la �gure �� �min��� �� �� �� � �� �	�

Fig� ��� solution de la premi�re r�gle �oue�
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�� SI �angle Z� ET �vitesse angulaire NF� alors �vitesse NF��

L�angle est z�ro avec un degr� de �� � et la vitesse angulaire est n�gative
faible avec un degr� de �� 
� On d�duit la fonction membre des vitesses
solutions sur la �gure �� �min��� �� �� 
� � �� 
	�

Fig� ��� solution de la deuxi�me r�gle �oue�

�� SI �angle PF� ET �vitesse angulaire NF� alors �vitesse Z��

L�angle est positif faible avec un degr� de �� � et la vitesse angulaire
est n�gative faible avec un degr� de �� 
� On d�duit la fonction membre
des vitesses solutions sur la �gure �� �min��� �� �� 
� � �� �	�

Fig� ��� solution de la troisi�me r�gle �oue�
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�� SI �angle PF� ET �vitesse angulaire Z� alors �vitesse PF��

L�angle est positif faible avec un degr� de �� � et la vitesse angulaire est
z�ro avec un degr� de �� �� On d�duit la fonction membre des vitesses
solutions sur la �gure �� �min��� �� �� �� � �� �	�

Fig� ��� solution de la quatri�me r�gle �oue�

Maintenant que l�on a d�termin� les fonctions d�appartenance du sous�
ensemble �ou solution de chaque r�gle� on d�termine le sous�ensemble solu�
tion du syst�me en agr�geant les r�sultats� avec l�op�rateur max �cf �gure
��	�

Fig� ��� la fonction d�appartenance des solutions�

On a donc obtenu le sous�ensemble �ou solution � pour une vitesse don�
n�e� on sait � quel degr� elle satisfait les r�gles de la commande� Mais pour
utiliser pratiquement ce r�sultat� il faut donner une valeur num�rique comme
solution � de l�exploitation de la �gure �� on d�duit une valeur de vitesse de�
vant �tre donn�e au chariot pour qu�il puisse �rattraper� la rotation de la
barre� Cette �tape est la d�fuzzi�cation� elle fait l�objet de la partie suivante�
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� La d�fuzzi�cation

Le processus de commande �oue doit fournir une solution num�rique pour
�tre exploitable� Par exemple pour un processus de contr�le� l�organe de
commande n�cessite un signal d�entr�e pr�cis� Il reste donc une �tape � l�in�
terpr�tation du sous�ensemble �ou des solutions� la d�fuzzi�cation�

Plusieurs possibilit�s existent� mais il semble qu�on ne puisse pas d�ter�
miner de mani�re syst�matique la meilleure m�thode de d�fuzzi�cation� Par
ailleurs� la rapidit� de l�algorithme de d�fuzzi�cation est cruciale pour un
contr�le en temps r�el�

D�taillons deux m�thodes�

��� La m�thode du maximum

Elle consiste � choisir comme solution d�fuzzi��e l�abscisse du maximum
de la fonction d�appartenance des solutions�

Si plusieurs points conviennent� on peut par exemple utiliser une variante�
la m�thode de lamoyenne des maxima� qui consiste � prendre comme solution
la moyenne des abscisses des maxima�

Dans notre cas �

Fig� � � m�thode du maximum�

L�avantage de cette m�thode est qu�elle ne n�cessite pas une grande puis�
sance de calcul� Cependant� elle pr�sente un gros inconv�nient � de faibles
variations du sous�ensemble �ou solution peuvent entra�ner des sauts impor�
tants du signal de sortie� comme l�illustre la �gure ��� Ceci est particuli�re�
ment g�nant si le signal d�fuzzi�� alimente un organe de contr�le n�cessitant
un signal r�gulier�

��



Fig� ��� inconv�nient de la m�thode du maximum�

��� La m�thode du centre de gravit�

Cette m�thode est la plus souvent utilis�e et donne g�n�ralement les
meilleurs r�sultats� Elle consiste � prendre comme solution l�abscisse du
centre de gravit� des solutions�

Pour le pendule invers� �

Fig� ��� m�thode du centre de gravit��

Par comparaison avec la m�thode du maximum� les r�sultats fournis sont
bien plus stables vis���vis de variations minimes du sous�ensemble �ou solu�
tion� Mais en contrepartie� elle exige une plus grande puissance de calcul�

��



� Une application � estimation de l	objectif d	un

missile

On pr�sentera dans cette partie un exemple d�algorithme �ou d�aide � la
prise de d�cision� Le probl�me est d�estimer le plus t�t possible la cible d�un
missile autoguid� en d�placement dans la direction de plusieurs objectifs
potentiels� Cette partie repose sur les travaux de V�Boulet� E� Druon� D�
Willaeys et P� Vanheege $�%�

��� Pr�sentation

On suppose que le missile a un objectif pr�d��ni qu�il cherche � atteindre
par la m�thode de Navigation Proportionnelle �que l�on ne d�taillera pas	�
On suppose �galement les vitesses des di��rents objets consid�r�s constantes
en module� et les vitesses des cibles faibles devant celle du missile� Les para�
m�tres de la trajectoire de ce dernier sont fournis par des capteurs dont les
mesures sont entach�es de bruit�

D��nissons bri�vement les param�tres de la Navigation Proportionnelle �

O 

δ 

δ 

Γ
Γ 

V 

V 

C 

O 

C 

C 

O 

On 
On 

v 

η 

axe de reference 

Fig� ��� param�tres de la Navigation Proportionnelle�

O � mobile�

C � cible consid�r�e�


O � angle entre V� et OC�


C � angle entre VC et OC�

r � distance entre O et C�

� � angle entre l�axe de r�f�rence et OC�

�On � acc�l�ration normale du mobile O�
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v
� � projection de �On sur la normale � OC�On

A � constante de la Navigation Proportionnelle�

Les �quations cin�matiques du mobile O contr�l� par Navigation Propor�
tionnelle et dirig� vers C sont �

r� � VC cos 
C � V0 cos 
O � �Vr� ��	

r�� � �VC sin 
C � V0 sin 
O� ��	

d
O � ���A�d
C� ��	

��C ��0 � �r � r��2�u� �r�� � �r����v� ��	

Des capteurs fournissent les valeurs de r� �� �v avec des p�riodes deOn

temps �t�
On d��nit une �variable de danger� pour chaque cible estimant la pos�

sibilit� d��tre la cible r�elle du missile 
 c�est cette variable qui sera modi��e
par l�algorithme �ou�

��� Les donn�es

�� Donn�es g�om�triques

On remarque que pour un mobile command� par Navigation Propor�
tionnelle� 
O converge vers � si la cible consid�r�e est la cible r�elle� et
diverge sinon�

On calcule donc pour chaque objectif potentiel la valeur de 
O � partir
de celles de r et ��

�� Donn�es cin�matiques

On estime pour chaque cible possible deux intervalles �rb1� rb2� et ��b1� �b2�
dans lesquels r et � devraient se trouver � l�instant t� n�t si la cible
consid�r�e est la cible r�elle du missile �n est �x� � l�avance	� Pour i � �
ou i � �� on estime rbi et �bi en r�solvant les �quations ��	���	� et ��	
pour A � �i �on ne connait pas la v�ritable valeur de A	� et on diminue
�i � �	 ou on augmente �i � �	 le r�sultat pour tenir compte du bruit
sur les mesures�

Pour la v�ritable cible� r et � auront tendance � rester dans respective�
ment �rb1� rb2� et ��b1� �b2� alors que pour les autres cibles� r et � sortiront
de ces intervalles�

�� Contr�le optimal

On ne connait pas les param�tres du mouvement du missile� Mais dans
le cadre optimal pour la m�thode de Navigation Proportionnelle� A
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vaut � � on calcule pour chaque cible m l�acc�l�ration normale um duc
mobile si sont param�tre �tait � et si la cible �tait r�ellementm� On ne
d�taillera pas le calcul ici mais avec l��quation ��	� on d�duit �� �A�2

tf � t
�v � A 
 Vr 
 �0 
 �On tf

Si A � �� ce que l�on supposera� �v d�croit vers �� En particulier� umcOn

�galement �car A � �	�

Pour am�liorer la vitesse de convergence� on �tudie l��cart � l�id�al �
�v c� um� Si m est la cible r�elle� cm tend vers � et sinon cmcm � On

diverge�

��� Fuzzi
cation

�� Pour 
O et cm

On examine � la fois cm et 
O pour acc�l�rer l�estimation�

Pour 
O�t � �� � �� prenons pour fonctions d�appartenance les fonc�
tions de la �gure ���

Fig� ��� fonctions d�appartenance pour 
O�

avec �

NG � N�gatif Grand

NF � N�gatif Faible

Z � Z�ro

PF � Positif Faible

PG � Positif Grand�
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La fonction f est une fonction d�croissante ayant � pour limite � elle
permet d��liminer plus rapidement les cibles pour lesquelles le graphe
de 
O est du type de celui de la �gure ���

Fig� ��� cas particulier pour 
O�

Si 
O�t � �� � �� on sym�trise les fonctions d�appartenance pr�c��
dentes� D�autre part� on prend le m�me type de fonctions membres
pour cm�

�� Pour r et �

Rappelons qu�il s�agit de savoir si r et � appartiennent respectivement
aux intervalles �rb1� rb2� et ��b1� �b2��
Le bruit entachant les mesures d�incertitudes� les fonctions d�apparte�
nance ne peuvent �tre tr�s �pr�cises� �cf �gure ��	�

Fig� ��� fonctions d�appartenance pour r�

On choisit comme quali�catifs pour r �

� 



NHIr � N�gativement Hors Intervalle

DIr � Dans l�Intervalle

PHIr � Positivement Hors Intervalle�

De la m�me fa!on on d��nit les fonctions d�appartenance relatives � ��

��� L�algorithme �ou et la d�fuzzi
cation

Les r�gles �oues augmentent ou diminuent la valeur de la variable �ni�
veau de danger� attribu�e � chaque objectif potentiel� On repr�sente cette
variation par les variables �oues �dangerm� m indiquant l�objectif consid�r��

On associe � �dangerm les sous�ensembles �ous de la �gure ���

Fig� ��� fonctions d�appartenance pour �dangerm�

avec �

P � Variation Positive

Z � Variation Nulle

N � Variation N�gative

TN � Variation Tr�s N�gative

XN � Variation Extr�mement N�gative�

L�algorithme comporte deux ensembles de r�gles �xant �dangerm � par�
tir� d�une part� de cm et 
O � � �

cmn
O NG NF P PF PG

NG XN XN TN TN XN

NF XN Z N N TN

P TN N P Z TN

PF TN N Z Z N

PG XN TN TN XN XN
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� � �et d�autre part� de r et ��

rn�
NHIr

DIr

PHIr

NHI� DI� PHI�

XN Z XN

Z Z Z

XN Z XN

remarque� les variables r et � ne sont en fait utilis�s que pour accentuer le
rejet d�une cible�

Pour l�obtention des r�sultats� on utilise la m�thode min�max et la m��
thode du centre de gravit� pour la d�fuzzi�cation 
 on obtient alors une valeur
num�rique pour �dangerm�

La cible m aura d�autant plus de chances d��tre la cible r�elle que la
variable �dangerm sera grande�

��	 Conclusion

Simple � mettre en &uvre� cette m�thode permet n�anmoins d�identi�er
rapidement la cible r�lle�

Consid�rons le sc�nario suivant �cf �gure ��	 �

Fig� ��� une simulation�

� cinq cibles potentielles� Ci� pour � 6 i 6 
� dispos�es selon une croix
de demi�c�t� � km�

� vitesse des cibles � �� m's selon l�axe �Ox	�
� vitesse du missile �  �� m's�
� missile O partant de �� km de sa cible r�elle �C1	�
� on choisit �1 � � et �2 � 
 �cf les donn�es cin�matiques dans ���	�
On simule par ordinateur les mouvements en r�solvant les �quations dif�

f�rentielles de la cin�matique �par une m�thode type Runge�Kutta	� et les
bruits de mani�re al�atoire�
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L�application de l�algorthme montre une reconnaissance de l�objectif r�el
�c�est���dire une variable de danger signi�cativement plus grande pour la cible
C1 que pour les autres	 d�s que la distance entre le missile et C1 est de l�ordre
de �� km� soit apr�s un parcours d�approximativement � km seulement�
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Conclusion

Les outils fournis par la logique �oue permettent une mod�lisation des
ph�nom�nes pouvant en un certain sens s�approcher du raisonnement hu�
main� Le fait de transcender le �tout ou rien� des ordinateurs introduit une
souplesse faisant la puissance des outils �ous dans de nombreux domaines�

Au milieu des ann�es  �� les applications industrielles �rent �or�s de
mani�re spectaculaire� et ce essentiellement en Asie du Sud�Est� l�Europe et
l�Am�rique restant assez circonspectes sur le sujet� Elles vont du contr�le
d�un m�tro automatique � l��limination du tremblement pour les cam�ras
vid�o en passant par le r�glage de cycles sur une machine � laver� En outre�
la �exibilit� des mod�les �ous permit �galement des applications dans des
domaines tels que la m�decine �aide au diagnostic	� la �nance �pr�visions
boursi�res� op�rations de change	� la m�t�orologie� etc�

Mais m�me s�ils b�n��ci�rent d�un e�et de mode� les algorithmes �ous ne
sont pas n�cessairement les meilleurs� D�autres m�thodes �par exemple les
m�thodes neuronales	 peuvent les surpasser pour la r�solution de probl�mes
du m�me type� En fait� on s�oriente vers un panachage de ces techniques� et
c�est ainsi que l�on assiste � l�apparition d�algorithmes �neuro��ous��

D�autre part� plus le syst�me est complexe� plus les r�gles qui le r�gissent
sont nombreuses et compliqu�es� Il s�agit l� d�un obstacle majeur au contr�le
en temps r�el� Des �quipes au Japon s�attachent � r�duire la complexit� des
algorithmes �ous 
 un objectif de la recherche est de parvenir au contr�le d�un
h�licopt�re sans pilote humain� t(che complexe s�il en est )

Citons pour �nir quelques projets ��ous� � la reconnaissance de motifs sur
des images� l��laboration de robots intelligents qui� une fois certains travaux
assimil�s� pourraient travailler en �quipe� la mise au point de processeurs
travaillant directement sur des variables linguistiques et non plus sur des
variables bool�ennes � � �
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