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Chapitre 1

Il semble au premier abord que 'aberration de la lumiere et les phénomenes
optiques et électriques qui s’y rattachent vont nous fournir un moyen de détermi-
ner le mouvement absolu de la Terre, ou plutét son mouvement, non par rapport
aux autres astres, mais par rapport a I’éther. Fresnel I’avait déja tenté, mais il re-
connut bientdt que le mouvement de la Terre n’altere pas les lois de la réfraction et
de la réflexion. Les expériences analogues, comme celle de la lunette pleine d’eau
et toutes celles ol1 on ne tient compte que des termes du ler ordre par rapport
a 'aberration, ne donnerent non plus que des résultats négatifs; on en décou-
vrit bient6t 'explication; mais MICHELSON, ayant imaginé une expérience ou
les termes dépendant du carré de I’aberration devenaient sensibles, échoua a son
tour.

Il semble que cette impossibilité de mettre en évidence expérimentalement le
mouvement absolu de la Terre soit une loi générale de la Nature; nous sommes
naturellement portés a admettre cette loi, que nous appellerons le Postulat de Re-
lativité et a I'admettre sans restriction. Que ce postulat, jusqu’ici d’accord avec
I'expérience, doive étre confirmé ou infirmé plus tard par des expériences plus
précises, il est en tout cas intéressant de voir quelles en peuvent étre les consé-
quences.

Une explication a été proposée par Lorentz et Fitz Gerald, qui ont introduit I’hy-
potheése d’'une contraction subie par tous les corps dans le sens du mouvement de
la Terre et proportionnelle au carré de 'aberration; cette contraction, que nous
appellerons la contraction lorentzienne , rendrait compte de I'expérience de Mi-
chelson et de toutes celles qui ont été réalisées jusqu’ici. Lhypothese deviendrait
insuffisante, toutefois, si on voulait admettre dans toute sa généralité le postulat
de relativité.

Lorentz a cherché alors a la compléter et a la modifier de facon a la mettre en
concordance parfaite avec ce postulat. C’est ce qu’il a réussi a faire dans son article
intitulé ( Proceedings de 'Académie d’Amsterdam, 27 mai 1904).
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Limportance de la question m’a déterminé a la reprendre ; les résultats que j’ai
[130] obtenus sont d’accord avec ceux de M. Lorentz sur tous les points impor-
tants; j'ai été seulement conduit a les modifier et a les compléter dans quelques
points de détail ; on verra plus loin les différences qui sont d'une importance se-
condaire.

L'idée de Lorentz peut se résumer ainsi : si on peut, sans qu’aucun des phéno-
menes apparents soit modifié, imprimer a tout le systéme une translation com-
mune, c’est que les équations d’'un milieu électromagnétique ne sont pas altérées
par certaines transformations, que nous appellerons transformations de Lorentz;
deux systemes, 'un immobile, I’autre en translation, deviennent ainsi l'image exacte
I'un de l'autre.

Langevin I avait cherché a modifier I'idée de Lorentz; pour les deux auteurs,
I’électron en mouvement prend la forme d’'un ellipsoide aplati, mais pour Lorentz
deux des axes de l'ellipsoide demeurent constants, pour Langevin au contraire
c’estle volume del'ellipsoide qui demeure constant. Les deux savants ont d’ailleurs
montré que ces deux hypotheses s’accordent avec les expériences de Kaufmann,
aussi bien que I’hypothese primitive d’Abraham (électron sphérique indéformable).

L'avantage de la théorie de Langevin, c’est qu’elle ne fait intervenir que les forces
électromagnétiques et les forces de liaison ; mais elle est incompatible avec le pos-
tulat de relativité ; c’est ce que Lorentz avait montré, c’est ce que je retrouve a mon
tour par une autre voie en faisant appel aux principes de la théorie des groupes.

Il faut donc en revenir a la théorie de Lorentz; mais si I’on veut la conserver
et éviter d’'intolérables contradictions, il faut supposer une force spéciale qui ex-
plique a la fois la contraction et la constance de deux des axes. J’ai cherché a dé-
terminer cette force, j’ai trouvé qu'elle peut étre assimilée a une pression extérieure
constante, agissant sur l'électron déformable et compressible, et dont le travail est
proportionnel aux variations du volume de cet électron .

Si alors I'inertie de la matiere était exclusivement d’origine électromagnétique,
comme on 'admet généralement depuis I'expérience de Kaufmann, et qu’a part
cette pression constante dont je viens de parler, toutes les forces soient d’origine
électromagnétique, le postulat de relativité peut étre établi en toute rigueur. C’est
ce que je montre par un calcul tres simple fondé sur le principe de moindre action.

Langevin avait été devancé par M. Bucherer de Bonn, qui a émis avant lui la méme idée. ( Voir:
Bucherer, Mathematische Einfiihrung in die Elektronentheorie; aott 1904. Teubner, Leipzig).



Mais ce n’est pas tout. Lorentz, dans I’ouvrage cité, a jugé nécessaire de complé-
ter son hypotheése de facon a ce que le postulat subsiste quand il y a d’autres forces
que les forces électromagnétiques. D’apres lui, toutes les forces, quelle qu’en soit
'origine, sont affectées par la transformation de Lorentz (et par conséquent par
une translation) de la méme maniere que les forces électromagnétiques.

Il importait d’examiner cette hypothese de plus pres et en particulier de recher-
cher quelles modifications elle nous obligerait a apporter aux lois de la gravitation.

On trouve d’abord qu’elle nous force a supposer que la propagation de la [131]
gravitation n'est pas instantanée, mais se fait avec la vitesse de la lumiere. On
pourrait croire que c’est une raison suffisante pour rejeter I’hypothese, Laplace
ayant démontré qu’il ne peut en étre ainsi. Mais en réalité, 1'effet de cette propa-
gation est compensé, en grande partie, par une cause différente, de sorte qu’il n'y
a plus contradiction entre la loi proposée et les observations astronomiques.

Etait-il possible de trouver une loi, qui satisfit a la condition imposée par Lo-
rentz, et qui en méme temps se réduisit a la loi de Newton toutes les fois que les
vitesses des astres sont assez petites pour qu’on puisse négliger leurs carrés (ainsi
que le produit des accélérations par les distances) devant le carré de la vitesse de
la Lumiere ?

A cette question, ainsi qu’'on le verra plus loin, on doit répondre affirmative-
ment.

La loi ainsi modifiée est-elle compatible avec les observations astronomiques ?

A premiere vue, il semble que oui, mais la question ne pourra étre tranchée que
par une discussion approfondie.

Mais en admettant méme que cette discussion tourne a ’avantage de la nou-
velle hypotheése, que devrons-nous conclure ? Si la propagation de I'attraction se
fait avec la vitesse de la lumieére, cela ne peut étre par une rencontre fortuite, cela
doit étre parce que c’est une fonction de I'éther; et alors il faudra chercher a pé-
nétrer la nature de cette fonction, et la rattacher aux autres fonctions du fluide.

Nous ne pouvons nous contenter de formules simplement juxtaposées et qui
ne s’accorderaient que par un hasard heureux; il faut que ces formules arrivent
pour ainsi dire a se pénétrer mutuellement. L'esprit ne sera satisfait que quand il
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croira apercevoir la raison de cet accord, au point d’avoir l'illusion qu'’il aurait pu
le prévoir.

Mais la question peut encore se présenter a un autre point de vue, qu'une com-
paraison fera mieux comprendre. Supposons un astronome antérieur a Copernic
et réfléchissant sur le systeme de Ptolémée; il remarquera que pour toutes les
planetes, un des deux cercles, épicycle ou déférent, est parcouru dans le méme
temps. Cela ne peut étre par hasard, il y a donc entre toutes les planeétes je ne sais
quel lien mystérieux.

Mais Copernic, en changeant simplement les axes de coordonnées regardés
comme fixes, fait évanouir cette apparence ; chaque planéte ne décrit plus qu'un
seul cercle et les durées des révolutions deviennent indépendantes (jusqu’a ce que
Kepler rétablisse entre elles le lien qu’on avait cru détruit).

Ici il est possible qu’il y ait quelque chose d’analogue; si nous admettions le
postulat de relativité, nous trouverions dans la loi de gravitation et dans les lois
électromagnétiques un nombre commun qui serait la vitesse de la lumiere; et
nous le retrouverions encore dans toutes les autres forces d’origine quelconque,
ce qui ne pourrait s’expliquer que de deux manieres :

Ou bien il n'y aurait rien au monde qui ne fat d’origine électromagnétique.

Ou bien cette partie qui serait pour ainsi dire commune a tous les phénomeénes
physiques ne serait qu'une apparence, quelque chose qui tiendrait a nos méthodes
de [132] mesure. Comment faisons-nous nos mesures ? En transportant, les uns
sur les autres, des objets regardés comme des solides invariables, répondra-t-on
d’abord ; mais cela n’est plus vrai dans la théorie actuelle, si]’on admet la contrac-
tion lorentzienne. Dans cette théorie, deux longueurs égales, ce sont, par défini-
tion, deux longueurs que la lumiere met le méme temps a parcourir.

Peut-étre suffirait-il de renoncer a cette définition, pour que la théorie de Lo-
rentz fit aussi completement bouleversée que I'a été le systeme de Ptolémée par
I'intervention de Copernic. Si cela arrive un jour, cela ne prouvera pas que 1'ef-
fort fait par Lorentz ait été inutile ; car Ptolémée, quoi qu’on en pense, n'a pas été
inutile a Copernic.



Aussi n'ai-je pas hésité a publier ces quelques résultats partiels, bien qu’en ce
moment méme la théorie entiere puisse sembler mise en danger par la découverte
des rayons magnétocathodiques.



Chapitre 2

Lorentz a adopté un systeme particulier d'unités, de facon a faire disparaitre les
facteurs 4pi; dans les formules. Je ferai de méme, et de plus je choisirai les unités
de longueur et de temps de telle facon que la vitesse de la lumiere soit égale a
1. Dans ces conditions les formules fondamentales deviennent, en appelant f, g,
h le déplacement électrique, alpha;, beta;, gamma; la force magnétique, E G, H
le potentiel vecteur, phi; le potentiel scalaire, rho; la densité électrique, xi;, eta;,
zeta ; la vitesse de I'électron, u, v, w le courant :

Wiu=G+pi=G-% a=G-E f=—G-3
O=-—
[133] Si alors nous posons :
O'=%
il viendra :
O'=010"2

Considérons une sphere entrainée avec I’électron dans un mouvement de trans-
lation uniforme et soit :

x-E02+ (y—n)* + (x = (0> =r?,

I'équation de cette sphere mobile dont le volume sera 4—



La transformation la changera en un ellipsoide, dont il est aisé de trouver 1’équa-
tion. On déduit aisément en effet des équations (3) :

(3 bls) X:kl(xl—et/), t:ITC([,—ex/)y y:

Cet ellipsoide se déplace avec un mouvement uniforme ; pour t'=0, il se réduit a
Kx?(1+¢&e)? + (¥ +nkex)? + (2 + {kex')? = 1?12,
et a pour volume :
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Sil’on veut que la charge d’un électron ne soit pas altérée par la transformation
et sil'on appelle rho;’ la nouvelle densité électrique, il viendra :

4) p' =
17’ =

d'ou:

(4 bis) p'¢’ =

[134] On retrouve ainsi les formules :
p'¢’ =

mais la valeur de rho;’ differe.

Il importe de remarquer que les formules (4) et (4 bis) satisfont a la condition
de continuité

Soit en effet lambda ; une quantité indéterminée et D le déterminant fonction-
nel de



(5) t+Ap, x+Apé, x+ Apn, z+ Apl
par rapportat, x,y, z. On aura:
D=D1A + D323 + D424,

avec Dl1=dp————
p dat+y %:0.

Soit lambda;’:lzlambda;,nousvoyonsqueles4fonctions
5 blS) tl+/1l,0,, x/+/1/p/€/, y/+/1/p/n/’ Z,+A’p’(’

sont liées aux fonctions (5) par les mémes relations linéaires que les variables
anciennes aux variables nouvelles. Si donc on désigne par D’ le déterminant fonc-
tionnel des fonctions (5 bis) par rapport aux variables nouvelles, on aura :

D'=D, D'=D1'A +...+ D4’ 14,
dou:
D0=1, D1=0=

Avec’hypothese de Lorentz, cette condition ne serait pas remplie, puisque rho;’
n’a pas la méme valeur.

Nous définirons les nouveaux potentiels, vecteur et scalaire, de facon a satisfaire
aux conditions

(6) D,'(/// — _pI, DIFI — _plf/.
Nous tirerons ensuite de la :
N y' =L +er), F=XF+ey), G =16, H' =1H.

Ces formules different notablement de celles de Lorentz, mais la divergence ne
porte en derniere analyse que sur les définitions.



Nous choisirons les nouveaux champs électrique et magnétique de facon a sa-
tisfaire aux équations :

8 f=-
et on en conclut :
@ {f =

et 'on voit aisément que ce sont des conséquences nécessaires des équations
(6), (8) et (10).

Nous devons maintenant comparer les forces avant et apres la transformation.

Soient X, Y, Z la force avant, et X, Y, Z’ la force apres la transformation, toutes
deux rapportées a I'unite de volume. Pour que X’ satisfasse aux mémes équations
gu’avant la transformation, on doit avoir :

XI — plf/ + pl(nl,)/! _(/ﬁl)’
YI — p/f/ + pl(clal_é‘/,yl),
X/ — p,h/'i'p,(é,ﬁ,_n/a,),

ou, en remplacant toutes les quantités par leurs valeurs (4), (4bis) et (9) et tenant
compte des équations (2) :

(1D {X'=
[136] et nous aurions les équations
(11bis) {X 1+€) X1¢),

Yl,

Z1.

Lorentz avait trouvé [a la différence des notations pres, page 813, formule (10)] :
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(11ten) {X 1" - 2e(n'g' + 'k,
V1 + lz_eél /
k )
1y e gry
Z1'+ = h.
Avant d’aller plus loin, il importe de rechercher la cause de cette importante
divergence. Elle tient évidemment a ce que les formules pour xi;, eta;’, zeta; ne

sont pas les mémes, tandis que les formules pour les champs électriques et ma-
gnétiques sont les mémes.

Si l'inertie des électrons est exclusivement d’origine électromagnétique, si de plus
ils ne sont soumis qu’a des forces d’origine électromagnétique, la condition d’équi-
libre exige que l'on ait a l'intérieur des électrons :

X=Y=7/=0.
Or en vertu des équations (11) ces relations équivalent a

X'=Y'=7"=0.

Les conditions d’équilibre des électrons ne sont donc pas altérées par la transfor-
mation .

Malheureusement une hypothese aussi simple est inadmissible. Si, en effet, on
suppose xi ;=eta ;zeta;=0, les conditions X =Y = Z = 0 entraineraient f=g=h =o, et par
conséquent ) % =0,c'est—a—direrho;=0.0narriveraitadesrésultatsanaloguesdan
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Chapitre 3

On sait comment Lorentz a déduit ses équations du principe de moindre action.
Je reviendrai cependant sur la question, bien que je n’aie rien d’essentiel a ajouter
a I'analyse de Lorentz, parce que je préfere la présenter sous une forme un peu
différente qui me sera utile pour mon objet. Je poserai :

W) J=fdtdr|

ou C est une des quantités qui définissent I’état du systeme et delta ;C sa varia-
tion, elle sera égale (en intégrant par parties par rapport au temps) :

[dt | AB6C|t=10— [dr dT42dBéC.
Comme|’état du systeme est déterminé aux deux époques limites, on a delta ;C=0

pour t=t0, t=t1; donc la lere intégrale qui se rapporte a ces deux époques est nulle,
et la 2de subsiste seule.

Nous pouvons de méme intégrer par parties par rapport a X, y ou z; nous avons
en effet

JALaxdydi=[ABdydzdi— [B%dxdy dz dr.
Nos intégrations s’étendant jusqu’al’infini, il faut faire x=+tcodanslalereintégraleduc
JALdr dr=- [BUdr du.

Sile systeme était supposé soumis a des liaisons, il faudrait adjoindre ces condi-
tions de liaison aux conditions imposées aux diverses quantités qui figurent dans
I'intégrale J.

Donnons d’abord a E G, H des accroissements delta ;E delta;G, delta;H; d’ ot :
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_ déH _ dbG
oa = o " dz

[138] On devra avoir
6] = [dtdr |y oLl - L) -y usF| =0,
ou, en intégrant par parties,

6) = [dtdr |y (6GH -5 HIE) - X udF| =

:-fdthZ(SF(u——+ dﬁ) 0
d’ot, en égalant a zéro le coefficient de I'arbitraire delta;;E
(3) u=dy——+
Y dy—%
Cette relation nous donne (avec une intégration par parties) :

JYFudr= [ F(E-4L)dr=[x(pL-yL)dr =

ou
[ Y Fudr = [Y a*dr,
d’ou enfin :
@) J=fdtdr(
Mais f, g, h sont assujettis a la 1ere des conditions (2), de sorte que

PR

et qu'il convient d’écrire :
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6) 6] = fdth[Zfdf Y Fou-y (L%l -6 )]

Les principes du calcul des variations nous apprennent que I'on doit faire le
calcul comme si, psi; étant une fonction arbitraire, delta;] était représente par
I’expression (6) et si les variations n’étaient plus assujetties a la condition (5).

Nous avons d’autre part
du=2L+5p¢,
d’ot, apres intégration par parties,
(78] = [dt drzéf(f+% + fl—‘”) + [dtdr(ydp—-Y Fpé).
Si nous supposons d’abord que les électrons ne subissent pas de variation, [139]

delta;rho ;=delta;rho;xi;=0 et la seconde intégrale est nulle. Comme delta;] doit
s’annuler, on doit avoir :

(8) f+dF

Il reste donc dans le cas général :

9) 6] = fdtdr(wép—-YXF5pé).

Il reste a déterminer les forces qui agissent sur les électrons. Pour cela nous
devons supposer qu’'on applique a chaque élément d’électron une force com-
plémentaire -Xdtau;;, -Ydtau;, -Zdtau;, et écrire que cette force fait équilibre aux
forces d’origine électromagnétique. Soit U, V, W les composantes du déplacement
del’élément dtau; d’électron, déplacement compté a partir d'une position initiale

quelconque. Soient delta;U, delta;V, delta;W les variations de ce déplacement; le
travail virtuel correspondant de la force complémentaire sera :

-[Y. X6U dr,
de sorte que la condition d’équilibre dont nous venons de parler s’écrira :
(10) pJ =— [X X6U dr dt.
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Il s’agit de transformer delta;]. Pour cela commencons par chercher I'équation
de continuité exprimant que la charge d’'un électron se conserve par la variation.

Soient x0, y0, z0 la position initiale d'un électron. Sa position actuelle sera :
x=x0+V, z=z 0+W.

Nous introduirons en outre une variable auxiliaire epsilon ;, qui produira les va-
riations de nos diverses fonctions, de sorte que, pour une fonction A quelconque,
on ait:

_ dA
O0A= 66%

I me sera commode en effet de pouvoir passer de la notation du calcul des
variations, a celle du calcul différentiel ordinaire, ou inversement.

Nos fonctions pourront étre regardées : 1° soit comme dépendant des cinq va-
riables x, y, z, t, epsilon;, de telle sorte qu’on reste toujours a la méme place quand
t et epsilon; varient seuls : nous désignerons alors leurs dérivées par des d ordi-
naires; 2° soit comme dépendant des cinq variables x0, y0, z0, t, epsilon; de telle
sorte qu’'on suive toujours un méme électron quand t et epsilon; varient seuls;
nous désignerons alors leurs dérivées par des part; ronds. On aura alors :

—oU _ dU au au au _ ox
AD¢=%; =G +Sa t g, *Caz = 5

Désignons maintenant per Delta; le déterminant fonctionnel de x, y, z par rap-
port a [140] x0, y0, z0 :

_0x, ¥ 2
A= 0(x0, z0)*

Si epsilon;, x0, y0, z0 restant constants nous donnons a t un accroissement
part;t, il en résultera pour x, y, z des accroissements part;x0, part;y0, part;z0, et
pour Delta; un accroissement part;Delta;, et on aura :

0x=¢0t, Oxy=not, 0z={(0t,

__ 0(x+0x, y+0y, z+0z
A+0A= 0(x0, z0)
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d’ou

1+6A A= 0(x+0x, y+0y, z+0z 6(x+50t y+not, z+{0t
- a(x, y, 2) o(x, y, 2)
On en déduit :
U2) 1 5 @@

La masse de chaque électron étant invariable, on aura :

(13) 0pA 5=

d'ou:

Y a op_d a a a
orypii=0, F=feridE, Frr o

Telles sont les différentes formes de I’équation de continuité en ce qui concerne

la variable t. Nous trouvons des formes analogues en ce qui concerne la variable
epsilon;. Soit :

_ou _ov _ W, .
6U—56€, 6V—§6€, 6W—¥5€,
il viendra :

(11 bis) 6U = Lée + UL +6V = +5W”’U

(12 bis) 1

A _v dU 0pA _
Aae_ de”’ oe =0,

dpU dp _d sUd dpsU
(13bis) SeL + Y p %l =0, L =90y Ul 5,000

On remarquera la différence entre la définition de 6U = ‘il—g(‘)“eetcel ledebp =
%56; onremarqueraquec'estbiencettedéfinitiondedelta;Uquiconvientalaformu

Cette derniere équation va nous permettre de transformer le lere terme de (9) ;
nous trouvons en effet :
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dpsU
fdrdtysp=-[drdryYy L=,

[141] ou, en intégrant par parties,
(14 bis) [dt dt wdp = [dt erpd‘”(?U

Proposons-nous maintenant de déterminer

5(p&) = L de.

Observons que delta;Delta; ne peut dépendre que de x0, y0, z0 ; en effet, sil’'on
considere un élément d’électron dont la position initiale est un parallélipipede
rectangle dont les arétes sont dx0, dy0, dz0 la charge de cet élément est

PpAdx0 dz0
et, cette charge devant demeurer constante, on a:

(15) 0pA 55— ey

On en déduit :

(16) 0pAU—

nuité,

et de méme

AaAA dA +Z

On a donc

(17)1

0 ou ) _
A&(PAW)-
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il vient :

d(pédl) | dpndl) | d(pldl)
dz - ar tax T dy tT 4z

(18) 6pé + d(p&SU) n d(pj;SV) n d(pé6W) _ d(psU)

Transformons maintenant le 2d terme de (9) ; il vient :

[dt dvY Fépé

d(pdU) d(pn6U) d(p{8U) _ d(pEdV)  d(pEdw)
=[dtdr [ZF +YF + =z 7 — ]

[142] Le second membre devient, par I'intégration par parties :

[dtdr [—Zp5U% — X pnSULLE -5 pr6UL + Y peo VL +Zp€5W%] .
Remarquons maintenant que :

Y pEoVEE =¥ ptsUE, ¥ peoWHE =Y pnoUSE

Si, en effet, dans les deux membres de ces relations, on développe les Sigma;;,
elles deviennent des identités ; et souvenons-nous que

dH

ar _ aG _dF
dx—%——ﬁ, =5
le second membre en question deviendra :

Jdtdr[-¥p8UG: - X pyndU - ¥ ppiou],

de sorte que finalement :

5= [dt erpc?U(dw +4E L By yn) [dtdr¥ psU(~f+B{—yn).
En égalant le coefficient de delta ;U dans les deux membres de (10) il vient :

X=f-B¢ +yn.

C’est’équation (2) du § précédent.
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Chapitre 4

Voyons si le principe de moindre action nous donne la raison du succes de la
transformation de Lorentz. Il faut d’abord voir ce que cette transformation fait de
I'intégrale :

J=fdrtdr(
(formule 4 du § 2).
Nous trouvons d’abord

dt' di’ = 1*dt dt

carx,y, Yy, z, t sontliés x, y, z, t par des relations linéaires dont le déterminant
est égal al4; il vient ensuite :

(D) (14X f2 = f2+ K2(g% + h?) + kK2 (B +72) + 2k%e(gy — h)
'Y a?=a?+ k*(B* +v?) + k*e*(g* + h*) + 2k*e(gy — hP)
(formules9du§1),dou:
f(Zf?-La?) =L f-La?
[143] de sorte que sil'on pose :
)= [dt dt'(

il vient :
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J=].

Il faut toutefois, pour que cette égalité soit justifiée, que les limites d’intégration
soient les mémes ; jusqu’ici nous avons admis que t variait depuis t0 jusqu’a t1, et
X, y, z depuis infin; jusqu’a + infin ;. A ce compte les limites d’intégration seraient
altérées par la transformation de Lorentz; mais rien ne nous empéche de suppo-

ser t0=-infin;, t1=+infin;; avec ces conditions les limites sont les mémes pour J et
pourJ’.

Nous avons alors a comparer les deux équations suivantes analogues a I’équa-
tion (10) du§2:

@) {6]J=—-[XXéUdrdt
6J=-[YX'6U" dr'dr.
Pour cela, il faut d’abord comparer delta;U’ a delta;U.

Considérons un électron dont les coordonnées initiales sont x0, y0, z0; ses co-
ordonnées a l'instant t, seront

x=x0+V, z0+W.

Si on considere I'électron correspondant apres la transformation de Lorentz, il
aura pour coordonnées

!

X =kl(x+et), y =1y, Z'=Ilz

X=x0+V', Z=z0+W'
mais il n’atteindra ces coordonnées qu’a I'instant
t'=kl(t+ex).
Si nous faisons subir a nos variables des variations delta;U, delta;V, delta;W et

que nous donnions en méme temps a t un accroissement delta ;t, les coordonnées
X, ¥, Z subiront un accroissement total
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Ox=0U+¢bt, 6y=0V+ndt, 6z=0W+Eot.
Nous aurons de méme :

0x'=0U +¢&'6t, 6y =0V'+n'6t', 6z =W +{'6¢,
et en vertu de la transformation de Lorentz :

ox'=kl(6x+edt), 6y =10y, 6z =10z, 6t =kl(Ot+edx).
d’ou, en supposant delta ;t=0, les relations :

0x'=0U +¢&'6t' =kloU,

0y =6V +n'6t =16V,

ot =kledU.

[144] Remarquons que

1 _ &+e /I _ n
¢ =t N =t

il viendra, en remplacant delta ;t’ par sa valeur,
KI1+&)0U =0U' (1+ée)+ (E+¢€) kledU,
11+&e)0V =0V'(1+¢&e) +nledU.
Si nous nous rappelons la définition de k, nous tirerons de la :
6U =%5U" + E¢sUr,
SV =16V'+EnsU,
et de méme
W =16W'+ 56U
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d’ou

(3) LX6U =1 (kX6U' +Y6V'+ Z6W') + %6U' ¥ X¢.

Or, en vertu des équations (2) on doit avoir :
[YXX'6U'dt di'= [Y. X6U dt dt =

En remplacant Sigma;Xdelta ;U par sa valeur (3) et identifiant, il vient :
X =

Ce sont les équations (11) du § 1. Le principe de moindre action nous conduit
donc au méme résultat que I'analyse du § 1.

Sinous nous reportons aux formules (1), nous voyons que Sigma f2—Si gma;alpha; ’n'es
Sigma;alpha;*quifiguredansl'énergie.Sinousnousbornonsaucasouepsilon;estas
letsinoussupposonsaussil =1,noustrouvons:

Y fP=Y f*+2¢(gy-hp),
Ya?=Y a*+2¢(gy—hp),
ou, par addition

YfP+Ya?=Y fA+Y a*+4e(gy—hp).
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Chapitre 5

Il importe de remarquer que les transformations de Lorentz forment un groupe.
Sil'on pose en effet :
X =kl(x+et), y =1y, Z'=lz, t'=kl(t+ex),
[145] et d’autre part
X = k/l/(x/+€/t/) y// =1V 7' =127 = k/l/(t/_l_e/x/)
avec
K2=1-€2 J'2=1—¢?
il viendra :
X = k”l”(x+ e t) y// — l"y Z'=1"z = k”l”(t+€”x)
avec
N _
Sinous donnons alla valeur 1, que nous supposions epsilon; infiniment petit,
X=x+0x, y=y+06y, Z=z+6z, t'=t+t
il viendra :

Ox=€t, 60y=0z=0, Ot=¢€x.
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C’estla la transformation infinitésimale génératrice du groupe, que j'appellerai
la transformation T1 et qui d’aprés la notation de Lie peut s’écrire :

tdep

Si nous supposons epsilon ;=0 et I=1+delta;l, nous trouverions au contraire
O0x=x6l, O6y=y6l, Oz==z06l Ot=1t0l
et nous aurions une autre transformation infinitésimale t0 du groupe (a suppo-

ser que | et epsilon; soient regardés comme des variables indépendantes) et on
aurait avec la notation de Lie :

T 0=xd¢
deg dp do
dx+yd—y+z%+tm.

Mais on pourrait faire jouer a I’axe des y ou a celui des z le réle particulier que

nous avons fait jouer a I'axe des x; on aurait ainsi deux autres transformations

infinitésimales :

T 2=tde

d
dy+yd—f,

T 3:td(pm

at’

qui n’altéreraient pas non plus les équations de Lorentz.
On peut former les combinaisons imaginées par Lie, telles que
) de
[T2] = xd_y - ya,

mais il est aisé de voir que cette transformation équivaut a un changement
d’axes de coordonnées, les axes tournant d'un angle tres petit autour de I'axe des
z. Nous ne [146] devons donc pas nous étonner si un pareil changement n’altere
pas la forme des équations de Lorentz, évidemment indépendantes du choix des
axes.

Nous sommes donc amenés a envisager un groupe continu que nous appelle-
rons le groupe de Lorentz et qui admettra comme transformations infinitésimales :
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1°la transformation TO qui sera permutable a toutes les autres;
2°les trois transformations T1, T2, T3;
3° les trois rotations [T1, T2], [T2, T3], [T3, T1].

Une transformation quelconque de ce groupe pourra toujours se décomposer
en une transformation de la forme :

X=Ilx, y=1y, zZ=Ilz, t'=It
et une transformation linéaire qui n’altere pas la forme quadratique

X+ yi+zt -

Nous pouvons encore engendrer notre groupe d’'une autre maniere. Toute trans-
formation du groupe pourra étre regardée comme une transformation de la forme :

(DX =klx+et), y' =1y, zZ'=lz, t' =kl(t+ex)

précédée et suivie d’'une rotation convenable.

Mais pour notre objet, nous ne devons considérer qu'une partie des transforma-
tions de ce groupe; nous devons supposer que l est une fonction de epsilon ;, et il
s'agit de choisir cette fonction, de facon que cette partie du groupe, que j'appellerai
P forme encore un groupe.

Faisons tourner le systeme de 180° autour de l'axe des y, nous devrons retrouver
une transformation qui devra encore appartenir a P Or cela revient a changer le
signede x, x, z et z’; on trouve ainsi :

@)X =klx—et), y'=1ly, Z'=1lz, t' =kl(t—ex)

Donc I ne change pas quand on change epsilon ; en -epsilon ;.

D’autre part, si P est un groupe, la substitution inverse de (1), qui s'écrit :

@)X =Fx—en, y=1% 2=% ¢=%Ft-ex),
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devra également appartenir a P; elle devra donc étre identique a (2, c’est-a-dire
que

lzll—

On devra donc avoir I=1.
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Chapitre 6

M. Langevin a mis sous une forme particulierement élégante les formules qui
définissent le champ électromagnétique produit par le mouvement d’'un électron
unique.

Reprenons les équations
() Oy =-p, OF =—pé.
[147] On sait qu'on peut les intégrer par les potentiels retardés et quon a :

@Qy=5

tandis que rho;1, et xi;1, sont les valeurs de rho; et de xi; au point x1, yl, zl, et a
linstant

tl=t-r.
Soient : x0, y0, z0 les coordonnées d'une molécule d’électron a l'instant t;
ses coordonnées a l'instant t;
x1=x0+U, yl1=y0+V, z1=z0+W
U, V, W sont des fonctions de x0, y0, z0, de sorte que nous pourrons écrire :
dx0+

et sil’on suppose t constant, ainsi que x, yetz:
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dtlrdx 1.

Nous pouvons donc écrire :

dx1x1¢1—y

r+dzl

avec les deux autres équations qu’on peut en déduire par permutation circu-
laire.

Nous avons donc :

(3)dr1

Etudions les déterminants qui figurent dans les deux membres de (3) et d’abord
dans le ler membre; si on cherche a le développer, on voit que les termes du 2d

et du 3e degré par rapportaxi;l, eta;1, zeta;1 disparaissent et que le déterminant
est égal a

1+¢1—xr, 14+nl—-yr, 1+{l1-zr=1+o,

omega ; désignant la composante radiale de la vitesse xi;1, eta;1, zeta;1, c’est-a-
dire la composante dirigée suivant le rayon vecteur qui va dit pointx, y, t au point
x1,vyl, z1.

Pour obtenir le 2d déterminant, j’envisage les coordonnées des différentes mo-
lécules de I’électron a un instant t’, qui est le méme pour toutes les molécules, mais

de telle facon que pour la molécule que j’'envisage on ait t1=t’1. Les coordonnées
d’'une molécule seront alors :

X'1=x0+U, y'1=y0+V, 2’ 1=z0+W’

[148] U’, V, W étant ce que deviennent U, V, W quand on y remplace t1 par t'l;
comme t'1 est le méme pour toutes les molécules, on aura :

dx0(1+

et par conséquent
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dr0] 1+
en posant
drl'dyl’.

Mais I’élément de charge électrique est

duldrl’

et de plus pour la molécule envisagée, on a t1=t’1, et par conséquent

de sorte que I'’équation (3) deviendra :
pl(l+w) =dul

et les équations (2) :

_ 1
v=g0/

Sinous avons affaire a un électron unique, nos intégrales se réduiront a un seul
élément, pourvu que 1'on ne considere que des points X, y, x suffisamment éloi-
gnés pour quer et omega; aient sensiblement la méme valeur pour tous les points
deI’électron. Les potentiels psi;, E G, H dépendront de la position de cet électron,
et aussi de sa vitesse, car non seulementxi;1, eta;1, zeta ;1 figurent au numérateur

dans E G, H, mais la composante radiale omega ; figure au dénominateur. Il s’agit
bien entendu de sa position et de sa vitesse a I'instant t1.

Les dérivées partielles de phi;, E G, H par rapport a t, X, y, z (et par conséquent
les champs électrique et magnétique) dépendront en outre de son accélération.
De plus, elles en dépendront linéairement , puisque dans ces dérivées cette accé-
lération s’introduit par suite d'une différentiation unique.

Langevin a été ainsi conduit a distinguer dans les champs électrique et ma-
gnétique les termes qui ne dépendent pas de I'accélération (c’est ce qu’il appelle
I'onde de vitesse) et ceux qui sont proportionnels a ’accélération (c’est ce qu'il
appelle 'onde d’accélération).
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Le calcul de ces deux ondes est facilité par la transformation de Lorentz. Nous
pouvons en effet appliquer cette transformation au systeme, de facon que la vi-
tesse de |’électron unique envisagé devienne nulle. Nous prendrons pour I'axe des
x la direction de cette vitesse avant la transformation, de sorte que, a 'instant t1,

eta;l=zeta;1=0,
[149] et nous prendrons epsilon ;=-xi; de telle facon que
xi; l1=eta;=zeta,;’1=0.

Nous pouvons donc ramener le calcul des deux ondes au cas ou la vitesse de
I’électron est nulle. Commencons par I'onde de vitesse ; nous pouvons remarquer
d’abord que cette onde est la méme que si le mouvement de I'électron était uni-
forme.

Si la vitesse de I'électron est nulle, on a :
w=0, F=G=H=0, yv=

mu;l étant la charge électrique de I'électron. La vitesse ayant été ramenée a
z€ro par la transformation de Lorentz, nous avons donc :

F=G'=H=0, v'=

r’ étant la distance du point x, y’, z’ au Point x'1, y'1, Z'1, et par conséquent :
a«'=p=y=0,
f =

Faisons maintenant la transformation inverse de celle de Lorentz pour trouver
le champ véritable correspondant a une vitesse - s, 0, 0. Nous trouvons, en nous
reportant aux équations (9) et (3) du§1:

4){ a=0, f=¢€¢h, y=-e€g,
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Ces propriétés s’exprimeront par les égalités :

A=Y f*’=Ya? Yfa=0, Yf(x-x1)=0
Y fA=0, Yal=0;

ce qui veut dire encore que

b g h
A A A
a B Y
A A A
A,oow v

sont les cosinus directeurs de trois directions rectangulaires, et on en déduit les
relations :

f=pv-yn, a=hp-gv,
ou
6) fr=f(z—2z1) ar=h(y-yl),
avec les équations que I'on en peut déduire par symétrie.
Si nous reprenons les équations (3) du § 1, nous trouvons :
(D {x'—x1+e(t—1t])+er,
Y=L
Z' —zl.

Nous avons trouvé plus hautau § 3 :

14(Zf'2—2a'2)=2f2—2062-
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DoncY f?=Y a?aentrainey f?-Y a”.

D’autre part, en partant des équations (9) du § 1, on trouve :
Y fla'=Y fa,

ce qui montre que ) fa =0entraine) f'a’=0.

Je dis maintenant que

@) X f'(x' - x1")=0.

En effet, en vertu des équations (7) (ainsi que des équations 9 du § 1) fa premiers
membres des deux équations (8) s’écrivent respectivement :

k

Iy fx—x1)—B(z—z1),

klZoc(x—xl)—g(z—zl).

[151] Ils s’Tannulent donc en vertu des équations ) f (x — x1) = Oetenvertudeséquation.:

On peut d’ailleurs arriver au méme résultat par de simples considérations d’ho-
mogéneéité.

En effet, psi;, E G, H sont des fonctions de x-x1, z-z1=
est homogene par rapport a ces quantités.

Or ces dérivées ou ces champs dépendent des x-x1, des vitesses
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Chapitre 7

Supposons un électron unique animé d’'un mouvement de translation rectiligne
et uniforme. D’apres ce que nous venons de voir, on peut, grace a la transforma-
tion de Lorentz, ramener I'’étude du champ déterminé par cet électron au cas ou
I’électron serait immobile ; la transformation de Lorentz remplace donc I’électron
réel en mouvement par un électron idéal immobile.

Soit alpha;, beta;, gamma;; f, g, h le champ réel; soit alpha;’, beta;, gamma;’;
f’, g, h’ ce que devient le [152] champ apreés la transformation de Lorentz, de sorte
que le champ idéal alpha;’, f’ correspond au cas d'un électron immobile; on a:

CZ/:,BIZY’ZO, f/:_

et pour le champ réel (en vertu des formules9du§ 1) :

D {a=0, Pp=eh, y=-€g
f=1f, g=kl*g ,h=kI*N.

Il s’agit maintenant de déterminer I'énergie totale due au mouvement de I'élec-
tron, l'action correspondante et la quantité de mouvement électromagnétique,
afin de pouvoir calculer les masses électromagnétiques de I’électron. Pour un point
éloigné, il suffit de considérer I'électron comme réduit 4 un point unique; on est
ainsi ramené aux formules (4) du § précédent qui généralement peuvent convenir.

Mais ici elles ne sauraient suffire, parce que I'énergie est principalement localisée
dans les parties de I’éther les plus voisines de I'électron.

On peut faire a ce sujet plusieurs hypotheses.

D’apres celle d’Abraham, les électrons seraient sphériques et indéformables.
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Alors, quand on appliquerait la transformation de Lorentz, comme I’électron

réel serait sphérique, I'électron idéal deviendrait un ellipsoide. L'équation de cet
ellipsoide serait d’apresle § 1:

K2(x' —et' — &t +ex')’ + (¥ —nkt' +nkex')’
(2 = Ckt' +Ckex')’ = 272

Maisicil'ona:
E+e=n=(=0, 1+ef=1-¢€*=

de sorte que I'’équation de I'ellipsoide devient :

Sile rayon de I'électron réel est 1, les axes de 1'électron idéal seraient donc :

klr, Ir, Ir.

Dans 'hypotheése de Lorentz, au contraire, les électrons en mouvement seraient
déformés, de telle facon que ce serait I’électron réel qui deviendrait un ellipsoide,

tandis que I’électron idéal immobile serait toujours une sphere de rayonr; les axes
de I'électron réel seront alors :

|
Ik, - T

Désignons par

Azlszzdr

I'énergie électrique longitudinale; par

lezf(g2+h2)dr

[153] I’énergie électrique transversale; par
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C=1 2 [(BP+y?)dr

I'énergie magnétique transversale . Il n'y a pas d’énergie magnétique longitudi-

nale, puisque alpha;=alpha;’=0. Désignons par A, B’, C’ les quantités correspon-
dantes dans le systeme idéal. On trouve d’abord :

C’=0, C=epsilon *B.

D’autre part, nous pouvons observer que le champ réel dépend seulement de
x=epsilon;t, y, et x, et écrire :

dtau;=d(x+epsilon;t) dy dz,

drau;’=dx’ dy dz’=kBdrau;;
d’ou

A=kI"'A, B=k'I"'B, A=

Dans I'hypothese de Lorentz on a B’ = 2 A, et A, inversement proportionnel au
rayon de l'électron, est une constante indépendante de la vitesse de l'électron réel;
on trouve ainsi pour l'énergie totale :

A+B+C=A'lk(3+epsilon )
et pour l'action (par unité de temps) :

A+B-C=3A'l -

Calculons maintenant la quantité de mouvement électromagnétique ; nous trou-
verons:

D=[(gy—hp)dr =—¢ [(g*+ h?*)dt = -2¢B = —4eklA'.

Mais on doit avoir certaines relations entre l'énergie E = A + B + C, l'action par
unité de temps H = A +B-C, et la quantité de mouvement D. La premiere de ces
relations est :
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_17_cdH
E_Hede,

la seconde est

(2) D=dH de, E=H—eD.

La seconde des équations (2) est toujours satisfaite; mais la premiére ne l'est que
Si

I=(1-¢?)

c'est-a-dire si le volume de l'électron idéal est égal a celui de I'électron réel, ou
encore si le volume de l'électron est constant; c’est 'hypothese de Langevin.

[154] Cela est en contradiction avec le résultat du § 4 et avec le résultat obtenu
par Lorentz par une autre voie. C'est cette contradiction qu'il s'agit d’expliquer.

Avant d'aborder cette explication, j'observe que, quelle que soit I'hypothese adop-
tée nous aurons

H=A+B-C=lzzrpn
ou, a causede C’ =0,

(3) H=lir

Nous pouvons rapprocher ce résultat de l'équation J=]’ obtenue au § 3.
Nous avons en effet :

J=(Hdt, ] =[Hdr.

Nous observerons que l'état du systeme dépend seulement de x+epsilon;t et z,
c'est-a-dire de x, y, z, et que nous avons :
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= % t+ex
(4) df = +dt.
En rapprochant les équations (3) et (4) on trouve ] = J.

Placons-nous dans une hypothese quelconque, qui pourra étre, soit celle de Lo-
rentz soit celle d’Abraham, soit celle de Langevin, soit une hypothese intermédiaire.

Soient
1, theta,r, theta;r.

les trois axes de I'électron réel ; ceux de I'électron idéal seront :
klr, theta;lr, theta;lr .

Alors A’ + B’ sera I’énergie électrostatique due a un ellipsoide ayant pour axes
klr, theta;lr, theta;lr.

Que I'on suppose I'électricité répandue a la surface de I’électron connue a celle
d'un conducteur, ou uniformément répandue a l'intérieur de cet électron; cette
énergie sera de la forme :

A'+B = @,
ou phi; est une fonction connue.
L'hypothése d’Abraham consiste a supposer :
r=const., theta;=1.
Celle de Lorentz :
I=1, kr=const., theta ;=k .

[155] Celle de Langevin :
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1=k~
On trouve ensuite :

H=¢ (%)==

Abraham trouve, a la différence des notations pres (Gottinger Nachrichten, 1902,
p. 37)

H=a-
a étant une constante. Or, dans I'hypothese  ABRAHAM, on a theta;=1; donc:
(5) ¢ (1) = ak?
b étant une constante; d’ou :

H=

Quelle serala forme que prendral’électron quand la vitesse deviendra -epsilon ;t,
sil'on ne suppose pas lUintervention d’autres forces que celles de liaison? Cette forme
sera définie par I'égalité :

(6) 0H 355
ou
-mO " lp+0 "k ¢’ =0

ou

Si nous voulons que I'équilibre ait lieu de telle fagcon que theta;=k, il faut que
pour 0

k=1,ladérivéelogarithmiquedephi;soitégaleam.

Sinous developpons 1 ketle2dmembrede(5)suivantlespuissancesdeepsilon;,l'équation(5)devient:
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¢ (1-

en négligeant les puissances supérieures de epsilon;.
[156] En différentiant, il vient :
-6(,0, (1 -

Pour epsilon;=0, c’est-a-dire quand I'argument de phi; est égal a 1, ces équa-
tions deviennent :

MNe=a ¢ =-2a,
D’autre part, le principe de moindre action nous donne :
§]=[XéUdrdt, J=[Hdt &J=[DSU dt,
delta;U étant le déplacement du centre de gravité de 1'électron; H dépend de

theta; et de epsilon; si 'on admet que r est lié a theta; par I’équation de liaison;
on a alors:

6] = [(%26e+ %) dt.

_dsu.

—-;d'ol,enintégrantparparties:

D’autre part e =
[Déedt= [D6U dt
ou
[ (&6e+2166)dt = [ Dée dt,
d’ou

D=0H————

66, W:O'

Mais la dérivée dH de,quifiguredansle2dmembredelalereéquation(2),c’'estladérivéepriseensupposanttheta
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dH _O0H _ 0H db

d€—%+mﬁ.
L'équation (2) équivaut donc a I’équation (6).

La conclusion est que si I’électron est soumis a une liaison entre ses trois axes,
[157] et si aucune autre force n'intervient en dehors des forces de liaison , 1a forme
que prendra cet électron, quand il sera animé d’une vitesse uniforme, ne pourra
étre telle que I'électron idéal correspondant soit une sphere, que dans le cas ou la
liaison sera que le volume soit constant, conformément a ’hypothese de Lange-
vin.

Nous sommes amenés de la sorte a nous poser le probleme suivant : quelles
forces supplémentaires, autres que les forces de liaison, serait-il nécessaire de
faire intervenir pour rendre compte de la loi de Lorentz ou, plus généralement,
de toute loi autre que celle de Langevin ?

L'hypothese la plus simple, et la premiére que nous devions examiner, c’est que
ces forces supplémentaires dérivent d'un potentiel spécial dérivant des trois axes

de I'ellipsoide, et par conséquent de theta; et de r; soit F(theta;, r) ce potentiel;
dans ce cas I'action aura pour expression :

J=[[H+F(@®,r)dt

et les conditions d’équilibre s’écriront :

(8) dH—7———7—r
d@-l—W:O, W-ﬁ-m:o.

Si nous supposons 1 et theta; liés par la liaison r = btheta;m, nous pourrons
regarder r comme fonction de theta;, envisager F comme ne dépendant que de
theta; et conserver seulement la 1ere équation (8) avec :

H=

Il faut que, pour k =theta; I'équation (8) soit satisfaite ; ce qui donne, en tenant
compte des équations (7) :
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et dans 'hypothese de Lorentz, ot m=-1:
F:am

Supposons maintenant qu’il n'y ait aucune liaison et, considérant r et theta;
comme deux variables indépendantes, conservons les deux équations (H) ; il vien-
dra:

H:(p k2 r, dH

9:

Les équations (8) doivent étre satisfaites pour k = theta;, r = vtheta;m; ce qui
donne :

(9) dF

En identifiant on trouve

(1) a=3y, B=2y, y=-2% A=

3m+2’
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Chapitre 8

Il reste a voir si cette hypotheése sur la contraction des électrons rend compte
de I'impossibilité de mettre en évidence le mouvement absolu, et je commence-
rai par étudier le mouvement quasi-stationnaire d'un électron isolé, ou soumis
seulement a I'action d’autres électrons éloignés.

On sait qu’on appelle mouvement quasi-stationnaire un mouvement ou les va-
riations de la vitesse sont assez lentes pour que les énergies magnétique et élec-
trique dues au mouvement de I’électron différent peu de ce qu’elles seraient dans
le mouvement uniforme; on sait également que c’est en partant de cette notion
du mouvement quasi-stationnaire qu’Abraham est arrivé a celle des masses élec-
tromagnétiques transversale et longitudinale.

Je crois devoir préciser. Soit H notre action par unité de temps :

H=1 2/ (> f2-x. a?)dr,

ol nous ne considérons pour le montent que les champs électrique et magne-
tique dus au mouvement d'un électron isolé. Au § précédent, considérant le mou-
vement comme uniforme, nous regardions H comme dépendant de la vitesse xi;,
eta;, zeta; du centre de gravité de I’électron (ces trois composantes, dans le § pré-
cédent, avaient pour valeurs -epsilon; 0, 0) et des parametres r et theta; qui défi-
nissent la forme de I’électron.

Mais si le mouvement n’est plus uniforme, H dépendra non seulement des va-
leurs de xi;, eta;, zeta;, 1, theta; a l'instant considéré, mais des valeurs de ces
mémes quantités a d’autres instants qui pourront en différer de quantités de méme
ordre que le temps mis [159] par la lumiere pour aller d'un point a I'autre de I'élec-
tron; en d’autres termes, H dépendra non seulement de xi;, eta;, zeta;, r, theta;,
mais de leurs dérivées de tous les ordres par rapport au temps.
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Eh bien, le mouvement sera dit quasi-stationnaire quand les dérivées partielles
de H par rapport aux dérivées successives de xi;, eta;, zeta;, r, theta; seront né-
gligeables devant les dérivées partielles de H par rapport aux quantités xi;, eta;,
zeta;, 1, theta; elles-mémes.

Les équations d’un pareil mouvement pourront s’écrire :

Dans ces équations, F a la méme signification que dans le § précédent; X, Y, Z
sont les composantes de la force qui agit sur I’électron : cette force étant due uni-
quement aux champs électrique et magnétique produits par les autres électrons.

Observons que H ne dépend de xi; eta; zeta; que par I'intermédiaire de la com-
binaison

c’est-a-dire de la grandeur de la vitesse; on a donc, en appelant encore D la
quantité de mouvement :

dH -
_dH ¢ _
dé=Gyv=-D

<=

)

et les trois dernieres équations (1) :

(4)dD

dé _ Ddn _ Ddf_
d d—;—fXdT, vVar— deT, Vm—fYZdT

42



[160] C’est pourquoi Abraham a donné a dD

dVlenomdemasselongitudinaleet%lenomdemassetransv

Dans I'’hypothese de Lorentz, on a:

D=-dH——7
dv=-94,

0H

0VreprésentantladérivéeparrapportaV,aprésquerettheta,ontétéremplacésparleursvaleursenfonctionsdeV
H=+AV1 - V2

Nous choisirons les unités de telle facon que le facteur constant A soit égal a 1,
et je pose V1 - V2=hdot:

H=+h, D=V—p———p
’ V™ ’ av

Nous poSserons encore :

M=VdV

dr=y¢%,  x1=[Xdr
et nous trouverons pour I’équation du mouvement quasi-stationnaire :
(5) h 14 + p3¢M = X1.

Voyons ce que deviennent ces équations par la transformation de Lorentz. Nous
poserons : 1-xi;epsilon;=mu;, et nous aurons d’abord :

Eaal

pe'=&+e, pn'=7, wl'=
d’ou l'on tire aisément

ph' =

=

Nous avons également

dt'=k mu; drt,
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d’ou encore :

et
6)h'!
d’oti:

9 {X1+eh3M,

Y1.

En comparant les équations (5), (6), (7) et (9), on trouve enfin :
(10) {n'"!

Supposons maintenant que l’on ait eta ;=zeta ;=0, d’ot xi ;=V, d¢

dt= ‘;‘;,lesequatzons(S)prendront

(5 bis) -d

dH dD d§ _
dt'ge=qv ar=X1.

Nous pouvons d’ailleurs poser :

dD
Av=f=£@&), L=pw)=¢©®.

Si les équations du mouvement ne son pas altérées par la transformation de
Lorentz, on devra avoir :

f(&)%s = X1,
d
PR T =
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f(¢")

P
et par conséquent :
A {f ©% = 12f (&)

d'ou:

&) = f () = £©

w@@=¢(ﬁé)=w@)
d’oty, en éliminant 12, noustrouvonsl'équationfonctionnelle:

e) I
kzﬂz"’&(zf) ) _ (fl(?) ),

ou, en posant

¢ &) rr=aw-

celle-ci:

(&) =00

équation qui doit étre satisfaite pour toutes les valeurs de xi; et de epsilon;.
Pour zeta ;=0 on trouve :

Q) = Q) (1+¢%),
d'ou:
D=A(
A étant une constante, et ou j’ai fait 2(0) = %
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On trouve alors :
_A
@) = g(
Or ") =¢@)

Comme I ne doit dépendre que de epsilon ; (puisque, s’il y a plusieurs électrons,
1 doit étre le méme pour tous les électrons dont les vitesses xi; peuvent étre diffé-
rentes), cette identité ne peut avoir lieu que sil’'on a:

m=1, [=1.

Ainsi I'hypothese de Lorentz est la seule qui soit compatible avec I'impossibi-
lité de mettre en évidence le mouvement absolu ; si on admet cette impossibilité,
il faut admettre que les électrons en mouvement se contractent de facon a deve-
nir des ellipsoides de révolution dont deux des axes demeurent constants; il faut
donc admettre, comme nous I’avons montré au § précédent, I'existence d'un po-
tentiel supplémentaire proportionnel au volume de I’électron.

L'analyse de Lorentz se trouve donc pleinement confirmée, mais nous pouvons
mieux nous rendre compte de la vraie raison du fait qui nous occupe; cette raison
doit étre cherchée dans les considérations du § 4. Les transformations qui n'al-
terent pas les équations du mouvement doivent former un groupe, et cela ne peut
avoir lieu que si =1 . Comme nous ne devons pas pouvoir reconnaitre si un élec-
tron est en repos ou en mouvement absolu, il faut que quand il est en mouvement
il subisse une déformation qui doit étre précisément celle que lui impose la trans-
formation correspondante du groupe. [164]
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Chapitre 9

Les résultats précédents ne s’appliquent qu’au mouvement quasi-stationnaire,
mais il est aisé de les étendre au cas général; il suffit d’appliquer les principes du
§ 3, c’est : a-dire de partir du principe de moindre action.

ATl'expression de I'action

J=fdrtdr(

il convient d’ajouter un terme, représentant le potentiel supplémentaire F du §
6; ce terme prendra évidemment la forme :

J1=[Y.(F)dt
ol Sigma;(F) représente la somme des potentiels supplémentaires dus aux dif-
férents électrons, chacun d’eux étant proportionnel au volume de I’électron cor-
respondant.

J’écris (F) entre parentheéses pour ne pas confondre avec le vecteur E G, H.

L'action totale est alors J+J1. Nous avons vu au § 3 que J n’est pas altéré par la
transformation de Lorentz; il faut montrer maintenant qu’il en est de méme de J1.

On a, pour I'un des électrons,
(F)=omega,Otau ;,

omega;0 étant un coefficient spécial a 1’électron et tau; son volume; je puis
donc écrire :

Y (F) = [w0dT,
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I'intégrale devant étre étendue 4 tout ’espace, mais de telle facon que le co-
efficient omega ;0 soit nul en dehors des électrons, et qu'a I'intérieur de chaque
électron il soit égal au coefficient spécial a cet électron. On a alors :

Jodr dt
et apres la transformation de Lorentz :
jo'dt' dt'.

Or on a omega;0=omega;’0; car si un point appartient a un électron, le point
correspondant apres la transformation de Lorentz appartient encore au méme
électron. D’autre part, nous avons trouvé au § 3;

dtau;’ =dt'=l4dtau; dt

et, puisque nous supposons maintenant =1,

dtau;’ =dt’=dtau; dt.

[165] On a donc

J1=J'1. C.Q.ED.

Le théoreme est donc général, il nous donne en méme temps une solution de
la question que nous nous posions a la fin du § 1 : trouver des forces complémen-
taires non altérées par la transformation de Lorentz. Le potentiel supplémentaire
(F) satisfait a cette condition.

Nous pouvons donc généraliser le résultat énoncé a la fin du § 1 et écrire :

Si lUinertie des électrons est exclusivement d’origine électromagnétique, s’ils ne
sont soumis qu'a des forces d'origine électromagnétique, ou aux forces qui engendrent

le potentiel supplémentaire (F), aucune expérience ne pourra mettre en évidence le
mouvement absolu .
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Quelles sont alors ces forces qui engendrent le potentiel (F) ? Elles peuvent évi-
demment étre assimilées a une pression qui régnerait a I'intérieur de I'électron;
tout se passe comme si chaque électron était une capacité creuse soumise a une
pression interne constante (indépendante du volume); le travail d'une pareille
pression serait évidemment proportionnel aux variations du volume.

Je dois observer toute fois que cette pression est négative. Reprenons I’équation
(10) du § 6, qui dans I’hypothése de Lorentz s’écrit :

F=AR3theta ?,
les équations (11) du § 6 nous donneront :
A=

Notre pression est égale a A, a un coefficient constant pres, qui d’ailleurs est né-
gatif.

Evaluons maintenant la masse de l'électron, je veux parler de la « masse expéri-
mentale », c’est-a-dire de la masse pour des vitesses faibles; on a (cf. §6) :

—n (2
H—‘p(k)kzr, 0=k, g=a_ 0r=D,
d’ott

H=0——7——
bk={V1-V2

Pour Vtres petit je puis écrire :
H: :ab(T

de sorte que la masse, tant longitudinale que transversale, sera a;

Or a est une constante numeérique, ce qui montre que : la pression qui engendre
notre potentiel supplémentaire es proportionnelle a la 4’ puissante de la masse ex-
périmentale de 'électron .
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[166] Comme I’attraction newtonienne est proportionnelle a cette masse expé-
rimentale, on est tenté de conclure qu’il y a quelque relation entre la cause qui
engendre la gravitation et celle qui engendre ce potentiel supplémentaire.
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Chapitre 10

Ainsi la théorie de Lorentz expliquerait completement I'impossibilité de mettre
en évidence le mouvement absolu, si toutes les forces étaient d’origine électroma-
gnétique.

Mais il y a des forces auxquelles on ne peut pas attribuer une origine électro-
magnétique comme par exemple la gravitation. Il peut arriver, en effet, que deux
systemes de corps produisent des champs électromagnétiques équivalents, c’est-
a-dire exercant la méme action sur des corps électrisés et sur des courants, et que
cependant ces deux systémes n’exercent pas la méme action gravifique sur les
masses newtoniennes. Le champ gravifique est donc distinct du champ électro-
magnétique. Lorentz a donc été obligé de compléter son hypotheése en supposant
que les forces de toute origine, et en particulier la gravitation, sont affectées par une
translation (ou, si’on aime mieux, par la transformation de Lorentz) de la méme,
maniere que les forces électromagnétiques .

Il convient maintenant d’entrer dans les détails et d’examiner de plus pres cette
hypothese. Si nous voulons que la force newtonienne soit affectée de cette facon
par la transformation de Lorentz, nous ne pouvons plus admettre que cette force
dépend uniquement de la position relative du corps attirant et du corps attiré a
I'instant considéré. Elle devra dépendre en outre des vitesses des deux corps. Et
ce n'est pas tout : il sera naturel de supposer que la force qui agit a I'instant t sur le
corps attiré, dépend de la position et de la vitesse de ce corps a ce méme instant t;
mais elle dépendra, en outre, de la position et de la vitesse du corps attirant, non
pas al'instant t, mais a un instant antérieur , comme si la gravitation avait mis un
certain temps a se propager.

Envisageons donc la position du corps attiré al'instant t0 et soient, a cet instant,
x0, y0, z0 ses coordonnées, xi;, eta;, zeta;, les composantes de sa vitesse; consi-
dérons d’autre part le corps attirant a I'instant correspondant la t0+t et soient, a
cet instant, x0+x, y0+y, z0+z ses coordonnées, xi;1, eta;1, zeta;1 les composantes
de sa vitesse.
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Nous devrons d’abord avoir une relation
(1) phi;(t, x, ¥, z, xi;, eta;, zeta;, xi;1, eta;1, zeta;1)=0

pour définir le temps t. Cette relation définira la loi de la propagation de I'ac-
tion gravifique (je ne m'impose nullement la condition que la propagation se fasse
avec la méme vitesse dans tous les sens).

Soient maintenant X1, Y1, Z1 les 3 composantes de I'action exercée a l'instant
t0 sur le corps attiré; il s’agit d’exprimer X1, Y1, Z1 en fonctions de

(2) t, x, y, 2, xi;, eta;, zeta;, xi;1, eta;l, zeta;1 .
Quelles sont les conditions a remplir ? [167]

1° La condition (1) ne devra pas étre altérée par les transformations du groupe
de Lorentz.

2° Les composantes X1, Y1, Z1 devront étre affectées par les transformations de
Lorentz de la méme maniere que les forces électromagnétiques désignées par les
meémes lettres, c’est-a-dire conformément aux équations (11 bis) du § 1.

3° Quand les deux corps seront au repos, on devra retomber sur la loi ordinaire
de I'attraction.

Il importe de remarquer que dans ce dernier cas, la relation (1) disparait, car le
temps t ne joue plus aucun role si les deux corps sont au repos.

Le probléme ainsi posé est évidemment indéterminé. Nous chercherons donc
a satisfaire autant que possible a d’autres conditions complémentaires :

4° Les observations astronomiques ne semblant pas montrer de dérogation sen-
sible a la loi de Newton, nous choisirons la solution qui s’écarte le moins de cette
loi, pour de faibles vitesses des deux corps.

5° Nous nous efforcerons de nous arranger de facon que t soit toujours néga-
tif; si en effet on concoit que I'effet de la gravitation demande un certain temps
pour se propager, il serait plus difficile de comprendre comment cet effet pourrait
dépendre de la position non encore atteinte par le corps attirant.
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Il y a un cas ot I'indétermination du probleme disparait; c’est celui ou les deux
corps sont en repos relatif 'un par rapport a I'autre, c’est-a-dire ou :

xi,=xi,1, eta;=eta;l, zeta,;=zeta;l;

c’est donc le cas que nous allons examiner d’abord, en supposant que ces vi-
tesses sont constantes, de telle sorte que les deux corps sont entrainés dans un
mouvement de translation commun, rectiligne et uniforme.

Nous pourrons supposer que 'axe des x a été pris parallele a cette translation,
de telle facon que eta ;=zeta ;=0, et nous prendrons epsilon ;=-xi;.

Si dans ces conditions nous appliquons la transformation de Lorentz, apres la
transformation les deux corps seront au repos et 'on aura :

xi;'=eta;’=zeta;'=0.

Alors les composantes X'0, Y'0, Z'0 devront étre conformes a la loi de Newton et
on aura, a un facteur constant pres :

B){X1=-

X1+eY X1(1-€%) = X1,

Y1=kY 1,

71.
[168] On a d’ailleurs :

x+e€t=x—¢&t, r?=k*(x—-En?+ )7+ 2
et

(4) X1=
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Posons d’autre part :
_ Ox _ 0y _ dz.
6 — E) 17 - E) C - E)

E1x61 =2 (1z61¢;

)

nous voyons que la transformation de Lorentz aura pour effet de faire subir
delta;x, delta;y, delta;z, delta;t et a delta;1x, delta;ly, delta;1z, delta;1tles mémes
substitutions linéaires qu’'a x, y, z, t.

Regardons

X, Y, z, rv-1,
ox, 0y, 0z, Otv-1,
oly, O1tv-1,

comme les coordonnées de 3 points B, P’, P dans l'espace a 4 dimensions. Nous
voyons que la transformation de Lorentz n'est qu'une rotation de cet espace autour
de l'origine, regardée comme fixe. Nous n'aurons donc pas d’autres invariants dis-
tincts que les 6 distances des 3 points B P, P entre eux et 4 1'origine, ou, sil’on aime
[169] mieux, que les 2 expressions :

P+ y P+ 22+ -1} xdelta;x + ydelta;y + zdelta;z — tdelta; t,

ou les 4 expressions de méme forme qu'on en déduit en permutant d'une maniere
quelconque les 3 points B P, P.

Mais ce que nous cherchons ce sont les fonctions des 10 variables (2) qui sont
des invariants; nous devons donc, parmi les combinaisons de nos 6 invariants,
rechercher celles qui ne dépendent que de ces 10 variables, c’est-a-dire celles qui
sont homogenes de degré 0 tant par rapport a delta ;x, delta;y, delta;z, delta;t, que
par rapport a delta;1x, delta;ly, delta;1z, delta;1t. Il nous restera ainsi 4 invariants
distincts, qui sont :

(5) ¥ x*1?,

Mais ce n'est pas de X, Y, Z que nous avons besoin, c’est de X1, Y1, Z1 avec
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T1¢.

Nous voyons que

Donc la transformation de Lorentz agira sur X1, Y1, Z1, T1 de la méme maniere
que sur X, Y, Z, T, avec cette différence que ces expressions seront en outre multi-
pliées par

De méme elle agira sur xi;, eta;, zeta;, 1, de la méme maniere que sur delta;x,
delta;y, delta;z, delta;t, avec cette différence que ces expressions seront en outre
multipliées par le méme facteur :

ConsidéronsalorsX,Y,Z, TV —1commelescoordonnéesd' unquatriemepoint[170]Q; ¢
0,BP,P,Q

et parmi ces fonctions nous devons conserver seulement celles qui sont homo-
genes de degré 0, d’'une part par rapport a

X Y, Z, T delta;x, deltay, delta;z, delta;t

(variables que I'on peut remplacer ensuite par X1, Y1, Z1, T1, xi;, eta;, zeta;, 1),
d’autre part par rapport a

delta;l1x, delta;1y, delta;1z, 1
(variables que I'on peut remplacer ensuite par xi;1, eta;1, zeta;1, 1).

Nous trouvons ainsi outre les quatre invariants (5), quatre invariants distincts
nouveaux, qui sont :

()
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d'out=xr,et, puisquetdoitétrenégatif,t=—-r.Celaveutdirequelavitessedepropa

B) On peut avoir

La vitesse de propagation est alors beaucoup phlus rapide que celle de la lu-
miere ; mais dans certains cas t pourrait étre négatif, ce qui, comme nous I’avons
dit, ne parait guere admissible. Nous nous en tiendrons donc a l'hypothese (A) .

2° Les quatre invariants (7) doivent étre des fonctions des invariants (5).

3° Quand te deux corps sont en repos absolu X1, Y1, Z1 doivent avoir la valeur
[171] déduite de la loi de Newton, et quand ils sont en repos relatif, la valeur dé-
duite des équations (4).

Dans I'hypothese du repos absolu, les deux premiers invariants (7) doivent se
réduire a

Y X1x,

ou, par la loi de Newton, a

d’autre part, dans I’hypothese (A), le 2d et le 3d des invariants (5) deviennent :

c’est-a-dire, pour le repos absolu, a

-1 -T.

Nous pouvons donc admettre par exemple que les deux premiers invariants (4)
se réduisent a
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mais d’autres combinaisons sont possibles.

Il faut faire un choix entre ces combinaisons, et, d’autre part, pour définir X1, Y1,
71, il nous faut une 3e équation. Pour un pareil choix, nous devons nous efforcer
de nous rapprocher autant que possible de la loi de Newton. Voyons donc ce qui

se passe quand (faisant toujours t=-r) on néglige les carrés des vitesses xi; eta; etc.
Les 4 invariants (5) deviennent alors :

0) 'r'z xé) —-r _Zxé-ly 1
et les 4 invariants (7) :
Y X1(x+<¢r), Y. X1-¢& O.

Mais pour pouvoir comparer avec la loi de Newton, une autre transformation
est nécessaire ; ici x0+x, y0+y, z0+z représentent les coordonnées du corps attirant

alinstant t0+x, , etr= \/Z xZ;danslaloideNewtonilfautenvisagerlescoordonnéesx0+xl,y0+y1,z0+z1ducorpsa‘

Nous pouvons négliger le carré du temps t nécessaire a la propagation et par
conséquent faire comme si le mouvement était uniforme ; nous avons alors :

x=x1t, y=ylt, z=z1t, r(r—-rlt
[172] ou, puisque t=-t,
x=x1r, y=ylr, z=zlr, r=rl;
de sorte que nos 4 invariants (5) deviennent :
0, -r1-¢ -rl1, 1
et nos 4 invariants (7) :
Y X1[xDr1(1-¢), O.

Dans la seconde de ces expressions j'ai écrit r1 au lieu de 1, parce que r est mul-
tiplié par xi;-xi;1 et que je néglige le carré de xi;.
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D’autre part, la loi de Newton nous donnerait, pour ces 4 invariants (7),

Si donc nous appelons A et B, le 2d et le 3e des invariants (7), et M, N, P les 3
premiers invariants (7), nous satisferons a la loi de Newton, aux termes pres de
I'ordre du carré des vitesses, en faisant :

(8) M=
ce qui est justifié par ’analogie avec la notation
k=
qui figure dans la substitution de Lorentz.
Dans ce cas, et a cause de la condition -r=t, les invariants (5) deviennent :
0, A=-k1(r+3) x¢0k1).
[173] D’autre part, nous voyons que les systéemes suivants de quantités :
X, Y, 2, —-r=t
k1 k1 k1 k1
kOn kO
k1 k1 k1 k1

subissent les mémes substitutions linéaires quand on leur applique les transfor-
mations du groupe de Lorentz. Nous sommes donc conduits a poser :

9){X0+<¢P+¢1k0y, YO+nB+n1k0y, Z0+(S+(1k0y, TO+ [+

ce qui, en remplacant X1, Y1, Z1, T1 par leurs valeurs (9) et en multipliant par
k?0,devient:
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(10) -Aalpha ;-beta ;-Cgamma ;=0 .

Ce que nous voulons, c’est que sil’on néglige, devant le carré de la vitesse de la
lumiere, les carrés des vitesses xi;, etc., ainsi que le produit des accélérations par
les distances, comme nous ’avons fait plus haut, les valeurs de X1, Y1, Z1 restent
conformes a la loi de Newton.

Nous pourrons prendre :
p=0, y=-%

Avec I'ordre d’approximation adopté, on a:
ki=1, C=1, A=-r1-{, B=-rl,
x=x1t=xIr

La lere équation (9) devient alors :
Xl=alpha;(x-Axi;1).

Mais si on néglige le carré de xi;, on peut remplacer Axi;1, par -rlxi;1, ou encore
[174] par -1xi;1 ce qui donne :

Xl=alpha;(x+xi;Ir)=alpha;x1 .
Laloi de Newton donnerait
X1r 1%
Nous devons donc choisir, pour I'invariant alpha;, celui qui se réduit a -

f1 et f2 étant des fonctions arbitraires de A, B, C, ou encore ne plus prendre
beta; nul, mais ajouter a alpha; beta; gamma; des termes complémentaires quel-
conques, pourvu qu'’ils satisfassent a la condition (10) et qu’ils soient du 2d ordre
par rapport aux xi;, en ce qui concerne alpha;, et du ler ordre en ce qui concerne
beta; a gamma;.
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2° La lere équation (11) peut s’ecrire :

(11 bis) X1+&1 (r +). x&)

et la quantité entre crochets peut, elle-méme, s’écrire :
(12) (x+rély—xnlz—x(1),

[175] de sorte que la force totale peut étre partagée en trois composantes corres-
pondant aux trois parentheses de I’expression (12) ; la premiere composante a une
vague analogie avec la force mécanique due au champ électrique, les deux autres
avec la force mécanique due au champ magnétique ; pour compléter I’analogie je
puis, en vertu de la 1ere remarque, remplacer dans les équations (11)
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