PRESSES UNIVERSITAIRES
DE FRANCE




« QUE SAIS-JE ? »
LE POINT DES CONNAISSANCES ACTUELLES

Ne 91
LES

PROBABILITES
ET LA VIE

par

Emile BOREL

Membre de U Institut

SIXIEME EDITION MISE A JOUR
par

Gustave MALECOT
Professeur & la Faculté des Sciences de Lyon

PRESSES UNIVERSITAIRES DE FRANCE
108, BouLEVARD SAINT-GERMAIN, PARIS
1967
QUARANTIEME MILLE



DEPOT LEGAL

1re édition .. .. .. 2¢ trimestre 1943
6¢ - 1 — 1967

TOUS DROITS
detraduction, de reproduction et d’adaptation
réservés pour tous pays

© 1943, Presses Universitaires de France




INTRODUCTION
La loi unique du hasard. — Plan de I'ouvrage

1. La loi unique du hasard. — Peut-il y avoir des
lois du hasard ? Il semble bien que la réponse
devrait &tre négative, car le hasard est précisément
défini comme caractérisant les phénomeénes qui
échappent a toute loi, phénomenes dont les causes
sont trop complexes pour que nous puissions les
prévoir. Les mathématiciens ont cependant, a la
suite de Pascal, de Galilée et de bien d’autres pen-
seurs éminents, constitué une science, le calcul des
probabilités, dont I’objet est généralement défini
comme étant I’étude des lois du hasard. En réalité,
le but principal du calcul des probabilités, comme
son nom méme I'indique, est de calculer les proba-
bilités de phénomeénes complexes en fonction des
probabilités, supposées connues, de phénomenes plus
simples.

Comment le calcul des probabilités peut-il per-
mettre de prévoir certaines éventualités aléatoires ?
Le mécanisme de la prévision est toujours le méme
et fait intervenir invariablement la loi unique du
hasard, dont nous parlerons avec plus de détails,
et qui consiste essentiellement en ce que les phéno-
ménes trés peu probables ne se produisent pas. Il
s’agit donc de combiner les probabilités de phéno-
ménes simples de maniére a arriver a définir des
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phénomeénes complexes dont les probabilités sont
assez petites pour que la loi unique du hasard soit
applicable.

Nous utiliserons dans ce petit livre certains résul-
tats du calcul des probabilités, mais il n’est nulle-
ment nécessaire que le lecteur connaisse le détail
des méthodes par lesquelles ces résultats ont été
obtenus ; il suffit qu’il fasse confiance aux mathéma-
ticiens, tout comme un industriel fait confiance a
son service de comptabilité, sans se croire obligé de
refaire toutes les additions et toutes les multi-
plications.

Les principes sur lesquels repose le calcul des pro-
babilités sont extrémement simples et aussi intuitifs
que les raisonnements qui conduisent un comptable
a faire des additions ou des multiplications. Les
probabilités simples sont connues parfois par des
raisons de symétrie : si ’on jette en l’air une
piéce de monnaie (jeu de pile ou face), les proba-
bilités des deux cotés de la piéce sont égales et
chacune d’elles est un demi ; il y a une chance sur
deux d’avoir pile et une sur deux d’avoir face.
Pour un dé qui a six faces, la probabilité de chaque
face est un sixiéme ; il y a une chance sur six d’obte-
nir la face marquée quatre. D’autres probabilités, de
nature plus complexe, sont déduites de ’expérience
ou de la statistique; si sur 10 000 hommes de
80 ans, il en meurt 1300 au cours d’une année,
on en conclura que la probabilité pour un homme
de 80 ans de mourir dans l’année est environ
13 %, c’est-a-dire égale a 0,13. Il est clair que
les probabilités ne sont jamais connues rigoureu-
sement ; on en connait seulement des valeurs
approchées, ce qui est d’ailleurs le cas pour toutes
les grandeurs physiques que ’on peut mesurer. Si
précis que soient les instruments de mesure, leur
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précision est limitée. Pour un dé ou une pidce de
monnaie, la symétrie n’est jamais rigoureuse et la
valeur 1/2 ou 1/6 de la probabilité est aussi seule-
ment approchée.

Les probabilités simples étant connues, il s’agit
de les combiner ; si ’on jette en ’air simultanément
deux piéces de monnaie ou successivement deux
fois la méme piéce, la probabilité d’obtenir deux
fois pile sera égale au produit de un demi par un
demi, c’est-a-dire un quart. Si ’on jette deux dés,
la probabilité d’obtenir le double six sera 1/6 mul-
tiplié par 1/6, soit 1/36. Mais la probabilité d’ob-
tenir 6 et 5 avec deux dés sera 1/18, car on peut
obtenir, soit 6 avec le premier dé et 5 avec le
second, soit 6 avec le second et 5 avec le premier,
et chacune de ces éventualités a pour probabi-
lité 1/36.

C’est par des procédés et des remarques analogues
que les actuaires des compagnies d’assurances,
connaissant les tables de mortalité des hommes
" et celles des femmes, peuvent résoudre un probléme
tel que le suivant. Deux époux 4gés, le mari de
60 ans, la femme de 55 ans, versent une somme de
10 000 francs en échange d’une rente viagere, qui
devra étre servie jusqu’a la mort du dernier survi-
vant : quel devrait étre le montant de cette rente,
pour une valeur donnée du taux de Dlintérét, si
I’on ne tenait pas compte du bénéfice que doit se
réserver la compagnie d’assurances pour faire face
a ses frais généraux et pour constituer des réserves
qui sont la garantie pour les assurés d’étre payés
en tout cas ? Un probléme plus difficile, mais
qu’on peut résoudre d’aprés les mémes principes,
consiste 4 calculer la réduction qu’il faut faire
subir a la rente pour que la compagnie soit prati-
quement certaine de pouvoir faire face a ses enga-
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gements vis-a-vis de tous ses assurés en rentes via-
géres, méme si certains d’entre eux ont la chance
de vivre fort longtemps. Pour la résolution de ce
second probléme, il faut faire appel a la loi unique
du hasard, dont nous avons déja parlé.

Cette loi est extrémement simple et d’une évi-
dence intuitive, bien qu’elle soit rationnellement
indémontrable : les événements dont la probabilité
est suffisamment faible ne se produisent jamais ; ou,
du moins, ’homme doit agir, en toutes circons-
tances, comme s8’ils étaient tmpossibles.

Un exemple classique de tels événements impossi-
bles est celui du miracle des singes dactylographes (1),
auquel on peut donner la forme suivante : une dac-
tylographe ne connaissant que la langue francaise
a 6té enfermée au secret pendant plusieurs mois
avec sa machine et du papier blanc ; elle se distrait
en tapant au hasard et, au bout de six mois, elle
se trouve avoir écrit, sans une erreur, les ceuvres
complétes de Shakespeare dans leur texte anglais
et les ccuvres complétes de Gaethe dans leur texte
allemand. Tel est le type des événements qui, bien
qu’on ne puisse démontrer rationnellement qu’ils
sont impossibles, sont cependant si invraisemblables
que toute personne de bon sens n’hésitera pas a
les déclarer effectivement impossibles. Si quelqu’un
nous affirmait avoir observé un tel événement,
nous serions certains qu’il nous trompe ou qu’il a
été lui-méme victime d’une supercherie.

Le cas de la dactylographe reproduisant sans les
connaitre les cuvres de Shakespeare et de Geethe
est tellement miraculeux que personne ne peut
douter de son impossibilité ; mais on pourrait ima-
giner des événements moins invraisemblables, quoi-

(1) Voir Emile Borger, Le Hasard (Alcan), p. 164-399.
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qu’encore fort improbables ; par exemple, la dac-
tylographe aurait écrit simplement un vers de
Shakespeare ou de Goethe, ou simplement méme
les deux premiers mots de I'une de leurs ceuvres.
C’est dans des cas semblables que le calcul des
probabilités doit intervenir, car il permet de cal-
culer la valeur exacte de la probabilité de I’événe-
ment envisagé ; nous verrons plus loin (chap. III),
entre quelles limites on est plus ou moins autorisé
a regarder cette probabilité comme négligeable.

2. C’est la répétition qui crée Pinvraisemblance.
— Si nous analysons le cas de la dactylographe
miraculeuse, nous constatons que I’invraisemblance
résulte de ce que le succes total exige qu’un succés
partiel se trouve réalisé un trés grand nombre de
fois successives ; le succés partiel consistera en ce
que la premiére lettre écrite par la dactylographe
sera précisément la premidre lettre de Faust. Ce
succes n’est pas trés probable, puisqu’il y a 26 lettres
dans I’alphabet, mais n’est cependant pas du tout
invraisemblable. Il en est de méme pour la seconde
lettre, qui pourrait fort bien avoir la chance de
coincider avec la seconde lettre de Faust ; de méme
pour la troisiéme, et ainsi de suite. Chacun de ces
succes partiels, considéré isolément, apparait comme
parfaitement possible ; c’est leur répétition presque
indéfinie qui crée l’invraisemblance et qui nous
apparait, a juste titre, comme impossible.

Un des problémes les plus classiques qu’étudie le
calcul des probabilités est précisément celui des
probabilités de tel ou tel résultat lorsqu’une méme
épreuve est indéfiniment répétée. Par exemple on
jette en l’air une piéce de monnaie et on consi-
dére comme cas favorable I’arrivée de pile. Quelle
est la probabilité pour que le cas favorable se pro-
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duise 10 000 fois de suite sur 10 000 épreuves suc-
cessives ? Quelle est la probabilité pour qu’il se pro-
duise plus de 6 000 fois au cours de 10 000 épreuves ?
Le calcul montre que ces probabilités sont si faibles
que Darrivée des événements correspondants doit
étre regardée comme impossible, d’aprés la loi
unique du hasard.

3. Plan de cet ouvrage. — Nous avons I'intention
d’étudier dans ce livre les applications du calcul
des probabilités & un certain nombre de questions
choisies parmi celles qui intéressent directement
tous les hommes, questions dont la plupart se rat-
tachent, soit a la vie quotidienne, soit a la maladie
et a la mort. Nous laisserons donc de coté les
importantes applications du calcul des probabilités
4 la science, notamment aux sciences physiques (1) ;
rappelons cependant que 'importance de ces appli-
cations, et les découvertes qu’elles ont suscitées,
constituent une des preuves les plus solides de
Pexactitude des résultats du calcul des probabilités.
Nous ne développerons pas non plus les applica-
tions du calcul des probabilités a la théorie des jeux
de hasard, applications qui ont été I'origine du cal-
cul des probabilités et qui restent une des branches
les plus attrayantes de cette science. Nous nous
contenterons d’y faire parfois allusion en leur
empruntant des exemples simples destinés a illus-
trer et faire mieux comprendre certains résultats
que nous aurons a utiliser. '

Les bréves explications que nous venons de don-
ner & propos de la loi unique du hasard et du miracle
dactylographique suffisent a faire pressentir une

(1) Voir mes ouvrages : Le Hasard (Alcan) et Le Jeu, la Chance
et les Théories scientifiques modernes (Gallimard).
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difficulté préliminaire, a laquelle sont consacrés
nos deux premiers chapitres. Cette difficulté est la
suivante : le calcul des probabilités est une science
exacte, dont les résultats sont aussi certains que
ceux de I'arithmétique ou de I’algébre, aussi long-
temps qu’il se borne d calculer numériquement les
probabilités. C’est ainsi qu’on arriverait a calculer
la probabilité pour que se réalise le miracle dacty-
lographique des ceuvres de Shakespeare et de Geethe ;
si ces ceuvres constituent 50 volumes de la dimen-
sion de celui-ci, soit environ dix millions de carac-
téres, la probabilité de I’événement miraculeux,
que nous avons envisagé, est égale a I'unité divisée
par un nombre de plus de dix millions de chiffres.
Ce résultat est aussi incontestable que celui de
toute opération arithmétique correctement effec-
tuée. Mais, si I'on conclut de la petitesse extraor-
dinaire de la probabilité que le miracle dactylo-
graphique est impossible, en vertu de la loi unique
du hasard, on sort du domaine de la science mathé-
matique et il faut bien reconnaitre que I’affirmation,
qui nous apparait comme évidente et incontes-
table, n’est pas, 4 strictement parler, une vérité
mathématique. Un mathématicien furieusement
abstrait pourrait méme prétendre qu’il suffirai
de recommencer ’expérience un nombre suffisant
de fois, & savoir un nombre de fois représenté par
un nombre de 20 millions de chiffres, pour &tre
certain, au contraire, que le miracle se produira
plusieurs fois au cours de ces innombrables expé-
riences. Mais il n’est humainement pas possible
d’imaginer que I’expérience puisse étre renouvelée
aussi souvent. Si I’on considére les dimensions de
I'Univers comme égales 4 un milliard de milliards
d’années-lumiére, le nombre des atomes qu’il pour-
rait renfermer, 8’il était plein de matiére, s’exprime
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par un nombre de moins de 200 chiffres et, au cours
d’une durée d’un milliard de milliards d’années,
il s’écoule moins de secondes que n’en exprimerait
un nombre de 50 chiffres. Si done, pendant cette
durée, chaque atome de I'univers se transformait
en dactylographe et répétait ’expérience chaque
milliéme de seconde, le nombre des expériences
réalisées serait bien inférieur & un nombre de
300 chiffres. Il est donc interdit de penser a des
expériences dont le nombre comporterait plus d’un
million de chiffres; c’est 14 une vue purement
abstraite, une jonglerie mathématique, qui ne peut
correspondre & rien et nous devons avoir confiance
en notre intuition et en notre bon sens, qui nous
permettent d’affirmer [I’impossibilité pratique du
miracle dactylographique que nous avons décrit.

Il se présentera cependant des cas ol 1’évidence
intuitive sera moins claire et ou il serait cependant
légitime de conclure, en vertu de la loi du hasard,
a des affirmations ayant une valeur pratique. Le
fait que ces affirmations ne participent pas de
la valeur absolue des théorémes mathématiques
ne doit pas étre dissimulé; une telle dissimu-
lation risquerait de justifier tous les doutes sur
leur exactitude ; il faut bien comprendre que
la loi unique du hasard entraine une certitude
d’une autre nature que la certitude mathématique,
mais cette certitude est comparable & celle qui
s’impose i nous de D'existence de tel personnage
historique ou de telle ville située aux antipodes,
de Louis XIV ou de Melbourne, a celle méme
que nous attribuons A I’existence du monde qui
nous est extérieur.

Cette digression fait bien comprendre la nature
de la difficulté préliminaire a laquelle sont consa-
crés les deux premiers chapitres. Le simple bon
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sens suffit 3 chacun pour se rendre compte, d’une
maniére plus ou moins confuse, du caractére par-
ticulier des affirmations basées sur le calcul des
probabilités ; de 1a & émettre des doutes sur I’exac-
titude de ces affirmations, il n’y a qu'un pas. Ce
pas sera vite franchi si, comme nous le verrons, il
y a chez beaucoup d’hommes des motifs psycholo-
giques qui agissent pour les induire a ne pas accepter
certains résultats déduits du calcul des probabilités.

Notre premier chapitre sera consacré aux rela-
tions entre le calcul des probabilités et la psycho-
logie des joueurs ; le second chapitre sera consacré
aux difficultés qui surgissent dans beaucoup d’es-
prits d’hommes fort raisonnables, dés qu’il s’agit
des probabilités qui concernent la vie humaine.

Pour le chapitre III, nous chercherons a préciser
quelles sont les valeurs des probabilités que I’on
peut et doit regarder comme pratiquement négli-
geables. Nous serons ainsi amenés a définir suc-
cessivement les probabilités négligeables a 1’échelle
humaine, a 1’échelle terrestre, a 1’échelle cosmique,
4 D’échelle supercosmique ; nous terminerons par
des remarques sur la définition des probabilités de
la vie pratique.

Dans le chapitre IV, nous étudierons l’arrivée
des événements, dont la probabilité est trés petite,
sans étre cependant absolument négligeable, lorsque
le nombre des épreuves devient trés grand. Nous
verrons que I’on peut alors déduire de la loi unique
du hasard une loi fort utile dans la pratique, la loi
de Poisson.

Dans le chapitre V, nous étudierons d’une maniére
plus approfondie les probabilités de déceés, dont il
a déja été question au chapitre II, ainsi que la
probabilité des maladies et des accidents et le
chapitre VI enfin, traitera de quelques applications
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curieuses du calcul des probabilités a4 certains pro-
blémes concernant I’hérédité dans I’espéce humaine.

Nous avons rejeté dans des notes certains déve-
loppements qui auraient alourdi le texte et qui ne
sont pas indispensables a la suite logique des idées.
La Note 1 est consacrée a une étude des répétitions
de chiffres dans les nombres de six chiffres, nombres
sur lesquels se porte naturellement l’attention de
tous les clients de la loterie nationale et de tous les
propriétaires d’obligations a lots. La Note II donne
quelques précisions arithmétiques sur la formule de
Poisson. Enfin, la Note III renferme des tables
statistiques (tables de mortalité, des causes de
déces, des accidents...) qui permettront & nos lec-
teurs de se rendre un compte exact de la valeur
des probabilités qui concernent directement leur
santé et leur vie.

Un de mes anciens éléves, auteur de brillantes
recherches personnelles sur le calcul des probabi-
lités, M. Jean Ville, professeur & la Faculté des
Sciences de Poitiers, a bien voulu lire avec soin
et corriger les épreuves de ce livre. Je lui adresse
mes vifs remerciements pour sa précieuse colla-
boration.



CHAPITRE PREMIER

LES PROBABILITES ET L’OPINION COMMUNE
LES PREJUGES DES JOUEURS

4. Les probabilités et le bon sens. — Il n’est pas
douteux que certains des résultats les plus certains
du calcul des probabilités apparaissent a beaucoup
d’hommes comme contraires a ce que I’on appelle
communément le bon sens, c’est-a-dire a I'opinion
commune. Je n’entreprendrai pas une analyse de
cette notion un peu imprécise de bon sens, me
contentant de citer une page lumineuse de Paul
Valéry (1) : « Je ne suis pas & mon aise quand on
me parle du bon sens. Je crois en avoir, car qui
consentirait qu’il n’en a pas ? Qui pourrait vivre
un moment de plus, s’en étant trouvé dépourvu ?
Si donc on me ’oppose, je me trouble, je me tourne
vers celui qui est en moi, et qui en manque, et qui
8’en moque, et qui prétend que le bon sens est la
faculté que nous eiimes jadis de nier et de réfuter
brillamment l’existence prétendue des antipodes ;
ce qu’il fait encore aujourd’hui quand il cherche
et qu’il trouve dans I’histoire d’hier les moyens
de ne rien comprendre & ce qui se passera demain. »

« Il ajoute que ce bon sens est une intuition toute

(!])sPaul VALERY, Regards sur le monde actuel (Stock, 1931)
p. 73.
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locale qui dérive d’expériences non précises, ni
soignées, qui se mélange d’une logique et d’analo-
gies assez impures pour étre universelles. La religion
ne I’admet pas dans ses dogmes. Les sciences, chaque
jour, I’ahurissent, le bouleversent, le mystifient. »

« Ce critique du bon sens ajoute qu’il n’y a pas de
quoi se vanter d’étre la chose du monde la plus
répandue. »

« Mais je lui réponds que rien toutefois ne peut
retirer au bon sens cette grande utilité qu’il a dans
les disputes sur les choses vagues, o il n’est pas
d’argument plus puissant pour le public que de
Pinvoquer pour soi, de proclamer que les autres
déraisonnent et que ce bien si précieux, pour étre
commun, réside tout en celui qui parle. »

L’enseignement qui me parait résulter de ces
fines réflexions, c’est que, lorsque la science heurte
le bon sens, il n’est pas inutile de se donner la
peine de rechercher pourquoi et d’essayer de trouver
les arguments propres 4 convaincre ceux qui invo-
quent le bon sens contre la science.

5. Les numéros des billets de loterie. — Beaucoup
de personnes refuseront d’acheter un billet de loterie
dont les chiffres leur apparaissent comme présen-
tant, par leur disposition et leur choix, quelque
gingularité exceptionnelle ; tel serait le cas, par
exemple, pour le n° 272727 et, a plus forte raison
pour le n® 222222. Tous ceux qui ont réfléchi sur
les probabilités et sur les méthodes employées pour
tirer les numéros gagnants a la loterie savent
cependant que les probabilités de gain sont les
mémes pour tous les billets, quel que soit leur
numéro. Et cependant, bien des acheteurs de billets
persisteront a dire, au nom du bon sens : « il n’est
tout de méme pas possible qu'un numéro aussi
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singulier que 222222 gagne le gros lot ». Celui qui
émet cette affirmation constate d’ailleurs, lorsque
les résultats du tirage sont publiés, que le gros
lot est effectivement gagné par un billet dont le
numéro est 825717 ou 203409 et il en conclut que
son bon sens ne le trompait pas et qu’il a bien fait
de ne pas acheter le n® 222222, mais le n° 138615,
qui n’a d’ailleurs pas gagné.

Il n’est pas douteux que la probabilité pour que
le numéro qui gagne le gros lot soit composé de
gix chiffres identiques est trés faible ; elle est égale
a4 un cent-millidme, car il y a 10 billets sur un
million qui sont formés de six chiffres identiques (1).
Si Pon effectuait 25 tirages par an, on devrait
observer un gagnant du gros lot formé de six
chiffres identiques une fois en moyenne (2) tous
les 4000 ans; il est donc assez probable que ce
fait singulier ne sera pas observé par un homme au
cours de sa vie ; mais ceci ne contredit nullement
le calcul des probabilités, d’aprés lequel la proba-
bilité de gain est la méme pour tous les billets.

Si l’on fixe, en effet, un autre numéro déterminé,
ou méme une collection de dix numéros, on consta-
tera que, le plus souvent, aucun de ces dix numéros
ne sort. Mais si ces numéros sont quelconques, n’ont
aucune physionomie particuliére, on ne remarque
pas 4 chaque tirage que ces numéros ne sont pas
sortis.

6. Les numéros formés au moyen de deux chiffres.
— On se rendra mieux compte du fait que les
chances de tous les numéros sont égales en étudiant

(1) Nous tenons compte du billet dont le numéro est 1000000,
oce qui équivaut, si le tirage est effectué au moyen de six roues,
au numeéro 000000, formé de six zéros.

(2) Voir le chapitre IV.

K. BOREL 2



18 LES PROBABILITES ET LA VIE

une classe de numéros assez singuliére, mais cepen-
dant assez étendue pour que la sortie d’un de ces
numéros soit parfois effectivement observée.

Un tel exemple nous sera fourni par les numéros
composés au moyen de deux chiffres, parmi les-
quels peut figurer le zéro. Tel sera par exemple,
le n° 233322, ou le n° 200200, ou encore le n°® 55555,
car il doit s’écrire 055555 ; au contraire, le n°® 55444
est formé de 3 chiffres, car on doit I’écrire 055444.
Le tirage se fait en effet, au moyen de six sphéres,
dont chacune donne un des six chiffres du numéro
gagnant.

Il est aisé de calculer le nombre des billets dont
les numéros sont ainsi formés de deux chiffres
seulement.

Si 'un des chiffres figure 5 fois et ’autre 1 fois,
il y a1l0 X 9 X 6 = 540 numéros (1).

Si I'un des chiffres figure 4 fois et ’autre 2 fois,

6.5
il y al0x9x 13- 1 350 numeéros.
Si enfin chacun des chiffres figure 3 fois, il y

10.9 6.5.4
12 X1'2.3 = 900 numéros (2).

Ily a donc en tout 540 + 1350 4 900 = 2 790 nu-
méros sur 1000000 qui satisfont & la condition
d’étre formés de deux chiffres seulement; si on

y ajoute les dix numéros formés d’un seul chiffre,

(1) En effet, le chiffre qui figure 5 fois peut &tre I'un quelconque
des 10 chiffres et celui qui figure 1 fois I'un quelconque des 9 autres
chiffres, ce qui fait 90 choix possibles ; le chiffre qui ne figure qu’'une
fois peut occuper 6 places diﬂérentes ; on a donc en tout

90 x 6 = 540 numéros.

(2) Si chacun des chiffres figure 3 fois, on peut choisir I'un d’eux
de 10 maniéres différentes et ensuite le second de 9 maniéres, mais
chaque combinaison, telle que 3 et 4, est ainsi obtenue 2 fois (3 et 4,
puis 4 et 3); il y a donc 4! eomhinaisons, tellea e 4 et 3, et pour
chaeune delles 20 dispositions différentes 443133 43433, etc.,
soit en tout 45 x 20 = 900.
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cela en fait 2 800, soit & peu prés 1 sur 357. La pro-
babilité pour quun tel numéro gagne un lot déter-
miné est donc environ 1/357. Si nous admettons
que le nombre des séries et le nombre des lots sont
tels qu’il y ait 360 lots importants par an (par
exemple 30 séries & 12 lots, ou 18 séries a 20 lots),
on devra observer le gain d’un lot important par
un de ces numéros, en moyenne environ une fois
par an (1). Ce sera donc un fait rare, mais cepen=-
dant assez fréquent pour pouvoir étre observé par
tous ceux qui regardent de prés, a chaque tirage, la
liste des numéros gagnant les lots importants.

En fait, si 'on prenait la peine de consulter de
nombreuses listes de tirages portant sur un million
de numéres (en y comprenant les obligations a
lots de la Ville de Paris, du Crédit foncier, etc.)
on constaterait aisément que la proportion des
numéros gagnants formés seulement de deux chiffres
est bien conforme aux prévisions du calcul des
probabilités (2).

Dans la Note I, nous étudierons avec plus de
détails les numéros de 6 chiffres au point de vue
de la répétition d’un méme chiffre dans un numéro.

7. Les séries a la roulette. — Le probléme des
séries 3 un jeu tel que la roulette est extrémement
voisin de celui que nous venons d’étudier; omn
pourrait méme le regarder comme identique si ’on
utilisait le systdme de numération binaire (4 base

(1) On en conclut, d’aprés la formule de Poisson (voir chap. IV)
que sur 100 années, il y en aura environ 36 ou aucun de ces numéros
ne gagnera un lot, 36 ol un de ces numéros gagnera, 18 ol 2 numéros
gagneront, 6 ot 3 numéros gagneront, 1 ou 2 ot 4 numéros ou plus’
gagneront.

(2) La proportion est trés voisine, comme on s’en assurerait
aisément si, comme c’est le cas pour certaines catégories d’obliga-
tions, leur nombre n’est pas exactement 1 000 000, mais par exemgle
501(1)11 000 ; s’il dépasse 1 000 000, on fera abstraction du chiffre des
millions.
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deux). On peut, en effet, convenir de représenter
la sortie de la rouge par le chiffre 0 et de la noire
par le chiffre 1 (nous raisonnons sur une roulette
ne comportant pas de zéro) ; une suite de coups
de roulette amenant soit rouge soit noire, est alors
représentée par une suite de 0 et de 1, telle que
10100100101110101. Une telle suite peut &tre regar-
dée comme un nombre écrit dans le systéme binaire
et on peut raisonner sur ces nombres comme nous
I’avons fait sur les nombres écrits dans le systéme
décimal ; on sera conduit 4 admettre que ces nom-
bres si divers ont tous la méme probabilité. Un
nombre exclusivement composé du chiffre 0 ou
exclusivement composé du chiffre 1 est trés singu-
lier et sa sortie est peu vraisemblable, surtout
gi le nombre des chiffres est élevé, égal a 30 par
exemple ; mais la sortie de tout autre nombre
bien déterminé de 30 chiffres est également invrai-
semblable.

Nous laissons de cdté le systéme de numération
binaire et traitons la question par un raisonnement
direct, en mettant dés I’abord en évidence le point
délicat ou les résultats du calcul des probabilités
sont contestés au nom du bon sens.

Ce point délicat est le suivant : tous les joueurs de
roulette ont observé que, sur une longue série de
coups, les sorties de la rouge et de la noire sont a peu
prés aussi nombreuses les unes que les autres. Par
exemple, sur 1 000 coups, on observera 483 rouges
et 517 noires, mais on n’observera jamais 217 rouges
seulement contre 783 noires. La plupart des joueurs
croient pouvoir conclure de cette observation exacte
et d’ailleurs tout a fait conforme aux résultats du
calcul des probabilités que, si durant une certaine
période, ils ont observé rouge plus souvent que
noire, la roulette a contracté, en quelque sorte,
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ane dette envers la noire et devra acquitter cette
dette en faisant sortir la noire plus souvent que
la rouge au cours des prochains coups. Dans cer-
tains cas, la dette devra méme étre acquittée
immédiatement ; si un joueur, en consultant les
archives de la roulette au cours d’un grand nombre
d’années, a observé que la plus longue série obser-
vée a été de 24 rouges, ou de 24 noires, alors qu’on
n’a jamais observé de série dépassant 24, ce méme
joueur, &’il se trouve observer un jour une série
de 24 rouges, n’hésitera pas a conclure que la
noire doit forcément sortir au coup suivant, « puis-
qu’il n’y a jamais de série de 25 ».

A quoi Joseph Bertrand, avec tous ceux qui ont
approfondi I’étude des probabilités, répond : « La
roulette n’a ni conscience ni mémoire. » C’est lui
faire trop d’honneur que de penser qu’elle garde
le souvenir de ses égarements et qu’elle tient a les
réparer.

I1 semble que le « bon sens » devrait suffire a
persuader les joueurs que les coups successifs de la
roulette sont indépendants les uns des autres ;
il est, en effet, impossible d’imaginer un mécanisme
quelconque par lequel les coups antérieurs modi-
fieraient le résultat de celui qui va étre joué. Mais
les joueurs sont influencés par un fait indéniable,
et qui est confirmé par des multitudes d’observa-
tions : sur un grand nombre de coups, les sorties
de la rouge sont, a peu de chose prés, aussi fré-
quentes que celles de la noire et, pour expliquer
ce fait d’observation, ils n’aper¢oivent pas d’autre
moyen que d’imaginer I’existence d’un mécanisme
inconnu qui jouerait le réle de la conscience et de
la mémoire de la roulette, c’est-a-dire que ce méca-
nisme obligerait la roulette & compenser ses écarts.

Une étude approfondie de ’ensemble de toutes
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les possibilités, étude tout a fait analogue a celle
qui est développée dans la Note I pour les nombres
décimaux de six chiffres, montre que si les combi-
naisons dans lesquelles les rouges sont a peu prés
aussi nombreuses que les noires sont plus souvent
observées que les combinaisons o1l les rouges seraient
beaucoup plus nombreuses que les noires, c’est
uniquement parce que les premiéres combinaisons
sont beaucoup plus nombreuses que les autres,
de méme que les nombres de six chiffres formés
de 3, 4,.5 ou 6 chiffres différents, sont beaucoup
plus nombreux que ceux qui ne sont formés que
d’un ou deux chiffres différents.

Ce n’est pas parce que les sphéres de la loterie
ont une attraction particulidre pour les numéros
comportant une ou deux paires c’est-a-dire un ou
deux chiffres figurant deux fois dans le numeéro.
que ces numéros sortent plus souvent que les autres,
mais parce que sur un million de numéros, il y en
a plus de 680 000 comprenant une ou deux paires.
Il en est de méme pour la distribution des rouges
et des noires dans une série de coups de roulette
(nous négligeons le zéro). Par exemple, si ’on consi-
dére une série de 30 coups, on obtient les résultats
suivants. Le nombre des résultats possibles des
30 coups est égal a la 30¢ puissance de 2, soit un
peu plus d’un milliard (exactement 1 073 741 824).
Sur ce milliard de possibilités, les divers résultats
globaux ci-dessous figurent le nombre de fois
indiqué

30 rouges et 0 noire ......... 1 fois
29 rouges et 1 noire ......... 30 fois
28 rouges et 2 noires......... 435 fois
27 rouges et 3 noires......... 4 060 fois

26 rouges et 4 noires......... 27 405 fais
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25 rouges et 5 noires......... 142 506 fois
24 rouges et 6 noires......... 593 775 fois
23 rouges et 7 noires......... 2 035 800 fois
22 rouges et 8 noires......... 5852 925 fois
21 rouges et 9 noires......... 14307 150 fois
20 rouges et 10 noires......... 30 045 015 fois
19 rouges et 11 noires......... 54 627 300 fois
18 rouges et 12 noires......... 86 493 225 fois
17 rouges et 13 noires......... 119 759 850 fois
16 rouges et 14 noires......... 145 422 675 fois
15 rouges et 15 noires......... 155 117 520 fois
14 rouges et 16 noires......... 145 422 675 fois
1 rouge et 29 noires......... 30 fois
0 rouge et 30 noires......... 1 fois

Nous avons omis la plus grande partie de la
seconde moitié du tableau, car elle est évidemment
symétrique de la premiére moitié. Il y a le méme
nombre de combinaisons avec 17 rouges et 13 noires
qu’avec 17 noires et 13 rouges.

La série de 30 rouges, ainsi que la série de 30 noi-
res, sont des combinaisons uniques ; chacune d’elles
n’est ni plus, ni moins singuliére que chacune des
autres combinaisons particuliéres, dont le nombre
dépasse un milliard, mais toute combinaison parti-
culidre est extrémement peu probable ; tel serait
le cas de la combinaison qui consisterait & obtenir
alternativement rouge et noire, de sorte que rouge
sortirait & tous les coups impairs et noire a tous
les coups pairs.

Les joueurs de roulette n’ont jamais observé une
série de trente rouges, ou de trente noires et regar-
dent volontiers une telle série comme impossible.
En fait, si une roulette arrive a jouer 1 000 coups
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par jour (1 coup par minute pendant un peu plus
de 16 heures), il faudrait un million de jours, soit
27 sidcles environ pour arriver a jouer un milliard
de coups et avoir ainsi des chances sérieuses d’ob-
server une série de 30 rouges (voir chap. IV, loi
de Poisson).

Les cas ou il se présente au moins 28 rouges ou
au moins 28 noires, sont au nombre de 2 (1 4 30 +
+ 435) = 932, soit moins du millioniéme du nombre
total des coups; une telle éventualité sera trés
rare, mais cependant parfois observable, si un joueur
patient note tous les coups pendant quelques
années ; a la cadence de 1000 coups par jour, il
suffirait de 3 ans pour observer plus d’un million
de coups.

Les combinaisons qui renferment au moins 27 rou-
ges ou au moins 27 noires, sont en nombre supérieur
a 8 000, soit prés du cent-milliéme du nombre total
des combinaisons ; une telle éventualité se présen-
tera prés d’une fois sur 100 000.

Il y a prés de 63 000 combinaisons avec au moins
26 rouges ou noires ; cet ensemble de combinaisons
se présentera & peu prés une fois sur 15 000.

Les combinaisons avec au moins 25 rouges ou
noires sont au nombre de prés de 350 000 ; elles
se présenteront en moyenne un peu plus d’une fois
sur 3 000; le joueur qui noterait 1000 coups par
jour les observerait environ 2 fois par semaine.

Si nous passons & au moins 24 rouges ou noires,
le nombre des combinaisons dépasse largement le
million et la probabilité d’en observer une dépasse
donc un milliéme.

Avec au moins 22 rouges et noires, le nombre
des combinaisons dépasse 10 millions (environ
17 millions) ; la probabilité est comprise entre 1
et 2 centiémes.
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Enfin, avec au moins 20 rouges ou noires, le
nombre des combinaisons est un peu supérieur a
100 millions et la probabilité trés voisine de un
dixiéme. Il y a donc neuf chances sur 10, pour que,
dans une série de 30 coups, le nombre des rouges ni
celui des noires ne dépasse pas 19. Le nombre
moyen étant 15, on dira, si le nombre observé est 19,
que l’écart par rapport @ la moyenne, ou, plus brié-
vement, l’écart, est égal a 4.

Il y a done 9 chances sur 10 pour que ’écart soit
au plus égal a 4, c’est-a-dire soit inférieur a 5. On
observera que 5 est la partie entiére de la racine
carrée de 30, nombre de coups observés. Clest la
une loi générale : la probabilité d’un écart égal ou
supérieur d la racine carrée du nombre des coups est
approximativement égale @ un dixiéme.

8. La loi des écarts. — On voit que le calcul des
probabilités est loin d’imposer au hasard des lois
rigides auxquelles il devrait se conformer. Non
seulement les écarts relativement importants sont
possibles, mais, jusqu’a une certaine limite, ils
sont probables et nécessaires. Celui qui observe
avec soin et persévérance des séries de 30 coups
observera assez souvent des séries renfermant plus
de 20 rouges sur les trente coups, et méme quelque-
fois des séries renfermant plus de 25 rouges ; mais
il n’observera pas de séries renfermant 29 rouges,
et a plus forte raison des séries de trente rouges a
’exclusion de toute noire.

Si le nombre des coups de la série est beaucoup
plus élevé, par exemple 3 000 au lieu de 30, la pro-
babilité des écarts reste la méme, d condition de
faire se correspondre les écarts qui sont dans le méme
rapport avec la racine carrée du nombre des coups,
c’est-a-dire les écarts qui sont 10 fois plus forts
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pour 3 000 coups que pour 30 coups. Les écarts
de 50 seront donc assez probables, les écarts de 100
seront trés peu probables et les écarts de 150 pra-
tiquement impossibles. Si le nombre des coups
était 300 000, ce sont les écarts de 1 500 qui devien-
draient extrémement rares et presque impossibles.
L’écart relatif, c’est-a-dire le rapport de I’écart au
nombre des coups décroit de plus en plus a mesure
que le nombre des coups augmente. C’est la loi
des grands nombres de Bernoulli, qui est une simple
conséquence arithmétique de la loi unique du
hasard : les séries de 300 000 coups dans lesquels
Pécart est inférieur a 1500, c’est-a-dire qui ren-
ferment moins de 301 500 et plus de 298 500 rouges,
gont extraordinairement plus nombreuses que les
séries dans lesquelles I’écart est plus considérable.
Celles-ci ne se rencontrent pas parce que, quoique
trés nombreuses, elles sont, relativement aux autres,
extrémement rares.

Ce n’est pas seulement dans les jeux que I’on
doit avoir présent & I’esprit ’aphorisme de Joseph
Bertrand « la roulette n’a ni conscience, ni mémoire ».
Cela est vrai également de la plupart des phéno-
ménes accidentels auxquels nous nous intéressons
dans la vie, sauf dans les cas ot les phénoménes
successifs ne sont pas indépendants les uns des
autres. Un exemple bien connu d’un cas ou les
phénomenes ne sont pas indépendants est celui de
la pluie et du beau temps. Une longue série de
jours de pluie augmente les chances pour qu’il
pleuve encore le lendemain et de méme, une longue
série de beaux jours augmente les chances pour
qu’il y ait encore un beau jour. Mais, si I’on observe
la pluie et le beau temps, non pas des jours consé-
cutifs, mais par exemple, 4 une méme date tous les
ans, les régles de probabilités s’appliqueront. Les
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statistiques météorologiques nous apprendront par
exemple que, dans telle ou telle ville, au mois de
mai, il y a le méme nombre de jours de pluie et
de jours sans pluie. Il y a donc une chance sur deux
pour que le 14 mai soit un jour de pluie ; si nous
observons cette date pendant un certain nombre
d’années consécutives, nous pourrons appliquer a
ces observations les résultats obtenus pour le rouge
et le noir a la roulette ; le fait qu’il aura plu le
14 mai cinq années de suite n’augmente ni ne
diminue les chances pour qu’il pleuve i la méme
date I’année suivante; elles restent de une sur deux.

Si un abonné au téléphone a constaté, par
une observation minutieuse que, de 2 & 6 heures de
I’aprés-midi, son téléphone est occupé au total pen-
dant 2 heures sur 4, c’est-a-dire la moitié du temps,
par de nombreuses communications, chacune de
courte durée, j’ai une chance sur deux de le trouver
libre si je I’appelle. Si j’ai obtenu trois fois de suite le
signal « pas libre », j’ai toujours une chance sur deux
de le trouver libre si je téléphone de nouveau. Si je
téléphone tous les jours, il m’arrivera environ une
fois par mois d’obtenir cinq fois de suite le signal
« pas libre » et plus d’une fois par an de ’obtenir
8 fois de suite. Si nous admettons qu’un dérange-
ment du téléphone produisant automatiquement
le signal « pas libre » se produit en moyenne une ou
deux fois par an, c’est seulement lorsque j’aurai
obtenu au moins 8 fois de suite le signal « pas libre »
qu’il sera raisonnable que je soupgonne un dérange-
ment (1) ; sije"obtiens 10 ou 12 fois de suite, le déran-
gement commencera a devenir trés probable; il
serait presque certain si le signal « pas libre » était

(1) Nous utilisons ici impliciternent 1la théorie de la probabilité
des causes,
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obtenu 20 fois de suite, & des intervalles de 5 ou
10 minutes.

Si je circule en voiture dans une ville ou de nom-
breux carrefours sont équipés avec des signaux alter-
nativement rouges et verts, de maniére que, sur
les deux voies qui se croisent, les voitures n’aient
le droit de passer que sur une seule, 4 un moment
donné, j’ai une chance sur deux, a chaque carre-
four, de tomber sur un feu rouge ou sur un feu
vert. Si mon itinéraire comporte douze carrefours,
je devrai m’attendre a rencontrer, en moyenne,
six feux rouges et six feux verts. Mais si j’ai un
jour la mauvaise fortune de rencontrer des feux
rouges aux six premiers carrefours, je ne devrai
pas en conclure que j’aurai des feux verts aux six
autres. Il pourra fort bien m’arriver, si je fais
le méme trajet plusieurs fois par jour, d’avoir excep-
tionnellement 10 ou méme 11, bien plus rarement
12 feux tous rouges ou, au contraire, tous verts.
Si j’ai eu un jour la mauvaise chance d’étre ainsi
arrété a presque tous les carrefours, cela n’augmen-
tera en rien mes chances d’avoir des feux verts en
majorité le lendemain. Et cependant, si j’avais la
patience de dresser la statistique pendant une année
entiére, je constaterais que le rapport entre le
nombre total des feux rouges et celui des feux verts
serait trés voisin de I'unité.
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LES PREJUGES SUR LES PROBABILITES
CONCERNANT LA VIE ET LA MORT

9. Le mysticisme du hasard. — L’une des raisons
pour lesquelles certains préjugés sont si ancrés
chez les joueurs est I'importance trés grande qu’ils
attachent au gain ou a la perte ; ils sont ainsi tout
préts a accueillir favorablement les suggestions les
plus déraisonnables s’ils croient y discerner un
moyen de vaincre le hasard et de s’assurer la vic-
toire. C’est pour le méme motif que certains pré-
jugés singuliers sur la bonne et la mauvaise chance,
sur le bon et le mauvais ceil, sont assez fréquents
chez les hommes de théatre, acteurs ou auteurs,
dont le succés ou la réputation peuvent dépendre
d’un incident au cours d’une répétition générale.
Il leur semble que la plus minime circonstance
peut amener un triomphe éclatant ou, au contraire,
un insuccés dont ils ne se reléveront que difficile-
ment et ils sont préts a user de tous les moyens,
en apparence les plus absurdes, pour faire tourner
la chance en leur faveur.

Mais, si importants que puissent étre le gain ou
la perte au jeu, le succés ou I’insuccés au théatre,
il est un bien auquel les hommes sont encore plus
attachés, c’est leur propre vie. Aussi, la plupart
d’entre eux, dans toutes les questions qui concer-
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nent plus ou moins directement la vie et la mort,
raisonnent-ils fort mal, ou plut6t cessent-ils de
raisonner pour se laisser guider par leur sensibilité
ou leurs préjugés.

Les idées confuses et parfois mystiques que beau-
coup d’hommes se font du hasard et de son role
dans la vie ont été résumées avec beaucoup de
talent par Rémy de Gourmont :

« Il n’est rien de plus attendu que l’inattendu,
rien qui, au fond, nous surprenne moins. Ce qui
nous étonne, par-dessus tout, c’est le déroulement
logique des faits. L’homme est en perpétuelle attente
du miracle et méme il se fiche si le miracle n’ar-
rive pas ; ou bien il se décourage. Le miracle arrive
souvent d’ailleurs. Les vies les plus humbles ne
sont qu’une suite de miracles, ou plutdt de hasards.
On dira qu’au vrai il n’y a pas de hasard et
que ce mot ne fait que constater notre ignorance
de I’enchainement des causes. Mais I’enchainement
des causes étant indéchiffrable pour notre esprit,
nous appelons hasard tous les événements dont
il nous serait impossible, avec la plus grande atten-
tion de discerner la venue. Ils se forment, ils
viennent, mais nous ne le savons pas et nous ne
pouvons pas le savoir. Il est bon que nous ne le
puissions pas. L’action n’est possible que dans une
certaine insouciance et la vie n’est qu’un acte de
confiance en nous-mémes et dans la bienveillance
des hasards.

« Nous comptons sur le hasard. Il n’est aucune
existence, méme chez les plus dénués d’imagination,
qui ne lui fasse une place dans ses prévisions obs-
cures. Ne compter que sur le hasard est fou ; ne
pas compter sur le hasard est plus fou encore. Il
est aussi déraisonnable de désespérer que d’espérer.
L’impossible, 3 chaque moment de la vie se fait
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possible. C’est un motif d’espoir que d’étre perdu
dans un labyrinthe & mille pieds sous terre et on
peut, avec autant de vraisemblance, désespérer de
tout, le jour qu’avec du bonheur plein le cceur on
regarde la vie qui se fait bonne et qui sourit, atten-
tive & nos désirs (1). »

On voit qu’il y a bien des raisons, que la raison
ne connait pas, pour que les applications du calcul
des probabilités a la plupart des problémes qui
concernent la vie humaine soient souvent systé-
matiquement ignorées, parfois méme méprisées et
contestées, par ceux qu’elles devraient cependant
intéresser.

Il est cependant peu de résultats du calcul des
probabilités qui aient été mieux vérifiés que ceux
qui concernent la mortalité ; depuis plus d’un siécle,
les compagnies d’assurances sur la vie distribuent
a leurs actionnaires des dividendes qui sont une
preuve tangible de ’exactitude des calculs de leurs
actuaires, calculs basés sur le calcul des probabi-
lités et sur les tables de mortalité, c’est-a-dire sur
des données statistiques.

Cette valeur incontestable des données tirées
de statistiques sérieusement faites, contraste avec
les préjugés courants contre la statistique. Ces pré-
jugés tiennent, en grande partie, 4 ce que l’on a
appelé « la mentalité individualiste ». Il ne plait
pas 3 I’homme d’étre regardé comme une simple
unité, identique a d’autres unités, chacun tient a
son individualité et a une foule de bonnes raisons
pour se regarder comme réellement différent de
tous les autres hommes. Par suite, lorsque les sta-
tisticiens constatent qu’il se produit telle propor-

(1) Rémy bE Gounuom', Epilogues : « L’Inattendu. » Mercure
de France, 15 avril 1
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tion de décés parmi les hommes de 40 ans, chaque
homme de 40 ans sera disposé & penser que cette
statistique ne le concerne en rien et que, encore
jeune et bien portant, il n’y a aucune raison pour
qu’il meure dans I’année. A moins cependant qu’il
ne se considére a tort ou a raison, comme gravement
malade et qu’il pense que sa mort ne tardera pas.

10. La vie moyenne. — Il est d’ailleurs parfaite-
ment exact qu’il ne faut pas appliquer sans dis-
crimination & tous les hommes de 40 ans les résul-
tats de la statistique ; les compagnies d’assurances
ont soin de faire passer un examen médical a ceux
qui veulent s’assurer. Il serait plus correct de dis-
tinguer dans les coefficients de mortalité déduits
des Tables, la fraction qui s’applique aux sujets
regardés comme bien portants a la suite d’un exa-
men médical sérieux et les fractions qui s’appli-
quent aux individus chez lesquels 'examen médical
révele certaines maladies ou certaines tares héré-
ditaires (tuberculose, cancer, syphilis, etec.). Mais
cette réserve faite, il n’est pas douteux qu'il y a
une certaine probabilité de mourir dans ’année
pour tout étre humain, probabilité qui dépend de
divers éléments dont I’dge et le sexe sont les plus
importants. Cette probabilité peut étre calculée
au moyen des Tables de Mortalité dont nous par-
lerons plus loin (1).

Ces Tables de Mortalité permettent de calculer,
a une époque et dans un pays déterminé, la vie
moyenne des hommes et la vie moyenne des femmes,
laquelle est généralement un peu plus élevée que
celle des hommes.

La vie moyenne d’un certain nombre d’individus

(1) Voir chap. V et Note II.
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est la moyenne arithmétique de la durée de la vie
de chacun d’eux. La vie moyenne ainsi définie ne
peut étre calculée exactement que s’il s’agit d’un
groupe d’individus qui sont tous morts. C’est ainsi
que le dépouillement des registres de I’état civil
du x1x° siécle permettrait de calculer la vie moyenne
de ceux des Frangais nés en 1800 qui sont morts
en France.

Lorsqu’il s’agit d’une population nombreuse, on
peut admettre, si les Tables de Mortalité sont sérieu-
sement établies, que les dges de décés de ’ensemble
des personnes actuellement vivantes se répartiront
dans ’avenir, si 1’état sanitaire ne varie pas,
suivant des proportions trés voisines de celles qui
résulteraient de ces Tables de Mortalité. C’est ce
qui permet de parler de la vie moyenne des
habitants d’un pays 4 une date donnée.

On pourrait penser & une autre méthode pour
calculer la vie moyenne : prendre la moyenne arith-
métique des dges de déces de tous les hommes
ou de toutes les femmes décédés au cours d’une
année. Mais un peu de réflexion permet de se
rendre compte que cette méthode ne serait correcte
que si la population était sensiblement stationnaire
au cours d’une longue période. Si, en effet, nous
notons le nombre des décés au cours de I’année 1941,
les nombres des décédés a I'dge de 20 ans concernent
des personnes nées en 1921, tandis que les décédés
a I’age de 80 ans concernent des personnes nées
en 1861. Si donc la population du pays considéré
avait augmenté notablement de 1861 a 1921, le
nombre des décés de 20 ans se trouverait trop élevé
par rapport au nombre des décés de 80 ans, de
sorte que la vie moyenne calculée se trouverait
inférieure & la vie moyenne réelle.

Les statistiques montrent que, dams tous les

E. BOREL 3
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pays civilisés, la durée de la vie moyenne a nota-
blement augmenté au cours des deux derniers
siécles ; cette augmentation est due, pour une large
part, & la diminution considérable que les progrés
de ’hygiéne ont amenée dans les décés des enfants
de moins d’un an. Il y aurait d’ailleurs, a divers
points de vue, grand intérét a considérer la vie
moyenne calculée, non pas pour I’ensemble des
naissances, mais pour I’ensemble des enfants ayant
atteint un an. Nous reviendrons sur ce point au
chapitre V.

11. L’interprétation des Tables de Mortalité.
Les quelques indications que nous venons de don-
ner suffisent & montrer I'importance qu’ont, pour
chacun de nous, les indications des Tables de Mor-
talité et la valeur de la vie moyenne, a condition
toutefois que nous en comprenions bien la signifi-
cation et n’en exagérions pas 'importance. Mais
il n’est pas douteux que chaque habitant d’un
pays est intéressé a 'augmentation de la vie moyenne
dans ce pays, augmentation qui peut résulter des
mesures d’hygiéne prises pour éviter la propagation
de certaines maladies épidémiques ou contagieuses,
de la construction d’hdpitaux et de sanatoria, etc.

Je sais bien qu’un individualiste pourrait se
confiner dans son égoisme et dire : je prends per-
sonnellement toutes les précautions pour éviter
les contagions, j’ai un excellent médecin qui me
surveille et me soigne bien si je tombe malade ;
donc, peu m’importe que l’on construise ou non
des hopitaux ol je n’irai jamais, que ’on assainisse
des quartiers insalubres ot je suis décidé a ne jamais
habiter. Méme & son point de vue purement égoiste,
cet individualiste n’a pas raison, car il ne peut
vivre isolé de ’ensemble des autres étres humains
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et il est donc exposé a é&tre la victime de contami-
nations plus ou moins directes qui auraient été
évitées si certaines maladies avaient été moins
répandues, grice aux progrés de ’hygiéne.

D’autre part, les précautions excessives prises
contre certaines contaminations par certaines per-
sonnes trop préoccupées de leur santé, produisent
parfois des désastres imprévus; on cite des cas
de personnes n’ayant bu pendant de longues années
que de I’eau bouillie pour éviter la fievre typhoide
et qui meurent de cette maladie & la suite d’un
unique écart qu’aurait mieux supporté celui dont
Porganisme aurait été peu i peu accoutumé a la
lutte contre les microbes.

Joseph Bertrand consacre (1) des pages fort
intéressantes 4 la controverse qui se produisit au
moment ou fut découverte la vaccination contre la
variole, controverse & laquelle prirent part des
spécialistes du calcul des probabilités. Le probléme
qui se posait était le suivant : la vaccination tuait
une personne sur 100, mais elle supprimait les pro-
babilités, & 1’époque, fort considérables, de déces
par la variole ; doit-on conseiller la vaccination,
ou doit-on, au contraire, s’abstenir de la pratiquer ?

Daniel Bernoulli, calculant la vie moyenne dans
les deux hypothéses (vaccination ou non-vaccina-
tion) arrivait au résultat que la vaccination aug-
mentait la vie moyenne de trois ans et concluait
qu’on ne devait pas hésiter i la pratiquer.

Joseph Bertrand, a la suite de d’Alembert, n’a
pas de peine 4 montrer que le calcul de la vie
moyenne n’est pas suffisamment décisif et que
d’autres considérations doivent intervenir.

J’ai développé ailleurs une discussion des argu-

(1) Calcul des probabilités (Gauthier-Villars).
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ments de Joseph Bertrand (1) ; la raison principale
pour laquelle beaucoup de personnes hésiteront,
avec raison, a se laisser convaincre par le calcul
de la vie moyenne, c’est 'ignorance dans laquelle
se trouvent les hommes de la date exacte a laquelle
se produira leur décés, ignorance qui est un des
éléments les plus importants de leur bonheur quo-
tidien. Si les progrés de la science faisaient cesser
cette ignorance, et si chacun pouvait connaitre la
date a laquelle se produira son décés, la mentalité
humaine se trouverait profondément modifiée et
chacun attacherait une importance spéciale aux
circonstances diverses qui pourraient modifier la
date prévue par les médecins pour sa mort. Mais
il est oiseux de raisonner sur une hypothese irréa-
lisable ; voyons les choses comme elles sont.

Il semble bien que, vis-a-vis des risques de mala-
dies, les hommes se divisent en deux catégories,
certains d’entre eux passant d’ailleurs parfois d’une
catégorie A 'autre suivant leur humeur, ou appar-
tenant alternativement i I'une ou a l’autre, sui-
vant la maladie dont il s’agit. L’une des catégories
est celle des insouciants et I’autre, celle des obsédés.
Les premiers se laissent vivre et veulent ignorer
qu’il y a des microbes de la fi¢vre typholde et des
risques de contagion ; ils mangent et boivent comme
ont fait leurs parents et leurs ancétres et pensent
que leur robuste constitution leur évitera la conta-
gion; si elle doit se produire, ils I’accepteront
avec fatalisme. Les obsédés, au contraire, dont
Pattention aura parfois été éveillée par une lecture,
parfois par une maladie mortelle observée dans
leur entourage, ne penseront du matin au soir
qu’aux précautions & prendre pour éviter les mala-

(1) Le Hasard, p. 239 et suiv.
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dies qui les préoccupent particuliérement (en négli-
geant parfois d’ailleurs les risques de maladies
plus dangereuses et plus fréquentes). Mais les uns
et les autres ne seraient nullement intéressés par
la connaissance exacte des probabilités de conta-
gion ou de décés relatives i une certaine maladie ;
ces chiffres abstraits ne leur diraient rien ; ce qui
compte uniquement, c’est la réaction de leur sensi-
bilité personnelle vis-a-vis de telle ou telle maladie.
Celui-ci craindra la typholde, tel autre, le cancer.

Les renseignements statistiques que nous repro-
duisons dans la Note III devraient les faire réfléchir
les uns et les autres et leur donner une juste appré-
ciation des dangers réels auxquels chacun de nous
est exposé.



CrapriTre II1

LES PROBABILITES NEGLIGEABLES
ET LES PROBABILITES DE LA VIE PRATIQUE

12. Certitude scientifique et certitude pratique.
— Lorsque nous avons énoncé la loi unique du
hasard « les événements dont la probabilité est suf-
fisamment petite ne se produisent jamais », nous
n’avons pas dissimulé P'imprécision de cet énoncé.
I1 est des cas sur lesquels ne peut planer aucun
doute ; tel est celui du miracle dactylographique
ou les ceuvres complétes de Geethe sont reproduites
par une dactylographe ignorant la langue alle-
mande et tapant au hasard. Mais, entre ce cas,
en quelque sorte extréme, et les probabilités trés
petites et telles cependant que I’arrivée de I’événe-
ment correspondant ne soit pas invraisemblable,
il y a un trés grand nombre de cas intermédiaires.
Nous allons essayer de préciser le plus possible
quelles valeurs de la probabilité doivent étre regar-
dées comme négligeables dans telles et telles cir-
constances.

Il est évident, en effet, que les exigences que
I'on formulera au sujet du degré de certitude que
Pon doit attendre de la loi unique du hasard,
ne seront pas les mémes suivant qu’il s’agira de
la certitude quasi absolue ou de la certitude dont
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on peut se contenter dans telle circonstance de la
vie pratique.

S’il s’agit d’une loi scientifique, comme le prin-
cipe de Carnot, d’aprés lequel la chaleur ne peut
passer spontanément d’un corps chaud dans un
corps froid, on sera en droit d’exiger que la pro-
babilité du phénomeéne, regardé comme impossible
d’aprés la loi, soit réellement extraordinairement
petite ; il faut, en effet, pour que la loi mérite le
nom de loi de la physique, que la plus minime infrac-
tion A cette loi ne puisse se produire en aucune
circonstance, 3 aucune époque, en aucun point de
P'univers. Nous dirons, pour abréger, que la pro-
babilité doit étre négligeable & I’échelle supercos-
mique et les calculs que nous avons faits plus haut
sur le nombre des atomes qui pourraient exister
dans un univers dont les dimensions atteindraient
des milliards d’années-lumiére et sur le nombre
de secondes renfermées en une durée de milliards
de siécles nous conduiront a fixer a4 10-5%, c’est-
a-dire 4 I'unité divisée par un nombre de 500 chif-
fres, la probabilité négligeable & I’échelle supercos-
mique, probabilité qui peut étre prise égale a zéro
dans I’énoncé d’une loi scientifique. Il va de soi
que cette évaluation renferme une part d’arbitraire ;
au lieu de P’exposant 500 nous aurions pu écrire,
soit 1 000, soit seulement 200 ou 300. En fait, les
probabilités auxquelles conduit la théorie cinétique
des gaz, pour une infraction possible au principe
de Carnot sont bien plus faibles et égales a 1’unité
divisée par des nombres de millions de chiffres.
De telles probabilités doivent étre regardées comme
universellement négligeables.

Mais, s’il s’agit simplement des actions humaines,
de la vie quotidienne de I’un de nous, nous verrons
qu’il n’est pas nécessaire qu’une probabilité soit
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aussi faible pour que nous ayons le droit et le
devoir de la négliger dans la pratique, c’est-a-dire
d’agir comme si elle était nulle. Nous serons ainsi
amenés a définir des probabilités négligeables a
Péchelle humaine, a 1’échelle terrestre, a 1’échelle
cosmique, échelles auxquelles correspondent des
degrés de certitude pratique qui n’atteignent pas
la certitude scientifique et quasi absolue que nous
donne I’échelle supercosmique.

13. Les probabilités négligeables a Péchelle hu-
maine. — Nous dirons qu’une probabilité est négli-
geable a I’échelle humaine lorsqu’il apparait que
les hommes les plus prudents et les plus raison-
nables doivent agir comme si cette probabilité
était nulle, c’est-a-dire doivent courir le risque
de voir se réaliser I’événement que cette probabilité
concerne, méme si ’arrivée de cet événement est
considérée par eux comme un grand malheur. Tel
est le cas, par exemple, 8’il 8’agit de la mort de la
personne intéressée ou d’une personne qui lui est
particulirement chére.

Donnons un exemple simple. D’aprés les statis-
tiques du temps de paix, le nombre des accidents
mortels de la circulation, dans une ville comme
Paris, dont la population est de plusieurs millions
d’habitants, est de quelques uns par jour. Cest
dire que, pour chaque Parisien qui circule pendant
une journée, la probabilité pour qu’il soit tué au
cours de la journée par un accident de la circula-
tion, est d’environ un millioniéme. Si pour éviter
ce léger risque, un homme renongait a toute acti-
vité extérieure et se cloitrait dans sa maison ou
8’il imposait cette réclusion a sa femme ou a son
fils, on le regarderait comme un fou. C’est dire que
les personnes les plus sages et les plus raisonnables
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n’hésitent pas a affronter couramment un risque
de mort dont la probabilité atteint un millioniéme.
Bien entendu, nous ne sommes pas ici dans un
cas ot la loi unique du hasard permet d’affirmer
que ’événement envisagé ne se produit jamais ;
celui qui sort tous les jours dans les rues d’une
grande ville sait fort bien qu’un accident mortel
est possible. Mais il n’y pense que pour prendre, en
quelque sorte inconsciemment, un certain nombre
de précautions qui diminuent pour lui les chances
d’accident ; il ne se risque pas sur la chaussée
sans avoir regardé s’il vient une voiture ; mais il
n’est pas obsédé toute la journée par la peur
d’un accident probable.

(C’est en comparant le nombre d’accidents a
celui des habitants d’une grande ville que nous
sommes arrivés a proposer un millioniéme comme
la valeur qu’il est raisonnable d’adopter pour une
probabilité négligeable a 1’échelle humaine. On
arriverait a un résultat analogue si ’on portait
son attention sur le nombre de fois qu'un homme
peut accomplir au cours de sa vie, des gestes ou
des actes trés simples, comme de tracer une lettre
de I’alphabet avec son stylographe, ou d’avancer
d’un pas en marchant, ou de respirer. Ce nombre
de fois est de l'ordre de grandeur du million en
quelques semaines, ou en quelques mois, ou en
quelques années, suivant la nature et la fréquence
de I’acte considéré. Par exemple, un écrivain aussi
fécond que Balzac arrivait & tracer deux ou trois
millions de lettres au cours d’une année ; une dac-
tylographe professionnelle dépasserait trés large-
ment ce chiffre. On conclut de 13 que la probabilité
d’écrire une lettre i la place d’une autre, qu’il
s’agisse d’un écrivain qui se sert de sa plume, ou
d’une dactylographe méme trés experte, est certai-
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nement supérieure a un millioni¢éme. Si cette pro-
babilité n’était que d’un millioniéme, c’est-a-dire
une erreur unique sur 500 pages dactylographiées,
on serait d’accord pour la regarder comme négli-
geable et pour déclarer que la dactylographe atteint
la perfection.

14. Les probabilités négligeables a I’échelle ter-
restre. Lorsque I’'on porte son attention, non
sur un homme isolé, mais sur I’ensemble des hommes
qui vivent sur la terre, les probabilités, pour étre
négligeables, doivent étre notablement plus faibles.
Tel accident, tout a fait improbable pour un
homme déterminé, est relativement assez fréquent
si 'on considére tous les hommes. Gagner le gros
lot A une loterie d’un million de billets est une pro-
babilité négligeable pour celui qui n’a qu’un seul
billet ; s’il est sensé, il se gardera bien d’échafauder
des projets d’avenir basés sur le gain du gros lot ;
ce gain est, au contraire, une certitude si tous les
billets sont vendus et si I'on envisage tous les
acheteurs de billets : il y en a siirement un qui

agne.

Si 'on admet que le nombre des étres humains
est de quelques milliards, on sera conduit a
regarder comme négligeable a 1’échelle terrestre
la probabilité un milliard de fois plus petite que
la probabilité négligeable a I’échelle humaine, c’est-
a-dire le milliardieme du millioniéme, ou 10715,
P’unité divisée par un nombre de 15 chiffres. On
peut accepter la méme valeur lorsque ’on considére
tous les humains qui ont vécu dans les dges histo-
riques, c’est-a-dire au cours de quelques centaines
de siécles, car leur nombre est a peine mille fois
plus élevé que le nombre actuel des hommes vivants.
On peut étre amené a considérer de telles probabi-
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lités, comme nous le verrons au chapitre V11, dans
Pétude de certains problémes relatifs & 1’hérédité
dans ’espéce humaine.

La probabilité d’obtenir 50 fois de suite la rouge
a la roulette, ou pile au jeu de pile ou face, est
2780 ; g8i ’on utilise 1’égalité approximative, fort
commode dans les questions de ce genre, 210 = 103
(en réalité 210 = 1024, c’est-a-dire un peu plus
de 1 000), on constatera que 2750 équivaut a peu
prés a 10715, c’est-a-dire a la probabilité négligeable
a ’échelle terrestre. En fait, si tous les hommes
vivant sur la terre passaient tout leur temps a
jouer & un jeu tel que la roulette, a la cadence
de 1 000 coups par jour, soit environ 1 000 000 tous
les trois ans, c’est seulement en moyenne une fois
tous les trois ans que 'un d’eux obtiendrait une

série de 50 rouges.

15. Les probabilités négligeables a I’échelle cos-
mique. — Si nous portons notre attention, non
plus sur le globe terrestre, mais sur la portion de
Punivers qui est accessible & nos instruments d’as-
tronomie et de physique, nous serons amenés a
définir les probabilités négligeables a I’échelle cos-
mique. Certaines lois astronomiques, telles que la
loi de Newton sur lattraction universelle et cer-
taines lois physiques relatives a la propagation des
ondes lumineuses, sont vérifiées par des observa-
tions innombrables qui sont effectuées sur tous les
astres visibles. La probabilité pour qu’une nou-
velle observation contredise toutes ces observations
concordantes est extrémement faible. C’est ainsi
que I’on peut étre conduit a fixer a 105 la valeur
des probabilités négligeables a I’échelle cosmique ;
lorsque la probabilité d’un événement est inféricure
4 cette limite, on peut affirmer que 1’événcment
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ne se produira pas, quel que soit le nombre des
occasions qui se présentent dans l'univers entier.
Le nombre des étoiles observables est de P’ordre de
grandeur d’un milliard, soit de 10° et les observa-
tions que pourraient faire de ces étoiles, au cours
des siécles, les habitants de la Terre, méme si tous
observaient le ciel, sont certainement en nombre
inférieur a 102, Un phénomeéne dont la probabilité
est 10-%0 ne se produira donc jamais, ou du moins
ne sera jamais observé.

16. Les probabilités négligeables & Péchelle super-
cosmique. — Rappelons que les lois physiques
déduites de la mécanique statistique (et aussi les
lois mathématiques déduites également du calcul
des probabilités) ont une certitude incomparable-
ment plus grande encore et que ’on peut caracté-
riser en disant que la probabilité de I’événement
contraire est négligeable a I’échelle supercosmique ;
telles sont les probabilités inférieures & 10—, lorsque
le nombre n est un nombre de plus de 10 chiffres.
Si, par exemple, on a dans un récipient d’un litre
un mélange de volumes égaux d’oxygeéne et d’azote,
la probabilité pour que toutes les molécules d’oxy-
géne se trouvent, & un instant donné, dans la moitié
inférieure du récipient et toutes les molécules d’azote
dans la moitié supérieure est égale & 27", n étant le
nombre des molécules (1). Elle est négligeable a
Péchelle supercosmique.

Un calcul facile montre que si nous évaluons les
dimensions de notre Univers, c’est-a-dire la distance
des galaxies les plus éloignées, & dix milliards
d’années-lumiére, le volume de cet univers est

(1) Une molécule-gramme de gaz contenant 6,062 x 10*® molécules,
le nombre n de molécules contenues dans un litre est de I'ordre de
3.10%, et 2-n est ainsi de I'ordre de 10 & la puissance — 10%,
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inférieur a 10% centimétres cubes et il renferme
donc moins de 10'1° atomes, car la densité moyenne
est certainement inférieure 4 1025 atomes par cen-
timétre cube.

Imaginons donc, avec Boltzmann, un univers U,
qui renfermerait autant d’univers U, analogue au
nétre que celui-ci renferme d’atomes, puis un uni-
vers Uy qui renfermerait autant d’univers U, que U,
renferme d’atomes, puis un univers U, qui ren-
fermerait autant de U; que U; renferme d’atomes
et ainsi de suite en répétant un million de fois la
méme opération, c’est-a-dire jusqu’a un univers Uy,
avec N = 10%. Ce super-univers renfermerait un
nombre d’atomes égal a 10 élevé a la puissance
110 millions, c’est-a-dire qui serait représenté par
un nombre de cent dix millions de chiffres. Ima-
ginons d’autre part, une durée T, renfermant
autant de milliards d’années que le milliard d’an-
nées T, renferme de secondes, puis une durée T,
renfermant autant de durées T, que T, renferme
de secondes, et ainsi de suite jusqu’a une durée Ty
dont l'indice N serait un million. Supposons que
nous recommencions une expérience autant de fois
qu’il y a d’atomes dans I'univers Uy et aussi sou-
vent qu’il y a de secondes dans la durée Ty, c’est-
a-dire un nombre de fois certainement inférieur a 10
a la puissance 10°. Si la probabilité du succés d’une
expérience isolée est négligeable a 1’échelle super-
cosmique, un calcul facile montre que la probabilité
pour que l’expénence réussisse une seule fois sera
tellement faible qu’elle pourra étre négligée. Si nous
prenons comme exemple la séparation spontanée de
Poxygeéne et de I’azote contenus dans un récipient
d’un litre, nous pouvons donc affirmer que cette
expérience ne réussira jamais dans le temps ni
dans P’espace.
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17. Les probabilités et la vie pratique. — On ne
rencontrera pas souvent dans la vie pratique des
probabilités inférieures & 10 ou a 10-15, c’est-
a-dire négligeables a D’échelle humaine ou ter-
restre ; mais on doit observer que des probabilités
beaucoup moins faibles doivent étre négligées, dans
les nombreux cas ou I’événement correspondant a
ces probabilités ne représente pas pour nous un
grave malheur, mais est simplement un incident
désagréable. Par exemple, 8’il s’agit de sortir sans
parapluie et sans imperméable un jour ou le temps
est beau, on pourrait calculer la probabilité pour
qu’il pleuve en faisant la statistique des journées
ou le temps était beau & 10 heures du matin et
ou il a plu cependant au cours de l’aprés-midi.
Sans avoir fait le calcul, je pense ne pas me trom-
per en affirmant que la probabilité est supérieure
a un milliéme, au moins sous nos climats. Cepen-
dant, & moins qu’une personne ne soit particulié-
rement délicate, au point qu’une averse imprévue
ne risque de compromettre sa santé et sa vie, nous
ne la taxerons pas d’imprudence si, par un beau
jour ou rien ne fait prévoir un orage, elle se dis-
pense de se munir d’un imperméable ou d’un
parapluie.

Il est inutile de multiplier les exemples ; tous les
hommes, méme ceux qui n’ont jamais entendu
parler du calcul des probabilités, font des proba-
bilités sans le savoir, comme M. Jourdain faisait
de la prose; beaucoup de leurs décisions sont
influencées par I'idée plus ou moins vague qu’ils
se font de la probabilité de certains événements.
On pourrait en conclure qu’il est inutile de connaitre
le calcul des probabilités, puisque le simple bon sens
y supplée dans la plupart des cas; je n’ai pas
besoin de calcul pour emporter mon parapluie si
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’orage menace et le laisser 4 la maison si le soleil
brille. C’est vrai, mais il est vrai également que,
dans certains cas, je tiendrai a consulter le baro-
métre avant de me décider, car les indications qu’il
me donnera me permettront d’évaluer la proba-
bilité pour qu’il pleuve, avec moins de chances
d’erreur, que si je me contente de jeter un coup
d’ceil sur le ciel par ma fenétre. Je pourrai, égale-
ment, si j'en ai la possibilité, consulter un bulletin
météorologique, m’inquiéter de la direction et de
la violence du vent. Ces précautions supplémen-
taires ne devront pas &tre négligées s’il ne s’agit
pas seulement de risquer d’étre mouillé par I’averse,
mais si je sors en mer sur un petit batcau a voiles
et si le mauvais temps peut entrainer de graves
accidents.

La plupart des hommes sont aussi ignorants de
la valeur exacte des probabilités, qu’ils utilisent
plus ou moins consciemment, que le sont les jeunes
enfants et les peuplades sauvages de la wvaleur
exacte de la monnaie et des prix des objets usuels.
Dans un cas comme dans ’autre, ces valeurs sont
évaluées d’aprés des impressions subjectives, les-
quelles entrainent souvent des erreurs trés gros-
sitres. Avant de confier réguliérement de I’argent
a un enfant, il est bon de P'instruire de la valeur
des objets qu’il peut étre conduit a acheter. Il en
est de méme pour les probabilités ; celui qui est
amené A courir certains risques a intérét a étre
renseigné exactement sur leurs probabilités. Tel
est le cas, par exemple, pour les probabilités qui
concernent certains dangers ou certaines maladies ;
lorsque 'un de nous a été témoin d’un accident
grave, on a observé dans son entourage certains
cas de contagion, il en est souvent fortement
impressionné et se trouve conduit 4 exagérer incons-
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ciemment la valeur de la probabilité pour que cet
accident ou cette contagion se produisent de nou-
veau. Si, par contre, il s’agit d’un accident ou
d’une maladie dont on ne connait pas d’exemple
dans son entourage, on sera amené a en négliger la
probabilité bien qu’elle puisse étre relativement
élevée.

La comparaison que nous avons faite entre I'igno-
rance de la valeur des probabilités et ignorance
de la valeur de I’argent et des marchandises diverses
peut étre poursuivie ; dans des cas fort nombreux
il faut courir un risque ou un autre, sortir a pied
ou en voiture, ou bien rester constamment chez soi
au risque de s’anémier ; si I'on a I’estomac délicat,
il faut cependant manger et il faut alors opter entre
les inconvénients possibles des divers aliments
entre lesquels on a la possibilité de choisir.

La situation de celui qui ignore les probabilités
est donc analogue & celle d'un homme ou d’un
enfant qui a une somme limitée d’argent et qui
ignore les prix des marchandises ; il risque de dépen-
ser toute sa petite fortune d’une maniére mala-
droite ; de méme, Iignorance des probabilités peut
conduire & courir des risques plus élevés en vou-
lant éviter des risques plus faibles.

Il existe une autre analogie entre les prix et les
probabilités : la connaissance exacte des prix est
Pun des éléments de nos décisions, mais il n’est
pas le seul; si nous avons & choisir entre deux
objets de méme nature, I’'un nous plait parfois plus
que l'autre, et nous le choisirons peut-étre, méme
8’il est plus cher; il est néanmoins raisonnable
de notre part de nous informer des prix de maniére
a agir en connaissance de cause; si le prix est
dix fois plus élevé, nous hésiterons peut-étre a faire
un sacrifice aussi élevé pour contenter notre fantaisie.
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Il en est de méme pour la probabilité ; si nous
avons des raisons sérieuses pour désirer nous dépla-
cer rapidement, nous accepterons de courir des
risques d’accident plus élevés en utilisant une auto-
mobile trés rapide ou un avion; mais, si nous
savions que, vu les circonstances, le risque d’ac-
cident mortel atteint un dixiéme, nous réfléchirions
sans doute avant de courir ce risque.

Pour le jeune enfant qui ignore encore la valeur
de la monnaie, les expressions : dix franes, cent
francs, mille francs sont, sinon équivalentes, du
moins dépourvues de toute signification précise ;
il en est de méme pour celui qui n’a jamais réfléchi
sur les probabilités lorsqu’on lui parle de probabi-
lités dont les valeurs respectives sont : un dixié¢me,
un centi®me, un milliéme. Il suffit cependant d’un
peu de réflexion et d’habitude pour se rendre compte
qu’il est bien des cas ou il serait raisonnable de
courir un risque dont la probabilité est un mil-
lidme, tandis qu’il serait fort peu sage de courir
le méme risque si sa probabilité était un dixiéme.

Insistons encore sur le fait que, de méme que le
prix n’est pas le seul élément de notre décision
lorsqu’il s’agit d’un achat, la probabilité ne doit
pas étre non plus le seul élément de notre déci-
sion lorsqu’il s’agit d’un risque & courir. L’un
des motifs, en effet, pour lesquels certains esprits
se méfient de la précision qu’apportent les mathé-
matiques, c’est parce qu’ils s’imaginent que cette
précision risque de porter atteinte a leur libre
arbitre. Une personne suffisamment riche peut
évidemment choisir les objets qu’elle achéte sans
s’inquiéter du prix et en se basant seulement sur
ses goits. Mais, lorsqu’il s’agit d’un risque a cou-
rir, surtout si la santé, ou méme la vie, sont en jeu,
nul n’est assez riche pour pouvoir négliger cer-

E. BOREL 4
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taines probabilités, sauf dans le cas ol de hautes
considérations de moralité ou d’honneur nous impo-
sent de courir un risque de mort, si élevé soit-il.
Dans ces cas-la, il est préférable d’ignorer la pro-
babilité du danger. Mais, dans la vie ordinaire, la
connaissance de la probabilité est un élément utile
de notre décision, de méme que la connaissance
du prix lorsqu’il s’agit d’un achat, sans cepen-
dant que cette connaissance nous empéche de
tenir compte d’autres considérations avant de nous
décider.

18. Les probabilités sont seulement approximatives.
— Les probabilités doivent &tre regardées comme
analogues a la mesure des grandeurs physiques ;
c’est dire qu’elles ne peuvent jamais étre connues
exactement, maic seulement avec une certaine
approximation. Le degré de cette approximation
varie d’ailleurs beaucoup avec la nature des pro-
babilités. Dans les cas ou les probabilités peuvent
étre évaluées par des considérations de symétrie,
Perreur commise sur leur évaluation est générale-
ment trés faible. Tel est le cas pour la probabilité
d’obtenir telle face d’un dé, ou de tirer une carte
désignée d’avance dans un jeu neuf, bien battu
et étalé sur la table. Le dé n’est jamais un cube
parfait et les points par lesquels sont marquées les
diverses faces introduisent également une dissy-
métrie, mais cette dissymétrie est trés faible et la
probabilité de chaque face différe trés peu de 1/6 ;
de méme, si le jeu a 32 cartes, la probabilité de
tirer le roi de carreau est trés voisine de 1/32, bien
que les 32 cartes me puissent étre rigoureusement
identiques entre elles et se distinguent d’ailleurs
par les dessins et les couleurs. Les erreurs commises
dans I’évaluation des probabilités sont forcément
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plus considérables lorsqu’il s’agit de probabilités
empiriques, déduites des statistiques ; d’une part,
les statistiques sont souvent imparfaites et sont
viciées par des erreurs systématiques impossibles &
éviter et difficiles a corriger ; nous en verrons plus
loin des exemples & propos des statistiques des
causes de déceés ; de plus, les statistiques ne portent
que sur un nombre limité de cas et I’on obtient des
résultats différents suivant que ces statistiques
sont étendues a une population plus ou moins
nombreuse, 4 un intervalle de temps plus ou moins
long. Enfin, les probabilités varient en général avec
le temps et P'on applique a I’année actuelle les
valeurs des probabilités qui ont été obtenues par
les statistiques portant sur l'une ou plusieurs des
années précédentes.

D’autres probabilités sont encore plus incer-
taines ; ce sont celles qui sont formulées, d’aprés
leurs impressions et leurs souvenirs, par des per-
sonnes méme trés compétentes. Par exemple, un
médecin évalue & neuf chances sur dix la probabi-
lité pour un malade de guérir de la maladie dont
il souffre, ou un habitué des tournois de tennis
évalue A trois sur quatre la probabilité pour que tel
champion soit vainqueur du tournois. Il serait
cependant excessif de refuser, comme le font cer-
tains auteurs, toute valeur & des évaluations de
cette nature, si incertaines qu’elles puissent é&tre,
mais il convient cependant de les soumettre & une
critique sérieuse. Le premier point dont on doit
s’assurer, c’est la sincérité de celui qui formule
le jugement de probabilité ; il convient de se deman-
der &’il n’y a pas de raisons sérieuses pour douter
de cette sincérité. Par exemple, un médecin peut
formuler, vis-a-vis de I’entourage d’un malade,
un diagnostic volontairement optimiste ; I’habitué
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des courts de tennis peut se laisser influencer dans
le jugement qu’il formule par des amitiés person-
nelles ou méme, dans certains cas, par des considé-
rations moins avouables, en relation avec les paris
qui peuvent étre engagés et dans lesquels il peut
avoir un intérét personnel. La maniére la plus
siire de s’assurer de la sincérité d’un jugement de
probabilité, c’est de soumettre celui qui émet ce
jugement a DPobligation d’un pari portant sur une
somme importante, & condition toutefois que le
parieur ne puisse exercer aucune influence sur I'is-
sue de ’événement aléatoire sur lequel porte le
pari.

19. La méthode du pari. — Si un pari est engagé
sur ’arrivée d’un événement dont la probabilité est
P les enjeux doivent étre équitablement réglés de
la maniére suivante. Si Pierre parie que 1’événement
arrivera et si Paul fait le pari contraire, Pierre doit
verser une somme Ap et Paul une somme A (1 — p) :
le total des enjeux, soit A, revient au gagnant. Si,
par exemple, Pierre parie qu’il aménera le point 6
avec un dé, il versera 10 francs et Paul 50 franecs ;
le gagnant ramassera le total des mises, soit 60 francs ;
si Pierre ameéne 6, il gagne 50 francs ; s’il n’ameéne
pas 6, il perd 10 francs.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou la pro-
babilité p n’est pas, comme dans le cas des dés,
bien connue des deux parieurs, mais o2t Pierre a
déclaré estimer a p la valeur de la probabilité.
Si son estimation est trop forte, la somme Ap qu’il
sera conduit & verser sera trop forte et la somme
A (1 —p) que versera son adversaire sera trop
faible ; le jeu sera désavantageux pour Pierre. Si
donc on soupgonne Pierre d’exagérer la valeur de
la probabilité, comme ce pourrait étre le cas d’un
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médecin optimiste, voulant rassurer ses clients,
qui exagérerait la probabilité de guérison, on pour-
rait ’amener a réduire cette exagération et a reve-
nir a4 une évaluation plus exacte en l’obligeant a
parier une trés forte somme en faveur de I’éventua-
lité dont il a exagéré la probabilité. Par exemple,
si un médecin déclare que les chances de guérison
sont de 9 sur 10 (soit probabilité de 0,9), alors
qu’elles ne sont en réalité que de 1 sur 2 (probabi-
lité 0,5), et 8’il versait 90 000 francs contre I’es-
poir d’en toucher 100 000 en cas de guérison, il
serait vite ruiné si cette opération se renouvelait
souvent. Sur 100 malades, dans le méme cas, en
effet, nous supposons que 50 seulement environ
guérissent ; le médecin verserait donc en tout
9 millions et ne toucherait que 5 millions environ,
8’il pariait & P’occasion de chacun des 100 malades.

La méthode du pari permet donc d’éviter les
erreurs volontaires qui seraient commises dans
Pévaluation des probabilités, lorsqu’on connait le
sens de ces erreurs. Mais il est bien clair que si le
médecin, au lieu d’étre optimiste, devient dans
certains cas pessimiste et évalue a 0,9 la probabi-
lité de guérison, alors qu’elle est en réalité plus
forte, égale par exemple a 0,99, il sera avantageux
pour lui d’accepter un pari basé sur son évaluation ;
il versera 90 000 francs pour toucher 100 000 francs
en cas de guérison et, si un seul malade meurt sur
100 cas, il aura misé 9 millions pour toucher 9 mil-
lions 900 000 francs.

Est-il possible, au moyen de la méthode du pari,
d’éviter les erreurs volontaires qui seraient commises
par Pierre dans I’évaluation de la probabilité,
lorsque ces erreurs ne sont pas nécessairement tou-
jours de méme sens, c’est-a-dire sont tantdt en
plus, tantdt en moins ? Cela est possible, en effet,



54 LES PROBABILITES ET LA VIE

mais & deux conditions : la premiére, c’est que Paul
ait le droit d’imposer 4 Pierre le sens dans lequel
il doit parier, c’est-a-dire que Paul, s’il s’agit d’un
malade, peut parier a son gré, soit pour la guérison,
soit pour la mort du malade. Une seconde condi-
tion, qui compléte la premidre et n’est pas moins
indispensable, c’est que Paul soit aussi compétent
que Pierre dans I’évaluation de la probabilité, soit
lui-méme un trés bon médecin s’il s’agit de la gué-
rison d’un malade, et que Paul puisse par suite
savoir dans quel sens Pierre a modifié la valeur de
la probabilité; il orientera son pari en consé-
quence ; si Pierre a exagéré la probabilité de gué-
rison, il obligera Pierre a parier pour la guérison ;
si Pierre, au contraire, exagére la probabilité de
déces, il obligera Pierre a parier pour le déceés. Si
Pierre accepte ces conditions, il se trouvera par
cela méme obligé a4 une sincérité compléte dans
son évaluation, car toute erreur systématique serait
ruineuse pour lui.

Il serait d’ailleurs assez naturel que Pierre, a la
fois modeste et prudent, déclare qu’il refuse de
fixer avec précision la valeur de la probabilité de
guérison, mais se contente d’affirmer qu’a ses
yeux cette probabilité est comprise entre 0,8 et 0,9
et que, dans ces conditions, si on I'oblige a parier
pour la guérison, il exigera qu’on adopte 0,8, mais
que si on Poblige & parier pour le déces, il exigera
qu’on adopte 0,9. Une telle attitude serait parfaite-
ment correcte, mais celle de Paul ne le serait pas
moins, s’il refusait de parier dans ces conditions ;
cela voudrait dire qu’il est d’accord avec Pierre
pour penser que la probabilité de guérison est
comprise entre 0,8 et 0,9 et que, par suite, les deux
paris qui lui sont proposés sont désavantageux,
qu’il 8’agisse pour Pierre de risquer 80 000 contre
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20 000 en pariant pour la guérison, ou de risquer seu-
lement 10 000 contre 90 000 en pariant pour le décés.

En fait, la méthode que nous venons d’esquisser
pour obliger Pierre a évaluer le plus correctement
qu’il est en son pouvoir certaines probabilités, a
de grandes analogies avec 1’évaluation des proba-
bilités de hausse ou de baisse d’une valeur bour-
sidre qui résulteraient des cours cotés pour les
achats et les ventes fermes ou avec diverses primes,
ainsi que de I'importance des engagements pris
pour ces diverses cotations. Chacune de ces opéra-
tions traduit, en effet, I’évaluation d’une proba-
bilité par P’acheteur et par le vendeur, chacun d’eux
estimant d’ailleurs que cette évaluation est avan-
tageuse pour lui, c’est-a-dire que I’évaluation est
un maximum pour I'un d’eux et un minimum pour
Pautre.

20. La combinaison du pari et des enchéres. —
La méthode de vente aux enchéres permet souvent
de se rendre compte de I’évaluation exacte que
tel acheteur a faite de la valeur de P'objet ou de
I'immeuble mis en vente, car il cesse de surenchérir
lorsque la limite qu’il s’est fixée a été atteinte. On
peut appliquer une méthode analogue, si Pierre
veut bien s’y soumettre, pour obliger Pierre a faire
connaitre avec précision ’évaluation qu’il a faite
d’une certaine probabilité. Reprenons le cas ou
Pierre est un médecin consultant qui a pu évaluer
les chances de guérison d’un malade ; nous nous
proposons de savoir s’il évalue ces chances a plus
de 50 9, ; pour cela, nous choisissons un événement
aléatoire dont la probabilité est exactement 50 %,
comme le jeu de pile ou face et nous offrons a
Pierre un cadeau important ou un avantage moral
considérable i ses yeux en lui laissant le choix
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eatre les deux éventualités suivantes : ou bien, il
recevra ce cadeau si le malade guérit, ou bien il
recevra ce cadeau s’il arrive pile en jetant en Iair
une piéce de monnaie. Il est clair qu’il a intérét a
choisir celle des deux éventualités dont la proba-
bilité est, 3 ses yeux, la plus élevée ; il choisira
donc la guérison du malade s’il considére que la
probabilité de cette guérison est supérieure a 50 %, ;
si, au contraire, il choisit le jeu de pile ou face,
cela nous prouvera qu’il évalue & moins de 50 9,
la probabilité de guérison. Nous pourrons alors
recommencer I’épreuve, en utilisant une éventua-
lité dont la probabilité est 49 9, ; nous pourrons,
par exemple, avec plusieurs jeux de cartes, dont
les revers sont semblables, composer un paquet
de 100 cartes dont 49 sont rouges et 51 noires ;
la probabilité d’extraire une rouge de ce jeu étalé
sur la table aprés battage, est de 49 9,, ou 0,49.
Si Pierre préfére cette probabilité 3 celle du cas
de guérison, c’est qu’il évalue cette derniére & moins
de 0,49 ; nous recommencerons de la méme maniére
avec 0,48 et ainsi de suite jusqu’a ce que nous
constations que Pierre choisit la probabilité de la
guérison lorsque 'autre probabilité n’est plus que
0,43, tandis qu’il avait préféré la probabilité 0,44 ;
nous en conclurons que son évaluation sincére de
la probabilité de la guérison est comprise entre 0,43
et 0,44, Mais, bien entendu, évaluation sincére ne
veut pas dire évaluation exacte, car Pierre n’est pas
infaillible ; méme s’il est trés habile, il est fort douteux
qu’il puisse discerner I'une de I’autre avec certitude
des probabilités aussi voisines que 0,43 et 0,44 ; c’est
pourquoi il serait tout & fait illusoire de chercher a
obtenir une décimale exacte de plus en faisant décroi-
tre les probabilités successivement employées d’un
milliéme au lieu de les faire décroitre d’un centiéme.
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On peut comparer ces évaluations de la pro-
babilité d’un événement particulier a I’évalua-
tion d’une longueur ou d’un poids qui peut é&tre
faite par une personne qui ne dispose pas d’ap-
pareil de mesure. Si cette personne a une cer-
taine compétence, due a I’habitude, son évaluation
pourra étre relativement exacte, c’est-a-dire compor-
ter 2 chiffres significatifs exacts ; peut-étre 3 si
le premier chiffre est 1, comme lorsqu’il s’agit
de la taille d’'un homme évaluée en centimétres.
De telles évaluations n’ont pas la valeur d’une
mesure physique précise, exécutée avec de bons
instruments, mais sont tout de méme préférables
a Pignorance absolue ; il en est de méme pour les
probabilités.

Il y a cependant entre ces deux genres d’évalua-
tion une différence assez grande, qui tient a ce que
les méthodes que I’on peut employer pour contrd-
ler la valeur de ces évaluations sont fort différentes
suivant qu’il s’agit de I’évaluation d’une grandeur
mesurable, ou d’une probabilité. Dans le premier
cas, le contrdle est aisé, puisqu’il suffit d’exécuter
la mesure avec un bon instrument et d’en comparer
le résultat a I’évaluation. Chacun peut ainsi contrd-
ler ses propres évaluations et se perfectionner dans
Part d’évaluer d’un coup d’ceil la taille d’'un homme
ou la hauteur de plafond d’un appartement. Lors-
qu’il s’agit d’une probabilité, il sera le plus souvent
impossible de donner une méthode précise, analogue
a la mesure d’une longueur au moyen d’un métre,
pour évaluer avec une grande précision la proba-
bilité inconnue ; c’est seulement par des méthodes
indirectes et forcément plus compliquées que I’on
peut arriver a savoir si les évaluations faites par
telle personne d’une certaine catégorie de probabi-
lités sont relativement correctes.
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21. Le contrdle de la valeur des évaluations de
probabilité. — Il n’est pas possible de contrdler la
valeur de I’évaluation de la probabilité d’un évé-
nement isolé unique, & moins que I’évaluation faite
soit, ou extrémement petite, ou trés voisine de 1,
c’est-a-dire se confonde pratiquement avec I'im-
possibilité ou la certitude. Mais si nous affirmons
que tel événement a 9 chances sur 10 de se produire
ou au contraire, 9 chances sur 10 de ne pas se pro-
duire, il pourra arriver dans I'un et dans Pautre
cas, que I’événement se produise effectivement
ou, au contraire, qu’il ne se produise pas et nous ne
pourrons pas en conclure que notre évaluation était
exacte, ni qu’elle était inexacte ; car un événement
peut fort bien ne pas se produire, bien que sa pro-
babilité soit 0,9, ou, au contraire, se produire, bien
que sa probabilité soit seulement 0,1. Certains
auteurs croient pouvoir résoudre cette difficulté
en refusant de DP'examiner, c’est-a-dire en niant
’existence de la probabilité d’un événement isolé ;
j’ai discuté ailleurs cette thése et montré pour
quelles raisons elle ne me parait pas acceptable (1) ;
la notion de probabilité est une notion primitive,
dont chacun comprend intuitivement la signifi-
cation et qu’'une étude scientifique permet de pré-
ciser, de méme que le géométre précise les notions
de droite, de plan, de sphére, dont des exemples
plus ou moins grossiers nous sont donnés par
I'expérience journaliére.

Chacun de nous sait parfaitement ce qu’il dit
lorsqu’il affirme que telle éventualité lui apparait
comme trés peu probable, assez probable, trés pro-
bable, extrémement probable, de méme qu’il affirme

(1) Valeur pratique ¢t Philusophie des probabilités, par Emile
BoREL (Traité du Calcul des Probabilités el de ses applications, t. IV,
fasc. I1l. Gauthier-Villars).
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que telle personne est petite, de taille moyenne, assez
grande et trés grande. Une certaine expérience per-
met de substituer a ces évaluations approximatives
des évaluations numériques plus précises et de
dire : je pense que telle personne mesure environ
1,60 m ; ou je pense que la probabilité de telle
éventualité est légérement supérieure & un demi,
c’est-a-dire que cette éventualité est plus probable
que I’éventualité contraire.

Il s’agit maintenant de savoir comment nous
pourrons nous rendre compte que les évaluations
de probabilité faites par telle personne sont géné-
ralement correctes, tandis que les évaluations de
telle autre sont grossiérement inexactes. Comme le
lecteur le soupgonne certainement, c’est la méthode
du pari qui nous aidera a résoudre ce probléme,
mais cette méthode doit &tre appliquée avec cir-
conspection, de maniére a éviter de féicheuses
erreurs.

Il faut observer, en effet, que =i une personne fait
une évaluation inexacte de la probabilité et si nous
Pobligeons a parier en prenant pour exacte son
évaluation, il y a autant de chances pour que
ce pari lui soit avantageux que désavantageux,
car tout dépend du sens dans lequel est effectué
ce pari. Si, ignorant tout de la roulette, j’affirme
que la probabilité de la rouge est 3 sur 4 et celle
de la noire 1 sur 4 et si une personne aussi ignorante
que moi parie 3 francs sur la rouge contre mon
enjeu de 1 franc sur la noire, ce pari est avantageux
pour moi et mon erreur se trouve m’étre profi-
table. Sans approfondir la discussion de cette ques-
tion, nous pouvons conclure que la méthode du
pari, appliquée sans discernement, ne permettrait
pas de reconnaitre celui qui fait des évaluations
grossiérement inexactes car les cas ol cette inexac-
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titude rendra les paris avantageux pour lui compen-
seront les cas ol ces paris seront désavantageux.

Il n’en est plus de méme si ’'on se propose de
comparer les habiletés respectives de deux personnes
qui évaluent les mémes probabilités, chacune de
son cdté et qui confrontent ensuite leurs évaluations.

Admettons que Pierre ait évalué a 0,5 et Jacques
a 0,7 la probabilité de I’événement que nous appel-
lerons favorable (guérison d’un malade, gain d’un
match de tennis, gain d’une course par un cheval
désigné d’avance). S’ils adoptent pour leur pari
la valeur moyenne 0,6, Jacques aura intérét, a
son point de vue, a parier pour I’événement favo-
rable et Pierre a parier pour I’événement contraire.
En effet, pour une masse totale de 100 francs,
Jacques ne verse que 60 francs, alors que, d’aprés
sa propre évaluation, il devrait en verser 70 et
Pierre ne verse que 40 francs alors que, d’aprés sa
propre évaluation, il devrait en verser 50. Si donc
I'un des deux parieurs, Jacques ou Pierre, a fait
une évaluation exacte de la probabilité, le pari est
avantageux pour lui et désavantageux pour son
adversaire. Mais on peut aller plus loin et remar-
quer que, si les deux évaluations sont inexactes
le pari est avantageux pour celui des deux parieurs
qui a commis lerreur la plus faible (1), que les
erreurs soient de méme sens, ou qu’elles soient de
sens contraires. Par exemple, si la véritable valeur

(1) Nous évaluons ici I'erreur commise par la différence entre
la valeur vraie et la valeur indiquée par Jacques ou Pierre ; a cette
évaluation de I’erreur correspond le choix que nous avons fait de
la moyenne arithmétique. Si I'on convenait — ce qui peut-étre est
préférable — d’évalucr ’erreur par le rapport de la valeur vraie
et de la valeur indiquée, il aurait fallu choisir comme base du pari
la mogenne géométrique de 0,5 et 0,7, c’est-a-dire a peu prés 0,59.
La différence entre la moyenne arithmétique et la moyenne géomé-
trique est généralement trés faible dans les cas qui se présentent
pratiquement : il n’arrivera guére que Jacques aura évalué la pro-
babilité 4 0.9 et Pierre a 0.1.
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de la probabilité est 0,8, le pari de 60 francs contre 40
est avantageux a Jacques, tandis qu’il est désavan-
tageux pour lui si la valeur de la probabilité est 0,4
ou méme si elle est 0,55 (cas oil les erreurs sont de
signes contraires).

Bien entendu, si Jacques et Pierre font un pari
unique, il pourra fort bien arriver que ce pari soit
gagné par celui des deux pour qui il est, en prin-
cipe, désavantageux. Mais, s’ils font un assez grand
nombre de paris analogues, celui qui a générale-
ment l’avantage (1) finira par gagner. C’est une
conséquence de la loi des grands nombres de Ber-
nouilli. La probabilité pour que Pierre soit finale-
ment en gain, lorsqu’il fait avec Jacques un grand
nombre de paris désavantageux devient, en effet,
négligeable dés que le nombre de ces paris est suf-
fisamment grand.

La méthode du pari, ainsi appliquée a deux per-
sonnes, permet de savoir laquelle des deux est la
plus habile dans son évaluation de la probabilité ;
si 'on compare de la méme maniére un grand
nombre de personnes prises deux & deux, par exemple
des diagnostics de nombreux médecins spécialistes
de la méme maladie, on pourra savoir lequel d’entre
eux évalue le plus correctement les probabilités
et on pourra présumer que les évaluations de ce
vainqueur du tournoi des paris sont aussi bonnes
que le permet I’état actuel de la science médicale.

(1) Nous disons « généralement » car, méme si Jacques est plus
habile dans ses évaluations que Pierre, il pourra arriver occasion-
nellement qu'une évaluation de Pierre soit meilleure que I'évalua-
tion correspondante de Jacques.



CaariTrRe IV

LES EVENEMENTS DE PROBABILITE PETITE.
LOI DE POISSON

22. Les probabilités petites, mais non négligeables.
— Il arrive souvent que la probabilité de certains
événements n’est pas assez petite pour étre négli-
geable ; on ne peut donc pas leur appliquer la loi
unique du hasard et affirmer qu’ils ne se produisent
pas ; mais, lorsque les expériences sont nombreuses,
on peut cependant formuler sur les fréquences de
ces événements certaines lois approchées ; la pro-
babilité pour que des infractions graves a ces lois
se produisent est alors parfois assez faible pour
que la loi unique du hasard soit applicable et
que, par suite, des infractions puissent étre regar-
dées comme hautement improbables, parfois méme
comme pratiquement impossibles.

Considérons un phénoméne dont la probabilité
est assez petite pour que l’arrivée du phénoméne
puisse étre regardée comme exceptionnelle. Pour
fixer les idées, nous supposerons la probabilité infé-
rieure & 1/30. Si I'on fait une expérience chaque
jour, le phénomene devra se produire, en moyenne,
au plus une fois par mois. Nous supposerons,
d’autre part, la probabilité supérieure a 1/1000
bien que cette hypothése n’ait aucune influence
sur les résultats qui vont étre exposés et qui restent
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vrais, si petite que puisse &tre la probabilité ; mais,
si la probabilité devenait trop petite, les expé-
riences que nous imaginons devraient é&tre trop
nombreuses pour étre pratiquement réalisables.

23. La loi de Poisson. Prenons, pour fixer les
idées, une probabilité égale a 1/100 ; il s’agira, par
exemple, de la probabilité de gagner le lot d’une
tombola qui comporte 100 billets, pour le possesseur
d’un seul billet. Si cet acheteur d’un billet unique
peut recommencer souvent son expérience, c’est-
a-dire a fréquemment ’occasion d’acheter un billet
d’une tombola de 100 billets, tombola dont le lot
unique est toujours le méme, nous avons déja
affirmé, a plusieurs reprises, comme un fait évident
qui résulte de la définition méme de la probabilité,
que I'acheteur qui nous intéresse, appelons-le Pierre,
gagnera en moyenne une fois sur 100. Cependant,
Pobservation prouve que si Pierre recommence
précisément 100 fois une expérience qui conmsiste
a acheter un billet d’une tombola de 100 billets,
il pourra bien arriver qu’il gagne une fois et une
seule, mais il pourra arriver aussi qu’il ne gagne
pas une seule fois et il pourra arriver aussi qu’il
gagne deux ou plusieurs fois. Le théoréme de
Poisson (1) nous fait connaitre les probabilités de
ces diverses éventualités. D’aprés ce théoréme, les
probabilités pour que Pierre, en 100 expériences
gagne 0 fois, ou 1 fois, ou 2 fois, etc., sont données
par le tableau suivant :

Pierre gagne 0 fois : 36,788 9, ; probabilité 0,36788
— 1 — 36,788 9, —_ 0,36788

(1) Voir dans la Note II, quelques développements mathéma-
:};};.les relatifs & ce théoréme, qui ne sont pas réellement indispen-

les & la compréhension de ce qui suit, mais qui intéresseront
sans doute ceux de nos lecteurs qui ont quelques connaissances
mathématiques.
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Pierre gagne 2 fois : 18, 394 % ; probabilité 0,18394

3 — 611319  — 006131
— 4 — 15339  — 001533
— 5 — 0306% —  0,00306
— 6 — 0051%  —  0,00051
— 7 — 0,007%  —  0,00007
— 8 — 0001°%  —  0,00001

On observera que la probabilité de gagner 1 fois
et 1 fois seulement est égale a la probabilité de
gagner 0 fois ; la probabilité de gagner 2 fois est
2 fois plus petite ; celle de gagner 3 fois est 3 fois
plus petite que celle de gagner 2 fois; celle de
gagner 4 fois est encore 4 fois plus petite et ainsi
de suite. La probabilité de gagner 8 fois est environ
1 sur 100 000, celle de gagner 9 fois serait 9 fois
plus faible, c’est-a-dire environ un millioni¢me et
celle de gagner 10 fois serait un dix millionidme ;
nous arrivons ici aux probabilités négligeables 2
P’échelle humaine.

Si 100 personnes différentes font la méme expé-
rience que Pierre, c’est-a-dire prennent 100 fois
de suite un billet de tombola, on pourra affirmer
que sur ces 100 personnes, il y en aura environ 36
ou 37 qui ne gagneront pas une seule fois sur les
100 tirages auxquels elles participent, a4 peu prés
autant qui gagneront une seule fois, tandis qu’il y
en aura environ 18 qui gagneront 2 fois, 6 qui gagne-
ront 3 fois, 1 ou 2 qui gagneront 4 fois et exception-
nellement une qui gagnera plus de 4 fois.

Mais, ici encore, ces chiffres ne sont que des
moyennes et, comme toujours, des écarts par rap-
port i ces valeurs moyennes, sont, non seulement pos-
sibles, mais trés probables et doivent étre regardés
comme la régle, et non comme I’exception, & condi-
tion que les écarts ne soient pas trop considérables.
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24. Les écarts. — Nous avons déja dit que les
valeurs de I’écart qu’on peut regarder comme nor-
males, c’est-a-dire que ’on observera assez fré-
quemment, sont celles qui sont inférieures a la
racine carrée du nombre attendu; par exemple,
sur 100 personnes ayant participé &3 100 tombolas
chacune, on s’attend & ce que 36 ou 37 personnes ne
gagnent pas une seule fois (en moyenne 36,8) ; la
racine carrée de 36 est 6, on doit donc raisonnable-
ment s’attendre 4 ce que le nombre des personnes
qui ne gagneront pas une seule fois soit compris
entre 31 et 43 ; un écart double de 6, qui correspon-
drait & moins de 25 ou plus de 44 sera trés rare et
un écart triple (moins de 19 ou plus de 55) sera tout
a fait exceptionnel. Les mémes résultats s’appli-
quent aux nombres de personnes qui gagneraient
une fois et une fois seulement.

Quant aux personnes qui gagneraient deux fois,
un écart de 4 peut se produire trés normalement,
par rapport au nombre moyen 18, c’est-a-dire que
leur nombre sera compris entre 14 et 22, il pourra
rarement descendre jusqu’a 10 ou s’élever jus-
qu’a 26. Mais on devra regarder comme tout a fait
exceptionnel, qu’il puisse &tre inférieur a 6 ou
supérieur a 30.

Des résultats analogues s’appliqueraient aux cas
des personnes gagnant 3 fois ou plus au cours d’une
série de 100 tombolas.

Ces résultats montrent a quel point est décevant
le métier de joueur, si I'on peut appeler ainsi la
maniére d’agir de la personne pour laquelle le jeu
devient une habitude. Le lot unique de la tombola
a laquelle Pierre prend avec persévérance un billet
doit valoir certainement moins de 100 francs, si
le billet cofite 1 franc, car les organisateurs de la
tombola sont obligés de subvenir & certains frais

E. BOREL 5



66 LES PROBABILITES ET LA VIE

et méme de prévoir un bénéfice. Si ce lot vaut
80 francs et si Pierre s’obstine & prendre 100 fois
de suite un billet unique, nous voyons que la pro-
babilité pour qu’il gagne une fois est 0,37 ; en ce
cas, sa perte est de 20 francs puisqu’il a pris 100 bil-
lets a 1 franc et gagné un lot de 80 francs ; il a,
d’autre part, une probabilité 0,37 de perdre ses
100 francs sans rien gagner. Quant & ses chances
de gain, elles sont les suivantes : environ 18 chances
sur 100 de gagner 60 francs (2 lots & 80 francs
moins 100 francs de billets), 6 chances sur 100 de
gagner 140 francs et 1 ou 2 chances sur 100 de
gagner 220 francs les chances d’un gain supérieur
étant infimes. Des calculs analogues s’appliqueraient
a I’habitué de la roulette qui s’obstine a jouer cons-
tamment un numéro plein (qu’il peut d’ailleurs
varier 4 sa guise, sans modifier les probabilités) ;
la roulette comportant un zéro, il gagnera en
moyenne une fois sur 37, de sorte que sur 37 coups
consécutifs, les probabilités pour qu’il ne gagne
jamais, ou pour qu’il gagne 1 fois, 2 fois, etc., sont
données par le tableau de Poisson.

25. Cas ou la série d’expériences est répéiée
plusieurs fois de suite. — Il est intéressant de recher-
cher ce qui se produit lorsque I’on répéte plusieurs
fois de suite les séries d’expériences que nous
avons imaginées, et qui consistent pour Pierre, a
prendre 100 fois de suite un billet a une tombola
de 100 billets, ou a jouer 37 fois de suite un numéro
plein a la roulette.

Supposons que Pierre ne gagne pas une seule fois
au cours de la premiére série ; la probabilité d’une
telle éventualité est 0,3679 ; si ce fait se produit,
la probabilité pour que Pierre ne gagne pas au
cours de la seconde série ne se trouve pas modifiée
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et est également 0,3679, la probabilité pour que
ces deux éventualités se produisent successivement,
c’est-a-dire que Pierre ne gagne, ni au cours de la
premiére série, ni au cours de la seconde série, est
égale au produit de ces deux probabilités, soit
environ 0,135. Telle est la probabilité pour qu’au
cours des deux séries, de 100 tombolas chacune,
c’est-a-dire, au cours de 200 tombolas consécutives,
Pierre ne gagne pas une seule fois. Si I'on considére
une seconde série, également de 200 tombolas, la
probabilité pour que Pierre ne gagne pas est la
méme, soit 0,135 et la probabilité pour qu’il ne
gagne pas une seule fois au cours des 400 tombolas
consécutives (2 séries de 200) est le produit de 0,135
par 0,135, soit environ 0,018 ; cette probabilité est
prés de 2 centi®mes et n’est nullement négligeable.

La probabilité pour que Pierre ne gagne pas au
cours de deux séries de 400, c’est-a-dire au cours
d’une série de 800, serait le carré de 0,018, soit
0,0003 environ, ou a peu prés 1 sur 3 000, proba-
bilité trés faible, mais qui n’est cependant pas
négligeable & ’échelle humaine.

On se rend compte ainsi que la remarque simple
d’aprés laquelle Pierre gagne en moyenne une fois
sur 100, doit étre interprétée a la lueur des calculs
de Poisson pour que sa signification soit bien
comprise ; il ne faudrait pas que Pierre interpréte
cet énoncé d’une valeur moyenne comme impli-
quant la certitude pour lui de gagner siirement le
lot de la tombola, je ne dis pas seulement en
100 expériences successives, mais en plusieurs cen-
taines d’expériences successives.

Il en est de méme lorsque la probabilité envisa-
gée, n’est pas le gain d’un lot & une tombola, mais
un accident dont Pierre court quotidiennement
le risque. Par exemple, Pierre est un ouvrier dont
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le métier comporte certains dangers, ou un avia-
teur, ou un mécanicien de locomotive, ou un conduc-
teur de camion. Si la probabilité d’un accident,
d’apres la statistique de tous les accidents survenus
parmi ceux qui font le méme métier que Pierre, est
de 1/1000 par journée de travail, cela correspond
3 un accident environ tous les trois ans (si I’on
admet qu’il y a 333 jours de travail par an). Mais
sur 100 personnes faisant le méme métier que Pierre,
on doit compter qu’il y en aura environ 37 qui
n’auront aucun accident au cours d’une premiére
période de trois ans, et qu’il y en aura environ 13
qui n’auront aucun accident au cours de deux
périodes consécutives de 3 ans. Une telle proportion
d’exceptions doit apparaitre comme toute naturelle,
comme une simple conséquence des calculs de
Poisson sur les probabilités, sans qu’il soit néces-
saire pour 'expliquer de faire intervenir des diffé-
rences entre les probabilités qui concernent les
divers individus.

Bien entendu, on ne peut pas exclure a priori la
possibilité de telles différences ; c’est 1a une ques-
tion d’espéce, qui ne peut étre tranchée que par
P’observation et ’expérience. On peut méme regar-
der comme certain que ces différences existent,
car les hommes ne sont pas tous pareils ; parmi
les conducteurs de camions, il y en a certainement
pour lesquels la probabilité d’un accident est infé-
rieure a la moyenne et d’autres pour lesquels cette
probabilité, au contraire, est supérieure a la moyenne.

Il est facile de voir que cette inégalité entre les
probabilités qui concernent les divers individus
a pour conséquence d’augmenter la proportion de
ceux pour lesquels, au bout d’un certain laps de
temps, aucun accident ne s’est produit. Nous savons
que si le nombre des expériences pour chaque indi-
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vidu est égal au dénominateur de la probabilité,
c’est-a-dire a 1 000 si la probabilité est 1/1 000, on
doit s’attendre a ce que 1’événement espéré ou
redouté ne se produise pas pour environ 37 %, d’in-
dividus. S'il s’agit d’un accident, telle sera la pro-
portion des individus indemnes, par exemple, des
aviateurs ou des conducteurs de camions qui n’au-
ront subi aucun accident (1).

Bien entendu, un écart ne dépassant pas 6 9, par
rapport a cette valeur moyenne, dans un sens comme
dans I’autre, doit étre regardé comme normal, car
il peut étre dii & des causes purement fortuites. Si
la proportion de ceux qui n’aurent subi aucun acci-
dent est sensiblement plus élevée que 36 9, et
s’éléve par exemple a 45 ou a 50 %, on devra pré-
sumer que cet écart n’est pas fortuit, mais est di
a ce que, parmi les individus sur lesquels porte
Pobservation, il en est certains pour lesquels la
probabilité est notablement inférieure a la moyenne,
tandis que, pour d’autres, elle peut &tre supérieure.
Ce dernier résultat serait confirmé, dans le cas ou
il s’agirait d’accidents dont la plupart ne sont pas
mortels, comme c’est le cas pour les automobiles,
par le fait que la proportion des individus ayant
subi au cours de la période envisagée plus de 2 acci-
dents, serait supérieure a 18 9, et la proportion de
ceux qui auraient subi plus de 3 accidents, serait
supérieure a 6 9.

Dans le langage du calcul des probabilités, on
résumera cette augmentation de la proportion des
cas ou le nombre des accidents est 0, 2, 3 et la

(1) La probabilité 1 /1 000 est supposée calculée d’aprés certaines
statistiques ; elle Eteut se rapporter soit a4 la journée de marche,
unité assez imprécise, car toutes les journées ne sont pas pareilles,
soit & un certain nombre de kilométres parcourus, par exemple
au millier de kilométres. Recommencer l’expérience mille fois
reviendra alors 4 parcourir un million de kilométres.
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diminution forcément corrélative des cas ou le
nombre des accidents est égal a Iunité, c’est-a-dire
a la moyenne, en disant que la dispersion observée
est plus élevée que la dispersion normale ; c’est
une loi générale du calcul des probabilités que,
dans ce cas, le matériel sur lequel porte 1’observa-
tion n’est pas homogene, c’est-a-dire que les proba-
bilités ne sont pas égales pour tous les individus,
mais supérieures 3 la moyenne pour les uns et par
suite inférieures pour les autres.

Peut-il arriver que la dispersion observée soit,
au contraire, inférieure a la dispersion normale ?
Ce fait pourra se produire dans le cas ou les phé-
noménes observés ne sont pas indépendants, les
uns des autres, par exemple, s’il s’agit de malades
contagieux, ou d’observations portant sur les nom-
breux voyageurs qui usent des moyens de transport
en commun; si un train chargé de voyageurs
déraille, plusieurs centaines de personnes se trouvent
simultanément classées parmi celles qui ont parti-
cipé a un accident, et un assez grand nombre d’entre
elles sont parfois tuées ou plus ou moins gri¢vement
blessées. Un grave accident, qui prend les pro-
portions d’une catastrophe, fait parfois, en un seul
jour, un nombre de victimes supérieur 3 la moyenne
annuelle totale. Il en est de méme, a plus forte
raison, pour les accidents maritimes.

Cependant, dans les chemins de fer comme dans
les bateaux, il subsiste une certaine indépendance
entre les chances d’accident de deux personnes diffé-
rentes ; cela tient a ce que, sauf des cas assez par-
ticuliers (membres d’une méme famille voyageant
fréquemment ensemble, habitants de la banlieue
d’une grande ville prenant chaque jour les mémes
trains a des heures régulidres), ce sont le plus sou-
vent, par suite de circonstances purement fortuites
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et qui ne se renouvellent pas, que des voyageurs se
trouvent ensemble dans un méme train ou dans un
méme bateau. La probabilité pour que 'un d’entre
eux subisse un nouvel accident est indépendante
de la probabilité analogue pour I'un de ses compa-
gnons de hasard. Il n’en est pas de méme lorsque
Pon considére les probabilités de certaines maladies
épidémiques, ou de maladies dont la fréquence est
influencée par le trés grand froid ou la trés grande
chaleur ; les probabilités varient alors simultané-
ment pour les habitants d’une méme maison, d’un
méme quartier, d’'une méme ville ou d’une méme
région.

26. Les probabilités d’attente. — Un des problémes
pratiques qui se présente le plus fréquemment dans
la vie quotidienne est la probabilité de la durée
d’attente, lorsque cette durée dépend de circons-
tances fortuites, comme [’affluence de clients a
un guichet, ou le passage plus ou moins régulier
d’une voiture publique.

Considérons d’abord le cas trés simple d’une
voiture publique qui passe a des intervalles rigou-
reusement fixés, par exemple, toutes les 20 minutes.
Si I'on ne connait pas son horaire, ou si I’on n’en
tient pas compte, on devra regarder comme égales
les probabilités d’arriver au point d’arrét en un
moment quelconque de l'intervalle de 20 minutes
qui sépare deux passages consécutifs; la durée
moyenne de l’attente sera donc 10 minutes.

Prenons maintenant un cas un peu plus compli-
qué ; nous supposons que l'intervalle moyen des
passages est toujours 20 minutes, mais que cet
intervalle est alternativement de 30 minutes et
de 10 minutes. En d’autres termes, les heures de
départ du terminus sont midi, midi 10, midi 40,
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midi 50, 13 h 20, 13 h 30, 14 heures, 14 h 10,
14 h 40, etc. Nous continuons a supposer que le
voyageur ne tient pas compte de I’horaire, soit qu’il
I’ignore, soit que sa montre ne soit pas exacte,
soit encore, ce qui sera le cas le plus fréquent, parce
qu’il a des occupations ou des courses dont la durée
ne peut &tre exactement évaluée et qu’il se décide
a aller prendre la voiture dés qu’il se trouve libre.

On pourrait étre tenté de raisonner de la maniére
suivante : lorsque lintervalle qui sépare deux
voitures est 30 minutes, la durée moyenne de P’at-
tente est 15 minutes et lorsque cet intervalle est
10 minutes, la durée moyenne de I’attente est
5 minutes ; donc, cette durée moyenne, étant alter-
nativement de 15 minutes et de 5 minutes, est en
moyenne de 10 minutes, c’est-a-dire est la méme
que lorsque les voitures passent & des intervalles
égaux de 20 minutes chacun. Ce raisonnement est
faux, parce qu’il ne tient pas compte d’une circons-
tance cependant évidente, dés qu’on y réfléchit ; le
voyageur qui se présente au point d’arrét & un
moment arbitraire, a beaucoup plus de chances d’y
arriver au cours d’un intervalle de 30 minutes que
d’y arriver au cours d’un intervalle de 10 minutes ;
sur quatre fois, il arrivera en moyenne 3 fois au
cours de I'intervalle de 30 minutes et 1 seule fois
au cours de I'intervalle de 10 minutes, il aura donc,
sur 4 fois, 3 fois une attente moyenne de 15 minutes
et 1 seule fois, une attente moyenne de 5 minutes,
la véritable durée moyenne de I’attente sera donc ;

1 50
i(3>< 15+1X5)=—E=l2,5 mn
c’est-a-dire 12 minutes et demie (12 mn 30 s) ;

elle se trouve augmentée du fait de D’irrégularité
de service.
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On pourrait se proposer de résoudre une question
analogue, dans le cas ou les irrégularités du service
ne sont pas systématiques, mais se trouvent occa-
sionnées par des circonstances fortuites, comme il
arrive fréquemment pour les autobus dans les
grandes villes ol la circulation est trés intense. Il
arrive alors que les voitures, bien qu’assujetties &
partir du terminus a des intervalles réguliers,
10 minutes par exemple, se trouvent dés le milieu
de leur parcours, en avance ou en retard de plu-
sieurs minutes, les unes par rapport aux autres (1).

Il est assez difficile de soumettre la question
ainsi posée a un calcul rigoureux, car un tel calcul
ne pourrait étre basé que sur des hypothéses trés
précises, sur la probabilité des divers retards (ou
avances) qui sont regardés comme possibles. On
obtiendra dans le cas des lignes d’autobus ou les
départs sont assez fréquents, un résultat assez
proche de la réalité en admettant comme un fait
d’expérience que, lorsque I'intervalle moyen sépa-
rant les voitures est 10 minutes, les intervalles
de 0 & 20 minutes sont tous a peu prés également
probables. La durée moyenne de I’attente est
5 minutes lorsque la régularité est parfaite et de
10 minutes lorsque l'irrégularité est aussi grande
qu’elle peut I’étre d’aprés notre hypothése (inter-
valles dont la longueur est alternativement 0 et
20 minutes) ; un calcul facile permet de conclure
que la durée moyenne de I’attente est la moyenne
arithmétique de 5 et de 10 minutes, c’est-a-dire

(1) On peut d’ailleurs observer, dans le cas des autobus, qu'une
voiture en retard se trouvera obligée de charger un plus grand
nombre de voyageurs & chaque point d’arrét, ce qui tendra a aug-
menter son retard, tandis qu’une voiture en avance par rapport
a la voiture qui la dprécéde, chargera peu de voyageurs, de sorte
que son avance tendra 4 augmenter. C’est par ce mécanisme que,
sur certaines lignes d’autobus, il arrive fréquemment qu’une voi-
ture rattrape avant le terminus la voiture qui la précéde,
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de 7 minutes et demie ; elle se trouve augmentée
de 50 %, du fait des irrégularités du service.

Nous avons, dans tout ceci, supposé que le voya-
geur qui attend, trouve toujours de la place dans
la premiére des voitures qui passe ; pour soumettre
au calcul ’étude des cas ol les voitures sont
complétes ou du moins ne peuvent accepter qu’une
partie des voyageurs, il faudrait faire de nombreuses
hypothéses, qui risqueraient d’étre fort arbitraires,
si elles n’étaient pas basées sur 1’observation et
sur la statistique. Le probléme de l’attente dans
le cas ol les voitures sont parfois complétes ou
presque complétes n’est pas sans analogie avec le
probléme de I’attente aux guichets dont nous allons
maintenant dire un mot, en nous bornant i un
cas trés simple, car ce probléme serait trés compli-
qué, si 'on voulait étudier toutes les circonstances
qui peuvent effectivement se présenter.

27. Probléme de Pattente au guichet. — Admet-
tons d’abord que le nombre des guichets d’une
certaine administration, guichets tous identiques
entre eux, soit strictement suffisant pour satis-
faire tous les usagers qui se présentent au cours
d’une journée, usagers dont nous supposerons, pour
simplifier, que le temps nécessaire pour leur donner
satisfaction est le méme pour chacun d’eux, par
exemple, 5 minutes. Si le guichet est ouvert pen-
dant 10 heures consécutives chaque jour, il peut
ainsi satisfaire 120 personnes et 10 guichets peuvent
en satisfaire 1200.

Il est clair que si les usagers se présentent moins
nombreux au début de la journée, certains guichets
chémeront partiellement et, par suite, I’affluence
gera trop grande & la fin de la journée et tous les
clients ne pourront alors étre satisfaits. Si cette
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circonstance se présente plusieurs fois et est connue
des usagers, ceux d’entre eux qui jugeront trés
dommageable pour eux le fait de ne pas étre satis-
faits a2 la fin de la journée, en raison de la trop
grande affluence, feront leurs efforts pour venir
au début de la journée, la conséquence sera un
afflux supérieur 4 la moyenne au début et par
suite, une attente plus ou moins prolongée. On voit
que le probléme est loin d’étre un simple probléme
de probabilités, car il fait intervenir la psychologie
des usagers, ainsi que de nombreuses circonstances
qui varient suivant la nature des opérations effec-
tuées. C’est seulement en simplifiant beaucoup les
hypothéses qu’on peut le soumettre au calcul.
Nous supposerons désormais qu’il y a un seul
guichet et que P’affluence quotidienne des usagers
est inférieure au rendement du guichet de sorte
que 8’ils se succédaient a intervalles réguliers, non
seulement il n’y aurait jamais d’attente, mais le
guichet se trouverait libre pendant le quart de la
durée totale, soit pendant 2 heures (120 minutes
en tout) sur 8 heures d’ouverture. Il peut, pendant
les 6 heures de travail effectif, satisfaire 30 usagers
en moyenne a I’heure, stationnant chacun deux
minutes, soit 180 par jour. Mais ces 180 usagers
ne se présentent pas a des intervalles rigoureusement
égaux ; il y a généralement des heures creuses et
des heures d’affluence. Si cependant, un assez
grand nombre des usagers sont libres a toute heure
et redoutent beaucoup ’attente, un certain nombre
d’entre eux rechercheront les heures connues comme
heures creuses, de sorte qu’il s’établira peu a peu
un certain équilibre. Il n’est donc pas absurde de
faire I’hypothése simple que, pour chacun des usa-
gers, toutes les heures de la journée sont également
probables, c’est-a-dire que tout se passe comme si
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chacun d’eux tirait au sort I’heure et la minute
auxquelles il se présentera au guichet. Dans cette
hypothése simple, le probléme de I’attente peut
étre soumis au calcul et, malgré la simplicité de
Phypothése, la solution reste encore assez compli-
quée. Nous donnons dans la Note II quelques pré-
cisions sur ces calculs, destinées & ceux de nos lec-
teurs qui s’intéressent aux mathématiques ; nous
nous contentons ici de donner les résultats dans le
cas particulier que nous venons d’indiquer.

Précisons d’abord quelques conventions de lan-
gage. Le premier usager qui se présente aprés I’ou-
verture du guichet sera dit une téte de série ; si,
pendant les 2 minutes que dure son stationne-
ment au guichet, aucun autre usager ne se présente,
la série se trouve terminée et ne se compose ainsi
que d’un seul élément. Si, au contraire, pendant
que le premier usager stationne, il se présente un
ou plusieurs usagers, la série ne se terminera que
lorsque le guichet deviendra libre de nouveau ;
elle peut se composer de 2, 3, 4, etc. éléments,
chaque élément consistant en un usager qui utilise
le guichet pendant 2 minutes ; si la série est formée
de 4 éléments, sa durée est de 8 minutes. Quand une
série est terminée, le premier usager qui se présente
est 4 nouveau une téte de série, et ainsi de suite,
jusqu’a I’heure de la fermeture. Nous admettrons
que cette heure se trouvera retardée de quelques
minutes, s’il y a lieu, pour permettre aux usagers
en attente d’étre servis.

Nous avons admis qu’il y a en tout 180 usagers,
dont le service exige 6 heures, alors que le guichet
est ouvert pendant 8 heures, c’est-a-dire que le gui-
chet doit rester inoccupé pendant un quart du temps
total de son ouverture. Dans ces conditions, la pro-
babilité pour qu’un usager qui arrive au hasard au
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cours de la journée soit une téte de série est préci-
sément un quart, d’ot I'on conclut que le nombre
des séries sera, en moyenne, égal au quart de 180,
soit a 45.

On peut calculer les probabilités respectives pour
qu’une série se compose d’un seul élément, de 2,
de 3 ou d’un plus grand nombre d’éléments. Ces
probabilités décroissent d’abord rapidement et
ensuite beaucoup plus lentement. En multipliant
ces probabilités par 45, nombre total probable des
séries, on obtient les nombres probables des séries
d’un, 2, 3, 4, etc. éléments. Ces nombres sont
21 séries d’un élément, 7 séries de 2 éléments,
3,5 séries de 3 éléments, 2,1 séries de 4 éléments,
1,4 série de 5 éléments, 1 série de 6 éléments. Le
nombre décroit ensuite trés lentement, car il est
multiplié environ par 0,9 chaque fois que le nombre
des éléments augmente d’une unité, il devient
ainsi 0,36 pour 16 éléments et 0,13 pour 26 élé-
ments ; mais la somme des nombres probables des
séries de 6 éléments ou plus est égale a 10, c’est-
a-dire est loin d’étre négligeable et le nombre pro-
bable des séries de 29 éléments ou plus est égal a
I'unité. On peut donc s’attendre & une répartition
telle que la suivante :

21 séries de 1 élément

7 —_ 2 -

3 —_ 3 —

2 —_ 4 —

2 — 5 —

1 —_ 6 ou 7 éléments
1 — 8 éléments

1 —_ 9 —_—

1 —_ 10 ou 11 éléments
1 — 12 ou 13 —_
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1 série de 14 a 16 éléments
1 — 17 .2 20 —
1 — 21 a 25 —
1 — 25 a 30 —_
1 —_ 31 a 40 —_

Mais, bien entendu, il pourra se présenter des
écarts par rapport & ces nombres moyens; nous
avons voulu donner simplement I’allure générale
du phénoméne.

Le nombre des séries étant 45 et le nombre total
des éléments 180, chaque série se compose en
moyenne de 4 éléments. Rappelons que le temps
total d’ouverture du guichet, soit 8 heures, est égal
a 4 fois le temps pendant lequel le guichet est
inoccupé, soit 2 heures; c’est pour cela que le
nombre moyen des éléments est 4.

Le nombre moyen que nous venons de calculer
est la moyenne arithmétique des nombres d’élé-
ments des diverses séries, ou si I'on préfére, la
moyenne des durées de ces séries (I'unité de durée
étant pour nous 2 minutes). Mais, dans certains cas,
une autre définition de la moyenne convient mieux.

Considérons un usager au hasard ; il se trouvera
dans une série, soit qu’il en soit la téte, soit qu’il
en soit un des autres éléments ; cette série, lors-
qu’elle sera terminée, comprendra un certain nombre
d’éléments, que nous pourrons qualifier comme
étant le nombre d’éléments observé par 'usager pris
au hasard que nous avons envisagé. Si nous envi-
sageons de méme au hasard, un grand nombre d’usa-
gers, chacun d’eux observera un certain nombre
d’éléments dans la série a laquelle il appartiendra
et 'on pourra appeler valeur moyenne des séries,
la moyenne arithmétique des valeurs ainsi obser-
vées par un grand nombre d’usagers. Il est évident
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que la moyenne ainsi définie est supérieure a la
moyenne que nous avons calculée, car il est plus
probable qu’un usager pris au hasard appartien-
dra a une série longue qu’a une série courte. En
fait, le calcul montre que, dans le probléme qui
nous occupe, la nouvelle longueur moyenne est
exactement le carré de la précédente, c’est-a-dire
est de 16 éléments au lieu de 4. Si un usager arrive
au hasard et appartient a une série de 16 éléments,
il a des chances égales d’occuper I'un quelconque
des rangs entre le premier et le seiziéme ; le nombre
de ceux qui le précédent est compris entre 0 et 15,
il y en a donc en moyenne 7,5. Telle est la réponse
la plus précise et la plus générale que I’on peut
faire au probléme de I’attente au guichet. Un nou-
veau calcul serait nécessaire pour déterminer la
durée moyenne de I’attente.

Si le guichet se trouvait libre pendant une durée
égale a la moitié des heures d’ouvertures (et non
plus au quart comme nous l’avons supposé) la
longueur moyenne des séries serait de 2 suivant
le premier mode de calcul et de 4 suivant le second
mode ; chaque usager aurait en moyenne 1,5 pré-
décesseur dans la série a laquelle il appartient ;
la moitié des usagers seraient des tétes de série
et n’auraient aucun prédécesseur.

Si, au contraire, le guichet ne se trouvait libre
que pendant un dixiéme des heures d’ouvertures, la
longueur moyenne des séries serait 10 avec le pre-
mier mode de calcul et 100 avec le deuxiéme mode ;
on pourrait observer, sinon tous les jours, du moins
assez souvent, des séries supérieures a 100. Le
nombre moyen des séries par jour étant seule-
ment 18, des observations portant sur plusieurs
jours seraient en effet nécessaires pour vérifier nos
résultats portant seulement sur des moyennes.



CHAPITRE V

LES PROBABILITES DES DECES
DES MALADIES ET DES ACCIDENTS

28. Probabilités des décés. — Deés le xvine siécle
les statistiques des décés en fonction de I’age, ont
commencé & étre sérieusement établies (1); au
cours du X1xe© sidcle, ces statistiques ont atteint
une trés grande exactitude, dans tous les pays civi-
lisés. D’autre part, les compagnies d’assurances sur
la vie, dont le nombre et I'importance ne cessaient
de croitre, ont établi des statistiques trés précises
portant sur leur clientele. Dans ces statistiques,
les compagnies distinguent deux catégories dans
cette clientéle, suivant la nature du contrat d’as-
surance. Dans certains contrats, en effet, la mort
de P’assuré est un événement avantageux, sinon
pour lui-méme, du moins pour ses héritiers et par
suite, désavantageux pour la compagnie qui doit
leur verser une somme importante ; dans d’autres
contrats, au contraire, c’est la survie prolongée
de ’assuré qui est avantageuse pour lui-méme et
désavantageuse pour la compagnie, qui doit conti-
nuer a lui verser une rente viagére. Dans le langage
des compagnies d’assurances, la premidre catégorie
est celle des assurés et la seconde celle des rentiers.

(1) Table de Deparcieux, 1746.
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On comprend facilement que la mortalité des ren-
tiers est inférieure a celle des assurés, malgré la
précaution prise par les compagnies d’exiger de
ces derniers une visite médicale et de refuser de
les assurer si cette visite n’est pas favorable. En
effet, celui qui se sait malade ou dont la santé est
fragile ne se résout pas aisément a se ranger dans
la catégorie des rentiers en aliénant un capital
important en échange de la promesse d’une rente
viagére.

Nos lecteurs trouveront dans la Note III, les
Tables de Mortalité reproduites d’aprés les pu-
blications des compagnies d’assurances. On
trouvera également d’autres Tables de la Sta-
tistique générale de la France, ainsi que des
Tables de Survie par générations, accompagnées
de commentaires indiquant les différences entre
ces diverses Tables. Nous nous contenterons done
de faire observer ici que les Tables des Compa-
gnies d’assurances se rapportent a une population
dans une certaine mesure sélectionnée, puisque
les assurés passent un examen médical devant un
médecin de la compagnie et que les rentiers ont
intérét a consulter leur propre médecin avant de
souscrire leur contrat. Mais ces examens n’ont lieu
qu’une fois, au moment ou le contrat est souscrit,
et la durée de ce contrat est souvent trés longue;
au cours de cette durée, assurés ou rentiers peuvent
étre atteints de maladies graves qui augmentent
notablement leurs probabilités de décés au cours de
P’année, par rapport aux probabilités moyennes,
relatives a ’ensemble des hommes ou des femmes
du méme &ge.

Insistons un peu sur la différence qu’il y a lieu
d’établir entre la probabilité moyenne de décés
au cours de ’année pour un homme de quarante ans

E. BOREL 6
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et la probabilité analogue lorsque I'on sait que
I’homme de quarante ans est actuellement bien por-
tant et ne court pas, d’aprés sa profession et ses
habitudes de vie, de risques exceptionnels.

29. Signification de la probabilité moyenne. —
Considérons, pour fixer les idées, les hommes de
50 ans, d’aprés la Table de la page 108 (P. M. 1946-
49), il en meurt au cours de I’année 7 834 sur
791 283 soit un peu moins de 10 sur mille. Si nous
adoptons le chiffre 10 sur 1000, la probabilité
moyenne de mortalité au cours de I’année est 0,01,
soit un centiéme, pour un homme de 50 ans sur
lequel on ne posséde aucun autre renseignement,
et dont on peut légitimement penser qu’il est
choisi au hasard parmi les hommes de 50 ans. Si,
par exemple, on considére I’ensemble des hommes
qui atteignent leur 50¢ année au cours du mois
de janvier, si leur nombre est 30 000, on devra
regarder comme probable qu’il en mourra 300
avant I'dge de 51 ans. La différence qui pourra
étre observée entre le chiffre de décés qui sera
réellement observé et le nombre moyen 300 cal-
culé d’aprés la probabilité sera relativement faible,
de I’ordre de grandeur des écarts qui se produisent
lorsqu’on répéte un grand nombre de fois une expé-
rience simple, comme le jet d’un dé ou un tirage
au sort dans une urne.

En fait, si Pon tient compte de la possibilité de
certains événements exceptionnels qui augmentent
la mortalité générale (guerre, épidémies, hiver anor-
malement froid), les écarts pour la mortalité sont
parfois supérieurs i ceux des événements aléatoires
simples.

On peut cependant admettre, dans les exemples
que nous avons choisis, que le nombre de décés
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dépassera 250 et sera inférieur a 400. Mais ceci
suppose, bien entendu, que l’expérience porte sur
30 000 personnes de 50 ans réellement choisies au
hasard. Tel serait le cas également, si au lieu de
choisir celles qui sont nées en janvier, on cheisis-
sait celles dont le nom commence par les lettres A
ou B. Mais si ’on choisissait 30 000 fonctionnaires
en exercice 3 la date du 1T janvier, et agés de 50
a 51 ans, on devrait s’attendre A umne mortalité
nettement inférieure, car le fait d’étre en fonc-
tions prouve qu’ils ne sont pas atteints a cette
date d’une maladie grave. De plus, on peut se
demander si les probabilités de certaines maladies
ou causes d’accident ne sont pas moindres pour
les fonctionnaires que pour les ouvriers ou les
agriculteurs.

Les variations de la probabilité lorsque I’on res-
treint la catégorie des personnes considérées seraient
bien plus considérables encore si, au lieu d’envisa-
ger la probabilité de décés au cours d’une année,
on envisageait les probabilités de décés au cours
d’une journée, plus exactement au cours de 24 heures,
d’aujourd’hui midi & demain midi.

Pour I’ensemble des hommes de 50 ans, cette
probabilité est 365 fois plus faible que pour I’année,
c’est-a-dire que I'on doit s’attendre, en moyenne
a4 10 déceés sur 365 000 personnes au lieu de 10
sur 1 000. En fait, dans un grand pays ot le nombre
des personnes igées de 50 ans serait de 730 000,
le nombre quotidien de décés de personnes de cet
dge serait en moyenne de 20. Mais il est évident
que ce nombre serait beaucoup plus faible, si I’on
ne considérait que les personnes de 50 ans qui,
aujourd’hui & midi, sont bien portantes et qui,
de plus, ne doivent courir au cours des 24 heures,
aucun risque exceptionnel d’accident (long voyage
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en avion, en automobile, exhibition dangereuse pour
un acrobate, etc.). Il y a, en effet, trés peu de mala-
dies qui tuent en 24 heures, sans avertissement
préalable et méme beaucoup d’accidents mortels
laissent & leur victime quelques heures ou quelques
jours de survie. Il serait donc fort exagéré d’évaluer
a 1 sur 36 500 la probabilité de décés au cours des
24 heures pour une personne qui est bien portante
et qui ne doit courir aucun risque exceptionnel ;
on peut affirmer que cette probabilité est certai-
nement beaucoup plus faible, bien que son évalua-
tion précise soit assez difficile ; il est méme assez
délicat de la définir avec précision. Que faut-il
entendre, en effet, par une personne bien portante ?
Doit-on se contenter de laffirmation de la per-
sonne intéressée ou exiger un examen médical ?
D’autre part, quels sont les risques d’accident que
P’on doit considérer comme normaux ou comme
exceptionnels ?

Il semble cependant qu’il y aurait un certain
intérét a distinguer, mieux que l’on ne I’a fait
jusqu’ici, les probabilités de survie globale a un
age déterminé, pour P’ensemble d’une population,
des probabilités relatives aux personnes de cet
dge dont la santé est bonne et qui ne courent
pas de risques exceptionnels. L’étude des statis-
tiques relatives aux décés classés d’aprés leurs
causes serait un des éléments les plus importants
a utiliser pour cette étude.

30. Les décés d’aprés leurs causes. — L’appli-
cation des lois rendant obligatoire la déclaration des
déces d’aprés leurs causes a fait de grands progrés
en France, depuis la publication de la premiére édi-
tion de ce livre, en grande partie & cause du déve-
loppement des assurances sociales, grice auxquelles
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le médecin est appelé presque toujours en cas de
grave maladie. Tandis que en 1936, sur 642 000 dé-
ces, il y en avait environ 131 000, soit plus de 20 9,
dus a des causes non spécifiées ou mal définies, ce
nombre n’était en 1948 que de 35000 environ
sur 506 000 déces, soit moins de 7 9,. Nous avons
donc remplacé les tableaux que nous avions donnés,
se rapportant i ’année 1936, par les statistiques
publiées pour ’année 1948, qui se trouve d’ailleurs
étre celle ot le nombre des décés a été le moins élevé,
pendant la période d’un demi-siécle qui s’étend
de 1900 a 1949.

Nous avons reproduit la classification des causes
de déces; comme toute classification, celle-ci ne
peut pas étre parfaite et il faut reconnaitre que,
dans bien des cas un médecin peut étre légitimement
embarrassé ; voici un malade atteint d’une tuber-
culose que I’on peut présumer guérissable ; cepen-
dant, A la suite d’un froid excessif, il meurt d’une
bronchite ou d’une pneumonie ; doit-on attribuer la
mort a la tuberculose ou a la maladie accidentelle ?
Une question analogue se pose souvent pour les
malades syphilitiques ; d’aprés les spécialistes de
la syphilis, le nombre des décés dont la cause
réelle est la syphilis est en réalité beaucoup plus
élevé que le nombre indiqué par les statistiques, qui
mentionnent plus volontiers une cause accidentelle
dans de nombreux cas out cependant cette cause
accidentelle n’aurait probablement pas entrainé la
mort si le sujet n’avait pas été syphilitique.

Nous avons donné pour les causes de décés les
plus fréquentes, la répartition des décés suivant les
ages, telle qu’elle figure au Bulletin de la statis-
tique générale de la France. Il était naturellement
inutile de donner cette répartition pour la cause XV
(maladies particulidres & la premiére année de vie).
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En ce qui concerne la cause XVI (sénilité, vieil-
lesse), indiquons ici que, pour les hommes il y avait
488 déces de 50 a 69, 4 722 de 70 &4 79 ans et 9 578
de 80 4 99 ans et, pour les femmes 572 de 50 & 69 ans,
6 188 de 70 4 79 ans et 16 954 de plus de 80 ans. Ces
chiffres s’expliquent par le fait que la longévité des
femmes est supérieure & celle des hommes.

La place nous a manqué pour donner la répar-
tition des décés d’aprés les causes par départements ;
cette répartition est assez instructive, car elle met
en évidence des différences importantes dont cer-
taines s’expliquent par la variété des climats ou
par la présence dans tels départements d’hépitaux
spécialisés, mais dont beaucoup d’autres sont dues
a des différences de terminologie entre les médecins
de diverses régions. La proportion de décés dont
les causes ne sont pas déclarées ou sont mal définies
varie aussi beaucoup suivant les régions.



CuAPITRE VI

APPLICATION DES PROBABILITES
A CERTAINS PROBLEMES D’HEREDITE

31. L’hérédité et les chromosomes. — D’aprés les
théories généralement admises par les biologistes
et confirmées par de nombreuses expériences, les
phénomeénes d’hérédité sont liés a I’existence, chez
chaque individu, d’un certain nombre de paires de
chromosomes (23 paires dans ’espéce humaine).
Ces paires sont différenciées les unes des autres et
peuvent donc étre distinguées par un numérotage.
Chez chaque enfant, les chromosomes d’une cer-
taine paire, disons, par exemple, la dix-septiéme
paire est formée de I'un des chromosomes de la
17¢ paire de son pére et de I'un des deux chromo-
somes de la 17° paire de sa mére. Tout se passe
comme si 'enfant tirait au sort et avait ainsi une
chance sur deux de choisir chacun des deux chro-
mosomes du pére et chacun des deux chromosomes
de la mére, tant pour la dix-septiéme paire de chro-
mosomes que pour chacune des 23 autres paires.
Le nombre de choix possibles porte sur 46 paires
et est donc égal a 2%, soit a plus de 60 000 milliards.
Lorsque deux fréres ou sceurs ne sont pas deux
jumeaux issus d’un méme ceuf (auquel cas, ils ont
exactement les mémes chromosomes, et se ressem-
blent d’une manidre parfaite), la probabilité pour
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que les choix soient tous les mémes est extrémement
faible et égale au quotient de I’unité par 60 000 mil-
liards. Il n’est donc pas probable qu’un tel fait se
soit produit sur la Terre depuis qu’existe I'espéce
humaine.

Mais, bien que le réle précis des chromosomes dans
la détermination des caractéres physiques, intellec-
tuels et moraux de chaque individu, soit encore
fort mal connu, il semble bien que la présence
dans deux individus de certains groupes de chromo-
somes identiques suffise pour créer entre eux cer-
taines ressemblances ou analogies trés frappantes ;
parfois méme, un emplacement particulier (« locus »)
d’un seul chromosome détermine un caractére assez
important pour qu’il soit immédiatement observé ;
tel est le cas, notamment, pour certaines tares
héréditaires. Cette remarque montre l'intérét que
présente ’étude des probabilités que nous allons
faire et qui sont relatives a la présence simultanée
d’un chromosome chez des individus qui ont un
ou plusieurs ancétres communs, ressemblances entre
Jréres, oncles et neveux, cousins germains, etc.

32. Chromosomes communs a des fréres et a des
cousins. — Considérons d’abord deux fréres, ayant
a la fois le méme pére et la méme mére. Tous les
chromosomes de I'un d’eux, que nous appellerons A,
lui viennent, soit du pére, soit de la mére, c’est-
a-dire d’un des deux parents communs & A et a
son frére B. Si nous portons notre attention sur
un chromosome déterminé de A, il y aura donc une
chance sur deux pour qu’on le retrouve chez B,
puisque B n’a tiré chez ses parents qu’un chromo-
some sur deux. Sur les 46 chromosomes de A, il y
en aura en moyenne 23 qui se retrouveront chez B.

Nous avons admis implicitement que le pére
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et la mére des deux fréres ne sont pas parents,
c’est-a-dire n’ont pas de chromosomes communs.

Considérons maintenant un oncle et un neveu ;
le pére du neveu est supposé étre un véritable frére
de I'oncle, c’est-a-dire qu’ils ont le méme pére et la
méme mére, mais la mére du neveu n’a aucun lien
de parenté avec son mari. Dans ces conditions,
Poncle et le neveu ont deux ancétres communs, qui
sont les parents de l'oncle et les grands-parents
paternels du neveu. Tout chromosome de I’oncle
lui vient d’un de ces deux ancétres communs, mais,
pour chacun de ces chromosomes, il y a seulement
une chance sur quatre pour qu’on le retrouve chez
le neveu, puisqu’il est séparé des deux ancétres
communs par deux générations (la sienne comprise).

Il y aura, en moyenne, 11,5 chromosomes
communs a I'oncle et au neveu.

S’il s’agit de cousins germains, nous supposerons,
pour bien préciser, que leurs peres sont de véri-
tables fréres et que leurs méres ne sont, ni parentes
entre elles, ni parentes de leur mari. Dans ces condi-
tions, ils ont deux ancétres communs qui sont leurs
deux grands-parents paternels. Un chromosome de
I'un des cousins a une chance sur deux de provenir
des ancétres communs et, en ce cas, il a une chance
sur quatre de se retrouver chez l’autre cousin,
la probabilité pour qu’un chromosome de rang
déterminé soit commun aux deux cousins est donc
1/2 X 1/4 = 1/8. Sur 46 chromosomes, ils en ont
en moyenne 5,75 qui leur sont communs.

Prenons maintenant le cas de cousins germains
dont les péres sont fréres et dont les meéres sont
sceurs ; ils ont alors quatre ancétres communs et
tout chromosome de I'un d’eux provient de I'un
de ces quatre ancétres ; mais chacun de ces ancétres
est séparé de son petit-fils par deux générations,
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c’est-a-dire par deux choix ; un de leurs chrome-
somes a donc seulement une chance sur 4 de se
retrouver chez le petit-fils ; les deux cousins ont
ainsi, en moyenne, 11,5 chromosomes communs,
dont le quart en moyenne provenant de chacun
de leurs quatre ancétres communs. La différence
entre le cas de ces deux cousins et celui de deux
fréres qui ont également 4 grands-parents communs
s’explique par le fait que, dans le cas des deux
fréres, leurs parents ont déja fait un choix parmi
les chromosomes des grands-parents et que ce choix
est le méme pour les deux fréres.

Si done un caractére est lié 4 un seul chromosome,
on retrouve ce caractére en commun une fois sur
deux chez deux fréres, une fois sur 4 chez oncle et
neveu, une fois sur 8 chez deux cousins germains
(une fois sur 4 si les cousins sont doublement
germains).

33. Quelques mots sur un cas plus général. —
Nous avons supposé, comme c’est le cas le plus
fréquent, que deux fréres ont les deux mémes
parents ; il serait aisé de traiter le cas plus général
ou les ancétres communs ne sont pas nécessairement
4 la fois un pére et une mére. Prenons, par exemple,
le cas de deux cousins, qui ont en commun un
grand-pére et une arriére-grand’mére, les autres
ancétres communs étant exclusivement les ancétres
de ces deux-la (1). Soit un chromosome de I'un des
cousins ; il y a une chance sur 4 pour qu’il provienne
de son grand-pére et une chance sur 8 pour qu’il
provienne de son arriére-grand’meére, ces deux éven-

(1) Soient Paul et Jacques les deux cousins : Paul est fils de
Pierre et de Jeanne et Jacques fils d’Henri et de Berthe. Pierre
et Henri sont fils du méme pére et non de la méme mére. Jeanne
est fille d’Edouard et Berthe fille de Marguerite. Edouard et Mar-
guerite ont la méme mére et non le méme pére.
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tualités s’excluant. Dans le premier cas, il y a une
chance sur 4 pour que le chromosome existe aussi
chez le deuxiéme cousin et dans le second cas, il
y a une chance sur 8. La probabilité pour que le
chromosome soit commun aux deux cousins est
done
l + l 5

8 8 64

Une formule analogue s’appliquerait quel que soit
le nombre des ancétres communs, qui peuvent
d’ailleurs ne pas correspondre a la méme génération
pour les deux cousins. D’une maniére générale I’an-
cétre d’ordre a, de A est supposé étre I’ancétre
d’ordre b, de B (si a, = 1, il s’agit du pére, pour
a; =2 du grand-pére pour a; = 3 de larrire-
grand-pére, etc.), 'ancétre d’ordre a, de A est
Pancétre d’ordre b, de B,... ’ancétre d’ordre ag
de A est ’ancétre d’ordre by de B, etc. La proba-
bilité pour qu’un chromosome soit commun & A
et 3 B est alors

1 1 1
=gasn.Tgarnt - T

Si, par exemple, il s’agit de deux cousins double-
ment germains, c’est-i-dire ayant quatre grands-
parents communs, on a :
a,=b;=28,=b,=2;a;=b;=2;a,= b, =2
et la formule donne :

1 n 1 n 1 n 1 1
16 16 ' 16 ' 16 4

Il resterait a traiter le cas, o I'un des ancétres
communs doit étre considéré comme un ancétre
multiple par I'un des descendants (ce qui est le
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cas lorsque des cousins se sont mariés entre eux).
Sans entrer dans une discussion détaillée, indiquons
simplement que chaque individu a deux ancétres
a la premidre génération (parents), quatre a la
seconde génération (grands-parents), huit a la troi-
sitme génération (arriéres-grands-parents), etc. Si,
parmi les 16 ancétres de la quatriéme génération,
une méme personne figure deux fois, on devra la
compter effectivement deux fois, c’est-a-dire, lui
attribuer deux nombres (égaux entre eux) a, et a,
dans le calcul fait plus haut. Si parmi les 32 ancétres
de la cinqui®me génération, une certaine personne
figure 3 fois parmi les ancétres de A et 2 fois parmi
les ancétres de B, nous aurons 3 nombres a égaux
a5 et 2 nombres b égaux a 5, ce qui nous donnera
3 X 2= 6 sommes a - b égales a 10, c’est-a-dire
1

ﬁ-

Nous laissons au lecteur le cas d’étudier les cas
plus compliqués qui peuvent se présenter; celui
oll un méme ancétre figure deux ou plusieurs fois
dans ’ascendance d’une méme individu, mais avec
des rangs qui peuvent étre différents, ne présente
aucune difficulté particuliére. Un cas un peu moins
simple est celui ot les deux individus A et B que
I’on compare ont des ancétres communs qui sont
parents entre eux, c’est-d-dire qui ont eux-mémes
des ancétres communs; Pexemple le plus simple
de ce cas est celui de deux fréres dont le pére et
la mére sont des cousins plus ou moins éloignés.
Des cas encore plus complexes dans lesquels on serait
obligé pour étre complet, de remonter un nombre
presque indéfini de générations, sont certainement
fréquents, dans des villages isolés ol un petit nombre
de familles se sont, depuis des siécles, croisées entre
elles avec de trés minimes apports extérieurs.

6 termes égaux chacun a
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34. Application de la loi unique du hasard. —
Tous les résultats que nous venons d’indiquer sur
I’hérédité se traduisent par des coefficients de pro-
babilités ; ils ne peuvent donc conduire a aucune
prévision certaine, 4 moins que I’on ne les utilise
pour calculer d’autres coefficients de probabilités,
lesquels seraient assez petits pour que I’on puisse
appliquer la loi unique de hasard.

Par exemple, nous avons dit que la probabilité
pour qu’un chromosome S de A se retrouve chez
son frére B est 1/2 tandis qu’elle est seulement
1/8 pour que ce méme chromosome de A se retrouve
chez son cousin germain C. Il pourra cependant
fort bien arriver que S ne se retrouve pas chez B
et se retrouve chez C, c’est-a-dire pour qu’il y ait
entre les cousins germains une certaine ressem-
blance ou analogie qui n’existe pas entre les
fréres.

Mais si nous considérons 100 couples de fréres A,
B, ; A,, B, ; etc. et si nous supposons que les cent A
possédent un certain chromosome, qui détermine
chez eux une particularité S, nous pouvons affirmer
que ce chromosome et par suite cette particularité
se retrouveront, en moyenne 50 fois sur les 100 B.
Et, en vertu de la loi unique du hasard, nous en
conclurons qu’il est impossible que S se retrouve
a la fois chez les 100 B, ou méme chez plus de 95
d’entre eux et qu’il est également impossible que S
ne se retrouve chez aucun B, ou méme seulement
sur moins de 5 d’entre eux. Si au lieu de considérer
100 couples de fréres AB nous avions considéré
100 couples de cousins germains AC, le particula-
rité S aurait dii se retrouver en moyenne chez 12,5
d’entre eux et on pourrait affirmer avec certitude
qu’on ne la retrouvera pas sur plus de 50 d’entre
eux, tandis qu’il est extrémement peu probable,
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sans que cela soit cependant tout a fait impossible
qu’on ne la retrouve chez aucun.

Si donc on ignore a priori si les 100 couples étaient
formés de fréres ou de cousins germains, mais que
I'on sache cependant que la parenté est la méme
pour les 100 couples, si I’on observe 60 fois la
présence du caractére S chez les deux individus,
on pourra étre certain qu’il s’agit de fréres, tandis
que si on ne I'observe que 5 ou 6 fois, on sera cer-
tain qu’il s’agit de cousins germains.

Ces exemples suffisent & montrer comment les
divers résultats obtenus dans ce chapitre et dans
les chapitres précédents peuvent conduire & des
prévisions assurées, lorsqu’on les combine de telle
maniére que puisse s’appliquer la loi unique du
hasard.



NOTE I

Sur les répétitions de chiffres
dans les numéros gagnants de la loterie

35. Probabilités des divers types de numéros. — Le probléme
de la probabilité des répétitions de chiffres dans les numéros
gagnants de la loterie, dont nous avons dit quelques mots au
chapitre premier, nous parait mériter quelques développements
complémentaires, car il est de ceux qui peuvent le mieux
contribuer a faire comprendre certaines difficultés qui se
présentent dans bien des applications numériques du calcul
des probabilités.

Considérons tous les nombres de 6 chiffres, écrits dans le
systéme décimal ; ils sont au nombre d’un million, si I’on y
comprend les nombres de moins de six chiffres, que I'on peut
compléter a leur gauche par des zéros, et le nombre zéro, que
PPon écrira 000 000. En somme, ce sont tous les nombres que
I'on peut obtenir au moyen de tirages faits au moyen de
six sphéres, rangées dans un ordre déterminé et dont chacune
contient les 10 chiffres : 0, 1, 2, 3, 4,5,6, 7, 8, 9.

Nous allons d’abord calculer combien parmi ce million de
nombres de six chiffres, il y en a qui comportent, soit 6 chiffres
différents, soit 5, 4, 3, 2, 1 chiffres différents.

Pour obtenir un numéro de six chiffres différents, tel que
324789 ou 023586, on peut prendre comme premier chiffre
a gauche I'un quelconque des dix chiffres ; comme chiffre
suivant, I'un quelconque des 9 autres chiffres ; comme troi-
siéme chiffre, I'un quelconque des 8 autres chiffres, ainsi
de suite jusqu’au sixiéme chiffre qui est un quelconque des
cinq chiffres non encore choisis. Il y a donc en tout 10 X 9 X
X 8 X 7 X 6 X 5 =151 200 numéros formés de 6 chiffres
différents.

Passons aux numéros composés de cinq chiffres différents ;
un chiffre, et un seul, se trouve donc répété deux fois ; c’est
ce que les joueurs de poker appelleraient une paire. Le chiffre
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répété deux fois peut étre 'un quelconque des dix chiffres
et peut étre placé a deux quelconques des six rangs possibles,
ce qui fait quinze possibilités (1) pour chacun des chiffres,
et en tout, 150.

Lorsque le chiffre répété deux fois se trouve placé, par
exemple au deuxiéme et au cinquiéme rang, nous pouvons
écrire le numéro de la maniére suivante :

x3xx3x

en désignant par x les chiffres indéterminés qui ne doivent
pas étre des 3.

Nous pouvons choisir, pour remplacer I’x le plus a droite,
I'un quelconque des 9 chiffres autres que 3, pour remplacer
I’x suivant I'un quelconque des 8 chiffres qui restent, puis
I'un quelconque des 7, puis I'un quelconque des 6 restants.
Nous obtenons donc un nombre de numéros égal a

150 X 9IX8XTX6=10X9X8XTX6X5X3

c’est-a-dire un nombre qui est le triple du nombre 151 200 des
numéros formés de 6 chiffres différents.

Le nombre de numéros formés de 5 chiffres différents
comportant une paire) est donc

151 200 x 3 = 453 600

Des raisonnements analogues permettent de calculer le
nombre des numéros comportant 4 chiffres différents. On
peut les diviser en deux catégories, I’'une comportant deux
paires, tel que les numéros 121472 ou 003347, et I'autre
comportant un chiffre répété 3 fois (un brelan), tel que 303483 ;
la premigre catégorie (2 paires) comprend 226 800 numéros
et la seconde (1 brelan) en comprend 100 800, soit en tout
327 600 numéros avec 4 chiffres seulement.

Pour obtenir tous les numéros comportant 2 paires, il faut
d’abord choisir les deux chiffres qui se trouvent répétés
deux fois ; ce choix peut se faire de lng = 45 maniéres dif-
férentes, On peut, en effet, choisir I'un quelconque des dix
chiffres, puis 'un quelconque des neuf restants, ce qui fait

(1) On peut placer le premier chiffre & I'un quelconque des six
rangs et le second a I’'un quelconque des 5 autres rangs, ce qui fait
en apparence 30 possibilités. Mais si I’on a choisi d’abord le deuxiéme
rang et puls le quatriéme, on a la méme disposition que si I'on choi-
sissait d’abord le quatriéme et puis le deuxiéme ; il faut donc diviser
30 par 2, ce qui donne 15. Ce résultat peut d’ailleurs se vérifier par
un dénombrement direct des 15 dispositions possibles.



SUR LES REPETITIONS DE CHIFFRES 97

en tout 10 X 9 = 90 choix ; mais chaque couple de deux
chiffres, tel que 7 et 5, se trouve ainsi obtenu deux fois puisque
I’on peut choisir d’abord 7 et puis 5, ou d’abord 5 et puis 7.
Le nombre des couples de 2 chiffres est donc la moitié de 90,
soit 45. Soit 7 et 5 le couple choisi. On pourra placer 7 a I'une
quelconque des six places, puis a ’'une quelconque des 5 places
restantes ; le nombre total des choix est ainsi 6 X 5, mais
ce nombre doit &tre divisé par 2, pour un motif analogue a
celui qui vient d’étre indiqué ; il y a donc en tout 15 maniéres
de choisir les places des deux 7. Lorsque les deux 7 sont placés,
il reste quatre places vides, et il y a six maniéres d’y placer
les deux 5. Lorsque les 7 et les 5 sont placés, on a une dispo-
sition telle que la suivante :

x577x5

o I'on peut remplacer le premier x par I'un quelconque des
8 autres chiffres et le second x par un quelconque des 7 chiffres
restants ; nous obtenons ainsi en tout un nombre de combi-
naisons égal a

45X 15 X6 X8XT=5X9X8XTX6X5x%x3

Ce nombre est donc la moitié du nombre déja calculé
10 X 9X8X7X6X5x3=453600

11 est égal a 226 800.

Cest un fait assez remarquable qu’il y ait exactement
le méme nombre total de paires dans les numéros a une paire
et dans les numéros a deux paires. Ce fait ne se produit pas
pour toutes les valeurs du nombre total des chiffres employés
(ici égal a 10 puisque nous utilisons le systéme décimal) et
du nombre des chiffres formant les numéros considérés (1).

Pour obtenir tous les numéros comportant un brelan (chiffre
répété trois fois), on devra d’abord choisir ce chiffre, ce qui
peut se faire de dix manieres différentes; puis, choisir les

1.2.
différentes. On obtient ainsi 200 dispositions telles que la
suivante :

3 places qu’il occupe, ce qui peut se faire de = 20 manidres

x88xx8

(1) On peut démontrer facilement que si le nombre total de
chiffres utilisés est n = 2 K? 4+ K, K étant un nombre entier quel-
conque, cette propriété subsiste en prenant, pour valeur du nombre
de chiffres figurant dans un numéro,p = 2K + 2sin =2K*'+ K
et p =2K +1sin=2K?!— K. On obtient le résultat du texte
pour K=2, n=2K! +K=10,p=2K +2=6.

E. BOREL 7
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dont chacune pourra étre complétée de 9 X 8 X 7 manidres
différentes par trois chiffres différents de 8 et différant entre
eux. On a ainsi en tout : 200 X 9 X 8 X 7 = 100 800 numéros
comportant un brelan.

Passons aux numeéros comportant 3 chiffres distincts seu-
lement, Ils peuvent comporter 3 paires, tel que 422477 (au
nombre de 10 800) ou bien une paire et un brelan, tel que
422274 (au nombre de 43 200), ou enfin un carré, tel que
447484 (au nombre de 10 800), soit en tout 64 800 numéros
comportant 3 chiffres.

Sans entrer dans le détail des raisonnements, qui sont tou-
jours basés sur les mémes principes, indiquons comment sont
obtenus les nombres précédents.

Numéros comportant trois paires :

10.9.8 6.5 4.3
T23 T2 iz — 1080
Numéros comportant une paire, un brelan et un autre
chiffre :
10.9.8.6.5.4
2
Numéros comportant un carré (chiffre répété 4 fois) et
deux autres chiffres différents :
6.5.4.3
10. 1.2.3.4
Nous avons calculé (p. 18) le nombre des numéros compors
tant seulement deux chiffres distincts ; ils se divisent en troi-
catégories.

Numéros comportant une quine (chiffre répété cinq fois)
et un autre chiffre :

10 X 9 X 6 = 540
Numeéros comportant un carré et une paire :

=43 200

.9.8=10800

6.5
Numéros comportant deux brelans :
10.9 6.5.4
1.2° 1.2.3_900

Enfin le nombre des numéros formés au moyen d’un seul
chiffre (en y comprenant 000000, mais en évitant d’y compter
333 par exemple, qui doit s’écrire 000333) est égal a 10.
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Nous pouvons ainsi former le tableau récapitulatif suivant :

TABLEAU 1
Nombre Nombre Nombre total
de chiffres| Exemple | pour chaque |pour chaque nombre
différents exemple de chiffres différents
6 327689 151 200 151 200
5 327683 453 600 453 600
327376 226 800
4 327336 100 800 327 600
071701 10 800
3 007017 43 200 64 800
123171 10 800
556555 540
2 556565 1350 2790
556566 900
333333
1 ou 10 10
000000
TOTAL ......... 1000 000 1 000 000

Bien des lecteurs seront certainement étonnés de ces résul-
tats, cependant incontestables. On aurait pu s’attendre, puis-
qu’il n’y a que six sphires et qu'il y a dix chiffres, & ce que
le cas le plus fréquent fut celui ot chaque sphére donnerait
un chiffre différent des autres; or, ceci ne se produit qu’a
peu pres 15 fois sur 100, tandis que, plus de 45 fois sur 100,
un méme chiffre se trouve obtenu deux fois, et que prés de
33 fois sur 100, on n’obtient que 4 chiffres différents, soit
que deux d’entre eux reviennent chacun 2 fois (prés de 23 fois
sur 100), soit qu'un méme chiffre revienne 3 fois (environ
10 fois sur 100).

Si ’'on porte son attention sur un seul tirage de la loterie,
il arrivera souvent que les proportions des numéros gagnants
avec, respectivement, 6, 5, 4, 3 chiffres distincts, seront assez
différentes de celles qui viennent d’étre calculées ; mais, si
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I’on considére un nombre assez grand de tirages pour compor-
ter au moins une centaine, ou de préférence, plusieurs centaines
de lots importants, on constatera que les proportions se rap-
prochent beaucoup de celles qui résultent de notre tableau.
On constatera, notamment, que le cas de beaucoup le plus
fréquent, fournissant prés de la moitié des numéros gagnants,
est celui des numéros dans lesquels un chiffre, et un seul, se
trouve répété deux fois. Bien entendu, il ne faudra pas dans
ces dénombrements, négliger les zéros qui doivent &tre ins-
crits a gauche, de maniére que tous les numéros aient exacte-
ment six chiffres.

36. Résultats relatifs aux répétitions d’un chiffre particulier.
— Il est intéressant de confronter les résultats que nous venons
d’obtenir avec ceux que ’on obtient lorsque I'on porte son
attention sur un chiffre particulier, par exemple le chiffre 7,
et que I’on classe les numéros suivant le nombre de fois qu'ils
renferment le chiffre 7.

Numéros ne renfermant pas le chiffre 7. — Chacun des six
chiffres de ces numéros peut étre choisi arbitrairement parmi
les 9 autres chiffres. Le nombre de ces numéros est donc :

9IXIXIXIXIXI=09%=07531441

Numéros renfermant le chiffre 7 une fois et seulement une
fois. — On peut écrire le chiffre 7 a I'une quelconque des six
places et ensuite, & chacune des 5 places restantes, écrire I'un
quelconque des 9 autres chiffres ; le nombre des combinaisons
est done :

6X9IX9IXIXIXI=06.9%=354294
Numéros renfermant le chiffre 7 deux fois et seulement deux

Jois. — Les deux 7 pourront étre placés de i—2 = 15 maniéres

différentes et, a chacune des 4 autres places, on pourra ins-
crire I'un des 9 autres chiffres. Le nombre des combinaisons
est donc :

15 X9X9X9X9=15x% 9*=98415
Numéros renfermant le chiffre 7 trois fois et seulement trois

Jois. — Les trois 7 peuvent étre placés de = 20 maniéres

.5.
différentes, et I’on a en tout : 1.2.3
20 X 9 X 9 X 9 =20 X 9°=14580 combinaisons

Numéros renfermant le chiffre 7 quatre fois et seulement
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quatre fois. — Il y a quinze places possibles pour les quatre 7
et, en tout ¢
15 X 9 X 9 = 1.215 combinaisons
Numéros renfermant le chiffre 7 cing fois et seulement cing
fois. — On obtient en tout :
6 X 9 = 54 combinaisons
Enfin, il y a un seul numéro, 777777, qui comprend 6 fois

le chiffre 7.
Résumons en un tableau les résultats obtenus.

TABLEAU I1

— ——

Nombre des chiffres 7

Nombre des numéros

354 294
98 415
14 580

1215
54
1

TOTAL ... oovvii i iieinenns 1 000 000

1 531 441
i

QAN AW ~D

On peut observer que les nombres obtenus sont les termes
du développement de la sixi®me puissance du binéme 9 4 1 :

9+ 1) = 9° + 6.95 + 15.9% + 20.9° ...

Le tableau précédent donne lieu a plusieurs remarques
intéressantes.

On peut tout d’abord observer qu’il y a plus de la moitié
des numéros (531 441 sur un million), qui ne renferment pas
le chiffre 7. On fait cependant six tirages, dans chacun des-
quels la probabilité de ’arrivée de 7 est un dixiéme ; la somme
de ces probabilités est donc six dixidmes et est supérieure a
un demi. Ceci nous montre que I’on ne doit pas additionner
sans circonspection les probabilités. Ce que 'on peut addi-
tionner, ce sont les espérances mathématiques, c’est-a-dire
les probabilités de gain d’un joueur qui parierait sur la sortie
du chiffre 7. Si ce joueur mise un franc, on devrait équitable-
ment lui donner 10 francs lorsque le 7 sortirait. Si I'on fait
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six tirages a la fois, il devra verser six francs et recevra autant
de fois dix francs qu’il sortira de chiffres 7.

Notre tableau montre qu’il a environ 53 chances sur 100
de perdre ses 6 francs, un peu plus de 35 chances sur 100 de
toucher 10 francs, prés de 10 chances sur 100 d’en toucher 20,
14 chances sur 1000 d’en toucher 30, a peu prés 1 chance
sur 1 000 d’en toucher 40. Ces possibilités de gains relative-
ment élevés compensent le fait qu’il perd sa mise de 6 francs
plus d’une fois sur deux.

Considérons maintenant le cas ot le chiffre 7 apparait
plus d’une fois ; il y a, sur un million de numéros, 98 415 paires
de 7, 14 580 brelans de 7, 1 215 carrés de 7 et 54 quines de 7.

Comme on peut raisonner sur chacun des dix chiffres exac-
tement comme sur le chiffre 7, nous voyons que sur I’ensemble
du million de numéros, il y a 984 150 paires, c’est-a-dire prés
d’un million. Ce serait une erreur d’en conclure que presque
tous les numéros comportent une paire. Le Tableau I nous
apprend qu’il y a seulement 453 600 numéros comportant
une paire et une seule ; mais, pour avoir le nombre total des
paires, il faut tenir compte des numéros a 2 ou 3 paires et de
ceux oil la paire est accompagnée d’un brelan ou d’un carré.
Le Tableau I nous donne :

Paires

453 600 numéros A une paire isolée, soit......... 453 600
226 800 — deux paires, 80it ............ 453 600
10 800 — trois paires, 80it............. 32 400
43 200 — une paire et un brelan, soit .. 43 200
1350 — une paire et un carré, soit... 1350
735 750 numéros comprenant au total ........... 984 150

Le résultat concorde bien avec celui que nous avions déduit
du Tableau II, ce qui confirme I’exactitude de nos calculs.

On conclut de méme du Tableau II qu’il y a en tout
145 800 brelans qui, d’aprés le Tableau I, se décomposent
ainsi :

100 800 numéros a un brelan isolé.............. 100 800
43200 — o le brelan est accompagné d’une

PAITE .o vvveinirannnnnnnennn 43 200

900 — a deux brelans ................ 1 800

Torar......... 145 800

Il y a enfin, d’aprés le Tableau II, 12 150 carrés en tout,
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dont 10 800 sont isolés et 1350 accompagnés d’une paire,
d’apres le Tableau I.

Indiquons, pour terminer, une conséquence curieuse des
chiffres du Tableau II.

Supposons qu’un joueur parie sur la sortie des paires et
qu'on lui promette autant de fois 10 francs que le numéro
sorti renferme de paires. S’il joue un million de fois et si tous
les numéros sortent, il verra en tout 984 150 paires, soit bien
prés d’un million. Si donc son enjeu est de 10 francs, le jeu
est bien prés d’étre équitable ; il ne réserve qu'un bénéfice
de 15 a 16 pour 1 000, soit environ 1 1/2 9 a 'entrepreneur
de la loterie qui s’est engagé a verser 10 francs par paire sortie.
Mais il est remarquable que I'on peut rendre le jeu entiére-
ment équitable en convenant que chaque terne, carré, quine
ou sextuple sera payé, non pas 10 francs comme la paire, mais
seulement un franc. En effet, d’aprés le Tableau I, le nombre
total des ternes, carrés, quines et sextuples pour le chiffre 7
est :

14 580 + 1 215 4 54 + 1 = 15 850

Le nombre total serait 10 fois plus grand pour I’ensemble
des chiffres mais, si nous ne versons, pour chacune de ces
sorties, que le dixiéme de la mise (1 franc au lieu de 10 francs),
nous devrons ajouter simplement 15 850 a 984 150, ce qui
donne exactement un million.

Ce résultat assez remarquable est une conséquence de la
relation suivante, que nos lecteurs n’auront pas de peine a
démontrer :

150.9% + (108 — 9% — 6.95 — 15.9%) = 108

Ainsi, le jeu suivant est parfaitement équitable; Pierre
verse 10 francs a Paul avant le tirage de la loterie et, si le
numéro qui gagne le gros lot de la loterie comporte des paires,
Paul verse a Pierre autant de fois dix francs qu’il y a de
paires ; si, & la place des paires, ou a coté d’elles, un chiffre
est répété plus de deux fois, Paul verse a Pierre un franc pour
chacun de ces groupes comprenant plus de deux chiffres iden-
tiques (ternes, carrés, quines ou sextuples). Ainsi, les gains
possibles de Pierre sont les suivants (d’od il faudrait déduire
sa mise égale a 10 francs) :

Une paire....... 10 francs Brelan.......... 1 frane
Deux paires..... 20 — Deux brelans.... 2 —

Trois paires. . ... 30 — Carré........... 1

Paire et brelan.. 11 — Quine .......... 1 —

Paire et carré... 11 Sextuple ..... .1



NOTE 11
Sur la formule de Poisson

37. Formule de Poisson. — La formule de Poisson fait
connaitre les probabilités relatives aux événements fortuits
qui se succedent sans autre loi que l'existence reconnue
d’une certaine fréquence moyenne. Si, par exemple, une
roulette fonctionne a la cadence d’un coup par minute,
chaque numéro, par exemple 17, sortira en moyenne une
fois toutes les 37 minutes : c’est la fréquence moyenne (1).
11 est des phénomenes parfois fort importants qui rentrent
dans cette définition ; tel est le cas des émissions de par-
ticules qui correspondent a la désintégration de certaines
molécules radioactives ; pour une masse donnée de radium,
le nombre moyen des atomes désintégrés pendant un certain
intervalle de temps est une constante bien déterminée.

On peut représenter les intervalles de temps par des lon-
gueurs proportionnelles portées sur une droite; au lieu de
parler de la répartition des événements dans le temps, on
pourra parler de la répartition des points sur la droite ; ces
points peuvent étre considérés comme répartis au hasard,
sous la seule condition que leur densité moyenne est constante,
la densité étant le nombre de points par unité de longueur ;
si elle est désignée par d, le nombre de points situés sur une
longueur a sera, en moyenne, ad.

Considérons donc, soit un intervalle de temps, soit une
portion déterminée de la droite et désignons par b = ad le

(1) En réalité, la loi de Poisson est une loi limite qui ne s’ap-
pliquerait rigoureusement que si I'on pouvait imaginer une rou-
lette dont la cadence serait de plus en plus rapide, tandis que les
numéros possibles seraient de plus en plus nombreux ; par exemple,
pour une roulette de 600 numéros fonctionnant une fois par seconde
chaque numéro sortirait en mopenne toutes les dix minutes.
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nombre moyen d’événements ou de points que ’on peut s’at-
tendre & observer dans I'intervalle de temps donné ou sur la
portion donnée de la droite. Ce nombre b n’est généralement
pas un nombre entier ; méme dans le cas od b est entier
il n’arrivera pas toujours que l’on observera précisément le
nombre b. La loi de Poisson fait connaitre la probabilité pour
que ’on observe précisément n événements (ou nr points)
au lieu du nombre moyen b ; cette probabilité P est :

bn

) P—e—d>

Telle est la formule de Poisson, dans laquelle e désigne, selon
I’usage, la base des logarithmes népériens (e = 2,718281828...).
Dans le cas ot b = 1, la formule (1) devient :

11
“en!

@ P

C’est d’apres cette formule (2) qu’ont £té calculés les nombres
donnés au chapitre IV,
On a, en effet :

= 0,36788...

|-

et les formules (1) et (2) s’appliquent aussi dans le cas ol
n = 0, a condition d’y remplacer, en ce cas, n! par 'unité.

(On sait que n! désigne le produit des n premiers nombres
entiers; on a (n +1)! =(n + 1)n! et, si 'on fait, dans
cette formule n = 0, on en déduit bien 0! = 1.)

38. Probléme de Pattente au guichet. — C’est grace a la
formule de Poisson (et a d’autres calculs) qu’ont pu étre obte-
nus les résultats indiqués au chapitre IV au sujet du probléme
de I'attente a un guichet. Admettons que le nombre des clients
du guichet soit N par jour et que chaque client reste a minutes ;
nous supposons que le produit Na est inférieur a la durée
totale D d’ouverture du guichet ; plus précisément, que Na =
= Do, ¢ étant un nombre inférieur a I'unité.

Comme nous I’'avons observé, on peut partager I’ensemble
des clients en séries, chaque série étant formée des clients qui
se succédent sans interruption, tandis que, dans l’intervalle
de deux séries, 'acces du guichet reste libre. La probabilité
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pour qu’une série soit composée de n clients est donnée par la
formule (1)
—2
P, —e—nogn—1 "

(n—1)!

C’est de cette formule que I'on a déduit les résultats numé-
riques donnés au chapitre IV.

(1) Pour la démonstration, voir Emile BorgL, Sur I'emplol du
théoréme de Bernoulli, pour le calcul d’une infinité de coefficients.
Application au probléme d’attente @ un guichet (comptes rendus
de I’Académie des Sciences, mars 1942).



NOTE III

Sur les Tables de Mortalité
et les statistiques relatives aux causes de décés

39. Tables de Mortalité des Compagnies francaises. — C’est
au milien du xvine sidcle que Deparcieux établit les pre-
miéres Tables de Mortalité et calcula les probabilités de déces
qui s’en déduisent. Depuis lors, les recherches statistiques sur
la mortalité ont été fort nombreuses et ont atteint une trés
grande perfection, notamment, dans certains pays et dans
certaines grandes villes ; les statistiques faites par les compa-
gnies d’assurance sur leur propre clientéle sont plus parti-
culi¢res, mais sont, & un certain point de vue, au moins aussi
intéressantes que les statistiques plus générales.

Toutefois les Compagnies frangaises se servent aujourd’hui
des Tables P. M. 1946-49 et P. F. 1946-49 que nous repro-
duisons p. 108 et 109.



TABLE DE MORTALITE

X Ix dx x Ix dx
0 | 1000000 68 620 53 766 114 9592
1 931 380 6 706 54 756 522 10 266
2 924 674 2672 55 746 256 10 985
3 922 002 1733 56 735 271 11 750
4 920 269 1417 57 723 521 12 560
5 918 852 1213 58 710 961 13 423
6 917 639 1064 59 697 538 14 327
7 916 575 944 || 60 683 211 15 277
8 915 631 842 | 61 667 934 16 271
9 914 789 778 62 651 663 17 302
10 914 011 749 63 634 361 18 361
11 913 262 758 64 615996 | 19447
12 912 504 803 65 596 549 | 20 570
13 911 701 884 66 575 979 21 657
14 910 817 1002 67 554 322 22 749
15 909 815 1146 68 531 573 23 820
16 908 669 1318 69 507 753 24 849
17 907 351 1488 70 482 904 25 806
18 905 863 1667 71 457 098 26 681
19 904 196 1836 72 430 417 27 435
20 | 902360 1976 73 402 982 28 056
21 | 900384 2 089 74 374 926 28 502
22 898 295 2129 75 346 424 28 753
23 896 166 2169 76 317 671 28 784
24 893 997 2226 77 288 887 28 565
25 891 771 2283 78 260322 ' 28086
26 889 488 2 348 79 232236 | 27330
27 887 140 2413 80 204 906 26 289
28 884 727 2486 81 | 178617 24 972
29 882 241 2 567 82 153 645 23 397
30 879 674 2 665 83 138248 21591
31 877 009 2763 84 108657 | 19595
32 874 246 2 868 85 89062 | 17460
33 871 378 2 989 86 71602 | 15246
34 868 389 3126 87 56356 ' 13022
35 865 263 3262 88 43 334 10 856
36 862 001 3422 89 32478 '+ 8811
37 858 579 3597 90 23 667 6 945
38 854 982 3779 91 16 722 5301
39 851 203 3984 92 11 421 3906
40 847 219 4211 93 7515 2768
41 843 008 4451 94 4747 1880
42 838 557 4713 95 2 867 1219
43 833 844 5003 96 1648 751
44 828 841 5313 97 897 437
45 823 528 5 658 98 460 239
46 817 870 | 6028 99 221 122
47 811842 ! 6 430 100 99 58
48 805 412 6 862 101 41 26
49 798 550 7 267 102 15 10
50 791 283 7 834 103 5 3
51 783 449 8375 104 2 2
52 775 074 8 960

P. M. 1946-1949 ajustée par la formule de Makeham.

Ix = nombre des vivants a 1’age x.

dx = nombre des décés entre 1'age x et 1’age x + 1.
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X 1x dx X Ix dx
1 000 000 52 920 53 | 866385 5 649
1 947 080 5133 51 | 860 736 6163
2 941 947 1375 55 | 854573 6725
3 940 572 583 56 | 847 848 7 342
r 939 989 104 57 | 840 506 8018
5 ' 930585 . 338 58 | 832488 8 749
6 ' 939247 - 282 59 | 823739 9 547
7 9339065 | 244 60 | 814192 10 422
8 938 721 216 | 61 | 803770 11 373
9 938 505 197 62 | 1792397 12385
10 938 308 188 63 | 780 012 13 479
11 | 938120 188 61 | 766533 14 648
12 | 937932 197 65 | 751885 15 902
13 | 937735 225 66 | 735983 17 229
14 | 937510 253 67 | 718754 18 630
15 | 937257 | 300 68 | 700124 20 094
16 | 936957 ° 356 69 | 680030 21 618
17 | 936601 112 70 | 658 412 23137
18 936 189 487 71 | 635275 24 782
19 935 702 636 72 | 610493 26 379
20 935 066 795 73 | 584114 27 962
21 934 271 944 74 | 556152 29 487
22 933 327 961 75 | 526665 30 926
23 932 366 988 76 | 495739 32 233
24 931 378 1006 77 | 463 506 33 359
25 930 372 1033 78 | 430147 31 266
26 929 339 1059 79 | 395881 34 889
27 928 280 1095 80 | 360992 35 182
28 927 185 1131 81 | 325810 35 100
29 926 054 1167 82 | 290710 34 600
30 924 887 1212 83 | 256110 33 653
31 923 675 1265 84 | 222457 32 254
32 922 410 1319 85 | 190203 30 402
33 921 091 1382 86 | 159 801 28136
34 919 709 1444 87 | 131665 25 509
35 918 265 1524 88 | 106156 22 608
36 916 741 1 604 89 83 548 19 535
37 915 137 1702 90 64 013 16 412
38 913 435 1799 91 47 601 13 361
39 911 636 1014 92 34 240 10 504
10 909 722 2 047 93 23 736 7945
41 907 675 2187 94 15 791 5 756
42 905 488 2345 95 10 035 3974
43 903 143 2511 96 6 061 2601
44 900 632 2711 97 3 460 1605
45 897 921 2918 98 1855 928
46 895 003 3150 99 927 198
47 891 853 3416 100 429 247
48 888 437 3705 101 182 112
49 884 732 1026 102 70 16
50 880706 | 4377 103 24 16
51 876329 | 4758 104 8 6
52 871571 | 5186 105 2 2

Table de mortalité P. F. 1946-1949 rectifiée et ajustée par la
formule de Makeham, dite Table Petit :
Ix = nombre des vivants a I’Age x.
dX = nombre des décés entre I’dge x et I'Age x + 1.
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40. Tables de la Statistique générale de la France. — Ces
Tables sont é&tablies, tous les dix ans, par la Statistique
générale de la France, en combinant les statistiques de la
mortalité d’aprés les registres de 1'état civil au cours d’une
période de six années, avec un recensement effectué a
peu prés au milieu de cette période, recensement qui fait
connaitre la distribution de la population par éges.

Pour éviter de prendre trop de place, nous avons simplifié
ces Tables en supprimant des décimales superflues et en nous
bornant, a partir de I’dge de 5 ans, aux #ges qui sont multiples
de 5.

La Table fait connaitre le nombre des survivants sur
1000 naissances, le quotient annuel de mortalité & chaque
age (c’est-a-dire le nombre moyen de décés dans I’année pour
1 000 personnes de cet age), et enfin I’espérance de vie, c’est-
a-dire P'espérance mathématique d’un joueur qui devrait
toucher 1 franc par année de vie de la personne considérée
(en faisant abstraction, bien entendu, de 'intérét de ’argent).
Les Tables sont établies séparément pour le sexe masculin
et pour le sexe féminin, on remarquera que les quotients de
mortalité, 2 presque tous les dges, sont notablement plus
élevés pour les hommes que pour les femmes. Ces quotients
de mortalité se rapportent a 1000 habitants.
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TABLES DE MORTALITE
de la population francaise (1928-1933)

A = ages.
SM = survivants (sexe masculin).
SF = survivants (sexe féminin).
QM = quotient de mortalité pour 1 000 (sexe masculin) de
IPage A a A41.
QF = quotient de mortalité pour 1 000 (sexe féminin) de
lage A a A+1.
EM = espérance de vie (sexe masculin).
EF = espérance de vie (sexe féminin).
A| sM |ou | EM! sF | oF | EF | A
0| 1.000 90 54,3 | 1.000 72 59,0 0
1 910 17 58,6 928 15 62,5 1
2 894 6,7| 58,6 | 914 6,3 | 62,5 2
3 888 4,3 | 58,0 909 4,0 | 61,9 3
4 885 3,4 | 57,3 905 3,2 | 61,1 4
5 882 2,8 | 56,5 902 2,8 60,3 5
10| 872 1,6 | 52,1 892 1,6 | 559 | 10
15 864 2,5, 47,5 884 3,0 51,4 15
20 849 5,2 | 43,3 867 4,8 | 47,4 20
25 827 5,2 | 39,4 846 5,0 | 43,5 25
30 805 59| 35,4 825 4,8 | 39,5 30
35 780 71| 31,5 806 5,1} 354 35
40 750 8,9 27,6 784 6,1 31,4 40
45 713 12 23,9 759 7,5 27,3 45
50 669 15 20,3 721 9,8 | 23,4 50
55 613 21 16,9 688 13 19,6 55
60 544 29 13,8 637 19 15,9 60
65 458 42 10,9 567 30 12,6 65
70 354 64 8,3 472 48 9,6 70
15 261 92 6,5 375 72 1,5 75
80 125 153 4,4 120 128 5,1 80
85 45 234 3,2 91 200 3,6 85
90 9,6 | 303 2,6 24 285 2,7 90
95 1,4 | 334 2,3 3,8 | 336 2,4 95
100 0,2 | 348 1,5 0,5 | 346 2,1 | 100
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Pour permettre a nos lecteurs de se rendre compte de la
diminution progressive de la mortalité, nous avons donné,
ci-aprés, pour les ages multiples de 10, les nombres de survi-
vants pour 1 000 nés vivants, d’aprés la Statistique générale
de la France, pour les périodes de six ans, se terminant en 1903,
1913, 1923, 1933. (En raison de la guerre, la période se termi-
nant en 1923 est seulement de 4 ans.)

On constate une amélioration notable, constante et régu-
litre du nombre des survivants a tous les ages.

SURVIVANTS POUR 1000 NES VIVANTS
pour les périodes se terminant
en 1903 (1898-1903), en 1913 (1908-1913), 1923 (1920-
1923) et 1938 (1934-1938) (Statistique générale dela France).

Sexe masculin Sexe féminin

Ages
1903 {1913 (1923 {1938 | 1903 | 1913 | 1923 | 1938

1 |[837 (866 [892 | 924 | 864 | 888 912 | 940
10 [759 (806 (845 | 891 | 786 | 827 866 911
20 (729 (779 |819 | 872 | 752 | 7917 837 891
30 |677 (727 |767 | 831 | 701 | 750 790 843
40 [616 (666 712 | 775 | 646 | 698 742 819
50 [538 |583 |638 | 691 | 584 | 636 684 | 763
60 [432 (465 |521 | 561 | 494 | 545 595 | 672
70 | 275 |295 |344 | 366 | 341 | 383 | 436 508
80 88 | 97 (119 | 135 | 128 | 150 182 | 241
90 7,3, 17,6| 88| 12 15 17 20 35

Aprés 1938, le nombre annuel des décés a notablement aug-
menté pendant les années de guerre et d’occupation et a, par
contre, beaucoup diminué au cours des années 1946, 1947,
1948. D’autre part, en 1949, une forte épidémie de grippe a
produit, au cours du premier trimestre 198 000 déces, soit
57 000 de plus qu’en 1948. Mais la diminution de la mortalité
est un phénoméne important et durable, résultant d’une
amélioration réelle, conséquence des progrés de la médecine
et de I’hygiéne. Pour la période 1946-49, la Table de la
page 108 donne, pour le sexe masculin, sur 1 000 nés vivants,
24 survivants a ’dge de 90 ans.
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Le tableau suivant donne les nombres des décés de 1938
a 1948, suivant que I'on y comprend ou non les décés par faits
de guerre.

A et B : nombre de décés, en milliers d’habitants de 1938
a 1948.

A (y compris les décés par faits de guerre enregistrés a I’état
civil),

B (non compris les décés par faits de guerre).

A’ et B’ (taux respectifs par 10 000 habitants).

38|39 |40 |41 | 42 [ 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48

A [647(642| 760|674 |657| 631|744 | 658 | 542 | 533 | 506
A’ | 154|153 (185|170 | 167|161 191|166 | 134|130 |122
B | 647]632| 738|673 | 654 | 624 | 664 | 656 | 542 | 533 | 506
B’ |154 /151|180 |170|166|160|170 165|134 |130 122

41. Tables de Survie par générations. — Dans les Tables
précédentes, le taux de mortalité pour un certain age est
calculé, au cours d’une année déterminée, en divisant le nom-
bre de décés de cet age enregistrés a 1’état civil par le nombre
total des personnes de cet age, tel qu'on peut le calculer
d’aprés les recensements, Ces taux sont naturellement ajustés
de manitre que la courbe qui les représente ait une allure
continue et Pon déduit de ces taux les survivants a chaque
age.
Dans les Tables de Survie par générations telles que nous les
donnons ci-aprés d’aprés M. Pierre Delaporte (publications
de la Statistique générale), on procéde d’une maniere diffé-
rente. Pour la génération née en 1820, par exemple, le taux de
mortalité a I'age de 55 ans est calculé d’aprés les statistiques
de I’année 1875 ; telle est la raison pour laquelle ces Tables,
calculées & une époque ou les statistiques connues ne dépas-
saient pas I’année 1935, s’arrétent a ’age de 75 ans pour la
génération née en 1860 et a I’age de 35 ans pour la génération
née en 1900.

Bien entendu, ici aussi, des ajustements sont nécessaires
pour dégager la véritable allure générale des phénoménes,
allure qui serait perturbée par des causes accidentelles sur-
venues telle ou telle année.

E. BOREL 8
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TAUX DE MORTALITE PAR GENERATION
(Décés de ’age n a n + 1 sur 100 000 d’age n)

Ages Nés en 1820 Nés en 1860 Nés en 1900
n M F M P M P
0 17 600 15270 16 500 16 500 16 500 13 600
1 6400 6 200 7470 6780 3 3170
5 1520 1500 1 350 1330 530 570
10 635 735 500 620 240 260
15 675 716 450 570 280 370
20 872 878 820 720 620 520
25 1020 926 960 790 590 550
30 825 964 830 840 600 480
35 930 1004 960 870 680 460
40 1074 1068 1110 890
45 1310 1177 1350 970
50 1545 1382 1610 1150
56 2090 1750 2090 1460
60 3000 2 560 3000 2 080
65 4 460 3 860 4 460 3180
70 6720 5900 6 720 4940
% 10 620 9 200 10 620 7830
80 16 050 14 000
85 22 800 20 500
90 29 300 26 600
95 35 500 33 600
99 42 000 39 900

TABLES DE SURVIE DE GENERATIONS
pour 100 000 naissances

Nés en 1820 Nés en 1860 Nés en 1900
M F M F M F

1 82 400 84730 83 500 83 500 83 500 86 400
5 70 948 73 167 71192 71 879 77 993 80 675
10 67 133 69 252 68 168 68 584 76 561 79 066

80 7838 10 336
86 2785 4200
90 636 1150
95 94 200
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42. Statistique des décés suivant leurs canses. — Comme
nous P'avons dit, cette statistique a fait de grands progrés.
Nous donnons ci-aprés la classification officielle des causes,
en nous bornant aux divisions principales (dont chacune est
pratiquement divisée en un nombre plus ou moins grand de
rubriques plus spéciales).

NOMENCLATURE DES CAUSES DE DECES

I. — Maladies infectieuses et parasitaires.
II. — Cancers et autres tumeurs,
1I1. — Maladies générales et avitaminoses.
IV. — Maladies du sang et des organes hématopoiétiques.
V. — Empoisonnements chroniques et intoxications.
VI. — Maladies du systéme nerveux et des organes des
sens,
VII. — Maladies de I’appareil circulatoire.
VIII. — Maladies de D’appareil respiratoire (sauf tuber-
culose comprise dans I).
IX. — Maladies de I'appareil digestif.
X. — Maladies de I’appareil urinaire et de P’appareil
génital.
XI. — Maladies de la grossesse, de I’accouchement et de
I’état puerpéral,
XII. — Maladies de la peau et du tissu cellulaire.
XIII. — Maladies des os et des organes du mouvement.
XIV. — Vices de conformation congénitaux (mort-nés
non compris).
XV. — Maladies particuliéres & la premiére année de la
vie (mort-nés non compris).
XVI. — Sénilité, vieillesse.
XVII. — Morts violentes ou accidentelles.
XVIII. — Causes indéterminées.
XIX. — Total général.

Les causes III, IV, V, XI, XII, XIII, XIV produisant un
nombre relativement faible de décés ont été groupées ci-aprés
sous la lettre G.
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DECES SUIVANT LE SEXE EN 1948

08
desljauses Sexe masculin | Sexe féminin Total
I 24 499 16 564 41 063
I 34 352 36 512 70 864
VI 31 812 36195 68 007
\21¢ 49 609 50 810 100 429
VIII 24 747 23 266 48 013
IX 14 561 11 605 26 166
X 14 367 9 342 23 709
XV 8132 5 892 14 024
XVI1 14 788 23 714 38 502
XVII 18 872 7536 26 408
G 6 709 7081 13 790
XVIII 18 539 16 773 35 312
XIX 260 987 245 290 506 287
1§

DECES PAR AGE EN 1948
pour les causes principales (sexe masculin)

Ages I I VI VII | VIII | IX |XVII

0-1 11813 26 | 2686 202 4 555 | 3 735 313

1-4 872 61 522 51| 1728 | 445 581

5-9 288 57 141 78 67 70 315
10-14 205 51 117 90 46 84 309
15-19 563 73 153 139 69 107 811
20-24 | 1301 117 167 191 132 147 | 1241
25-29 | 1596 147 178 231 | 141 176 | 11171
30-34 | 1075 127 162 225| 122 164 926
35-39 | 1818 407 325 537 256 329 | 1434
40-44 | 2246 | 1033 503 996 | 488 573 | 1763
45-49 | 2672 | 2146 855 | 1724| 851 894 | 1768
50-54 | 2143 | 2831 | 1203 | 2339|1009 | 1024 | 1481
55-59 | 1965 | 3525 | 1695 | 3270|1190 | 1029|1230
60-64 | 1840 | 4745 | 2692 | 5265|1749 | 1308 | 1293
65-69 | 1625 | 5600 | 4027 | 6962|2279 | 1352|1246
70-79 | 2000 |10 579 {11098 {17977 | 6 719 | 2269 | 2131
80-99 477 | 2827 | 5288 | 9331|4346 855 859
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DECES PAR AGE EN 1948
pour les causes principales (sexe féminin)

Ages I 11 VI VII | VIII | IX |XVII

0-1 1456 24| 1790 151 | 3400 | 2 628 205

1-4 813 53 408 55 663 325 433

5-9 299 49 107 57 67 50 152
10-14 250 34 64 68 52 64 73
15-19 723 60 126 113 93 91 200
20-24 | 1358 93 128 189 107 123 256
25-29 | 1483 118 139 283 151 135 236
30-34 859 205 132 264 123 127 229
35-39 | 1093 641 260 4741 191 244 323
40-44 | 1063 | 1127 392 646 228 418 365
45-49 955 | 1955 745 1075 354 570 386
50-54 838 | 2728 1259 1513 466 670 468
55-59 914 | 3513| 1904| 2250 672 720 451
60-64 992 | 4501 | 2948 3794|1116 898 510
65-69 | 1015 | 5403 | 4442| 6083|1757 | 1065 563
70-79 | 1 702 |11 261 {13 021 |18 963 | 6 775 | 2194 | 1 353
80-99 751 ]| 4747) 8380 (14832 7051 | 1283|1333

Nous ne reproduirons pas les statistiques par départements,
ni les statistiques rétrospectives ; ceux de nos lecteurs qui s’y
intéresseraient les trouveront dans I’ Annuaire de la Statistique
générale de la France publié par le Service de la Statistique
générale de la France, 11, boulevard Haussmann, Paris (9¢),
et imprimé par I'Imprimerie Nationale.
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