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Avertissement

Ce modeste ouvrage a été rédigé a partir des notes d’un cours public donné
a la Faculté des Sciences de 1’Université de Lausanne en hiver 1982-1983. L’an-
nonce en précisait que “les connaissances préalables requises sont celles du pro-
gramme mathématique de la maturité classique”, c’est-a-dire du baccalauréat
littéraire. Le texte qui suit est un peu plus exigeant, en ce sens qu’il suppose une
bonne pratique des notations formelles et du langage ensembliste. A partir du
chapitre 7, le lecteur trouvera des développements nécessitant quelques notions
supplémentaires — d’ailleurs simples — sur les ensembles, les groupes et les nombres
réels. Ils ne sont pas indispensables a la compréhension du reste de 'ouvrage.

L’exposé combine des démonstrations de type mathématique, des commen-
taires ouvrant des perspectives plus larges sur la logique en général, des indications
historiques et quelques exercices placés en fin de volume. Il ne prétend aucunement
a Poriginalité. Ainsi, le théoréme de complétude de Godel est-il établi en suivant
de prés le canevas donné par Jon Barwise dans le chapitre “An Introduction to
First-Order-Logic” du Handbook of Mathematical Logic (Studies in Logic,
vol. 90). Le présent ouvrage a pour seul propos de mettre a la disposition du
profane des faits de logique a la fois élémentaires, non banals et peu accessibles
dans I’édition en langue frangaise.

L’établissement du texte est dit pour I’essentiel 8 MM. Jacques Perrinjaquet
et Gérard Schibler, assistants a la Faculté des Sciences de Lausanne. Ils ont
grandement amélioré sa présentation et comblé des lacunes sensibles dans certaines
démonstrations. M. Perrinjaquet a en outre établi les index et corrigé le manuscrit.
Je tiens a exprimer a ces deux précieux collaborateurs ma trés vive reconnaissance.

Je dois encore dire I'obligation que j’ai au professeur Jean-Jacques Loeffel,
président de la Commission d’histoire et de méthode des sciences de la Faculté des
Sciences de I’Université de Lausanne, qui a suscité a la fois le cours public et la
publication de cet ouvrage. Mes remerciements vont aussi & Madame Suzanne
Assal qui a dactylographié le manuscrit avec infiniment de patience et de dévoue-
ment. 4

La réalisation de cet ouvrage a été rendue possible par I’aide matérielle de
la Faculté des Sciences, du Fonds Landry, de la Fondation Herbette, de la
Fondation Chuard-Schmidt et par la précieuse collaboration des Presses Polytech-
niques Romandes. A tous mes collégues, j’exprime ma trés sincére gratitude.

Conventions

L’ouvrage est découpé en chapitres numérotés par un nombre arabe a partir
de 0. Chaque chapitre est divisé en paragraphes; chacun d’eux est repéré par deux
nombres arabes séparés par un point. 5.0 désigne le paragraphe 0 du chapitre 5,
par exemple. A l'intérieur d’un paragraphe, les définitions, les propositions, les
remarques, etc. sont repérées par trois nombres arabes séparés par des points. Cas



échéant, les subdivisions d’une remarque, d’un exemple sont repérées par quatre
nombres arabes séparés par des points.

Les équations ou formules hors texte sont numérotées par ordre dans leur
chapitre. (6.4) désigne la formule numéro 4 dans le chapitre 6. Une numérotation
analogue est utilisée pour les figures. Le terme ou la locution introduits spécifique-
ment par une définition ou une remarque y apparaissent en italique maigre. Un
passage ou un mot important sont composés en italique gras.

La fin des démonstrations est marquée par le signe 0. Les passages ou
paragraphes exigeant des connaissances mathématiques plus avancées ou d’une
lecture plus difficile sont précédésv et suivis du signe M. Ils peuvent étre laissés de
c6té dans une premiére lecture.

Servion, juin 1987.



CHAPITRE 0

Préeambule

0.0 ORIGINE DE LA LOGIQUE

Le mot “logique” vient du grec logos qui signifie parole, verbe.

Il nous est difficile aujourd’hui de prendre conscience du pouvoir mystérieux
que peut détenir la parole. Nous vivons une période d’inflation verbale. L’éther est
traversé en permanence par des milliers de discours que nous sommes appelés a
capter, a enregistrer et a reproduire. La presse déverse quotidiennement une
logorrhée irrépressible. Les mots sombrent dans I’insignifiance. Il faut constam-
ment en augmenter la ration journaliére, & moins de recourir a des néologismes
audacieux et a des expressions choquantes pour exciter artificiellement notre
écoute.

Toutefois, nous pouvons observer qu’a 1’occasion I’éloquence d’un avocat
ou d’un homme politique peut retourner une situation. Il nous arrive d’éprouver
les méfaits d’un ragot ou d’un compte rendu tendancieux. L’intrigue de certaines
piéces de théitre repose essentiellement sur la présence d’un individu — Scapin ou
Iago — qui manipule les autres personnages par ses seuls discours. Le phénoméne
est encore plus net dans la fable du Corbeau et du Renard. La plupart des
civilisations anciennes et certaines civilisations actuelles scellent les actes impor-
tants de la vie par des contrats oraux. Aujourd’hui encore, chez nous, le mariage
requiert la prononciation d’un oui sacramentel. Certains individus anachroniques
persistent a se sentir engagés par leur parole d’honneur.

Nous constatons que la parole peut étre action directe. Mais elle est souvent
chargée d’un pouvoir en quelque sorte magique. Passons sur les innombrables
bénédictions et malédictions qui jalonnent I’'Histoire. Nous n’évoquerons par non
plus tous les enfants qui ont abimeé leurs genoux et leurs habits du dimanche juste
aprés que leurs parents leur ont dit qu’ils allaient tomber. En revanche, nous
noterons que certaines argumentations portent pour des raisons qui n’ont rien de
raisonnable. Ainsi, a I'occasion d’une votation populaire, les partisans des chas-
seurs ’emportérent-ils en partie grace a I’argument selon lequel Hitler détestait la
chasse. Il s’agit d’un amalgame purement verbal mais non dénué d’efficacité.
Certaines analogies, purement verbales elles aussi, peuvent susciter tantot des
inventions intéressantes, tantot d’étranges élucubrations. Cela se présente lors-
qu’on compare I’esprit humain a un grenier qu’il faut meubler ou I’école 4 une
fabrique. L’exploitation de ce genre de rapprochement s’apparente a la médecine
sympathique qui soigne un mal a I’aide d’un objet qui présente avec lui certaines
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similitudes. Par exemple, on traitait jadis la jaunisse en faisant boire du vin ou
avaient macéreé des piéces d’or. Nous ne sommes d’ailleurs pas tous exempts d’une
espéce de crainte a 1’égard du pouvoir magique de la parole. Imaginons qu’un ami
nous dérange par téléphone a une heure indue et que nous nous exclamions
par-devers nous: “Que ne se casse-t-il plutot une jambe!” Si nous apprenons le
lendemain qu’il s’est effectivement cassé la jambe, nous nous empresserons d’aller
le trouver sur son lit de souffrance avec trois romans policiers et un kilo et demi
de chocolat, soit environ trois fois plus qu’il ne serait rigoureusement nécessaire.

Il est dés lors facile de comprendre que diverses civilisations, en particulier
celles dont nous descendons, aient adopté une cosmologie, des mythes d’origine
faisant intervenir une Parole, un logos. “Au commencement le Verbe était et le
Verbe était avec Dieu et le Verbe était Dieu” lit-on au début de I’Evangile selon
Saint Jean.

Selon cette conception, on se représente le monde comme un mécanisme régi
par des lois qu'un démiurge a édictées dans une langue sacrée — sanscrit, grec,
hébreux, arabe, ... — connues de certains hommes. La cohérence du monde est
garantie par celle de la parole. La création est donc intelligible. Cette représenta-
tion était largement répandue dans I’Antiquité. Elle apparait explicitement chez
Zénon d’Elée (Ve siécle av. J.-C.) et les Upanishads en prose (500-800 av. J.-C.).
Elle n’est d’ailleurs pas entiérement étrangére aux esprits apparemment les moins
attachés aux antiques superstitions puisque, aujourd’hui encore, on parle couram-
ment des “lois scientifiques” et du “grand livre de la nature”.

0.1 LA LOGIQUE ARISTOTELICIENNE

La logique ancienne a atteint un sommet avec Aristote. Les régles péripatéticiennes
ont été reprises et développées par les auteurs grecs, latins, juifs, arabes et par les
scolastiques. Le terme méme de “logique” ne s’est définitivement imposé qu’au
Moyen Age. Aristote n’a pas consacré expressément d’ouvrage a la seule logique.
Il en a exposé les diverses parties dans ’ensemble de traités groupés sous le nom
d’Organon (instrument) ainsi que dans d’autres livres tels que la Métaphysique ou
la Politique. En effet, il ne la considére pas comme une discipline parmi d’autres;
la logique est pour lui “la science des sciences”.

Pour en présenter le mécanisme, nous ferons appel a une terminologie qui
n’a été explicitée que plus tardivement. Traditionnellement, un concept résulte
d’une série de jugements portant sur des individus. Par exemple, le concept Homme
s’obtient en soumettant une certaine collection d’objets individuels a une grille de
tests: respire-t-il? combien a-t-il de membres? peut-il rire? est-il mortel? ... L’ensem-
ble des réponses obtenues constitue une donnée verbale appelée compréhension du
concept Homme. L’extension de ce concept est la collection de tous les objets
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individuels - ici les hommes — satisfaisant les critéres inscrits dans sa compréhen-
sion. La compréhension et I’extension d’un concept sont étroitement liées. Cha-
cune d’elles détermine 'autre. Lorsque I"une croit, ’autre décroit. Il faut plus de
propriétés pour caractériser le concept Jardinier que le concept Homme. En
revanche, seuls certains hommes sont jardiniers.

Les individus et les concepts entretiennent un vaste réseau de relations
d’appartenance ou d’inclusion. L’individu Socrate appartient a I’extension du
concept Homme et toutes les données de la compréhension du concept Homme
conviennent a Socrate, ce que ’on traduit par “Socrate est un homme”. De méme
le concept Saule est subordonné au concept Arbre en ce sens que I’extension du
premier est incluse dans celle du second et que les caractéres de ’arbre s’appliquent
tous au concept Saule. Et cela se dit: “tout saule est un arbre”. Un assertion telle
que “ce poisson est rouge” exprime que ce poisson individuel appartient a ’exten-
sion de Chose rouge. La Logique aristotélicienne exploite ’organigramme des
individus et des concepts et elle produit des raisonnements tels que le syllogisme
bien connu:

tout homme est mortel
Socrate est un homme
Donc Socrate est mortel.

Ce qui précéde appelle trois remarques.

D’abord, les choses qui nous entourent paraissent se ranger spontanément
dans les extensions de concepts bien distincts. Ce n’est pas étonnant pour les objets
fabriqués par ’homme. Mais on le constate aussi pour les objets naturels. Il y a
beaucoup de pommiers et beaucoup de saules. Mais il n’existe pas de famille
continue d’arbres passant par variations insensibles du pommier au saule. A nos
yeux, le monde se révéle conforme a un organigramme d’individus et de concepts.
Par 1a, il nous semble intelligible et la logique aristotélicienne se présente comme
’outil de base pour ’appréhender.

On constate ensuite que, pour produire ou comprendre le syllogisme de
Socrate, il est inutile de connaitre le sens exact des mots employés pour désigner
les individus et les concepts. Seule importe sa forme:

tout aestunb
cestuna
Donc c est un b.

D’ou le nom de logique formelle donné généralement a la logique d’Aristote.

Enfin, les régles gouvernant I’appartenance et ’inclusion sont trés simples et
peu nombreuses. D’ou ’opinion assez répandue selon laquelle la logique est une
science banale, bonne pour les esprits bornés et dénués d’imagination. Ce n’est que
dans les situations artificiellement compliquées qu’il convient d’y recourir, pour
déchiffrer une loi ou un réglement, par exemple.
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0.2 LE DECLIN DE LA LOGIQUE ARISTOTELICIENNE

La logique d’Aristote a été inlassablement reprise au long des siécles. D’in-
-nombrables philosophes y ont apporté des commentaires profonds ou non. D’infi-
nies subtilités ont été développées. Mais les principes essentiels n’ont guére varié.
De nos jours encore, les connaissances des profanes en matiére de logique relévent
quasiment toutes de la Logique aristotélicienne. Toutefois, au cours des derniers
siécles et particuliérement aux XIX° et XX siécles, la logique classique a fait ’objet
de critiques assez graves. Les logiciens, certains philosophes et divers mathémati-
ciens — gros utilisateurs de logique — ont mis en évidence certaines insuffisances de
la logique aristotélicienne. On peut parler d’un véritable déclin de cette discipline.
Nous allons essayer d’évoquer trois causes, parmi d’autres, de cette désaffection.

Pour suggérer la premiére, nous partirons d’une remarque inspirée par le
logicien John Stuart-Mill (1806-1873). Reprenons le syllogisme de Socrate. En
vertu de la deuxiéme prémisse, celui qui affirme que “tous les hommes sont
mortels” doit s’assurer au préalable que le qualificatif “mortel” s’applique effecti-
vement a chacun des hommes au nombre desquels figure Socrate. Avec beaucoup
d’indulgence, on est conduit a admettre que la conclusion n’enseigne rien qu’on ne
sache au préalable. Un peu plus de sévérité incite a penser que ce syllogisme est un
cercle vicieux puisque la premiére prémisse suppose vraie la conclusion.

Au lieu d’épiloguer sur cette remarque, essayons de comprendre comment
il se fait que les Anciens n’aient pas constaté que ce raisonnement apparemment
exemplaire €tait une opération stérile, voire une pétition de principe. Notons que
la remarque de Stuart-Mill ne prend en compte que I’extension des concepts en
cause. Tandis qu’Aristote joue alternativement sur la compréhension et I’exten-
sion. “Socrate est un homme” est un constat portant sur ’extension du concept
Homme. Il n’en est pas de méme pour “tout homme est mortel”. Pour Aristote,
c’est un décret divin. Le caractére “mortel” appartient par principe a la com-
préhension du concept Homme. Comment pourrait-on vérifier effectivement que
tout homme vivant est mortel? La conclusion “Socrate est mortel” est dés lors un
“jugement” au sens strict du mot. C’est une création, comme peut I’étre une
sentence de tribunal.

Aristote exploite la conformité de la parole au monde et il explicite les
exigences du logos. En revanche, au XIX° siécle, on admet que la parole humaine
obéit a des régles internes sans liens nécessaires avec un Verbe créateur. Le
syllogisme ne nous apprend rien sur le monde. Il se contente d’assurer la cohérence
de la langue et il nous permet de vérifier que les mots gardent le méme sens au long
du discours. Entre Aristote et Stuart-Mill un retournement philosophique majeur
s’est produit qui appelle un renouvellement de la logique.

La deuxiéme cause que nous mentionnerons pour expliquer le déclin de la
logique aristotélicienne est étroitement liée a I’évolution des mathématiques. Nous
avons noté que la logique classique ne considére que deux relations: I’appartenance
et I’inclusion. Ce sont des relations binaires puisqu’elles portent sur deux termes:
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a est unt élément de B, C est inclus dans D. Ces relations sont prises en compte par
le langage des ensembles: aeB, C = D. Mais les mathématiciens ont imaginé et
utilisé bien d’autres relations. Par exemple:

o des relations unaires: 16 est un nombre pair
sinus est une fonction périodique
o des relations binaires: a égale b

a est paralléle a b
a est perpendiculaire a b
x divise y
o des relations ternaires: x est la somme de y et z
a, b et ¢ passent par un méme point
etc, etc...

Les propriétés de ces relations s’écartent sensiblement de celles de ’appartenance
et de I’inclusion. Il a fallu imaginer une logique capable en permanence de prendre
en compte de nouvelles relations.

Mais il y a plus. La logique d’Aristote, bien que d’essence métaphysique,
était destinée a donner prise sur I’univers accessible a ’homme. C’était une logique
de la finitude, I’infini restant un attribut de la divinité situé au-dela de notre
intelligence et ne se manifestant a nous que sous une forme virtuelle. L’infini était
proprement in-fini, autrement dit indéfini et, partant, inutilisable. Dans le domaine
du fini, il est naturel d’adopter, par exemple, le principe selon lequel “le tout est,
sous tous les rapports, plus grand que la partie”. Mais les géométres grecs — a leur
insu sans doute —, Archiméde, puis les créateurs du calcul infinitésimal se sont
graduellement accoutumés a employer effectivement des collections infinies.

Donnons un exemple de ce qu’on entend par la. Considérons les deux
nombres décimaux:

a=9,9999 ... 999 ...
5=99,9999 ... 999 ...

ou la décimale 9 se répéte indéfiniment. Visiblement, b égale a augmenté de 90.
Mais c’est aussi le nombre 10 fois plus grand que a, obtenu en décalant la virgule
d’un rang vers la droite dans I’expression décimale de a. Donc a+90=10 a, et a
égale 10. Ce raisonnement ne vaut qu’a condition de prendre effectivement en
compte I'infinité des décimales de a.

Les mathématiciens ont dii apprendre a éviter les apparences trompeuses et
introduire de nouvelles régles logiques permettant de maitriser certaines collections
infinies. Ainsi est née, par exemple, 'induction compléte ou démonstration par
récurrence. En contrepartie, il a fallu renoncer a certains principes, tels que celui
du “tout et de la partie”. Ainsi, en décalant la virgule d’un rang vers la droite, on
a Oté réellement un 9 de la suite des décimales de a; mais cette suite n’a pas changé
pour autant. '

La troisiéme cause qui a mobilisé les contempteurs de la logique d’Aristote
est liée a I’existence des paradoxes et des antinomies.



12 Préambule

La conception du monde ou s’enracine la logique aristotélicienne conduit a
admettre que la justesse d’un raisonnement est garantie par I’'usage correct de la
langue. C’est une pensée simple et naturelle a laquelle il semble facile de souscrire.
Elle explique sans doute, au moins en partie, la pérennité de la logique classique.
Trés tot cependant, quelques doutes se sont manifestés sur la cohérence de la
langue elle-méme. Les sophistes grecs produisaient déja des “raisonnements” tels
que celui-ci:

Connais-tu I’homme qui s’avance au loin?
Non! '
Cet homme est ton pére. Donc tu ne connais pas ton pére!

L’impertinence de la conclusion repose sur ’ambiguité du verbe “connai-
tre”. Un autre paradoxe, celui du Menteur, était connu d’Aristote et a retenu
’attention jusqu’au Moyen Age:

Epiménide, le Crétois, dit: “Tous les Crétois sont menteurs”
Epiménide, étant Crétois, ment.

Dong, les Crétois ne mentent pas, et Epiménide non plus.
Donc, tous les Crétois sont menteurs, ...

emarquo i i i icieux.
Remarquons en passant qu’il est facile de sortir de ce cercle vicieux. Il suffit

observer que la négation de “Tou étoi u : xiste u
d’ob la négation de “Tous les Crétois sont menteurs” est: “Il existe un

rétois qui n’est pas menteur”. ut a [¢ u u certaineme
Crét ’est menteur”. On peut alors conclure que ce n’est certainement
pas Epiménide, mais guére plus.

On trouve encore dans certains ouvrages de logique des “syllogismes” tels

que celui-ci:

J’ai mis mes lunettes dans mon étui.
Mon étui est dans ’armoire.
Donc mes lunettes sont dans I’armoire.

qui passe pour un modéle a suivre. Formellement, il est du type:

J’ai mis A dans B
B est dans C
Donc A est dans C.

On constate alors qu’on s’est laissé prendre a un piége lorsqu’on remplace A par
“ma confiance”, B par “mon neveu Paul” et C par “la lune”. Pour rectifier le
“raisonnement” précédent, il faudrait écrire:

Quels que soient A, B et C, si j’ai mis A dans B et si B est dans C, alors A
est dans C.

Or j’ai mis A dans B et B dans C.

Donc A est dans C.

Mais alors la premiére assertion est fausse si on prend en compte tout le champ
sémantique — c’est-a-dire toute I’étendue du sens — du mot “dans”.
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L’exemple qui précéde nous montre que des assertions qui sont banales dans
le domaine matériel deviennent sujettes a caution quand on les transporte a des
objets de pensée. Or les fonctions elliptiques, I’entropie, la propriété intellectuelle
ou le produit national brut sont des objets de pensée et on peut désirer appliquer
la logique aux mathématiques, a la physique, au droit ou aux sciences écono-
miques. Il semble donc difficile de raisonner a ’aide d’une langue naturelle sans
faire intervenir le contenu sémantique des termes employés.

Mais d’autres antinomies révélent que le danger est encore plus profond. Le
paradoxe d’Epiménide peut &tre présenté sous des formes plus frappantes: “Je
mens actuellement”, “La présente affirmation est fausse”, “Il est défendu de lire la
présente interdiction”. Ces assertions nous enferment dans des contradictions dont
il est plus difficile de sortir que de celle du paradoxe du Menteur. Elles nous
montrent qu’il est possible de former des propositions fortement suspectes, bien
qu’elles soient grammaticalement correctes et que le sens exact de chaque terme y
soit connu. Les trois phrases mentionnées ont en commun la propriété d’étre
“auto-référentielles”. Il faudrait les avoir lues entiérement avant de les lire!

Cette référence d’un discours a lui-méme peut étre créatrice comme on peut
I’observer dans I’exemple d’un dictionnaire de la langue francaise écrit en francais.
Mais elle peut aussi engendrer des absurdités et elle est parfois difficile a déceler.
Ainsi, on peut confectionner des catalogues de tout ce qu’on veut et particuliére-
ment des catalogues de catalogues. Est-il possible d’établir le catalogue des catalo-
gues qui ne se mentionnent pas eux-mémes? Doit-il se mentionner lui-méme?
Grelling a proposé une antinomie assez agagante. Il suggére de qualifier d’*“hétéro-
logue” tout adjectif qui ne s’applique pas a lui-méme. Par exemple, “long” est
hétérologue, mais “polysyllabique” ne I’est pas. “Hétérologue” est-il hétérologue?
Si oui, il ne I’est pas car il ne s’applique pas a lui-méme. Si non, il ne s’applique
pas a lui-méme et, par suite, il est hétérologue.

Une autre antinomie, empruntée a Berry, souléve des difficultés du méme
ordre, bien que sous une forme plus cachée. Prenons un bon dictionnaire frangais.
L’ensemble des mots, éventuellement conjugués ou déclinés, qu’il comporte est
grand mais fini. La collection des suites de vingt mots qu’on peut extraire de ce
dictionnaire est donc elle aussi finie. Il existe par suite un nombre naturel (et méme
une infinité de nombres naturels) qu’on ne peut pas caractériser en moins de vingt
mots pris dans ce dictionnaire. “Le plus petit nombre naturel qu’on ne peut pas
caractériser en moins de vingt mots de ce dictionnaire” est justement caractérisé en
moins de vingt mots qui figurent certainement dans le dictionnaire considéré.

Bien d’autres antinomies ont été imaginées. Elles ont provoqué une abon-
dante littérature de valeur inégale. Pourtant certaines d’entre elles lancent de
graves défis a la logique classique. Elles montrent en tous cas qu’une langue
naturelle — le grec, le frangais, etc. — n’est pas en mesure de nous mettre formelle-
ment a I’abri de graves accidents sémantiques. Il devient dés lors difficile d’admet-
tre que ’ordre du monde puisse étre garanti par la parole. Notons en passant qu’en
proscrivant les sophistes, les philosophes classiques grecs ont peut-étre enfermé
pour longtemps la pensée occidentale dans un carcan.
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0.3 LA LOGIQUE SYMBOLIQUE

L’évolution des conceptions philosophiques, les besoins des mathématiques
et les antinomies ont remis en cause les acquisitions de la logique classique. Le
logicien Bertrand Russell, auteur avec Whitehead des Principia Mathematica
(3 volumes, 1910-1913) ne déclara-t-il pas: “La logique d’Aristote n’est rien
d’autre qu’un charlatanisme solennel” et “quiconque désire de nos jours apprendre
la logique perd son temps s’il lit Aristote ou ’un quelconque de ses disciples”? On
congoit dés lors que les logiciens aient formé le projet de décrire une logique
véritablement formelle qui permette de circonscrire le role de I'intuition. Ce plan
ne s’est pas réalisé en un jour. Il a fallu concevoir des langages artificiels, obéissant
a des régles simples, peu nombreuses, vérifiables mécaniquement et qui bannissent
les expressions auto-référentielles. Le symbolisme mathématique a servi de patron.
Une idée aussi vieille que Pythagore, reprise a leur compte par Raymond Lulle
(1235-1315) et surtout par Leibniz (1646-1716) a conduit a considérer la logique
comme une sorte d’algébre. Mais les régles de ce genre de calcul n’ont été dégagées
que peu a peu. Les travaux de A. de Morgan (1806-1871) et de G. Boole
(1815-1864) y ont beaucoup contribué. Enfin, G. Peano (1858-1932), G. Frege
(1848-1925), Russell (1872-1970) et Whitehead (1861-1947) sont parvenus a
décrire des langages formels dignes de ce nom. Ainsi est née la logique symbolique,
dite aussi théorique ou mathématique. Elle est capable de former une multitude de
systémes logiques dont certains conviennent admirablement aux mathématiques et
d’autres se prétent avec assez de bonheur a I’analyse des discours philosophiques,
éthiques ou déontologiques, par exemple.

Considérée globalement, la logique ne se réduit pas a la logique symbolique.
Elle pose a la philosophie des problémes majeurs. Elle est étroitement liée a la
théorie de la connaissance et, en particulier, a ’épistémologie générale et a la
méthodologie des sciences. Il est indiqué de I’étendre a une théorie plus vaste de
I’argumentation et de I'intégrer a la linguistique. On peut ’aborder sous I’angle de
la psychologie ou de I’histoire des idées. Mais il est difficile aujourd’hui de parler
raisonnablement de logique sans connaitre quelques faits touchant la logique
théorique. Certains penseurs, qui s’y sont essayés, se sont exposeés ainsi a de graves
critiques. Ils auraient pu les éviter par la connaissance de quelques résultats
importants, mais élémentaires, de logique théorique.

Nous nous proposons ici de présenter une partie de la logique symbolique
qu’on appelle logique du premier ordre. Nous établirons essentiellement un résultat
non banal: le théoréme de complétude de Godel. Ce fait, que I’on peut découvrir
par des moyens somme toute assez €lémentaires, montre que la logique du premier
ordre est justement celle qui permet de formaliser les mathématiques classiques.
Mais nous verrons aussi qu’il projette un éclairage surprenant sur des notions
apparemment familiéres comme le fini et I'infini. Nous ne serions pas étonnés si ces
considérations suscitaient chez le lecteur des réflexions enrichissantes. Nous termi-
nerons ce modeste exposé par quelques indications sur d’autres systémes logiques
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qui permettent d’imaginer des domaines non mathématiques ou la logique théo-
rique ouvre des perspectives intéressantes.

Ce texte est congu pour un lecteur qui ne dispose que de notions mathéma-
tiques trés rudimentaires: une certaine familiarité avec le calcul littéral, les nota-
tions et le langage des ensembles. A celui qui connait un peu plus d’algébre,
d’analyse et de théorie des ensembles, des paragraphes ou des alinéas placés entre
deux signes W apportent quelques compléments que nous croyons intéressants. Ces
passages ne sont pas indispensables pour comprendre I’objet principal de cet
exposeé.







CHAPITRE 1

Les langages du premier ordre

1.0 DEFINITIONS DES LANGAGES DU
PREMIER ORDRE

1.0.0 Préambule

Dans ce chapitre, nous allons présenter la notion de langage (formel) du
premier ordre. Il s’agit d’une étape essentiellement descriptive, ou il y a “tout a
raconter et rien & comprendre”.

Un langage du premier ordre est essentiellement la donnée:

o de symboles;
« de régles de formation qui, a partir des symboles, permettent d’écrire les formu-
les du langage considéré.

1.0.1 Définition

Les symboles d’un langage du premier ordre L sont donnés par les collections
suivantes:

 une collection de huit symboles logiques, a savoir:
Six connecteurs
T AV = 5 e
qu’on lit respectivement

“non” “et” “ou” “égale” “implique” “est équivalent 4”
deux quantificateurs
v 3

lus respectivement

“pour tout” (ou “quel que soit”) et “il existe”;
¢ une collection de trois symboles de ponctuation:

«c )

soit le début de parenthése, la fin de parenthése et la virgule, respectivement;
¢ une collection de symboles de variables, notée Var:

x x x" x" ..
« une collection de symboles de constantes, notée Cst(L):

’7 ’17

c ¢ ¢ ...
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 une collection de symboles de fonctions, notée Fct(L):
z

NV S O

oun,n,n’, n”, .. sont des entiers naturels strictement positifs;
e une collection de symboles de relations, notée Rel(L):

24 /77
R, R, R, R ..
oum, m’, m”’, m"”, ... sont des entiers naturels strictement positifs.

1.0.2 Remarque

Tous ces symboles sont a priori dénués de sens. Il faut les considérer comme
des lettres d’un alphabet inconnu. La seule chose qui importe est qu’une machine
puisse les distinguer et reconnaitre s’ils sont des symboles de variables, ou de
fonctions, etc.

1.0.3 Remarque

Certains de ces symboles sont empruntés a I’algébre élémentaire. Il convien-
dra de distinguer entre I'utilisation ordinaire de ces signes et leur emploi dans un
langage formel.

1.0.4 Remarque

Les symboles logiques, les symboles de ponctuation et de variables appar-
tiennent a tous les langages du premier ordre. Ce sont donc les collections Cst(L),
Fct(L) et Rel(L) qui caractérisent le langage L. Pratiquement, elles ne comportent
que peu d’éléments. Il arrive que 'une ou 'autre d’entre elles soit vide.

1.0.5 Remarque

v

Les symboles de fonctions sont numérotés par des “accents”: , ’, "/, ...
L’indice inférieur indique un “nombre de places” ou, si ’on préfére, un nombre
d’arguments. f7, est un symbole de fonction unaire, binaire, ternaire, ..., p-aire
suivant que »’ égale 1, 2, 3, ... p, respectivement.

Une convention analogue vaut pour les symboles de relations.

1.0.6 Définition

Nous avons comparé les symboles d’un langage du premier ordre L a un
alphabet. Nous allons donner des régles permettant de construire ce qu’on pourrait
considérer comme des substantifs.

Supposons donnés les symboles d’un langage du premier ordre L. La
collection des termes de L, notée Ter(L), est déterminée par les régles suivantes:
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« tout symbole de variable ou de constante est un terme;

* si f, est un symbole de fonction n-aire et si ¢,, ¢, ..., t, désignent des termes
(distincts ou non), f, (¢, &, ..., ,) €st un terme;

« iln’y a pasd’autres termes que ceux qu’on obtient a I’aide des régles précédentes.

1.0.7 Remarque

Tout terme est un agrégat de symboles de L, comme par exemple f5(x, x”).
Dans la définition 1.0.6, ¢, t,, ... ne sont pas des symboles de L, mais des signes
typographiques pour désigner de tels agrégats.

Si les termes peuvent étre regardés comme des substantifs, les régles sui-
vantes vont permettre de construire ce qu’on peut comparer a des phrases.

1.0.8 Définition
Supposons donnés les symboles d’un langage du premier ordre L.
Les formules atomiques de L sont données par les régles suivantes:

e si ¢ et ¢, désignent des termes de L, (¢,=1,) est une formule atomique de L,
* si R, est un symbole de relation n-aire de Letsi ¢, ¢,, ... , t, désignent des termes
(distincts ou non) de L, R(¢), t,, ..., t,) est une formule atomique de L.

La collection des formules de L, notée For(L), est déterminée par les régles
suivantes:

» toute formule atomique de L est une formule de L;

e si g et y désignent des formules de L,
(T9) (@Ay) (pevy) (p—yw) (9w
sont des formules de L;

 si ¢ désigne une formule de L et si y désigne un symbole de variable, (Vygp) et
(Jye) sont des formules de L;

» il n’y a pas d’autres formules de L que celles qu’on obtient a I’aide des régles
précédentes.

La formule (p—w) se lit “p implique w” ou parfois encore “si ¢, alors y”.

1.0.9 Exemple

Considérons le langage du premier ordre L, ne comportant qu’un symbole
de constante, ¢, qu’un symbole de fonction binaire, f,, et qu’un symbole de relation
unaire, R,. Autrement dit:

Cst(L))={c} Fe(L)={f} Rel(L)={R}

(Les notations ensemblistes utilisées ici seront rappelées au début du chapitre 2.)
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Alors:

e x X XY w6 Sk A6 XD filx, x);
Ses folx, X)) (%, €), fo(f(x, %),%));
sont des termes de L.

o (x=x); (x=0¢); (fi{x,)=¢) Ri(c); Rifix, )
sont des formules atomiques de L,.

o (x=x); (filx, )=0¢); ((x=0)); ((fife, x)=x)>(x=x));
R ARG Ax"((fox”, =) v (fole, x)=0)));
((Vx((fo(x, )=x) A (file, X)=x))) A @x(TT(R(x)))));

sont des formules de L,.

1.0.10 Contre-exemples

Dans le méme langage L,, les agrégats de symboles suivants ne sont pas des
formules:

X'=f)xe; c=x ) (AVx((x=c); (fx, X)=0));
Ri(x)); QAU x, ¥)=0));

1.0.11 Remarque

Dans les définitions 1.0.6 et 1.0.8, il est sous-entendu que les agrégats de
symboles — termes ou formules — sont écrits en ligne, de la gauche vers la droite.
On suppose que le lecteur est familiarisé avec les principes de I’écriture ordinaire.
Il serait d’ailleurs difficile de les décrire, sans cercle vicieux, dans un livre ordinaire!

1.0.12 Remarques

Les termes de L sont construits de proche en proche — on dit: par récurrence —
a partir des symboles de constantes, de variables et de fonctions. De leur c6té, les
formules de L sont aussi construites par récurrence a partir des formules atomi-
ques. Nous serons amenés a utiliser ces deux récurrences pour prouver certaines
propriétés des termes et des formules.

1.0.13 Remarque

Le fait qu’un langage formel est du premier ordre tient a la fois a la
collection de ces symboles et aux régles de formation des formules. Au chapitre 9,
nous évoquerons des langages comportant des symboles étrangers a la logique du
premier ordre. D’autre part, dans un langage du premier ordre, tout symbole de
variable est un terme et les quantificateurs précédent nécessairement un symbole
de variable.
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1.0.14 Remarque

Pour tout langage du premier ordre L, on pourrait se borner a I’étude des
formules qui ne contiennent pas le symbole logique =. Cela constituerait la
“logique du premier ordre sans égalité”, ce que certains appellent parfois la
“logique du premier ordre des prédicats”. Bien entendu, il faut que Rel(L) soit
non-vide, faute de quoi For(L) serait elle-méme vide.

Réciproquement, a partir d’un langage du premier ordre sans égalité, on
peut reconstituer un langage du premier ordre en introduisant un nouveau sym-
bole de relation binaire noté =. On verrait alors apparaitre des formules de la
forme = (¢, t,) au lieu de (¢, =1,).

1.0.15 Remarque

Dans le langage du premier ordre L, introduit a I’occasion des exemples
précédant ces remarques, considérons la formule:

(Vx((fa(x, €)=x) A Ri(x)) = @x'((fox', X)= 0)))) (1.0)

11 est facile d’y repérer les constituantes atomiques: il y en a exactement une par
symbole = et une par symbole de relation. Disposons-les sur une ligne horizontale
dans l’ordre ou elles apparaissent dans la formule considérée. Les formules non
atomiques construites a partir d’elles s’obtiennent de proche en proche selon deux
sortes de régles: dans I'une figure I’emploi du connecteur 7 et des deux quantifica-
teurs; I’ancienne et la nouvelle formules sont alors reliées par une aréte verticale
descendante; dans I’autre, on range I’emploi des connecteurs A, v, — et «; deux
anciennes formules sont reliées chacune par une aréte descendante oblique a une
nouvelle formule. On voit apparaitre un ensemble de sommets et d’arétes d’un seul
tenant et sans circuit, autrement dit un arbre. C’est 'arbre de formation de la
formule (1.0):

alx, ©)=x) R(x) ‘ K(x', x')=c)

Vx Ix’

Fig. 1.0
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A chaque sommet correspond une formule. L’emplacement des arétes dans
’arbre est déterminé par celui des parenthéses dans la formule considérée.

Pour étre complet, I’arbre de formation de la formule étudiée doit en outre
comporter trois genres d’indications:

 aux extrémités libres supérieures, les formules atomiques dans I’ordre ou elles
apparaissent dans la formule étudiée;

« aux sommets ou aboutissent deux arétes descendantes obliques, les connecteurs
respectivement utilisés;

o sur les arétes verticales; le connecteur 71 ou le quantificateur convenable
accompagné de son symbole de variable, suivant le cas.

La donnée d’un arbre de formation permet évidemment de trouver la
formule finale; on peut présumer que, réciproquement, la donnée de la formule
détermine son arbre de formation, abstraction faite de la longueur des arétes et de
la direction des arétes obliques descendantes. C’est bien le cas et nous allons le
montrer.

1.0.16 Lemme

Soit L un langage du premier ordre.
Soit T un terme de L comportant n symboles.
Désignons par P(T, p) le nombre de “(“ diminué du nombre de ”)” dans
les p premiers symboles de T.
Alors:
a) sip=1,2,..,n P(T, p)=0
b) sip=2,3,..,n—1, (T, p)=1
c) P(T, n)=0

1.0.17 Démonstration
Nous allons procéder par récurrence sur le nombre #.

¢ Lorsque n=1, a) et c) sont évidentes. Quant a b), elle est satisfaite parce qu’il
n’existe pas de valeur de p qui la mette en défaut.

e Lorsque n> 1, supposons le lemme vrai pour les termes de L ayant moins de n
symboles. Soit 7 un terme de L comportant n symboles. T est de la forme
St 4, ..o, 1), 0U f, est un symbole de fonction g-aire et ¢, 1,, ..., £, sont des
termes ayant moins de n symboles. On constate successivement que:

P(T, 1)=0 car le premier symbole de T est f,.
P(T, 2)=1 car le deuxiéme symbole de T est (.
P(T, p)>1 si p=3,4, ..., n—1, a cause de I’hypothése de récurrence

appliquée a ¢,, t,, ..., t,.

P(T,n—1)=1 pour la méme raison.
Donc P(T, n)=0 car le dernier symbole de T est ). O
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1.0.18 Corollaire

Convenons d’appeler section commengante d’un terme 1’agrégat de symboles
obtenus en biffant un ou plusieurs symboles a partir de la fin de ce terme. Alors
une section commengante d’un terme n’est jamais un terme.

1.0.19 Lemme

Soit L un langage du premier ordre.
Soit ¢ une formule de L comportant n symboles.
Désignons par P(p, p) le nombre de “(“ diminué du nombre de ”)” dans les
p premiers symboles de ¢.
Alors:
a) si p=1,2,..,n, Plp, p)=0
b) si p=2,3,..,n—1, P(p, p)=1
c) P(p, n)=0.

1.0.20 Démonstration

Nous allons a nouveau procéder par une sorte de récurrence, mais cette fois
sur la complexité de la formule ¢.

I¢ cas: ¢ est une formule atomique de L.

» Sigestdelaforme (¢,=t,) avec t,, t,eTer(L), il est clair que P(p, 1)=1. En vertu
du lemme 1.0.16, P(p, p)=>1 pour 2, 3, ... , n— 1. De méme P(p, n—1)=1 et par
suite P(p, n)=0.

¢ Si g est de la forme R(), t,, ..., £,) ou R, est un symbole de relation g-aire et
L, 4, ..., teler(L), P(p, 1)=0 et P(p, 2)=1. En vertu du lemme 1.0.16,
P(p, p)=1 pour p=2, 3, ..., n—1. De méme P(p, n—1)=1 et par suite
P(p, n)=0.

2¢ cas: soit ¢ une formule de L vérifiant le lemme 1.0.19.
e P((T1¢), )=1. P((T¢), 2)=1. En vertu de I’hypothése faite sur ¢,
P((T1¢), p)=1 pour p=3,4, ..., n—1; P((T¢@), n—1)=1 et P((T¢), n)=0.
 Si on désigne par Q I'un quelconque des quantificateurs et par y un symbole de
variable, on a:
P((Qyp), ) =P((Qyp), 2)=P(Qyp), 3)=1. En vertu de I’hypothése faite sur ¢,
P((Qy9), p)=1 pour 4, 5, ..., n—1; P((Qyp), n—1)=1 et P(Qyy), n)=0.

3¢ cas: Soit ¢ et y deux formules de L vérifiant le lemme 1.0.19.

Désignons par * I’'un quelconque des connecteurs A, v, - ou <. On a
P((p*y), 1)=1. En vertu de I’hypothése faite sur ¢ et w, P((p*y), p)=1 pour p=2,
3, ..., n—1; P((p*y), n—1)=1 et, par suite, P((p*y), n)=0. ]
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1.0.21 Corollaire

Moyennant une convention analogue a celle du corollaire 1.0.18, une section
commengante d’une formule n’est jamais une formule.

1.0.22 Remarque

Il n’est pas difficile d’imaginer une machine capable de calculer la fonction
(de p), P(A, p) pour un agrégat 4 de symboles de L quelconque. On pourrait
donner a cette machine la consigne de rejeter tout agrégat A de n symboles de L
tel que P(A, p) ne vérifie pas les conclusions du lemme 1.0.19. En introduisant des
critéres analogues mais un peu plus fins, on pourrait faire en sorte que la machine
ne conserve que les formules de L. Il existe donc une procédure mécanique
permettant de décider si un agrégat de symboles de L est une formule de L ou non.

1.0.23 Proposition

Soit L un langage du premier ordre et o, §, ¢, v, eFor(L).
Alors:
a) Si (M) et (TM1¢) désignent une méme formule, il en est de méme de a et ¢.
b) Soit y un symbole de variable et Q I’'un quelconque des quantificateurs. Si (Qya)
et (Qyp) désignent une méme formule, il en est de méme de « et ¢.
¢) Soit * I'un quelconque des connecteurs A, v, — ou <. Si (a*f) et (p*y)
désignent une méme formule, il en est de méme de « et ¢ d’une part, de f et w
d’autre part.

1.0.24 Démonstration

a) Si (Tla) et (T1¢) désignent un méme agrégat de symboles de L, il en est
évidemment de méme de « et ¢.
b) Méme argumentation que pour a).
c) Si (axp) et (p*+y) désignent une méme formule de L, axf) et p*y) désignent le
méme agrégat de symboles de L. Alors de trois choses ’une:
ou a est une section commengante de ¢
ou ¢ est une section commengante de o
ou a et ¢ désignent une méme formule de L.

Le corollaire 1.0.21 exclut les deux premiéres éventualités. Donc a et ¢
désignent une méme formule. 1l s’ensuit que *f) et *y) désignent le méme agrégat
de symboles. Par conséquent, § et ¢ désignent une méme formule. O

1.0.25 Commentaire

La proposition 1.0.23 ainsi que les lemmes 1.0.16 et 1.0.19 ont pour consé-
quence immédiate que ’arbre de composition d’une formule de L est essentiel-
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lement unique. On exprime aussi ce fait en disant que les formules de L ont la
propriété d’unique lisibilité. Par opposition, si a, f, yeFor(L), 'agrégat (x A A Y),
qui n’est pas une formule de L, pourrait étre lu de deux maniéres distinctes:
(@A B)Ay) et (xA(BAY)), qui sont deux formules de L différentes.

1.0.26 Commentaire

Le corollaire 1.0.18 énonce une propriété analogue pour les termes. Tout
terme de L est construit de proche en proche a partir des symboles de constantes
et de variables par 'introduction de symboles de fonctions. L’ordre d’intervention
de ces derniers est déterminé par les parenthéses. Par opposition, en algébre
ordinaire, a+b+c¢ peut étre lu de deux fagons différentes: ((a+b)+c) ou
(a+(b+c¢)); les symboles + s’y succédent dans des ordres différents; on remarque
d’autre part que a+ b est une section commengante de a+ b+ c et qu’elle a un sens
(en algébre élémentaire). Une telle éventualité est exclue en ce qui concerne les
termes de L. On parle aussi de 'unique lisibilité des termes de L.

1.0.27 Convention

A plusieurs reprises, nous avons désigné des symboles isolés ou plus généra-
lement des agrégats de symboles d’un langage du premier ordre L par une lettre
ou une abréviation étrangére a L: a, ¢, y, Q, ¢, ... Par la suite, nous écrirons: 4= B
pour exprimer que A et B sont des signes pour le méme agrégat de symboles.

Par exemple, si y désigne un symbole de variable, x” pour fixer les idées,
nous écrirons y=x"". Relevons que = n’est pas un symbole logique.

1.0.28 Définition
Soit L un langage du premier ordre et peFor(L).

o L’ensemble des (symboles de) variables libres de ¢, noté VL(p) est défini de la
maniére suivante:
Si ¢ est atomique, VL(gp) est la collection des symboles de variables figurant
dans ¢
VL((T¢))=VL(p)
Si ¢, weFor(L),
VL((p Av))=VL((¢p v )= VL((¢p— )= VL((p—¥)) = VL(9)UVL(y).
Si y est un symbole de variables,
VL((Vy9)) = VI{Tyg))=VL(p)—{»}
(i.e. ’ensemble VL(g) privé de y, s’il s’y trouve).
e Un énoncé de L est une formule de L dont I’ensemble des variables libres est
vide, c’est-a-dire ne comporte aucun €lément.
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1.0.29 Exemples
Reprenons le langage L, des exemples précédents.

1.0.29.1 Déterminons VL(p), ou:
o=(Ax'(folx, x)=¢)) v (VX(R(x)~(x" =c))))

(fylx, X' )=¢) l l R,(ﬂ l (x” =CLl {x, x'} {xy {3
Ax’ {x, x”}
Vx I
{x} {x"}
{x, x"}
Fig. 1.1 Fig. 1.2

Nous avons représenté a gauche ’arbre de formation de ¢. A droite, en paralléle,
nous avons déterminé les ensembles de variables libres des formules figurant
aux sommets de I’arbre suivant les régles de la définition 1.0.28. Par suite:
VL(p)={x, x"'}.

1.0.29.2 Par un procédé analogue, on vérifie que la formule (1.0) est un énoncé
de L,.

1.0.29.3 Si geFor(L,) et si VL(p)={x, x'}, (Vx’'(Vxa)) est un énoncé de L,.

1.1 COMMENTAIRES GENERAUX

1.1.0 Du choix et de ’économie des symboles logiques

Pour 'instant, les symboles logiques que nous avons considérés sont absolu-
ment dénués de signification, méme si nous les avons munis d’étiquettes qui
permettent de les lire. Mais, comme nous le constaterons bientét, ils recevront des
interprétations assez proches de ce que suggérent leurs dénominations. Les remar-
ques qui suivent anticipent sur le paragraphe suivant.

Ainsi, nous verrons que A se comporte a peu prés comme le mot “et”; et que
71, qui se lit “non”, évoque la locution “il est faux que...”. Si o et f sont des
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formules, (x<»f) aura la méme interprétation que ((«—f) A (f—a)). On pourrait
donc faire ’économie du symbole « qui apparait dés lors comme une abréviation.
Certains auteurs procédent de la sorte. Les langages qu’ils définissent différent des
nétres, mais pas essentiellement. Pour faire une comparaison, imaginons deux
auteurs présentant formellement les nombres naturels, I’'un dans le systéme déci-
mal, ’autre dans le systéme binaire. Le premier a besoin de dix symboles, le second
de deux seulement. Leurs jeux de construction sont différents. Mais il est facile de
passer de I’'un a I’autre et, a des détails secondaires prés, ils jouissent finalement des
mémes propriétés. Les langages du premier ordre sont dans une situation compa-
rable suivant qu’on accepte ou qu’on rejette le symbole «». Nous avons choisi une
collection de symboles logiques assez familiers en mathématiques. Elle a ’avantage
de s’adapter sans trop de mal au langage ordinaire.

On peut encore aller plus loin sur le chemin de I’économie. Par exemple,
(o v B) recevra la méme interprétation que ( 1(( 1) A (T16))). Intuitivement, “a ou
B” a le méme sens que “il est faux que I’on n’ait ni a, ni ”. On pourrait donc se
passer du symbole v, a condition de garder A. D’autre part, “a et ” a la méme
signification intuitive que “il est faux que I’on ait (non «) ou (non f)”. On congoit
que (x A f) aura la méme interprétation que (T1((T1a) v (T18))). Cela permettrait
d’économiser A au dépens de v . Il existe des partisans des deux éventualités.
Ainsi, non seulement on peut réduire le nombre des symboles logiques, mais on
peut s’y prendre de plusieurs maniéres distinctes.

Ce n’est pas tout. Nous constaterons que (x—/f) a la méme interprétation
que (8 v (1a)). Intuitivement, “si Socrate est un homme, alors Socrate est mortel”
a le méme sens que “Socrate est mortel ou Socrate n’est pas un homme”. Ayant
v (ou A)on pourrait donc économiser —. De méme on pourrait abandonner I’un
des quantificateurs. Si « est une formule et y un symbole de variable, (Iygp) peut
étre interprété comme (T1(Vy(1¢))). Par exemple, “il existe un triangle rectangle”
équivaut a “il est faux que tout triangle soit non rectangle”. Symétriquement, (Vygp)
peut étre interprété comme ( T1(3y( 1¢))): “tout homme est mortel” équivaut a “il
est faux qu’il existe un homme immortel”. Finalement, on pourrait réduire les
symboles logiques a quatre: 1 A = V, par exemple.

D’autre part, les symboles de constantes se comportent exactement comme
des symboles de fonctions o-aires (cf. déf. 1.0.6). Certains auteurs les introduisent
comme tels. Dans ce cas, si f, désigne un symbole de fonction, n peut prendre
toutes les valeurs naturelles, 0, 1, 2, ... .

1.1.1 De Péconomie des signes typographiques

24

Nous avons introduit les symboles de fonctions f,, f., f ... et de relations

R,.R,., R, .. ,oun ¢, n", . mm,m’,...sontdesentiers strictement positifs.

Supposons que n’' =5 et que m =13 pour fixer les idées; nous pourrions convenir de

noter f7. sous la forme f”,””””” et R, sous la forme R, ”’. D’une part, tous les signes
n m bl

typographiques s’écriraient en ligne; de I’autre, nous renoncerions a noter les
indices sous forme décimale ou binaire. Compte tenu de tout ce qui précéde, nous
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pourrions réduire a onze le stock des signes typographiques suffisants pour écrire
n’importe quelle formule du premier ordre:

1T A = VY (), " x f R

par exemple.

1.1.2 De Pusage des parenthéses

Nous avons constaté que les parenthéses assurent P'unique lisibilité des
formules. Malheureusement, elles alourdissent I’écriture et il est bien rare qu’on
n’en oublie pas une. On pourrait essayer de remplacer les régles de formation des
termes et des formules (cf. déf. 1.0.6 et 1.0.8) par d’autres. Par exemple, on écrirait:

fwtity... t, aulieude f(¢,ty ... 1)
Ryt t,..1t, aulieude R, (1, ty ... L)

=4 t, au lieude (¢,=1¢)

) au lieu de (Tgp)

*Qy au lieu de (p*w) ou * désigne A, v, - ou &
Vyp au lieu de  (Vygp)

dye au lieu de  (Ayyp)

Il faut évidemment s’assurer que, dans ce nouveau systéme, les termes jouissent
encore de la propriété d’unique lisibilité. La chose est possible: on peut montrer
qu’aucune section commengante d’un terme n’est un terme, qu’aucune section
commengante d’une formule n’est une formule. Ainsi, moyennant d’autres régles
de formation, on pourrait faire ’économie des parenthéses. L’écritude des formu-
les obtenues s’écarte a la fois de la langue parlée et des habitudes de I’algébre
élémentaire. Aussi renoncerons-nous a cette “simplification”. Néanmoins, elle
présente un grand intérét théorique et pratique. Elle a été introduite par Lukasie-
wicz et elle est connue sous le nom de “notation polonaise”. Elle permet de réduire
a neuf le nombre des signes typographiques suffisants pour écrire effectivement
n’importe quelle formule du premier ordre:

1T A =V , " x f R

Elle est utilisée dans le traitement automatique des langages du premier ordre.

=D '
(et
[ )
<>

:;j@



CHAPITRE 2

L’idée de modéle ensembliste

2.0 INTRODUCTION

Au paragraphe précédent, nous avons défini ce qu’il faut entendre par un
“langage du premier ordre” L. Nous avons comparé les formules de L a des
phrases. Dans une langue ordinaire, une phrase ou, plus généralement, un discours
peuvent étre considérés sous deux angles au moins. On peut d’abord examiner s’ils
sont conformes aux lois de la grammaire: c’est ce que nous appellerons leur aspect
syntaxique. On peut ensuite les étudier selon leur capacité de porter un sens et c’est
alors leur aspect sémantique. Dans une langue ordinaire toujours, ces deux aspects
sont étroitement dépendants. Une modification de la forme grammaticale d’une
phrase change généralement son sens. Réciproquement, le contenu sémantique
d’un discours permet souvent d’éclairer sa syntaxe. “On apporte une citrouille a la
fée; elle la transforme en carrosse™: il est clair que le pronom “elle” s’applique a
la fée parce qu’il n’est pas dans les habitudes des citrouilles de transformer les fées
en carrosses. “Je pleus”, qui apparemment n’est pas correct du point de vue
syntaxique, peut le devenir dans la bouche d’un professeur de géographie armé
d’un arrosoir et démontrant les effets de 1’érosion dans un bac a sable.

Les langages du premier ordre présentent aussi un aspect syntaxique et un
potentiel sémantique. Nous n’avons envisagé que le premier jusqu’ici. Ce que nous
en avons vu permet d’affirmer que, contrairement a ce qui se passe pour les
langages ordinaires, on peut étudier ’aspect syntaxique d’un langage du premier
ordre L sans référence a ses capacités sémantiques éventuelles. Une machine
convenablement préparée peut déterminer si un assemblage de signes est une
formule de L ou non. Dés le paragraphe suivant, nous reprendrons I’étude synta-
xique des langages du premier ordre. Pour I’heure, nous nous attacherons a définir
une certaine classe de contenus sémantiques qui peuvent leur étre affectés.

Afin de mieux étudier le point ou nous sommes, introduisons une comparai-
son. Par des régles un peu semblables a celles que donnent les définitions 1.0.6 et
1.0.8, on peut définir d’une maniére purement formelle les polynémes en x a
coefficients naturels, tels que 4x?+ 12x, 3x*+2x+1, x?+5 (ou 1x2+5), par exem-
ple. On peut ensuite édicter des consignes permettant d’additionner et de multiplier
ces objets. Voila pour I’aspect syntaxique de ces polyndmes. Pour évoquer un de
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leurs aspects sémantiques, considérons I’aire d’une bordure de 3 métres de large
encadrant un bassin carré de 3 métres de coté. Elle s’exprime par le nombre
4.32412. 3, c’est-a-dire par le polyndme 4x%+ 12x ol on a substitué 3 4 x. Si on
désigne par P(x) le polyndme 4x?+ 12x, l'aire considérée peut étre notée P(3). Plus
généralement, on peut remplacer x par n’importe quel nombre naturel a; on voit
apparaitre une fonction polynémiale définie sur les nombres naturels, & valeurs
naturelles et qui fait correspondre & a le nombre P(a). On peut procéder de méme
avec n’importe quel autre polynome en x a coefficients naturels et examiner
comment se comportent les fonctions polynomiales respectivement attachées a
deux polynomes, 4 leur somme et a leur produit. Rien n’empécherait de recommen-
cer en remplagant x par des nombres réels, des nombres complexes, des polynomes
en x, des matrices, etc. On obtiendrait autant d’interprétations différentes du méme
systéme de polynomes. Il est intéressant d’étudier les attributs de ces interpréta-
tions qui découlent uniquement des propriétés formelles — ou, si ’on préfére,
algébriques — des polyndmes en x a coefficients naturels.

Le cas des langages du premier ordre est tout a fait analogue. Pour I'instant,
seul leur aspect syntaxique nous est connu. Toutefois ils ont été constitués en vue
de décrire certaines situations. Par exemple, considérons la population d’un village
V***_ Proposons-nous de mettre en évidence les relations familiales qui y existent.
Introduisons un symbole de relation binaire R, et convenons que Ry(x, x’) signifie
“x est pére de x”. L’énoncé (Vx( 1 R,(x, x))) se lit: “quel que soit x, non R,(x, x)”
qu’en frangais on peut traduire par “quel que soit I'individu x du village V***,
il n’est pas son propre pere”. Il est facile d’interpréter des formules telles que
(Ry(x, XY A Ry(x’, x'')) ou (Vx(Ix'R,(x’, x))). L’introduction d’autres symboles

» 6/

permettrait de traduire des assertions telles que “c est du sexe masculin”, “c’ est du
sexe féminin”, “x est la mére de x’”, “x’ et x ont le droit de se marier”, etc. Nous
disposerions alors d’un langage du premier ordre permettant une description assez
poussée de la population de V***. Celle-ci serait en quelque sorte une interpréta-
tion sociologique du langage considéré.

Pour les langages du premier ordre pris en général, nous allons envisager des
interprétations a la fois plus simples et plus abstraites. Les collections considérées
seront des ensembles et non plus des groupements d’objets compliquées tels que des
livres, des doctrines ou encore des étres humains comme dans le cas du village
V***_ Des individus — ou éléments — composant ces ensembles, on ne saura faire
que deux choses: les distinguer et reconnaitre s’ils appartiennent ou non a un
ensemble donné. Quant aux ensembles eux-mémes, ils pourront étre arbitraire-
ment grands, voire inépuisables.

La notion d’ensemble est assez intuitive. Nous n’en utiliserons que les
propriétés les plus élémentaires. Nous parlerons a ce propos de la notion naive
d’ensemble. Pour le profane, cela signifie que le terme d’ensemble sera utilisé
comme dans la langue ordinaire, moyennant quelques précautions que nous
rappellerons ci-dessous. Pour le lecteur averti, cela veut dire que nous ne nous
appuierons pas sur une théorie mathématique des ensembles. Nous verrons ulté-
rieurement ce qu’il conviendrait d’entendre par la.
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2.1 CONVENTIONS RELATIVES AUX ENSEMBLES

2.1.1 Convention

Un ensemble est susceptible de comporter des éléments. Si a est un élément
de I’ensemble E, on note acE. Si a n’est pas un élément de E, on note adFE.

2.1.2 Convention

Si A et E sont des ensembles et si tout élément de 4 appartient a E, on dit
que A est une partie ou un sous-ensemble de E, et on note A c E; cette expression
se lit: “A est inclus dans E”. Si Ac Eet Ec A, on dit que 4 et E sont égaux et on
note A=EFE.

2.1.3 Convention

Il existe un ensemble vide noté Q. 1l est caractérisé par le fait que, pour tout
¢lément a, ad@. D’apres 2.1.2., quel que soit 'ensemble E, G E.

2.1.4 Convention

Si x,, x,, ... , X,, pris dans cet ordre, désignent des éléments distincts ou non,
(xy, Xy ..., X,) €st une notation pour ce qu’on appelle un n-uple. On parle de
singleton, de couple, de triple lorsque n=1, 2, 3 respectivement.

2.1.5 Convention
Si E, F, G, ... sont des ensembles distincts ou non:

e Ex Fest’ensemble des couples (x, y) avec xeE et yeF. C’est le produit cartésien
de Eet de F.

e Ex FxGestl’ensemble des triples (x, y, z) avec xeE, yeFet zeG. C’est le produit
cartésien de E, Fet G.

o Plus généralement, si E,, E,, ..., E, sont des ensembles distincts ou non, le
produit cartésien E, x E,x ... x E, est ’ensemble des n-uples (x,, x,, ..., x,) ou
x,€E,, x,€E,, ...x,€E,. Dans le cas particulier ou E, = E,=...= E,= E, ce produit
cartésien se note E".

2.1.6 Convention

Si E et F sont deux ensembles, ’ensemble des éléments appartenant a ’'un
des deux au moins est I'union ou la réunion de E et F; on le note EUF.
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Plus généralement, si E|, E,, ..., E,, ... sont des ensembles, leur union ou réunion,
notée \JE,, est ’ensemble des éléments appartenant a I'un au moins de ces
n

ensembles.

2.1.7 Convention

Si E et F sont deux ensembles, ’ensemble des éléments communs a E et F
est 'intersection de E et F; on le note ENF. Lorsque ENF est vide, on dit que E
et F sont disjoints.
Plus généralement, si E|, E,, ... , E,, ... sont des ensembles, leur intersection, notée
NE, est ’ensemble des éléments appartenant a la fois a tous ces ensembles.
n

2.1.8 Convention

Si A et B sont deux ensembles, on note 4-B I’ensemble des éléments de A
qui n’appartiennent pas a B.

2.1.9 Convention

Une application ou fonction f d’un ensemble E dans (ou vers) un ensemble
F, notée:

f: E-F
x—f(x)

est un ensemble de couples (x, y) €E X F, aussi appelé graphe de f, tel que:

e pour tout xekE, il existe un couple (x, y) dans cet ensemble f;
* si (x, y) et (x, z) appartiennent a I’ensemble f, alors y et z coincident.

Pour tout xeE, on note f{x) le seul élément yeF tel que (x, y) appartient a
’ensemble f; f{x) est appelé valeur de f pour ’argument x. Nous préciserons parfois
que f est une fonction (ou application) unaire de E dans F.

Une fonction binaire de E dans F est une application de E? dans F. Soit g
une telle fonction binaire de E dans F. On note:

g F >F
(xla X2) Hg(xl’ x2)

g(x,, x,) désigne la valeur de g pour les arguments x, et x,. Une fonction fernaire,
respectivement n-aire, de E dans F est une application de E°, respectivement E”
dans F. Elle comporte 3, respectivement n arguments.

Soit f: E— F une application et soit 4 une partie de E; on note f|, I'applica-
tion de 4 dans F déterminée par la condition: f],(x) coincide avec f{x) pour tout
xeA . fl, est appelée restriction de fa A.
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2.1.10 Remarque importante

I1 ne faut pas confondre la fléche apparaissant dans f: E— F avec le symbole
logique —. Le contexte permet toujours de décider.

2.1.11 La notion de relation

Une relation unaire dans un ensemble E est une partie R, de E. Si xeR,, on
note R,(x) et on dit que x satisfait la relation R,.

Une relation n-aire dans un ensemble E est une partie R, de E". Lorsque
(x5, X35 ... » X,)ER,, on note R,(x,, x,, ... , X,); ces deux notations sont équivalentes.

2.1.12 Un exemple de relation: Pégalité

L’égalité dans un ensemble E est la relation binaire donnée par la diagonale
4 de E?, c’est-a-dire par ’ensemble de couples (x, x)eE?, ou x parcourt E. Lorsque
(x,, x,)ed, en bonne doctrine on devrait écrire 4(x,, x,); mais habituellement, on
note x; =x, et nous ferons ainsi.

2.1.13 Autres exemples: les idées d’ordre, d’ordre total, de bon ordre

Un ordre dans un ensemble E est une relation binaire donnée par une partie
0 de E? telle que:

la diagonale 4 de E? est incluse dans @

si (x, y)e0 et (y, x)e0, alors x=y

si (x, y)eO et (y, z)€0, alors (x, 2)e0.
Lorsqu’on ne considére qu’un ordre @ dans E, @(x, y) se note habituellement x< y.
Lorsqu’on considére simultanément plusieurs ordres dans E, il convient d’adopter
des signes différents pour les distinguer.

Un ordre @ dans E est dit total si, pour tout xeE et tout yeFE, on a (x, y)e@
ou (y, x)e@. Un tel ordre est dit bon et E est dit bien ordonné par 0, si, de surcroit,
pour toute partie non vide 4 de E il existe acA4 tel que xeA entraine (a, x)e0.

2.1.14 Remarque importante

La notion d’ensemble est abstraite, en ce sens qu’il faut faire la distinction
entre chaque ¢lément d’un ensemble et le signe — ou les signes — qu’on emploie
¢ventuellement pour le nommer. Un méme élément peut &tre désigné par plusieurs
signes différents; 141 et 2 sont des signes pour le méme nombre naturel, par
exemple. Un élément peut fort bien ne pas avoir de désignation, comme c’est le cas
pour presque tous les points du plan muni d’une figure donnée.
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2.1.15 Remarque importante

Au cours du rappel ci-dessus, ainsi qu’au chap. 1 (lemmes 1.0.16 et 1.0.19,
déf. 1.0.28), nous avons employé a plusieurs reprises un signe “égale”. D’une fagon
générale, dans le texte ordinaire, “a=5" est une abréviation pour “a et b sont des
notations pour le méme objet”. Par principe, il faut distinguer ce signe = du
symbole logique =; ils ne seront cependant pas figurés par des caractéres typogra-
phiques différents.

Par un surcroit de précaution, nous avons introduit au chapitre 1 le signe =
pour indiquer que deux notations désignent le méme agrégat de symboles d’un
langage du premier ordre L. Ainsi, si ¢, et ¢, désignent des termes de L, ¢, = ¢, signifie
qu’ils sont attachés a un seul et méme terme de L; tandis que (f,=¢,) est une
formule de L qui ne donne aucun renseignement sur les termes désignés par ¢, et ¢,.

2.1.16 Remarque importante

Dans le méme ordre d’idée, nous aurons souvent a exprimer qu’une condi-
tion C, a pour conséquence nécessaire une condition C,. Nous le noterons C,=C,.
Par exemple, (acd et A < E)=(aeE). Lorsque C,=C, et C,=>C,, nous noterons
C,<>C,, ce qui peut se lire “C, est valide si et seulement si C, est valide”. Cette
phrase s’abrége parfois en “C, ssi C,”. Il importe de ne pas confondre = (resp. <>)
avec — (resp. «»). Les deux premiers sont des abréviations pour des locutions de
la langue ordinaire; ils relévent de ce qu’on peut considérer comme la “logique
naive”. Les deux derniers sont des symboles logiques dénués de signification a
priori.

2.2 LA NOTION DE L-STRUCTURE

2.2.0 Préambule

Soit L un langage du premier ordre. Outre les huit symboles logiques, les
trois symboles de ponctuation et une collection de symboles de variables, il
comporte des collections de symboles propres: Cst(L), Fct(L) et Rel(L). Nous
admettrons, sans autre forme de proces, que toutes ces collections sont des ensem-
bles, pour tous les langages du premier ordre considérés. Il existe des collections
qui ne sont pas des ensembles. Toutefois elles sont si complexes ou si peu mania-
bles que la restriction convenue ne devrait provoquer aucune nostalgie. Nous
constaterons d’ailleurs que nous plagons dans une situation extrémement générale.

2.2.1 Définition

Soit L un langage du premier ordre.
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Une structure ensembliste pour L, ou L-structure, est la donnée d’un couple
(E, J) ou:

e E est un ensemble non vide
» J, que nous appellerons interprétation, est une application, autrement dit un
ensemble de couples, dont les premi€res composantes appartiennent a:
Cst(L)UFct(L)URel(L)
et telle que:
i) si ceCst(L), J(c), aussi noté ¢, est un élément de E
ii) si f,eFct(L), J(f,), aussi noté f,, est une fonction de E” dans E
iii) si R,eRel(L), J(R,), aussi noté R, est une partie de E”

Cette définition justifie a posteriori les locutions: “symboles de constante, de
fonction et de relation” introduites au chapitre 1. Relevons aussi qu’une L-struc-
ture ne permet pas de “traduire” les symboles logiques, les symboles de variables
ni les symboles de ponctuations.

2.2.2 Exemple

Soit L un langage du premier ordre. Soit E={e} un ensemble réduit a un seul
¢lément. Posons alors:

e pour tout ceCst(L), J(c):=e

e pour tout symbole de fonction n-aire f,eFct(L), J(f,) égale 'unique fonction
n-aire sur E a valeurs dans E: J(f,): E">E

¢ pour tout symbole de relation m-aire R,eRel(L), J(R,):=DF<E™.
(“J(c):=e” se lit: “J(c) égale, par définition, e”.)

Cet exemple montre que tout langage du premier ordre L admet au moins une
L-structure.

2.2.3 Exemples
Donnons un langage du premier ordre L, par:

Cst(Ly):={c}, Fet(Ly): ={/f3}, Rel(Ly):={Ry}

2.2.3.0 1* exemple de L,-structure

Prenons I’ensemble a trois éléments E, : ={u, v, w} et déterminons I’interpré-
tation J, par:

e Ji(o)=¢:=u
o J,(f;)=1, égale, par définition, ’application binaire f; :E>— E, donnée par I’en-
semble:

{((, w), u), ((u, v), v), ((u, W), w), (v, 4), v), ((v, ¥), W), (v, W), ), ((w, u), W),
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((w, v), w), (w, w), v)}

qu’on peut aussi représenter dans un tableau a double entrée:

w wlul|v
E S v [vlwlu] T fionw
u (ulviw
u v ow
—_—
E,
Fig. 2.0

o JiRY=Ry:={(w, u), @, v), (u, W), (v, V), (v, W), (W, W)} = E}
qu’on peut illustrer dans une présentation graphique du produit cartésien Ex:

w (u,w) (v,w)

E, v (u,v) v,v)
u (w,u)
L
E,
Fig. 2.1

2.2.3.1 2° exemple de L,-structure:
posons E,:=N:={0, 1, 2, 3, ..., n, ...} et déterminons 'interprétation J, par:

Jc):=¢:=0
J(f):=f: NxN->N
(x, y)»maximum de x et y
JRy)=R,:={(x, y)eN?|x divise y dans N}
(x divise y dans N §’il existe zeN tel que y=xz).
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2.2.4 Définition

Soit L un langage du premier ordre et soit (E, J) une L-structure.
Une spécialisation s de (E, J) est une application

s: Ter(L)-»E

soumise aux deux conditions suivantes:
i) siteCst(L), s()=J(2)
i) sifieFet(L) etsi ¢, ¢,, ..., t,eTer(L)
s(Lts by s ) =TS, 82, ., 5(2,))

2.2.5 Remarque

La condition i) exprime que s et J coincident sur Cst(L).

2.2.6 Remarque

Les symboles de variables sont des termes; autrement dit: Var < Ter(L). En
vertu de la condition ii) et de 'unique lisibilit¢ des termes, s est entiérement
déterminée par les valeurs qu’elle prend sur Cst(L)UVar.

2.2.7 Remarque

Pour les mémes raisons, si g: Var— E est une application quelconque, il
existe une spécialisation (et une seule) s de (E, J) telle que la restriction de s & Var
soit o. Nous dirons que la spécialisation s est déterminée par a.

2.2.8 Exemple

Reprenons le langage L, des exemples 2.2.3 et la L -structure (E,, J,) de
I’exemple 2.2.3.0. Soit s, la spécialisation de (E,, J,) déterminée par:
5;(X)=u, 5;(x)=v, 5;(x)=5,(x")=...=w.

Calculons les images par s, des termes:

¢ file, x); fx o) fix X)), folx, f(x, X))
e si(o)=J\(c)=u
o s(file, x)=T(f)(s(0), s(x))=Folu, y=u
o 5(fix, ) =T(f)(s(x), s(c))=Fo(u, Wy=u
o 5060x, X)) =T (fH)s(x), s(x) =Fu, v)=v
o 50600 fi0x XN =J,(L)G), J(H)G), s =7, folw, ) =Folwv)=v.

2.2.9 Convention

Lorsque P(x) est un polynome en x, ’'usage est de désigner par P(a) la valeur
de la fonction polyndmiale associée & P(x) quand on y spécialise x en a. Par
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analogie, si s est une spécialisation de (E, J) et ¢ un terme, ce que nous avons
désigné par s(t) se notera plutét t(s); cette écriture fait penser a la “valeur” des
termes ¢ quand on y interpréte les symboles de constantes selon J et quand on y
spécialise les symboles de variables selon s.

2.2.10 Convention

Soit s une spécialisation de la L-structure (E, J); soit x un symbole de

. . x L, .
variable et soit a un ¢lément de E. On notera s<—> la spécialisation s” de (E, J) qui
a

coincide avec s sur tous les symboles de variables, sauf éventuellement en x, et qui
envoie x sur a.

Nous sommes maintenant en mesure d’attribuer aux formules du premier
ordre un contenu sémantique.

2.2.11 Définition

Soit L un langage du premier ordre, (E, J) une L-structure et s une spéciali-
sation de (E, J). Si ¢ est une formule de L, le sens de la phrase “(E, J) satisfait
la formule @ pour la spécialisation s”, qui s’abrége en (E, J) = ¢[s], est déterminé par
les régles suivantes (ou a,feFor(L), ¢, t,, ..., t,Ter(L) et R,eRel(L)):

Quand ¢ est: (E, J)=gls] signifie que:
1) (¢,=¢) t,(s) est le méme éléement que ¢,(s)
2) Rm(tl’ t2’ L] tm) (tl(s)a tZ(s)a ey tm(s))eJ(Rm)
3) (Ta) il est faux que (E, J)E=ofs]
4) (anp) (E, )e=als] et (E, J)=ps]
5) (@vp) (E, J)=als] ou (E, J)=pIs]
6) (a—p) (E, JY=pBIs] ou (E, J)=(Ta)[s]
7) (x=p) (E, )= (a—P)s] et (£, J)=(f—0)s]
8) (Axa) il existe a dans E tel que (E, J)t-=oc[s<5>]
a
9) (Vxa) pour tout a dans E, (E, J)ba[s(f>].
a

2.2.12 Remarque

La définition ci-dessus s’appuie sur la récurrence propre a la construction
des formules de L. Elle n’a de sens qu’en vertu de I"'unique lisibilité des formules
de L.
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2.2.13 Remarque

Quelle que soit la formule gpeFor(L), pour reconnaitre si (E, J)=gls], le test
ultime consiste a examiner si des éléments appartiennent ou n’appartiennent pas
a certains ensembles. Or, ou bien un élément appartient a un ensemble ou bien il
ne lui appartient pas; I'une des éventualités exactement est réalisée. Par consé-
quent, ou bien (E, J)=¢[s], ou bien (E, J)=(T1¢)[s].

2.2.14 Remarque

Le mot “ou” figurant dans les régles 5) et 6) est disjonctif et non exclusif.
Placé entre deux éventualités, il exprime que I'une au moins d’entre elles est
réalisée. Nous aurons I’occasion de revenir sur le sens des mots “et” et “ou” dans
la langue ordinaire.

2.2.15 Remarque

Les seuls symboles qui soient traduits par des verbes sont = et les symboles
de relations.

2.2.16 Remarque

En particulier, (x— /) et (v (1)) ont la méme traduction. Comme nous
I’avons annoncé au Chap. 1, on pourrait se passer du symbole —. On vérifie de la
méme maniére qu’on pourrait faire ’économie des symboles v, « et 3.

Cette remarque nous place dans la situation suivante:

D’une part, le systéme de symboles logiques que nous avons introduit est
redondant. Mais il est pratiquement prét a I’emploi: il permet de traduire presque
mot a4 mot les assertions des mathématiques ordinaires, tout au moins. D’autre
part, on pourrait considérer un systéme de symboles logiques réduita : 11, A, =
et V. Pour établir les faits de la logique du premier ordre, il faut généralement
traiter séparément chaque symbole logique. En les ramenant a quatre, on allége
d’autant les démonstrations. En revanche, un tel systéme est pratiquement mal-
commode.

Nous allons donc passer la convention suivante:

2.2.17 Convention

« les définitions, les propositions, les exemples concerneront toujours des lan-
gages du premier ordre comportant notre systéme de huit symboles logiques.

» En régle générale, nos démonstrations seront “économiques”. Elles ne feront
intervenir, dans la plupart des cas, que les symboles 71, A, = et V.

Cette commodité exige une contrepartie. A chaque définition nouvelle, nous
devrons nous assurer qu’elle est compatible avec le fait que v, —, <> et 3 sont des
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abréviations. Plus précisément:

e (avp) est une abréviation pour (T1((T1a) A (71f))); intuitivement “o ou S
équivaut a “il est faux que ni a, ni §”

e (x—f) est une abréviation pour (fv (1)), donc une abréviation pour
UCBACICTI0))

e (aesf) est une abréviation pour ((«—f) A (8—a)), donc pour
OB ACICIN AT ATICIB)N)

e (Ixa) est une abréviation pour (71(Vx(1))); intuitivement “il existe x tel que
o” équivaut a “il est faux que pour tout x, (non a)”.

Les vérifications sont généralement tout a fait banales. Nous les confierons
au lecteur qui n’aura aucune peine a les effectuer a titre d’exercices. Il pourra aussi
reconnaitre s’il a compris une démonstration en rédigeant la preuve concernant
I’'un des symboles logiques laissés de coté. Cela le conduira a paraphraser la preuve
donnée dans le texte.

Revenons a la définition 2.2.11 que nous allons illustrer par des exemples.

2.2.18 Exemples

Considérons le langage L,, la L,-structure (E,, J,) de I’exemple 2.2.3.0 et la
spécialisation s, de I’exemple 2.2.8. Introduisons les formules suivantes:

a=Ry(x, c); B=(fix, ©)=x); y=(x"=¢)
o=((fox', x)=x)>(x"=)); e=(VX'(Vx(f(x, X)=fox", X))))

Nous allons examiner si (E,, J,) satisfait certaines de ces formules pour la spéciali-
sation s,.
2.2.18.0 Est-ce que (E,, J))=afs] ?

La réponse est oui ssi (5,(x), 5,(c)eR,. Dans ce cas, (5,(x), 5,(c)) = (u, weR,.
La réponse est donc oui.
2.2.18.1 Est-ce que (E,, J)E=f[s]?

La réponse est oui ssi f;(s,(x), 5,(0))=s,(x).
Ici, f3(s,(x), $,(c))=fxu, u)=u et s,(x)=u. La réponse est oui.
2.2.18.2 Est-ce que (E,, J))=v[s,] ?

La réponse est oui ssi s,(x")=s,(c).
Or s,(x")=vet 5,(c)=u. Laréponse est donc non. Autrement dit, (E,, J,) = (T1y)[s,].
2.2.18.3 Est-ce que (E,, J))=d[s|] ?

La réponse est oui ssi 5,(x")=s,(c) ou f(s,(x"), 5,(x")) #5,(x).
Or, fy(s,(x), s,(x) =Ry, v)=w et 5,(x)=v. Donc la deuxiéme éventualité est
vérifiée; la réponse est oui.
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2.2.18.4 Est-ce que (E,, J))kE=¢gls)] ?

La réponse est oui ssi, pour tout a dans E:

’

(£, 1) E(Ix(fx, x)=f(x, )8, <i>]- Cela a lieu ssi, pour tout b dans E| et tout
a
a dans E:
(E), J)E(flx, x)=£, x)s, (2) (%)]

Notons s* la spécialisation s,<f> <i> (ou mieux (s,<£>) (<£>))
b/ \a b a

Fas*(x), s*(x)=/b, a) et fo(s*(x), s*(x))=/(a, b).

11 suffit d’examiner le tableau donnant f, pour constater que, pour tout a et tout
b dans E, fi(b, a)=fya, b). La réponse est donc oui.

Dans ce dernier exemple, ¢ est un énoncé. De plus, le choix de la spécialisa-
tion s, ne joue aucun role. Il s’agit 1a d’un fait général qui découle de la proposition
suivante:

2.2.19 Proposition

Soit L un langage du premier ordre, (E, J) une L-structure et ¢ une formule
de L. Soit s, et s, deux spécialisations de (£, J) qui coincident sur VL(gp). Alors

(E, J)=g[s|] si et seulement si (E, J) = g[s,].

2.2.20 Démonstration

Elle repose sur la récurrence selon laquelle sont formées les formules de L.
Désignons par A4 I’ensemble des formules de L qui satisfont la conclusion de la
proposition. Nous allons montrer que:

2.2.20.0 A contient les formules atomiques de L

2.2.20.1 Si «, BeA et si xeVar, alors (T1a), (@ Af), (Vxa)eA.

Donc 4=For(L), ce qu’il faut établir.

2.2.20.0 A contient les formules atomiques de L.

Remarquons d’abord que si teTer(L) et si s,, 5, sont deux spécialisations qui
coincident sur I’ensemble des symboles de variables apparaissant dans ¢, alors ¢(s,)
et 1(s,) désignent un méme élément de E.

i) Sig=(=1), avec ¢,, t,cTer(L), comme s, et s, coincident sur VL(p) par
hypothése, s, et s, coincident sur les symboles de variables de ¢, et £,. Donc
L(s)=1,(sp) et t,(s,)=1,(s,). Par suite, si £,(s))=1,s)), alors £,(s,)=1,(s,) et
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réciproquement. D’ou: (E, J)=¢[s )]« (E, J) =g[s,).

Soit R,, un symbole de relation de L et ¢, t,, ..., t,€Ter(L). Si

p=R, (1, t,, ..., 1), comme 5, et s, coincident sur V'L(p) par hypotheése, elles
coincident sur les symboles de variables de ¢, ¢,, ..., t,. Donc

(115(81)s La(81)s - s Bu(8))=(11(52), 1a(52), -, L,(52))- .

Si 'un des membres de cette égalité désigne un élément de R,, il en est de
méme de 'autre. D’ou: (E, J)E=g[s|]<(E, J)E=g[s,).

2.2.20.1 Si «, feA et si xeVar, alors (M), (@A B), (Vxa)eA.

i)

ii)

iii)

acA=("a)eA

Supposons que les spécialisations s, et s, coincident sur VL((7«)). Elles
coincident donc sur VL(x). Comme aeAd, (E, J)=als,]<(E, J)=as,]. Cette
derniére assertion est équivalente a: (il est faux que (E, J) = ofs,]<> (il est faux
que (E, J)=a[s,]). Ce qui peut encore s’écrire:

(E, =(o)[s]<(E, J)=(a)[s,).

Donc: (Tla)eA.

o, feA=>(a A B)eA.

Supposons que les spécialisations s, et s, coincident sur VL((x A f§)), C’est-a-
dire sur VL(e)UVL(). Elles coincident donc sur VL(a) et sur VL(f). Comme
o, feA, on a:

{(E, N=alsl=(E, ))=als,)} et {(E, J)=Bls\}=(E, J)=fls,]}-

on en déduit immédiatement que:

{(E, N=als)] et (E, J)=Bls\}{(E, J)=alsy] et (E, J)=pls)l},

ce qui se note aussi: (E, J)=(a A f)s ]<=(E, J)E= (o A B)s,].

D’ou: (¢ A feA.

(aeA et xeVar)=>(Vxa)eA.

Supposons que les spécialisations s, et s, coincident sur VL((Vxa)), c’est-a-dire

sur VL(a)—{x}. Alors pour tout aeE,,.v,<f> et sz<f> coincident sur VL(a).
a a

Comme aeA, on a, pour tout ack,

(E, J)=a[s.<f)1¢><E. J)»=a[s2<’-‘>].
a a

Ce qui équivaut a: (E, J)i= (Vxa)[s,]<(E, J) = (Vxa)[s,).
D’ou: (Vxa)eA. a

2.2.21 Corollaire

Les notations étant celles de la proposition 2.2.19, supposons de plus que ¢

est un énoncé de L. S’il existe une spécialisation s, de (E, J) telle que (E, J)=afs,],
alors pour toute spécialisation s de (E, J), on a (E, J)=¢[s]. Sinon, pour toute
spécialisation s de (E, J), (E, J)=(T1a)[s].
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2.2.22 Convention

Ce corollaire justifie la convention suivante: Si geFor(L) est un énoncé, si s
est une spécialisation d’une L-structure (E, J) telle que (E, J)=g[s], on note:
(E, N)=o.

2.2.23 Définition

Soit L un langage du premier ordre et (E, J) une L-structure. Soit S un
ensemble d’énoncés de L. On dit que (E, J) est un modeéle pour S si, pour tout
énoncé geS: (E, J)=g.

2.2.24 Exemple

Soit L, un langage du premier ordre donné par:
Cst(Ly):={c}; Fet(Ly):={f,}; Rel(L,):=0.

Soit (E3, J;) une L,-structure donnée par:

o Eyi={u,v, w}

e Ji0):=u

o Jy(fy) :=f,:E:— E;, fonction exprimée par le tableau suivant:

wiulv

Considérons ’ensemble S={¢p,, ¢,, ¢} d’énoncés de L, ou:

0= (Ix" (VX' (Ix(folx, fox's X)) =foSox, X7), x7)))))
0= (Yx((fox, )=x) A(fi{e, X)=x)))
0= (Vx(AX' (A%, x) =) A(fA(X', X)=0)))).

Il est facile de vérifier que (E, Jy)=¢, i=1, 2, 3. (cf. exercices). Donc (£, J3)
est un modéle pour S. On dit qu’un modéle de S est un groupe; S est formé des
axiomes des groupes. Plus généralement, on appelle groupe tout modéle de S dans
un langage du premier ordre comportant un symbole de constante ¢ et un symbole
de fonction binaire f, (cf. exemple 2.2.3.0).
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2.2.25 Exemple

Dans le langage L, et avec la L,-structure (E,, J,) de ’exemple 2.2.3.0,
considérons I’ensemble d’énoncés T={y,, y,}, ou

Y1 = (VX (Vx((Ry(x, X) A Ry(X', x))(x=X"))))
¥, = (Vx" (VX' (VX((Ry(x, X) A Ry(x', X)) = Ry(x, x™)))))

A nouveau on vérifie aisément que (E,, J)) = y,, i=1, 2. (cf. exercices). Donc (E,, J})
est un modéle pour T. Tout modéle de T dans un langage du premier ordre
comportant un symbole de relation binaire R, est appelé ensemble ordonné.

2.2.26 Exemple

Reprenons le cas du village V*** évoqué au paragraphe 2.0. Supposons
qu’on veuille formaliser la généalogie des hommes de V***; celle-ci pourrait é&tre
schématisée dans un diagramme dont voici un fragment:

o
(=]
i

1984 +—

temps \/

Fig. 2.3

Nous voyons apparaitre un graphe orienté. Les sommets forment un ensemble
E,:={a,b,c,d e f g h, i j ..} représentant les hommes de V*** Chaque aréte
orientée figure la correspondance entre un homme de V*** et son pére (qui
appartient aussi a V*** car il s’agit d’un village trés isolé¢). Nous aimerions
disposer d’un langage du premier ordre et des énoncés dans ce langage pour lequel
le graphe de la figure 2.3 fournisse un modéle.

Proposons-nous de formaliser des phrases telles que: “x est pére de y”.
Chacun n’ayant qu’un seul peére, il est assez naturel d’introduire un langage L,
comportant un symbole de fonction unaire: f;. Posons alors:

J4(ﬁ)=.7l={(a: b)a (b: e)’ (C, e)a (d' e)a (e' g)’ (f; g)’ (g. h)’ (l, j)’ }
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En se reportant a la figure 2.3, on constate que pour toute spécialisation s de J, et
pour tout xeVar, s(fi(x)) désigne le pére de s(x). Le graphe de la figure 2.3 illustre
la L,-structure (E,, J,). (E,, J,) est aussi un modéle pour ’ensemble vide d’énoncés
de L,.

L’énonceé a,=(Vx(1(f(x)=x))) s’interpréte en disant que personne n’est
son propre pére. Comme il est facile de le vérifier, «, est satisfait dans (£,, J,). Donc
(E,, J,) est un modéle pour {o,}.

Toutefois, comme nous I’avons fait dans le § 2.0, nous pourrions préférer
avoir a disposition un symbole de relation binaire susceptible d’étre interprété par
“..est pere de ...”. Introduisons donc un langage du premier ordre L ; comportant
un symbole de relation binaire R,. Posons alors:

Ji(R)={(b, a), (e, b), (e, ©), (e, d), (g, e), (g.1), (h, &), (J, D), ...}. Considérons
alors les énoncés:

Bi=(x(Ax'R,(x’, x))) (“chacun a un pére”)

Bo=(Vx" (VX' (VX((Rox, x™) A Ry(x’, X)) = (x=x")))))
(“chacun n’a au plus qu’un seul pére”)

By=(x(T1Ry(x, x))) (“personne n’est son propre pére”)

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier en détail que (E,, J) est bien un
modeéle pour {#,, B,, f;}. Ce modéle est illustré par le graphe de la figure 2.3.

L’énoncé B, a la méme signification que «,.

Les énoncés {f,, f,} expriment que R, a “un caractére fonctionnel”. Plus
précisément, dans chaque modéle (E, J) de {B,, B,}, R,cE? est le symétrique du
graphe d’une fonction. Moyennant I’introduction des énoncés {f,, f5,}, nous pou-
vons supprimer un symbole de fonction au profit d’un symbole de relation. On
constate par la qu’en ce qui concerne les interprétations ensemblistes tout au
moins, on pourrait toujours se borner a des langages du premier ordre sans
symbole de fonction. C’est ce que font certains auteurs.

2.3 REMARQUES SUR LES ENSEMBLES
DENOMBRABLES

2.3.0 Considérations élémentaires sur les ensembles

La notion naive d’ensemble joue un role essentiel dans I'idée de structure.
Mais elle intervient déja dans I’étude des formules d’un langage du premier ordre
L. Nous savons que toute formule de L est un agrégat fini de signes typographi-
ques. Nous entendons pas la que cette succession de signes peut étre effectivement,
matériellement écrite. En revanche, il n’est pas possible d’écrire effectivement
toutes les formules de L, méme quand ’ensemble des symboles propres a L est trés
réduit. Pour poursuivre notre étude nous devons faire un effort d’imagination et
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admettre que la totalit¢ des formules de L existe actuellement. C’est ce qu’on
traduit en disant que For(L) est un ensemble.

Une situation analogue se présente avec les nombres naturels. On peut
commencer a écrire la suite des nombres naturels sous la forme:

Cuaxamnary;arin;..

chaque parenthése comportant un baton de moins que la suivante. On peut aussi
employer la notation décimale:

0;1;2;3; 4, ..

Dans les deux cas, chaque nombre naturel se présente comme un agrégat fini de
signes typographiques; mais il est impossible d’écrire effectivement tous ces agreé-
gats. Nous admettrons cependant que leur totalité existe. Elle constitue un ensem-
ble que nous noterons N. La notion mathématique d’ensemble a été introduite
pour faire face a de telles situations.

Une application f:E— F d’un ensemble E vers un ensemble F est dite

* injective si, quels que soient x et y dans E, (f{x)=Ay)) implique x=y.
o surjective si, quel que soit z dans F, il existe x dans E tel que f{x)=z.
* bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Dans ce dernier cas, on dit aussi que f établit une correspondance biunivoque entre
E et F. L’application réciproque f~':F—E qui, a tout z dans F, attache le seul
¢lément x de E tel que f{x)= z est aussi bijective.

Un ensemble E est dit dénombrable lorsqu’il existe une bijection de N vers
E (ou, ce qui revient au méme, de E vers N). Un ensemble E est dit fini quand il
existe une bijection de E vers une partie effectivement écrite de N. Nous admet-
trons sans autre forme de procés que toute partie de N est soit finie, soit dénombra-
ble, ce qu’on exprime aussi en disant qu’elle est au plus dénombrable.

N est un ensemble bien ordonné en ce sens que I’ordre naturel sur N est total
et que toute partie non vide de N admet un plus petit élément. On en déduit que
s’il existe une application surjective f:N— E de N sur un ensemble E, E est au plus
dénombrable. En effet, définissons une application

g: E-N
xg(x)

ou g(x) désigne le plus petit élément de ’ensemble (non vide, par hypothése) des
¢éléments de N que fapplique sur x. Il est clair que g est injective. Il existe donc une
correspondance biunivoque entre E et ’ensemble des valeurs de g, qui est une
partie au plus dénombrable de N.

La réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable. Considérons en effet les ensembles dénombrables (E)qy:
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0 o1 2 3

Ey = {ap, a, aj, ay,....,ap,..}
0 1 2 .3

El = {aly a,, aj, a,,....,a',‘,...}
0 1 2 .3

E2 = {aZ’ a2, az, az,..--,a;,...}

Ei =

0 1 52 .3
{aia ai’ ai’ aia--"’ain""}

On peut facilement déterminer une surjection de N sur \UE; il suffit de
ieN

numéroter les a} selon le diagramme suivant:

Fig. 2.4

en suivant les fléches. Donc | E; est au plus dénombrable. Mais comme il contient
ieN
E,, il n’est pas fini. Il est donc dénombrable. On déduit immédiatement de 1a que
la réunion d’une famille finie non vide d’ensembles dénombrables est dénom-
brable.
Un raisonnement analogue montre que la réunion d’une famille dénom-

brable d’ensembles finis non vides et disjoints est dénombrable:

a@ a4

«  a a  a

@

& @ 4 a a4 a

a@  da  ad a

Fig. 2.5
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2.3.1 Langages du premier ordre “élémentaires”

Revenons aux langages du premier ordre.

La logique élémentaire, qui est 'objet principal de cet exposé, ne s’intéresse
qu’aux formules qu’on peut — ou qu’une machine peut — effectivement écrire. Cela
impose quelques restrictions a ’ensemble des symboles utilisés.

Prenons un langage du premier ordre L, “élémentaire” au sens qui vient
d’étre évoqué. Il comporte un nombre fini de symboles logiques et de symboles de
ponctuation. Les symboles de variables peuvent s’écrire:

ce qui revient a les numéroter. Ils constituent donc un ensemble dénombrable.

Passons aux symboles propres a L. Cst(L) peut éventuellement étre fini.
Lorsqu’il ne I’est pas, on doit pouvoir écrire chaque symbole de constante. Leur
suite se présente alors ainsi:

Donc, Cst(L) est au plus dénombrable.

En ce qui concerne les symboles de fonctions, nous avons vu que nous
pouvions faire ’économie des indices numériques décimaux et noter par exemple
[, " aulieude f7(cf. fin du Chap. 1). Les symboles de fonctions peuvent dés lors
étre rangés dans un tableau:

qui fait apparaitre une famille finie ou dénombrable d’ensembles disjoints finis ou
dénombrables. Donc Fct(L) est au plus dénombrable. On montre de la méme
maniére que Rel(L) est au plus dénombrable.

Par suite, I’ensemble des symboles propres a L est fini ou dénombrable et
’ensemble de tous les symboles de L est toujours dénombrable.

Cela vaut pour tous les langages du premier ordre “élémentaires”, c’est-
a-dire pour lesquels chaque formule peut étre effectivement écrite, éventuellement
par une machine assez puissante. C’est dans ce cas que nous placerons par la suite,
sauf mention expresse du contraire. Nous réserverons toutefois un chapitre ulté-
rieur a des langages du premier ordre moins élémentaires dont I’ensemble des
symboles pourrait ne pas étre dénombrable.

Revenons, comme convenu, aux langages du premier ordre “€lémentaires”.
Nous pouvons établir une proposition utile:
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2.3.2 Proposition

Soit L un langage du premier ordre. L’ensemble For(L) des formules de L
est dénombrable.

2.3.3 Démonstration

Lorsqu’on fait usage des notations rappelées ci-dessus, tous les symboles et,
partant, toutes les formules de L peuvent s’écrire a ’aide de seize signes:

T AV » & = (,)VY 3 ¢ x f R’

Par exemple, le symbole de relation R, est un agrégat de sept signes.
Appelons For(n, L) ’ensemble des formules comportant exactement » si-

gnes. Il est facile de s’assurer que For(1, L), For(2, L), For(3, L) et For(4, L) sont

vides.

En revanche:

* {x=x)}=For(5, L)={(x=x), (c=x); (x=c); (c=0)}
e {(x’=x); (x=x); R,/(x)}<For(6, L)y ‘
c{(x'=x); (x=x); (x'=¢); (c=x); (x=C), (¢'=x); (¢'=¢); (c=¢"); R(x);
’ R, (c)}
Pour n>4, For(n, L) n’est pas vide; il contient au moins la formule (x=x"""" ).

n-5

De plus, il est fini, car 'ensemble des agrégats de n de nos seize signes comporte

16" éléments; For(n, L), étant une partie de cet ensemble, est a fortiori fini. Ainsi,

For(L) est la réunion \JFor(n, L) d’une famille dénombrable d’ensembles finis
n>4

disjoints non vides: c’est un ensemble dénombrable. O

2.3.4 Corollaire

For(L) peut étre muni d’un bon ordre.

2.3.5 Démonstration

For(L) étant dénombrable, on peut établir une bijection de N sur For(L).
Désignons par «a, la formule ainsi attachée au nombre naturel n. Donc:

For(L)={ay, o}, 0y, ... &5 ...}

Transportons a For(L) le bon ordre naturel sur N en posant: o, <a, ssip<gq.
11 est clair que For(L) est bien ordonné par cette relation. O

La présence d’un bon ordre sur For(L) permet d’y effectuer des démonstra-
tions et des constructions par induction compléte ou, comme on dit aussi, par
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récurrence, a I'instar de ce qui se fait sur N. Si on veut attacher a chaque formule
o, de L une opération 2(e,) — démonstration ou construction — il convient:

1° de décrire ()
2° de décrire 2(a,) dans I’hypothése ou on dispose de £2(e,) pour tout k <p.

Cette procédure apparaitra par la suite.

—— ™ .



CHAPITRE 3

La logique (ou calcul) des propositions.
Les fonctions de vérité

3.0 INTRODUCTION

Revenons maintenant a 1’étude syntaxique des langages du premier ordre.
Soit L I'un d’eux. Nous savons reconnaitre, en principe, si un agrégat de signes est
une formule de L, c’est-a-dire un élément de For(L). Mais nous n’en savons guére
plus.

Faisons une comparaison. Il est facile de discerner si un agrégat de signes
appartient ou non a ’ensemble R[x] des polynomes en x a coefficients réels. Mais
la notion méme de polyndme en x apparait beaucoup plus clairement quand on
sait comment les ¢léments de R[x] se comportent vis-a-vis de 1’addition, de la
multiplication ou d’autres opérations encore. Le calcul élémentaire des polynémes
en x est ’étude de (R[x], +, ), c’est-a-dire de ’ensemble des polynomes en x a
coefficients réels, muni de 1’addition et de la multiplication.

Il existe de méme une sorte de calcul dans For(L). Mais nous ne considérons
d’abord qu’une partie des opérations possibles: celles qui sont déterminées par les
connecteurs, a I'exception du symbole =. Si a et f sont des formules de L, (T«),
(e A B), (@—(718)) sont aussi des formules de L. Cette algébre présente de grandes
analogies avec la combinaison des phrases ou propositions de la langue courante.
Si A4 désigne “il pleut” et si B désigne “nous allons a bicyclette”, (T14), (4 A B),
(A—(71B)) — qui se lisent (non A4), (4 et B), (si A alors non B)) — désignent dans
’ordre: “il ne pleut pas”, “il pleut et nous allons a bicyclette”, “s’il pleut, alors nous
n’allons pas a bicyclette”. C’est pourquoi la logique des connecteurs s’appelle aussi
logique ou calcul des propositions.

Cette partie de la logique s’applique a tout langage formel comportant les
connecteurs 71, A, VvV, — et «», pour autant qu’ils soient gouvernés par les régles
de formation que nous avons posées au Chap. 1. Elle ne prend pas en compte le
symbole = ni les quantificateurs, lorsqu’il y en a. La logique des propositions n’est
donc pas partie intégrante de la seule logique du premier ordre. Néanmoins, c’est
aux langages du premier ordre que nous comptons I’appliquer et nous nous
intéresserons a (For(L), 71, A, Vv, =, ).
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3.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

3.1.0 Préambule

Dans ce paragraphe, L désigne un langage du premier ordre donné une fois
pour toutes.

Lorsqu’on combine les formules atomiques de L a ’aide des connecteurs, on
n’obtient pas de formule comportant un ou plusieurs quantificateurs. Si on désire
obtenir toutes les formules de L, il faut partir d’un ensemble de “générateurs” plus
grand, qui fait I’objet de la définition suivante:

3.1.1 Définition

Les formules premiéres de L sont:
i) les formules atomiques de L
ii)  les formules de L commengant par (V ou (3.

Nous noterons P(L) ’ensemble des formules premiéres de L.

Pour préciser comment les formules de L sont engendrées a partir des
formules premiéres de L, posons la définition suivante qui a une portée trés
générale:

3.1.2 Définition

Soit E un ensemble non vide quelconque.
On appelle forme propositionnelle sur E.(ou construite a partir de E) toute
expression obtenue selon les régles suivantes:
i) Si AeE, A est une forme propositionnelle sur E.
ii) Si A4 et Bsont des formes propositionnelles sur £ (714), (4 A B), (Av B),
(A— B) et (A< B) aussi.
iii) Il n’y a pas d’autres formes propositionnelles sur E que celles qui découlent
des régles i) et ii).
Nous noterons @(E) I’ensemble des formes propositionnelles sur E.

La définition 1.0.8 permet d’énoncer immédiatement:

3.1.3 Proposition

Les formules de L sont les formes propositionnelles construites a partir de
I’ensemble des formules premiéres de L. Autrement dit:

For(L)=®(P(L))
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3.1.4 Remarque

La définition 3.1.2 s’appuie sur la remarque 2.1.14. Lorsqu’on considére les
formes propositionnelles sur un ensemble E, les éléments de E n’admettent a priori
aucune désignation spéciale. Si on veut en choisir une, elle ne doit engendrer
aucune confusion avec les régles de la définition 3.1.2. Par exemple, si E comporte
au moins deux €léments, on ne choisirait pas de les noter a et (71 a). On ne pourrait
plus distinguer entre I’é1ément “premier” (71 a) et la forme propositionnelle (71 a)
construite selon la régle ii) 4 partir de I’élément “premier” a. Les expressions
fabriquées de la sorte n’obéiraient plus a la condition d’unique lisibilité.

3.1.5 Remarque

Soit E un ensemble non vide et 4 une forme propositionnelle sur E. En
spéculant sur les parenthéses comme nous I’avons fait pour les termes et les
formules de L (cf. prop. 1.0.23), on peut affirmer I’existence d’un unique “arbre de
composition” de A a partir d’éléments de E. En particulier, toute formule ¢ de L
admet un unique arbre de composition a partir de formules premiéres de L, appelées
composantes premiéres de ¢.

3.1.6 Exemple
Soit a, B8, y, 0 des formules atomiques de L et soit peFor(L) donnée par:
¢ :=(Ax(axAB) v ((Vx'y))—9))

avec x, x’eVar. Son arbre de formation est représenté par la figure 3.0, et son arbre
de composition par la figure 3.1:

Fig. 3.0 Fig. 3.1

ou p:=3x(x A B)), g:=(Vx'y) et r:=0 sont les composantes premiéres de ¢.
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3.1.7 Motivation

Passons maintenant a la notion de “fonction de vérité” que nous allons
essayer de motiver. Soit (E, J) une L-structure et s une spécialisation de (E, J). ¢
étant une formule de L, ou bien (E, J)E=¢[s], ou bien il est faux que (E, J)E=¢[s].
Décidons d’associer & ¢ le nombre V() déterminé par:

1si(E J)=o
0 sinon.

Vi(p):= {

Les propriétés suivantes de la fonction V,:For(L)—{0, 1} découlent immédiate-
ment de la définition 2.2.11:

a) V(o) #Vi(p)

b) V((pArw) =1 ssi V(p)=V(y)=1

©) V(evw)=0ssi V(p)=V(p)=0

d) Vi((p—w)=1ss5i {V(p)=0 ou V(y)=1}
e) Vi((pw) =1 ssi V(p)=V(v)

quelles que soient ¢, weFor(L).

Vérifions d) par exemple:

Vilp—y))=1<(E, J)=(p—-y)ls]<=
<{(E, J)=yls] ou il est faux que (E, J) = g[s]}<>
<{V(y)=1 ou V(p=0}<
<>{V(9)=0 ou V(y)=1}

Ainsi, il suffit de connaitre V() et V(w) pour savoir évaluer ¥, en (T1¢), (¢ A ),
(o v ), (9p—y) et (py). Nous sommes conduits a la définition suivante:

3.1.8 Définition

Soit E un ensemble non vide. Une fonction de vérité V, sur '’ensemble &(E)
des formes propositionnelles sur E est une application V:®(E)—{0; 1} satisfaisant
les conditions portées dans le tableau suivant:

ou A et B sont des éléments quelconques de @(E).

V(4) V(B) V((T14)) | V((AAB)) | V(AvB) | V(A—B)) | V((4<B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Fig. 3.2
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3.1.9 Remarque

11 résulte de I"unique lisibilité de chaque forme propositionnelle sur E que
toute fonction de vérité sur @(E) est essentiellement déterminée par ses valeurs sur
E; plus précisément, pour toute application u:E—{0; 1}, il existe une unique
fonction de vérité V:®(E)—{0;1} telle que V| =pu.

Par exemple, si E={a,b,c}, si ula@)=1 et wub)=u(c)=0, et si
F:=(aA((T1b)—c))ed(E), on obtient successivement:

V(T1b)=1; V((T1b)—c))=0 et V(F)=0.

La proposition suivante est presque immédiate:

3.1.10 Proposition

Soit s une spécialisation d’une L-structure (E, J). Il existe une unique
fonction de vérité V, sur For(L), dite “associée a s, telle que, pour toute formule
¢ de L:

(E, N)=gls] ssi V(p)=1.

3.1.11 Démonstration
Considérons la fonction:

V,:For(L)— {0; 1}

1 si(E, J)E=¢s]
g = { 0 sinon.

V. est bien une fonction de vérité sur For(L) comme nous I’avons montré en 3.1.7.
Cela prouve a la fois I’existence et I'unicité de la fonction de vérité associée a s.
O

3.1.12 Calcul des valeurs d’une fonction de vérité

Considérons maintenant un ensemble E={4, B, ...} et une forme proposi-
tionnelle C:=((4 A(T1B))—B); si V est une fonction de vérité sur @(E), on sait
déterminer le nombre V(C) a partir des nombres V(A4) et V(B) a I'aide de la table
de la figure 3.2. Mais on peut aussi se proposer de le trouver par des calculs
numeériques.

Sur ’ensemble {0; 1}, définissons les deux lois internes + et - suivantes:

0+0=0; 0+1=140=1; 1+1=0

0.0=0-1=1-0=0;1-1=1.

Cela revient a calculer avec les nombres entiers ordinaires en ne s’occupant que de
leur parité; “pair” est noté 0 et “impair” est noté 1. On reconnait aussi le corps F,.
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Remarquons que pour tout ae{0; 1}, a+a=0et a.a=a.
On vérifie alors facilement les relations suivantes:

a) V((T14))=1+V(4)

b) V(4 A B))=V(4) - V(B)

c) V((Av B)=V(A)+ V(B)+ V(A) - V(B)

d) V((A-B))=1+V(A)+ V(A) - V(B)

e) V({(AeB))=1+V(A)+ V(B)

Vérifions d) par exemple: .
e si V(A)=0, V(4-B)=1et 1+V(A)+V(4)- V(B)=1+0+0=1
o si V(d)=1et V(B)=0, V(A-B)=0c¢et 1+ V(A)+V(B)=1+1+0=0
e si V(A)=V(B)=1, V((A-B))=1et 1+ V(A)+ V(A) - V(B)=1+1+1=1.
Lorsqu’on applique ces régles a C=((4A(T1B))—B), on constate que:
V(C)=1+ V(A)+ V(A) - V(B). Quelle qu’elle soit, la fonction de vérité V prend les
mémes valeurs en C et en (4— B). Ce genre de calcul va apparaitre dans I’exemple
suivant:

3.1.13 Exemple

Soit E={4, B, ...} un ensemble quelconque; soit ¥ une fonction de vérité
quelconque sur ¢(E). Calculer V(D) ou

D:=((4-B)—~(((T14)—B)—B)). (3.0

Pour simplifier I’écriture, posons:

F:=(4-B), G:=((14)~B), H:=(G—B)
a:=V(A) et b:= V(B).

Alors V(F)=14a+a-b
NG)=1+(0+a)+(1+a)-b=a+b+a-b
VIH)=1+(a+b+a-b)+(a+b+a-bb=1+a+a-b.

Dou  W(D)=1+WV(F)+ V(F)- V(H)
=1+(+a+a-b)+(1+a+a-b)(1+a+a-bd)
=l+(+a+a-b)+(1+a+a-b)=1.

Ainsi, V(D)=1 quelle que soit la fonction de vérité V sur @(E). Cela justifie
la définition suivante:

3.1.14 Définition

Soit E un ensemble non vide. On dit qu’une forme propositionnelle 4 sur £
est une tautologie si, pour toute fonction de vérité V sur @(E), V(4)=1.
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3.1.15 Remarque

La définition 3.1.14 s’applique en particulier au cas ou E=P(L) et P(E)=
For(L).

3.1.16 Remarque

Si 4 est un élément de E, 4 n’est certainement pas une tautologie, car il existe
une fonction de vérité V, telle que V(4)=0, ne fit-ce que celle qui est identique-
ment nulle sur E.

3.1.17 Remarque

Si, en particulier, x est un symbole de variable du langage du premier ordre
L, (x=x) est une formule premiére de L. Il existe donc au moins une fonction de
vérité V, sur For(L) telle que Vy((x=x))=0. Or pour toute spécialisation s d’'une
L-structure (F, J), on a: (F, J)=(x=x)[s], et par conséquent V((x=x))=1, si V;
est la fonction de vérité associée a s. Ainsi, d’'une part (x=x) n’est pas une
tautologie de L; d’autre part, la fonction de vérité V, attribue la valeur 0 a une
formule de L qui est manifestement satisfaite — ou “vraie” — dans toute interpréta-
tion. Autrement dit, les ¥, n’épuisent pas les fonctions de vérité sur For(L) et la
notion de fonction de vérité est trop fruste pour décrire ce qu’on appelle intuitive-
ment la “vérité”.

3.1.17 Proposition

Soit E un ensemble non vide. Alors, quelles que soient A et B dans @(E), les
formes propositionnelles:
1) (Av(T14))
2) (A~ (T14))
3) (A v B)=((MA) A(T1B)))
4) ((AAB)=((M4) v(T1B)
5) ((T1A4)~4)
6) (4-B)~>((T1B)—(114)))
sont des tautologies.

3.1.18 Démonstration

Soit ¥ une fonction de vérité quelconque sur @(E). Pour alléger I’écriture,

posons a:=V(A) et b:=V(B); pour tout entier naturel n=1, na =a+a+...+a.
n fois

En vertu des régles de calcul que nous avons vues:
D V(Av(d)=a+(1+a)+a-(1+a)=1+4a=1
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2) (A A(CIAD))=14+a - (1+a)=1+2a=1
3) (1A v B)y—e((MADVv(OIB)) =1+l +a+b+a-b)+(1+a) - (1+b)=
=1+2(+a+b+a-b)=1

4) V(A AB)y~(A)v(B))=1+1+a-b)+
+(1+a)+(1+b)+(1+a)-(1+b)=
=a-b+a+b+(1+a+b+a-b)=1

5) V(((1(1A)eA)=1+1+1+a))+a=1

6) (A-B)y=>((MB)=>(1A))=1+U+a+a-b)+(1+A+b)+(1+b) - (1+a)=

=(a+a-b)+b+(1+a+b+a-b)=1. O

3.1.19 Nomenclature

Les assertions selon lesquelles les formes propositionnelles 1) a 6) sont des
tautologies sont traditionnellement désignées ainsi:
1) est le “principe du tiers exclu”
2) est le “principe de non-contradiction”
3) et 4) sont les “lois de De Morgan”
5) est le “principe de la double négation”
6) est le “principe de contraposition”.

3.1.20 Remarque

Remarquons en passant que la définition des fonctions de vérité a été posée
en accord avec la définition 2.2.11. A son tour celle-ci, qui régit la satisfaction
d’une formule dans une spécialisation d’une L-structure, est compatible avec le fait
que v, — et & peuvent étre considérées comme des abréviations. Il en est donc
de méme des propriétés des fonctions de vérité. Cela apparait au travers des
tautologies 3) et 5).

3.1.21 Remarque

Malgré leur nom, les fonctions de vérité ne permettent pas de savoir si une
formule est “vraie”, comme nous ’avons déja remarqué. En revanche, quelle que
soit la formule aeFor(L), aucune fonction de vérité sur For(L) ne prend la valeur
1 a la fois sur o et sur (7). D’une maniére purement formelle, o et (7o) sont
incompatibles. Lorsque deux formules o et f de L sont telles qu’il existe une
fonction de vérité sur For(L) valant 1 sur « et sur f, on peut dire qu’elles ne sont
pas formellement incompatibles. C’est la une condition assez faible qui fait I’objet
de la définition suivante:

3.1.22 Définition

Soit E un ensemble non vide et S < @(E) un ensemble de formes proposition-
nelles sur E. On dit que S est consistant pour la logique des propositions ou
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LP-consistant §’il existe une fonction de vérité sur @(E) valant 1 sur chaque
élément de S. Une forme propositionnelle Ae®(E) est dite LP-consistante si {A} est
L P-consistant.

3.1.23 Exemple

Soit A, Be®(E) et V une fonction de vérité sur P(F) telle que V(A4)=1 et
V((A- B))=1. Alors V(B)=1 en vertu de la définition 3.1.8. Donc, si {4, (4— B)}
est LP-consistant, {4, (A— B), B} I’est aussi.

3.1.24 Exemple

Soit un ensemble de formules S = @(P(L))= For(L); s’il existe une spécialisa-
tion s d’'une L-structure (E, J) telle que (E, J)E=g[s] pour chaque ¢ de S, alors S
est LP-consistant. En effet, si ¥, est la fonction de vérité a S, V(¢)=1 pour chaque
¢ de S.

3.1.25 Proposition

La proposition suivante n’est qu’un cas particulier de ’exemple 3.1.24:
Soit L un langage du premier ordre et soit S un ensemble d’énoncés de L.
Si S admet un modéle (E, J), alors S est LP-consistant.

3.1.26 Démonstration

Soit s une spécialisation quelconque de (E, J) et V, la fonction de vérité
associée a s. Comme S est constitué par des énonces de L, (E, J) = ¢[s] pour tout
9eS. Donc V(¢)=1 pour tout geS. O

3.1.27 Remarque

La réciproque de la proposition 3.1.26 est fausse. Ainsi, I’énoncé
(3x(1(x=x))) est une formule premiére de L. Il est donc LP-consistant; toutefois,
il n’admet aucun modéle.

3.1.28 Remarque

Soit E un ensemble non vide quelconque. Si S est une partie LP-consistante
de @(E), toute partie S” de S ’est aussi. En particulier, toute partie finie de S est
LP-consistante. La proposition qui va suivre exprime que la réciproque est vraie
dans le cas ou E=P(L).
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Pour abréger, nous dirons que S« @(E) est de LP-consistance finie lorsque
toute partie finie de S est LP-consistante.

3.1.29 Proposition: théoréme de compacité de la logique des propositions

Soit L un langage du premier ordre et soit S une partie de For(L). S est
LP-consistante si et seulement si S est de LP-consistance finie.

3.1.30 Démonstration

La nécessité de la condition découle de la remarque 3.1.28 ci-dessus. Pour
démontrer la suffisance de cette condition, nous allons établir un résultat apparem-
ment plus fort: si S est de LP-consistance finie, alors elle est contenue dans une
partie T<For(L) qui est LP-consistante. Nous allons procéder en trois étapes.

3.1.31 Lemme

Soit S=For(L) de LP-consistance finie. Pour toute formule peFor(L), 'un
au moins des deux ensembles SU{gp} et SU{( 1)} est de LP-consistance finie.

3.1.32 Démonstration du lemme 3.1.31

Supposons que SU{g} et SU{(T1¢)} ne sont ni I'une ni "autre de LP-consis-
tance finie et montrons que cette hypothése conduit a une contradiction. En effet,
S étant elle-m€me de LP-consistance finie, il existe a,, &, ..., &, B, By, ... , B, dans
S tels que:

fo, 0y ov s 0ty @) €L {B), Boy ...y B (1)} ne sont pas LP-consistants (3.1)

Comme {a,, &y, ..., &, B, By ..., B,} est LP-consistant en tant que partie finie de
S, il existe une fonction de vérité ¥ sur For(L) telle que: V(,)=1pouri=1,2,...,n
et V(f,)=1pour k=1, 2, ..., p. Comme V(p)# V(1¢), I'un de ces deux membres
égale 1 et, par suite, I'un des deux ensembles {;, &y, ... , &, @}, {B1, By, ..., B, (T19)}
est LP-consistant: cela contredit (3.1). O

3.1.33 Lemme

Soit ScFor(L) de LP-consistance finie. Alors S est contenue dans un
ensemble T=For(L) tel que:
a) T est de LP-consistance finie.
b) T est maximal en ce sens que pour tout geFor(L), soit geT, soit (T1¢p)eT.



Définitions et propriétés élémentaires 61

3.1.34 Démonstration du lemme 3.1.33

En vertu du corollaire 2.3.4, munissons For(L) d’un bon ordre noté <. Si
o, feFor(L), nous noterons f<a lorsque f<a et f#a. Construisons par mduct10n
une partie T, de For(L) pour chaque formule « de L.

Soit «; le plus petit élément de For(L). Si SU{,} est de LP-consistance finie,
posons: T, :=SU{x}. Sinon SU{(T1a,)} est de LP-consistance finie en vertu du
lemme 3.1.31 et nous posons: T, :=SU{(T1ay)}.

Soit aeFor(L) telle que:

i)  pour tout feFor(L) telle que f<a, T} soit construit
ii) pour tout feFor(L) telle que f<a, T} soit de LP-consistance finie.
iii) pour toutes B, yeFor(L) telles que f<y<a, T;<T,.
Ces conditions sont banalement satisfaites quand o= a,.
L’ensemble ”L<J T} est de LP-consistance finie. Sinon il existerait

{01 02 ..., 9,}=U Ty qui ne serait pas LP-consistant, avec 6,eTj,
f<a

0Ty, ..., 6peTpp; si B8, est le plus grand des éléments B, B, ..., B,
{6), 0y ..., J,} serait inclus dans T, en vertu de iii) et 7; ne serait pas de
L P-consistance finie, ce qui contredirait ii).

Si (U T,,)U{a} est de LP-consistance finie, nous posons: T,: —(U T,,.)U{oc}

Sinon, nous posons T,,: —(U T,,)U{(“loc)} qui est de LP-consistance ﬁme Il est

manifeste que si a* désigne le successeur immeédiat de «, les conditions 1), ii) et iii)
sont satisfaites quand on y remplace o par a*.

Posons enfin: T:=\J T,. On a bien S T. Vérifions alors que T satisfait les
aeFor(L)

conditions a) et b).

a) Soit f,, B, ..., B, dans T. Comme les ensembles T, sont emboités en vertu
de iii) — c’est-a-dire que f<y implique T;<T, - il existe deFor(L) tel que
{B1, B ... s By Ts Comme T; est de LP-consistance finie par construction,
{B:, Ba, -, B} est LP-consistant.

b) Pour tout gpeFor(L), on a par construction peT, =T ou (T19)eT,=T. Comme
{p, (T1¢)} n’est pas LP-consistant, chacune de ces éventualités exclut I’autre.

O

3.1.35 Lemme

Soit S=For(L) de LP-consistance finie. Si T<For(L) est un ensemble
contenant S et satisfaisant les conditions a) et b) du lemme 3.1.33, alors T est
LP-consistant.

3.1.36 Démonstration du lemme 3.1.35

Nous allons méme montrer qu’il existe une fonction de vérité ¥ sur For(L)
qui vaut 1 pour toutes les formules de L appartenant a T et pour celles-la
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seulement. Comme nous ’avons remarqué a la suite de la définition 3.1.8, V est
déterminé lorsqu’on donne ses valeurs sur ’ensemble P(L) des formules premiéres
de L.

Posons donc:

V()= 1 si ae P(LNT
0 si aeP(L) et a¢T.

Montrons que V(p)=1 si et seulement si geT. C’est vrai lorsque ¢ est premiére en

vertu de la définition de V. Pour obtenir le résultat général, nous procéderons par

récurrence sur la “longueur” de ¢ en tant que forme proportionnelle sur P(L).

Conformément a nos conventions d’économie, nous nous bornerons aux connec-

teurs 71 et v (cf. remarque 2.2.16 et convention 2.2.17). Admettons donc qu’on

a prouvé V()= l<>weT pour toutes les formules y “plus courtes” que ¢.

a) Cas ou p=( o). Si (Ta)eT, alors a¢T (cf. lemme 3.1.33); comme «a est plus
courte que ¢, on a V(o) =0. Donc V((a))= 1. Réciproquement, si V((a))=1,
alors V(x)=0; comme o est plus courte que ¢, on a a¢T. Donc (T1¢)eT.

b) Casougp=(arp).Si(xAPB)T, alors acT et PeT, sans quoi {(1a), (@ Af)}=T
ou {(11h), (@ AP)}=T ce qui est impossible car aucun de ces deux ensembles
n’est LP-consistant.Comme « et § sont plus courtes que ¢, on a V()= V(f)=1
et, par suite, V((@Apf)=1. Réciproquement, si V((xaApf))=1, alors
V()= V(B)=1; comme « et § sont plus courtes que ¢, on a aeT et feT. On en

déduit que (x AP)eT car {a, §, (1(x A B))} n’est pas LP-consistant. O
Avec le lemme 3.1.35 s’achéve la démonstration de la proposition 3.1.29.
a

B 3.1.37 Remarque

Il résulte de la remarque 3.1.9 que I’ensemble A des fonctions de vérité sur
For(L) peut étre identifié 4 ’ensemble {0; 1}"“ des applications P(L)—{0; 1}. {0; 1}
étant muni de la topologie discréte, munissons A de la topologie produit. En vertu
du théoréme de Tychonoff, A est compact.

Pour toute formule gpeFor(L), posons:

Q,:={Ved|V(g)=1}.

Montrons que 2, est fermé dans 4.

On a: A-Q,={VeA|V(p)=0}=£,). Si ¢ est premicre 2, et 4-L2, sont des
ouverts élémentaires de 4. Donc £, et 2., sont fermés. D’autre part, si
o, peFor(L), on a par définition:

Qunp=98,N8;

Qv p=2,UL,

Qaspy =220

Qopy= (UR21)N(2,UL
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Donc pour toute formule geFor(L), 2, s’obtient par une collection finie de
réunions et d’intersections de fermés de A. Par suite, £, est fermé.

Cette observation permet de donner une autre démonstration de la proposi-
tion 3.1.29 et de justifier le nom de “théoréme de compacité”. En effet, soit
ScFor(L). Dire que S n’est pas LP-consistant revient a dire que QQ¢=@.

73

Comme A est compact, il existe une partie finie non vide Fc S telle que NQ,=4,
geF

c’est-a-dire telle que F n’est pas LP-consistante.
Il en résulte que S n’est pas de LP-consistance finie. |







CHAPITRE 4

Les axiomes de I’égalité ou formules
de Leibniz

4.0 CONVENTIONS PREALABLES

4.0.0 Préambule

Afin d’alléger un peu I’exposé, nous allons adopter dés maintenant quelques
simplifications d’écriture. Le principe en est simple. Nous remplacerons certains
agrégats de signes par des notations typographiques qui les évoquent sans ambi-
guité. Nous avons déja utilisé ce procédé sans le mentionner expressément. Dire,
comme nous I’avons souvent fait, que “o est une formule” est, 4 proprement parler,
abusif. Il faudrait dire que “a est un signe évoquant une certaine formule”. La
distinction est plus subtile ici que dans d’autres domaines puisque les objets que
nous considérons sont eux-mémes des agrégats de signes.

C’est ainsi que:

4.0.1 Convention

Nous désignerons les symboles de variables x, x’, x”, ... par les lettres x, y,
Z, ..., Voire par x,, X, Xs, ... .

4.0.2 Convention

Si a, § désignent des formules de L, ¢, ¢, des termes de L, * 'un des symboles
A, V, =, e et x un symbole de variable, nous désignerons

(axp) par axp
(t,=1) par t,=t,
(Vxa) par Vxa
(3xa) par Ixa

pour autant qu’aucune confusion n’en résulte.

4.0.3 Convention

Si a,, ay, &, ..., o, sont des formules de L,
((-((ty Aax) Aas) AL) Aa,) sera abrégé en oy Ao, Ady A ... A0,
(g va) vay) v..)va,) sera abrégéen o, va, Vo, V...V,
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Ces abus d’écriture seront d’autant moins périlleux que les formules
(ot A 0p) A aig) €t (o) A (0 Aty)) — qui sont distinctes dans For(L) — vont se révéler
interchangeables. Comme on le vérifie sans peine, elles sont satisfaites ou non
satisfaites simultanément dans toute spécialisation d’une L-structure quelconque.
D’autre part, (o, A o) A a3)e>(t; A (&, A @13))) est une tautologie dans For(L). On
peut en dire autant de ((«, v o) Vv &3) et (o, v (o, V &3)).

Relevons que ces omissions de parenthéses n’interviennent que pour les
notations relatives a des formules et non pas dans ces formules elles-mémes. Rien
n’est changé aux régles des définitions 1.0.6 et 1.0.8. Bien entendu ces simplifica-
tions d’écriture ne sont pas obligatoires.

En outre, nous nous autoriserons a parler de “constantes”, de “variables”,
de “fonctions” et de “relations” au lieu de “symboles de constantes”, de “symboles
de variables”, etc. Ce sont la de véritables abus et nous nous réservons de revenir
a la terminologie orthodoxe en cas de besoin.

4.1 LES AXIOMES DE L’EGALITE

4.1.0 Définition

Soit L un langage du premier ordre.

On appelle axiomes de I'égalité ou formules de Leibniz (pour L) les formules:
) 1=t
2) (=)o (,=1)
3) (=) A (=1))>(t,=15)
4) (=1D)A =) A A=)l by L) =L e 521))
S) (L=tD)Al=t)A A=t )AR (L, tyy oy )R (LT, t5, .oy t))
outy, ty, ty L5 .., ty t,, ... parcourent Ter(L), f, parcourt Fct(L) et R,, parcourt
Rel(L).

Nous désignerons ’ensemble de ces formules par Leib(L).

4.1.1 Proposition

La proposition suivante résulte immédiatement de ce qui précéde ainsi que
des définitions d’une spécialisation s d’une L-structure et de la satisfaction d’une
formule pour s (cf. déf. 2.2.1, 2.2.4 et 2.2.11).

Soit L un langage du premier ordre. Pour toute L-structure (E, J), toute
spécialisation s de (E, J) et toute formule A dans Leib(L), on a:

(E, J)=Als). a
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4.1.2 Commentaire

La dénomination adoptée pour Leib(L) est un hommage rendu a Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646—1716). Ce philosophe, mathématicien et logicien se situe a
une charniére entre la pensée traditionnelle et les conceptions qui allaient s’épa-
nouir des la fin du 17° siécle. Ses préoccupations logiques le conduisirent a préciser
I'idée d’égalité qui se trouve au carrefour de trois perspectives.

a) Traditionnellement, on parlait de “triangles égaux”, de “figures égales”
pour désigner ce qu’on appelle aujourd’hui triangles et figures isométriques ou
congruentes. Dans ce sens “a égale b” signifie que a et b sont des objets occasion-
nellement confondus, mais plus généralement distincts, ayant un ou plusieurs
caracteres en commun. Ce genre de relation binaire est aujourd’hui appelé équiva-
lence. 1l est défini formellement par les formules de Leibniz des types 1), 2) et 3).
Notons que les axiomes du type 1) soulévent une petite difficulté d’origine gram-
maticale. Il est naturel de dire “a et b sont égaux”; il ’est moins de dire “a et a sont
égaux” (“a et a est égal” ou “a est égal” sont décidément exécrables).

b) “Socrate est un homme” était considéré comme une sorte d’égalité du type
“a est b”, qui se notera ultérieurement (et passagérement, par chance) a=b. Ce
genre de relations satisfait les formules de Leibniz des types 1) et 3), mais pas 2).
Les axiomes 3) expriment le principe du syllogisme: si “Socrate est homme” et si
“homme est mortel”, alors “Socrate est mortel”, que Leibniz appelait la “consé-
quence vraie par elle-méme”.

De telles considérations conduisirent Leibniz 4 établir des rapprochements
entre la langue ordinaire d’une part, 'arithmétique et I’algébre de ’autre. Rempla-
cer “le lion est un animal” et “le lion est sauvage” par “le lion est un animal

CIINNTY

sauvage” peut se schématiser en“a est b” et “a est ¢”, “a est bc”. Cela ressemble
beaucoup a “12 est divisible par 2” et “12 est divisible par 3”, donc “12 est divisible
par 2 - 3”. Les propriétés de la négation peuvent tre traduites par celles du signe —
de l’algebre. Leibniz congut alors le projet général d’expliciter un dictionnaire des
notions premiéres et un calcul de type algébrique capable de schématiser tout ou
partie de I’art de penser. 1l comptait ainsi “arriver a quelque certitude pour finir
une bonne partie des disputes et pour avancer I’art d’inventer”. Ce programme
ambitieux ne fut pas accompli par Leibniz, ni par personne d’autre. Mais il reste
une obsession secréte de beaucoup de penseurs. Et on peut estimer que les travaux
de Godel que nous évoquerons au chapitre 8 en ont achevé une partie raisonnable.

¢) Le troisiéme point de vue sur I’égalité, que Leibniz évoquait par les termes
d’identité ou d’égalité logique, fait penser a la conception actuelle de I'égalité
mathématique: aux termes de celle-ci, “a=>5" exprime que a et b sont des signes
pour un méme objet. On peut alors remplacer a par b et réciproquement dans tout
raisonnement. Ainsi Leibniz déclarait-il que a est identique a b quand il est possible
de substituer I'un a I’autre sans altérer la vérité. Cet aspect de 1’égalité est partielle-
ment traduit par les formules de Leibniz des types 4) et 5), ainsi que par 3).

La définition donnée par Leibniz de I'identité montre qu’il prenait essentiel-
lement en compte la compréhension des concepts. C’est ce qui lui rendit difficile
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I’élaboration d’un calcul des propositions. En spéculant sur I’extension des con-
cepts, Georges Boole (1815-1864) parvint a créer une véritable algébre logique,
dont nous avons fait usage au chapitre 3, par le truchement des fonctions de vérité.




CHAPITRE 5

La logique des quantificateurs.
La méthode de Henkin:
la réduction a la logique des propositions

5.0 INTRODUCTION

Les deux paragraphes précédents nous ont familiarisés avec ’emploi des
divers connecteurs dans un langage du premier ordre L. Il convient d’en faire
autant avec les autres symboles logiques et particuliérement avec les quantifica-
teurs.

Dans les assertions “6 est pair” et “Socrate est mortel”, “pair” et “mortel”
sont grammaticalement des prédicats. On peut considérer qu’en disant “6 est pair”,
on exprime que 6 appartient a I’ensemble des nombres pairs.

Considérons maintenant un symbole de relation unaire R, et une constante
¢ dans L. La formule R,(c) est traduite dans toute L-structure (E, J) par: J(c)
appartient au sous-ensemble J(R,) de E. On peut donc regarder R, comme un
prédicat formel. En fait, certains auteurs donnent le nom de prédicat a tout
symbole de relation. Il existe dés lors des prédicats unaires, binaires, ternaires, etc.
Le symbole = apparait aussi comme un prédicat binaire.

A partir du symbole = et de symboles de relations R,, R}, R,, ... on peut
construire de nouveaux prédicats. Considérons en particulier les quatre procédés
suivants:

1. L'emploi du symbole =: si fieFct(L) et ceCst(L), fi(x)=c est une formule
déterminant un prédicat unaire portant sur la variable x.

2. L'emploi des autres connecteurs: (T1(R,(x))) et R,(x) A R{(x) sont des formules
qui déterminent de nouveaux prédicats unaires portant sur la variable x.

3. L'emploi des substitutions: Ry(x, x) et R,(c, x), ou ceCst(L), nous montrent des
prédicats unaires portant sur la variable x et construits a4 partir d’un prédicat
binaire. Si f,eFct(L), R,(f(x, y)) est un prédicat binaire portant sur les variables
x et y, construit & partir d’une relation unaire et d’une fonction binaire.

4. L’emploi des quantificateurs: YxRy(x, y) et AxR,(x, y) sont interprétées dans
chaque spécialisation s d’une L-structure (E, J) comme des conditions imposées a
s(y), ou y est la seule variable libre dans ces deux formules. Elles font donc
apparaitre des prédicats unaires portant sur y, construits a partir d’un prédicat
binaire. Observons a ce propos que “6 est pair” signifie “il existe un nombre naturel
x tel que 6 égale 2 . x”.
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I1 est clair qu’on peut combiner entre eux ces quatre procédés.

Le procédé 1 nous renvoie aux formules de Leibniz et le procédé 2 au calcul
des propositions. Il nous faut examiner de plus prés les procédés 3 et 4 qui relévent
de ce qu’on appelle parfois le calcul des prédicats.

Le calcul des prédicats, particuliérement ce qui touche aux quantificateurs,
semble trés éloigné du calcul des propositions. Pourtant le logicien Henkin est
parvenu, en 1949, a ramener le premier au second. C’est & ce beau résultat qu’est
consacré le présent paragraphe. Le lemme de réduction de la logique du premier
ordre a celle des propositions en est le pivot. Il a un caractére un peu technique.
Mais il permet d’établir immédiatement deux théorémes intéressants: le théoréme
de compacité de la logique du premier ordre et celui de Lowenheim-Skolem. En
outre, il deviendra I’outil essentiel de la preuve du théoréme de complétude que
nous démontrerons au paragraphe suivant.

5.1 SUBSTITUTION D’UN TERME A UNE VARIABLE

5.1.0 Préambule

Soit L un langage du premier ordre, x une variable, ¢ un terme de L et ¢ une
formule de L. Le remplacement purement typographique de x par ¢ dans ¢ ne
conduit généralement par 4 une formule de L. Il suffit de penser au cas ou
t=ceCst(L) et 9 =Vxa, avec acFor(L). Nous allons définir par récurrence sur la
formation de ¢ la propriété pour ¢ d’étre substituable a x dans ¢ et, le cas échéant,

la formule ¢} obtenue en substituant ¢ & x dans ¢.

5.1.1 Définition
Soit L un langage du premier ordre; soit xeVar, teTer(L) et peFor(L).

» Si ¢ est atomique, ¢ est substituable a x dans ¢. ¢; est alors la formule obtenue
en remplagant typographiquement x par ¢ dans ¢. En particulier, si x ne figure
pas dans ¢, g;=0¢.

o Si p= T1weFor(L), t est substituable a x dans ¢ ssi t est substituable a x dans
w. Dans ce cas: ¢} := Ty;

o Si p=o+f, avec a, feFor(L), et ou * désigne I'un des symboles A, v, =, &,
t est substituable & x dans ¢ ssi t est substituable a x a la fois dans « et dans f.
Dans ce cas: ¢; :=a;*ff;

o Si p=Vyy (resp. yy), avec yeVar et yeFor(L), il faut distinguer deux cas:

1° Si x=y, t est substituable a x dans ¢, et ¢} :=¢.
2° Si x#y, t est substituable 3 x dans ¢ ssi y ne figure pas dans ¢ et ¢ est
substituable & x dans y. Dans ce cas: ¢} :=Vyy; (resp. Iyy)).



Substitution d’un terme 4 une variable 71

5.1.2 Exemples

Soit L un langage du premier ordre, avec ceCst(L), f,eFct(L), R,eRel(L) et
X, y, zeVar.

o Sigp=R,(x)v(Vy(y=x)), t=f,(x, y) et x££y, alors ¢ n’est pas substituable a x
dans ¢.

o Si p=R\(x)v (Vx(y=x)) et t=f,(x, ), alors ¢ est substituable a x dans ¢ et
i =R(H(x, ) v (Vx(y=x)).

o Sip=R\(x) Vv (Vz(z=x)), t=f,(x, c) et x#£z, alors ¢ est substituable 4 x dans ¢
et 97 =Ri(fox, ) v (Vz(z=fy(x, c))).

5.1.3 Remarque

Le seul obstacle a la substitution d’un terme a une variable réside dans le
dernier cas évoqué par la définition 5.1.1. Si la variable y figure dans ¢, le fait de
substituer ¢ & x dans Vyy (ou yy) risque de modifier le “sens” de la formule ¢
alors qu’on désire montrer ce qu’elle devient dans le cas particulier ou x est
remplacé par ¢. Par exemple, si ¢ =3y(1(y=x)), il serait peu raisonnable d’y
remplacer x par y, ce qui conduirait & Iy(1(y=y)).

5.1.4 Remarque

Si p=Vxy (ou Ixy), x n’est pas une variable libre de ¢. La définition 2.2.11
montre que x pourrait étre typographiquement remplacée par n’importe quel
symbole de variable n’apparaissant pas dans y; la formule obtenue est satisfaite
ou non en méme temps que ¢ dans toute spécialisation d’une L-structure. On peut
dire que x est une “variable muette” et il est naturel de poser ¢} =¢. Par analogie,
la substitution de 2 & x dans I’expression analytique x’+ [} f{x)dx conduit a
4+ [3flx)dx car x apparait comme une variable muette dans I'intégrale.

5.1.5 Remarque

Nous constatons que lorsqu’un terme ¢tcTer(L) ne comporte aucune varia-
ble, il est substituable dans n’importe quelle formule de L.
Nous sommes conduits & adopter quelques conventions.

5.1.6 Convention

Soit L un langage du premier ordre. Un terme ¢ de L est dit clos lorsqu’il ne
comporte aucun symbole de variable.

Un terme clos de L est substituable & toute variable libre dans n’importe
quelle formule de L.
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5.1.7 Convention

Soit s une spécialisation d’une L-structure (E, J) et soit ¢ un terme clos de
L. 11 résulte de la définition 2.2.4, que I’¢lément s(¢) de E dépend de J mais non de
5. Nous le noterons donc J(¢) ou .

5.1.8 Convention

Nous noterons For,(L) ’ensemble des formules de L comportant au plus
une variable libre. Si peFor (L) et si VL(p)<{x}, nous le préciserons parfois en
notant ¢(x) au lieu de ¢. Dans ce cas, si ¢ est un terme clos de L, ¢(x); sera noté
généralement ¢(¢). Remarquons que ¢(¢) est alors un énonceé.

5.1.9 Convention

Soit (E, J) une L-structure et soit ¢(x)eFor,(L). Si s, et s, sont deux
spécialisations de (E, J) telles que s,(x)=s,(x), alors (E, J)=e(x)[s,] ssi
(E, J)=p(x)[s,] (cf. prop. 2.2.19). Cela justifie la notation suivante: si acE et s’il
existe une spécialisation s de (E, J) telle que s(x)=a et que (E, J) = ¢(x)[s], on écrit:

(E, J)b«)(x)rg].

5.1.10 Remarque importante

Cette convention d’écriture permet d’exprimer simplement I'importante
remarque que voici. Reprenons les notations de la convention 5.1.9 et soit ¢ un
terme clos de L. On a alors:

X
(E, J)&=o(x) [E]¢(E, J)= (1) (5.0)

Autrement dit, on peut indifféeremment:

 vérifier que ’énoncé ¢(¢) est satisfait dans (E, J)
« vérifier que la formule ¢(x) est satisfaite dans une (toute) spécialisation de (E, J)
qui envoie x sur J(2).

Ce fait est intuitivement évident. Il mérite toutefois une démonstration formelle,
a laquelle nous reviendrons en fin de paragraphe, sous forme d’appendice.
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5.2 ’EXTENSION DE HENKIN D’'UN LANGAGE
DU PREMIER ORDRE

5.2.0 Notation générale

Si M est un langage du premier ordre et si D est un ensemble quelconque de
symboles ne comportant aucun symbole de M sauf éventuellement des constantes
de M, nous noterons M(D) le langage du premier ordre obtenu en réunissant D aux
constantes de M. En d’autres termes:

Cst(M(D)) : =Cst(M)UD; Fct(M(D)) : =Fct(M); Rel(M(D)) : = Rel(M).

5.2.1 Préparation

Dans la suite du paragraphe, L désigne un langage du premier ordre fixé une
fois pour toutes.

Pour préparer la définition suivante, construisons a partir de L une suite
(Lu=o, 1,2, .. de langages du premier ordre:

e Posons Ly:=L.

* A chaque geFor (L) associons un nouveau symbole de constante c,,.

» Si C, est ’ensemble de ces nouveaux symboles, posons L,:=L(C)).

» Soit n=1 tel que L, et C, sont construits. A chaque ¢ pris dans
For(L,)— For,(L,_,), associons un nouveau symbole de constante c,. Si C,,
désigne la réunion de C, et de ces nouveaux symboles, posons L, : = L(C,, ).

5.2.2 Définition

Avec les notations précédentes:
» On appelle constantes de Henkin de L les éléments de ’ensemble C:=JC,.
e La hauteur d’une constante de Henkin ceC est le plus petit entier n tel que"c=éC,,.

Pour n>1, C,—C,_, est I’ensemble des constantes de Henkin de L de hauteur n.
» Le langage du premier ordre L(C) s’appelle I'extension de Henkin de L.

5.2.3 Remarque

En anglais, les constantes de Henkin sont appelées “witnessing constants”,
c’est-a-dire “constantes-témoins”. On peut considérer que chaque élément de C
témoigne de ’existence d’une formule dans For,(L(C)), (cf. remarque 5.2.4).

5.2.4 Remarque

Soit geFor,(L(C)). Si dans ¢ n’apparait aucun élément de C, peFor,(L)=
For (L,). Sinon, soit n le plus petit entier = 1 tel que toutes les constantes apparais-
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sant dans ¢ appartiennent & C,. Comme les ensembles C; sont emboités,
geFor,(L,)—For,(L,_,). Ainsi

FO['](L(C)) = Forl(L)U {'L=JI (Forl(‘Ln) - Forl(Ln— l)}
D’ou il résulte que:

C={c,lpeFor,(L(O))}.
C’est en partie pour obtenir cette égalité qu’on a construit ’extension de Henkin
de L.

5.2.5 Remarque
Si geFor,(L(C)), T1¢eFor,(L(C)), puisque VL(¢)=VL(p).

5.3 LES AXIOMES DE HENKIN ET LES AXIOMES
DES QUANTIFICATEURS

5.3.0 Définition

» Les énoncés suivants:
H(g):=3xp(x)~0(c,)
Hy(9): = ¢(c~,) > Vxp(x)
ou ¢=g(x) parcourt For,(L(C)), s’appellent axiomes de Henkin pour le lan-
gage L.

» Les énoncés suivants:
Oi(p, 0 :=Vxp(x)—e(1)
0y(p, 1):=¢(0)—Axp(x)
ou p=g¢(x) parcourt For,(L(C)) et ¢ parcourt ’ensemble des termes clos de
L(C), s’appellent axiomes des quantificateurs pour le langage L.

» L’ensemble des axiomes de Henkin et des axiomes des quantificateurs pour L
sera désigné par Hen(L).

5.3.1 Remarque

Le contenu intuitif des axiomes des quantificateurs est clair. Plus précisé-
ment, il résulte de I’assertion (5.0) du numéro 5.1.10 qu’ils sont satisfaits dans toute
L(C)-structure.

5.3.2 Remarque

Les axiomes de Henkin peuvent étre compris intuitivement de la maniére
suivante.
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Considérons d’abord le cas de H,(¢). Soit (£, J) une L-structure. Si
(E, J)=3xp(x), alors il existe aeE tel que (E, J)=¢(x) [f] Etendons alors J en
a

posant J(c,):=a. En vertu de (5.0), on a (E, J)=¢(c,). Si, au contraire,
(E, J)= T1(3xp(x)), prenons arbitrairement beE et étendons J en posant J(c,) : = b.
Dans les deux cas, (E, J) &= (Ixp(x)—¢(c,)).

Considérons maintenant le cas de H,(¢). Si (E, J)= 11(Vxp(x)); il existe acE

tel que (E, J)E= T1¢o(x) [f] Etendons J en posant J(c-,):=a. En vertu de (5.0),
a

on a (E, J)&= T1¢(c-,); autrement dit, il est faux que (E, J)=g¢(c-,). Si, au con-
traire, (E, J)E=Vxp(x), prenons arbitrairement beE et étendons J en posant
J(c-,) :=b. Donc, dans les deux cas, (E, J)=(p(c-,)—Vxp(x)).

5.3.3 Convention

Convenons de dire qu’une L(C)-structure (E, J') est une extension d’une
L-structure (E, J) lorsque J et J’ coincident sur Cst(L)UFct(L)URel(L).

Les deux remarques ci-dessus montrent qu’on peut étendre toute L-structure
en une L(C)-structure de maniére a satisfaire tous les axiomes des quantificateurs
ainsi que les axiomes de Henkin H,(p) et H,(¢) pour autant que geFor,(L). La
proposition suivante montre qu’on peut étendre cette possibilité au cas ou

geFor (L(C)).

5.3.4 Proposition

Toute L-structure (E, J) peut tre étendue en une L(C)-structure (E, J') qui
soit un modéle de Hen(L).

5.3.5 Démonstration

Nous devons construire une interprétation J' en étendant J a I’ensemble C
des constantes de Henkin de L. Pour tout entier n> 1, nous allons construire une
application J,:C,—E qui sera la restriction de J & C,. Nous procédons par
récurrence sur A.

Remarquons au préalable que, si g(x)eFor,(L(C)), la satisfaction de H,(¢)
équivaut a celle de:

9(c,) >V xp(x)
ou (Yxp(x))— 9p(c,)
ouencore  1(Vx1(Te(x))— Te(c,)
ou enfin Ax(Me(x))— e(c,).

Mais ce dernier énoncé n’est autre que H,(1¢).
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Nous nous proposons de construire J, de maniére que tous les axiomes
H,(p) et Hy(p) soient satisfaits dans (E, J,), pour geFor,(L,_,). Nous constatons
qu’il suffit de le faire pour les seuls axiomes H,(¢).

Si n=1, nous devons construire J| de manicre 4 satisfaire tous les axiomes
H,(p) ou ¢ parcourt For\(L). Comme C,={c,|peFor,(L)}, la remarque 5.3.2 et son
commentaire nous indiquent la fagon de construire J 1.

Si n=1, supposons par induction qu’on a construit J; de maniére que
soient satisfaits tous les axiomes H,(y) ou weFor,(L,_,). Prenons alors
o=g(x)eFor,(L,-For,(L,_,). 3xp(x) est alors un énoncé de L,.

Lorsque (E, J;)E=3Ixp(x), il existe acE tel que (E, J;)E=o(x) [5] Posons
a

alors J,, (c,) : = a; moyennant cette définition, ¢(c,) est satisfaite en vertu de (5.0).
H\(p)=3xp(x)—>¢(c,) est donc satisfait dans ce premier cas. Lorsqu’au contraire
(E, J;) ne satisfait pas Ixp(x), on prend arbitrairement b dans E et on pose
J11(c,):=b. H\(p) est & nouveau satisfait.

Comme C,,,={c,l¢peFor\(L,)}, on définit ainsi J,,, et (E, J;,,\)=H\(9p)
pour toute geFor,(L,).

Définissons J' par J'|¢ := J;, pour tout n2 1. (E, J) est une L(C)-structure
satisfaisant les conditions de ’énoncé. 0O

Remarquons en passant que J’ est bien loin d’étre univoquement déter-
minée.

5.4 LE LEMME DE REDUCTION A LA LOGIQUE
DES PROPOSITIONS

5.4.0 Préambule

Nous voici parvenus au point culminant de ce chapitre.

5.4.1 Convention

Convenons de dire qu’une L(C)-structure (E, J') est canonique lorsque

J(C)=E.

5.4.2 Proposition: lemme de réduction a la logique des propositions
(Henkin 1949)

Soit S un ensemble d’énoncés de L - donc a fortiori de L(C). Les trois
assertions suivantes sont équivalentes:
a) Il existe une L(C)-structure canonique (E, J') qui est un modéle pour S.
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b) Il existe une L-structure (E, J) qui est un modéle pour S.
c) La partie SULeib(L(C))UHen(L) de For(L(C)) est consistante pour la logique
des propositions.

5.4.3 Démonstration

¢ a)=>b) est évident.
» b)=>c) Soit (£, J) un modéle pour S. On peut étendre (E, J) en une L(C)-struc-
ture (E, J) qui est un modele pour SUHen(L) d’apres la proposition 5.3.4. Soit
s une spécialisation de (E, J’); en vertu de la proposition 4.1.1, pour toute
formule peLeib(L(C)), (E, J')=g[s]. Si V, est la fonction de veérité associée a s,
V()=1 pour toute formule ac SUHen(L)ULeib(L(C)); par suite c) est vérifié.
e c)=>a) Cest la partie non banale de la démonstration. Nous la parcourrons en
plusieurs étapes.
L’hypothése c) nous permet d’affirmer qu’il existe une fonction de vérité ¥ sur
For(L(C)) valant 1 sur SULeib(L(C))UHen(L).
i) Posons C*=Cst(L(C)).
Introduisons dans C* la relation ~ définie par:
o~ V(e,=c)=1, pour tous ¢, c,eC*.
Montrons que ~ est une relation d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle est réflexive,
symétrique et transitive. Soit ¢, ¢,, c;eC*.
» Réflexivité: comme (¢, =c,)eLeib(L(C)), V(c,=¢;)=1. Donc ¢,~c,.
¢ Symétrie: si ¢,~c,, V(c,=c,)=1. D’autre part,
((cy=c)(c;=c)))eLeib(L(C)); donc H((c,=c))(c,=c)))=1.
En vertu de la définition 3.1.8, V(c,=¢,)=1; donc ¢,~c,.
» Transitivité: si ¢, ~c, et ¢,~ ¢y, alors V(c,=c,)=V(c,=c¢y)=1.
Comme (((¢;=c2) A (c;=c3))—>(c; = c3))eLeib(L(C)),
V vaut | sur cette formule. En vertu de la définition 3.1.8, V(c,=c,;)=1 et,
par suite, ¢, ~¢;.

Les ¢élements de C* se répartissent en sous-ensembles disjoints non vides
appelés “classes d’équivalence pour ~”. Chacune de ces classes est le sous-ensem-
ble des éléments de C* équivalents a I'un quelconque des €léments de cette classe.
Nous définissons E comme ’ensemble de ces classes d’équivalence. La classe de
ceC* sera notée C.

if) Sitest un terme clos de L(C) et x un symbole de variable, nous noterons ¢,(x)
la formule (¢=x) de For,(L(C)).

5.4.4 Lemme

Avec les notations ci-dessus, on a V(t=c,)=1.
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5.4.5 Démonstration du lemme 5.4.4

V(@3@xp(x)—e(c, ) =1, puisque 'argument de V appartient a Hen(L). Si
V(p/c,y) etait 0, on aurait V(Ixp(x))=0; or, (g (1)—3Ixp(x))= 1, puisque I'ar-
gument de V appartient a Hen(L); par suite, on aurait V(gp,(f))=V(¢=1t)=0: ce
serait absurde puisque V prend la valeur 1| sur Leib(L(C)). Par suite,
ey ) =1, Cest-a-dire V(t=c,)=1. 0O
iii) Définition de J'|c..

Pour tout deCst(L(C)) = C*, posons:

J(d):=¢, 5.1)
Comme V(d=c, ) =1, d= €y 0 €0 vertu du lemme 5.4.4. 1l en résulte que
J'|c» n’est rien d’autre que ’application “canonique”

C*>FE

d —d.

En particulier, J'|.. est surjective.

iV) Déﬁnition de J"FCI(L(C)) (=J,|Fct(L))'

Soit f,eFct(L). Prenons cy, ¢y, ..., ¢,, €1, €3, ¢,€C* tels que V(¢;=c)=1
pour i=1, 2, ..., n. Posons:

t:Ef;r(cl, (& TP C,,), U= ,,(C;, C;, ey crlr)
les termes ¢ et ¢’ sont clos. Comme

(= cDA(e=c)A..A(e,=c))->(=1)=1

(Pargument de V étant une formule de Leibniz), on a V(¢t=t)=1. Mais, par une
généralisation facile de la 3° formule de Leibniz, déf. 4.1.0,

V(((cyuy=DAU=E) A =, (gD Cpy=Cpix)) = 1.

En vertu du lemme 5.4.4, V(c,y=c, =1
Cette discussion montre que la définition suivante a un sens:
si ¢y, ¢, ..., ,€C*, on pose:

J/(f;,)(fl, EZ’ B ] En) : =5¢ ) Ol\l tEf;r(cl, c2a L] n) (52)

(&Y

5.4.6 Lemme

Pour tout terme clos ¢ de L(C), on a:

(E, J)E(t=c, ) i.e. dapres iii): J())=7C, .
5.4.7 Démonstration du lemme 5.4.6

On procéde par récurrence sur la longueur de ¢. Lorsque teC*, la conclusion
est vraie en vertu de la définition de J’ (cf. formule (5.1)). Supposons que
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t=f(t, by ..., L) OU L), 1y, ..., 8, sONt des termes clos pour lesquels la conclusion
est vraie. Alors:

Jl(t)='],(fn)(‘ll(tl)’ L] J,(tn))=‘ll(fn)(5¢,|(x), ceey Eq:,n(x))=6¢,.(x)

en vertu de la formule (5.2), et en posant ' :=f,(c, (x) - » €, (). OF €n vertu du
ny n

lemme 5.4.4:

V(cq;,(x) =f;1(tl’ seey tn))=l

Viti=c,w)=1i=1,..,n

q (fn(cw,,(X)’ e w,"(X))=c¢r(X))= L
D’ou par les troisiéme et quatriéme formules de Leibniz:

V(€)= Cp ) = 1, Cest-a-dire ¢, =2, a
V) Déﬁnition de J"Rﬂ(L(C))(:J'IRd(L))‘

Prenons R,eRel(L). Soit ¢y, ¢y, ... , Cpy Ay, Ay, ... , d,€C*, tels que V(c;=d) =1,
pour i=1, 2, ..., m. Comme

V(((Cl =dl) A A(Cm=dm) A Rm(cla ceey cm))_’Rm(dl’ seey dm))= l

(Pargument de V étant une formule de Leibniz), si ¥(R,(c,, ..., ¢,))=1, alors
V(R,(4,, ..., d,))=1. Cela montre que la définition suivante a un sens:

J(R,):={(G,, ..., &,)EE" V(R (cy, ..., c))=1]}. (5.3)

vi) Démonstration de l'existence d'un modéle canonique de S.

L’interprétation J’ est maintenant complétement définie. Nous nous propo-
serons de montrer que (E, J) est un modéle pour S; le fait qu’il est canonique
résulte de iii). Nous allons méme établir un fait plus général, a savoir que, pour tout
énoncé geFor(L(C)):

(E, I)=p=V(p)=1. 5.9
Nous procédons par récurrence sur la formation de ¢.

vi a) Cas ou p=(t,=t,), ou ¢,, t, sont des termes clos de L(C).
On a successivement:
lemme 5.4.6

EJ)Ep = J)=J(t) < &, =0 w<

=V, 0=Cp, ) =1 | ‘1’5“ in=1)=1
cmme 0.4.4.
- 3¢ form. de Leibniz

vi b) Casou =R, (1, ..., t,) ou t, ..., t, sont des termes clos de L(C).
On a successivement:
form. (5.1)

(E,J)'=¢ had (J'(tl), aJ'(tm))EJ/(Rm) had (6¢,|(x)a a6¢,m(x))eJI(Rm) had
hag V(Rm(call(x)’ e 5c¢,m(x))) = l had V(Rm(tl’ ,tm)) = l

lemme 5.4.6
Se form. de Leibniz

vi a) et vi b) établissent (5.4) pour les énoncés atomiques de L(C).
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vi ¢) Intervention des connecteurs
Soit ¢, w des énoncés de L(C) pour lesquels (5.4) est vrai. Montrons que (5.4)
est vrai pour g et pour p A Y.

(EJ)=(1¢p)<>il est faux que (E,J)=p<
=V(p)=0=V(Tp)=1.

(EJ)=(@Ap){(EJ)E=g et (EJ)E=y)le
<>{Vp)=1et V(y)=1}=V(pry)=1.
vi d) Intervention des quantificateurs

Pour achever la démonstration, il reste a établir le résultat suivant:

Si w(x)eFor,(L(C)) est telle que, pour tout terme clos ¢ de L(C), (5.4) est vrai pour
w(?), alors (5.4) est vrai pour ¢:=3Jxy(x).

Supposons que V(p)=1. Comme V(p—w(c,))=1 (car 'argument de V est
I’axiome de Henkin H,(y)), ona V(y(c,))=1. D’ou, par hypothése: (E, J')=w(c,).
Par suite, en vertu de la propriété (5.0), (E, J)=Ixy(x), i.e. (E, J)=o.

Supposons que V(p)=0. V(y(t)—¢p)=1, pour tout terme clos ¢ de L(C), (car
I’argument de V est ’axiome des quantificateurs Q,(w, ¢)), on a, pour tout ceC*,
V(w(c))=0. Donc, en vertu de I’hypothése de récurrence, pour tout ceC*, il est
faux que (E, J')=w(c); cela revient a dire, moyennant (5.0), qu’il est faux que

(E, )= w(x)[f]. Mais, lorsque ¢ parcourt C*, ¢ parcourt E puisque J'|c.:C*—>E
c

est surjective. Donc, il est faux que (E, J') = Ixw(x). Ainsi s’achéve la démonstra-
tion de la proposition 5.4.2. |

5.5 LES THEOREMES DE COMPACITE ET
DE LOWENHEIM-SKOLEM

5.5.0 Préambule

Pour atténuer 'impression désagréable laissée par la démonstration un peu
laborieuse du lemme de réduction, montrons que cette proposition entraine immé-
diatement des résultats intéressants et importants.

5.5.1 Proposition: théoréme de compacité de la logique du premier ordre
(Gaodel 1930, Malcev 1936-1941)

Soit S un ensemble d’énoncés dans un langage du premier ordre L. La
condition nécessaire et suffisante pour que S admette un modele est que toute
partie finie de S admette un modéle.

Démonstration. La nécessité est évidente.
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Pour établir la suffisance, supposons que toute partie finie T de S admet un
modele. En vertu de la proposition 5.4.2 (partie b)=>c)), TULeib(L(C))UHen(L) est
LP-consistant. On en déduit que toute partie finie de SULeib(L(C))UHen(L) est
LP-consistante. D’apres le théoréme de compacité pour la LP-consistance (prop.
3.1.29), SULeib(L(C))UHen(L) est LP-consistant. En vertu de la proposition 5.4.2
(partie c)=b)), S admet un modéle. a

Avant de passer a la proposition suivante, rappelons que nous ne consideé-
rons pour 'instant que les langages du premier ordre dits “élémentaires”, c’est-
a-dire ceux dont chaque formule peut étre effectivement écrite. Nous avons vu
(prop. 2.3.2) que, dans un tel langage, I’ensemble des formules est dénombrable.

5.5.2 Proposition: théoréme de Lowenheim-Skolem

(Lowenheim 1917, Skolem 1920)

Soit L un langage du premier ordre “élémentaire”.

Soit S un ensemble d’énoncés de L admettant un modéle.
Alors S admet un modéle au plus dénombrable.

5.5.3 Démonstration

Si S admet un modéle, il existe une L(C)-structure canonique (E, J') qui est
un modéle pour S, d’apreés la proposition 5.4.2, partie b)=-a). Quand on se reporte
a la construction des constantes de Henkin, on constate que ’ensemble C est la
réunion d’une famille dénombrable d’ensembles C,, C,, ..., C,, ... , dénombrables
en vertu de la proposition 2.3.2. Il en résulte que C* est lui-méme dénombrable
(cf. n° 2.3.0). Comme I’application J' . :C* — E est surjective, E est au plus dénom-
brable. 0

Nous reviendrons ultérieurement sur certaines conséquences surprenantes
du théoréme de Lowenheim-Skolem (cf. 8.2.14). Pour I'instant, nous nous conten-
terons de montrer deux phénomeénes intéressants qui découlent d’une utilisation
trés simple du théoréme de compacité de la logique du premier ordre.

5.5.4 Exemple

Reprenons le langage L, de I’exemple 2.2.24. Nous avons vu qu’il convient
a la formalisation des groupes. Il ne comporte que deux symboles propres: une
constante et une fonction binaire. Pour simplifier, nous désignerons par e la
constante et, au lieu de noter fy(¢,, ¢,), ou ¢, et ¢, sont des termes de L,, nous
utiliserons la notation multiplicative: ¢, - t,. Les axiomes des groupes s’écrivent
alors:

o =V Wx x - (p-2)=(x-)) 2
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0 =Vx(x-e=x)A(e-x=X)
¢ =VxAy(x - y=e)A(y-x=e)

L’exemple 2.2.24 nous a montré que {¢,, ¢,, ¢;} admet un modéle. Nous savons
aussi qu’on appelle groupe tout modéle de {g,, ¢,, ¢}.

Considérons maintenant un groupe (G, J). Notons 1 I’é1ément J(e) de G; si
t,, t,eTer(L,), écrivons s(¢,) - s(t,) ’élément de G donné par s(¢, - t,), s étant une
spécialisation de J. On dit que le groupe (G, J) a de la torsion s’il existe acG-{1} et

un nombre naturel n>0 tels que: a-a.a....a=1. Relevons en passant que
—— e’
n éléments
I’expression «a - a - a - ... - a» désigne sans ambiguité a- (@ (a- (.. - @) ...)) en vertu

de l'axiome d’associativité ¢,.
Par suite, on dit que le groupe (E, J) est sans torsion si outre les axiomes ¢,
@, et @, il satisfait les énoncés suivants:

a: =Ix(x=e)
By: =Vx((x=e)— 1(x - x=¢e))
By =Vx((x=e)- [x-x-x=¢))

B.: :EVx(‘l(x=e)—> A(x-x-x-...-x)=e))

Nous devons évidemment nous poser la question suivante: existe-t-il un groupe
sans torsion? En d’autres termes, existe-t-il un modéle de I’ensemble d’énoncés:

S:={¢l’ @2 03, A, ﬁz’ ﬁB’ R ] ﬁn’ ...}CFOI‘(LJ) ?

En vertu de la proposition 5.5.1, on peut répondre positivement pour autant
que toute partie finie de S admette un modeéle. Considérons donc une partie finie
quelconque T de S. Soit §,, B,, ..., /1’,,” les axiomes de type f, figurant dans T.
Posons p:=(n, - ny- ... -n)+ 1.

. . . 2
Soit C, le groupe cyclique des rotations d’angles k - 7:[-, ouk=0,1,2,...,p-1,

autour d’un point du plan. L’élément neutre 1 de C, correspond 4 k=0. On sait
que I'ordre de tout €lément a# 1 dans C, divise p. (L’ordre de a est le plus petit
nombre naturel m>0 tel que a”=1.) 1l en résulte que a"#1, a"#1, ..., a"#1.
Donc C, est un modele de T. Nous pouvons en conclure qu’il existe un groupe sans
torsion.

Il est piquant de remarquer qu’on parvient a ce résultat a partir de la
connaissance des groupes cycliques finis. Or, ceux-ci se situent d’une certaine
manié€re aux antipodes des groupes sans torsion. Relevons aussi que nous avons
prouvé I’existence d’un groupe sans torsion sans en montrer ni en nommer un seul.
Il est clair que I’ensemble Z={0, +1, —1, +2, —2, ...} des nombres entiers
rationnels muni de I’addition ordinaire en est un exemple. Mais la connaissance de
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Z n’est pas nécessaire pour parler des groupes finis de rotations autour d’un point
du plan.

5.5.5 Remarque

Faisons un pas de plus. Soit Q I’ensemble des énoncés de L, satisfaits par les
groupes finis. Posons:

R:=QU{!X, ﬁl, [),2’ LA ] ﬁm }

Le raisonnement précédent montre que R admet un modéle. Comme ce
modele est sans torsion, il est infini. Nous constatons qu’il est impossible de
caractériser les groupes finis dans le langage L,; autrement dit qu’il est impossible
de donner un ensemble d’énoncés de L, qui soient satisfaits par les groupes finis
et par eux seulement. Nous verrons plus tard que cette bizarrerie n’est pas propre
au langage L,.

5.6 APPENDICE

B 5.6.0 Préambule

Revenons a I’affirmation 5.0 énoncée au numéro 5.1.10. Nous en avons fait
usage dans la démonstration du lemme de réduction 5.4.2. Intuitivement, elle est
assez évidente. Néanmoins, elle exige une preuve et celle-ci, malheureusement, est
un peu laborieuse. Nous allons en présenter les grandes lignes. Comme & I’habi-
tude, nous procéderons par récurrence sur la formation des formules. Cela va nous
obliger a établir un résultat plus général que 5.0:

5.6.1 Proposition

Soit L un langage du premier ordre et M un langage du premier ordre
obtenu en adjoignant éventuellement & L de nouvelles constantes. Soit ¢ une
formule de L avec VL(p)={x,, X,, ... , X;}; S0it ¢}, ¢,, ..., ¢, des termes clos de M
et soit / un nombre naturel tel que 0</<k-1.

Posons ¢fx;, 1, ..., X):=@(t), ty ooy ty X141 .o X). Convenons de poser
©,:=¢. Soit enfin (E, J) une M-structure.

Alors:

(EYE @ttt ET) 00 1o 3 | 21 2 (5.5)
+

by &
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5.6.2 Remarques préliminaires

« 1 désigne J(t) conformément 4 la convention 5.1.7.

» Le langage initial L étant fixé, ’affirmation (5.5) fait intervenir le choix de M,
de ¢, de /et de (E, J). Pour le mettre en évidence, nous noterons cette assertion
(5.5 M, 9, 1, (E, J)).

+ L’affirmation (5.0) n’est autre que ((5.5), L, ¢, 0, (E, J)) avec geFor,(L).

5.6.3 Démonstration

1 cas: M, | et (E, J) sont quelconques et ¢ est atomique.

Dans ce cas, g,€For(M) est aussi atomique et g,(¢,,,, ... , L) =2}, ..., t); il
suffit dés lors de considérer le cas ou M coincide avec L et ou /=0. Considérons
I’éventualité ou ¢ =R, (u,, ..., u,), avec u,, ..., u,eTer(L). Alors
o, ..., t)=R,(uy, ..., u,), ou les u;sont des termes clos. On a
(E, J)=o(ty, ..., t,) si et seulement si Paffirmation ensembliste

ﬁl}t(a’ cet ~m) (5'6)
obtenue en remplagant dans ¢(¢,, ... ,t;)

.

(AE)! 1) R, par R, (= J(R,))

2) chaque symbole de fonction f, par f, (=J(f)))
3) chaque symbole de constante ¢ par ¢

\

est satisfaite.

Reportons-nous maintenant a la définition de 'image par J des termes clos
de M (cf. convention 5.1.7). Les opérations 2) et 3) ci-dessus reviennent a rempla-
cer chaque terme w apparaissant dans ¢(¢,, ... , t,) par w (ce point constitue le pivot
de la démonstration).

Parmi ces termes w figurent ¢, ..., #,. Donc I’assertion (5.6) de (4 E) est aussi
celle qu’on obtient en exécutant sur ¢(¢,, ..., t,) les opérations suivantes:

1) remplacer R, par R,;
2’) remplacer ¢, par f,, ..., t, par f;
3’) mettre un signe” sur tous les symboles de fonctions et de constantes
qui n’apparaissent dans aucun des termes ¢, ..., 4.
On en déduit immédiatement que (5.6) s’obtient aussi en exécutant sur ¢(x, ... , X;)
les opérations purement typographiques suivantes:

1) remplacer R, par R,;

2'") remplacer x, par f,, ..., X, par f;

3’) mettre un signe ~ sur tous les symboles de fonctions et de constantes

laissés intacts par 2”).
Or, cela revient exactement a s’assurer que:

(E, )= o(x;, ., xk)[’té ﬁ]

I b
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L’assertion (5.5) est donc établie lorsque =R, (u;, ... , U,,)-

Dans I’éventualité ou ¢=(u,=u,), on reprend textuellement la discussion
précédente, m étant remplacé par 2, R,, par = et R, par =. Le premier cas est ainsi
réglé.

5.6.4 Exemple intermédiaire

Pour éclairer ’argumentation que nous venons de présenter, donnons un
exemple. Admettons que le langage L comporte une constante ¢, deux fonctions
/i et f, respectivement unaire et binaire, ainsi qu’une relation binaire R,. Soit x et
y des variables. Considérons alors:

9(x, y):= Ro(fi(x), 0, ), ti:=fole, €), 11 =£i(c).

Dans ce cas:

o(t1, )= Ry(f\(filc, ), S(f(€), €)).

L’assertion (5.6) devient ici:

~ o
en vertu des régles 1), 2) et 3). Or ¢, peut s’écrire indifféeremment £,(c, ¢) ou f(¢, &);
de méme, 1, est a la fois ,(c) ou f,(¢). (5.7) peut donc aussi s’écrire:

R‘Z(i;(;l)’ ];(;25 é)),

ce qui revient & appliquer les régles 1), 2) et 3’). Mais cette derniére assertion
ensembliste est vraie si

(E, J)=g(x, ) [ {]

1 b
et, dans ce cas seulement.

2 cas: o=y, VL(y)={x,, X5, ..., X}, M, | et (E, J) sont quelconques et
((5.5); M, y, I, (E, J)) est vraie.

En utilisant les régles concernant la substitution et celles qui définissent la
satisfaction d’une formule:

(EN=W) (e L)<EI)E T(w(l,... 1))

<> il est faux que (EJ)=y(t,... ,ty) <
(hypothése sur y)

<« il est faux que (EJ)=y, [x,, L ,g <
by I
<(EJ)e —1(y/)[ L ,f"]a
t/+| "

S(EJ)= (T y/){’tﬁ,... ﬁ]
1+ 1

b
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3¢ cas: p=axf ou o, feFor(L), ou * est 'un des symboles A, v, =, ; M,
let (E, J) sont quelconques et ((5.5); M, a, I, (E, J)) et ((5.5); M, B, I, (E, J)) sont
vraies.

On procede exactement comme dans le 2° cas.

Il n’est peut-€tre pas inutile de relever, a ’occasion de ces deux derniers cas,
que si VL(p)={x,, ... , x;} et si [= k, p, désigne I’énoncé ¢(¢,, t,, ... , ¢,). L’assertion
((5.5); M, ¢, I, (E, J)) est alors banalement vraie.

4° cas: M, | et (E, J) sont quelconques;
¢=3yy ou yeFor(L) telle que:

» le nombre des variables libres de y est k,.

o ((5.5;M,,p,l,(E,J,)) est vraie pour tout langage du premier ordre M, obtenu
en adjoignant des constantes a L, pour tout /; tel que 0</,<k,— 1 et pour toute
M -structure.

(Remarquons que nous avons besoin pour la premiére fois de la forme compléte
de I'hypothése de récurrence; dans les cas 2 et 3, nous n’avons utilisé cette
hypothése que pour M,=M, [,=/et (E,, J,)=(E, J).)

Suivant que la variable y est libre ou non dans w, ona VL(y)={x,, ..., X;, ¥}
ou VL(y)={x,, ..., x;}. Dans les deux éventualités notons y=y(x,, ..., X, »).
Nous pouvons donc écrire:

(0([1’ L] tk)an'//(tl’ L] tk’ y); ¢I(xl+l’ R xk)EEIy'//I(xH-I’ oo s Xps y)

L’assertion (E, J)=¢(t,, ... , t;) équivaut a

il existe aeF tel que (E, J)=w(t, ..., l, y)l:z] (5.8)
a
L’assertion (E, J)=¢ @, ,ﬁ] équivaut a
TR 7
il existe aeF tel que (E, J)=w /X, 15 v s Xp» V) I:@, ,ﬁ,)—)] (5.9)
by 4ka

Lorsque y¢VL(y), ’hypothése de récurrence sur y implique immédiatement
(5.8)<>(5.9).

Considérons alors le cas ot yeVL(y). Supposons que (5.8) est vérifiée.
Introduisons un nouveau symbole de constante e (i.e. e¢Cst(M). Désignons par M,
le langage obtenu en adjoignant e aux constantes de M et soit J, I'interprétation
de M, prolongeant J sur M, et telle que J,(e):=a(=¢&). On a, en vertu de (5.8):

(E, IN)ew(t, ..., 4 ) I:');::|

En vertu de I’hypothése ((5.5); M,, v, k, (E,, J))):
(E, J)Ew(, ..., 4 ).



Appendice 87
Puis, en vertu de I'hypothése ((5.5); M, v, I, (E,, J)):
X X
(EI’ Jl)bWI(xl+h s Xps y) [#’--- ’Tka %jl
iy 4Loe
qui est évidemment équivalent a:
X X
(E' J)'=Wl(xl+l’ ey X y) [#v" aTka %:|
Lyr  Loe

Cela implique (5.9).
La preuve que (5.9)=(5.8) se fait exactement de la méme fagon.

5¢ cas: 9 =Vyy avec les méme hypothéses qu’au 4° cas sur w, M, [ et (E, J).
Comme (E, J) = p<> (il est faux que (E, J) = Ay(Tw)), le 5° cas se raméne aux
cas 2 et 4.
Cela achéve la preuve de (5.5) O m







CHAPITRE 6

L’idée de preuve.
Le théoréme de complétude de la logique
du premier ordre

6.0 INTRODUCTION

Nous parvenons maintenant a I’essentiel. Jusqu’ici nous avons fait ce qu’on
pourrait appeler la “linguistique” des langages du premier ordre. Nous avons
étudié la syntaxe et la sémantique ainsi que leurs rapports mutuels. Mais la logique
est avant tout I’art d’élaborer, d’analyser ou de critiquer des raisonnements. C’est
a quoi nous devons en venir.

Pour mieux sentir ce qui nous manque, partons d’un raisonnement formulé
dans la langue ordinaire, soit le syllogisme typique:

aestun b
tout bestunc
donc aestunc.

La conclusion présente deux caractéres. D’une part, elle parait construite mécani-
quement a partir des deux prémisses. Le mécanisme est peut-étre difficile a décrire
(il ressemble un peu a la regle de simplification des fractions: g-iz:g) mais son
existence ne fait pas de doute. On dit que la conclusion est déduite des deux
prémisses. D’autre part, si on suppose “vraies” les deux prémisses, on est contraint
d’admettre que la conclusion est “vraie” également.

Revenons a un langage du premier ordre L. Au lieu des phrases de la langue
ordinaire, nous allons considérer des formules de L. Pour I’instant, nous ne
disposons d’aucune régle permettant, & partir de deux formules données « et f, de
“déduire” une nouvelle formule en combinant un morceau de « et un de . En
revanche, nous sommes moins démunis pour parler de “vérité”. Considérons une
L-structure (E, J) et une spécialisation s de (E, J). Il existe une fonction de vérité
V, sur For(L) telle que, pour toute acFor(L):

(E, N)=alsl=V()=1

(cf. prop. 3.1.10). Soit « et «—f deux formules de L. Si V («)=V (a—f)=1, alors
V(B)==1, en vertu des régles de la définition 3.1.8. Donc, de (E, J)=afs] et
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(E, J)=(a—p)[s], on peut “déduire” que (E, J)=f[s]. On est tenté d’adopter la
reégle d’inférence suivante: de a et a—f, on infére f.

On pourrait imaginer encore d’autres régles. Par exemple, si V(xAf)=1,
alors V(f)=1. D’ou: de a A §, on infére f. A I’aide de régles de ce genre et a partir
de formules de L satisfaites dans la spécialisation s, on peut en trouver de nou-
velles, également satisfaites dans s. Reste a trouver des formules de L satisfaites
dans s. Heureusement nous en connaissons. Les tautologies, par exemple: si y est
une tautologie de L, V(y)=1; donc (E, J)=y[s]. La formule (x=x), qui n’est pas
une tautologie, est aussi satisfaite dans toute spécialisation s de (E, J).

Nous voyons apparaitre deux notions nécessaires pour décrire I'idée d’infé-
rence:

* une base axiomatique logique ou un systéme d’axiomes logiques, formés d’un
ensemble de formules “universellement vraies” (comme (x=x), par exemple);

» un ensemble de régles d’inférence (ou de dérivation) (telles que: de a et a— f3, on
infére f§, par exemple).

La donnée de ces deux notions fixe le systéme d’inférence dans lequel on se place.
C’est au sein d’un tel systéme qu’on peut définir 'idée de preuve.

Meéme si on se borne a la logique du premier ordre, il existe beaucoup de
systémes d’inférence distincts, bien qu’équivalents dans un sens que nous pourrons
préciser plus loin. Nous allons décrire le systéme d’inférence de Hilbert pour un
langage du premier ordre L. Il comporte une base axiomatique logique relative-
ment vaste et peu de régles d’inférence, ce qui le rend d’un acces facile.

6.1 LE SYSTEME D’INFERENCE DE HILBERT

6.1.0 Définition: le systéme d’inférence de Hilbert
Soit L un langage du premier ordre. On appelle:
1) Axiomes logiques de L:

* les tautologies
* les axiomes de I’égalité (voir chapitre 4)
* les axiomes de spécification, c’est-a-dire les formules du type:

Vxp—¢; et gf —>IAxp
ou geFor(L), xeVar et teTer(L) est un terme substituable a x dans ¢.
2) Régles d'inférence

* “modus ponens”: si a et f sont des formules de L, de o et a—f on dérive (ou
infére) B;
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o régles de généralisation: si ¢ et y sont des formules de L et x une variable,
I) si x¢VL(p), de p—y on dérive (ou infére) p—Vxy

IT) si x¢VL(y), de p—y on dérive (ou infére) Axp—

6.1.1 Remarques

» Les axiomes logiques ne sont pas nécessairement des énoncés de L.

Il ne faut pas confondre “inférence” et “implication”.

» Les axiomes des quantificateurs (définition 5.3.0) figurent parmi les axiomes de
spécification. Mais ils ne les épuisent pas grice a une plus grande liberté dans
le choix des formules, des variables et des termes.

6.1.2 Définition

Soit L un langage du premier ordre et S un ensemble d’énoncés de L. Soit
¢ une formule de L. Une preuve de ¢ a partir de S dans le systéme d’inférence de
Hilbert est une suite finie de formules y,, v,, ..., v, ou:

) y,=¢
ii) pour tout indice k, y, est
 soit un axiome logique de L
 soit un énoncé de S
* soit une formule dérivée selon les régles d’inférence de Hilbert de certaines
y;ou j<k.

On dit alors que ¢ est dérivable a partir de S et on note Stg.

6.1.3 Notation

- .o . L
Nous utiliserons la notation —ﬂ qui se lit “de o et f on dérive y”.
Y

>
b et les reégles de généralisation

oa
Par exemple, “modus ponens” se note
deviennent
9y
p—-Vxy
2y
Axp—

1) si x¢VL(p)

II) si x¢V L(y)

6.1.4 Remarque

Il est facile d’obtenir d’autres régles d’inférence. Par exemple, comme
(x—f)— (18— 1) est une tautologie, donc un axiome logique, on peut écrire, par
modus ponens
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a—f (a=f)—(1f— )
- e

Ainsi, a partir de a— f on peut prouver 71— T1a. On peut abréger cela en:
a—pf
p- e
Cette dérivation est appelée régle de contraposition.

6.1.5 Remarque

Soit geFor(L). Le premier axiome de spécification pour —1¢ s’écrit
(Yx19)—(1¢f), ou ¢ est un terme substituable & x dans ¢. D’autre part,
(1 Na— 1P)—(x— 1) est une tautologie.

On peut donc écrire successivement:

(contraposition) " 19=>(1¢)

(71 1¢)=(Vx9) (1 19) = (VX 19)) (97~ (1Vx 19))
@i~ (TVx9)

(modus ponens)

Si on considére que “Jx” est une abréviation pour “1Vx 71, on constate que les
deuxiémes axiomes de spécification sont dérivables a partir des seuls premiers
axiomes de spécification.

6.1.6 Remarque

Soit ¢, w, a, PeFor(L) et soit xeVar telle que x¢VL(y). Comme
(Ma— 171p)—>(1a—f) est une tautologie, on peut écrire successivement:

(contr.) jand 4

(1¢ de génér.) y> 19

(contr.) —“/’_’—V’ﬂ‘”

(mp) AVxTe—- 1y (VX Te— 1 1w)>(IVx e y)

AV le—y

Donc, lorsque x¢VL(y), de p—y on dérive T1Vx1¢p—w. Si on admet que “Ix”
est une abréviation pour “1Vx71”, on retrouve la deuxiéme régle de généralisa-
tion.

En conclusion, il résulte des remarques 6.1.5 et 6.1.6 que:

* on n’introduit aucune contradiction dans le systéme d’inférence de Hilbert
lorsqu’on considére “Jx” comme une abréviation de “1Vx1”;

* on peut se passer sans risque des deuxiémes axiomes de spécification et de la
deuxiéme régle de généralisation. Nous en tiendrons compte par la suite en nous
dispensant d’examiner systématiquement ces éventualités au cours de nos
démonstrations.
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6.2 QUELQUES LEMMES

6.2.0 Préambule

La démonstration du théoréme de complétude requiert quelques faits que
nous allons introduire sous forme de lemmes. Auparavant, nous allons convenir
de quelques notations qui allégeront les écritures.

Si y est une formule de L et que VL(y)<{x}, nous avons décidé de noter
w = y(x) pour attirer I’attention sur la variable x, méme si x¢ V' L(y). Convenons
de faire de méme pour n’importe quelle formule weFor(L). De plus, si z est une
variable substituable a x dans y et si z¢ V' L(w)—{x}, nous noterons w(z) pour .

6.2.1 Lemmes 1: (extension des régles de généralisation)

Soit x une variable et soit ¢ et w(x) deux formules de L. Soit z une variable
substituable a x dans w(x) et n’appartenant pas a VL(y(x))—{x}. Si x¢VL(p),
alors:

6.2.1.0 oy
p—Vzy(2)
6211 YX0
Azy(2)—o

6.2.2 Démonstration

La formule Vxy(x)-w(z) est un axiome de spécification. Comme
z¢V L(y(x))—{x}, la premiére régle de généralisation s’applique a cette formule et
on obtient:

Vxy(x)->yp(2)
Vxy(x)—Vzy(z)
D’autre part, comme x¢¥L(p), la premiére régle de généralisation s’applique a
P p(x):

p—p(x)
9 Vxy(x)

En utilisant la tautologie (a— f)— ((8—y)—(x—7y)) avec a, B, yeFor(L) et par modus
ponens:

P-Vxy(x) (9 Vxy(x)—((Vxy(x) - Vzy(2)) > (9 Vzy(2)
(Vxy (x)-Vzy(2)) > (9 Vzy(2))

Puis, & nouveau par modus ponens:
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Vxy(x)-Vzy(z) (Vxy(x)-Vzy(z))-(p—-Vzy(2))
9—Vzy(2)

Cela établit le lemme 6.2.1.0.
Le lemme 6.2.1.1 se démontre d’une maniére analogue. O

Ainsi, dans ’application des régles de généralisation, on peut choisir presque
arbitrairement le nom de la variable sur laquelle on quantifie.

6.2.3 Lemmes

Soit L un langage du premier ordre. Soit S un ensemble d’énoncés de L. Soit
encore a, f§, v, ¢ et v des formules de L.
6.2.3.0 Si SH(a—p) et SH(T1a—p), alors SHB.

6.2.3.1 Si SHa—p)—7, alors SF(B—y) et SFH(Ta—y).
Supposons en outre que x et y sont des variables telles que:
* xeVL(p), x¢VL(y);
 y est substituable a x dans ¢(x);

o yéVL(p(x))—{x}.
6.2.3.2 Si SF@Ayp(y)—¢(x))—- v, alors Sty.
6.2.3.3 Si SHp(x)->Vyp(y))—> v, alors Sty.

6.2.3.4 Si SHe(x)-Yye(»)—-(Fy(e())—(Te(x))— ), alors Sty.

6.2.4 Démonstration du lemme 6.2.3.0
Partons de la tautologie:
@=p)—=((Ta—=p)—p).

En utilisant deux fois modus ponens, on obtient:
@=p) @=p)—=((a—=ph)—p)

(Qa—=p)—=f (Ta—p)
i

Donc SHp. 0

6.2.5 Démonstration du lemme 6.2.3.1
Partons de la tautologie:
(= B)—»)—>(B-7).

Comme, par hypotheése, S+(ax— f)—7», on obtient immédiatement SH(f—y) a ’aide
de modus ponens.
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A partir de la tautologie ((¢— ) »y)—(a—y) et en appliquant & nouveau
modus ponens, on obtient SH(Ta—7y). |

6.2.6 Démonstration du lemme 6.2.3.2

De I’hypothese de 6.2.3.2, le lemme 6.2.3.1 permet de tirer:

Stp(x)—y (6.0)
et

SE(A () -y (6.1)
De (6.0), le lemme 6.2.1.1 permet de tirer:

StIyp()-y. (6.2)
A partir de (6.1) et (6.2), le lemme 6.2.3.0 permet de conclure que Sty. 0

6.2.7 Démonstration du lemme 6.2.3.3

De I’hypothése de 6.2.3.3, le lemme 6.2.3.1 permet de tirer:

SEYyp(y) -y (6.3)
et

SEp(x)—»w. (6.4)

En utilisant deux fois la tautologie (¢ — 71 718)—(«—f), &, feFor(L), on a successi-
vement:

(contr.) o))y
(m.p.) y=T79x) (=1 790)) >y~ e(x)
(lemme 6.2.1.0)_ ¥ ¢
(contr.) y-Vye()
(m.p.) AVye()— 1w (IVye(»)— 1 w) - (1Vye(y) - w)
Vye(y)-y. (6.5)
A partir de (6.3) et (6.5), le lemme 6.2.3.0 permet de conclure que Sty.
O

6.2.8 Démonstration du lemme 6.2.3.4

De I’hypothése de 6.2.3.4, le lemme 6.2.3.1 permet de tirer:

SEYYe(») = (F(T9()) = (T 9(x)) > w) (6.6)
et

SE9() = ((I(e()) = (Te(x)) > w). (6.7)

A partir de (6.7), en utilisant les tautologies suivantes:

(a—=((B—a)—>y)—(a—>y)
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(@— 178> (@—p) (deux fois)
(@—=p)—-(@—>((y—9)—p)

ou a, 8, y, eFor(L), on peut écrire successivement:

(Te(x)=(@(T90)) = (T9(x)) =) (Te(x)=(E(Te())—
= (T9(x))) =)= (19(x)—y))

(m.p.)
(contr.) Jex)oy
(m.p.) Ty —=170(x) (y—1719(x)) - (Y —e(x)

(lemme 6.2.1 .0)_——] y—p(x)
v =Vye()

contr.
En?.p-)) IVye@)— 1y (Vye0)— 1 19) = (1Ve(n) > y)
AVye() -y (Vpe(0)-y)—(Vye() (I (Te() -
(m.p) = (Te(x)- )
(Vye)) (@ (00N~ (Te(x))— ). (6.3)

En appliquant le lemme 6.2.3.0 a (6.6) et (6.8), on obtient

SEE(Te() - (e(x)) -y

puis, grace au lemme 6.2.3.2: Sty. a
Le dernier lemme que nous établirons maintenant mérite d’étre élevé au rang
de proposition.

6.2.9 Proposition: lemme de rectitude (soundness lemma).

Soit L un langage du premier ordre. Soit S un ensemble d’énoncés de L et
soit (E, J) un modéle de S. Enfin, soit ¢ une formule de L telle que
VL(p)={x), x,, ..., X,} = Var.

Si Stg, alors (E, J)E=Vx,Vx,..Vx,0.

6.2.10 Démonstration

Soit w,, ¥5, ..., W,=¢@ une preuve de ¢ a partir de S. Nous dirons que cette
preuve est de Jongueur n. Nous allons procéder par récurrence sur ».

6.2.10.0 Cas ou n=1. Alors y,=¢. Il n’y a que deux possibilités:

A) ¢ est un axiome logique
B) ¢ est un énoncé de S.

A) Si ¢ est un axiome logique, trois éventualités peuvent se présenter:

A.0) Si ¢ est une tautologie: pour toute fonction de vérité V sur For(L) V(p)=1;
c’est le cas en particulier lorsque V est une fonction de vérité V,, ou s est une
spécialisation quelconque de (E, J). Partons d’une spécialisation arbitraire s* de
(E, J) et soit ay, ay, ..., a, des éléments de E. Considérons la spécialisation

x \[ %, X
s, :=s'(—><—> (—”)
a,/\a, a,
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Remarquons que I’effet de s, sur ¢ ne dépend pas du choix de s’. Nous pouvons
écrire successivement:

V. (9)=1, quels que soient a,, a,, ..., a,eE<

<(E, J)r=¢[s'<ﬁ> (ﬁ> ,(ﬁ)] quels que soient ay, a,, ..., a,cE<=
a,) \a, a,

<(E, J)=Vx,\Vx,..Vx,0

A.1) ¢ est un axiome de I’égalité. Alors (E, J)=g¢[s] pour toute spécialisation s de
(E, J) (cf. prop. 4.1.1). C’est le cas en particulier pour la spécialisation s ci-dessus.
Par suite, (E, J)=¢[ s;] quels que soient ay, ..., a,€E, donc (E, J)=Vx,Vx,..Vx,p

A.2 ¢ est un axiome de spécification. Il est alors de I'une des formes:

A.2.0) p=Vyo0-0

A2.1) p=6¢—3x0
ou @ est une formule de L et ¢ un terme de L substituable a la variable y dans 6.
Soit s une spécialisation de (E, J).
A.2.0) Si p=Vyf—¢, de deux choses 'une:

X)

ou bien (E, J)=&[s ( )( ) . (ﬁ)] quels que soient a,, a,,... ,a, € E et,
a,/\a, a,

dans ce cas, (E, J)t=(p[s'<ﬁ>(ﬁ>...<ﬁ>]; quels que soient a, a,... ,a,€E;
a,/\a a,

2

ou bien il existe a;, a,,... ,a,€E tels que: (E, J)=(T16) [s( ><x2> .<ﬁ>];
a,

a,
posons alors b: =s’<ﬁ><ﬁ>...<ﬁ)(t);
a,/\a, a,
il est clair que (&, J)l=(‘|0[s'<§—'><ﬁ>...<’ﬁ)<z>];
a,/\a, a,/\b

autrement dit, il est faux que:

(E, J)=(Vy0)ls ( )("’) ("—)]
a,/\a, a,

Par suite, quels que soient a,, a,,... ,a,€E,

(E ))e (Vy0)—>0¥)[s'<ﬁ)<§—2>...<§£)],
a,/\a, a,

ce qui équivaut a: (E, J)=Vx, Vx,... Vx, (Vy0-6).

A.2.1) Les remarques formulées au numéro 6.1.5 nous dispensent d’examiner le
cas des axiomes de spécification de la seconde espéce. Nous allons le faire néan-
moins a titre d’exercice. Nous constaterons que le raisonnement est le méme que
pour A.2.0). Par la suite, nous renoncerons au plaisir d’effectuer ces démonstra-
tions en partie double.

Partons donc de A.2.1) p=6—3y# ou HGeFor(L), ¢t est un terme de L
substituable a la variable y dans 6. Soit s" une spécialisation de (E, J). Soit
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a, a, ..., a,E. Alors:

ou bien (E, J)r=(woms'<ﬁ)(ﬁ>...(ﬁ>l
a,/\a, a,

ou bien (E, J)n=(o{)[s'<-’ﬁ><3‘—2>...<ﬁ>
a,/\a, a,

dans ce dernier cas, posons b: =s’<ﬁ> e
(E, J)|=o[s'<ﬁ><ﬁ)...<ﬁ><¥>]

a,/\a, a,/\b
et par suite que:

a2 ()

Donc, quels que soient a,, a,,... ,a,€E:

(E, J)»:(W*Hy‘))[S( )( ) ( )

ce qui équivaut a:

(E, J)EVxX\Vx,..Vx,0
B) Si ¢ est un énoncé pris dans S, (E, J) =g, par hypothese. 1l résulte immédiate-
ment de la déf. 2.2.11 et du corollaire 2.2.21 que, pour toute variable x,
(E, J)=Vx,p. En répétant le raisonnement successivement pour les varlables

X,_1» - » Xp €L X, On obtient: (E, J)E=Vx,Vx,..Vx,p.

il est clair que:

6.2.10.1 Cas ou n> 1. Supposons le lemme vrai pour toutes les preuves de lon-
gueur strictement inférieure a n. Soit y,, ¥,, ..., ¥,=¢ une preuve de ¢ a partir
de S.

Si y, est un axiome logique ou un énoncé de S, c’est le cas n=1, qui se
présente 4 nouveau. Mais si y, est une formule dérivée de certains y; ou j<n,
examinons ce qui se passe quand on effectue 'inférence qui produit y,. Donnons-
nous arbitrairement une spécialisation s* de (E, J) et examinons les deux cas
possibles.

1) Cas de modus ponens. Admettons qu’il existe deux indices & et j inférieurs a n
tels que:

i '/// Ou Wj Wiy,

L’hypothése de récurrence nous permet d’écrire:
(E, J)=(Vx,\Vx,.. Vx,p)s] et
(E, 1) (Vx\Vx,.. VX, (i > p,))Is').

Donc, quels que soient ay, ay, ..., a,€E
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(E, J)= wk[s'(-’ﬁxﬁ)...(ﬁ)] et
a,/\a, a,
(E, J)»:(www,,)[s'(ﬁxﬁ)...(ﬁ)l,
a,/\a, a,

d’ou il découle: (E, J)= .,/[s(i‘_'>(£‘_2><i‘_)]
a a, a,

quels que soient ay, a,, ..., a,€E. Donc (E, J)=Vx,Vx,..Vx,yp,.

2) Cas des régles de généralisation. Nous savons qu’elles se raménent toutes aux
régles de généralisation de la premiére espéce. Bornons-nous donc a celles-ci.
Supposons qu’il existe un indice k <n tel que y, =a—f, ou a, feFor(L). Soit
y une variable ne figurant pas dans les variables libres de o et admettons enfin que
la formule y, est obtenue & partir de y, par généralisation: y,=o—Vyp.
Commengons par montrer que, sous la condition que y¢V L(), pour toute
spécialisation s de (E, J):
(E, N)=(Vy(a—-p)sl(E, J)=(a—Vyp)ls]. (6.9)

En effet, (£, J)=(Vy(a—p))[s] équivaut a dire:
pour tout beE:(E, J)t:(a—»[j’)[_g(%)],

ce qui, a son tour, équivaut a:
(E, ))=(Mo)ls]

6.10
ou, pour tout b, (E, J)l=/1’[s<§)]. (610

C’est a cet endroit qu’on fait usage de I’hypothése y¢ ¥V L(x). (6.10) équivaut

(£, J)=()ls] ou (E, J)=(Vyp)ls),

ce qui se note encore: (E, J)= (a—Vyp)[s].
Revenons a w,. Il faut distinguer deux éventualités:

I cas. y&(x,, X, ..., x,). Alors VL(y,) ={x,, X,, ..., X,, y}. En vertu de ’hypothése
de récurrence:

(E, )=YxVx,.. Vx,Vy(a— ).

Or, a cause de (6.9): (E, J)=VxVx,..Vx,(a—Vyp)
Autrement dit (E, NEYX\VX,.. VX0,

2 cas. ye{x,, X, ... , X,}. Supposons que y=x,. Alors
VL(yi)={y, Xy ... , X,}. En vertu de I'hypothése de récurrence:

(E, J)=Vx,..Vx Vy(a—pf)
Appliquons a nouveau la propriété (6.9):

(E, J)=Vx,..Vx,(a—Vyp)
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Comme la formule de droite est un énoncé de L, elle est satisfaite dans toute
spécialisation de (E, J). En particulier:

(E, J)=Vx\Vx,. . Vx,(a—Vyf)

ce qui achéve la démonstration. a

6.2.11 Corollaire

Soit S un ensemble d’énoncés dans un langage du premier ordre L. Soit ¢
un énonce de L.

Si Stk alors, pour tout modéle (£, J) de S, (E, J)=¢.

Ce corollaire signifie que si .S admet un modéle, alors le systéme d’inférence
de Hilbert permet de trouver des énoncés qui sont satisfaits dans tous les modéles
de S. Il admet une réciproque qui n’est autre que la partie forte du théoréme de
complétude.

6.3 LE THEOREME DE COMPLETUDE

6.3.0 Préambule

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme central de la
logique élémentaire du premier ordre.

6.3.1 Proposition: théoréme de complétude de la logique du premier ordre
(Gobdel 1930)

Soit S un ensemble d’énoncés dans un langage du premier ordre L. Soit ¢
un énonce de L.

La condition nécessaire et suffisante pour que ¢ admette une preuve a partir
de S est que ¢ soit satisfait dans tout modéle de S.

6.3.2 Démonstration

La nécessité de cette condition est établie par le corollaire 6.2.11.

Démontrons-en la suffisance. Partons de I’hypothése que, pour tout modéle
(E, J) de S, (E, J)=¢. Dans I’extension de Henkin L(C) de L, considérons I’en-
semble:

SU{1¢}ULeib(L(C))UHen(L) (6.11)

S’il était LP-consistant, SU{ 1¢} admettrait un modéle (£’, J') en vertu de la
proposition 5.4.2. Mais (E’, J') serait aussi un modéle de S, ou ¢ serait satisfait par
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hypothése. On aurait donc (£, J')=¢ et (£, J') = T1¢, ce qui est impossible. Donc
I’ensemble (6.11) n’est pas LP-consistant (nous dirons qu’il est “LP-inconsistant”).
Selon le théoréme de compacité de la logique des propositions (prop. 5.5.1),
il existe dans (6.11) une partie finie LP-inconsistante T. Or TU{ ¢} est aussi
LP-inconsistant. Enumérons sans répétitions ’ensemble TU{ ¢} en posant:

TU{—I(0}={0£,, 0y vee s ot,,, ﬂl’ ﬂ2’ ey ﬂ[n j¢} (6'12)
Dans le membre de droite, les éléments sont rangés selon les régles suivantes:

e pouri=l1,2, .., p,qestoudans S, ou dans Leib(L(C)), ou encore dans les
axiomes des quantificateurs (cf. déf. 5.3.0);

e pourk=1,2,...,q, B, est un axiome de Henkin, c’est-a-dire un énoncé de 'une
des formes
By (1)~ w(e,) ou len,)>Vay(x)
avec yeFor(L(C)), et VL(w(x)) ={x};

» les axiomes f, sont en outre ordonnés comme suit: chaque f, introduit une
constante de Henkin ¢, de la forme ¢, de hauteur maximum qui lui est propre;
une méme constante de Henkin n’est propre a plusieurs axiomes de Henkin que
si elle est de la forme c-; elle est alors introduite par les axiomes de Henkin:
IxTw(x)— wlc,) et wlc,,)—>Vxy(x), et par eux seuls; notons A(f,) la
hauteur de ¢, (cf. déf. 5.2.2); on range alors les f, de sorte que

J<k=h(B)Z h(p,).
De plus, quitte & renuméroter les f, de méme “hauteur”, on exige que, si f§; et
B, (i<)), sont tels que ¢;=c;, j=i+1, Bi=y(c,,)—>Vxp(x) et
B 1 =3Ix Tw(x)—>w(c,). De lasorte, si ¢; est la constante de Henkin propre a
B, elle n’apparait plus dans §, quand k> j, sauf éventuellemment dans f;,,.
Comme {o,, ®,, ..., &, ), By, ..., B,, 719} est LP-inconsistant, la formule

Q=(0, > (... 2 (2, = (B = (B~ ...(B,~9))-..) (6.13)

est une tautologie: en effet, soit ¥ une fonction de vérité sur For(L(C)); si V(p)=1,
alors V(Q)=1; si V(p)=0, alors ¥(1¢)=1; donc ¥ s’annule sur I’'un au moins des
o; ou des f, et, par suite, V(2)=1.

Soit D={d,, d,, ... , d,} ’ensemble des constantes de Henkin de L apparais-
sant dans Q. On a évidemment QeFor(L(C)). Choisissons alors m symboles de
variables distincts: x,, x,, ..., x,,, dont aucun ne figure dans Q. A toute formule
&eFor(L(D)), attachons la formule ¢’ de L obtenue en remplagant, dans ¢, d; par
x;, avec i=1, 2, ..., m. Formulons quelques remarques simples:

1) tout x; apparaissant dans &’ y est libre, car, dans £, aucun quantificateur ne
porte sur une constante de Henkin;

2) si & est une formule premiére, £’ I’est aussi, et réciproquement;

3) si &= TJa (avec acFor(L(D))), alors &= a;

4) si¢=axf (avec a, feFor(L(D)) ou * désigne I’'un des connecteurs A, v, —, ©),
I'=a'*f

5) sié=(t,=t,), avec t,, t, €Ter(L(D)), alors &= (t]=t3), ou ¢t;désigne le terme
de L obtenu en remplagant, dans ¢, chaque d, par x,, k=1, 2, ... ,m, i=1, 2.



102 L’idée de preuve. Le théoréme de complétude de la logique du premier ordre

6) si (eFor(L), alors &'=¢£. En particulier, ¢’ =¢.

11 est facile de voir que

Q=i (as—>.. = (o> (fr . Bi9)).)
est une tautologie dans For(L). En effet, soit V" une fonction de vérité quelconque
sur For(L). Pour toute formule premi_ére 0 de L(D), posons V(6):=V(6). On
détermine ainsi une fonction de vérité ¥ sur For(L(D)). En vertu de 1), 2), 3), 4),
5), on a, pour tout weFor(L(D)), V(y)=WV(y’). Donc, en particulier,
nQ)y=rQ)=1.

Remarquons maintenant que:
7) si agsS, alors a/=a; (cf. remarque 6));
8) si aeleib(L(D)), alors o €Leib(L);
9) si a; est un axiome des quantificateurs de L(D), alors o est un axiome de

spécification dans L.

Considérons en effet le cas ou «; est ’axiome des quantificateurs Q,(w, ¢),
dans lequel y est une formule de L(D) et ¢ un terme clos de L(D):o,=Vxy - y;.
Désignons comme jusqu’ici par ¢’ le terme de L obtenu en remplagant, dans ¢, d,
par x,, k=1, 2, ..., m. Etant clos, ¢ est évidlemment substituable a x dans y. Il en
résulte que ¢’ est substituable a x dans y’. Cela tient a la remarque 1): les obstacles
a la substitution de ¢’ ne pourraient naitre que de la présence dans y’ de quantifica-
teurs portant sur des variables figurant dans ¢’; or, comme ¢ est clos, les seules
variables de ¢ proviennent des constantes de Henkin apparaissant dans ¢ et,
répétons-le, on ne quantifie pas sur les constantes.

Donc, St o}, pour i=1, 2, ..., p. A 'aide de modus ponens appliquée p fois
de suite a la tautologie ©’, on dérive la formule

(Bi=Br—> ... 2(B,~9)..). (6.14)
La derniére étape de la démonstration consiste & montrer que si
SEHB=Bip1=... (B ,—9))...) avec iefl, 2, ...q} (6.15)

alors

ou bien SH(B7,,=...=(B8;~9))...)
ou bien SH(B],,—~...=(B,—>9))...), (6.16)
ou on admet que B,,,=fB;,,=0.

Il convient de distinguer deux cas.

’

I cas: si f; est formé a partir d’un axiome de Henkin du type

H\(&)=3¢()—~<(cy), alors
Bi=' () —~¢'(2)

ou z; désigne la variable de {x,, x,, ..., x,,} qui a remplacé c,. L’hypothése (6.15)
s’écrit

SH@E@YE' D)~ E @)= (Bis == (B2 0))-)
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La variable z; ne figure pas dans (f/,,—...—»(f,;-¢))...) a cause de la convention
de numérotation des f, et y est substituable 4 z; dans £’(z;), car on a substitué
c; 4 y, puis remplacé typographiquement c, par z, qui est distinct de y.
De plus, y¢VL(E(z))—{z}. Donc, en vertu du lemme 6.2.3.2, on a
SH(B i1~ (B 0)-.).

2¢ cas: si f] est formé a partir d’'un axiome de Henkin du type
Hy(&)=¢(c)—~Vy4E(y), alors

Bi=&"(2)->VyE'(y),

ou z; désigne la variable de {x,, x,, ... , x,,} qui a remplacé c—,. L’hypothése (6.15)
s’écrit alors:

SH(E (@) ->VyE' (V)= (Bisi— .= (B—0)...).
Deux éventualités peuvent se présenter:

* sila variable z; ne figure pas dans (87, ,—...—(f;—¢))...), on utilise le lemme
6.2.3.3, et on conclut, comme précédemment, que SH(B7,,—...~(B8;—9))..);
* sila variable z; figure dans (87, ,—...~(f;—¢))...), elle ne peut apparaitre que
dans f{,, 4 cause de la maniére de numéroter les f;, et
Bia=Iy & B)- & (2), z; désignant toujours la variable de {x,, x, ..., x,,}
qui a remplacé c-,. L’hypothese (6.15) s’écrit alors:
SH(E ()~ V&' ()= (QAy 18 0) - (@)~ .= (B~ 9))..)
z; n’apparait pas dans (87,,~...—(f;—¢))...). Comme y est substituable a z
dans &(z) et que, de plus, y¢VL(E(z;)) —{z;}, en vertu du lemme 6.2.3.4, on a:

SH(B 2= = (B=9))...).

Nous avons montré précédemment que I’hypothése (6.15) est satisfaite pour
i=1. Par application itérée de (6.16), nous déduisons que Stg. a

6.3.3 Corollaire

Reprenons les notations de la proposition 6.3.1. Si y est
une formule de L telle que VL(y)<{x,, x,,... ,x,}, alors:
Sky<>StVx,\Vx,..Vx,p.

6.3.4 Démonstration

6.3.4.0 Suffisance de la condition Sty

Si Sty, la proposition 6.2.9 permet d’affirmer que, pour tout modéle
(E, J) de S, (E, J)=VxVx,..Vx,y. En vertu du théoréme de complétude,
SHVx,Vx,..Vx,p.
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6.3.4.1 Nécessité de la condition Sty

Nous allons montrer que si SHVxVx;,,..Vx,y, alors SkVx;,,..Vx,p pour
tout ie{l, 2, ..., p}, et ou Vx;,,..Vx,y désigne ¥ quand i=p. Comme, par hy-
pothése, SHVx,Vx,...Vx,y, on déduit de proche en proche que Sty.

Supposons que SFVxVx;,,...Vx,p. Posons ¢ :=Vx;, ,..Vx,p. Comme x; est
un terme substituable a x; dans &, Vx;{— £ est un axiome de spécification. Donc,
en appliquant modus ponens, on infére SHCY, c’est-a-dire SH{ ou encore
SEVX;, . Y. O

6.3.5 Définition

Un systéme formel du premier ordre est un couple (L, S) ou L est un langage
du premier ordre et S un ensemble d’énoncés de L. On dit que S est ’ensemble des
axiomes non logiques du systéme formel (L, S).

Un systéme formel du premier ordre (L, S) est dit consistant (pour la logique
du premier ordre) §’il existe un énoncé dans For(L) qui n’admet pas de preuve a
partir de S. On dit aussi dans ce cas que (L, S) est une théorie du premier ordre.
Tout énoncé acFor(L) qui admet une preuve a partir de .S est alors appelé un
théoréme de la théorie (L, S).

6.3.6 Remarque

Si le systéme formel (du premier ordre) (L, S) n’est pas une théorie, alors Sta
pour tout énoncé acFor(L). En particulier, si o est un énoncé quelconque de L,
Sta A (7). C’est pourquoi on dit aussi d’un systéme formel inconsistant qu’il
implique contradiction.

6.3.7 Remarque

Réciproquement, si Ska A (T1a) pour un certain énoncé « de L, (L, S) est
inconsistant. En effet, si f est un énoncé de L, (o« A (1)) —f est une tautologie; par
modus ponens on conclut que Stf pour tout énoncé de L.

6.3.8 Remarque

(L, D) est une théorie. En effet, toutes les L-structures sont des modéles de
. L’énoncé Vx(1(x=x)) n’est satisfait dans aucune d’elles. Donc il n’existe pas
de preuve de Vx(1(x=x)) 4 partir de @. Si « est un théoréme dans (L, &), on note
souvent: ha.

6.3.9 Remarque

Le corollaire 6.3.3 montre que, dans toute théorie du premier ordre (L, S),
la preuve d’une formule ¢ peut étre prolongée en une preuve d’un énoncé de la
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forme Vx,Vx,...Vx,p ou VL(p)={x,, X,, ... , X,}. (On dit parfois que cet énonce est
obtenu en saturant ¢.) Réciproquement, une preuve de ’énoncé obtenu en saturant
¢ peut se prolonger en une preuve de ¢.

Ce phénomeéne apparait constamment en mathématiques. Par exemple, “soit
ABC un triangle; les médiatrices de 4BC sont concourantes” peut étre considéré
comme une formule non saturée dans une théorie de la géométrie euclidienne
plane. L’énoncé obtenu en saturant cette formule est: “quel que soit le triangle
ABC, les médiatrices de ABC sont concourantes”. On passe de I'une a Iautre et
inversement sans y penser.

6.3.10 Proposition

Soit (L, S) un systéme formel du premier ordre. La condition nécessaire est
suffisante pour que (L, S) soit consistant pour la logique du premier ordre est que
S admette un modele.

6.3.11 Démonstration

6.3.11.0 Suffisance

Supposons que S admette un modéle (£, J). Soit « un énoncé de L. Il est faux
que (E, J)=aA(a). Donc, en vertu du théoréme de complétude, il n’existe pas
de preuve de a A () a partir de S. Par suite, (L, S) est consistant.

6.3.11.1 Nécessité

Supposons (L, S) consistant pour la logique du premier ordre. Supposons
par absurde que S n’admette pas de modéle. En vertu du théoréme de compacité
de la logique du premier ordre (prop. 5.5.1), il existe une partie finie T de S qui
n’admet pas de modéle. On peut supposer, sans restriction, que 7 est minimal en
ce sens que toute partie propre de T admet un modéle. Notons
T=A{a,, ay, ..., &,}. r>0 d’aprés la remarque 6.3.8.

o, n’est satisfait dans aucun modéle de T—{e,}. Donc (1a,) est satisfait dans
tous les modéles de T—{a,). En vertu du théoréme de complétude: T—{a,}F(a,).
Et par suite: T+(a,). Mais il est clair que Tta,. D’ou il découle que:

TH(, A (). 6.17)

(En effet, quelle que soient les formules ¢ et y de L, (9—(w—(p A y))) est une
tautologie. D’ou les inférences:

(mp) & @2 2@ry)
y—=@Ay) vy
oAy
Or, (6.17) contredit 'hypothése selon laquelle (L, S) est consistant. Donc S admet
un modele. 0O
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6.3.12 Proposition

Soit (L, S) une théorie du premier ordre.
Soit ¢ un énoncé de L non dérivable a partir de S. Alors, il existe un modéle
(E, J) de S tel que (E, J)=(T19).

6.3.13 Démonstration

Par hypothése, il est faux que Stg. En vertu du théoréme de complétude, il
est faux que ¢ soit satisfait dans tout modele de S. Autrement dit, il existe au moins
un modeéle de S dans lequel (T1¢) est satisfait. 0

6.3.14 Remarque

Historiquement, la proposition 6.3.12 a regu au moins une illustration
éclatante. Ce fut a ’occasion de la découverte des géométries non euclidiennes
planes. La géométrie plane d’Euclide avait toutes les apparences d’une théorie du
premier ordre avant la lettre. Parmi ses axiomes non logiques figurait le “cin-
quiéme axiome” dit “d’Euclide” ou “des paralléles”: par tout point pris hors d’une
droite, il existe une paralléle a cette droite et une seule. Longtemps, cette propriété
a paru si évidente qu’on s’est demandé s’il n’en existait pas une preuve a partir des
autres axiomes de la géomeétrie euclidienne plane. Cependant, tous les efforts pour
trouver cette preuve restérent vains. La plupart des géométres étaient disposés a
admettre que I’axiome d’Euclide n’était pas un théoréme dérivable a partir des
autres axiomes de la géométrie euclidienne plane. La proposition 6.3.12 nous
permet aujourd’hui de penser qu’il était alors raisonnable de rechercher un modéle
des autres axiomes de la géométrie euclidienne plane, modéle ne vérifiant pas
I’axiome des paralléles.

En fait, le probléme fut attaqué des deux cotés a la fois. D’une maniére
logique d’abord: Lobatchevsky, Bolyai et Gauss développérent, sans contradiction
apparente, une “théorie” ou I’axiome d’Euclide était remplacé par celui-ci: “par
tout point pris hors d’une droite, il existe une infinité de paralléles a cette droite”;
pour sa part, Riemann développa de méme une “théorie” géométrique ou I’axiome
d’Euclide était remplacé par: “il n’existe pas de droites distinctes paralléles”. Une
seconde voie d’approche consiste 4 tenter de construire des modéles de ces géomé-
tries non euclidiennes, comme on vient de le dire. Riemann y parvint en remplagant
le plan ordinaire par le plan projectif réel muni d’une métrique qui convenait a la
“géomeétrie riemannienne plane”. Beltrami obtint un résultat analogue, donnant
un modéle de la géomeétrie plane de Lobatchevsky en substituant au plan euclidien
une surface appelée pseudo-sphére. Par la suite, Poincaré et Klein donnérent des
modéles encore plus simples des géométries non euclidiennes. Cette seconde voie
a 'avantage de prouver que, sous cette réserve de la consistance de la géométrie
euclidienne, les géométries planes de Lobatchevsky et de Riemann sont consis-
tantes.
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6.3.15 Remarque

Le théoréme de complétude permet de démontrer facilement des proposi-
tions qu’on peut établir d’une fagon purement formelle, mais avec plus de peine.
Ainsi, par exemple:

6.3.16 Proposition: théoréme de déduction

Soit (L, S) un systéme formel du premier ordre. Soit « et § deux énoncés de
L. Alors:

Sko— f<>SU{a}kB.

6.3.17 Démonstration

La conclusion est banale si (L, S) n’est pas une théorie. Considérons donc
le cas ou (L, S) est une théorie.

Si SH(x— ), alors SU{a}t(x—f), évidemment. Comme SU{a}ta, il résulte,
moyennant modus ponens, que SU{a}}S.

Réciproquement, admettons que SU{a}}§. Soit (E, J) un modéle de S. Alors:

¢ ou bien (E, J)=p

* ou bien (E, J)=(71p); dans ce cas, (E, J)=(Ta). En effet, si (£, J)=a, (E, J)
serait un modéle de SU{a}. En vertu du théoréme de complétude et de I’hy-
pothése SU{a}tB, (E, J)E=4.

Par suite, (E, J)=a—f. Ce raisonnement étant valable pour tout modéle de S, le
théoréme de complétude permet de conclure que Sta—p. a

6.3.18 Corollaire: théoréme de la preuve par 1’absurde

Soit (L, S) une théorie du premier ordre. Soit & un énoncé de L. Si
(L, SU{1a}) est un systeme formel inconsistant, alors Sta, et réciproquement.

6.3.19 Démonstration

Si (L, SU{1a}) est inconsistant, SU{ TTa}la A (T1a). D’aprés la proposition
6.3.16, SF(T1a)—(x A 7). Mais ((T1a)—(a A (T12)))—a est une tautologie. En
vertu de la regle modus ponens, Sto.

Si Sta, SU{Tla}raAa(Ta): il suffit de partir de la tautologie
a—((Ta)—(xA(1a))) et d’appliquer deux fois la régle modus ponens. Donc
(L, SU{1a}) est inconsistant. O
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6.3.20 Commentaire

Commentons un peu la proposition 6.3.16. Elle nous enseigne qu’il revient
au méme de prouver I’énoncé a— § dans le systéme formel (L, S) ou I’énoncé f dans
(L, SU}a}).

A titre d’exemple, considérons le systéme formel (L, {p,, ¢,, ,}) présenté a
I’exemple 5.5.4. Nous savons qu’il admet des modéles. C’est donc une théorie: la
théorie des groupes. On peut prouver (ce que nous ne ferons pas ici, mais qui
constitue un excellent exercice) que:

(Ls, {91, 92 0:DEVXVY(x - y=y - X)) > (VxXVVXVY'(x - x'=eny -y =e)—
((x-)-(x"-y)=e)

Intuitivement, x - x'=e se traduit par “x’ est le symétrique de x”; x-y=y-x
s’exprime en disant que “x et y commutent”. L’expression ci-dessus s’interpréte
alors ainsi: dans un groupe, si tous les éléments commutent deux a deux, alors le
symétrique du produit de deux éléments quelconques égale le produit des symeé-
triques de ces éléments. ‘

D’aprés la proposition 6.3.16, il revient au méme d’établir:

(Ls, {915 92, 03JU{VXVY(x - y=y - x})F(VxVny'Vy (x-x'=eny -y =e)—
(x-p)-(x"-y)=e))). (6.18)

Le systéme formel (L,, {¢,, ¢5, 03, VXVy(x - y=y - x)}) admet un modéele: celui de
I’exemple 2.2.24, fig. (2.2). Cest la théorie des groupes commutatifs (ou abéliens),
groupes dont les €léments commutent deux a deux. On peut interpréter (6.18) ainsi:
dans un groupe abélien, le symétrique du produit de deux €léments quelconques
égale le produit des symétriques de ces éléments.

Dans la pratique, les choses se présentent encore un peu autrement. Pour
reprendre I’exemple ci-dessus, adjoignons au langage L, un nouveau symbole de
relation binaire que nous noterons C(,). On peut alors montrer que:

(LyU{C}, {91, 02 93DE(VXVYClx, y)o(x - y=y - x))—>
(VxVYVx VY ((Clx, ) A (x - x)=en(y - y)=e)
=(x-p) - (x"-y)=e)).

Ce qui signifie intuitivement que, dans un groupe, lorsque deux éléments commu-
tent, le symétrique de leur produit égale le produit des symétriques de ces €léments.
En vertu de la proposition 6.3.16, on peut aussi écrire:

(LyU{C}, {91, 02 93 U{(VXVYC(x, y)e(x - y=y - x))F
VxVyVx'Vy' (Clx, Y)A(x - xX)=en(y - y)=e)=(x-y) - (x"-y)=e).

Ainsi on ajoute au langage formel un nouveau symbole et on pose un nouvel

axiome qui donne les propriétés de ce symbole. Cela revient a introduire une
définition. Dans un ouvrage sur la théorie des groupes, on verra apparaitre:

“Définition. quels que soient les éléments x et y d’un groupe G, on dira que

x et y commutent et on notera C(x, y) lorsque x-y=y-x.”
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Nous reviendrons ultérieurement sur le théme de complétude de la logique
du premier ordre. Bornons-nous ici 4 deux remarques trés simples.

6.3.21 Remarque

Soit (L, S) une théorie du premier ordre quelconque. Le systéme d’inférence
de Hilbert permet de prouver tous les énoncés satisfaits dans tous les modéles de
(L, S). Aucun autre systéme d’inférence ne saurait aller au-dela, sans introduire de
discrimination entre les modéles de (L, S). Les systémes d’inférence les plus
intéressants en logique du premier ordre sont ceux qui ont exactement la méme
force que le systéeme de Hilbert. Il en existe beaucoup. Celui de Hilbert convient
bien 4 la démonstration du théoréme de complétude. D’autres systémes se prétent
mieux a la description des raisonnements pratiques ou a d’autres recherches
théoriques.

6.3.22 Remarque

Reprenons une théorie quelconque du premier ordre (L, S). Le systéme
d’inférence de Hilbert permet de prouver tous les théorémes de (L, S) méme si on
ignore la notion de modéle ensembliste de (L, S). On pourrait alors oublier tout
des interprétations sémantiques que I’on a données aux formules du premier ordre.
La logique du premier ordre redeviendrait ainsi purement formelle.







CHAPITRE 7

Extension de la logique élémentaire du
premier ordre

7.0 COMPLEMENTS SUR LES ENSEMBLES

7.0.0 Quelques questions

La logique du premier ordre que nous avons considérée jusqu’ici était
élémentaire en ceci que les langages considérés comportaient des ensembles de
symboles propres finis ou dénombrables. Cette hypothése s’impose, nous I’avons
vu, lorsqu’on exige que toute formule puisse étre effectivement écrite, a la rigueur
par une machine. On peut toutefois soulever quelques questions. L’hypothése
mentionnée constitue-t-elle une véritable restriction? Peut-on imaginer des lan-
gages du premier ordre qui ne soient pas élémentaires au sens que nous avons dit?
Le cas échéant, les théorémes établis aux paragraphes précédents restent-ils vali-
des? Nous allons essayer d’y répondre.

7.0.1 Ensembles infinis non dénombrables

Considérons I’ensemble N. Nous avons admis que toute partie P de N est
soit finie, soit dénombrable. Dans cette seconde éventualité, il existe une bijection
(i.e. une application bijective) de P vers N.

On convient de dire que deux ensembles E et F ont le méme cardinal lorsqu’il
existe une bijection de E vers F (ou de F vers E, ce qui revient au méme). On note
cela:

#(E)=+(F).

On écrit 4 (E) < 4 (F) lorsqu’il existe une injection (i.e. une application injective)
de E vers F. On est amené a écrire #(E)< #(F) s’il existe une injection de E vers
F mais pas de bijection de E vers F.

Nous n’avons pas défini ce qu’est en soi un cardinal. La chose est possible
mais elle dépasserait le cadre de cet exposé. Contentons-nous d’admettre que tous
les ensembles qui peuvent Etre envoyés les uns vers les autres par des bijections ont
en commun quelque chose que nous appellerons leur cardinal. Cette notion
généralise celle de nombre des éléments d’un ensemble fini. On peut donc considé-
rer une suite de cardinaux:
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01 2 3..w

cardinaux finis

0 étant le cardinal de ’ensemble vide et w désignant le cardinal de N, soit 3 (N).
Peut-on imaginer des ensembles dont le cardinal soit strictement supérieur a ?
Soit P une partie d’'un ensemble donné E. Considérons la fonction:

frE—{0, 1}

telle que f(x)=1 quand xeP et dans ce cas seulement. f, est appelée fonction
caractéristique de P dans E et elle détermine entieérement la partie P de E. On admet
que les parties d’un ensemble quelconque E constituent un ensemble noté 2(E).
On constate que 2(E) peut étre mis en bijection avec I’ensemble des fonctions sur
E a valeurs dans {0, 1}.

Considérons alors 22(N). 11 existe une injection i de N dans 22(N):

i:N->2(N)
n —{n}.

Donc w £(2(N)). Montrons maintenant qu’il n’existe pas de bijection de N vers
2(N). Considérons une application g de N vers 2(N):

g: N> 2(N)
n g,

Construisons I’application #: N—{0, 1}

n— 1 si nég,
0 si neg,

h est la fonction caractéristique d’une partie H de N. Comme neH ssi ngg, et cela
pour tout n dans N, H ne coincide avec aucun élément de 'image de g. Donc g n’est
pas surjective. Par suite, @ < #(2(N)).

Il existe donc au moins un ensemble dont le cardinal est strictement supé-
rieur 4 celui de N. Lorsqu’on exige d’un langage du premier ordre L que ’ensemble
de ses symboles soit dénombrable, on lui impose une véritable restriction.

7.0.2 Deux théorémes sur les ensembles

Le raisonnement que nous venons de faire pour N peut €tre repris sans
changement pour tout ensemble E. Cela s’exprime par le théoréme de Cantor: pour
tout ensemble E, 3 (F)< # (P(E)). On en déduit immédiatement que la suite des
cardinaux infinis qui commence par w est illimitée vers la droite.

Mentionnons en passant un autre théoréme relativement élémentaire qui
justifie la notation adoptée pour comparer les cardinaux. Le théoréme de Cantor-
Bernstein s’énonce ainsi: soit E et F deux ensembles tels qu’il existe une injection
de E dans F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection de E vers F
(ou, ce qui revient au méme, de F vers E). Autrement dit:
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si #(E)< #(F) et #(F)< #(E), alors #(E)=4(F).

7.0.3 Axiome du bon ordre et axiome du choix

Au cours de certaines démonstrations de logique élémentaire du premier
ordre, nous avons utilisé le fait qu’un ensemble fini ou dénombrable peut étre muni
d’un bon ordre (par exemple, lemme 3.1.33). Existe-t-il une propriété analogue
pour tous les ensembles?

Par des procédés qui dépassent beaucoup la portée de ce paragraphe, on
peut montrer qu’on n’introduit pas de contradiction lorsqu’on ajoute aux opéra-
tions et aux hypothéses faites jusqu’ici sur les ensembles la condition suivante:

(BO) tout ensemble non vide peut étre muni d'un bon ordre

11 est d’ailleurs aussi possible de montrer qu’on ne fait apparaitre aucune contra-
diction non plus quand on adopte la négation de cette assertion, a savoir: il existe
un ensemble non vide qui ne peut pas étre muni d’un bon ordre. Ainsi (BO) peut
étre posé comme hypothése de la “théorie des ensembles” on I’appelle axiome ou
principe du bon ordre. 11 est en relation étroite avec ’axiome du choix (ou de
Zermelo) qui peut s’énoncer ainsi:

(AC) Soit (A)),; une famille non vide d’ensembles non vides.
Il existe une fonction dite “de choix”:
fiJ-UA;
ieJ
telle que, pour tout ieJ, f(i)eA,.
f “choisit” un élément f{i) dans chaque 4,

Lorsque (BO) est satisfait, on peut supposer que tous les ensembles 4; sont
bien ordonnés; on définit alors f{i) comme le plus petit élément de 4;. On obtient
ainsi une fonction de choix fpour (4,),;. Réciproquement, si (4 C) est satisfait, tout
ensemble non vide E peut é&tre muni d’un bon ordre. Notre “théorie des ensembles”
est trop sommaire pour que nous puissions le prouver ici. Essayons cependant de
suggérer le principe de la démonstration. Considérons I’ensemble 2*(E) des
parties non vides de E. Elle constitue une famille non vide d’ensembles non vides
indexée par elle-méme. En vertu de ’axiome du choix, il existe une fonction de
choix:

[ PHE)-E(=\) X)

XeP*(E)

telle que pour toute partie non vide X de E, f{X)eX. Posons
Xo=fE), x,=fIE—{x0}), X;=AE—{xq, X}), ...

Xy <X, <Xx,<... fait apparaitre le début d’un bon ordre sur E.
Le nceud de la démonstration consiste a prouver qu’on peut ainsi épuiser
tous les €léments de E.
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Ce procédé ressemble beaucoup a une construction par récurrence a cela
prés qu’elle ne porte pas nécessairement sur un ensemble fini ou dénombrable. On
parle a ce sujet d’induction transfinie. L’existence de constructions par induction
transfinie sur tout ensemble bien ordonné fait I’objet de théorémes sur lesquels
nous n’insisterons pas ici. Bornons-nous a les évoquer de la maniére suivante. Soit
E et F deux ensembles non vides. Soit « un élément de F. Supposons E muni d’un
bon ordre noté <. Désignons par a, le plus petit élément de E et, pour tout a dans
E, par S(a) 'ensemble des beE tels que b=<a.

Supposons que:
1) ﬁ,OZ {ag} > F
a, —u
2) Quel que soit a dans E:
2.1. pour tout beE tel que b<a, il existe une application
fp:S(b)—-F
(b<a est mis pour b<a et b+#a)
2.2. pour tous b, ceE tels que b<c<a, f,=f. o)
2.3. il existe une procédure “raisonnable” déterminant une application
f.:S(@)~F
telle que, pour tout beF tel que b<a, f,=f,| o)
Alors il existe une unique application f: E— F telle que pour tout acE, f(a)=f(a).

Nous ne sommes pas en mesure de preéciser ici ce que nous entendons par une
procédure “raisonnable”. Contentons-nous d’admettre qu’elle doit pouvoir &tre
décrite complétement dans la terminologie des ensembles et qu’elle ne reléve pas
du tirage au sort, par exemple.

L’induction transfinie permet d’étendre aux ensembles bien ordonnés quel-
conques les constructions que nous avons décrites précédemment pour les ensem-
bles dénombrables. En particulier, moyennant 1’axiome du bon ordre, on peut
établir les faits suivants.

7.0.4 Trois propriétés des cardinaux infinis

7.0.4.0 Soit E un ensemble infini et (E;),, une famille d’ensembles telle que:
#(E) < #(E) pour tout ieJ
et #(J)< #(E).
Alors: #(UE)=< #(E).
ieJ
7.0.4.1 Si en outre, pour I'un des indices &, #(E,)= #(E), alors

#(gEi)= #(E).
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7.0.4.2 Si F est un ensemble non vide et si #(F)< #(E), E étant toujours un
ensemble infini:

4+ (EX F)= 4(E).

7.1 CARDINAL D’'UN LANGAGE DU PREMIER ORDRE

7.1.0 Préambule

Revenons 4 la logique et considérons le cas général ou I’ensemble des
symboles d’un langage du premier ordre L n’est pas nécessairement dénombrable.

7.1.1 Définition du cardinal d’un langage du premier ordre

Observons d’abord que les symboles logiques et les symboles de ponctuation
sont toujours au nombre de 11. En ce qui concerne I’ensemble Var des symboles
de variables, nous admettrons comme jusqu’ici qu’il est dénombrable. De sorte que
seuls les ensembles Cst(L), Fct(L) et Rel(L) peuvent éventuellement étre de cardi-
nal supérieur a w. Posons:

o= (Cst(L)UFct(L)URel(L)UVar).

Nous appellerons a le cardinal du langage L. Notons que #(N)=<a et que « est
aussi le cardinal de tous les symboles de L.

7.1.2 Proposition

Si L est un langage du premier ordre de cardinal o, 4 (For(L)=oa.

7.1.3 Démonstration

Fixons un symbole de variable x. ¢ désignant un symbole de constante, f, un
symbole de fonction r-aire, R, un symbole de relation m-aire et y un symbole de
variable, considérons les formules:

c=x
Si(x, %, oy X)=x (7.0)
R, (x, x, ..., X)

y=y.

Quand ¢, f,, R, et y parcourent respectivement Cst(L), Fct(L), Rel(L) et Var, on
fait apparaitre une injection de (Cst(L)UFct(L)URel(L)UVar) dans For(L). Donc
4 (For(L)) 2 a.
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Désignons par For(L, n) ’ensemble des formules de L comportant exacte-
ment n symboles. For(L, n) constitue une partie de ’ensemble des suites de n
symboles de L: s5,s,s,...s,. Cet ensemble est le produit cartésien de n ensembles de
cardinal a. D’aprés la propriété 7.0.4.2, ce produit cartésien est de cardinal «. Donc
4 (For(L, n))<a. Comme

For(L)= L{lF or(L, n)

il résulte de la propriété 7.0.4.0 que # (For(L))<a. Par suite, # (For(L))=«. O

Remarquons en passant que toutes les formules mises sous (7.0) comportent
exactement un symbole de variable libre. Il en résulte que le cardinal de ’ensemble
For,(L) des formules de L comportant au plus un symbole de variable libre égale
aussi a.

7.2 THEOREME DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI

7.2.0 Passage aux langages du premier ordre de cardinal infini quelconque

Tout au long des chapitres 1 & 6, nous nous sommes placés dans I’hypothése
ou les langages du premier ordre considérés n’avaient qu’un ensemble fini ou
dénombrable de symboles propres. Nous allons passer briévement en revue ces
chapitres pour examiner comment on peut étendre les résultats obtenus aux
langages dont le cardinal est supérieur ou égal 4 w.

Relevons d’abord que dans tout langage du premier ordre L, chaque for-
mule est de longueur finie. Les démonstrations procédant par récurrence sur la
longueur des formules sont donc valides dans le cas général. Le chapitre 1 peut
donc étre repris intégralement. Il en est de méme du chapitre 2, a ’exception de la
proposition 2.3.2 qui, moyennant I’axiome du bon ordre, peut étre remplacée par:

si le cardinal de L est a, 4 (For(L))=a

selon la proposition 7.1.2. Le corollaire 2.3.4 peut alors étre repris sans change-
ment.

Passons au chapitre 3. Dans tout langage du premier ordre L chaque
formule admet un arbre de composition fini. C’est sur ce fait que reposent toutes
les propriétés élémentaires des fonctions de vérité sur For(L). On peut donc les
reprendre sans changement dans le cas général. Le premier obstacle li¢ au cardinal
de L apparait au cours de la démonstration du théoréme de compacité de la logique
des propositions (prop. 3.1.29), et plus précisément au lemme 3.1.33. Tout d’abord
on demande de munir For(L) d’'un bon ordre: heureusement nous nous sommes
placés dans ’hypothése ou I’axiome du bon ordre est satisfait. La suite de la preuve
repose essentiellement sur la construction d’une certaine application:
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T :For(L)—2(For(L))
o T,

En suivant cette construction de prés, on constate que nous avons procédé par une
induction transfinie. Au numéro 7.0.3, nous avons montré qu’il est plausible — et
on peut établir en toute rigueur — que cette procédure est admissible, dans le cas
général, moyennant I’axiome du bon ordre. La remarque cloturant le chapitre 3
mentionne une autre démonstration, fondée sur le théoréme de Tychonoff. Mais
celui-ci découle a son tour de ’axiome du bon ordre. En fait, les deux démonstra-
tions sont équivalentes.

En bref, le théoréme de compacité de la logique des propositions est valable
sans restriction sur le cardinal de L lorsqu’on adopte I’axiome du bon ordre. Le
chapitre 3 peut alors étre repris sans changement dans le cas général.

Il est intéressant de noter en passant qu’au chapitre 3 nous avons considéré
toutes les fonctions de vérité sur For(L) (cf. définition 3.1.8). Pour déterminer une
fonction de vérité sur For(L), il suffit de se donner arbitrairement une fonction a
valeurs dans {0; 1} sur I’ensemble des formules premiéres de For(L). Dans le cas
élémentaire, ces derniéres constituent un ensemble dénombrable. Donc I’ensemble
des fonctions de vérité sur For(L) est en correspondance biunivoque avec I’ensem-
ble des parties d’un ensemble dénombrable; nous avons vu que le cardinal de cet
ensemble de parties est supérieur a w (cf. numéro 7.0.1). Ainsi dans le cas élémen-
taire et sans nous en douter, nous avons déja travaillé avec des ensembles infinis
non dénombrables.

Le chapitre 4 concernant les “axiomes de I’égalité” ne souléve aucune
difficulté dans le cas général.

Il en va de méme du chapitre 5, au moins jusqu’a la fin de la démonstration
du lemme de réduction a la logique des propositions. Les démonstrations des
propositions 5.3.4 et 5.4.2 font intervenir des récurrences sur la longueur des
formules ou sur la hauteur des constantes de Henkin. Celles-ci étant toujours
finies, aucune difficulté n’apparait de ce fait. Le lemme de réduction de la logique
du premier ordre 4 la logique des propositions est donc valide dans le cas général.
Le théoréme de compacité de la logique des propositions vaut donc dans le cas
général lorsqu’on adopte ’axiome du bon ordre. Godel a établi ce théoréme dans
le cas ¢élémentaire, c’est-a-dire dénombrable. MalCev I’a étendu au cas général.

Avant de passer a la suite du chapitre 5, examinons d’un peu plus prés la
construction de I’extension de Henkin d’un langage du premier ordre L. Désignons
a nouveau par « le cardinal de L. Ainsi que nous I’avons constaté a la proposition
7.1.2, 4 (For,(L))=a. Donc ’ensemble C, des constantes de Henkin de hauteur 1
est de cardinal a. Si L,=L(C,), # (For,(L,))=a et le cardinal de ’ensemble C, des
constantes de Henkin de hauteur 2 égale aussi . Il en est de méme de ’ensemble
For,(L,(C,)), et ainsi de suite. D’une maniére générale #(C,)=a, n=1, 2, 3,... .
D’aprés la propriété 7.0.4.1, #(C)=a, ou C est ’ensemble des constantes de
Henkin de L. 1l en résulte que le cardinal de I’extension de Henkin L(C) de L est
aussi o.
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Venons-en au théoréme de Lowenheim-Skolem. Il a été énoncé et démontré
dans I’hypothése ou I’ensemble des symboles propres a L est fini ou dénombrable.
Peut-on I’étendre au cas général ou le cardinal « du langage L est supérieur ou égal
a4 o? Remarquons que sa démonstration repose entieérement sur le lemme de
réduction a la logique des propositions: si S est un ensemble d’énoncés de L
admettant un modéle, alors il existe une L(C)-structure canonique (E, J') qui est
un modéle de S. Dire que (E, J') est canonique, c’est, rappelons-le, affirmer que
J'|c+C*— E est surjective. Munissons C* d’un bon ordre. Soit e un élément quel-
conque de E. L’ensemble des éléments keC* tels que J'(k)=e n’est pas vide.
Désignons par e* son plus petit élément. L’application

*. E-C*
e —e*

est injective. Donc # (F) < 4 (C*)=o. Ayant adopté ’axiome du bon ordre, nous
sommes donc en mesure d’énoncer une généralisation de la proposition 5.5.2.

7.2.1 Proposition: théoréme de Lowenheim-Skolem, cas général

Soit L un langage du premier ordre de cardinal a. Soit S un ensemble
d’énoncés de L admettant un modéle. Alors S admet un modéle (E, J) ou
#(E)=<a.

7.2.2 Extension du théoréme de complétude

Passons enfin au chapitre 6. Les raisonnements qui conduisent au théoréme
de complétude de la logique du premier ordre s’appuient sur les propositions des
chapitres précédents. Nous venons de constater que, moyennant ’axiome du bon
ordre, ces propositions sont valides dans le cas général. Les démonstrations du
théoréme de complétude de Godel et de ses divers corollaires ne font apparaitre
aucune restriction sur le cardinal « du langage L.

En conclusion, il est possible d’imaginer des langages du premier ordre de
cardinal arbitrairement grand, supérieur ou égal & w. Pour ces langages et a
condition d’adopter I’axiome du bon ordre, tous les théorémes vus jusqu’ici
s’étendent naturellement.

7.2.3 Proposition: théoréme de Lowenheim-Skolem-Tarski

Soit L un langage du premier ordre de cardinal «. Soit (L, S) une théorie du
premier ordre telle que I'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite:
(H)): S admet un modele infini;
(H,): S admet des modeles finis de cardinal aussi grand qu’on veut. Alors:
quel que soit le cardinal # supérieur ou égal a o, il existe un modéle de S de
cardinal g.
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7.2.4 Démonstration
Prenons un ensemble D tel que:
4#(D)=p et DNCst(L)=9.

Introduisons un nouveau langage du premier ordre L’=L(D). On a donc:
Cst(L)=Cst(L)UD, Fct(L")=Fct(L) et Rel(L’)=Rel(L). A tout modéle (E, J) de
(L, S) on peut associer un modéle (E, J) de (L', S) en posant:

JequyCst(L) = E
¢ J(C) si ceCst(L)
dvay si deD,

les a, étant des éléments arbitrairement choisis dans E.
Formons maintenant ’ensemble I" des énoncés de L’ de la forme:

Ya. e =(T(d=a))

quels que soient d, d'eD tels que d#d’. Montrons que SUI" admet un modéle. En
vertu du théoréme de compacité de la logique du premier ordre, il suffit de montrer
que toute partie finie F de SUI" admet un modéle. Or, en vertu de (H,) comme de
(H,), il existe un modéle de S tel que les constantes (en nombre fini) apparaissant
dans les axiomes y, , appartenant a Fsoient envoyées sur des éléments distincts du
modele. F admet donc un modele et (L', SUI') est une théorie.

Comme # (L")=p (cf. propriété 7.0.4.1), il résulte du théoréme de Lowen-
heim-Skolem que (L', SUI") admet un modéle de cardinal inférieur ou égal a S.
Mais tous les axiomes de Iy étant satisfaits, ce modéle a un cardinal au moins égal
a B. Il s’ensuit qu’il est exactement de cardinal S. 0O

7.2.5 Remarque
I1 résulte de ce théoréme que I’hypothése (H,) implique I’hypothése (H,).

7.2.6 Corollaire

Il n’existe pas de théorie du premier ordre admettant pour seuls modéles les
ensembles finis ou les groupes finis.

7.2.7 Démonstration

En effet, si elle existait, une telle théorie satisferait ’hypothése (H,) (cf.

5.5.4). Elle admettrait donc des modéeles de cardinal infini arbitrairement grand.

O

Ce corollaire étend considérablement la portée de la remarque 5.5.5. La
notion méme de finitude semble échapper a la logique du premier ordre.
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7.2.8 Autre conséquence du théoréme de Lowenheim-Skolem-Tarski

Le théoréme de Lowenheim-Skolem-Tarski montre que lorsqu’une théorie
du premier ordre (L, S) admet un modéle infini, elle admet des modéles essentielle-
ment distincts puisque de cardinaux différents. (Rappelons a ce propos que la liste
des cardinaux n’est pas limitée supérieurement.) Pour énoncer ce fait, nous allons
préciser un peu notre vocabulaire.

Si B:E—E’ est une bijection, ’application " définie par:

B E" SE" n=1,2,3, ..
(al’ ey an)H(ﬂ(al)a ey ﬂ(a2))

est aussi une bijection. Donc les réciproques respectives ' et (87)"' de f et "
existent; elles sont évidemment aussi des bijections.

7.2.9 Définition

Soit (L, S) une théorie du premier ordre. Deux modeéles (E, J) et (E’, J') de

(L, S) sont dits isomorphes lorsqu’il existe une bijection f:E—E’ telle que:
) leawy=BYcswy
ii) pour tout symbole de fonction f, dans Fct(L):

() =LA
iii) pour tout symbole de relation R, dans Rel(L),

J(R,)=P"(J(R,)).
Deux modéles isomorphes de (L, S) ont évidlemment méme cardinal. Cette défini-
tion apparemment compliquée exprime simplement que la L-structure (E', J')
s’obtient en “transportant” la L-structure (E, J) par la bijection 8. (E’, J') apparait
comme le modele (E, J) noté autrement. Tout modele (E, J) de (L, S) donne
naissance a une collection de modéles isomorphes moyennant des bijections de E
vers les ensembles de méme cardinal que E.

7.2.10 Autre corollaire du théoréme de Lowenheim-Skolem-Tarski

Aucune théorie du premier ordre ne permet de déterminer un modéle infini
a isomorphisme pres.

7.2.11 Remarque

Les corollaires 7.2.6 et 7.2.10 du théoréme de Tarski montrent que le fini et
’infini mathématiques, chacun de son c6té et de maniéres différentes, soulévent des
difficultés en logique du premier ordre. Et pourtant, d’aprés le théoréme de
complétude de Godel, il semble que cette logique convienne aux mathématiques.
Nous reviendrons ultérieurement sur ce point.



CHAPITRE 8

Quelques remarques sur la logique du
premier ordre

8.0 INTRODUCTION

Au cours des chapitres précédents, nous avons établi quelques propositions
concernant les systémes formels du premier ordre: le théoréme de compacité, le
théoréme de Lowenheim-Skolem-Tarski et surtout le théoréme de complétude de
Gaodel, entre autres. Ces résultats sont importants en eux-mémes parce qu’ils ne se
bornent pas a énoncer des banalités évidentes — contrairement a ce qu’on reproche
trop souvent a la logique. Ils sont aussi intéressants parce qu’ils permettent de voir
fonctionner la machinerie nécessaire pour les démontrer. Nous pouvons mainte-
nant jeter un regard en arriére et examiner d’un il critique ce que nous avons fait.

Revenons 4 la logique élémentaire du premier ordre, c’est-a-dire aux lan-
gages du premier ordre dont I’ensemble des symboles propres (constantes, fonc-
tions, relations) est au plus dénombrable. Comme nous I’avons fait remarquer,
dans un tel langage, on peut écrire effectivement toute formule a I’aide d’un petit
nombre de signes typographiques. De plus, les régles de formation des formules
sont suffisamment simples pour qu’on puisse confier & une machine le soin de
vérifier si un agrégat de signes est une formule ou non. Ce sont les propriétés de
ce jeu de combinaisons assez €lémentaires que nous avons montrées.

Pour y parvenir, nous avons employé les nombres naturels et les ensembles.
Or les uns et les autres relévent de théories mathématiques dont on peut présumer
qu’elles sont traduisibles par des systémes formels du premier ordre. Nous avons
en outre effectué des raisonnements, des déductions apparemment logiques. On
peut se demander si tout cela ne constitue pas, aprés tout, un cercle vicieux.

Notre propos est de montrer qu’en réalité nous avons parcouru une sorte
d’hélice. Au point ou nous sommes arrivés, nous pouvons jeter un regard au-
dessous de nous. Nous constaterons que nous sommes désormais en mesure de
décrire les notions de nombre naturel, d’ensemble et de preuve d’une maniére
relativement élaborée. Par comparaison, les notions dont nous nous sommes servis
jusqu’ici peuvent étre considérées comme “naives”. Et nous allons essayer de faire
apparaitre ce qu’il faut entendre par-la.
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8.1 UN SYSTEME FORMEL DU PREMIER ORDRE
POUR L’ARITHMETIQUE

8.1.0 Préambule

Nous aimerions décrire un systéme formel (L,, S,) du premier ordre admet-
tant pour modéle I’ensemble (naif) des nombres naturels N={0, 1, 2, 3, ...} au sein
duquel opérent I'addition et la multiplication bien connues. Celui que nous allons
présenter n’est pas le plus élégant, mais il est relativement proche de I'intuition.
D’autre part, nous allons nous permettre deux sortes d’abus.

8.1.1 Le langage L,

Premiérement, comme nous traiterons d’un systéme formel particulier et
non plus de la totalité des systémes formels du premier ordre, nous adopterons des
notations proches de I’algébre élémentaire. Le langage L, est caractérisé par:

» deux symboles de constantes: 0 1 (et non c et ¢)
e deux symboles de fonctions binaires: + - (et non f et f3)
e aucun symbole de relation.

Nous noterons les symboles de variables x, y, z, ..., u, v}, v,, ... . Aulieude +(x, y),
nous noterons x+ y et, au lieu de - (x, y), x - y. En outre, nous ferons un usage
parcimonieux des parenthéses.

Deuxiémement, lorsque nous considérerons (N, J) comme une L,-structure,
nous noterons: J(0) sous la forme 0 et J(1) sous la forme 1, au lieu de 0 et T
respectivement. Ainsi, 0 et 1 désigneront indifféremment les symboles de constan-
tes de L, et les deux premiers €léments du modéle (N, J). De méme, J(+) et J( - )
seront notés + et - respectivement.

Venons-en aux axiomes non logiques S,:

8.1.2 Premiers axiomes

A =Vx(x+0=x)A0+x=x)A(x-0=0)A(0-x=0)A(x - I=x)A(l - x=X)
A, =VxVWVz(x+(p+2)=(x+y)+2)A(x- - 2)=(x-y) - 2)
A =VxXVWz(x - P+ 2)=x-y+x - 2)A (Y +2) - x=py-x+2- X)
A=Vx(x+1=0)
As=VxVy(x+1=y+1)-(x=y).

Ces cinq énoncés ne permettent pas de déduire toutes les propriétés des
membres naturels. Par exemple:

il est faux que {4,, 4,, A3, A, AJFVXVy x-y=y . x.
Pourtant, de I’axiome 4,, on tire facilement une preuve
de: Vy0.y=y-0
et de: Vyl.y=y-1
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A l'aide de 4,, on obtient une preuve

de: Yy(1+1)-y=y-(1+1)

puisde: Vy(1+1D+1)-y=y-((1+1)+1)

et ainsi de suite. Mais ce ne serait pas une preuve de:

VxVy x.-y=y-x 8.0)

8.1.3 L’induction compléte

Nous aimerions pouvoir raisonner ainsi: désignons par u ’ensemble des
nombres naturels n tels que, pour tout nombre naturel ¢, n. t=t-n. De ce qui
précede, il résulte que 0 appartient & u, de méme que 1, 1+1 et (1+1)+1.
Admettons que le nombre naturel m appartienne a u: nous croyons pouvoir
montrer que m+ 1 appartient aussi a u. Nous sommes tentés d’en conclure que tout
nombre naturel # appartient & u; ce qui serait une bonne traduction de (8.0). Cette
maniére de procéder constitue un raisonnement par récurrence ou par induction
compléte. Nous I’avons souvent utilisé dans ce qui préceéde. Ce qu’il nous faudrait,
c’est un axiome nous donnant le moyen de construire une preuve formelle de ce
genre dans L,. On aimerait poser:

Q=Vu(((0cu) A Vz((zeu)—(z+ 1)eu)) - Vx(xeu)) 8.1)
Malheureusement, Q2 n’est pas une formule de L,!

Ne renongons pas encore. Considérons la formule:

y(x)=Vyx.y=y-x
Par parenthése, convenons de noter y(¢) au lieu de y; chaque fois que ¢ est un
terme de L, substituable a x dans y(x). Nous savons prouver ’énoncé y(0); nous

sommes probablement en mesure de prouver aussi: Vz(y(z)—w(z+1)). Nous
aimerions pouvoir en inférer: Vxy/(x). Pour cela, il nous faudrait un axiome tel que

(w0 AV2(y(2) = p(z+1)) > Vxp(x) (8.2)

La piste est meilleure. Toutefois, I’axiome (8.2) ne convient guére qu’a la preuve
de (8.0). Nous aimerions disposer d’un axiome analogue pour chaque théoréme de
I’arithmétique.

8.1.3 Définition: le schéma d’axiomes de ’induction compléte

Nous sommes ainsi amenés a considérer toutes les formules de L, compor-
tant au moins un symbole de variable, x par exemple. Nous savons qu’elles
constituent un ensemble dénombrable. La p-iéme formule de cette liste peut se
noter:

¢p(x’ Vis Vo5 «ev s Vm’)a

Vis V5 v s Uy étant des symboles de variables supplémentaires dont le nombre m,
dépend du numéro p de ¢,. Posons alors:
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BPEV'xl“‘VV'",,((¢I’(0’ Vs ey V,,,)AVZ((I),,(Z, Vis oovs Vm,,)_’(”p(z'i' l, Vis oy vm,,))
—=Vxp,(x, v, ..., v,,,)) p=0,1,2,3, .. 8.3)

La collection {B,|p=0, 1, 2, 3, ...} comporte les axiomes semblables a (8.2)
a raison d’un par formule de L, comportant au moins la variable libre x. (Notons
qu’il est inutile d’envisager les formules de L, sans variable libre, c’est-a-dire les
énoncés de L, ils donnent naissance a des tautologies qui figurent déja dans les
axiomes logiques.) Il n’est pas possible d’écrire effectivement la totalité des énoncés
B,. Mais (8.3) nous montre comment écrire effectivement chacun d’eux pris isolé-
ment. {B,|p=0, 1, 2, 3, ...} est le schéma d’axiomes de !'induction compléte.

8.1.4 Le systéme formel (L,, S,)

Désignons maintenant par S, I’ensemble {4,, 4,, A3, A4, A5, By, B, ...}. Bien
que ce soit extrémement fastidieux, on peut montrer que toutes les propriétés des
nombres entiers naturels établies par I’arithmétique classique admettent une
preuve dans le systéme formel (L,, S,). Toutefois, nous engageons le lecteur a
montrer, comme exercice, que (L,, S,)F(T10=1) a l'aide de 4,, 4, et des axiomes
de spécification.

(L,, S,) apparait donc comme un systéme formel du premier ordre suscep-
tible de formaliser ’arithmétique classique. Mais est-il une théorie? Si ce n’était pas
le cas, on pourrait y prouver “0=1”, ce qui aurait des conséquences théoriques (et
peut-Etre pratiques) assez surprenantes. En fait, il est raisonnable de penser que
(L,, S,) n’implique pas contradiction. L’arithmétique classique s’appuie sur (L,, S,)
ou un systéme équivalent et aucune apparence d’incompatibilité ne s’y est encore
manifestée.

8.1.5 Discussion sur ’“axiome” (8.1)

La formule © appartient & un langage comportant un symbole de relation
binaire €. Un tel langage conviendrait a ’étude des ensembles. D’autres difficultés
apparaitraient alors, qui ont peu de choses a voir avec les nombres naturels.
Notons cependant que Q peut étre interprété ainsi: quel que soit 'ensemble u de
nombres naturels, si 0 appartient a u et si 'appartenance a u de z implique celle de
z+ 1, alors u comporte tous les nombres naturels. Pour vérifier cette assertion, il
faudrait la tester sur toutes les parties de N. Or celles-ci, nous le savons, constituent
un ensemble immense qui n’est ni fini, ni dénombrable. Les nombreux mathémati-
ciens qui ne se préoccupent guére de ce genre de difficultés admettent sans peine
un “axiome” tel que 2 (voir, par exemple, van der Waerden, Algebra I, § 3). Le
schéma d’axiomes {B,|p=0, 1, 2, 3, ...} n’envisage I’assertion ci-dessus que pour
I’ensemble dénombrable des parties de N qui admettent une caractérisation
arithmétique exprimable dans L,. Il ne reprend donc qu’une partie relativement
trés petite du contenu de Q. Si le systéme formel (L, S,) était inconsistant, ce serait
le cas a plus forte raison de I’arithmétique usuelle. Nous reviendrons sur ce point.
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8.1.6 Sur les modéles de (L,, S,)

Admettons sans plus de maniéres que (L,, S,) est une théorie. Elle a donc des
modéles. Chacun de ces modéles comporte les éléments 0, 1, 1+1, (1+1)+1
((1+1)+1)+1, ... . On prouve sans trop de peine a partir de S, que ces éléments
sont distincts. Les modéles de (L,, S,) sont donc infinis. En vertu du corollaire
7.2.10 du théoréme de Lowenheim — Skolem — Tarski, (L,, S,) admet une collection
illimitée de modéles non isomorphes.

Voila une affirmation choquante parce que notre imagination ne nous
montre qu’un seul modéle des nombres naturels, 4 isomorphisme prés. Mais il est
possible d’aller encore un peu plus loin dans ’horreur! Nous allons faire usage

d’une proposition assez générale qui s’applique a (L,, S,).

8.1.7 Proposition

Soit (L, S) un systéme formel du premier ordre admettant un modéle infini
(Ey, Jo) tel que Jy g, soit injective. 11 existe un modéle (E), J)) de (L, S) tel que:

E,cE, et Ej#E,

pour tout ceCst(L), J,(c)=Jyc)

pour tout f,eFct(L), Ji(f)|m=Jo(f,)

pour tout R, eRel(L), J)(R,)NE) =J(R,)

8.1.8 Démonstration

Pour simplifier la présentation, nous allons identifier Cst(L) avec
Jolcawy(Cst(L)) dans E,. C’est un abus d’écriture, mais il est sans conséquence
facheuse.

Construisons d’abord le langage L’ : = L(E,). L et L’ ont les mémes symboles
de fonctions et de relations. L’ comporte éventuellement des symboles de constan-
tes supplémentaires, a savoir les éléments de E, qui ne sont pas dans Cst(L). Pour
obtenir un modéle (E,, Jg) de (L', S), il suffit de poser:

J dlesry 1 =idg, ou idg 1 Eq— Ey

m—m

Jolreey = Jolrewy

Jolreiwy = Jolreiry
Nous considérons donc les éléments de E; a la fois comme des symboles de
constantes dans L’ et comme les images de ces symboles dans I'interprétation Jg.

Introduisons un nouveau langage L* en adjoignant & L’ un nouveau sym-
bole de constante 4:

L*:=L'({d}) o d¢E,.

On a évidemment: For(L)<For(L") < For(L*). Désignons par T I’ensemble des
énoncés peFor(L’) tels que (E,y, Jg)=¢. S est inclus dans T. Considérons ensuite
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I’ensemble T* des énoncés de L* donnés par:

Yu=(T1(m=d)) ou meE,.
Posons: S*:=TUT*,

Nous allons montrer que (L*, S*) est une théorie a I'aide du théoréme de
compacité de la logique du premier ordre (prop. 5.5.1). En effet, soit U une partie
finie quelconque de S*:

U= TOU{ylo, Vipp = s 71,,}
ou T, est une partie finie de 7. Désignons par
{kos kyy oy Ky dgy By oen s B}

les éléments de E, apparaissant dans les énoncés de U. Etendons J; en une
interprétation JY de L* en posant:

JUky=ke 5 JUk)=k, ; .., Jk)=k,
JU(i0)=i0 ; JU(i,)=i, 5 ...,JU(ip)=ip
JUd=v , ouveE, , v#i , j=0,1,..,p
I raws =Jolra)
J UIRcI(L‘) =J OIRcl(L)

11 est clair que (Ep, JY) est un modéle de (L*, U), car (E,, J;) est un modéle de
(L, T). Il en résulte que (L*, S*) admet un modéle (E*, J*). J*|cq.+ est injective,
car si m, neCst(L*) sont tels que m#n, '’énoncé (1(m=n)) est dans S*. Par suite,
J¥(m) #£J*(n).

Montrons que, moyennant une définition convenable de I'interprétation
J* o Jo, (J¥(Ep), J*° Jp) est un modele de (L, S) isomorphe a (Ey, J).

On a premiérement:

S leswy=T*leswsy © Jolcswy (8.4)
Posons en conséquence:

(* Il cay - = T*leaws) * Joleswy (8.5)
Deuxiémement, pour tout f,eFct(L):

T gy =I*1,° Jo(f) [(J*IEO)"]_I' (8.6)
En effet, si ay, ..., a,€E; et si:

b=JO(f;r)(ala teey an)a (87)
alors:

b= n(al, L] an) (88)

est un énoncé appartenant & T. Par suite:

JHB)=T*F)I* (@), ..., JH(a,). (8.9)



Un systéme formel du premier ordre pour I’arithmétique 127

Réciproquement, (8.9) signifie que (E*, J*)=(b=f(a,, ... , a,)). Mais
(b=f(a,, ..., a,)) est un énoncé de L’. 1l appartient 4 T, car sinon,
(@=f(a, ..., a))eT et alors:

(E*, ==/ a, ..., @),

ce qui contredit (8.9). Ainsi (8.9) entraine (8.8) qui, 4 son tour, entraine (8.7).
L’équivalence de (8.7) et (8.9) est exactement traduite par (8.6). Nous poserons
alors:

quel que soit f,eFct(L) :(J* e Jo)(f,) : =JT*|, * Jo(f) * [(J*| E»)"]_I' (8.10)

Troisiémement, pour tout R,eRel(L):

SHR)NI*(Ee)" = (T*1 )" (Jo(R,)). (8.11)
En effet, si g, ..., a,€E, et si

(ay, ..., a,)eJ(R,) 8.12)
alors

R, (ay, ..., a,) (8.13)
est un énoncé appartenant a 7, d’ou:

J*@a), ..., J*(a,)eJ*(R,). 8.14)

Réciproquement (8.14) signifie que (E*, J*)=R,(a,, ..., a,). Mais R,(a,, ..., a,,)
est un énoncé de L’. Il appartient & T, car sinon (1R, (a,, ..., a,))eT et alors:

(E*’ J*)'=(—|Rm(al’ ey am))a

ce qui contredirait (8.14). Par suite, (8.14) entraine (8.13) qui, 4 son tour, entraine
(8.12). L’équivalence de (8.12) et (8.14) est exactement traduite par (8.11). Nous
poserons alors:

quel que soit R,eRel(L):(J* ° J)(R,) :=(T*|z)"(Jo(R,)) (8.15)

L’interprétation J* ° J, étant définie par (8.5), (8.10) et (8.15), les égalités
(8.4), (8.6) et (8.11) expriment que (J*(E,), J*°J,) est un modéle de (L, S)
isomorphe a (E,, J,) (voir définition 7.2.9). Pour achever la démonstration, il faut
encore transformer (E*, J*) par un isomorphisme de maniére a obtenir un modéle
qui, dans un sens naturel, contienne (E,, J;).

Considérons ’ensemble

E:=(EU{dHU(E* — J*(EU{d})) (8.16)
et posons
y.E, - E*
“ H{ i*(u) i Z:g&ﬁ (8.17)

y est manifestement une bijection. Transportons la L*-structure (E*, J*) 4 E, a
l’aide de la bijection réciproque y~' en utilisant les formules (i), (i) et (iii) de la
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définition 7.2.9. Nous obtenons ainsi un modéle (E,, J;) de (L*, S*). (E,, J)) est a
Sfortiori un modéle de (L, S) et, par construction, il posséde toutes les propriétés
requises. O

8.1.9 Définition

La situation que nous venons de décrire justifie une définition:

Soit (L, S) une théorie du premier ordre.

Soit (Ey, Jy) et (E,, J)) deux modéles de (L, S) tels que:

E,cE,

quel que soit ceCst(L):J,(c) =Jy(c)

quel que soit f,eFct(L):J,(f,)| b,o=J0(f,,)

quel que soit R,eRel(L):J,(R)NEF=Jy(R,)-
On dit alors que (E,, J,) est un sous-modéle de (E,, J,). 1l est dit propre quand
Ey#E,.

Par exemple, lorsque (L, S) est une théorie des groupes (cf. exemple 5.5.4),
(Ey, Jy) est un sous-groupe de (E,, J).

La définition précédente permet de réénoncer et de préciser la proposition
8.1.7:

8.1.10 Corollaire

Soit L un langage du premier ordre de cardinal (infini) o. Soit (L, S) une
théorie du premier ordre admettant un modele (E,, J;) de cardinal f=a, et tel que
Jolcsuwy Soit injective. Il existe un modéle (E,, J,) de (L, S) de cardinal §, admettant
(Ey, Jo) comme sous-modéele propre.

8.1.11 Démonstration

Reprenons les notations utilisées dans la démonstration de la proposition
8.1.7. Le cardinal de (E,, J,) égale celui de (E*, J*). Or d’apres le théoréme de
Loéwenheim — Skolem — Tarski (prop. 7.2.3), on peut choisir le modéle (E*, J*) de
(L*, S*) de fagon que son cardinal égale celui de L*. Or celui-ci est exprimé par:

4 (E,U{d)UFct(L)URel(L)UVar)

qui n’est autre que S. 0O

8.1.12 Remarque

Si L posséde un symbole de relation binaire < et si .S comporte des axiomes
permettant d’inférer que < est une relation d’ordre, on peut remplacer, dans la

démonstration de la proposition 8.1.7, les axiomes y,, par
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Yw=ms=d)A((m=d)) , mek,

Dans ce cas, le modéle (E,, J;) comporte un élément strictement supérieur a tous
les éléments du sous-modele (E,, Jy).

8.1.13 Application a (L,, S,)

Revenons au systéme formel (L,, S,) construit en vue de formaliser les
nombres naturels. Admettons tacitement que c’est une théorie. Le corollaire 8.1.10
permet d’énoncer immédiatement:

8.1.14 Corollaire

Pour tout modéle dénombrable (N,, J;) de (L,, S,), il existe un modéle
dénombrable (N,, J,) de (L,, S,) admettant (N,, J;) comme sous-modéle propre.

8.1.15 Démonstration

11 suffit de remarquer que les symboles propres a L, sont en nombre fini. La
conclusion découle alors du théoréme de Lowenheim-Skolem (prop. 5.5.2) et du
corollaire 8.1.10. O

8.1.16 Figuration d’un modéle quelconque de (L,, S,). L’idée de numéral

Lorsqu’on veut se représenter un modéle quelconque de (L,, S,), on est
conduit a une image du type suivant:

0 1 141 (Q+D+1.... numéraux
............................................ N,

......... p—10p p+1 (p+D+1.......... [ N,

Sur la premiére ligne, nous avons écrit 0, son successeur 0+ 1, soit 1, le successeur
de son successeur, 1+ 1 et, d’une fagon générale, les éléments successifs qu’on peut
effectivement écrire avec les seuls signes typographiques: 0, 1, +, ( , ). On
convient d’appeler chacun de ces éléments un numéral. Un méme numéral peut
s’écrire de plusieurs maniéres différentes, par exemple (1+1)+1=(140)+(1+1).
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Les axiomes 4, & A permettent de passer de ’'une a I’autre. Pour simplifier, nous
les écrirons par la suite sous la forme décimale habituelle.

Considérons maintenant un modéle (N,, J,) de (L,, S,). Il comporte chaque
numeéral. Il est permis de croire qu’il ne contient rien d’autre, mais il est impossible
de I’exprimer dans le langage L,. En effet, s’il existait un ensemble M d’énoncés de
L, capable de traduire le fait que tout modéle de (L, S,UM) ne comporte que les
numéraux, la proposition 8.1.7 permettrait d’affirmer I’existence de deux modéles
strictement emboités de (L,, S,UM). Nous savons aussi qu’il existe un modéle
(N,, J,) de (L, S,), dont (N, S)) est un sous-modele propre. Mais, pour la méme
raison que ci-dessus, on ne peut pas exprimer dans L, que (N,, J,) est un modéle
minimal de (L, S,).

8.1.17 Commentaires

Les numéraux correspondent a ce que nous avons appelé la notion “naive”
de nombre naturel. Nous avons alors utilisé les propriétés suivantes des numéraux:

¢ 0 et | sont des numéraux.

o Il est possible d’écrire effectivement chaque numeéral et on peut donner autant
d’exemples de numéraux distincts qu’on veut.

o Chaque numéral n admet un successeur bien déterminé qu’on peut noter n+ 1.
Convenons d’appeler “chaine compléte” une suite effectivement écrite de numé-
raux telles que, de deux éléments consécutifs quelconques de la suite, le second
est le successeur du premier. Un seul numéral constitue aussi une chaine
compléte; il est a la fois le premier et le dernier élément de la chaine.

* Pour toute collection (non vide) effectivement écrite de numéraux, il existe une
unique chaine compléte comportant tous les €léments de la collection et dont
le premier et le dernier élément appartiennent a la collection.

Il est impossible d’écrire effectivement tous les numéraux, mais on peut admet-
tre qu’ils forment une totalité.

On constate que la notion de numéral repose sur deux données apparemment
antagonistes. La premiére est un critére d’écriture effective qui fait de chaque
numéral un objet matériel. La deuxiéme est une décision audacieuse, un acte de foi
par lequel on se donne le droit de penser la totalité¢ (non matérielle) des numéraux.
On confére alors a cette totalité des propriétés inspirées par certaines constatations
faites sur les collections effectivement écrites de numéraux. A partir de 13, chacun
se forme une image personnelle de la totalité des numéraux.

La conception “naive” des nombres naturels présente I’avantage considéra-
ble de nous faire voir une totalit¢ des nombres naturels. Chacun de nous est
intimement persuadé que le nombre décimal 9,9999 ... ou on considére la totalité
des chiffres 9 inscriptibles a droite de la virgule égale bien le nombre 10. (Ce fait
peut soulever des difficultés chez certains débutants.) Cependant cette image
“naive” repose sur des assertions dont le contenu n’est pas simple et dont on peut



Un systéme formel du premier ordre pour les ensembles 131

craindre qu’elles aient recours a des notions plus complexes que les nombres
naturels (voir discussion sur I’“axiome” Q, 8.1.5).

La notion non naive de nombre naturel apparait lorsqu’on adopte par
conventions un langage du premier ordre (par exemple L,), des axiomes dans ce
langage (par exemple S,) et des regles d’inférence (par exemple celle de Hilbert).
Dés lors, il n’y a plus d’ambiguité sur ce qu’on appelle un théoréme d’arithmétique.
En revanche, on fait surgir la possibilité d’une multitude de modéles différents de
l’arithmétique. Et rien dans les conventions passées ne permet de désigner I'un
d’eux comme modele privilégié. C’est I’aspect déconcertant d’un phénoméne
mathématique intéressant: I’existence de suites illimitées de modéles de I’arithmé-
tique, chacun d’eux étant sous-modéle propre du suivant.

Remarquons encore qu’il existe une analogie étroite entre les propriétés que
nous avons prétées aux numeéraux et les conventions que nous avons adoptées pour
les formules d’un langage “élémentaire” du premier ordre L. En particulier, nous
avons fait usage des faits suivants:

« il est possible d’écrire effectivement n’importe quelle formule de L et on peut
donner autant d’exemples de formules de L qu’on veut;

+ il est impossible d’écrire effectivement toutes les formules de L; mais on peut
admettre qu’elles constituent une totalité: ’ensemble For(L),

« il est possible d’établir une correspondance biunivoque entre les formules de L
et les numéraux.

8.2 UN SYSTEME FORMEL DU PREMIER ORDRE
POUR LES ENSEMBLES

8.2.0 Préambule

Nous nous sommes servis des nombres naturels, au moins sous la forme des
numéraux, pour décrire les formules d’un langage du premier ordre L. De leur
cote, les ensembles sont intervenus explicitement quand nous avons introduit la
notion de L-structure. Nous avons rappelé a ce propos quelques propriétés rele-
vant de ce que nous avons appelé alors la “notion naive d’ensemble”. Un aspect
plus élaboré des ensembles apparait quand on les décrit 4 ’aide d’un systéme
forinel du premier ordre. Nous allons présenter celui de Zermelo — Fraenkel qui
a la faveur de beaucoup de mathématiciens.

8.2.1 Le langage L,

Le langage du premier ordre L, que nous allons considérer comporte en tout
un symbole de constante & et un symbole de relation binaire €. Au lieu de “e(x, y)”,
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nous noterons “xey” qui se lit “x appartient & y”. Dans toute L,-structure, la
constante et les variables sont interprétés comme des ensembles. Par suite, tout
ensemble doit étre considéré comme une collection d’ensembles.

Nous allons présenter les axiomes du systéme formel (L,, S,) en décrivant
briévement leur contenu intuitif. Nous nous laisserons guider par I’exposé de Paul
J. Cohen.

8.2.2 Axiome de ’ensemble vide:
C,=Vx(Vy(yex)ox=0).

Il existe exactement un ensemble sans élément, noté &,

8.2.3 Axiome d’extensionnalité:

Cy=Vx(Vy(Vz(zex)(ze)) >(x =)).

Tout ensemble est déterminé par ses éléments.

8.2.4 Axiome des paires:

C,=Vx(Vy(3z(tez) = ((1=x) v (1=)))))-

Etant donnés les ensembles x et y, il existe (exactement) un ensemble admettant
exclusivement x et y comme €léments. C’est la paire {x, y). Lorsque x=y, {x, y} se
note {x} au lieu de {x, x}. La paire ne comporte alors qu’un seul élément. Par
exemple, Je{@}. A l'aide de x et y, on peut former la paire {{x}, {x, y}} appelée
couple ou paire ordonnée (x, y).

8.2.5 Axiome de la réunion:
C,=Vx(Fy(Vz((zey)e>At(tex A zeL)))).

Etant donné un ensemble x, il existe un ensemble y comportant exactement tous
les éléments des ensembles qui appartiennent a x. y est la réunion des ensembles
constituant x. Lorsqu’on prend pour x une paire {y, z}, la réunion considérée se
note yUz.

8.2.6 Axiome de Pinfini:
Cs=3x((Fex) A (Vy((vex)—Fz(zex) A (Vi(tez)((t=y) v (te))))))).

Lorsqu’on examine attentivement cette formule, on constate qu’elle peut s’abréger
en:
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Ax((Bex) A (Vy(yex)—>((U{yhex)))

qui n’est malheureusement pas une formule de L, elle comporte des abréviations
U et {y} liées a 'axiome des paires et a celui de la réunion. L’axiome Cs peut donc
se traduire ainsi: il existe un ensemble x comportant I’élément & et tel que si y est
¢lément de x, il en est de méme de yU{y}. En particulier, x comporte les éléments
g, {3}, {D}U{{D}}, ... qu’on peut mettre en correspondance avec les numéraux 0,
,2..

8.2.7 Axiome de ensemble des parties:
Co=Vx(Ty(Vz(zey)Vi((tez) - (t€x))))

La formule V((tez)— (¢€x)) exprime que tout ¢élément de z appartient & x, donc que
z est une partie de x:zcx. L’axiome C, signifie que, pour tout ensemble x, les
parties de x forment un ensemble y. Cet ensemble se note 2(x); c’est I'ensemble des
parties de x.

8.2.8 Axiome du choix (ou de Zermelo):

G =Vx(Ay(Vz(((zex) A (T1(z=19))) > 3((tey) A (1€2)))) A
Vi((tey)— Is((sex) A (t€5))) A
VzVuvv(((zex) A (uez) A (uey) A (vez) A (vey)— (u=v)))).

Pour tout ensemble x il existe un ensemble y ayant les propriétés suivantes:

* si z est un élément non vide de x, y a un élément dans z;
 si ¢t est un élément de y, il existe un élément s de x qui comporte ¢;
* si z est un élément de x, il comporte au plus un élément de y.

On peut dire que y “choisit” un élément unique dans chaque ¢lément non vide de x.

8.2.9 Axiome de régularité:
Co=Vx(I((x=9))—((yex) AVz((zex) > (T (z€9))))

Tout ensemble x non vide comporte un élément y qui ne contient aucun élément
de x. Cet axiome a pour conséquence particuliére qu’un ensemble ne saurait €tre
¢lément de lui-méme. Car si xex, alors {x} qui est réduit au seul élément x ne
vérifierait pas I’axiome de régularité.

8.2.10 Schéma d’axiomes de remplacement:

On désigne ainsi une collection d’énoncés qui présente une certaine analogie
avec le schéma d’axiomes de I’induction compléte. Numérotons cette fois toutes les
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formules de L, comportant au moins deux symboles de variables libres x et y.
Désignons par ¢,(x, y, v, ... , Vi )s la p-iéme formule de la liste, v,, ..., Vo, étant des
symboles de variables, posons alors:

DpEVv,...Vv,,,p(Vx(((Ely(op(x, Yy Viy e s v,,,ﬁ))/\
(IWVz((0,(x, p, V15 s V) AQYX, 2, 015 o5 ¥, ) (P =2))))))
(Vudn(Vr(rev)—3s((scu) A @y(s, 1, Vi, - s v ))))) (8.18)
p=0,1,2,3, ...

Pour imaginer le contenu intuitif de D,, considérons qu’il est de la forme
Vv,...v,,,p o—f. La formule «, qui commence par (Vx et finit & (y =2z)))))), signifie
que, pour toutensemble x, il existe unensemble yet unseultel que g,(x, y, vy, ..., v, ).
Autrement dit, lorsqu’on suppose fixées les variables v,, ..., Vs la formule
@,(x, ¥, Viee-V,) détermine y “en fonction” de x. La formule f signifie que, pour tout
ensemble u, la relation fonctionnelle g,(x, y, v, ..., v,,,p) restreinte a ¥ associe aux
¢éléments de u une collection d’images qui constitue un ensemble v.

Prenons un exemple simple: considérons ’axiome de I’ensemble des parties,
C;. Il a la forme Vx(Jyw(x, p)), ou w(x, y) porte peut-&tre le numéro 57 dans la liste
des formules de L, comportant au moins les variables libres x et y: w=gs;.
L’axiome Cy exprime que ¢, a le caractére fonctionnel: a tout ensemble x corres-
pond exactement un ensemble y=2?(x). L’axiome Ds, nous dit alors que lorsque
x parcourt un ensemble u, 2(x) parcourt aussi un ensemble. Cette assertion n’est
pas banale: nous allons voir bient6t qu’il existe des collections d’ensembles qui ne
sont pas des ensembles.

{D,lp=0, 1, 2, 3, ...} est le schéma d’axiomes de remplacement. Par lui
s’achéve la présentation des axiomes. Nous n’en entreprendrons pas I’analyse,
renvoyant pour cela le lecteur a I'ouvrage de Paul J. Cohen.

8.2.11 Le systéme formel (L,, S,)

Posons S,={C,, C,, ..., Cg, Dy, D,, D,, Ds, ...}. Le systéme formel (L,, S,)
permet d’établir toutes les propriétés des ensembles utilisées par les mathémati-
ciens. En particulier, il est possible d’y définir toutes les notions que nous avons
introduites pour les ensembles naifs: celles d’application, d’intersection et de
produit cartésien d’ensembles, par exemple. Il y a tout lieu de croire que (L, S,)
n’implique pas contradiction. Si c’est bien le cas, (L,, S,) est, au sens strict, une
théorie des ensembles. D’apres le théoréme de complétude, (L,, S,) admet alors au
moins un modéle “ensembliste” (E, J).

8.2.12 Remarque

Relevons d’emblée un fait assez surprenant. Les ensembles mathématiques
munis de la relation d’appartenance € constituent une sorte de “modéle” de (L,, S,)
en ce sens que, selon toute vraisemblance, ils satisfont les axiomes de S,. Toutefois,
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ils ne forment pas un ensemble mathématique E, car alors la relation EeF serait
satisfaite dans le “modele”, ce que I’axiome de régularité C; exclut. Donc, si,
comme il est hautement probable, (L,, S,) est une théorie, elle admet des modéles
ensemblistes mais aucun d’eux ne coincide avec le modéle intuitif des mathémati-
ciens.

D’une fagon générale, si (E, J) est un modéle de la théorie des ensembles
(L,, S.), E représente une collection qui, dans le modéle (E, J), n’est pas un
ensemble. La théorie des ensembles (L,, S,) nous oblige donc a admettre qu’il existe
des collections qui ne sont pas des ensembles.

8.2.13 Remarque

Dans notre présentation de la logique du premier ordre, nous avons fait un
ample usage du terme d’“ensemble”. Nous avons introduit les interprétations
“ensemblistes”, nous avons considéré I’“ensemble” des formules d’un langage L,
etc. Toutes les opérations que nous avons effectuées sur ces “ensembles” peuvent
étre décrites dans le langage L,, avec ’aide des axiomes S,. Toutefois, nous n’avons
pas soumis nos “ensembles” a toute la force des axiomes S,. Par exemple, nous
n’avons jamais eu I’occasion de nous demander si une collection était un “ensem-
ble” ou non; ce qui signifie que nous n’avons pas fait usage de ’axiome de
régularité C;. Nous nous sommes donc servis d’une notion plus vague, moins
élaborée que celle d’ensemble mathématique. C’est pourquoi nous I’avons quali-
fiée, a I’époque, de “naive”.

" Sous I’angle ou nous les envisageons ici, les nombres naturels et les ensem-
bles présentent une analogie certaine. Au début, nous disposons de notions “nai-
ves” — les numéraux, les ensembles naifs — auxquelles nous prétons des propriétés
commodes et naturelles. Notre intuition nous en fait voir des exemples nombreux.
A partir de ces notions, nous élaborons une logique du premier ordre qui nous
conduits a quelques propriétés intéressantes. Nous nous retournons alors vers les
nombres naturels et les ensembles que nous nous efforgons de maitriser a ’aide de
notre nouvel outil. Nous constatons alors deux faits remarquables:

* la logique du premier ordre n’est pas en mesure de nous faire voir un modéle
des nombres naturels ou des ensembles. A cet égard, elle n’a pas le pouvoir
persuasif de I'intuition.

¢ Enrevanche, pour autant que les notions naives de nombre naturel et d’ensem-
ble ne soient pas en elles-mémes contradictoires, la logique du premier ordre
nous administre la preuve qu’il existe d’autres réalisations que celles que nous
présente I'intuition.

Pour étre plus précis, nous avons d’abord acquis les moyens de démontrer
que, sous I’hypothése raisonnable que (L,, S,) et (L,, S,) sont des théories, ils
admettent de multiples modéles. Nous avons appris ensuite qu’il est possible
d’étudier I’arithmétique, tout comme les ensembles, dans des systémes formés de
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plusieurs modéles emboités. Nous sommes ainsi parvenus a la conception de
notions moins naives que celles dont nous sommes partis.

Rien n’empéche d’imaginer qu’on reprenne la présentation de la logique du
premier ordre a partir des nombres naturels et des ensembles moins “naifs”. En
définissant la notion de «modéle ensembliste” a 1’aide des €éléments d’un modéle
ordinaire de (L,, S,), on accéderait a une logique du premier ordre a son tour
“moins naive”.

8.2.14 Remarque

Ajoutons une autre remarque sur la théorie des ensembles. Les symboles
propres de L, se réduisent a deux: & et €. Donc For(L,) est dénombrable. D’autre
part, il résulte de I’axiome de I’infini qu’aucun modéle de (L,, S,) n’est fini. Il résulte
alors du théoréme de Lowenheim — Skolem — Tarski que (L,, S,) admet des modéles
de cardinal infini arbitraire.

Le fait qu’il existe un modéle dénombrable (E, J) de la théorie des ensembles
(L,, S,) — pour autant qu’elle en soit une — a beaucoup surpris les mathématiciens
lors de sa découverte, En effet, ’axiome de I'infini implique qu’il existe dans le
modeéle (E, J) un ensemble infini a. En vertu du théoréme de Cantor (cf. n° 7.0.2),
qui admet une preuve dans (L,, S,), le cardinal de £2(a) est infini non dénombrable.
Les éléments de 22(a) sont des éléments distincts de E. Comment peut-on trouver
dans I’ensemble dénombrable E, un sous-ensemble infini dont le cardinal excéde
celui de E?

Le paradoxe disparait quand on dissipe la confusion que nous venons de
faire entre les ensembles “naifs” ou figure E et les ensembles dans le modéle (E, J).
En effet, si deux parties infinies U et V' de ’ensemble “naifs” E sont dénombrables
au sens “naif”, il existe une bijection «:U—V au sens naif. En revanche, si on
considére dans E deux éléments u et v représentant des ensembles infinis au sens
de la théorie (L,, S,), toute application f:u—v est un ensemble de couples (x, y) ou
xeu et yevf est donc un élément de E. Il peut fort bien arriver qu’aucun élément
de E ne soit le représentant d’une bijection de u sur v, au sens de (L,, S,). Dés lors,
u et v n’auraient pas le méme cardinal au sein du modéele (E, J). L’'un d’eux au
moins serait infini non dénombrable dans (E, J).

Relevons en passant que quelques-uns des résultats les plus révélateurs sur
les fondements des mathématiques ont été obtenus a partir de modéles dénom-
brables — au sens naif — de (L,, S,).

8.2.15 Remarque

Formulons une derniére observation de caractére plus général. Les langages
du premier ordre que nous avons employés pour formaliser I’arithmétique et la
théorie des ensembles sont remarquablement simples. Toutefois les axiomes néces-
saires ont un aspect rébarbatif. C’est avec inquiétude qu’on constate la longueur
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des formules qui apparaissent quand on introduit ces axiomes dans la preuve de
théorémes méme ¢lémentaires. On pourrait évidemment utiliser une machine
convenablement programmée pour corriger les fautes de copie ou d’“orthogra-
phe”. Mais il resterait encore 4 une personne humaine ’obligation d’imaginer
quelles régles d’inférence il faut faire intervenir, & quel endroit et dans quelle
intention. La complexité des formules deviendrait rapidement un obstacle insur-
montable. Personne ne peut lire et “comprendre” une formule de deux cents
symboles dans L, ou L, comme on le fait d’une phrase de méme longueur dans un
roman.

Heureusement, le théoréme de complétude de la logique du premier ordre
vient 4 notre aide. Comme il n’y a aucune divergence entre le jeu des formules dans
L, ou L, et leurs interprétations dans n’importe quel modéle de (L, S,) ou de
(L., S.), respectivement, il est possible de jouer alternativement sur les deux
tableaux. C’est ce que nous avons fait lorsque nous avons interprété et commenté
les axiomes de Zermelo — Fraenkel. Dés lors, il devient possible d’élaborer prati-
quement une théorie axiomatique de I’arithmétique ou des ensembles. Les formules
peuvent étre contrblées indifféremment sous leur aspect syntaxique ou dans leur
contenu sémantique. Cette remarque s’étend évidemment a toutes les théories du
premier ordre qu’on voudra, pour autant qu’elles admettent des modéles suffisam-
ment intuitifs.

8.3 LOGIQUE “NAIVE” ET LOGIQUE
DU PREMIER ORDRE. LOGIQUE PRATIQUE

8.3.0 Remarques sur la logique “naive”

Nous venons de constater qu’au cours de notre exposé, les notions de
nombre naturel et d’ensemble ont passé d’un stade “naif” a un statut plus élaboré.
Qu’en est-il de la logique elle-méme que nous avons mise a contribution tout au
long de nos démonstrations? Nous allons essayer de montrer que nous nous
sommes servis d’une logique qu’on peut aussi qualifier de “naive” par comparaison
avec la logique du premier ordre.

A la maniére des mathématiciens, nous avons employé des locutions telles
que “et”, “ou”, “quel que soit”, “si..., alors...” qui évoquent clairement des
symboles logiques A, v, V, —. Examinons de plus prés les ressemblances et les
différences entre ces deux familles d’objets.

A priori, les symboles logiques n’ont aucune signification. Ils prennent figure
peu a peu, lorsqu’on considére les interprétations ensemblistes, lorsqu’on introduit
la logique des propositions et enfin lorsqu’on pose les régles d’inférence. Trés t6t,
les symboles 71, A, v sont mis en relation étroite avec la négation, les conjonc-
tions et, ou: .
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(E, J)E=(T19p) est la négation de (E, J)=¢
(E, J)=p Ay a le méme sens que (E, J)=gp et (E, J) =y)
(E, J)=p vy ale méme sens que (E, J)=¢ ou (E, J)=y)

Notons que “et” et “ou” ont la méme acception qu’en mathématiques.

Le symbole logique = est interprété dans toute L-structure comme en
mathématiques: placé entre deux signes, il signifie qu’ils désignent un seul et méme
objet. Cette proximité de sens nous a conduit, par souci de clarté, a introduire le
signe typographique = pour indiquer que deux notations désignent le méme
agrégat de symboles.

Venons-en au symbole d’implication — et & «» qui lui est lié. Pour les besoins
de nos raisonnements, nous avons introduit les signes = et <>. Malgré les apparen-
ces, — et => ont des emplois différents. Dans un langage du premier ordre, quelles
que soient les formules « et f§, on peut former la formule «—f. En outre, a—f a
les mémes interprétations et les mémes valeurs de vérité que v ( 1) qui n’évoque
pas I’idée d’une implication active. En revanche, dans nos raisonnements, = est
toujours placé entre des assertions qui ont quelque chose a voir ensemble dans leur
contexte, comme:

“o est une formule de L” = “(71«) est une formule de L”.
Nous n’avons pas été tentés d’exploiter des “implications” telles que:
“il pleut” = “Socrate est mortel”,
ou encore:
“o est une formule” = “6 est un nombre naturel”.

En outre, nous nous sommes toujours placés dans I’hypothése ou la prémisse et
I'implication sont toutes deux valides. Donc notre signe = évoque une sorte de
causalité qu’il ne faut pas confondre avec la stricte implication logique. Il traduit
une régle pratique qu’on peut rapprocher de “modus ponens”.

L’écart se creuse entre la logique du premier ordre et la logique naive du
mathématicien quand on passe aux quantificateurs. La parenté peut paraitre
étroite entre V et la locution “quel que soit”. En revanche, notre “il existe” n’est
que trés partiellement rendu par 3. En effet, 3x admet les mémes interprétations
que T1Vx 1, qui revient a nier une absence. Tandis que, lorsque nous affirmons:
“il existe une fonction de vérité V ayant telle propriété P”, nous voulons dire:
“nous savons décrire une procédure effective permettant de construire une fonc-
tion de vérité V ayant la propriéte P”. La différence est essentielle. Pendant
longtemps, les mathématiciens n’ont admis I’existence d’un objet mathématique
(nombre, fonction, forme géométrique) que lorsqu’ils étaient en mesure de le
décrire expressément. Les mathématiques ont pris un tournant historique lorsque
les mathématiciens ont accepté le principe suivant, qu’on peut qualifier d’hilber-
tien: Pexistence d’un objet mathématique est assurée lorsqu’elle ne provoque pas de
contradiction. Ainsi ’axiome du choix (cf. n°8.2.8) qui permet d’affirmer qu’il
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existe un bon ordre sur les nombres réels a conduit & des progrés considérables en
analyse, alors méme que personne n’est capable de décrire un tel bon ordre.

Rappelons a ce propos la proposition 6.3.10. Elle nous enseigne que si un
systéme formel du premier ordre (L, S) est consistant, il admet un modéle. La
non-contradiction (de L, S)) entraine 'existence (d’un modéle de (L, S)). Nous
constatons que la logique du premier ordre s’adapte a une conception hilbertienne
des mathématiques. En revanche, la logique naive dont nous nous sommes servis
tout au long de nos démonstrations reléve d’une vision traditionnelle des mathé-
matiques.

Formulons encore une derniére remarque au sujet des quantificateurs. Dans
le langage ordinaire, “il existe un animal qui avale des cailloux” ou “toute peine
meérite salaire” renvoient implicitement a des référentiels: les animaux vivant sur
la Terre ou les travaux effectués consciemment par des étres humains. Il en est de
méme en mathématiques. Ce n’est pas le cas en logique du premier ordre. V et 3
sont employés méme en ’absence de tout modéle. “Vx(x=x)” et “Ix1(x=y)”
sont des énoncés qui ne sont attachés a aucun modéle en particulier. Nous mettons
1a le doigt sur I'une des différences majeures entre la logique formelle et la logique
“naive”. Celle-ci s’exerce toujours au sein d’une interprétation particuliére. C’est
pourquoi la logique naive est a priori plus intuitive, plus facile. Le bon sens permet
de laisser tomber des morceaux de preuves évidentes, ce qui allége les raisonne-
ments. Mais il arrive 4 ce méme “bon sens” de dissimuler des lacunes logiques
graves. L’histoire des mathématiques en fournit des exemples remarquables.

8.3.1 Remarques sur la logique pratique

Pour terminer ce numéro, disons quelques mots de la “logique pratique”,
celle de ’artisan, du politicien et de ’homme de la rue. Elle a en commun avec la
logique naive du mathématicien d’étre toujours “en situation”. Contrairement a ce
qu’on exige de la logique du premier ordre, de la logique formelle en général, les
arguments de la logique pratique tirent une part importante de la pertinence de
'interprétation des termes qui y figurent. Mais tandis que les mathématiciens
adoptent a peu prés constamment les mémes critéres de validité, qu’ils fassent de
I’algébre, de la topologie ou de la logique, le raisonnement pratique procéde de
maniéres trés différentes selon qu’il s’agit de gagner les voix des électeurs, d’inno-
center un prévenu ou de rechercher la cause d’une panne de voiture. Toute théorie
de I’argumentation doit donc prendre en compte, outre une bonne connaissance de
la logique formelle, les acquis de la sociologie, de la psychologie, de I'histoire, de
la linguistique, etc. Il n’est pas question d’aborder ici ces vastes problémes qui sont
encore largement ouverts. Nous nous bornerons & quelques remarques trés
élémentaires.

Ce que nous avons dit de I'implication et des quantificateurs en logique naive
vaut aussi pour la logique pratique. On pourrait d’ailleurs aller plus loin en notant
que le langage ordinaire ne dispose pas d’une notion claire de “variable”. Par
exemple, les régles de généralisation n’ont pas d’équivalent en logique pratique.
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L’emploi méme des quantificateurs dans la langue commune n’est pas facile a

décrire. “Le loup mange I’agneau” équivaut a “I’agneau est mange par le loup”.
Mais “tous les enfants boivent une tasse de lait” équivaut-il & “une tasse de lait est
bue par tous les enfants”?

Examinons plutét la signification pratique de I’égalité, de la négation et des
conjonctions “et” et “ou”. Le signe “ =" peut avoir une acception trés large: “santé
= sobriété”. Mais il lui arrive d’avoir un sens trés restreint. En legons de calcul,
la question “3 x 4=7" appelle la réponse 12. (5+ 7) ou (2 x 6) seraient considérées
comme inexactes, voire déplacées.

La négation a ordinairement une connotation dépréciative. Elle correspond
souvent a une perte d’information. “Le chat n’est pas noir” nous donne moins de
renseignements que “le chat est noir”. On a parfois de la peine a comprendre une
accumulation de négations: “ non qu’il ne soit pas vain de nier que la suppression
des interdictions de s’abstenir n’est pas illégale”. En logiques naive et du premier
ordre, il est possible de nier n’importe quelle formule. Ce n’est pas toujours facile
en pratique. La négation de “Platon est un triangle équilatéral” est-elle bien
“Platon n’est pas un triangle équilatéral™? Le statut ambigu de la négation apparait
dans le dialogue suivant:

« Et vous, que dites-vous?
¢ Je ne dis rien!

» Mais vous le dites!

» Je ne dis rien, et je le dis!

Cette derniére exclamation, qu’on attribue au musicien John Cage, n’est pas
dénuée de sens, bien qu’elle contrevienne & la tautologie de non-contradiction.
Notons en passant qu’Aristote ne considérait pas I'opération logique consistant a
nier une proposition. Ce sont apparemment les Stoiciens qui I’introduisirent
méthodiquement.

En frangais, la conjonction “et” a des acceptions trés diverses, que ne
connaissent ni la logique du premier ordre, ni la logique “naive”:

 le joueur a un maillot rouge et un maillot blanc
 le joueur a un maillot rouge et blanc

 le maillot du joueur est rouge et il est blanc

e tu me téléphones et je viens t’aider

e il arrive a Genéve et il prend I’avion

e il prend I’avion et il arrive & Genéve.

On constate sur ces deux derniers exemples que la permutation des deux assertions
conjointes traduit une intervertion temporelle des événements correspondants. Un
tel phénoméne ne se produit pas en logique du premier ordre, pas plus qu’en
mathématiques ou le temps est absent.

En frangais, la conjonction “ou” est généralement prise dans son sens
exclusif. La devise “vaincre ou mourir” ne semble pas tout a fait observée quand
on exécute les deux a la fois; on entend bien “soit vaincre, soit mourir”. Il faut un



Arithmétique et logique du premier ordre 141

effort pour admettre qu’un chapeau noir est noir ou gris. Beaucoup d’écoliers
refusent de croire que si x <0, alors x<0. Il y a lieu de penser que, parfois, “ou”
est mis pour “et”, comme le suggére cet avertissement apposé a l’entrée d’un
¢établissement thermal: “Les enfants non accompagnés ou sans ordonnance ne sont
pas admis dans I’établissement.”.

René Thom a mis en évidence les comportements sémantiques différents de
“et” et “ou”. Imaginons les exemples suivants:

o Il déplie son journal et le train démarre.
« Il déplie son journal ou le train démarre.
e Mange ton giteau et garde-le pour ce soir.
e Mange ton giteau ou garde-le pour ce soir

Selon René Thom, les propositions “« et 7, d’une part, “a ou f” d’autre part, ne
sont pas simultanément acceptables du point de vue de la signification. Cette
“régle” n’est pas d’une application universelle, comme on le constate sur “la bonne
est sourde ou (resp. et) le voleur est entré par la fenétre”. Mais elle nous fait sentir
ce qui sépare la logique pratique de ce que nous avons appelé la logique “naive”,
et, a fortiori, de la logique formelle du premier ordre. Pour sa part, le mathémati-
cien ne donne pas moins de sens a4 “b est pair et ¢ est divisible par 7” qu’a “b est
pair ou c est divisible par 7”.

8.4 ARITHMETIQUE ET LOGIQUE DU PREMIER ORDRE
LES THEOREMES D’INCOMPLETUDE DE GODEL
(ENONCES ET REMARQUES)

8.4.0 Préambule

Nous avons consacré le § 8.1 a la description d’un systéme formel du premier
ordre (L,, S,) pour les entiers naturels. Nous avons relevé a cette occasion certaines
analogies entre les numéraux et les formules d’un langage du premier ordre,
comme (L,, S,) en particulier. L’axiomatisation de I’arithmétique est d’une impor-
tance primordiale pour les mathématiques. On peut toutefois imaginer que les
logiciens aient eu, pour leur part, des raisons de s’y intéresser. C’est ce que nous
allons essayer de faire voir d’une maniére intuitive en évoquant les théorémes dits
d’incomplétude de Godel.

8.4.1 Définition

Une théorie du premier ordre (L, S) est dite compléte quand, pour tout
énoncé o de L, ou bien Stoa ou bien SH(1«). Dans ce cas, soit (E, J) un modéle
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quelconque de (L, S) et soit f un énoncé de L: si (E, J)=f, alors Stf. En revanche,
si (L, S) est une théorie du premier ordre incompléte, il existe un énoncé y de L et
deux modéles (E,, J,), (E,, J,) de (L, S) tels que (E,, J))=y et (E,, J,)=(T1y). Le
bon sens suggére que (L,, S,) ne peut étre autre chose qu’une théorie du premier
ordre compléte.

8.4.2 Premiére approche du premier théoréme d’incomplétude

En 1931, un an apreés la publication du théoréme de complétude de la logique
du premier ordre, le monde des logiciens et des philosophes des sciences fut secoué
par les fameux théorémes d’incomplétude de Godel. Celui-ci montrait en effet que,
sous réserve qu’elle soit une théorie, (L,, S,) était incompléte.

Schématiquement, Godel s’y prenait de la maniére suivante. Dans (L,, S,),
abrégeons 1+ 1 par 2, (14+1)+1 par 3, etc. Les numéraux 0, 1, 2, 3, ... sont des
termes clos dans L,. Nous savons qu’ils permettent de numéroter les formules de
L, comportant exactement un symbole de variable libre x: 4y(x), 4,(x), 4,(x), ...,
A,(x), ... .Dans la p-iéme formule 4,(x), substituons 4 x le numéral p. On obtient
ainsi une suite d’énoncés: 4y(0), 4,(1), ..., 4,p), ... dans L,

Considérons I’assertion:
B(p)= “A,(p) n’admet pas de preuve dans (L,, S,)”.

Essayons de nous convaincre que B(p) est une formule de L,, comportant un
symbole de variable libre p. Alors B(x)= B(p)” apparait parmi les formules numé-
rotées au début: il existe un numéral r tel que B(x)= A4,(x). Considérons I’énoncé
B(r).

Si B(r) admet une preuve dans (L,, S,), cela signifie qu’on peut prouver dans
(L,, S,) que A/(r)(=B(r)) n’admet pas de preuve dans (L,, S,). Si (L,, S,) est
consistant, il est alors vrai que B(r) n’admet pas de preuve dans (L,, S,). Nous
sommes conduits a une contradiction.

Si (71B(r)) admet une preuve dans (L,, S,), cela signifie qu’on peut prouver
dans (L,, S,) qu’il est faux que A(r) soit sans preuve dans (L,, S,). (L,, S,) étant
supposé consistant, il existe donc une preuve de A4,(r)(= B(r)) dans (L,, S,). Cela
n’est pas possible si (L,, S,) est consistant.

Par suite, si (L,, S,) est une théorie, ni B(r), ni 71B(r) n’admettent de preuve
dans (L,, S,). (L,, S,) est alors une théorie incompléte. D’aprés la proposition
6.3.12, il existe deux modéles nécessairement distincts de (L,, S,), I'un satisfaisant
B(r), I'autre 71B(r). Ainsi, non seulement il existe des modeéles distincts de
I’arithmétique comme le montre le théoréme de Lowenheim — Skolem — Tarski,
mais il existe des arithmétiques différentes. Ce phénoméne a beaucoup choqué a
I’époque.
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8.4.3 L’idée de P’arithmétisation de la syntaxe

Telle que nous ’avons présentée ci-dessus, ’argumentation n’est qu’a moitié
convaincante. Godel procédait avec beaucoup plus de soin! Toutefois, faisant
sienne une idée de Herbrand, Gddel mit au point une nouvelle démonstration
extrémement intéressante, qui parut en 1934. Elle était fondée sur un principe
qu’on a appelé Iarithmétisation de la syntaxe. Jusqu’ici, la “théorie” des nombres
naturels était subordonnée aux lois de la logique du premier ordre. La méthode de
Godel revient a appliquer a la logique de premier ordre les régles de I’arithmétique.

Essayons de suggérer cela.

Pour écrire les formules d’un langage du premier ordre quelconque L, il
suffit de seize signes typographiques. Attachons a chacun d’eux un numéro, a notre
gré. Par exemple:

cx =T1AV->e’ R (, )Vva3
1 23456738 910I111213141516 8.19)

A toute formule peFor(L), on peut assigner un numéral G(¢) bien déterminé
appelé nombre de Giodel de ¢. Pour simplifier, montrons cela sur un exemple.

Considérons ¢p=Vx(c'=x)

Vx (c’' =x)
1521219 3 2 14

Posons: G(p)=2""-32.52.7".11°.13%. 17*. 19'. Ce nombre est obtenu en éle-
vant les nombres premiers successifs a4 des puissances respectivement données par
les numéros des signes apparaissant dans ¢ et en formant le produit des nombres
qui en résultent. Tout nombre naturel supérieur a 1 admet une unique décomposi-
tion en puissances positives de nombres premiers croissants. La donnée de G(p)
permet donc de retrouver ¢. A toute suite finie T de formules de L, ¢,, ¢,, ..., ¢,,
on peut associer un nombre G(T') par le méme procédé, a condition de marquer
les virgules a I’aide du chiffre 13. On peut ainsi coder par des nombres de Godel
les preuves de tout systéme du premier ordre (L, S).

Imaginons un petit segment d’une telle preuve, obtenu, par exemple, par la
régle modus ponens: ... , o, a—f, B, ... ou a et ff sont des formules de L. Lorsqu’on
connait les numéraux G(«) et G(a—p), il semble possible de calculer le nombre de
Godel de f. Mais qu’entend-on au juste par “calculer”?

8.4.4 L’idée de fonction récursive générale

Suivons toujours I'idée de Godel. 11 définit maintenant une classe de fonc-
tions qu’on pourrait appeler “calculables” et qu’on désigne plutot du terme de
Sfonctions récursives générales. 11 s’agit 1a d’une notion assez subtile que nous allons
essayer de suggérer. Considérons a titre d’exemple, la fonction binaire f, définie sur
les couples de numéraux et caractérisée par:
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fz(x, O) =1
Ll y+1)=f(x, ) - x (8.20)
Par des substitutions trés simples, on obtient successivement:
£(0,0)=1 (1, 0)=1 £2,0=1 ..
f2, =12 £H2, =2
£2,2)=2.2 £(2,2)=4
£2,3)=42 £2,3)=8 ...

On constate bientdt que, pour tout couple de numéraux (m, n), on peut trouver un
unique numeéral p tel que p=f(m, n) par une suite de “déductions” permettant de
déterminer de proche en proche les valeurs intermédiaires de f,. Dans le cas
particulier, f,(m, n)=m".

Pour déterminer une fonction récursive (générale) g-aire, on commence par
adjoindre au langage L, des symboles de fonctions, dont celui d’une fonction
g-aire. Posons L,=L,U{f, g ...}. Dans L, on appelle équation toute formule de
la forme ¢,=t,, ou ¢, et ¢, sont des termes de L ;. On adopte d’autre part les régles
générales de “déduction” suivantes:

¢ de I’équation ¢, =¢, on peut déduire t,=1¢,

¢ a partir d’une équation comportant un symbole de variable x, on peut déduire
une nouvelle équation en substituant & x un terme clos.

e a partir d’'une équation comportant le terme clos ¢,, on peut déduire une
nouvelle équation en substituant a ¢, le terme clos ¢,, 4 condition qu’on ait déja
I’équation ¢, =¢,.

On se donne enfin une collection finie C d’équations de sorte que, pour tout
g-uple de numéraux (n,, ..., 1), il existe un numéral p et un seul tel que ’équation

p=fn, ..., n)
puisse étre déduite de C par un nombre fini de déductions.

Les systemes d’équations 8.21, 8.22 et 8.23 déterminent chacun une fonction
récursive:

_ filx, 0)=x
A Lot AN Ae9=0 @)
Six+1)=g(x) - fi(x)
Slx, 0)=x+1 10, 0)=0
o { £(0, y+1)=p+1 (823) o { filx+1, y)=fix, y)+1 (8.24)

Sx+1, y+ D =fx, folx+1, ) Sx y+D)=£0, y)

Le lecteur n’aura aucune peine a identifier la fonction récursive déterminée
par (8.22). Il vérifiera également que (8.24) ne détermine pas une fonction.
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Convenons de qualifier de numérale toute fonction dont les arguments et les
valeurs sont des numéraux. Les fonctions récursives générales sont des fonctions
numérales trés particuliéres: celles qui sont calculables selon les consignes que nous
avons données. Une fonction numérale dont les valeurs seraient tirées au sort ne
serait probablement pas récursive. Néanmoins, la classe des fonctions récursives
générales est assez vaste pour contenir:

o tous les calculs arithmétiques classiques sur les numéraux: les quatre opéra-
tions, la décomposition en facteurs premiers, etc...;

e la vérification qu’un numéral est, ou n’est pas, le nombre de Go6del d’une
formule dans un langage formel donné, ou le nombre de Gédel d’une preuve
dans un systéme formel donné;

* le calcul du nombre de Gédel d’une formule sachant qu’elle dérive selon une
régle d’inférence donnée de formules dont le nombre de Gddel est connu;
 la détermination, a partir du nombre de Gdédel d’une preuve, du nombre de

Godel de la formule prouvée.

Il est facile de se convaincre que la caractérisation que nous avons donnée
des fonctions récursives générales peut étre traduite dans le langage du premier
ordre L, auquel on adjoint des symboles de fonctions en suffisance. Tout numéral
est un terme clos de la forme ((...((1 + 1)+ 1) +...)+ 1) comme nous I’avons déja dit.
Les régles de déduction sont des cas particuliers des axiomes de Leibniz et de
I’axiome de spécification du type Vxp—¢; (cf. définition 6.1.0) combiné avec le
corollaire 6.2.10 et la régle modus ponens. Le caractére fonctionnel de f; se traduit
par:

Vn,..n(3pf(n,... , n))=p) A(IVs(fi(n,... , n)=r Afy(ny,... , n)=5)—>(r=ys)))).

Désignons par L, le langage du premier ordre obtenu en adjoignant a L, une
collection dénombrable de symboles de fonctions unaires, de symboles de fonc-
tions binaires etc... . (L,, S,) est encore un systéme formel du premier ordre pour
les nombres naturels. Ce qui précéde fait apparaitre un fait remarquable: quel que
soit le systéme formel du premier ordre (L, S), la formation des formules de L, la
construction des preuves dans (L, S), peuvent étre traduites dans (L, S,). C’est le
phénoméne de 'arithmétisation de la logique du premier ordre. Il s’étend sans peine
a d’autres logiques formelles dont nous donnerons un apergu au paragraphe
suivant. Dés lors il est facile de comprendre I’attention particuliére attachée par les
logiciens a la notion de nombre naturel.

Poursuivons I'idée de Godel: on peut “arithmétiser”, en particulier, (L,, S,)
lui-méme. Il est clair que si (L,, S,) est consistant, (L,, S,) I’est aussi, et réciproque-
ment. Dans ce cas, I’énoncé “0= 1” n’admet pas de preuve dans (L,, S,). La phrase:

“quel que soit n, n n’est pas le nombre de Godel
d’une preuve de “0=1” dans (L,, S,)”.

exprime que (L,, S,) est consistant. Fait remarquable (mais que les explications
précédentes rendent plausible), cette phrase peut étre traduite par un énoncé dans
L,, énoncé que nous abrégerons en “Consis(L,, S,)”.
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En se fondant sur les considérations que nous venons d’évoquer et par un
procédé “diagonal” que nous avons fait apparaitre au numéro 8.4.2, Godel
démontra ceci:

8.4.5 Premier théoréme d’incomplétude

Si (L,, S,) est consistant, il existe dans L, un énoncé o tel que ni a, ni (7)
n’admettent de preuve dans (L,, S,).

8.4.6 Deuxiéme théoréme d’incomplétude

Si (L,, S,) est consistant, il n’existe pas de preuve de “Consis(L,, S,)” dans
I, S,

On doit a la vérité de dire que Gddel commenga par établir ces propositions
dans des hypothéses de consistance plus restrictives. C’est a Rosser que revient le
meérite de les avoir étendues au cas ou (L,, S,) est supposé consistant au sens de la
logique du premier ordre.

Nous avons vu que ces théorémes d’incomplétude heurtent le bon sens. Leur
publication eut, a ’époque, un retentissement considérable parmi les logiciens, les
philosophes des sciences et toutes sortes d’essayistes. Certains, oubliant ’hy-
pothése méme de ces deux théorémes, ont cru pouvoir conclure que ’arithmétique
et, partant, toutes les mathématiques étaient contradictoires. Ne manquons pas de
relever que I’existence, dans un systéme formel du premier ordre, d’un énoncé sans
preuve entraine justement sa consistance. De surcroit, il est maladroit de s’appuyer
sur les théorémes d’incomplétude de Goédel pour proclamer la faillite de 'arithmé-
tique, ces théorémes étant eux-mémes des théorémes d’arithmétique. D’autres
auteurs, plus circonspects, ont vu dans les théorémes d’incomplétude de Godel la
marque d’une faille, d’une limitation intrinséque de la logique du premier ordre et
méme de la logique symbolique en général. Ces interprétations appellent quelques
remarques.

8.4.7 Remarque

Rappelons que, dans une théorie du premier ordre, il est possible de prouver
tous les énoncés satisfaits dans tous les modéles de cette théorie. Le fait qu’un
énoncé o, satisfait dans un modéle donné de cette théorie, n’admette pas de preuve
ne témoigne pas de I'insuffisance de la logique du premier ordre. Il montre que le
modeéle considéré a pour compagnons d’étranges modéles de la méme théorie; des
modéles qui satisfont (T1a) et que notre intuition ne nous montre pas spontané-
ment. Historiquement, une situation analogue s’est présentée a propos de I’axiome
des paralléles en géométrie euclidienne. Ce que met en évidence ce genre de
phénomeénes, c’est plutét une limitation de notre intuition a certains moments et
dans certaines circonstances.
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Revenons plus particuliérement au deuxiéme théoréme d’incomplétude de
Gaodel. Supposons (L,, S,) consistant, ce que personne ne semble mettre en doute.
Essayons d’imaginer ce qui adviendrait si, par extraordinaire, “Consis(L,, S,)”
admettait une preuve dans (L,, S,). En vertu du théoréme de complétude de Godel,
par un pur jeu de signes et selon des régles purement formelles, il serait possible
d’établir Pexistence d’un objet de pensée tel que le nombre naturel. Ce serait
accorder a la logique symbolique une puissance surprenante: un véritable pouvoir
de création ex nihilo. Observons en outre qu’une preuve dans la théorie (L,, S,) de
sa propre consistance aurait manifestement un caractére autoréférentiel. Il serait
difficile de la mettre a I’actif de la logique du premier ordre qui constitue un effort
méthodique pour bannir ce genre de “boucle”.

8.4.8 L’idée de systéme formel récursif

La portée des théorémes d’incomplétude apparait plus clairement quand on
en considére une version généralisée. Revenons au systéme formel (L,, S,) pour les
nombres naturels. La description effective de S, est compliquée par la présence du
schéma d’axiomes (B,|p=0, 1, 2, ...). Toutefois, si on possede une machine M
capable de calculer les fonctions récursives générales, on peut la programmer, au
moins théoriquement, de fagon qu’elle exécute les opérations suivantes:

1) Prendre le numéral n (qui ne soit ni 0, ni 1). Le décomposer en facteurs premiers.
Passer a 2).

2) Si n est le nombre de Gédel d’une formule ¢ de L,, passer a 3). Sinon, passer
a 1) pour le numéral n+1.

3) Si ¢ comporte x comme symbole de variable libre, passer 4 4). Sinon, passer
a 1) pour le numéral n+1.

4) Ecrire 'axiome du schéma (B,|p=0, 1, 2, ...) correspondans a ¢. Puis passer a
1) pour le numéral n+1.

La machine M est donc capable de prendre note des axiomes 4, & 45 (qui
peuvent étre codés par un seul nombre de Godel) et, de proche en proche, de
chaque axiome du schéma (B,|p=0, 1, 2, ...). On peut dire, et on dit effectivement,
que (L,, S,) est un systéme formel récursif. 11 est alors possible d’étendre les
théorémes d’incompétude de Godel de la maniére suivante:

8.4.9 Théoréme d’incomplétude généralisé

Soit (L, S) une théorie du premier ordre telle que:
a) (L, S) soit récursive
b) on puisse définir dans (L, S) les fonctions récursives générales.
Alors:
1) (L, S) est incompléte.
2) Il existe en particulier dans L un énoncé “Consis(L, S)” exprimant que (L, S)
est consistant et qui n’admet pas de preuve dans (L, S).
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8.4.10 Commentaires

Toute théorie du premier ordre ne comportant qu’une collection finie
d’axiomes non logiques est évidemment récursive. C’est le cas, par exemple, de la
théorie des groupes. Toutefois, celle-ci ne vérifie pas ’hypothése b) qui est néces-
saire pour assurer dans L I’existence de I’énoncé “Consis(L, S)”.

Remarquons que, sous réserve de la consistance de (L,, S,), il existe des
théories du premier ordre non récursives. Considérons en effet un modele (N, J)
de (L,, S,). Soit T I’ensemble de tous les énoncés de L, satisfaits dans (N, J). (L,, T)
est évidemment une théorie du premier ordre compléte. En vertu du théoréme
d’incomplétude généralisé elle n’est pas récursive: aucune machine telle que M
n’est capable d’écrire de proche en proche les énoncés de T et eux seulement.

Cette observation nous enseigne un fait important. Nous savons qu’il existe
des machines materielles telles que M. Les ordinateurs actuels et tous ceux qui
seront construits a partir des mémes principes théoriques sont de cette espéce. Ils
sont capables — en principe — de vérifier si un agrégat fini quelconque de signes
typographiques est une formule ou une preuve dans (L,, S,). Mais jamais on
n’obtiendra d’eux qu’ils énoncent et, a fortiori, qu’ils démontrent de proche en
proche tous les théorémes de I’arithmétique. Nous voyons apparaitre 1a une limite
du calcul mécanique et de ce qu’on appelle parfois I“intelligence artificielle”. Cette
frontiére n’est pas d’ordre matériel: elle concerne aussi la machine idéale M que
nous avons décrite plus haut. Mais elle n’en est pas moins infranchissable.

On peut aussi dire que le “nombre naturel” est une notion que notre
intuition n’a aucune peine a concevoir, mais qui se situe au-dela de toute matériali-
sation.

Revenons au reproche exprimé a I’endroit de la logique du premier ordre,
a savoir une impuissance intrinséque mise en évidence par les théorémes d’in-
complétude de Godel. Pour aboutir a une telle condamnation, il faut adopter les
prémisses suivantes:

o Il existe un systéme “naturel” N des nombres naturels.
o Il est “naturel” d’exiger d’un systéme formel du premier ordre (L,, S,), admet-
tant N pour modéle, qu’il soit:
« récursif (C’est-a-dire qu’on puisse effectivement écrire chacun de ses axiomes,
comme on peut écrire effectivement chaque numéral)
* complet.
Le théoréme d’incomplétude généralisé nous montre que cette double exigence est
formellement contradictoire, donc absurde. Cela jette un nouveau doute sur ce que
I'intuition seule est capable de trouver “naturel”.

En bref, les théorémes d’incomplétude mettent en évidence a la fois des
bornes de la logique du premier ordre et certaines aberrations de notre intuition.
Les premiéres n’ont rien de surprenant: on ne peut pas attendre d’un systéme
formel qu’il puisse établir sans autre ingrédient I’existence d’un étre mathématique
si complexe que le nombre naturel. En revanche, notre intuition, qui est indispen-
sable pour appeler a I’existence des objets de pensée, se révéle capable de graves
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myopies lorsqu’elle se proméne sans précaution aux confins du fini et de I'infini.
Ne pas le reconnaitre conduit a des interprétations téméraires de certains faits de
logique formelle.

8.4.11 Derniéres remarques sur le théoréme d’incomplétude généralisé

Le théoréme d’incomplétude généralisé précise et renforce le deuxiéme
théoréme d’incomplétude de Godel. Supposons en effet que (L,, S,) soit une
théorie. Il est évidemment impossible d’y prouver 1 (“Consis(L,, S,)”). Donc
(L,, S,U“Consis(L,, S,)”) est aussi une théorie et il semble qu’on ait réussi a tourner
’obstacle de I'incomplétude. Toutefois, I’'adjonction d’un axiome a S, ne modifie
pas son caractére récursif. En vertu du théoréme d’incomplétude généralisé, cette
nouvelle théorie est & nouveau incompléte et, plus particuliérement, on ne peut pas
y prouver sa consistance.

On peut appliquer le théoréme d’incomplétude généralisé au systéme formel
(L., S,) de Zermelo — Fraenkel que nous avons décrit pour les ensembles. (L,, S,)
est manifestement récursif. Il est possible de montrer qu’on peut y définir les
numéraux et les fonctions récursives générales (cf. Paul-J. Cohen, chap. I). En
particulier:

2, {9}, {9, {P}), {D,{P},{D, {P}}}, ..

fournit une succession d’ensembles assimilables aux numéraux. Le systéme formel
(L,, S,) est donc incomplet et on ne peut pas y prouver sa consistance. Les
mathématiciens sont persuadés qu’il est consistant. C’est pourquoi on parle
généralement de “théorie des ensembles”.

L’incomplétude du systéme formel (L,, S,) a inspiré autant de commentaires
audacieux que celle de (L,, S,). Une controverse assez vive s’est engagée entre les
zélateurs des “mathématiques modernes”, apotres de la “théorie des ensembles”
d’une part, et des philosophes traumatisés par les théorémes d’incomplétude,
d’autre part. Elle a pris a I’occasion des proportions réjouissantes. Elle restera
certainement un épisode fameux de I’histoire des mathématiques et de son ensei-
gnement.

Il est clair que, dans un certain sens, la théorie des ensembles (L,, S.)
“contient” la théorie des nombres naturels (L,, S,). Moyennant ’hypothése de
consistance de (L, S,), il est possible de prouver celle de (L,, S,). Le logicien
Gentzen a donné une solution particuliérement élégante de ce probléme. Il utilise
pour cela une numérotation des formules et des preuves dans (L,, S,) a la maniére
de Godel, mais avec les éléments d’un “grand” modéle de (L,, S,). Ce modéle est
dénombrable mais il contient une infinité de modéles emboités de (L,, S,) (cf.
corollaire 8.1.13). La clé de la démonstration réside dans I’emploi de preuves par
induction transfinie. Il ne faut cependant pas perdre de vue que le théoréme de
Gentzen est hypothéqué par ’hypothése de consistance de (L,, S,).

Nous avons évoqué le fait que, dans la théorie des ensembles, c’est-a-dire
dans le systéme formel (L,, S,) supposé consistant, il est possible de définir les
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nombres naturels. Ainsi, dans chaque modéle M (non nécessairement ensembliste)
de (L,, S,), il existe un ensemble N(M) des nombres naturels qui est un mode¢le de
(L,, S,). Mais il n’est pas possible de montrer dans la théorie (L,, S,) que, pour deux
modéles quelconques M et M’ de la théorie des ensembles, N(M) et N(M’) sont
isomorphes. Ce fait est en accord avec le corollaire 7.2.10 du théoréme de Léwen-
heim—Skolem-Tarski.

8.5 DE QUELQUES AUTRES THEOREMES
D’IMPOSSIBILITE

8.5.0 Préambule

Intuitivement, les théorémes d’incomplétude affirment que, dans certaines
conditions, certains problémes sont insolubles. La connaissance et la classification
de tels problémes présentent un grand intérét pour la logique et ses applications.
Elles constituent un domaine aujourd’hui grand ouvert a la recherche. Nous allons
évoquer quelques-uns de ces problémes, qui sont assez parlants.

8.5.1 De l'impossibilité de formaliser la vérité

En relation avec les théorémes d’incomplétude de Godel, Tarski a établi le
résultat suivant:

Soit (N, J;) un modé¢le de (L,, S,) et soit &, &y, ..., &, ... les énoncés de L,
numeérotés comme nous ’avons suggéré au n°® 2.3.5, par exemple. Il n’existe aucune
formule ¢(x) de L,, avec VL(p)={x}, telle que, pour tout numéral p:

(Ny, 1D Ee@)=(N, J)E=a,

Cette propriété est interprétée comme ’impossibilité de formaliser la vérité dans
(L S,)-

H 8.5.2 Sur le probléme des mots

Le probléme des mots joue un rdle important en mathématiques.
Considérons un ensemble comportant exactement deux éléments, {x, y}.

Posons:

1) X’=let x'=x

2) YW=lety'=y

3) pour tous r et s dans Z, y'x’=x"**

4) pour tous r et s dans Z, y'y’=y**,

Considérons maintenant ’ensemble M(x, y) des “mots”
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xPhxiyfh L xR0
avec ieN, o, B, o', f/, ..., a®, f%Z, o1 'on regarde comme équivalents deux mots
tels qu’on puisse passer de I'un a l’autre en appliquant un mombre fini de fois les
relations 1), 2), 3) et 4). Par exemple:

Ix=x"%"'=x

x2y5x0y—2 = x2y51y—2 EnySyOy—Z = x2y5y—2 = x2y3
Chaque ¢lément de M(x, y) est représentable par un mot, et cela de plusieurs
maniéres. Munissons M(x, y) de la “multiplication” naturelle consistant a juxtapo-
ser les mots représentatifs. Par exemple:

0,0.,—1

Xyxy® - x%y~ xy=xPyxy’xy~ xy=xtyxy~xy

Nous obtenons de la sorte un groupe dont I’¢lément neutre est représentable par
1. Cest le groupe libre engendré par {x, y}, noté L(x, y).

A partir de L(x, y), construisons un autre exemple de groupe. Considérons
I’élément r de M(x, y) représenté par le mot xyx~'y~!. Convenons de remplacer r
par 1, ou réciproquement, dans tous les mots représentant les éléments de M(x, y).
Par exemple:

yx=ryx=xyx 'y px=xyx'x=xy

yx'=x"Ixyx" 'y ly=x""ry=x"y, etc.

Il devient évident que r=1 équivaut a xy= yx. Introduisons la méme multiplica-
tion que précédemment. Nous obtenons un groupe engendré a nouveau par les
mots x et y; mais ceux-ci sont soumis a une et une seule condition: ils doivent
commuter. C’est le groupe abélien libre engendré par {x, y}. On le note AL(x, y),
et on écrit:

AL(x, y)=<x, y; xyx~'y~'>
On dit alors que AL(x, y) est présenté par générateurs et relations. x et y sont les
générateurs; xyx~'y~! est appelé (par abus de langage) une relation. (La relation
évoquée est en réalité xyx~'y~'=1))

Un peu plus généralement, on peut considérer un groupe G présenté par:

G=<X,p; 1,y ., 1>

ou 7y, ry, ..., , sont des mots de M(x, y). G est alors le quotient de L(x, y) par le
sous-groupe normal de L(x, y) engendré par (les éléments représentés par) les mots
Fis by .. 5 T Par exemple:

L(x, y)=<x, y; >

Pour L(x, y), le probléme des mots peut s’énoncer ainsi: un mot s de L(x, y)
représente-t-il I’¢lément neutre de G? Ce probléme n’admet pas de solution
générale en ce sens qu’il n’existe pas de procédure effective permettant, dans tous
les cas, de décider si s représente ou non I’élément neutre de G. Le caractére
“effectif” de la procédure considérée est traduit par une collection finie de consi-
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gnes de calculs exprimables par des fonctions récursives générales. L’insolubilité
du probléme des mots a été établie par P.S. Novikov en 1955.

Bien d’autres problémes de ce genre se sont révélés insolubles d’une maniére
générale. A titre d’exemples, mentionnons-en deux qui sont faciles a énoncer:

* un groupe présenté par générateurs et relations est-il abélien?
o deux groupes présentés par générateurs et relations sont-ils isomorphes?

De tels problémes apparaissent de maniére naturelle en géomeétrie, particuliére-
ment en topologie algébrique. Le fait qu’ils n’admettent pas de solution générale
effective revét une grande importance en mathématiques. |

8.5.3 Le dixiéme probléme de Hilbert

Enonce lors du Congrés des Mathématiciens de 1900, ce probléme propose
la recherche d’une procédure “effective” permettant de décider si une équation de
la forme:

P(x,, x5 ..., x,)=0,

ou P est un polynéme a coefficients entiers rationnels, admet une solution en
nombres entiers rationnels. En 1970, Matijacevi€ parvint & montrer qu’une telle
procédure n’existe pas.

8.5.4 Autres problémes

D’autres questions d’arithmétique, de géométrie (coloriages de graphes,
présentations de variétés topologiques, par exemple) et d’analyse ont conduit a des
problémes sans solution générale. Il est intéressant de noter que I’étude de ces faits
requiert des outils forgés initialement pour les besoins de la logique.

8.6 LE PROGRAMME ET LA THESE DE HILBERT

8.6.1 Préambule

La logique du premier ordre jette un éclairage révélateur sur quelques-unes
des notions fondamentales des mathématiques telles que le fini, 'infini, les nom-
bres naturels, les ensembles. Il serait intéressant d’examiner de plus prés les
conceptions et les controverses qui ont pris naissance a propos des fondements des
mathématiques. C’est 1a un domaine important de I’histoire et de la philosophie
des mathématiques. Il dépasse malheureusement les limites de cet exposé. Cepen-
dant, nous évoquerons briévement quelques-unes des vues d’un mathématicien qui
a particuliérement contribué a faire évoluer ces questions.
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David Hilbert (1862-1943) avait la passion de réduire la diversité des faits
mathématiques a un petit nombre d’¢léments et de processus de base. Son traité
sur les fondements de la géométrie est déja trés révélateur a ce sujet. Ses travaux
sur les idéaux de polynémes répondaient a son souci de ramener tous les théorémes
de géométrie euclidienne a la connaissance d’un nombre fini d’invariants. Les
espaces fonctionnels qui portent son nom témoignent de sa volonté d’étendre a
'analyse la terminologie et les méthodes de la géométrie €lémentaire.

Mais Hilbert amorga un projet plus ambitieux encore qu’on évoque sous le
nom de programme de Hilbert. Pour plus de clarté, nous allons présenter cela en
deux étapes: d’abord la thése de Hilbert, puis le programme de Hilbert proprement
dit.

8.6.2 La thése de Hilbert

Hilbert mit a profit les travaux des logiciens de son temps et les acquisitions
de la théorie des ensembles. Il dégagea un ensemble de régles qui permettent de
décrire les raisonnements de la logique du premier ordre. Nous ’avons présenté
sous le nom de systéme d’inférence de Hilbert (n° 6.1.0). La “thése de Hilbert”, qui
traduit la conviction a laquelle celui-ci parvint alors, peut s’énoncer 4 I’aide des
deux assertions suivantes:

TH 1: Toutes les théories mathématiques classiques peuvent s’exprimer au moyen
de systémes formels du premier ordre.

TH 2: Dans toute théorie mathématique, chaque théoréme admet une preuve
formelle selon les régles du systéme d’inférence de Hilbert.

Le contenu de TH 1 dépend entiérement du sens attribué au qualificatif
“classique”. Il résulte des recherches mémes de Hilbert que les mathématiques qu’il
pratiquait vérifiaient ’assertion TH 1. Actuellement, tout se passe comme si on
considérait comme classiques les mathématiques qui, en fin de compte, peuvent
s’exprimer au moyen de systémes formels du premier ordre. TH 1 serait alors
satisfaite par définition. Il convient d’ajouter qu’il existe des mathématiques non
classiques. Elles reposent sur des axiomes logiques moins restrictifs. La plupart des
mathématiciens les considérent comme des monstres inélégants!

8.6.3 De la rigueur en mathématiques

L’assertion TH 2 a regu un contenu bien déterminé et une démonstration
éclatante avec le théoréme de complétude de Godel.

En relation avec la thése de Hilbert, nous pouvons mettre en évidence deux
faits importants. D’abord, il existe en mathématiques classiques un critére de
validité absolue pour tout théoréme au sein d’une théorie: I’existence d’une preuve
formelle au sens de Hilbert. Autrement dit, le progrés mathématique consiste a
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découvrir et démontrer des théorémes inconnus jusque 1a. Il ne saurait résider dans
un accroissement de la rigueur. Il est vrai que la preuve formelle du moindre
théoréme comporte des centaines, voire des milliers de pas. Personne n’aurait le
courage de la lire entiérement. Une véritable démonstration mathématique con-
siste @ mettre en relief les articulations principales de la preuve formelle. Elle est
donc nécessairement lacunaire. L’essentiel est que les lacunes ne soient pas formel-
lement infranchissables. L’art du mathématicien se manifeste dans I’aptitude a
choisir les étapes décisives d’une preuve et a suggérer clairement les chainons de
preuve qu’il a omis.

8.6.4 Des nombres naturels non standard

Le deuxiéme fait important auquel nous faisons allusion plus haut concerne
I’'apport de la logique du premier ordre aux mathématiques classiques. Pour
prendre un exemple concret, considérons un modele (N, J;) des entiers naturels
satisfaisant le systéme formel (L,, S,) (voir n° 8.1.3). Qualifions de “standard” les
¢léments de N,. Nous savons que rien ne nous empéche d’évoquer un modéle
(N,, J,) de (L,, S,), tel que N, inclue N, et qu’il comporte des éléments plus grands
que tous ceux de N, (cf. remarque 8.1.12). Les ¢léments de N, —N, sont alors des
nombres naturels non standard. L’existence de deux modéles emboités de (L,, S,)
est un phénoméne mathématique intéressant et utile, que I'intuition seule n’aurait
pas suggeére.

8.6.5 De P’analyse non standard

Une telle situation a été effectivement exploitée dans le cas des nombres
réels. Passons sur quelques points techniques d’intérét secondaire pour notre
propos. Soit (L,, S,) un systéme formel du premier ordre pour les nombres réels.
On peut considérer un modele (R,, J,) de (L,, S,) baptisé “standard” et un second
modéle (R,, J,), dit “non standard”, tel que:

e R cR, R#R,

 toutes les “opérations” de R, effectuées sur des éléments de R, fournissent des
¢léments de R,, (R,, J,) étant un sous-modéle de (R,, J,)

« il existe dans R, des éléments strictement plus grands que tous les éléments de
R,.

Le corollaire 8.1.10 et la remarque 8.1.12 nous assurent que la chose est possible.
Il est facile de vérifier que si aeR, — R, est “infiniment grand” par comparaison
avec les éléments de R, «~' est un élément strictement positif de R, “infiniment
petit”: il est inférieur a tout élément strictement positif de R,. L’étude du triple
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(R,, R,; J,) constitue ’analyse non standard. Elle permet de traiter d’une maniére
formellement correcte des “infiniment petits” introduits par Leibniz. Divers au-
teurs (Robinson, Keisler, ...) ont montré que ce genre d’objet mathématique
permet d’alléger la preuve de certains théorémes classiques d’analyse. D’autres
mathématiciens (Reeb, ...) s’attachent a résoudre par ce moyen des questions
d’analyse standard difficiles d’accés par les moyens habituels. L’amusant de I’af-
faire, c’est que certains mathématiciens peu au courant de la logique du premier
ordre s’insurgent contre ces méthodes avec une violence qui pourrait faire croire
qu’on les incite a la débauche.

8.6.3 Le programme de Hilbert

La thése de Hilbert n’a d’intérét que pour autant que les théories mathéma-
tiques envisagées soient des “théories” au sens logique, autrement dit qu’elles
soient non contradictoires.

La consistance d’un systéme formel du premier ordre peut étre €tablie par
deux voies. La premiére consiste 4 en décrire un modéle ensembliste. Historique-
ment, on a montré que les géométries non euclidiennes de Riemann et de Lobat-
chevski constituaient des théories en en donnant des modéles dans la géométrie
euclidienne plane. Evidemment la méthode n’est pas tout a fait satisfaisante dans
ce cas, puisqu’il faut d’abord établir la consistance de la géométrie euclidienne. Le
cas des groupes, que nous avons examiné a I’exemple 2.2.24, est facile a traiter
puisqu’il nous a suffi de donner un modé¢le fini comportant trois éléments (un
modéle 4 un élément conviendrait aussi!). Cela peut se réaliser matériellement. Les
choses se gitent en revanche pour les nombres naturels ou les nombres réels. La,
seuls des modéles infinis sont susceptibles d’intervenir et nous sommes incapables
de les donner “effectivement”. D’autre part, 'idée de modéle ensembliste impose
la notion d’ensemble et nous sommes contraints d’attaquer la consistance de la
“théorie des ensembles”, qui, elle non plus, ne peut étre établie par la donnée
effective d’un modele.

Reste donc la deuxiéme voie qui consiste a s’assurer par I’étude directe du
systéme formel qu’il comporte des énoncés sans preuve. C’est celle que signala
Hilbert pour parachever son programme. Il proposa d’établir la non-contradiction
de systémes formels du premier ordre pour les nombres naturels, les ensembles et
les nombres réels. Mais, pour ne pas retomber dans les difficultés précédentes, il
fallait exiger que les procédures utilisées soient “finitistes”. D’une part, elles
doivent admettre une description effective, sous forme d’une nombre fini de
consignes écrites; de I’autre, elles doivent conduire a une conclusion par une suite
d’opérations effectivement exécutées. Nous reconnaissons au passage les exigences
que nous avons évoquées a4 propos des numéraux et des fonctions récursives.

Ce projet constituait la clé de volite du programme de Hilbert, qui compor-
tait en outre des recherches sur la complétude des systémes formels considérés, sur
'indépendance de leurs axiomes et des questions de “décidabilité”.
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Les théorémes d’incomplétude de Gédel ont mis fin a tout espoir d’accom-
plir le programme de Hilbert. Nous avons essayé de montrer qu’ils sont loin
d’entrainer une catastrophe pour les mathématiques, méme hilbertiennes. Ils nous
contraignent cependant a admettre que la pratique des mathématiques requiert la
conjugaison indissociable de la logique formelle et de I'intuition.




CHAPITRE 9

Apercus sur d’autres logiques formelles

9.0 INTRODUCTION

9.0.0 La finitude en logique du premier ordre

La logique formelle ne constitue pas toute la logique et la logique (formelle)
du premier ordre ne constitue pas toute la logique formelle. Quelques exemples de
logiquesformellesdont lesexigencess’écartentdecelledu premierordre permettentde
mieux sentirce qui fait le propre de celle-ci. Maisil existe évidemment d’autres raisons
decréerdeslogiques formelles nouvelles. Nous allonsen donner une.

Nous avons constaté qu’il est difficile d’introduire la notion naive de finitude
en logique du premier ordre (cf. remarque 5.5.5). Pourtant la finitude joue un réle
essentiel partout, en mathématiques et ailleurs. Il serait commode d’exprimer
simplement que tel objet est fini sous un certain rapport.

Relevons qu’on peut introduire la finitude formelle dans la logique du
premier ordre. En effet, elle se “mesure” a I’aide des nombres naturels et nous
connaissons un systéme formel du premier ordre (L,, S,) qui leur est adapté. A titre
d’exemple, montrons comment on peut présenter les groupes sans torsion au sens
large (cf. exemple 5.5.4).

9.0.1 Exemple

Soit G un groupe noté multiplicativement et soit e son €lément neutre. On
note a’ le produit dans G de p facteurs égaux a I’élément a de G:

a’=a-(a-(a-(..-(a-a))..).

p facteurs

En particulier, a® =e et a'=a. G est un groupe sans torsion au sens large si, pour
tout élément a de G différent de e et pour tout nombre naturel non nul p, a” est
différent de e. Si, en outre, G ne se réduit pas a {e}, il est sans torsion au sens étroit.

Pour décrire cela formellement, prenons un langage L du premier ordre
comportant les symboles propres suivants:

e constantes: 0, 1, e
« fonctions binaires: +, -, *, f
* relations unaires: N, I"
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0,1, +, - sont les symboles propres au langage L,. e et * sont les symboles propres
au langage employé pour les groupes (cf. exemple 5.5.4); la loi de composition
interne est notée * pour éviter toute confusion avec la multiplication des nombres
naturels. Intuitivement, N(x) est interprété comme: “x est un nombre naturel”,
I(y) s’interpréte comme: “y est un élément d’un groupe”. f(x, y) est une notation
pour y*.

Comme systéme d’axiomes S dans L, prenons:

e un axiome général: VxN(x) v-I'(x)
e les axiomes de S, adaptés au langage L; les axiomes A4,, 4,, ..., A5 sont
remplacés par cinq axiomes A7, 45, ..., As.
Par exemple:
sEVXVY((NX) AN(Y) = ((x+1=y+1)=(x=)))
Le schéma d’axiomes (B,/p=0, 1, ...) engendre:
B,= Vv,...Vv,,,p(((op(O, Vis vy V) A
(VzN(2) = (@,(2, V)5 o s Vi) 20,2+ Ly, ooy 1,)))) = (VXN(X) >
¢,,(X, Vis oo s vml,)))’
avec p=0, 1, ..., et g,eFor(L).
¢ les axiomes des groupes (cf. exemple 5.5.4) transcrits dans le langage L:
@1 =VIXVV2(I(x) AT(Y) AT(2)) > x¥( prz) = (x*p)*z
03 =VxI(x)>((xxe=x) A (exx=X))
92=YxI(X)>(II(y) A (x¥y=e€) A(y*rx=e))
 des axiomes pour f
VxVy(N(x) A T(p) = T(x, y))
VyI(y)-f(0, y)=e
VXVy(N(x) AT(9) = (f(x+1, y)=y+/(x, y))
¢ un axiome (ST') exprimant que “le groupe est sans torsion”:
ST)=VyI (Y A((y=e))=> AIX(N(X) A (f(x+1, y)=¢))

Admettons que (L,, S,) est une théorie. Soit (N, J) un modéle de (L,, S,).
On peut construire un modeéle (N, J') de (L, S) en posant:

« J'(0)=J(0)=0eN
J()=J(1)=1eN

J()=0

» pour toute spécialisation s de J:
I'(x)=s(x)=0 xeVar
S(t+ 1) =s(t)+5(t) ¢, t,eTer(L)
s(t - ) =s(8)) - s(t)
s(t*t)=0

s(f(t), 1))=0.

Le groupe proprement dit se réduit a {0}.

La vérification que (N, J’) est un modéle de (L, S) est presque banale.
Cet exemple nous montre plusieurs choses:
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Il est possible d’incorporer la théorie des nombres naturels a la théorie des
groupes et, plus généralement, & toute théorie du premier ordre.

e Il est possible d’introduire la notion de finitude dans toute théorie du premier
ordre, contrairement & ce que semblait faire croire ’'exemple 5.5.4.

» Ilserait possible, d’'une maniére analogue, d’incorporer la théorie des ensembles
a toute théorie du premier ordre. De tels exemples militent en faveur de la thése
de Hilbert.

e La théorie (L, S), a laquelle a été incorporée (L,, S,), devient au moins aussi
complexe que la théorie des nombres naturels. En particulier, elle hérite de
toutes les propriétés délicates décrites par le théoréme général d’incomplétude.

¢ Dans chaque modé¢le de (L, S) apparait une notion de finitude spécifique liée
au choix du modéle de (L, S,) qui a été fait. On peut donc imaginer plusieurs
classes de groupes sans torsion correspondant a des types de finitude distincts.
Toutefois les théorémes et les preuves sont les mémes dans tous les cas.

Cette derniére remarque peut géner le mathématicien praticien. Celui-ci
n’emploie que la finitude naive exprimée par les numéraux. Il répugne a imaginer
d’autres types de finitude. Pour répondre a son attente, on peut introduire d’autres
logiques, dont nous allons donner deux exemples.

9.1 COMMENT INTRODUIRE SIMPLEMENT
LA FINITUDE DANS LES RAISONNEMENTS?

9.1.0 La N-logique
L’idée de départ est de simplifier I’exemple 9.0.1 de deux maniéres:

e en n’écrivant pas les axiomes S,
* en ne faisant intervenir dans les interprétations qu’un modéle unique (N, J) de
(L,, S,), choisi une fois pour toutes.

Reprenons cela en détail. Le langage A utilis¢é comporte:

 les symboles logiques habituels: 71, A, v, =, &, =,V, 3

 les symboles de constantes, de fonctions et de variables du langage L, conve-
nant aux nombres naturels: 0, 1, +, -, x, x’, x”/, ...

» de nouveaux symboles de constantes, de variables et de relations figurés — par
exemple — par des lettres grecques:

relation (p,, g;)-airc

’ ’ i
Py s &y R
e\, e ,
constantes variables relations

¢ les symboles ordinaires de ponctuation: , ( )
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Pour plus de simplicité, nous n’introduisons pas de nouveaux symboles de fonc-
tions; nous savons que de tels symboles peuvent &tre éliminés au profit des
symboles de relations.

Dans le langage A, les termes sont, d’une part, ceux de Ter(L,), d’autre part,
les symboles grecs de constantes et de variables. Les formules atomiques de A4 sont
de la forme:

e Hi=t, , t, 1,eTer(A)
o (st 5 T Ty e, T,)

out, t, ..., t,eTer(L,) et 7, 1y, ..., T, sont des symboles grecs de constantes ou
de variables. i est un numéro d’ordre de £, , dans la liste des symboles de relations
de A.

Les formules de A sont construites a partir des formules atomiques de A
selon les mémes régles qu’en logique du premier ordre. En particulier, si ¢ est une
formule de A (on écrit cela peFor(A)):

(Vxp) . Qxp) , (Vo) , ()

sont aussi des formules de A.

On constate que A4 n’est pas un langage du premier ordre. Il fait intervenir
simultanément plusieurs (ici deux) sortes de symboles de constantes et de variables
ainsi que des symboles de relations portant sur des termes de types différents. On
peut le qualifier de langage polytypique (“many-sorted language” en anglais).

Les notions de variable libre, d’énoncé, les axiomes logiques et les régles
d’inférence sont les mémes qu’en logique du premier ordre. Voila pour I’aspect
formel.

Passons au plan sémantique. On commence par se donner un modéle
(N, J,) de (L,, S,) une fois pour toutes (moyennant I’hypothése que de tels modeles
existent, évidemment). Une A-structure s’obtient en se donnant un ensemble E, a
priori quelconque et une interprétation J telle que:

J(0)=Jy(0) J()=Jy(1)

J(+)=Jy(+) J()=Jy(+) (:NxN->N)
J(p)EE pour toute constante grecque y

J(Q;',i' W) NP ET pour tout symbole de relation dans 4.

Toute spécialisation s de J est une application définie sur 'ensemble des termes de
A et telle que:

s(x)eN x étant un symbole de variable latin
s(&eE & étant un symbole de variable grec.

Les autres définitions: image d’un terme ¢ par une spécialisation s de J, satisfaction
d’une formule gpeFor(A) par cette spécialisation, modéle d’un ensemble S
d’énoncés de 4, se font comme en logique du premier ordre. Elles se notent de la
méme maniére.
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9.1.1 Exemple

Ce qui précéde caractérise la N-logique. Elle se préte bien a la théorie des
groupes, par exemple. Pour cela on introduit un symbole de relation (0, 3)-aire,
€, ;. Dans toute spécialisation s, 7, 7,, 7; étant trois termes “grecs”, £, 3(T}, Ty, T3)
est interprété comme: “s(z,) est le composé de s(z,) et s(z,)”. Les axiomes non
logiques:

VeVE3C " 2,4(¢, &' &) .
VEVEVEVE (80,38, €' € A L20,5(S, & )= (6"=E")

expriment que £2, ; détermine une loi de composition interne. Si y est un symbole
de constante,

VE(€20,3(E, 7, ) AL20,3(r, &, )

exprime que y est neutre pour la loi de composition considérée. A titre d’exercice
facile le lecteur pourra déterminer les axiomes qui traduisent que la loi est celle
d’un groupe.

Pour exprimer qu’on a affaire a un groupe sans torsion au sens large (cf.
exemple 5.5.4), on peut introduire un symbole de relation 1 , satisfaisant les
axiomes suivants:

o VxVEAL'(Q1 4(x, ¢, &)

o VxVEVEVE (R 5(x, &, &) A 27 5(x, &, )& =¢")

o VXVEVEVC (21 5(x, & &) A 21,(x+1, ¢, &) 825, €, €7)
¢ VEQ1,0,¢,7)

Les deux premiers axiomes expriment que 27 ,(x, &, &) détermine & en
fonction de x et £. Les deux derniers entrainent que, pour toute spécialisation s telle
que s(x) soit un numéral, Q1 ,(x, &, &) est interprété comme:

5(8)= sy ™.
Alors I’axiome:
VxVE((E=9))-(T1(21,,(x+1, ¢, 7))
exprime que le groupe est sans torsion.

Dans la pratique, on emploie des notations plus commodes. A la place de
Q4 &, &) et de 21 i(x, & &), on met respectivement &7 =ExE" et & =¢
D’autre part, on admet tacitement que tous les €¢léments de N sont des numéraux.
On désigne généralement par w le cardinal de I’“ensemble” des numéraux. Par
suite, la N-logique est aussi désignée sous le nom de w-logique.

9.1.2 Remarque

En N-logique, il n’existe pas d’équivalent du théoréme de compacité pour la
logique du premier ordre. Pour le voir, il suffit de donner un contre-exemple
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particulier. Soit (N, Jy) un modéle de (L,, S,) considéré comme standard. Considé-
rons alors un langage A, de N-logique comportant en tout un symbole grec propre:
un symbole de constante y. Prenons ’ensemble d’énoncés, S={A4}U{B.}, oW

A=VE(E=Y)
B=3x(y=i+x), ieN

Tout modéle de (A4,, {A4}) est de la forme NU{g} ot g est un ¢lément quelconque
pouvant éventuellement appartenir & N. Dés lors (4,, S) n’admet pas de modéle.
Car si (NU{g}, J) est un modele de (4,, {4}):

» ou bien J(y)=¢¢N: aucun des axiomes B; n’est satisfait
* ou bien J(y)=¢'eN: les axiomes B; ou j>q’ ne sont pas satisfaits.

En revanche, toute partie finie de S admet un modéle. En effet, soit iy, i,, ... , i,
un ensemble fini d’indices distincts dans N, et soit m leur maximum. Il suffit de
poser J(y)=m pour obtenir un modeéle de {4, B;, ..., B, } et, a fortiori, de
{B;, ... ,B.}.

L’absence en N-logique d’un théoréme de compacité entraine celle d’un
théoréme de complétude. En effet, bien que (4,, S) n’ait pas de modéle, il est faux
qu’on puisse y prouver un énoncé de la forme (a A (T1a)). Une telle preuve aurait
une longueur finie et elle ferait intervenir un nombre fini d’axiomes de S. Or ces
axiomes admettraient un modéle qui ne satisfait pas (« A (T1@)). Ainsi (4,, S) est
N-logiquement consistant tout en n’admettant aucun modéle. On peut considérer
que la N-logique est plus forte que la logique du premier ordre puisqu’on peut y
prouver des théorémes qui n’ont aucune chance d’étre satisfaits dans aucun
modéle.

H 9.1.3 Remarque

Notons en passant qu’on pourrait construire d’'une maniére analogue une
logique a partir d’'un modéle R choisi une fois pour toutes pour les nombres réels.
Cette R-logique conviendrait a 1’étude de toutes les théories ou les nombres réels
jouent un réle: celle des espaces vectoriels réels, I’analyse réelle, la théorie des
espaces métriques, par exemple. ]

B 9.1.4 La logique faible du second ordre

Pour en esquisser la description, nous devons d’abord évoquer une notion
ensembliste. Nous dirons qu’un ensemble 4 est héréditairement fini lorsque toute
partie finie de 4 est un élément de A.

Soit E un ensemble quelconque. Désignons par F(E) I’ensemble des
parties finies de E. Alors 2 F(E) est contenu dans un ensemble héréditairement fini.
On peut le voir en formant successivement:
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HF(E):=Q
HF,(E):=PF(E)

HE, (Y. =P FEUHE(E))

HF(E): =kC=')0HF,,(E)

HF(FE) contient évidemment 2F(E). Montrons qu’il est héréditairement fini.
Il est clair que, quel que soit k : HF(E) = HF(E). Procédons par récurrence
en admettant que pour un certain i,

HF(E)c HF,(E) quel que soit k>i.
Supposons g=i+1

HF,, \(E)=%FEUHF,(E))cPF(EUHF,_\(E))= HF/(E).
Donc, quels que soient i et k, i<k=HF,(E)c HF,(E). 9.0)

Prenons maintenant une partie finie (qu’on peut supposer non vide) de HF(E), soit
{a,, ..., a,}c HF(E). Pour chaque j=1, 2, ..., n, il existe un indice g;, tel que
a;eHF,(E). Si g=max(q,, ..., q,), {a), ..., a,}c HF(E), d’aprés (9.0). Donc
{a, ..., a,}eHF, (E)c HF(E). Cela établit que HF(E) est héréditairement fini.

La construction nous montre que HF(E) est le plus petit ensemble héréditai-
rement fini contenant 22F(E). On peut I’appeler la cléture héréditairement finie de
PHE).

Manifestement £« F=>HF E) < HF(F). Donc le plus petit ensemble hérédi-
tairement fini est la cl6ture héréditairement finie de I’ensemble {J} des parties finies
de I’ensemble vide @: en effet, si F est héréditairement fini, HF(F)<F, donc
HF(Q)c HF(F)c F. On peut écrire:

HF(©)={0, {0}, {{0}}, {9, {9}, {8}, {3, (O}, {9, {3}, 1), ..}

Cette notion ensembliste étant introduite, considérons un langage du pre-
mier ordre L. Formons un nouveau langage L* en y adjoignant des symboles
“grecs”: unecollectiondevariables¢, &, £, ... et un symbole de relation binaire €.
Les termes de L* sont:

o les termes de L
e les symboles &, &', &7, ...

Les formules atomiques de L* sont:

¢ les formules atomiques de L

o les formules du type ¢, ou ¢, et ¢, sont des termes de L*, ¢, étant plus
particuliérement ’un des symboles &, &', &7, ...

Les formules de L* sont formées a partir des formules atomiques de L* suivant les

régles habituelles de la logique du premier ordre. En particulier, si peFor(L*),

(Vxp) et (V&p) sont aussi des formules de L*. Mais il est clair que L* n’est pas un

langage du premier ordre.
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Une L*-structure est un quadruple (E, J; HF(E), ),
ou:
e (E, J) est une L-structure
¢ Q est I'’ensemble des couples (a, b) tels que a appartient 8 EUHF(E), b appar-

tient & HF(E) et a appartient a b.

En outre:

* toute spécialisation s de J envoie les symboles de variables latins x, x’, x”, ...
de L dans E et les symboles de variables grecs dans HF(E)

¢ toute formule atomique de la forme ¢,t, est interprétée selon s par: (s(¢,), s(¢,))
appartient a Q

e pour le surplus, la satisfaction des formules de L* dans la spécialisation s se
définit comme a ’ordinaire.

Les régles qui précédent caractérisent ce qu’on appelle la logique faible du
second ordre. Sans entrer dans plus de détail, on peut constater qu’elle apporte de
nouvelles ressources aux possibilités de la logique du premier ordre. En particulier,
les numéraux apparaissent dans HF(J)<c HF(E):

0 estle cardinal de O

1 estle cardinal de {Q}

2 est le cardinal de {@, {D}}

3 est le cardinal de {@, {@D}, {Q, {D}}}

n est le cardinal de I’ensemble des numéraux qui le précédent.

Ce type de logique présente des analogies avec la N-logique. Comme elle,
elle introduit une notion préétablie de finitude. Cela peut s’observer a deux stades
de la “construction” des ensembles héréditairement finis. Une premiére fois lors-
qu’on évoque les parties finies d’un ensemble; on peut admettre qu’on se référe a
la finitude au sens naif: un ensemble est fini quand on peut le compter, c’est-a-dire
quand son cardinal est un numéral. La deuxiéme occasion se présente quand on
décrit la cloture héréditairement finie de 2 F(E); la procédure est donnée par une
récurrence compléte qui n’a de sens que dans un modéle préexistant des entiers
naturels. |

9.2 LOGIQUES D’ORDRE SUPERIEUR

9.2.0 Préambule

Il est temps de présenter briévement les logiques d’ordre supérieur au
premier. Cela nous aidera a situer la logique du premier ordre.

Partons d’une constatation. Soit L' un langage du premier ordre compor-
tant un symbole de fonction unaire f;. En vertu des axiomes de Leibniz:
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Foe=x)~(i(x) =/1(x))-

En vertu du corollaire de la proposition 6.3.3, on peut quantifier sur les symboles
de variables x et x”:

FVXVx'((x=x") - (fi(x) =1i(x))).

Ainsi, dans toutes les L'-structures et quel que soit le symbole f,, 'énoncé précédent
est satisfait. On est tenté d’écrire:

FVAVXYX ((x = x) = (/i(x) =/1(x)))-

Malheureusement, ce qui suit F n’est pas une formule de L', ni de tout autre
langage du premier ordre. Nous allons voir qu’en revanche, c’est une formule du
second ordre.

9.2.1 Langages du deuxiéme ordre

On décrit un langage du deuxiéme ordre L? en donnant:
9.2.1.0 les symboles logiques: 1 Av - & =V 3
9.2.1.1 les signes de ponctuation: ( ) ,

9.2.1.2 des symboles de constantes:

a) constantes individuelles: c, ¢’, ¢”, ...
b) constantes-fonctions: f,, fi, ...
C) constantes-relations: r,,, 1., ...

9.2.1.3 les symboles de variables:

a) variables individuelles: x, x’, ...
b) variables-fonctions: F,, F,, ...
c) variables-relations: R,, R, ...

Comme on le verra plus loin, seuls 9.2.1.3 b) et ¢) sont nouveaux par rapport

aux langages du premier ordre. Les symboles 9.2.1.2 sont dits propres a L.

Les termes de L? sont obtenus par les régles suivantes:

 Si ¢ est un symbole de constante individuelle, ¢ est un terme.

¢ Si x est un symbole de variable individuelle, x est un terme.

e Sit, t, .., t, sont des termes et f, un symbole de constante-fonction,
Siltys ty ..., 2,) est un terme.

e Sit, t ..., t, sont des termes et F, un symbole de variable-fonction,
F,(t, t5, ..., t,) est un terme.

Les formules atomiques de L* sont de la forme

o (4=1)
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o 1ty ty e s L)

e R,(t, bty - t

out, ty, ..., I, 1, sont des termes, r, un symbole de constante-relation n-aire, R,
un symbole de variable-relation m-aire.

Les formules de L? s’obtiennent en appliquant les régles suivantes:

* les formules atomiques de L? sont des formules de L2

» si o et B sont des formules de L2, (T1a), (@ Af), (A B), (—p), (x>f) aussi

* si ¢ est une formule de L? et si x, F, et R,, sont des symboles de variables,
(Vxp) (VF9) (VR,p) (3xp) (3F¢) (3R,9)
sont des formules de L

o iln’yapas d’autres formules de L2 que celles qu’on obtient par I’application des
régles précédentes.

Les formules de L? qui ne comportent aucun symbole de variable-fonction
ni de variable-relation sont les formules d’un langage du premier ordre ayant les
mémes symboles propres que L.

Le décompte des variables libres d’une formule de L? se fait exactement selon
les mémes régles qu’en logique du premier ordre. Un énoncé de L? est une formule
de L? sans variable libre.

9.2.2 Interprétation ensembliste d’'un langage du deuxiéme ordre

Passons a I’aspect sémantique de la logique du second ordre. Les définitions
que nous allons donner généralisent naturellement celles qui concernent la logique
du premier ordre. Une L’-structure ensembliste (E, J) est un couple ou E est un
ensemble non vide et J une application associant a toute constante individuelle ¢
un ¢lément J(c) de E, a toute constante-fonction f, une application J(f,):E"—>FE et
a toute constante-relation r,, une partie J(r,,) de E™.

Une spécialisation s de (E, J) est donnée par une application définie sur
I’ensemble des variables:

* si x est une variable individuelle, s(x)eE;
¢ si F, est une variable-fonction n-aire, s(F,) est une fonction s(F,):E"—>E;
e si R, est une variable-relation m-aire, s(R,) est une partie de E".

m

s s’étend 4 tous les termes de L? par le moyen des régles suivantes:

* si ¢ est une constante individuelle, s(c):=J(c);
* si f, est une constante-fonction n-aire et si ¢, t,, ..., ¢, sont des termes,

s(f;:(th t2, ey tn)) : =J(f;,)(S(t|), S(tz), ey S(t,,));

 si F, est une variable-fonction n-aire et si ¢, t,, ..., ¢, sont des termes,
S(Fn(tl’ t2$ L] tn)) : =S(F‘n)(s(tl)$ s(tz)’ L] s(tn))‘

Ces régles permettent de déterminer s(¢) pour tout terme ¢ de L? par récurrence sur
la construction de ¢.
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11 faut encore définir ’expression: (E, J)=¢[s], o ¢ est une formule de L?,
et qui se lit:” “La L-structure (E, J) satisfait la formule ¢ pour la spécialisation s”.
Il suffit de reprendre la définition 2.2.11 et de lui adjoindre quelques nouvelles
regles. D’abord, si @,:E"— E est une fonction n-aire sur E, si F, est un symbole de

n

variable-fonction n-aire, s<—> est la spécialisation de (E, J) qui coincide avec s
n

sur les symboles de variables, sauf éventuellement en F,, et qui envoie F, sur &,.

m

A . . . . . R
De méme, si 2, E™ et si R, est un symbole de variable-relation m-aire, s<—
m
désigne la spécialisation coincidant avec s, sauf éventuellement en R,, et qui envoie

R, sur ,,. Reprenons alors les 9 régles de la définition 2.2.11; récrivons la régle 2:
2’) si r,, est constante-relation et ¢, t,, ..., ¢, des termes de L%

(E, J)e=r,(t, by, ..., t,)[s] signifie: (s(2)), s(2,), ... , s(t,)eS(F,).
Puis posons les nouvelles régles suivantes, ou F, et R,, sont respectivement une
variable-fonction et une variable-relation:

10) (E, J)=(VF,p)[s] signifie: quelle que soit la fonction @,:E"—>E,
F,

E, N)=o[s| = ).

(£, J)=0gl ( > >]

n

11) (E, J)=(3F,p)ls] signifie: il existe une fonction @,:E"— E telle que
F,

E, I=ols| = ).

(E, J)=gl < o )]

n

12) (E, J)=(VR,p)[s] signifie: quelle que soit 2, < E™,

Rm
(E, J)l=¢[s<g——>].

m:

13) (E, J)=@3R,)[s] signifie: il existe 2
R

E, De=gls| 2]

(E, ))=gl < P )]

m

c E" telle que

m

Lorsque « est un énoncé de L2, (E, J)=a[s] entraine que (E, J)=«fs’] pour
toute spécialisation s’ de (E, J). On note alors simplement (E, J)=o.

Nallons pas plus loin dans la description de la logique du deuxiéme ordre.
Cela suffit pour faire apparaitre quelques ressemblances et quelques écarts relative-
ment a la logique du premier ordre.

Faisons cependant quelques remarques.

9.2.3 Remarque

Soit o une formule du langage L? ne comportant comme variable libre que
le symbole de variable-relation unaire R, et soit (E, J) une L2-structure. Désignons
par s une spécialisation de (E, J). Pour vérifier que (E, J)=(VR,a), il faut considé-
rer que s(R,) parcourt ’ensemble des parties de E, soit 2 (E). Lorsque E est
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dénombrable, 2 (E) est infini non dénombrable. Il en résulte que la logique du
deuxiéme ordre ne convient pas a I’étude des fondements du nombre naturel.

Précisons un peu ce point. La notion de nombre naturel est I'une des
premiéres qui se présentent lorsqu’on aborde les mathématiques. L’étude des
fondements des mathématiques a pour but de reconnaitre la nature de telles
notions et de les ramener, si possible, a des notions plus élémentaires. La connais-
sance du nombre naturel équivaut a celle de I’ensemble N, ou si on préfére, a celle
dudénombrable. La logique du premier ordre essaie vainement de la ramener a des
procédures finitistes. La logique du second ordre, qui parait plus heureuse pour
aborder N, nécessite I’emploi de I’ensemble 22 (N) des parties de N. Or 22(N) est
une notion beaucoup moins claire encore que N. Pour le voir, partons des hypothé-
ses intuitives suivantes:

e (L,, S,) est une théorie du premier ordre pour les ensembles.
« N, ensemble des nombres naturels, est bien déterminé.

D’aprés ’axiome C4 de (L,, S,), ’axiome de I’ensemble des parties, il existe un
ensemble 2 (N) des parties de N. Nous avons montré que le cardinal de N, #(N),
est strictement inférieur a celui de 2 (N). Existe-t-il des ensembles dont le cardinal
est strictement supérieur a 4 (N) et strictement inférieur a 4 (<2 (N))? Pendant
longtemps, la conjecture la plus plausible fut qu’il n’y en avait pas. C’est I’hy-
pothése du continu. En 1963, Paul J. Cohen établit un résultat surprenant. Il donna
une suite illimitée de cardinaux distincts:

oy=0, a;, 0y, Ayy .0y Ay ... i=0,1,23,..

tels que ’on puisse adjoindre a (L,, S,) 'un quelconque des axiomes:
H; I’ensemble des cardinaux strictement compris entre #(N) et # (2 (N)) a le
cardinal o,

Plus précisément, si (L,, S,) est une théorie, (L,, S,U{H;}) est aussi une théorie.
Lorsque i=0, on obtient une théorie des ensembles satisfaisant I’hypothése du
continu. Lorsque i=0, 1, 2, 3, ..., on obtient autant de théories des ensembles
distinctes; car si i#k, H; et H, sont manifestement incompatibles.

En conséquence, il existe une infinité de maniéres distinctes de concevoir
2 (N) a partir d’'un méme N. Pour certains mathématiciens, la fagon la plus
“naturelle” est de prendre i=0. Paul J.Cohen estime, au contraire, que I’hypothése
du continu est “évidemment fausse™! Ainsi, méme quand on considére N comme
un ensemble “naturel”, on n’a pas d’idée claire sur ce que représente 2 (N). Plus
généralement, le passage d’un ensemble infini E a ’ensemble 2 (E) de ses parties
est une opération forte qui défie ’intuition. Par suite, on ne peut pas se référer a
2 (N) pour éclairer N. Autrement dit, la logique du second ordre n’est pas de
nature a nous aider dans I’étude des fondements du nombre naturel.
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9.2.4 Remarque

Pour autant qu’on ne se préoccupe plus de questions de fondements, la
logique du deuxiéme ordre ouvre des perspectives intéressantes, parce qu’elle
s’adapte bien a certaines situations naives. Par exemple, I’axiome original de
Peano, que nous avons vainement essayé de traduire en langage du premier ordre
sous la désignation Q (cf. formule (8.1), peut s’écrire sous la forme:

VR ((R(0) AVX(R,(x)—> R (x+ 1)))>VxR,(x))

dans tout langage du deuxiéme ordre comportant des constantes individuelles 0 et
1, et une constante-fonction notée +.

9.2.5 Remarque

Dans la méme perspective, la logique du deuxiéme ordre permet d’exprimer
facilement qu’un ensemble est infini: il suffit d’affirmer qu’il existe une bijection de
cet ensemble sur une de ses parties propres:

U0 = FF((VXVX'(F(x) = Fi(x")) > (x=x")) A @xVx'(T(F\(x") = x)))).

Cette formule appartient a tout langage du deuxiéme ordre L? et toute L2-structure
(E, J) satisfaisant a,, est telle que E soit infini. I est clair que (7o) exprime, au
contraire, que E est fini. Ainsi, a I’opposé de la logique du premier ordre, la logique
du deuxiéme ordre a prise sur la finitude et l'infinitude.

9.2.6 Remarque

D’un c6té, la logique du deuxiéme ordre se préte bien au traitement d’une
notion naive de finitude. De I’autre, elle s’appuie sur une notion de modéle qui
exige une théorie non naive des ensembles. Formulons une observation a ce
propos.

Nous savons que la “théorie” des ensembles du premier ordre de Zermelo-
Fraenkel admet un modéle dénombrable (E, J) — pour autant que ce soit une
théorie. Dans E figurent des éléments correspondant aux ensembles @, {D},
{J, {31}, ... ayant respectivement 0, 1, 2, ... éléments; et plus généralement, des
ensembles dont le cardinal est un numéral.

En vertu de Iaxiome de l’infini, il existe dans E des ensembles dont le
cardinal n’est pas un numéral; soit 4 I’'un d’entre eux. Les applications de 4 dans
lui-méme (au sens de E, J)) sont des ensembles de couples, donc des éléments de
E. E étant dénombrable, elles ne représentent qu’une portion négligeable de toutes
les applications au sens naif de A dans lui-méme (on vérifie facilement que ’ensem-
ble des applications “naives” de 4 dans lui-méme a un cardinal au moins égal a
celui de 2(4)). 1l est donc imprudent d’affirmer a priori ’existence dans E d’un
¢lément représentant une bijection de A4 sur une de ses parties propres.

En bref, la “naiveté” consiste ici a identifier les ensembles dont le cardinal
est un numéral avec les ensembles vérifiant ’axiome (e,). Cette identification
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n’implique probablement aucune contradiction; mais le fait échappe a toute
preuve élémentaire, en particulier 4 cause du caractére informel de la notion de
numeéral.

9.2.7 Remarque

Pour ce qui suit, nous convenons d’adopter I’identification mentionnée
ci-dessus. Dans tout langage du 2¢ ordre L? (comme d’ailleurs dans tout langage
du premier ordre), on peut écrire les formules suivantes:

o, =3x"Ix"(1(x"'=x"))
a3 Eaxlax”ax,”( —I ((xl =x//) v (xl = x///) v (x// =xl//)))

0, =3x’Ax”. AxDOA (X' = x) V(= X"V .. v (X =xD) v .. v (D = X)),

La traduction intuitive de o, est: “il existe n éléments distincts”. En vertu de la
convention initiale, la collection d’axiomes:

S={0t2, 0(3, ey an’ ey (—Iaw)}

n’admet aucun modéele. En revanche, toute partie finie 7 de S admet un modéle:
si Tc{oy, o, ... , o, (T12,)}, on peut construire un modéle de T ayant exactement
(m+1) éléments. Le théoréme de compacité de la logique du 1 ordre n’a donc pas
d’équivalent en logique du 2°¢ ordre.

On peut aussi remarquer — toujours sous réserve de la convention du dé-
but — que tout modéle de

T ={0, 03, ... , Oy, ...}

satisfait . Mais cela n’est vrai qu’a condition de prendre en compte une infinité
d’axiomes de 7. Cela exclut toute possibilité de preuve finitiste de o, 4 partir de
T’: le théoréme de complétude de la logique du 1° ordre n’est donc pas transpor-
table tel quel a la logique du 2° ordre.

9.2.8 Remarque

La remarque 9.2.4 suggére que la logique du 2° ordre se préte bien a la
description de I’arithmétique. C’est bien le cas, en effet. Elle convient aussi a la
topologie générale et a ’analyse (i.e. la théorie des nombres réels). Il est facile de
donner un langage du 2° ordre L? comportant un nombre fini de symboles propres
et un systéme d’axiomes de L? pour décrire les nombres réels. Cela fournit en
passant un exemple de systéme formel du 2° ordre comportant un nombre fini de
symboles propres, mais n’admettant aucun modéle dénombrable. Donc le
théoréme de Léwenheim — Skolem n’est pas valide tel quel en logique du 2° ordre.
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9.2.9 Logiques d’ordre supérieur a 2

On peut considérer des logiques d’ordre supérieur au deuxiéme. Il suffit
d’introduire de nouveaux symboles de constantes et de variables pour des fonc-
tions ou des relations dont les arguments sont, au moins en partie, des fonctions
ou des relations.

Par exemple, soit R,, un symbole de variable-relation m-aire du 2° ordre.
Considérons un symbole de fonction unaire F, caractérisé ainsi: x étant un sym-
bole de variable individuelle,

F\(R,)(x)=R,(x, x, ..., X)
—_—
F\(R,) apparait comme une relation unaire du premier ordre. F, peut donc étre
considéré comme une constante-fonction a un argument du type variable-relation
m-aire du 2° ordre, dont la valeur est une relation unaire du 1 ordre. F, est un
symbole du 3° ordre. Plus généralement, un symbole de constante-relation ou de
variable-relation du n-iéme ordre a pour argument des symboles d’ordre (r-1) au
plus, 'un d’eux au moins étant effectivement d’ordre (n-1).

Considérons quelques exemples simples: supposons d’abord qu’on veuille
ordonner par inclusion I’ensemble des parties d’un ensemble. On commence par
décrire ces parties a I’aide d’un symbole de variable-relation unaire R, du 2° ordre.
On introduit ensuite un symbole de variable-relation du 3¢ ordre R, (.,.) & deux
arguments du type variable-relation unaire du 2° ordre, satisfaisant la condition:

Ry(Ry, R)(Vx(Ri(x)~ Ry(x))).

Ce qui veut dire: ’ensemble des x tels que R {(x) est inclus dans celui des x tels que
R,(x).

Donnons un autre exemple. Soit < un symbole de relation binaire du
premier ordre ayant les propriétés formelles d’un ordre total (voir n° 2.1.10). Nous
aimerions exprimer formellement que < est un bon ordre. Cela peut se faire dans
un langage du 3° ordre L* en posant:

3F,(YR(@xR,(x)) = (R(F\(R) A (VYR ()~ (F,(R) 2 y))))

Dans cette formule, x et y sont des variables individuelles; R, est une variable-rela-
tion unaire du 2° ordre servant a décrire les parties d’un ensemble; F, est une
variable-fonction du 3° ordre, 4 un argument du type R, et a valeur de type
“individu”. Autrement dit, dans toute L’-structure (E, J), F, est interprétée comme
une fonction attachant a toute partie de E un élément de E. La formule ci-dessus
exprime qu’il existe une telle fonction attachant a toute partie non vide de E un
¢lément minimal de cette partie. On constate que, dans le cas particulier, le langage
du 3¢ ordre L suit d’assez prés la langue ordinaire. On pourrait parler du bon ordre
dans un langage du premier ordre L', mais il est facile de se convaincre que la
traduction est plus laborieuse.
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9.3 SUR LA LOGIQUE INTUITIONNISTE

9.3.0 Préambule

La complétude de la logique du premier ordre donne une base juridique
solide a un principe aujourd’hui accepté par la quasi-totalité des mathématiciens:

un objet mathématique existe dés que les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

o J’existence de cet objet n’implique pas contradiction;
e cet objet a été évoqué par un mathématicien au moins.

Ainsi les nombres complexes existent parce qu’on peut montrer que leur existence
n’introduit pas de contradiction dans la théorie des nombres réels; mais ils n’exis-
taient pas a I’époque d’Euclide, parce qu’aucun mathématicien ne les avait évoqués
(pourtant les similitudes centrales positives du plan étaient certainement connues
en ce temps-1a).

Ce principe conduit a admettre des démonstrations d’existence non cons-
tructives. Donnons-en un exemple:

Proposition: il existe deux nombres (réels) irrationnels a et b tels que
a’ soit rationnel.

Démonstration:  soita,=b, =\/-2_. Si @®' est rationnel, la démonstration est
achevée. Sinon, posons a,=a" et b2=\/-2_. Alors
a?=2. C.q.fd.

L’une exactement des deux éventualités convient, mais il est difficile de savoir
laquelle. Les tenants de la logique intuitionniste ne se déclarent pas satisfaits par
ce genre de démonstration.

9.3.1 L’idée de logique intuitionniste

La logique intuitionniste admet les mémes régles syntaxiques que la logique
du premier ordre. Elle accepte a peu prés les mémes axiomes logiques, mais elle
rejette la tautologie: ae—( 1( T1a)). Elle la remplace par les deux tautologies suivan-
tes:

a—=(1(T0)
To—(a—p)

Elle admet les mémes régles d’inférence que la logique du premier ordre. Cela
implique que tous les théorémes intuitionnistes sont valides en logique du premier
ordre. Toutefois la réciproque est fausse, puisque la logique intuitionniste n’admet
pas le principe du tiers exclu.

En logique du premier ordre, les tautologies sont définies a ’aide des
fonctions de vérité. Celles-ci sont a valeurs 0 ou 1, soit le faux ou le vrai. Ce n’est



Sur la logique intuitionniste 173

pas le cas de la logique intuitionniste qui, outre le faux et le vrai, connait une
troisiéme éventualité: ’indécidable. Elle se préte ainsi a la description, de exté-
rieur, d’un systéme formel du premier ordre incomplet tel que (L,, S,) ou (L,, S.),
ou apparaissent des théorémes, des négations de théorémes et des énoncés o
indécidables, ni o ni (Ta) n’étant des théorémes.

9.3.2 L’idée de mathématiques intuitionnistes

Les mathématiques intuitionnistes se développent & partir de la logique
intuitionniste comme les mathématiques classiques le font pour la logique du
premier ordre. Toutefois elles sont caractérisées par le principe suivant: un objet
mathématique intuitionniste n’existe que si I’on donne une procédure permettant
de déterminer effectivement tous les paramétres qui le fixent. Ainsi tout numéral
est un objet mathématique intuitionniste; tout quotient de numéraux aussi. Il existe
des nombres réels intuitionnistes et d’autres qui ne le sont pas. Par exemple, 7 est
un nombre réel intuitionniste car:

Au bout d’un nombre fini (numéral) d’opérations effectives sur des numéraux, on
trouve que la partie entiére de n est 3 parce que

4(1 _.1_+l_.1_+.1__l+i_l)<n<4_

357 9 11 13 15

Au bout d’un nombre fini de nouveaux calculs, on découvre le chiffre des dixiémes,
puis celui des centiémes et ainsi de suite. On donne = comme le “quadruple de la
somme alternée des inverses des numéraux impairs”. C’est 1 une consigne de
calcul qui s’énonce par une phrase finie traduisible dans le langage de I’arithméti-
que. Il en est de méme, par définition, de tous les nombres réels au sens intuition-
niste. Ils forment un ensemble dénombrable car tel est le cardinal de ’ensemble des
consignes effectivement exprimables en arithmétique. Comme les nombres réels au
sens ordinaire forment un ensemble qui a la puissance du continu, il en existe
certainement qui ne le sont pas au sens intuitionniste. Notons en passant la parenté
entre les nombres réels intuitionnistes et les fonctions “calculables”, c’est-a-dire les
fonctions récursives générales.

Chose remarquable, il existe des nombres réels au sens intuitionniste dont il
est impossible de savoir §’ils sont nuls ou non. Donnons-en un exemple. Abrégeons
par P(n) I’assertion: “n est un numeéral tel que les n premiéres décimales de = a
droite de la virgule se terminent par dix chiffres 7 consécutifs:

3, 141... ..7777777777.

n décimales

Posons alors:
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0 si Va((n<m)—(71P(n)))
% si (1< m) A P(n) A (Vp((n < p <m)— (1 P(p))).

m—

(Traduction: a,, est nul si les m premiéres décimales de 7 ne comportent pas de
séquence formée de dix 7 consécutifs; dans le cas contraire, a,,,=?, ou n est le plus

grand numeéral inférieur ou égal a m tel que P(n).)

La suite (ay, a,, a3, ... , 4,, ...) est formée de termes calculables. Elle converge
vers un nombre réel a au sens intuitionniste qui est nul si la partie décimale de =
ne comporte aucune séquence de dix 7 consécutifs ou si elle en comporte une
infinité. Si la partie décimale de # comporte exactement une collection finie non

. , 1 ,
vide de telles séquences, a est de la forme » pour un numéral p>0 convenable.

Selon les exigences de I'intuitionnisme, il n’existe aucun moyen de savoir si a est
nul ou non. Dans un certain sens, I’équation ax=0 est indécidable.

9.3.3 Remarque

L’intuitionnisme s’appuie sur des considérations de type philosophique. I1
développe une logique et une mathématique propres. Il n’admet que des objets
qu’on peut effectivement décrire: un numéral, une collection finie de numéraux. Il
nie ’existence réelle des ensembles infinis, des classes d’infinitude distinctes. A ce
propos, Paul J. Cohen formule une observation intéressante. Il note que
Consis (L,, S,) est un énoncé arithmétique dans L, qui n’admet pas de preuve dans
(L,, S,), bien qu’il soit certainement valide. Cela signifie que Consis (L,, S,) ne peut
étre prouvé sans raisonner sur des ensembles de cardinal supérieur au dénombra-
ble, qui peuvent étre décrits dans (L,, S,). Si on dénie & ces ensembles toute
signification pour les mathématiques, on renonce a tout espoir de prouver certains
faits arithmétiques. Selon Cohen, “cela constitue la plus grande faiblesse de la
position intuitionniste puisque des énoncés que ses tenants considérent comme
significatifs n’ont aucun espoir d’étre jamais tranchés selon leurs propres exigences”.

9.3.4 Remarque

11 est peut-étre utile de formuler une derniére remarque. La logique intui-
tionniste considére le vrai, le faux et 'indécidable. Mais le discours sur cette
logique ne connait que le vrai et le faux. Un théoréme de mathématiques intuition-
nistes n’est pas lui-méme indécidable, pas plus qu’un théoréme de calcul des
probabilités n’est simplement probable. En revanche la logique du premier ordre
et la logique naive ont la méme échelle de valeurs de vérité. C’est une simplification
bienvenue, mais peut-étre aussi une source de confusion.
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9.4 SUR LA LOGIQUE MODALE

9.4.0 Préambule

La logique formelle s’efforce de réduire au minimum le role de la sémantique
en faveur de I’aspect syntaxique. La logique du premier ordre est I’exemple d’une
réussite absolue dans ce sens, en vertu du théoréme de complétude. En effet, les
interprétations ensemblistes n’ajoutent rien aux possibilités de la pure syntaxe.
Elles n’en Gtent rien non plus et ¢’est heureux! La logique formelle apparait comme
un moyen, parmi d’autres, pour affermir une présomption, pour transformer une
conjecture en certitude et, plus généralement, comme une voie permettant d’éclai-
rer et de consolider une construction de la pensée. C’est le cas de la pratique des
mathématiques en particulier et de bien d’autres disciplines scientifiques ou non.

On peut toutefois essayer d’intégrer volontairement a la logique des
éléments d’interprétation. On parle alors de logique intentionnelle: elle prend en
compte l'intention de celui qui raisonne. Elle s’oppose 4 la logique purement
formelle, qualifiée d’extensionnelle, qui s’intéresse, dans leur extension, a des jeux
de signes dénués de contenu. En logique intentionnelle, on peut s’efforcer de garder
une certaine maitrise des éléments subjectifs liés au projet de celui qui raisonne; on
essaie de les circonscrire par des formalismes appropriés.

La notion d’implication nous donne un point d’accrochage. “o«—f” équivaut
formellement 4 “f ou non «”. Mais ordinairement, on I'utilise pour dire: “il est
impossible d’avoir « sans §”. C’est un exemple simple de proposition modale. Une
méme assertion peut étre énoncée sous divers modes, qui la “modifient”: elle peut
étre taxée de possible ou d’impossible, de nécessaire, de souhaitable, etc. La logique
modale traite de ce genre de discours. Elle fut étudiée et développée abondamment
par les scolastiques médiévaux. Au début du XX° siécle, elle fut remise a I"honneur
par Hugh Mac Coll et surtout par Clarence Irving Lewis dés 1918. Nous allons en
ébaucher une description.

Dans un langage du premier ordre, la formule

(x=x)=>(x)=Ax")
(ou fest un symbole de fonction unaire, x et x” deux symboles de variables) semble
plus nécessaire que (x=x’). La premiére est satisfaite dans toutes les interpréta-
tions convenables; la deuxiéme semble accidentelle. Inspirons-nous d’une idée de
Leibniz: une proposition est nécessaire quand elle est vraie dans tous les mondes
possibles; elle est possible lorsqu’elle est vraie dans un monde au moins, éventuelle-
ment le noétre.

9.4.1 Description d’un langage modal

Partons d’un langage du premier ordre L comportant un ensemble fini ou
dénombrable de symboles propres. Soit I une section commengante de
N={0, 1, 2, 3, ...} et soit
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”={Pi|i€1}={170a Pis o5 P }

un ensemble non vide, fini ou dénombrable d’énoncés dans L. Introduisons deux
nouveaux symboles [] et &. A partir des énoncés de I7 et de ces deux symboles,
nous allons former 1’ensemble Q(/7) des formules modales sur I1. Nous procédons
exactement comme pour la construction des formules du premier ordre a partir des
formules atomiques (cf. déf. 1.0.8).

Posons en effet les régles suivantes:

F) me) -

F)) sia, feQUD), (T1a), (¢ Ap), (Vv p), (xa—f), (aef) sont dans Q(IT)

F;) si aeQ(I]), (Ou) et (Oo) sont dans Q(IT)

F,) iln’y a pas d’autres formules dans (IT) que celles qui résultent de I’applica-
tion des régles F,, F, et F,.

(Oa) se lit “il est nécessaire que «”; (< a) se lit “il est possible que o”.

L’introduction des parenthéses nous assure 'unique lisibilité des formules
modales sur /7. Par la suite, nous nous permettrons quelques libertés dans ’emploi
des parenthéses, afin d’alléger les écritures.

Les formules modales premiéres de (1) sont:

* les formules de 17
o les formules de 2(/7) de la forme ((J&) ou (<a), ou acR(IT).

Deésignons par PM(II) ’ensemble des formules modales premiéres de (/7). On
peut écrire:

QUD)=®(PM(IT))  (cf. définition 3.1.2)

Autrement dit, Q(IT) est ’ensemble des formes propositionnelles construit sur
PM(IT). On peut donc définir les fonctions de vérité sur Q(IT) (cf. définition 3.1.8)
et, par suite, les tautologies modales sur IT (cf. définition 3.1.14).

9.4.2 Mondes et modéles

Définissons maintenant I'idée de modéle de Q(1IT).

Donnons-nous une fois pour toutes un “grand ensemble” X; nous entendons
que 2 est au moins dénombrable. Nous appellerons L-X-monde, ou tout simple-
ment monde, toute L-structure (E, J) ou E est un sous-ensemble de X. On vérifie
sans peine que les L-2-mondes forment un ensemble que nous appellerons
M(L, %), ou plus simplement M. Désignons encore par P;’ensemble des mondes
satisfaisant ’énoncé p,, p,€IT; et posons:

P={P, P, ..}={Pjicl}.

Alors, par définition, (P, M) est un modéle de 2(11).
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9.4.3 Reégles de satisfaction modales

Notons que la terminologie utilisée ici s’écarte de celle a laquelle la logique
du premier ordre nous a habitués. Elle va révéler son utilité dans les régles de
satisfaction modales. Prenons aeQ(IT) et Ae M. L’assertion: “o est satisfait dans A”,
qu’on note (M, A)=a, est définie par les régles suivantes:

1) (M, A)=p=A€eP; (ieD)
2) (M, A)=("1a)<> il est faux que (M, A)=a
M, A)=(@AP)<=>(M, A)=a et (M, A)=p
(M, A)y=(av f)y<=(M, A)=a ou (M, A)=p
(M, A)=(a—P)<(M, A)=p ou (M, A)=("1e)
M, A) = (aef)=>(M, A)=(a—p) et (M, A)=(B—-a) o, feQ(IT)
3) (M, A)=(0a)<> pour tout BeM, (M, B)=a
4) (M, A)=(Oa)< il existe BeM, tel que (M, B)=a.

Il convient de lire attentivement les régles 3) et 4) afin de se convaincre qu’elles
s’accordent avec les locutions “il est nécessaire que «” et “il est possible que a”.
Ainsi la régle 3 exprime que « est nécessaire quand elle est satisfaite dans tous les
mondes possibles, conformément a la conception de Leibniz.

9.4.4 Quelques formules modales valides

On dit que la formule modale aeQ(I7) est valide et on note =a si, pour tout
modéle (M, P) et pour tout monde AeM, (M, A)=o.

Les définitions et les conventions précédentes vont s’éclairer lorsque nous
considérerons les formule modales valides suivantes.

(NE) pour tout aeQ(IT):=Ja—a ©.1)

(Intuitivement: tout ce qui est nécessaire, est (necesse ad esse).) Etablissons-le.
Nous devons montrer que, dans tout modéle (M, P) de (IT) et pour tout monde
AeM :(M, A)=a—o.
Or:

M, A)=a ou (M, A)=("0).

Dans le second cas, il est faux que (M, A)=({a). D’ou (NE).
Signalons en passant que les désignations de ces formules modales valides
ont été introduites par Irving Lewis.

(5) pour tout aeQ(I) = Ca—<aq, 9.2)

(ce qui est possible est nécessairement possible).
En effet, soit (M, P) un modéle de Q(I7) et soit AeM.

M, A)=0O<Ca ou il est faux que (M, A)=[1Ca.

Dans le second cas, il existe BeM tel que (M, B)= 1<,
Par suite, il est faux que (M, A)= <Ca. D’ou (5).
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(déf. ©) pour tout aeQ(IT): = Cae1(O(T10) 9.3)
(intuitivement, est possible tout ce dont la négation n’est pas nécessaire).

En effet, soit (M, P) un modéle de Q(IT) et AcM. Nous devons montrer que:
M, A)= Oae>1(O( 1)), soit que

ot M, A)=Sa—1(O(M0) 9.5)
M, A)=1(O(1x))—» Ca 9.6)

e Si (M, A)=1(0O( 1)), (9.5) est satisfait.

e Si(M, A)=[(a), pour tout monde BeM, (M, B)=("1«); autrement dit, il est
faux que (M, B)=a. Par suite, il est faux que (M, A)=<a. Done
(M, A)= 1(COa) et (9.5) est satisfait dans tous les cas.

e Si(M, A)=<a, (9.6) est satisfait.

e Si(M, A)=(T10w), il est faux que (M, A)=Ca. Donc pour tout monde Be M,
(M, B)=("a). Par suite (M, A)=[1(1a) et (9.6) est satisfait dans tous les cas.

Il résulte de (déf. ©) qu’on pourrait se contenter du symbole ] et faire I’économie
de ©. On observe la une analogie marquée avec le jeu des quantificateurs.

(K) pour tous a, feQ(Il): = O(a—pf)—(Oa—0P), 9.7
(s’il est nécessaire que « implique S, la nécessité de o implique celle de f).
En effet, soit (M, P) un modele de Q(I7) et AeM:

e Si (M, A)=0a—[p, alors (M, A)=O(e—pf)—(Oa—0OH).

e Si (M, A)=1(0Oa—0pP), alors (M, A)=1(0P) et (M, A)=c.
Il existe donc BeM tel que (M, B)=(71p); en outre (M, B)=a.
Donc il est faux que (M, B)=(a—pf). Par suite, (M, A)="1(O(x—p)) et
M, A)=0(a—p)—(da—0p). D’ou (K).

(PL) sia est une tautologie modale de Q(I7), =a. 9.8)

Cela exige une explication. Montrons qu’a tout modéle (M, P) de (I]) et a tout
monde A(=(A4, J)) dans M, on peut attacher une fonction de vérité V' bien
déterminée sur Q(I1).

Posons:

. N[ 1 si(4,)ep,
@ sipell, Vp): { 0 si(4, J)=(Tp). 69

L) si a, feR(ID),
a) V(Ma):=14+ V()
b) V(aAp):=V() - V(B)
c) Vavp):=V()+ VB + V() - V(B (9.10)
d) V(a—=p):=1+V(@)+ V() - V(p)
e) V(aep):=1+V()+ V(B)
(cf. 3.1.2, formules a), b), c), d), e)).
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1 si, quel que soit (B, J)eM, (B, J)=a ©.11)

0 dans le cas contraire. ' '

1 sl existe (B, J')eM tel que (B, J')=o (9.12)
dans le cas contraire.

(1) si aeQ(ID), V(l:loz)::{

V) si 0eQ(I), V(<>a):={

En vertu de I"'unique lisibilité de formules modales de I7 en fonction des formules
modales premiéres, la fonction

V:QUT)~F,

est bien déterminée. Les régles (II) nous assurent que V est bien une fonction de
vérité sur Q(I7). On vérifie aisément, en comparant les régles (I), (II), (III), (IV) et
les régles 1), 2), 3), 4) que, si acQ(I1),

(M, A)=as=V(a)=1.

Si « est une tautologie modale de Q(IT), V(«)=1. Donc (M, A)=a. Cela vaut pour
tout modéle M et tout monde 4 dans M. Donc =a. L’assertion (PL) est donc
satisfaite.

Comme le montrent les régles (I) a (IV), cette propriété repose bien sur la
logique des propositions. Respectant les notations conventionnelles, nous la dési-
gnons par (PL) (de “propositional logic”).

Jusqu’ici nous avons joué simultanément sur I’aspect syntaxique et sur les
interprétations sémantiques des formules modales. Il est intéressant de noter qu’on
peut éliminer toute interprétation ensembliste. Ainsi on peut introduire deux régles
d’inférence modale:

o la régle de nécessité (RN) —— 9.13)
o
* la régle de la logique des propositions (RLP)

(si (ot; > (o, —=...—>(ct,—f))...) est une tautologie modale, alors %. 9.14)
Une preuve modale de ¢, peQ(IT), est une suite de formules valides de
QI :ay, oy, ... , &, =@ telle que, pour tout indice iefl, 2, ...p}, «; soit ou bien I'une
des formules (NE), (5), (déf. ©), (K), (PL), ou bien une formule dérivée des o, ou
k <i selon I'une des régles d’inférence (RN) ou (RLP). La formule ¢ est alors un
théoréme modal et on note +g.
A titre d’exemple, démontrons que:

pour tout aeQ(11): Foa—(Ca),
on peut écrire successivement:

FO(T@)—(Te)  (NE) applique a (7o)

HOM®) =) >(@@—>"10O(T0))  (PL)

OC9=(19) (@211 p)p
Fa—(0(Te)) ©.15)

FA(O(a)—<Oa  (déf. ©) appliqué a o




180 Apergus sur d’autres logiques formelles

FH(O(e)e<Ca)=>(1(O(w) - Oa) (PL)
(M(O))=C0) (UO(M0)=Ca)=>(NO(T)— Cw) (RLP)
FA(O(Ta0))— Oa 9.16)

Fo—(O(1))~>((O(T0) = Ca)= (- Ca))  (PL) 9.17)
Fa—sOGa  (RLP) appliqué a (9.15), (9.16) et (9.17)).

Ce théoréme modal est connu sous la désignation scolastique: “esse ad
posse”, ce qui est est possible.

Nous n’avons donné aucune indication sur le choix des énoncés p,, p,, ...
composant /1. On pourrait parfaitement partir d’un ensemble au plus dénombra-
ble quelconque I1={p,, p,, ...}, former ’ensemble ©2(/T) des formules modales sur
IT selon les régles F)), F,), F,), F,), poser comme axiomes les formules (NE), (5),
(déf. ©), (K) et (PL) pour tous les ae(IT) et enfin adopter la notion de preuve
modale telle qu’elle découle des régles d’inférences (RN) et (RLP). Irving Lewis a
appelé systéme de logique modale (S5) sur IT cette construction.

On peut prouver que le systéme (S5) que nous avons décrit initialement est
complet en ce sens que toute formule modale valide « (testée sur les modéles de
Q(IT) est un théoréme modal et réciproquement: autrement dit,

pour tout aeQ(Il): Eo<>ta

Le systéme (SS5) constitue une logique de la nécessité. En changeant
d’axiomes et de régles d’inférence, on peut construire d’autres systémes logiques
modaux. Certains de ces systémes sont dits déontigues; ils fournissent une logique
du devoir. Le symbole [] y est remplacé par O. Si « est une formule, (O«) se lit “il
est obligatoire que a” ou “a est obligatoire”. Avec cette convention, 71(O(a))
peutse lire: “o est permis”. Dans de tels systémes, on peut poser des axiomes tels que:

((Oa) A (OB))—(O(x A B))
(O(av (1))
T1(O(x A (1))

et des régles d’inférence de la forme:

a—p
a—0Op

dont l'interprétation intuitive est évidente.

D’autres systémes sont appelés doxastiques ou logiques de I'opinion. Le
symbole []J est remplacé par C. Cu se lit: “on croit que a” ou “I’opinion est que
o”. Bien entendu les systémes doxastiques ont leurs propres axiomes et leurs
propres régles d’inférence. On peut aussi combiner les symboles [, O, C et
introduire d’autres symboles. On peut former des logiques épistémiques (de la
connaissance), optatives (du choix), légales, etc., presque a I'infini. Il est intéressant
de noter que certains de ces systémes possédent des propriétés de complétude ou
de décidabilité.



CHAPITRE 10
Epilogue

Nous voici parvenus au terme de cette incursion dans le domaine de la
logique. Nous avons fait la part belle a la logique formelle, et particuliérement a
celle du premier ordre. En procédant de la sorte, nous visions un double but.

D’une part, nous avons tenté de présenter quelques faits logiques non
évidents. Le théoréme de complétude de Godel et quelques-unes des propositions
qui gravitent autour de lui sont de ceux-1a. Ils sont relativement faciles d’accés et
pourtant ils débouchent sur des phénoménes qui excitent 'imagination et qui
deéfient le “sens commun”. A ceux qui voient dans la logique un tissu de banalités,
nous espérons avoir donné matiere a réflexion.

D’autre part, nous avons €ébauché ici ou 1a quelques remarques touchant la
langue courante et la logique ordinaire. La logique du premier ordre nous a servi
en quelque sorte de référentiel. Par comparaison avec cette machinerie inflexible,
les subtilités du discours naturel apparaissent plus clairement. Peut-&tre avons-
nous ainsi fait entrevoir d’autres aspects de la logique.

Cette double visée nous a paru ménager une entrée possible dans le domaine
si riche et si divers de la logique. D’ou le titre de ce modeste ouvrage qui aurait
atteint son but s’il incitait quelque lecteur a pousser plus loin ses réflexions et ses
investigations.

e it
il XA

Y
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Chapitre 0

1. Mettre les argumentations suivantes sous forme de chaines de syllogismes
en faisant apparaitre les hypothéses et les conclusions sous-entendues:
e Un losange est un parallélogramme. Mais certains losanges sont des carrés.
¢ Paul sera la dans cinq minutes; il a une bicyclette et il habite 4 moins d’un
kilométre d’ici.
» Voulez-vous m’acheter un billet de tombola?
Merci, j’en ai déja acheté un!

2. Etudier le paradoxe du barbier. Dans une forteresse isolée, occupée
exclusivement par la totalité des hommes d’un régiment, un ordre a été affiché:
“Aprés-demain vendredi, inspection générale du régiment. Tous les hommes se-
ront rasés. Ceux qui ne se rasent pas eux-mémes seront rasés par le barbier du
régiment.”

3. Etudier le passage suivant extrait de “Epiménide le menteur” de A. Koyré:
“Car enfin, il semble clair qu’il y a toujours une chose que I’on ne peut pas mettre
dans un sac, si grand soit-il, c’est le sac lui-méme; en effet, le contenant doit
toujours étre plus grand que le contenu...”

Chapitre 1
4. On donne un langage du premier ordre L par:
Cst(L)={c, ¢}, Fet(L)={f), f3}, Rel(L)={R,}.

Parmi les agrégats suivants, reconnaitre ceux qui sont des termes et ceux qui sont
des formules de L:

x x'=c filx,x) ¢

Rz(fz(x: C), (x= X))

(fi(e, x, Ry(c, x))=fc, x)

((fx(x, ¢, folx, ) =folx, f(x, ¢, fo(x, N)((Rox, folx, €))))
((fslx, X vx=c)  (AVx(x=fx, ¢)))

SHEGSAx, fox, x), ¢), ), fo(x, %), ©), ©)

(ev(Te)  ((Ix(fy(x, x)=fi(x, x, X))~ (,=13))
Vx(T(e=c))  (Vx(T(x=x))).

5. Donner I’arbre de formation de chacune des formules suivantes:

(x=)A (X" =€) =(x=x)

(Vx(Vx'(fy(x, x)=filc, NN ((x=c) A (x" =)
((TR(x, ) vV (T Ryfe, 1)) = @x(fc, X)=1(x, ))))
((fax, =N A((x=0) v (c=x))~>(T(fc, ©)=x))).
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6. a) Définir la notion d’arbre de formation d’un terme d’un langage du
premier ordre L.
b) Vérifier que les agrégats de symboles suivants sont des termes dans un
langage du premier ordre approprié et donner leur arbre de forma-
tion.

Llfax, %), 0i@)  x AGGG)))
S, fo(x, x), filfale, X))).

c) Former des termes admettant les arbres de formation suivants:

7. Donner I’ensemble des variables libres de chacune des formules suivantes:

les deux premiéres formules de ’exercice 5
(Vx((Ax'(Ry(x, x') > (x=x)) v (x=¢)))
(x=c) v(x=¢)—(Vx(c=c"))

((Vx(fy(x, ) =x)) v @Ax'((x=x") A (Vx(x =0))))).

8. Soit 4,, A, ..., A,, peN*, des agrégats de symboles, vides ou non. On dit
que l'agrégat A=A4,4,...4, obtenu en juxtaposant dans 'ordre A4, 4,, ..., 4,
résulte de la concaténation de A, Ay, ..., A,. Si A résulte de la concaténation des
agrégats non vides A4, et 4,, A, est une section commengante propre de A4 et A, est
une section terminale propre de A. A est une section commengante et terminale de
lui-méme.

Déterminer, parmi les agrégats suivants, ceux qui résultent de la concaté-
nation de formules du premier ordre:

o (x=)Alfox, )=Sfoe, XN (e=NfoAx, x)=/(x))

¢ (x=x)A(r=)A(X'=)(x=/(x))

o (=) A (x=x)Ry(x, OR,(fox, X))

o (x=xN(x"=x")A(x=x"Nx"=)(x" =) A (x" =£i(x))).

9. Considérons un langage M (non du premier ordre!) donné comme suit:
e symboles: a, b
o formules de M:
» b est une formule de M
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» Si Fest une formule de M, Fb aussi

e Si Fest une formule de M, aFa aussi

e Il n’y a pas d’autres formules de M que celles qui découlent des régles
précédentes.
Parmi les agrégats suivants, lesquels sont des formules de M:
bbbb aaabaaba ababa aabbbababbb

abaaba aa..a bb..b aa...a aa...abaa...abaa...a ?
n m P n m J

10. Soit L un langage du premier ordre comportant un symbole de constante
¢. Soit o une formule de L. L’agrégat de symboles obtenu en remplagant chaque
occurrence de ¢ dans a par le symbole de variable x est encore une formule de L.

Montrer qu’en général cette conclusion est fausse lorsqu’on remplace
chaque occurrence de x par c.

11. La “notation polonaise” obéit aux régles suivantes:

» 71 concerne la plus courte séquence de symboles qui le suit et qui constitue une
formule, méme régle pour Vx et Ix, ou x est un symbole de variable.

» A concerne la plus courte séquence de symboles qui le suit et qui résulte de la
concaténation de deux formules; méme régle pour v, — et <.

Transcrire les formules du premier ordre suivantes dans la “notation polonaise™:

o ((Ry(x, ) A(U(x=0)))~ Ryfc, X))

o (%, ©), fole, x))=x)

¢ ((x=x)A X" =x")A(x=x"))

o (Vx(folx, x)=c))

o (VxRy(x, ) v(TI(3ExRy(x, ¢))))

o ((Ryx, x) v Ry(x’, X)) v Ryx, X)) = (Rofx, X') v (Ry(x', x”) v Ry(x, x"))))

Vérifier qu’on peut retrouver les formules initiales a partir des expressions polo-
naises obtenues.

12. Dans la notation polonaise, le terme dont I’expression ordinaire est
[t ...y t,) s'€crit ft,...t,. Dans tout agrégat 4 =S,S,...S, ne comportant que des
symboles de constantes, de variables et de fonctions, posons:

z(S,):=1 si S, est un symbole de constante ou de variable;

z(S,):=1—nsi S, est un symbole de fonction n-aire;

2(S}S,...S,) 1 =2(S) +2(Sy) + ... +2(S,,).

o Vérifier que si 4 résulte de la concaténation de 4,, 4,, ..., 4, alors
z2(A)=z(A,)+2(4)+... +2(4,).

* Montrer que, pour tout terme ¢ écrit dans la notation polonaise, z(f)=1.

* Montrer que, dans la notation polonaise, toute section terminale d’un terme est
une concaténation de termes; qu’aucune section commengante propre n’est une
concaténation de termes.

e Soit un terme ¢ écrit dans la notation polonaise et supposons que
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’

t=f,t...t,=f,t)...1,,0uf,, f,sontdessymbolesde fonctions, ¢, ... , 4, £1,..., £,

des abréviations pour des termes. Montrer que:

anf[I) 5 n=[7 5 tIEt;’ .,.,tnEt,,,.
En déduire un théoréme d’unique lisibilité pour les termes dans la notation
polonaise.
13. En s’inspirant de I’exercice précédent, établir un théoréme d’unique
lisibilité des formules dans la notation polonaise.
Indication: on suggeére de poser:

2(71):=0
2(=)=z(r)=z(v)=2(=)=2(=)=2(V)=2(3):= -1
z(R,):=1—n.

14. Considérons un langage du premier ordre L donné par:
Cst(L)={c} ; Fect(L)={"} ; Rel(L)=9.

Le symbole f”“est mis pour f3 et désigne une fonction binaire, numéro 0. Les
symboles de variables sont notés x, x’, x”, ... On peut donc écrire toute formule
de L avec les quinze signes:

®» T AV s e = cx f(), 3V
Donner un ordre lexicographique sur For(L) en admettant que si o, feFor(L):

o o précéde f si le nombre de signes de « est inférieur a celui des signes de f.
» et B sont ordonnées selon ’ordre alphabétique donné par (*) lorsqu’elles ont
le méme nombre de signes.

Ecrire les dix premiéres formules de L selon cet ordre.

Chapitre 2
15. Effectuer les vérifications indiquées aux exemples 2.2.24 et 2.2.25.

16. On considére le langage L, donné par:

Cst(L)={c} ; Fet(Ly)={} ; Rel(L)={Ry}.

Soit E,={u, v, w} un ensemble de trois éléments.
Dénombrer les Ly-structures de la forme (E,, J), ou J est une interprétation dans
E,.

17. Reprendre le langage L, de ’exercice précédent.
Soit E,={0, 1, 2, 3, ...}. Soit J, l'interprétation dans E, donnée par:

Jy(e)=0
L) EyxE—E

(a, b maximum de a et b
JARy): {(a, b)eE, x E,| a divise b}.
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Soit s, la spécialisation de J, donnée par:
5(x)=0, 5,(x)=1, s,(x)=2, ...

i) Déterminer les images par s, des termes suivants:
¢ ;5 fle, x) 5 flfalx, X), fole, X))
SLAX x7), x), x).

ii) Parmi les formules suivantes, quelles sont celles qui sont satisfaites par (E,, J,)
pour s,
(c=x) 5 ("=fic, X)) ; R, (X', x"));
((ARLfAX", ), X)) A (foe, €)=X)).
(x=x") v (c=x)-(f(x, x)=X"))
(VxRy(x, X)) 5 (@x(fix, x)=¢))
(Ax(Vx'(Ry(x, Xy Ry(X', X)))).

18. Considérons le langage L, de I’exercice 16 (voir aussi exemples 2.2.3,
2.2.24 et 2.2.25) et, dans L,, les énoncés:

¥ = (VX(VX'(Ry(x, x) v Ry(X', X))))
0= ((Vx(Vx'(fy(x, x)=/(x", X)) A (VX(VX' (VX" (Ry(x, x) =
Ry(fox, x7), Xy X" ))))-

Un modéle de S={p,, ¢,, 93, ¥, ¥, ¥, 8}, 00 @, ¢,, @, sont les énoncés de
I’exemple 2.2.24, y, et y, les énoncés de ’exemple 2.2.25, est appelé groupe
commutatif ordonné.

i) Montrer que (E;, J;) de ’exemple 2.2.24 n’est pas un groupe commutatif
ordonné.
ii) Trouver un modéle de S.

19. Soit (E, J) une L-structure et s une spécialisation de (E, J). Soit geFor(L).
Montrer que, si x et x’ sont des symboles de variables:

(£, D)= ((Vx(Vx'9))=(Vx'(Vxp)))s]

20. Soit (E, J) une L-structure et s une spécialisation de (E, ."). Soit a, § deux
formules de L. '
a) Montrer que (E, J)=(a v (T1a))[s].
b) Montrer que, si (E, J)=(a—p)s] et (E, N=ofs], alors (E, J)=p[s].
¢) Montrer que (E, J)=((o A (TTa))—=B)[s].

21. Dans le plan de la géométrie €lémentaire, on considére la propriété pour
trois points d’étre alignés (c’est-a-dire d’appartenir a une méme droite). Trouver
un langage du premier ordre L et des énoncés dans L permettant de décrire
formellement cette situation.

22. Donner un langage du premier ordre L propre a décrire une commu-
nauté humaine (famille, tribu, etc.) ou on distingue le sexe de chaque individu, les
relationsd’époux, de parents aenfants et éventuellement d’autres (ancienneté, etc.).

Décrire d’une maniére détaillée des exemples de L-structures finies.
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Trouver des énoncés dans L qui sont satisfaits naturellement dans toute
L-structure donnée par une communauté a un moment fixé. Essayer de caractériser
formellement la monogamie, la polygamie, le fait que x et y ont le droit de se
marier, etc.

Chapitre 3

23. Dresser les tables de vérité des fonctions propositionnelles suivantes en
fonction des valeurs de vérité des formes propositionnelles 4, B, C:

* ((A»B)»A)-A)-B)
e (A-((MA4)-4))
e ((AA(TB) Vv B)
e (AAB)=»(BAO)

24. a) Dénombrer les fonctions n-aires & arguments et valeurs dans
F,={0, 1}.

b) Dresser les tables des fonctions unaires a arguments et valeurs dans
[F,. Pour chaque table, trouver une forme propositionnelle dépen-
dant d’une formule premiére 4 et admettant cette table de valeurs.

¢) Méme question pour les fonctions binaires de F2 dans FF,.

d) Choisir une fonction f: F3—F,. Essayer de trouver une forme propo-
sitionnelle dépendant de trois formules premiéres A, B, C, corres-
pondant a f.

e) Que peut-on dire de deux formes propositionnelles dépendant des
mémes formules premiéres et déterminant la méme fonction a argu-
ments et valeurs dans [,?

Comment peut-on en construire?

25. Soit E un ensemble non vide. A toute forme propositionnelle Fe®d(E)
comportant les éléments A4,, 4,, ..., 4, de E, on peut attacher une fonction n-aire,
dite “de Boole™:

F(0, 1y'-{0, 1),

déterminée comme suit: soit (¢, &,, ..., &,) un n-uple d’éléments de {0, 1},
Fle,, &, ..., &,) est la valeur de V(F) pour toute fonction de vérité V telle que
V(A)=¢,i=1,2,...,n. Lafonction F peut étre schématisée par une “boite noire”:

A|—'>
Ay ——>

“m

—> F

A, —>




Exercices 189

Aux entrées marquées A4,, 4,, ..., 4,, on peut inscrire les valeurs ¢, &, ..., &,
respectivement, et a la sortie, la valeur correspondante de F. On peut considérer
des boites noires €lémentaires relatives aux connecteurs 71, A, v, — et <>, notées
respectivement 1, A, ¥, 5 et <». On peut combiner ces boites conformément aux
nombres de leurs entrées:

S A

—{>—
I =S

<t

est un schéma donnant une décomposition de la boite F lorsque
F=(((TA)v B)»B) a 'aide de T, ¥ et 5.

¢ Donner des schémas relatifs a:
(((A-B)—(4 A B))>B)
(A= (IB) V(A A C)>(Av O)
* Montrer qu’on peut décomposer toute boite noire en boites noires élémentaires
et A.
» Montrer qu’on ne peut pas faire I’économie de la boite noire élémentaire .
Note: Les schémas considérés peuvent étre matérialisés par des montages élec-,
triques ou pneumatiques; on peut ainsi réaliser des machines a calcul
propositionnel.

Chapitre 4
26. Montrer que dans toute L-structure (E, J)

(E, J)=(Vx(Vx' (VX" (VX" (x=x) A (' =X") A (X" =X"")))>
((x=x) A" =x"D A X" =x")N)))-

27. Dans I’ensemble des droites du plan de la géométrie ordinaire, on
considére la relation de parallélisme notée ||, exprimant que deux droites ont la
méme direction. On y introduit en outre la relation de perpendicularité notée L.

Introduire un langage du premier ordre L et des énoncés dans L permettant
de décrire formellement cette situation. On notera (x||y) au lieu de ||(x, y) et (xLy)
au lieu de L(x, y). Montrer que dans cette interprétation, les formules obtenues en
remplagant le symbole = par || dans les axiomes ae I’égalité sont satisfaites.
Peut-on en dire autant de L?
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28. Dans I’ensemble R des nombres réels, considérons comme indiscernables
deux nombres a et b tels que |a—b| < 10~°. Nous noterons alors axb.

Transcrire les axiomes de Leibniz en y substituant un symbole de relation
binaire R, au symbole =. Montrer que R muni de la relation ~ ne vérifie qu’une
partie des axiomes ainsi obtenus.

A Taide de R,, écrire des axiomes dont R muni de la relation = soit un
modéle et qui ne soient pas satisfaits par R muni de ’égalité.

Chapitre 5

29. Au cours de la démonstration de la proposition 5.3.4, on a montré que
I’axiome de Henkin H,(¢) n’est qu’une paraphrase de ’axiome H,(71¢). Découvrir
et établir une parenté analogue entre les axiomes des quantificateurs d’un langage
L (cf. déf. 5.3.0).

30. Appelons pavage du plan la donnée d’une famille dénombrable de régions
polygonales dont les intérieurs sont d’un seul tenant, appelées contrées, telles que:

e tout point du plan appartienne a une contrée au moins;
« tout point intérieur a une contrée n’appartienne qu’a cette seule contrée.

Deux contrées sont dites adjacentes lorsqu’elles sont distinctes et qu’elles ont au

moins un segment de droite en commun.

a) Décrire quelques pavages du plan. En montrer un, tel qu’il existe un point du
plan appartenant a une infinité de contrées.

b) Soit P={c,, ¢}, ¢, ..., 5, ...} un pavage du plan, ¢, i=1, 2, ..., p, ... €tant les
contrées de ce pavage. Trouver un langage du premier ordre L et des axiomes
S dont P soit un modéle; on introduira un symbole de relation binaire R,
traduisant formellement ’adjacence des contrées.

¢) On dit qu’on peut colorier le pavage P avec n couleurs Ty, T, ..., T, lorsqu’on
peut attribuer a chaque contrée une couleur unique prise dans {7}, 75, ..., T},
de maniére que deux contrées adjacentes aient des couleurs différentes.

Considérons le langage L’ obtenu en adjoignant a L:
* les symboles de constantes ¢y, ¢, ¢y, ... , Cpy ...
 nsymboles de relations unaires R!, R?, ..., R".

Supposons qu’on ait réussi a colorier le pavage P avec n couleurs. Montrer que le
pavage colori¢ P est un modéle d’un systeme S’ d’énoncés sans quantificateurs
dans L’ traduisant:

i) les incidences des contrées de P

ii) le fait que chaque contrée a ’'une des » couleurs

iii) le fait que les contrées adjacentes ont des couleurs différentes.

d) Montrer que si toute partie finie de P peut étre coloriée avec n couleurs, il en
est de méme de P.
e) Montrer qu'on peut immédiatement étendre ce résultat a d’autres situations
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que les pavages du plan.

Note: Ce résultat joue un role dans le probléme dit “des quatre couleurs”.

Chapitre 6

31. Soit (L, S) un systéme formel et a, §, y des énoncés de L. Etablir les régles
d’inférence suivantes:

a) SUla, ity =SUA B}y
b) (StaetStHP) =Sk (@np)
c) (SU{a}Fyet SU{BFy) =SU{av B}ty
d) (StoaouStp) =>Stavp

e) SU{fa} B =St(o)vp
f) SFavp =SU(T) F B
g) (St (xvp) et SU{y} F o) =SU{f-y}F a
h) SU{B} F a =St (B-0a).

Trouver celles d’entre elles qui admettent une réciproque.

32. Soit (L, S) une théorie du premier ordre. Soit 4 un symbole de constante
n’apparaissant dans aucun énoncé de S. Soit ¢ une formule de L.
Montrer que, si S| ¢, alors:

S F Vx(p?)

ou x est un symbole de variable n’apparaissant pas dans ¢ et ou ¢¢ est la formule
obtenue en remplagant, dans ¢, le symbole d par x (cf. exercice 10).
Interpréter le résultat obtenu.

33. On parle en mathématiques de “condition nécessaire”, de “condition
suffisante”, de “condition nécessaire et suffisante”.
Préciser le sens de ces expressions dans une théorie du premier ordre.

34. Une théorie (L, S) du premier ordre est dite compléte si, pour tout énoncé
o de L, on a soit St a, soit S+ (TTa) (cf. déf. 8.4.1).

Deux modéles (E, J) et (E’, J') d’une théorie (L, S) du premier ordre sont
dits élémentairement équivalents lorsque tout énoncé de L satisfait dans (E, J) Iest
aussi dans (E£’, J'), et réciproquement.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

e (L, S) est une théorie compléte.

o Deux modéles quelconques de (L, S) sont élémentairement équivalents.

» L’ensemble des théorémes de (L, S) coincide avec ’ensemble des énoncés de L
satisfaits dans un modéle de (L, S).

Donner un exemple de théorie compléte et trouver quelques théorémes non banals
(i.e. qui ne soient pas des axiomes de la théorie).

35. Une théorie du premier ordre (L, S) est dite axiomatisable de maniére
finie— AMF—lorsque I’ensemble de ses théorémes coincide avec celui d’une théorie
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(L, T) ou T est un ensemble fini d’énoncés.

¢ Montrer que si (L, S) est AMF, on peut s’arranger pour que ses axiomes
non-logiques se réduisent & un énoncé au plus.

e Montrer que si (L, S) est AMF, il existe une partie finie S,< .S telle que (L, S)
et (L, S,) aient les mémes théorémes.

36. Soit L un langage du premier ordre. Une formule gpeFor(L) est dite
logiquement valide lorsque: @ I ¢ (i.e. il existe une preuve de ¢ a partir de I’ensem-
ble vide d’énoncés non-logiques de L). Deux formules o et f de L sont dites
logiquement équivalentes si a—f est logiquement valide. On note alors « = S.

a) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes:

e aHf

e pour toute L-structure (E, J) et toute spécialisation s de (E, J):
(E, Ny=alsl<(E, J)=fls]

» pour toute L-structure (E, J) et toute spécialisation s de (E, J):

(E, )= @oPls]

b) Donner quelques exemples de paires de formules logiquement équivalentes
dans un langage du premier ordre qu’on choisira.

¢) Montrer que si le symbole de variable y est substituable au symbole de variable
x dans la formule ¢ de L:

(Vxp) = (Vyp)).

37. (suite de I’exercice 36)
Montrer que, quelles que soient «, feFor(L) et xeVar:

) a=fe(T0) = (TP
2) a = f=(Vxa) = (Vxp)
3) (1(Yxo)) = (3x(T1a))
4) (1 3xw)) = (Vx( )
5) (Vx(aAp)) = ((Vxa) A (VxB))
6) (Ax(av B) = ((3xa) v (3xB))

Si, en outre, x¢VL(x)

7) (@—(VxB) H (Vx(@—p)
8) (a~@xB) H @x(@—p)
9) (@) = (Ex(eAp)
10) (v (VxB) H (Vx(a v B)
1) (VxB) o) H (Ax(B—a))
12) (@xf)~0) H (Vx(B—a)).

38. (Suite des exercices 36 et 37)
Une formule de L est dite prénexe lorsqu’elle est de la forme:

(2@ (@p)--)))s
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ou « est une formule sans quantificateur et ou Q; (i=1, 2, ..., p) est un agrégat du
type Vx; ou 3x;, x; étant un symbole de variable.

Montrer que toute formule ¢ de L est logiquement équivalente & une formule
prénexe.

Indication: procéder par récurrence sur le nombre de quantificateurs dans ¢ et
utiliser les résultats des deux exercices précédents.
Donner des formules prénexes logiquement équivalentes aux formules suivantes:

@Ax(Ry(x, Y)) A (T(VY Ry, X))))
(Vx((\(x)=x) A @y Ry(x, y))))
(FxRy(x, YD) v @y Ry, X)) = (VxRy(x, X))).

39. Soit (L, S) une théorie du premier ordre.
a) S est dit libre si, pour tout a€S, il est faux que (S—{a}) F a:
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que S soit libre est que
toute partie finie de S soit libre.
b) Un ensemble S’ d’énoncés de L est équivalent & S si, quels que soient a€eS et
a’es’,
Sktoa et SFa.
Montrer que pour tout énoncé ¢ de L:
St oS to.
¢) Montrer que, si S est fini, il existe dans S une partie S, libre et équivalente a
S. Examiner le cas ou S est dénombrable.

Chapitre 7

40. Existe-t-il des ensembles totalement ordonnés de cardinal infini arbi-
traire?

Chapitre 8

41. Montrer que dans (L,, S,), VxVy x - y=y - x n’admet pas de preuve a
partir des seuls axiomes A4,, 4,, A, A, et As.

Donner dans (L,, S,) une preuve de VxVy x-y=y-x
42. Donner une preuve de Vx(1(x+ 1=x)) dans (L,, S,).
43. A partir du systéme formel (L,, S,) pour les ensembles, montrer que:

e quels que soient les ensembles x et y, la paire {x, y} est bien déterminée;

» quels que soient les ensembles x et y, il existe exactement un ensemble réunion
xUy;

* si le couple (x, y) égale le couple (x', '), alors x=x"et y=y".

44. On considére les systémes d’équations définies sur les numéraux:
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) { Six, 0)=1 f0)=0
S, y+1)=Ax,p) - x 2) g(0)=0
gx+D)=f(x)+1
Sx+1)=fx) - g(x)

fix, 0)=x fix, 0)=x+1
3) Sx, ) - fy, x)=0 4) SO, y+1)=y+1
Sx+1L y+ D) =fx, y) Sx+1, y+ D) =f(x, fix+1, »))
A0, 0)=0
5 Sx+1, p)=Ax, y)+1
S, y+ D=1y, y).

o Dans chaque cas, déduire quelques valeurs de f, le cas échéant de f et de g.
e Montrer que 5) ne détermine pas une fonction.
» Essayer de reconnaitre les fonctions récursives déterminées par 2) et 3).

45. On considére le groupe G présenté par
<x, ylx, p, xpx~ly'>

a) Reconnaitre I’¢lément de G donné par le mot xyxyxyxyxyxy
b) Donner une théorie du premier ordre caractérisant G. Montrer qu’elle est
compléte (cf. exercice 34).

46. Montrer que <x, ylxyxy 'x"'y~'> et <x, y|x*y~*> sont des présenta-
tions de deux groupes isomorphes.

47. Illustrer par des exemples les observations de R. Thom sur le comporte-
ment sémantique des conjonctions “et” et “ou”. Etudier la pseudo-conjonction
“et/ou” qu’emploient certains auteurs.

48. Réfléchir sur le paradoxe de K. Jaakko J. Hintikka:

si faire Y est immoral
et si faire X sans faire Y est impossible.
Alors faire X est immoral.

Si faire Y est immoral et si faire X est impossible
alors faire X sans faire Y est impossible.
Donc faire X est immoral.

Par suite, toute action impossible est immorale.

49. Prendre le langage du premier ordre L, de la théorie des ensembles; y
adjoindre un symbole de relation binaire <. Ecrire dans L, une formule exprimant
que < est un bon ordre sur un ensemble x.

50. Ecrire les axiomes des groupes sans torsion dans un langage approprié
de N-Logique. Employer des notions simplifiées: x, y, ... pour les éléments des
groupes, n, #’, ... pour les nombres naturels, xy pour le produit de x et y dans un
groupe, x" pour la n-iéme puissance de x dans un groupe, etc.
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Chapitre 9

51. Ecrire un systéme formel du deuxiéme ordre décrivant les nombres réels.
Ne pas oublier ’axiome de la borne supérieure!

52. a) Montrer qu’en logique intuitionniste, pour toute formule a et §:
(an(T) F B.
Cette expression est parfois appelée principe de contradiction.

b) En revanche, la logique intuitionniste rejette le principe du tiers
exclu: o et 71 T ne sont pas exclusifs 'un de 'autre. Montrer que
cela équivaut 4 admettre qu’il est possible que o v (1) ne soit pas
satisfait. Montrer que cela a pour conséquence de rejeter la validité
logique de (Vxg) v (3x(1¢)), ¢ étant une formule.

53. Construire quelques tautologies modales.
54. Ce qui est nécessaire est-il possible?

55. Trouver les formules valides du systéme modal S5 dans la liste suivante

= O0a—a
= Qa—a
E (OB~ (CanOp)
= Oe-000«
~ N\

. -....~; \‘-:'\:k!‘g:
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analyse non standard 154
application 32

— bijective 46

— injective 46

— surjective 46

arbre

— de composition 53

— de formation 21

argument d’une application 32
aspect syntaxique et sémantique 29
axiome

— du bon ordre 113

— du choix 113, 133

— de I'égalité 66

— de I'’ensemble des parties 133
— de I'’ensemble vide 132

— d’extensionnalité 132

— des groupes 81

— de Henkin 74

— de l'infini 132

- logique 90

— des paires 132

— des quantificateurs 74

— de régularité 133

— de la réunion 132

— de spécification 90

bijection 46

cardinal 111

— d’un langage du premier ordre 115

concaténation 184

connecteur 17

constantes 66

— de Henkin 73

composante premiére 53
correspondance biunivoque 46

dérivabilité de ¢ a partir de S 91

¢élément d’un ensemble 30
énoncé 25

ensemble 30, 131

— bien ordonné 33, 46

— dénombrable 46

— s disjoints 32

— fini 46

— héréditairement fini 162
— ordonné 44

- vide 31

extension 75
— de Henkin 73

fonction 32, 66

— binaire 32

— de Boole 188

— calculable 143

— n-aire 32

— numérale 145

— récursive (générale) 143
— unaire 32

— de vérité 54

forme propositionnelle 52
formule 19

— atomique 19

— de Leibniz 66

— logiquement équivalente 192
— logiquement valide 192
— modale valide 177

— premiére 52

graphe d’une application 32
groupe 43

— abélien libre 151

— commutatif ordonné 187
— libre 151

— avec torsion 82

— sans torsion 82, 157

hauteur d’une constante de Henkin 73

hypothése du continu 168

induction

— compléte 49, 123, 144
— transfinie 114
interprétation 35
intersection 32

langage

— du premier ordre 14, 17

— polytypique 160

lemme

— de rectitude 96

— de réduction a la logique des
propositions 76

logique

— faible du second ordre 162, 164

— intuitionniste 172

— modale 175

— du premier ordre des prédicats 21
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— des propositions 51

— du second ordre 165

— N-logique 159

— w-logique 161

lois de De Morgan 57, 58
longueur d’une preuve 96
LP-consistance 59

— finie 60

L-structure 35

— canonique 76

modéle 43

— ¢€lémentairement équivalent 191
— isomorphe 120

“modus ponens” 90

monde 176

— L-2-monde 176

mot 150

nombre de Godel 143
notation polonaise 28, 185
n-uple 31

numéral 129

ordre 33
— bon 33
— total 33

pavage du plan 190

preuve 91

principe de contradiction 195
— de contraposition 58

— de double négation 58

— de non-contradiction 58

— du tiers exclu 58

produit cartésien 31
programme de Hilbert 155

quantificateur 17

récurrence 20, 49, 56, 123
régles

— de contraposition 92

— de généralisation 91

— d’inférence 90

— d’inférence modale 179
relation 33, 66

— n-aire 33

— unaire 33

restriction d’une application 32
réunion 31, 32

satisfaction par (E, J) d’une formule 38
schéma d’axiomes

— de I'induction compléte 123

- de remplacement 133

section

— commengante 23, 184

— terminale 184
spécialisation 37, 160, 166
sous-ensemble 31
sous-modéle 128

— propre 128

substitution 70

symbole

— de constante 17

— de fonction 18

— d’un langage du premier ordre 17
— logique 17

— de ponctuation 17

— de relation 18

— de variable 17

— de variable libre 25
systéme formel 104

— pour I'arithmétique 122
— consistant 104

— pour les ensembles 131
— récursif 147

— de Zermelo-Fraenkel 131
systéme d’inférence 90

— de Hilbert 90

tautologie 56

— modale 176

terme 18, 160

—clos 71

théoréme 104

— de Cantor 112

— de Cantor — Bernstein 112

— de compacité de la logique des
propositions 60

— de compacité de la logique du premier
ordre 80

— de complétude 100

— de déduction 107

— d’incomplétude 142, 146

— d’incomplétude généralisé 147

— de Lowenheim-Skolem 81

— de Lowenheim-Skolem, cas général 118

— de Lowenheim-Skolem-Tarski 118

— modal 179

— de la preuve par I'absurde 107

théorie 104

— compléte 141, 191

— incompléte 141

thése de Hilbert 153

torsion 82

union 31, 32

valeur d’une application 32
variable 66
— libre 25
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. Handbook of Mathematical Logic. Edited by Jon Barwise. Studies in Logic

and Foundations of Mathematics. Volume 90, North Holland Pub. (1977).
Somme réunissant les contributions de trente-quatre auteurs. Le chapitre A 1,
da & Jon Barwise, a fourni le fil conducteur des paragraphes 1 & 6 du présent
exposé. L’ouvrage comporte, en particulier, un chapitre sur I’analyse non
standard, appliquée a ’étude des courbes et des surfaces par K.D. Stroyan,
et un chapitre sur la logique intuitionniste par A.S. Troelstra.

Abondante bibliographie.

E.W. BETH. Les fondements logiques des mathématiques. Gauthier-Villars,
Paris-Louvain 1950.

Le lecteur y trouve des développements intéressants sur les antinomies lo-
giques, sur ’intuitionnisme ainsi que de précieuses indications sur la philoso-
phie de la logique.

BRIAN F. CHELLAS. Modal Logic, an introduction. Cambridge Univ. Press,

Cambridge 1980.

D’un acceés facile pour tout lecteur familier avec la matiére des paragraphes
1, 2 et 3 du présent exposé.

PauL J. CoHEN. Set Theory and the Continuum Hypothesis. W.A. Benjamin,
Inc., New York 1966.

Texte désormais classique. Présente sous une forme particuliérement claire et
concise quelques-uns des résultats les plus profonds de la logique du premier
ordre et de la théorie des ensembles. Demande une lecture trés attentive.

.- ANTON DimITRIU. History of Logic. 4 volumes. Abacus Press, Tunbridge

Wells, Kent 1977.

Ouvrage trés vaste sur la logique en général, depuis les origines connues
jusqu’au milieu du XX° siécle environ.

HERBERT B. ENDERTON. A Mathematical Introduction to Logic. Academic
Press, New York 1970.
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introduction a la logique du second ordre. Nombreux exercices.

PauL R. HALMOS. Introduction a la théorie des ensembles. Gauthier-Villars,
Paris 1967.

Le titre original de cet ouvrage est “Naive Set-theory”. Le qualificatif “naif”
a €té abondamment réutilisé dans le présent exposé. Le texte de P. Halmos
offre, dans une langue accessible a chacun, une présentation sérieuse de la
“théorie des ensembles”.

S.C. KLEENE. Logique mathématigue. Collection U, Armand Colin, Paris
1971.

Ouvrage trés riche sur la logique du premier ordre et les fondements des
mathématiques. Comporte de nombreuses indications sur ’histoire récente de
la logique mathématique. Beaucoup d’exercices.



200

10.

11.

12.

13.

14.
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. G. KRrEISEL ET J.L. KRIVINE. Logique mathématique. Dunod, Paris 1967.

Exposé trés dense de type mathématique. Exercices accompagnés d’indica-
tions sur leurs solutions.

JEaN-Louis KRIVINE. Théorie axiomatique des ensembles. Collection SUP.
Presses univ. de France, Paris 1972.

Présentation du systéme d’axiomes de Zermelo — Fraenkel, dans le style de
Iouvrage précédent.

RICHARD PURTILL. Logic ( Argument, refutation and proof ). Harper and Row.
New York 1979.

L’ouvrage présente en particulier les rapports de la logique symbolique d’au-
jourd’hui avec la logique aristotélicienne, ainsi que le calcul des probabilités.
Un chapitre est consacré aux logiques modales. Nombreux exemples et cita-
tions. Problémes avec solutions.

ALAIN ROBERT. L’analyse non standard. Presses polytechniques romandes,
Lausanne 1985.

L’aspect mathématique de la théorie est privilégié par rapport a son aspect
purement logique.

JosePH R. SHOENFIELD. Mathematical Logic. Addison — Wesley Pub. Co. 1967.
Ouvrage tres riche sur la logique du premier ordre, I’arithmétique et la théorie
des ensembles. Une annexe est consacrée au “probléme des mots”. Nombreux
problémes.

ALFRED TARSKI. Introduction a la logique. Gauthier-Villars, Paris 1971.
Livre écrit a 'intention d’un large public. Il n’exige pas la maitrise d’un
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