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LES THESES DE LA LOGIQUE INTUITIONNISTE

———

Th, LUCAS

———

Bibliographie :

Ei] KLEENE 5.C. "Introduction to Metamathematics"
North-Holland, Amsterdam, London, 1971,

E?] MYHILL J. "Embedding Classical Logic in Intuitionistic Logic"
Zeitschr, f: Math, Logik und Grundlagen d. Math. 19, pp.93-96 (1973].

Deux parties dans cet exposé donneront des indications sur 1'en-
semble des théges de la logique intuitionniste. La premigre reprend
le systéme formel (de type hilbertien) de Kleene; des tableaux indi-
Queront certaines implications démontrables dans ce systéme; une im—
plication non retournéde n'est pas démontrable en général dans le systéme,
La deuxiéme montre en quel sens des transformations du type "double
négation" permettent de plonger la logique classigue dans la logique
intuitionniste : elle est basde sur Cl] pp. 492 ss et [2].

I. Quelgues theses de la logique intuitionniste.

Voici le systéme décrit par Kleene.

a) Pour le calcul des propositions :
P—{a—-p)
(P>8) = ((F—(a—R))— (P A))
P, P—>q
Q
P—(a—=pPna Q)
Paa-rp
PA Q@-Q
P—-pPv Qg
Q->PvaQ
(P—R)— ((a—R) — (Pv Q »R))
(P—@a) > ((P—va) -7p)
(7P —>( P=Q )



b) Pour le calcul des prédicats : a) et :
g - P(x) A *
Q- ¥xP(x)
¥V xP(x) > p(t)
P(x)— @
IxpP(x)—a
P(t) - I x P(x)

avec les restrictions classiques sur x et t.

c) Pour l'arithmétigue: a), b) et :

P(o) a ¥x (P(x)— P(x')) = P(x)

X' e y'> x =y

7 X' =0
Xeyo(x=z>5ya2)
X=y-—>x'"=y'

X+ 0= x
x+y' = (xey)
X.0 = 0

X.y' = X,y + %X

Les systémes classiques correspondants s'obtiennent par 1'adjonction
du schéma :

TIP—P

A noter que ceci affecte directement le caractére intuitionniste
de la négation meis aussi celui du quantificateur universel, car
ajouter

77 P(x) = P(x)
revient a ajouter

VY x(77p(x) —P(x)),
d'ol 1'on déduira

Vx 77 P(x)—> ¥x P(x),
écrasant ainsi les différences que 1l'intuitionnisme met entre V"n, 77V

et V.

Voici quelques tableaux qui éclairent surtout le comportement
de la négation. Pour d'autres théorzmes, voir [1].



/\17(77 P\/ﬂQ) ~ —;(—,P,\-,-Q) }‘773»./ 7V
~77(PVR) ~ 77377
~ 7P-77Q
~77(7P-—>Q)
77 Pviiq 77
v7P -
P N 7] 77
V77 \
l
17@AQ) ~77PATIQ 77V
| ~77(77Pr77G 3
/ Pv@
Q
E\
ola] Prq V
T(PvQ) ~ TPA1Q 73~ V7

~ 7(17Pv77Q)

~

4P
IR 7

~777P

77V T(PAR) ~ 77(1PV7QR) SV
~ 7 (71PA77R)

(]



P—>77Q ~ 73(P>4)
\ ~ 77P > 77Q

~ 7(Pa7Q)
~ 7(11PA7Q)

P—Q
77 P2 Q

7 vaQ

TP

7 (P=Q) ~ 7(71P¥Q)

~ 7 (P—»77Q)
/ \77%7(?

27P 4



ITI. Plongements des systémes classigues dans les syst&mes intuitionnistes
Correspondants.

Le prototype de ces plongements est la transformation de double
négation : si P est un théoréme du calcul propositionnel classigue,
77 P est un théoréme du calcul propositionnel intuitionniste. Plus géné-
ralement, on associe & chaque formule P une formule P¥ (que nous appelle-
rons ci-dessous sa "traduction") et on essaie de prouver des résultats

du type :

%
(A M—p entratne [ }FL— p*
(8) " P entratne [* = p¥

o

c
() [711;—5- P entraine F*Ez- Py

st [ est 1'ensemble des traductions des formules de | = et llj,z e

=, }L—,r;?)(j]—[ sont respectivement les relations de conséquence du calcul

des propositions classique , du calcul des propositions intuitionniste,

Cu calcul des prédicats classique , du calcul des prédicats intuitionniste,

de 1'arithmétique classique, de 1l'arithmétique intuitionniste.

Les deux lemmes technigues qui suivent permettent de simplifier
Zes vérifications nécessaires pour établir la plupart des propriétés des

traductions que nous envisagerons,

Lemme 1. Soient une traduction % et un ensemble A de formules satis-
faisant les conditions suivantes pour toutes formules P et Q et pour toute

variable x :

(1) N }L- 77 pF 5 p* pour P atomique
(2) A )7(7P)* 7P
(3) A (Pa @)ffesr pX 4 a*
(4) D (P Vv )k 7(7P* 4 7a%)
(8) A I=77@% > @* entrafne A =77(P— Q) (P —>a)"
(6) &= (@) 57 Vx7p*
(72) & b 71P% 5 pr entrafne 770 )* = ( VP )%
Alors, pour toutes formulesP,
Arz77p,*—> L



Démonstration.On démontre " AI—L~77P*—>P"‘" par induction sur la forme de F

(1) donne 1'é&tape atomique.
5i P est de 1a forme -78, @ v R ou 3xQ, le résultat s'ohtientsans
hypothése d'induction & partir de (2), (4) ou (6).
8i P est de la forme @ —R ou ¥x Q, on applique (5) ou (7).
Finalement, si P est de la forme Q@ A R, on a : -
O £ 77(8AR)Y €2 77(a% A R¥)  par (3),
<> 77@% A 17R¥,
< Q@A R¥* par 1'hypothése d'induction,
<« (@ A R)X par (3).

Lemme 2. Soient une traduction % et un ensemble A satisfaisant les
conditions du lemme (1) et de plus, pour tous P, @, x, t
(8) A 77(P - @)% (77P% > 770%)
(9) O Fxa*->7(V @)
(10)si x n'a pas d'occurences libres dans P, alors x n'a pas
d'occurences libres dans P*
(ll)si t est libre pour x dans P, alors t est libre pour x dans

P,

Alors, pour tout ensemble I™ de formules, r'lgf entraine
A = P,

Démonstration. Par induction sur la démonstration (classique) de P a
partir de [ .

51 Pe[7, alors P¥ ¢ [* et de 12 [™uA X,

Si P est un axiome classique, on prouve queAIf- p¥* + 11 en résulte que

M X uA X,

Nous envisageons ci-dessous la plupart des cas, laissant la vérification

des autres au lecteur,

S§i P est de la forme @ - (R —»Q), on a :
777-9* > (77R% > 770*),
A 77 (a - (AR—>Q))* par (8),
A I—L' (@a— (r- a))* par le lemme 1,



e P,

S5i P est de la forme @ - (R—>Q A R), on a :
1=778% = (778" - 17(a% A R¥)),
A 777 @ (77R > 77(@ A RY)  par (3),

et on achéve par (8) et le lemme 1 comme ci-dessus.

Si P est de la forme @ —(Q@ V R), on a :
 778% > 772(70% A 7R%),
A 5 776%5 77(Q v R par (4),

et on achéve par (8) et le lemme 1.

Le cas de 1'axiome classique 77 Q@ - Q n'offre pas de difficultés
particuliéres, car (2) entrafne :

A= (770)%< 77 @X,

51 P est de 1a forme @t - I xQx (avec t libre pour x dans Q),
on a : [—L,— Vx 7ax*- 7 qat* par (11),
b 77 Q% =777 VxzaxX,
A 770 5 77 (3 xax)”

2t on achéve par (8) et le lemms 1.

81 P est de la forme VxQx—?Qt (avec t libre pour x dans Q),
ina A f—:ﬂx 78x%* > 7( Vxax*  par (9),
= 7t 5 Fx7ax* par (11),
A = 78t* 57 ( ¥xax)%,
A 77( YV xax)¥* - 776%,

et on achéve par (8) et le lemme 1.

I1 nous reste & envisager les cas oy P est obtenu par les
régles de dérivation.

Si P est obtenu par la régle d'introduction du quantificateur

existentiel, 1'hypothdse d'induction est du type

™y A = (ax - R)*%,
d'oli 1'on tire :
™u A =77(ax »QH]*,
M u & I=77Qx* > 77R* par (8),
MU & =7 % 7ax%,



m*y AIT 7R% »V¥x7Ax¥ par (10),

U A 777 V x78@x* > 77R%,

™u A = 77( 3 xax)* - 77 A¥ par (6),
et 1'on achéve par (8) et le lemme 1.

Le cas ol P est obtenu par la régle de modus po~8ns se traite
de fagon plus simple encore, en appliquant (8] et le lemme 1,
Finalement, si P est obtenu par la régle d'introduction du guantifica-
teur universel, 1'hypothése d'induction est du type :

MuA (8- 8x)s,
d'ol 1'on tire :
Mud £77. (A= Ax))
M™ua k= 77Q% > 71Rx* par (8),

M™u & £778% - Ax*  par le lemme 1,

MU 4 k£ 778% > ¥ xAx™ par (10),
MU A k& 778% = 77 VxAx¥,

et on achiéve par (8) et le lemme 1.

Voici quelgques exemples de “"traduction”.

EXEMPLE 1. La traductionx définie pour tout P par P¥ «927P°',

ol P' est définie inductivement selon la forme de P par les clauses
P' = P pour P atomigue,
tza)' =7a',
(aAR)'=Q'A R',
(avaR)'=a'v A,
(@-R)' = @' —»n",
(F x q)* =39xar,
(¥xa)' = 73x7a".

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions
des lemmes pour A = @.

On en déduira immédiatement le résultat (B). Le résultat (A)
vaut aussi si 1'on considére le calcul propositionnel comme un cas

dégénéré de calcul des prédicats {ol 1'ensemble des variables est vide) ;
on retrouve ici le théoréme de la double négation :

_
!—'thP — 771 FTIP



(car dans ce cas P' = P),

Un corcllaeire de ce genre de résultats est 1'équiconsistance

des calculs de propositions (ou des calculs de prédicats) classique

et intuitionniste i en effet, si PA 7P était une théoréme classique,
(P A 7P,

& savoir 77(P' A 7P') en serait un du systéme intuition-
niste correspondant.

On en déduit aussi que pour P sans autres connecteurs que A et7,

P = P

EXEMPLE 2. La traduction
Jar les clauses :
p¥*

P* définie inductivement selon la forme de P

= P pour P atomique
(7 ) =7 q*

(8 A R)* = @* A R*

(@ v R)* = 7(78* A TR
(@ = R)* - g% g*
(Fx) =5 ¥xa*

( Vxa)* = ¥ x@*

On vérifie gue cette traduction satisfait toutes les conditions
-

des lemmes pour A ={77 Q@ Q[Q@ atomigue}.

%
On en déduit gque pour tout [ , F!;'P — v L P*(IZ\,.

On peut établir le résultat (C) par l'argument suivant, Ar

désignant l'ensemble des axiomes de 1'arthmétique :

MNP — Muar = P
— ™o ars o A = pX par (12)
~— [Uar ¢ A = P* (car Ar = Ar*)
- ™uar = P¥* (car Ar =A )

Ce résultat entrafne 1'équiconsistance de 1'arithmétique classique

et de 1'arithmétique intuitionniste.
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EXEMPLE 3, La traduction P* définie par les mémes clauses que celles
de 1l'exemple 2 sauf

(@ ->R)* = 7(a% A 7 R¥).

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions
des lemmes pour A\ = {'77Q'ﬁ‘919 atomique}. On établit le résultat
(C], comme ci-dessus., On a aussi le résultat (A) pour M= @, en

utilisant la dernidre remarque de 1l'exemple 1,

EXEMPLE 4, La traduction PXY7 obtenue & partir de la traduction P*

de 1'exemple 2 en remplagant dans P* chague formule atomique par sa
dauble négation.

On vérifie que cette traduction satisfait toutes les conditions

des lemmes pour A = @, On établit les résultats (A), (B) et (G) pour
tout [,

Cet exemple admet plusieurs variantes.
EXEMPLE 5. La traduction PX définie inductivement par les clauses :

P¥ = P pour P atomigue

(za)* = 7@*

(@ A R* = @%a R*

(@ vR)* = 7(7Q* A 7R%)
(a =Ry = 7(a@* A 78%)

( 3xA)* = 7 ¥ x70*

( ¥xa)* = 7 J x7a% .

Cette traduction vérifie toutes les clauses des lemmes pour
JANI @, sauf (1], On modifie la conclusion du lemme (1) en
b P — = 7P* - p%
et sa démonstration en prouvant cette assertion par induction sur la
forme de P, De méme on modifie la conclusion du lemme 2 en :
il o — ﬁ;P*'
et la démonstration subsiste moyennant quelques adaptations évidentes.

Pour une discussion des avantages de cette traduction, voir [2].



PRESENTATION TOPOLOGIQUE DU CALCUL PROPOSITIONNEL INTUITIONNISTE,

J. DRABBE.
I, Introduction.

La présentation élémentaire usuelle du calcul propositionnel
classique par l'intermédiaire des tables de vérité a fait treés t6t
1l'cbjet de généralisations permettant un nombre de valeurs de vérité
supérieur & 2 (voir, par exemple, E. POST "Introduction to a General
Theory of Elementary Propositions", Amer. Journal of Math. 43 (1921],
op. 163-185), ;

Notons qu'il résulte immédiatement du théoréme de représenta-
tion de M. STONE (1934) pour les algibres de Boole que si 1'on
utilise les &léments d'une algébre de Bocle (de cardinal > 2) B, v,

ANy 7, — (o 8 — b est défini par a' V b) comme valeurs de
/érité, en interprétant

e "vrai® par le maximum de B, V,A , 7 ,—

“a disjonction par V

~a conjonction par A

-a négation par - {complément booléien)

~'implication par — ,
N retrouve exactement les tautologies classiques.

lette remarque sera utilisée plus loin.

Nous allons montrer que 1a présentation et 1'étude 4lémentaires
cu calecul propositionnel intuitionniste peuvent &tre réalisées de
“aniére trés simple en utilisant les ouverts de la droite réelle (avec
-2 topologie usuelle) comme valeurs de vérité en aduettant 1'ouvert
““propre /R comme valeur désignée (valeur "vraie"),

-ette présentation résulte essentiellement de travaux de A, TARSKI
‘Jer Aussagenkalkil und die Topologie", Fund. Math, 31 (1938),

=2, 103-134 et de J., MCKINSEY - A, TARSKI "On closed Elements in
--osure Algebras", Annals of Math. 47 (1546), pp. 122-162.

-7e introduction (trés détaillée) & la logique intuitionniste peut
itre trouveée dans le récent ouvrage de M. DUMMETT "Elements of

-7tuitionism" Oxford Univ. Press (1977).
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II. Notations ~ Terminologie.

Désignons par Z‘; l'ensemble des ouverts de la droite réelle.

Pour AC JR , posons : = A = R\ A,
int A = intérieur de A,
Al _int - a,

Nous dirons que A (€ 0) est un ouvert régulier ssi A~L _ A,

L'ensemble Rég des ocuverts réguliers peut 8tre érigé en algdbre de
Boole (complete)
Rég, v, A, 7, — en posant :

A Vv 8= (Au B)tt

A°A B=ANnSB

A - A.L_L

A — 8= (aty B)Lt

Ce résultat est essentiellement une conséquence des propriétés :

Si, A, B G , alors :

(i) A c att

(11) A= atsl

(ii1) Ac B = a*tc g*t

(iv)  (An Byt = A*nptt

(VOir, par exemple, P, HALMOS "Lectures on Boolean Algebras",
Van Nostrend, 1963),

III, Tables de vérité topologiques pour la logique intuiticnniste.

Ensemble des valeurs de vérité : ?Z

Valeur désignée : [R

p \'4 q o] N q
A Auas B A AnNnes B

~ p p = q
int(-A) A A int(-Au B) B




Notons que les tables de vérité de V et A sont naturelles

car la réunion et l'intersection de deux ouverts sont encore des

Ouverts, Comme il n'est pas nécessairement vrai que si A et B sont

des ouverts, -A et - A U B sont encore des ouverts, la "correction"

int a été apportée & la situation classique pour définir les tables

de vérité de ~

Nous appellerons
valeur de vérité

attribuées a ses

Exemples :

(i) (pA q):—é p est une tautologie intuitionniste car pour A, B G(C
int (- (AnB8) U A) = R.

i) ~ e~ p =p n'est pas une tautologie intuitionniste car v~p =

et = .

"tautologie intuitionniste”

est R

variables propositionnelles.

toute formule dont la

, quelles que soient les valeurs de vérité

¢ la valeur IR\{oflorsque p regoit la valeur R\{0}.

iii) On vérifie trés facilement que

pV ~op

vp =

~a) => (a

—>

p)

8¢ sont pas des tautologies intuitionnistes.

iiv) toute tautologie intuitionniste est une tautologie classigue

‘2 une traduction triviale prés, les tables de vérité intuitionnistes

p

restreintes aux cas ol les variables prennent leurs valeurs dans {¢,ﬁ?}

zont les tables de vérité classiques).

IV, La_structure ?;,v, AT =

Les tables de vérité intuitionnistes fournissent une motivation

"agupelle nous permettant d'ériger ‘G en structure T?,vﬂ N, en
AU B
ANnB
= At

~osant

Av B
A AB
Al

A —

int (-A U B).
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Ceci va nous permettre de donner une démonstration simple du théorgme
de BGlivenko.

Théoraéme de GLIVENKO

Si <,0 est une tautologie classique, alars ~ -~ cf est une tautologie
intuitionniste.

Notons que la réciproque, est vraeie mais triviale en vertu de la
propriété (iv) pege 13.

V. Démonstration du théoréme de Glivenka,

(8) En. vertu des propriétés (i) a (iv), page 12 pour tout ouvert A,

ALt est un ouvert régulier.

Soit +& 1l'application de & dans Rég., définie par
A — > Attt

Il est aisé de vérifier (en utilisant les propriétés (i) & (iv), page 12)

que *1  est un morphisme de &, V, N,”, = dans Rég, V,A,”, —>.
(b) Soit 14 (p1, - ) une formule du calcul propositionnel
intuitionniste. Si Ay, - <-4 A, sont dans &’, nous notons ‘f"G(A“"'

--‘,A,,) la valeur topologique de 30 pour la valuation topologique qui
Pree (A,‘J-‘" y - A#"“ ) 1'ouvert

régulier, valeur booléienne de <f) pour la valuation booléienne qui

donne & p; la valeur A;,

donne a p; la valeur AC“'J‘ .

En vertu de (a), on a :
- P NS AL
(‘,%(A,,, s e 4A)) = y)Rég(AV s hA L )

I1 en résulte que si ‘f’ est une tautologie classique, alors

(~r T)I;(A” - 5 Ap) =R pour tout A, ... A,
€ E et, par conséquent, /\MJjo est une tautologie intuitionniste.
C.q.f.d.




On montre aisément en utilisant le théoreéme de Glivenko et
des considérations topologiques élémentaires que si \-F«";?\f/ est

une tautologie classique, alors

est une tautologie intuitionniste.

VI, Indépendance des connecteurs Vo, N

» ~, = en logique pro-

positionnelle intuitionniste.

I1 est bien connu que chacun des connecteurs V, A\,~,=pde
la logique intuitionniste est indépendant. des trois autres.
Nous allons établir, a titre d'illustration, 1'indépendance de V

par rapport a A, ~,=> en utilisant une méthode topologique,

Posons A = U (2 2z, 2z + 1)
ze Z
B = L (2z + 1, 2z + 2).
ze 7

Trivialement, { ¢, a, B, R} est stable pour 1'intersection. Cette
partie est stable pour '(=int-.) car @' = R, A' = B, B' = A et

R' = g.

#

La table suivante donne les valeurs de —> pour les arguments
dans {lﬂ, A, B, AU B, R}
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— 8 A B AUB R
d R IR R iR R

A B R 8 R R

8 A A R R R
AU B '] A 8 R R
R ¢ A B AUR R

{ g4, A, B,ﬂ{} est donc stable pour —

Notons que 1'on a toujours :
X —> ¥Y=MR ssi xcCv.

P V q ne peut donc &tre équivalente & une formule ne faisant intervenir

que A, ~ |, - (donner & p 1a valeur A et & q la valeur B),
VII. Remarque

Les définitions données dans le paragraphe 3 peuvent E&tre
adaptées naturellement a tout espace topologique E, ce qui permet

d'introduire la notion de E- tautologie.

Si 1& est la classe de tous les espaces topologiques, on a :

(w est £~ tautologie
Eet {LP ' fl'ensemble des tautglogies intuitionnistes.

Ce résultat est établi dans 1l'article de McKinsey, Tarski
mentionné plus haut. Cette "propriété universelle" de la topologie
réelle se retrouve notamment pour les rationnels munis de la topologie
induite (par celle des réels) et donc pour tous les espaces dénombra-

bles métrisables sans point isclés (théorame de Sierpinski).

VIII. Variante d'un résultat de K. GODEL.

Il est trivial que si E est un espace topologique a 1 élémeht,
alors 1'ensemble des E-tautologies est 1'ensemble des tautologies

classiques.



Nous allons montrer gu'on ne peut espérer une situation aussi
Simple pour le calcul propositionnel intuitionniste; de maniére

précise :

S5i E est un espace topologique ne contenant qu'un nombre fini d'ouverts,

alors, l'ensemble des E - tautologies est distinct de 1'ensemble des

tautologies intuitionnistes.

Démonstration :

Supposons que E contienne exactement n ouverts.

(a) I1 est aisé de vérifier gque

\/ Pe =B

1&g <n+

est une E - tautologie.
(b) Nous montrons que la formule considérée en (a] n'est pas une
tautologie intuitionniste, Afin d'éviter des naotations trop compligquées,

supposons n = 5 ; la généralisation sera immédiate et triviale,

Défnissons les ouverts (réels) A & A par :

e T Y

Al = Tn’ " 4n+1

new

(en posant - 1 = = od,
o o

A~2 - ET_J -1 -1 L_J 1 1

(4n+1’ An+2]un6w(dn+2’4n+l)

s - ) v R L

+ 2 an+3 newd n+3’ 4 n+ 2)

€w
CJ
new
-1 -1 1 1
n‘?g) s )Utn—e_ojd( s

(Z[n+d an+ 4 In+4d an+3)

p = =

osons B IR,B? A1UA9UA,’UAa,
:3= A]UAQUA3, 84=A1 |_)A2,
5: A], 86=¢)_
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Si 1'on attribue a p la valeur B la formule considérée en
(&) recoit une valeur dlstlncte de IR car pour i<j, o §é1nt (-8

™ 8 ) (aucun ouvert comprenant o n'est contenu dans - B: v B ).

Noter cependant que le calcul propositionnel intuitionniste est
décidable (voir, par exemple, 1'ouvrage de Dummett mentionné plus
haut),




Logique propositionnelle intuitionniste et forcing

J. DRABBE,

1. Terminoclogie et notations

Les notations et la terminologie non explicitées sont celles
des notes "Une présentation topologique du calcul propositiornel

intuitionniste".

Nous noterons toujours un espace topologique sous la forme
E, G ot E désigne 1l'ensemble des "points" de 1'espace considéré

et & 1'ensemble des parties ouvertes (de E).

L'espace topologique usuel des réels est noté IR)?;M
2. Nous nous proposons de montrer que si -,F est une formule (du
calcul propositionnel intuitionniste) qui n'est pas une tautologie
intuitionniste, alors il existe un espace topologique fini E, %

tel gue (f) n'est pas une E, & -tautologie.

Proposition 1 : 81 (.F n'est pas une tautologie intuitionniste,

alors, il existe une topologie ‘2; sur [R telle que :

& est finie ;

clv n'est pas une er@ - tautologie.
Démggﬁzgtiog :
si }0(;)],---- R pn), (avec 1la notation usuelle qui prévoit que
toutes les variables propositionnelles figurant dans u'o sont
dans la liste Py " pn) n'est pas une tautologie intuitionniste,

alors, il existe des ouverts

Ajyenan, Ag (de m,(gus)tels que

apmltu(/\j. e AR
Soit zle plus petit ensemble de parties de R tel que
G comprend ¢ et IR

T > -\f;m)tus(;\], ceees A) [ § est formule partie de 70}
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VX, YeT XuYeT e XnYe®.

Il est aisé de vérifier que % “est un ensemble fini (ceci

résulte des propriétés de distributivité de U,f1 ).

Trivialement IR,'@ est un espace topologique et une induction
régulidre sur la complexité des sous-formules de (p permet de

démontrer que pour toute sous-formule t/l/ de (,7 :

(Ayyeeey A = ( (A;, veevy AL
%@u 1 TN %&@ 1 n

En particulier, CIDR”G (Al' . An) n'est pas une R,'z:)
=tautologie. ’

Proposition 2. Supposons que E, & so0it un espace topologique tel

que G soit fini. Alors, il existe un espace topologique fini E’.", %’*
tel que les structures

x .
(z’;’\/’/\s/’_’) et(g’ovy/\v/’_’)

soient isomorphes (notations : voir page 13 de l'article cité

précédemment).

Démonstration : Définissons la relation d'équivalence = sur
E par
x=y ssi VX e G x € Xy &X.

Soit x la classe d'équivalence de x € E par =.

Notons f la fonction de domaine ?5 telle que pour tout Xé(g,
£(x) = {x | x e x}.
Posons Ex = f (E)

- |20 | xeT) .

[\

PP - * * Lz —
On vérifie aisément que E-«, el les propriétés souhaitées.

Corollaire 3 : Pour toute telle que (,Fn'est pas _une

tautologie intuitionniste, un espace topologique fini

e I, &~ tautologie.

1

E, T tel que <f1 n'est pas u




ra

%, Nous nous proposons d'établir une amélioration du corollaire 3.

Rappelons qu'a tout ordonné E, < on peut associer un espace topo-
logique noté E,%; dont la topologie %‘( admet une base d'ouverts
formée par toutes les sections initiales de E, < (une section ini-

tiale de E,< est une partie A de E telle que
Vx,y € E X<y €A = x & .
Définition : Un ouvert A d'un espace topologiqwe E. G sera dit

irréductible ssi A £ f et

VB,ceclG A= BUC = A=B ou=C.

Propriété élémentaire : Si A, B, C sont des ouverts de E, T et si

A est irréductible, alors

ACBUC = AcCB ou A &C

Vérification :

A=(BUCIN A= (Bn A) TU(Cn 4.
Comme A est irréductible A = BN A ou A= CN A ;

par conséquent A < BouAdA < C.

Proposition 4 :
Pour tout espace topologique fini E, © il existe un ordonné fini

J, & et un morphisme Q_dg_ (?;,\/’/\)’/—P) dans (Z:, v)/\)’,—y)
tel que pour tout A € G
H)y =9 = 4a-=E.

(La proposition pourrait &tre formulée de maniére plus fine en
exigeant que 9 soit un isomorphisme, mais nous n'aurons besoin que

de la forme faible indiquée).

9%992525?2392 : soit J, £ l'ensemble des ouverts irréductibles
de E, & ordonné par 1'inclusion ensembliste.
Posons (pour A € G )
B = {pe g D < A_}.
Les propriétés suivantes sont triviales :
Pour tout A, B Q(G -

. B(A) est une section de J, < (et donc un ouvert de J, Cc )
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. Buans)y=9wmn @ ;
.G ude cfkus)
. 8w = p.

On a également,

. auB)c®r) UG (B) car si D est irréductible et
DCATUB, alors D<A ou DB (propriété élémentaire, page 21).

D'autre part,

. 6(a—>3B =8 > &®).

En effet, il suffit de montrer que pour tout D irréductible,
D cint (- A UB) ssiDe(a)—» @()

C'est-a-dire, pour tout D irréductible,

D<int (-AUB) ssi VDL .4 ©D D' e -8 vd®m

= : 8l D'yozg. <D et D' € O (a)
alors D' (- A U B)Nn A et donc D' « B.

& : considérons l'ouvert D/ A.

(i) si DN A = P, alors DC - A et donc D € int (-A U B).
(ii) si DNA est irréductible, alors DN A < B et trivialement
D << int (-A U B).
(iii) si DN A n'est ni irréductible, ni vide, alors DN A est
une réunion finie d'ouverts irréductibles Dy U... U Dy
Comme tous les D: €< B, on olient D . NA < B et dés
lors D < int (- 4 U B).

I1 est trivial que

. @) = (BA)) car 4t = 1> g,

P

Finalement e(A) = J entrafrze zue 41 = E car tout ouvert est

uctibles qu'il contient.

réunion de tous les ouver



Corollaire 5 @

Pour toute formule ‘f’ telle que (,0 n'est pas une tautologie intui-

tionniste, il existe un ordonné fini J,&tel que gf n'est pas une

J, (C< - tautologie.

Un examen attentif des démonstrations des propositions 1, 2 et b
permet d'obtenir récursivement une limitation supérieure sur le

cardinal de J, & partir de Lf .

Remargue 6 : la proposition 4 peut &tre améliorée en exigemnt que
J, < soit un ordonné maximé (si J,< n'admet pas d'élément maximum,
prolonger. J, <& de maniére naturelle en adjoignant un maximum;

le calcul est régulier).

L. McKinsey et Tarski ont établi (Annals of Math. 47 ( 1946),
pages 122-162) le résultat :

Théoréme 7 : Pour toute formule c( , si pour tout espace topologique

fini E,'Z;,crest une E,(G - tautologie, alors, (f) est une tautologie

intuitionniste.

On en déduit aisément (en utilisant une généralisation immédiate

de la proposition 1) :

Théoréme 8 : pour toute formule rf , les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(a) est une tautologie intuitionniste;

(b) pour tout espace topologique E,t ({; est une E, & -tautologiej

(¢) pour tout espace topologigue fini E, & ‘(est une E, & -tautologie
k)

(e) pour tout ordonné fini J,< Waest une J, £ -tautologie.

5. Topologie des sections initiales et forcing.

Soient P, < un ordonné maximé et v une fonction de l'ensemble

des variables propositionnelles dans l'ensemble des ouverts de P,%;.
v détermine évidemment urne valuation topologigue (que nous notons
encore v) de l'ensemble ces formules du calcul propositionnel

dans l'ensemble des ouverts de P,2;< vérifiant
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v(nguf/) v((f)\/v(‘f')
v(ka'f/)zv(\f)/\V(k[/)
v(ff%f)=v(<f))—9 v(‘f/)
v (~<l0 ) = (v(‘f)),'-

Pour p € P, formule du calcul propositionnel intuitionniste,

définissons H7 (que nous noterons plus simplement H—) par )
P H—Lf ssi pE V(T) (lire "p force (r" pour pﬂ-‘f).

Proposition 9 :
Pour tout p, q € P, pour toute formule ‘f’)“'

(1) ( pH——?) et q<p) = q H=p

(ii) p n——«fw}z ssi pH#-p ou p ¢

(iii) py— gr/\g}/ ssi P #—p et p H——’b

(iv) p-~g ssi Ya<p qwre

(v)  ph-¢ayp ssi  Va<p (g = = ai—¢)
(vi) On ne peut avoir p = et p H——N(f

(vii) pour toute tautologie intuitionniste ¢ pr—(f?.

Vérification :

(i) résulte du fait que v (lP) est un ouvert de P,?: .
(ii) et (iii) sont triviales.
(iv) p H-~'@ ssi pev (N(f?) ssi p € (CF(V))'
ssi péint (—v((f)) ssi Vqgp g ¢ v (Y?)
ssi Vg« p qu*f-
(v) pH——Lf=))0 ssi p € int ('V((f) U v(§))
ssi ¥as<p q€-v(@ Uv{) esi
Sp(qev(?)#qev(}b)) ssi
Va<rp (qa b=y 54 =
(vi) est alors triviaie.

(vii) est une conséquence immédiate du théoréme 8.

Remarque : Notons 1 le maximum de 34 . 0On a alors
(Vperpr P H—ﬁo) ssi o H—-tlp

(en vertu de la proposition o(i'".

Notons p TR ?9 pour p H'—er(f.




25.-

Proposition 10 :
pour tout p € P, pour tcute formule<f :

(1) » =@ =P W

(ii) pH—NL]D ssi p H—"*NLF

(1i1) p WS pa ¢ ssi p w* @ et p WEY

(iv) si %) est une tautologie classique, alors 4I+iif

Vérification :

(i), (ii) et (iii) : utiliser les propriétés de L décrites page
“2,dans l'article "Une présentation topologique du calcul pro-

positionnel intuitionniste'.

(iv) Gonséquence triviale du théoréme de Glivenko et du théoréme 8.

Remarque 11 :

en utilisant le théoréme 8, il est aisé d'obtenir une caractérisation

des tautologies intuitionnistes en termes de forcing.






Modéles de Kripke

Michel Moreau

——

0. Introduction

Le but de ces notes est d'exposer 1l'abord sérantique de la
logique intuitionniste proposée par Saul KRIPKE lors du huitiéme
Logic Colloquium (Oxford, juillet 1963). Nous suivons essentielle-
ment le texte de Kripke, édité dans les Actes du collogue (cfr (1)),
mais nos notations seront plus proches de celles de Melvin Fitting
(cfr (2)). (C'est au travail trés complet et détaillé de Fitting
que nous renvoyons tout lecteur désireux d'élargir son horizon).
Nous ferons, chemin faisant, un large crochet par les tableaux de
Beth pour le calcul intuitionniste des prédicats, qui nous servira
4 amener le théoréme de complétude (sans démonstration). La méta-

logique de 1l'exposé sera constament classigue.
1. Motivations

L'univers intuitionniste peut se penser comme une collection
d'"états de connaissance". Chaque état est constitué de 1'ensemble
des objets construits par un "sujet créateur" jusqu'ad ce moment,
et de ce qu'on peut savoir avec "évidence" de ces objets & ce
moment. Le sujet créateur étant essentiellement dynamique, il
profite du temps qui va pour élargir son domaine d'évidences,
passant d'un état de connaissance & un autre, plus riche, dans le-
guel rien du précédent ne peut étre oublié, 1'évidence présentant

1'éternité sous sa guise inchoative.

Nous conviendrons de relier entre eux les divers états de
connaissance d'un méme sujet créateur selon l'ordre de leur succes-—
sion, meublant ainsi 1'univers intuitionniste de chafnes dirigées
le long desquelles les évidences d'un sujet s'accroissent.

Notre point de vue ne pouvant &tre celui de la science achevée,
le futur d'un sujet créateur s'ouvre sur divers possibles, selon
1'éventail des évidences encore & conquérir, et donc, par le fait
méme, maintenant indécidables. Une chaine d'états de connaissance

admet ainsi des ramifications, présentant la structure classique

27.



des branches d'un arbre.

Dans un contexte strictement Brouwerien, on ne reconnattra
d'existence qu'a un unique sujet créateur, et comme le caractére
Cumulatif des états de connaissance successifs permet de négli-
ger tous les états qui précédent 1'état présent, gui les récapi-

tule tous en lui, l'univers intuitionniste prendra 1'aspect d'un

unique arbre ayant un état origine, et allant se compliquant selon

1'hésitation des évidences & venir. Ces restrictions ne sont
Cependant pas essentielles, au sens ol les rejeter ou les adop-
ter ne modifie pas la notion de validité quenaous allons défibir

en nous inspirant des remarques qui précident.
2. Formalisation

Supposons  donnés un langage Jf du premier ordre, et

1'ensemble 3$des formules de if . Nous appellerons

Moddle (intuitionniste) de Kripke :

la donnge <E, p, 4, =)

a) d'un ensemble E (des états de connaissance) ;

b)

d)

d'une relation p d'ordre partiel sur E (i.e. réflexive, transi-
tive et antisymétrique.) (Pour | et A dans E, an notera [ p A
le fait que 1'état de connaissance rﬁ est ou précede 1'état 43).
d'une application J‘ de E dans les ensembles (qui fait corres-—
pondre, & chaque état r l'ensemble cr(rj des objets construits
Jusqu'en 1'état F‘).
d doit satisfaire a la condition :

pour tout [ , A dans E

M e A = S e J(A)

d'une relation = entre E et ED , satisfaisant aux conditions
suivantes :

pour tous états fﬂ,ZA dans E, -czur tout N-uple
' = @l.-..an



dréléments de ) 3(D) et
A€l
pour toutes formules ) dans 34 on a
. M=¢[a] >3 ()
(obyESJ note le résultat de la substitution dans
f(x1,~-Xn> de ai L X );
L=y et [MoA = Ary
2. M= erd &> r'l=cf et r'"—“f
m v e Ty e
a, | F="7f &> pour tout A\ dans E, si | p Zﬁ,
ou n'a pas A\ I"—‘f
5. [ f=(70—ry/ &pour tout A, sil” pAet si A F(f alors A}';?D
6. [ l=(ﬂY) (ID(;) &> il existe @ c(S(R)tsl que FP?F]
[ #(V)?)(f(i)@pour tout A tel que | n Aet pour tout & Cé—(A),
AFeE].
Une formule Y[E] est dite valide dans le modéle {E, P,J)F?>
si pour tout | € E  tel que & CJ(F), cn a ’—""LFEEJ‘

Lf? est valide si elle 1'est dans tout modéle.

Nous allons formuler guelques remargues pour éclzirer cette

définition au jour de ce qui a été dit des motivations.

1. L'ensemble E, muni de la relation p, est chargé de représenter
l'ensemble des états de connaissance gt les chafnes qui les relient :
7 p A ssi [ est ou précéde A , /\ étendant les connaissances

de l—' , 1'extension pouvant &tre nulle si A est r, . Le fait
d'exiger gue p soit réflexive permet d'alléger certaines conditions ;
ainsi les conditions 4, 5 et 7 seraient éventuellement vides si I
était un état terminal, sans successeur, et 1'on devrait ajouter

.

explicitement ces conditions écrites pour l_' .
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Notons gu'en général (cfr (1) et (2)), on n'exige pas que p soit
entisymétrique (x py et y p x =x = y) : rien ne s'oppose alors

& 1'existence d'une boucle ([ p A, ApV , Vp I, par exemple)
dans la succession de‘s états de connaissance, une telle boucle
étant pourtant peu compatible avec nos motivations, un changement
d'état correspondant & un progrés. En fait, le gain en généralité
d'une définition qui n'imposerait pas l'antisymétrie pour p n'est
Qu'apparente : il est facile de transformer un modéle de M non
préordonné en un modéle M* préordonné qui valide exactement les
mémes formules que M (il suffit d'écraser chague boucle sur un

de ses éléments, puisqu'il est clair que si r‘}=(f7 , alors pour tout
PAN dans une boucle contenant {—', on a aussi At:(}D, et sous
les mémes conditions [ ' k= ¢ = JANTS P )

Pour des raisons techniques, on se restreint parfois & ne considérer
que des arbres au sens strict : ensembles préordonnés avec élément
initial précédant tous les autres (cfr (1)). Cette restriction est

sans conséquence pour la notion de validité.

2. L'application aﬂ associe & chague état de connaissance 1'ensem—
ble des objets déja construits dans cet état : bien entendu,

tout objet construit en 1'état | @ est conservé dans les états
étendant | ; c'est le sens de la condition imposée sur é‘ .
3. La relation k= , généralement lue "force” dans ce contexte,

est chargée de lier états de connaissance et formules du langage
;f : f‘—‘—({’ si les évidences conquises & 1'état f_' permettent

une démonstration effective de ‘f .



La condition o) exprime que ?Ei]ne peut €tre soutenue & bon droit
a4 1'6tat | si elle parle d'objets & - (al...an) gui n'ont pas

encore été construits en [ﬁ .

La condition 1) impose que ce qui a &té soutenu en Tﬂ soit dé-
sormais soutenu dans tout état étendant fﬁ : c'est 1'aspect éternel
des évidences. (Cette condition peut &tre restreinte aux formule s
atomigues ; on déduit alors sa velidité pour une formule quelcongue

par induction sur la construction de cette Formule).

Les conditions 2, 3 et § sont classiques : une conjonction, une
disjonction ou une existentielle se décident au moment méme,
Par contre, la condition 4 fait appel a tous les futurs de r ,
car soutenir 779 aujourd'hui impose qu'on soutienne ‘7y9 dans

tout futur, et comme il est exclu d'admettre une contradiction,

il convient de s'assurer gue jamais de nouvelles évidences étendant
F” ne conduiront & soutenir Y) . I1 en va de méme pour la con-
dition 5 : il faut gue dans tout état étendant f" , si f’peut
gtre soutenue, ?) puisse 1'étre aussi. Enfin, la condition’7 exige
qu'on ne Jjuge pas 1'universalité d'une proposition seulement au

vu des seuls objets construits en f” , mais qu'on prenne en consi-
dération tous les objets qui pourront 8tre construits dans les

états ultérieurs.

4. On vérifiera s"ns peine que si 1l'ensemble E est réduit a un
seul élément, les conditions 4, 5 et 7 se raménent aux conditions.

classigues habituelles. Le logicien classique est un intuitionniste

sans avenir ...



3. Premiéres applications.

Voici quelgues moddles trés élémentaires servant de contre

exemple pour certaines tautologies classiques :

a8 : le tiers exclu : (f 4 71'0
on utilise un modéle (E, p, & , =) ainsi constitug :
E={r.n}
p={(7, ), (7,7), (r;,73)}, id est [, précede [ ;
cl\ guelconque;
F={7g)id est [] =g

On visualise ce madéle ainsi

U =

1 IL

Dans ce modéle, on n'a pas‘—;t:gf ( 30 n'étant pas démontrable
en I’: }, et on n'a pas non plus l?;:vﬁa (puisque ql';‘.lﬂ ! ).

On n'a donc pas {_1"=‘}0 \/"uf), et Lf?\/7(.f n'est pas valide,

b:( Te Ty )= (y—9)
On utilise le moddle (E, p, &, k= ) déterminé par :

E, p etgcomme en a ;

S (G GRIN(-RSY

¥ o
r; 7

2

Dans ce modele C l=(750-—>7 )U), puisque dans aucune extension

de !’1' , Y compris r; , on n'a 7(10, mais on n'a pas '7!——-—(’0—;50)’
puisque l:';-_-?, mais f:béﬂf

Remarque : tout ici semble se jouer en C’ i 11 n'est cependant

pas possible de réduire le —cdéle au seul point f;' ,



puisque dans ce cas C n'ayant aucun futur, on
devrait adjoindre ‘7(( aux évidences de l: , et on

. —7
n'aurait plus {:‘ =T ‘7L// , n'ayant pas /11=7¢l[/.
La présence d'un E’ a venir permet de surseoir a

la nécessité d'opter dés C‘ pour ()0 ou 7(20 .

c: '7(\7’)()((()() - (3x)7(f7(x).
Modele : (E, p, & , =)
E et p comme en a ;
§: I(17)=1a} ; 8(13)=1a.b}
F= {1, ¢l3))}
o La]
. {a} 242.8}

On voit facilement que ‘.1' I=‘I(Vx)(f'(x) , alors qu'on

n'a pas Ct:(ﬂx) 750()() (puisqu'on n'a pas !—‘" = '7(70]_-8:\ , ).

4, Les tableaux de BETH et le théoréme de complétude

Les procédures dénomréestableaux de BETH ou tableaux séman-
tiques sont bien connues dans le cas classique : elles consistent
& expliciter les conditions de fabrication d'une formule, et,
selon gue toutes ces conditions imposent ou non une contradiction,
on conclut que la formule est ou non valide. Afin que toutes ces
conditions soient prises en compte systématiquement, selon leurs
enchainements ou leurs alternations, on recourt & la mise en scéne
des tableaux : dans chaque tableau, la moitié droite figure 1l'antre
du faux, et la moitié gauche les plaines de la vérité. 5i la

formule f]& que vous supposez fausse - et écrivez par conséquent

dans la partie droite de votre tableau - est de la forme (]UV/(

33, -



vous écrirez également dans la partie droite ‘% , et )f, puisque
la fausseté simultanée de %’ et delxlest une condition nécessaire
et suffisante de la fausseté de ?. On peut symboliser cette

démarche par le schéma suivant :

X
$, X

(OI:I %\/X est biffée, puisque toute 1'information donnée par

sa présence & la droite du tableau est restituée par la présence

a4 droite de Lf/ et/( .

Si Qf avait été de la forme %/A;{ , sa fausseté pouvait découler,
indépendamment, de celle de (P , ou de celle de )( . Afin de
tenir compte de ces deux possibilités, on convient de scinder le
tableau d'origine en deux "tableaux alternatifs”, 1'usage voulant
qu'on scinde la part "vrai" (gauche) en deux, la part "faux"
(gauche] en deux également, la moitié gauche (resp. la moitié
droite) du vrai formant avec la moitié gauche (resp. droite) du

faux le premier (resp. second) tableau de 1'alternative,

On aura donc :

Z

-

ol TD’ et Tn? sont "sous-tableaux" ce T_. En tant gue prolongement

de T _, To1 et T, contiennent tout ce cue contenait Tn: si [



et A représentent les autres formules présentes dans T, , le

schéma ci-dessus devient

s

<
o
F

u

=

Q02

7 " A,?o AN

les autres régles de déconstruction des formules dans le cas
classique sont bien connues et découlent naturellement du sens des
connecteurs logiques. Le fait d'obtenir dans un méme tableau, par
application mécanique de ces régles, une méme formule Y) & la

fois & droite et & gauche constitue clairement une contradiction,
qui met fin au jeu dans ce tableau : ce tableau est dit cldturé.

Si tous les tableaux qu'il a fallu construire, en vertu des régles,
pour déconstruire une formule ? supposée fausse peuvent €tre

cl8turés, on conclut que (f doit étre tenus pour vraie.

L'univers intuitionniste étant plus riche gque le simple

vrai-faux du monde classique, les régles gouvernant les tableaux

de Beth y sont naturellement plus complexes., Pour rester dans
1l'ambiance des motivations énoncées tout au début, nous dirons que
la partie gauche d'un tableau contient des formules pour lesquelles
on dispose d'une démonstration effective au moment ol ce-tableau
est établi, alors que la portion droite contient des formules

pour lesquelles une telle démonstration n'existe. pas & ce moment,

Le jeu revient alors & recenser non plus les manigéres d'infirmer



une formule, mais des modes sous lesguels une formule peut
"manquer de dér‘nonstration". Si Cf’ ne peut manquer de démonstration
Qu'au prix d'une. contradiction ( dans tout tableau servant a
déconstruire (F , on trouve une formule présente & gauche et a
droite, i.e. qui simultanément a et n'a pas de démonstration),

un principe de cohérence impose d'accepter L{J comme démontrée..

Pour certaines formules, par exemple de la forme ‘7L)0 ,
Manquer de démonstration aujourd'hui renvoie & des états de
Connaissance plus étendus, dans lesquels ﬁo aura une démonstra-
tion, Ceci explique que les régles de formation des tableaux in-
tuitionnistes comportent, en plus de la technique de scission d'un

tableau en tableaux alternatifs synchrones, celle de création de

tableaux nouveaux, étagés selon la diachronie des états de connais—

sance.
Voici ces régles de formation :

A : S5i A apparait & gauche dans le tableau T, inscrire
g ¢

et }b a4 gauche dans T et biffer @A ti/ :

/\d : 5i (]0/\&{,1 apparait & droite dans le tableau T, dédoubler
T en deux tableaux alternatifs, ’I’1 et T 2: dans T1

(resp.Tz) recopier T sauf gfmfa , et ajouter cf(resp. +/ )

a droite ;

VvV, :8i v apparait & gauche dans T, dédoubler T en T
q ¢ 70 pp g ) T
et T2 : dans T 1(r‘esn. T g recopier T sauf (f\/g// , et

ajouter L’D (resp. \f ) & gauche ;
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\/C{ : Gi (F\/f apparaft & droitedans T, écrire cf)et $0 a droite

dans T et biffer Y;Vf;

Ty t 81 7({ apparaft & gauche dans T, écrire f a droite dans T

et biffer 7?;

o

! 51 7[,0 apparaft & droite dans T, créer un nouveau tableau § :
Y transcrire & gauche toute la part gauche de T ainsi

que 70 ( S est un tableau succédant a T, et tout ce gui

a une démonstration en T en a forcément une en S), biffer
730 dans T et poursuivre la déconstruction dans T et S

séparément;

—q HECY (F—N/J apparait & gauche dans T, dédoubler T en T
et T, : dansT; (resp. T.) recopier T sauf zf—»%/ , et

ajouter t71/ a gauche (resp. 70 & droite) ;

—d

Si«fv)b apparait & droite dans T, créer un nouveau tableau
S succédant & T et y transcrire, & gauche, toute la

part gauche de T ainsi gque (?0 , et & droite }l/ H

Pour les formules gquantifides il convient, comme dans le cas
classique d'introduire des symboles pour obdjst a, b, c,... (cons-
tituant le “"domaine" du tableau), en respectant les régles sui-
vantes : & 1'ouverture du tableau initial, on admet un unique ob-
Jet a ; les autres objets sont introduits seulement si cela est
imposé par une des régles Vé’ Ptﬂg ci-aprés : tout objet présent
dans T est présent dans tous les tableaux alternatifs obtenus par

scission & partir de T, et dans tous les tableaux succédant a T,



Vg : 51 Wx «.F()Q apparaft & gauche-dans T, écrire c‘o(a) & gauche
dans T pour tout objet a présent dans T : si un nouvel
objet b es'i: introduit par aprés dans T ou dans un tableau
succédant a T, il convient d'écrire également &0(6}& gauche

dans ce‘tableau, et pour cette raison on ne biffera pas
Vi ?(x);

\dal : 51 Vx ‘f’(") apparait & droite dans T, créer um nouveau ta—
bleau 5 succédant & T : si a est un symbole d'objet n'étant
encore apparu dans aucun tableau de la construction en cours
a est introduit comme nouvel objet présent dans S, ol on
recopie, a gauche toute la portion gauche de T, et & droite

?(a) : biffer W p(x) dans T ;

-Hg ¢ 81 gx(f(x) apparaft & gauche dans T, et si a est un sym—
b01’e d'objet n'étant encore apparu dans aucun tableau de la
construction en cours, a est introduit comme nouvel
ob jet présent dans T, et (f(a) inscrite & gauche dans T

biffer Jx Px)

3‘:’ : 5i 3)(({)(;() appprait & droite dans T, écrire (e(a)é droite
dans T pour tout objet a présent dans T, ou tout objet

nouveau : ne pas biffer x (f)(x) .

Un tableau est dit cl8turé dés qu'une méme formule y apparait
& gauche et & droite, et en stoppe alors sa construction 7 une
suite de tableaux successifs est cl8turée si 1'un de ses tableaux

l'est ; un ensemble de tableaux altermatifs est cl&turé si tous



ses tableaux le sont (plus exactement toutes ses suites de ta-
bleaux le sont). Une construction est clfturée si tous les ta-

bleaux alternatifs le sont.

Voici deux exemples qui permettront au lecteur non fami-

lier de mieux percevoir le fonctionnement des tableaux.

Considérons tout d'abord la tautologie intuitionniste

(g v ¥x %(x)) — ¥x (¢ vy ())

Tableau de départ : T avec {a} pour domaine :

T,{a}

PV ¥x x*l(ﬂ > ¥ (Lf\lg}}(x))

Application de —4 : création d'un nouveau tableau 5 succédant

a2 T avec méme domaine

S, {a}
application de S, S, S Sy
Vc‘ ¢ Vx g//(x) W¥x (420 v \,U(x)) Vx (v zf(x))
P @)
application de VJ : création d'un tableau H'w succédant & S1 .

et d'un tableau R? succédant a Ei2 : domaine de R 1: {a,b};

domaine de R~? {a, c}

Fl1 ' {a, b} RD, {a,c}

¢ 0] Vx(u/cx)() @yt
a), ple

cl8tursé cl8turé
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Les suites de tableaux (T, S, 8 Rl) et (T, s, S, R)) sant
toutes deux clturées puisque Rl et R? le sont : l'ensemble alter—
natif (T, S » Rl)’ (T, S,» R,) 1l'est aussi puisque chaque

suite 1l'est,

Considérons par contre la formule :converse

Yx (c{;v\f)@()) - PV ¥x \f)(x)
qui n'est pas une tautologie intuitionniste :

T, {a}
[ Vx(gvp o) = ¢ Vx g (x)

création de 5 ( —»d)
S, {a}
Vx (v y(x) v <)
¢, Vxy(x)

création de R [V d)

R, {a,b}

Vx (.qu;(x)) kF(b)
pvy@), gugtsT

R R, R R

1 2.

_PYYET, P | pv @),y ()| ¢ () p ()

R11 Ru. clAturé R

11 12 clfturs

¢ Y&y ple) | ¢(b)




Hll et Rlz sont non cldturables, donc (T, S, R, Rj] et finalement

toute la construction.

I1 est assez facile de transposer la situation décrite par un tableau
de Beth non clBturé en un contre exemple au sens des modéles de

Kripke. Pour le voir, reprenons 1l'exemple ¢ du § 3 :
’7\/;( ?(x) — Ix ‘7(,0()()

T, 2l
7VK?@)V’EX7?Q)

(—;d) croation de §

S, 1ajy
Ix = ' (=)
7 @)

-7 Vx @ (0

)

CTA )Crﬁnt*ﬂﬂ de R
R, {a}

TV (), ¢ @)

Vx p(x)
C1g) t

(vcj) criatinn de 0
Q) {a)b}

¢ @) ¢ (b)

Q n'est pas cl8turable.

Considérons le moddle de Krinke (E, n, d‘, =) suivant
E = {T, S, R, Q} : P est 1a plus petite relation
réflexo-transitive contenant {(T, s}, {s, R), (R, Q)} (done

T préciéde S qui précidde R qui précéde Q).

™~

I
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M- J - S - {a} 5 S - {a, b}

R = (f’(a) et @ = f(a)

— ola) , gla)
T.{a} s, {a} R,{a} G.{a, b}

Dans ce modéle, on a T =7 V¥V x (P (x), puisgue dans toute exten—
sion |y de T on n'a jamais gue dans une extension ultérieure V de |,
pour tout objet v de V, V = ¢ (v), puisque @ ¥ (Io(b) Par contre
T K dx = kp(x), puisque TR — cF(a). Ce contre-modéle
(Obtenu en prenant pour états de connaissance les tableaux, dans
leur succession, et pour connaissances & un état donné les formules
atomiques figurant & gauche dans le tableau correspondant) est

assez proche de celui proposé dans 1'exemple c au § 3 :

9(a)

Tl’ {a} ?g,ia, b}

I1 va de soi gue le passage des tableaux de Beth aux modéles de
Kripke ne saurait conduire & un modele naturel ou canonigue, puisque
l'ordre d'application des régles de déconstruction d'une formule
n'est pas fixé. Ces indications informelles font cependant pressen -
tir que toute formule donnant lieu & une construction en tableaux
de Beth non cl8turable peut €tre montrée non valide pour la modé-

lisation de Kripke. On dispose en fait du résultat suivant (cfr[i] )

Proposition 1 : Une formule du calcul des prédicats intuitionnistes
est valide pour les modéles de Kripke ssi elle
donne lieu & une construction par tableaux de Beth
clétureée.

On trouvera également dans Dq la démonstration détaillée de la

Proposition 2 : Si une formule de calcul des prédicats intuitionniste
donne lieu & une construction par tableaux de Beth
Cloturée, alors elle est démontrable dans le calcul

des prédicats intuitionniste .



Du fait que les axiomes du calcul des prédicats intuitionniste sont
valides pour la modélisation de Kripke, et gue les régles de déduc-—
tion préservent la validité, on déduit gque toute formule démontra-

ble doit 8tre valide. Tout ceci conduit au

THEOREME DE COMPLETUDE : Une formule est démontrable dans le calcul

des prédicats intuitionniste ssi elle est

valide au sens des modeéles de Kripke.
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I. INTRODUCTION
-_—

La théorie de la démonstration est nde avec le projet de Hilbert
de démontrer 1la consistance des mathématiques, En gros, son idde
dtait 1a suivante : i1 cansidérait les preuves mathimatiques comme
des ob jets mathématiques constituds d'une suite de symboles concrets,
Prouver 1a consistance revenait alors a montrer qu'aucune suite de
Symboles ne pouvait se terminer par 0 = 1, par exemple. Ceci amenait
% une démonstration finitiste de 1a consistance des mathématiques
& 1'intérieur d'elles-mémes, de mdme qu'il existe une démonstration

Finitiste de 1'énoncé : il n'y a pas de nombre rationnel $gal &

Voa.

Malheureusement, le théoreéme d'incomplétude de G&del est venu
mettre un point final & eet espoir. Ce théoréme affirme qu'il n'est
Pas possible de prouver la consistance d'une théorie T comprenant
la théorie elémentaire des nombres a 1'intérieur deT, c'est-a-dire

en n'utilisant que les techniques permises dans T.

Ce théoréme oblige donc un changement de programme de Hilbert
il faut s'intéresser aux consistances relatives et nmn plus © la

tensistance en géndral. C'est 1'nbjet de ce qu'on av-elle "la théorie
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réductive de la démonstration”. Son but est donc de réduire la con—
sistance d'une théorie a celle d'une autre; elle se propose d'at-
teindre ce but par 1'étude des preuves dans la théorie en questian.
Pour que les résultats obtenus par ces technigues soient intéressants,
il faut encore que 1'étude des preuves n'utilise que des principes

Plus élémentaires que ceux de la théorie étudide.

Tout ceci nécessite une connaissance de ce gu'est une preuve.
C'est le sujet d'investigation de la "théorie générale de la démons—
tration". Cette théorie fournit des formalisations de la notion de
Preuve et s'intéresse & leurs propriétés. Nous allons étudier ici
une de ces formalisations, dues & Gentzen (1934) (1), appelée sys—
téme de déduction naturelle. Les démonstrations sont formalisées
Par des arbres qu'on appelle dérivations. Toute dérivation est une
suite d'applications de rigles atomigues (les schémas de déduction)
qui sont relatives & un seul connecteur et ob intervient la construc-
tibilité si importante pour un intuitionniste. C'est ainsi que 1'on
rejoint naturellement la notion de preuve pour un intuitionniste, ce

qui est en fait essentiellement une construction de la formule dé

montrée.

Pour illustrer cet aspect constructif, considérons le prncipe
de dualité de la géométrie projective.
Ce orincipe affirme que tout théoreéme de la géométrie projective
Qqui parle de points et de droites peut &tre transformé en un nouveau
théoréme (dual) en ramplagant “"droite" par "point" et "point" par
"droite". Ce primcipe fournit de maniére conmstructive de na’ veaux
théorémes : il transforme effectivement toute preuve d'un théoréme
€n une preuve de son dual. C'esst un principe de théorie de la dé-
monstration. C'est de cette maniére qu'il faut comprendre chacun des
schémas de déduction de Gentzen : ils transforment les preuves des
formules situées au-dessus de la barre d'inférence en une preuve de

la formule située en-dessous.



II. LE GALCUL DE DEDUCTION NATURELLE (Gentzen, 1934)(1)

Ce calcul constitue une des formalisations possibles de la
notion de démonstration. Une démonstration sera représentée par une
dérivation , c'est-a-dire un arbre construit & l'aide d'un certain
nombre de régles d'inférence. Le qualificatif”"naturel" provient
de ce que ce calcul est 1ié de trés prés aux raisonnements logiques
Oui sont réellement utilisés dans les dimonstrations mathématiques.

Nous travaillerons toujours dans le langagexdéfini a l'aide
des variables , des symboles foncticnnels et relationnels et des
tonstantes logiques A, Vv, <, L, 7, V/, T . Les variables seront
nDtéesx y Yse.o; les termes t, s,.,..: les formules 70, 74/ s see
Nous écrirons y/\)b, ch}l, 7 ,c/p-;y/ e 70,fo pour désigner des
formules dont le connecteur principal est respectivement A,V , 7,->,

H’Vn

Ce cadre étant fixé, nous définissons les différents schémas

de déduction

Ar LY rE MY pnd
Py 7

s
vio £ ¥ VE _/4/V¢ Y

Int £
‘ g
VI —}ML) (voir rem 1) Ve M
Ve ﬁﬂ[r) ;9[5)
Lpee)]

F1 M FE JM~ (voiy pes 30

Ax w(x) /\p
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Remarques

1.

Les schémas Vz ét.iéhdoivent vérifier la restriction suivante
concernant la variable x (appelée paramétre propre du schéma) gui
y apparaflt.

Pour VI, il faut que x n'apparaisse pas dans les hypothéses dont
79 (x) dépend. Dans ce cas il est clair qu'on peut en déduire
V):_?>(x).

Pour JE€, il faut gue x n'apparaisse ni dans %/ ni dans aucune

hypothése dont 7b dépend, sauf éventuellement 7’(x).

Chague schéma doit 8tre compris comme un procédé constructif

pour transformer des dérivations des formules apparaissant au-
dessus de la barre horizontale en une dérivation de la formule

du dessous. Les crochets signifient qu'on décharge 1'hypothése

en guestion. Ainsi, par exemple, le schéma (-*:E) se comprend
comme suit : si j'ai une dérivation de la fcrmule )Dé partir de 70
et d'autres formules dventuellement, alors le schéma (-91:) me

fournit une dérivation de 7&»;& n'ayant plus 70 parmi ses hypo-
théses.

Les schéma (7T )et(7£) peuvent 8tre supnrimés si on remplace

750 par }ﬂ—’_L .

I1 peut 8treintéressant de numdroter les hypothéses comme nous le

verrons dans les exemples qui suivent,

Une des particularités les plus remarquables du calcul de déduc-—
tion naturel est gue l'ensemble de ses schémas se divise en deux
groupes : les schémas d'introduction(I) et les schémas d'élimi-
nation(E). Un seul schéma ne rentre pas dans cette classification,
c'est le schéma Int (E falso sequitur quodlibet) nécessaire pour
obtenir la logique intuitionniste.

Il y a une correspondance étroite entre la sigmificationconstruc—
tive d'un connecteur logigque et sa régle d'intraduction {comme

le montre la remarque 2 pour le —>I).



6. Pour obtenir la logique classigue, il suffit d'ajouter la régle

suivante E’?"]
-7C —Lio
Exemples

Démantrons JxVy f(x,y)-’Vy]X f(X;Y)-

a. Raisonnement intuitif :

Supposons qu'il existe un x tel gue pour tout Y, }ﬂ(x,y) soit valide.
Soit a un tel x; alors pour tout individu b, f(a,b) est valide.
Donc, i1 y a un x (x = a) tel que on ait f(x,b] et ceci est vrai

Pour n'importe quel b, donc pour tout vy.

b. Formalisation
Yy w(x,y)
—Play)
2 Fx plx,y)
Ix¥y ¢ (xy) V¥ y3Ix p (y) -1
Yy Ix plx,y) -
Ix ¥y f(X.y)ﬂ*Vy 7 x f(x,y)

Cette dérivatirn est bien séns hypothése, car les formules qui ont

servi d'hypoth&ses au cours du raisonnement ont été déchargées.

III. EQUIVALENCE DU CALCUL DE DEDUGCTION NATURELLE ET DE L'AXIOMATIQUE
DE KLEENE POUR LA LUGIQUE INTUITIONNISTE.

Rappelons cette axiomatique :

(1.1) p=(f-p)

(1.2) g=y) = ((p = (¥=))= (p-))
(2.1) g (w— (79/\//))

{2.2) ry =

/

prr oy
(3.1 (P =)) = ((f=)) = (pvy = )]
3.2 $ =gy

b ads

ta.1) (¢ 4;») = ((p—7p) > 7¢)

e
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(a.2) — ~‘?L§ﬂ—>)¢/)

Reégle d'inférence : si et —*%}, alors %’.

(5.1)  Vx ¢(x)—> p(€)

(6.1) f(b) — Jx f{x)

Régles d'inférence : (valables si x‘n'apparait pas librement dans (f )
-si ¢ ->>/J(x) alors ¢ Vx k//(x)
- si f(x]—’(/ alors 7 x f(x] -

Dans ce syst2me, une démonstration est une suite de formules ne
Comprenant que des axiomes ou des formules obtenues & 1'aide des
régles d'inférence et des formules qui les précédent.

Le but de ce paragraphe est de montrer gue

Toute dérivation dans le calcul de déduction naturelle donne lieu

& _une démonstration dans 1'axiomatigue de Kleene, et vice versa.

3.a. Passage du systéme de Kleene aux déductions naturelles.
Pour démontrer ce point, il suffit de montrer gue tcus les
axiomes de Kleene sont dérivables dans le calcul de déduction
naturelle et que les régles d'inférence s'expriment a 1l'aide
de schémas de déduction.

Procédons point par point.

(1.1) Voici une dérivation de y (¢ 2y¢)
4

7 (a)
Y-8
Le passage (a) s'est fait & 1'aide de ( — I) en déchargeant

les occurrences de 7& dont gF dépenc | i,e. en ne déchar-

geant rien,

1 2

1 3 1 +
(1.2) ¢ g2y @ g2l (2.1 T i
¥

‘U/-?I —ﬂ‘L—"Z

7 +

4-7 “/J_’(f")p) 7
sﬁ*’] -t 9‘~»‘/ - (pay)
(o= lpoy)) = lo>0) gl = )

(’a»)l/)~»((7p_,{7u-¢/{)) - (gp—?/{))
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(2.2) triviel.

2z E 3 S
. ey _¢11¢ZZZ
(3.1) PVY X {23

Py =4 s
(£=)) = (pv ¥ =)) S
(p2X) = ((p=2x) > (pvy =1))

(3.2) trivial.
(4-1) 1 3 7 2
FFp F 2
¢

74

L
7 -2
(p274) 2 7¢ -3

Crop) = (lp=7p) = 7)

(4.2) H

/50-;)& -2
7P = /}0—)}0)

La régle d'inférence pour le calcul propositionnel est le modus no-

nens gui corregpond exactement a ( —» E).

(5.1) trividl.

(6.1) trivia.

Les régles d'inférence pour le calcul des prédicats correspondent

resnectivement = (V I) et (F el

3.6. Passage des déductinns naturelles & 1'axiomatique de Kleenre.
Décidons de noter /’,/"70 toute dérivation de 70 a partir
de la collection de formules | @ et F’th) toute démonstration
de "f dans 1'axiomatique de Kleene & 1'aide des axio'mes, des

régles d'inférence et des formules de la suite [,
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-
Il s'agit de montrer que toute dérivation / #—‘70 peut se trans-

—
former en une démanstration / Dkf’

Nous allons pfouver cela par induction sur la longueur de
la dérivation /_'I—tf .
Par définition, la longueur d'une dérivation est le nombre

de barres- harizontales gu'elle contient.

- longueur 1 :

A _,U;o ;_’ on .Fait correspondre (<f,‘f’)?"(P"(}""%’))}7”""/}”‘)‘)»‘7”"%’)-
Les cas f_"f_ et —ﬂ‘_‘L sont triviaux, de méme que_ﬂ. et —,¢—_

4 # P v
A _%f_ité on fait correspondre (¢, @4, ¢).

On voit bien que cela va se passer sans probléme pour les dérivations

de longueur 1,

- I1 reste a utiliser 1'hypothése d'induction pour des régles comme

(ve), 1), (7 1), (FE) car pour les autres, c'est trjvial.

Analysons d'abord le cas du ( — I) : métathéorime de la déduction,
Lyl
—~ ; Par hypothése d'induction, nous savons qu'a une déri-
vation /—:tf f-—)b on associe une démonstration /) f-Df/
I1 faut donc associer & la dérivation donnée une démonstration /”D(Wyz).
Par hypothése, nous avons une suite % ... % de formules telles
que t/n =7b et pour tout i compris entre 1 et n, (ﬂ est soit un
axiome, soit une formule de f—', soit y’ y soit une conséguence immé-
diate par les régles d'inférence de formules figurant parmi y,,
Pi-1 -

Dans un premier temps, montrons gue D (}0 —'%)

1, si ¥y est un axiome, on construit ( ¢, B> (P-4l Y= @)
2. 51 %y est une formule de 7, alors (/7 ¢ (}o»%),

P > Py ) est une démonstration.



3. Si % = >ﬁ , c'est trivial.
4, 301 ne peut &tre unme formule du quatrigme type.
flontrons maintenant que si Vi, i< i, on a FD (50—’50‘) alors

4 i - 2 s
on sura aussi | D ( tfv)(/bi }, et cela achévera la démonstration,
+]

Le seul nouveau cas & envisager est le cas ol ‘ip':c est la

Conséguence d'une régle d'inférence,

1. ()0,30 est obtenue par modus nens a partir de %1 et ;0‘1 —»ﬂov =V"z

(4 i,<1 ).
Par induction Y= 5051 et }0—*%){ sont démontrables & partir
de [ et donc gréce a 1'axiome ( % > ;{1) - (¢ - SDL'L'\
= (= 'Pc)), © - %, est aussi démontrable.

2. 81 ¢ = o' - Y ¢ (x) obtenue a partir de ¢ %(x), on sait
que ¢ —> (lf"-’ f(x)) est démontrable & partir de /ﬁ(c'est 1'hy-
nDothése d'induction qui nous 1'affirme) de méme évidemment que
C{" - ‘ll*(x) Mais alors (’f' — %(x)]] — (lf)'* ¥ x l]U(x)) est
démontrable grdce 2 1'axiome {1.1.) et le fait gue uf’qu 7& (x)

est démantré.

Et donc,t/—)((gf'»kf/(x)) — (tf'—> Vx ¢ (x)) est aussi démon-

trable grdce & (1.1) et ce gui précéde. En appliguant (1.2}, i1

vient gue Yl-)( c,o' — x f/ (x)) est démontrable & partir de .

3. Si t/ﬂt'a est obtenue grace a la régle d'inférence qui concerne

le connecteur J , on procéde comme en 2.

Analysons maintenant le cas (v E).

Lol [T
ﬂf ,;:f /( Par induction, nous avons deux démonstrations de /)’ H
—, T 1 by, N 5 trui
X )cfj)l e \Ip/( cus avons a en construire une

7, A, pv Dx.

Grice au métathéoréme de la déduction que nous venons de démon-
trer ci-dessus, nous avons donc /| D (()OaX) et 4D =X ).

Des lors, a partir de |/, & et t)ov7b , & 1'aide de 1l'axiome (3.1),
nous obtenons une démonstration de]( ot «/ﬂ et >b n'apparaissent plus

comme hypothéses.
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Le cas de (3 E) est analogue, et le cas (7I) se réduit & ce qui

Précede en remplagant 750 par (f»i.

Ceci achéve la démonstration.

IV, ENCORE QUELQUES EXEMPLES DE DERIVATION,

73x ¢ Fx @
L
RO
Yx 2¢ "y
7 Jx "?IVX 7
f f 3
b) ‘le -7 1
TP(x) @(x)
Ix e g
f
B S
7 3x 2 -3
Vx 7 - ~ 3Ix 2
4
c) Vx 2
(x TQ(x)
3 L -
77 ngo 7\/xce
T ‘(_ 1
-2
77
Vx 37 ¢ 3

77ija — Vx —/770 -

d) g,oA 7?—:% pour toute f;ormule 1#.
a7z A7
FREE

! A

¥
7&47(/9 —*712

e) Enfin, un exemple de dérivation pour la logigue classigue,

C'est-a-dire utilisant la régle ( —7C).

1 2
R 2.
L 4 =C)



[$)]
n

I1 est clair que dans 1'autre sens | ? — 77(f ) 1a régle 1)
suffit.

2 1

(VA"
i_..*f
77$

-2
70 — 7‘710

V. PRINCIPE D'INVERSION ET THEOREME DE NORMALISATION

Nous avons déja vu qu'a part la régle Int, tous les schémas
de déduction se rangent en deux catégories : les introductions gui
définissent en quelgue sorte le connecteur et les éliminations.
Introduction et élimination sont ern un certain sens inverses 1'une
de 1'autre. En effet, la conclusion d'une élimination n'apporte rien
de neuf si la prémisse majeure de cette élimination était elle-méme

conclusion d'une introduction.

Ainsi, dans les deux exemples suivants, donnant une dériva-
tion de la formule y&, il y avait déja une dérivation de f/ appa-
raissant plus haut.

Lyl
gy P pog

Ces deux dérivations contiennent donc ce qu'on peut appeler
un détour puisqu' elles partent de dérivations de ?/ pour abou-
tir encore & des dérivations de %’. Le théoréme de normalisation
va nous permettre de court-circuiter tous ces détours. Mais cela
nécessite une définiticn rigoursuse de "détour dans une dérivation?,

C'est la notion de segment maximum.

Cn appelle segment une suite Yy... ?% d'occurrences de la
neme formule telle que

- ?4 n'est pas %a conséguence d'une { vV E) ou (3E).

- (fi (i <« n) est prémisse mineure d'une (v €) ou (FE) et

- (Fn n'est pas prémisse mineure d'une { v E) ou(}li



Un _segment maximum ((F” ﬂ) est un segment tel que 7 soit la
Conclusion d'une introduction et (Pn soit la prémisse majeure d'une
régle d'élimination: (i.e. ‘Ph contient le connecteur gui est éli-
ming),

Si n =1, on parle de formule maximale.

Dans les deux exemples ci-dessus, LFA}J» et (f-ekf' étaient respective-
ment des formules maximales.

Voici deux exemples de segments maximaux :
4 2

A LTI X &
M 4) A ?(") (?D"‘Z’(p(x)
X chf(x) 3)&(({)'\(?(*’))‘1 (f’(;)
x (LPA(‘p[X)) Jx ‘f’(x)

Ex?(x)

2

Nous allcns définir une réducticn sur les dérivations gui consiste

& raccourcirla longueur des détours, c'est-a-dire des segments maxi-
maux,

mi T3

Ef‘ A, (ﬂ =1,
P
VR : ey CoJ [l b E(.'OL] symbnlise 1'en-
':fé >, [2’ E‘ﬂ] semble des hypothéses
Qv ¥ ¥ 3> . décharades par (VE) et
‘)U ‘/J apparaissait dans Z;
=12
L Lo [LP1] symst:olise 1'en-
é._ _Z_:x_ semble des hypothéses
21 Ll

de Zz déchargées par ( —~>E).



VR : 2 ()

(4P
v Yj("\ > g‘((i_)
¢ () P

Jr: _2, Letal 21
¢ 22,(x) Ly(t)]
Fx () y > Z®

¥ 4

Les deux derniers schémas de réduction supposent la convention
suivante sur les param&tres propres (voir 2, remarqgue 1] pour 8tre
corrects
— une variable est paramétre propre d'au plus une régle d'inférence,
- le paramztre propre d'ure { V I} intervient seulement au-dessus

de la conclusion de 1'inférence
- le paramétre propre d'une {3 E) intervient uniguement au-dessus

de la prémisse mineure de 1'inférence.

Cette convention intervient tacitement dans les deux derniers
schémas de réduction pour assurer qu'on ne perturbe pas d'éventuel-

les autres anplications de (\/I] ou (53 E) en substituant t & x

VE-R: z, Z, Z; P 25
pry X X 2 X5 A%
X 2y i S X
X’ X

Cette réduction est valable si, dansla dérivation de gauche,
1'oceurrence inférieure d%}iest la derniére accurrence d'un segment

maximum,

57.
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JE-R: z, % S
Ix (x) A Z; 2

7 Z, P 3w ' X

Mére remarquepour yque plus haut.

Le théoréme de normalisation s'éncnce alors comme suit

Toute dérivation du calcul de déduction naturelle se _réduit & une

dérivation ne contenant ni formule maximale, ni segment maximum,

Une pareille dérivation est dite normale, or sous forme normale.
On peut de plus montrer que la dérivation normale associdée & une
dérivation donnée est unique (théoreme de normalisation forte),
La démonstration de ce théoréme se fait par induction & la fois
sur la longueur des segments maximaux et la longueur des formules
qu'ils contiennent,

Pour la démonstration, je vous renvoie au texte de Prawitz ((2)
p. 50).

Voici un exemple de réduction & une forme normale

Soient :
ot 2 5
eapivipr) P grpdvle) ye)  pvy
K Vs
pa(yvi)
et

if"(f"x) P A(gvy)
$A{$VZ) Jﬂ‘@;?g_ji #lﬁ_TH‘—JL

Yy () v (paX) () v (g2 X)
Gn v (prX)




Remnlagens dans cette derniére dérivation toutes les occurrences de
1'hypothese 77A (qzVX) par sa dérivation, et voyons guelle est la

forme normale qui correspond & cette dérivation nouvelle,

On obtientd'abord
QP :13 A ’ &_.,{Q\_“&_ A
P gy e P ¢ D) @

rox ¢ X
lloa)  Yvy gy PAy pa )

#)vz (‘f/\ \/J) l\/ (cfu)() Wo/\nzb) v'(g]o,( 7()

(pryp) v (a ))
Ce gui par VvE-R donne :

MW ey oA
(i) ¢ @ (e p @mimwnu
Py A R A . A A

R A SR 2 wx
EL%Y () vpny)  (pr)vien) vy (gapv(pa)) (pad)voa))

v T (o) V(paD) (pag) v (pay)

(prg) v (pax)

e quk se réduit > la forme normale :

Lng) v(aY) (?A?)V(?AX) (pr¢) vﬁfny)

8T v ()

Voici un systéme qui n'admet pas de théoreéme de normalisation. I1

est basé sur le syst@me d'iwplication faiblede Church, avec négation,
Dans ce systéme, on accepte la régle ( — I) ssi 1'introd .ction

de 1'implication décharge effectivement une hypothése. Ce sy-teme
(avec -» et 7= —»J‘) admet la normalisation, mais 1'axiome <{—»0+-9q0
n'y est pas démontrable. Si on ajoute le connecteur A, le systéme
Perd la propriété de normalisation, mais 1'axiome (f—*(%~>?) y est
démontrable par une dériwvation gui ne peut se réduire & une forme

normale.,
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2 VA
—M—jw
P=>(¢=¢)

Cette dérivation utilise la régle ( —> I} en déchargeant effective-
ment une hypothése chaque fois,

La dérivation normale qui lui serait associée devrait &tre

mais 1'inférence (a) (introduction de 1'implication sans décharger
d'hypothése) est illicite dans ce systéme, et donc, n'est pas une

dérivation du systéme.

VI. APPLICATION DU THEOREME DE NORMALISATION

(a) Forme des dérivations sous forme normale.

Définition : Une suite de formules ‘P’t Lp'n apparaissant dans une
dérivation forme un chemin si
- (.p,] est une formule du sommet non déchargée par (VE]DU(E E)
- pour i< n, <’0L- n'est pas prémisse mineure d'une (—;E) et
si ('D'; n'est pas premisse majeure d'une (VE) ou (FE),
‘10,;+1 se trouve immédiatement sous P
dans le cas contraire, (7054—1 est une des hypothéses
déchargées par 1'application de-ecette r&gle (\!E) ou (-3 £).
- "Pn est soit prémisse mineure d'une (——) ) scoit Dré-—
' misse majeure d'une {VE) ou (FE) re déchargeant aucune

hypothése soit enfin la formule finale ce la dérivation.



6]
-t

Exemole @ Jzns la dérivatinn Py ﬁ&:l_
(ery) v fpry) %‘E %p_l (pay)v(gaX) @% 7‘31
' - Yvy
. ~pvy) T ,
il y a quatre cheming : ! <‘fk yz)v(g,“;{)’f,(;nf/ f’f’ @pa (?N/{))’
(LapI v (pa) s $A020 P PAGVI)), (o) Vpag) , oah, ¥, 07,
J'JJV_X, ‘f‘[y“’l)) et enfin ((‘f'\ V)V(?’A,(),?anl ,Z) Z\/!,Zvl,(e»‘{({’\%}).

Comme on le voit facilement, un chemin peut &tre ¢ msiddrs oin-w g
Lsuite de segments. Ainsi dans 1l'exemple donné plus haut, chaque
formule forme & elle seule un segment sauf les suites soulignées

qui constituent chacune un segment,

D 'sormais un chemin (cf’, (,On ) sera noté (0'7' O,‘ﬂ] ol les a:
(1 4 <M ) forment 1'ensemble des segments qui constituent le
chemin,

Théoreme

Soit (g ... g3, ) un chemin dans une dérivation normale.

Alors il existe un segment g; , aprelé segment minimum gqui sépare

le chemin en deux parties éventuellement vides, et vérifiant les

Propriétés suivantes

1. Pour tout ?j‘ (1 >3) G’:] est la prémisse majeure d'une régle d'é-
limination et la formule gui apparaft dans CT\}'i_1 est sous-~for-

mule de celle gqui apnaraft dans Gj .

2. q (si 1 £ n) est la prémisse d'une régle d'introduction ou de
la régle (Int).

3. Pour tout 0‘ (i< d< nj, O" est la prémisse d'une régle d'introduc-—
tion et 1la Formule qui appar‘alt dans G‘:] est sous-formule de
celle qui apnaratt dans G"J s 10

Ce théoréme posséde un corollaire important, le pr_ncipe des sous—

formules :
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Toute formule qui apparaft dans une déduction normale est sous—

formule de la formule finale ou d'une des hypothéses de la dériva-—

tion,

Ceci entrafne évidemment qu'aucune formule atomique n'est démontra-
ble (i.e. dérivable saus hypothése). En particulier, . n'est pas
démontrable, ce qui fournit une démonstration du fait déja bien
Connu par ailleurs de la non-contradiction de la logique des pré-

dicats intuitionniste
En fait, ce résultat peut se généraliser de la mani&re suivante :

Un systéme de Post 5 est un systéme déterming par la donnde

- d'un ensemble de constantes descriptives (individuelles,
opérationnelles et prédicatives)

= d'un ensemble de régles d'inférences entre formules atomi-
ques du typefﬁ;;ﬁ ol ? ne contient pas de variables

n'apparaissent pas dans un des (ﬁ au moins.

Dans un tel systéme un axiome est une formule atomique obtenue

par‘one régle sans prémisse.

On appelle I (S) le systéme de déduction naturelle dont le langage
est celui décrit plus haut, augmenté des constantes du systéme S,
et dont les schémas de déduction sont ceux de la logique intuition-—

niste plus les régles d'inférence de S.

Le théoreéme de normalisation, le principe des sous-formules se
généralisent au systéme I(5) (voir p.e.(3)).

Le principe des sous-formules donne lieu au corollaire suivant :
Si une formule atomique est démontrable dans I(S), c'est gu'elle

1'était déja dans S.
Prenons donc le systéme de Post A suivant

- les constantes descriptives sont o, s, =, +, ., ol U est une

constante individuelle, s une cnnstante opératinnnelle unaire.



= une constante prédicative binaire et +,. deux constantes prédi-
catives ternaires (l'interorétation de ces constantes dans le

modéle canonigue de 1'arithmétigue est évidente).

les riégles d'inférences sont celles habituelles pour 1'égaliteé,
les régles correspondant aux 3& eté2axiomes de Péano, les regles
induites par les définitions récursives de 1'addition et de la
multiplication, les régles donnant le caractére fonctionnel de

+ et ,

Par exemple, le quatriéme axiome de Péano donne

s(x) = s(y)
x =y

De nouveau chacune de ces régles est trivialement vérifige dans le
modéle canonigue de 1'arithmétique.

Dans 1'érithmétique de Péann, on peut démontrer la normalisation

de I(A), car comme nous l'avnns remargué, la démonstration du théa-
réne de normalisation utilise une simple induction.

Et donc on peut démontrer dans 1'arithmétique de Péano, la consis-—
tance de I(A).

D'une manigre générale, la normalisation d'un systéme impligue sa

Consistance,

(b) Si rﬂ est une suite de formules ne contsiant pas le

T . -1
cennecteur v et si | pay vy,

alors, soit I"Hf; soit F‘o«nyb .

Denc, en logique intuitionniste, pour pouvoir démontrer Y)Vq% .1l

faut démontrer'q ou % .

Idée de la démonstration
Cn appelle segment final un segment qui contient la formule fina-
le de la dérivation.
Considérons une dérivation || normale de (fV%l a partir de [’ .
Ncus nrocédons en deux étapes
1. I1 y a exactement un seul segment final <~ dans 11 .
En effet, s'il y en avait deux, ils proviendraient automatiguement

d'une régle (VE) dont ils contiendraient chacun une des premisscs
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mineures., Soit X,’ v XL .1a prémisse majeure de cette régle (VE).
Soient 1T le chemirv qui contient %VZL' et Z la formule

située au sommet de 77 . Il est clair quel n'est pas déchargée
en effet par constr‘uctionx ne peut étre déchargée par (VE) ou
(FE) (c'est la définition de shemin que nous 1'assure) et de
Dlusl ne peut &tre déchargée par (—9 1) car il n'y a pas de
pareille regle utilisée en-dessous de X, v,&. En effet, 7T

se présente en fait sous la forme suivante
X [X] X, d

X SP;VW pvy
. gy
Y

()

oy

avec sous la ligne (i) des (FE). Donc/'(‘ aprartient & (.

Comme de plus %vxz. se trouve dans la partie éliminatoire de TC
(voir théoréme G.a) le principe des sous—formules affirme que 76 VXL
est sous-formule de X et donc que f—' contient une fDrmule/'( dans
laguelle apparaft le connecteur de disjonction.

C'est contraire & 1'hypothése et il y a bien un seul segment final.
2. Trois possibilités s'ouvrent maintenantpour g

-~ g est segment minimum : on montre alors gue cela impligue
que (fw?b soit sous-formule d'une formule de 1—7, ce qui est
impossible;

- ¢ est conséquence d'une régle Int, auguel cas on remplace

-

ou par

cette regle L par .
pry ST
pvy

- J est conséguence d'une régle (VI).

vy

-

On voit aisément gue les deux derniers cas fournissent des démons-—
trations de (’0 ou de }U & partir de [_1, en remplacant car. exemple

toutes les occurrences de Lf\/;li dans J par %Ou (fJ selcn les cas.



- Le contrexemple de Gfdel.
La formule ’lé£\<én (ni > pj) n'est pas valide intuitionnistigue-
ment, Car si elle _l'était, elle serait démontrable (voir 3),et
donc par ce qui précéde on pourrait démontrer pi""pj pour i £ j,

Ce gui est clairement impossible (cela implique par exemplej_‘*T).

- 8i (lp est atomique, cf)vwf est non démontrable.
En effet, sinon on en déduit une démonstration de Lf: (ce qui est
ifpossible (G.a) ou.une de 7(?, ce qui est également impossible en

vertu du principe des sous-formules.

{‘c) Indépendance des constuntes logigues en logigue intuitionniste

cl. Un connecteur ou un quantificateur % est faiblement définissable

dans un systdme § s'il existe une transformation € gui transforme
toute formule en une formule S((g) ne contenant pas x et qui
vérifie - €(¢) s'~btient eviremplagant dans ¢ ‘toutes les sous-
formules du type K«»l) ou X xi{J par E(Xa( 70 ) ou
3 («xx‘f') (en supposant gue x n'apparalt ni dans %ni
dans X)
- tg?.(cf) ssi ks ¢

c2. Des constantes logigues sant fortement indépendantes dans le

systéme S si elles ne sont pas faiblement définissables dans §.
On démontre le théoreéme suivant

Toutes les constantes logiques sont fortement indépendantes dans la

logigue intuitionniste,

A titre exemplatif, nous allans démontrer 1'indépendance du v, = ,

V et L. . On procéde par l'absurde : on suppnse que & est une

transformation vérifiant Cl pour chaque constante.
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1. Indépendance du V.

Soient P et @ deux symboles relationnels o-aires, L’O =Pv Q et
soit R un symbole relationnel O-aire n'apparaissant pas dans
Elg= ¢ .

On sait que = (Pv @) = ((P-> R) 2~ (@~>R)—R)

et donc yu— (P>R) » (a—~R) >R

En substituant Pv @ a R, on Db':ient«{/ =PV Q.

Par le point (b) ci-dessus, an en conclutf'—-P ou ({/l—Q.

Mais comme P ~P v Q@et@r-PV Q, on a les séquents

P )-4/ et Q l—>b . Ceci améne & conclure P}~ @ ou @ P, ce qui
est clairement impossible en vertu du principe des sous—-formules.
2. Indépendance du_—.

Ceci est immédiat car une formule qui ne contient pas -~ n'est
nas démontrable.

En effet soitune dérivation 1| de la formule (’9 .

Considérons un chemin contenant 1'occurrence finale de Lf dans
la dérivation TT . Comme T] est une preuve (i.e. il n'y a pas
d'hypothéses), ce chemin commence par une nccurrence de formule
déchargée. Comme un chemin ne peut commencer par une accurrence de
forumle déchargée par V E ou 3E, c'est donc une —I qui décharge
la formule du sommet. Par le théoreme (a). 1a formule «Ip doit

donc contenir 1'implication introduite de cette maniére.

3. Indépendance du V.

Soient P un symbole relationnel l-aire, c‘o = £ Vxp (X)); et
Y une variable n'apparaissant pas dans kf) .

Comme +FVx P{x}—>P(y), on a aussi)—&f—»P(y], et rianc(fo—\'&P(x)

En admettant le lemme suivant (sa démonstraticn se trou e dans (2)
p. 61)

5i (]vne contient pas de connecteur Y,

Alors ¢ - Yxp(x) impligue erL .

1'indépendance se montre fac:lement.



En effet, il est clair que kV&P(x)—aJ_ est non démontrable.

Ur par définition de faible définissabilit$, 1'équivalence

- Vxp(x)->1 ssi Fe( ¥xP(x)—1) est vraie.

Cr le second: séquent n'est autre que F%fﬁ<Lqui est valide par le

lemme, Nous débouchons donc sur la contradiction attendue.

4. Indépendance de L.

Soit <f= & (L ) et suprosons que L puisse 8tre remplacé par <f) sans

Changer la démonstrabilité.

Gi

P est un symbole relaticnnel o-aire n'apparaissant pas dans tf ,

Puisque FL—>P on a aussik &(L — P) et donc F¢ P ou encore
(f’ =P
Ceci impligue par le principe des sous-formules gue P est est sous-

furmule de <'0 ce qui contredit 1'hyoothése.
Aemaraue

Certains des résultats ci-dessus ont déja été démontrés dans un
précédent exposé par des méthodes topologiques. Il faut remarguer
Que les résultats d'indépendance gque nous venons d'établir sont

flus généraux puisque valables non seulement dans la logique des

“rapesitions intuitionnistes mais aussi dans 1a logigue des prédicats.
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Le programme de Hilbert demandait de prouver la consistance

de 1'arithmétigue par des moyens finitistes.

"Par des moyens finitistes" peut signifier
(1) par la seule considération de signes, de combinaisons de signes,
d'assertions élémentaires sur ces combinaisons ("a finitary proof

deals only with concrete objects" [2, p. 214])

(2) par des raisonnements constructifs ("the proof deals with

theée objects in a constructive fashion"[é, p. 214]).

Par ailleurs, le deuxi®me thdoreme d'incomplétude de G&del
montre gue si l'arithmétique A est consistante, alors

A - Con A"

On admet généralement que
(10 les objets concrets des démonstrations finitistes et leurs com-

binaisons sont tous "représentés" dans A et que Con, "représente"

A
l'assertion gue A est consistante,

(20 les raisonnements constructifs sont "représentés" dans A,

On interpréte donc le deuxiéme théoréme d'incomplétude comme
affirmant gu™il n'y a pas moyen de démontrer par des moyens fi-

nitistes la consistance de A"

Dans (1], GM¥del propose de conserver (2) mais d'élargir (13
en admettant la considération de concepts abstraits (que seront les

fonctionnelles) :

"Da die finite Mathematik als die der anschaulichen Evidenz
definiert ist, so bedeutet das [1..], dass man flr den Widerspruchs-
freiheitsbeweis der Zahlenthecrie gewisse, abstrakte Begriffe braucht.
Dabei sind unter abstrakten (oder nichtanschaulichen) Beariffen
soclche zu verstehen, die wesentlich von zweiter oder h8herer Stufe
sind, das heift, die nicht Eigenschaften oder Relation konkreter
Objekte (z ,B. von Zeichenkombinationen) beinhalten, seondern sich
auf Denkgebilde Cf.B. Beweise, sinvnlle Aussagen usw.) beziehen,

wobei in.den.Beweisen Einsichten {iber die letzteren gebraucht



werden, die sich nicht aus den kombinatorischen (raumzeitlichen)
Eigenschaften der sie darstellenden Zeichenkombinationen, sondern

Nur aus deren Sinn ergeben".

Quelques remargues preéliminaires constitueront le premier
paragraphe de cet exposé. Dans le second, nous esquisserons un cal-—
cul de fonctionnelles. Dans le troisiéme nous présenterons"l'inter—

pPrétation Dialectica".

I; Quelques remarques préliminaires.

Rappelons gque pour prouver de fagon finitiste la consistance
de 1'arithmétique, il suffit de prouver celle de 1'arithmétique in-
tuitionniste. On décrit en effet de fagon effective une transforma-
tion x qui & une Formuleydu langage de 1l'arithmétique associe une
formule (f*'de telle sorte que Akgcf entrafne Akztpﬁ
Si 1'arithmétique classique était inconsistante, on y démontrerait
"O=1"etdeld : A by (0=1), puis AlT 0=1, car (0=1)"

est {0 = 1), (Voir.1'exposé -age 1 ci-dessus).

L'idée de G8del est proche de la procédure classique de
"Skolemisation" d'une théorie. Dans cette procédure, (& titre d'exem-—
ple), & une formule du type

Vx ay Y2 gt 8] (x, Yy, z, t) (1)
dans un langage L_, on associe dans le langage L enrichi de symboles
de fonctions une formule du type

Vx ¥z Q@ (x, gx, z, hxz) (2)
de sorte que prouver (1) dans une théorie T revient & prouver (2)
dans une théorie T* contenant T et des axiomes sur ces symboles
de fonctions. En termes plus attentifs & 1'aspect constructif. il
s'agira d'associer constructivement aux formules telles que (1)
des fonctions, et cela de telle sorte que si Al;'(l), on puisse
"construire" g et h. Pour formaliser quelque peu, nous présenterons
la construction de g et h dans un langage de fonctionnelles LF (voir

§ 2) et le résultat de G3del prendra la forme suivante
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"A chaque formule P (5} de A, on associe une formule sans guan-
tificateurs Py(%, ¥, Z),

A une démanstration de P(Z) dans l'arithmétique intuiticnniste
on peut associer effectivement une suite;?de termes de LF (dont

les variables sont dans Z) de telle sorte que Py (X, ¥. 2) soit

valide",

La consistance de 1‘'arithmétique en découle comme suit : si-
Aty (0 = 1), alors (0 = l)D, qui s'avére étre 0 = 1 est valide.
Indépendamment de nos remarques initiales, on retrouve 1‘'aspect non
finitiste de cette démonstration de consistance dans 1'examen de la
validité de la formule sans quantificateurs Py (X, ¥, ) qui exige
1'évaluation des termes de X : des articles de Tait, Howard font
apparaltre des concepts non finitistes ou une induction transfinie
Jusqu'a E% dans la preuve gue ces évaluations s'achévent pour donner

un nombre entier (Voir aussi note & la fin de cet artic.e).

II. Les fonctionnelles,

On définit les types inductivement

;) U est un type,

2) si get T sont des types, (T =T ) est un type.
Les types de forme ( g, ——(Gé — .. =T )...)) sont notés
(0—1,...., O—n)"t.

Une fonctionnelle de type O est un nombre entier.

Une fonctionnelle de type (> T) est une application de 1'ensemble

des fonctionnelles de type @ dans 1'ensemble des fonctionnelles de type

Dans une-perspective constructiviste, on sera amené & res-

treindre cette hiérarchie de fonctionnelles : 1'article de

GBdel parle de fonctionnelle "calculables" ("berechenbar")

une fonttionnelle calculable de type (=T ) est une apoli-

cation calculable de 1'ensemble des fonctionnelles calculables

de tyne G dans l'ensemble des fonctionnelles calculables de tvpe T .
Quoi gqu'il en scit de 1'interprétation de cette notion de calcula-
éil‘té, ces hidérarchies de fonctionnelles drivent contenir les

entirrs, la fonctinn successeur et 8tre stables sour les ardrationc

d'ap-lication,



d'abstraction et de récursion; a noter cependant que si la notion
d'égalité entre fonctionnelles obéit aux régles habituelles de 1'éga-—
lité (y compris la compatibilité avec 1'abstraction et la récursion),
elle ne doit pas nécessairement étre extensionnelle (F = G deés gue
VYx F(x) =6 (x)). Nous adopterons ici le point de vue que cette
notion est suffisamment claire pour, d'une part, donner un sens pré-
cis & la notion de validité (\/Dir ci-—dessous), d'autre part donner
tout son sens & l'entreprise de G&del. (On peut aussi adopter une
perspective plus formelle et développer un _t_:_a_l_t_:_u_l de fonctionnelles

avant d'en préciser les éventuels modeéles : cfr [-3])

Pour parler des fonctiomnelles, nous introduiscons un langage

nour fonctionnelles LF.
Les symboles de LF sont

(1) pour chague type @, les variables de type T,

(2) 1es constantes 0O, de type O, S, de type {0—0),
Ry
(3) 1es symboles Aet ap,

(4) 1le symbole =,

de type (@, 0 = (o =), 0)—>d,

(5) les symboles7, A ,V , »,<, ¥, 3.
Les t_e_zm sont définis par les clauses:
(1) variables et constantes de type @ sont des termes de type @,
(2] si X est un terme de type ¢ et Y un terme de type ¢>T ,
ap X Y est un terme de type T,
(3] si X est un terme de type T et x une variable de type o,
A X X est un terme de type (d—->T).

Les termes de forme ap X Y seront notés (X Y) et X,,AXL... Xﬂ
abréviera (...((XfXL)XB)...X_n]. Le symbole A est considéré comme
X.

liant x dans \x X et Ax,... )\xn X est noté Xx,...xn

73.
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Les formules atomigues de type o de LF sont les formules de

la forme X = Y ou X et Y sont des termes de type ¢ .

Les formules s'obtiennent & partir des formules atomigues

au moyen des connecteurs logigues de (5). Les formules de type O

s'obtiennent & partir des formules atomiques de type O par les con-
necteurs propositionnels de (S) et les quantificateurs en des vari-
ables de type 0. Une 0-formule est une formule de type 0 sans quanti-

ficateurs.

Modulo les remarques du début de ce paragraphe, la noticn de
validité est claire. La constante 0O est interprétée par le nombre

naturel 0, S par la fonction successeur, ap par l'application de fonc-

tionnelle a fonctionnelle, X par 1l'abstraction, R par 1'opé-
ration de récursion et = nar 1'égalité entre fonctionnelles,
I1 suffit nour ce qui suivra de définir la satisfaction d'une
O-formule pour une valuation drnnée et sa validité, comme la
satisfaction pour toutes les valuations, " = P" signifiera gue
la U-formule P est valide.

Voici maintenant guelques indications sur le pouvoir d'expres-
sipn de LF. Pour faciliter la lecture, on ne mentionnera pas le
type des variables et termes, lorsgu'il peut Eétre reconstitué par

le contexte.

11 résulte immédiatement de nos définitions que 1'explicitaticn
de variables s'exprime dans LF, en ce sens gue pour tout terme X

de type 0 et pour toutes variables x_,.., X il y a un terme

n
Z de LF dont les variables libres sont parmi celles ce X, mais dif-
férentes de Xy yaees X et tel que  Z Xpewe X, = X.

(Prendre 7 = Axl.... Xp x)

En utilisant les symboles Rq_, on montrera que les "schémas
de récursion" s'expriment dans LF; plus orécisément, pour tous ter-
mes X, de type 0 et Y, pour toutes variables Xqpeees X z il y a
un terme Z sont les variables libres scnt parmi celles de X, mais

différentes de Xygeee X et tel gue



FZ0 x X = X

10 *n

£z (52 Xpeew X =Y (z2) Xpeow X o

Ceci nous permet d'"exprimer" 1l‘'addition, la multiplication,
la fonction prédécesseur, la soustraction partout définie, 1'égali-
té entre termes de type 0 (en ce sens qu'il y a un terme E avec
FExy = Jox = y), les tableaux de vérité des connecteurs proposi-
tionrels. On en déduira que pour toute O-formule P, il y a un ter-
me XP de type 0 sans autres variables libres que celles de P tel
que i=P<—->XP = 0.

On en déduira aussi gque les "définitions par cas" s'expriment
dans LF, en ce sens que pour tbute O-formule P, pour tous termes X
et Y de type 0 et pour toutes variables Xypeens X, il y a un terme
Z dont les variables libres sont parmi celles de P, de X ou de Y,

mais différentes de Xpseens X et tel que

=P — le... X, = X

FIP — le... X, =Y
On peut enfin utiliser nos remarques sur l'expressibilité
de 1'addition et de la multiplication pour identifier les formules
du langage de A tel que celui utilisé par exemple p. 2 a des
formules de type U de LF,.

III. L'interprétation "Dialectica"

Bans les définitions qui suivent, X, ¥,... désignent des suites
de variables de LF, 2: ?ﬁ... des suites de termes de LF.5i X =

(Xp,ooi, X)) et V= (Ypoeees Yo (XY) est la suite (X)Y,...Y ...,

n
KaYpees Yo)o 81 %= (xq,... x ), VX est Vxl... Vx pet IX est
Hxl... 3)(.

m
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A chagque formule P de LF nous associons une formule PDde
forme 3Ix vy F’D ou PD est une formule sans guantificateurs de LF
et dont les variables libres sont parmi X, y et celles de P. Les
définitions entrair‘eroqt que si P est une formule de type O( en par-

ticulier une formule du langage de 1'arithmétigue), PD est une O-

formule.

(1) si P est atomique, pD PD = P. En particulier, _.LD = 1 =1,
(2)SiPzPlAP29tsiF‘ = 3% Vy P et
Pg = Ix' ¥y Popr alors pD =Idx X Yy y |

= N

P10 N Pop)

(Il est sous-entendu qu'on évite les confusions de variables et que
pD n'est défini qu'a un changement de variables 1isges prés).
(3)sipP- Py VP, et si P? =3x Vyp
D — _

PZ = Jx Vy'PZD, alors

15 et

PP 325 ¥y 5 (2= 0-p0) A(2f 09y

(OD z est une variable de type D).
(4)siP idzaetsial- Ix vy ag,
alors PD - dJz x V7 QD'
(5)siPzWzaetsial=3Ix ¥y a( %, z,...)
alors PP = I W, VQD( X'z,2,...)
() sip =P =P, et si P[l) = Ix Vy Pio (X, ¥,uuh)

D - = foul vl =t vl ) 7
et P, = < ¥y PZD (x', ¥i...), B
alors P~ = X" Yxy (919(35, VA ""P?D(FI;’ v, 1

Pour la justification de (S), vnir le § 1.
Pour celle de (6), considérer les équivalences classiques
Ix Yy Pip= I Yy Pon

~ VY x 3x'( Vy PlD —> Vy' PZD)

~ ¥Vx Fx Yy Jy (Pip — Pap)

ct appliguer & cette dernidre formule la procédure de Sknlem rap-

nelée dans le § 1. (On peut aussi raisonner en termes de oreuves ).



THEOREME

Soit une formule P (Z) du langage de l'arithmétigue. A une démonstra-
tion de P(Z) dans 1'arithmétique intuitionniste. on peut associer
une suite de termes X de LF dont les variables sont dans ¥ de telle

éDI"tE‘, que ’= PD(;D 71 _Z-)‘

Démonstration. Elle se fait par induction sur la forme de cette
démonstration. Un systéme se pliant bien aux nécessités de la démons-

tration est donné par les axiomes et regles qui suivent

(voir [1] et [3]) : P P>0Q; P—Q Q - R;PVP—p;
8} P— R
P>PVa;PVvR > QvVPp; P—> Q i P—= P A Py

RVP—>RVQ

"AQ-P; PAR QAP ; PAB =R ; P—(d —>8);

P -{Qa — R) PA Q@ —R

L—=P; P - Q. ¥x alx,...} — a(t,...): @ — R :
P-Vxa dxa >R
Q(t,...) — Fx Q(x,...) {ces quatre derniers axiomes et régles

avec les restrictions usuelleg; les axiomes de 1'égalité et ceux de

FPeano mais o 1'axiome d'induction est remplacé par la régle

P (c,...) P(x,...) = P(sx,...)
P(z,...)

Nous examinerons quelques cas et, pour alléger la notation,
Supposerons autant qu'il est possible avoir & faire a des suites de

variables réduites & une seule variable.

(a) Le cas des axinmes arithmetigues autres que 1'induction
est trivial.
(b) Le cas de 1a régle P P -0
Q

77. -
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Soient PP =Ix Vy PD(x, y) et QD = Ix Yy 0 {x*',y").
La formule (P*—)Q)D sera de forme

3)(")'" -ny| (PD(X’Y'IXY') — (x"x,y'”

D

L'hypotheése d'induction nous donne des termes X, X", Y"
(dont les variables sont parmi les variables libres de P, Q et P

respectivement) tels que

EPp(Xy) (1)
et E PD(x, Y'xy') —)QD(X"x,y') (2)

On en tire successivement

E Pyl X, Yrxy') (3), par (1),
B Py (Xy"xy') —a (x"x,y') (4), par (2),
E 8y(x"x, y) (8), par (3) et (4).

Le terme X"Xest le terme recherché.

{‘-c) Le cas de 1l'axiome Pv P — P,

Ecrivons PD sous les formes Ex Vy F‘D(x,y),

Fx Yy pylar,yt) et Jxr Wy opo(xv,yn) (6).
La“esrmule (P v P)D s'écrira sous la forme

Jz xx' Yy y'( (2= 02py(x, v)) A (240 5P (x',y')).

Motons-la ici
Jz x x* Yy y' (alz,x,x",y,y').
La formule (PV P — P)D s'écrit alors en considérant (8)
Jymr vV oxrr Wz x' Az, x,x",y"t zxx'y",y"Y zxx'y")
2P (2t 7)),
c.a,d.
= ILLIVIL UL I PRy
( (Z=O"’PD(x,y"'zxx'y"ﬂ/\(z;l(]-;PD(x'.y'szx'y"H
<Py (x"'zxx',y"))



Nous devons donc trouver des termes YUY, X" tek aue
E((z=0 — PD(x. Y"'zxx'y"‘)A(z£D<?PD(x',Y’V zxx'y"))
._)PD(xv|vaxv 'yn).

Il suffit pour cela de poser Yooy om et de déterminer X"'
et Y"' de telle sorte'que
EY" zxx'y" = y®
et F X" zxx' = x,
ce gui peut se faire dans LF (en respectant les contraintes sur les

variables).

(d) Le cas de 1'axiome (PA P » P).
On vérifiera que (PA P — P)D s'écrit sous la forme
Fymxxt ¥y yrxr (pg(x",y xryy')
= Ppxx",y) A PD(x'x",y')%

Nous devons donc trouver des termes Y",X,X' tels que

F PO lxt vty ') = Py (Xt y) AP (XIx vt ).

On commencera par poser X's X et déterminer X par
F xxll = X"

Le probléme revient donc 3 trouver Y" de telle sorte que

E Pplxt, Yoxtyy') — p(x",y) A Py (x",y') (7).

I1 suffit pour cela de déterminer Y" au moyen d'une "définition

par cas"
F Pplxt,y) — yixtyy' =yt (8)
FIPp(x",y) — Y'xtyy' =y (9);

en effet, (&) entrafne
F Polxtuy) = (Plx" vixiyy') = P (xyt)
et (S) entrafne

F1Pp (x"y) =7 Py( x", Y xtyyt),
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d'ol (7) résultera en utilisant
F Polx",y)v 7pPp(x",y).
(e) Le cas de 1a régle P(0) P(z)-»P(5z)

P(x)

(P(0))° est de Forme Ix Vy PD(X.Y,U),
(P(2) > P(52)Pest de forme
dyx' Vxy' (PD(x,yxy',z) — PD(x‘x,y‘,Sz)),
de sorte que par hypothése d'induction, il y a des termes X, Y,

X' (z peut figurer dans ces deux derniers) tels que

E PD(X,y,D) (10)
et E PD(X,YXy"Z) — pD(x'ny',SZ) (11).

Il s'agit de trouver un terme X" pour lequel
F Py (xm,ym,2) (12).

On commence par "expliciter" la variable z de Y et X' en déterminant
Yl et X'1 par

E Yl xy'z = Yxy!

E X'1 XZ = X'x
de sorte que (11) s'écrit :

F Polx,Yyxy'z,2) Py (X' xz,y;52) (13).

On détermine un terme X"l par récursion:

EX] 0= X (1a)
kX (s2) = x§ (xyz)z (15)
(ou en posant directement XE =R Xl X'l )
et on pose X" = X"l z, Un prouve alors (12) par récurrence sur la

valeur de z, Si 2z a la valeur O, (12) est assuré par (10) et(ld).
Nous supposons maintenant que
PD(X",y",z) est satisfait lorsque z prend la valeur n et

y" une valeur quelcongue (161,



0'c"leurs, (13) entrathe

F P(X", Y X"yhz, 2 P (X1 X2,y ,82),

En vertu de (16),1'antécédent de cette implication est satis—
fait lorsque z prend la valeur n.
Danc, toujours pour cette méme valeur de z,
Pplx'y Xx'z,y",82),
& savoir PD(XjV(Xﬁ:z)z,y",Sz),
& savoir PD(Xﬁ_(Sz),y",Sz) (en vertu de(1%)),
est satisfait. En d'autres termes,
PD(X",)’",Z)
est satisfait lorsque z prend la valeur n + 1, ce qu'il fallait

démontrer.

N.B. Si le calcul des fonctionnelles est entiérement présenté de
facon formelle (sans notion sémantique,comme dans 1'article de

¥, Crabbé page 83 ) 1la démonstratinn précédente montre que
PD(X",y",z) pour tout terme clos z seulement si tout terme fermé
de type U se réduit & un numéral. Plus précisément,pour z clos et

de type O,

1) si 1'on admet le point de vue sémantique, z désigne un naturel,

et ceci Jjustifie la preuve par induction,

2) si 1'on adepte le point de vue syntaxigue, il faut pour justifier

la preuve par induction, démontrer au préalable que z se réduit

1% un numéral; cette démonstration exciéde 1'arithmétique.






NORMALISATION DU CALCUL DES FONCTIONNELLES RECURSIVES PRIMITIVES

Marcel Crabbé

Nous renvoyons & l'article de Th. Lucas : "L'interprétation
Dialectica" pour la justification de ce qui suit. Pour des raisons
techniques, il nous a semblé nécessaire de présenter le systéme T
indépendamment de la maniére dont cela fut fait dans l'article cité.
En annexe, nous indiquons briévement comment on peut raccorder les

deux formulations.

Référence. TAIT, Intensional interpretations of functionals of finite

type. J.8.L. 32 (1967), pp. 198-212.

1. Iypes

Les types sont les éléments de la plus petite classe qui com-

prend o et est fermée pour l'opérateur (¢—T).

Remarques
- Le type o est le type des nombres naturels. Le type (¢—T) est le
type des fonctionnelles calculables définies sur les fonctionnelles

de type G et dont la valeur est une fonctionnelle de type T .
- Tout type est de la forme (d;—> ... (G —0)...) (n>o0)

- Le type (97— ... »(gqy—~T) ... ) pourra &tre noté g,,...,

9 —-T.
2. Termes

Pour chaque type J° on se donne une suite infinie de vari-
ables v:r, vz'—,.“de type ¢ .

On dispose également de deux constantes : 0 et Set, pour
chaque type ¢, d'une constante Rﬂ, .

Si f estun terme et ¢ un type, la notation f =g signifi-
era que f est de type 0.
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1. Toute variable de type ¢ est un terme de type T .

2. 0, 5 et R, sont des termes de types a, (o —> o ) et

o ,(se —(aT—06)), o —+0 respectivement.

2, 8if T et x k=0 alors Axf k= (6= T) (abstraction)

4, si f l:=@‘-v19et g =0 alors (fg) =T (évaluation).
Remargues
- Le terme A xf_’ PN /\x:" f de type @ ,. ,C,~Cse note aussi

AxT L oxfn, f.

- Le terme (...(f g,)... g,) se note aussi fg.... g,

- On peut omettre les parenthéses extérieures.

-~ Tout terme est de la forme /\x1, . ‘xh,(fg,,...gm) oun, m > 0
et f est une constante, une variable ouun terme de la forme
A y f'.

Substitution, occurrenceslibres et liées

.. Une occurrence de la variable x dans le terme f est liée si elle
u
se trouve dans/gous-terme de f de la forme Ax g. Elle est libre

sinon.

Une occurrence libre de la variable x damns f est libre pour g

ssi elle ne se trouve pas dans un sous-terme de f de la forme

A y h ot y a une occurrence libre dans g.

Si le type de g; (1€ isg n) est le méme que celui de x;, alors
o8 /%, reees gn,/X,] est le résultat de la substitution de g;
aux occurrences libres de x; dans f (1 € i £n). Toutefois, ceci ne
présentc un intér&t que si chaque occurrence libre de x; dans f est

libre pour g;. Nous supposerons qu'il en est toujours ainsi.

Plus formellement nous pouvons introduire une relation d'équivalence
= entre termes en postulant f =< g ssi "g ne différe de f que par

les variables liées". Si T et Z sont les classes d'équivalence de



f et g et si x est libre pour g dans f alors f [.g/x] est fEfbﬂ
Les considérations qui suivent se rapportent non aux termes eux-

mémés mais a leurs classes d'équivalence.

En fait, la méthode que nous venons d'esquisser revient & présen-
ter le systéme a l'aide des carrés de Bourbaki.

On peut également éliminer les variables liées en utilisant des
combinateurs, comme chez Tait, mais ceci modifie en méme temps la

structure du systéme.
3. La réduction

f > g ("f se réduit & g") est la relation transitiva.,
stable pour les opérations d'abstraction et d'évaluation engendrée
par
Rl. (A x fg > £ [&/x]

R2. Rf g0 > f
R3. Rf g (St) > gt (Rf g t)

On vérifie sans peine que

-fPget f =0 impliquent g =37

- si f est un terme et f > g alors gest un terme.
Définitions

f se réduit immédiatement 4 g si on a f > g sans utiliser le tran-
sitivité de P. (Plus précisément : si g s'obtient en remplagant dans
f une occurrence d'un sous-terme ayant une des formes indiquées &
gauche de > dans les régles R1, R2 et R3 par le terme correspondant

mentionné & droite).

Une réduction de f est une suite de termes dont le premier terme
est f et dans laquelle chaque autre terme est obtenu par réduction

immédiate du précédent.

Un terme f est normal ssi il n'y a pas de terme g tel que f > g

(Toute réduction de f est de longueur 1)
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Exemples

- R O0() x y.x) (S0) se réduit immédiatement & ( X x y.x)
0O (RO(A x y.x) 0).
- Les suites :
ROCAzxy.x) (80), (AXAx y.x) 0 (RA x y.x)0), ( A x y.x) 00,
( Ay 0) o, o.
et
RO (Axy.x) S, ( Ax y.x) 0 (R8 (A x y.x)0),
(Ay 0)(RO( A x y,%x)0), O.
sont des réductions de RO (A x y,x) (S0)

- Les termes Axx, Ay0 0, SOet RO( A x y,x) z sont normaux.
Le théoréme suivant se démontre d'une maniére finitiste :

Théoréme de Church-Rosser

Si fl>gf1et £ ;}gzet gl # g alors il existe un terme h tel que
2
>h et h
81 g 2E>

Corollaire

Un terme ne se réduit qu'a un terme normal au plus.
4. Numéraux

Définition :

Les numéraux sont les termes de la plus petite classe contenant O et

S t pour tout t dans la classe.

Le numéral (S...(S0)...) ol S a n occurrences est noté S"0 ou T

(s® 0 = 0). Tous les numéraux sont de cette forme.

Lemme 1
Tout terme normal fermé de type O (c.d.d. sans occurrences libres de

variables) est un numéral (et réciproquement).
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Démonstration

La réciproque est évidente.

L'autre partie se démontre par induction sur 1la longueur du terme.
Soit t : X Xqeee x,{f gy... g,) un terme normal fermé de type O.
Comme t est de type O, n = 0. En outre f est une constante, car t est

fermé,
Trois cas sont & envisager.

1. £ est 0. Alors t est f.
2. f est S. Alors €4 est fermé et de type O, et m = 1
Par 1'hypothése d'induction gq est 8 O pour un certain naturel
k. Donc t est Sk +1 0
3. f est R, . Alors 81:=75 g2f= 0—=>(0—>G) et g k0. Par

1'hypothése d'induction g3 est un numéral. Dés lors t n'est pas

normal. Ce cas est impossible. O

5. Théoréme de normalisation

Le théoréme de normalisation s'énonce :

Tout terme se réduit a un terme normal. (Pour tout terme

il y a une réduction finie).

En vertu du lemme 1, il a comme corollaire que tout terme
fermé de type O se réduit & un numéral. L'intérdt de ce corollaire

réside dans le fait qu'il implique élémentairement la cohérence de

1tarithmétique (intuitionniste au classique).

I1 s'ensuit que le théoréme de normalisation ne peut-&tre démontré
dans l'arithmétigue. Howard a montré qu'on peut 1'établir dans une
extension de 1'arithmétique primitive récursive obtenue par addi-
tion du schéma d'induction jusqu'a 1l'ordinal €, (premier point fixe
de la fonction K+ w™) Ce résultat montre que la preuve de la
cohérence de 1'arithmétigue via 1'interprétation de Gddel transgresse
le point de vue finitiste de la m8me manidre que la fameuse démons-

tration de Gentzen.



Nous présentons ici une démonstration d'un théoréme plus fort

que le théoréme de normalisation.

Théoréme de normalisation forte :

Toute réduction d'un terme est finie.

L'idée directrice de cette démonstration, due & Tait, est de conce-
voir les termes comme des notations pour les fonctionnelles calcu-

lables (récursives primitives) au sens de Gddel.

Cette interprétation est clarifiée dans les définitions qui suivent

Définition

Un terme est absolument normalisable ssi toutes ses réductions

sont finies.

Notion de calculabilité (G6del-Tait)

La calculabilité des termes est définie par récurrence sur la com-

plexité des types.

Si f =0, f est calculable ssi f est absolument normalisable.
Si fE=d~T, f est calculable ssi pour tout terme g de type d,
fg est calculable (notez que fgkT).

Remarque
On peut remplacer la définition qui vient d'&tre donnée par la

suivante :

Sif e Tyaeee »0,+ 0, alors f est calculable ssi pour tous
termes calculables Bq1 cess By (gi = oz (1 <ign))

f 8y By est absolument normalisable.

Lemme 2
1. Toute variable est calculable.

2. Tout terme calculable est absolument normalisable.



On démontre simultanément les deux points par induction

sur la complexité des types, Le cas du type 0 est imaédiat.

1. Soient X une variable de type s soes T —> O et Gyyeee,
gjﬂdes termes calculables de types respectifs Ty eevy G

Par 1l'hypothése de récurrence les termes g, (1< i< n) sont

absolument normalisables. Donc, x Breses &, est absolument nor-

malisable.

2. Soit f un terme calculable de type o;, ey G — O
Par l1'hypothése de récurrence, les variables Xy eeey X de
n
types respectifs Tha eeey 0, sont calculables. Donc, f X J...

X n est absolument normalisable. Par conséquent f 1'est également.

On définit un concept de réduction "eritigue" (noté [ ) en

postulant :

(Ax £) g &z f [g/x] s si g est absolument normalisable lorsque
X n'a pas d'occurrences libres dans fs

Rfgt C? f » 81 t et g sont absolument normalisables
et t > o.

Rfgt > gt'(Rfgt') , si toute réduction de t comprend un
terme de la forme St¥ et t b St'.

Un terme critigue est un terme de la forme indiquée ci-dessus a
gauche de 2 et vérifiant les conditions de 1a régle de réduction
critique correspondante.

Lemme 3

8i r est un terme critique et si pour tout terme s tel que rgz s,
s est calculable, alors r est calculable.

Démonstration
—==oistration

On envisage chacune des trois réductions critiques.



1. (hx f)g Q f [g/x].
On sait que f [g/x] est calculable et que g est absolument norma=-
lisable(par la condition imposée a la premiére réduction criti-

que ou par le lemme 1)

Soient des termes calculables hl’ cees hm tels que (A xf) g hl...
hy soit de type O .gachant que f Eg/x] hl"'hm est calculable, il
faut montrer que Ux £) g hl...h“ l'est également.
Les termes g, hﬁl, ...h.m étant absolument normalisables (lemme 1)
il est clair que toute réduction de (Axf) ghy... h comprend deux
termes successifs de la forme (Ax £') g' h'y... by, £'[g"/x]

p ]
BYeeh? g 0B T 1Y, g gty B DB Ly B R

Par ailleurs f Eg/x] h’i." h,D>f' [8"/x] h'j...h'.
Ainsi toute réduction de (A x f) g hy.. hpa un terme en commun
avec une réduction de f Eg/xj by «oBye Mais cette derniére réduc-

tion est finie.
On peut illustrer cet argument de la fagon suivante :

(Ax £) g hpeeo b > £ Lg/x.j hoees By
A} 1 L 1 L
()\xf)g hl...h"‘v ",»A‘
1] \] T 1 .
' [g'/x] b poe- B g
2. Rfgtpf.
On sait que t et g sont absolument normalisables et que t [> O.
La démonstration, analogue a la précédente peut se représenter
par le diagramme suivant :
vagthi... hy fh'k'"'}hn
R f' g' o h'i"'h'm~ LA
f' h'q... h'y o0
N 1 ™
3. r est de la forme R f g t ol toute réduction de t comprend
un terme de la forme St™ . Par hypothése g t* (R £ g %)
est calculable. Dés lors f, g et t sont absolument normalisables
(lemme 2)



Soient ht"'hm des termes calculables tels que R f g t h]... hm soit

de type 5. Toute réduction de R f g t hl...hm' contient deux

termes successifs de la forme : R f'g' (St') h} ...hL', g' t' (R f£'g't")
\ 1

h l...h o

D'autre part, R f g t Dz gt'" (Rfgt'), qui est calculable par

hypothése.

I1 suffit donc, pour terminer, de remarguerque g t' (R f g t')
cee e 'grt! LIPS L

hy hm(>gt(ng1:)h1 "

Calculabilité sous substitution

Un terme f est calculable sous substitution ssi pour tous termes

. i - 1
calculables hﬁ?"'hh’ f [_h1/x{..., hh/th est calculable.

Pour un terme fermé la calculabilité sous substitution coincide

donc avec la calculabilité.

Théoréme

Tout terme est calculable sous substitution.
Démonstration

Par induction sur la structure des termes.

2. O est calculable.
2. S est calculable.
3. Rgpest calculable?
Soient f et g deux termes calculables de type O et G- ([T~7)

respectivement.

Un terme calculable de type O se réduit a un unique terme normal
Skf*oa-f*h'est pas de la forme St'.

Nous montrons par induction sur k que, pour tout terme t czlculable

de type ¢, R f g t est calculable.



92.-

1« k = O On distingue deux cas.
11 ¥* = 0. Alors R £ gt E? f, qui est calculable.
Donc R f g t est calculable (lemme 3).

12 t* # o.
Soient hgyye.., hy des termes calculables tels que R f g t = ...
h soit de type o. Tout terme apparaissant dans une réducticn is
Rfgthjeoeoh est de la forme R f'g't'h', ...h' od f > &', = >

m 1 )
hy >h'd"‘° hm Dh'm. Une telle réduction est nécessairezsr-

"y

finie.

2e k = p + 1
Soit t' un terme tel que t > St'. Alors Rf gt 2 g t'"(Rf g ="
qui est calculable par 1'hypothése d' induction (t'p SP ¥).
Donc, par le lemme 4, R f g t est calculable.

_&L Toute variable est calculable sous substitution.

5., Si f est calculable sous substitution, alors Ax f 1l'est aussi.

En effet, si h47"" dﬂ g sont calculables, alors Ax £ [h /%,

1
...h./x ] g D f[é/x, h, /x ,...h /x ]qul est calculable, par
hypothese. On applique alors le lemme 3.

6. Si f et g sont calculables sous substitution, alors il en va

de mé&me pour f g.

Corollaires
1. Tout terme est calculable.
2. Tout terme est absolument normalisable.

3. Tout terme fermé de type 0 se réduit a un numéral.
6. Annexe

Nous relions ici 1l'exposé précédent & "L'Interprétation

Dialectica" de T. Lucas.



On montre facilement que pour toute fonction primitive
récursive y de N vers IN il existe un terme ? de T ayant
le type Oy <.y, 0= 0 tel que pour toute suite de naturels kg.,...,

b G Reep > PR R

En particulier, considérons les définitions suivantes :

P=, Ro (A x y.x) ;R = Axy.Rx(0zS)y

= g Ay Rx(AzP)y 5 E =y Axy A (Exy)(Ey0;

7 =40 Ax =(So)x 5O = /\xy, T(Ax(7y)

Vo SHGF 7(/T('7x)(7—_y) .

On remarquera que
PODO s Pn+ I bW H

= nm > nitm,

>l
]l
8|
v
o]
+
E]

Dés lors, si f et g sont des termes closde type o (se réduisant

4 un numéral, par le théoréme de normalisation), on a :

Ef£gpo0 ssif etg se réduisent au méme numéral;
A fgD0 ssi fp0 et gb0;

= f D0 ssi f%o H

Sf g0 ssi f990 ou gpPO0;

Vg0 ssi £D>0 ou giO.

On peut dés lors représenter touttO-formule 70 (X‘I""’Xn) de LF

par un terme ’l/ de telle sorte que pour tous termes fermés t] gecey

t, de type 0 : o _
F“f’(t,;*")tn) ssi nf/t,.tnf>0

Appelons "terme général' toute expression métalinguistique de la

-
forme Ex_l... E]xzrl Vy},,... Vym £ (2) oi f est un terme de
T de type O et ?indique les occurrences libres de variables autres

QUE XpyeeeX 3 Fpgeced e

L'interprétation Dialectica peut-&tre considérée comme associant
a chaque formule W(Z) de 1'arithmétique intuitionmiste un terme

général TJZ V7 70( 2, ¥» 2), de sorte que
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si HA kf(?), alors on peut construire une suite 7 (f'l'”"fn)
de termes de T telle que pour toutes les suites E’ et T de termes
de T 4{)(?5’, 2, BP0 ( T h est la suite £,8 .08 B

Cela montre la consistance de H A (et aussi de PA, via l'interpré-
tation de l'arithmétigue classique dans l'intuitionniste) puisque
HA 0 = 1 entrainerait E 0(S80) B> 0, ce qui est faux car

E 0 (S0) [> s0.



REMARQUES SUR LA PHILOSOPHIE DE BROUWER

Richardi eonard

Dans un livre récent, Micha&l Dummett insiste avec force
sur l'importance que revét & ses yeux la philosophie intuitionniste
des mathématiques. I1 affirme trés raisonnablement gue la pratigue
mathématigue de 1'intuitiornismeest gtroitement lide & une philoso-
phie des mathématigues qui la motive. Moins raisonnablement, il
Oppose d'une maniére abstraite et simplifiée la philosophie intui-
tionnisted deux autres grands courants de la philosophie des mathé-
matigques - celles dérivant des travaux de Frege et de Hilbert - en
vue d'établir sa suprématie totale. D'apres Dummett, étant donngé
les échecs de construction d'un systéme logigque englobant les mathé-
matigues et d'une preuve finitiste de cohérence, la philosaphie
intuitionnisteest "le seul systéme unifié de 1'ancienne époque,
quand plusieurs philosophies mathématiques rivales étaient en con-
flit, gui a survécu intact..." (Dummett, EI, p. 1). Encore moins
raisonnablement cette vaste affirmation, gui déforme 1'idée méme
d'une philosophie des mathématiques en la liant trop rigidement 2
la réalisation d'un projet mathématique précis, semble pousser
Dummett & lier malencontreusement la valeur des mathématiques in-
tuitionnistes @ la victoire de la philosophie intuitiompiste sur les
autres philosophies rivales. "Si jamais il (1'intuitiondsme perd
cette bataille, la pratigue méme des mathématiques intuitiomistes
et 1'étude métamathématique des systémes intuitiomistes toutes
les deux, deviendront une perte de temps" (Dummett, EI, p. viiis).
Voila qui est étonnant : 1'apport constructiviste en mathématigue
dl aux mathématiciens et logiciens intuitiomnistesdevrait alors
8tre rejeté si jamais une philosophie réalistz des mathématiques
s'avérait plus juste que celle des intuitionnistes.Mais est-ce
que 1'on n'a pas a faire ici & une vue de 1l'esprit ? I1 existe
des affirmations gui énsurface, pour ainsi dire, sont vraies, mais
en profondeur sont fausses. Elles annoncent une vérité partielle
qui trompe puisqu'elle ne dit pas assez. Il en va ainsi des affirma-
tions de Dummett telles celles-ci : "... les mathématigues intui-

tionnistessont vaines en dehors de la motivation philosophigue qui
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les sous—tend... Les mathématigues intuitionnistes ne peuvent gtre
justifiées par leur seul intérét mathématique *(Dummett, EI, p.

viii),

Au contraire, on peut penser que 1'intérét principal de
1'intuitionnisme est en quelgque sorte mathématique. Je dis en
quelque sorte car il est évident qu'il y a un rapport organigue
entre la philosophie des mathématiques et la pratique mathématique.
Mais ce rapport n'est ni forcément assumé consciemment par les
mathématiciens, ni transparent. La philosophie intuitionnistedes
mathématiques n'est pas constituée en un systéme parfaitement
défini et statigue. Elle est composée d'un nombre d'éléments fon-
damentaux plus ou moins harmonieusement intégrés en un tout. Des
lors il faut examiner le rapport entre la pratigue mathématique
et chacun des éléments, et non pas d'un tout mal défini et indif-
férencié, d'une philosophie évolutive. On ne peut pas supposer
sans démonstration gue la pratigue mathématigue intuitionniste
dérive d'une manidre également substantielle de chague élément
gui ait pu se présenter & un moment ou 1'amutre. Il se peut qgue
les éléments factices s'accolent a d'autres éléments réels et
qu'il faillefaire la part des choses. Mais gu'est-ce exactement gue
la philosophie intuitionnistedont il est ici question ? Cela se
discute sans doute, mais ce qui est indiscutable c'est gue le fon-
dateur de cette philosophie (et sa pratigue mathématique) est
L.E.J. Brouwer. C'est avant tout sa philosophie qu'il faut veoir,
et guand on parle d'un systeme unifié de 1'époque de grandes éccles
de la philosaphie des mathématiques, c'est de son systéme que 1'on

parle.

Les prémisses

En 1905 & 1'Age de 24 ans Brouwer rédigea un texte intitul
"Life, Art And Mysticism”, gui éclaire bien les prémisses de sa
philosophie. A l'origine 1'8tre humain vivait isolé, insouciant c'au-
trui et du monde qui s'opposaient tous les deux & lui. Intervient
la chute ; les contacts avec les autres ; la tristesse et la
misére. I1 faut alors, dit Brouwer, opérer un retour au Soi,
seule protection possible contre "ce triste monde" que le Soi

"]ipre et illuminé" reconnait, du reste, comme étant "une réalité



aui n'est plus complétement distincte du Soi, mais dirigée au
dedans du Soi et avec le Soi" (LAm, p. 2). Le retour au Soi offre
le grand avantage de tout maftriser, car il s'agit apres tout de
sci-méme, "Ayant contemplé la tristesse de ce monde, regarde en
toi-méme. En toi il y a conscience... le contenu de ta conscience...
est en grande partie déterming par tes humeurs et celles-ci sant

en ton pouvoir" (LAM, p. 15).

La chute de 1'8tre humain fut causée par 1'Intellect.
L'Intellect et sa production, le savoir rationnel, nous Jjouent le
Mmauvais tour de nous distancer de nous-mémes. "Dans la science tout
ce gui est pergu est placé en dehors du Soi, dans un monde de
perception indépendant du Soi ; le lien avec le S0i, sa seule
source et guide, est rompu'. Ensuite elle construit un substra-
tum mathématico-logigue qui est compliétement étranger a la vie,
une illusion, gqui agit dans la vie comme une tour de Babel avec
sa confusion de langues” (LAM, p. 7). Langage et logigque, véhicules
du savoir rationnel, ne méritent pas notre confiance. La communi-
Cation par langage est impossible, la logigue ne peut nous servir
de guide. N'ayant de réalité que par rapport a la vie et 1l'activité
du Soi, coupéds de celui-ci ils deviennent rigides et inadéquats
"Le langage en soi n'a pas de signification ... La logique est la
vie du cerveau humain ; elle peut accompagner la vie en dehors de
celui-ci, elle ne peut jamais servir de guide en vertu de ses

seuls pouvoirs" (LAM, p. 6).

I1 ne faut pas avoir d'illusion, nous dit Brouwer, sur les
possibilités de changer le monde vers un mieux. La science ou
d'autres formes de savoir plus ou moins rationnels comme 1'art et
la religion peuvent nous renseigner sur ce que Brouwer appelle
la Vérité Immanente, & savoir, l'impasse dans laguelle le triste
monde se trouve : "... la bBtise et 1'injustice sont essentielles
& la société humaine; en effet, si la société humaine était meilleure,
était gouvernce par 1'amour et la fraternité, il n'y aurait pas

de raison a son existence, elle n'existerait simplement pas ...



Ceux qui sont libres voient leur prochain comme une hallucination...
Non, le monde ne peut étre transformé de maniére a apporter le

bien & 1'homme"(LAM, p. 9). La Vérité Immanente, accessible par

le savoir rationnei, peut ouvrir nos yeux & la possibilité d'une
Vérité plus élevée mais elle ne peut nous libérer des "chafnes
irreligieuses (sinful} de la science, de la foi dans la réalité et

de la pensée logique" (LAM, p. 5).

Non, il n'y a gu'une solution, c'est de guitter le monde
et d'opérer le repli en Soi. Une vérité plus élevée que la Vérité
Immanente peut nous faire entrevoir notre salut. Il s'agit de
la Vérité Transcen@ante gui est définie comme "1'Auto-réflexian
éternellement émanant et se résorbant® (LAM. p. 8). La Vérits
Transcendeante nous place au plan de la sagesse qui efface la
distance entre le Soi et le non-Soi et qui procure la Vie
Libérée. La sagesse cst au-deld de la science et de la logique.
Elle seule est religieuse, tout le reste, y compris la relicion

(entendez la théologie spéculative) , est irreligieuse (sinful).

Dans ces réflexions ,sur la vie, l'art et le mysticisme, on
vaoit se dessiner plus ou moins clairement les trois traits fonda-—
mentaux de la philosophie intuitionniste fondée par Brouwer
1) 1'idéalisme subjectif du type solipsiste, 2) le reductiornisme
positivistique et 3) le constructivisme. Le monde en dehors de mon
ego est méchant et aggressif; il m'échappe. Le Soi est une forteresse
isolée et cela vaut mieux car il contrSle alors tout. Dés lors
il importe de réduire & moi ce gui est en dehors de moi, le monde,
l'autrui, le langage, la logigue, la science. Le Soi-forteresse
ne dépend de et n'est responsable devant personne. La société
est injuste ; mes semblables sont des hallucinations, Tout,
monde matériel et autrui, doit é&tre ramené & moi. Ce gue je
construis en moi, je le contrGle immédiatement ettotalement ; il
est absolument slr. Ce qui va au-deld de mes constructions ne
1'est plus. "Les manifestations du Soi dans les limites et formes
particuliéres de cette vie sont des irruptions de la Vérité"

(LAM, p. 7). Moi je crée, je contrfle ; le reste n'a plus aucune

pPrise sur moi.



Philosophie générale

5i maintenant on demande & quoi cela peut servir de se donner
beaucoup de mal pour développer le savoir rationnel , comme 1'a
fait Brouwer pour les mathématiques, la réponse n'est pas claire.
Pourquoi ne pas se consacrer uniguement & la sagesse si "la pensée
scientifique” n'est rien d'autre qu'une fixation de la volonté
A l'intérieur des limites de la téte humaine, une vérité scientifi -
Que (n'est) rien d'autre qu'un engouement, un désir limité a
1'esprit humain"(LAM, p. 4). Peut-8tre en partie parce gue si
l'on est condamné & passer par ce triste monde autant vaut faire
Ge qui nous rapnroche le plus de la Vérité Transcendante et de la
Vie Libérée. Sans doute, Brouwer, ne voyait-il pas la pratique
de la Vérité Immanente comme une propédeutique nécessaire & 1'étape
supréme, Peut-8tre aussi partiellement parce que, en bonne
logique Schopenhauerienne, 1'Intellect étant néfaste, le Soi est
Concu comme Volonté. En mathématiques du moins, discipline & la-
quelle Brouwer se consacra, la Volonté crée librement par des
Constructions mentales le savoir rationnel qui est ainsi dominégé
par la Volonté, Il est possible qu'aux yeux de Brouwer, c'est donc
cette domination de la Volonts qui rend les mathématigues dignes,
avant toute autre activité consciente, de notre attention. En tout
tas il place les mathématigues au centre de toute pensée comme
l'unique source du savoir a-priori et donc libéré du poids défor-

mant du monde pragmatigue.

Dans son texte de 1905 Brouwer avait écrit : "A présent
tu reconnaftras ta Libre Volonté, dans la mesure ol elle est libre
de se retirer du monde de la causalité et de rester ensuite libre,
obtenant seulement alors une Direction définie qu'elle suivra 1i-
brement et d'une maniére réversible (LAM, p. 2). Plus tard dans
une conférence donnée en 1928 il insistera sur le réle primordial
Que Jjoue "la Volonté a la Vie" dans le développement de la
Conscience (MWS, p. 417). Dans ce texte il semble indiquer 1la
dépendance de toute activité rationnelle de la Volonté, car il

en fait dépendre les “principales fonctions de 1'activité des
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hommes", & savoir, les mathématigues, la science, et le langage.
Selon lui ces trois activités principales des hommes dérivent de
trois formes opérationnelles de cette Volonté : 1'attention
mathématigue, l'absfraction mathématigue et 1'imposition de la
volonté par la parole. On le voit, l'activité humaine est congue
Comme essentiellement consciente et subjuguée® la Volonté. La
Philosophie idéaliste de Brouwer est axée sur le Soi conscient,

dont 1'attribut principal semble étre la Volonté, et son dévelop-

pement,

Dans une tommunication de 1948 Brouwer daonna une présen—
tation globale de sa philosophie générale. Cette communication,
intitulée "Consciousness, Philasophy and Mathematics", expligue
1'ontogénése de la Conscience qui, d'aprés Brouwer consiste en trois
phases ou niveaux de développement : la phase nafve, la phase cau-
sale et la phase sociale. Cette évolution ontologique méne la
Conscience de sa “"demeure la plus profonde" (deepest home), et
pPourrait-on dire la plus isolée, au "monde extérieur" de coopé-
ration et d'entendement mutuel entre "nous". On doit cependant
noter qu'a peine Brouwer a-t-il annoncé ce voyage cela Conscience
Que, fidéle & son attitude solipsistigue, l'irréalité du terme
de ce voyage est rappelée : "Cette explication (des phases de la
CDnscience) n'implique pas un entendement mutuel et pourrait d'un

certain point de vue rester un monalogue" (CPM, p. 480).

Avant gue ne s'enclenche le processus du développement, la
Canscience, comfortablement logée dans sa demeure profonde, est
dans un état tranquille de passivité en dehors de toute attitude
d'attention. Elle "semble osciller lentement, sans volonté et d'une
maniere réversible entre immobilité et sensation" {ibid). Il
semble que cet état de gréce et de tranguilité isclée est la seule

attitude vraiment religieuse.

La Conscience guitte son sein ontologique en adoptant une

attitude d'attention vis-a-vis des sensations qui lui viennent.



Dans le monde-réve du départ surgit un monde pragmatigque, pour
employer une terminologie utilisée ailleurs par Brouwer (DF],

au moyen d'un phénoméne de discernement. Ce phénoméne initial est
temporel, car il s'agit de la fixation de 1'attentiong sur une
sensation qui passe ct gui céde la place & une autre de telle mani-
ére que la premiére est retenue par la Conscience comme passée,
C'est grice & un tel "déplacement du temps” (move of time) que la
Conscience devient esprit, que la phase nafve est engagée. Du
Coup 1'"¢égofcité", c'est-a-dire, la nature subjective de 1'objet
est perdue, et ce dernier devient étranger & moi et je peux dés
lors le désirer ou 1'appréhender. Ce phénoméne de discernement
peut aussi &tre un phénomdne de "deux-ité" (two-ity) réitérable

& volonté gui est & la base de la pensée mathédmatigue et par con-
séguent de toute penséde scientifigue. La réitération conduit a
1'idée de nombre, si elle ne tient aucun compte qualitatif des
sensations, et sinon & 1'idée de ségquence ou complexe temporel

de sensations, c'est-a-dire, des séquences causales et les objets.

La phase causale est le fait de l'attention causale qui
s'exerce sur les séquences dégagées de la "pluralité hétéroclite"
des sensations. On identifie une séguence des sensations avec une
autre faite de sensations semblables et dans méme ordre temporel H
ce sont des complexes itératifs de sensations. "Un camplexe ité-
ratif de sensations, dont les éléments ont un ordre invariable
de succession dans le temps, tandis que si un de ses éléments se
produit, tout les &léments subséquents sont censés se produire
également dans le bon ordre, est appelé une séquence causale"
(ibid). Des objets, au sens normal du mot, sont réduit en fait
8ux complexes de sensations causées par ces abjets. Plus précisé-
ment les objets sont des séguences causales qui ont la propriété
suivante : 1'ordre temporel de sensations est permutable. Parmi
les objets composant le monde extérieur du sujet il y a mon corps

et les autres corps semblables, a savoir, des individus,

C'est par le biais de 1'attention causale gue nous
intervenaons dans le monde extérieur. Mon attention étant fixée sur

une séguence causale, il se peut que je désire un élément qui ne

—

i
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m'est pas conativement disponible dans 1'immédiat: alors j'effectue
la production d'un élément antérieur dans la séguence gui m'est cona-
tivement disponible, et qui sera suivi plus tard par 1'élément désirs.
Cela s'appelle 1'acte russ (cunning act), et gréce a lui je crée "une
sphére causale d'influsnce gue d'un cité... (je) nrotége par une
activité destructive de choses qui menacent des séquences causales
utiles, et de 1'autre cBté...(J')étends par une activité de construc-

tion de choses capables de nouvelles séquences causales utiles"
(cPum, p. ase1).

Il est évident gue dans ma sph@re causale d'influence se trouvent
des individus et que par. conséguent j'agis conativement sur eux. Dés
lors s'installe une sorte de consdratios ealee 10%yidus, et la
Conscience passe & la phase sociale oo les principales activités sont
le langage et la science. La Conscience passe d'actes causals indivi-
duels aux systémes de pensée causals gui sous—tendent les actes coopd -
ratifs causals. En premier lieu il s'agit de pensée scientifique qui
"d'une manigre éconcme et efficace, catalogue les vastes groupes de
Séauences causales coopératives" (cPm, p. 4B2). La pensée scientifigud
est avant tout basée sur les mathématiques gui sont essentiellement
uUne maniére de génédraliser et universaliser librement dans l'abstrait
des groupes de ségquences causales observées et donc forcément trés
limitées. I1 y a donc savoir, mals c'est un savoir solitaire et en
fait incommunicable. Car s'il y a une phase sociale de la Conscience
et du langage, cela se manifeste uniquement au niveau de 1'interaction
de différentes activités conatives des individus : une rencontre plus
Ou moins harmonieuse des volaontés brutes. L'arganisation coopérative
d'une groupe d'individus consiste en un "treillis métalligue de trans-

mission de volontés" (wire-netting of will-transmission) (ibid).

Brouwer ne reconnait pas l'existence d'une pluralité de sujets, Il

n'y a pas d'autres Consciences, il n'y a pas non plus échange de
pensée, "En dehors de 1'éme, tout exposé sur le sers et 1'essence

de la vie est un monologue, et toute discussion sur 1'esprit plurali-
fieé (pluralified) est un jeu de dialectique dans 1'aréne de 1'hypo-
thése collective d'un super-sujet collectif apercevant un monde objec—
tif gui existe indépendamment des soi-disant su jets humains...'(CPM,
p. 485),.



Ayant esauissé le développement de la Conscience, Brouwer se
demande "si et ou, pendant et aprés cet exode de la Conscience, la
beaute, 1'entendement mutuel, la sagesse et la vérité peuvent Etre
trouvés" (CPM, p. 4R3). Nous avons déjd vu suffisament pour savoir
Gu'il n'y a pas beaucoup d'espoir dans ces domaines. L'entendement
mutuel est exclu, la vérité est éclatée, et la sagesse s8 trouve
au bout d'un chemin difficile de retraite en Soi. "Dans la pensée
et 1'action causales la beauté ne peut guére &tre trouvée"(ibid),
méme si un aspect ludique peut s'y immiscer et nous libérer Qomenta—
nément du désir et de la crainte. Plus important, il y a "la beauté
Gonstructionnelle". Ce n'est gue dans les mathématiques qu'elle
fleurit abondamment... l'intuition de base des mathématiques est
laissée & un libre épanouissement...(qui) n'est pas enchainé au monde
extérieur, et par 13 & la finitude et 2 1la responsabilité; par consé-
guent ses harmonies introspectives peuvent atteindre n'importe gquel

degré de richesse et de clarté"{CPM, p. 484a),

La philosophie de Brouwer ne recéle rien de profondément origi-
nal. Elle est basée, comme tout bon idéalisme subjectif, sur une
conception empiriste de la perception qui remonte a Locke et a
Berkeley. Le sujet percevant est assailli d'une foule désordonnde
et désunie de sensations, une "pluralité hétéroclite” comme disait
Brouwer, & partir de laguelle il faut construire la réalité. Les
harties disparates de ce monde perceptuel sont immédiatement donndes
au sujet et par conséguent libres d'incertitude. Il les rassemble
Pour créer un monde tout en se résignant & quelques contraintes mal
définies. Car, bien que cela soit peu clair, la Conscience, la
Volontg, échappe partiellement au sujet. Le monde est triste et mé-
chant, I1 faut "détruire” certains éléments des séguences causales;

il faut lutter pour survivre. Le sujet ne peut se libérer complétement
de toute dépendance et de toute responsabilité dans ce triste monde
gu'en s'isolant solipsistiquement dans ses propres constructicns :
“... il se peut que la sagesse nous invite & ncus tendre patiemment
vers notre libération réversible de la participation dans le commerce

Cocpératif et des rapports présuprosant une pluralité d'ssprit"(CPN

i
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p. 487). La science est purement pragmatique; elle est basée sur une
Conception Huméenne de la causalité ; elle n'expligue pas,

elle prédit, Comme dit Heyting elle est "une arme dans la lutte

Pour la vie'(Heyﬁnq , B, p. 310). Le langage sert principalement

aux monologues. Seules- les mathématiques et dans un moindre degré, la
logigue échappent quelque peu au miasme du monde pragmatique. Elles
ont 1l'aspect des jeux poursuivis en dehors de la crainte, la caontrain-
te, le désir et la vocation. Elle nous ramé@ne vers la demeure profonde
de la Conscience et par 1a nous rapnrochent de la sagesse. La science
est une arme dans la lutte pour la vie; les mathématiques sont un

refuge menant au salut.

Philospphie des mathématiques

En 1905, nous 1l'avons vu, Brouwer publia un texte dans lequel
apparaissent les prémisses de sa philosophie générale. En 1907, il
publia sa thése doctorale sur les fondements des mathématiques dans
laquelle apparaft la premiére formulation de sa nphilosophie des
mathématiques. Je voudrais d'abord attirer 1'attention sur le premier
Chapitre, intitulé "The Construction of Mathematics". Dans ce chapitre,
Brouwer esquisse la caonstruction des entiers, des nombres négatifs,
des ratiomels des irratiornels et la géométrie & partir des "intui-
tions de base" pour arriver 4 une conclusion intitulée "Mathematics
can deal with no other matter than that which it has itself construc-
ted"(FM, p. 51). Voici comment Brouwer conclut sa (re)construction
des mathématigues : "Dans les pages précédentes on a montré comment
les parties fondamentales des mathématiques peuvent 8tre construites
a partir des unités de perception par la simple juxtaposition, la
construction des séguences du type @, ou‘y, ou en construisant des
continus, tandis qu'ad chague étape du processus des systémes complets
déja construits peuvent tre employés comme des nouvelles unités.
Dans le troisi&me chapitre, il sera expligué pourquoi aucune mathé-
matique ne peut exister qui n'a pas été construite intuitivement de
cette maniére; pourquoi par conséguent la seule fondation possible
des mathématiques doit &tre recherchée dans une telle cnnstruction
sous obligation d'observer attentivement quelles constructicons sont
admises par 1'intuition et guelles ne le sont pas; et pourguoi toute

autre tentative de fondement est vouée & l'échec"(FM, p. 51 5).



L'essentiel de la philosnphie intuitiorhisteest 1a. Un objet
mathématique n'existe que dans la mesure ob 1'on 1'a construit; on
ne peut par consdguent 1l'obtenir par 1'absurde ou d'autres méthodes
Purement logigues. On part delabsclument certain : mes perceptions
intuitives immédiates et transparentes, Chaque étape est soumise &
la surveillance, immédiate et transparente elle aussi, de mon in-
tuition., Je contrfle directement, intuitivement tout. Comme 1'a dit
Heyting"... une conscience scientifique tranquille suffit,..”
(1, n. 6). Les bonnes mathématiques sont fondées en les faisant
correctement. Car oui, il y a des mauvaises mathématiques, & savoir,
celles ol s'éloignant de 1'intuition on se laisse guider & travers
le vide intellectuel par des principes logiques relatifs pour arriver
I une des contradictions mathématiques bien conoues. On ne peut rien
trouver de plus fondamental & la pensée scientifigque que les mathéma-
ticues. Plus ou moins explicitement les écrits de Brouwer font déri-
ver tout, et trés explicitement la logique, des mathématiques., On ne

“eut les fonder sur autre chose; elles fondenttout.

Ce noyau de la philosnphie intuitiomnistelaisse ouvert bien
gntendu, beaucoup de guestions importantes. Etant trés schématique
- °n ne sait pas encore guelles perceptions de base peuvent &tre ac-
cectées ni exactement guels principes de constructions sont admissibles.
fZur vzir avec plus de précision les principes intuitionistes de
Srcuwer regardons un écrit tardif, "Historical Background, Principles

2nc Yethods of Intuitionism", publié en 1952.

Au dénart les mathématiques étaient observationnelles., On
s'engrgait d'observer les propriétés du temps et de 1'espace,
Sup~osces immuables et indépendantes du langage et de la perception,
en €rigeant en axiomes les propriétés percues comme absolument inva-
riables. De ces axiomes on déduisait d'autres propriétés en faisant
des raisomements® .. guidés par la perception mais en suivant et en
employant linguistiguement les principes de la logigque classique”
(HBV, p. 508). Cette période observatinnnelle a duré jusqu'au 19°
sitécle, quand due > la découverte des géométries non-euclidiennes,

1'étude de 1'espace perdait sa place & cfité de celle du temps pour
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devenir une mathématique appliguée. Le succés aue rencontrait & ce
Moment-1a la méthode logico-linguistique en déveloo:ant des systémes
génmétriques non-observationnels amenait a des tentatives de lier
étroitement logigue et mathématiques en dehors de toute expérience ou
Ferception mathématique. Il s'agit de systémes formellement axioma-
tisés développés par des gens comme Dedekind, Cantor, Peano, Hilbert,
Frege, Russell et Zermelo, Parall2lement certains mathématiciens
Dré—intuitinnnistes(Poincaré, Borel, Lebesque) cherchaient a maintenir
"une attitude observationnelle modifige" (HBPM, p. 509). Ils
n'auraient pas cherché a fonder intuitivement le continu, mais 1'au-

raient fait dépendre de la logique et du langage.

Cela étant d'aprés Brouwer 1'évolution des mathématiques. 1'in-
tuitiomisme intervient pour clarifier et pour résoudre les problémes
inhérents aux mathématiques 2 ce stade de leur dévelcppement. Les
mathématiques sont allées trop loin dans leur dépendance de la logi-
Que et du langage; elles ont outrepassé les limites de 1'expérience
intuitive. Deux actes de la Conscience intuiticnnistevont remettre
les choses en place. Le premier acte de 1'intuitiormisme "sépare com—
2létement les mathématiques du langage mathématigue, et en particuli r
des phénoménes du langage décrits par la logigue théorigue, et recon-
natt gue les mathématiques intuitiomistes sont une activité de 1'es-
prit essentiellement alinguistigue ayant son origine dans la percep-
tion d'un déplacement du temps, c'est-a-dire, la désagrégation d'un
moment vécu en deux choses distinctes, 1'une cédant la place & 1'autre
mais tout en étant retenue par la mémoire. Si 1'on dépuowille cette
deux-ité de toute qualité, il restera la forme vide du substratum
commune & toute deux-ité. C'est ce substratum commun cette forme

vide, gui est 1'intuition de base des mathématiques" (HBPM, p. 509s).

Nous avons ici les pierres fondamentales de 1'édifice mathéma-
tique; on voudrait tout construire avec elles. Du concept de deux—
ité nous passons directement aux concepts d'entité, d'encore-une- fois
et d'ainsi-de-suite. Cela nous suffit pour ce que Brouwer appelle
"un déroulement sans limite", c'est~&-dire, 1'engendrement par réi-

tération d'une séquence dénombrablement infinie du type d' ordre @ .



Les nombres maturels, 1'arithmétigue, nous sont donnés plus ou moins
directement par 1'intuition. Les mathématiciens classiques pensent
en termes d'axiomes et de déductions logigues, les intuition~istesen
termes d'intuition, d'évidence et d'inspection introspective des
Propriétés dont sont dotées les nombres. Pour les intuitionistes le
Principe d'induction n'est pas un axiome mais une propriété construc-
tible des naturels. Rien n'est plus certain, immédiat et contrd-
lable que l'arithwitique. Quand il faut aller au-dela du fini nous
introduisons une loi s'appuyant sur le caractére inductif des natu-
rels, pour engendrer des séquences infinies. Cette légalité nous
Jrocure une certitude aussi absolue que dans le cas de constructions

finies,

On conclut donc que ce premier acte d'intuitionnismesuffit pour
la base des mathématiques : "une fois en possession des métodes
fondamentales de 1'induction et de la récursion, nous ne recontrons
2ucune difficulté sérieuse dans 1'arithmétigque des nombres naturels,
‘28 plus d'ailleurs, que dans celle des entiers ou méme des ratiomelg"
fHeyting, I, p. 14). Mais le véritable probléme posé par le dévelop-
~ement historique des mathématiques, surtout aux 18° et 19°¢ siéeles,
c'est ie passage de "la nature discréte, gualitative et individuelle
cu nombre dans le domaine 'combinatorial' du dénombrement (arithms-
Tioue) " a "la nature continue , guantitative et homogéne des points

Z2 l'espace (ou du temps) dans le domaine 'analytique® de la mesure

f;écmétrique)" (Fraenkel and Bar-Hillel, FST, p. 212).

Dans la thése de 1907 Brouwer, comme les soi-disant pré-intui-
tiornistesqu'il critigua plus tard, accepte le continu comme intui-—

tiomistemert valable : "... le continu en tant gqu'un tout ncus était

uonre par l'intuition; une construction pour lui, une action qui
créerait & partir de 1l'intuition mathématique (de base) 'tous® ses
points en tant qu'individus, est inconcevable et impossible. L‘'in-
tuition mathématique (de base} est incapable de créer autre chose que
des ensembles dénombrables d'individus. Mais elle est capable, apreés
avoir crés une échelle du type d'ordre 7, de superposer sur celle-ci

un continu en tant gu'untout, qui ultérieurement peut &tre inversement

7.~
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considéré comme un continu mesurable, et qui est la matrice des points
sur 1'échelle"(FM, p. 45). Brouwer semble avoir délaissé assez vite
Cette conception "pré-intuitinnniste’ car trés vite tout concept de
1'infini comme un tout actuel, complété, étendu ou existentiel est

nis au ban. Ce genre de conception essentielle aux théories de

Cantor est remplacé par une conception purement intuitisrnistede
1'infini comme étant potentiel, en devenir ou constructif. Il ne peut
8tre guestion de manipuler, par exemple, la totalité des naturels cor -
me une entité close sur pied d'égalité avec ses membres pris individu-

ellement.

Donc, il ne peut &tre guestion d'accepter un axiome de complé-
tude; cela revient & abandonner 1'attitude constructiviste. Mais, il
ne peut &tre non plus guestion d'une théorie comme disons celle de la
théorie pamifide des types gui rejette toutzauantification portant
Sur plus d'un sous-—ensemble dénombrable des réels & la fois. Car"...
un systéme toujours inachevé et toujours dénombrable de "nombres
réels" est incapable de remplir les fonctions mathématiques du continu,
Bour la raison simple cu'il ne peut jamais avoir une mesure nositive-
ment différente de zéro"(HBPM, n. 509). Ni nen-constructive. ni tron
Constructive; ce gu'il fallait c'est une possibilité de quantification
Aortant sur toutes les séguences de naturels ou sur toutes les

séguences satisfaisant une certaine candition.

C'est le second acte de 1l'intuitionisme qui nous place sur la
voie d'une théorie mathématique de 1'infini qui est Jjuste. C'est un
acte ".,gui reconnaft la possibilité de la génération d'entités
mathématigques nouvelles : d'abord dans la forme de séquences procédant
infiniment Py Fos eees dont les termes sont choisis plus cu moins
librement parmi les entités mathématigues nréalablement acquises de
telle sorte gue la liberté de choix gqul joue éventuellement pour le
Premier é&lément =N pourrait étre sujette & une restrictinn durable
a partir d'un Drultérieur, et encore A des restrictions
durables plus contraignantes ou méme 1'abolition & d'autres 2,
ultérieurs, tandis que 1'on peut faire dépendre toutes ces interven—

tions restrictives, ainsi que les choix des A eux-mémes. des expé-—



riencesfutures possibles du sujet créateur; deuxiémement dans la

Torne d'espdces mathématiques, c'est-3-dire, des propriétés attri-
Buables aux entités mathématiques préalablement acguises, et satisfai-
cant la condition que si elles s'appliquent & une certaine entité
~“athématique, elles s'appliguent également & toute entité mathémati-
Sue définie comme égale & celle-ci : les relations d'égalité devant
€tre symétrigues, réflexives et transitives; les entités mathémati-
cues préalablement acquises auxquelles la propriété s'applique sont
Zzpelédes les éléments de 1'espice(HBPM, p.511). Cet acte crée la
-“ssibilité de construction du continu intuitiornistecomme 1'espéce
“€s séguences convergeites infinies de ratiosnels nrocédant plus ou
“2ins librement. Et Brouwer croit tenir 1&, avec ce qu'apporte le

“remier acte, la totalité des bonnes mathématigues.

On notera sans surprise gue le constructivisme de Brouwer est
“en ancré dans sa philosophie idéaliste. C'est dans la phase sociale
~- développement de la Conscience que naissent les mathématiques en
“ertu de 1'intuition pure (i.e. toute considération qualitative des
=z-szations mise & part) du temps : "Le phénoméne de base... est 1'in-
“-Ttilan simple du temps, dans laguelle la répétition est possible dans
-z orme "chose dans le temps et encore chose”... (FM, p. 53). Comme
c--r Kant, pour Brouwer les propositions mathématiques sont des
->%lon, Mais & la différence de Kant, Brouwer restreint 1'a priori
“-x intuitions temporelles puisque, d'aprés lui, seul est a priori
s 222 est & la fois commun 2 toutes les:mathématigques et suffisant
-tur construire toutes les mathématigues. Or il y a plusirurs géomé-
Tries, mais une seule science des nombres qui peut servir & tout

CInstruire, Donc, "Le seul élément a priori en science est le temps"
R, oL 819,

Mais qui parle de 1l'intuition temporelle parle d'une activité
de la Conscience. Les objets mathématiques ne sont dés lors pas des
cbjets séparés de la Conscience et indépendantsd'elle qui doivent
€tre découverts. Comme 1'a dit Heyting, "Ce qui caractérise la pensée
mathématique c'est qu'elle n'apporte pas de vérité sur le monde exté—

rieur, mais s'occupe seulement des constructicns mentales® (I, p. 8s).
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Ou encore : "Toute affirmaticon mathématique peut étre exprimée

dans la forme : 'J'ai efSectué la construction A dans mon esprit'"
(Heyting, I, p. 19). Les objets mathématiqued se trouvent dans la
Conscience et, pour Brouwer au moins, nulle part ailleurs, Car comme
on 1'a vu Brouwer adopte une philosophie solipsiste.'de telle sorte

que le sujet créateur mathématicien se suffit & lui-méme.

Le solipsisme est une attitude philosophigue cohérente, et donc
Possible, qu'accepte qui veut. Cependant il faut dire guepeu de monde
1l'accepte. D'autre part, étant donné son extréme invraisemblance, pour
Ne pas dire plus, on pourrait estimer refutée par 1'absurde une phi-
losophie qui méne jusque 1&. Mais comme on sait une théorie, qui est
Presque toujours faite de plusieurs principes, n'est pas forcément
refutée in toto par 1'échec d'un de ses principes. Laissons donc le
chté spécifiquement solipsiste de la philosophie idéaliste de Brouwer

Dour regarder le c6té subjectif.

L'idéalisme subjectif de Brouwer veut gue le mathématicien
Construis e dans son esprit les cobjets mathématigues. Mais que devient
alors la valeur intersubjective des mathématiques qui semble tout
de méme irrdcusable ? Si je construis dans mon esprit un objet
mathématique dont je découvre certaines propriétés, est-ce que
1'objet et ses propriétés n'auraient pas existé avant, est-ce qu'ils
n'existeraient plus guand je n'y pense plus, est-ce que 1'on peut les
Cocmparer avec d'autres objets et propriétés, dans mon esp it dans
l'esprit d'un autre mathématicien ? Questions qui sont embarassantes,
du moins pour ceux gul entendent maintenir une attitude de bon sens.
Toute forme de 1'idéalisme subjectif vire vers le sclipsime - le
sujet étant limité A ses perceptions, ses intuitions, qu'est-ce qui
pourrait lui procurer un monde cbjectif - 2 meins d'un coup de force.
En fait on voit que ceux qui pratiguent les mathématigues intuitionis—
tes taisent simplement ces problémes ou essaient d'atténuer tant bien
que mal les conséquences inaccentaliles de 1'idéalisme subjectif.

Par uxemple, Heyting apris avoir affirmé la nature sub jective de
l'activité mathématique est amené & dire qu'il faut"... reviser quel-
que peu notre concept d'un nombre naturel"(I, p. 15). I1 semble
suagérer qu'une sorte de permanence peut 8tre associée 2 nos construce
tions mentales en les fixant, disons, sur papier (ibid). Acceptera

oul peut cette soclution hofteuse.



Les écrits de Heyting illustrent bien un autre preobléme dérivant
Ge 1l'idéalisme subjectif de la philescphie de Brouwer. Dans ce genre
de ohilosophie on est acculé 2 s'appuyer sur "1'évidence" pour juger
“e la valeur d'une proposition mathématigue. OUr 1'évidence est un
critére notoirement variable d'une personne & 1'autre en plus d'8tre
s2uvent traftre. Heyting dit qu'une conscience scientifique tranquil-
_e suffit pour accepter une proposition. Mais ce gui est évident pour
~2i ne 1'est peut-&tre pas pour vous et vice versa. Frege considérait
~Z7me évident 1'axiome nalif de compréhension avant que 1'on démontre
~'existence d'une contradiction découlant de ses axiomes. D'autre
“art on constate que les intuitiorristesdifférent d'avis sur des
sujets pourtant substantiels. Les uns acceptent des constructions

emploient la négation les autres pas, les uns acceptent le

oréme de 1'éventail les autres pas. Brouwer lui-méme, comme 1'on
vu, avait & un moment donné accepté l'idée du continu comme intui-
“Zverent valable pour la rejeter par la suite. Sa conscience scienti-
“_zue n'était-elle pas tranguille ? Heyting a été amené a distinguer
“z= moins de sept degrés différents d'évidence (B, p. 316).'Y aurait-

conc des consciences scientifiques plus ou moins tranquilles ?

~E

z~_“estement pour ceux qui veulent discuter, sur des bases indépen-

es des particularités des individus, de la valeur des propositions

zt~#matiques le recours & la seule "évidence" subjective est exclu.

Ce n'est pas une pure coincidence que ces objections au sub jec—~
1.isme de la philosophie intuitiornisteg¢zBrouwer semblent &tre reprises

as

zlleurs. Elles ont été appliquées & une autre forme de subjectivis—

it

ricductif, & savoir, le positivisme. Celle-13a faisait appel & 1'évi-

Ze~te certitude de nos sensations aussi. Comme remarque Heyting :

i

es censations (celles de Brouwer) correspondent aux 'Protokol-

ze” des positivistes... Comme les positivistes, Brouwer accepte
=~mme principe méthodolegique la nécessité de partir de ce qui est
“irectement cbservé et immédiatement clair, et il trace la frontidre

e ce matériel de base au méme. 'endroit qu'eux"(B, p. 312). Rien

(28

'ét-nnant alors de voir, par exemple, Heyting déoigrer comme de la
~“tanhysique, entendez mystification, tout ap.el & une réalité objec—
tive en dehors des constructions mentales du sujet (I, p. 1-12).

Rien d'étonnant non plus de voir Dummett, tout comme Locke et Hume,
remplacer signification et référence par la maniére gue nous ;avons

at-rise et que nous comprenons, ou de le voir s'étonner que 1'an
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Puisse supposer que notre savoir transcende ce gque no s avons pu con-

tretement observer, apprendre (EI, pp. 1-R).

Voulant la certitude absolue les positivistes 4éduisaient tout
aux observations perceﬁtuelles. Pour la méme raison, les intuitionnis-
tes réduisent tout aux constructions mentales & partir des sensaticns
introspectives temparelles. Le positivisme améne la réjection de
grands pans de la physique; l'intuition~ismeaboutit & la réjection
de parties importantes des mathématiques. Du reste, la certitude ab-
solue, peut-on l'avoir, ol n'est-elle pas plut8t chimérique ? L'ex-
périence historique du développement de la pensée scientifique semble
indiquer que nous ne disposons que de certitudes relatives. Une épis~
témoulogie conséquente, riche de 1'apport des philosophes antérieures,
arrive a4 la méme conclusion. Il est dés lors difficile de voir com-
ment on peut s'accommoder dans un cas comme dans 1'autre d'une philo-
sophie qui nous fait délaisser des parties caonsidérables de 1'acquis
scientifique collectif de 1'homme. Le "retour” solipsistigue au Soi

Que nous propose Brouwer serait un mayen, mais y en a-t-il d'autres ?

I1 y a guelgue chose de demesuré dans 1'idée qu'un jugement
personnel d'un mathématicien génial, ou méme d'un coumnt vigoureux
et fertile de pensée mathématigue, puisse décider de la faillite, en
raison de sa "conscience scientifique tranquille", des théories
produites et acceptées collectivement dans le temps et 1'espace.
Cela frappe d'autant plus que la philosophie intuitionnistetend a
placer les mathématigues intuitioraistes au-del de toute critique.
C'est un corollaire de cet idéalisme subjectif que les mathématiques
sont indépendantes du langage et de la logique codifiée. Cette idée
des mathématiques comme fondement auto-fondé de toute pensée est
une thése dominante dans les écrits de Brouwer des premiers aux
derniers. Le langage et la logigue {codifiée) ne sont que des ossi-
fications plus ou moins utiles de la vie libre; spontanée et foi-
scnnante de la Conscience. Ils peuvent nous servir mais il ne faut
Jamais perdre de vue le fond des choses : "... les constructions

alinguistiouezoui dérivent de 1'autn-déroulement {self-unfolding)



de 1'intuition de base, sont exactes et vraies, en vertu de leur
Srésence méme dans la mémoire, mais la faculté humaine de mémoire

Oui dnit passer en revue ces censtructions, est par sa nature limitée
et suscentible de faire erreur, méme cuand elle snllicite le support
des signes linguistigques. Donc, pour un esprit humain équipé d'une
~émoire illimitée, les mathématiques pures, pratiquées dans la soli-
tude et sans 1'emploi des signes linguistiques, seraient exactes,
"aie 1'exactitude serait perdue dans la communication mathématique
entre les 8tres humains avec une mémoire illimitée, car ils n'auraien;
3'autres moyens d'entendement gue le langage "(VKL. p. 443). La
logique n'étant que la codification des structures apparaissant dans
“e langage, on peut s'attendre & ce au'elle nous induise aussi en
erreur, C'est, en effet, 1'avis de Brouwer, du moins pour un principe
_-cigue, A savoir, le tiers-exclu. Langage et logigue (codifide) sont
€n raison de leur nature, viciés; ils peuvent 8tre utiles pour un
terblant de communication, mais ils ne peuvent jamais suffire & pré-

server totalement intacte la richesse et 1'exactitude de la pensée

itaire et encore moins de 1'énuiser ? Qui pourrait, alors, critiouer
“28 crnstructions libres cui en fin de compte ne concernent que mnoi ?

0 1950 Brouwer se résumait comme suit :"... par suite de 1'=affranchis-

nent total du lest des nbjets, dont jouissent les mathématiques...
~eure plus beaux développements n'auront probablement Jjamais ‘aucun
Tapoort avec les questions technigues, économiques ou politiques"
'3F. p. 503). Sur base de quelle réalité pourrait-on critiquer des

Z:onstructions si spirituelles ?
Cznclusions
I L2HUsons

Nous “‘avons vu gue depuis sa premiére formulation 1a ohilosapnhie
“rtuitinnnistede Brouwer se compose de trois éléments essentiels :
“'idéalisme subjectif du type solinsistique, le réductionnism nositi-—
vietique, et le constructivisme. Dummett affirme gque c'est le seul
systéme encore intact de 1'épnoue hérofque des chercheurs de fonde-
~ents des mathématigues. Manifestement c'est inexact. Que reste-t-il
alors du systéme de départ ? Pour Heyting, "Seule l'attitude solipsis-

tioue... ect inessentielle pour sa (Brouwer) fondation des mathématigues"
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(B, D. 312). Heyting ampute, donc, trés ﬁodérément le systéme en
gardant non seulement le réductiomisme rais également 1'idéalisme
Subjectif, Il est vrai gue ce dernier est organiguement 1ié au
réductinn-ismg et’que dans la mesure ol 1'on estime primordiale 1a
DOssession de la certitude absolue, 1'on est poussé & réduire le sa-—
Voir au contenu immédiat et non-réfléchi de la Nonscience. Gependant
en raison du caractére radical de cette conception qui améne au
rejet des parties généralement reconnues comme valables du savoir
Coltectif humain, et étant donné que la certitude absclue parait
8tre parfaitement chimérique, il est difficile de voir comment on
Peut retenir 1'idéalisme subjectif et le réducticnnisme.les diffi-
Cultés que souléve cette sorte de philosophie sont trés nombreu-es
et 1'on ne voit pas comment les résoudre en dehors de leur évacua-
tion totale, c'est~a-dire, le solipsigme. On constate que cette philc-

sophie n'a gue peu d'adhérents,

Pourtant les travaux intuitiomistes lancés par Brouwer conti-
nuent bon train et suscitent un intérét mathématigue et logigue réel.
A quoi cela peut-il tenir si ce n'est & 1'intérét philescphique et
mathématigue du constructivisme ? I1 me semble clair gue méme pour
Heyting et d'autres intuitinmistes c'est 1a 1'essentiel. Pour Heyting
les mathématiques sont des constructgggg mentales. Troelstra pense
de méme : "L'objet de 1'intuitionnismepourrait &tre décrit en premier

lieu comme 'la pensége mathématique constructive' " (PI, 0.?) (clest

moi gui souligne). Mental d'accord, mais ce gqui compte avant tout
c'est gue les objets mathématiques soient construits et non pas sime
Plement imposés par la rigueur des lois logiques. Il n'y a aucune

nécessité logique, du reste, & ce qu'une comstruction soit mentale,

Kreisel semble adopter une telle attitude, car il distingue deux
aspects de 1'intuitionisme de Brouwer (et de Heyting); un aspect
négatif qui rejette le réalisme conceptuel (théorie classigue des
ensembles) et un aspect positif gui met en valeur les notions de
Construction et de preuve constructive [ Kyeisel, FIL, p. 198). Se
basant sur cette distinction Kreisel s'est appligué & développer une

"théorie abstraite de construction® qui pourrait servir d'interpré-



w

2tion aux systémes intuitionnistes.Du reste, comme le remargue
Jummett, Kreisel rejette i'aspect négatif de 1'intuitionnismepour ne
Jarder gue 1'ae,2 b ositif, G'est placer 1'intérét principal au ni-

Veau du canstructivisme sans rejeter les "mathématiques classiques".

ODummett ne 1'accepte pas: "... mais il reste gue, si les mathé-
“atigues classiques sont intelligitles , alors,bien gue les mathémati
“ues intuitionnicter soient peut-8tre intelligibles aussi, elles per-—
“ent largement leur intéré&t" (Dummett, ET, p. 361). Pour le
sujet créateur solipsiste peut-8tre, meis pour le reste du
““nde ce n'est simplement pas vrai. Il ne faut &tre ni solipsiste ni
“Zsitiviste éubjectif pour voir un grand intérét & déterminer ce qui

“sut Etre effectivement construit en mathématigues et éventuellement

«
[

Gui ne le peut pas.#éme si 1l'cn est déterminé & rejeter tout ce
cul ne peut &tre construit cela reste vrai. Et puis gu'est-ce que
2lz veut dire construire ? Il faut voir avec quoi et avec guelles
Zinodes on construit. On peut regarder 1'axicmatique de Zermelo-

zenkel comme une construction & partir de 1l'ensemble vide et 1'ensem-—

--€ dénombrablement infini & 1'aide de certaines opérations. On peut

i’

~i7er aussi que le principe d'induction est douteux et n'accepter

-z des nombres finis, Le constructivisme est, en fait, comme une

ZrZe gamme spectrale de pnssibilités graduées selon le point de dé-

vz et les moyens que l'on se donne. Ne pourrait-on voir ici un ef-

W

ce dégager le minimum nécessaire pour telle ou telle théorie
c=zrtie d'une théorie mathématigue sans préjuger de la valeur de ce
-7 v au-dela de ce que ce minimum nous permet ? Nous avons vu qu'il
= des différences parmi les intuitionistes et ceux qui sont proches
2.x. N'est=-il pas mieux d'y voir simplement différentescrnssibilités
“Z Zorstructions que de vouleoir légiférer et discerner des brevets

“t firnes et de mauvaises mathématiques ?

Il me semble gue la philoscphie intuitionnistede Brouwer n'est

z= restée intacte, mais que les éléments factices, le solipsisme,

‘r~"ssant, & un grand nombre d'objections aui rend malaisé leur
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rétention., Toute personne gui accepte une philosophie réaliste des
methématiques ne pourrait les accepter. Par contre, toute personne
méme éelle qui adhére & une philosophie réaliste, peut reconnaftre
1'intérét du constructivisme sous une forme ou 1'autre. Brouwer
était incontestablement un grand mathématicien et logicien., Ses tra-
Vaux mathématiques et logigues ont eu un grand écho et ils le méri-
tent, Sa pensée philoscphique est marquée par la franchise, la vi-
Sueur et la sincérité. ('accent qu'il a mis sur 1l'intuiticn créative
en opposition 4 un formalisme & outrance et sur le caractére évolu-
tifdes mathématigues et de la logique sont sans aucun dou*e salutai-—
res, Mais son insistance sur le subjectivisme et le constructivisme
& outrance ne le sont pas. 0On peut comprendreau'un certain tempéra-
ment psychologique porté vers le subjectivisme soit propice & une phi-
losophie constructiviste, mais on ne peut admettre que les deux soient
indissolublement liées de telle fagon que reconnaftre une valeur au
deuxiéme nécessite la reconnaissance du premier, Il est toujours na-
vrant de voir une intuition profonde portant sur une réalité guelconaoue,
les mathématiques par exemple, qui permet d'éclaircir cette réalité
s'ériger en un mur intransigeant qui veut interdire tout passage. Les
philosophies rivales decelle de Brouwer sont aussi intactes qu'elle;

cu plutdt la sienne est aussi peu intacte que celles-1a. Les retombées
philosophigues et mathématiques de toutes subsistent, bien que libé-
rées, du moins on peut 1'espérer, des 1imiteé étroites de leur premin -
re définition. En ce qui concerne 1'intuitionnisme,ce qui semble vi-
goureux et important aujourd'hui ce sont des mathématiques canstruc-
tives et les systémes formels associés plutdt que le solipsisme,

1'idéalisme subjectif ou le réductionnisme positiviste,
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