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LES THESES DE LA LOGIQUE TNTUITIONNTSTE

Th.  LUCAS

Bib l i og raph ie  :

[ f l  f r -eer ' rE S.C. , , Int roduct ion to Metamathemat i_cs, ,

Nor th -Ho l land ,  Amste rdam,  London ,  l g?1 ,

fz l  r / |vHru- . t .  "Embedding c lassical  Logic 1n rntu i t lonist lc  Logic, ,
Ze i t sch r .  f  ,  t i a th .  Log ik  und  Grunc i l agen  d .  Ma th .  l g ,  pp .93 -96  ( r szsJ .

Deux  pa r t i es  dans  ce t  exposé  donneron t  des  lnd ica t lons  su r  l ren -
sembre  des  thèses  de  la  l og lque  in tu l t i onn ls te .  La  p remiè re  reo rend
1e  sys tème fo rme l  (ae  t ype  h i l be r t i enJ  de  K leene ;  des  tab reaux  lnd i -
queront  certa ines lmpl icat ions démontrables dans ce système1 une i rn-
p l i ca t l on  non  re tou rnée  n 'es t  pas  démont rab le  en  généra l  dans  re  sys tè rne .
La deuxième montre en quer sens des t ransformat ions du type , ,doubre

néga t ion "  pe rmet ten t  de  p longer  1a  log ique  c lass ique  dans  1a  log ique
i n t u i t i o n n i s t e :  e 1 1 e  e s t  b a s é e  s u r  [ - f l  p p , 4 g 2  s s  e t  [ Z ] .

I .  t l o n n i s t e .

Vo ic l  l e  sys tème déc r i t  pa r  K leene .

a )  Pour  Ie  ca lcu l  des  p ropos i t i ons  :
p  - ( o + p )
( p  - '  o )  -  ( ( p  *  ( e - - - R ) ) -  ( e - - *  n ) )
P ,  P - - r e-

a

e  - + ( A . - - ' R n  R )
P n  Q - - r P

P n  8 - - r Q

p - + p V  g

Q . - + P v  A

(e --+ n) -  ( (o*+ B) -_r (ev a _.> n))
( P - -  e )  - '  ( ( p  -  - z e )  - * z p )

(  z t  - ,  I  P ' Q  ) )



2 .

b) eour le calcul  des prédicats :  a)  et  z

I  - +  P ( x )

Q  -  V x  p ( x )

V  x P ( x ) +  e ( t )
P(x l  -+  e
. ? x P ( r ) - o

P ( t ) - + J x p ( x )

avec les rastr lc t lons c lassiques sur x et  t .

c )  P o u r  l r a r i t h m é t i q u e :  a ) ,  b )  e t  :

P ( o )  n  V "  ( p ( r )  -  P ( " ' )  1  - +  e ( x )

1 r = y r + x - y

-7  X r  -  o

X o y - + ( x =  z + l - z )

X = Y - + X t = y '

X *  o  -  x

x + y r - ( r + y ) '

X . O  =  O

x . Y t = x . y + x

Les systèmes c lassiques correspondants s 'obt lennent par 1 'adJonct lon

du schéma :

1'7 P --t P

A notcr  que cect  af fecte d i rectement le caractère intu i t ionniste

de la négat lon mals aussi  cc lu l  du quant l f lcateur unlversel ,  car

aJoutcr

7 7  P ( t )  -  P ( * )

revlent à aJoutar

V xbzp(x) -+P(*)  )  ,
d 'où  l ron  dédu i ra

Vx zz  P(x )  - -  Vx  e(x )  ,
r s  éc rasan t  a tns i  l es  d i f f é rences  que  l r t n tu i t l onn isme met  en t re  V l t ,  z tV

e t  v .

Volc l  guelgues tableaux qui  écla l rent  surtout  le comportement

de la négat lon.  Pour drautres théorèmes, voi . r  i1] .



1 7 P

. t ( t t P v r t Q )

z t P v - T j e

t t Q n â ) -

^' t (1P ^,tQ)
*  1 7  ( p v a )
,-t 7 P--+ttQ

- n ( tP-+Q)

- r 1 j  -  tV t
, u  l l S l l

i t t

Tq

z t P n z t Q
7 t ( t t P a t z ô

P v q

P n q

t  (PvQ)  - I  ? t t Q
t  ( t t  P r t tzQ)

-  Vt
-  t t V T
-  

l À l t

t A

tQa ,q )  r t  z t ( tPv tq )
-  t  ( t t P  a t t  Q )

1 t
,1,

zVrt ,-  l l3 '1

t P  v l e

,  r tv 1V
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p -+ tte ^J tt(e-->q)
, ï . ,  , . . r  - t -TP  - zzQ

|  ' -  - ( P ' t z Q )

I 
/\., 1 (tt pa t e)

I
p_e

4
I
I
I

t t  p -e

4t
I

I
I

7 1 v Q

, / \
, / \

t ' P  \ q

t t P



I Ï .  P longements  des  sys tèmes  c lass iques  dans  les  sys tèmes  in tu i t i onn is tes

Le  p ro to type  de  ces  p longements  es t  1a  t rans fo rmat ion  de  doub le
néga t ion  :  s i  P  es t  un  théorème du  ca lcu l -  p ropos i t i onne l  c rass ique ,

71  P  es t  un  théorème du  ca lcu l  p ropos i t i onne l -  i n tu i t i onn is te .  p lus  géné-
ra lemen t '  on  assoc ie  à  chague  fo rmu le  P  une  fo rmu le  p *  (que  nous  appe l le -
rons  c i -dessous  sa  " t raduc t ion " )  e t  on  essa ie  de  p rouver  des  résu l ta ts
Cu type :

(n)  l - ; -  e  ent ra lne l * *  p t r'  
Pa ' l : t "

( e J  t - t  p  e n t r a î n e  f r | -  p +
f ô \  T 1  ^  rtçJ I  

'E;  P entraîne f*E: pT
: ù  T*  es t  l rensemb le  des  t raduc t ions  des  fo rmu les  de  f  e t  I f r  , l f  ,' r .  

,  t ' ç ,1 ; i  son t  respec t i vement  l es  re la t i ons  de  conséquence  du  ca l_cu l
c e s  p r o p o s i t i o n s  c l a s s i q u e  ,  d u  c a 1 c u l  d e s  p r o p o s i t i o n s  i n t u i t i o n n i s t e ,
cu  ca lcu l  des  p réd ica ts  c lass ique  ,  du  ca lcu l  des  p réd i - ca ts  i n tu i t i onn is te ,
J e  I a r i t h m é t i q u e  c r a s s i q u e ,  d e  I ' a r i t h m é t i q u e  l n t u i t i o n n i s t e .

Les  deux  lemmes  techn iques

-es  vé r i f i ca t i ons  nécessa i res  oour
t raduc t ions  gue  nous  env isagerons .

qu i  su i ven t  pe rmet ten t  de  s imp l i f i e r

é tab l i r  l a  p lupar t  des  p rop r ié tés  des

Lemme L .  So i .en t  une  t raduc t ion  x
fa i san t  1es  cond i t tons  su ivan tes

var iab le  x  :

et  un ensemble A de forrnules sat ls-

pour  tou tes  fo rmu les  p  e t  e  e t  pour  tou te

i t l  A 7 
-7 -7 p* --  p* pour p atomique

( . 2 )  A 7 0 e 1 * < - ) - 7 p b
( : l  A 7 ( n n  e ) * 4 e p r t n  q r r
( a l  A  7 ( n  v  q 1 r . - + t ( z p * n l 8 # )

!ut  
L tTna*-* Q* enrraîne A tT tzfp - ,  q) t - ,  (p ---  s)*

( o )  A ? ( J ' e ) * o o T V x z p *
(. t )  A ry 7rp*+pf,  entraîne zt(*)r  -  (  Vre)x .
Alo rs ,  pour  tou tes  fo rmu les f ,

Ah 77P.F-- px.



6 . -

Démonstrat ion.On démontre "  Af-71Px + P* '  par induct ion sur la forme de p

I f )  donne  I ,é tape  a tomique .

S i  P  es t  de  la  fo rme -78 ,  e  y  R  ou  ! xe ,  Ie  résu l ta t  s ' ch t i en tsans

hypo thèse  d r tnduc t lon  à  pa r t i r  de  (z ) ,  (a )  ou  (o ) .

s i  P  s s t  d e  r a  f o r m s  E - + R  o u  V x  g ,  o n  a p p l l q u e  ( s )  o u  ( z ) .

Finalement,  s i  P est  de Ia forme I  ^  R,  on a :  .

L, 1n(ana),x-  ?t  t7(gx a n*)  par (a),
<-+ z7q* A 1:7Rx.,

< -+  Q*n  gx  pa r  I ' hypo thèse  d ' i nduc t ion ,

<..  (e n n1x pàr (s) .

Lenme 2.  Solent  une t raduct lon *  et  un ensemble 4 sat is fa isant  les

cond i t i ons  du  le rnme (1 )  e t  de  p lus ,  pour  tous  p ,  g ,  x ,  t

(e) 4 I 7z{p.? oft<- (znx -+ zzo*)
( s J  ô  l -  S x z E * è 7 ( V x e ) *
( fO)s f  x  n ra  pas  d roccurences  l i b res  dans  p ,  a lo rs  x  n ,a  pas

droccurences l ibres dans pf

( r r ) s i  t  es t  l i b re  pour  x  dans  p ,  a lo rs  t  es t  t i b re  pour  x  dans

FdÉ.

Alors,  pour tout  ensemble r  de formules,  i -  tP entraîne

f-*vA h pI.
L

0émonstrat ion. Par inductlon sur la démonstrat ion (classlque) ae n a
partlr de f .

sl P€ /? , alors p)Ê e f/' et de 1à lf u A Eprç.
s i  P est  un ax iome crass ique,  on prouve que At=pk ;  i r  en résuI te  que

[ - *  u A l = p * .

Nous envisageons cl-dessous la plupart des cas, Iaissant Ia véri f icat ion
des autres au lecteur.

Sl P est de la forme A -+ (n - O), on a :

f  Zz.0r - ( tza* -+ 7z B*J,

A  r y - 7 7 ( a  - ( R - " s ) ) r  p a r  ( e ) ,
A t .  (e  -+  (n- r  A) ) ' (  par  Ie  lemme l - .

t -



e  p .  S i  P  e s t  d e  I a  f o r m e  A  - - : ( n - + g  n  R J ,  o n  a  :
t-.- 77e* --, (-nno - 77(Ax ^ R*) ) ,

A  A '77  e * -+  ( ' t z r { .  ) 77 (s  ^  npe )  pa r  [ s ) ,
et on achève par (e) et Ie lemme I comme cj_-dessus.

Sj-  P est  de la forme O .- r  [A V B) ,  on a :

l :  7ZR* - r  772(7e t  ^  zR{ ) ,

A  ç  77e* -+  zz (a  y  BJ f f  pa r  (a ) ,

e t  on  achève  pa r  [e )  e t  1e  lemme I .

L e  c a s  d e  l r a x i o m e  c l a s s i q u e ' 1 7  8 - t  I  n ' o f f r e  p a s  d e  d i f f i c u l t é s
ra r t i cu l i è res ,  ca r  (ZJ  en t ra îne  :

A ,t (zzo)*<- 77 qte.

s i  P  es t  de  ra  fo rme e t  -+  Sxex  (avec  t  l i b re  pour  x  dans  g ) ,

rn  a  :  ry  Vx- tex* - -ze t r  par  ( t t ) ,
tf tz Qt* --+-777 VxzoxÉ,

/\ y zz et* + tt (a xox)t
e t  on  achève  pa r  (e )  e t  l e  l emme l .

S i  P  e s t  d e  I a  f o r m e  V x e x - - - r e t  ( a v e c  t  l i b r e  p o u r  x  d a n s  q ) ,

rn a :  A r ,  Jx 7ExÉ* z (  VxaxJ* par (g)  ,

I  78 tx ' - - - r  l x78x*  pa r  ( t t )  ,
A  t -  Te t r t  -7  (  VxRx) * ,

A  t - ;  n (  V x o x ) r  - 7 7 8 t { ,

e t  on  achève  pa r  (A )  e t  l e  l emme 1 .

r l  nous reste à envisager 1es cas où p est  obtenu par Ies
règ1es  de  dé r i va t ion .

S i  P  es t  ob tenu  pa r  l a  règ1e  d r ln t roduc t ion  du  quan t i f i ca teu r

e x i s t e n t i e l ,  l r h y p o t h è s e  d r i n d u c t i o n  e s t  d u  t y p e

7"u A 1(or  - -  B)x,
d r o ù  l r o n  t i r e  :

l - *u  A t - :72(gx. -R)( ,

f  
* u  A  fTzQx*=+  77R*  pa r  ( e ) ,

l-*u A l-:-l Rfr-+ zgx'*,



I t *u A 
T 1A* --Vx: ,€,x* par ( to) ,

l a *u  A  f f  777  Vx rQx*  + -77R* ,

f -*u A V 
-r7 (  J"q")*  - r  77 Rx par (o) ,

e t  l ron  achève  pa r  (e )  e t  I e  l emme 1 .

Le cas où P est  obtenu par la règIe de modus po i€ns se t ra i te

de façon plus s imple encore,  en appl lquant (a)  et  le lernme I .

Final ,ement,  s l  P est  obtenu par 1a règle dr introduct ion du quant i f ica-

teu r  unLverse l ,  1 'hypo thàse  d r induc t ion  es t  du  t ype  :

t - * u A  7  ( o - R " ) * ,
d t o ù  l r o n  t i r e  :

l-*u Â \.-t1 (rr -+ n,. )f
fa*u A l '77ar  +-77Rx* par  (a)  ,

f*U A E-ng* --r BxÈ par Ie lemme 1,

/ - *u  ^  f  
' nEF- ,  

V *Rx tpa r  ( t o ) ,

{ n u a  l : . T l f t +  7 7 V x R x ' x ,

e t  on achève par  (e)  e t  Ie  lemme L.

Volc i  quelques exempLes de " t raduct ion".

EÆI ,PLE 1 .  La  t raduc t lom dé f ln ie  pour  tou t  P  pa r  P*  * -7 -7P t ,

où P I  est  déf ln le lnduct ivement selon la forme de P par les c lauses :

P t * P p o u r P a t o m l q u e ,

t r e ) , 1 8 , ,
( e  n  n 1 r  =  8 ' ^  H ' ,
( O v n 1  ' = 8 ' v  R ' ,
( o + n 1  ' = 8 ' - R ' ,

( 3  x  o ) '  = 3 x Q ' ,
( V x O ) ' o 7  3 x ? Q ' .

On vér i f le que cet te t raduct ion sat is fa i t  toutes 1es condi t ions

des lemmes pour A = 6.

On en déduira immédiatement Ie résul tat  (e) .  Ue résul tat  (n)

vaut  ausst  s l  I 'on consldère le calcul  proposi t ionnel  comme un cas

dégénéré  de  ca fcu l  des  p réd ica ts  [où  1 'ensemb le  des  va r lab les  es t  v ide )  ;

on retrouve l -c l  Ie théorème de 1a double négat lon 3

t-r- p ztl !-ntp
FC FL



l c a r  d a n s  c e  c a s  p '  =  p J .

un  co ro l l a i re  de  ce  g€ tn re  de  résu l ta ts  es t  r ,  équ icons is tance
des  ca lcu rs  de  p ropos i t i ons  (ou  des  ca rcu rs  de  p réd ica ts ]  c lass ique
e t  i n tu i t l onn is te  ;  en  e f fe t ,  s i  p  n  7p  é ta i t  une  théorème c lass ique ,
(e  n  ze ) * ,  à  savo i r  -77 (p '  

, r  - t  p ' )  en  ss ra i t  un  du  sys tème in tu i t i on -
n i s te  co r respondan t .

I )GMFLE 2 .  La  t raduc t ion  p*  dé f in ie  i nduc t i vement
:a r  l es  c lauses  :

P * = P p o u r p a t o m l q u e

( z o ) x = 7 8 *

( O  a  n ) Ë  =  Q * n  R r
(o v p1x = t (7 l*n 7Rf,)
(a -+ n1r = Q* --;, RF
( 3 x Q J * = 7  V x z R f ,
(  Vxo)*  =  Vxq*

On vé r i f i r  que  ce t te  t raduc t ion  sa t i s fa i t
des  lemmes  pour  A  = {zz  g  -  A l0  a tomique} .

O n  e n  d é d u i t  a u s s i

l-- P ---.>' P c

0n  en  dédu i t  que  pour  tou t

0n  peu t  é tab l i r  1e  résu l ta t
Jés ignan t  I ' ensemb le  des  ax iomes  de

/ -k P
l * u  A r * u A  l - : -

--, 1-*ur Ar ,-, À :
--_, l-* u Ar F____ 

L

t

---t l-- 
* 

L- '>*-  ' a t  |  '
r ésu l ta t  en t ra îne  l ' équ icons is tance

d e  1 ' a r i t h m é t i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

pour P sans autres connecteurs que A et  I  ,

P "

s e l o n  l a  f o r m e  d e  p

t ou tes  les  cond i t i ons

T  ,  f - , zp [ - * u A  I  P *  t ' r z ] .

g u e

t---
Y .

[ C )  p a r  1 ' a r g u m e n t  s u i v a n t ,

l -  'ar t lomét i  que :

Ar

. , 4
t  

- v

^ !

e r  p a r  ( r z )

Pf ,  ( ca r  A r  F ;  A r * )

e *  ( c a r  A r  r . -  À  )

de  I  ra r i t hmét ique  
c lass ioue



E)GIFLE 3.  La t raduct ion P* déf j -n ie par les mêmes c lauses que ceL1es
de  l rexemp le  2  sau f

(e  - -B)*  =  z (oË^  7  RxJ .

On vér'Lf ia que cette traductlon satisfait  toutes les condlt ions
des renmcs pour  A = 1- r7g-+ eJQ atomiaue j  .  0n é tab l i t  te  résur ta t
(C) ,  comma c l -dessus.  On a auss i  le  résu l ta t  (n)  pour  V = f i ,  en
uti l i .sant Ia darnièru r"marque de lrexemple 1.

Ê)GMPLE 4.  La t raduct lon p* i7 obtenue à part l r  de la t raduct ion p*

de l rexempre 2 en remplaçant dans p* chaque formure atomique par sa
doub le  néga t ion .

0n véri f le que cette traductlon satisfait  toutes Ies condit ions
des lemmes pour  A = 6 ,  0n étab l i t  les  résu l ta ts  (n) ,  (e l  e t  (CJ pour
tou t  l - .

Cet  exemp le  admet  p lus ieu rs  va r ian tes .

E)GI,PLE 5.  La t raduct ion p+i  aer in ie induct ivement par res c lauses :

P * = P p o u r P a t o m i q u e

(zo)* - Tgrr
(0 n n1x = 8*n Px
(a v nJ,t = -z (zO* ̂  7#)
(e -t n)* = z(8* ^ 7R)t)
( -3 xe)* = z VxTQ*
( V xe)* = -7 1x78rç .

Gette t raduct lon vér i f ie toutes les c lauses des lemmes pour

A  -  9 ,  s a u f  ( t ) ,  o n  m o d i f i e  l a  c o n c l u s i o n  d u  1 e m m e  ( f )  e n  :

t Z P  - >  
E r t p * - - - p *

et ss démonstrat ion en prouvant cet te assert ion par induct ion sur Ia
forme de P.  De même on modi . f ie ra concrusion du lemme 2 en :

b P ----> 
Vr*

et la démonstrat ion subsiste moyennant quelques adaptat ions évidentes.

Pour une dlscussi .on des avantages de cet te t raduct ion,  voir  [ .2] .
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PRESENTATION TOPOLOGTSUE DU CALCUL PROPOSITIT}JNEL INTUITITNNISTE.

J .  DRABBE.

I ,  f n t roduc t ion .

La  p résen ta t i on  é léman ta l re  usue l l e  r Ju  ca1cu l  p ropos i t ronne l
c lass ique  pa r  l r i n te rméd ia i re  des  tab les  de  vé r i t é  a  fa i t  t rès  tô t
l robJe t  de  généra l i sa t l ons  pe rmet tan t  un  nombre  de  va leu rs  de  vé r i t é
supér ieu r  à  2  ( vo i r r  pâ r  exemp le ,  E .  P0ST " In t roduc t ion  to  a  Genera l
Ïheory  o f  E lemen ta ry  p ropos i t i ons " ,  Amer .  Jou rna l  o f  i l a th .  æ ( rga1) ,
e p .  1 6 3 - f S S ) .

i

Notons  qu ' i 1  résu l te  imméd ia tement  du  théorème de  rep résen ta -
t i on  de  M.  STONE ( fS34J  pour  l es  a lgèbres  de  Boo le  que  s i  l , on
u t i l i s e  l e s  é I é m e n t s  d ' u n e  a l g è b r e  d e  B o o r e  ( d e  c a r d i n a l  ) . 2 )  e ,  v ,

^  '  '  
,  - -> (où a -+ b est  déf in i  par a,  V b)  comme valeurs de

, ,é r i t é ,  en  in te ro ré tan t  :

-e  t t v ra i "  pa r  l e  max imum de  B ,  V ,  Â  ,  /  ,  J

- a  d i s j o n c t i o n  p a r  V

-a  con jonc t ion  pa r  A

-a  néga t ion  pa r  /  ( comp1ément  boo lé ien )
- ' imp l i ca t i on  pa r  - - - )  ,

n retrouve exactement les tautologies c lassiques.
je t te  remarque  se ra  u t i l j . sée  p lus  1o in .

Nous  a I1ons  mon t re r  que  la  p résen ta t l on  e t  1 ,é tude  É1émenta i res
:u  ca lcu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te  peuven t  ê t re  réa1 isécs  de
-an iè re  

t rès  s imp le  en  u t i l i san t  1es  ouver t s  de  la  d ro i te  rée r re  [avec
-a  topo log ie  usue l l eJ  comme va leu rs  de  vé r i t é  en  ad r :ae t tan t  l rouver t
- rp rop re  /R  .o r re  vaLeur  dés ignée  I va leu r  , , v ra ie , , ) .

-et te présentat ion résul te essent ie l lement de t ravaux de A.  TARSKT'Je r  
Aussagenka lkû l  und  d ie  Topo log ie , , ,  Fund .  Ma th .  3 l  ( fS :e ) ,

: r .  103-134 et  de J.  MCKTNSEY -  A.  TARSKT , 'on c losed Erements in
, -osu re  A lgebras , , ,  Anna ls  o f  Ma th .  42  (1g46) ,  pp .  LZZ i r62 .
- r e  i n t r o d u c t i o n  ( t r è s  d é t a i l l é e )  a  r a  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e  p e u t
=:re t rouvée dans 1e récent  ouvrage de M. ouMrïrETT , ,Elements of
- r tu i t i on i sm ' ,  0x fo rd  Un iv .  p ress  ( tS lZ ) .

I
ï*
I
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I I .  No ta t l ons  -  Te rm ino log ie .

Dés ignons  pa r  6  l fEnsemb le  des  ouver t s  de  la  d ro i te  rée r Ie .

P o u r A c  R ,  p o s o n s  !  - A  =  [ R .  \  R ,

i n t  A  =  i n t é r i e u r  d e  A .

A a  =  i n t  -  A .

Nous  d i rons  que  A  (€  G)  es t  un  ouver t  régu l i e r  ss i  A r l  =  A .

Lrensembre Rég dss ouverts régur iers peut  être ér igé en argèbre de
Boo le  ( comp lè te )

R é g , V , A , , ,

A  v  B  =  ( n u  B ) a r
A  A  B  =  A N  B
A r  =  A 1 I

A * B = ( n r u B J r r

ce résultat est essentierlement une conséquence des propriétés :

S i ,  A ,  B  e E  ,  a l o r s  :
( i )  n  c  A a l
( i i )  nr= Ai-aL

( i i i )  A c  B  +  A " c  B t '
( i " )  (R  n  s ) r l  =  d rn  e t r
(voir,  par exampre, p. HALMos 'Lectures on Boorean Algebras*,
Van  No* rend ,  1963 ) .

I I I .  
.

Ensemble des valeurs de véri té ,  E

I

A

q

À U  8  B

p ^

A  A N B

q

B

^ ) p

i n t ( - A )  A

P : + q

A  i n t ( - n  u  e )  B

v*eur gÉ:1g!ég : fR



Notons  que  Ies  tab les  de  vé r i t é  de  V  e t  A  son t  na tu re l l es

ca r  l a  réun ion  e t  f  i n te rsec t ion  de  deux  ouver t s  son t  encore  des

ouver t s .  Comme i l  n 'es t  pas  nécessa i remen t  v ra i  que  s i  A  e t  B  son t

des  ouver t s ,  -A  e t  -  A  U  B  son t  encore  des  suys r . f s ,  l a  ' r co r rec t i on "

in t  a  é té  appor tée  à  1a  s i - tua t ion  c lass ique  pour  dé f in i r  l es  tab les

de  vé r i t é  de  e t  :? .

Nous  appe l le rons  " tau to log ie  i n tu i t i onn is te "  tou te  fo rmu le  don t  Ia

valeur de vér i té est  l l {  ,  que}res que soient  l_es valeurs de vér i té

a t t r i buées  à  ses  va r iab les  p ropos i t i onne l l es .

Exemples :

i i l  ( p n q )  - à  p  e s t  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n l s t e  c a r  p o u r  A ,  B  € U

i n r ( - ( n n e )  u  A )  = l R .

. i l J  N .e  g  =+  p  ! ' es t  pgg  une  tau to log ie  i n tu i t i onn is te  ca r . ^ /d  p  è  p

a  I a  v a l e u r  l R \ / o l l o r s q u e  p  r e ç o i t  t a  v a l e u r  t R \ l o ] .

i j - i )  On  vé r i f i e  t rès  fac i l emen t  que

p V - o

( - p  : >  , , q )  . +  ( q

Êe  son t  gg  des  tau to log ies  i n tu i t i onn is tes .

. r v )  tou te  tau to log ie  i n tu j - t i onn is te  es t  une  tau to log le  c lass ique

à  une  t raduc t lon  t r i v ia le  p rès ,  1es  tab les  de  vé r i t é  i n tu i t i onn is tes

:es t re in tes  aux  cas  où  les  va r iab les  p rennen t  l eu rs  ve leu rs  dans  
lP , ,R l

= :n t  l . es  tab les  de  vé r i t é  c lass iques ) .

: V .  L a  s t r u c t u r e  G , v  ,  A ,  '  
t  - , 2  .

Les  tab les  de  vé r i t é  i n tu i t i onn is tes  fou rn i ssen t  une  mot i va t ion
- a È u P e l l e  n o u s  p e r m e t t a n t  d r é r i g e r  C  e n  s t r u c t u r e  E , v ,  A , /  , - - +  ê R

: o s a n t  :  A V  B  =  A U  B

A n 8 = A n B

A r  =  A l -

A  B  =  in t  [ -n  . . , ,  e ) .
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Ceci  va nous pcrmettre de donner une démonstrat ion s imple du théorème
de Gl ivenko.

Théorème de GLIVENKO

si 
? 

est  une tautologle crassique,  arors , - -  y  est  une tautologie

in tu i t i onn ls te .

Notons que ra réciproque, est  vraie mais t r iv i -a le en vertu de ra
p rop r ié té  ( i v )  page  13 .

V.  Démonstrat lon du théorème de Gl ivenko.

(a )  en  ve r tu  des  p rop r iÉ tés  ( i J  a  ( r v ) ,  page  f z  pour  tou t  ouver t  A ,

Ara est  un ouvert  régul ier .

So i t  r l  l r app l i ca t i on  de  6  dans  Bég .  dé f in le  pa r

A l-------------> Aa!

r l  es t  a i s6  de  vé r i f i e r  (en  u t i l i . san t  res  p rop r ié tés  ( i J  à  ( i v ) ,  page  12 )
g u e  L L  e s t  u n  m o r p h i s m e  d e  G  ,  v ,  A , '  ,  -  d a n s  R é g ,  V , t \ ,  r ,  è .

( U )  S o i t  
? ( p r o . .  . )  p 6  )  u n e  f o r m u l e  d u  c a l c u l  p r o p o s j - t i o n n e l

i n t u l t i o n n i s t e .  s i  A 1  ,  .  .  . ,  A n  s o n t  d a n s  6  ,  n o u s  n o t o n s  
f , 6 ( A 1 , - -

' . . rAn )  Ia  va reu r  topo log j -que  de  y  pour  ra  va lua t ion  topo log ique  qu i

donne  à  pg  ra  va teu r  Agr  ynç  (A* t  ,  o * t  )  l ' ouve r t

régul ier ,  valeur booléienne de 
T 

pour ra valuat ion booléienne qui

donne à p,  la valeur Ai-a .

En  ve r tu  de  (a ) ,  on  a  :

( ç 6 n , . . , A , , ) ) t t  =  y * r s ( o i i . .  , o r t t  i

11 en résulte que si , f  est une tautologie classique, alors
( - u  

f l n ( a o ,  .  ,  A n )  =  / R  p o u r  t o u t  A 4 ,  ,  - .  , A r r
€  E et ,  par  conséorrTa ,  uuv est  une tautorog ie  in tu i t ionn is te .
C .  Q .  f .  d .



On mont re  a i sément  en  u t i l i san t  l e  théorème de  G l i venko  e t
des consi-dérat ions topologiques érÉmentaires que s i  

f  
o 

I  est
une  tau to log ie  c lass ique ,  a lo rs

. u . u f  : 7  * - Y

es t  une  tau toJ_og ie  i n tu i t i onn is te .

V I .  I ndépendance  des  connec teu rs  V  ,  / \

pos i t i onne l l e  i n tu i t i onn is te .

.4 , -/ en logique pro_

I1  es t  b ien  connu  que  chacun  des  connec teu rs  V ,  A  r , v ,  = ,  c le
ra  l og ique  in tu i t i onn is te  es t  i ndépendan t .des  t ro i s  au t res .
Nous  a l l ons  é tab r i r ,  à  t i t re  d ' i l l us t ra t i on ,  1 , i ndépendance  de  v
p a r  r a p p o r t  à  A r u r è  e n  u t i l i s a n t  u n e  m é t h o d e  t o p o l o g i q u e .

Posons  A  =

Tr iv ia lement ,  
I  û ,  A,  B,  tR]  est  s tab le  pour  l , in tersect ion.  cet te

p a r t i e  e s t  s t a b l e  p o u r  , ( = i n t - . )  c a r  d '  =  l R ,  A '  -  B ,  B ,  =  A  e t
rR' = f l,

B ;

U  ( z = , 2 2 + r )
z€z

LJ (zz + L,  2z .+ z) .
z e  Z

La  tab le  su ivan te  donne  les  va leu rs  de
d a n s  

{  A ,  A ,  B ,  A  d  B ,  I R J

pour les arguments
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6
A

B

A U  B

rR

I  d ,  o ,  B , tR]  es t  donc  s tabre
Notons que l ron a touJours :

A r , l B /iR

fR

R

,R

R
A U B

pour --à .

X - +  Y = l R  s s i  X C . y .

fR
rK

IR

rR
fR

,R fR
rRF
A f R

A B

A B

rR
B

A

û
û

p v q ne peut  donc être équivalente à une formule ne fa isant  lntervenir
q u e  A  r  N  ,  - )  ( d o n n e r à p l a v a l e u r A e t à q I a v a l e u r E l .

VI I .  Bemarque

Les déf in i t ions données dans re paragraphe 3 peuvent être
adaptées naturel lement à tout  espace topoLogique E,  ce qui  permet

df introdulre Ia not ion de E- tautologie.

S i L l -a c lasse de tous 1es espaces topologiques,  on a :

t . f  I  y  es t  E-  tau to log ie ]
= I ' ensemb le  des  teu tb log ies  i n tu i t i onn is tes .

ce résul tat  est  établ i  dans 1, 'ar t ic le de McKinsey,  Tarski
men t ionné  p lus  hau t .  ce t te  "p rop r ié té  un ive rse l l e "  de  la  topo log ie

réel Ie se retrouve notamment pour les rat ionnels munis de 1a topologie
indui te (par cel le des réels)  et  donc pour tous les espaces dénombra-

b res  mét r i sab les  sans  po in t  i so rés  ( tnéorème de  s ie rp insk i ) .

VI I I .  Var iante drun résul tat  de K.  GOOEL.

11 est tr iviar que si E est un espace toporoglque à r élémeht,
a lors  l rensembre des E- tauto log ies est  r rensemble des tauto log ies
classlques.

est

O"



Nous  a l l ons  mon t re r  qu 'on  ne  peu t  espére r  une  s i tua t ion  auss l

s imp le  pour  1e  ca lcu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te ;  de  man ià re

Frécise :

S i  E  es t  un  espace  topo log ique  ne  con tenan t  qu 'un  nombre  f i n i  d 'ouver t s ,

a lo rs ,  I rensemb le  des  E  -  t au to log ies  es t  d i s t i nc t  de  l rensemb le  des

a

Démonstrat ion 2

Supposons que E cont ienne exactement n ouverts.

(a )  f f  es t  a i sé  de  vé r i f i e r  que

\ /
V  P ieP ,

1 < ; < ) 1 f i + ' r

e s t u n e E - t a u t o l o g i e .

(U)  Nous  mon t rons  que  la  fo rmu le  cons idé rée  en  (a )  n 'es t  pas  una

tau to log ie  i n tu i t i onn is te .  A f in  d 'év i te r  des  no ta t i ons  t rop  comp l iquées ,

supposons  f l  =  5  ;  l a  généra l i sa t i on  se ra  imméd ia te  e t  t r i v ia le .

Dé fn i ssons  les  ouver t s  ( rée Is )  n  à  A  pa r  :

r l  r l  1 I
Ar= H ( -* , -4;*= i "  sJ (aïTT,  G)

( e n  p o s a n l  -  !  =  - & ,  
I  

= . . r ) ,

A.^ = L--,1 
-t -1 

r | | , 1 I'2 - 
ài,.r (a=;1 , 617-ç.) u V (A-.;U, 4-;-1)

A .  =  U  1  - r  -  -1  = . !  ,  Ur - - - , Jn  €  q J  t . a  n ; -  '  [ - n  +  c .  n e 6 - . i . f f i  
;  f f i t

^ ' = t l  - t - r , 1 1 1
' 

"-/- 
(m--r= , 467) u 

u(ffi.a7, rr-ç=)

P o s o n s  {  = r R ,  B  ? =  A t U A z  U A 3  U A 4 ,

3 3 = A l u A p u A 3 ,  8 4  =  A 1  ù  A z ,
8 5 =  A ' , '  8 6  =  É :
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(') ""n.Ti ;:",::ï"'li"l,ï.:',:'l;""1: ll,l"i.i: :"eî::'i: ;,
! -  

/u  B i )  (aucun  ouver t  comprenan t  o  n 'es t  con tenu  dans  -  8 . .  r . /  B : lJ _  
e s , , u s ,  

e  
) j ) ,

Note r  cependan t  que  le  ca l cu l  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te  es t
déc idabre  (vo i r ,  pa r  exemp le ,  r ' ouv rage  de  Dummet t  men t ionné  p lus
hau t ) .



L o g i q u e  p r o p o s i t i o n n e l l e  i n t u i t i o n n i s t e  e t  f o r c i n q

J. DRABBE.

1 .  Te r rn ino log ie  e t  no ta t i ons

Les  no ta t i ons  e t  l a  te rm ino log ie  non  exp r i c i t ées  son t  ce I1es

des  no tes  "une  p résen ta t i on  topo log ique  du  ca lcu l  p ropos i t i onner

in tu i  t i onn i  s te , ,  .

Nous  no te rons  tou jou rs  un  espace  topo log ique  sous  la  fo rme

E r ë  o ù  E  d é s i g n e  l r e n s e m b l e  d e s  " p o i n t s "  d e  I , e s p a c e  c o n s i . d é r é

e t  6  1 ' e n s e m b l e  d e s  p a r t i e s  o u v e r t e s  ( a e  e ) .

L 'espace  topo log ique  usue l  des  rée1s  es t  no té

2 .  Nous  nous  p roposons  de  mon t re r  que  s i  t (  es t  une  fo rmu le  (du

ca lcu1  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te )  qu i  n 'es t  pas  une  tau to rog ie

i n t u i t i o n n i s t e ,  a l o r s  i l  e x i s t e  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i  É r E

t e l -  q u e  
f  

n r e s t  p a s  u n e  E ,  E  - t a u t o l o g i e .

P r o p o s i t i o n  I  :  s i  L p  n ' e s t  p a s  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e

a lo rs ,  1 l  ex i s te  une  topo log ie  f ,  = r "  f i  t e l l e  que  :

6  es t  f i n le  ;

L . l  n ' e s t  p a s  u n e fR. ,G -  tauto log ie .

DÉgglglrcttgl :

s i  I  G l  ,  p n ) ,  ( a v e c  l a  n o t a t i o n  u s u e l l e  q u i  p r é v o i t  q u e
I

tou tes  l -es  va r iab les  p ropos i - t i onne l l es  f i gu ran t  dans  , (  son t

d a n s  l a  l i s t e  p 1 r ' . .  r  p n )  n ' e s t  p a s  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e ,

a lo rs ,  i - l  ex i s te  des  ouver t s

A r , . . . . ,  R n  ( o e  R , E u ,  )  t e l s  q u e

Y'^,3^(ot"  " "  An)  I  fR
So i t  61e  p lus  pe t i t  ensemb le  de  pa r t i es  de  R  te l  que

G comprend f et IR

G -  I  f 'n ,e, r (o, - ' ,  
. . . . ,  An)  

I  V 
est  formure par t ie  a"  yJ

{R ,Eu,
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vv  YeE  xuYeE  e t  xnYeEV  . \ )

I I  es t  a isé de vér i f ie r  que 6 est  un ensemble f in i  (cec i

résu l te  des propr ié tés de d is t r ibut iv i té  de U, f l  ) .

Tr lv la lement  IR,  % est  un espace topolog ique et  une induct ion

réguIlère sur la complexité des sous-formules de 
? 

permet de

démontrer que pour toute sous-formule V d" I  :
t t

, b ^ " -  ( A : , . . . ,  A n )  =  
f o , ï a  

( A . 1 ,  . . . . ,  A n ) .
I  tK )( ' tÆ

En par t lcu l ier  t  ,n  (  d
î rR.U 

' ' '1  '  '  '  '  '  AnJ n 'est  pas une l 'R 

"ë
-tautologie. /

Proposit ion 2. lgpggggry- E, é soit  un espace topologique tel

que so i t  f ln1.  A lors ,  i l  ex is te  un espace topolog ique f in i  E*r6*

te l  que l -es  s t ructures

( G ,  V r A  , ' , + )  e t  ( 6 T ,  v , , / \ , ' r  - + )

so ien t  i somorphes  (no ta t i ons  :  vo i r  page  13  de  l r a r t i c l e  c i t é

précédemment  )  .

PÉgggg! f3 !193 :  Déf in issons 1a re la t ion dréquiva lence _ sur

E par

x = y  s s i  V x  e %  x  €  x ë ,  € x .

S o i t  ë  l a  c l a s s e  d f é q u i v a l e n c e  d e  x  €  E  p a r  É .

No tons  f  l a  f onc t i on  de  doma ine  6  t e l 1e  que  pou r  t ou t  X  eE ,

f  ( x )  =  {  *  |  x  e  x i  .
P o s o n s  r T = 1 ( s )

Ë= f  t (x )  1  xe Ë i

O n  v é r i f i e  a i s é m e n t  q u e  E I ,  6 \  =  l e s  p r o p r i é t é s  s o u h a i t é e s .

C o r o l l a i r e  J  :  P o u r  t o u t e  f o r : u - =  
I  

t e I l e  q u e  r Y n r e s t  p a s  u n e

t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e .  : 1  e : : : s : e  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i

E r E  t e 1  q u e  , P  n r e s t  p a s  u : e  = ,  Z -  t a u t o l o g i e .
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I

3 .  N o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d t é t a b l i r  u n e  a m é l i o r a t i o n  d u  c o r o l l a i r e  J .

R a p p e l o n s  q u r à  t o u t  o r d o n n é  E r - 4  o n  p e u t  a s s o c i e r  u n  e s p a c e  t o p o -

l o g i q u e  n o t é  E r Q  a o n t  1 a  t o p o l o g i e  Ë _ . a d m e t  u n e  b a s e  d . r o u v e r t s

f o r m ê e  p a r  t o u t e s  l e s  æ c t i o n s  i n i t i a l e s  d e  E r . (  ( u n e  s e c t i o n  i n i -

t i a l e  d e  E ,  (  e s t  u n e  p a r t i e  A  d e  E  t e l l e  q u e

V * r y  e  E  x < y e  A  +  x e .  A ) .

O é f i n i t i o n  :  U n  o u v e r t  A  d r u n  e s p a c e  t o p o l o g i Q n e  E , 6 s e r a  d i t

i r r é d u c t i b À e s s i  A l f r e t

V n ,  c € E  A -  B U c  +  A = B  o u A = c .

P r o p r i é t é  é I é m e n t a i r e  :  S i  A ,  B ,  C  s o n t  d e s  o u v e r t s  d e  E r E  e t  s i

A  e s t  i r r é d u c t i b l e ,  a l o r s

A C B U C  = à  A C B  o u  A ë C

V é r i f i c a t i o n  :

A - ( B U c ) n  A - ( B n l )  u ( c n  A ) .

C o m m e  A  e s t  i r r é d u c t i b l e  A  -  B n  A  o u  A  =  C n  A  ;

p a r c o n s é q u e n t  A  c B o u A  c . C .

P r o p o s i t i o n  4  :

Pour  tou t  espace  topo log ique  f i n i  E ,  6  i I  ex i s te  un  o rd .onné  f i n i

J ,  (  e t  u n  m o r p h i s m e  0 - g g  ( E , v . A , ' , - )  d a n s  ( T . ,  Y , A , ' , - )

t e l  q u e  p o u r  t o u t  A  €  V

d ( A ) - J  +  A = E .

(La  p ropos i t i on  pour ra i t  ê t re  fo r rnu lée  de  man iè re  p lus  f i ne  en

ex igean t  q r . r "  d  so i t  un  i somorph isme,  ma is  nous  n rau rons  beso in  que

d e  1 a  f o r n e  f a i b l e  i n d i o u é e ) .

P É g g l : ! : g ! 1 9 3  :  s o i t  J ,  é  l f e n s e m b l e  d e s  o u v e r t s  i r r é d u c t i b l e s

d . e  E ,  6  o r d . o n n é  p a r  l r i n c l u s i o n  e n s e m b l i s t e .

P o s o n s  ( p o u r  A  € G  )

û r r l =  tD  €  J [  D  c  AJ .
Les  p rop r i é tés  su i van tes  son t  t r i v i a l es  :

P o u r  t o u t  A ,  B  < . 8

.  $ t n l  e s t  u n e  s e c t i o n  d e  J ,  c  ( e t  d o n c  u n  o u v e r t  d e  J ,  G -  )  ;
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.  0 ( rns )=  e ( r ) n  S te l ;

.  6 ra l  u  d re>  c .A  ( r  u  e ;  ,

.  o@) =f r .

On a  éga lement ,

.  e  ( A  u  B )  c  d C a )  u  d  ( g )  c a r  s i  D  e s t  i r r é d u c t i b l e  e t
D  C A  U  B ,  a l o r s  D  c A  o u  D  C B  ( p r o p r i é t é  é l é m e n t a i r e r  p a g e  2 1 ] .

D t a u t r e  p a r t ,

.  0  ( l  - -  n )  =  d  ( A )  - ?  O r n l .

En e f fe t r  i 1  su f f i t  de  non t re r  que  pour  tou t  D  i r réduc t ib le ,

D  G i n t  ( -  A  u  B )  s s i  D e  ( & A )  - +  d C e l l

C f e s t - à - d i r e ,  p o u r  t o u t  D  i r r é d u c t i b l e ,

D c i n t ( - A U B ) s s i  V D ' i r r é o  c D  D '  e  - g C a l u S ( B )

'+  :  s i  D t i r rË i1 . ' .  CD e t  Df  é .  0  f  A l
a l o r s  D ' C ( -  A  U  B )  n  A  e t  d o n c  D r G B .

€  :  c o n s i d é r o n s  l f  o u v e r t  D f l  A .

( i )  s i  D  f l  A  =  9 ,  a l o r s  D  c  -  A  e t  d o n c  D  c i n t  ( - A  U  n ) .

( i i )  s i  u l A  e s t  i n é d u c t i b l e ,  a l o r s  D n  A  c . B  e t  t r i v i a l e m e n t

D  €  i n t  ( - a  u  e ) .

( i i i )  s i  D n A  n r e s t  n i  i r r é d u c t i b l e ,  n i  v i d e ,  a l o r s  D e  A  e s t

u n e  r é u n i o n  f  i n i e  d r o u v e r t s  i r r é d . u c t i b l e s  D t  U .  . .  U  q f - .

C o m m e  t o u s  1 e s  D t  C B ,  o n  o t t i e n t  D . 4 A  e  B  e t  d è s

l o r s D G i n t ( - A U B ) .

1 1  e s t  t r i v i a l  o u e

.  d ( a ' )  =  ( & n ) ) '  c a r  Â f  =  ; . ' - + f r .

F ina lemen t  d (n )  =  J  en t ra l :e  : - te  . l  =  E  ca r  tou t  ouver t  es t

r é u n i o n  d e  t o u s  l e s  o u v e r t s : : : é : ; c t i b l e s  q u r i l  c o n t i e n t .
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C o r o l l a i r e  5  :

Pour  tou te  fo rmu le  I  t e l l e  que
I

<P n 'es t  pas  une  tau to log ie  i n tu i -
I -

t i o n n i s t e r  i I  u * i u t "  t t  o " d o " t è f i n i  J , ( t e l  q u e  q  n t  e s t  P a s  u n e

J .  G .  -  t a u t o l o g i e .

un  examen a t ten t i f  des  d .émons t ra t i ons  des  p ropos i t i ons  1 ,  2  e t  4

p e r m e t  d r o b t e n i r  r é c u r s i v e m e n t  u n e  l i m i t a t i o n  s u p é r i e u r e  s u r  l e

c a r d i n a l  d e  J ,  à  P a r t i r  U "  
f '

Remarque  6  :

J ,  (  s o i t  u n

p r o l o n g e r  J t

l e  ca l cu l  es t

l a  p ropos i t i on  4  peu t  ê t re  amé1 io rée  en  ex igean t  que

o r d o n n é  m a x i m é  ( s i  J r (  n f a d m e t  p a s  d r é I é r n e n t  m a x i m u m '

r é g u l i e r ) .

-  # o r r . t - n ' l  n o i  c  -  a l  o r s .  < , O  e s t  u n e  t a u t o l o F i e

4 .  McK insey  e t  Ta rsk i  on t  é ta t t i  (Anna ls  o t  Ma th .  47  (  1946)  '

pages  122-162)  1e  résu l ta t  :

T h é o r è m e 7 : P o u r t o q l g fo rmu le  rp  ,  s i  pou r  tou t  espace  topo log ique
I

f i n i  8 ,617  es t  une  E ,E

in tu i t i onn i s te .

On

d e

Théorème B  :

é o u i v a l e n t  e s

en

L A

d é d u i t  a i s é m e n t  ( e n  u t i l i s a n t  u n e  g é n é r a l i s a t i o n  i m m é d i a t e

p ropos i t i on  1 )  :

ou r  tou te  fo rmu le  
f  

r  1es  p rop r ié tés  su ivan tes  son t

( a )  t , 0  e s t  u n e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t e l
' I

I

( b )  p o u r  t o u t  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  E r E  
1 a  

e s t  u n e  E r  6  - t a u t o l o g i e l

( c )  p o u r  t o u t  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  f i n i  E r 6  y e s t  u n e r - E r  6  - t a u t o l o g i e

( e )  p o u r  t o u t  o r d o n n é  f i n i  J r <  y r e s t  u n e  { r  (  - t a u t o l o g i e '

! .  T o p o l o g i e  d e s  s e c t i o n s  i ' n i t i a l e s e t  f o r c i n F '

S o i e n t  P r (  u n  o r d o n n é  m a x i m é  e t  v  u n e  f o n c t i o n  d e  l f e n s e m b l e

d e s  v a r i a b r e s  p r o p o s i t i o n n e l l - e s  d a n s  l r e n s e m b r e  d e s  o u v e r t s  d e  P r t r < '

v  d é t e r m i n e  é v i d . e m m e n t  u n e  v a l u a t i o n  t o p o l o g i q u e  ( q u e  n o u s  n o t o n s

e n c o r e  v )  d e  l f e n s e m b l e  c e s  f o r m u l e s  d ' u  c a 1 c u l  p r o p o s i t i o n n e l

d a n s  l f e n s e m b l e  d e s  o u v e : ' t s  â e  P r A  v é r i f i a n t  :



24.-

v

v

v

v

Pour  p  €  Pr

déf in issons

t  <7v f  )
{ r 7 t , f )
( . f+y)
(^ 'Y )

t , 7  )  V  v
( y )  A  v
( f )

"9 )"

= v

= v

Y
rh

9)
q)
v (f)

f o rmu le  d .u  ca lcu1  p ropos i t i onne l  i n tu i t i onn is te ,
(que  nous  no te rons  p lus  s imp lement  tF  )  pa r

n l1-f ss i  p  €  
" (1)  

(1 i re  "p  force 
f  

t '  pou"  pH, f ) .

Proposi t ion 9 :
Pour torPt p,  9 € p,  pour toute fornule rp, f :

( i )  (  r t t - f  e t  q - < p ) +  q * f
( i i )  p l f - -  

fuy 
ssi  p,*F ou p f i -g

( i i i )  n  + -  
fn !  

ss i  p  * f  e t  p  r - f
( i v )  n y - ^ . ' r f  s s i  V q
/ \ 1

: " r .  
e t , - y ) y  s s i  V q < n ( a r r 7  = +  t t r f  )

( v i )  On  ne  peu t  avo i r  p  f t - ( f  e t  p  F -^ /?
( v i i )  p o u r  t o u t e  t a u t o l o g i e  i n t u i t i o n n i s t  e  t g .  n  l F @ .

Vér i f i ca t i on  :

( i )  résu l te  du fa i t  que v  (y)  es t  un ouver t  de p ,  Ea
( i i )  e t  ( i i i )  s o n t  t r i v i a i e s .
( i v ) p t r - N y  s s i  p e " ( - y )  s s i  p € ( f l ( v ) ) '

s s i  p € i n t  ( - v ( p ) )  s s i  V  q <  p  t f  v  k p )
s s i  V q < p  , t t + y .

( v )  p v - y ) y  s s i  p  €  i n t  ( - v ( g )  u  v ( f ) )
ssi  Vq < p o € -v(<7) u v( f )  ssi

Vq <  p  (  e  e  v (g)  = r  q  é ' , ,  , f i ,  ss i
V q < p  ( q p - l p  ? q  * - r l ) .

( v i )  e s t  a l o r s  t r i v i a i e .

( v i i )  e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d u  t h é o r è m e  g .

Remarque :  Notons 1 1e nax inun ce p,  (  .  on a  a lors
( V p e P p lFp) ssi -  r ;-qp
( e n  v e r t u  d e  1 a  n " o n o ' . r r l î  p ( : ' ) .  

i

Notons p HJ i t  pour p t+-., t^t(p.
I I
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P r o p o s i t i o n  1 O  :

p o u r  t o u t  p  €  P ,  n o u r  t c u t e  f o r m u l e  Ç

\ a a /

I  a t t  I

(  1 v ,

P lt-cP g P ng
I

p l*-- f 
ssi

P  É 5  f ^ *

f
p  t r t , -Q- l

s s i  p  V Ê ?  , t p r Ê Y
I

t a u t o l o g i e  c l a s s i q u e ,  a l o r s 4È1s i  @  e s t  u n e

V é r i f i c a t i o n :

( i ) ,  ( i i )  e t  ( i i i )  :  u t i l i s e r  1 e s  p r o p r i ê t é s  d e  I  d é c r i t e s  p a g e

1 2 , d a n s  l f a r t i c l e  I t U n e  p r é s e n t a t i o n  t o p o l o g i q u e  d u  c a l c u l  p r o -

p o s i t i o n n e l  i n t u i t i o n n i s t e r r .

( i v )  G o n s é q u e n c e  t r i v i a l e  d u  t h é o r è m e  d e  G l i v e n k o  e t  d u  t h é o r è n r e  B .

Remarque_l-1 :

e n  u t i l i s a n t  I e  t h é o r è m e  B ,  i I  e s t  a i s é  d r o b t e n i r  u r l e  c a r a c t é r i s a t i o n

d . e s  t a u t o l o g i e s  i n t u i t i o n n i s t e s  e n  t e r m e s  d e  f o r c i n g -

i
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Modà les  de  Kr ipke

Michel  Moreau

O.  In t roduc t ion

Le  bu t  de  ces  no tes  es t  d 'exposer  1 'abord  sén 'an t ique  de  1a

log ique  Ln tu i t i onn is te  p roposée  pa r  Sau I  KRIPKE lo rs  du  hu i t i ème

Log ic  Co l loqu ium (Qx fo rd ,  Ju i l l e t  1963) .  Nous  su ivons  essen t ie l l e -

m e n t  l e  t e x t e  d e  K r i p k e ,  é d i t é  d a n s  l e s  A c t e s  d u  c o l l o q u e  ( c f r  ( f ) J '

ma is  nos  no ta t i ons  se ron t  p lus  p roches  de  ce l l es  de  Me lv j -n  F i t t i ng

( c f r  ( Z ) ) .  ( C ' e s t  a u  t r a v a i l  t r è s  c o m p l e t  e t  d é t a i l I é  d e  F i t t i n g

que  nous  renvoyons  tou t  l ec teu r  dés i reux  d ré la rg i r  son  ho r i zon ) .

Nous ferons,  chemin fa isant ,  un large crochet par les tableaux de

Be th  oour  1e  ca1cu l  i n tu i t i onn is te  des  p réd ica ts ,  qu i  nous  se rv i ra

à  amener  l e  théorème de  comp lé tude  (sans  démons t ra t i on ) .  La  méta -

log ique  de  1 'exposé  se ra  cons tament  c lass ique .

1 .  Mo t i va t ions

Lrun ive rs  i n tu i t i onn is te  peu t  se  penser  comme une  co l l ec t i on

d r "é ta ts  de  conna issance" .  Chaque  é ta t  es t  cons t i t ué  de  1 'ensemb l -e

des  ob je ts  cons t ru i t s  pa r  un  "suJe t  c réa teu r "  i usqu 'à  ce  moment ,

e t  de  ce  qu ron  peu t  savo j - r  avec  t rév idence"  de  ces  obJe ts  à  ce

moment .  Le  su je t  c réa teu r  é tan t  essen t ie l l emen t  dynamique ,  i 1

p ro f i t e  du  temps  qu i  va  pour  é la rg i r  son  doma ine  d 'év idences ,

passan t  d 'un  é ta t  de  conna issance  à  un  au t re ,  p lus  r i che ,  dans  Ie -

que l  r i en  du  p récéden t  ne  peu t  ê t re  oub l i é ,  1 'év idence  p résen tan t

1 ré te rn i té  sous  sa  gu ise  inchoa t l ve .

Nous Conviendrons de re l ier  entre eux les divers états de

conna issance  d 'un  même su je t  c réa teu r  se lon  l ' o rd re  de  Ieu r  succes -

s ion ,  meub lan t  a ins i  l r un i ve rs  i n tu i t i onn is te  de  cha Înes  d i r l gées

le  l ong  desque l les  l es  év idences  d 'un  su je t  s 'acc ro l ssen t .

No t re  po in t  de  vue  ne  pouvan t  ê t re  ce lu i  de  Ia  sc ience  achevée ,

Ie  fu tu r  d run  su je t  c réa teu r  s rouv re  su r  d i ve rs  poss ib les ,  se lon

1 'éven ta i l  des  év idences  encore  à  conquér i r ,  e t  donc r  Par  l e  fa i t

même,  ma in tenan t  i ndéc idab les .  Une  cha îne  d 'é ta ts  de  conna issance

admet  a ins i  des  rami f i ca t i ons ,  p résan tan t  l a  s t ruc tu re  c lass ique



des  b ranches  d run  a rb re .

oans un contexte str ic tement Brouwer ien,  on ne reconnai t ra
d tex i s tence  qu rà  un  un ique  suJe t  c réa teu r ,  e t  comme le  ca rac tè re
cumulat l f  des états de connaissance successi fs permet de négl1-
ge r  tous  les  é ta ts  qu i  p récèden t  r ' é ta t  p résen t ,  Çu i  l es  récap i -
t u l e  t o u s  e n  l u i ,  l r u n i v e r s  i n t u i t i o n n i s t e  p r e n d r a  l , a s p e c t  d r u n
unique arbre ayant un état  or ig ine,  et  a l lant  se compriquant selon
1rhés i ta t i on  des  év idences  à  ven i r .  ces  res t r i c t i ons  ne  son t
cependan t  pas  essen t ie l l es ,  au  sens  où  les  re je te r  ou  les  adop-
te r  ne  mod i f i e  pas  la  no t ion  de  va l i d i t é  quenous  a l l ons  dé f i r i r i r
en nous lnspirant  des remarques qui  précèdent.

2.  Forrnal lsat lon

Supposons donnés un langage / ,  du premi.er  ordre,  et
l f ensemb le  7a" ,  f o rmu les  de  Y  .  Nous  appe l le rons

Modè Ie  ( i n tu i t i onn is te )  de  Kr ipke  :

l a  d o n n é e  ( 9 ,  p ,  f , ,  r >

a )

b )

d 'un  ensemb le  E  (des  é ta ts  de  conna issance)  ;

d ' u n e  r e l a t l o n  p  d r o r d r e  p a r t i e l  s u r  E  ( i . " .

t l va  e t  an t l symét r ique .J  (eour  i -e t  A  dans  E ,

le  fa i t  que  I ,é ta t  de  conna issance  l r -  es t  ou

drune  app l i ca t i on  î  de  E  dans  les  ensemb les

pondre ,  à  chaque  é ta t  l -  t , ensemb le  J ( f )  a r=

Jusqu  I  en  1  ' é ta t  [ -  J  .

ô
d do i t  sat is fa i re  à  Ia  condi t i .on :

pou r  t ou t  f  , 21  dans  E

l- p A =+ 
"1,,- ç "f (^)

d fune  re l a t i on  t s  en t re  E  e t7 ,  sa t i s f a l san t

suivantes :

c )

ré f lex ive,  t rans i -

o n  n o t e r a  f p L

p récède  1 ' é ta t  A ) .

(qui falt  corres-

obJets  const ru i ts

d )

pou r  t ous  é ta t s  I - ,  À  dans  E ,  : : u r  t cu t  n -up le
â '  -  [&. .  .  . "n  )

aux  cond i t i ons



d 'é réments  de  :J  J (A)  
" tAeÊ

pour  tou tes  fo rmu les  g ,Ç ;  dans  f  on  a

o. l- = ,p fdl -) i . î6-)
t *

1O yLèJ note Ie résul tat  de la subst i tut ion dans

f  ( * , , ,  -  . x n )  , "  a i  à  x i  )  ;
è ?  e t  f - p A  A o f

i - -? "V  e=> l * f  e t  l - r f

F r f " Y  + >  ! - = r f  o u  l - e {

*-f  ê7 pour tout A dans E, si  l -  n A,

o u  n r a  p a s  A  - - Y

l : r l . l  <=+pour  tou t  A ,  s j . l -  pÂet  s i  A  * f  a to rs  A" f

#r) c1G) e2 il existe E- c f(,It)t'r qr" f * yF)

4r)y6){*pour tout A ter que l-p A et pour tout â . &n),
^ F tplal .

Une formule ytâ]  est  d i te val ide dans le modè1e (E, p,J,=)

p o u r t o u t  l - e E  r e l q u e  â  . [ ç f ) , c n a  f e ç a â )

es t  va l i de  s i  e I Ie  1 'es t  dans  tou t  modè le .

Nous al lons formuLer quelques remargues pour écla i rer  cet te

dé f in i t i on  au  Jour  de  ce  qu i  a  é té  d i t  des  rno t i va t i ons ,

1 .  L rensemb le  E ,  mun i  de  Ia  re la t i on  p r  es t  cha rgé  de  rep résen te r

l rensemb le  des  é ta ts  de  conna issance  d t  l es  cha Înes  qu i  1es  re l i . en t

[ -  p A ss: .  ! -  est  ou précède Â ,  A étendant les connai .ssances

d e  T  , l ' e x t e n s i o n  p o u v a n t  ê t r e  n u 1 l e  s i .  A  e s t  / -  .  L e  f a i t

d rex ige r  que  p  so i t  ré f l ex i ve  pe rmet  d 'a l l ége r  ce r ta ines  cond i t i ons

a ins i  l - es  cond i t i ons  4 ,  5  e t  ?  se ra ien t  éven tue l l emen t  v ides  s i  T

é ta i t  un  é ta t  te rm ina l ,  sans  successeur ,  e t  1 'on  dev ra i t  aJou te r

exp l i c i t emen t  ces  cond i t i ons  éc r i t es  pour  T .

r . r
2' r-
3. l-

4. l-

s. l-

6.r
? .  T

si

f



N o t o n s  q u ' e n  g é n é r a l  ( c f r  ( f )  e t  ( Z ) J ,  o n  n , e x i g e  p a s  q u e  p  s o i t

an t i symét r ique  ( "  p  y  e t  y  p  x  *x  =  y )  :  r i en  ne  s 'oppose  a lo rs

à  l ' e x l s t e n c e  d r u n e  b o u c r r  (  T p  A ,  A p V  ,  V p  l ,  p a r  e x e m p l e J

dans Ia successi-on des états de connalssance,  une te l re boucre

étant  pourtant  pau compat ib le avec nos mot ivat ions,  un changement

drétat  corr tsspondant à un progrès.  En fa i ' t ,  le  gain en générar i té

d r u n e  d é f l n l t i o n  q u i  n ' i m p o s e r a i t  p a s  I ' a n t i s y m é t r i e  p o u r  p  n ' e s t

q u ' a p p a r e n t e : 1 1  e s t  f a c i r e  d e  t r a n s f o r m e r  u n  m o d è l e  d e  M  n o n

préordonné en un modèle i l lx  préordonné qui  val ide exactement les

mêmes  fo rmu les  que  M ( i r  su f f i t  d 'éc rase r  chaque  bouc l -e  su r  un

de  ses  é lémen ts ,  pu isqu ' i r  es t  c la i r  que  s i  |  *o f ,  a ro rs  pour  tou t

A  dans  une  bouc le  con tenan t  f  ,  on  a  auss i  A  Fy  ,  e t  sous

l e s  m ê m e s  c o n d i t i o n "  l t + q  - +  / \ * V . )' t t '

Pour des ra isons techniques,  on se restre int  parfo is à ne considérer

que des arbres au sens str ic t  :  ensembles préordonnés avec élément

in l t i a t  p récédan t  tous  res  au t res  ( c r r  ( r ) ) .  ce t te  res t r i c t i on  es t

sans  conséquence  pour  Ia  no t ion  de  va l i d l t é .

2 .  L tapp l i ca t i on  /  assoc ie  à  chaque  é ta t  de  conna lssance  l , ensem-

bre  des  obJe ts  déJà  cons t ru i t s  dans  ce t  é ta t  :  b ien  en tendu ,

tou t  ob je t  cons t ru i t  en  r ' é ta t  l . -  es t  conservé  dans  res  é ta ts

é tendan t  7  ;  c res t  Ie  sens  de  Ia  cond i t i on  imposée  su r  3

3"  La  re la t i on  t  ,  généra rement  1ue  ' f o rce "  dans  ce  con tex te ,

est  chargée de l ier  états de connaissance et  formules du langage

y  ,  I  ecp  s i  res  év idences  conqu ises  à  1 ,é ta t  f -  pe rmet ten t
I

une démonstrat ion ef fect ive de y



La condi t ion o)  expr ime eue .gfa]  ne

à  1 'é ta t  i a  s i  e l . l e  pa r le  d 'obJe ts

encore été constru i ts  en f  .

oeut  être soutenue à bon droi t

r 1a  -  [ a t . . . a n )  q u i  n r o n t  p a s

La  cond i t i on  1 )  impose  que  ce  qu i  a  é té  sou tenu  en  f  so l t  dé -

sormais soutenu dans tout  état  étendant l - - :  c 'est  i laspect  éternel

des évidences.  (Cette condl t ion peut  être restre lnte aux fornule s

a tomiques  ;  on  dédu i t  a lo rs  sa  va r id i té  pour  une  fo rmu le  querconque

par  i nduc t i -on  su r  l a  cons t ruc t i on  de  ce t te  fo rmu1eJ .

Les  cond i t i ons  2 ,  3  e t  5  son t  c lass iques  :  une  con jonc t ion ,  une

d is jonc t ion  ou  une  ex i s ten t ie r le  se  déc iden t  au  moment  même.

Par  con t re ,  l a  cond i t i on  4  fa i t  appe l  à  tous  les  fu tu rs  ue  l - -

ca r  sou ten t r  ' l f  au jou rd rhu i  i .mpose  qu ron  sou t ienne  -7 f  dans

tou t  fu tu r ,  e t  comme i l  es t  exc ru  d 'admet t re  une  con t rad ic t i on ,

i I  conv ien t  de  s 'assu re r  que  jama is  de  nouve l l es  év idences  é tendan t

I  ne  condu i ron t  à  sou ten i r  y  .  11  en  va  de  même oour  l a  con  -

d i t ion 5 :  i1 faut  que dans tout  état  étendant f  ,  s i  t f  peut

ê t re  sou tenue ,  t f z  pu isse  l rê t re  auss i .  En f ln ,  l a  cond i t i ' on '?  ex ige
I

qu 'on  ne  Juge  pas  l run ive rsa l i t é  d 'une  p ropos i t i on  seu lement  au

vu  des  seu ls  obJe ts  cons t ru i t s  en  T  ,  ma is  qu 'on  p renne  en  cons i -

dé ra t ion  tous  les  ob je ts  qu i  pour ron t  ê t re  cons t ru i t s  dans  les

é ta ts  u l té r ieu rs .

4 .  on  vé r i f i _e ra  s :ns  pe ine  que  s i  l , ensemb le  E  es t  rédu i t  à  un

seu l  é rément ,  l es  cond i . t i ons  4 ,  s  e t  ?  se  ramènen t  aux  cond i t i ons ,

c lass iques  hab i tue l l es .  Le  log ic ien  c lass ique  es t  un  in tu i t i onn is te

s a n s  a v e n i r  . . .



3. Plnemières appllcations.

voici querqùes modères très é1émentaires servant de contre

exemple pour certaines tautologies classi-ques i

a : Ie tlers exclu , ,f u -, ,f

on u t l l i se  un modèfe (e ,  p ,  S ,  F  )  a ins i  const i tué :

E = 1,,  , ry\
e  =  {  (q  ,q \  ,  (Ç  . ,  q ) ,0 ; , - : i r ) J ,  i a  es r  c  p récède  Ç,
â  que lconque ;

F =l(t l,y)), id est e_"y
On v i sua l i se  ce  modè Ie  a ins i

1-1
I

Dans  ce  modè Ie ,  on  n ra  pas  
Ç"y  

(  y  n 'é tan t  pas  démont rab le

" "  
q  ) ,  e t  o n  n ' a  p a s  n o n  p l u s  

Ç * r r f  
( p u i s q u e  Ç e y  ! ) .

o n  n ' a  d o n c  p a s  Ç = r F v 1 y ,  e t  y u r y  n , e s t  p a s  v a l i d e .

b:  (  r y - -y ) - ' ( y - , f )

on ut i l l se  Ie  modèle (E '  p ,  f  ,  p  )  aéterm: .né par  :

E r p e t t c o m m a e n a ;

F = { (q, i l ,  (Ç,y) , (Ç, , r )J

Y. (,r(

f r-1' 1  l L

Dans ce modè1e 
r-1 '  \
t ,  t s  [ r f  n ,  

Y  ) ,  p u i s q u e  d a n s  a u c u n e  e x t e n s i o n

d e  q  ,  y  c o m p r i s  
Ç  ,  o n  n ' u r f  ,  m a i s  o n  n , a  p a s  

Ç , O V - y ) ,

p u i s q u e Ç " f  n a i s Ç t l f .

F f e m a r q u e :  t o u t  i c i  s e m b r e  s e  j o u e r  e n  Ç ;  i l  n ' e s t  c e p e n d a n t

p a s  p o s s i b l e  d e  r é d u i r e  1 e  - c d è I e  a u  s e u l  p o i n t  q  ,

Ç
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pu isque  dans  ce  cas  f ,  n tayan t  aucun  fu tu r ,  on

devrai t  adjo indre 
* fV 

aux évidences de I :  ,  et  on

n' !aurai t  p lus 
Ç f= t  <p --+ t  

|  ,  n 'ayant  o^"  l ie t ( .

La  p résence  d 'un  Ç  à  ven i r  pe rmet  de  su rseo i r  à

1a  nécess i té  d 'op te r  dès  q  oour  
f  

ou  1 \ f

. ( v r )  y ( x )  - -  ( :  x ) t  y ( , ) .

M o d è l e : ( E , p , f , F )

E e t p c o m m e e n a ;

,1  :  [ ( ' : )= ia ]  ,  E ( , ; ;= {a ,6 }
P= lq , , y tsJ ) ]

,/t5l

-  r - )' t r L d J

0n  vo i t  f ac i l emen t  que

n ' a  p a s  
Ç c  

( J " )  t  y U )

Ç,1o ,b I
l1 a- t (v^) f  (x)  ,  ators qu'on

(pu isqu 'on  n 'a  pas  I1  p  z  q la ) ) .

4 .  Les  tab leaux  de  BETH e t  l e  théorème de  comp lé tude

Les procédures dénom: 'éestableaux de BETH ou tableaux séman-

t i ques  son t  b ien  connues  dans  le  cas  c lass ique  :  e l - l es  cons is ten t

à  exp l i c i t e r  l es  cond i t i ons  de  fab r l ca t ion  d rune  fo rmu le ,  p t ,

se lon  oue  loL l f , ss  ces  cond i t i ons  imposen t  ou  non  une  con t rad ic t i on ,

on  conc lu t  que  la  fo rmure  es t  ou  non  va r ide .  A f in  que  tou tes  ces

cond i t i ons  so ien t  p r i ses  en  compte  sys témat iquement ,  se lon  leu rs

encha înements  ou  leu rs  a l te rna t ions ,  on  recour t  à  Ia  m ise  en  scène

d e s  t a b l e a u x :  d a n s  c h a q u e  t a b l e a u ,  l a  m o i t i é  d r o i t e  f i g u r e  l r a n b r e

du  faux ,  e t  l a  mo i t i é  gauche  1es  p la ines  de  la  vé r i t é .  S i  l a

fo rmu le  (p  que  vous  supposez  fausse  -  e t  éc r i vez  pa r  conséquen t
I

dans la  par t ie  dro i te  de vot re  tabreau -  es t  de la  forme y  u  
X_ ,
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vous  éc r i rez  éga lement  dans  la  pa r t i e  d ro i te  , y  ,  e t  Y ,  pu isque
I / t

l a  fausse té  s imu l tanée  de  
f  

e t  de  
/  

es t  une  cond i t i on  nécessa i re

e t  su f f i san te  de  ra  fausse té  de  
f ,  

on  peu t  symbo l i se r  ce t te

démarche par 1e schéma suivant  :

(où t  u  X est  b i f fée,  pu isque toute f  in format ion donnée part / \

sa présence à la droi te du tableau est  rest i tuée par ra présence

à d r o i t e d e  A  e t /  . )
I l V

si  
Y 

avai t  été de la forme 
Y 

^ 
I  

,  sa fausseté pouvai t  décourer,

i ndépendamment ,  de  ce l l e  de  
V  

,  ou  de  ce l l e  O=  
X  

.  A f in  de

ten i r  compte  de  ces  deux  poss ib i l i t és ,  on  conv ien t  de  sc inder  re

tab leau  d to r ig ine  en  deux  " tab reaux  a l te rna t i f s " ,  1 'usage  vouran t

q u r o n  s c i n d e  I a  p a r t , v r a i , ' ( g a u c h e )  e n  d e u x ,  I a  p a r t , ' f a u x ' ,

(gauche)  en  deux  éga lement ,  I a  mo l t i é  gauche  ( resp .  l a  mo i t i é

drol te)  du vrai  formant avec la moi t ié gauche f resp.  droi te)  du

faux  1e  p remle r  ( resp .  secondJ  tab leau  de  I ra l te rna t i ve .

0n aura donc 2 _

où TL-,, .  et Ta,

d "  To ,  To1  e t

son t  " sous - tab leaux"

TnZ cont iennent tout

En tant que prolongement

c :n tenai t  T  . '  5 i  TCJ

c e  T _ .

ce  c . i e



' tc *

e t  A  rep résen ten t  1es  au t res  fo rmu les  o résen tes  dans

schéma c i -dessus  dev ien t  :

T o , l e

res autres règles de déconstruct ion des formules dans le cas

c lass ique  son t  b ien  connues  e t  décou len t  na tu re l l emen t  du  sens  des

connec teu rs  rog iques ,  Le  fa i t  d 'ob ten i r  dans  un  mâme tab leau ,  pa r

app l i ca t i on  mécan ique  de  ces  règ les ,  une  même fo rmu le  y  à  l a

fo i s  à  d ro i te  e t  à  gauche  cons t i t ue  c la i remen t  une  con t rad ic t i on ,

qui  met f j -n au jeu dans ce tableau :  ce tableau est  d i t  c lôturé.

s i  t ous  les  tab leaux  qu r i l  a  fa r ru  cons t ru i re ,  en  ve r tu  des  règ1es ,

pour déconstru i re une formure y supposée fausse peuvent être

c lô tu rés ,  c r  conc lu t  que  A  do i t  ê t re  tenue  pour  v ra j -e .
l

L 'un ive rs  i n tu i t i onn is te  é tan t  p lus  r l che  que  1e  s imp le

vrai - faux du monde c lassique,  1es règles gouvernant 1es tableaurx

de  Be th  y  son t  na tu re rLement  p lus  comp lexes .  pour  res te r  dans

1 'amb iance  des  mot i va t ions  énoncées  tou t  au  débu t ,  nous  d l rons  que

Ia  pa r t i e  gauche  d run  tab leau  con t ien t  des  fo rmu les  pour  l esque l les

on  d i spose  d rune  démons t ra t i on  e f fec t i ve  au  moment  où  ce " tab leau

es t  é tab l i ,  a lo rs  que  la  po r t i on  d ro i te  con t ien t  des  fo rmu les

pour  l esque l res  une  te r le  déoons t ra t i on  n .ex i s te .pas  à  ce  moment .

Le  jeu  rev ien t  a lo rs  à  recenser  non  p lus  1es  man iè res  d r in f i rmer
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une  fo rmu le ,  ma is  des  modes  sous  1 " "Oue ls  une  fo rmu le  oeu t

"manquer de déionstrat ion".  s i  , (  ne peut  manquer de démonstrat ion

9u 'au  p r l x  d 'une .  con t rad ic t i -on  (  dans  tou t  tab leau  se rvan t  à

décons t ru i re  
Q ,  on  t rouve  une  fo rmu le  p résen te  à  gauche  e t  à
I

dro i te ,  i .B .  qu i  s imu l tanément  a  e t  n ta  pas  de  démons t ra t i on ) ,

un pr lncipe de cohérence impose d 'accepter  Lp comma démontrée.
I

Pour certa ines formulesr pâr exemple de Ia forme 1y ,

manquer de démonstrat ion aujourd 'hui  renvoie à des états de

connaissance plus étendus,  dans resquels , f  aura une démonstra-

t ion.  ceci  expl ique que les règles de format ion des tableaux in-

tu i t i onn ls tes  compor ten t ,  en  p lus  de  la  techn ique  de  sc i ss ion  d 'un

tab leau  en  tab leau ;  a l - te rna t i f s  syncnrones ,  ce l l e  de  c réa t ion  de

tableaux nouveaux,  étagés selon Ia d iachronie des états de connaj-s-

sance.

Volc i  ces règles de format ion :

Ag |  5 i  
Y 

Al ,  apparaî t  à gauche dans Ie tableau T,  inscr i re </

" ,  
, l  à gauche dans T et  b i f fer  y ^  

Y 
;

A1  :  S i  Q  nç  appara î t  à  d ro i te  dans  le  tab leau  T ,  dédoub le rc r l l

T en deux tableaux alternati fs, T., et T 
=: 

dans T,

( reso .T r )  r ecop ie r  T  sau f  , f  ̂ f  ,  e t  a j ou te r  t y  ( r esp , , l  )

à droite ;

V  :  S i  qVQ appa ra î t  à  gauche  dans  T ,  dédoub le r  T  en  T
é t r - 1

e t  T ,  :  d a n s  T  
a ( r e s o .  T ,  r e c o p i e r  T  s a u f  

f n y ,  " ,
a jouter  c? ( resp.  /  )  à  gauct re  ;

I '



à droi te dans

?ny,

v4 S i  
f v f  

appa ra î t

dans T et bif fer

T,  écr i re  
f " ,  f  

à  d ro i te

z si -7f apparaît à gauche dans T , écrire 
f 

à droite dans T

et bi-ff er 7tp;

si  7f  apparaî t  à droi te dans T,  créer un nouveau tableau s

Y t ranscr l re à gauche toute la part  gauche de T ainsi

que  
F  

(  t  es t  un  tab leau  succédan t  à  T ,  e t  t ou t  ce  qu i

a une démonstrat ion en T en a forcément une en sJ,  b i f fer

^7 
? 

dans T et  poursuivre la déconstruct ion dans T et  S

séparément:

1d.
ct

14

--->6
d

Si  y- -V apparaî t  à  gauche dans T,  dédoubler  T

et  rp  :  dansÏ1 ( resp.  T. r l  recopier  T sauf  
f  

- r t  I

a jouter  
/  

à  gauct re  ( re=p.  , f  à  dro i te)  i

en T,

et

-+J :  S l tT rpappara f t  à  d ro i te  dans  T ,  c rée r  un  nouveau  tab l_eauI I

S succéaan t  à  T  e t  y  t ransc r i re ,  à  gauche ,  tou te  l a

pa r t  gauche  de  T  a ins i  que  
f  

,  e t  à  d ro i te  
f  

;

Pour  l es  fo rmu les  quan t i f l ées  i1  conv ien t ,  comme dans  re  cas

c l a s s i q u e  d t i n t r o d u i r e  d e s  s y m b o l e s  p o u r  o b j e t  a ,  b ,  c , . . .  ( c o n s _

t i t uan t  l -e  "doma i -n ' "  du  tab leauJ ,  en  respec tan t  l es  règ1es  su i -

van tes  :  à  l . ' ouve r tu re  du  tab leau  in i t i a l ,  on  admet  un  un ioue  ob -

je t  a  ;  1es  au t res  ob je ts  son t  i n t rodu i t s  seu rement  s i  ce la  es t

imposé  pa r  une  des  règ1e .  Va  r - t  
+  

c i -ap rès  :  t ou t  ob je t  p résen t

dans  T  es t  p résen t  dans  tous  1es  tab reaux  a l te rna t i f s  ob tenus  pa r

sc i ss ion  à  pa r t i r  de  T ,  e t  dans  tous  les  tab reaux  succédan t  à  T .
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vs,Si Wy(^)  .oo"raî t  à gauche-dans T,  écr i re , ( " )  à gaucfe

dans T pour tout  obJet  a présent dans T :  s i  un nouvel

obJet  b est  int rodui t  par après dans T ou dans un tableau

succédant à T,  i l  convient  d ' !écr i re également yG) a gauche

dans  ce  tab leau ,  e t  pour  ce t te  ra i son  on  ne  b i f f e ra  pas

Vx ok\;

Si Vx gU) apparaî t  à droi te dans T,  créer un nouveau tæ

b leau  S  succédan t  à  T  :  s i  a  es t  un  symbo le  d rob je t  n 'é tan t

encors apparu dans aucun tableau de ra construct lon en cours

a  es t  i n t rodu i t  comme nouve l  ob je t  p résen t  dans  S ,  où  on

recop ie ,  à  gauche  tou te  l a  po r t i on  gauche  de  T ,  e t  à  d ro i te

y@) :  b i f rer  & V\ l  dans r  ;

51 Jx <p(x) apparaît à gauche dans T, et si  a est un sym-

bole  drobJet  nrétant  encore apparu dans aucun tab leau de Ia

constn:ct lon en cours, a est introdult comme nouvel

obJet  présent  dans T,  e t  y (a)  inscr i te  à  gauche dans T :

b i f fer  3x  tyG)  ;

V:

l g '

- l r

: ;  :  S i  3  xy(x)  appgraî t  à  dro i te  dans T,  écr i re  cg@) à dro i te

dans T pour  tout  ob je t  a  présent  dans T,  ou tout  ob je t

nouveau  :  ne  pas  b i f f e r  l xg$ )  .

Un tableau est  d i t  c lôturé dès qu'une même formule y apparaî t

à gauche et  à droi te,  et  en stoppe alors sa construct ion ;  une

su i te  de  tab leaux  success i f s  es t  c lô tu rée  s i  l r un  de  ses  tab leaux

l res t  ;  un  ensembre  de  tab reaux  a l te rna t i f s  es t  c lô tu ré  s i  t ous



ses  tab leaux  1e  son t  (p lus  exac tement

b leaux  le  son t ) .  Une  cons t ruc t i on  es t

b leaux  a l te rna t i f s  l e  son t .

tou tes  ses  su i " tes  de  ta -

c lô tu rée  s i  t ous  les  ta -

Voic i  deux exemples qui  permettront  au lecteur non fami-

I i e r  de  m ieux  oe rcevo i r  I e  fonc t ionnement  des  tab leaux .

Cons idé rons  tou t  d 'abord  la  tau to log ie  i n tu i t j - onn is te

(,f , Vx fG)) - V* (rt v f (^\)

Tab leau  de  dépar t  :  T  avec  { " }  oo r "  doma ine  :

r, t^]

,7 v V* l0\ 
-+

nouveau tableau S

V ̂ (c1v,ySù

succédan tApp l i ca t i on  de

à T avec même

app l i ca t i on  de

V;

app l i ca t i on  de  VJ

e t  d run  tab leau  R ,

d o m a i n e  d e  R  
, f a ,

- - rd,  !  créat ion d 'un

doma ine

f ' ]

Vx , tG )
,l (â)

V " ( f v f ( t t ) VrWû,

:  c réa t ion  d 'un  tab leau  R  . ,  succédan t  à  5 . ,

s u c c é d a n t  à  S ,  :  d o m a i n e  d e  R  
, :  { a , n } ;

*

Xr'-Y6Vx | (.).
, / (a)  , ! ( r )

Y,*G)
c1ôturé cIô turé
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Les su i tes  de tab leaux (T,

toutes deux clôturées puisOue 
\

n a r i f  ( r ,  
1 ,  [ ) , .  

( r ,  s 2 ,  R r )

su i t e  1 res t .

s ,  E ,  q  )  e t  ( r ,  s ,  s 2 ,  q )  s o n t

e t  R ,  1e  son t  :  l r ensemb le  a l te r -

I ' e s t  a u s s i  p u i s q u e  c h a q u e

VrqrV6) ) -yvVx l (x )

R,1a,b1

Considérons par contre la formule tconveroe

V x ( r o v , . J , l f x ) ). r T - . , 1 1 . -

n 'es t  pas une tauto log ie  in tu i t ionn is te  :

ï ,  {a

c réa t ion  de  S  (  - -  o ]

c rÉa t i cn  r Je  R  {  V  o ]

S, {a}

Y G)) x )

V,  (yv  , f  (x ) )

Yrvca),9-v+6r

,f (b)

R R, R 1 RL

4*ftef,7 ,?n V(a; ,  g (o)

c f  ô t u r é

,y (o)

c 1  f t u r ôR n , R,," Rr ,  I  R*

Y V6),Y ,l (b) f (o)



/ - '

H t t  r t  R *  s o n t  n o n  c l ô t u r a b l e s ,  d o n c  ( t ,  S ,  R ,  R r  I  e t  f i n a l e m e n t

t o u t e  } a  c o n s t r u c t i o n .

I 1  e s t  a s s e z  f a c i l e  d e  t r a n s p o s e r  1 a  s i t u a t i o n  d é c r i t e  p a r  u n  t a b l e a u

de  Be th  non  c lô tu ré  en  un  con t re  exemp le  au  sens  des  modè les  de

K r i p k e .  P o u r  l e  v o i r ,  r e p r e n o n s  1 ' e x e m p l e  c  d u  $  3  :

tVx  yU) - - -  3x  - y ( x )

r ,  {a i

(*a)  r : r  i r t i  nn r- re 1,

Q U )
t -

/ : l  r \
\-cl .l

/ - f  r \ c r ; r b '  ' r  - l e  R
\ _ ' d  /

trs )

(vr ) c r r ' a t i  n n  d e  0

Q,  t r , b ]

t  <7Q)

t (â) r ( l l

I  n ' e s t  p a s  c I ô t u r a b 1 e ,

C o n s i d é r o n s  l e  m o d à 1 e  d e  K r i n k e  f f  ,  p ,  d ,  F )  s u i v a n t  :

E  =  
/ f ,  S ,  R ,  A  ]  :  p  e s t  t a  p l u s  p e t i t e  r e l a t i o n

r é f l e x o - t r a n s i t i v e  c o n t e n a n t  
t ( t ,  S l ,  ( s ,  R J ,  ( n ,  a l ]  ( u o n c

T  p r é c è d e  S  q u i  p r é c è d e  R  q u i  p r é c è d e  0 1 .
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J ( t )=
R- ts  y ( " )

J[ r )  =  J t r t
e t  Q  e  , p ( a )

J (q t  =  1u ,bJ{ "  }

u]

D a n s  c e  m o d è l e ,  o n  a  T  F  - 7  
v  

"  g  ( " ) ,  p u i s q u e  d a n s  t o u t e  e x t e n -
s i o n  u  d e  T  o n  n ' a  j a m a i s  q u e  d a n s  u n e  e x t e n s i o n  u 1 t é r i e u r e  v  d e  U ,
p o u r  t o u t  o b j e t  v  d e  V ,  V  t s  f  

( v ) ,  p u i s q u e  I  f  y b ) .  p a r  c o n t r e
T  V  3 "  7  f  

( x ) ,  p u i s q u e  T g  - t  
y  ( " ) .  C e  c o n t r e _ m o d è t _ e

(ob tenu  en  p renan t  pour  é ta ts  de  conna issance  res  tab reaux ,  dans
leu r  success ion ,  e t  pour  conna issances  à  un  é ta t  donné  l_es  fo rmu l -es
a tomiques  f i gu ran t  à  gauche  dans  1e  tab r -eau  co r respondan t )  es t
assez  p roche  de  ce lu i  p roposé  dans  1 ,  exemp le  c  au  \  3  :

T
1

a ( a \

,  t a  I  r r , l " ,  u )

11  va  de  so i  que  re  passage  des  tab reaux  de  Be th  aux  modères  de
Kr ipke  ne  saura i t  condu l re  à  un  modè le  na tu re l  ou  canon ique ,  pu isque
1 ' o r d r e  d ' a p p l i c a t i o n  d e s  r è g 1 e s  d e  d é c o n s t r u c t i o n  d , u n e  f o r m u l e
n ' e s t  p a s  f i x é .  C e s  i n d i c a t i o n s  i n f o r m e l l e s  f o n t  c e p e n d a n t  p r e s s e n  -

t i r  que  tou te  fo rmu le  donnan t  l i eu  à  une  cons t ruc t i on  en  tab leaux
de  Be th  non  c Iô tu rab re  peu t  ê t re  mon t rée  non  va l i de  pour  ra  modé-
l i sa t i on  de  Kr ipke .  0n  d i spose  en  fa i t  du  résu r ta t  su i van t  ( c r r f r ]  )

P ropos i t i on  I  : Une  fo rmu le

es t  va l i de

donne  l i eu

c Iô tu rée .

On t rouvera égalernent  dans

du  ca1cu1  des  p réd ica ts  i n tu i t i - onn is tes

p o u r  l e s  m o d è l e s  d e  K r i p k e  s s i  e l l e

à  une  cons t ruc t i on  pa r  tab leaux  de  Be th

LÏ 1 a  d é m o n s t r a t i o n  d É t a i 1 I é e  d e  ] a

S i  u n e  f o r m u l e  d e  c a 1 c u l  d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e
d o n n e  l i e u  à  u n e  c o n s t r u c t i o n  p a r  t a b l e a u x  d e  B e t h
c I ô t u r é e ,  a l o r s  e l l e  e s t  d é r n o n t r a b l e  d a n s  I e  c a r c u l
d e s  p r É d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e

Propos i t l on  2  :
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D u  f a i t  q u e  l e s  a x i o m e s  d u  c a l c u 1  d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e  s o n t

v a l i d e s  p o u r  1 a  m o d é l i s a t i o n  d e  K r i p k e ,  e t  q u e  1 e s  r è g 1 e s  d e  d é d u c -

t i on  p rése rven t  1a  va l i d i t é ,  on  dédu i t  que  tou te  fo rmu le  démont ra -

b l e  d o i t  ê t r e  v a l i d e .  T o u t  c e c i  c o n d u i t  a u

THEOREME DE COùIPLETUDE :  Une formule est  démontrable dans le calcul

d e s  p r é d i c a t s  i n t u i t i o n n i s t e  s s i -  e l l e  e s t

va l i de  au  sens  des  modè Ies  de  Kr ipke .
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c n  n r u t i l j , s a n t  q u e  l e s  t e c h n i q u e s  p e r n i s e s  d a n s  T .

Ce  théorè r , re  ob l i  ge  donc  un  changement  de  p rog ra rnme cJe  H i ]be r t  :j : l  f a u t  s ' i n t é r e s s e r  a u x  c , - n s i s t a n c e s  r e r a t i v e s  e t  n l n  ; r 1 u s  i i  ' ac c n s r s t a n c e  e n  g é n r l r a l  .  c ' e s t  1  ,  o b  j e t  d e  c e  q u , o n  a i , : , e 1 L e  , , 1 - a  t h c < o r 1 e
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r é d u c t i v e  d e  I a  d é m o n s t r a t i o n " .  s o n  b u t  e s t  d o n c  d e  r é d u i r e  l - a  c o n -
s i s t a n c e  d ' u n e  t h é o r i e  à  c e l - I e  d r u n e  a u t r e ;  e l _ l e  s e  p r o p o s e  d , a t -
t e i n d r e  c e  b u t  p a r  1 ' é t u d e  d e s  p r e u v e s  d a n s  l a  t h é o r i e  e n  q u e s t i o n .

P o u r  q u e  l e s  r é s u L t a t s  o b t e n u s  p a r  c e s  t e c h n i q u e s  s o i e n t  i n t é r e s s a n t s ,
i l  f a u t  e n c o r e  q u e  r ' é t u d e  d e s  p r e u v e s  n , u t i l i s e  q u e  d e s  p r i n c i p e s
p l u s  é 1 é m e n t a i r e s  q u e  c e u x  d e  l a  t h é o r i e  é t u d 1 é e .

T o u t  c e c i  n é c e s s i t e  u n e  c o n n a i s s a n c e  d e  c e  q u , e s t  u n e  p r e u v e .

C ' e s t  l - e  s u j e t  d r i n v e s t i g a t i o n  d e  l a  " t h é o r i e  g É n é r a l e  d e  l a  d é m o n s -
t ra t i on " .  Ce t te  théor ie  fou rn i t  des  fo rma l i - sa t ions  de  1a  no t ion  de
p r e u v e  e t  s ' i n t é r e s s e  à  l e u r s  p r o p r i é t é s .  N o u s  a ] ] o n s  é t u d i e r  i c i
u n e  d e  c e s  f o r m a l i s a t i o n s ,  d u e s  à  G e n r z e n  ( i - s s a )  ( i l ,  a p p e l é e  s y s -
tème de  déduc t ion  na tu re l l e .  Les  démons t ra t i ons  son t  fo rma] i sées
par  des  a rb res  qu 'on  appe l l -e  dé r i va t ions .  T r :u te  dé r i r za t ion  es t  une
s u i t e  d ' a p p l i c a t i o n s  d e  r è g l e s  a t o m i q u e s  ( 1 e s  s c h é m a s  d e  d É d u c t i o n l
qu i  son t  re l -a t i ves  à  un  seu l  connec teu r  e t  où  in te rv ien t  1a  cons t ruc -
t i b i l i t é  s i  i m p o r t a n t e  p o u r  u n  i n t u i t i o n n i s t e .  c ' e s t  a i n s i  q u e  I , o n
re jo in t  na tu re l l emen t  l a  no t j -on  de  p reuve  pour  un  in tu i t i onn is te ,  ce
qu i  es t  en  fa i t  essen t ie l - l emen t  une  cons t ruc t i on  de  la  fo rmu le  dé
mont rée .

Pour  i l l us t re r  ce t  aspec t  c r :ns t ruc t i f ,  cons idé rons  1e  p r  nc lpe
de  dua l i t é  de  la  géomét r ie  p ro jec t i ve .

ce  p r inc ipe  a f f i rme  que  tou t  théorème de  1a  géomét r ie  p ro jec t i ve

qu i  pa r le  de  po in ts  e t  de  d ro j . t es  peu t  ê t re  t rans fo rmé en  un  nouveau

théorème IOua lJ  en  ramp]açan t  , ' d ro i te ' r  pa r  "po in t , '  e t  , , p r : i n t , ,  pa r

" d r o i t e " .  c e  p r i n c i p e  f o u r n i t  d e  m a n i è r e  c o n s t r u c t i v e  d e  n o , v e a u x

théorèmes  :  i 1  t rans fo rme e f fec t i - vement  tou te  p reuve  d 'un  théorème

e n  u n e  p r e u v e  d e  s o n  d u a L .  c r e s t  u n  p r i n c i p e  d e  t h é o r i e  d e  l a  d é -
mons t ra t i on .  C 'es t  de  ce t te  man iè re  qu ' i I  f au t  comprendre  chacun  des
schémas  de  déduc t ion  de  Gen tzen  :  i l s  t rans fo rmen t  1es  p reuves  des
fo rmu les  s i - tuées  au -dessus  de  1a  ba r re  d ' i n fé rence  en  une  n reuve  de
la  fo rmu le  s i - tuée  en -dessous .
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c e  c a l c u l  c o n s t i t u e  u n e  d e s  f o r m a l i s a t i o n s  p o s s i b l e s  d e  l a
nc t ion  de  démons t ra t i on .  Une  démons t ra t l on  se ra  rep résen tée  pa r  une
d é r i v a t i o n  ,  c ' e s t - à - d i r e  u n  a r b r e  c o n s t r u i t  à  1 ' a i d e  d , u n  c e r t a i n
nombre  de  règ1es  d r i ; n fé rence .  Le  qua l i f i ca t i f "na tu re l "  p rov ien t

de  ce  que  ce  ca lcu l  es t  l i é  de  t rès  p rès  aux  ra i sonnements  l og iques

Qu i  son t  réeL lement  u t i l - i sés  dans  les  dÉmons t ra t i ons  mathémat iques .

Nous  t rava i l l e rons  tou jou rs  dans  1e  langage  X  ae r in i  à  l , a ide

des  va r iab les  ,  des  symbo les  fonc t ionners  e t  re la t i onne ls  e t  des
c o n s t a n t e s  l o g i q u e s , { ,  V , - - r ,  l ,  - 7 , V , 1 .  

L e s  v a r i a b l e s  s e r o n t
n o t é e s x ,  y , . . . ;  l e s  t e r m e s  t ,  s , . . . :  l e s  f o r m u l e s  , p ,  V ,  , . .

t t
N o u s  é c r r r o n s  V t g ,  V v t ,  7 g  , e _ _ > e , J x  e , V r ç  p o u r  d é s i s n e r  d e st  t  I  I  I  

' , t  
I  

' ,  -  
/  |

f o r m u l - e s  d o n t  l e  c o n n e c t e u r  p r i n c i - p a l  e s t  r e s p e c t i v e m e n t  A , v  ,  
- 7 , ) .

1 ,V .

C e  c a d r e  é t a n t  f i x é ,  n o u s  d é f i n i s s o n s  l e s  d i f f é r e n t s  s c h é m a s
d e  d é d u c t i o n :

A T  f  /

F^ /
  E  A N  f

f
v ;  f  /  vE

FN l  FNF
trl
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f  cp l
È t J-7 I -i-,r

a - r  , o / t )
J L  f 4 -

J_r yF)
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2 .

Remarques
- - - - i - - -

1 .  Les  schémurY I  e tJE  do iven t  vé r i f i e r  }a  res t r i . c t i on  su ivan te

concernan t  1a  va r iab le  x  (appe1ée  pa ramèt re  p rop re  du  schéma l  qu i

Y  aPpara Î t .

P a u r V I ,  i l  f a u t  q u e  x  n ' a p o a r a i s s e  p a s  d a n s  r - e s  h y p o t h è s e s  d o n t

f  
( * )  d é p e n d .  D a n s  c e  c a s  i l  e s t  c l a i r  q u ' o n  p e u t  e n  d é d u i r e

l x  E  Q ) .
P o u r  1 E ,  i I  f a u t  q u e  x  n , a p p a r a i s s e  n i  d a n s , { l  n i  d a n s  a u c u n e

hypo thèse  don t  / t  aépena ,  sau f  éven tue1 lement  g  G) .
I

chaque  schéma do i t  ê t re  compr i s  comme un  p rocédé  cons t ruc t i f

pou r  t rans fo rmer  des  dé r i va t ions  des  fo rmu les  appara issan t  au -

oessus  de  ]a  ba r re  ho r i zon ta l -e  en  une  dé r i - va t ion  de  l -a  fo rmu le

d u  d e s s o u s .  L e s  c r o c h e t s  s i g n i f i e n t  q u r o n  d é c h a r g e  1 ' h y p o t h è s e

e n  q u e s t i o n .  A i n s i r  F e l r  e x e m p l e ,  1 e  s c h é m a  ( - - I l  s e  c o m p r e n d

comme su i t  :  s i  j ' a i  une  dé r i va t ion  de  l -a  f c rmu l -e  
t ' ^  

ru r r t r  de  
f

e t  d f a u t r e s  f o r m u l e s  É v e n t u e l l e m e n t ,  a l o r s  l _ e  s c h é m a  ( n I )  ^ "

fou rn i t  une  dé r i va t ion  de  ? -p  n 'ayan t  p lus  {p  pa rm i  ses  hypo-

thèses  
|  |

Les  schéma (zT  )e t { zE)  peuven t  ê t re  supE: : r imés  s i  on  rempt_ace

7 (p sar V-.L .
t t

I 1  peu t  p lpg  in té ressan t  de  numÉro te r  l es  hypo thèses  comme nous  Ie

ve ryons  dans  ies  exemp les  qu i  su i ven t .

Une  des  pa r t i cu la r i t és  Ies  p lus  remarquab l -es  du  ca lcu l -  de  déduc -

t i on  na tu re l -  es t  que  I ' ensembre  de  ses  schémas  se  d i v i se  en  deux

g r o u p e s : l e s  s c h é m a s  d ' i n t r o d u c t l - o n ( r )  e t  f e s  s c h é m a s  d ' é l i m i -

n a t i - o n ( E ) .  U n  s e u l  s c h é m a  n e  r e n t r e  p a s  d a n s  c e t t e  c l a s s i f i c a t i o n ,

c r e s t  l e  s c h é m a  r n t  ( E  r a t s o  s e q u i t u r  q u o r t L i u e t )  n é c e s s a i r e  p o u r

o b t e n i r  l a  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

Ï1  y  a  une  co r respondance  é t ro i te  en t re  l a  s :q rn - f i ca t i oncons t ruc -

t i v e  d ' u n  c o n n e c t e u r  l o g i q u e  e t  s a  r è g l e  d ' r n t r : d u c t i - o n  ( c o m m e

l e  m o n t r e  l a  r e m a r q u e  2  p o u r  l - e  + I ) .

3 .

4 .

5 .



6 .  P c u r  o b t e n i r

s u i v a n t e

1

Exemp les

l o g i q u e  c l a s s i q u e ,  i 1

i7 of
i:

r

s u f f i t  d ' a j c u t e r  I a  r è g l ef a

C

D é m o n t r o n s  l ,  V y  q ( r , i l  -  / v 1 x  ç ( r , y )  .
t l

a .  Ra i - sonnement  i n tu i t i f  :

S u p p o s o n s  q u ' i l -  e x i s t e  u n  x  t e 1  q u e  p o u r  t o u t  y ,  
f  

( ^ , y )  s o i t  v a l i d e .

S o i t  a  u n  t e 1  x ;  a l o r s  p o u r  t o u t  i n d i v i d u  b ,  y G , d )  e s t  v a l i d e .

D o n c ,  i I  y  a  u n  x  [ x  =  a )  t e l  q u e  o n  a i t  V ( x , b J  e t  c e c i  e s t  v r a i
I

p o u r  n ' i m p o r t e  q u e l  b ,  d o n c  p o u r  t o u t  y .

b .  Fo rma l i - sa t ion
1-

Yv f  ( " , v )

L  3  ̂  rG ' r )
_ l x V y  f  ( * , y )  V v S x  g ( x , y )  - 1

V y  1 ,  g ( * , y l
- z

J ^  V  y  ? ( r , v ) ' V y  J  x  f ( r , y )  
k

t l

t e t t e  d é r i v a t i - " n  e s t  b i e n  s : n s  A y ; r o t h è s e ,  c a r  l e s  f o r m u l e s  q u i  o n t

se rv j -  d 'hypo thèses  au  cours  du  ra i sonnement  on t  é té  décharqées .

rI I .  ESUTVALENCE DU CALCUL DE DEDUCTION NATURELLE ET DE L'AXTOMATISIJE
DE KLEENE POUR LA LTJGIQUE INTUITTONNI]STE.

R: rppe lons  ce t te  ax iomat ique  :

( r . r J  f - ( f . f )
(r.zl ' f-f) -, ((f -(y--tr)) -- '(f èX))
[ z . r l  f  -  ( y . - ( f  n / ) )
( z . z l  

f  ^ /  - . f

F^ / 'F
( : . r l  ( f  - l )  -  ( ( / - , / )  -  ( f vy  - / ) )
( : ; . z l  

f  
. -  

Fn /
/ - - ' ç ' /

f a . r l  ( y  - ' y t  - :  ( ( f  - r y ) . - , f )
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(a.z) - 
f -+(f .--. y)

Bèg1e d' inférence 
: 

, i  
.r f  

et , f  ---t '  ,  alors , f i

(s . r )  Vx yk) - -  y ( t ) '
(o.r1 ,7(t)  -  JzyG-)
Bèg1es  d ' i n fé rence  :  ( va lab les  s i  x  n 'appara i t  pas  r i b rement  dans  <?  ]

-  s i  ,y - ' f (x)  a lors , f  - ,  V^ f  
(^)  

'

-  s i  
f ( * ) - , y  

a l o r s  1 "  f  U )  * f

Dans  ce  sys tème,  une  démons t ra t i on  es t  une  su i te  de  f r r r , ; i u l , es  ne

c o m p r e n a n t  q u e  d e s  a x i o m e s  o u  d e s  f o r m u l e s  o b t e n u e s  i : 1 ' a i d e  o e s

règ1es  d ' i n fé rence  e t  des  fo rmu les  qu i  l es  p récèden t .

Le but  de ce paragræb est  de montrer  que

à  u n e  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  L ' a x i o m a t i q u e  d e  K l e e n e ,  e t  v i c e  v e r s a .

3 . a .  P a s s a g e  d u  s y s t è m e  d e  K l - e e n e  a u x  d é d u c t i o n s  n a t u r e l l e s .

P o u r  d é m o n t r e r  c e  p o i n t ,  i }  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  t o u s  1 e s

ax iomes  de  K leene  son t  dé r i vab les  dans  1e  ca fcu l  cJe  déduc t ion

n a t u r e l l e  e t  q u e  1 e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e  s ' e x p r i m e n t  à  I ' a i d e

de  schémas  de  déduc t ion .

Procédons  po in t  pa r  po in t .

[ f  . r i  Vo ic i  une  dé r i va t ion  de  , f  " - ( /  . f  )
4

Ea [ a J

V - f  _ . 1
ç - - ( P ' n  v )
I  

' t  I '

L e  p a s s a g e  ( a )  s ' e s t  f a i t  à

les  cccu r rences  de  
f  

don t

gean t  r i en .

r J r j(r.zl ,f ,Y'-f r f iu' l t
T

I  J  e n  d é c h a r g e a n t

i . e .  e n  n e  d é c h a r -

1 2
\P ,l-,

#
f "Y -z

, l - [ ç r i v )-  t  t  t  t  _ 7

f  n / V - - +  ( ç " 9 ) )
1  

' /  '  '

I ' a i d e  d e  (

ty  
.  

déoend

9- /  -z
.  (F '+ / l . t -+ .Y t , t - -+  l f ->Y t  . - t
ry'+ /)* ((f o(F-,lD -, ( '?+p)

( t  t \



( z . z \  t r i , v  i i - ' l

[ s . r )

( s . z J  t r i v i a l .

( a . i )

( q . z )

3 5

'F f ' / *F ' , '
-?v , / /  Y  I  "  ,

? v * n "  _ :

-  ( f ' / ) - - t p v / - - l \  - ,
Q*X) - ( t t) ,() -  ( f  u/ -L))

' t 3 , t z
? P  ç è p  ç  e - + z , L

?  7 @-î--- 
J------r
4,_____-_t_ _ /

v - > Q
- - 4

z ' ç  n  / ç - t P )/  , /  , '

L a  r è g 1 e  d ' i n f é r e n c e  p o u r  l _ e  c a f c u l  p r o p o s i t i o n n e l _

nens  qu i  co r reFpond  exac tement  à  [  - - z  E l .

es t  l -e  mod  us  co -

[ 5 . 1 ]  t r i v i a l ,

[o.  i  J  t r iv  i -ef ,  .

Les  rèq les  d ' i n fé rence  pour  l -e  ca l - cu f  des  p réc l i ca ts  co r responden t

r e s p e c t i v e m e n t  a  (  V  r )  e t  ( J  E l .

3 . 6 .  P a s s a g e  d e s  d é r l u c t i o n s  n a t u r e l l e s  à  1 ' a x i o r " n a t i q u e  d e  K r e e n e .

Décrdons  de  no te r  l -  a , -p  tou te  dé r i va t ion  de  e  à  pa r t l r
l t

ce  1a  co l l ec t i on  de  fo rn ru les  / -  e t  f  D rp  tou te  dé rnons t ra t i on

de  ,P  dans  l - ' ax io rna t ique  de  K leene  à  r  
j a ide  

des  ax iomes  -  deq
I  

-  q ^ a  u l r r - J  t  u 9 5

r è g l e s  d ' i n f é r e n c e  e t  d e s  f o r m u r e s  d e  r a  s u i t e  T  .
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I a

r r  s r a g i t  d e  m o n t r e r  q u e  t o u t e  d é r i v a t i o n  /  r V  p e u t  s e  t r a n s -
f c r m e r  e n  u n e  d é m o n s t r a t i o n  f D ç  .  

'

I

N o u s  a l l o n s  p r o u v e r  c e r a  p a r  i n d u c t i o n  s u r  l a  l o n g u e u r  d e
dér ivat ion l - t -cp

I

P a r  d é f i n i t i o n ,  l a  l o n g u e u r  d r u n e  d é r i v a t i o n  e s t  l e  n o m b r e
bar res .  ho r i zon ta les  qu ,  e l1e  con t ien t .

l ongueur  1

A  ? L
f ^ f

Les cas

A . y , f ' {  o n
Y

On vo i t  b ien  que

d e  l o n g u e u r  1 .

1 1  r e s t e  à  u t i l i s e r  1 ' h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n  p o u r

( v r ) ,  6 r J ,  (  z  r ) ,  (  f  e J  c " r  p o u r  l e s  a u t r e s .

Ana lysons  d 'abord  1e  cas  du  (  -+  I )  :  mé ta théorème

V ", f t* 
sont tr ivi-aux, de même oue{- et 

,+q

:
on fait corresponrJre (y ,f ,f -,(y--rynf )) ,2',-+1ynf),y^p-

f a i t  c o r r e s p o n d r e  ( y , f -  
/ ,  f ) ,

ceLa  va  se  passer  sans  p rob lème pour  1es  dé r i va t ions

des  règ les  comme

c , e s t  1 1 " i v i a 1 .

d e  1 a  d é d u c t i o n .

ry,
f i V ;  

:  
_  

P a r  h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n ,  n o u s  s a v o n s  q u ' à  u n e  d é r i _
va t lon  |  

' ,  
f  , /  on  assoc j_e  une  démons t ra t l on  f ,  

f  O  f
I1  fau t  donc  assoc ie r  à  l a  dé r i va t ion  donnée  une  démons t ra t i on  t -D(y+ ,y ) .

Par  hypo thèse ,  nous  avons  une  su i te  f ,  f ^  
o "  fo rmu les  te r les

que  
f , ,  =  

Y  " t  
pour  tou t  i  compr i s  en t re  I  e t  n ,  

f ,  es t  so i t  un
ax iome,  so i t  une  fo rmure  de  l - ,  so i t  f  ,  so i t  une  conséquence  imrné-
d ia te  pa r  1es  règ les  d ' i n fé rence  de  fo rmu les  f i gu ran t  pa rm i  

?o  . . .
cit -i '
Dans un premier  temps,  montrons que l -  D (y  - f r )

1 .  S i  
f ,  es t  un ax j .ome,  on const ru i t  (  f  .n  ,  f t  -  ( f  - - "  

f ) , f .  r f r )

2. Si 
% est une fr:rmu1e de f ,  al-ors ( l-  ,  y1 -- (y -,  

fr)  ,

F  
n  

? l  )  
" . t  

une démonst ra t ion.



3 .  S i  
f , ,  

=  
f  ,  c ' e s t  t r l v i a } .

4 .  
Y ,  ne  peu t  ê t re  une  fo rmu le  du  qua t r i ème t ype .

L l l o n t r o n s  m a i n t e n a n t  q u e  s i / i ,  i (  i 6  o n  a  i - D  ( L p - f i J  a l o r s

o n  a u r a  a u s s i  / - D  (  
f  

- f , . ) ,  e t  c e l a  a c h è v e r a  l a  d é m o n s t r a t i o n .

Le seul  nouveau cas à env isager  est  fe  cas où 
?1"  est  Ia

conséquence  d ' une  règ1e  d ' i n fé rence ,

1.  Yh est  obtenue par  modusrrnens à par t i r  de f , ,  e t  
Pr ' , - f to  

= f t "

( i '  i n  (  t " , .

::'Ë"::':::"il^{:^ii^,l"l"o?r:";,\':",i"ï'ïi,.o1r'lir

2 .  S i  V ; o  =  r f  ' - V x  
f  ( x )  o b t e n u e  à  p a r t j - r  d e  f  

' n  
f  

( r ) ,  o n  s a i t

que  , f  *  ( t y ' ' -  f ( ^ ) )  es t  démon t rab le  à  pa r t i r  de  ! -  ( c ' es t  1 ' hy -

po thèse  d ' i nduc t i on  qu i  nous  1 ' a f f i rme )  ae  même év idemmen t  que

, l '  - - ,  
f  ( " ) .  M a i s  a l o r '  ( l r ' - ' f  ( x ) ) J  *  U l ' *  V ^  

f  
( r ) )  e s t

démon t rab le  g râce  à  1 ' ax iome  (1 .1 .  J  e t  l e  f a i t  que  y ' -Vx  f  
( " )

est  démontré .

E t  d o n c  , y - ( ( y t -  /  ( * ) )  - - >  ( f ' -  V  ,  g  ( x ) )  e s t  a u s s i  d é m o n -

t r a b l e  g r â c e  a  ( f . r J  e t  c e  q u i  p r é c è d e .  E n  a p p l i q u a n t  ( f . z l ,  i f

v ient  que 
f  

*  (  
? ,  

-n  K f  
( " ) )  es t  démontrab le  à  par t i r  de f -

3 .  S i  
f io  est  obtenue grâce à 1a règ1e d ' in férence qu i  concerne

l -e  connecteur  J  ,  on procède comme en 2.

Ana lysons  .  ma in tenan t  1e  cas  (  , , z  E ) .

tTl Lf l

f : ï_ /__L 
t : r_rno ' : t ion '  nous avons deux démonst ra t ions o"  

x-

X 
, lrf Dl- et!-l,yDtr. Nous avons à en construire une

l - '  À  . ,  f  v ' l t  D l .
Grâce au métathéorème de l -a  déduct ion que nous venons de démon-

t r e r  c i - d e s s u s ,  n o u s  a v o n s  d o n c  / - D  ( l t X )  e t  Â  D ( f  -  7 ) .
D è s  l o r s ,  à  p a r t i r  d e l - ,  A  e t  f u f  ,  à  l ' a i - d e  d e  l - ' a x i c r n e  ( A . f ) ,

ncus  ob tenons  une  démons t ra t i on  de  /  où  ( t  e t  
f  

n ' appa ra i ssen t  p l us

ccnme  hypo thèses .



i l . -

Le  cas  de  (  5  E )  es t  ana logue ,  e t  l e  cas  [ -Z f  1  se  rédu i t

P récède  en  remp laçan t  1?  pa r  
Q+ ! .

Cec i  achève  Ia  démons t ra i i -on .  
I

IV. ENcORE SUELSUEs EXEû,4PLEs DE DERIVÊTIcN.

a  c e  q u 1

o l

-2 fal
tJx cp 3x q

I

-æ; - '
v- '? ,  - ,

- t J x q  - - ' V ^ ,tr I

b J  V x - < p  4
- fC, ,f'(^)

T x r p  L  ,
I

- a "  a
F - . ,V x - r f - , t J x c 7

c J

3 I
I t-77 V^ ç 1Vx ç

, t t
- L  - - L

a )  , f  i g - rp  pou r  t ou te  f o rmu le  rp .
t  I  

a l  1

E ^ 7 ç  c P ^ 7 9- r - - - r - _ T - - - - | - -
I -7<p

T
v , - t

rnrf -r
En f l n '  un  exemp le  de  dé r i va t i on  pou r  l a  l og i -que  c l ass ique ,
c ' es t -à -d i r e  u t i l i san t  l a  r èg1e  (  - zCJ .

1 Z
1 Q  z t  c D

I  J _  _ , ,  ( r C )T - r -
??'f '--à 

T

e )



ï 1  es t  c la i r

su f f i  t .

q u e  d a n s  1 ' a u t r e  s e n s

2. 1
rp  1@

' l l

I

" f  -z
f  

-> a-7 ç
t t

(  
T 

--  - r r f  )  ta règ1" (zr)

V. PBINCIPE D' INVERSION ET THEOREME DE NOBMALTSATTON

Nous  avons  dé jà  vu  qu 'à  pa r t  1a  règ1e  rn t ,  t ous  les  schémas

de  déduc t ion  ee  rangen t  en  deux  ca tégor ies  :  l es  i n t roduc t ions  qu i

dé f in i ssen t  en  que lque  so r te  l -e  connec teu r  e t  l -es  éL im ina t ions .

I n t r o d u c t i o n  e t  é l i m i n a t i o n  s o n t  e n  u n  c e r t a i n  s e n s  i n v e r s e s  I ' u n e

d e  I ' a u t r e .  E n  e f f e t ,  l a  c o n c l u s i - o n  d ' u n e  é r i m i n a t i o n  n , a p p o r t e  r i e n
de  neu f  s i  l a  p rémisse  i r i a jeu re  de  ce t te  éL im ina t ion  é ta i t  e ] Ie -même

c o n c l - u s i o n  d , u n e  i n t r o d u c t i o n .

A i - n s i ,  d a n s  1 e s  d e u x  e x e m p l e s  s u " i v a n t s ,  d o n n a n t  u n e

t i o n  d e  l a  f o r m u l "  , i ,  i I  y  a v a i t  d é i à  u n e  d é r i v a t i o n  d e

ra i ssan t  p lus  hau t .

c e s  d e u x  d é r i v a t i o n s  c o n t i e n n e n t  d o n c  c e  q u ' o n  p e u t  a p p e l e r
u n  d é t o u r  o u i s q u '  e l 1 e s  p a r t e n t  d e  d é r i v a t i o n s  d e  V  p o u r  a b o u -

t : - :  encore  à  des  dé r i va t i  ons  c le  Q  .  t "  t héo rème aà  no rma l i sa t i on
I

va  nous  pe rmet t re  de  cour t - c i r cu i - te r  tous  ces  dé tou rs .  Ma is  ce la
n é c e s s i t e  u n e  d é f i n i t i c n  r i g r u r e u s e  d e  " d é t o u r  d a n s  u n e  d é r i v a t i o n l , .

C ' e s t  I a  n o t i o n  d e  s e q m e n t  m a x i m u m .

C n  a p p e l f e  s e g m e n t  u n e  s u i t e  
h , . .  f n  

O ,  o c c u r r e n c e s  d e  J a

n ô m e  f o r m u l e  t e l l e  o u e

f u  
n ' e s t  p a s  $ - a  c c n s é q u e n c e  d ' u n e  (  v  E )  o u  (  :  f  l .

Y t  
( i  <  n J  e s t  o r é r n i s s e  m i n e u r e  d ' u n e  (  v  e  J  o u  ( J r l  e t

? n  " ' e s t  
p a s  p r é m , i s s e  m i n e u r e  d ' u n e  (  v  f l  

" r ( l E ) ,

d é r i v a -

f "oo"-

rp ,l)-J ;J--
l0 A tl)

it---.il--
,1,
I

r,(l
q

Y ',r-'l
Y
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U n  s e g m e n t  m a x i m u m  ( , f ,  . . .  y n )  e s t  u n  s e g m e n t  t e l  q u e  
n  s o i t  L a

c o n c l u s i o n  d ' u n e  i n t r o d u c t i o n  e t  
f n  

s o i t  l a  p r é m i _ s s e  m a j e u r e  d , u n e
r è g r e  d ' é l i m i n a t i o n . ( i . " .  

? n  
c o n t i e n t  l e  c o n n e c t e u r  d u i  e s t  é 1 i -

m i n é J .

S i  n  =  1 ,  on  pa r le  de  fo rmu le  max imaLe

Dans  les  deux  exemp les  c i -dessus ,  , , ( ^ f  e t  , 7 - r l ,  a6 ien t  respec t i ve_
ment  deg  fo rmu les  max ima les .

Vo ic i  deux  exemp les  de  segments  max imaux  2

aJ_
X ,,f i{ I ,f 'u f

- 4  ( ) .  1

l ^û lu ' l )  
' -  

|  " rç . t

Nous  a1 l -ons  dé f in i r  une

Èt  hccourc i r l _a  longueur

maux.

g t g&) gt-çb)
I*ff"l :TGî,rt't).,W)

3x ( .  ^ , (@ l  1^?6 )  _ ,
exyG)

réduc t ion  su r  1es  dé r i va t ions  qu i  cons is te

des  dÉ tou rs ,  c 'es t -à -d i re  des  segments  max j -_

^R,  Z ,  L
?, Y,

Y, n?,

Yt

s-

Q.
I L

L f,rJ ryJ'f; zo _L
?' 'u tP,  !  V y

Y  
L=

[,],)
- z2' Z,
z | <?z E,1,)
c(' %-'92

tz. 
' 

?z

t = 1 , ) -

z
E ptl
Z ;
v

l r L

l r f r l  s y m b c l i s e  I ' e n -

semb l_e  des  hypo thèses

r1écharoÉe .  po"  ( vgJ  e t

appara issa r t  r Jans  { .

l r y t J  sy rub r : l i se  1 '  en -

semb l -e  des  hypo thèses

a e  à ,  d é c h a r g é e s  p a r  (  * r ) .

+ R  :



Vn : Zt, l

YG)
Vr tF(x)

,p  ( t \
l ' . /

r&)
,y (c)

Les  deux  de rn ie rs  schémas  de  réduc t ion

su j - van te  su r  1es  pa ramèt res  p rop res  (vo i r  2 ,

co r rec ts  :

-  une  va r iab l_e  es t  pa ramèt re  p rop re  d 'au  p lus
-  1 e  p a r a m è t r e  p r o p r e  d ' u n e  (  V  f j  j n t e r v i e n t

d e  l a  c o n c l u s i o n  d e  f  i n f é r e n c e

-  f e  p a r a n r è t r e  p r o o r e  d r u n e  (  3  f l  i n t e r v i e n t

d e  f a  p r é m i s s e  m i n e u r e  d e  I ' i n f é r e n c e .

3n , 2, L',lt',t1
y G) Zr(.r)

3x  ?(x)  Yv

C e t t e  r é d u c t i o n  e s t  v a l a b l e

- !  '  : ccu r rence  in f  é r ieu re  de  y  es t  1a

i - , t ax imum.  / \

s u p p o s e n t  l a  c o n v e r l t i o n

remarque  1 )  pour  ê t re

u n e  r è g 1 e  d ' i n f é r e n c e ,

seu lement  au -dessus

un iquement  au -dessus

z1
fty &)J
>"(t)
Y

Cet te  conven t ion  i -n te rv i ,en t  tac i temen t  c lans  les  c leux  de rn -Le rs
s c h é m a s  d e  r é d u c t l o n  p o u r  a s s u r e r  q u ' o n  n e  p e r t u r b e  p a s  d ' é v e n t u e l -
1 e s  a u t r e s  a o p l i c a t i o n s  d e  ( V t l  o u  ( 3  E J  e n  s u b s t i t u a n t  t  à  x .

vF - r1  : 1 1  L ë -
, f ,Y X-  T

-4 Zr

'  , f n f  n '  X '

v'
s i ,  dans  lâ  dé r i va t ion  de  gauche ,

de rn iè re  occu r rence  d run  segmenr
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3 E .R ; r ç
/ -1  z -L

1 N.x fa) /L
,t, 2,r

r

zL
zt 

-L 
-Zt

3x cf(r> 
' 

X

r

Î r1êne remarqr€pour t  qu" p lus haut .
I

L e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  s , é n o n c e  a l o r s  c o m m e  s u i t  :

Tou te  dé r i v i o n  d u  c a l c u l de  déduc t ion  na tu re l l e s e  r é d u i t  à  u n e

dér i va t ion con tenan t  n fo rmu]e  max ima l -e .  n i  s ent max j- mu.'r

une  pa re i l l e  dé r i va t ion  es t  d i te  no rmare ,  û r  FOus  fo rme normare .

on  peu t  de  p lus  mon t re r  que  la  dé r i va t ion  no r rna le  assoc iée  à  une

d é r i v a t i o n  d o n n é e  e s t  u n i q u e  ( t t r é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  f o r t e ] ,

L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  t h é o r è m e  s e  f a i t  p a r  i n d u c t i o n  à  l a  f o i s

su r  l -a  l ongueur  des  segments  max imaux  e t  l a  l ongueur  des  fo rmu les
q u ' i 1 s  c o n t i e n n e n t .

P r : u r  l a  d é m o n s t r a t i o n ,  j e  v o u s  r e n v o i e  a u  t e x t e  d e  p r a w i t z  ( ( z )

p .  5 0 ) .

Vo ic i  un  exemp le  de  réduc t ion  à  une  fo rme norma le  :

S o i e n t  :

w'{x
( ç n
r - I tY ̂ ,l ) r(,f ^" ) 1,"'/ Yv "/

Te
T"

Y^V
v

) v

Y Y,'
Y^ (Y' i l  '

et  
in ry 'D  ,  , f  ̂ ( , l , uu )

clrt(,!vt) w #
gt u L q ̂ *'1, t ',( ^" t c,f "TT1V ̂Xt

Ç"  f  )  v  (g^1 \



R e m p l a ç c n s  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e

I ' h y p o t h è s e  t t u  I  ( f  v X )  p e r  s a

fo rme norma le  qu i  co r respond  à

Ctn  ob - ; i en - ld 'aboro

d é r i v a t i o n  t o u t e s  1 e s  c c c u r r e n c e s  o e

d é r i v a t i c n ,  e t  v c y o n s  q u e 1 l e  e s t  l a

ce t te  dé r i va t ion  nouve l_ l -e .

Q " r !  q ^ y  e a Q  q ^ )

W qnL VÆ q^l)'k^x,-{ T
YI"

vy  Uvy  rp^Q  (p^

,r,t.,r^^',r\flll W W f-q'Y!LYtI-+---g 
Y ̂ ,l

YY
rP^V Lt ̂  y--- ,-r .tw

Erf[{g^I ) (ç,rrli ) v {tpr X) 
'r -------r-

q^q )v ( f ^X )  
V t * t  v (Y t v ' t

) v (q^X) ) u (
q^y) v (Y ̂I )

r l c  c u t  s e  r é C u i r l . a  f o r r n e  n o r m a l _ e :

v s i c i  u n  s y s t è m e  q u i  n ' a d m e t  p a s  d e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n .  r l _
e s t  b a s é  s u r  l - e  s y s t è m e  d r i . , r p l i c a t i c n  f a i b l - e d e  C h u r c h ,  a v e c  n é g a t i o n .
D a n s  c e  s y s t è m e ,  o n  a c c e p t e  1 a  r è g l e  (  +  f l  s s i  I ' i n t r o d  r c t i o n

de  1 ' i -mp l i ca t i on  décharge  e f fec t i vement  une  hypo thèse .  ce  sy . : f , l r ns
( a v e c  - >  e t  1 =  - + L )  a d m e t  r a  n o r m a l i s a t i o n ,  m a i s  r , a x i o m e  

! - ( f  
- v )

n ' y  e s t  p a s  d é m o n t r a b t e .  s i  o n  a j o u t e  r e  c o n n e c t e u r  A ,  l e  s y s t è m e
perd  Ia  p rop r ié té  de  no rma l i_sa t ion  ,  ma is  I  , ax iome c (  -_ - -  (V - -  V )  y  es t
démont rab le  pa r  une  dé r i va t ion  qu i  ne  peu t  se  rédu i re  à  une  fo rme
nnrma le .
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.  9 ^ V
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A-'+ t0---#-z
f  ' (Y ' ' l )

Cet te  dé r i va t ion  u t i L i se  1a  règ1e  (  -+  I J  en  déchargean t  e f fec t i ve -

men t  une  hypo thèse  chaque  fo i s .

La  dé r i va t ion  no rma le  qu i  l u i  se ra i t  assoc iée  dev ra i t  ê t re  :

4

rp , .r  r à \

Q - V_  _ 7

to -> [o -> r.0\
I  L l  I  ' /

m a i s  f  i n f é r e n c e  ( a )  ( i n t r o d u c t i o n  d e  I ' i r n p l i c a t i o n  s a n s  d é c h a r g e r

d ' h y p o t h è s e )  e s t  i l l - i c i t e  d a n s  c e  s y s t è m e ,  e t  d o n c .  n ' e s t  p a s  u n e

dér i va t ion  du  sys tème.

VI.  APPLICATION DU THEOREME DE NORMALISATION

(a)  fo r re  des  dé r i va t ions  sous  fo rme norma le .

Dé f in i t i on  :  une  su i te  de  fo rmu l_es  ,1 ,  . , .  
{n  

aooara issan t  dans  une

dér i va t ion  fo rme un  chemin  s i

,h est  une ,o" l i l i lommet non décharsée par (ve]ou(:  e l
-  p o u r  i (  n ,  

f t  
n ' e s t  p a s  p r é m j - s s e  m i n e u r e  d ' u n e  ( - : E )  e t

ï,T: "=:':.:::"':il::::.ï:ï':.1."; l"' 
cu (r E)'

c lans  l -e  cas  con t ra i re ,  
? t * t  es t  une  des  hypc thèses

d é c h a r g é e s  p a r  1 ' a p p l i c a t i o n  d e  c e t t e  r è q l e  ( t f f  
' )  

o ,  ( - 3  E l .

J:= :':.::::"':::::' ,,,,' "."î='.î' : "' ;":] "::::,' ::..""
h y p o t h è s e  s o i t  e n f i n  1 a  f o r m u l e  f i n a l - e  c e  L a  d é r l v a t i o n .
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i . : j r i - v a t : _ : r

(çnv\ v ryvù

1 1  y  a  q u a . t r e  c h e r i n s  : iQ^f ) " (y^ / ) ,?^ f  , , , f  , , f , , f  ̂ ( f ' ,D) ,
((, f  ̂ f1v (<p^l) ,

I'L y^ ry, n)

, t r  l ) l ' 1 , , 7 - t T - 4 ) t

f " (!n l.) ), {ty ̂  il u(f nx.), f"!, f, Q'r,' f " I , f  ,c f  '  f  " ( !n l . ) ) ' (Q^V)u( f  nX.) ' f " ! , f ,Q ' r ,
et enr i  "  ( (<paf)u ( f  ^ l ) ,?^)( , f  , fv l ,yvt ,y^H"Iù.

C o m m e  o n  I e  v c i t  f a c i l e m e n t ,  u n  c h e m i n  1 - r s u l  Ê b r . , - t  , t , r t : - i . , 1 4 r . 3  r )  r n . . J  t
r - ; u i t e  d e  s e g m e n t s .  A i n s i  d a n s  I ' e x e m p l e  d o n n é  p l u s  h a u t ,  c h a q u e
f o r m u l e  f o r m e  à  e I l e  s e u l e  u n  s e g m e n t  s a u f  l e s  s u l t e s  s o u l i q n é e s
qu i  c t rns t i t uen t  chacune  un  segment .

D ,  s o r m a i s  u n  c h e m i n  (  , 1 ,  
? n  )  s e r a  n o t é  (  q  . . .  Ç _ )  o ù  t e s  6

(  r <  i  < m  J  f o r m e n t  r - ' e n s e m b l e  d e s  s e g m e n t s  q u i  c o n s t i t u e n t  r e
c h e m i  n .

T h é o r è m e

c ^ i !  ( *  1u r - L  L  \ v l  ,  ,  .  . J n  . l  u n  c h e m i n  d a n s  u n e  d é r i v a t i o n  n o r m a l - e .

A ]o rs  i ]  ex i - s te  un  segment  o - ,  ,  ap re lé  segment  m in l rnum qu i  sépare
l e  c h e m i n  e n  d e u x  p a r t i e s  é v e n t u e l l - e m e n t  v i d e s ,  e t  v é r i f i a n t  i e s
p. l rcpr i  étés suivantes :

1 .  P o u r  t o u t  g  ( i  > i )  6 a  e s t  l a  p r é m i s s e
l imlnat ion e t  La for ru le  qu i  appara i t
mu le  de  ce l1e  qu i  ap la ra î t  dans  q

m a j e u r e  d ' u n e  r è g l e  d ' é -

dans  
T* ,  

es t  sous - fo r -

Ç L  ( s i  i  I  n J  e s t  ] a  p r é m i s s e  d , u n e  r è g 1 e  d , i n t r o d u c t i o n

I a  r è s 1 e  ( r n t J .
o u  d e

3 '  P o u r  t o u t  c .  ( l a  i ( n ) ,  Ç  e s t  l a  p r é m i s s e  d , u n e  r è g 1 e  d , i n t r o d u c -. r j
t i on  e t  l a  fo rmu le  qu i  appara î t  dans  o - ,  es t  sous_ fo rmuLe  de
ce l l e  qu i -  ap .s l "a î t  dans  

% +  f  .

C e  t h é o r è m e  p o s s è d e  u n  c o r o l l a i r e  i m p a r t a n t .

f c r m u l e s :

ryvx)

l - e  p r -nc ipe  des  sous -
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Tou te  fo rmu le  qu i  ap ' :a ra î t  dans  une  déduc t ion  no rma le  es t  sous -

fo rmuLe  de  la  fo rmu le  f i na le  ou  d 'une  des  hypo thèses  de  1a  dé r i va -

t ' ! r " .

Cec i  en t ra îne  év idemment  qu 'aucune  fo r rnu le  a tomique  n 'es t  démont ra -

b l e  ( i . e .  d é r i v a b l e  s o u s  h y p o t h è s e l .  E n  p a r t i c u l i e r ,  I  n ' e s t  p a s

démont rab le ,  ce  qu i  f ou rn i t  une  démons t ra t i on  du  fa i t  dé jà  b ien

ccnnu  pa r  a i l l eu rs  de  la  non-con t rad ic t i on  de  la  l og ique  des  p ré -

d rca ts  i n tu i t i onn is te

En  fa i t ,  ce  résu l ta t  peu t  se  généra l l se r  de  la  man iè re  su ivan te  :

Un  sys tème de  Pos t  S  es t  un  sys tème dé te rm iné  pa r  Ia  donnê

-  d r u n  e n s e m b l e  d e  c o n s t a n t e s  d e s c r _ i p t i v e s  ( i n A i v i d u e l l e s ,

opéra t ionne l les  e t  p réd i - ca t i ves )

-  d ' u n  e n s e m b l e  d e  r è g l e s  d ' i n f é r e n c e s  e n t r e  f o r m u l e s  a t o m i -

q u e s  d u  t y p e f u " = ' f r ,  o ;  q  n e  c o n t i e n t  p a s  d e  v a r i a b l - e s- a I

n ' a p p a r a i s s e n t  p a s  d a n s  u n  d e s  A ,  a u  m o i n s .
l L

Dans  un  te1  sys tème un  ax iome es t  une  fo rmu le  a tomique  ob tenue

Par  gns  règ Ie  sans  p rémisse .

0 n  a p p e l l e  I  ( S )  1 e  s y s t è m e  d e  d é d u c t i o n  n a t u r e l l e  d o n t  l e  l a n g a g e

e s t  c e l u i  d é c r i t  p l - u s  h a u t ,  a u g m e n t é  d e s  c o n s t a n t e s  d u  s y s t è m e  S ,

e t  d o n t  l e s  s c h é m a s  d e  d é d u c t i o n  s o n t  c e u x  i e  1 a  l - o o i o u e  l n t u i t i o n -

n i s t e  p l u s  l e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e  d e  S .

L e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l - i s a t i o n ,  1 e  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f s r m u l e s  s e

g é n é r a l i s e n t  a u  s y s t è m e  I I S J  ( v o i r  p . e .  ( 3 J ) .

L e  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f c r r m u l e s  d o n n e  l i e u  a u  c c r o l l a i r e  s u i v a n t . :

S i  u n e  f o r m u l e  a t o m i q u e  e s t  d é m o n t r a b l e  d a n s  f ( S J ,  c ' e s t  q u ' e l 1 e

l r é t a i t  d é j à  d a n s  S .

P r e n o n s  d o n c  l e  s v s t è m e  d e  P o s t  A  s u i v a n t  :

-  l - e s  c o n s t a n t e s  d e s c r i p t i v e s  s o n t  o ,  s ,  = ,  * r  o i ;  [ r  e s t  u n e

c r : n s t a n t e  i n d i v i d u e l l e ,  s  u n e  c n n s t a n t e  o p é r a t i n n n e l f e  u r a i r e .



=  u n e  c c n s t a n t e  p r é d i c a t i - v e  b i n a i r e  e t  + , .  d e u x  c o n s t a n t e s  p r é d i -

c a t i v e s  t e r n a i r e s  { f  i n t e r c r é t a t i o n  d e  c e s  c o n s t a n t e s  d a n s  1 e

m c d è l e  c a n o n i q u e  d e  - l ' a r i t h m é t i q u e  e s t  é v i d e n t e l .

-  l e s  r è g 1 e s  d ' i n f é r e n c e s  s o n t  c e l l e s  h a b i t u e l l - e s  p o u r  1 ' é g a 1 i - t é ,

l e s  r è g 1 e s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  3 è  r 1 , 4 è a x i - o m e s  d e  P é a n o ,  1 e s  r è g I e s

i n d u i t e s  p a r  l e s  d é f i n i t i o n s  r é c u r s i v e s  d e  i l a d d i t i o n  e t  d e  l - a

m u f t i p l - i c a t i o n ,  1 e s  r è g 1 e s  d o n n a n t  l - e  c a r a c t à r e  f o n c t i o n n e l  d e

+ e t

P a r  e x e m p l e ,  1 e  q u a t r i è m e  a x i o m e  d e  P é a n o  d o n n e

s ( x l  =  s ( v )

x = y

D e  n o u v e a u  c h a c u n e  d e  c e s  r è g l e s  e s t  t r i v l a l e m e n t  v é r i f i é e  d a n s  l e

m o d è 1 e  c a n o n i q u e  d e  f  , a r i t h r n é t i q u e .

D a n s  l r a r i t h m é t i - q u e  d e  P é a n o ,  n n  o e u t  r l é m o n t r e r  l - a  n o r m a l j s a t i o n

a e  r ( a ) ,  c a r  c o m m e  n o u s  I ' a v n n s  r e m a r q u é ,  1 a  d é o o n s t r a t i o n  d u  t h é o -

r è n e  d e  n o r m a l - i s a t i o n  u t i l i s e  u n e  s i r n p l e  i n d u c t i o n .

E t  d o n c  o n  p e u t  d é m o n t r e r  d a n s  I  r ; r r i t h m é t i n r r c  d e  p é a n o ,  ] a  c o n s i s -

t a n c e  u e  f ( n l .

D ' u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  l a  n o r m a f i s a t i o n  d ' u n  s y s t è m e  i m p l i q u e  s a

c o n s i  s t a n  c e .

( b J  S i  f l  
_  

e s t  u n e  s u i t e  d e  f o r m u l e s  n e  c o n t g r a n t p a s  l e

c c n n e c t e u r  v  e t  s i  j " - r  e  v , l / ,

" t r r=.  ror-  f  r - ,  r " r .  T t , / - . '

D c n c ,  e n  l o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e ,  p o u r  p o u v o i r  d é m o n t r e r  
? n {  

i l

faut  dr3nrnntrer-  e ou d)t t

I d É e  d e  l a  d É n r o n s t r a t i c n  :

i )n  aope l le  segment  f i na l  un  segment  qu i  con t ien t  1a  fo rmu le  f i na -

l e  d e  l a  d é r i v a t i o n .

C o n s i d é r o n s  u n e  d é r i v a t i o n T J - n o " r r I e  d e  W Q  à  p a r t i r  d e  T  .t l
l , Jcus  p rocédons  en  deux  É taoes  :

1 .  f 1  y  a  exac tement  un  seu l -  seg rnen t  f i na l  C -  Oans  T f  .

E n  e f f e t ,  s r j - l  y  e n  a v a i t  d e u x ,  i l s  p r o v i e n d r a i e n t  a u t o m a t i q u e r n e n t

d rune  règ fe  (VEJ  don t  i l s  con t iendra j -en t  chacun  une  des  p remi -ss i ; s
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m i n e u r e s .  S o i t  X ,  u  h  
l a  p r é r ' n l s s e  m a j e u r e  d e  c e t t e  r è g l e  f V E l .

S o i e n t  r f  1 e  c h e m i n  q u i  c o n t i e n t  
b  

n  T U ,  " t  l . l a  
f o r m u t e

s i t u é e  a u  s o m m e t  d e  f t .  r l  e s t  c L a i r  q u e I ,  n ' e s t  p a s  d é c h a r g é e

e n  e f f e t  p a r  c o n s t r u c t i o n  
1 " "  

p e u t  ô t r e  d é c h a r q é e  p a r  ( V E l  o u

( :  e  I  ( c ' e s t  l a  d é f i n i t i o n  d e  : h e m i n  q u e  n o u s  l - , a s s u r e ' )  e t  d e

n l u s  7  n e  p e u t  ê t r e  d é c h a r g é e  p a r  ( - t  I )  c a r  i l  n ' y  a  p a s  d e
/v

pa re i l - 1e  règ1e  u t i l i sée  en -dessous  de  
f u rh .  En  e f f e t ,  f t

se présente en fa i t  sous fa  forme su ivante

(  f v 1
/U ,h1 J
: i

ft,ï, ,f"Y fv|

,t,/ Y

a v e c  s o u s  l a  l i g n e  ( i )  d e s  ( g e ) .  D o n c  
f r a o - . a r t i e n t ' l  

f .

C o m m e  d e  p l u s  Y " v T . ,  s e  t r o u v e  d a n s  l a  p a r t i e  é l i m i n a t o i r e  d e  T L
/1:t /w

( v o i r  t h é o r è m e  6 . a )  l e  p r i n c i - p e  d e s  s o u s - f o r m u l e s  a f f i r m e  q u e  
f r u X ,

es t  sous - fo rmu le  O"  
Xe t  

donc  q r *  / -  con t j -en t  une  fo rmu l re  
f t aans

l a q u e l l e  a p p a r a î t  } e  c o n n e c t e u r  d e  d i s j o n c t i o n .

C r e s t  c o n t r a i r e  à  1 ' h y p o t h è s e  e t  i 1  y  a  b i e n  u n  s e u l  s e g m e n t  f i n a ] .

2 .  T r o i s  p o s s i - b i l i t é s  s ' o u v r e n t  m a i n t e n a n t n n u r  d :

-  C  e s t  s e g m e n t  m i - n i m u m  :  o n  m o n t r e  a L o r s  q u e  c e l a  i m p l i q u e

q u e  V v L l t  s o i t  s o u s - f o r m u l - e  d ' u n e  f o r m u l e  d e  7 ,  c e  q u i  e s t
I I

i m p o s s i b l e :

|  ^ /  a
t v l.-AL)

!

vvY
L )(

n o m n l : n o

_t_

rp 'v ty
I I

0 n  v o i t  a i s é m e n t  q u e  l e s  d e u x  d e r n i e r s  c a s  f o u r n i s s e n t  d e s  d é m o n s -

t r a t i o n s  d e  
Y  

o u  d e  
/  

à  O a r t i r  d e  f ,  e n  r e m p l a Ç a n t  p a r ,  e x e m p l e

tou tes  les  occu r rences  de  tpv  V  dans  O-  pan . .  q )  ou  p  se len  les  cas .
t l l l

-  d e s t  c o n s é q u e n c e  d r u n e  r è g 1 e

c e t t e  r è g l e  I  p a r

?'/ v
-  0 . e s t  c o n s é q u e n c e  d ' u n e  r à g 1 e

I n t ,  a u q u e l

-L
n
Y'--r--,

?,v
f v r ) .

u d 5  u t r

o u  p a r



QgæÉsselgg:
-  L e  c o n t r e x e m o l e  d e  G ô d e l .

L a  f o r m u l e  .  - \ /  ( p .  ç - +  p  .  J  n ' e s t  p a s  v a l i d e  i n t u i t i o n n i s t l q u e -
t < i < 1 7 . n  '  i  j '

m e n t .  G a r  s i  e ] l d  1 ' é t a i t ,  e i l - e  s e r a i t  d é m o n t r a b l e  ( v o i r  3 ) , e t

d c n c  p a r  c e  q u l  p r é c è d e  o n  p o u r r a i t  d é m o n t r e r  p .  * p j  p o u r  i  f  j ,

c e  q u i  e s t  c l a i r e m e n t  i m p o s s i b l e  ( c e 1 a  i m p l i q u e  p a r  e x e m p l e . . 1 | 4 - t T l .

-  S j  g  e s t  a t o m i q u e ,  ç v - 7 L p  e s t  n o n  d é m c n t r a b l e .r t l
E n  e f f e t ,  s i n o n  o n  e n  d é d u i t  u n e  d É m o n s t r a t i o n  d e  

f ( " e  
q u i  e s t

i  à n n e - i  h ]  o  f  ̂ ,  u )  o u  . u n e  d e  l t p ,  c e  q u i -  e s t  é g a l e m e n t  i m p o s s i b l e  e n- i  i r v v u f  v 4 "  
t " ,  

I

v e r t u  d u  p r i n c i p e  d e s  s o u s - f o r m u l e s .

{ ' " J  f n U E p e n d a n c e  d e s  c o n s t r , n t e s e s  e n  l o q i q u e  i n t u i - t i o n n i s t e

c l .  U n  c o n n e c t e u r  o u  u n  q u a n t i f i c a t e u r  x  e s t  f a i b l e m e t t  d é f j r n i s s a b l e -

dans  un  sys 'b i l . re  S  s ' i l  ex i - s te  une  t rans fo rmat ion  €  qu i  t rans fo rme

t o u t e  f o r m u l e  
f  

e n  u n e  f o r m u l - e  s ( y )  n e  c o n t e n a n t  p a s  x  e t  q u i

vé r i f i e  -  € (y )  s ' -  b t i en t  L r r  rempfaçan t  dans  ,p  tou tes  l -es  sous -

f o r m u l e s  d u  t y p e  X  * P  o u  x  x f  p a r  e U ^ {  )  o u

€ (xx f )  (en  suppoJJ . ,a  
'o r "  

*  n , "Jp . "a î t  n i  uans  f  n i
uans 

f,)
F: ekp\ ssi f:' r '  .  Y '

c2 .  Des  cons tan tes  log iques  son t  fo r temen t  i ndépendan tes  dans  l_e

s y s t è m e  S  s i  e l l e s  n e  s o n t  p a s  f a i b l e m e n t  d é f i n i s s a b l e s  d a n s  S .

ûn  démont re  Ie  théorème su ivan t  :

f  o g i q u e  i n t u i t i o n n i s t e .

A  t i t r e  e x e m p r a t i f ,  n o u s  a l l o n s  d é m o n t r e r  L ' i n d é p e n d a n c e  d u  v ,

V  e t  I .  i J n  p r o c è d e  p a r  I ' a b s u r d e  :  o n  s u p i r o s e  q u e  €  e s t  u n e

t rans fo rmat ion  vé r i f i an t  c  I  pou r  chaque  cons tan te .
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1. ll9Éesl9elgs-gg-!.
S o i e n t P  e t  0  d e u x  s y m b o l e s  r e l a t i o n n e l s  o - a i r e s ,  

f =  
p V  e  e t

s o i t  R  u n  s y m b o l e  r e l a t i o n n e l  o - a i r e  n ' a p p a r a l s s a n t  p a s  d a n s

tft i l= ù. t /  I

o n  s a i t  q u e  r  ( e  v  O J  - +  ( [ p -  n )  ̂  ( O  - ,  H l - -  n )
et  donc 

f  r -  (n--  n]  ^ (e --  RJ -  n
E n  s u b s t i t u a n t  P  v  I  à  R ,  o n  o b : i e n t < l  r -  p  V  A .

P a r  l - e  p o i n t  ( U l  c i - d e s s u s ,  o n  e n  c c n c l u t / p p  o u  y , - A .
l i a i s  comme P  F -  P  V  I  e t  0  F  p  v  g ,  on  a  l es  séquen ts

P * f  e t  A r f  .  C e c i  a m è n e  à  c o n c l u r e p F g  o u  g f - p ,  c e  q u i

es t  c la i remen t  imooss ib re  en  ve r tu  du  p r inc ipe  des  sous - fo rmu les .

2 .  I n d é p e n d a n c e  d u  - ) .

cec i  es t  imméd ia t  ca r  une  fo rn ru re  qu i  ne  con t len t  r ,as  - -ù

l a s  d É m o n t r a b l e ,

E n  e f f e t  s o i t u n e  d é r i v a t i o n  l f  O "  l a  f o r m u l e  
f

S o i e n t  P  u n  s y m b o l - e  r e l a t i o n n e l  t _ - a i r e ,  y  =  S  (  V x  p

y  u n e  v a r i a b l e  n ' a p o a r a i s s a n t  p a s  d a n s  
f  

.

C o m m e  F V x  P ( " )  - r P ( v l ,  o n  a  a u s s i l - - f  - ) p ( y l ,  e t  d r n c

n t e s t

c : n s j - d é r o n s  u n  c h e m i n  c o n t e n a n t  L ' o c c u r r e n c e  f i n a l e  d e  , p  d a n s

l a  d é r i v a t i o n  f ] -  .  C o m m e  T j - e s t  u n e  p r e u v e  ( i .  e .  i l  n , y  a  p a s

d r h y p o t h è s e s ) ,  c e  c h e m i - n  c o m m e n c e  p a r  u n e  l c c u r r e n c e  d e  f c r m u ] e

déchargée .  Comme un  chemin  ne  peu t  comnnencer  pa r  une  occur rence  de
f o r u m l e  d é c h a r g é e  p a r  v  E  o u  =  E ,  c ' e s t  d o n c  u n e  - ; r  q u i  r i é c n a r g e

la  fo r rnu le  du  sommet .  pa r  l e  théorème ( -J  ,  l _a  f  o r r ^nu l  
"  y  do i t

c h n c  c o n t e n i r  I ' i m p l i c a t i o n  i n t r o d u i t e  r r e  c e t b  m a n l è r e .

3. Il9Éeelgers_gs_y_.

( " ) ;  e t

l "V .p( "J

E n  a d m e t t a n t  l e  l e m m e  s u i v a n t  ( s a  d é m o n s t r a t i c n  s e  t r c u  e  d a n s  f e l
p .  6 1 J

S i  y  n e  c n n t i e n t  p a s  d e  c o n n e c t e u r  V  ,

A l o r s  
7 r -  

V , . n ( * )  i m p l i q u e  , ( n L  .

1 r . r - n d é n e n d a n c e  s e  m o n t r e  f a c . i  l _ e r n e n t .



E n  e f f e t ,  i l  c s t  c l - a i  r  q u e  V x P ( x ) - r I  e s t  n o n  d é n i : n t r a b r - e .

L r r  p a r  d é f i n i t i c n  d e  f a . L b l e  d é f i n i s s a b i l i t é ,  l ' é q u i v a l e n c e

r -  V x p ( x ) - I  s s i  F  t (  V x p ( x ) - _ L J  e s t  v r a i e .

i l r '  l - e  s e c c n d l  s é q u e n t  n ' e s t  a u t r e  q u e  f -  r p -  L q u i  e s t  v a 1  i d e  p a r  l e
l e m m e .  N o u s  d é b o u c h o n s  d o n c  s u r  l - a  c o n t r a d i c t i o n  a t t e n d u e .

4. I$Éeglg{ge_ge_-t:

sc r t  
Y=  

t  (  L  )  e t  sup . )osons  que  -L  pu j - sse  ê t re  remp lacé  r :a r  ?  sans
c h a n g e r  1 a  d é m o n s t r a b i l i t é .

s i  P  e s t  u n  s y m b o l e  r e l a t i o n n e l -  o - a i r e  n ' a p p a r a i s s a n t  p a s  d a n s  y  ,
Ê t - r : , 5qvs  l -L ->  P  on  a  auss i  F  S ( I -+  p l  e t  r Jonc  j - - ( f  -p  nu  encore

!  r - P ;

c e c i  i - m p l i q u e  p a r  l e  p r i  n c i - p e  d e s  s o u s - f o r m u l e s  q u e  p  e s t  e s t  s o u s -
f  i r r m u l e  d e  q a  c e  q u l  c o n t r e d i t  l , h y p o t h è s e .

I

1ç,r""qr.

c e r t a i n s  d e s  r é s u l t a t s  c i - d e s s u s  o n t  d É j à  É t é  d é m o n t r é s  d a n s  u n

; : récéden t  exposé  pa r  des  méthc rdes  topo loq i .ques .  r l  f au t  remarquer

Q u e  l - e s  r é s u l t a t s  d ' i n d é p e n d a n c e  q u e  n o u s  v e n o n s  d ' é t a b l i r  s o n t
r l us  généraux  ou isque  va lab l -es  non  seu l -emen t  dans  l . a  l og i .que  des
' : r o p c s i - t i o n s  i n t u i t i o n n i s t e s  m a l s  a u s s i  d a n s . ! . a  l o g i - q u e  d e s  p r é d i c a t s .
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L  I  I N T E R P R E T A T ] O N ' ' D I A L E C T f C A ' '

T h .  L U C A S

B i b l i o g r a p h l e .

[ f ]  e O e o e U  x .  " U e b e r  e i n e  b i s h e r  n o c h  n i c h t  b e n û t z t e  E r w e i t e r u n q

d e s  f i n i t e n  S t a n d p u n k t e s ' ,

D i a f e c t i c a ,  L ? ,  ( f S S e ) ,  p p .  Z B O - Z B ? .

f z ]  sHce  T .TF IELD J .  R .  "Ma themat i ca l  Log ic , ,

A d d i s o n  -  f t e s l e y ,  R e a d i n g ,  l J a s s . ,  e t c . . .  1 9 6 7 .

[ : ]  f  nOSI -STRA A .  S .  "Aspec ts  o f  Cons t ruc t i ve  t i l a themat i cs , ,

i n  " H a n d b o o k  o f  M a t h e m a t i c a l  L o g i c , j  g a .  B A R W I S E  J .  ,  N o r t h _

H o l l a n d ,  A m s t e r d a m ,  e t c .  .  .  l . g ? r t .
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L e  p r o g r a m m e  d e  H i l b e r t  d e m a n d a i t  d e  p r o u v e r  1 a  c o n s i s t a n c e

d e  l - ' a r i t h m é t i q u e  p a r  d e s  m o y e n s  f i n i t i s l e s .

" P a r  d e s  m o y e n s  f i n i t i s t e s "  p e u t  s i q n i f i e r

( t ]  p a r  1 a  s e u r e  c o n s i d é r a t i o n  d e  s i g n e s ,  d e  c o m b i n a i s o n s  d e  s i - g n e s ,

d ' a s s e r t i o n s  é 1 é m e n t a i r e s  s u r  c e s  c o m b i n a i s o n s  ( " a  f i n i t a r y  p r o o f

d e a l s  o n l y  w i t h  c o n c r e t e  o b j e c t s "  [ - 2 ,  p .  n A ] )

I Z ]  p a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  c o n s t r u c t i f s  ( , , t h e  p r o o f  d e a l s  w i t h

thes"e  ob  jec ts  i n  a  cons t ruc t i ve  fash ion , ' f 2 ,  p .  Z i rq f ) .

P a r  a i - 1 ] - e u r s ,  1 e  d e u x i è m e  t h é o r è m e  d ' i n c r : m p l é t u d e  d e  G 6 d e l

m o n t r e  q u e  s i  1 ' a r l t h r n é t l q u e  A  e s t  c o n s i s t a n t e ,  a l _ o r s

A É  C o n

0 n  a d m e t  g é n é r a l e m e n t  q u e  :

( f ' J  l es  ob  je t s  conc re ts  Ces  démons t ra t j -ons  f i n i t i s tes  e t  l -eu rs  c : . r i r -

b i n a i s o n s  s o n t  t o u s  t ' r e p r é s e n t é s "  d a n s  A  e t  q u e  c o n o  " r e p r é s e n t e "

1 ' a s s e r t i o n  q u e  A  e s t  c o i - r s i s t a n t e ,

( a l  1 e s  r a l s o n n e m e n t s  c o n s t r u c t i f s  s o n t  " r e p r é s e n t é s , , d a n s  A .

o n  i n t e r p r è t e  d o n c  1 e  d e u x i è m e  t h é o r è m e  d ' i n c c m p l é t u d e  c o m m e

af f i rman t  qu r '5 -1 -  n ' y  a  pas  moyen  de  démont re r  pa r  des  moyens  f i -

n i t i s t e s  1 a  c o n s i s t a n c e  d e  A ' !

D a n s  f t ] ,  G û d e 1  p r o p o s e

e n  a d m e t t a n t  l a  c c n s i d é r a t i o n

fo  nc t i  o  nn  e l  1es  )  :

c o n s e r v e r  ( 2 J  m a i s  d ' é l a r q i r  [ ] )

c o n c e p t s  a b s t r a i t s  I q u e  s e r o n t  l e s

d e

d e

" D a  d i e  f i n l t e  M a t h e m a t i k  a f  s  d i e  d e r  a n s c h a u . l . i c h e n  E v i d e n z

d e f i n l e r t  i s t ,  s o  b e d e u - ; e t  d a s  f . . . 1 ,  d a s s  m a n  f i - j r  d e n  l V i d e r s p r u c h s -

f r e i h e i t s b e w e i s  d e r  Z a h l e n t h e o r l e  g e w i s s e ,  a b s t r a k t e  B e g r i f , f e  b r a u c h t .

D a b e i  s i n d  u n t e r  a b s t r a k t e n  ( o d e r  n i c h t a n s c h a u l i c h e n l  B e g r i f f e n

s o l - c h e  z u  v e r s t e h e n ,  d i e  w e s e n t l i c h  v o n  z w e i t e r  o d e r  h ô h e r e r  s t u f e

s i n d ,  d a s  h e i : s t ,  d i e  n i c h t  E i g e n s c l r a f t e n  o d e r  R e l - a t i o n  k o n k r e t e r

O b j e k t e  ( =  . A .  v o n  Z e i c h e n k o m b i n a t i o n e n ' )  b e  i n t r a f  t e n ,  s o n d e r n  s i c h

a u f  D e n k g e b i l d e  i = . g .  B e w e i s e ,  s l n v o l - 1 e  A u s s a g e n  u s ' , v .  I  b e z j C h e n .

t ' ; obe i  i n .  den  .Bewe ise_0  E i_ns i , ch tpn  ûber  d ie  l e t z te ren  gebra i . r ch t



u / e r d e n ,  d i e  s i c h  n i c h t  a u s  d e n  k r : r ' , n b i - n a t c r i s c h e n  ( r a u m z e i t l i c h e n  )

E i g e n s c h a f t e n  d e r  s i e  d a r s t e ] L e n d e n  Z e i c h e n k o m b i n a t i o n e n .  s o n o e r n

n u r  a u s  d e r e n  S i n n  e r g e b e n " .

Que lques  remarques  p ré l im ina i - res  cons t i t ue ron t  re  p remie r

p a r a g r a p h e  d e  c e t  e x f o s é .  D a n s  1 e  s e c o n c ,  n o u s  e s q u i s s e r o n s  u n  c a l -

c u l  d e  f o n c t i o n n e l - 1 e s .  D a n s  1 e  t r o i s i è r n e  n o u s  p r é s e n t e r o n s " f  i n t e r -

P r é t a t i o n  D i a l e c t i c a " .

I ;  Q u e l q u e s  r e m a r q u e s  p r é 1 i m i , n a i r e s .

B a p p e l o n s  q u e  p o u r  p r o u v e r  c l e  f a ç o n  f i n i t i s t e  1 a  c o n s i s t a n c e

d e  1 ' a r i t h r b é t i q u e ,  i 1  s u f f i t  r l e  p r o u v e r  c e l - l e  d e  1 ' a r i t h m é t l q u e  i n -

tu i - t i onn is te .  0n  déc r i t  en  e f fe t  de  façon  e f fec t i ve  une  t rans fo rma-

t i o n  x  q u i  à  t t n e  f o r m u l e f d u  l a n g a g e  d e  1 ' a r i t h m é t l q u e  a s s o c i e  u n e

f  ormul-e , l *  O" te l }e sorte que A 16 
!  

entraîne A t i  y* ,
s i  I ' a r i t h m é t i q u e  c l a s s i q u e  é t a i t  i n c o n s i s t a n t e ,  o f l  y  d é m o n t r e r a i t

" t  =  f "  e t  d e  1 à  :  A  l - T  ( O  =  l ) * ,  p u i s  A  l T  0  =  I ,  c a r  ( O  =  f J *

e s t  ( O  =  f ] .  ( V o : - r . 1 , e x p o s é  ; a g e  1  c i . - d e s s u s ) .

L r i d é e  d e  G ô d e l  e s t  p r o c h e  d e  1 a  p r o c é d u r e  c l a s s i q u e  d e

" s k o l e m i s a t i o n "  d ' u n e  t h é o r i e .  D a n s  c e t t e  p r n c é d u r e ,  ( à  t i t r e  d ' e x e m -

p l e ) ,  à  u n e  f o r m u l e  d u  t v o e

V ,  1 v  V z  J t  I  ( " ,  y ,  z ,  t l  ( r )
dans  un  langage  L  ,  on  assoc ie  dans  1e  J -angage  L  en r i ch i  de  symbo les

de  f r :nc t i ons  une  fo rmu le  du  t voe

V r  V .  I  ( " ,  9 x ,  z ,  h x z ' )  i z )
d e  s o r t e  q u e  p r o u v e r  ( t l  d - n =  u n e  t h é o r i e  T  r e v i e n t  à  p r o r v r r  [ 2 )
dans  une  théor ie  T*  con tenan t  r  e t  des  ax iomes  su r  ces  symbo les

d e  f o n c t i o n s .  E n  t e r m e s  p l u s  a t t e n t i f s  à  r ' a s p e c t  c o n s t r u c t i f .  i l

s ' a g i r a  d ' a s s o c i e r  c o n s t r u c t i v e m e n t  a u x  f o r m u l e s  t e l - l e s  q u e  ( f )

d e s  f o n c t i o n s ,  e t  c e L a  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  s i  A h -  ( l ] ,  o n  p u i s s e

" c o n s t r u i r e "  g  e t  h .  P o u r  f o r m a l i s e r  q u e l q u e  p e u ,  n o u s  p r é s e n t e r o n s

l a  c o n s t r u c t i o n  d e  g  e t  h  d a n s  u n  l a n g a g e  d e  f o n c t i o n n e l l e s  L F  ( v o i r

$  ZJ  e t  l e  résu l ta t  de  G5de1  p rendra  la  fo rme su i - van te  :



" A  c h a q u e  f o r m u l e  P  ( r ]  d e  A ,  o n  a s s o c i e  u n e  f o r m u l e  s a n s  q u a n -

t i f i c a t e u r s  p g ( . t ,  9 ,  4 .

A  u n e  d é m o n s t r a t i o n  d e  P ( ' 7 ]  d a n s  1 ' a r i t h m é t i q u e  i n t u i t i c n n j s t e

o n  p e u t  a s s o c i e r  e f f e c t i v e m e n t  u n e  s u i t e F U e  t e r r e s  d e  L F  ( c t c n t

I e s  v a r i a b l e s  s c n t  d a n s  7 J  d e  t e l l - e  s o r t e  q u e  p r . ,  t X ,  V ,  Z \  s o i t

v a l  i  d e ' ,

L a  c o n s i s t a n c e  d e  I ' a r i t h m é t i q u e  e n  d é c o u l - e  c o m m e  s u i t  :  s 1

A  F T  ( 0  =  1 ) ,  a l o r s  ( o  =  t ) 0 ,  q u i  s ' a v è r e  ê t r e  o  =  I  e s t  v a l i d e .

r n d é p e n d a m r n e n t  d e  n o s  r e m a r q u e s  i n l t i a r e s ,  o n  r e t r o u v e  I ' a s p e c t  n o n

f i n i t i s t e  d e  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n  d e  c o n s i s t a n c e  d a n s  l r e x a m e n  d e  l a

v a l i d i t é  d e  ] a  f o r m u l e  s a n s  q u a n t i f i c a t e u r s  p o  ( X - ,  V ,  z )  q u i  e x i g e

l ' ' é v a l u a t i o n  d e s  t e r m e s  o e l :  d e s  a r t i c l e s  d e  T a i t ,  H o w a r d  f o n t

a p p a r a î t r e  d e s  c o n c e p t s  n o n  f i n i  t j - s t e s  o u  u n e  i n d u c t i o n  t r a n s f i n i e
j u s q u ' à  Ë o  d a n s  1 a  p r e u v e  q u e  c e s  é v a . l u a t i o n s  s ' a c h è v e n t  p o u r  d o n n e r

u n  n c m b r e  e n t i e r  ( v o i r  a u s s i  n o t e  à  l a  f i n  d e  c e t  a r t i c r e J .

I I .  L e s  f o n c t i o n n e l .  e s .

0 n  d é f i n i t  l e s  t y p e s  i n d u c t i v e m e n t  :

{ l  - .= l  U  € S ï  u n  E y p e ,

2 )  s i  6 - e t  1 :  s o n t  d e s  t y p e s ,  ( o - - - r  )  e s t  u n  t y p e .

L e s  t y p e s  d e  f o r m e  (  c  f  
. - ( Ç Z  - - -  . . . - r (  C n * T  

. ) . . .  
) )  s o n t  n o t é s

( r r
\  - ] r . . . . r . r r . r ) * T .

U n e  f o n c t i o n n e l l e  d e  t y p e  0  e s t  u n  n o m b r e  e n t i e r .

u n e  f o n c t i o n n e l l e  d e  t y p e  ( o - - r T )  e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  f ' e n s e m b l e

d e s  f o n c t i o n n e l r e s  d e  t y p e O -  c l a n s  l - ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t j . o n n e l ] e s  d e  t y o e  Z

D a n s  u n e . p e r s p e c t i v e  c o n s t r u c t i v i s t e ,  o n  s e r a  a m e n é  à  r e s -

t r e i n d r e  c e t t e  h i é r a r c h i e  d e  f o n c t i o n n e l l - e s  :  I ' a r t i c l e  d e

G ô d e l  p a r l e  d e  f c n c t i o n n e l l e  " c a f c u l a b f e s "  ( " b e r e c h e n b a r " ' )  :

u n e  f  o n r i t i o n n e l l e  c a l c u l a b l e  d e  t y p e  (  a - - C  )  e s t  u n e  a p , : 1 i -

c a t i o n  c a l c u l a b l e  d e  1 ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u l a b l e s

d e  t y p e  f  d a n s  1 ' e n s e : n b l , e  d e s  f n n c t i c n n e l f  e s  c a , l  c u l a b l  e s  d e  t v i r e  T

Q u o i  q u ' 1 1  e n  s a i t  d e  l ' i n t e r p r É t a t i o n  d e  c e t t e  n l t i o n  d e  e a l c u l a -

b i l i t é ,  c e s  h i é r a r c h i e s  d e  f o n c t i c n n e l l e s  d . i v c n t  c r n t e n i r  ] e s

e n t j p r s ,  1 a  f c n c t i c n  s u c c e s s e u r  e t  ê t r e  s t a b l e s  î o u r  f e s  r i . i r a t i : n -

d ' a p , , l  i - c a t i o n  .



7 3 .  -

d ' a b s t r a c t i o n  e t  d e  r é c u r s l o n ;  à  n o t e r  c e p e n d a n t  q u e  s i  l a  n o t i o n

d r é g a 1 i t é  e n t r e  f o n c t i o n n e l l e s  o b é i t  a u x  r è g 1 e s  h a b i t u e l t e s  d e  1 ' é g a -

l i t é  ( y  c o m p r i - s  1 a  c o m p a t i b i l i t é  a v e c  I ' a b s t r a c t i o n  e t  l a  r é c u r s i o n ) ,

e f l e  n e  d o i t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  ê t r e  e x t e n s i o n n e l l e  ( F  =  G  d è s  q u e

V x  r ( * J  =  g  ( " ) i .  N o u s  a d o p t e r o n s  i c i  l e  p o l n t  d e  v u e  q u e  c e t t e

no t i -on  es t  su f f i samment  c l -a i re  pour ,  d 'une  pa r t ,  donner  un  sens  p ré -

c i - s  à  l a  n o t i o n  d e  v a l i d i t é  ( v o i r  c i - d e s s o u s l ,  d ' a u t r e  p a r t  d o n n e r

t o u t  s o n  s e n s  à  l ' e n t r e p r i s e  d e  G ô d e i .  ( O n  p e u t  a u s s i  a d o p t e r  u n e

perspec t i ve  p lus  fo rmef le  e t  déve lopper  un  ca1cg1  de  fonc t j -onne l les

a v a n t  d ' e n  p r é c i s e r  l e s  é v e n t u e l s  m o d è l e s  :  c f r  t g ] ) .

P o u r  p a r l e r  d e s  f o n c t i o n n e l l e s ,  n o u s  i n t r o d u i s o n s  u n  l a n g a g e

p o u r  f o n c t i o n n e l l _ e s  L F .

L e s  s y m b o l e s  d e  L F  s o n t

( l l  pou r  chaque  t ype  ç t  l es  va r iab les  de  t ype  4 - ,

( z l  l e s  c o n s t a n t e s  o ,  d e  t y p e  0 ,  s ,  d e  t y p e  ( o - + o J ,

Rs- ,  de  t ype  (q  o  - -> ( t ' +o -J  ,  oJ  .+c - ,

( s )  1 e s  s y m b o l e s  À e t  a p ,

( a l  I e  s y m b o l e  = ,

( S ]  1 e s  s y m b o l e s - t ,  r \  ,  V  ,  r ,  < . ,  V ,  J

L -es  te rmes  son t  dé f in i s  pa r  l es  c lauses :

( :  I  v a r i . a b l e s  e t  c c n s t a n t e s  d e  t y p e  C  s o n t  d e s  t e r m e s  d e  t y p e  f i ,

( Z j  s i  X  e s t  u n  t e r m e  d e  t y p e  c  e t  Y  u n  t e r m e  d e  t y p e  ( - + T ,

,  ap  X  Y  es t  un  te rme de  t ype  T ,

(S ]  s i  X  es t  un  te rme de  t ype  T  e t  x  une  va r iab le  de  t ype  o -  ,

I  x  X  es t  un  te rme de  t yoe  (  c - ->a1 .

Les  te rmes  de  fo rme ap  X  Y  se ron t  no tés  (X  V)  e t  X rXr . . ,  Xn

abrév ie ra  ( .  .  .  (  ( xnx r ) ^ r l .  .  . * r r )  .  Le  symbo le  )  es t  cons idé ré  comme

l i a n t  x  d a n s  l x  X  e t  \ ^ n . , .  À " r ,  X  e s t  n o t é  À * r . . . " n  X .



L e s  f o r m u l e s  a t o m i q u e s  _  d e  t y p e  s -  d e  L F  s o n t  l e s  f c r m u l e s  d e

I a  f o r m e  X  =  Y  o ù  X  e t  Y  s o n t  d e s  t e r m e s  d e  t y p e  c .

L e s  f o r m u l e s  s ' o b t i e n n e n t  à  p a r t i r  d e s  f o r m u l e s  a t o m i q u e s

a u  m o y e n  d e s  c o n n e c t e u r à  l o g i q u e s  d e  ( S ) .  L e s  f o r m u l e s  d e  t y p e  0

s ' o b t i e n n e n t  à  p a r t l r  d e s  f o r m u l e s  a t o m i - q u e s  d e  t y p e  O  p a r  1 e s  c o n -

nec teu rs  p ropos i t i onne ls  Oe  (S ' )  e t  1es  quan t i - f i ca teu rs  en  des  va r i -

ab les  de  t ype  0 .  Une  O- f -o rmu le  es t  une  fo rmu le  de  t ype  0  sans  quan t i -

f  i -  cateurs .

M o d u l o  1 e s  r e m a r q u e s  d u  d É b u t  d e  c e  p a r a g r a p h e ,  l a  n o t i c n  d e

v a l i d i t é  e s t  c l a i r e .  L a  c o n s t a n t e  0  e s t  i n t e r p r é t é e  p a r  l e  n t r m b r e

n a t u r e l  0 ,  S  p a r  l a  f o n c t i o n  s u c c e s s e u r ,  a p  p a r  I ' a p p l i c a t i o n  d e  f o n c -

t i o n n e l l e  à  f o n c t i o n n e l l e ,  À  p a r  1 ' a b s t r a c t i o n ,  R  p a r  I ' c p é -

r a t i o n  d e  r é c u r s i o n  e t  =  2 a r  1 ' é g a l i t é  e n t r e  f c n c t ] o n n e l l e s .

1 1  s u f f i t  p o u r  c e  q u i  s u | v r a  d e  d é f i n r r  1 a  s a t i s f a c t : - o n  d ' u n e

f 1 - f o r m u l e  p c u r  u n e  v a ] u a t i c n  d , : n n é e  e t  s a  v a l i d i t é ,  c c m m e  l a

s a t i s f a c t i r - - i n  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l u a t i o n s ,  "  F  P "  s i g n i f i e r a  q u e

l a  i l - f r r m u l e  P  e s t  v a l i c l e .

V o i c i  m a j - n t e n a n t  q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l e  p o u v o i r  d ' e x p r e s -

s i o n  d e  L F .  P o u r  f a c i l i t e r  1 a  l e c t u r e ,  o n  n e  m e n t i o n n e r a  p a s  l - e

t y p e  d æ v a r i a b l e s  e t  t e r m e s ,  l o r s q u ' i l  p e u t  ê t r e  r e c o n s t i t u é  p a r

l e  c o n t e x t e .

1 1  r é s u 1 t e  i m m é d i a t e m e n t  d e  n o s  d é f i n i t i o n s  q u e  I ' e x p l i c i t a t i c n

d e  v a r i a b l e s  S t e x p r i - m e  d a n s  L F ,  e n  c e  s e n s  q u e  p o u r  t o u t  t e r m e  X

d e  t y p e  0  e t  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l - e s  x 4 r . . . r  X n ,  j - 1  y  a  u n  t e r m e

Z  d e  L F  d o n t  l e s  v a r i a b l e s  ] i b r e s  s o n t  p a r m i  c e l 1 e s  d e  X ,  m a i s  d i - f -

f 6 r e n t e s  d e  x , , . . .  ,  x r . . ,  e t  t e l  q u e  F  Z  * I . . .  x n  =  X .

f P r e n d r e  Z  =  À x t . . , .  x n  X )

E n  u t i l i s a n t  1 e s  s y m b o l e s  R o -  ,  o n  m l n t r e r a  q u e  f e s  " s c h é m a s

d e  r é c u r s | o n "  s ' e x p r i r n e n t  d a n s  L F ;  p l u s  o r é c l s é m e n t '  p o u r  t o u s  t e r -

m e s  X ,  d e  t y p e  t - r  e t  Y ,  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l e s  x l  , . . .  r  X n ,  z  i I  y  a

u n  t e r m e  Z  s o n t  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  s c n t  p a r m i  c e f l e s  d e  X ,  m a i s

d i f f é r e n t e s  d e  
" 1 ,  

.  .  .  x n  e t  t e l  q u e  i



F Z O  x 1 . . .  
" n = X

F  z  ( s  z )  x l . . .  ^ n  =  y  ( 2 . )  x I . . .  ^ r ,

c e c i  n o u s  p e r m e t  d ' " e x p r i - m e r "  1 ' a d r i i t i o n ,  1 a  m u l t i p l i c a t i o n ,

f a  f o n c t i o n  p r é d é c e s s e u r ,  1 a  s o u s t r a c t i o n  p a r t o u t  d é f i n i e ,  1 ' é g a 1 i -
t é  e n t r e  t e r r n e s  d e  t y p e  0  ( e n  c e  s e n s  q u ' i - I  y  a  u n  t e r m e  E  a v e c

t s E x y  =  0 < + x  =  y J ,  l e s  t a b r e a u x  d e  v é r i t é  d e s  c o n n e c t e u r s  p r o p o s i -

t i - o n n e l s .  0 n  e n  d é d u i r a  q u e  p o u r  t o u t e  [ J - f o r m u J - e  p ,  i l  y  a  u n  r e r -
t "  xp  de  t ype  o  sans  au t res  va r iab res  l i b res  gue  ce l l es  de  p  te l
q u e  t s P < - + X p  =  O .

û n  e n  d é d u i r a  a u s s i  q u e  l e s  " d é f i n i t i o n s  p a r  c a s "  s ' e x p r i m e n t
dans  LF  '  en  ce  sens  que  pour  tou te  o - fo rmu le  p ,  pour  tous  te rmes  X
e t  Y  d e  t y p e  0  e t  p o u r  t o u t e s  v a r i a b l e s  X 1 ; . . . r  X n ,  i l  y  a  u n  t e r m e
Z ; l o n t  1 e s  v a r i a b l e s  r i b r e s  s o n t  p a r m i  c e r - l - e s  d e  p ,  d e  X  o u  d e  y ,

m a i s  d i f f é r e n t e s  d e  x , , .  .  .  ,  x n  e t  t e l  q u e

ts P '--+ Z*1. . .

F7P

X
n

X
n

_ Y

0 n  p e u t  e n f i n  u t i l i s e r  n o s  r e m a r q u e s  s u r  1 ' e x p r e s s i b i l i t é

d e  l - ' a d d i t i o n  e t  d e  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p o u r  i - d e n t i f i e r  L e s  f o r m u l e s
d u  l a n g a g e  d e  A  t e l  q u e  c e l u i  u t i l i s é  p a r  e x e m p l e  p .  2  à  d e s
fo rmu}es  de  t ype  0  de  LF .

Ï I I .  L '  j - n t e r p r é t a t i o n  " D i a l e c t i c a "

Dans  1es

de  va r iab les  de

[ X 1 , . . . ,  x r )  e t

X r Y t . . .  Y n J .  s i

5  x t . . .  J t " .

d é f i n i t i o n s  q u i  s u i v e n t ,  i ,

t - f  ,  E  Y , . . .  d e s  s u i t e s  d e

7 =  ( Y r , . . . ,  y n ) ,  ( x v - )  e s t

r  -  ( ^ 1 , . . .  r r ) ,  V k  e s t

Vr .  .  ,  dés i -gnen t  des  su ices

t e r m e s  d e  L F . S i  X  =

1 a  s u i t e  ( x r y r . . . y n  , . . .  ,

V ^ 1 . . .  V x n , e t  J X e s t
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A  c h a q u e  f o r m u L e  p  d e  L F  n o u s  a s s o c i - o n s  u n e  f o r m u l e  p D o e

fo rme f x  vv  Po  où  Po  es t  une  fo rmu le  sans  quan t i f i ca teu re  de  LF
e t  d o n t  l e s  v a r i a b t e s  r - i b r e s  s o n t  p a r m i  r ,  / e t  c e r l e s  d e  p .  L e s
dé f in i t i ons  en t ra îne ron t  que  s i  p  es t  une  f c rmu le  de  t ype  o (  e . ,  pa r -
t i c u l i e r  u n e  f o r m u l e  d u  l a n g a g e  d e  l , a r i t h m é t i q u e J ,  p O  e s t  u n e  0 -
fo rmu le .

[ r )  s i  P  e s t  a t o m i q u e ,  t o  
:  

o o  =  , .  E n  p a r t i c u ] i e r ,  . L D  =  - L D  =  ] _ .
(zJ s i  p  = pr  Â p,  e t  = i -  Rf^="  av Vy p. ,D 

" tPuz=  3 r '  vv ,  , zD ,a r -o rs  pD =  l x  i l  V iv ,  fp ro  ̂  ozo)
( t t  e s t  s o u s - e n t e n d u  q u ' o n  é v i t e  l e s  c o n f u s i o n s  d e  v a r i - a b l e s  e t  q u e
P D  n ' e s t  d é f i n i  q u ' à  u n  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b r e s  ] i é e s  p r è s ) .
(g) s i  p = p. t  V p,  et  s:_ e!  = Jx Vg ero 

" tP"z = 3a Vr.,pzo, alors
p D  =  3 '  x ; t  V v  f  [ ( ,  =  0 -  p ] D )  n  (  z l  o * r s . ) )

( o ù  z  e s t  u n e  v a r i a b l e  d e  t y p e  0 ) -
(a l  s i .  P Lfz o et  s l  eD = f ;  W eo,
alors pD = az v Vv Ao.
( s J  s i  p : . V z  I  e t  s i  e D  =  J t  V V  Q D (  x ,  2 , . . . )
a l o r s  P D  =  f  F  V t  g  A g (  I - z  , 2 , . , . )
( o )  s i  p  -  p r - p 2  e t  s i  e !  =  f  I  V V  p : o  ( x ,  y , . . . )

e t  P !  = _  - f i r  V  v ,  p 2 D  ( i ,  ,  / l  . . . 1 ,

a r o r s  p D  =  1 V , T "  V : * T , ( n . , r i x ,  ; n i f ' ' , . . . ) * p 2 D ( F ; ,  t i , . . . . 1 . 1 .

pou r

Pour  ce l_1e

4

c t  a p p l i q u e r

: re f  ée  dans  1e

1 a

de

j u s t i f i c a t i o n  d e  ( S ' T  ,  v n i r  l e  \  l .

( O l ,  c o n s i d é r e r  l e s  é q u i v a l - e n c e s  c l a s s i q u e s  :

3 x  V v  P r o - f  , ,  V y ,  , 2 o

V "  3 x ' (  V v  P r o  - - - )  V v '  p r o )

V ,  3  x ,  V  y '  3  y ,  ( p r o  -  p z o l

à  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e  l a  p r o c é d u r e  d e  S k o l e r r  r a p -

5  1 .  ( 0 n  p e u t  a u s s i  r a i s o n n e r  e n  t e r m e s  d e  r r e u v e s l .
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ÏHEOREI.,lE

s o i t  u n e  f o r : n u l e  P  ( | z l  d u  l a n g a g e  d e  1 ' a r i t h m é t i q u e .  A  u n e  d é m o n s t r a -
t i o n  d e  P ( z J  d a n s  1 ' a r i t h r n É t i q u e  i n t u i t i c n n i s t e .  o n  p e u t  a s s o c i e r
une  su i te  de  te rmes  F  oe  tp '  don t  l es  va r iab les  son t  dans  ?  de  te t re
É o r t e  q u e  F  p D [ X ,  g ,  z ) .

Démons t ra t i on .  E l l e  se  fa i t  pa r  i nduc t i -on  su r  ra  fo rme de  ce t te
d é m o n s t r a t i o n .  U n  s y s t à m e  s e  p l i a n t  b i e n  a u x  n é c e s s i - t é s  d e  l a  d é m o n s -
t ra t i on  es t  donné  pa r  l es  ax iomes  e t  règ les  qu j -  su i ven t
( v o i r [ r ] e t f : ] )  : p  p - - r e ;  p - - + R  e - . * R ; p V p - p ;

Q  P - - +  B

P + P V 8 ; P V q - + 8 V p ;  p - - +  e  ; p - + p A p l

t  U  t - :  R  V g

l n  Q - r P ;  P ^  I  - ? q ^ p  ;  p ^  g  +  B  ;  p + ( g _ r R J  ;
e - + { G + R l  p ^  e - - + R

L - - P ;  |  - -  s  ;  V x  a ( " , . . . J  Q ( t , . . . 1 :  I  . - - ;  R  ;
P-VxG J xg .+ R

8 ( t , . . . J  - +  - J x  G ( " , . . . J  ( c e s  q u a t r e  d e r n i e r s  a x i o m e s  e t  r è g l e s
a v e c  l e s  r e s t r i c t i o n s  u s u e l l e g ) ;  l e s  a x i o m e s  d e  1 ' é g a l i t é  e t  c e u x  d e
P e a n o  m a i s  o ù  1 ' a x i o m e  d ' i n d u c t i o n  e s t  r e m p r a c é  p a r  1 a  r è g 1 e

o  ( n  1  ,

P ( 2 , .  .  .  I

N o u s  e x a m i n e r o n s  q u e l q u e s  c a s  e t ,  p o u r  a I l é g e r  l a  n o t a t i o n ,
s u p p o s e r o n s  a u t a n t  q u ' i l . e s t  p o s s i b l e  a v o i r  à  f a i r e  à  d e s  s u i t e s  d e
var iab l -es  rédu i tes  à  une  seu l -e  va r iab le .

( - )  u "  c a s  d e s  a x i o m e s  a r i t h m r : t i q u e s  a u t r e s  q u e  i l i n d u c t i o n

e s t  t r i v i a l .

(nJ  t -e  cas  de  ta  rèq ]e  p  p  - - r  e
n
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Sc ien t  PD  =Jx  Vy  e . . ( x ,  yJ  e t  gD  =  Jx ,

La  f o rmu le  (n ->0JD" r " . "  de  f o rme

a  x " y "  V  r y . ,  ( e o ( x , y , , x y ,  )

V y , ( - r D  ( " , , y , ] .

e D  ( x " x ,  y '  )  
' )

L r h y p o t h è s e  d ' i n d u c t i o n  n o u s  d o n n e  d e s

IOon t  Ies  va r i -ab1es  son t  pa rm i  l es  va r iab les

respec t i vement )  te l s  que

P D ( x , y  )
e o ( x ,  Y " x y ' )  -  a o ( x " ^ , y ' )

t e r m e s  X ,  X t t ,  Y t t

l i b r e s  d e  P ,  I  e t

F

Fet

( r  )
( z )

0n en t i re  success ivement

F  P D (  X ,  y " x y ' J  ( : ] ,  p a r  ( t ) ,

F  p o  ( x , y " x y '  )  *  g o ( x " x , y '  ' )  
( a J  ,  p a r  ( z )  ,

F  Q D ( x " x ,  y ' l  ( s l ,  o a r  ( s )  e t  ( a l ,

Le terme X ' ,Xest  le  terme recherché.

f cJ  Ue  cas  de  l ' ax i ome  P  v  P  - -+  p .

E c r i v o n s  P D  s o u s  l e s  f o r m e =  ! "  V y  n o ( x , y J ,
3  x '  V y '  p o ( x , , y , )  e t  J x , '  V y , ,  t o (  X , , , y , , 1  ( e  l .
La. ' f î i rmule (e  v  pJo = 'écr i ra  sous la  forme

J z  x  x '  V v  y ' (  ( z  =  o  + p ' ( x ,  y ) l  , l k l O - p D ( ^ , , y , ) ) .

f lo tons- la  ic i

J z  x  x '  V v  v ,  ( n [ r , X , X , , y , y , ) .

L a  f o r m u l e  ( e V  P  - +  p ) D  = ' é c r i t  a l o r s  e n  c o n s i d é r a n t  ( O l  :

3 y r r  r  y t v  x r r  I  V a  *  ^ '  ( e (  z  r x t x ,  , y ' , ,  z x x r . y r ,  , y t v  z x x ,  y ' , )

a P D  ( x " ' z x x ' , y " ) J . ,

n à  r l

l Y u t r r v  x t r r  V z  x  x '

(  ( t = o  *  P D ( r , y " ' z x x '  r " ) ) a (  z l o * r ( x ' , y , r '  z x x , y , ' ) ' ' )

- r P g  ( x ' , ' z x x , , y r r J l



tc)

N o u s  d e v o n s  d o n c  t r o u v e r  d e s  t e r m e s  y ' r , y r V  ,  X " r  t e b  o u e
p ( {  a o  - +  P 9 ( X ,  y , , , z x x , y " ) ) n (  z f r t - > p o ( x ' , y , r '  z x x , y , , ' ) )

- - tPD( Xrr .  zxxr  ,  y" ' )  .

1 1  s u f f i t  p o u r  c e l a  d e  p o s e r  y ' v  =  y  ' r r  e t  d e  d é t e r m i n e r  X , ' ,
e t  Y " '  d e  t e l - l e  s o r t e  o u e

F  Y t t t  z x x ' y t t  =  y t l

e t  F  X t ' ,  zxx ,  =  X r

ce  qu i  peu t  se  fa i re  dans  LF  (en  respec tan t  l es  con t ra in tes  su r  l es
v a r i a b l e s ) .

( o J  l e  c a s  d e  l ' a x i o m e  ( p  n  p  r  p J .

0 n  v é r i f i - e r a  q u e  ( p  n  p  - - r  p J D  = ' é c r i t  s o u s  l a  f o r m e

3  y " x x ,  V  y  y .  y r t  ( e o ( x " , y , , x , , y y ,  J
- +  P g ( x x " , y )  n  p o ( x ' x , ' , y ' J J .

I t l o u s  d e v o n s  d o n c  t r o u v e r  d e s  t e r m e s  y r t , X , X r  t e l s  q u e

t s  P o ( x " , y " x " y y '  ]  -  p D ( x * " , y J  n  p g ( X ' x " , y ' l .

O n  c o m m e n c e r a  p a r  p o s e r  X ' =  X  e t  d é t e r m i n e r  X  p a r

F  X x t t  =  X " .

Le  p rob lème rev ien t  donc  à  t r cuver  y "  de  te r - l e  so r te  que

F  P o ( X " ,  Y " x " y y ' J  - - +  p o ( x " , y . )  n  e o  ( r . " , y ' )  ( z l ,

r l  s u f f i t  p o u r  c e l a  d e  d é t e r m i n e r  y "  a u  m o y e n  d , u n e  " d é f i n i t i _ o n
par  cas "  :

P  P o ( x " , y J  - - >  y " x ' , y y ,  =  y ,  ( g )

p r e g ( x " , y )  y " x " y y ,  =  y  ( s l ;

e n  e f f e t ,  I  F )  e n t r a î n e

f  P o ( x " , y l  - - r  ( e o ( x " , y " x , ' y y ' )  - - >  p o ( x " , y ' J J

e t  ( S l  e n t r a i n e

l = 7 P o  l . x " , y ) - z  p o (  x " , y , ' x " y y ' ) ,
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d ' cù  (Z )  r ésu l t e ra  en  u t i l i san t

p  P o ( x " , y ) v  - l p g ( x " , y J  ,
( e J  u e  c a s  d e  1 a  r è s l e  p ( o )  p ( z l + p ( s z l

p  ( " )

(P (o ) )D  es t  de  f o rme  J r .  Vy  ro ( x , y ,oJ r
( P { . J ' +  P ( s z ) D e s t  d e  f o r m e

l y x '  V r y .  ( e o ( x  , y x y ,  , z )  +  p o ( x , x ,  y '  , s z  )  )  ,
de  so r te  que  pa r  hypc thèse  d ' i nduc t i on ,  i 1  y  a  des  t e rmes  X ,  y ,

Xr  (z  peut  f igurer  dans ces deux dern iers l  te ls  que

F  P D ( x , y , o )  ( t o )
e t  f  P o ( x , y x y '  , z )  - - >  p D ( x ' x , y , , s z l  ( r r J .

11 s 'ag i t  de t rouver  un terme X, '  pour  lequel

F o ,  ( x , ,  , y . ,  , z )  ( r zJ .

0n  commence  pa r  "exp l i c i t e r "  l a  va r iab re  z  de  y  e t  X '  en  dé te rm inan t

Y t  e t  X ' ,  p a r

F  Y t  x y ' z  =  Y x y ,

F  X ' l  x z  =  X r x

d e  s o r t e  q u e  ( f f J  s , é c r i t  :

f  P o ( x , Y r x y ' t  r z )  - z e o ( X ' 1 " r , v j s z )  ( r : J .

On  dÉ te rm lne  un  te rme X" ,  pa r  récu rs ion :

F x i o = x  ( i a )
F  x i  [ szJ  =  x i  ( x i z )z  [ r_s )

( c u  e n  p o s a n t  d i r e c t e m e n t  X ' i  =  R  X 1  X , I  )
e t  o n  p o s e  X "  =  X " I  z ,  U n  p r o u v e  a ] o r s  ( t z )  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  I a

v a l " e u r  d e  z .  s i  z  a  r a  v a t - e u r  o ,  [ r z )  e s t  a s s u r é  p a r  ( r o )  e t ( r a ] .

N o u s  s u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e

P D ( X "  , y " , z J  e s t  s a t i s f a i t  l o r s q u e  z  p r e n d  l a  v a l e u r  n  e t

y "  u n e  v a l - e u r  q u e l c o n q u e  [ f e t .



J r :  l  l e u r s ,  ( t : )  e n t r a î n e

p  e o ( X " , y a X " y " z , z ) r p D I x ,  
a x " z ,  

y " , s z ] .

E n  v e r t u  d e  ( l o ) , f ' a n t é c é d e n t d e  c e t t e  i m p r i c a t i o n  e s t  s a t l s -

fa i t  l o rsque  z  p rend  la  va leu r  n .

D o n c ,  t o u j o u r s  p o u r  c e t t e  m ê m e  v a l _ e u r  d e  z ,

P D ( x , l _  x " t , y , , , s z ) ,

i r  S a v o i r  p D ( x ' 1  ( x ' i  .  ) 2 , y , ' , S z J  ,
à  s a v o i r  p D ( x ' i  ( s r l ,  y , ,  , s z )  ( r n  v e r t u  u e ( r $ ) J ,

e s t  s a t i s f a i t .  E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,

P D ( x , ,  , Y , ,  , z )
e s t  s a t i - s f a i " t  l o r s q u e  z  p r e n d  l - a  v a l e u r  n  +  1 ,  D e  q u ' i I  f a 1  r a i t
dé rnon t re r .

N . B .  S j -  l e  c a l - c u l  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  e s t  e n t i è r e m e n t  p r é s e n t é  d e
f a c o n  f o r m e l l e  I s a n s  n o t i o n  s é m a n t i q u e r c o m m e  d a n s  ] - ' a r t i c l - e  d e
I ' r '  c rabbé  page  83  J  1a  oé rons t ra t i on  p récéden te  mon t re  que

PD(X"  , y "  r z )  pour  tou t  te rme c l -os  z  seu l -emen t  s i  t ou t  te rme f  e rmé
d e  t y p e  o  s e  r é d u i t  à  u n  n u m é r a l .  p l - u s  p r é c i s é m e n t r p o u r  z  c l o s  e t

d e  t y p e  0 ,

I J  s i  I ' o n  a d m e t  1 e  p o i n t  d e  v u e  s é r n a n t i q u e ,  z  d é s i g n e  u n  n a t u r e l ,

e t  c e c i  j u s t i f i e  l a  p r e u v e  p a r  i n d u c t i o n .

2 )  s i -  1 ' n n  a d o p t e  l e  p o i - n t  d e  v u e  s y n t a x i q u e ,  i l  f a u t  p o u r  j u s t i f i e r

]a  p reuve  pa r  i nduc t ion ,  démont re r  au  p réa lab le  que  z  se  rédu i t

l à  u n  n u m é r a ] ;  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n  e x c è d e  I ' a r i t h m é t i q u e .





o 1

NORMALISATION DU CALCUL DES FONCTIONNELLES RECURSIVES PRIMITIVES

Marce l  C rabbé

N o u s  r e n v o y o n s  à  l f  a r t i c l e  d e  T h .  L u c a s  '  r r Ï , f  i n t e r p r é t a t i o n

D i a l e c t i c a t r  p o u r  l a  j u s t i f i c a t i o n  d e  c e  q u i  s u i t .  P o u r  d e s  r a i s o n s

t e c h n i q u e s ,  i 1  n o u s  a  s e m b l é  n é c e s s a i r e  d . e  p r é s e n t e r  1 e  s y s t è m e  T

indépendamment  de  la  man iè re  don t  ce la  fu t  f a i t  dans  l f a r t i c le  c i té .

En  annexe ,  nous  ind iquons  b r ièvement  comment  on  peu t  racco rde r  l es

deux  fo rmu la t i ons .

R é f é r e n c e .  T A I T .  I n t e n s i o n a l  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  f u n c t i o n a l s  o f  f i n i t e

t y p e .  J . s . L .  3 2  ( 1 9 6 7 ) ,  p p .  1 9 8 - 2 1 2 .

1 .  T y p e s

T , e s  t y p e s  s o n t  1 e s  é l é m e n t s  d e  1 a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  q u i  c o m -

p r e n d  o  e t  e s t  f e r n é e  p o u r  l f o p é r a t e u r  ( C - + E ) .

Remarques

-  L e  t y p e  o  e s t  1 e  t y p e  d e s  n o m b r e s  n a t u r e l s .  L e  t y p e  ( C - * t )  e s t  1 e

t y p e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u l a b l e s  d é d n i e s  s u r  l e s  f o n c t i o n n e l l e s

de  t ype  C  e t  don t  Ia  va leu r  es t  une  fonc t ionne l le  de  t ype  T  .

-  T o u t  t y p e  e s t  d e  l a  f o r m e  ( % * . . .  ( 6 n - o ) . - . )  ( n > r o  )

-  L e  t y p "  ( q  - t . -  '  - + ( C n ' - T )  )  p o u r r a  ê t r e  n o t é  Ç r . . - r A n + T .

2 .  T e r n e s

Pour  chaque  t ype  C  on  se  donne  une  su i te  i n f i n ie  de  va r i -

a b l e s  u T , u [ , . , . d e  t y p e  d  .

O n  d i s p o s e  é g a l e m e n t  d e  d e u x  c o n s t a n t e s  :  O  e t  S e t ,  p o u r

chaque  t ype  {  |  d tune  cons tan te  Ru-

S i  f  e s t  u n  t e r m g  e t  f  u n  t y p e ,  1 a  n o t a t i o n  f  p C  s i g n i f i -

e r a  q u e  f  e s t  d e  t y p e  f r .
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Rèc1es  de  fo rmat ion  des  te rmes--=-----

' 1 .  Tou te  va r iab le  de  t ype  f  es t  un  te rme de  t ype  C '

2 .  O ,  S  e t  R O -  s o n t  d e s  t e r n e s  d e  t y p e s  o ,  (  o

A  , (  s  - t ( c ' - f ) ) r  o - + C  r e s p e c t i v e m e n t .

3 .  S i  f  F = E  e t  x  F C  a l o r s  À x f  F  ( a +  r )  ( a t s t r a c t i o n )

4 .  s i  f  t (6 - r )e t  g  F f  a lo rs  ( te )  e  f  (éva lua t ion ) -

Remarques

-  L e  t e r m e  \ * l  .  -  ) " 1  f  d e  t y p e  c r , .  . . F n - r  s e  n o t e  a u s s i

\ * f , r .  - .  r f r ,  r .
-  L e  t e r m e  ( . . . ( 1  S r ) . .  8 , . )  s e  n o t e  a u s s i  1 8 t . . . .  8 r , '

-  On  peu t  omet t re  l es  pa ren thèses  ex té r ieu res .

-  T o u t  t e r m e  e s t  d e  1 a  f o r m e  \ r r . -  -  x h . ( f g r . . . ç )  o ù  n ,  m  > /  0

e t  f  es t  une  cons tan te ,  une  va r iab le  ou  un  te rme de  1a  fo rme

À  v  f  ' .

S u b s t i t u t i o n .  o c c g r r e n c e F l i b r e s  e t  1 i é e s

-  Une  occuTrence  d .e  l a  va r iab le  x  dans  Ie  te rme f  es t  1 iée  s i  e11e

se t rouve a"rr")â 'o,rs- terme de f  de Ia forme )  
"  

g.  E11e est  l ibre

s inon .

Une  occur rence  l i b re  de  Ia  va r iab le  x  dans  f  es t  l i b re  pour  g

ss i  e1 le  ne  se  t rouve  pas  dans  un  sous - te rme de  f  de  1a  fo rme

^  y  h  où  y  a  une  occur rence  l i b re  dans  g .

S i  1 e  t y p e  c t e  g g  ( 1  E  i {  n )  e s t  l e  n ê m e  q u e  c e l u i  d e  x ; ,  a l o r s

f  i S r / x n  , . . . ,  e r , / x n J  e s t  l e  r é s u l t a t  d e  l a  s u b s t i t u t i o n  d e  g i

a u x  o c c u r r e n c e s l i b r e s  d e  x g  d a n s  f  ( f  - <  i  <  n ) .  T o u t e f o i s ,  c e c i  n e

prêsen tc  un  in té rê t  que  s i  chaque  occur rence  l i b re  de  x ;  dans  f  es t

l i b r e  p o u r  g i .  N o u s  s u p p o s e r o n s  q u f i l  e n  e s t  t o u j o u r s  a i n s i .

p lus  fo rme l lemen t  nous  pouvons  in t rodu i re  une  re la t i on  d féqu iva lence

' =  e n t r e  t e r m e s  e n  p o s t u l a n t  1 =  g  s s i  t t g  n e  d i f f è r e  d e  f  q u e  p a r

1 e s  v a r i a b l e s  I i é e s r r .  s i  r  e t  F  s o n t  l e s  c l a s s e s  d t 6 q u i v a l e n c e  d e



f  e t  g  e t  s i  x  e s t  l i b r e  p o u r  s  d a n s  f  a l o r s  î  
l e t " 1  

e s t  
F

Les  cons idé ra t ions  qu i  su i ven t  se  rappor ten t  non  aux  te rmes  eux -

m ê m é r , m a i s  à  l e u r s  c l a s s e s  d f é q u i v a l e n c e .

En  fa i t ,  1a  méthod .e  que  nous  venons  d  resqu isse r  rev ien t  à  p résen-

t e r  1 e  s y s t è m e  à  l r a i d e  d e s  c a r r é s  d e  B o u r b a k i .

on  peu t  éga lement  é l im ine r  1es  va r iab res  1 iées  en  u t i l i san t  des

c o m b i n a t e u r s ,  c o m m e  c h e z  T a i t ,  m a i s  c e c i  m o d i f i e  e n  m ê m e  t e m p s  1 a

s t ruc tu re  du  sys tème.

3 .  L a  r é d u c t i o n

f  V  e  ( t t f  s e  r é a u i t  à  g t t ;  e s t  l a  r e l a t i o n  t r a n s i t i v e , ,

s t a b l e  p o u r  1 e s  o p é r a t i o n s  d t a b s t r a c t i o n  e t  d r é v a l u a t i o n  e n g e n d r é e

par

R 1 .  ( À x f ) e

R 2 .  R  f  g u  >  f

R 3 . R f e ( s t ) F e t ( R r s t )

0n  vé r i f i e  sans  pe ine  que  i

-  f  P  g  e t  f  p f r  i m p l i q u e n t  g F î

-  s i  f  es t  un  te rme e t  f  D  g  a lo rs  g  es t  un  te rme.

D é f i n i t i o n s

f  se  rédu i t  imméd ia tement  à  g  s i  on  a  f  F  g  sans  u t i l i se r  1o  t ran_

s i t i v i t é  d e  F .  ( p I u s  p r é c i s é m e n t  :  s i  g  s f o b t i e n t  e n  r ê m p 1 a ç a n t  d a n s

f  une  occur rence  d . fun  sous - te rme ayan t  une  des  fo rmes  ind iquées  à

gauche  de  F  dans  les  règ les  R1 ,  R2  e t  RJ  pa r  1e  te rme co r respond .an t

m e n t i o n n é  à  d r o i t e ) .

une  réduc t ion  de  f  es t  une  su i te  d .e  te rmes  don t  l e  p remie r  te rme

es t  f  e t  d .ans  laque l le  chaque  au t re  te rme es t  ob tenu  pa r  réduc t ion

i m m é d i a t e  d u  p r é c é d e n t .

un  te rme f  es t  no rma l  ss i  i l  n ry  a  pas  d .e  te rme g  te l  que  f  p  g
( T o u t e  r é d u c t i o n  d e  f  e s t  d e  l o n g u e u r  1 )
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Exenples

-  R  C I (  À  x  y . x )  ( s o )  s e  r é d u i t  i n m é d i a t e m e n t  à  (  )  x  y . x )

0 ( n o ( À x y . x ) o ) .
-  Les  su i t es  :

R  0 (  À  x  y . x )  ( s o ) ,  (  À  x  y . x )  o  ( R 0 ( )  x  y . x ) o ) ,  (  )  x  y . x )  o o ,

( ) v o ) 0 , 0 .

e t

R  o  (  I  x  y . x )  s o ,  (  )  x  y . x )  o  ( n O  ( , À  x  y . x ) o ) ,

( , À  v  o ) ( n  o (  À  *  y . x ) o ) ,  o .

son t  des  réduc t i ons  de  R ,0  ( ^  x  y . x )  (SO1

-  L e s  t e r m e s  À * * ,  À y Q  0 ,  S o  e t  R o (  ̂  x  y . x )  z  s o n t  n o r m a u x .

l ,e  théorème su ivant  se démontre  d tune nanière f in i t is te  :

Théorème de Church-Rosser

S i  f  F g . _ e t  f  1 2 g  ^ e t  g _  I  g  a l o r s  i 1  e x i s t e  u n  t e r m e  h  t e l  q u e
1 . 2 L 2

& P h  e t  g _ p h
J . Z

Coro l l a i re

Un  te rme ne  se  rédu i t  qu rà  un  te rme norma l  au  p1us .

4.  Numéraux

D é f i n i t i o n  :

Les  numéraux  son t  1es  te rmes  de  1a  p lus  pe t i t e  c lasse  con tenan t  O  e t

S  t  pour  tou t  t  d .ans  la  c lasse .

L e  n u m é r a l  ( S . . . ( S O ) . . . )  o ù  S  a  n  o c c u r r e n c e s  e s t  n o t é  S n O  o u  I

( S O  O  =  O ) .  T o u s  l e s  n u m é r a u x  s o n t  d . e  c e t t e  f o r n e .

Lemme 1

T o u t  t e r m e  n o r n a l  f e r m é  d e  t y p e  O  ( c . à . d .  s a n s  o c c u r r e n c e s  l i b r e s  d . e

v a r i a b l e s )  e s t  u n  n u m é r a l  ( e t  r é c i p r o q u e m e n t ) .
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Dénons t ra t i on

L a  r é c i p r o q u e  e s t  é v i d e n t e .

L fau t re  pa r t i e  se  démont re  pa r  i nduc t ion  su r  1a  longueur  du  te rme.
S o i t  t  :  )  x r . . .  x n . ( f  g 1 . . .  g 6 )  u n  t e r m e  n o r m a l  f e r n é  d e  t y p e  O .
c o m n e  t  e s t  d e  t y p e  o ,  n  =  0 . .  E n  o u t r e  f  e s t  u n e  c o n s t a n t e ,  c a r  t  e s t
f e r m é .

T ro i s  cas  son t  à  env isager .

1 .

2 .

f  e s t  O .  A l o r s  t  e s t  f .

f  es t  S .  A lo rs  g4  es t  fe rné  e t  de  t ype  Or  e t  m  =  1
P a r  l r h y p o t h è s e - d t i n d u c t i o n  g ,  u s t  s k  o  p o u r  u n  c e r t a i n  n a t u r e l
k .  D o n c  t  e s t  s k  

*  1  
o .

t .  f  es t  Ro -  .  A lo r s  B lFg - r  gg  t s  O - - r (d - -+6 )  
" t  A  t sO .  pa r

l r hypo thèse  d r i nduc t i o r  ga  es t  un  numéra l .  Dès  l o r s  t  n res t  pas
normal .  Ce cas est  imposs ib le .

) .  Théorème de  no r rna l i sa t i on

l e  t h é o r è m e  d e  n o r m a l i s a t i o n  s f é n o n c e  :

Tou t  te rme se  rédu i t  à  un  te rne  no rmar .  (pour  tou t  te rme
i 1  y  a  u n e  r é d u c t i o n  f i n i e ) .

En  ve r tu  du  lemme 1 ,  i 1  a  comme co ro l l a i re  que  tou t  te rme
f e r n 6  d e  t y p e  o  s e  r é d u i t  à  u n  n u m é r a l .  L t i n t é r ô t  d e  c e  c o r o l l a i r e
rés ide  dans  1e  fa i t  qu f i l  imp l ique  é Iémenta i remen t  Ia  cohérence  de
l r a r i t h n é t i q u e  ( i n t u i t i o n n i s t e  a u  c l a s s i q u e ) .

11  s fensu i t  que  Ie  théorème de  no rma l i sa t i on  ne  peu t -ê t re  démont ré
dans  l t a r i t hmét ique .  Howar :d  a  non t ré  qu ron  peu t  1 ré tab l i r  dans  une
ex tens ion  de  l t a r i t hmét ique  p r im i t i ve  récu rs i ve  ob tenue  pa r  a t td i_
t i o n  d u  s c h é n a  d t i n d u c t i o n  j u s q u r à  l r o r d i n a l  t o  ( p r e n i e r  p o i n t  f i x e
de 1a fonct ion o(r-+<lq)  ce résul tat  montre que ra preuve de la
cohérence  de  l ra r i . t hmét ique  v ia  l t i n te rp ré ta t i on  de  Gôde1  t ransgresse
le  po in t  de  vue  f i n i t i s te  de  la  même man iè re  que  Ia  fameuse  démons_
t ra t i on  de  Gen tzen .

E
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Nous  p résen tons  i c i  une  d .émons t ra t i on  d fun  théorème p lus  fo r t

que  1e  théorème de  no rma l i sa t i on .

Théorème de  no rma l i sa t i on  fo r te  :

T o u t e  r é d u c t i o n  d r u n  t e r m e  e s t  f i n i e .

L r i d é e  d i r e c t r i c e  d e  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n ,  d u e  à  T a i t ,  e s t  d e  c o n c e -

v o i r  1 e s  t e r m e s  c o m m e  d e s  n o t a t i o n s  p o u r  1 e s  f o n c t i o n n e l l e s  c a l c u -

I a b 1 e s  ( r é c u r s i v e s  p r i m i t i v e s )  a u  s e n s  d e  G ô d e 1 .

C e t t e  i n t e r p r é t a t i c n  e s t  c l a r i f i é e  d a n s  1 e s  d é f i n i t i o n s  q u i  s u j . v e n t  :

D é f i n i t i o n

u n  t e r m e  e s t  a b s o l u m e n t  n o r m a l i s a b l e  s s i  t o u t e s  s e s  r é d u c t i o n s

s o n t  f i n i e s .

N o t i o n  d e  c a l c u l a b i l i t é  ( G ô d e l - T a i t )

T , a  c a l c u l a b i l i t é  d e s  t e r m e s  e s t  d é f i n i e  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  1 a  c o m -

p l e x i t é  d e s  t y p e s .

S i  f  =0 ,  f  es t  ca l cu lab le  ss i  f  es t  abso lument  no rma l i sab le .

S i  f  F ( n T ,  f  e s t  c a l c u l a b l e  s s i  p o u r  t o u t  t e r m e  g  d e  t y p e  C ,

fg  es t  ca l cu lab le  (no tez  que  fg  t sT )  .

Remarque

O n  p e u t  r e m p l a c e r  l a  d é f i n i t i o n  q u i  v i e n t  d f ê t r e  d o n n é e  p a r  l a

suivante :

S i  f  F  S  r . . .  , Ç * O ,  a l o r s  f  e s t  c a l c u l a b l e  s s i  p o u r  t o u s

t e r m e s  c a l c u l a b l e s  g ,  r  B o  ( S ;  l :  L  ( 1  <  i  <  n  ) )

t  B r  Bn  es t  abso lument  no rma l i sab le .

Lemme 2

1 .  Tou te  va r iab le  es t  ca1cu lab le .

2 .  Tou t  te rme ca lcu lab le  es t  abso lument  no rma l i sab le .



on  démont re  s imu l tanément  1es  deux  po in ts  pa r  i nduc t ion

s u n  l a  c o m p l e x i t é  d e s  t y p e s .  L e  c a s  d u  t y p e  o  e s t  i m , r é d i a t .

1 .  S o i e n t  X  u n e  v a r i a b l e  d e  t y p e  C 1  ,  . . . ,  Ç n  O  e t  g 1 r . . .  r
g - n d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  d e  t y p e s  r e s p e c t i f s  Ç 1 r . . . ,  o - n .
Par  l f  hypo thèse  de  récumence  les  te rmes  g j  ( f  _<  i  _ (  n )  son t
abso lument  no rma l i sab les .  Donc  ,  x  g , r . . . .  ,  gn  es t  abso lument  no r -
ma l i sab le .

2 .  So i t  f  un  te rme ca lcu lab le  de  t ype  
Ç ,  Ç  -  O

P a r  l r h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  1 e s  v a r i a b l e s  x , r  . . . ,  x  d . e
t y p e s  r e s p e c t i f  t  a 1  ,  . . .  ,  a 4  s o n t  c a l c u I a b l u . l  o o r r " ,  f  X  I . . .
xn  es t  abso lument  no rma l i sab le .  Par  conséquen t  f  l r es t  éga lement .  B

on  d 'é f i n i t  un  concep t  de  réduc t ion  r fe r i t i que t r  (no té  D"  )  en
postulant  :

( 'Àx  f )  g  
à  t  f c / x )  r  s i  I  es t  absorument  no rma l i sab le  l o rsque

x  n r a  p a s  d r o c c u r r e n c e s  l i b r e s  d a n s  f ;
R f g t  

?  f  , s i t e t g s o n t a b s o l u m e n t n o r m a l i s a b l e s

e t t F o .

R  f  g  t  à  e  t t ( R f g t f ) ,  s i  t o u t e  r é d u c t i o n  d e  t  c o m p r e n d .  u n

te rme de  la  fo rme S t *  e t  t  F  S t  r .

un  te rme c r i t i que  es t  un  te rme de  1a  fo rme ind iquée  c i -d .essus  à
gauche  de  à  e t  vé r i f i an t  l es  cond i t i ons  de  1a  règ1e  de  réduc t ion
c r i t i que  co r respondan te .

Lemme J

s i  r  es t  un  te rme c r i t i que  e t  s i  pou r  tou t  te rme s  te l  que  r  k  u ,
s  es t  ca l cu Iab le ,  a lo rs  r  es t  ca l cu lab le .

Démons t ra t i on

on  env isage  chacune  des  t ro i s  réduc t ions  c r i t i ques .
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1. ( . \x f  )s q f  f t /*)  .

On sai t  que f  [e/*)  est  calculable

l i sab le (pa r  1a  cond i t i on  imposée  à

que ou par Ie lemme 1)

que  g  es t  abso lument  no rma-

p r e m i è r e  r é c l u c t i o n  c r i t i -

e t

1 q

S o i e n t  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  h , r  . . . ,  n n ,  t e l s  q u e  ( À  x f )  g  h  
r . . .

h -  so i t  t t e  t ype  O .Sachan t  que  f  Lg /4  h l . . . h  es t  ca l cu lab le ,  i l

f a u t  m o n t T e r  q u e  ( ) x  f  )  g  h t . . . h , . ,  l f  e s t  é g a l e m e n t .

L e s  t e r m e s  B r  h r ,  . . . h m  é t a n t  a b s o l u m e n t  n o r n a l i s a b l e s  ( l e m m e  1 )

r 1  e s t  c l a i r  q u e  t o u t e  r é d . u c t i o n  d e  ( À x f )  g h r . . .  h "  c o m p r e n d  d e u x

t e r m e s  s u c c e s s i f s  d e  1 a  f o r m e  ( l x  f  f  )  g t  h r t . . .  h t m ,  t r f l r / {

n t a . . . n I ,  o ù f  r ) f r ,  g È B t ,  n -  O n i r . . . ,  h , h p h r n r .

Pa r  a i l t eu rs  f  l s / " )  hA . . .  h -  p f  '  
Le r / {  h f1  . . . h ' ; .

A ins i  t ou te  réduc t i on  âe  (À  x  f  )  g  h  f . . .  h ra  un  t e fme  en  commun

avec  une  réduc t i on  de  f  [ . e /4  q . . . \ " .  Ma i s  ce t t e  de rn iè re  réduc -

t i on  es t  f i n i e .

On peu t  i l l us t re r  ce t  a rgument  de  1a  façon  su ivan te  :

( , \  x  r )  s  h 1 . . .  h  , n  V
( I x  f t )  g r  h t l . . . n t r _

f l  f e ' / x )  h ' 1 . . .  n ' ' , J '

t  lc/xJ h1...  h,

. . . 4  "  "

2 . R f g t > f .

On  sa i t  que  t  e t  I  son t  abso lument  no rnna l i sab les  e t  que  t  >  O .

La  démons t ra t i on ,  ana logue  à  1a  p récéden te  peu t  se  rep résen te r

par 1e diagranme suivant  :

R  f  e  t  h " . . .  h n  f  h 1 . . .  h i , ,v'  
R  f f  g t  o  h r 1 . . . h r m , A  "  " '

v
_ f  

I  h r 1 . . .  h t n  ,  "v

3 .  
" ' " " ,  

d e  l a  f o r m e  R  f  g  t  o ù  t o u t e  r é d u c t i o n  d e  t  c o m p r e n d

un  te rme d .e  l a  fo rme S t 'F .  Par  hypo thèse  g  t rÉ  (n  t  g  t x )

es t  ca l cu1ab le .  Dès  lo rs  f ,  g  e t  t  son t  abso lument  no rma l i sab les

( l e m n e  2 )



S o i e n t  h t . . . h ,  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  t e l s  q u e  R  f  g  t  h ' . . .  h ,  s o i t

d e  t y p e  ô .  T o u t e  r é d u c t i o n  d e  R  f  g  t  h l . . . h ,  c o n t i e n t  d e u x

t e r m e s  s u c c e s s i f s  d e  1 a  f o r m e  :  R  f t g t  ( s t t )  h l  . . . h f  r  B f  t r  ( n  r t g t t r )

h l  l a l

D r a u t r e p a r t ,  R f g t  %  g t t  ( n t g t t ) r  q u i e s t  c a l c u l a b l e p a r

hypothè se.

11  su f f i t  donc ,  pou r  t e rm ine r ,  de  remarque rque  g  t t  ( n  f  g  t t )

h I . . . h ,  l ) g t t t  ( n  r r g f t r )  n t r . . . h t m .

Calcu lab i l i té  sous subst i tu t ion

Un te rme f  es t  ca l cu lab le  sous  subs t i t u t i on  ss i  pour  tous  te rmes

c a l c u l a b l e s  h i . . . h n ,  t  f n r / x r . . . t  n n / " n l  e s t  c a l c u l a b l e .

Pour  un  te rme fe rmé la  ca lcu lab i l i t é  sous  subs t i t u t i on  co înc ide

donc  avec  la  ca l cu lab i l i t é .

Théorème

Tou t  te rme es t  ca l cu lab ] .e  sous  subs t i t u t i on .

Démons t ra t i on

Par  i nduc t ion  su r  1a  s t ruc tu re  des  te rmes .

1 .  O  e s t  c a l c u l a b l e .

2 .  S  es t  ca1cu lab1e .

J .  R o - e s t  c a l c u l a b l e l

So ien t  f  e t  g  d .eux  te rmes  ca lcu lab les  de  t ype  d -e t  ç -7 ( f+Ç)

r e s p e c t i v e m e n t .

Un terme cal-culable de type o -se rédui t  à un unique terme normaL

sk tùoù  t tn res t  nas  d .e  l a  fo rme s t f  .

Nous  mon t rons  pa r  i nduc t ion  su r  k  que ,  pour  tou t  te rme t  ea lcu lab le

de  t ype  c ,  R  f  g  t  es t  ca l cu lab le .
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d is t i ngue  deux  cas .

A lo rs  R  f  g  t  f  f ,  qu i  es t  ca1cu1ab1e .

t  e s t  c a l c u l a b l e  ( l e m m e  l ) .

1 2 t *  É O .

S o i e n t  \ r . . . r  \  d e s  t e r m e s  c a l c u l a b l e s  t e l s  q u e  R  f  g  t  i - . . .

h ;  s o i t  d e  t y p e  o .  T o u t  t e r m e  a p p a r a i s s a n t  d a n s  u n e  r é d u c t : : :  : =

R  f  g  t  } : l . . . h "  e s t  d . e  1 a  f o r m e  R  f  t g t t t n t l  . . . h t h  o ù  f  > : ' ,  : -  )

h . L > t , ' , 1  t . . .  h m  > h ; .  U n e  t e l l e  r é d u c t i o n  e s t  n é c e s s a i r e = e : :

f i n i e .

2 r  k  =  p  +  1

S o i t  t r  u n  t e r m e  t e 1  q u e  t  > S t t .  A l o r s  R  f  g  t  ?  S  t t ( R  f  g  : '

q u i  e s t  c a l c u l a b l e  p a r  l t h y p o t h è s e  d t  i n d . u c t i o n  ( t f  F  S P  * ) .

Donc ,  pa r  1e  lemme 4 ,  R  f  g  t  es t  ca l cu lab le .

4 .  Tou te  va r iab le  es t  ca l cu lab le  sous  subs t i t u t i on .

5 .  S i  f  e s t  c a l c u l a b l e  s o u s  s u b s t i t u t i o n ,  a l o r s  À  x  f  l t e s t  a u s s i .

E n  e f f e t ,  s i  h r r . . . ,  h n t  g  s o n t  c a 1 c u 1 a b 1 e s ,  a l o r s ) x  f  l n , / r _ ,
. . . ç / x , . 1  g  

4  
t f c / x ,  n r / * . r r . . . h - / x  l q u i  e s t  c a l c u l a b l e l  p â r

hypothèse. on appI iq, , , "  
" to i"  

i "  r"**"  4

6 .  S i  f  e t  g  s o n t  c a l c u l a b l e s  s o u s  s u b s t i t u t i o n ,  a l o r s  i l  e n  v a

de  même pour  f  g .

Coro l l a i res

1 .  T o u t  t e r m e  e s t  c a 1 c u 1 a b I e .

2 .  Tou t  te rme es t  abso lunen t  no rma l i  eab le .

3 .  Tou t  te rme fe rmé de  t ype  o  se  rédu i t  à  un  numéra l .

6.  Annexe

N o u s  r e l i o n s  i c i  l r e x p o s é  p r é c é d e n t  à  t t l , t l n t e r p r é t a t i o n

D i a l e c t i c a r t  d e  T .  L u c a s .
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On mont re  fac i l e rnen t  que  pour  tou te  fonc t ion  p r im i t i ve

récu rs i ve  f  
de  f l tU t  . r " "u  t t ' { : . r  ex i s te  un  te rme 

7  
de  T  ayan t

1 e  t y p e  O ,  . . . ,  O  - r  O  t e 1  q u e  p o u r  t o u t e  s u i t e  d . e  n a t u r e l s  \ . r . . . ,

I t ,  yn t . . k -n

En par t i cu l i e r ,  cons idé rons  1es  dé f in i t i ons  su ivan tes  :

P = , . , R o ( À r j . * )  ;  À  1 a ; r ) ' Y - R " ( I t S ) Y  ;
d a f

T =a; f  )  ry .  Rx  Q-P)1  ;  E  - -déF ^ 'y .  T  (=r l (=yr )  ;

T  =àaç)x  * - - (So)x  ;  -  :dé f -  À^y .  î ( l x  (7y) )

V  = à é F  1 ( 1  ( i , ) ( T y )  .

On remarquera que

P O > O  ; P i i - - i l > - n -  ;  ^ n m l r i + m ;

= n m  >  n : e f ' ,

D è s  1 o r s ,  s i  f  e t  g  s o n t  d e s  t e r m e s  c l o s d . e  t y p e  o  ( s e  r é d u i s a n t

à  un  numéra l ,  pa r  1e  théorème de  no rma l i sa t i on ) ,  on  a  :

E  f  g  P  o  ss i  f  e t  g  se  rédu isen t  au  même numéra l - ;

À  f  g  > o  s s i  f l ) o  e t  e P o ;

n f  F o  s s i  f / o ;

- f  g F o  s s i  f p o  o u  e D o ;

V r  s  > o  s s i  f D o  o u  g F O .

on peut  dès  lo rs  représenter  tou tO- fo rmule  f  
( " r r . . . rxn)  de  LF

pa r  un  t e rme  
V  

de  t e1 le  so r te  que  pou r  t ous  t e rmes  f e rmé-  h  , . . . ,

h  de  t ype  O

t r  YG , , " " r t n )  ss i  Y t , " ' t n>0 .
Appe lons  r te rme généra I r r  t ou te  exp ress ion  méta l i ngu is t i que  de  1a

f o r n e  3  * r  . .  
. 3 * , r ,  

V r . , , . . .  V y t r l  t  ( È t  o ù  f  e s t  u n  t e r n e  d e

T  de  t ype  O e t  *  i t t a iqne  les  occu r rences  l i b res  de  va r iab les  au t res

q u e  x . 1 ' . . . x ; r r J 1 r . . . l r .

L r i n te rp ré ta t i on  D ia lec t i ca  peu t -ê t re  cons idé rée  comme assoc ian t

à  chaque  fo rmu le  
Y@ 

de  l - fa r i t hmét ique  in tu i t i onn is te  un  te rme

généra1 3? Vy ,A( n i l  ?) ,  ae sorte que
I
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s i  H  A  l -  r f  € ) ,  a l o r s  on  peu t  cons t ru i r e  une  su i t e  i  ( f  
' . . . f n )

de  t e rmes  de  T  t e l l - e  que  pou r  t ou tes  1es  su i t es  A  e t  ?  de  t e rmes

t l e  T  y ( ? i ,  d ,  l l p O  (  f  t  e s t  1 a  s u i t e  t r t  , . . . f  n T " ) .

Cela  montre  Ia  cons is tance de H A (e t  auss i  de PA,  v ia  l f in terpré-

t a t i on  de  l f a r i t hmé t i que  c l ass ique  dans  l f i n t u i t i onn i s te )  pu i sque

HA FO = 1 ent ra lnera i t  E O(SO) F 0,  ce qu i  es t  faux car

E  O  ( S O )  > S 0 .



REMABQUES SUR LA PHILOSOPHIE DE BBOUI,TER

Ri  chanJLeonard

Dans  un  l i v re  récen t ,  M ichaê l  Dummet t  i ns i s te  avec  fo rce

s u r  f  i m p o r t a n c e  q u e  r e v ê t  à  s e s  y e u x  1 a  p h i l o s o p h i e  i n t u i t i o n n i s t e

oes  mathémat iques .  r1  a f f i rme  t rès  ra i sonnab lement  que  1a  p ra t i que

m a t h é m a t i q u e  d e  l - , i n t u i t i o n n i s r i e e s t  é t r o i t e m e n t  I i é e  à  u n e  p h i l o s o -

Ph ie  des  mathémat iques  qu i  l a  mo t i ve .  i l , ao ins  ra i sonnab lement ,  i I

o p p o s e  d ' u n e  m a n i è r e  a b s t r a i t e  e t  s i m p l i f i é e  l a  p h i l o s o p h i e  i n t u i -

t i onn is t t rà  deux  au t res  g rands  couran ts  de  1a  ph i l osoph ie  des  mathé-

mat rques  -  ce l fes  dé r i van t  des  t ravaux  de  F reç  e t  de  H i lbe r t  -  en

v u e  d ' é t a b l i r  s a  s u p r é m a t i e  t o t a l _ e .  D ' a p r è s  r ] u m m e t t ,  é t a n t  d o n n é

l e s  é c h e c s  d e  c o n s t r u c t i o n  d ' u n  s y s t è m e  r o g i q u e  e n g l o b a n t  l e s  m a t h é -

m a t i q u e s  e t  d ' u n e  p r e u v e  f i n i t i s t e  d e  c o h é r e n c e ,  J - a  p h i l o s o p h i e

i n t u i t i - o n n i s t e e s t  " l - e  s e u l  s y s t è m e  u n i f i é  d e  1 ' a n c i e n n e  é p o q u e ,

quand  p lus ieu rs  ph i l osoph ies  mathémat iques  r i va les  é ta ien t  en  con-

f l i t ,  q u i  a  s u r v é c u  i n t a c t . . . ' ,  ( D u m m e t t ,  E T ,  p .  l ) .  E n c o r e  m o i n s

ra i sonnab l -emen t  ce t te  vas te  a f f i rma t ion ,  qu i  dé fo rme l - ' i dée  même

d 'une  ph i l osoph ie  des  mathémat iques  en  r -a  r i . an t  t rop  r i g idement  à

1 a  r é a 1 i - s a t i o n  d ' u n  p r o j e t  m a t h é m a t i - q u e  p r é c i s ,  s e m b l e  p o u s s e r

Dummet t  à  l i e r  ma lencon t reusement  l a  va leu r  des  mathémat iques  in -

t u i t i o n n i s t e s  à  l a  v i c t o i r e  d e  1 a  p h i l o s o p h i e  i n t u i t i o n n j - s t e  s u r  L e s

au t res  ph i l osoph ies  r i va les .  " s j -  j ama is  i r  (1 ,  i n tu i t i o rn i - s rne  pe rd

c e t t e  b a t a i l l e ,  l a  p r a t i q u e  m ê m e  d e s  m a t h é m a t , i q u e s  i n t u i t i o n n r s t e s

e t  l ' é t u d e  m é t a m a t h é m a t i q u e  d e s  s y s t è m e s  i n t u i t i - o n : , : s t e s  t o u t e s

l e s  d e u x ,  d e v i e n d r o n t  u n e  p e r t e  d e  t e m p s "  ( D u m m e t t ,  E r ,  p .  v i i i s ) .

v o i l à  q u i  e s t  é t o n n a n t  :  1 ' a p p o r t  c o n s t r u c t i v i s t e  e n  m a t h é m a t i o u e

dû  aux  mathémat i c iens  e t  l og l c iens  in tu i t i onn is tesdev ra l t  a l -o rs

ê t re  re je té  s i  j ama is  une  ph i l osoph ie  réa l i s te  des  mathémat iques

s ' a v é r a i t  p l u s  j u s t e  q u e  c e l ) - e  d e s  i n t u i t i o n n i - s t e s . M a i s  e s t - c e
q u e  I ' o n  n ' a  p a s  à  f a i r e  i c i  à  u n e  v u e  d e  l ' e s p r i t  ?  r l  e x i s t e

d e s  a f f i r m a t i o n s  q u i  e n s u r f a c e ,  p o u r  a i n s i  d i r e ,  s o n t  v r a i e s ,  m a i s

en  p r ( r fondeur  son t  fausses .  E1 les  annoncen t  une  vé r i t é  pa r t i e l l e

qu i  t rompe  pu isqu 'e l l -e  ne  d i t  pas  assez .  r r  en  va  a ins i  des  a f f i rma-
t i o n s  d e  D u m m e t t  t e l l e s  c e l l - e s - c i  :  , , . . .  1 e s  m a t h é m a t i q u e s  i n t u i -
t i - o n n i s t e s s o n t  v a i n e s  e n  d e h o r s  d e  r a  m o t i v a t i o n  p h i l o s o p h i q u e  q u i
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I e s  s o u s - t e n d . . .  L e s  m a t h é m a t i q u e s  i - n t u i t i o n n i s t e s  n e  p e u v e n t  ê t r e

j u s t i f i é e s  p a r  l e u r  s e u l  i n t é r ê t  m a t h é m a t i q u e  ' ( D u m m e t t ,  E I ,  p .

v i . i i  )  .

A u  c o n t r a i " t ,  o n  p e u t  p e n s e r  q u e  l ' i n t é r ê t  p r l n c i p a l  d e

f  i n tu i t i onn isne  es t  en  que lque  so r te  ma thémat i -que .  Je  d i s  en

que lque  so r te  ca r  i 1  es t  év j -den t  qu ' i l  y  a  un  rappor t  o rgan ique

en t re  l a  ph i l osoph ie  des  mathémat iques  e t  1a  p ra t i que  mathémat ique .

f t l a i s  ce  rappor t  n 'es t  n i  f o rcément  assumé consc iemment  pa r  fes

m a t h é m a t i c i e n s ,  n i  t r a n s p a r e n t .  L a  p h i l o s o p h i e  i n t u i t i o n n i s t e d e s

mathémat iques  n 'es t  pas  cons t i t uée  en  un  sys tème par fa i temen t

d é f i n i  e t  s t a t l q u e .  E l I e  e s t  c o m p o s é e  d ' u n  n o m b r e  d ' é f é m e n t s  f o n -

damentaux  p lus  ou  mo ins  ha rmon ieusement  i n tég rés  en  un  tou t .  Dès

Io rs  i l  f au t  exami -ne r  Ie  rappor t  en t re  1a  p ra t i que  mathémat ique

e t  chacun  des  é lémen ts ,  e t  non  pas  d 'un  tou t  ma1  dé f in i  e t  i nd i - f -

f é r e n c i é ,  d r u n e  p h i l o s o p h i e  é v o l u t i v e .  O n  n e  p e u t  p a s  s u p p o s e r

s a n s  d é m o n s t r a t i o n  q u e  l a  p r a t i q u e  m a t h é m a t i q u e  i n t u i t i o n r r i s t e

dér i ve  C 'une  man ià re  éga lement  subs tan t ie l -1e  de  chaque  é1ément

q u i  a i t  p u  s e  p r é s e n t e r  à  u n  m o m e n t  o u  l ' E u t r e .  I f  s e  p e u t  q u e

l - e s  é l é m e n t s  f a c t i c e s  s ' a c c o l - e n t  à  d ' a u t r e s  é l é m e n t s  r é e l s  e t

q u ' i l  f a i l - l c F a i r e  1 a  p a r t  d e s  c h o s e s .  M a i s  q u ' e s t - c e  e x a c t e m e n t  q u e

l a  p h i l o s o o h i e  i n t u i t i o n r r i s t e d o n t  i I  e s t  i c i  q u e s t i o n  ?  C e I a  s e

d i s c u t e  s a n s  d o u t e ,  m a i s  c e  q u i  e s t  i n d i s c u t a b l e  c ' e s t  q u e  l e  f o n -

d a t e u r  d e  c e t t e  p h i l o s o p h i e  ( e t  s a  p r a t i q u e  m a t h é m a t i q u e l  e s t

L . E . J .  B r o u w e r .  C ' e s t  a v a n t  t o u t  s a  p h i l o s o p h i e  q u ' i l  f a u t  v c l r ,

e t  q u a n d  o n  p a r l e  d ' u n  s y s t è m e  u n i f i é  d e  1 ' é p o q u e  d e  g r a n d e s  é c c l e s

d e  l a  p h i l o s o p h i e  d e s  m a t h é m a t i q u e s ,  c ' e s t  d e  s o n  s y s t è m e  q u e  ] ' o - r

Par le .

Les  p rémisses

En  1905  à  1 'âge  de  24  ans  Brouwer  réd igea  un  tex te  j -n t i t u ié

" L i f e ,  A r t  A n d  M y s t i c i s m " ,  Q u i  é c l a i r e  b i e n  l e s  p r é m i s s e s  d e  s a

p h i l o s o p h i - e .  A  1 ' o r i g i n e  1 ' ê t r e  h u m a i n  v i v a i t  i s o l é ,  i n s o u c i a n t  d ' a u -

t r u i  e t  d u  m o n d e  q u i  s ' o p p o s a i e n t  t o u s  l e s  d e u x  à  1 u i .  I n t e r v i e n t

la  chu te  ;  l es  con tac ts  avec  1es  au t res  ;  l a  t r i s tesse  e t  fa

m i s è r e .  1 1  f a u t  a l o r s ,  d i t  B r o u w e r ,  o p é r e r  u n  r e t o u r  a u  S o i '

s e u l e  p r o t e c t i o n  p o s s i b l e  c c n t r e  " c e  t r i s t e  m o n d e "  q u e  1 e  S o i

" J i b r e  e t  i t t u m i n é "  r e c o n n a î t ,  d u  r e s t e '  c o m m e  é t a n t  " u n e  r é a L i t é
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q u i  n ' e s t  p l u s  c o m p l è t e m e n t  d i s t i n c t e  d u  s o i ,  m a i s  d i r i g é e  a u
d e d a n s  d u  s o i  e t  a v e c  l e  s o i "  ( L A M ,  p .  z ) ,  L e  r e t o u r  a u  s o i  o f f r e
1e  g rand  avan tage  de  tou t  rna î t r i se r ,  ca r  i l  s ' ag i t  ap rès  tou t  de
sc i -même.  "Ayan t  con temp lé  ra  t r i s tesse  de  ce  monde ,  regarde  en
t o i - m ê m e .  E n  t o i  i l  y  a  c o n s c i e n c e .  . .  l e  c o n t e n u  d e  t a  c o n s c i e n c e . . .
es t  en  g rande  pa r t i e  dé te rm iné  pa r  tes  humeurs  e t  ce l res -c i  son t
e n  t o n  p o u v o i r ' ,  [ t n u ,  p .  f s ) .

L a  c h u t e  d e  r - ' ê t r e  h u m a i n  f u t  c a u s é e  p a r  r - ' r n t e l f e c t .
[ - ' r n t e ] - l e c t  e t  s a  p r o d u c t i o n ,  r e  s a v o i - r  r a t i o n n e l  ,  n o u s  j o u e n t  r e
mauva is  tou r  de  nous  d i s tancer  de  nous -mêmes .  "Dans  la  sc ience  tou t
c e  q u i  e s t  p e r ç u  e s t  p l a c é  e n  d e h o r s  d u  s o i ,  d a n s  u n  m o n d e  d e
p e r c e p t i o n  i n d é p e n d e n t  d u  s o i  ;  r e  l i e n  a v e c  1 e  s o i ,  s a  s e u l e
s o u r c e  e t  g u i d e ,  e s t  r o m p u ' .  E n s u i t e  e l l e  c o n s t r u i t  u n  s u b s t r a -
tum mathémat i co - log ique  qu i  es t  comp lè tement  é t ranger  à  l a  v ie ,
u n e  i 1 1 u s i o n ,  q u i  a g l t  d a n s  l a  v i e  c o m m e  u n e  t o u r  d e  B a b e l  a v e c
s a  c o n f u s i o n  d e  l a n g u e s ' r  ( t R l r ,  p .  ? ) .  L a n g a g e  e t  l o g i q u e ,  v é h i c u l e s
du  savo i r  ra t i -onne l - ,  ne  mér l ten t  pas  no t re  con f iance .  La  commun i -
ca t ion  pa r  l angage  es t  imposs lb le ,  l a  l og ique  ne  peu t  nous  se rv i_ r
d e  g u i d e .  N ' a y a n t  d e  r é a l i t é  q u e  p a r  r a p p o r t  à  l a  v i e  e t  l , a c t i v i t é
d u  s o i - ,  c o u p é s  d e  c e l u i - c i  i l s  d e v i e n n e n t  r i g i d e s  e t  i n a d é q u a t s  :

" L e  r a n g a g e  e n  s o i  n ' a  p a s  d e  s i g n i f i c a t i o n  L a  l o g i q u e  e s t  r a
v ie  du  ce rveau  huma in  ;  e11e  peu t  accompagner  l a  v ie  en  dehors  de
ce lu i - c i ,  e11e  ne  peu t  j ama ls  se rv i r  de  gu i -de  en  ve r tu  de  ses
s e u l s  p o u v o i _ r s ' ,  ( L n M ,  p .  6 J .

1 1  n e  f a u t  p a s  a v o i - r  d ' i l r u s i o n ,  n o u s  d i t  B r o u w e r ,  s u r  l e s
p o s s i - b i l i t é s  d e  c h a n g e r  l e  m o n d e  v e r s  u n  m i e u x .  L a  s c i e n c e  o u
d ' a u t r e s  f o r m e s  d e  s a v o i r  p l u s  o u  m o i n s  r a t i o n n e r - s  c o m m e  l , a r t  e t
1a  re t i g ion  peuven t  nous  rense igner  su r  ce  que  Brouwer  appe f re

la  vé r i t é  rmmanen te ,  à  savo i - r ,  f  impesse  dans  laque l le  l _e  t r i s te
m o n d e  s e  t r o u v e :  " . . .  l a  b ê t i - s e  e t  f  i n j u s t i c e  s o n t  e s s e n t i e r l e s
à  la  soc ié té  huma ine ;  en  e f fe t ,  s i  l a  soc j -é té  huma ine  é ta i - t  me i l l eu re ,
é ta i t  gouvernée  pa r  l - ramour  e t  ra  f ra te rn i té ,  i r -  n , y  au ra i t  pas

d e  r a i s o n  à  s o n  e x i s t e n c e ,  e r l e  n ' e x i s t e r a i t  s i m p l e m e n t  p a s
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C e u x  q u i  s o n t  l i b r e s  v o l e n t  l e u r  p r o c h a i n  c o m m e  u n e  h a l - l , u c i n a t i - o n . . .

Non ,  l e  monde  ne  peu t  ê t re  t rans fo rmé de  man iè re  à  appor te r  Ie

b i e n  à  l r h o m m e ' r ( t n f r | ,  p .  S ) .  L a  V é r i t é  I m m a n e n t e ,  a c c e s s l b l e  p a r

l e  s a v o i r  r a t i o n n e l ,  p e u t  o u v r i r  n o s  y e u x  à  1 a  p o s s i b i l i t é  d , u n e

Vér i té  p lus  é levée  ma is  e l l e  ne  peu t  nous  l i bé re r  des  "cha înes

i r re l i g ieuses  (s in fu l )  ae  ta  sc ience ,  de  ra  fo i  dans  la  réa r l t é  e t

d e  1 a  p e n s é e  l o g i q u e , '  ( U n f a ,  p .  S J .

N o n ,  i l  n r y  a  q u ' u n e  s o l u t i o n ,  c ' e s t  d e  q u i t t e r  l - e  m o n d e

e t  d r o p é r e r  1 e  r e p l i  e n  S o i .  U n e  v é r i t é  p l u s  é l e v é e  q u e  1 a  V é r i t é

Immanen te  peu t  nous  fa i re  en t revo i r  no t re  sa lu t .  11  s 'ag i t  de

la  Vér i té  T ranscendan te  qu i  es t  dé f in ie  comme "1 'Au to - ré f l ex ion

é te rne l l emen t  émanan t  e t  se  réso rban t '  ( r -nu .  p .  B ) .  La  Vér i té

T ranscenCan te  nous  p lace  au  p lan  de  }a  sagesse  qu i  e f face  Ia

d is tance  en t re  l e  So i  e t  1e  no r r -So i  e t  qu i  p rocu re  la  V ie

L ibé rée .  La  sagesse  r : s t  au -de l -à  de  1a  sc ience  e t  de  1a  log ique .

E l 1 e  s e u l e  e s t  r e l i g i e u s e ,  t o u t  ] e  r e s t e ,  y  c o m p r i s  l a  r e l i ; i o n

I e n t e n d e z  1 a  t h é o l o g i e  s p é c u ] a t i v e )  ,  e s t  i r r e l i g l e u s e  ( s i n f u l ) .

D a n s  c e s  r é f l e x i o n s . s u r  l a  v i e ,  I ' a r t  e t  1 e  m y s t i c i s m e ,  o n

vo i t  se  dess ine r  pLus  ou  mo ins  c la i remen t  l es  t ro i s  t ra i t s  fonda-

men taux  de  1a  ph i l osoph ie  i n tu i t i onn is te  fondée  pa r  B rouwer  :

t )  t ' i d é a l i s m e  s u b j e c t i f  d u  t y p e  s o l i p s i s t e ,  Z )  l e  r e d u c t i o n n j . s m e

pos i t i v j - s t i que  e t  3J  Ie  cons t ruc t i - v i sme.  Le  monde  en  dehors  de  mon

ego  es t  méchan t  e t  aggress i f ;  i l  m 'échappe .  Le  so i  es t  une  fo r te resse

iso lée  e t  ce la  vau t  m ieux  ca r  i l  con t rô Ie  a lo rs  tou t .  Dès  lo rs

i I  i m p o r t e  d e  r é d u i r e  à  m o i  c e  q u i  e s t  e n  d e h o r s  d e  m o i ,  I e  m o n d e ,

l r a u t r u i ,  l e  l a n g a g e ,  I a  l o g i q u e ,  1 a  s c i e n c e .  L e  S o i - f o r t e r e s s e

n e  d é p e n d  d e  e t  n ' e s t  r e s p o n s a b l e  d e v a n t  p e r s o n n e .  L a  s o c i é t é

es t  i n jus te  ;  mes  semb l -ab les  son t  des  ha l - l -uc ina t ions .  Tou t ,

monde  maté r ie l  e t  au t ru i ,  do i t  ê t re  ramené  à  mo i .  Ce  oue  je

cons t ru : i  s  en  mo i ,  i e  l e  con t rô le  imméd ia tement  e t  b ta rement  ;  i l

es t  abso lument  sû r .  Ce  qu i  va  au -deLà  de  mes  cons t ruc t i ons  ne

I ' e s t  p l u s .  " L e s  m a n i f e s t a t i o n s  d u  S o i  d a n s  l e s  l i m i t e s  e t  f o r m e s

par t i cu l i è res  de  ce t te  v ie  son t  des  i r rup t ions  de  Ia  Vér i té "

( U U ,  p . ' ? ) .  M o i  j e  c r é e ,  j e  c o n t r ô l e  ;  I e  r e s t e  n ' a  p l u s  a u c u n e

p r i s e  s u r  m o i .
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P h i l o s o p h i e  g é n é r a l e

S i  ma in tenan t  on  demande  à  quo i  ce la  peu t  se rv i r  de  se  donner
b e a u c o u p  d e  m a l  p o u r  d é v e J - o p p e r  l e  s a v o i r  r a t i o n n e l  ,  c o m m e  1 , a
f a i t  B r o u w e r  p o u r  l e s  m a t h é m a t i q u e s ,  I a  r é p o n s e  n ' e s t  p a s  c l a i r e .
P o u r q u o i  n e  p a s  s e  c o n s a c r e r  u n i q u e m e n t  à  l a  s a g e s s e  s i , , l - a  p e n s é e

s c i e n t i f i q u e "  n r e s t  r i e n  d ' a u t r e  q u ' u n e  f i x a t i o n  d e  l a  v o l o n t é
à  I ' i n t é r i e u r  d e s  l - i m i - t e s  d e  l - a  t ê t e  h u m a i n e ,  u n e  v é r i t é  s c i e n t j - f i  -
q u e  [ n ' e s t ]  r i e n  d ' a u t r e  q u ' u n  e n g o u e m e n t ,  u n  d é s i r  r i m i t é  à
1  I  esp r i t  hu rna in "  ( tn l , l ,  p .  4  )  .  peu t -ê t re  en  pa r t i e  pa rce  que  s i
I ' on  es t  condamné à  passer  pa r  ce  t r i s te  monde  au tan t  vau t  fa i re
ce  qu i  nous  rap : r roche  Ie  p lus  de  la  vé r i t é  T ranscendan te  e t  de  la
V i e  L i b é r é e .  S a n s  d o u t e ,  B r o u w e r ,  n e  v o y a i t - i ]  p a s  l a  p r a t i q u e

d e  l - a  v é r i t é  r m m a n e n t e  c o m m e  u n e  p r o p é d e u t i q u e  n é c e s s a i r e  à  l ' é t a p e
suprême.  Peu t -ê t re  auss i  pa r t i e l l emen t  pa rce  que .  en  bonne
l o g i q u e  s c h o p e n h a u e r i e n n e ,  I ' r n t e l - l - e c t  é t a n t  n é f a s t e ,  l e  s o i  e s t
c o n Ç u  s o m m e  v o l o n t é .  E n  m a t h é m a t i q u e s  d u  m o i n s ,  d i s c i p r i n e  à  l _ a -
q u e l l e  B r o u w e r  s e  c o n s a c r a ,  l a  v o l o n t é  c r é e  l i b r e m e n t  p a r  d e s
cons t ruc t i ons  men ta les  fe  savo l r  ra t i onne l -  qu i  es t  a i_ns i  dominé
p a r  l a  V o ] o n t é .  r l -  e s t  p o s s i b l e  q u , a u x  y e u x  d e  B r o u w e r .  c ' e s t  d o n c
ce t te  domina t ion  de  la  Vo lon té  qu i -  rend  les  mathémat iques  d ignes ,
avan t  tou te  au t re  ac t i v i t é  consc ien te ,  de  no t re  a t ten t ion .  En  tou t
cas  i l -  p lace  Les  mathÉmat iques  au  cen t re  de  tou te  pensée  comme
l r u n i q u e  s o u r c e  d u  s a v o i r  a . p r i o r i  e t  d o n c  l i b é r é  d u  p o i d s  d é f o r -
man t  du  monde  p ragmat ioue .

Dans  son  tex te  de  r9o5  g rouwer  ava i t  éc r i t  :  "A  o résenr
tu  reconna î t ras  ta  L i -b re  vo lon té ,  dans  la  mesure  où  e l l -e  es t  l i - b re
oe  se  re t i re r  du  monde  de  1a  causa l i t é  e t  de  res te r  ensu i te  l i b re ,

ob tenan t  seu lement  a lo rs  une  D i rec t i on  dé f in ie  qu 'e r1e  su iv ra  l _ i -
b r e m e n t  e t  d ' u n e  m a n i è r e  r é v e r s i b l e  ( L n u ,  p .  z l .  p l u s  t a r d  d a n s
une  con fé rence  donnée  en  rg28  iL  i ns i s te ra  su r  l e  rô le  p r i -mord ia l
q u e  j o u e  " I a  V o l o n t é  à  } a  v i e "  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  r a
c o n s c i e n c e  ( t r l w s ,  p .  4 r ? ) .  D a n s  c e  t e x t e  i l  s e m b r - e  i n d i q u e r  r a
dépendance  de  tou te  ac t i v i t é  ra t i onner le  de  ra  vo ron té ,  ca r  i 1
en  fa i t  dépendre  les  "p r inc ipa les  fonc t ions  de  I ' ac t i v i - t é  des
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h o m m e s " ,  à  s a v o i r ,  l e s  m a t h é m a t i q u e s ,  l a  s c i e n c e ,  e t  1 e  l a n g a g e .

se lon  1u i  ces  t ro i s  ac t i v i t és  p r inc ipa les  des  hommes  dé r i ven t  de

t ro i s  fo rmes  opéra t ionne l les  de  ce t te  Vo lon té  :  I ' a t ten t ion

m a t h é m a t i q u e ,  I ' a b s t r a c t i o n  m a t h é m a t i q u e  e t  f  i m p o s l t i - o n  d e  l - a

v o l o n t é  p a r  I a  p a r o l e .  0 n  1 e  v o i t ,  I ' a c t i v i t é  h u m a i n e  e s t  c o n ç u e

c o m m e  e s s e n t i e l l e m e n t  c o n s c i e n t e  e t  s u b j u g u é e à  1 a  v o l o n t é .  L a

Fh i losoph ie  i déa l - i s te  de  Brouwer  es t  axée  su r  l e  so i  consc ien t ,

d o n t  1 ' a t t r i - b u t  p r i n c i p a l  s e m b r e  ê t r e  r a  V o l o n t é ,  e t  s o n  d é v e l o p -
pement .

Dans  une  bommun ica t ion  de  rg48  Brouwer  donna  une  p résen-

ta t i on  g loba le  de  sa  ph i l osoph ie  généra le .  ce t te  commun ica t ion ,

r n t i t u l é e  " C o n s c i o u s n e s s ,  P h i l o s o p h y  a n d  L l a t h e m a t i c s , , ,  e x p l i q u e

1 ' o n t o g é n è s e  d e  l a  C o n s c i e n c e  q u i ,  d ' a p r è s  B r u u w e r  c o n s i s t e  e n  t r o j - s
phases  ou  n i veaux  de  déve l -oppement  :  1a  phase  na ïve ,  Ia  phase  cau-

s a l e  e t  l a  p h a s e  s o c i a l e .  c e t t e  é v o l u t i o n  o n t o l o g i q u e  m è n e  l a

t o n s c i e n c e  d e  s a  " d e m e u r e  1 a  p l u s  p r o f o n d e ' ,  ( d e e p e s t  h o m e ] ,  e t
pour ra i t -on  d i re  1a  p lus  i so lée ,  au  "monde  ex té r ieu r "  de  coopé-

r a t i o n  e t  d ' e n t e n d e m e n t  m u t u e l  e n t r e  " n o u s " .  0 n  d o i t  c e p e n d a n t

r to te r  qu 'à  pe i -ne  Brouwer  a - t - i l  annoncé  ce  voyage  de la  consc ience

Q u € ,  f i d è I e  à  s o n  a t t i t u d e  s o l i p s i s t i q u e ,  I ' i r r é a l i t é  d u  t e r m e

de  ce  voyage  es t  rappe lée  :  "Ce t te  exp l i _ca t ion  {des  phases  de  Ia

C o n s c l e n c e J  n ' i m p l i q u e  p a s  u n  e n t e n d e m e n t  m u t u e l  e t  p o u r r a i t  d ' u n

c e r t a i n  p o i n t  d e  v u e  r e s t e r  u n  m o n o l o g u e "  ( C e U ,  p .  4 8 0 J .

A v a n t  q u e  n e  s ' e n c l e n c h e  l e  p r o c e s s u s  d u  d é v e l o p p e m e n t ,  1 a

Consc ience ,  comfo r tab lemen t  1ogée  dans  sa  demeure  p ro fonde ,  es t

c lans  un  é ta t  t ranqu i l l e  de  pass iv i té  en  dehors  de  tou te  a t t i t ude

d r a t t e n t l o n ,  E } 1 e  " s e m b l e  o s c i l l - e r  l e n t e m e n t ,  s a n s  v o l o n t é  e t  d ' u n e

m a n i è r e  r é v e r s i b l e  e n t r e  i m m o b i l i t é  e t  s e n s a t i o n "  i r U i O l .  I l -

semb le  que  ce t  é ta t  de  g râce  e t  de  t ranqu i l i - t é  j - sc lée  es t  l a  seu le

a t t i t ude  v ra imen t  re l i g ieuse .

La  Consc ience  qu i t t e  son  se i -n  on to log ique  en  adop tan t  une

a t t i t ude  d 'a t ten t ion  v i s -à -v i s  des  sensa t ions  qu i -  l - u i  v iennen t ,



l f  r -

Dnns  1e  monde- rêve  du  dépar t  su rg i t  un  monde  p ragmat ique ,  pour

e m p l o y e r  u n e  t e r m i n o l o g i e  u t i l i s é e  a i l l e u r s  p a r  B r o u w e r  I o r ) ,
au  moyen  d 'un  phénomène  de  d i sce rnement .  ce  phénomène  in i t i _a l_  es t
t e m p o r e l  ,  c a r  i 1  s t a g i t  d e  1 a  f i - x a t i , r r n  r l c  - l - t , 1 t r ; r : r r i : r  , r t  : i r . t r .  r l . r i J

sensa t ion  qu i  passe  c t  qu i  cède  l -a  p lace  à  une  au t re  de  te l l e  man i -
è re  que  ]a  p remiè re  es t  re tenue  pa r  l a  consc ience  comme passée .

c ' e s t  g r â c e  à  u n  t e 1  " d é p r a c e m e n t  d u  t e m p s " ( m o v e  o f  t i m e )  q u e  1 a
consc ience  dev ien t  esp r i t r  eua  la  phase  na ive  es t  engagée .  Du
c o u p  1 " ' É g o Ï c i t é " ,  c ' e s t - à - d i r e ,  I a  n a t u r e  s u b j e c t i v e  d e  l , o b j e t
es t  pe rdue ,  e t  ce  de rn ie r  dev ien t  é t ranger  à  mo i  e t  j e  peux  dès
Lors  1e  dés i re r  ou  I ' app réhender .  ce  phénomène  de  d i - sce rnement
peu t  auss j -  ê t re  un  phénomène  de  "deux - i t é "  ( two-1 ty )  ré i té rab1e
à  vo lon té  qu i  es t  à  l a  base  de  ra  pensée  mathémat ique  e t  pa r  con -
s é q u e n t  d e  t o u t e  p e n s é e  s c i e n t i f i q u e .  L a  r é i t é r a t l o n  c o n d u i t  à
f  i dée  de  nombre ,  s i  e l l e  ne  t i en t  aucun  compte  quaL i ta t i f  des
s e n s a t i o n s ,  e t  s i n o n  à  f  i d é e  d e  s é q u e n c e  o u  c o m p l e x e  t e m p o r e l
o e  s e n s a t i o n s ,  c ' e s t - à - d i - r e ,  d e s  s é q u e n c e s  c a u s a l e s  e t  r e s  o b j e t s .

La  phase  causa le  es t  r -e  fa i t  de  r - ' a t ten t ion  causa le  qu i

s r e x e r c e  s u r  1 e s  s é q u e n c e s  d é g a g é e s  d e  r a  " p l u r a L i t é  h é t é r o c l i t e , ,
des  sensa t ions .  on  iden t i f i e  une  séquence  des  sensa t ions  avec  une
au t re  fa i te  de  sensa t ions  semb lab ]es  e t  dans  même o rd re  tempore l  ;
ce  son t  des  comp lexes  l t é ra t i f s  de  sensa t ions .  "un  comp lexe  i t é -
ra t i f  de  sensa t ions ,  don t  l -es  é lémen ts  on t  un  o rd re  i nva r iab le
o e  s u c c e s s i o n  d a n s  1 e  t e m p s ,  t a n d i s  q u e  s i  u n  d e  s e s  é I é m e n t s  s e
produ i t ,  t ou t  l es  é1éments  subséquen ts  son t  censés  se  p rodu i re

éga lement  dans  le  bon  o rd re ,  es t  appe lé  une  séquence  causa le , '
( i u i o J .  D e s  o b j e t s ,  a u  s e n s  n o r m a r  d u  m o t ,  s o n t  r é d u i t  e n  f a i t
aux  comp lexes  de  sensa t ions  causées  pa r  ces  ob je ts ,  p lus  p réc i sé -

men t  l es  ob je ts  son t  des  séquences  causa les  qu i  on t  ta  p rop r ié té

su ivan te  :  I ' o rd re  tempore l  de  sensa t ions  es t  pe rmutab le .  pa rm i -

l es  ob je ts  composan t  1e  monde  ex té r ieu r  du  su je t  i 1  y  a  mon  co rps
e t  l e s  a u t r e s  c o r p s  s e m b l a b l e s ,  à  s a v o i r ,  d e s  i n d l v i d u s .

c ' e s t  p a r  1 e  b i a i - s  d e  r - ' a t t e n t i o n  c a u s a r e  q u e  n o u s
in te rvenons  dans  Le  monde  ex té r ieu r .  [ l on  a t ten t ion  é tan t  f i - xée  su r
une  séquence  causa le ,  i f  se  peu t  que  je  r1és i re  un  éLément  ou i  ne



1 0 2 .  -

m r e s t  p a s  c o n a t i v e m e n t  d i s p o n i b l e  d a n s  I ' i m r c é d i a t ;  a l , o r s  j ' e f f e c t u e

l a  p r o d u c t i o n  d ' u n  é 1 é m e n t  a n t é r i e u r  d a n s  l a  s é q u e n c e  q u i  m , e s t  c o n a -
t i v e m e n t  d i s p o n i b l e ,  e t  q u i  s e r a  s u i v i  p l u s  t a r d  p a r  l ' é l é m e n t  d é s i r é .
c e l a  s ' a p p e 1 1 e  I ' a c t e  r u s é  [ c u n n l n g  a c t J ,  e t  g r â c e  à  ] - u i  j e  c r é e  , , u n e

s p h è r e  c a u s a r e  d ' i n f r u e n c e  q u e  d ' u n  c ô t é . . .  ( : " )  p r o t è g e  p a r  u n e
ac t l v i t é  des t ruc t i ve  de  choses  qu i -  menacen t  des  séquences  causa les
u t i l e s ,  e t  d e  l r a u t r e  c ô t é . . .  ( j ' ) é t e n o s  p a r  u n e  a c t l v i t é  d e  c o n s t r u c -
t i on  de  choses  capab les  de  nouver les  séquences  causares  u t i r -es , ,
( c e u ,  p .  4 8 t J .

1 1  e s t  é v j - d e n t  q u e  d a n s  m a  s p h è r e  c a u s a l e  d ' i n f l - u e n c e  s e  t r o u v e n t
d e s  i n d i v i d u s  e t  q u e  p a r . c o n s é q u e n t  j ' a g i s  c o n a t i v e m e n t  s u r  e u x .  D è s
l o r s  s t i n s t a l ] e  u n e  s o r t e  r l € l  r r r r r r ; r é r n t  i . . , - ,  r - . r . : i . r ' r - r  i . , , l i r r i d u s ,  e t  1 a
C o n s c i e n c e  p a s s e  à  l a  p h a s e  s o c i a l e  o ù  l e s  p r i n c i p a l e s  a c t i v l t é s  s o n t
l e  l a n g a g e  e t  l a  s c i e n c e .  L a  C o n s c i e n c e  p a s s e  d , a c t e s  c a u s a 1 s  i n d i v i -
d u e l s  a u x  s y s t è m e s  d e  p e n s é e  c a u s a l - s  q u i  s o u s - t e n d e n t  l e s  a c t e s  c o o p é  -

r a t i f s  c a u s a l s .  E n  p r e m i e r  l i e u  i r  s ' a g i t  d e  p e n s é e  s c i e n t l f i o u e  q u :

" d t u n e  m a n i è r e  é c o n o m e  e t  e f f i c a c e ,  c a t a l o g u e  l - e s  v a s t e s  g r o u p e s  d e
s é q u e n c e s  c a u s a l e s  c o o p é r a t i v e s "  ( c p l t ,  p .  4 F 2 . ) .  L a  p e n s é e  s c i e n t i f i q u é
es t  avan t  tou t  basée  su r  l es  ma thémat i -ques  qu i  son t  essen t ie l - l -emen t
u n e  m a n i è r e  d e  g é n é r a l i s e r  e t  u n i v e r s a l i s e r  l i b r e m e n t  d a n s  1 ' a b s t r a i t
des  g roupes  de  séquences  causa les  observées  e t  donc  f c rcément  t rès
l i m i t é e s .  r t  y  a  d o n c  s a v o i - r ,  m a i s  c ' e s t  u n  s a v o i r  s o r i t a i r e  e t  e n
f a i t  i n c o m m u n i c a b l e .  c a r  s ' i 1  y  a  u n e  p h a s e  s o c i - a l - e  d e  1 a  c o n s c i e n c e
e t  d u  l a n g a g e ,  c e l a  s e  m a n i f e s t e  u n i q u e m e n t  a u  n l v e a u  d e  I , i n t e r a c t i o n
d e  d i f f é r e n t e s  a c t i v i t é s  c o n a t i v e s  d e s  i n d i v i d u s  :  u n e  r e n . c o n t r e  p l u s
o u  m o i n s  h a r m o n i e u s e  d e s  v o l o n t é s  b r u t e s .  L ' o r g a n i s a t i o n  c o o p é r a t i v e
d ' u n e  g r o u p e  d ' i n d i v l d u s  c o n s i s t e  e n  u n  " t r e i - 1 l i s  m é t a l t i q u e  d e  t r a n s -
m i s s i o n  d e  v o l o n t é s "  { w i r e - n e t t i n g  o f  w i l L - t r a n s m i s s i o n )  ( i u l o ) .

B r o u w e r  n e  r e c o n n a î t  p a s  1 ' e x i s t e n c e  d ' u n e  p l u r a l i t é  d e  s u j e t s .  r 1
f l t y  a  p a s  d t a u t r e s  c o n s c i e n c e s ,  i l -  n ' y  a  p a s  n o n  p r u s  é c h a n g e  d e
p e n s é e .  " E n  d e h c r s  d e  1 ' â m e ,  t o u t  e x p o s é  s u r  l e  s e r s  e t  I ' e s s e n c e
d e  l - a  v i e  e s t  u n  m o n o l o g u e ,  e t  t o u t e  d i s c u s s l o n  s u r  1 ' e s p r i - t  p l u r a l i -
f i é  ( p l u r a l i f i e d ' )  e s t  u n  j e u  d e  d i a l e c t i q u e  d a n s  l , a r è n e  d e  l , h y p o -
t h è s e  c o l L e c t i v e  d ' u n  s u p e r - s u j e t  c o l l e c t i f  a p e r c e v a n t  u n  m o n d e  o b j e c -
t i f  q u i  e x i s t e  i n d é p e n d a m m e n t  d e s  s o i - d i s a n t  s u j e t s  h u m a i n s . . . , I c p M .

p .  4 B s ) .
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A y a n t  e s o u i s s é  l - e  d é v e l o p o e n n e n t  d e  l - a  C o n s c i e n c e ,  B r o u ' , r , e r  s e

d e m a n d e  t ' s i  e t  o ù ,  p e n d a n t  e t  a p r è s  c e t  e x o d e  d e  f  a  c o n s c i e n c e ,  l - a

b e a u t é ,  1 ' e n t e n d e m e n t  m u t u e l ,  1 a  s a g e s s e  e t  l a  v é r i t é  p e u v e n t  ê t r e

t r o u v é s "  ( C P M ,  p . 4 F 3 l .  N o u s  a v o n s  d 6 j à  v u  s u f f i s a m e n t  p o u r  s a v o i r

q u t i l -  n ' y  a  p a s  b e a u c o u o  r l ' e s p o i r  d a n s  c e s  d o m a i n e s .  L ' e n t e n d e m e n t

m u t u e l -  e s t  e x c l u ,  I a  v é r i t é  e s t  é c l a t é e ,  e t  l a  s a g e s s e  s e  t r o u v e

a u  b o u t  d ' u n  c h e m i n  d i f f i c i l e  d e  r e t r a i t e  e n  s o i .  " D a n s  l a  p e n s é e

e t  l - ' a c t i o n  c a u s a l e s  1 a  b e a u t é  n e  p e u t  g u è r e  ê t r e  t r o u v é e { ( i b i - d l ,

m ê m e  s i  u n  a s p e c t  l u d l q u e  p e u t  s ' y  i m ; - n i s c e r  e t  n c u s  ] i b é r e r  r n o m e n t a -

n é m e n t  d u  d é s i r  e t  d e  l a  c r a i n t e .  P l u s  i m p c r t a n t .  i r  y  a  " r , a  b e a u t é

c o n s t r u c t i o n n e l - 1 e " .  c e  n ' e s t  q u e  d a n s  l e s  m a t h é m a t i q u e s  q u ' e l - l - e

f l e u r i t  a b o n d a m m e n t . . .  f  i n t u i t i o n  d e  b a s e  d e s  m a t h é m a t i q u e s  e s t

L a i s s é e  à  u n  l i b r e  é p a n o u i s s e m e n t . . .  I q r i ' )  n ' e s t  p a s  e n c h a t n é  a u  m o n d e

e x t é r i e u r ,  e t  p a r  1 à  à  ] a  f i n i t u d e  e t  à  l a  r e s p o n s a b i l i t é ;  p a r  c o n s é -

q u e n t  s e s  h a r m o n i e s  i n t r o s p e c t i v e s  p e u v e n t  a t t e i n d r e  n ' i m o o r t e  q u e l

d e g r É  d e  r i c h e s s e  e t  d e  c l a r t é " ( C p t / ,  p .  4 F 4 I .

La  oh i l "osoph ie  de  Brouwer  ne  recè le  r l en  de  p ro fondément  o r ig i - -

n a f .  E l l - e  e s t  b a s é e ,  c o m m e  t o u t  b o n  i d é a l i s m e  s u b j e c t i f ,  s u r  u n e

c o n c e p t l o n  e m p i r i s t e  d e  l - a  p e r c e p t i o n  q u i  r e m o n t e  à  L o c k e  e t  à

B e r k e l e y .  L e  s u j e t  p e r c e v a n t  e s t  a s s a i l l i  d ' u n e  f o u l e  d é s o r d o n n é e

e t  d é s u n i e  d e  s e n s a t i o n s ,  u n e  " p l u r a l i t é  h é t é r o c 1 i t e "  c o m m e  d i s a i t

B r o u w e r ,  à  p a r t i r  d e  1 a q u e l l e  i l  f a u t  c o n s t r u i r e  r - a  r é a r i t é .  L e s

nar ' t i es  d i sna ra tes  de  ce  monde  pe rce r r tue l  son t  imréd ia temen t  données

a u  s u j e t  e t  p a r  c o n s é g u e n t  l - i b r e s  d ' i n c e r t i t u d e .  1 1  l e s  r a s s e m b l e

l tou r  c rée r  un  monde  tou t  en  se  1 {5_ i  gnan t  à  que lques  con t ra in tes  ma l

d é f i n i e s .  C a r ,  b i e n  q u e  c e l a  s o i _ t  p e u  c l a i r ,  ] a  C o n s c i e n c e ,  1 a

v o l - o n t é ,  é c h a p p e  p a r t i e J - l e m e n t  a u  s u j e t .  L e  m o n d e  e s t  t r i s t e  e t  m é -

c h a n t .  f 1  f a u t  " d é t r u i r e "  c e r t a i n s  é l - é m e n t s  d e s  s é q u e n c e s  c a u s a l e s ;

i l  f a u t  l u t t e r  p o u r  s u r v i v r e .  L e  s u j e t  n e  p e u t  s e  l i b é r e r  c o m p l è t e m e n t

d e  t o u t e  d é p e n d a n c e  e t  d e  t o u t e  r e s p o n s a b i l i t é  d a n s  c e  t r i s t e  m o n d e

q u t e n  s t i s o l a n t  s o r i p s i s t i q u e m e n t  d a n s  s e s  p r o p r e s  c o n s t r u c t i o n s  :

" . . .  i l -  s e  p e u t  q u e  l a  s a g e s s e  n o u s  i n v i t e  à  n c u s  t e n d r e  p a t i e m m e n t

v e r s  n o t r e  l i b é r a t i o n  r é v e r s i b l e  d e  l a  p a r t i c i p a t i o n  d a n s  1 e  c u m . n e r c e

c o o p é r a t i f  e t  d e s  r a p l o r t s  p r é s u p ' , o s a n t  u n e  p l u r a l i t é  d ' B s p r i t ' ,  ( c p i , r i  ,
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, ? .  4 A ? ) .  L a  s c i e n c e  e s t  p u r e m e n t  p r a g m a t i o u e .  e l l e  e s t  b a s é e  s u r  u n e

c o n c e p t i o n  H u m é e n n e  d e  l a  c a u s a r i t é  ;  e l l e  n ' e x p l i q u e  p a s ,

e l l e  p r é d i t .  C o m m e  d i t  H e y t i n g  e l l e  e s t  " u n e  a r m e  d a n s  l a  l u t t e

p o u r  l a  v i e ' ( H e y t i n g  ,  B ,  p .  3 f O ) .  L e  l a n g a g e  s e r t  p r i n c i p a l e m e n t

a u x  r n o n o l , o g u e s .  S e u I e s ' 1 e s  m a t h é m a t j - q u e s  e t  d a n s  u n  m o i n d r e  d e g r é ,  1 a

log ique  échappen t  que lque  peu  au  m iasme du  monde  p ragmat ique .  E l l es

o n t  I ' a s p e c t  d e s  j e u x  p o u r s u i v i s  e n  d e h o r s  d e  l a  c r a i n t e ,  f a  c o n t r a i n -

t e r  l e  d é s i r  e t  l - a  v o c a t i o n .  E l l e  n o u s  r a m è n e  v e r s  1 a  d e m e u r e  p r o f o n d e

de  la  Consc ience  e t  pa r  l -à  nous  rap i r rochen t  de  Ia  sagesse .  La  sc ience

es t  une  a rme dans  la  Lu t te  pour  l a  v i -e ;  l es  ma thémat j -ques  son t  un

re fuge  menan t  au  sa1u t .

P h i l o s p p h i e  d e s  m a t h é m a t i q u e s

E n  1 9 0 5 ,  n o u s  1 ' a v o n s  v u ,  B r o u w e r  p u b l i a  u n  t e x t e  d a n s  1 e q u e l

a p p a r a i s s e n t  L e s  p r é m i s s e s  d e  s a  p h i l o s o p h i e  g é n é r a 1 e .  E n  1 9 0 ? ,  i l

oub l - i a  sa  thèse  doc t r : ra le  su r  l es  fondements  des  mathémat iques  dans

laque l1e  appara Î t  1a  p remiè re  fo rmu l -a t i on  de  sa  ph i l osoph ie  des

m a t h é m a t i q u e s .  J e  v o u d r a i s  d ' a b o r d  a t t i r e r  1 ' a t t e n t i o n  s u r  1 e  p r - m i e r

c h a p i t r e ,  i n t i t u l é  " T h e  C o n s t r u c t i o n  o f  M a t h e m a t i c s " .  D a n s  c e  c h a p i t r e ,

B r o u w e r  e s q u i s s e  1 a  c o n s t r u c t i - o n  d e s  e n t i e r s ,  d e s  n o m b r e s  n é g a t i f , s ,

d e s  r a t i o m e l s  d e s  i r r a t i o n n e l s  e t  1 a  g é o m é t r i e  à  p a r t i r  d e s  " i n t u i -

t i o n s  d e  b a s e "  p o u r  a r r i v e r  à  u n e  c o n c l _ u s i o n  i n t i t u l é e , ' M a t h e m a t i c s

can  dea l -  w i th  no  o the r  ma t te r  than  tha t  wh ich  i t  has  i t se l f  cons t ruc -

t e d " ( F M ,  p .  5 1 ) .  V o i c i  c o m m e n t  B r o u w e r  c o n c l u t  s a  ( r e l c o n s t r u c t i o n

des  mathémat iques  :  "Dans  1es  pages  p récéden tes  on  a  mon t ré  comment

Ies  pa r t i es  fondamenta les  des  mathérna t iques  oeuven t  ê t re  cons t ru i tes

à  p a r t i r  d e s  u n i t é s  d e  p e r c e p t i o n  p a r  I a  s i m p l e  j u x t a p o s i t i - o n ,  1 a

c o n s t r u c t i o n  d e s  s é q u e n c e s  d u  t y p e ( ù ,  o u  
T ,  

o u  e n  c o n s t r u i s a n t  d e s

c o n t i n u s ,  t a n d i s  q u ' à  c h a q u e  é t a p e  d u  p r o c e s s u s  d e s  s y s t è m e s  c c m p l e t s

d é j à  c o n s t r u i t s  p e u v e n t  ê t r e  e m p l o y é s  c o m m e  d e s  n o u v e l l e s  u n i t é s .

D a n s  l e  t r o i s i è m e  c h a p - t r e ,  i 1  s e r a  e x p l i q u é  p o u r q u o i  a u c u n e  m a t h é -

m a t i q u e  n e  p e u t  e x i s t e r  q u i  n ' a  p a s  é t é  c o n s t r u i t e  i n t u i t i v e m e n t  d e

c e t t e  m a n i è r e ;  p o u r q u o i  p a r  c o n s é q u e n t  1 a  s e u l e  f o n d a t i o n  p o s s i b l e

des  mathémat i -ques  do i t  ê t re  recherchée  dans  une  te l l e  ccns t ruc t i on

s o u s  o b l i - g a t i o n  d ' o b s e r v e r  a t t e n t i v e m e n t  q u e l l e s  c o n s t r u c t i o n s  s o n t

a d n r i s e s  p a r  f  i n t u i t i - o n  e t  q u e l f e s  n e  l e  s o n t  p a s ;  e t  p o u r q u o i  t o u t e

a u t r e  t e n t a t i v e  d e  f o n c l e m e n t  e s t  v o u é e  à  1 ' é c h e c " ( F M ,  p .  5 1  s J .



L ' e s s e n t i e l  d e  l - a  p h i l c s o p h i - e  i n t u i t - i , n r f , i s t e e s t  I à .  U n  o b j e t

m a t h é m a t i q u e  n t e x i s t e  q u e  d a n s  1 a  m e s u r e  o ù  1 ' c n  l ' a  c o n s t r u i t ;  o n

n e  p e u t  p a r  c o n s é q u e n t  I ' o b t e n l r  p a r  1 ' a b s u r d e  o u  d ' a u t r e s  m é t h o d e s

p u r e m e n t  l o g i q u e s .  0 n  p a r t  d e l ' a b s o l u m e n t  c e r t a i n  :  m e s  r : e r c e p t i o n s

i n t u i t i v e s  i m m é d i a t e s  e t  t r a n s p a r e n t e s .  c h a q u e  é t a p e  e s t  s o u m i s e  à

r a  s u r v e i - 1 1 a n c e ,  i m m é d i a t e  e t  t r a n s p a r e n t e  e L l e  a u s s i ,  d e  m o n  i n -

t u i t i o n .  J e  c o n t r ô 1 e  d i r e c t e m e n t ,  j - n t u i t j - v e m e n t  t o u t .  c o m m e  L ' a  d i t

H e y t i n g t r .  .  .  u n e  c o n s c i e n c e  s c i e n t j _ f i q u e  t r a n q u i " l l e  s u f f i t .  .  .  "

[ i ,  p . 6 ) .  L e s  b o n n e s  m a t h é m a t i q u e s  s o n t  f o n d é e s  e n  l e s  f a i s a n t

c c r r e c t e m e n t .  c a r  o u i ,  i f  y  a  d e s  m a u v a i s e s  m a t h é m a t i q u e s ,  à  s a v o i r ,

c e l - l e s  o ù  s ' é l o i g n a n t  d e  f  i n t u i t i o n  o n  s e  l a i s s e  g u i d e r  à  t r a v e r s

ie  v ide  in te l l -ec tue l ,  pa r  des  p r inc ipes  log iques  re la t i f s  pour  a r r i ve r

=  u n e  d e s  c o n t r a d i c t i o n s  m a t h é m a t i q u e s  b i e n  c o n o u e s .  0 n  n e  p e u t  r i e n

t r o u v e r  d e  p l u s  f o n d a m e n t a l  à  ] a  p e n s é e  s c i e n t i f j - q u e  q u e  l e s  m a t h é m a -

t l o u e s .  P l u s  o u  m o i n s  e x p l i c i t e m e n t  l e s  é c r i t s  d e  B r o u w e r  f o n t  d é r i -

v e r  t o u t ,  e t  t r è s  e x p l l c i t e m e n t  l a  l o g i q u e ,  d t , s  m a t h é m a t i q u e s . 0 n  n e

: e u t  l e s  f o n d e r  s u r  a u t r e  c h o s e ;  e l 1 e s  f o n d e n t t o u t .

C e  n o y a u  d e  f a  p h i l o s o o h i e  i n t u i t i o n n r s t t .  l - a i s s e  o u v e r t  b l e n

= ^ : e n d u ,  b e a u c o u p  d e  q u e s t i o n s  i m p o r t a n t e s .  E t a n t  t r è s  s c h É m a t i q u e

l ' : n  n e  s a i t  p a s  e n c o r e  q u e l l e s  p e r c e p t i o n s  d e  b a s e  p e u v e n t  ê t r e  a c -

: = : t é e s  n i  e x a c t e m e n t  q u e l s  p r i n c i p e s  d e  c o n s t r u c t i o n s  s o n t  a d m l s s i b l e s .
F : u r  v : i r  a v e c  p l u s  d e  p r é c i s i o n  l e s  p r i n c i p e s  i n t u i t i o n i s t e s  d e

3 : ' : u r ' . e r  regardons  un  éc r i t  t a rd i f  ,  "H is to r i ca l  Background ,  p r inc lp l -es

a r :  l , e t h c d s  o f  f n t u i t i o n i s m " ,  p u b l i é  e n  1 g S 2 .

A u  c é r a r t  l e s  m a t h é m a t i - q u e s  é t a i e n t  o b s e r v a t i o n n e l l e s .  o n

s r e f f 3 l ç 3 i t  d ' o b s e r v e r  1 e s  p r o p r i é t é s  d u  t e m p s  e t  d e  1 ' e s p a c e ,

s u c ' o s é e s  i m m u a b l e s  e t  i n d é p e n d a n t e s  d u  l a n g a g e  e t  d e  1 a  p e r c e p t l o n ,

en  é r :gean t  en  ax io rnes  l -es  p rop r iÉ tôs  pe rcues  conme abso l -u r "en t  i nva -

r i a b L e s .  D e  c e s  a x i o m e s  o n  d é d u i s a i t  d ' a u t r e s  p r o p r i é t é s  e n  f a i s a n t

ces  ra . i so f t remen ts r l . . .  gu idés  pa r  l a  pe rcep t ion  ma is  en  su ivan t  e t  en

e m p l c y a n t  l i - n g u i s t i q u e m e n t  l e s  p r i n c i p e s  d e  l a  l o g i q u e  c l a s s i q u e "
( H g t : ,  o . 5 0 g l .  C e t t e  p é r i o d e  n b s e r v a t i n n n e l l e  a  d u r é  j u s q u ' a u  l g o

s i - è c 1 e ,  q u a n d  d u e  i  1 e  d é c o u v e r t e  d e s  g é o m é t r i e s  n o n - e u c ] i d i e n n e s ,

l ' é t u d e  d e  I ' e s D a c e  p e r d a i t  s a  p l a c e  à  c ô t p  d e  c e l l e  d u  t e m p s  o o u r
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d e v e n i r  u n e  m a t h é m a t i q u e  a o p l i q u é e .  L e  s u c c è s  o u e  r e n c o n t r a i t  à  c e

moment - là  1a  méthode  log ic r : - l i ngu is t i que  en  déve l -oo :  an t  des  sys tèmes

géomét r iques  non-observa t ionne ls  amena i t  à  des  ten ta t i ves  de  l i e r

é t ro i temen t  l og ique  e t  ma thémat iques  en  dehors  de  tou te  expér ience  ou

percep t ion  mathémat ique .  f l  s ' ag i t  de  sys tèmes  fo rme l - l -emen t  ax ioma-

t i s é s  d é v e l o p p é s  p a r  d e s  g e n s  c o m m e  D e d e k i n f l ,  C a n t o r ,  p e a n o ,  H i l b e r t ,

F rege ,  Russe l l  e t  Ze rme l -o .  Para1 lè l -emen t  ce r ta ins  mathémat i c iens

Qré - in tu i t i r - r ru r i s tes  (Po : ,nca ré ,  BoreL ,  Lebesque l  che rcha i -en t  à  ma in ten i r

" u n e  a t t i t u d e  o b s e r v a t i o n n e l - 1 e  m o d i f i é e "  I H S c U ,  p .  S 0 g l .  I l s

n ' a u r a i e n t  p a s  c h e r c h é  à  f o n d e r  i - n t u i t i v e m e n t  l - e  c o n t i n u ,  m a i s  f , a u -

r a i e n t  f a i t  d é p e n d r e  d e  l a  l o g i q u e  e t  d u  l a n g a g e .

c e l a  é t a n t  d ' a p r è s  E r o u w e r  1 ' é v o L u t i o n  d e s  m a t h é m a t i q u e s .  f  i n -

tu i t i n rn i sne  in te rv ien t  pour  c la r i f i e r  e t  pour  résoudre  1es  p rob lèmes

i  n h é r e n t s  a u x  m a t h é m a t i q u e s  à  c e  s t a d e  d e  l e u r  d é v e l o p p e m e n t .  L e s

m a t h é m a t i q u e s  s o n t  a l l " é e s  t r c p  l o i n  d a n s  l e u r  d é p e n d a n c e  d e  1 a  l o g i -

q u e  e t  d u  l a n g a g e ;  e l r e s  o n t  o u t r e p a s s é  l e s  l i m i t e s  d e  l ' e x p é r i e n c e

l n t u i t i v e .  D e u x  a c t e s  d e  ] a  C o n s c i e n c e  i n t u i t i a n n r s b v o n t  r e m e t t r e

I  e s  c h o s e s  e n  p l a c e .  L e  p r e m i e r  a c t e  d e  1 '  j - n t u i t i o r r r r s n r e  " s é p a r e  c o m -

: : l è t e m e n t  l e s  m a t h é m a t i q u e s  d u  l a n g a g e  m a t h é m a t i q u e ,  e t  e n  p a r t i c u l i  r

d e s  p h é n o m è n e s  d u  l a n g a g e  d é c r i t s  p a r  1 a  l o q i q u e  t h é o r i q u e ,  e t  r e c o n -

n a l t  q u e  l e s  n r a t h é m a t i q u e s  j - n t u i t i o m i s t e s  s o n t  u n e  a c t i v i t é  d e  l - ' e s -

p r i t  essen t ie l l , emen t  a l i ngu is t i -que  ayan t  son  o r ig ine  dans  1a  pe rceç . l -

t i o n  d ' u n  d é p l a c e m e n t  d u  t e r n p s ,  c ' e s t - à - d i r e ,  ] a  d é s a g r é g a t i o n  d ' u n

r n o m e n t  v é c u  e n  d e u x  c h o s e s  d i s t i n c t e s ,  l ' u n e  c é d a n t  1 a  p l a c e  à  l - ' a u t r e

m a i s  t o u t  e n  é t a n t  r e t e n u e  p a r  l a  m é m o i r e .  S i  1 ' o n  d é p o r l j l l e  c e t t e

deux - i té  de  tou te  qua l i t é .  i ]  res te ra  l a  fo rme v ide  du  subs t ra tum

commune à  tou te  deux - i t é .  C 'es t  ce  subs t ra tum commun ce t te  fo rme

v i d e ,  q u i  e s t  f  i n t u i t i o n  d e  b a s e  d e s  m a t h é m a t i q u e s ' ,  ( H e R l , l  ,  p .  S t l 9 s J .

N o u s  a v o n s  i c i  1 e s  p i e r r e s  f o n d a m e n t a l e s  d e  1 ' é d i f i c e  m a t h é m a -

t i q u e ;  o n  v o u d r a i t  t o u t  c o n s t r u i r e  a v e c  e l l e s .  D u  c o n c e p t  d e  d e u x -

i t é  n o u s  p a s s o n s  d i r e c t e m e n t  a u x  c o n c e p t s  d ' e n t i t é ,  d ' e n c o r s - u n s - f c r i s

e t  d r a i n s i - d e - s u i t e .  C e l a  n o u s  s u f f i t  p o u r  c e  q u e  B r o u w e r  a p p e l l e

" u n  d é r o u l e n n e n t  s a n s  l i m i t e " ,  c ' e s t - à - d i r e ,  I ' e n g e n d r e m e n t  p a r  r é 1 -

t é r a t i o n  d ' u n e  s é q u e n c e  d é n o m b r a b l - e m e n t  i - n f i n i e  d u  t y p e  d '  o r d r e  ô .
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L e s  n o r n b r e s  n a t u r e l s ,  t ' - a i l h r i l é t i q u e ,  n c u s  s o n t  d o n n é s  p l u s  o u  m o i n s
d l r e c t e m e n t  p a r  l - ' i n t u i t i o n .  L e s  m a t h é m a t i c i e n s  c l a s s i q u e s  p e n s e n t

e n  t e r m e s  d ' a x i o m e s  e t  d e  d é d u c t i o n s  l o g i q u e s ,  ] e s  i n t u i t i o n ; i s c æ e n
t e r m e s  d ' i n t u i t i o n ,  d ' é v i d e n c e  e t  d ' i n s p e c t i o n  i n t r o s p e c t i v e  d e s
propr ié tés  don t  son t  do tées  1es  nombres .  Pour  l es  l n tu i t i on r : i s tes  l e

P r i n c i p e  d ' i n d u c t i o n  n ' e s t  p a s  u n  a x i o m e  m a i s  u n e  p r o p r l é t é  c o n s t r u c -
t i b l e  d e s  n a t u r e l - s .  R i e n  n ' e s t  p r u s  c e r t a i n ,  i m m é d i a t  e t  c o n t r ô -
l a b l e  q u e  1 ' a r t t h * É t i q u e .  e u a n d  i l  f a u t  a 1 ] e r  a u - d e t à  d u  f i n i  n o u s
r n t r o d u i s o n s  u n e  l o i  s ' a p p u y a n t  s u r  l e  c a r a c t è r e  i n d u c t i f  d e s  n a t u -
r e 1 s ,  p o u r  e n g e n d r e r  d e s  s é q u e n c e s  i n f i n i e s .  c e t t e  1 é g a 1 i t é  n o u s

l r cgu l "g  une  ce r t i t ude  auss i  abso lue  que  dans  Ie  cas  de  cons t ruc t l ons
f i n i e s .

O n  c o n c l u t  o o n c  q u e  c e  p r e m i e r a c t e  d , i n t u i t i o n n i s n e s u f f i t  p o u r

. ,a  base  des  mathémat iques  :  "une  fo i s  en  possess ion  des  mét ' -odes
icndamenta les  de  f  i nduc t ion  e t  de  la  récu rs ion ,  nous  ne  recon t rons
3ucune  d i f f i cu l té  sé r ieuse  dans  1 'a r i t hmét ique  des  nombres  na tu re l s ,
: : : s  p l -us  d 'a i l I eu rs ,  que  dans  ce l l _e  des  en t ie rs  ou  même des  ra t i ome ls , ,' t e y t i n g ,  

r ,  p .  1 4 ) .  M a i s  l e  v é r i t a b l e  p r o b l è m e  p o s é  p a r  } e  d é v e l o p -
-enen t  h i s to r ique  des  mathémat iques ,  su r tou t  aux  lgo  e t  l go  s ièe reç ,
: ' e s t  i e  p a s s a g e  d e  " 1 a  n a t u r e  d i s c r è t e ,  q u a l i t a t i v e  e t  i n d i v i d u e l l e
:u  nombre  dans  le  doma ine  ' comb ina to r ia l '  du  dénombrement  (a r i t hmé-
: : cueJ  "  à  " Ia  na tu re  con t inue  ,  quan t i t a t i ve  e t  homogène  des  po in ts
: e  I ' e s p a c e  ( o u  d u  t e m p s )  d a n s  l e  d o m a i n e ' a n a l y t i q u e , , d e  l a  m e s u r e-3écmét r ique) "  

(F raenke l  and  Bar -H iL le l ,  FST,  p .  Z i rZ ) .

Dans  1a  thèse  de  1g0?  Brouwer ,  comme 1es  so i -d i san t  p ré - in tu i -
t - : ; n n i s t e s q u ' i l  c r i t i q u a  p l u s  t a r d ,  a c c e p t e  l _ e  c o n t i n u  c o m m e  i n t u i _
t : o n n l s t e m e n t v a l a b l e  i  " . . .  r e  c o n t i n u  e n  t a n t  q u ' u n  t o u t  n e u s  é t a i t
u c n t c  p a r  l - ' i n t u i t i o n ;  u n e  c o n s t r u c t i - o n  p o u r  l u i ,  u n e  a c t i o n  q u i

c rée ra i t  à  pa r t i r  de  f  i n tu i t i on  mathémat ique  (de  baseJ  , tous .  ses
p c i n t s  e n  t a n t  q u ' i n d i v i d u s ,  e s t  i n c o n c e v a b l e  e t  i m p o s s i b l e .  L ' i n -
tu i t i on  mathémat ique  (de  baseJ  es t  i ncapab le  de  c rée r  au t re  chose  oue
c ies  ensembres  dénombrab les  d ' i -nd iv idus .  l v la i s  e l - l e  es t  capabre ,  ap rès
avo j - r  c réé  une  éche l le  du  t ype  d ro rd re  

f ,  
de  super ; rose r  su r  ce r re -c i

un  con t inu  en  tan t  qu 'un tcu t r  eu i  u l té r ieu rement  peu t  ê t re  i nve rsement
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c o n s i d é r é  c o m m e  u n  c o n t i n u  r n e s u r a b l e ,  e t  q u i  e s t  l a  m a t r i c e  d e s  p c i n t s

s u r  l ' é c h e I l e " ( F M ,  p .  4 5 1 .  B r o u w e r  s e m b l e  a v o i r  d é l a i s s é  a s s e z  v j t e
c e t t e  c o n c e p t i o n  " p r é - i n t u i t i o n n i s t e ' f  c a r  t r è s  v i . t e  t o u t  c o n c e p t  d e

f  i n f i n i  c o m m e  u n  t o u t  a c t u e l ,  c o m p l é t é ,  é t e n d u  o u  e x r s t e n t i e ]  e s t
n j - s  a u  b a n .  c e  g e n r e  d e  c o n c e p t i o n  e s s e n t r e l - l e  a u x  t h é o r i e s  d e

t '

can to r  es t  remp lacé  pa r  une  concep t ion  pu re , .nen t  i n tu i t i o r :n i s tede

l r i n f i n i  c o m m e  é t a n t  p o t e n t i e l ,  e n  d e v e n i r  o u  c o n s t r u c t i f .  r 1  n e  p e u r

e t r e  q u e s t i o n  d e  m a n i p u l e r r  p a r  e x e m p l e ,  1 a  t o t a l i t é  d e s  n a t u r e l s  c o r : - r  -

m e  u n e  e n t i - t é  c l o s e  s u r  p i e d  d ' é g a l i t é  a v e c  s e s  m e m b r e s  p r i s  i n d i v i d u -

e l  l e m e n t .

D o n c ,  i l  n e  p e u t  ô t r e  q u e s t i o n  d , a c c e p t e r  u n  a x i o m e  d e  c o m p l é -

t u d e ;  c e l - a  r e v i e n t  à  a b a n d o n n e r  1 ' a t t i t u d e  c o n s t r u c t i v i s t e .  l l a l s ,  1 l

n e  p e u t  ê t r e  n c n  p l u s  q u e s t i o n  d ' u n e  t h é o r i e  c o m m e  d i s o n s  c e l l e  d e  l - a

t h é o r i e  ? a m i f i é e  d e s  t y o e s  q u i  r e j e t t e  t o u t a c u a n t i f i c a t i o n  p o r t a n t

s u r  p l u s  d ' u n  s o u s - e n s e m b l e  d é n o m b r a b l - e  d e s  r é e l s  à  l a  f o i - s .  C a r " . . .

u n  s y s t è m e  t o u j o u r s  i n a c h e v é  e t  t o u j o u r s  d é n o m b r a b l e  d e  " n o m b r e s

r é e l s "  e s t  i n c a p a b l e  d e  r e m o l j r  l e s  f o n c t i a n s  r n a t h é m a t i q u e s  d u  c o n t j n u .
p o u r  l a  r a i s o n  s i m p l - e  q u I r 1  n e  p e u t  j a m a i s  a v o i r  u n e  m e s u r e  n o s i t i v e -

nen t  d l f  f  é ren te  de  zé ro , '  IHBp l , l  ,  o .  S0g  l  .  N  j_  non-cons t ruc t i ve  .  n l  t roD

c c n s t r u c t i - v e ;  c e  q u ' i 1  f a l 1 a i . t  c ' e s t  u n e  p o s s i b i l i t é  d e  q u a n t i f i c a t j - c n

p o r t a n t  s u r  t o u t e s  f e s  s é q u e n c e s  d e  n a t u r e l s  o u  s u r  t o u t e s  l e s

séquences  sa t i s fa i san t  une  ce r ta ine  cond i_ t i on .

c ' e s t  l e  s e c o n d  a c t e  d e  t ' i n t u i t l o n i s m e  q u i  n o u s  p l a c e  s u r  l a

v o l e  d ' u n e  t h é o r i e  m a t h é m a t i q u e  d e  l ' i n f i n i  q u i  e s t  j u s t e .  c , e s t  u n

a c t e  " . . , q u i  r e c o n n a î t  f a  o o s s i b i l i t é  d e  l a  g é n é r a t i o n  d ' e n t i t é s

mathémat iques  nouve l - l es  :  d 'abord  dans  la  fo rme de  séquences  p rocédan t

i . n f i n i m e n t  o . l  ,  1 . 2 ,  .  .  .  ,  d n n t  I  e s  t e r - e s  s o n t  c h o i s i s  p l u s  c u  m o i n s

l i b rement  p t r t i  1es  en t r tés  mathé ' ra t i  ques  p rÉa lab le rnsn t  acqu j  ses  de

t e l l e  s o r t e  q u e  l a  l i b e r t é  d e  c h o i x  q u i  j c u e  é v e n t u e l r e m e n t  p o u r  r e

p re rn ie r  é1Ément  o ,  pour ra i t  ê t re  su je t te  à  une  res t r i c t i on  du rabLe

à  p a r t i r  d ' u n  p " u l - t é r i e u r ,  e t  e n c o r e  à  d e s  r e s t r i c t i o n s

d u r a b l e s  p l u s  c o n t r a i g n a n t e s  o u  m ê r n e  1 ' a b o l i t i o n  à  d ' a u t r e s  n "

u f t é r i e u r s ,  t a n d i s  q u e  1 ' o n  p e u t  f a i r e  d é p e n d r e  t o u t e s  c e s  j , n t e r v e n -

t i ons  res t r i c t i ves ,  a ins i  que  les  cho ix  des  p .  eux -mêmes .  des  expe i -



r r  e n c e s f u t u r e s  p o s s i b l e s  d u  s u j e t  c r é a t e u r ;  d e u x i è m e m e n t  d a n s  l _ a

i r 1 ' r s  d ' e s p è c e s  m a t h é m a t i q u e s ,  c ' e s t - à - d i r e ,  d e s  p r o p r i é t é s  a t t r i -

buab les  aux  en t i t és  ma thémat i -ques  p réa lab lemen t  acqu i  ses ,  e t  sa t i s fa i -

s a n t  l a  c o n d i t i o n  q u e  s i  e l l e s  s ' a p p r i q u e n t  à  u n e  c e r t a i n e  e n t i t é
- a t h f m 3 f , i q u s ,  

e 1 1 e s  s ' a p p l i q u e n t  é g a l e m e n t  à  t o u t e  e n t i t é  m a t h é m a t i -

l ue  dé f in ie  comme éga1e  à  ce l ]e -c i  :  l es  re la t i ons  d 'éga l i t é  devan t

ê t re  symét r iques ,  ré f l ex i ves  e t  t rans i t i ves ;  l es  en t i t és  ma thémat i -

: u e s  p r é a l a b l e m e n t  a c q u i s e s  a u x q u e l l e s  1 a  p r o p r i é t é  s ' a p p l i q u e  s o n t

' : p e I é e s  l e s  é I é m e n t s  d e  I ' e s p è c e D ( H e n U ,  p . S l 1 ) .  C e t  a c t e  c r é e  l a

: : s s i b i l i t é  d e  c o n s t r u c t i o n  d u  c o n t i n u  i n t u i t i o r , n i s t e c o m r n e  l - ' e s n è c e

:ss  séquences  convergar tes  i n f i n ies  de  ra t i o rne ls  e rocédan t  p lus  ou
- l - n s  

l i b r e m e n t .  E t  B r o u w e r  c r o i t  t e n i r  1 à ,  a v e c  c e  q u ' a p p o r t e  I e

. :  e m i e r  a c t e ,  1 a  t o t a l i t é  d e s  b o n n e s  m a t h é m a t i q u e s .

0n  no te ra  sans  su rp r i se  que  1e  cons t ruc t i - v i sme de  Erouwer  es t

: r e n  a n c r é  d a n s  s a  p h i l o s o p h i e  i c l é a 1 i s t e .  C ' e s t  d a n s  l a  p h a s e  s o c i a l e

- ' -  déve loppernen t  de  la  Consc ience  que  na issen t  l es  ma thémat iques  en

- = r t u  d e  I ' i n t u i t i o n  p u r e  ( i . e .  t o u t e  c o n s i d é r a t i o n  q u a l i t a t i v e  o e s

: = - s a t i o n s  m i s e  à  p a r t )  d u  t e m p s  :  " L e  p h é n c r m è n e  d e  b a s e . . .  e s t  U i n -

: -  t - : rn  s imp le  du  temps ,  dans  laque l1e  la  répé t i t i on  es t  poss ib le  dans

- =  i : r m e  " c h o s e  d a n s  l e  t e m p s  e t  e n c o r e  c h o s e " . . .  ( f U ,  p .  S 3 J .  C o m m e

: - :  Kan t ,  pour  B rouwer  Ies  p ropos i . t i ons  mathémat iques  son t  des
- : : : : s i t i o n s  

a  p r i o r i  s y n t h é t i q u e s  d é r i v é e s  d e s  c o n s t r u c t i o n s  d e  1 , i n -

: - - : - r n .  f J l a i s  à  I a  d i f f é r e n c e  d e  K a n t ,  B r o u w e r  r e s t r e i n t  1 ' a  p r i o r i

: - x  : ' r t u i t i o n s  t e m p o r e l l e s  p u i s q u e ,  d , a p r è s  1 u i ,  s e u l  e s t  a  p r i l o r i

:=  : J '  es t  à  Ia  fo i s  commun à  tou tes  res : 'ma thémat iques  e t  su f f i san t

: l - . , r r  c3ns t ru i re  tou tes  ies  ma thémat iques .  0 r  i r  y  a  p lus inu rs  géomé-

: : :es ,  ma is  une  seu le  sc ience  des  nombres  qu i  peu t  se rv i r  à  tou t

: :ns t ru i re .  Donc ,  "Le  seu l  é Iémen t  a  p r io r i  en  sc ience  es t  Le  temps , ,
i  F t '  ,  i .  6 t J .

Ma is  qu i  pa r le  de  I ' i n tu i t i on  tempore l l e  pa r le  d 'une  ac t i v i t é

de  la  consc ience .  Les  ob je ts  ma thémat iques  ne  son t  dès  lo rs  pas  oes

: b j e t s  s é p a r é s  d e  l a  c o n s c i e n c e  e t  i n d é p e n d a n L s d ' e l 1 e  q u i  d o i v e n t

ê t re  découver t s .  comme 1 'a  d i t  Hey t ing ,  " ce  qu i  ca rac té r i se  l a  pensée

n a t h é m a t j - q u e  c ' e s t  q u ' e 1 I e  n r a p p o r t e  p a s  d e  v é r i t é  s u r  l e  r n o n d e  e x t é -

: j . e u r ,  m a i s  s ' o c c u p e  s e u l e m e n t  d e s  c o n s t r u c t i o n s  m e n t a l e s r  ( r ,  p .  g s ] ,
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0u  encore  :  "Tou te  a f f i rma t ion  mathémat ique  peu t  ê t re  exp r imée
d a n s  I a  f o r m e  :  ' J ' a i  e f € e c t u é  1 a  c o n s t r u c t i o n  A  d a n s  m o n  e s p r i t , , r
( H e y t i n g ,  r ,  p .  1 g ) .  L e s  o b j e t s  m a t h é m a t i q u e è  s e  t r o u v e n t  d a n s  1 a
c o n s c i e n c e  e t ,  p o u r  B r o u w e r  a u  m o i n s ,  n u l l e  p a r t  a i 1 1 e u r s .  c a r  c o m m e
o n  l - ' a  v u  B r o u w e r  a d o p ù e  u n e  p h i l o s o p h i e  s o l i p s l s t e , , d e  t e l l e  s o r t e
que  1e  su je t  c réa teu r  ma thémat i c ien  se  su f f i t  à  l u i -même.

L e  s o l i p s i s m e  e s t  u n e  a t t i t u d e  p h i r o s o p h i q u e  c o h é r e n t e ,  e t  d o n c

; : o s s i b l e r q u ' a c c e p t e  q u i  v e u t .  c e p e n d a n t  i 1  f a u t  d i r e  q u e . p e u  d e  m o n d e
f ' a c c e p t e .  D ' a u t r e  p a r t ,  é t a n t  d o n n é  s o n  e x t r ê m e  i n v r a i s e m b l - a n c e ,  p o u r

n e  p a s  d i r e  p l u s ,  o n  p o u r r a i t  e s t i m e r  r e f u t é e  p a r  l , a b s u r d e  u n e  p h i -

l o s o p h i e  q u i  m è n e  j u s q u e  l à .  M a i s  c o m m e  o n  s a i t  u n e  t h é o r i e ,  q u i  e s t
p r e s q u e  t o u j c u r s  f a i t e  d e  p l u s i e u r s  p r i - n c i p e s ,  n ' e s t  p a s  f o r c é m e n t

r e f u t é e  i n  t o t o  p a r  l - ' é c h e c  d ' u n  d e  s e s  p r i n c i o e s .  L a i s s o n s  d o n c  l _ e
c ô t é  s p é c l f i q u e m e n t  s o l l p s i s t e  d e  1 a  p h i l o s o p h i e  i d é a l i s t e  d e  B r o u r , r e r

Pour  regarder  l e  cô tÉ  sub jec t i f .

L ' i d é a l i s m e  s u b  j e c t i f  d e  B r r : u w e r  v e u t  q u e  1 e  m a t h é m a t i c i _ e n

cons t ru iS  e  dans  son  esp r i t  l - es  cb je ts  ma thémat iques .  Ma is  que  dev ien t

a l -o rs  l -a  va leu r  i n te rsub jec t i ve  des  mathémat iques  qu i  semb le  tou t
d e  m ê m e  i r r é c u s a b l e  ?  s i  j e  c o n s t r u i s  d a n s  m o n  e s p r l t  u n  o b j e t

ma thémat ique  don t  j e  découv re  ce r ta ines  p rop r ié tés ,  es t - ce  oue

l r o b j e t  e t  s e s  p r o p r i é t é s  n ' a u r a i e n t  p a s  e x i s t é  a v a n t ,  e s t - c e  q u ' i l s

n r e x i s t e r a i - e n t  p l u s  q u a n d  j e  n ' y  p e n s e  p I u s ,  e s t - c e  q u e  1 ' o n  p e u t  r e s

cc rnpare r  avec  d 'au t res  ob je ts  e t  p rop r i -é tés ,  dans  mon  esp . , i _ t  dans

l r e s p r i t  d ' u n  a u t r e  r n a t h é m a t i c i e n  ?  Q u e s t i o n s  q u i  s o n t  e m b a r a s s a n t e s ,

d u  m o i n s  p o u r  c e u x  q u i  e n t e n d e n t  m a i n t e n i r  u n e  a t t i t u d e  d e  b o n  s e n s .

T o u t e  f o r m e  d e  I ' i d é a l i s m e  s u b j e c t i f  v i r e  v e r s  l _ e  s o f i p s i m e  -  l e

s u j e t  é t a n t  l i m i t é  à  s e s  p e r c e p t i o n s ,  s e s  i n t u i t i o n s ,  e u ' e s t - c e  q u i

p o u r r a i t  l u i  p r c c u r e r  u n  r n o n d e  o b j e c t i f  - , _ :  r n c j . n s  d ' u n  c o u p  d e  f c r c e .

En  fa i - t  on  vo i . t  que  ceux  qu i  p ra t i quen t  l es  ma thémat iques  in tu i t i 6n* , s -

t e s  t a i s e n t  s i m p l e m e n t  c e s  p r o b l è m e s  o u  e s s a i e n t  d ' a t t é n u e r  t a n t  b i e n
q u e  m a 1  l e s  c o n s é q u e n c e s  i n a c c e o t a [ ù e s  d e  . l ' i d é a l i s m e  s u b j e c t i f .

[ - ra r  r : xemp le ,  Hey t inçJ  ap rès  avo i r  a f f i rmÉ la  na tu re  sub  jec t i ve  oe

l - ' a c t i v i t é  m a t h é m a t i q u e  e s t  a m e n é ; i  d i r e  q u ' i 1  f a u t " . . .  r e v i s e r  q u e l -

q u e  r l e u  n o t r e  c o n c e p t  d r u n  n o m b r e  n a t u r e l " ( I ,  p .  1 5 ] .  1 1  s e m b l e

suc tgé re r  qu tune  so r te  de  pe rmanence  peu t  ê t re  assoc iée  à  nos  cons t ruc -

t - l o n s  m e n t a r e s  e n  l e s  f i x a n t ,  d i s o n s ,  s u r  p a p i - e r  ( i o i a J .  A c c e p t e r a

qu : , ,  peu t  ce t te  so lu t i on  b r : î t euse .



L e s  é c r i t s  d e  l - l e y t i n g  i - l l u s t r e n t  b i e n  u n  a u t r e  p r o b l è m e  d é r i v a n t

c e  f  i d é a l i s m e  s u b j e c t i f  d e  l a  p h i l r : s o p h j e  d e  B r r : u w e r .  D a n s  c e  g e n r e

: l e  l h i l o s o p h i e  o n  e s t  a c c u l - É  à  s ' a p o u y e r  s u r  " l ' é v i d e n c e "  p o u r  j u g e r

: e  f a  v a l e u r  d ' u n e  p r o p o s i t i o n  m a t h é m a t i q u e .  f r r  l _ , é v i d e n c e  e s t  u n

c r i t è r e  n o t o i r e m e n t  v a r i a b l e  d ' u n e  p e r s o n n e  à  1 ' a u t r e  e n  p l u s  d ' ê t r e

s : u v e n t  t r a Î t r e .  H e y t i n g  d i t  q u ' u n e  c o n s c i - e n c e  s c i e n t i f i q u e  t r a n q u i l - -

-e  su f f i t  pou r  accep te r  une  p ropos i t i on .  l , r l a i s  ce  qu i  es t  év iden t  pour
- : i  ne  1 'es t  peu t -ê t re  pas  pour  vous  e t  v i ce  ve rsa .  F rege  cc rns idé ra i t

- - - l t n te  év iden t  1 'ax iome na i f  de  compréhens ion  avan t  que  1 'on  démonr re

- ' e x i - s t e n c e  d t u n e  c o n t r a d i c t i o n  d é c o u l a n t  d e  s e s  a x i o m e s .  D ' a u t r e

: a r t  o n  c o n s t a t e  q u e  l e s  i n t u i t l o r r i s t e s d i f f è r e n t  d ' a v i s  s u r  d e s

= ' - . : j e t s  pour tan t  subs tan t ie l s .  Les  uns  accep ten t  des  cons t ruc t i ons

: - :  e m p l o i e n t  l a  n é g a t i o n  l e s  a u t r e s  p a s ,  1 e s  u n s  a c c e p t e n t  l e

: - - ' é : r è m e  d e  1 ' é v e n t a i l  l e s  a u t r e s  p a s .  B r o u w e r  l u i - m ê m e ,  c o m m e  l . ' c n

?  ! ' u ,  a v a i t  à  u n  m o m e n t  d o n n é  a c c e p t é  I ' i d é e  d u  c o n t i n u  c o m m e  i n t u i -

: t \ / e r n e n t  v a l a b l e  p o u r  1 a  r e j e t e r  p a r  1 a  s u i t e .  5 a  c o n s c i e n c e  s c i e n t i -
- - . u e  n ' é t a i t - e l l e  p a s  t r a n q u r l l e  ?  H e y t i n g  a  é t é  a m e n é  à  d i s t i n g u e r
- . s ' n o i n s  

d e  s e p t  d e g r é s  d i f f é r e n t s  d ' é v i d e n c e  [ 8 ,  p .  3 1 6 J . ' y  a u r a i t -

-  : l nc  des  consc iences  sc i -en t i f i ques  p lus  ou  mo ins  t ranqu j . l Les  ?

=^ : ' es temen t  pour  ceux  qu i  veu len t  d i scu te r ,  su r  des  bases  indépen-

: : - : e s  d e s  p a r t i c u l a r i t é s  d e s  i n d i v i d u s ,  d e  1 a  v a l e u r  d e s  p r o p o s i t i o n s
- ' : - é r a t i q u e s  

l e  r e c o u r s  à  1 a  s e u l e  " é v i d e n c e ' r  s u b j e c t i v e  e s t  e x c l u .

ce  n 'es t  pas  une  pu re  co inc idence  que  ces  ob jec t i ons  au  sub jec -

: - . : s re  de  1a  ph j . l osoph le  i n tu i t i c rn i s te6gBrouwer  semb len t  ê t re  rep r i ses
' : : - i e u r s .  

E l l e s  o n t  é t É  a p p l i q u é e s  r i  u n e  a u t r e  f o r m e  d e  s u b j e c t i v i s -
- : : ; c u c t i f r  à  s a v o i r ,  l e  p o s i t i v i s m e .  C e 1 l e - l à  f a i s a i t  a p p e l  à  1 ' é v i -

:€â te  ce r t i t ude  de  nos  sensa t ions  auss i .  Comme remarque  Hey t ing  :

"3es  sensa t ions  (ce l1es  de  Bn :uwer l  co r responden t  aux  'P rn tokoL-

.  = : t 3 " t  d e s  n o s i t i v i s t e s . . .  C o m m e  l e s  p o s i t i v i s t e s ,  E r o u w e r  a c c e p t e

: -Fae  p r inc ipe  méthodo log ique  la  nécess i té  de  pa r t i r  de  ce  qu i  es t

i : : ec temen t  observé  e t  imméd ia tement  c la i r ,  e t  i l -  t race  l -a  f ron t iè re

1 e  c e  m a t é r i e 1  d e  b a s e  a u  m ê m e ' e n d r o i t  o u ' e u x " ( B ,  p .  3 1 2 ) .  R i e n

a ' é t - n n a n t  a l o r s  d e  v o i r ,  p a r  e x e m p l e ,  H e y t i n g  d é ç l i g r e r  c o m m e  d e  t a
' : : t a p h y s i . q u e ,  e n t e n d e z  m y s t i f i c a t i o n ,  t o u t  a p , r e l  à  u n e  r é a I i t é  o b j e c -

i i v e  e n  d e h o r s  d e s  c o n s t r u c t i o n s  m e n t a l e s  d u  s u j e t  ( I ,  p .  f - I z ) .

R i e n  d ' é t o n n a n t  n o n  p l u s  d e  v o i r  O u m m e t t ,  t o u t  c o m m e  L o c k e  e t  H u m e ,

remp lacer  s ign i f i ca t i on  e t  ré fé rence  pa r  Ia  man iè re  que  nous  âVo t - l s
a : : r i s e  e t  q u e  n o u s  c o m p r e n o n s ,  o u  d e  l e  v o i r  s , é t o n n e r  q u e  l r o n
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pu isse  supposer  que  no t re  savo i r  t ranscende  ce  que  no  s  avons  pu  c :n -

c r è t e m e n t  o b s e r v e r ,  a p p r e n d r e  ( e t ,  F p .  l - F l .

V o u l a n t  l a  c e r t i t u d e  a b s o l u e  l e s  p o s i t i v i s t e s  e r é d u i s a i e n t  t o u t

a u x  o b s e r v a t i o n s  p e r c e p t u e l l e s .  P o u r  l a  m ê r n e  r a j . s o n ,  1 e s  i n t u i t i o n n i s -

tes  rédu isen t  tou t  aux  cons t ruc t i ons  men ta les  à  pa r t i r  des  sensa t i cns

i n t r o s p e c t i v e s  t e m p o r e l l e s .  L e  p o s i t i v i s m e  a m è n e  1 a  r é j e c t i o n  d e

grands  pans  de  la  phys ique ;  f  i n tu i t i on , ' r i s r reabr :u t i t  à  l a  ré jec t i on

d e  p a r t i e s  i m p o r t a n t e s  d e s  m a t h é m a t i g u e s .  D u  r e s t e ,  L a  c e r t i t u o e  a o -

s o l - u e ,  p e u t - o n  I ' a v o i r ,  o ù  n ' e s t - e l I e  p a s  p l u t ô t  c h i m é r i q u e  ?  L ' e x -

pé r ience  h i s to r ique  du  déveJ -oppement  de  l -a  pensée  sc ien t i f i que  semb le

i n d i q u e r  q u e  n o u s  n e  d i s p o s o n s  q u e  d e  c e r t i t u d e s  r e r a t i v e s .  u n e  é p i s -

t é m o l o g  r , e  c o n s é q u e n t e ,  r i c h e  d e  l - ' a p 1 ; o r t  d e s  p h i l o s o p h e s  a n t é r i e u r e s ,

a r r i v e  à  l a  m ê m e  c o n c l u s i o n .  r r  e s t  d è s  l o r s  d i f f i c i l e  d e  v o i r  c o m -

m e n t  o n  p e u t  s r a c c o m q s ç l e r  d a n s  u n  c a s  c o m m e  d a n s  L ' a u t r e  d ' u n e  o h i l o _

s o p h i e  q u i  n o u s  f a i t  d é l a i s s e r  d e s  p a r t i e s  c o n s i d é r a b l e s  d e  I ' a c q u i s

s c i e n t i f i q u e  c o l l e c t i f  d e  1 ' h o m m e .  L e  " r e t o u r "  s o l i p s i - s t i o u e  a u  S o i

q u e  n o u s  p r o p o s e  B r o u w e r  s e r a i t  u n  m o y e n ,  m a i s  y  e n  a - t - i l  d ' a u t r e s  ?

I l  y  a  q u e l q u e  c h o s e  d e  d e m e s u r é  d a n s  f  i d é e  q u ' u n  j u g e m e n t

p e r s o n n e l  d ' u n  m a t h é m a t i c i e n  g é n i a l ,  o u  m ê m e  d ' u n  c o u r a n t  v i g o u r e u x

e t  f e r t i l e  d e  p e n s é e  m a t h é m a t i q u e ,  p u i s s e  d é c i d e r  d e  l - a  f a i l l i t e ,  e n

r a i s o n  d e  s a  " c o n s È i e n c e  s c i e n t i f i q u e  t r a n q u i l l e " ,  d e s  t h é o r i e s

p r o d u i t e s  e t  a c c e p t é e s  c o l l e c t i v e m e n t  d a n s  1 e  t e m p s  e t  l - ' e s p a c e .

c e l a  f r a p 3 e  d ' a u t a n t  p l u s  q u e  L a  p h i l o s o p h i e  i n t u i t i o n n i s t e t e n d  à

p l a c e r  l e s  m a t h é m a t i q u e s  i n t u i t l o r . r l s t e s  a u - d e l à  d e  t o u t e  c r i t i q u e .

c r e s t  u n  c o r o l l a i r e  d e  c e t  i d é a l i s r n e  s u b j e c t i f  q u e  L e s  m a t h é m a t i q u e s

s o n t  i n d é p e n d a n t e s  d u  l a n g a g e  e t  d e  1 a  l o g i q u e  c o d i f i é e .  c e t t e  i d é e

des  mathémat iques  comme fondement  au to - fondé  de  tou te  pensée  es t

une  thèse  dominan te  dans  les  éc r i - t s  de  Brouwer  des  p remie rs  aux

d e r n i e r s .  L e  l a n g a g e  e t  l a  l o g i q u e  ( c o d i f i é e )  n e  s o n t  q u e  C e s  o s s i -

f i c a t i o n s  p l u s  o u  m o i n s  u t i l e s  d e  l a  v i e  l - i b r Ê ç _ s p o n t a n é e  e t  f o i -

s o n n a n t e  d e  l a  C o n s c i e n c e .  I l s  p e u v e n t  n o u s  s e r v i - r  m a i s  i l  n e  f a u t

j a m a i s  p e r d r e  d e  v u e  I e  f o n d  d e s  c h o s e s  :  " . . .  l e s  c o n s t r u c t i o n s

a l i n g u i s t i o u e s o u i  d é r i v e n t  d e  I '  a u t r : - r j é r o u l e m e n t  I s e l f - u n f o l d i n q l
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i e  1 ' r n t u i t l o n  d e  b a s e ,  s o n t  e x a c t e s  e t  v r a i e s ,  e n  v e r t u  d e  l - e u r
: r é s e n c e  m ê m e  d a n s  I a  m é m o i r e ,  m a i s  1 a  f a c u l t é  h u m a i n e  d e  m é m o i r e
o u i  d o i t  p a s s e r  e n  r e v u e  c e s  c c n s t r u c t i c n s ,  e s t  p a r  s a  n a t u r e  f i m i t é e
e t  susce l r t i b le  de  fa i re  e r reu r ,  mê ,ne  euanc j  e l1e  sn ] - l i c i t e  l -e  supc r r t
d e s  s i g n e s  l i n g u i s t i q u e s .  D o n c r  p o u r  u n  e s p r i t  h u m a i n  é o u i c é  d , u n e
- é m o i r e  i l l i m i t é e ,  l e s  m a t h é m a t i q u e s  p u r e s ,  o r a t i q u é e s  c j a n s  1 a  s o l i -
t u d e  e t  s a n s  1 ' e m p l o i  d e s  s i g n e s  l i n g u i s t i q u e s ,  s e r a i e n t  e x a c t e s .
^ ra i s  f  ' exac t i t ude  

se ra i - t  pe rc lue  dans  la  commun ica t ion  rna thémat ique
e n t r e  l e s  ê t r e s  h u m a i n s  a v e c  u n e  m é m o i r e  i l l i m i t é e ,  c a r  i L s  n , a u r a i e n . i .
j ' a u t r e s  m o y e n s  d ' e n t e n d e m e n t  q u e  1 e  l a n g a g e  " ( v K L .  p . 4 4 3 1 .  L a
l :q ique  n 'é tan t  que  la  cod i f i ca t i on  des  s t ruc tu res  appara issan t  dans
: e  l a n g a g e ,  o n  p e u t  s ' a t t e n d r e  à  c e  o u ' e l l - e  n o u s  i n d u i s e  a u s s i  e n
e r r e u r .  c t e s t ,  e n  e f f e t ,  1 t a v i s  r l e  E r o u w e r ,  d u  m o i n s  p o u r  u n  p r i n c - i p e
- : e i q u e ,  à  s a v o i r ,  l e  t i e r s - e x c L u .  L a n g a g e  e t  l o g i q u e  ( c c d i f i é e J  s l n t
e n  r a i s o n  d e  l e u r  n a t u r e ,  v i c i é s ;  i 1 s  p e u v e n t  ê t r e  u t i l e s  p o u r  u n
serb lan t  de  commun ica t ion r  mâ is  i l s  ne  oeuven t  j ama is  su f f i re  à  p ré ,
: € r v e r  t o t a l e m e n t  i n t a c t e  r a  r i c h e s s e  e t  1 ' e x a c t i t u d e  d e  l a  p e n s É e
= : l ' i t a i r e  e t  e n c o r e  m o i n s  d e  1 ' É p u i s e r  ?  O u i  p r : u r a i t ,  a 1  o r s ,  c r j . t i  o u e r
-es  cnns t ruc t i ons  l i b res  ou i  en  f i n  de  compte  ne  concernen t  que  mo i  ?
: : t  1950  8 r r :uwer  se  résuma i t  comme su j . t  : , , . . .  pa r  su r i t e  de  l , : f f ranch is -
: 3 î e n t  t o t a l  d u  l e s t  d e s  o b j e t s ,  r l a n t  j r : r u i s s e n t  l e s  m a t h é m a t i q u e s . . .

-eu rs  p lus  beaux  déve loppements  n 'au ron t  p robab lement  j ama is .aucun

la r ; - ' c r t  avec  Les  ques t ions  techn lques ,  Économiques  ou  po l i t i ques , '

JF ,  p .  5o3) .  su r  base  de  que1 le  réa l i t é  pc ru r ra i - t -on  c r i t i sue r  des
: : n s t r u c t i o n s  s i  s p i r i t u e l  l e s  ?

?-.cl:eio":

I ' Jous . ' avons  vu  que  de i ru i s  sa  p remiè re  fo rmu la t i on  1a  oh i l osonh ie
-  n tu i t i onn is tede  Brouwer  se  compose  r j e  t ro i s  é1Éments  essen t ieLs  :
- - ' :  

r i éa l i sne  sub jec t i f  du  t ype  so l i ps i s t i que ,  l e  rÉduc t i c .nn isne  nos i t i _
' - "  s t i que ,  e t  l e  cons t ruc t i v i sme.  Dummet t  a f f i r rne  que  c ,es t  l e  seu ]
s ) ' s tème encore  in tac t  c le  1 'épnoue  hé rn ïque  des  chercheurs  de  fonde-
-en ts  des  r i a thÉmat iques .  Man i fes tement  c 'es t  i nexac t .  gue  res te - t - i r_
: l - : r s  d u  s y s t è m e  d e  d é p a r t  ?  p o u r  H e y t i n g ,  " s e u l e  1 ' a t t i t u d e  s o r i o s i s -
t - :  oue '  . .  es t  j  nessen t ie l l e  o r :u r  sa  (B rouwer ' )  f onda t ion  des  mathémat iques ' ,
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[ e ,  p .  s r z l .  H e y t i n g  a m p u t e ,  d o n c ,  t r è s  m o d 6 r é m e n t  ] - e  s y s t è n n e  e n
9ardan t  non  seu lement  l -e  réduc t ionn isne  rna is  éga lement  f  i - déa l i sme
s u b j e c t i f .  1 1  e s t  v r a i  q u e  c e  d e r n i e r  e s t  o r g a n i q u e m e n t  l i é  a u
r é d u c t i n n : l s n Ç  e t  q u e  d a n s  r - a  m e s u r e  o ù  1 , o n  e s t i m e  p r i n r o r d i a l e  r - a
l l o s s e s s i o n  d e  1 a  c e r t i t u d e  a b s o r u e ,  1 , o n  e s t  p o u s s é  à  r é d u i r e  L e  s a -
vo i r  au  con tenu  imméd ia t  e t  non- ré fLéch i  de  1a  i l onsc ience .  Cependan t
en  ra i son  du  ca rac tè re  rad ica t  de  ce t te  concep t ion  qu i  amène  au
re je t  des  pa r t i es  généra lemen t  reconnues  comme va lab les  Cu  savo i r
c o l l e c t i f  h u m a i n ,  e t  é t a n t  d o n n é  q u e  l a  c e r t i t u d e  a b s o l u e  p a r a î t
ê t r e  p a r f a i t e m e n t  c h i m é r i q u e ,  i 1  e s t  d i f f i c i r e  d e  v o i r  c o m m e n t  c n
p e u t  r e t e n i r  I ' i d é a l i s m e  s u b j e c t i f  e t  l e  r é d u c t i r : n n i s m e . L e s  d l f f i -
cu l tés  que  sou lève  ce t te  so r te  de  ph i l -osoph ie  son t  t rès  nombreu . .es
e t  l - ' o n  n e  v o i t  p a s  c o m m e n t  1 e s  r é s o u d r e  e n  d e h o r s  d e  l e u r  é v a c u a _
t l o n  t o t a l e ,  c ' e s t - à - d i r e ,  l e  s o l - i - p s i s r n e . 0 n  c o n s t a t e  q u e  c e t t e  p h i l c -
s c P h i e  n ' a  q u e  p e u  d r a d h é r e n t s .

Pour tan t  1es  t ravaux  j -n tu i t i ann ls tes  l ancés  pa r  B rouwer  ccn t i -
n u e n t  b o n  t r a l n  e t  s u s c i t e n t  u n  i n t é r ê t  m a t h é m a t i - q u e  e t  l o g i q u e  r é e 1 .
A  q u o i  c e l a  p e u t - i 1  t e n i r  s i  c e  n ' e s t  à  I ' i n t é r ê t  p h i l c r s c p h i q u e  e t
m a t h é m a t i q u e  d u  c o n s t r u c t i v i s m e  ?  r l  m e  s e m b l e  c l a i r  q u e  m ê m e  p o u r
H e y t i n g  e t  d ' a u t r e s  i n t u l t i : r r n l s t æ  c ' e s t  l à  l - ' e s s e n t i e l _ .  p o u r  H e y t i n g l
l e s  m a t h é m a t i q u e s  s o n t  d e s  c o n s t r u c t i o n s  m e n t a l - e s .  T r o e l s t r a  p e n s e
d e  m ê m e  :  r ' L ' o b j e t  d e  I ' i n t u l t i o n n i s ù e o o u r r a i t  ê t r e  d é c r i t  e n  p r e m i e r
l i e u  c o m m e  ' l a  p e n s é e  m a t h é m a t i q u e  c o n s t r u c t i v e '  "  ( p I ,  o . 2 )  ( c , e s t
m o i  q u i  s o u l i g n e ' ) .  M e n t a l  d ' a c c o r d ,  m a i s  c e  q u l  c o m p t e  a v a n t  t o u ç
c ' e s t  q u e  } e s  o b j e t s  m a t h é m a t i q u e s  s o i e n t  c o n s t r u l t s  e t  n o n  p a s  s i m -
p l e m e n t  i m p o s é s  p a r  1 a  r i g u e u r  d e s  l o i s  l o g i q u e s .  1 1  n , y  a  a u c u n e
n é c e s s i t é  l o g i q u e ,  d u  r e s t e ,  à  c e  q u ' u n e  c o n s t r u c t i o n  s o i t  m e n t a l - e .

K r e i s e l  s e m b l e  a d o p t e r  u n e  t e l - l e  a t t i t u d e ,  c a r  i 1  d i s t l n g u e  d e u x
a s p e c t s  d e  f  i n t u i t i o n i s m e  d e  B r o u , , e r  { e t  d e  H e y t i n g ) ;  u n  a s p e c t
n é g a t l f  q u i  r e j e t t e  1 e  r é a l i s m e  c o n c e p t u e l  I t t r é o r i e  c l a s s i q u e  d e s
e n s e m b l e s J  e t  u n  a s p e c t  p o s i t i f  q u i  m e t  e n  v a l - e u r  l e s  n o t i r : n s  d e
c o n s t r u c t i - o n  e t  d e  p r e u v e  c o n s t r u c t i v e  f  K r e i s e ' r  ,  F r L .  p .  l g g l .  s e
b a s a n t s u r  c e t t e  d i s t i n c t i o n  K r e i s e l -  s ' e s t  a p p l i q u é  È ,  d é v e l - o p p e r  u n e

" t h é o r i e  a b s t r a i t e  d e  c i n s t r u c t i o n "  q u i  o o u r r a j - t  s e r v i r  d , i n t e r r : r é -
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: 1 t i o n  a u x  s y s t è m e s  i n t u i t i o n n : s t e s . [ . ] u  r e s t e ,  c o m , l e  1 e  r e m a r q u e

- lu , ' rme t t ,  K re i se l  re je t te  i ' aspec t  néga t i f  de  f  i n tu i t i . onn is repour  ne

. ' a r d e r  r l t e  \ ' ' . i . , " ,  i '  o s i t i f .  c ' e s t  p l a c e r  I ' i n t É r ê t  p r i n c i c a l  a u  n i -

veau  du  cons t ruc t i v i sne  sans  re je te r  1es  "mathémat i -ques  c lass iques" .

D u m n e t t  n e  l - ' a c c e p t e  p a s :  " . . .  m a i s  i l  r e s t e  q u e ,  s i  1 e s  n r a t h é -
-e t i ques  

c lass iques  son t  i n te l l i g ib les  ,  a1ors ,  b ien  que  les  mathémat i

:ues  in tu i t i  onn j . s t s  so j -en t  peu t -ê t re  i n te l r i g ib les  auss i ,  e1 les  pe r -

: e n t  l a r g e r n e n t  l e u r  i n t é r ê t "  ( D u m m e t t ,  E f ,  p ,  3 6 1 ) .  p o u r  1 e

su je f ,  c réa teu r  so l i ps i - s te  peu t -ê t re ,  me is  pour  1e  res te  du
- : n c e  

c e  n ' e s t  s i m p l e r n e n t  p a s  v r a i .  1 1  n e  f a u t  ê t r e  n i  s o l i p s i s t e  n i
-  - - s i t i v i s te  sub jec t i f  pou r  vo j - r  un  g rand  in té râ t  à  dé te rm ine r  ce  qu i
'=u t  

ê t re  e f fec t i vement  ccns t ru i t  en  mathémat iques  e t  éven tue l l emen t

: 3  q u i  n e  l e  p e u t  p a s , M ê m e  s i  l - ' o n  e s t  d é t e r m i n é  à  r e j e t e r  t o u t  c e

: ! :  n e  p e u t  ê t r e  c o n s t r u i t  c e l _ a  r e s t e  v r a i .  E t  p u i s  q u ' e s t - c e  q u e

:= -a  veu t  d i re  cons t ru i re  ?  rL  fau t  vo i r  avec  quo i  e t  avec  que l l es
- : ; n c d e s  

o n  c o n s t r u i t .  0 n  p e u t  r e g a r d e r  l . ' a x i c m a t i q u e  d e  Z e r m e L o -
r : a e n k e l -  c o m m e  u n e  c o n s t r u c t i o n  à  p a r t i r  d e  I ' e n s e m b l e  v i d e  e t  ] ' e n s e m -

: - :  c é n o m b r a b l e r n e n t  i n f i n i -  à  1 ' a i d e  d e  c e r t a i n e s  o p é r a t i o n s .  o n  p e u t

- ' : - - - - e r  a u s s i  q u e  l e  p r i n c i p e  d ' i n d u c t i o n  e s t  d o u t e u x  e t  n ' a c c e p t e r
- - =  c e s  n o m b r e s  f i n i s .  L e  c o n s t r u c t i v i s m e  e s t ,  e n  f a i t ,  c o m m e  u n e

: : :e  aa rnme spec t ra fe  de  poss ib i l : - t és  g raduées  se l -on  Ie  po in t  de  dé -

= : :  e t  l es  moyens  que  I ' on  se  donne ,  Ne  pour ra i - t -on  vo i r  i c i  un  e f -
- -  : :  ce  d fgager  1e  m in imurn  nécessa l re  pour  te t l e  ou  te l l e  théor i .e

-  - : r t i e  d ' u n e  t h é o r i - e  m a t h é m a t i . q u e  s a n s  p r é j u g e r  d e  I a  v a l e u r  o e  c e

. .  des  d i f f é rences  pa rm i  tes  i n tu i t i on i s tes  e t  ceux  qu i  son t  n roches
' = - x .  

\ ' e s t - i l -  n a s  m i e u x  d ' y  v o i r  s i r n p l e m e n t  d i f f é r e n t . e s n n s s i b i l i t é s

-  =  :nns t ruc t i ons  que  de  vou l - c i r  l ég i fé re r  e t  d i sce rne r  des  b reve ts

- :  : : : : res  e t  de  mauva i_ses  rna th r ima t ioues  ?

I 1  m e  s e m b l e  q u e  1 a  p h i l o s c p h j - e  i _ n t u j - t i o n n i s t e d e  B r n u w e r  n ' e s t

'  . ; a  j : s n e  s u Q  j e c t i f  e t  l e  r é d u c t i o n n i s m e ,  s i - r n t  s u  j e t s ,  e n  o r c r r e
' : : - ' s s a n t ,  

à  u n  g r a n d  n n m b r e  d ' r b j e c t i o n s  o u i  r e n d  r n a L a i s é  l e u r
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r é t e n t i o n .  T o u t e  p e r s o n n e  q u i -  a c c e p t e  u n e  o h i l o s o p h i e  r é a l i s t e  d e s

ne thémat iques  ne  pour ra i t  l es  accep te r .  Pa r  con t re .  t ou te  oe rsonne

r ' rême ee l1e  qu i  adhère  à  une  ph i l osoph ie  réa l i s te ,  peu t  reconna î t re

] ' i n t é r ê t  d u  c o n s t r u c t i v i s n r e  s o u s  u n e  f c r m e  o u  1 ' a u t r e .  B r o u w e r

é ta i t  i ncon tes tab lemen t  un  g rand  mathémat j - c ien  e t  l og i c ien .  Ses  t ra -

vaux  mathémat iques  e t  l og iques  on t  eu  un  g rand  écho  e t  i l s  re  mér i -

t e n t .  S a  p e n s é e  p h i l o s o p h i q u e  e s t  m a r q u é e  p a r  l a  f r a n c h i s e ,  1 a  v i -

g u e u r  e t  I a  s i n c é r i t é .  L ' a c c e n t  q u ' i I  a  m i s  s u r  I ' i n t u i t i c n  c r é a t i v e

en  oppos i t i on  à  un  fn rma l i sme à  ou t rance  e t  su r  l e  ca rac tè re  évo ]u -

t l f des  rna thémat iques  e t  de  la  l -og ique  son t  sans  aucun  oou .e  sa lu ta i -

res .  Ma is  son  j -ns i s tance  su r  1e  sub jec t l v i sme e t  l e  cons t ruc t i v i sme

à  ou t rance  ne  1e  son t  pas .  On  oeu t  comprenr l re , )u tun  ce r ta in  tempéra -

nen t  psycho log ique  po r té  ve rs  1e  sub jec t i v i sme so i t  p rop ice  à  une  ph i -

l o s o p h i e  c o n s t r u c t i v i s t e r  m a i s  o n  n e  p e u t  a d m e t t r e  q u e  l e s  d e u x  s o i e n t

ind isso lub lemen t  l - i ées  de  te l , l - e  façon  que  reconna î t re  une  va leu r  au

deux ième nÉcess i te  l a  reconna issance  du  p remie r .  r r  es t  tou jou rs  na -

v ran t  de  vo i r  une  in tu i t i on  p ro fonde  r ro r tan t  su r  une  réa l1 té  que lc r :noue ,

1es  mathémat iques  pa r  exemp le ,  qu i  pe rmet  d 'éc la i r c i r  ce t te  rÉa l i t é

s ' é r i g e r  e n  u n  m u r  i n t r a n s i g e a n t  q u i  v e u t  i n t e r d i r e  t o u t  p a s s a g e .  L e s

p h i l o s o p h i e s  r i v a l e s  d e c e l l - e  d e  B r o u w e r  s o n t  a u s s i  i n t a c t e s  q u ' e l 1 , e ;

ou  p lu tô t  I a  s ienne  es t  auss i  peu  in tac te  que  ce l l es -1à .  Les  re tonnbéee i

c h i l o s o p h i q u e s  e t  m a t h é m a t i q u e s  d e  t o u t e s  s u b s i s t e n t ,  b i e n  q u e  l i b é -

r é e s ,  d u  m o i n s  o n  p e u t  1 ' e s p é r e r ,  d e s  l i m i t e s  é t r o i t e s  d e  l - e u r  p r e m i È -

r e  d é f i n i t i o n .  E n  c e  q u i  c o n c e r n e  L ' i n t u i t i o n n i s m e r c e  q u i  s e m b l e  v i -

goureux  e t  i -mpor tan t  auJourd 'hu i  ce  son t  des  mathémat iques  cons t ruc -

t i ves  e t  l es  sys tèmes  fo rme ls  assoc iés  p lu tô t  que  le  so l i ps i - sme,

f  i d é a l i s m e  s u b j e c t i f  o u  1 e  r é d u c t i o n n i s m e  p o s i t i v i s t e .

Bé fé rences

Dans  le  tex te  chaque  ré fé rence  es t  fa i te  en  donnan t  l e  nom

d e  I ' a u t e u r  s u i v i  d u  s i g l e  p o u r  1 ' é c r i t  s a u f  p o u r  l e s  é c r i t s  o e

B r o u w e r  e t  l e s  c a s  c l a i r s  o ù  I e  n o m  n ' e s t  p a s  d o n n é .
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