JEAN-FRANCOIS DANTZER
MATHEMATIQUES
|

ANALYSE & PROBABILITES

COURS & EXERCICES CORRIGES

VUIBERT






JEAN-FRANCOIS DANTZER

MATHEMATIQUES

POUR 'AGREGATION INTERNE
ANALYSE & PROBABILITES

COURS & EXERCICES CORRIGES

VUIBERT



Fgalement aux éditions Vuibert:

Florence HUBERT & John HUBBARD,

Calcul scientjfique pour l’agrégation ) . )
Volume 1 : équations algébriques, traitement du signal et géométrie effective, 432 pages
Volume 2 : Equations différentielles et équations aux dérivées partielles, 304 pages

G.H. HARDY & E.M. WRIGHT
Introduction & la théorie des nombres,
traduction de Frangois SAUVAGEOT, introduction de Catherine GOLDSTEIN,
coédition Springer, 608 pages

Marc BRIANE & Gilles PAGES, .
Théorie de Iintégration. Cours & exercices. Licence & Master de mathématiques, 336 pages

Pierre DUGAC
Histoire de Panalyse,
préface de Jean-Pierre KAHANE, 432 pages

Claudine ROBERT & Olivier COGIs,
Théorie des graphes. Problémes, théorémes, algorithmes, 256 pages

Jean-Etienne ROMBALDI,
Interpolation & approximation. Analyse pour I’Agrégation, 384 pages

Henri ROUDIER,
Algébre linéaire. Cours & exercices, CAPES & Agrégation, 740 pages

Société mathématique de France, sous la direction de Jean-Michel KANTOR,
O1t en sont les mathématiques ? relié, 448 pages

Emmanuel TRELAT,
Contréle optimal. Théorie & application, 288 pages

... et des dizaines d’autres ouvrages de sciences et d’histoire des sciences :

www.vuibert.fr

Illustration de couverture : aquarelle de Nadine Rombaldi

Composition de ’auteur

Relecture, correction, maquette et mise en page : Sébastien Mengin
Coordination technique : Alain Luguet

Couverture : Wiademoiselle

ISBN 978 2 7117 4026 0

La loi du 11 mars 1957 n’autorisant aux termes des alinéas 2 et 3 de l'article 41, d’une part, que les « copies ou reproductions
strictement réservées a I'usage privé du copiste et non destinées a une utilisation collective » et, d’autre part, que les analyses
et les courtes citations dans un but d’exemple et d’illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale, ou partielle,
faite sans le consent t de I’ ou de ses ayants droit ou ayants cause, est illicite » (alinéa 17 de Particle 40). Cette
représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait donc une contrefagon sanctionnée par les
articles 425 et suivants du Code pénal. Des photocopies payantes peuvent étre réalisées avec I'accord de éditeur. S’adresser
au Centre frangais d’exploitation du droit de copie : 20 rue des Grands Augustins, F-75006 Paris. Tél. : 01 44 07 47 70

© Vuibert, juin 2007 — 20 rue Berbier-du-Mets, F-75647 Paris cedex 13




Table des matiéres

1. Topologie sur les espaces métriques 1
1.1 Rappels . . . . . oo e 1
1.2 Distance . . . . . . . . .. e e e 4

1.2.1 Diametre d’une partie, distance entre deux parties . . . . . 5
1.2.2 Espace métrique produit . . . . . ... ... ... ... ... 5
1.3 Norme . . . . . . . e e e 5
1.4 Produit scalaire, norme euclidienne, norme hermitienne . ... .. 7
1.4.1 Définitions . . . . . .. ... 7
142 Exemples . ... ... ... ... . ... .. 8
1.4.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz . . ... ............ 9
1.5 Topologie d’un espace métrique . . . . . ... ... ... ...... 12
1.5.1 Boule,sphere . . . ... ... ... .. ... .. .. ... 12
152 Ouverts . . . . . . i i e 12
153 Fermés. . . .. . . .. e 13
1.5.4 Adhérence, intérieur . . . . . .. ... ... ... ... 14
1.5.5 Métriqueinduite . . . . . .. ... ... oL 16

2. Suites dans un espace métrique 17
2.1 Définitions, convergence. . . . . . . . . ... ... 17
2.2 Suites dans un espace vectoriel normé . .. ............. 19
2.3 Caractérisation séquentielle . . . ... ... ... .......... 20

2.3.1 Caractérisation séquentielle des bornes supérieure et inférieure 20
2.3.2 Caractérisation séquentielle de ’adhérence . . . . . . .. .. 22
2.3.3 Caractérisation séquentielle d’un fermé . . . . . . ... ... 23
2.4 Suites extraites, sous-suites . . . . .. ... ... ... .. 24

3. Continuité et limite dans les espaces métriques 29
3.1 Continuité ponctuelle, continuité sur un espace métrique . . . . . . 29
3.2 Continuité uniforme sur un espace métrique . . . . ... ... ... 31
3.3 Limite d’'une fonctionenunpoint. . . . . . .. ... ... ..... 33

3.3.1 Continuité et limite . . .. ... ... ............ 34
3.4 Caractérisation séquentielle de la limite et de la continuité . . . . . 35
3.4.1 Caractérisation séquentielle de la limite . . ... ... ... 35
3.4.2 Caractérisation séquentielle de la continuité . . . . ... .. 37
3.5 Caractérisation topologique de la continuité . . ... ... ... .. 37
3.6 Applications & valeurs dans un espace vectoriel normé . . ... .. 38



v TABLE DES MATIERES

4. Espaces métriques complets 41

41 Définitions. . . . . . . . . .. e e e e 41

411 SuitesdeCauchy . ....................... 41

4.1.2 Espaces métriquescomplets . . . . ... ... ... ... .. 42

4.2 Exemples d’espaces métriques complets . . . .. .......... 42

4.2.1 Espaces vectoriels normés de dimension finie . ... . ... 42

4.2.2 Espace fonctionnel . . . ... ... ... ... .. ... 43

4.2.3 Partie fermée d’un espace métrique complet . . . . . . . .. 44

4.3 Propriétés des espaces métriques complets . . . . . ... ... ... 46

4.3.1 Fermésemboités . ... ... . ... ... ... ...... 46

4.3.2 Théorétme dupoint fixe . ... ... ............. 46

4.3.3 Prolongement d’une fonction uniformément continue . . . . 47

5. Espaces métriques compacts 51

5.1 Définition, exemples . . . . .. .. .. ... ... 51

5.2 Propriétés d’un espace métrique compact . . .. .......... 52

5.3 Produit d’espaces compacts . . . . ... ... oo 54
5.4 Caractérisation des compacts d’un espace vectoriel de dimension

finie muni d’'unenorme sup . . . . . . ... .o 54

5.5 Compactset continuité. . . . . ... ... ... ... ........ 55

56 Applications. . . . . . ... ... .. . .. . e 58

6. Espaces connexes 59

6.1 Définition . . ... ... ... ... . ... e 59

6.2 Connexité et continuité . ... ... e 59

6.3 Une caractérisation des connexes, applications . . . . .. ... ... 59

6.4 Les partiesconnexesde R . . . ... ... .. ... ... ..... 61

6.5 Fonctions continues sur un intervalle . . . . . ... ... ... ... 62

6.6 Connexité par arcs . . . . . . . . . vt ittt e 62

6.6.1 Applications . . ... ... .. ... 63

6.7 Homéomorphismes d’intervalles . . . . . ... ... ......... 66

6.8 Composantes Connexes . . . . . . . . v v v v it et 67

7. Suites réelles 69

7.1 Définition, structure . . . . . . . . . . ... e 69

72 CONVEIZENCE . . . . v v v v v vt e e e e e e e e e e e 69

7.2.1 Caractérisation des suites réelles convergentes . . . . . . . . 73

7.3 Suites monotones, suites adjacentes . . . . . .. ... .. ... ... 74

7.4 Limite supérieure, limite inférieure . . . ... ... ... ...... 77

7.5 Sous-groupesde (R,+) . . . . . . .. oot 79

76 Etudedelasuitecosnd (€R) . . .. .. ... ... ... 81

7.7 Moyennesde Cesaro . . .. ... .. ... ... 84

7.8 Relations de comparaisons . . . . .. ... S 87

781 LarelationO .. .... ... ... ... . ... ... .... 87

782 Larelationo ............ ... .. ... ..., 88

783 Léquivalence . . .. ... ... ... 89



TABLE DES MATIERES

8. Fonctions dérivables

8.1 Dérivation des fonctions vectorielles . . ... ............
81.1 Définition . . . ... ... .. . ...
8.1.2 Développement limité d’ordre 1 . . . . ... ... ... ...
8.1.3 Dérivée d’une fonction composée . . . . .. ... ... ...
8.1.4 Dérivées d’ordre supérieur . . . . . . . ... ... ... ...
8.1.5 Applications de classe C* par morceaux . . .........

8.2 Casou E est de dimension finie . . . .. ... ............
8.2.1 Expression de la dérivée par rapport & une base . . . . . . .
8.2.2 Arc paramétré, arc géométrique . . . . . . ... ... ...

8.3 Cas des fonctions & valeursréelles . . . . . . ... ... .......
8.3.1 Dérivée d’une application réciproque . . . . ... ... ...
8.3.2 Dérivéeen un extremum local . . . . ... ... ... ....
8.3.3 LesthéoremesdeRolle. . . . ... ... ...........
8.3.4 Le théoréme des accroissements finis . . . ... .......
8.3.5 Applications du théoréme des accroissements finis . . . . .
8.3.6 La formule de Taylor-Lagrange . . . ... ... .......

8.4 Cas des fonctions & valeursdansunev.n. . ... ..........
8.4.1 Inégalité des accroissements finis . . . ............
8.4.2 Inégalité de Taylor-Lagrange . . ... .. ..........
8.4.3 La formule de Taylor avec reste intégral (E Banach)
8.4.4 La formule de Taylor-Young . . . . ... ... ........

9. Comparaison locale ou asymptotique de fonctions
9.1 Relations de comparaison . . ... ... ... ... ... ... ..
9.1.1 Larelation O . ... ... ... ... ... ... .. ...,
9.12 Larelationo .. ... ......... ... ... .. ....
9.1.3 L’équivalence . . .. ... ... ... ... ... .. ...,
9.2 Développements asymptotiques . . . . . . . ... ... ... ...,
9.3 Développements limités . . . . ... .. ... ... .. .......
9.3.1 Définition, propriétés . . . . . . . .. ... ... ... ...
9.3.2 Développement limité et dérivation . . . . . . ... ... ..
9.3.3 Opérations sur les développements limités . . . . . ... ..

10. Suites définies par une récurrence
10.1 Définitions, exemples . . . . . . . . . .. ...
10.1.1 Suites récurrentes d’ordre 1 . . . . . .. ... ... ... ..
10.1.2 Suites récurrentes d’ordre k (k€ N*) . . . . . ... ... ..
10.2 Théoréme du point fixe pour un espace métrique complet . . . . .
10.3 Théoréme du point fixe pour un espace métrique compact . . . . .
10.4 Suites réelles récurrentes d’ordre 1 . . . . . . ... ... ... L.
10.4.1 Propriétés . . . . . . . . ... e
10.4.2 Points fixes attractifs, points fixes répulsifs . . ... .. ..
10.4.3 Exercices . . . . . . . . ..

91
91
91
91
94
96
97
98
98
100
100
100
103
104
106
107
111
112
112
114
114
115

119
120
120
120
122
124
124
124
127
128



\7 TABLE DES MATIERES
11. Vitesse et accélération de convergence de suites réelles 147
11.1 Vitesse de convergence d’une suiteréelle . . . . ... ... ... .. 147
11.1.1 Premiers exemples de vitesse de convergence . ... .. .. 148
11.1.2 Suites convergentes verse . . . . . . .. ..o oo 149
11.1.3 Suites convergentesvers 7 . . . . . . . ... ... 152
11.1.4 Suites convergentes vers un point fixe attractif . .. .. .. 153
11.2 Accélération de la convergence d'une suite . . . . . . ... ... .. 154
11.2.1 Définitions . . . . . . . . .. .. Lo 154
11.2.2 Méthode d’accélération de Richardson . . . ... ... ... 154
11.2.3 Itération de la méthode de Richardson . . . . . ... .. .. 156
11.2.4 Méthode d’accélération d’Aitken . . .. ... ... ... .. 158
12. Espaces vectoriels normés 161
12.1 Définitions . . . . . . . . . ... e 161
12.2 Comparaisons de normes . . . . . . . o v v vt vt 162
12.3 Normes équivalentes . . . . . . . ... ... ... ..., 163
12.4 Espaces vectoriels normés de dimension finie. . . . ... ... ... 164
12.4.1 Normes équivalentes en dimension finie . ........ .. 164
12.5 Applications linéaires continues . . . . . . . ... ... ... .... 167
12.5.1 Caractérisation des applications linéaires continues . ... 167
12.5.2 L’espace vectoriel normé L.(E,F) ... ... ... ..... 169
12.5.3 Exemples de normes d’applications linéaires continues . . . 173
12.6 Espaces vectoriels normés de dimension finie. . . . . ... ... .. 178
12.6.1 Applications linéaires . . . .. ... ... ... ....... 178
12.6.2 Continuité et dérivabilité des applications . . . ... .. .. 179
12.7 Formes linéaires . . . . . . .. ... . ... ... .. 180
12.8 Prolongement d’une application linéaire continue . . . ... .. .. 182
13. Intégration sur un segment 183
13.1 Introduction . . . . . ... ... . 183
1311 Lecadre . . . . . . . o v v i v i e 183
13.1.2 (Cm[a,b),E) = (Cla,b],E) + (E[a,b,E) . . ... ... .... 183
13.1.3 (&([a,b],E)) sous-espace vectoriel dense
de Cm([a, b, E)y |Illoo) « + v v v v v v o e 185
13.2 Construction de 'intégrale de Riemann sur un segment . ... . . 186
13.2.1 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment . . . . . 186
13.2.2 Propriétés de 'intégrale d’une fonction en escalier . . . . . 186
13.2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment 187
13.3 Propriétés élémentaires de I'intégrale . . . . . . ... ... ... .. 188
13.4 Calcul d’une intégrale . . ... ... ... ... ... ... . .... 190
13.4.1 Calcul & l'aide d’une primitive . ... ............ 190
13.4.2 Cas ou E est de dimension finie . . . ... .......... 191
13.4.3 Intégration par parties . . . . . . . . ... ... ... ... 192
13.4.4 Changement de variables . .. ................ 193
13.4.5 Intégrale sur une période d’une application périodique . . . 195
13.4.6 Sommesde Riemann . . . .. ................. 196

13.5

13.4.7 Exemple de somme de Riemann : La méthode des rectangles 198
Les formules de lamoyenne . . . . .. ... ............. 199



TABLE DES MATIERES Vil

14.

15.

16.

13.6 Rectification d’un arc paramétré . . ... ... ... ........ 203
13.6.1 Définition . . . . . . . . ... .. .. 203
13.6.2 Longueur d’un arc paramétré compact de classe C! . . . . . 203

13.7 Exercices . . . . . . . .. e e e e e e 205

Intégrales généralisées 213

14.1 Définition de l'intégrale généralisée . . . . . ... ... ... .... 213

14.2 Cas des fonctions positives . . . . . . . .. .. ... ... ... 218

14.3 Propriétés des intégrales généralisées . . . . . . ... ... ... .. 223
14.3.1 Criterede Cauchy . .. ... ... ... .. ......... 223
14.3.2 Intégrales absolument convergentes . . . . . ... ... ... 225
14.3.3 Régled’Abel . . . .. ... ... 226
14.3.4 Intégration par parties . . . . . . . .. .. ... ... ..., 229
14.3.5 Changement de variable . . . . . ... ... ... ...... 230
14.3.6 Comportement asymptotique . . . . ... .......... 233

Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé 237

15.1 Définitions . . . . . . . . . ... 237

15.2 Convergence des séries a termes réels positifs . . . ... ... ... 238

15.3 Convergence des séries a termesréels . . . . ... ... ....... 247

15.4 Séries a valeursdansun Banach . . . . .. ... ... ... .. ... 248
15.4.1 Criterede Cauchy . . . .. ... ... ............ 248
15.4.2 Série absolument convergente . . . . ... ... ....... 248
15.4.3 Série commutativement convergente . . ... ........ 250
15.4.4 Familles sommables . .. ... ................ 251
15.4.5 Produit de Cauchy de deux séries a valeurs dans une algébre

deBanach. .. ... ... ... .. ... ... ..., 252

15.5 Exemples d’espaces IP(R) . . . . ... ... ... ... ....... 255
15.5.1 Espaces I2(R) . . . . . o vt i it 255
15.5.2 Espaces I}(R) . . . . . . . it 257

15.6 Exercices . . . . . . . . .. e e 258

Suites de fonctions. Divers types de convergence 269

16.1 Convergence simple . . . . . . . . . . . ..t i it 269

16.2 Convergence uniforme . . . . ... .. ... ... ... 269
16.2.1 Définition . . . . . . . . . ... 269
16.2.2 Critére de Cauchy uniforme. Cas des e.v.n. complets . . . . 270
16.2.3 Propriétés des limites . . . .. ... ... .. ... ..... 271

16.3 Produit de convolution. Approximations de 'unité . ... ... .. 274
16.3.1 Produit de convolution . . . . . .. ... ........... 274
16.3.2 Approximation de 'unité . . . ... ... .......... 275
16.3.3 Théoréme de Weierstrass . . . . ... ... ......... 282

16.4 Convergences en MOYENNES . . . . « « « ¢« v o v v v v v v v v v v 283

16.5 Comparaison des différents types de convergence . ... ... ... 285



Vil

17.

18.

19.

20.

TABLE DES MATIERES

Séries de fonctions
17.1 Définition . . . . . . . . . .
17.2 Divers types de convergence d’une série de fonctions . . . ... ..
17.3 Convergence normale d’une série de fonctions . . . . ... ... ..
17.4 Propriétés des séries de fonctions

uniformément convergentes . . . . . . ... ...
17.5 Critére d’Abel uniforme . . . . . .. ... ... ... ........
17.6 Exercices . . . . . . . o v v i i it e e
17.7 La fonction zeta de Riemann . ... ... ... ...........

Séries entieres
18.1 Séries entiéres, rayon et domaine de convergence . . .. ... ...
18.2 Reégles de calcul du rayon de convergence . . . ... ........
18.3 Dérivation d’une série entiere . . . . . . .. ... ... ... .. ..
18.4 Opérations de sériesentiéres . . . . . . . ... ... ... ......
18.4.1 Somme de sériesentiéres. . . . . . . ... ... ... ..
18.4.2 Produit de Cauchy de séries entiéres . . . . . ... ... ..
18.5 Fonctions développables en série entiere . . . . ... ... ... ..
18.6 Développement en série entiere . . . . . . ... ... .. ... ...
18.6.1 D.s.e. des fonctionsusuelles . . . . ... ... ........
18.6.2 D.s.e. des fractions rationnelles . . . . . ... ... ... ..
18.6.3 D.s.e. & I'aide d’équations différentielles . . .. ... .. ..
18.7 Applications . . . . . . . . . . ...
18.7.1 Application & la combinatoire . . . . . ... ... ... ...
18.7.2 Divergence des suites trigonométriques . . . . . ... .. ..
18.7.3 Equations différentielles et séries entieres . . ... ... ..

Exponentielle dans une algebre de Banach
19.1 Définition . . . . . . . . ... e e e
19.2 L’exponentielleréelle . . . . . . ... ... ... ... ........
19.2.1 Propriétés . . . . ... ... . oo o oo
19.2.2 Application réciproque de I’exponentielle réelle . . . . . ..
19.3 L’exponentielle complexe. . . . . . . ... ... ... ........
194 Lenombre m . . . . . . . . . . e
19.5 Les fonctions cosinus et sinus . . . . ... ... ... ... ...,
19.5.1 Définition et propriétés . . . ... .. ... ... .. ....
19.5.2 Etude des fonctions cosinus et sinus . . . . .. .......
19.6 L’exponentielle de matrice . . . . . . ... ... ... . .......
19.6.1 Introduction . .. .. ... ... ... .. ... ... ...
19.6.2 Calcul d’une exponentielle de matrice . . ... ... .. ..
19.6.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre . . . . . . .

Espaces préhilbertiens

20.1 Définition d’un espace préhilbertien. . . . . . ... ... ... ...
20.1.1 Définitions . . . . . . . . . . e

20.2 Exemples . . ... ...

20.3 Propriétés . . . . . . . . ... e

20.4 Orthogonalité . . . . . . . . . . . . . .. ..

287
287
287
288

290
290
292
299

303
303
305
307
312
312
313
313
315
315
320
322
324
324
329
331

333
333
334
334
336
337
339
340
340
342
344
344
344
346

349



TABLE DES MATIERES

21.

22,

20.5 Le procédé de Gram-Schmidt . . . ... ... ... .........
20.6 Projection et symétrie orthogonale sur un sous-espace . . .. . ..
20.7 Meilleure approximation sur un sous espace vectoriel . . . . . . . .
20.8 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval . . . . ... ... ... ..
20.9 Matrice de Gram, déterminant de Gram . . . . ... ... ... ..
20.10Polynémes orthogonaux . . . .. ... ... ... ... .......
20.10.1 Polynémes de Tchebychev . . . . . .. ... .. ... ....

Séries de Fourier

L’espace préhilbertien D . . . . . . . . ... ... ...,
Propriétés de I’espace préhilbertien D . . . ... .. ... .....
Propriétés asymptotiques de la suite (cp)nez - -« -« - - . . . .
Noyaux de Dirichlet et de Féjer, approximation de 'unité . . . . .

21.1
21.2
21.3
214

21.5

21.6

Probabilités

22.1
22.2
22.3
224

22.5
22.6
22.7

22.8

22.9

214.1
21.4.2
21.4.3

Définitions, premiéres propriétés . . . . ... ... ... ..
Noyaude Féjer . . . . . ... ... ... ... ... .....
Noyau de Dirichlet . . . . . ... ... ............

Série de Fourier d'un élémentde D . . . . . . .. .. .. ... ...

21.5.1
21.5.2

Définitions . . . . . . . ... .. e
Théorémes de convergence d’une série de Fourier . . . . . .

Applications . . . . . . . . .. ... L

21.6.1
21.6.2

Sommes exactes de séries numériques convergentes . . . . .
Valeur moyenne d’une fonction périodique continue . . . . .

Tribus. Espaces probabilisables. Evénements. . . . . ........
Probabilités. Espaces probabilisés . . . . . ... ... ... .....
Probabilités sur un espace dénombrable . . . ... .. ... ....
Probabilités sur (R,B(R)) . . . . .. ... . ..

224.1
22.4.2

Probabilités discretes sur (R,B(R)) . . . .. ... ......
Probabilités continues sur (R,B(R)) ... ..........

l?robabilité conditionnelle . . .. ... ... ... ... ... ...
Evénements indépendants . . . . . ... ... ... ... . ...,
Variable aléatoireréelle . . .. ... .. ... ... .. .......

22.7.1
22.7.2

Loi d’une variable aléatoire réelle . . . . . .. ... ... ..
Variables aléatoires réelles indépendantes . . ... ... ..

Variables aléatoires réelles discrétes . . . . . . .. .. ... .. ...

22.8.1
22.8.2
22.8.3
22.84
22.8.5
22.8.6
22.8.7
22.8.8
22.89

Moments d’une variable aléatoire discrete . . . . . ... ..
Espérance, variance, covariance . . . . . . ... ... .. ..
Variables aléatoires discrétes indépendantes . . . . . . . ..
Fonction génératrice d’une variable aléatoire discrete . . . .
LoideBernoulli ................. PR
Loi binomiale . . . . ... ... ... ... ... .......
Loi uniforme discréte . . . . . . . . .. ... .
Loi géométrique . . . .. ... ... ...
LoidePoisson . . . ... ...,

Variables aléatoires réelles continues . . . .. ... .........

22.9.1
22.9.2

Moments d’une variable aléatoire continue . . . . . ... ..
Espérance, variance, covariance . . . . . . .. ... ... ..



23.

24,

TABLE DES MATIERES

22.9.3 Variables aléatoires continues indépendantes . . . . . . . . . 444
22.9.4 Loi uniforme continue . . . ... ... ... ......... 445
22.9.5 Loi exponentielle . . . . . ... .. ... ... ... ..... 446
22.9.6 Loi normale centrée réduite . . . . .. .. ... ... .... 450
22.10Inégalités . . . . . . . ... 450
22.10.1Inégalité de Markov . . . . ... ... ... ... ... ... 450
22.10.2Inégalité de Bienaymé-Tchebychev . . . . . ... ... ... 451
22.11CONVEIZENCES . .« v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e 451
22.11.1 Convergence presque SUre . . . . . . . . .. i oo v v ... 451
22.11.2 Convergence en probabilité . . . . ... ... ........ 452
22.11.3Loi des grandsnombres . . . . ... ... ... ... ... 453
22.11.4 Théoreme de Weierstrass . . . . . . . . . ... oo v v v v 454
22.11.5Grandes déviations . . . . . ... ..o L. 455
22.11.6Convergenceenloi . . . .. ... .. ... ... . . ... 460
Fonctions intégrables 465
23.1 Intégrabilité d’une fonction positive sur un intervalle . . . . . . .. 465
23.2 Intégrabilité d’une fonction . .. ... ... ... ... ... ..., 468
23.3 Exemples d’espaces LG(I) . . . . . . ..o 471
233.1 Espaces LLE(I) . . . . o oo i it 47
2332 Espaces LEZ(I) . . . .. ... 471
23.4 Théoremes de convergence . . . . . . . . .. . ..o oo 473
23.4.1 Théoréme de convergence monotone . . ... ...... .. 473
23.4.2 Théoreme de convergence dominée . . . . . ... ... ... 473
23.5 Intégrales dépendant d’un parametre . . . . . ... ... ...... 477
23.5.1 Continuité . . . . .. ... ... ... ... . ... ... 477
23.5.2 Dérivabilité . . . . ... ... .. ... 478
23.5.3 Exercices . .. . .. .. ... e 479
23.5.4 La fonction Gamma . ... .................. 482
Calcul de valeurs approchées d'une intégrale 485
24.1 Interpolation polynomiale . .. .. .. ... ... .......... 485
24.1.1 Interpolations de Lagrange et Hermite . . . . . .. ... .. 485
24.1.2 Majoration de ’erreur d’interpolation . . .. ... ... .. 487
24.2 Méthodes exactes sur R[X] . . . . .. ... ... . ... . ... 488
24.3 Méthodes élémentaires et composées . . . . . . ... ... ... .. 489
24.3.1 Méthodes élémentaires . . . . . . .. ... ... ... ..., 489
24.3.2 Méthodes composées . . . . . . . . .. .. ... 490
24.4 Méthodes des rectangles et du point miliew . .......... .. 490
24.4.1 Méthode desrectangles . . ... ............... 490
24.4.2 Méthode du point miliew . . ... ... ... ... ..... 491
24.5 Méthodes de Newton-Cotes . . . . ... ............... 492
24.5.1 Propriétés de la méthode de Newton-Cotes . . .. ... .. 492
24.5.2 Méthode des trapézes . . .. ... .. ... ... . ..... 494
24.5.3 Méthodede Simpson . . . . .. ... ............. 495
24.5.4 Méthode de Boole-Villarceau et de Weddle-Hardy . . . . . 497
24.5.5 Méthode de Newton-Cotes pour p>8 . ... ... ... .. 497

24.6

Méthodesde Gauss . . . . . . . . v v v i i i i 497



TABLE DES MATIERES XI

25.

26.

27.

24.6.1 Introduction . ... ... ... .. ... ... ... 497

24.6.2 Méthodesexactes . . . . . . . . . . . ... 498

24.6.3 Méthode de Gauss et erreur d’approximation . . ... ... 500
équations différentielles linéaires scalaires du premier ordre 501
25.1 Définitions . . . . . . . . . ... 501
25.2 Solutions de 1’équation homogene (H) . . . ... ... ... .. .. 502
25.3 Solutions de I'"équation (E) . . ... . ... ... ... ... ... 502
25.4 Problemede Cauchy . . . ............. ... ... .. 503
25.5 Equation : a(t)y’ +b(t)y=c(t) . .. .. . ... ... 503
Systémes différentiels linéaires 507
26.1 Définitions . . . . . . . . ... e 507
26.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire . . . . . .. ... ... ... 508
26.3 Solutions de ’équation homogéne (H) . . .. ...... ... ... 510
26.4 Wronskien . . . . . . . . .. ... 512
26.5 Solutions de ’équation (E) . . ... ... ... ........... 515
26.6 Systémes différentiels linéaires & coefficients constants . . . . . . . 516

26.6.1 Résolution de ’équation homogene (H) . .. ... ... .. 516

26.6.2 Résolution de 'équation (E) . ... .. ... ... ..... 517
Equations différentielles linéaires scalaires d'ordre deux 519
27.1 Définition . . . . . . . . ... 519
27.2 Systéme du premier ordre équivalent . . . .. ... ... ... ... 520
27.3 Problemede Cauchy . . . .. .. ... ... ... . ... . ..., 521
27.4 Solutions de I’équation homogene . . . . . .. ... ... ... ... 521
27.5 Résolution de I’équation homogéne . . . . .. ... ... ... ... 522

27.5.1 Recherche de solutions développables en série entiere . . . . 522

27.5.2 Cas ol l'on a une solution particuliere ne s’annulant pas sur 1523
27.6 Solutions de ’équation (E) . . .. ... ... ............ 523
27.7 Résolution de ’équation (E) . . . . ... ... ... .. ..... 524
27.8 EXErcices . . . . . . . i i i e e 524

Index 529



Avant-propos
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Chapitre 1

Topologie sur les espaces métriques

Introduction

Ce premier chapitre, ainsi que les chapitres 2 & 6, regroupe l’ensemble des
définitions et propriétés relatives aux espaces métriques utilisées dans ce livre. Les
constructions des corps R (munis de la relation d’ordre usuelle) et C sont admises :
on admet ainsi le théoréme 1.1 et le théoréme 4.2, page 42. L’importance des bornes
supérieures et inférieures m’a incité a les rappeler.

Dans ce chapitre, K représente soit R, le corps des nombres réels, soit C, le
corps des nombres complexes.

1.1 Rappels

Définition : On dit qu’une partie A de R est majorée s’il existe un réel
M vérifiant :
Vae A, a< M.

Le réel M est appelé majorant de la partie A.

Théoréme admis 1.1 Toute partie A de R, non vide et majorée, admet un
plus petit majorant appelé borne supérieure de A et noté sup A

Proposition 1.2 La borne supérieure d’une partie A, non vide et majorée de
R, est caractérisée par :

Va€e A, a<supA,
Ve>0, Jac A/ a>supA-—e.
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Cette proposition donne une caractérisation de la borne supérieure. La premiére
assertion indique que sup A est un majorant de A et la seconde indique que sup A
en est le plus petit. On notera qu’il existe une caractérisation a 'aide de suites.
On pourra lire & ce sujet la proposition 2.6, page 20.

Notation : Si A est une partie non majorée de R, on pose

sup A = +o0.

Définition : On dit qu’une partie A de R est minorée s’il existe un réel
q

m vérifiant :
Vae A, a>m.

Le réel m est appelé minorant de la partie A.

Théoréme admis 1.3 Toute partie A de R, non vide et minorée, admet un
plus grand minorant appelé borne inférieure de A et noté inf A.

Proposition 1.4 La borne inférieure d’une partie A, non vide et minorée de
R, est caractérisée par :

Va€e A, a>infA,
Ve>0, Ja€A/ a<infA+e.

Notation : Si A est une partie non minorée de R, on pose

inf A = —o0.

Définition : On dit qu’une partie de R est bornée si elle est minorée et
majorée.

Exercice 1.1 Montrer que
R** = {z € R/z > 0}.

est une partie de R minorée de borne inférieure 0.

Solution. R** est une partie minorée par 0. Soit £ un réel strictement positif. Le
réel $ est strictement positif. On a

€
5 <0+e.
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Ainsi, 0 est la borne inférieure de R**. &

On peut donc noter que inf A n’appartient pas toujours & A. Il en est de méme
pour une borne supérieure.

Définition :
1. Si la borne supérieure d’une partie A non vide et majorée appar-
tient & A, cette borne supérieure est également appelée maximum
de A et notée max A.
2. Sila borne inférieure d’une partie A non vide et minorée appartient
a A, cette borne inférieure est également appelée minimum de A
et notée min A.

Exercice 1.2 Soient A et B deux parties de R, non vides et majorées. On note
A+B={2€R; Jz€A FyeB, z=z+y}.

Montrer que A + B est une partie majorée et non vide de R et que sup(A + B) =
sup A + sup B.

Solution. Il est évident que A + B est non vide. Le réel sup A + sup B est un
majorant de A + B. En effet, considérons z un élément de A + B. Il existe z
élément de A et y élément de B tels que z =2z +y. On a

z=xz+y<supA+supB.

Vérifions que sup A + sup B est le plus petit majorant de A + B. Soit € un réel
strictement positif. Il existe un élément a de A et un élément b de B vérifiant

a>supA —e¢,

et
b>supB —e.

Le réel (a+b) est un élément de A + B vérifiant
a+b>supA+supB — 2¢.

sup A + sup B est ainsi la borne supérieure de A + B. &

Exercice 1.3 Soit f: [0,1] — [0, 1], une application croissante.
Montrer qu'il existe un réel zo appartenant a [0, 1] vérifiant f(zo) = zo. Dans ce cas,
on dit que zo est un point fixe de I'application f. On pourra introduire I'ensemble

A={z€[0,1]/f(z) = z}.
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Solution. L’ensemble A est une partie de R non vide car elle contient 0. Elle est
majorée par 1. Elle admet donc une borne supérieure que 1’on note sup A. Ce réel
appartient au segment [0;1]. En effet, le réel 0 étant élément de A et 1 étant un

majorant de A, on a
0<supA<L

L’application f étant croissante
Va€ A, a< f(a) < f(supA).
Ainsi, le réel f(sup A) est un majorant de A. On en déduit que
f(sup A) > sup A.
L’application f étant croissante, on obtient
£ [f(sup A4)] > flsup A].
Cette derniére inégalité signifie que f(sup A) est élément de A :
f(sup A) < sup A.

Le réel sup A est ainsi un point fixe.

1.2 Distance

Pour définir une distance, il suffit de considérer un ensemble. On peut remar-
quer qu’aucune loi ou structure sur ’ensemble n’est exigée.

Définition : Soit F un ensemble non vide. On appelle distance sur E
toute application

d:ExE—R?*
vérifiant :
1. Y(z,y) € E?, d(z,y)=0&z=y.
2. VY(z,y) € E?, d(z,y) =d(y,z).
3. VY(z,y,2) € E3, d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).
Le couple (E, d) est appelé espace métrique.

Exemples :
1. Sur R, l’application (z,y) — |z — y| est une distance.
2. Pour tout ensemble F, la distance d définie par

d(z,y) =0 si z=y, dz,y) =1 si z#y,

est appelée distance discréte sur E. L’espace métrique (E, d) est appelé es-
pace métrique discret.
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1.2.1 Diametre d’une partie, distance entre deux parties

Définition : Soit (E,d) un espace métrique. Si A est une partie de E
non vide, on appelle diamétre de A ’élément de [0, +o0o] défini par

6(4) = sup d(z,y).
(z,y)€A2?

On dit que A est bornée si §(A4) < +oo.
Définition : Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique.
On appelle distance entre A et B le réel

d(4, B) = inf d(z,y).

yEB
Lorsque z est un élément de E, on appelle distance de = & A, le réel

d(z,A) =d({z}, A) = ;gg d(z,y).

Remarque 1.1 Attention, on peut avoir AN B =0 et d(A, B) = 0. Il suffit pour
cela de considérer, par ezemple, dans R, le singleton {0} et R**.

1.2.2 Espace métrique produit

Proposition 1.5 On considére n espaces métriqgues (Ey,d1), - ,(En,dn)-
L’application
dprod : (B X Bz X -+ x Ep)? — Rt
((1?1,5'32,"' ,fﬂn),(yl,'yz,"‘ 1y'n)) — ImaX;e{1,...,n} di(wi,yi)
est une distance sur Fy X Eg X «-- X E,, appelée métrique produit.

1.3 Norme

Les espaces métriques sur lesquels on travaille en général en analyse sont soit
des K-espaces vectoriels tels que R, R%, R3 R” (n € N*), C, C* (n € N*), les
espaces fonctionnels. . ., soit des parties de ces ensembles : intervalle réel, cercle,
sphere. .. La structure d’espace vectoriel nous permet de définir une norme. Nous
pouvons ensuite construire, & partir de cette norme, une distance induite.
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Définition : Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. On appelle norme sur
E toute application

I.Il : E — R*
vérifiant :
1.Vze E, |z|=0&2z=0.
2. V€K, VzeE, |M|=]|N|z]
3. Y(z,y) € E?, |z +yll < llall + llyll -

Muni d’une norme, E est appelé espace vectoriel normé. (en abrégé
e.v.n.).

Exemples :

1. Dans R™, en notant z = (z1,Z2, - - Z,) un élément de R™, on a les normes
suivantes :

n
lzlls =Y lail,  llzllz =
i=1

n
Y2, lelleo = max o
=1 - -

On peut remarquer que pour n = 1, ces trois normes sont égales. C’est cette
norme qui sera utilisée sur R.

2. On considére B(R, R) ’espace vectoriel des fonctions définies sur R, bornées
et & valeurs réelles. L’application ||.||o définie par :

Vf € B[R,R), [fllo= Slelg | £ ()],
est une norme sur B(R,R)

Pour 1, on laissera au lecteur le soin de vérifier que, sur R™, les applications |.||; et
[|-lloo sont des normes. L’application ||.||z est la norme euclidienne issue du produit
scalaire indiqué dans I’exemple 1 de la section 1.4.2. page 8. Le dernier exemple
est traité, dans un cadre un peu plus général, dans ’exercice 2.1. page 21.

Proposition 1.6 Soit E est un espace vectoriel normé de norme ||.||. L’appli-
cation

Ex E—-Rt

(z,9) = llz - yll,
est une distance sur E.

La preuve de cette proposition découle des propriétés d’une norme.

Proposition 1.7 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Une partie non vide
A de FE est bornée si et seulement si il existe un réel positif M vérifiant

Ve A, |z| <M.
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Preuve.

1. Supposons qu’il existe un réel M positif vérifiant
Vz € 4, |z| <M.

Alors,
V(z,y) € A%, d(z,y) = llz -yl < llz]l + llyll < 2M.
A est donc une partie bornée de E.

2. Réciproquement, supposons A bornée. Choisissons a un élément de A. Alors,
vz e A, |z <llz—al + lla] <5(A) +[lal.-

Nous pouvons choisir le réel M = §(A) + ||al.

1.4 Produit scalaire, norme euclidienne,
norme hermitienne

Dans cette section, nous définissons le produit scalaire sur un K-espace vecto-
riel. Le produit scalaire permet de définir une norme induite. Un espace vectoriel
muni d’un produit scalaire est plus « sophistiqué » qu’un espace vectoriel normé. Il
dispose en particulier d’outils tels que I’orthogonalité, dont il est inutile de vanter
Putilité.

Attention, nous devons ici distinguer les cas K=R et K= C.

1.4.1 Définitions

Définition : Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E, toute application

<.,.> ExE—->R

étant,
1. symétrique i. e. V(z,y) € E?, <y,z>=<z,y >
2. linéaire & droite 1. e.
Y(z,y1,92) € E3,V(\p) € R? <z, dy1 + py2 >= A < 2,31 >
+u <,y >
3. positive i. e. Vz € E, <z,z>€R*
4. définiei. e. V€ E, <z,2>=0 = 2=0.

Remarque 1.2 Les propriétés 1 et 2 permettent de dire que le produit scalaire
réel est linéaire a gauche, donc bilinéaire.
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Définition : Soit F un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E, toute application

<.,..> ExE—-C

étant,
1. & symétrie hermitienne 4. e. ¥(z,y) € E?, <y,z>=<zx,y>
2. linéaire & droite 3. e.
V(z,y1,y2) € B3,V \,pu) € C2 < z,Ay1 + py2 >= A < z,1 >
+u<z,y2 >
3. positive i. e. Ve € E, <z,z >€R*
4. définiei. e. VZ € FE, <z,2>=0 = z=0.

Définition : Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé
espace préhilbertien.

Définition : On dit que deux éléments de F, z et y, sont orthogonaux
si
<zy>=0.

Remarque 1.3 Les propriétés du produit scalaire (réel ou complexe) permettent
d’écrire :
Vee E, <0,z>=<2,0>=0.

En particulier, < 0,0 >= 0.

1.4.2 Exemples

1. L’application qui, & tout couple (z,y) d’éléments de R™ (en notant z =
(z1, 225+ zpn) et y = (y1,Y2; - * - Yn), associe le réel

n
E ZiYs
i=1

est un produit scalaire sur R™.

2. Soit R[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients sur R. L’application
qui, & tout couple (P, Q) d’éléments de R[X] associe

1
| Pe)a@as,
0

est un produit scalaire sur R[X].

3. Soit C([0,1],C) le C-espace vectoriel des fonctions définies et continues sur
le segment [0, 1] & valeurs complexes. L’application qui, & tout couple (f, g)
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d’éléments de C(([0, 1], C), associe

1
/0 F@o(a)dz,

est un produit scalaire.
Preuve.
1. La preuve est évidente.

2. Les trois premiéres propriétés du produit scalaire sont évidentes & vérifier.
Prouvons la quatriéme :
Soit P est un polynéme vérifiant

1
<PP>= / P2%(z)dz = 0.
0
L’application P? étant continue et positive sur le segment [0, 1], nous avons

Vz € [0,1), P2%(z)=0.

Le polyndome P admettant une infinité de racines est le polynéme nul.

3. Cette derniére preuve simple est laissée au lecteur.

1.4.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Notation : Soit F un espace vectoriel préhilbertien. Notons (par abus pour
l'instant) pour tout élément z de E,

Izl = vV<z,2>.

Nous montrerons que cette application ||.|| est une norme sur E. Pour cela, nous
avons besoin de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Proposition 1.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace vectoriel
préhilbertien. On a

Y(z,y) € E?, |<z,y>|< |zl |yl

Il y a €égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont liés.

Preuve. Si z est nul, le résultat est évident. Supposons désormais = non nul. Nous
proposons deux preuves. La premiére, classique, est restreinte au cas réel.

1. K=R.
Considérons 1'application f définie sur R par
f: R — R*
A — Az +yl?
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En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire réel :
VAER, f(N)=<Xz+yrz+y>=N|z|®+2) <z,y > +]yl*

La fonction f est une fonction polynéme du second degré a valeurs positives.
Son discriminant simplifié est négatif. C’est-a-dire,

<,y > —z[*|ly|* < 0.

D’otu le résultat. Nous remarquons que nous avons égalité si et seulement
si le discriminant est nul, c’est-a-dire si et seulement si il existe un réel \g
vérifiant f(Ag) = 0, c’est-a-dire si et seulement si les vecteurs z et y sont
liés.

.K=RouC.

Le vecteur y peut-il se décomposer en somme d’un vecteur colinéaire & z et
d’un vecteur orthogonal & = ? Résolvons pour cela, dans (K, F), le systéme
d’inconnue (A, z)

— _ . <zy>
y= Az + 2, — y= Az + 2, PR z-—y< >|$" z,
<z,z>=0. <z,y—Ax>=0. A= ”"z'" .

On obtient une unique solution. La décomposition est donc unique. Notons
y=Ar+z2

cette décomposition. Celle-ci étant unique, les vecteurs z et y sont liés si et
seulement si le vecteur z est nul.

On a | 2
<z,y>
gl = APzl + Nl211* = |@WH-'EH2 + ll2/1?

et
2Nyli? =1 <2,y > 2+ llel?N=l? > | < z,y > 2.

ll|

On obtient I'inégalité désirée. On remarque que 1’on a une égalité si et seule-
ment si 2 est nul, c’est-a-dire si et seulement si les vecteurs z et y sont liés.

&

Proposition 1.9 Soit E un espace vectoriel préhilbertien. L’application
définie sur E d valeurs dans R par :

T /<z,x>,

est une norme appelée norme euclidienne si K = R et hermitienne si K = C.
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Preuve.
1.
V<z,z>=06<z,2>=0&2=0.
2.

VAEK, Vz€E, <A x>=+]\2<z,z>=|\N/<zx,z>
3. (a) casK=R,
V(z,y) € %, |z +yl*=<z+y,2+y>
= ||zl + 2 < z,y > +lyl?
< llell? + 2l + llyll* < (ll=ll + lyl)>.
(b) cas K=C,
V(z,y) € B, |z +yl*=<z+y,z+y>
= |lzl|* + 2R(< 2,y >) + [|y|?
<l + 2| < 2,y > |+ [lyll?
< el + 2(lzll-lyll + llyll* < (llzll + [lyl)?.

D’ou,
e +yll < llll + [lyll-

&

Exemple : La norme euclidienne associée au produit scalaire indiqué dans le
premier exemple page 8, est la norme ||.||2 indiquée en exemple page 6.

Proposition 1.10 Soit E un espace vectoriel préhilbertien. On a,

V(z,y) € E*, |z +yl* + llz — ylI* = 2 (l=I* + lly]*) -

Cette égalité est appelée identité du parallélogramme.

Exercice 1.4 Montrer que, dans les exemples de la page 6, les normes ||.||1 et |||l
ne sont pas euclidiennes.

Solution. Pour les vecteurs z = (1,0,0,--- ,0) et y = (0,1,0,--- ,0), par exemple,
I’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée. &
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1.5 Topologie d’un espace métrique

On se replace, jusqu’a la fin du chapitre, dans le cadre général des espaces
métriques. On considére (E,d) 'un d’eux.

1.5.1 Boule, sphere

Définition : Pour tout z élément de F et pour tout réel r strictement
positif, on appelle,
1. boule ouverte de centre et de rayon r, ’ensemble B(z,r) = {y €
E/d(z,y) <r},
2. boule fermée de centre z et de rayon r, 'ensemble B¢(z,r) = {y €
E/d(z,y) <r},
3. sphére de centre z et de rayon r, I’ensemble S(z,7) = {y €
E/d(x’y) = T}'

1.5.2 Ouverts

Définition : On dit qu’une partie Q2 de F est un ouvert de F si, pour
tout élément x de (2, il existe une boule ouverte de centre z incluse dans
Q.

Proposition 1.11 1. Les parties O et E sont des ouverts de E.
2. La réunion d’une famille non vide d’ouverts de E est un ouvert de E.

3. L’intersection d’une famille finie non vide d’ouverts de E est un ouvert
de E.

Preuve.

1. Pour ’ensemble vide, aucune vérification n’est & faire. Toute boule ouverte
de F est incluse dans E, donc E est un ouvert de lui-méme.

2. On considére (6;);cr, un ensemble d’ouverts de E indicés par un ensemble I
non vide. Soit = un élément de (U;er8;). I existe ig élément de I tel que z
appartienne & ’'ouvert 6;, et un réel strictement positif r, vérifiant

B(z,r) C 6;.

Donc
B(:Z?, T) C Uiejoi.
(Uierf;) est un ouvert de FE.

3. Soient n un entier strictement positif, ;,---,6,, n ouverts de E et  un
élément appartenant & leur intersection (N}, 6;). Alors,

Vie{l,.---,n},3r; >0/ B(z,r;) C6;.
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Soit
r =min{ry,--- ,7,}.
Le réel r est strictement positif et
Vie{1,---,n}, B(z,r)C B(z,r;) C6;.
D’ol
B(z,r) C Ni=10;.

(N7,0;) est donc un ouvert de E.

Exemple : Une boule ouverte de E est un ouvert de E.

Preuve. On considére B(z, ) la boule ouverte de E de centre z et de rayon r. Soit
y un élément de cette boule. Le réel (r — d(z, y)) est strictement positif. Montrons
que la boule de centre y et de rayon (r — d(z,y)) est incluse dans la boule B(z, 7).
Soit z un élément de B(y,r — d(z,y)). On a,

d(x’z) < d(:z:,y) + d(y: z) < d(:z:,y) +r- d(w’ y) =T

Ceci prouve que B(y,r —d(z,y)) est incluse dans B(z,r) et que cette derniére est
un ouvert de E. &

Remarque 1.4 Une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre un ouvert. Par

ezemple, dans R, Npen+] =2, L[= {0} n’est pas ouvert de R.

non
Voisinage
Définition : Soit z un élément de E. On dit qu’une partie V' de E est

un voisinage de z s'il existe une boule ouverte de centre z contenue dans
V.

Exemple : L’intervalle [0, 1] est un voisinage de 3.
1.5.3 Fermés
Si A est une partie de E, on notera A° son complémentaire dans E.

Définition : On dit qu’une partie F' de E est un fermé de E si F, son
complémentaire dans F, est un ouvert de F.

A noter qu'il existe une caractérisation séquentielle des fermés. (Voir section
2.3.3, page 23).
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Proposition 1.12 1. Les parties @ et E sont des fermés de E.
2. L’intersection d’une famille non vide de fermés de E est un fermé de E.

3. La réunion d’une famille finie non vide de fermés de E est un fermé de
E.

Preuve.
1. c=E et E°=0.
2. On considere (F;);er, un ensemble de fermés de E indicés par un ensemble
I non vide et leur intersection N;ecr F; :

(Nier F3)° = (Vier FY) -
Ce dernier ensemble est un ouvert de E en tant qu’union d’ouverts de E.
3. Soient n un entier strictement positif, Fi,--- , F,, n fermés de E. On a,
(U:?=1'F’iv)c = m?:lF:ic’

Cet ensemble est un ouvert de F en tant qu’intersection finie d’ouverts de
E.

&

Exemple : Une boule fermée est un fermé.

Preuve. On considére z un élément de E, r un réel strictement positif et B¢ (x,r)
la boule fermée de centre x et de rayon r. Montrons que son complémentaire dans
E est un ouvert. Soit y élément de Bf(z,7). Le réel (d(z,y) — r) est strictement
positif. Vérifions que la boule ouverte de centre y et de rayon (d(z,y) — ) est
incluse dans Bf(z,r). Soit z élément de B(y,d(z,y) —r). On a,

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) — 7,

d’ou,
d(z,z) > .

On vient de montrer que B(y, d(z,y) —r) est incluse dans B§(z, r). Cette derniére
est un ouvert de E. &

Remarque 1.5 Une union infinie de fermés peut ne pas étre un fermé. Par
ezemple, dans R, Upen«] — 00, —‘n—l] =] — 00, 0[ n'est pas fermé.

1.5.4 Adhérence, intérieur

Théoréme-définition 1.13 Soit A une partie de E. L’intersection des fermés
contenant A est un fermé appelé adhérence de A, noté A. De plus,

1. ACA.

2. A=A si et seulement si A est un fermé de E.
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Preuve. Soit A une partie de E. Notons (F;);cr ’ensemble des fermés de F
contenant A. Remarquons qu’il existe de tels fermés car E en est un. L’adhérence
de A est définie par,

A =Nyl F;.
Une intersection quelconque de fermés est un fermé,’adhérence de A est donc un
fermé de F.

1. On a,
Viel, ACE,

donc _
A C Nt F; = A
2. (a) Si A= A4, alors A est fermé car A Dest.

(b) E est inclus dans tout fermé contenant A. Donc, si A est fermé, on a
A C A. Puisque A C A, on obtient A = A.

&

Voici une caractérisation des points appartenant & ’adhérence d’une partie A de
E. 1l existe également une caractérisation séquentielle (section 2.3.2, page 22).

Proposition 1.14 Soit A une partie de E. Un élément z de E appartient &
A si et seulement si d(z,A) =0 1i. e.

Ve>0,3a € A, d(a,z)<e.

Preuve. Montrons la contraposée :
z € (A)°® & d(z,A) > 0.

1. Supposons que z appartienne a ’ouvert (Z)c. Il existe un réel strictement

positif r vérifiant _
B(z,r) C (A)°.

A étant inclus dans A, on en déduit qu’aucun élément de A n’appartient &
B(z,r). Donc

Va€ A, d(z,a)>r et d(z,A)>r>0.

2. Soit  un élément de E vérifiant d(z, A) > 0. Par simplification, notons
d(z, A) = a.
On a,
Va€ A, d(a,z) > c.

Aucun élément de A n’appartient & B(z, ), A est donc inclus dans le fermé
(B(z,@))°. A étant le plus petit fermé contenant A, on a

A C (B(z,a))".

On en déduit que z n’appartient pas & A.
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|| Définition : Une partie A de E est dite dense dans E si A=E.

Théoréme-définition 1.15 Soit A une partie de E. L’union des ouverts

o
contenus dans A est un ouvert appelé intérieur de A et noté A.

Preuve. Soit A une partie de E. On peut remarquer que ’ensemble des ouverts
de E contenus dans A est non vide car () en est un. L’intérieur de A est ainsi défini.
Une union quelconque d’ouverts est un ouvert, donc l'intérieur de A est un ouvert
de E. &

1.5.5 Meétrique induite

Proposition-définition 1.16 Soit (E,d) un espace métrique et E' une partie
non vide de E. La restriction de l’application d a la partie E' x E' permet de
définir une distance sur E' appelée distance induite.

Proposition 1.17 On considére un espace métrique (E,d) et E' une partie
non vide de E et ’espace métriqgue E' muni de la distance induite.
1. Les ouverts de E' sont les ensembles de la forme 0N E’, 0 étant un ouvert
de E.
2. Les fermés de E' sont les ensembles de la forme FNE’', F étant un fermé
de E.




Chapitre 2

Suites dans un espace métrique

2.1 Définitions, convergence

Définition : Soit (E,d) un espace métrique. On appelle suite dans F,
une application définie sur N (ou une partie de N) & valeurs dans E. Elle
est souvent notée (up)neN-

Les définitions suivantes sont données pour des suites définies sur N.

Définition : Une suite (un)nen €st
* Constante si
VneN, upy1=un,

* Stationnaire si
IpeN,Vn>p, Upt1 = Un.

* Périodique s'il existe un entier strictement positif p vérifiant,

YneN, Upip=1un.

Théoréme-définition 2.1 Soit | € E. On dit qu’une suite (up)nen converge

vers | si
Ve > 0,3Ing € N/Vn > ng, d(un,l) <e. (2.1)

Cet élément de E est unique. On 'appelle limite de la suite (up)nen. On note

lim u,=I.
n—+400

On dit que la suite (un)nen est convergente.

Remarque 2.1 Dans l’assertion (2.1), les deuz derniéres inégalités peuvent étre
strictes ou larges.
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Preuve. Montrons 'unicité de la limite d’une suite convergente. Considérons [
et I, deux éléments de E, limite d’une suite (u,)nen. Soit € un réel strictement
positif.

IngeN, Vn>ng, d(unl)<e,

In; €N, Vn>n;, d(usl)<e.

Soit ng = max(ng,n;). On a,
d(1,1') < d(l,un,) + d(un,, ') < 2e.

On en déduit que d({,!’) = 0. La limite, si elle existe est unique. &

Exemple : Soit a un nombre réel vérifiant |a| < 1. La suite réelle (u,)nen définie
par
VneN, u,=a"

est une suite convergente vers 0.
En effet, considérons un réel strictement positif e. On supposera dans un premier
temps a # 0. On a, sachant que In(|a|) est strictement négatif

Ine

a"—-0|<eenhn(la) <hesen> ———.
la” — 0| (1a) ey

On notera, pour tout réel z, E(z) la partie entiére de z et z* le réel max{z, 0}.
Choisissons ng = (E(; nl?lzl) +1))*. Nous obtenons

Vn>mng, [a"—0|<e.

La suite (un)nen est donc convergente vers 0.
Le cas a = 0 est laissé au lecteur.

|| Définition : Une suite non convergente est divergente.

|Proposition 2.2 Une suite convergente est bornée. .

Preuve. Considérons une suite (un)nen convergente vers un élément [ de E.

Définition : On dit qu’une suite (u,)nen est bornée si la partie de E,
{un/n € N}, est bornée.

ANEN, Vn>N, d(un,l) <L

Notons,
M = max{d(uo,1), - ,d(un-1),1),1}.
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Nous obtenons
Y(p,q) € N?,  d(up,uq) < d(up,l) +d(l,uy) < 2M.

La suite (u,)nen est bornée. &

2.2 Suites dans un espace vectoriel normé

Dans cette section, I’ensemble sur lequel nous travaillons est un espace vectoriel
sur K (=R ou C), donc muni d’une loi de composition interne, I’addition, et d’une
loi de composition externe, la multiplication par un scalaire (réel ou complexe).
Considérons donc (E, +,.) un espace vectoriel.

Notation : On note

A(N, E)

I’ensemble des suites & valeurs dans E.

Définition : Dans l’ensemble A(N, E), on définit

1. Une loi de composition interne notée + : la somme de deux suites
U = (Un)nen €t V = (vp)nen est la suite U + V = (up + Vn)nen

2. Une loi de composition externe notée . : le produit de la suite U
par le scalaire A est la suite A.U = (Aup)nen

Proposition 2.3 L’ensemble A(N, E), muni des lois + et . définies en 2.2,
est un espace vectoriel sur K.

On munit désormais F d’une norme ||.|| et de la métrique associée & cette norme.

Proposition 2.4 On considérel, l! deuz éléments de E et A\, N deuz scalaires.
Soient U, V deux suites & valeurs dans E convergentes respectivement vers [

etl'. Alors la suite
AU+ NV

est convergente vers
A+ XU,

Preuve. Soit € un réel strictement positif.
3n01 /VTLZ'I’LQ,”'U% _l” <§g,

Iny, /> ng,|ve =) <e.

Soit 7y = max{ng,n1}. On obtient, pour tout entier n supérieur a na,
(A +Xv) = (AN < [M[lun=EHIN | loa=Vl| < (IMF+IN)e < (AN |+1)e.

Ceci prouve la convergence de AU + X'V vers Al + \'I'. &
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Corollaire 2.5 L’ensemble des suites d valeurs dans E, convergentes pour la
norme ||.||, est un sous-espace vectoriel de (A(N, E), +,.).

2.3 Caractérisation séquentielle

Plusieurs notions ont été précédemment caractérisées a 1’aide du fameux ¢ :
borne supérieure, borne inférieure, adhérence. Dans cette section, nous donnons
une caractérisation de ces notions & 1’aide des suites. Il est important de connaitre
ces deux types de caractérisation. En effet, pour certaines résolutions d’exercices,
ou démonstrations de théorémes, il est préférable d’utiliser les epsilon, tandis
que, pour d’autres, on utilisera les suites. La section est complétée avec la ca-
ractérisation séquentielle d’une partie fermée. On verra d’autres caractérisations
séquentielles, en particulier celles de la continuité et de la limite, section 3.4, page
35.

2.3.1 Caractérisation séquentielle des bornes supérieure
et inférieure

Proposition 2.6 Soit A une partie non vide, majorée de R et M un magjorant
de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M est la borne supérieure de A.
2. 1l existe une suite d’éléments de A convergente vers M.

3. Il existe une suite croissante d’éléments de A convergente vers M.

Preuve.

1.1=3
Soit M la borne supérieure de A. Pour tout entier naturel n, choisissons un
élément a,, de A vérifiant

1
M—z—n<an§M.

Notons b, 1'élément de A défini par b, = max{ao, - - ,an}. La suite (b, )nen
est croissante et

Vn € N, M—2in<an§bn§M.

donc
IM — b < 2in
La suite (bn)nen est une suite croissante d’éléments de A convergente vers
M.
2.3=2

Evident
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3.2=1
Considérons (@, )nen, une suite d’éléments de A convergente vers M, majo-
rant de A. Soit € un réel strictement positif. Il existe un entier naturel ng
vérifiant
M —an,| <€ donc an, >M —e.

Ceci prouve que M est la borne supérieure de A.

Proposition 2.7 Soit A une partie non vide et minorée de R et m un mino-
rant de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. m est la borne inférieure de A.
2. Il existe une suite d’éléments de A convergente vers m.

8. Il existe une suite décroissante d’éléments de A convergente vers m.

Preuve. La preuve est laissée au lecteur. &

Exercice 2.1 On considére X un ensemble non vide, (E, ||.||) un espace vectoriel réel
normé et B(X, E) I'espace vectoriel des applications définies sur X 3 valeurs dans F
et bornées. Montrer que I'application ||.||co définie par :

Vi€ B(X,E), |flleo = sup ||lf(z)ll,
z€X

est une norme sur B(X, E).

Solution.

1.
flloo =0 & sup [f(z)| =0 &V € X, [f(z)] =0 f=0.

2. Soit A € R et f € B(X, E).
Vze X, [Af(@)ll = AF@) < Al fllo-

[Allflloo €st donc un majorant de {||A\f(z)||/z € X}. Montrons qu’il est
borne supérieure de cet ensemble. Il existe une suite (z,)nen d’éléments de X
telle que la suite (|| f(zn)||)nen converge vers || f||lco. La suite ([[Af(zr)])nen
converge vers ||| f|loo. Ceci prouve que |A||| flloo = sup,ex ||[Af ()|, c’est-a-

dire
IAflloo = AU flloo-
3. Soient f et g deux éléments de B(X, E). On a

Ve e X, |I(f+9) @) <l flleo + ll9lloo-
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(Iflloo + llgllco) est donc un majorant de {|| (f + g)(z)||/z € X}. La borne
supérieure étant le plus petit des majorants,

If + 9lloo < | flloo + ll9]lco-

On vient de montrer que I’application ||. ||l est une norme de I’espace vectoriel
B(X,E). &

2.3.2 Caractérisation séquentielle de 1’adhérence

Grace a la proposition 1.14 page 15, nous avons une premiére caractérisation
des points adhérents & une partie A d’un espace métrique (F,d). En voici une
caractérisation séquentielle.

Proposition 2.8 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Un
élément x de E appartient a A, l’adhérence de A, si et seulement si il existe
une suite de points de A qui converge vers .

Preuve. Soit = un élément de A. Nous savons, d’aprés la proposition 1.14. page 15,
que d(z, A) = inf,e 4 d(z,a) = 0. Soit n un entier naturel. Choisissons un élément
a, de A vérifiant,

1
d((L‘, a'n) S 2_71.

La suite (an)nen est convergente vers z.
Réciproquement, on considére un élément = de E et une suite (a,)nen d’éléments
de A convergente vers z. Alors,

Ve > 0,3ng € N/ d(an,,z) <e.

On en déduit que d(z, A) = 0 et que = est un élément de A. &

Corollaire 2.9 Soit A une partie de R non vide.

1. Si A est majorée alors .
supA € A,

2. Si A est minorée alors

inf A € A.

Preuve. Il suffit d’utiliser les propositions 2.6 et 2.8. &

Exercice 2.2 1. On considére E un espace vectoriel normé, z un élément de F et
r un réel strictement positif. Montrer que
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2. Montrer que cette propriété n'est pas toujours vraie si I'on se place dans un
espace métrique.

Solution.

1. On a B(z,r) C Bf(z,r) car Bf(z,r) est un fermé contenant B(z,r), donc
son adhérence. Montrons I'inclusion inverse. Soit y un élément de By(z,).
La suite (yn)nen+, définie par

1
Vn >0, yn::v+(1—ﬁ)(y—x)

est une suite d’éléments de B(z,r) convergente vers y. Donc y appartient
a B(z,r). Nous avons prouvé que Bf(z,r) C B(z,r). La double inclusion
étant démontrée,

B(z,r) = Bf(z,r).

2. Considérons un ensemble E, contenant au moins deux éléments, muni de
la distance discréte (voir exemple 2 page 4). Soit z un élément de E. Nous

avons
B(z,1) = {z}.

On remarque que {z} est un fermé de E, car {z} = By(z, 1). Donc

{z} = B(z,1) = B(z, 1).

Bf(.’L', 1) =FE.

2.3.3 Caractérisation séquentielle d’un fermé

Proposition 2.10 Une partie F' d’un espace métrique (E,d) est fermée si et
seulement si toute suite de points de F' convergente, converge vers un élément
de F.

Preuve. Considérons F' une partie fermée de E et (f,)nen une suite d’éléments
de F convergente vers un élément de E noté [. D’apres la proposition 2.8, page
22. | est un élément de F. F étant fermé, on a F' = F. D’ou1 | est élément de F.

Réciproquement, on considére une partie F' de FE, telle que toute suite de points
de F convergente, converge vers un élément de F. Montrons que F est fermé,
c’est-d-dire F' = F. Soit  un élément de F. Nous savons, d’apres la proposition
précédente, qu'il existe une suite (fn)nen d’éléments de F' convergente vers z.
D’aprés notre hypothese, z est élément de F. Dot F C F. L'inclusion inverse
étant toujours vérifiée, on a F = F. &
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2.4 Suites extraites, sous-suites

Définition :Soient (F, d) un espace métrique et (U, )nen une suite de E.
On dit que (v, )nen €st une suite extraite (ou une sous-suite) de (un)nen
s’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante vérifiant

VneN, vn=uym)-

Exemple : Soit (un)nen, une suite d’éléments de E. Les suites (Ugn+1)neN,
(u3n)neN; (¥n2)nen. - - sont des suites extraites de la suite (up)nen.

Remarque 2.2 On peut vérifier par une récurrence immédiate que
VneN, ¢(n)>n.

Cette propriété sera utilisée dans plusieurs preuves.

Proposition 2.11 $i une suite (un)nen de E converge vers un élément l, alors
toute suite extraite de (un)nen converge versl.

Preuve. On considére une suite (u,)nen de E convergente vers un élément ! de
E et une application ¢ : N — N strictement croissante. Soit € un réel strictement
positif.

dNeN, Vn>N, d(upl)<e.

On a,
Vn >N, ¢(n)>n>N.

On déduit que
Vn > N, d(u,,,(n),l) <Eg,

puis que la suite (u,(n))nen €st convergente vers . &

Définition : Soit (un)nen une suite & valeurs dans E. On dit qu’un
élément a de F est valeur d’adhérence de la suite (un)nen 8'il est limite
d’une suite extraite de (upn)nen-
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Exemples :
1. On considére la suite de réels (uy)nen définie par,

1
= (— n _—
VneN, u,=(-1) (l+n+1)'

Les réels 1 et (-1) sont valeurs d’adhérence de la suite (up)nen car la suite
(u2n)nen est convergente vers 1 et la suite (ugn+1)nen vers (-1).

2. L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cosn)nen est le segment
[=1;1]. Pour la preuve, on pourra voir I’exercice 7.8 page 82.

Proposition 2.12 Une suite convergente admet ezactement une wvaleur
d’adhérence.

La preuve est immédiate d’apres la proposition 2.11.

Remarque 2.3 La réciproque est fausse. Il suffit de considérer la suite de réels
((n)=V")en admettant 0 comme seule valeur d’adhérence. Elle est divergente car

non magjorée.

Exercice 2.3 On considére une suite (u5)men) a valeurs dans un espace métrique
(E,d).
1. On suppose que les deux sous-suites (u2n)(nen) €t (U2n+1)(nen) SONt conver-
gentes. A quelle condition la suite (un)(nen) est-elle convergente?

2. On suppose que les trois sous-suites (Uzn)mnen): (U2n+1)(neN) €t (U3n)(nen)
sont convergentes. Montrer que la suite (4, )nen) est convergente.

Solution.

1. Notons [ la limite de la suite (u2n)(nen) €t I’ la limite de la suite (u2n+1)(neN)-
Montrons que la suite (un)nen) est convergente si et seulement si I =1’

(a) Supposons [ =1'.
Soit € un réel strictement positif. Alors,

Ing €N, Vn > ng,d(uzs,!) <e,
In; €N, Vn > ni,d(uznt1,l) <e.
Soit ng = max (2ng,2n; + 1). On a
Vn > ng, d(un,l)<e.

La suite (un)(nen) est donc convergente, de limite I.

(b) Sil# U, la suite (un)nen) admet au moins deux valeurs d’adhérence
distinctes. Elle ne peut converger.
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2. Notons ! la limite de la suite (u2s)(nen), !’ la limite de la suite (u2n+1)(nen)
et I la limite de la suite (u3n)(nen)-
La suite (ugn)(nen) €st une suite extraite des suites convergentes (uzn)(nen)
et (u3n)(nen)- Elle est donc convergente et,

{ limn_,+°° Ugn = hmn—>+oo U2n = l’

limn_.,+°o Ugn = limn._.+°° Ugn = .

D’ou1 [ =1". De méme, la suite (ugn+3)(nen) €st une suite extraite des suites
convergentes (u3n)(neN) €t(U2n+1)(neN), donc

{ limp,—, 400 Ugn+3 = liMp— 400 Ugn = ",

. . ,
limp, 400 Uen4+3 = liMp s 400 U2ny1 = 1.

D’ou I"” = I'. Les suites (u2n)(neN) €t (Uzn+1)(neN) @yant méme limite, la
suite (un)(nen) €st convergente.

&

Exercice 2.4 Montrer qu'une suite périodique et convergente est constante.

Solution. On considére une suite (un)men) convergente vers un élément [ et
périodique de période p, ol p est un entier strictement positif.

Soit k un entier naturel. Montrons que ux = . Toute suite extraite de la suite
(un)(nen) est convergente vers | et en particulier la suite extraite (u(k4pn))(nen)-
Cette suite est constante de valeur commune ug. Donc ux = . On en déduit que

VkeN, u,=L
)

Voici une caractérisation de ’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite.
Cette propriété sera utilisée par exemple pour déterminer, suivant les valeurs du
réel 6, 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos nf),en (Exercice 7.8 page
82).

Proposition 2.13 Soient (E,d) un espace métrique et (un)neN une suite
définie sur E. On note, pour tout entier naturel p, A, la partie de E définie
par

Ap = {un;n 2 p} = {up, Up41,--- }.

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (un)nen est

VA = npeNA_p.
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Preuve. Considérons [ une valeur d’adhérence de la suite.

Il existe (uy(n))(men) une suite extraite convergente vers . Considérons un entier
naturel p. La suite (Uy(n+p))(neN) €st une suite extraite de la suite (Uy(n))(nen)-
Elle est convergente vers [. De plus,

VneN, ¢(n+p)>n+p>p.

La suite (%y(n+p))(neN) €st une suite d’éléments de A,. D’aprés la proposition 2.8
page 22, la limite ! appartient & A_p. On en déduit que

le ﬂpeNA—p.

Réciproquement, considérons [ appartenant a ﬂpeNA_p. Construisons par récurrence
une application ¢ : N — N strictement croissante, telle que la suite extraite
(%4 (n)) (neN) SOit convergente vers I. On détermine cette application ¢, d’une part
par son premier terme

©(0) = min{m € N/d(l,un,) <1}

(remarquons que {m € N/d(l,un,) < 1} est non vide car d(l, Ag) = 0 (proposition
1.14, page 15))
et, d’autre part, par la relation de récurrence :

o(n+1) = min{m > p(n) + 1/d(l, um) < 2n—1+1}.

Remarquons, comme précédemment, que {m > ¢(n)+1/d(l,um) < 541} est non
vide puisque d(l, A(y(n)+1)) = 0.
L’application ¢ : N — N ainsi construite est strictement croissante. De plus,

1
Vn €N, d(u‘,,(n),l) < on

La suite (uy(n))(nen) converge vers l. L’élément [ est donc une valeur d’adhérence
de (un)n€N~ &

Exercice 2.5 On consideére une suite périodique a valeurs dans un espace métrique
(E,d). Montrer que I'ensemble de ses valeurs d'adhérence est égal 3 son ensemble
image.

Solution. Notons ¢ la période de cette suite. L’ensemble image est
{UQ,’U,]_, e ,Uq_l}-

En reprenant les notations de la proposition 2.13, nous avons, pour tout entier
naturel p,
Ap = {up)up+17 e 1u'p+q—1} = {UO,U1, Tt ,Uq_l}.
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Ces ensembles étant des parties fermées de F,
VpeN, A, ={uo,u1, - ,uq-1}.
Ainsi, ’ensemble des valeurs d’adhérence et égal &

n;-:?]A_p = {UOaula tee )uq—1}~



Chapitre 3

Continuité et limite
dans les espaces métriques

3.1 Continuité ponctuelle, continuité
sur un espace métrique

Définition : Soient (E, d) et (E’,d’) deux espaces métriques, f : E — E’
une application et a un élément de F. On dit que f est continue en a si

Ve>0,3a>0 Vz€E, d(z,a)<a=d(f(z),f(a)<e.

Remarque 3.1 Les deuz derniéres inégalités peuvent étre strictes ou larges. Il en
sera de méme pour les définitions données dans les sections 3.2 et 3.3.

Exemple : On considére f 'application définie sur Rt par

f: Rt =Rt
z — /T
Soit a un réel strictement positif. Montrons que f est continue en a. On a,
z —a |z — af
vz e Rt - _ | < .

Pour un réel ¢ strictement positif fixé, on peut choisir & = €/a. L’application est
ainsi continue en a.
Je laisse le soin au lecteur de montrer que ’application f est continue en 0.
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Définition :Soient (F,d) et (E’,d') deux espaces métriques, f : £ — E’
une application. On dit que f est continue sur E si f est continue en
tout point de E.

Exemple : L’application f définie dans 'exemple précédent est continue sur Rt.

Définition : Soient (E,d), (E’,d') deux espaces métriques et une ap-
plication f : E — E’. On dit que f est un homéomorphisme si f est
bijective, continue et si f~! est continue. On dit alors que (E,d) et
(E',d’) sont homéomorphes.

Exercice 3.1 On considére la fonction f définie sur R* par
" 1
VreR ) f(.’E) = E

Montrer que f est continue sur R*.

Solution. Soit @ un réel non nul. Montrons que f est continue en ce point. On
considere € un réel strictement positif. Prenons

. (|a] ea?
a = min{ 55 }
Soit  un réel vérifiant |z — a| < a. L’inégalité

la| < |2] + |a — |

entraine
lz| > |a| — |z —a] > %.
Ainsi,
VzeR*, |z—a|l<a= E _é = |$|a;;|al < 2|:z;a;a,|
L’application f est continue en tout point a de R* donc sur R*. &

Remarque 3.2 On remarque que dans l’exercice précédent, pour chaque réel
strictement positif €, le réel o proposé dépend de la valeur du réel a. Lorsque
Uon fait l’étude de la continuité d’une application définie sur un espace métrique
(E,d), si, pour chaque €, le choiz de o peut étre indépendant de l’élément de E
choisi, on dit que la fonction est uniformément continue sur E. Voici la définition
dans la section suivante.



3.2. CONTINUITE UNIFORME SUR UN ESPACE METRIQUE 31

3.2 Continuité uniforme sur un espace métrique

Définition : Une application f : (E,d) — (E',d') est uniformément
continue sur E si

Ve > 0,3a > 0,VY(z,y) € E?, d(z,y) <a=d(f(z),f(y) <e.

Voici une catégorie importante de fonctions uniformément continues : les fonc-
tions lipschitziennes.

Définition :
1. Soit k € R**. On dit que f : (E,d) — (E’',d’) est k-lipschitzienne
si
V(z,y) € E?, d'(f(2), f(y) < kd(z,y).

2. On dit que f est contractante si f est k-lipschitzienne, avec k < 1.

Exemple : On peut vérifier, grace a I'inégalité des accroissements finis, que toute
fonction définie sur un intervalle I, & valeurs réelles, dérivable sur I et de dérivée
bornée sur I, est lipschitzienne sur I.

Proposition 3.1 Une application définie sur E, lipschitzienne, est uni-
formément continue sur E.

Preuve. Pour un réel strictement positif donné ¢, il suffit de choisir a = £. &

Exercice 3.2 Soit (F,d) un espace métrique et a un élément de E. Montrer que
I'application f définie sur E par

f: E — Rt

z +— d(a,z)

est une application lipschitzienne de rapport 1.

Solution. Soient z et y deux éléments de E. D’apres 'inégalité triangulaire,
d(a,z) < d(a,y) + d(y, z),

d’ou,
d(a’ 117) - d(a, y) < d(ya :ll)
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De méme, on a,
d(a,y) < d(a,z) +d(z,y)

d’ot,
—d(z,y) < d(a,z) — d(a,y).

Le réel d(z,y) étant positif, on en déduit
|d(a,:1:) - d(a1 y)' < d($1 y)

L’application f est lipschitzienne de rapport 1. &

Proposition 3.2 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. L’application

E - R*

z ||z

est lipschitzienne de rapport 1 donc uniformément continue sur E.

Preuve. Il suffit d’utiliser le résultat précédent en prenant a = 0. &

Exercice 3.3 On considére (E, d) un espace métrique et I'espace E X E muni de la
métrique produit (proposition 1.5 page 5) que I'on notera d,oq4. Montrer que I'appli-
cation g définie sur E x E par

g: ExE — Rt
(z,y) — d(z,9).

est une application lipschitzienne.

Solution. Soient (z,y) et (z/,y’') deux éléments de E x E. Nous avons
d(z,y) < d(z,2') + d(z',y) +d(¥',v).

Ainsi,
d(.’L‘, y) - d(xl1y,) < d(:E’ xl) + d(yl)y)

De méme,
d(:z:',y’) - d(.’l),y) < d(m’ml) + d(y,ay)

On en déduit que
|d(z,y) — d(z',y")| < d(z,2") +d(v',y) < 2.dproa((z,v), (', 1))

L’application g est lipschitzienne de rapport 2. &
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Exercice 3.4 On considere (E,d), (E',d’) deux espaces métriques et f une applica-
tion définie et continue sur F, & valeurs dans E’. On considére également |'espace
E x E muni de la métrique produit (proposition 1.5 page 5) que I'on notera dproq.
Montrer que I'application h, définie sur E x E par

h: ExE — Rt
(zy) +— d(f(z), f(¥))-

est une application continue sur E x E.

Solution. On consideére (zg, yo) un élément de E x E. Montrons que h est continue
en (2o, Yo). Pour tout couple (z,y) de E, nous avons

d'(f(zo), f(0)) < d'(f(0), f(=)) +d'(f(z), f(¥)) +d'(f(¥), f(y0))-
Ainsi,
d'(f(z0), f(0)) — d'(f(z), f(¥)) < d'(f(zo), f(z)) + &' (f(y), f(¥0))-

De méme,

d'(f(=), f(y)) — d'(f(z0), f(0)) < d'(f(zo), f(2)) + &' (f (), f(%0))-

On en déduit que

|d'(f (o), £ (v0)) — d'(f(2), FW))| < d'(f(z0), £(=)) + d'(£(¥), £ (%0))-

Soit € un réel strictement positif. L’application f étant continue en zo et yp, il
existe deux réels strictement positifs a,, et oy, vérifiant

Vz € E, d(z0,z) < oz, = d'(f(z0), f(z)) <,

Yy € E, d(yo,y) < oy, = d'(f(v0), f(¥)) <e.

On définit le réel strictement positif o par ap = min{og,, oy, }. Ainsi,

V(z,y) € EXE,  doo((20,0): (2,9)) < a0 = |d'(f(20), £ (30)) — d'(f (@), f(¥))] < 2.

On en conclut que h est continue en (zo,yo), puis sur F x E. &

3.3 Limite d’une fonction en un point

Nous savons que I’étude de la continuité d’une fonction peut s’effectuer en tout
point de son ensemble de définition. Nous allons voir, dans cette section, que I’étude
de l'existence d’une limite d’une fonction peut s’effectuer non seulement en tout
point de ’ensemble de définition mais, également, en tout point de son adhérence.
Par exemple, si une fonction f est définie sur un intervalle ]a,b[, 'étude de la
continuité se fait en chaque point de ]a, b[. En revanche, on peut étudier ’existence
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d’une limite en chaque point de 'adhérence de l'intervalle ]a, b[, c’est-a-dire sur le
segment [a, b].

Définition : Soient (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques, A une
partie de E et f : A — E’' une application. On considére o un élément
de F appartenant & ’adhérence de A et [ un élément de E’. On dit que
f admet ! pour limite lorsque z tend vers zg si

Ve >0,3a>0 Vz €A, d(zoz)<a=d(f(z)l)<e.

Proposition 3.3 Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques, A une par-
tie de E et f : A — E’' une application. On considére o un élément de E
appartenant & l’adhérence de A. Si Uapplication f admet une limite en zo,
celle-ci est unique et on la note

lim f(x).

T— T

Preuve. Supposons que ! et I’ deux éléments de E’ soient limite de ’application
f en un point g adhérent & la partie A. Soit € un réel strictement positif. D’apres
la définition de la limite, on peut trouver deux réels strictement positifs a; et as
vérifiant,

Vz e A, d(zo,z) <oy =d(f(z),lh) <k,

Vz € A, d(zo,2) < az = d'(f(z),l2) <e.

Considérons un élément a de A vérifiant d(zo,a) < min{a;, az}. Il existe un tel
élément car zo étant adhérent & A, on a d(zo, A) = 0. Nous obtenons,

d'(l1,l2) < d'(lh, f(a)) + d'(f(a),l2) < 2.

On en déduit que d(I,!') = 0 et 'unicité de la limite. &

3.3.1 Continuité et limite

Proposition 3.4 Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques, f : E — E'
une application et a un élément de E. L’application f est continue en a si et
seulement si f admet une limite en a. On a alors

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Preuve. Supposons que f admette en a une limite notée I(€ E’). D’apres la
définition de la limite

Ve>0,3a>0 VzeE, d(a,z)<a=d(f(z)])<e.
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a étant un élément de E ’ensemble de définition et d(a,a) étant nul, on obtient
Ve >0, d'(f(a),l)<e.

On en déduit que
l= f(a).

En remplagant [ par f(a), on obtient
Ve>0,3a>0 VzekE, d(a,z)<a=d(f(z),f(a))<e.

L’application f est ainsi continue en a.
La réciproque est évidente. &

3.4 Caractérisation séquentielle de la limite
et de la continuité

3.4.1 Caractérisation séquentielle de la limite

Cette proposition, comme la proposition 3.7, sont importantes. Elles indiquent
que, pour tout probleme de limite ou de continuité, on peut travailler, soit avec
les €, soit avec les suites.

Proposition 3.5 Soient (E,d) et (E',d') deuz espaces métriques, A une par-
tiede E et f : A — E' une application. On considére xo un élément de E
appartenant & l’adhérence de A et | un élément de E'. L’application f admet
pour limite l lorsque x tend vers zq si et seulement si pour toute suite (an)neN
d’éléments de A convergente vers xo, la suite (f(an))nen converge vers l.

Preuve.

1. Supposons que f admette [ pour limite lorsque z tend vers zg.
On considere une suite (a,),en d’éléments de A convergente vers zo. Mon-
trons que la suite (f(an))nen est convergente vers l. Soit € un réel strictement
positif :
3a>0, Vre A, d(z,20)<a=d(f(z)l)<e.

La suite (an)nen étant convergente vers o,
dng € N/ Vn>ng, d(an,z0)<c.

On en déduit que
Vn>no, d'(f(an),!) <e.

La suite (f(an))nen converge vers [.

2. Supposons que f n’admette pas | pour limite lorsque z tend vers zo.
C’est-a-dire,

Je>0,Va>0,3z € A/ d(zo,z)<a et d'(f(a),l)>e.



36 CONTINUITE ET LIMITE DANS LES ESPACES METRIQUES
Pour tout entier naturel n, choisissons un élément a,, de A vérifiant
1
d(zo,an) < on et d'(1, f(an)) > &

On vient de construire une suite (a,)nen d’éléments de A convergente vers
Zo, mais la suite (f(an))nen ne converge pas vers . Ce qui termine la preuve.

&

Exercice 3.5 On considere |'application f définie sur R* par
Vz e R*, f(z)=cos (%) .

Montrer que cette application n'admet pas de limite en 0.

Solution. La suite (;=)nen+ est une suite convergente vers 0. Or
1
N, f(=—) = (-1)™.
VaeN', f() = (1)

La suite (f(-1-))nen- est divergente. On en déduit que 'application f n’admet pas
de limite en 0. &

Proposition 3.6 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques, A une par-
tiede FE et f : A — E' une application. On considére o un élément de E
appartenant & l’adhérence de A. Si pour toute suite (an)nen d’éléments de A
convergente vers To, la suite (f(an))nen est convergente, alors lapplication f
admet une limite lorsque x tend vers xg.

Preuve. Considérons une suite (a,)nen d’éléments de A convergente vers zo. Soit
I la limite de la suite (f(an))nen :

WD, flam) =1

Montrons que, pour toute suite (a,)nen d’éléments de A convergente vers zo, la
suite (f(a;,))nen converge également vers I. Par hypothése, nous savons que la
suite (f(al,))nen est convergente. Notons I’ sa limite :

: N o
Montrons que ! = I'. Construisons pour cela la suite (b,)nen d’élements de A de
la fagon suivante,
b2n = an,

Vn €N, {

— !
bon+1 = ay,.
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D’aprés lexercice 2.3, page 25, la suite (b, )ren est convergente vers zo. La suite
(f(br))nen est donc convergente vers un élément de E’ que ’on note lp. Les suites
(f(an))nen et (f(a7,))nen étant des suites extraites de la suite (f(bn))nen, elles
sont convergentes vers ;. Nous obtenons,

l= ly,
U'=1.

D’ou I =I'. Nous avons montré en utilisant la proposition 3.5 que 1’application f
admet [ pour limite en ;. &

3.4.2 Caractérisation séquentielle de la continuité

Proposition 3.7 Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques et f : E —
E’' une application. On considére a un élément de E. L’application f est conti-
nue en a si et seulement si pour toute suite (an)nen de E convergente vers a,
la suite (f(an))nen converge vers f(a).

Preuve. Il suffit d’appliquer les propositions 3.4 et 3.5. &

3.5 Caractérisation topologique de la continuité

Définition : Soit f : E — E’ une application et A une partie de E’. On
appelle image réciproque par f de A, notée f~1(A), 'ensemble

fH(A) = {z € E/f(z) € A}.

Proposition 3.8 Soit f : (E,d) — (E',d') une application; Les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E.

2. Pour tout ouvert 6 de E', f~1(6) est un ouvert de E.

3. Pour tout fermé F de E', f~1(F)est un fermé de E.

Preuve. On notera B les boules ouvertes de 1'espace métrique (E,d) et B’ celles
de I'espace métrique (E’,d')

1.1=2
On considére 6 un ouvert de E’. Soit z un élément de f~*(0). f(z) étant un
élément de 6, il existe un réel r strictement positif tel que

B'(f(z),r) Cé.
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L’application f étant continue en z, il existe un réel a strictement positif

vérifiant
Vy€E, d(z,y) <a=d(f(z),f(y)<r

On en déduit que
f(B(z,a)) C B'(f(z),r) C 6.

et
B(z,a) C £71(8).

Cette derniére partie est ainsi un ouvert de E.

2.2=1
Considérons un élément a de E et montrons que f est continue en a. Soit
€ un réel strictement positif. La boule B’(f(a),€) est un ouvert de E', donc
F7YB'(f(a),€)] est un ouvert de E contenant a. Il existe un réel « stricte-
ment positif tel que

B(a,a) C f71[B'(f(a),e)].

On en déduit que
Vz € B(a,a), f(z) € B'(f(a),e).

Ainsi,
Ve E, d(a,z) <a=d(f(a), f(z)) <e.
On en déduit que f est continue en a, puis sur E.
3.2&3

Il suffit d’utiliser les complémentaires puisque, si A est une partie de E’, on
a

1A = (714

Corollaire 3.9 Soient (E,d), (E',d') et (E",d") trois espaces métriques et
deuz applications f : E - E' et g: E' — E". Si f est continue sur E et g est
continue sur E' alors lapplication g o f est continue sur E.

3.6 Applications a valeurs dans un espace
vectoriel normé

Dans cette section, on considére (A, d) un espace métrique, (F,+,.) un espace
vectoriel sur K(= R ou C) et A’ une partie non vide de A.

Notation : On note
A(AE)

N

P’ensemble des applications définies sur A’ & valeurs dans E.
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Définition : Dans ’ensemble A(A’, E), on définit
1. Une loi de composition interne notée + : pour tout couple (f,g)
de A(A',E), on définit (f + g), I’élément de A(A’, E) par :
Vze A, (f+9)(z)=f(z)+9(z).

2. Une loi de composition externe, notée . : pour tout élément f de
A(A’,E) et tout scalaire A, on définit Af, 'élément de A(A', E)
par :

Ve e A, Af(z)=\f(z).

Proposition 3.10 L’ensemble A(A’, E) muni des lois + et . est un espace
vectoriel sur K.

On munit désormais FE d’une norme.

Proposition 3.11 On considére (A, d) un espace métrique, (E, ||.||) un espace
vectoriel normé, A’ une partie non vide de A et a un élément de A adhérent a
A'. Si f et g sont deuz applications définies sur A’ & valeurs dans E admettant
une limite en a, alors pour tous scalaires \ et X, lapplication A\f + N'g admet

Alim f + X limg

pour limite en a.

Preuve. Soit € un réel strictement positif.

Jap >0, /Nze A, d(z,a)<a=|f(z)— lignf” <e,

Ja; >0, /Nze A, d(z,a)<a;=|g(z)-limg| <e,

Soit az = min{ap, @;}. On obtient, pour tout élément = de A’ vérifiant d(z,a) <
g,

I(Af(2) + XNg(2)) — (Mlim f + N'lim g) || < [A|[|f (=) — lim f[| + [X'].[lg(z) — lim g]|

< AL+ IXDe < (IA[+ X[+ e

Ceci prouve que l'application (Af + X'g) admet pour limite (Alim, f + X\ lim, g)
lorsque z tend vers a. L)

Corollaire 3.12 L’ensemble des applications définies sur A’, a valeurs dans
E, admettant une limite en a est un sous-espace vectoriel de (A(A', E),+,.).

Corollaire 3.13 L’ensemble des applications définies sur A, d valeurs dans
E, continues en un point a de A est un sous-espace vectoriel de (A(A, E),+,.).
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Corollaire 3.14 L’ensemble des applications continues sur A a valeurs dans
E est un sous-espace vectoriel de (A(A, E),+,.).

Exercice 3.6 Soient f et g deux applications définies et continues sur R a valeurs
réelles.

1. Montrer que I'application |f| est continue sur R.
2. Montrer que les applications max(f, g) et min(f, g) sont continues sur R.

Solution.

1. L’application valeur absolue est continue sur R, d’apres la proposition 3.2
page 32. L’application | f| est continue comme composée de deux applications
continues.

2. On obtient le résultat en remarquant que

max(f, g) = f—+g—;|f—_g|, min(f, g) = f_+9_‘2|L‘_gl'

Exercice 3.7 Soit f une application définie sur R et a valeurs réelles. On appelle
épigraphe de f, noté &, I'ensemble

Er ={(z,y) €R?, [y > f(z).}

Montrer que si I'application f est continue sur R, son épigraphe est une partie fermée
de R2.

Solution. Soit g ’application définie sur R? par

g: R — R
(z,9) — y-f(2)

L’application g est continue sur R2. On en déduit que
& =97 (RY)

est une partie fermée de R2. &



Chapitre 4

Espaces métriques complets

4.1 Définitions
4.1.1 Suites de Cauchy

Définition : Soient (E,d) un espace métrique et (u,)nen une suite de
points de E. On dit que (un)nen est une suite de Cauchy si

Ve >0,3N €N, Vp>N,Vg>N, d(upuq) <Ee.

Proposition 4.1 1. Une suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Une suite de Cauchy est bornée.

Preuve.

1. On considére une suite (un)ren convergente vers [, élément de E. Soit € un
réel strictement positif. Il existe un entier positif N vérifiant

Yn >N, d(un,l)<e.

D’ot,
Vp> N,Yg> N, d(up,uq) < d(up,l)+d(l,ug) < 2e.

La suite (un)nen €st une suite de Cauchy.

2. On considére une suite (u,)nen de Cauchy. Il existe un entier naturel N tel
que,
Vp > N,Vg> N, d(up,ug) <1

Notons,
M = max{d(uo,uN), cee ,d(’U,(N_l),'U,N), 1}.
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Nous obtenons
V(p, Q) € sz d(up"“q) S d(upa UN) + d(UNauq) S 2M

La suite (un)nen est ainsi bornée.

4.1.2 Espaces métriques complets

Définition : On dit qu’un espace métrique (F,d) est complet si toute
suite de Cauchy est convergente.

4.2 Exemples d’espaces métriques complets

4.2.1 Espaces vectoriels normés de dimension finie

On admettra que R, muni de la norme usuelle, est complet.

Théoréme admis 4.2 R muni de la norme usuelle est un espace métrique
complet.

Ce pavé étant admis, on pourra en déduire

}Proposition 4.3 Les espaces RP (p € N*) munis de la norme ||.||o sont com-I
plets.

Preuve. On considére dans R? muni de la norme ||.||0, une suite de Cauchy notée
(OXn)neN = ((%1,n,T2,n,*** » Tpn))pen- Montrons que cette suite est convergente.
na

Vk e {1,---p},V(n,m) € N2, |Zk,n — Zkem| < | Xn — Xmlloo-

La suite (X,,)nen étant de Cauchy, on en déduit que pour tout entier k compris
entre 1 et p, la suite réelle (zx,n)nen est une suite de Cauchy, donc convergente
vers un réel l. Montrons que la suite (X,),en converge vers L = (I3, 1z, ,1p).
Soit € un réel strictement positif. Pour tout entier k£ compris entre 1 et p,

HNkeN/ Vn > N, |£L‘k,n—lk| < E.
Soit N = max{N;, Na,---,Np}. On a,
Vn > N,Vk € {1,2,--- ,p}, |Zkn—lk| <e.

D’ou
Vn>N, || Xn—L|eo <e.

La suite (X,,)nen converge vers L. (R?, ||.||co) est donc un e.v.n. complet. &

On peut montrer de la méme maniére la proposition suivante.
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Proposition 4.4 Soient E un espace vectoriel sur R de dimension p (p € N*)
et (e1,e2, -+ ,ep) une base de E. On considére ||.||o la norme définie sur E
par :

Ve € B, |z]loo = max{|z1], 22|, - [z},

ou (z1,T2, -+ ,Zp) sont les coordonnées de x dans la base (e1, ez, ,€p).
L’espace vectoriel normé (E, ||.]lco) est un espace vectoriel normé complet.

On montre, dans la section 12.4 du chapitre 12 & partir de la page 164, la propo-
sition suivante

IProposition 4.5 Tout espace vectoriel réel normé de dimension finie est com-I
plet.

Remarque 4.1 L’ensemble des nombres rationnels Q, muni de la distance in-
duite, n’est pas un espace métrique complet. Pour la preuve, on pourra s’appuyer
sur la solution de l’exercice 7.3, page 75.

4.2.2 Espace fonctionnel

Proposition 4.6 On considére X un ensemble non vide, (E,|.||) un espace
vectoriel réel normé et B(X, E) ’espace vectoriel des fonctions bornées, définies
sur X et ¢ valeurs dans E. On munit B(X, E) de la norme ||.||o définie par

VfeB(X,E), |flloo = sup|f(z)
z€X

Si lespace vectoriel normé (E, ||.||) est complet, alors lespace (B(X, E), ||.|loo)
est aussi complet.

Preuve. Remarque : Nous savons, d’apres 1’exercice 2.1. page 21, que 'application
||-lloo €st une norme sur B(X, E).
Considérons (fn)nen une suite de Cauchy de B(X, E).

Vz e E,VneN,VpeN, |[fa(z) - fo(@)l < [|fn — folloo-

On en déduit que, pour tout élément x de X, la suite (fn(z))nen est une suite
d’éléments de F, de Cauchy donc convergente dans E. On note f l’application
définie sur X par

VeeX, f@)= lm_f@).

Montrons que f est une application bornée. L’application qui, & un vecteur associe
sa norme, étant continue (proposition 3.2, page 32), on obtient,

Vo € X, lim ||fa(2)l = IIf(2)]-

La suite (fr)nen étant de Cauchy est bornée. Considérons un réel M vérifiant

VneN, |fallo <M.
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C’est-a-dire,

Vz € X,Vn €N, || fa(z)]| < M.
On en déduit que

VeeX, lf@l= tm_lfa(a)l <M.

L’application f est bornée. C’est donc un élément de B(X, E). Montrons qu’elle est
limite dans (B(X, E), ||.||co) de la suite (fn)nen. Soit € un réel strictement positif.

377'0 GN,V”Z”O’VPZnO, ”.fn_.fp"oo <e.
Fixons n un entier naturel supérieur ou égal & ng. Nous avons
VzeX, lm |fu()— fo(@)l = fa(z) - f(@)I.
p—+oo
Or,

Vz € X,Vp 2 no, |[fn(z) - fo(2)|| <e.

On en déduit que
VzeX, |fa(z)-fl2)|<e.

D’ou,
Vn>ng, |fa—fll<e.

La suite (fr)nen est donc convergente dans (B(X, E), ||.||) vers f. L’espace vec-
toriel normé (B(X, E), ||.]|co) est donc complet. &

4.2.3 Partie fermée d’un espace métrique complet

Proposition 4.7 Soient (E,d) un espace métriqgue complet et F une partie
de E. L’espace métrique (F,d) est complet si et seulement si F' est une partie
fermée de E.

Preuve.

1. Supposons F partie fermée de E.
Soit (fn)nen, une suite de Cauchy de F' donc de E. Cette suite est conver-
gente dans E, donc dans F' car F' est un fermé de E. L’espace métrique (F, d)
est complet.

2. Supposons (F,d), espace métrique complet.
Soit (fn)nen, une suite d’éléments de F' convergente vers un élément de
E. Cette suite est une suite de Cauchy de F donc de F. (F,d), étant un
espace métrique complet, la suite (f,).en converge vers un élément de F.
On conclut a ’aide de la proposition 2.10, page 23, que F' est un fermé de
E.

&
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Exemple : Tout segment de R muni de la métrique usuelle est un espace métrique
complet. Il en est de méme des intervalles de la forme [a, +oo[, ] — 00,a] ou a est
un réel.

Exercice 4.1 On considere (B([—1,1],R), ||.|loo). I'espace vectoriel des applications
bornées définies sur 'intervalle [—1,1] et a valeurs réelles. On munit cet espace de la
norme sup ||.|lco- Soit (Pn)nen la suite d'éléments de B([—1, 1], R) définie par

n
k
VneNVz € [-11], Pu(2)=Y (5)
2
k=0
1. Montrer que la suite (P, )neN st convergente et donner sa limite.

2. On considere le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales de (B([—-1, 1], R).
Montrer que ce sous-espace, muni de la norme sup, n'est pas complet.

Solution.

1.
2 1 xn+l
(2) 2-z 22—z

(0]

)n+1

1-—
VneN,Vz € [-1,1], P,(z)= 1 (
Soit f I’élément de B([—1,1],R) défini par
2
vz € [-1,1], f(z)= Gy
Nous avons,

VneNVre[-11], [Pa@) - /@)l < o
Dot
1
VReEN, ||Pn— flloo < on

La suite (P,)nen est ainsi convergente vers f

2. La suite de fonctions polynémes (P,)nen est convergente dans B([—-1,1],R),
muni de la norme ||.]|o. Sa limite n’est pas une fonction polynéme. Le sous-
espace des fonctions polynémes n’est pas un fermé de B([—1,1],R). Muni de
la norme ||.||o, Il n’est donc pas complet.

&

Remarque 4.2 On considére [a,b] un segment. En reprenant l’exemple et les no-
tations de la section 4.2.2, (B([a,b],R), ||.|lcc) est un espace vectoriel normé com-
plet. On note C([a,b],R), l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] d
valeurs réelles. On montrera dans le chapitre 16, théoréme 16.4, que (C([a,b],R)
est une partie fermée de (B([a, b],R). D’aprés la proposition 4.7, espace vectoriel
normé (C([a,b],R), ||.|lcc) est complet.
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4.3 Propriétés des espaces métriques complets

4.3.1 Fermés emboités

Proposition 4.8 Soient (E,d) un espace métriqgue complet et (Fp)nen une
suite décroissante de fermés non vide de E, telle que lim,_, 4o, 6(F,) = 0.
Alors il existe un élément « de E tel que NpenFy = {z}.

Preuve. Pour tout entier naturel n, choisissons un élément z,, du fermé F,,. Mon-
trons que la suite (z,)nen est une suite convergente. L’espace métrique (E,d)
étant complet, il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Soit € un réel strictement
positif fixé. Il existe un naturel N tel que

5(F N) <e.
Cette suite de fermés étant décroissante,
V’TLZN, -'L'nanCFNa

donc
Vn> N,YVp> N, d(zn,z,)<Ee.

La suite (z,,)nen est de Cauchy donc convergente. On note z sa limite. Soit p un
entier naturel fixé. La suite (2, )n>p €st une suite convergente d’éléments du fermé
F,,. Sa limite z appartient & ce fermé . Donc

T € NpenFyp.
Considérons y élément de NpenFp. Alors
vneN, d(z,y) < d(Fn).
Puisque limy,—, 400 (0(F)) = 0, on obtient d(z,y) =0 et z = y. D’out

{:I:} = npeNFp.

4.3.2 Théoreme du point fixe

Théoréme 4.9 (Du point fize) Soit (E,d) un espace métrique complet et une
application f : E — E contractante, c’est-a-dire qu’il existe un réel k € [0,1]
vérifiant

V(z,y) € E?, d(f(2), f(¥)) < k.d(z,y).

Alors f admet un unique point fize.

La preuve de ce théoréme est effectuée page 134 dans le chapitre 10 consacré aux
suites définies par une récurrence.
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4.3.3 Prolongement d’une fonction uniformément continue

Proposition 4.10 Soient (E,d) un espace métrigue, (E',d’) un espace
métriqgue complet, A une partie dense de E et f : A — E’ une application
uniformément continue sur A. Alors f se prolonge de maniére unique en une
application uniformément continue sur E.

Remarque 4.3 Remarquons l’'importance de l’uniforme continuité. En effet, dans
lezercice 3.1. page 30, la fonction f est continue sur R* mais ne peut se prolonger
par continuité en 0. On en déduit qu’elle n’est pas uniformément continue sur R*.

Preuve. Soit £g un élément de E. Montrons que ’application f admet une limite
en zo. (Ceci est clair si zo appartient & A.) A étant dense dans E, tout élément de
E est adhérent & A. Utilisons la proposition 3.6, page 36. Considérons une suite
(an)nen d’éléments de A convergente vers zo. Montrons que la suite (f(an))nen
est une suite de Cauchy dans E’.

Soit € un réel strictement positif. L’application f étant uniformément continue sur
A, choisissons un réel strictement positif o vérifiant

V(z,y) € A%, d(z,y) < o= d(f(z),f¥) <e.

La suite (a,)nen étant convergente donc de Cauchy, choisissons un entier 7o
vérifiant,
Vp Z n07Vp 2 no, d(apaaq) S Q.

On obtient,
Vp > no,Vp 2 no, d'(f(ap), f(ag)) <e.

La suite (f(an))nen est une suite de Cauchy dans (E’, d’) espace métrique complet.
Elle est convergente vers un élément de E’. Nous avons montré en utilisant la pro-
position 3.6 que I’application f admet une limite en xo. Nous pouvons maintenant
définir sur E, & valeurs dans E’, I’application g par

Vz e E, g(z)= lim f(a).
L’application f étant continue sur A, nous avons
Va € A, g¢g(a)= f(a).

L’application g prolonge f sur E. Montrons qu’elle est uniformément continue sur
E.
Soit € un réel strictement positif. Il existe un réel « strictement positif vérifiant

V(a,b) € 4%, d(a,b) < @ = d'(f(a), f(b)) <e.
Soient z et y deux éléments de E vérifiant

«
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Il existe une suite (ap)nen et une suite (bp)nen d’éléments de A convergentes
respectivement vers z et y. La suite

d(an,by)

est convergente vers le réel d(z,y) inférieur & §. Il existe donc un naturel ng tel
que
Vn > ng, d(an,b,) < a.

Ainsi,
Vn > ny, d,(f(an)a f(bn)) <e

Or la suite (d'(f(an), f(bn)))nen converge vers d’(g(z),g(y)). On en déduit, en
passant & la limite que

d'(9(z),9(y)) <e.

En résumé,
a
V(z,y) € B%, d(z,y) < 5 = d(9(z),9()) <e.

L’application g est donc un prolongement uniformément continu de f sur E.
Montrons enfin l'unicité de ce prolongement uniformément continu. Supposons
qu'il existe g; et go deux prolongements uniformément continus de f sur E. L’ap-
plication A = d'(g1,g2) est une application continue sur F et nulle sur A. Soit
z un élément quelconque de E. Considérons une suite (an)nen d’éléments de A
convergente vers z. On a,

h(z) = nli)r_{_loo h(an) = 0.

D’olt h = 0 et g3 = g2. Le prolongement uniformément continu de f sur E est
unique. &

Proposition 4.11 Soient (E,d) un espace métrique, (E’,d') un espace
métriqgue complet, A une partie dense de E et f : A — E’' une application
k-lipschitzienne sur A (k € RY). Alors f se prolonge de maniére unique en une
application k-lipschitzienne sur E.

Exemple : Nous avons vu (exemple 3.2, page 31) que toute application & valeur
réelle dérivable sur un intervalle ouvert ]a,b[, et de dérivée bornée, est lipschti-
zienne. On en déduit qu’elle est prolongeable par une fonction lipschitzienne sur
[, b].

Preuve. Soit k un réel positif et f une application k-lipschitzienne sur A & valeurs
dans E'. Elle est uniformément continue sur A. D’apres la proposition précédente,
il existe une unique application uniformément continue sur F prolongeant f. Cette
application est ’application g définie dans la preuve précédente. Montrons qu’elle
est k-lipschitzienne sur E. Soient z et y deux éléments de E. Considérons deux
suites (an)nen €t (bn)nen d’éléments de A convergentes respectivement vers z et y.
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Alors les suites d(@n, b )nen, (f(an))nen, (F(0n))nen et d'(f(an), f(bn))nen sont
convergentes avec

lim_d(an,bs) =d(z,y), _lm_d'(f(an), f(bn)) = d'(9(z), 9(0):

n—-+o00

Or,
VneN, d(f(an), f(bn)) < kd(an,by,).

Donc, en passant a la limite,

d'(9(x),9(y)) < kd(z,y).

L’application g est 1'unique prolongement de f sur E qui soit k-lipschitzien. &






Chapitre 5

Espaces métriques compacts

5.1 Définition, exemples

Définition :Propriété de Bolzano-Weierstrass.
Un espace métrique (F,d) est compact si toute suite de E admet une
sous-suite convergente.

Exemple : L’ensemble R, muni de la norme usuelle, n’est pas un espace métrique
compact. En effet, considérons la suite réelle (uy)nen définie par

VneN, u,=n.

Considérons maintenant (u,(n))nen une suite extraite de la suite (45 )nen. Nous

avons
VneN, wu,(n)=p(n)>n.

La suite extraite (u,(n))nen est non bornée donc non convergente.

Voici un exemple trés important de compacts.

|Théoréme 5.1 Tout segment [a,b] de R est compact. I

Preuve. On considére un segment [a, b] et (4, )nen une suite définie sur ce segment.
Le segment [a, b], muni de la distance induite, est un espace métrique complet car
il est un fermé de R, lui-méme complet. En remarquant que, pour tout segment

[@,8)], on a

a+p

P uneNjun € 125, 1,

{n € N/u, € [0, 8]} = {n € N/un € [o, o
on en déduit que, si ’ensemble située & gauche de 1’égalité est infini, alors au
moins 'un des deux situés & droite I’est aussi. On considére la suite décroissante
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de segments ([ap, bp])pen définie par
(a0, bo] = [a, b]
puis pour tout entier naturel p,

[ap, EL';BE] si 'ensemble {n € N/u, € [a,, g’%92]} est infini,

[ap+1,bp41] =
[ﬂ#ﬂ, bp] sinon.

Cette suite décroissante de fermés vérifie limp_, 4o 6([ap, bp]) = 0. D’aprés la pro-
position 4.8, page 46, il existe un réel [ vérifiant

{1} = Npenlap, by)-

Sachant, que pour tout naturel p, '’ensemble {n € N/ u, € [a,,bp]} est infini, on
peut définir (Uy(n)) (neN) une suite extraite de (un)nen par

¢(0) =0,
Vn €N, ¢(n+1)=min{k > ¢(n)/ux € [an,bn]}.

Or,
b—a
Vn € N, d(u¢(n), )< on
On en déduit que la suite extraite (u,(n))(nen) est convergente vers I. Le segment
(@, b] est un compact. &

5.2 Propriétés d’un espace métrique compact

|Proposition 5.2 Un espace métriqgue compact est complet. I

Considérons (E,d) un espace métrique compact et (u,)ren une suite de Cauchy
de cet espace. Soit € un réel strictement positif.

3’"0 € N/ Vp 2> nO)Vq 2 N, d('u'psuq) <Ee.

L'espace E étant compact la suite (u,)nen admet une suite extraite (% (n))(neN)
convergente vers un élément [ de E :

AN €N/ @o(N)>mno et d(uymyl) <e.

Donc,
Vp > no, d(up,l) < d(up, upny) + d(upn), 1) < 2.

La suite (u,)nen €st convergente et ’espace métrique (E, d) est complet.

IProposition 5.3 Un espace métrigue compact est borné. I
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Preuve. On considére un espace métrique compact (E,d) et a un élément de E.
Supposons dans un premier temps que I’ensemble

{d(a,z)/z € E}
soit non majoré. Alors, pour tout n € N, choisissons un élément a,, de F vérifiant
d(a,a,) > n.

L’espace métrique (E,d) étant compact, il existe une suite extraite (ay(n))(nen)
convergente vers un élément ! de E. Nous savons (voir exercice 3.2, page 31) que,
pour P’application qui & tout élément z de E associe d(a, ), est lipschitzienne donc
continue sur E. Ainsi, la suite (d(a, @y (n)))(nen) €st convergente et

lim d(a,ayn))) = d(a,l).

ns+too
Ceci est impossible car la suite (d(a, a,(n)))nen) est non bornée. En effet,
VreN, d(a,a,m)) > e(n) >n.
On en déduit que ’ensemble
{d(a,z)/z € E}
est borné. Il existe un réel positif M vérifiant
Vz € E, d(a,z) <M.

Donc,
Vz € E,Vy € E, d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2M.

Un espace métrique compact est ainsi borné. &

Proposition 5.4 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E.
1. Si A est une partie compacte de E, alors A est un fermé borné de E.

2. Si E est compact et A une partie fermée de E, alors A est compacte.

Preuve.

1. Si A est une partie compacte de F, alors A est bornée, d’apres la proposition
précédente. Montrons que A est une partie fermée de E. Considérons une
suite (ap)nen d’éléments de A, convergente vers un élément [ de E. A étant
compacte, il existe une suite extraite (a,(n))(nen) convergente dans A. Or
la limite de cette suite extraite est égale & [. Donc [ est un élément de A.
D’apreés la caractérisation séquentielle des fermés (proposition 2.10, page 23),
A est un fermé de F.

2. Soient (E,d) un espace métrique compact et A une partie fermée de E.
On considére (ap)nen une suite d’éléments de A donc de E. Il existe une
suite extraite (@y(n))(neN) convergente dans E. Les éléments de cette suite
appartiennent au fermé A, la limite également. La suite extraite (ay(n))(nen)
est donc convergente dans A. A est une partie compacte de E.

&
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5.3 Produit d’espaces compacts

Proposition 5.5 Soient E, et E2 deux espaces métriques compacts. Alors l’es-
pace produit By x Es muni de la métrique produit est compact.

Preuve. Considérons X, = (zp,%,) une suite d’éléments de E; x E;. L’espace
E,; étant compact, il existe une suite (z,,(p))(nen) extraite de la suite (zp)(pen)
et convergente dans E; vers un élément z. La suite (¥, (p))(pen) €st une suite
du compact Ej. Il existe (Yp,0p,(p))(peN) Suite extraite convergente dans E; vers
un élément y. On en déduit que(Xy,,op,(p))(peN) Suite extraite de la suite X, =
(p, yp), converge, dans E; x Ey muni de la métrique produit, vers (z,y). &

Proposition 5.6 On considére n espaces métriques compacts Ey, Eg--- E,.
Alors l’espace produit Ey x Eg X --- X E, muni de la métrique produit est
compact.

La preuve peut se faire par récurrence en utilisant la proposition précédente.

5.4 Caractérisation des compacts d’un espace
vectoriel de dimension finie
muni d’une norme sup

Proposition 5.7 Soient E un espace vectoriel sur R de dimension n (n € N*)
et (e1,e, -+ ,e,) une base de E. On considére ||.|o la norme définie sur E
par :

Vz € E, ||zllo = max{|z1],[22]," - -[zal},

0t (z1,Z2, -+ ,Zy) sont les coordonnées de x dans la base (e1,e2,- - ,e,).
Une partie de E munie de la norme ||.||co est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Preuve. La condition est nécessaire d’aprées la proposition 5.4.

Montrons d’abord, que pour tout réel r strictement positif, B¢ (0, r) la boule fermée
de centre 0 et de rayon r est une partie compacte de (E, ||.]lco). On considére
l’application ¢ définie sur ’espace métrique ([—r,7|", ||.||c0) & valeurs dans ’espace
vectoriel normé (E, ||.||co) définie par

n
Y(ai, g, ,an) € [-1,7]",  @(on, 02, ,0n) = D oxex.
k=1

L’application ¢ est isométrique donc lipschitzienne de rapport 1 et donc continue.
L’espace métrique ([—1,1]™,].||cc) est compact donc, d’aprés la proposition 5.9,
'image de ¢, B#(0,7), est un compact.
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Considérons maintenant A une partie fermée et bornée de (E, ||.||o0)- I existe un
réel strictement positif » tel que A soit incluse dans B(0,7). A fermé de E est un
fermé de By(0,r) compact. On en déduit que A est compacte. &

Corollaire 5.8 Un intervalle de R est un compact si et seulement si c’est un
segment.

5.5 Compacts et continuité

Proposition 5.9 Soient (F,d) un espace métrique compact, (F,d') un espace
métrique et f : E — F une application continue. Alors f(E) est une partie
compacte de F.

Preuve. Considérons (yYn)nen une suite d’éléments de f(F) et une suite (Z,)nen
d’éléments de F vérifiant

VneN, y,= f(a;n)

E étant compact, il existe une suite extraite (z,(n))nen) convergente vers un
élément [ de E. L’application f étant continue sur E, la suite (f(Ty(n)))(nen) est
convergente et

limy— 4+ 0Yp(n) = liMn—too f(Tp(n)) = F(1).

La suite (yn)nen admet une sous-suite convergente. f(E) est compact. &

Corollaire 5.10 Toute application définie et continue sur un espace métrique
compact @ valeurs dans un espace métrique est bornée.

Proposition 5.11 Soient (E,d) un espace métrique compact, (F,d’) un espace
métrique et f : E — F une application continue. Si f est injective, alors f
réalise un homéomorphisme entre E et f(E).

Preuve. L’application f étant injective, f réalise une bijection entre F et f(E).
Notons f~! I’application réciproque. Soit E’ une partie fermée de E. Nous avons
(f~H~Y(E') = f(E'). La partie E' est compact puisque partie fermée d’un com-
pact. L’application f étant continue, f(E’) est un compact donc partie fermée de
f(E). On vient de montrer que 'image réciproque d’un fermé de E par l’applica-
tion f~! est un fermé de f(E). f~! est donc une application continue.

‘Proposition 5.12 Soient E un espace compact et f : E — R continue. Alors
f est bornée et atteint ses bornes : Il existe deuzx éléments a et b de E vérifiant

fla) = nf f(z), f(b)= sup f(z).
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Preuve. f(E) est une partie compacte de R, donc bornée. f(F) admettant une
borne supérieure, il existe une suite (,)nen d’éléments de E vérifiant

sup f(z) = lim f(zn).
zEE n—+00

E étant un espace compact, il existe une suite extraite (z,(n))nen) convergente
vers un élément b de E. L’application f étant continue
f0) = lim_f@pm)) = lm_f(zn)=sup f(z).

On procéde de méme pour la borne inférieure. &

Nous verrons dans le chapitre 6, que le théoréme 6.7 page 62 indique que I'image,
par une application continue & valeurs réelles, d’un intervalle est un intervalle. En
utilisant les propositions 5.9, 5.11 et le corollaire 5.8, nous pouvons énoncer

Corollaire 5.13 Soit f une application définie et continue sur un segment
la,b] & waleurs réelles. L’image par lapplication f du segment [a,b] est un
segment [c,d].

De plus si f est injective, f réalise un homéomorphisme entre les segments
[a,b] et [c,d].

Proposition 5.14 (Heine) Soient (E,d) un espace métrique compact, (F,d')
un espace métrique et f : E — F une application continue. Alors f est uni-
formément continue sur E.

Preuve. L’ensemble produit £ x F, muni de la métrique produit, est un espace
métrique compact. On définit sur cet espace, ’application h par

h: ExE — RY
(z,y) +— d(f(2), f(y))-

Cette application est continue sur E x E (voir exercice 3.4 page 33). Soit € un réel
strictement positif. On consideére la partie de E x E définie par

h=([e, +oo]) = {(z,y) € E x E/d'(f(=), f(y)) 2 €}-
On suppose dans un premier temps que cette partie est non vide. Elle est fermée
dans 'espace compact E x E. Elle est donc compacte. On définit sur cette partie
P’application continue g par
g: hi(le,+oo) — R*
(z,9) —  d(z,y).

L’application g est bornée et atteint ses bornes. La borne inférieure, que 1’on
note a, est strictement positive car, pour tout élément (z,y) de h=1([e, +0o[), on
d(z,y) > 0. Ainsi,

V(z,9) €EXE, d(z,y) <a=d(f(z),fy)) <e.
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Si I’on suppose que ’ensemble hA~!([e, +00|) est vide alors, pour tout réel stricte-
ment positif o, la propriété précédente est vérifiée.
L’application f est ainsi uniformément continue sur E. &

Corollaire 5.15 Une application définie et continue sur un segment, d valeurs
dans un espace métrique, est uniformément continue.

Exercice 5.1 Montrer que si f : R — R est continue et périodique, elle est uni-
formément continue sur R.

Solution. Considérons T une période de I’application f. Nous savons, d’apres la
proposition 5.14, que la restriction de f au segment [—T, 2T est une application
uniformément continue.

Fixons un réel strictement positif €.

3o > 0,Y(z,y) € [-T,2T%, |o -yl <a=|f(z)- @)l <e
Notons o/ = min(a,T'). Considérons deux réels = et y vérifiant
|z —y| <a.

En notant F, la fonction partie entiere,

B(3) <3 <p(F)

d’ou,
z
<z-T. — .
0<z-TE (T) <T
En remarquant que y — T.E (%) =y —z + z — T.E (&), on obtient,

T

-T< —d -T.
T<—o <y TE(T

) <o +T<2T.
Sachant que
T T ,
— —) = (y — — )=z - <
e-TE(Z))-w-TE(Z)) =le -yl <o <a,
on obtient,

10500 = |t (=78 (2)) -1 (- 75 (2))) <.

L’application f est ainsi uniformément continue sur R. )
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5.6 Applications

1. Théoréme 5.16 Toutes les normes définies sur un méme espace vectoriel réel
de dimension finie sont équivalentes.

Ce théoreme est démontré page 164.

2.|Proposition 5.17 Une suite d valeurs dans RP est convergente si et seulement
si elle est bornée et n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Pour la preuve, on pourra voir la proposition 7.10 page 73 et la remarque
7.2.
Par contraposée, on obtient :

Proposition 5.18 Une suite d valeurs dans RP est divergente si et seulement
st elle vérifie l'une des deuz conditions suivantes :

elle est non bornée,

elle est bornée et admet au moins deuz valeurs d’adhérence.

3.| Théoréme 5.19 (D’Alembert Gauss) Tout polynéme non constant de C[X]
admet au moins une racine dans C.




Chapitre 6

Espa CES connexes

6.1 Définition

Définition : Soit (F,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est
connexe si les seules parties, & la fois ouvertes et fermées, sont 0 et
E.

Proposition 6.1 Un espace métrique (E,d) est conneze si et seulement si il
n’existe pas de partition de E en deux ouverts.

6.2 Connexité et continuité

Proposition 6.2 On considére (E,d) et (E',d') deuz espaces métriques. Si
E est conneze et f est une application continue de E vers E', alors f(FE) est

connere.

Preuve. Soit § un ouvert-fermé de f(E). D’aprés la proposition 3.8, page 37,
f~1(6) est un ouvert-fermé de E. D’ou

F710) =0 ou fl(6)=E.

Donc
0=0 ou 6=f(F).

f(E) est connexe. &

6.3 Une caractérisation des connexes, applications

On considére ’ensemble {0,1} muni de la distance usuelle. Nous remarquons
que toute partie de cet ensemble est ouverte et fermée. C’est le plus simple espace
métrique non connexe. Il est un outil précieux pour étudier la“connexité d’un
espace métrique.
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Proposition 6.3 Un espace métrique (E,d) est conneze si et seulement si
toute application continue f: E — {0,1} est constante.

Preuve. Supposons E connexe. Soit f une application continue. f(FE) étant connexe
et {0;1} ne l’étant pas, nous avons

f(B)={0} ou f(E)={1}.

L’application f est donc constante.
Supposons E non connexe. Il existe 8y, §; deux ouverts de F, non vides, tels que

U, =FE et 6ynb, =0.
Considérons I’application f définie sur E par

Yz € 0o, f(.’l)) =0,
Vee b, f(z)=1.

L’image réciproque par f de tout ouvert est un ouvert. En effet,
7@ =0, {0y =6, f{1N =61, f'({0;1})=E.

Cette application f est continue et non constante. &

Proposition 6.4 Soit A une partie conneze d’un espace métrique (E,d). Si
une partie B de E vérifie A C B C A, alors B est conneze.

Preuve. Soit f une application continue sur B & valeurs dans {0, 1}. La restriction
de f & A est continue donc constante sur A. Il existe un élément ¢ € {0,1} tel que
pour tout a € A, f(a) = c. Si b appartient & B donc & I’adhérence de A, il existe
une suite (a,)nen d’éléments de A convergente vers b. f étant continue, on obtient
f(b) =lim,—, 4 f(an) = c. L’application f est constante sur B. On en déduit que
B est un connexe de FE. &

Proposition 6.5 Soit (C;)ier une famille de connezes d’un espace métrique
(E,d) telle que

Jdige I,Viel, Ciﬂcio?é@.

Alors U;c;C; est conneze.

Preuve. Considérons une application f définie et continue sur U;c;C; & valeurs
dans {0,1}. Soit ¢ élément de I. La restriction de f au connexe C; est continue
donc constante. Notons a;, la valeur de cette constante. Choisissons z; élément de
CiN C;,. Nous avons,

f(.’l}z) = a5 = Q4.
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Donc
Vz € C;, f(:l:) = Qip-

On en déduit :
Vz € UierCi,  f(x) = ay,.

L’application f est constante et U;c;C; est connexe. &

6.4 Les parties connexes de R

Commengons par donner la définition d’un intervalle.

Définition : Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle si

V(z,y) €I>,VzER, z<lz<y=z€l

IThéoréme 6.6 Les parties connezes de R sont les intervalles de R. '

Preuve. Soit C une partie de R.

1. On suppose que C ne soit pas un intervalle de R. Il existe (a,b) € C2 et z ¢ C
vérifiant
a<z<b.

Alors (] — 00, z[NC) et (Jz, +00[NC) sont deux ouverts non vides de C formant
une partition de C. C n’est donc pas connexe.

2. On suppose que C soit un intervalle de R. Soit f une application continue
sur C & valeurs dans {0, 1}. Soient a et b deux éléments de C vérifiant a < b.
Montrons que f(a) = f(b). On note

A={t€labl/f(t) = f(a)}.

A est une partie non vide de R majorée par b. Sa borne supérieure %y est
un réel appartenant & [a, b], donc & C. En tant que borne supérieure, to est
limite d’une suite (an)nen d’éléments de A. Gréce & la continuité de f, on
obtient f(to) = lim,_,4o0 f(an) = f(a). Supposons ¢y < b. La suite (to + )
converge vers tp. Il existe un rang no vérifiant

Vn > ng, <to+ 2%) € [a,b]\ A
donc

Vn > ny, =1

f <t0+ 2%) - f(to)

Ceci est impossible puisque f est continue en ¢y. Donc top = b et f(b) = f(a).
L’application f est constante et C est connexe.

&
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6.5 Fonctions continues sur un intervalle

Définition : Soient I un intervalle réel et f une application définie I, &
valeurs réelles. On dit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires
si, pour tout intervalle J inclus dans I, f(J) est un intervalle.

Remarque 6.1 La propriété « f(I) est un intervalle » est plus faible que la pro-
priété des valeurs intermédiaires. En voici un exemple : On considére l’application
f définie sur le segment [0, 4] par

vz €(0,2], f(z)=3z,
Vz €)2,4], f(z)=-z+4.

Nous avons
f([O’ 4]) = [0’6] U [O’ 2] = [0)6]

L’image par l’application f de lintervalle [0,4] est lintervalle [0,6]. En revanche,
limage par f de Uintervalle [1,4] n’est pas un intervalle. En effet,

f([1’4]) = [3v 6] U [Os 2['

Théoréme 6.7 Soient I un intervalle et f : I — R une application continue
sur I a valeurs réelles. Alors Uapplication f vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires.

Preuve. Soit J un intervalle inclus dans I. La restriction de ’application f a
intervalle J est continue. D’aprés la proposition précédente, f(J) est un intervalle.
On en déduit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. &

6.6 Connexité par arcs

Définition : Soit (F,d) un espace métrique. On appelle chemin de F
toute application continue v : [0,1] — (E,d). L’image ([0, 1]) du chemin
s’appelle un arc, (0) P'origine, (1) son extrémité.

Définition : Soit (F,d) un espace métrique. On dit que E est connexe
par arcs si pour tout (a,b) € E?, il existe un arc inclus dans E d’origine
a et d’extrémité b.

Exemple : Toute partie convexe non vide d’un espace vectoriel normé est connexe
par arcs.

IThéoréme 6.8 Un espace conneze par arcs est conneze. I
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Preuve. On considére (F,d) un espace métrique connexe par arcs. Considérons
f une application continue de E vers {0,1}. Soient a et b deux éléments de E.
Il existe v un chemin de E vérifiant v(0) = a et (1) = b. L’application f o~y
est une application continue de I'intervalle [0;1] vers {0, 1}. Cette application est

constante. Donc,
(@=fhﬂ»=f@@»=ﬂ@

On en déduit que f est constante et que F est connexe. &

6.6.1 Applications

Proposition 6.9 Soit f une application a valeurs réelles, définie et continue
sur un intervalle I. Notons I' l’intervalle image. Alors f réalise une bijection
de I sur I' si et seulement si 'application f est strictement monotone.

Preuve. Remarquons que f réalise une bijection de I sur I’ si et seulement si elle
est injective.

Si Papplication f est strictement monotone, elle est injective.

Supposons f injective. Considérons T la partie de I? définie par

Ty = {(z,y) € I?/z < y}.
Tt est une partie convexe de R? donc connexe. Considérons I’application g définie

sur T par
f@) - f(y)
T—-y

Cette application est continue sur Ty, donc g(T7) est une partie connexe de R,
c’est-a-dire un intervalle. La fonction f étant injective, cet intervalle ne contient
pas 0. Nous avons alors deux cas

- Soit g(T') est inclus dans R**, alors l’application est strictement croissante.

— Soit g(T') est inclus dans R™*, alors I’application est strictement décroissante.

&

V(CB, y) € TI: g(:v y)

Proposition 6.10 (de Darbouz) Soit I un intervalle de R et f : I — R une
application dérivable. Alors l’application f' vérifie la propriété des valeurs in-
termédiaires.

Preuve. Soit J un intervalle inclus dans I. Considérons T la partie de J? définie
par
Ty ={(z,y) € J*/z < y}.

Ty est une partie convexe de R? donc connexe. Considérons I’application g définie
sur Ty par

V(a:,y) € TJ) g(z,y) =
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Cette application est continue sur T, donc g(7y) est une partie connexe de R.

Montrons que
9(Ts) € f'(J) C 9(Ty).
Soit (z,y) un élément de Ty. On remarque, en utilisant le théoréme des accroisse-

ments finis, que le réel
f(z) - f(v)

9(z,y) = ey

appartient & f’(J). On obtient
9(Ts) C f'(J).

Soit  un élément de J. Considérons une suite (Zp)nen d’éléments de J \ {z}
convergente vers . D’apres la proposition 3.5, page 35, nous avons

n—+00 Tp —T

Le réel f'(z) appartient donc & 1’adhérence de g(Ts). Ainsi,

f'(J) € g(Ty).

D’apreés la proposition 6.4, page 60, f'(J) est une partie connexe de R donc un
intervalle. &

Exercice 6.1 On considere la fonction f définie sur R par f(z) = z?sin (1) siz #0
et f(0) =0.
1. Montrer que la fonction f est dérivable sur R de dérivée non continue en 0.

2. En déduire qu'il existe des fonctions définies sur un intervalle, non continues et
vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires.

Solution.
1. L’application f est dérivable sur R avec

* () =2zsin (L) — cos [ L
Vz € R*, f'(z)=2zsin (a:) cos (m)
et 1
! N T . - —
7'(0) —il_r_'r}):z:sm (a:) 0.

L’application f’ est discontinue en 0 car limp_, oo f/(72-) = —1.
2. L’application f’ est une dérivée, donc vérifie la propriété des valeurs in-
termédiaires et est discontinue en 0.

[ )
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La proposition suivante permet de répondre a la question : « Que faut-il & une
application vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires pour étre continue ? »

Proposition 6.11 Soit I un intervalle de R et f : I — R une application. f
est continue sur I si et seulement si :

1. f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires,
2. pour tout réel y, f~1({y}) est un fermé de I.

Preuve. Si f est une application continue, les assertions 1 et 2 (voir proposition
3.8, page 37) sont vérifiées.

Considérons maintenant une application f définie sur un intervalle I, vérifiant la
propriété des valeurs intermédiaires et discontinue en un point = élément de I. Il
existe un réel e vérifiant

Va>0,yel/ly—z|<a e |f(y)-— flz)]>e.

On peut ainsi constuire une suite (Y, )nen d’éléments de I vérifiant
1
VneN, |yn—z|< T [f(yn) — f(z)| > €.
Soit
N1 ={n e N/f(yn) > f(2)}, No={ne€N/f(y) < f(z)}.

Nous avons N; UN; = N. Donc soit Nj, soit Ny, est une partie de N de cardinal
infini. Supposons, par exemple, que N; le soit. Il existe alors (y,(n))nen suite
extraite de (yn)nen vérifiant

f(yga(n)) - f(.’l:) > €.

1
Vn eN, |y<p(n) - (L'l < TL—+1’

L’application f vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, choisissons pour
tout entier naturel n, un réel z, compris entre et y,(,) vérifiant

f(zn) = f(z) +e.

L’ensemble

A= fT1(f(z) +e)
n’est pas un fermé car la suite (2z,)nen d’éléments de A est convergente vers
n’appartenant pas a A. Ce qui termine la preuve. &

Cette proposition nous permet de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.12 On considére un intervalle I et une application f définie
sur I et ¢ valeurs réelles. Si

1. f(I) est un intervalle,
2. [ est strictement monotone,

alors f est continue sur I.
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Preuve. Pour montrer que ’application f est continue sur I, utilisons la propo-
sition 6.11. Supposons, sans perdre de généralité, f strictement croissante.

1. Soit J un intervalle inclus dans I. On considére a et b deux éléments de J
vérifiant a < b. Considérons un réel \ vérifiant

f(a) < XA < f(b).

L’ensemble f(I) étant un intervalle, le réel A appartient & celui-ci. On en
déduit qu’il existe un élément ¢ de I vérifiant

fle)=A
L’application f étant strictement croissante, nous obtenons,
a<c<hb.

On en déduit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

2. Soit y un élément de f(I). L’application f étant strictement monotone, elle
est injective. L’ensemble f~1({y}) est ainsi un singleton donc un fermé de I.

On déduit, d’apres la proposition 6.11, que I’application f est continue sur I. &

6.7 Homéomorphismes d’intervalles

Proposition 6.13 Soit I un intervalle et f : I — R une application continue
sur I. Si f est strictement monotone, elle réalise un homéomorphisme entre I

et f(I).

Preuve. Ceci est la conséquence des propositions 6.9 et 6.12 &

Exemples :
1. Soit m un entier naturel non nul. L’application

f:R* >Rt

z— z",

est continue, strictement croissante, vérifiant f(0) = 0 et limy— 4o f(z) =
+00. C’est donc une bijection de Rt sur R* dont la réciproque est continue
sur R*. Cette réciproque est appelée fonction racine n**™¢ et notée

f1:Rt - Rt
z— Yz,
2. La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [—7,%]. Elle
induit une bijection de [—%, 5] sur [-1,1]. Sa réciproque est une fonction

continue sur [—1, 1] strictement croissante et appelée « Arc sinus » et notée
arcsin.
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3. La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0,7]. Elle
induit une bijection de [0, 7] sur [—1, 1]. Sa réciproque est une fonction conti-
nue sur [—1,1] strictement décroissante et appelée « Arc cosinus » et notée
arccos.

4. La fonction tangente est continue et strictement croissante sur | — %, Z[. Elle
induit une bijection de |- %, %[ sur R. Sa réciproque est une fonction continue
sur R, strictement croissante, appelée « Arc tangente » et notée arctan.

5. On appelle « cosinus hyperbolique » et on note ch ’application définie sur R
par
ch: R — [1,400[
z — €17 2e_z

Cette application est continue et strictement croissante sur 'intervalle Rt.
Sa restriction & cet intervalle réalise une bijection de l'intervalle R sur
l'intervalle |1, 4+o00[. Sa réciproque est une application continue définie sur
lintervalle |1, +00[ & valeurs sur l'intervalle R*. Elle est appelée « Argument
cosinus hyperbolique » et notée argch.

6. On appelle « sinus hyperbolique » et on note sh ’application définie sur R
par
sh: R — R

ef—e””"

r

Cette application est continue et strictement croissante sur R. Elle réalise
une bijection de R sur lui-méme. Sa réciproque est une application continue
définie sur l'intervalle R. Elle est appelée « Argument sinus hyperbolique »
et notée argsh.

6.8 Composantes connexes

Théoréme-définition 6.14 Soit (E,d) un espace métrique. On considére sur
E la relation

2Ry & (3Cconneze de F tel quex € C, ye€C).

Cette relation est une relation d’équivalence. Une classe d’équivalence est ap-
pelée composante conneze.

Preuve.
1. Pour tout z élément de E, {z} est connexe et zRx. La relation R est réflexive.
2. VY(z,y) € E?, zRy = yRz. La relation R est symétrique.

3. On considére z, y et z trois éléments de F vérifiant 2Ry et yRz. Il existe
un connexe C contenant = et y et un connexe C’ contenant y et z. CUC’
est 'union de deux connexes d’intersection non vide. Il est donc connexe. z
et z lui appartiennent. Ainsi, zRz. La relation R est transitive.
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&

lProposition 6.15 Une composante conneze est un conneze. .

Preuve. La relation R est donc une relation d’équivalence. Soit z un élément de
E. La classe d’équivalence de = est I'union de tous les connexes contenant z. Il
est évident que l'intersection de chacun de ces connexes avec le connexe {z} est
non vide. D’apres la proposition 6.5, cette union de connexes est un connexe. Une
classe d’équivalence est donc connexe. &

Proposition 6.16 Un espace métriqgue est conneze si et seulement s’il n'a
gu’une seule composante conneze.

Preuve. On considére un espace métrique (E,d).

1. Supposons que FE n’ait qu'une seule composante connexe. Donc F est une
composante connexe. Nous savons qu’une composante connexe est un connexe.
Donc E est connexe.

2. Supposons que F ait au moins deux composantes connexes. Considérons a
et b deux éléments de E n’appartenant pas & la méme composante. Ils ne
sont pas en relation et il n’existe aucun connexe les contenant. Donc E n’est
pas un connexe.

&

Remarque 6.2 On peut également définir les composantes connexes par arcs. Il
suffit de reprendre toute la section en remplagant le mot « connezxe » par « conneze
par arcs ».



Chapitre 7

Suites réelles

7.1 Définition, structure

Définition : On appelle suite réelle, une application définie sur N &
valeurs dans R. Elle est souvent notée U = (up)nen.

Définition : Dans ’ensemble E des suites réelles, on définit

1. Deux lois de compositions internes :
la somme de deux suites U = (un)nen €6 V = (Un)nen est la
suite U + V = (un + Vn)nen
le produit de deux suites U = (up)nen €t V = (vn)nen est la
suite U X V = (un, X Un)nen
Une loi de composition externe
produit de la suite U par le réel A la suite A.U = (At )nen

Proposition 7.1  Le triplet (E,+,.) est un espace vectoriel sur R.
Le quadruplet (E,+, x,.) est une algébre sur R.

7.2 Convergence

Théoréme-définition 7.2 On dit qu’une suite réelle (u,)nen converge vers
un réel | si

Ve > 0,3npo € N/Vn > ng, |up,—I|<e.

Ce réel est unique. On Vappelle limite de la suite (up)nen. On note

lim u,=1.
n—+o00

On dit que la suite (un)nen est convergente.
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Rappel :

Définition : On dit qu’une suite réelle (un)nen est de Cauchy si

Ve >0,3ng e N/Vn>mng, Vp>no, |un—upl <e.

D’aprés le théoréme admis 4.2, page 42, nous avons la proposition :

Proposition 7.3 Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est
de Cauchy.

|Proposition 7.4 Une suite réelle convergente est bornée. '

Remarque 7.1 Le théoréme-définition 7.2 et la proposition 7.4 ne sont que les
cas particulier du théoréme-définition 2.1, page 17 et de la proposition 2.2, page
18, appliqués au cas des suites réelles.

| Définition : Une suite non convergente est divergente.

Exercice 7.1 Soit (un)(nen) Une suite a valeurs dans Z.
Montrer que (u,)nen) converge si et seulement si elle est stationnaire.

Solution. On considére une suite (4, )(nen) & valeurs dans Z et convergente donc
de Cauchy. Il existe un entier ng tel que

Vn > ng, |Un— Un| < 7

Tous les éléments de la suite étants des nombres entiers, on obtient
Yn > ng, Up = Up,.

La suite (un)men) est stationnaire.
La réciproque est évidente. )

Proposition 7.5 On considére deux suites U = (uUp)nen € V = (Un)nen
convergentes respectivement vers les réels | et I'. Alors les suites U + V et
U x V sont convergentes vers, respectivement, les réels | +1' et I x1l'. Sil' #0,
la suite % est définie a partir d’un certain rang et converge vers ,i,
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Preuve. On considére deux suites U = (up)nen €t V = (vn)nen convergentes
respectivement vers les réels [ et I’. Soit € un réel strictement positif.

In;eN, Vn>ng, |u,—I|<e¢,

Ine €N, Vn>ng |v,—-U|<e.

Considérons le naturel ny = max(ni, ng).

1.
Vn>ng, |un+vn—(+1)] <|up =1+ |vn = 1| < 2.

La suite U + V est convergente vers le réel [ + I’

2. La suite V est convergente donc bornée. Il existe un réel strictement positif
M vérifiant
VneN, |v,| <M.

Donc,
Vn > ng, |unvn — | < |upvn — log| + |lv, — 1]

< |onllun =1 + Ulvn = V'] < (M + [i])e.

Le réel (M + |l|) étant une constante strictement positive, on en déduit que
la suite U x V est convergente vers Il'.

3. Nous supposons désormais que I’ # 0. La proposition 7.6 nous permet de dire
que, a partir d’un certain rang, les éléments de la suite V sont non nuls, donc
la suite % est définie a partir de ce rang. L’application définie sur R*, qui a
associe -, est continue sur son ensemble de définition et en particulier en I’.
La suite 3, est donc convergente vers - (voir proposition 3.4, page 34). En
utilisant la propriété précédente sur le produit de deux suites, on en déduit

que la suite % est convergente vers li,

&

Proposition 7.6 Soit (up)nen une suite convergente vers un réel l. Alors,
1.1>0=3INeN,Vn>N, u,>0.

2.1<0=>3NeN,Vn>N, u,<0.

Les contraposées sont les suivantes

Proposition 7.7 Soit (up)nen une suite convergente vers un réel l. Alors,
1.YNeN,an>N u,>0=12>0.

2.YVNeNIIm>N u,<0=10<0.

Preuve. Preuve de la proposition 7.6
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1. Supposons que la suite (u,)nen converge vers un réel [ > 0. On consideére le
réel strictement positif %

ngeN, Vn>ng, Ju,—I|< é,

c’est-a-dire

Vn > ng, —%+l<un<%+l.

En particulier,

Vn > no, un>%>0.

2. Il suffit de travailler avec la suite (—u, )nen €t appliquer la propriété précédente.

&

Corollaire 7.8 On considére deuz suites (un)neN €t (Un)neN convergentes res-
pectivement vers les réels | et .

1. Si a partir d’un certain rang, un, < v, alorsl <1'.
2. Si M est un magjorant de la suite (up)nen, alors I < M.

8. Sim est un minorant de la suite (up)nen, alors | > m.

Preuve. Il suffit d’utiliser les propositions précédentes avec les suites respectives

1. (vﬂ - u’n)’nEN’
2. (M —un)nENa

3. (up — M)nen-

Proposition 7.9 On considére (un)(neN), (Vn)nen) €t (Wn)(nen) trois suites
vérifiant

VneN, u, <v, <wp,.
Si les suites (Un)(neN) €t (Wn)(neN) convergent vers un méme réel l, alors la
suite (vn)(nen) €st convergente et converge vers L.

Preuve. Soit € un réel strictement positif. Il existe un entier naturel ng vérifiant
Vn2mng, l—e<up<vn<wn<l+teg,

donc
Vn > no, Iun - ll <e

La suite (vn)(nen) €st convergente vers . &
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7.2.1 Caractérisation des suites réelles convergentes

Proposition 7.10 Une suite réelle (u,)men) est convergente si et seulement
si elle est bornée et n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Preuve. Nous savons que, dans tout espace métrique, une suite convergente est
bornée et n’a qu'une seule valeur d’adhérence (Voir la proposition 2.2, page 18
et la proposition 2.12, page 25). Montrons que la réciproque est vraie si ’on se
place dans R. On considére une suite réelle (u,)nen) bornée, n’ayant qu’une seule
valeur d’adhérence notée I. Choisissons un réel positif M vérifiant

YneN, |u,| <M.
Considérons € un réel strictement positif et le sous-ensemble A, de N défini par
Ac={neN, u,¢]l—¢l+el}

Supposons que A, soit un ensemble infini. On peut alors extraire une sous-suite
(Uy(n))(neN) telle que

VreEN, uym) €l —¢&l+el
La suite (uy(n))(nen) est donc une suite dont les éléments appartiennent a
F=[-M,M]n(l —¢,l+e])°,

partie fermée bornée de R, donc compacte. On peut en extraire une sous-suite
(%gpoy! (n)) (neN) convergente vers un nombre réel noté I’. Ce réel I’ appartient & F'
car c’est un fermé de R. Donc |l —1’| > € et nous obtenons deux valeurs d’adhérence
distinctes, ce qui est impossible. L’ensemble A, est donc fini. Soit ng un majorant
strict de cet ensemble. On obtient

Yn > ng, |un—I| <e.

La suite (u5)nen) est donc convergente vers I. &

Remarque 7.2 La proposition précédente n’est pas toujours vérifiée sur un espace
métrique quelconque. On pourra trouver un contre-exemple sur un espace vectoriel
de dimension infinie dans l’exercice 12.1, page 165. Elle est vraie sur tout espace
vectoriel normé R™. La preuve est identique : Il suffit de remplacer l'intervalle
ouvert |l — €,l + €[ par la boule ouverte de centre | et de rayon € et de remplacer
la valeur absolue par une norme.

Par contraposée de la proposition précédente, nous obtenons

Proposition 7.11 Une suite réelle est divergente si et seulement si elle vérifie
l’une des deuz conditions suivantes :

elle est non bornée,

elle est bornée et admet au moins deuz valeurs d’adhérence.
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7.3 Suites monotones, suites adjacentes

Définition : On dit qu’une suite réelle (u,)nen est
croissante si :
Vn Z 0) Un+1 2 Un,

décroissante si :
Vn > 01 Un+1 < Un,

monotone si elle est croissante ou décroissante.

Proposition 7.12 Une suite réelle
croissante et magjorée est convergente vers M = sup{un,n € N},
décroissante et minorée est convergente vers m = inf{u,,n € N}.

Preuve. Considérons une suite (u,)(nen) croissante et majorée. Notons M sa
borne supérieure. Soit £ un réel strictement positif. Il existe un naturel ng tel que

M — e < Up,.
La suite étant croissante et M étant un majorant de la suite
Vn>mng, M—e<up, <u, <M.

Donc
Vn >ng, |up,—M|<e.

La suite (un)(nen) est convergente vers M.
On procéde de méme pour les suites décroissantes et minorées. &

Définition : Deux suites réelles (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes si
l'une est croissante, ’autre est décroissante et si la suite (vn — Un)nen
est convergente vers 0.

Proposition 7.13 Deux suites adjacentes sont convergentes vers une limite
commune notée l, avec

VTLEN,VPGN, UnSlSUp,

si la suite croissante est la suite (Up)neN-

Preuve. Considérons deux suites (un)nen €t (Un)nen adjacentes. Supposons la
suite (un)nen croissante et la suite (vn)nen décroissante. Les suites (up)nen €t
(—vn)nen sont croissantes, donc la suite (u, — vn)nen l'est aussi. Cette derniére
est par hypothese convergente vers 0. D’aprés la proposition précédente,

sup(upn — vp) = lim(u, — v,) = 0.
neN n€eN
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On en déduit que
VneN, u, <v,.
En utilisant la monotonie des suites (un)nen €t (Vn)nen :
VneN, wug<u, <v, <.

La suite (up,)nen est croissante et majorée par v et la suite (v, )nen est décroissante
et minorée par ug : elles sont toutes deux convergentes. Et,

lim v, — lim 4, = lim (v, —u,)=0.
n—+00 n n—-+4o00 n n—-»+oo( n n)

On obtient 'inégalité indiquée dans la proposition grice & la proposition 7.12 &

Exercice 7.2 On pose, pour tout n > 1, an =1+ 1+ 5+ -+ 5 =D 1 ; 7=

1. Montrer que, pourtoutn > 1, a, < 2—%. (On pourra minorer, sur des segments
judicieusement choisis, |'intégrale de la fonction ¢ — ;15)

2. En déduire que la suite (an)nen) converge.

Solution.

1. La fonction t — 315 est décroissante sur Rt*. Donc

Fdt a1

Vk > 2, - > —_ = .
k182 T Jp1 K2OK?
D’ou,
n n n k
1 1 dt
w22 m=Y pee Y pse Y [ 4
k=1 k k=2 k k=2 k-1 t
" dt 1
+/1 t2 n

Pour n = 1, nous avons égalité.

2. La suite (an)(nen) est croissante, majorée par 2 donc convergente.

Exercice 7.3 On définit deux suites (un)(nen+) €t (Vn)(nene) par :

n
1
* —_— — — —
VneN un—kz_ok! et vn—un+n.n!.

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. On note [ leur limite commune.
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2. Prouver que I n'est pas rationnel. (On pourra supposer | = g et exploiter I'en-
cadrement u, <! < v,.)

3. Pour tout n € N, on note I, = fol %el“"dw.
Montrer que Vn € N*, I, = I, — 4.

4. En déduire que

lim u, =e,
n—-+o0o

et que e est un nombre irrationnel.

Solution.
1. )
Vn € N*, Un41l — Up = m
. 1 1 1
VREN, tnni - = O Y A DD
_ -1
T+ )(n+ 1)V
1
VneN, wv,—u,= mh

donc la suite (vn — un)nen~) €st convergente vers 0.
On en déduit que les suites (un)(nen+) €t (Vn)(nen+) sont adjacentes. Elles
sont donc convergentes vers une limite notée [.

2. Supposons que la limite commune ! soit un nombre rationnel. Il existe deux
entiers strictement positifs vérifiant [ = 2. Les suites (un)(nen+) €t (Vn)(nen+)
étant strictement monotones, on a

Ug < 1 < vg.

1. qq! 2. ¢q!
( qki')<pq!<( %>+1.
k=0 k=0

On remarque que ces trois nombres sont trois entiers naturels dont le plus
petit et le plus grand sont consécutifs. Ceci est impossible, donc ! n’est pas
un nombre rationnel.

On en déduit

3. Le résultat est évident a ’aide d’une intégration par partie.

n n n—1 n
1
VReEN', up=) q= 143 (Teer—I) =14 =Y I = 1+Io—I,.
k=0 k=1 k=0 k=1
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La suite (I5)(nen) est convergente vers 0. En effet,

Vn €N, ogIngni.

D’ou
l= lim u,=1+=1—-1+e=c¢e.

n—+oo

Ceci prouve que e est un nombre irrationnel.

7.4 Limite supérieure, limite inférieure

Les définitions de la limite supérieure et limite inférieure d’une suite bornée
sont données sous forme d’un exercice.

Exercice 7.4 Soit (us)nen) une suite réelle bornée. Pour tout n € N, on pose

Up =supu, et wp = inf u,.
p>n p2n

1. Montrer que la suite (vn)men) est décroissante minorée et la suite (wn)men)
croissante majorée. On en déduit que ces deux suites sont convergentes et on
note

lim v, =limsupu, et lim w, = liminfu,
n—+00 n—+o00 n—-+o00 n—+00

2. Montrer que ces deux limites sont des valeurs d'adhérence de la suite (un)(nen)-
(On pourra utiliser la proposition 2.13, page 26.)

3. Montrer que, pour toute valeur d’adhérence I de la suite (un)(nen), ON @

liminf u, <! < limsup u,.
n—-+00 n—+o00

4. En déduire que la suite (un)men) converge si et seulement si

lim inf u,, = lim sup u,.
n—-+o00 n—+o0o

Solution.
1. Considérons, pour tout entier naturel n, ’ensemble A,, défini par

An = {up;p Z n} = {un,un+1,un+2 o }'

La suite (un)(nen) st bornée : Considérons M un majorant de cette suite et
m un minorant. Alors,

VneN, m<infA, <supA, <M,
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c’est-a-dire
VneN, m<w,<v, <M.

Les suites (vn)men) €t (Wn)nen) sont bornées.
Soit n un entier naturel. On a,

.An = An+l U {Un},

donc
An+1 C An.

La borne supérieure de A, est un majorant de A,, donc de A,41. La borne
supérieure étant le plus petit des majorants,

Unt1 = SUp An41 < sup A, = Vp.

La suite (vn)(nen) est décroissante, minorée donc convergente.
De méme, w, = inf A,, minorant de A, est également minorant de A, ;.
La borne inférieure étant le plus grand des minorants, on obtient,

Wpy1 = inf Apyq > inf A, = w,.

La suite (wn)(nen) est croissante, majorée donc convergente.

. Pour tout entier naturel g, v, et wy sont les bornes supérieure et inférieure

de ’ensemble A,. D’apres le corollaire 2.9, page 22,
vg €Ay et wy €A,
Soit p un entier naturel.
Vg>p, AqCA,,

d’ou,

Vg>p, AgCA,
On en déduit que (vg)g>p €t (Wq)g>p sont des suites d’éléments de A,. Cet
ensemble étant un fermé de R, il contient les limites des deux suites, c’est-
a-dire limsup,, _, o, un €t liminf, o u,. Ceci étant vrai pour tout entier
naturel p, on obtient

limsup u, € NpenAp

n—+00
et

liminf u, € NpenA,.
n—+00 n pENL1p

D’apres la proposition 2.13, page 26, limsup,,_, , o, Un €t liminf,_, ;o u, sont
des valeurs d’adhérence de la suite (un)(nen)-

. Soit ! une valeur d’adhérence de (un)(neny- Il existe une suite extraite (% (n)) (nen)

convergente vers [. On a,
VREN, Wyn) < Up(n) < Vp(n)-
En passant a la limite,

lim inf u, <! < limsup u,,.
n—+o00 n—+oo
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4. Si (un)(nen) est une suite convergente, elle n’a qu’une seule valeur d’adhérence.
D’ou
liminf u,, = lim sup u,.
n—+o0 n—+o00

Réciproquement, supposons

lim inf u,, = lim sup u,,.
n—+oo n—-+o00

Toute valeur d’adhérence [ vérifie

liminf u, <1 < limsup u,.
n—+o00 n—+o00

La suite (u5)nen) n’admet donc qu’une seule valeur d’adhérence. Elle est de
plus bornée donc convergente. (Voir proposition 7.10. page 73.)

&

7.5 Sous-groupes de (R, +)

Exercice 7.5 Soit G un sous-groupe de (R, +). Le but de cet exercice est de montrer
que G est, soit de la forme aZ ou a est un réel, soit dense dans R.

1. Etudier le cas G = {0}.
On suppose désormais que G # {0}.

2. Vérifier que
(GNR*™)
est une partie non vide et minorée de R. On note alors m sa borne inférieure.

3. On suppose m strictement positif. Montrer que m appartient a G puis que
G =mZ.

4. On suppose m = 0. Montrer que G est dense dans R.

Solution.
1. G=0Z.
2. Soit g un élément non nul de G. On a

l9| € (GNR*™).

Donc (G NR**) est une partie non vide de R minorée par 0. Notons m sa
borne inférieure. Ce réel est supérieur ou égal a 0.

3. On suppose m réel strictement positif. Montrons qu'’il appartient & G. Tout
d’abord, remarquons que

VgeqG, 0<g<m=g=0
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et
Y(g1,92) € G%, |91 —go| <m = g1 = ga.

D’aprés la proposition 2.7, page 21, il existe une suite (g,)(nen) d’éléments de
G convergente vers m. Cette suite est une suite de Cauchy. On peut choisir
un entier naturel ng tel que

Y >ng, |gn — Gne| < M.

Donc
Yn >ng, gn= Gno-

La suite (gn)(nen) est stationnaire & partir du rang no. On a,

= lim =m.
g'n.o n—-+o0o gn

Ceci prouve que m est élément de G. mZ est le sous-groupe addltlf de (]R +)
engendré par m. Ainsi, mZ C G.

Montrons réciproquement que G C mZ. Soit g un élément de G. En notant
E(z) la partie entiére du réel z, on a

5(2)<2<p(2)+
done OSg—mE(%) <m.

g—mE () est un élément de G vérifiant la double inégalité ci-dessus. Il
est donc nul. On obtient
- g
g=mE ().

Ce dernier élément appartient & mZ. Ainsi,

G = mZ.

. On suppose désormais m = 0. Soit £ un réel et € un réel strictement positif.

Il existe un élément g, de G vérifiant

0<ge<e.
Nous avons
E(£> g£<E<£)+1,
Ge e e
donc,
T
03:1:—E<—)ge<g5<e.
€

En remarquant que E ( ) ge est un élément de G, on en déduit que G est
dense dans R.

&
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Exercice 7.6 Soit f une application définie sur R, a valeurs réelles, continue en 0 et
admettant 1 et v/2 pour périodes. Montrer que f est constante sur R.

Solution. Considérons G le sous-groupe de (R, +) engendré par 1 et v/2.
G = {p+9v2/(p,q) € Z%}.

Supposons que G soit de la forme aZ. Il existerait alors deux entiers non nuls & et
k' vérifiant
l1=ka V2 =Fa.

On aurait

K
\/E:TC-EQ.

Cela est impossible. Donc G est dense dans R.

Considérons un réel z. Il existe une suite (gn)neny d’éléments de G convergente
vers z. La fonction f étant continue en 0, la suite (f(z — g»))nen €st convergente,
avec

Jdim  f(z — gn) = £(0).
Or,
VneN, f(z—gn)= f()

La suite (f(z—gn))nen est donc constante et égale & f(z). On obtient f(z) = f(0).
L’application f est constante. &
~

7.6 Etude de la suite cosnf (6 € R)

Exercice 7.7 Le but de cet exercice est la recherche de I'ensemble des réels § pour
lesquels la suite (un)(nen), définie par u, = cosn, est convergente et de I'ensemble
des réels 6 pour lesquels la suite (v5)meny, définie par v, = sinnd, est convergente.

1. (a) Ecrire, pour tout entier n strictement positif, (tn41 — Un—1) en fonction
de vy,.

(b) Ecrire, pour tout entier n strictement positif, (vn4+1 — vn—1) en fonction
de u,.

2. Conclure en discutant suivant les valeurs de sin 6.

Solution.

1. (a)
Vn € N*,  Upy1 — Up—1 = —2sinnfsinf = —2v, sinb,

(b)

Vn e N* w41 —vp—1 = 2cosnfsind = 2u, sinb.
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2. (a) 1°" cas. sin® # 0. Supposons que la suite (%5 )mnen) soit convergente.
Alors

Jm (unt1 = tn-1) =0.

Ce qui entraine que la suite (vn)(nen) converge vers 0. Ainsi,

ngrfm(vn+1 —Up_1) =0

puis
n_l_l'l_l'_’loo U, = 0.
Et enfin,
nkrfoo (u2 +22) =0.

Ce qui est impossible. On conclut que la suite (u5)nen) est divergente.
Avec un raisonnement similaire, on montre que la suite (v5)men) est
divergente.

(b) 2¢ cas. sinf=0.
i. Si @ = 2km ol k est un entier, alors les suites (un)(nen) €t (Vn)nen)
sont constantes et égales respectivement a 1-et 0.

ii. Si @ = (2k + 1)7 ol k est un entier, alors
VneN, u,=(-1)"etv,=0.
La suite (un)(men) est divergente et la suite (v,)(nen) convergente.

En conclusion, la suite (cos nf)(nen) est convergente si et seulement si § =0 &
2m pres et la suite (sinnf)(,en) est convergente si et seulement si 6 = 0 & 7 pres.

&

Exercice 7.8 L'objet de cet exercice est I'étude des valeurs d'adhérence de la suite
définie par u,, = cosnf, ol 6 est un réel fixé.

1. On suppose dans cette question % rationnel. Montrer que la suite (un)(neny est
périodique. Que peut-on dire de I'ensemble de ses valeurs d'adhérence? Pour
quelles valeurs de 6 la suite converge-t-elle ?

2. Comparer les ensembles suivants :
A = {cosnf/n € N},
B = {cos(nd + 2pr)/n € Z,p € Z}.

3. Vérifier que G = {nf + 2pm/n € Z,p € Z} est un sous-groupe de (R, +).
On suppose désormais % irrationnel.

4. Montrer que G est dense dans R.

5. On considere pour tout entier naturel p, I'ensemble A, défini par :

A, = {cosnb/n > p}.
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(a) Montrer que Ap puis que les ensembles A, (p > 0) sont denses dans
I'intervalle [—1,1].

(b) En déduire que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est le segment
[-1,1].

Solution.

1. On suppose que % est rationnel. On pose % = g avec ¢ > 0. Alors

VneN, upioq = Un.

La suite (un)(nen) est périodique. L’ensemble des valeurs d’adhérence est
Pensemble image de la suite. Elle est convergente si et seulement si elle est
constante, c’est-a-dire si § = 0 & 27 pres.

2. La fonction cosinus étant paire et 27 périodique, on a A = B.
3. Evident.

4. Supposons qu’il existe un réel m vérifiant G = mZ. 1l existe alors deux
nombres entiers k et k' # 0 tels que

0=km, 27=k'm.

On obtient 0 ok

= w <@
Ceci est contraire a ’hypothése. G n’est pas de la forme mZ. Il est dense
dans R.

5. Pour tout entier naturel p, A, est inclus dans le fermé [—1, 1]. Donc
VpeN, 4,c[-1,1].
(a) On remarque que
Ao = A = B = cos(G).

Montrons que [—1,1] C Ap. Soit y un élément de [—1,1]. Il existe un
réel z vérifiant y = cosz. G étant dense dans R, il existe une suite
(9n)(neny d’éléments de G convergente vers x. La fonction cosinus est
continue,

nll)riloo(cos gn) =COST =Y.

y appartient & Ag. On en déduit que A = [-1,1].
Montrons que la proposition

Pp i’ Ap =[-1,1)",

est vraie pour tout entier naturel p.

i. On vient de montrer que la proposition est vraie au rang 0.
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ii. Soit p un entier naturel. Montrons
Pp = Pp+1.

Nous avons,
A, C Apyy U {cos(ph)}.

Cet ensemble étant un fermé, il contient ’adhérence de A,. Ainsi,
[~1;1] € A, C Apy1 U{cos(pb)} C [—1;1].
On obtient
A1 U {cos(p0)} = [~1;1]

Puisque [-1;1] \ {cos(pf)} n’est pas un fermé, on a
Ap1 = [-1;1].

On a ainsi montré que

iii. On en déduit que la proposition P, est vraie pour tout entier na-
turel p.

(b) En utilisant la proposition 2.13. page 26, 'ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (cos(n))nen est

Mp=oAp = [-1;1].

7.7 Moyennes de Cesaro

Exercice 7.9 On considere une suite réelle (u,)men) et la suite (vn)(nen)y définie
par :

1 n
Vn € N, = — .
n Un n+1]§uk

La suite (v5)(nen) est appelée moyenne de Cesaro de la suite (un)(nen)-

1. Montrer que si la suite (un)(nen) converge alors la suite (v, )(nen) converge vers
la méme limite.

2. Montrer avec un contre-exemple que la réciproque est fausse.
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Solution.
1. On note ! la limite de la suite (un)(nen). On remarque que :

Vn €N, vn—l——Z(uk—l)

Soit € un réel strictement positif.

dng e N ,Vn>ng |u,—I|<e.

Donc,
Vn 2 nyg,
no—1 no—1
lvn—I| < Z( (O Z luk—l| < +1 Z(u
k—n

Le réel € et ’entier ng étant fixés, la suite

no—1

Z(Uk_l)

est convergente vers 0. Donc

’nol

Z(uk—l

Ing > no,Vn > ny,

D’ot,
Yn>ny, |ve—I<2e.

La suite (v5)nen) est convergente vers [.

2. Nous avons vu, dans ’exercice 7.7, page 81 que si 6 est un réel non nul (&
2m pres), la suite (un)(nen) définie par

Vn eN, wu, = cos(nf)

est divergente. Montrons que sa moyenne de Cesaro est convergente vers 0.

Nous avons,
Vn €N,
_ 1 Zcos (k6) = (i eika) _ 1 2 (1 - ei(n;1)0>
1= k=0 nHl e
Donc 1 1 — eiln+1)8 1 2
Vn €N, IvnISn_'_l} 1_e® —n+1}1—ew'

Cette suite est convergente vers 0.
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&

L’exercice suivant nous donne un exemple de suite bornée divergente dont la
moyenne de Cesaro est également divergente.

Exercice 7.10 On considere la suite (un)(nen-) définie par :
Up = (_l)E(]og2 n),

ou E(z) représente la partie entiere de z. On considere la suite (S, )nen+) des sommes
partielles, définie pour n > 1 par,

n
Sn = Z Ug.
k=1

1. Montrer que la suite (Spn+1_1 — S2n_1)(nen-) est géométrique.
2. En déduire la valeur de Sa~»_1 pour tout entier strictement positif 7.
On considere la suite moyenne de Cesaro :

1 n
Up = —Zuk.
nk:l

3. Montrer que la suite (v5)(nen+) @ au moins deux valeurs d'adhérence. En déduire
qu’elle est divergente.

Solution.
1.
ontl
Vn € N*, Spnt1_3—Son_y = z Uk
k=2n
ontl_g
= ¥
k=2n
— (_1)n(2n+1 _ 2n)
=(-2)".
2.
n—1
Vn>2, Spn_y1= Z(Szk+1—1 = Spr_1) +w
k=1

n—1
=) (-2)%+1
k=1
n—1
=>_(-2)"
k=0

_1-(2)r
=—
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L’égalité est aussi vérifiée pour n = 1.

3. On remarque que :

* 1 1-— (—2)” 2n 1

On en déduit que les suites extraites (v(a2n_1))nen €t (v(22n+1_1))nen+ con-
vergent respectivement vers "Tl et % La suite (vn)(nen+) admet au moins

deux valeurs d’adhérence. La suite (v, )nen+ est divergente.

&

7.8 Relations de comparaisons

Remarque 7.3 La notion de comparaison de suites est importante et trés utilisée
en analyse, en particulier pour les séries. Cette section, placée en fin de chapitre,
est d’une moindre utilité pour l’étude des suites et de leur convergence éventuelle.
Seul le corollaire 7.21 peut étre utile pour établir la convergence d’une suite vers un
réel non nul. On peut noter, en outre, qu’une suite dominée ou négligeable devant
une suite convergente vers 0 est également convergente vers 0.

7.8.1 La felation O

Définition : On dit que la suite U = (un)(nen) est dominée par la suite
V = (vn)(nen) 8'il existe un réel positif M et un entier positif ng tels que

Vn > ng, |ua| < Mlvy|.

|| Définition : On note O(V') ’ensemble des suites dominées par V.

Remarque 7.4 Lorsqu’une suite U est dominée par une suite V, on pourra, par
abus d’écriture, noter U = O(V') ou u, = O(vyp).

Exemples :
V =0().
O(1) est 'ensemble des suites bornées. On remarque, avec cet exemple, qu’une
suite dominée par une suite convergente n’a aucune raison de converger.
un, = O(2) signifie que la suite (nu,) est bornée.
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7.8.2 La relation o

Définition : On dit que la suite U = (un)(nen) est négligeable ou infi-
niment petite devant la suite V' = (v5)(nen) si

Ve > 0,3n. € N,Vn > ne, |up| < €|vn).

| Définition : On note o(V') I’ensemble des suites négligeables devant V.

Remarque 7.5 Lorsqu’une suite U est négligeable devant une suite V', on pourra,
par abus d’écriture, noter U = o(V) ou un, = o(vy).

Exemple :
0(1) est 'ensemble des suites convergentes vers 0.
un = o(2) signifie que la suite (nuy) est convergente vers 0.

Proposition 7.14 La suite U = (u5)nen) est négligeable devant la suite V =
(Vn)(nen) i et seulement si il existe une suite (an)(nen) convergente vers 0
vérifiant,

Ing €N, Vn2>mniy, Up=a,Vy.

Preuve. On suppose dans un premier temps que u, = o(v,,). On définit la suite
(an)nEN par
Yo gi v, #0,
VneN, ap=4¢ n?
0si v, =0.

La suite (un)(nen) étant négligeable devant la suite (vn)(nen) »
dn; € N,Vn > n,, |un| < Ivnl

Donc,
Vn>n1, v,=0=u,=0.

On obtient ainsi
Vn>ni, Up = aptn,.

Montrons que la suite (a5 )nen) est convergente vers 0.
Soit £ un réel strictement positif.

In. e N,Vn > ne,  |un| < €l|vnl.

Nous obtenons,
Vn > ne, lan| <e.

La suite (ar)nen) est ainsi convergente vers 0.
La réciproque est évidente. &
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Corollaire 7.15 On suppose qu’il existe un entier ng tel que pour tout n
supérieur d no, on ait v, # 0. Alors la suite U = (un)(nen) est négligeable
devant la suite V = (v,)(nen) Si et seulement si

7.8.3 L’équivalence

Définition : On dit que la suite U = (u,)(nen) est équivalente & la suite
V = (Un)(nen) 8i (U—=V)=0(V). Onnote U ~ V.

De la proposition 7.14, découle la proposition suivante,

Proposition 7.16 Une suite U = (un)men) est équivalente d la suite V =
(vn)(men) i et seulement si il existe une suite (an)nen) convergente vers 0
vérifiant,

Ing €N, Yn>ni, u,=v(1+an).

On peut en déduire

Proposition 7.17 Une suite U = (un)men) est équivalente d la suite V =
(n)(nen) st et seulement si il existe une suite (0n)nen) convergente vers 1
vérifiant,

dn, €N, Vn2>n;,
|Corollaire 7.18 La relation ~ est une relation d’équivalence. I

Corollaire 7.19 Lorsque deuz suites réelles sont équivalentes, si l'une est
convergente, l'autre est aussi convergente vers la méme limite.

Up = QpUn.

Proposition 7.20 On suppose qu’il existe un entier ng tel que pour tout n
supérieur a ng, on ait v, # 0. Alors la suite U = (un)nen) est équivalente a
la suite V = (Un)(nen) 8t et seulement si

Corollaire 7.21 Soit | un réel non nul. Une suite (un)nen est convergente
vers | si et seulement si

Uy ~ L.
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Remarque 7.6 Attention! La relation ~ se manie avec précaution. En particu-
lier, elle n’est pas compatible avec I’addition. Par exemple,

n+2~n+1, —n~ —n etpourtant2 % 1.

En revanche, ~ est compatible avec le produit et la puissance : si u, ~ ul, et

8t Up ~ vl alors upv, ~ ulv;, et si les suites sont 4 termes strictement positifs
7

us ~u,> pour o € R.

Elle n’est pas compatible avec la composition :

n~n+l,
+o0

or
expn ¢ exp(n+1).
+o0



Chapitre 8

Fonctions dérivables

8.1 Dérivation des fonctions vectorielles

Dans ce chapitre, on considére E un espace vectoriel normé sur K(= R ou C),
I un intervalle ou un réunion finie d’intervalles tous non réduits & un point, ¢y un
élément de I et f une application définie sur I & valeurs dans E.

8.1.1 Définition

Définition : On dit que f est dérivable en ¢y si 'application

= (ft0+ B) ~ f(t0))

admet une limite lorsque le réel h tend vers 0. Cette limite est appelée
vecteur dérivé (ou nombre dérivé si E = R) de f en to et noté f'(to).

8.1.2 Développement limité d’ordre 1

Proposition 8.1 Soit a un élément de E. L’application f est dérivable en to,
de vecteur dérivé a, si et seulement si il existe une application € vérifiant

f(to + h) = f(to) + ha + he(h),
avec limp, o e(h) = 0.

On dit, dans ce cas, que lapplication f admet un développement limité d’ordre
1 enty.

Preuve.
1. Supposons f dérivable en tg, de vecteur dérivé a. Considérons la fonction &
définie pour h non nul et « assez petit » par

(k) = 3 (f(to + 1) - f(t) — o
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Nous avons .
lim e(h) = 0.
h—0
Or,
he(h) = (f(to + h) — f(t0)) — ha.
D’ou,

f(to+ h) = f(to) + ha + he(h),
avec limp_,o&(h) = 0.
2. Supposons réciproquement qu’il existe une fonction e vérifiant limp, g e(h) =

0et
f(to+ h) = f(to) + ha + he(h).

Alors 1
7-(f(to + k) = f(to)) = a+e(h).

On en déduit que f est dérivable en ¢y de vecteur dérivé a.

&
|Corollaire 8.2 Si f est dérivable en to, alors f est continue en tp. I
Preuve. Il suffit d’utiliser le développement limité d’ordre 1. &

Remarque 8.1 La réciproque est fausse puisque, par exemple, la fonction valeur
absolue est une application 1-lipschitzienne, donc uniformément continue sur R et
pourtant non dérivable en 0.

Exercice 8.1 Soient I un intervalle et £y un point de cet intervalle. On considére une
application f définie sur I a valeurs dans un e.v.n. E, dérivable en to de dérivée f’(to)
et une application A définie sur I a valeurs réelles, dérivable en ty de dérivée N (to).
Montrer que I'application \f est dérivable en %y avec

(Af)'(ta) = X (to) £ (to) + Alto) f'(to)-

Solution. Pour h réel non nul, nous avons

- (Alto + h)f(to + ) — Ato) f(t0))

Sl

= Ao+ k). (f(to +h) — £(t0))

+)\(to + h}z — A(to) -f(to)-

D’ou le résultat. &




8.1. DERIVATION DES FONCTIONS VECTORIELLES 93

Définition : On dit que 'application f est dérivable sur I si elle est
dérivable en tout point de I. On appelle alors fonction dérivée de f,
Papplication notée f’ définie sur I, qui & tout élément ¢ de I associe le
vecteur dérivée de f en t.

Exercice 8.2 Soit I un intervalle ou union finie d'intervalles de longueur non nulle.
On suppose I symétrique par rapport a 0. On considére une application f définie sur
I, a valeurs dans un e.v.n. et admettant une parité.

1. Soit z un élément de I. Montrer que si f est dérivable en z, alors f est dérivable
en (—z) et donner, suivant la parité de f, le vecteur dérivé en ce point.

2. Montrer que si I'application f est dérivable sur I, I'application dérivée f’ admet
une parité. Laquelle?

Solution.
1. Soit  un point de dérivabilité.

(a) Supposons ’application f paire. Pour tout réel h non nul tel que (—z+h)
appartienne & I,

1
= (=2 +h) = f(-2)) =

Ainsi,

(f@ =) = f(@)) =~ (fz — ) = f(z).

S| =

1 o
lim = (f(~2 + ) - f(~2)) = ~f'(@).
L’application f est dérivable en (—z) de vecteur dérivé f/'(—z) = —f'(z).

(b) Supposons l’application f impaire. Pour tout réel h non nul tel que
(—z + h) appartienne & I,

= (f(=a +h) = f(~2)) =

Ainsi,

(~f@ = )+ @) = = (f(z ~ ) - f(z).

S| =

. fz+h) - f(=z) _
Hm, h = f(@).
L’application f est dérivable en (—z) de vecteur dérivé f'(—z) = f'().
2. On déduit de la question précédente que si f est dérivable sur I, f' admet
une parité opposée a celle de f.

&

Exercice 8.3 Soit n un entier strictement positif et f |'application définie par

f: R — R

Montrer que f est dérivable sur R et donner sa fonction dérivée.
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Solution. Remarquons que I’application f est impaire. Nous avons
zn+1
n+1

Ve RY*, f(z)=

Ainsi, f est dérivable sur R** avec,
vz e R*™, f'(z) =z" = |z|"
D’aprés ’exercice 8.2, ’application f est dérivable sur R™* avec
Vz €R™", - f(z) = f' (=(=2)) = f'(-=z) = |a|".

Etude en 0 : 1) -
T T
RS T ThaT

Ainsi f est dérivable en 0, de dérivée nulle. On obtient

vz eR, f'(z)=|z|"

8.1.3 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 8.3 On considére I, J deuz intervalles, (E, ||.||) un espace vecto-
riel normé et deux applications f et g avec

f: — J
z —  f(z),
g: J — E

y — g(y)

Soit zo un élément de I. Si f est dérivable en zq et g dérivable en f(zo), alors
Papplication composée (g o f) est dérivable en =g avec,

(g0 f)'(@o) = f'(x0)-9'(f (0))-

Preuve. On a

f(zo + h) = f(zo) + hf' (o) + he1(h)

avec limp_,g€1(h) =0 et
9(f(zo) + k) = g(f(z0)) + kg'(f(20)) + ke2(k)
avec limg_,0€2(k) = 0. D’ou,

9(f(mo + h)) = g[f(2o) + [f(zo + k) — f(@0)]]
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= (gof) (o) +(f (o + h) — f(xo)] g'(f(0))+(f (w0 + h) — f(wo)] 2 [f (w0 + ) — f(=o)])-
= (gof)(@o)+hf' (z0)g' (£ (o)) +h [e1(R)g' (f (o)) ]+h[f (m0) + e1(h)] [e2(f (%o + h) — f(zo)]

Nous avons
lim e1()g'(f(z0)) = 0

et
lim [f'(zo) + hex(h)] [e2(f (@0 + h) = f(x0))] = 0.

D’ou le résultat. &

Exercice 8.4 On considére deux applications f et g définies sur un intervalle I, a
valeurs dans un espace préhilbertien réel E. Soit ¢ un élément de I.

1. On suppose f et g dérivables en to. Montrer que I'application
S:' I — R
t — < f(t),9(t) >
est dérivable en ¢y et donner la dérivée de S en ce point.
2. On suppose f dérivable en to avec f(to) # 0. Montrer que I'application
N: I — R*
to— IF@I

est dérivable en ty et donner la dérivée de IV en ce point.

Solution.
1. Les applications f et g admettent un développement limité a I’ordre 1 en % :

f(to + k) = f(to) + hf'(to) + he1(h)

et
g(to + h) = g(to) + hg'(to) + hez(h)

ol €1, €2 sont deux applications vérifiant limp_,g€1(h) = 0 et limp0 €2 (h) =
0. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire,

S(to + h) =< f(to) + hf'(to) + he1(h), g(to) + hg'(to) + hea(h) >
=< f(to), g(to) > +h (< f'(t0), g(to) > + < f(to), g (to) >) + he(h)
ou
S(h) =h< f’(to),gl(to)+62(h) >4 < El(h),g(t0+h) >4+ < f(to),&z(h) > .

Nous avons limp,_,g £(h) = 0. L’application S admet un développement limité
a ’ordre 1 en g, elle est donc dérivable en ce point et

S'(to) =< f'(to),g(to) > + < f(to), g (to) > .
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2. On utilise le résultat précédent en prenant g = f. Ainsi,

veel, |f@®)ll=V<f)ft)>=+50

et
S§'(to) = 2 < f'(to), f(to) > -

L’application = — +/z étant dérivable en ||f(¢o)|| # O 'application N est
dérivable en tg avec

< f'(to), £(t0) >

! _ 1 ! =
N (tO) = 2 /——S(to) 2< f (t0)1f(t0) > ”f(tO)“

8.1.4 Dérivées d’ordre supérieur

Définition : Si I’application f est dérivable sur un intervalle J(C I)
de longueur non nulle contenant to et si I’application f’ est dérivable en
to, on dit que f est deux fois dérivable en ty. On appelle alors vecteur
dérivée seconde de f en tg, le vecteur dérivée de f’ en to que 'on note

f"(to) ou fP(to).

On peut ainsi définir par récurrence, si elles existent, les dérivées successives
de f en to, que I'on note f® (o), f@ (to), - -

Définition : Soit k£ un entier strictement positif. On dit que ’application
f est k fois dérivable sur I si elle est k fois dérivable en tout point de
I. On appelle alors fonction dérivée k*#¥™¢ de f, 'application notée f(*)
définie sur I qui & tout élément ¢ de I associe le vecteur dérivée k*¢™e
de fent.

Remarque 8.2 Par convention, on notera f(©, l’application f.

Définition : Soit £ un entier naturel. On dit que ’application f est de
classe C* sur I si elle est k fois dérivable sur I et si Papplication f*) est
continue sur 1.

Définition : On dit que ’application f est de classe C*° sur I si, pour
tout entier naturel k, elle est de classe C* sur I.

Définition : Soient n un élément de N* U {oo} et f une application
définie sur un intervalle I & valeurs dans un intervalle J. On dit que f
est un C™ difféomorphisme si f est bijective et si f et f~1 sont de classe
cn.
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8.1.5 Applications de classe C* par morceaux

Subdivision

Définition :
1. On appelle subdivision d’un segment [a,b] toute famille finie o =
(@i)o<i<n d’éléments du segment [a, b] telle que

a=qg<a <---<ap,=>
2. On appelle pas de la subdivision o, le réel

(5(0’) = Osl’glsaz(_l(ai.u - ai).

3. On dit qu’une subdivision ¢’ est plus fine qu’une subdivision o si
tous les éléments de o appartiennent & ¢’.

Définition : Soit k¥ un élément de NU {oo}. On dit qu’une application
f définie sur [a,b], & valeurs dans E, est de classe C*¥ par morceaux,
s'il existe une subdivision ¢ = (a;)o<i<n de [a,b] et des applications
90,91 ** ,gn—1 telles que pour tout entier ¢ compris entre 0 et (n — 1),
la fonction g; soit définie et de classe C* sur [a;,a;41] avec

Vz €lai,air1|, gi(z) = f(z).

On dit que la subdivision o est adaptée & ’application f.
Si, pour tout entier 7, compris entre 1 et (n — 1), l'application g; est
constante, on dit que P’application f est en escalier.

Remarque 8.3 1. Soit f une application de classe C* par morceauz sur le
segment [a,b]. On peut remarquer que si o est une subdivision adaptée, alors
toute subdivision plus fine est également une subdivision adaptée a f.

2. On en déduit que si f et g sont deuz applications de classe C* par morceauz
sur le segment [a,b], dont o et o’ sont des subdivisions adaptées respective-
ment d f et g, alors (cUc”) est une subdivision adaptée auz deuz applications

fetg.

Notation : On note (Cas* [a,b],E), 'ensemble des applications définie sur
[a,b] & valeurs dans E et de classe C*¥ par morceaux.

Proposition 8.4 Pour tout élément k de N U {oo}, ’ensemble (Crs*[a, b], E)
est un sous-espace vectoriel de ((B([a,b],E),+,.) espace vectoriel des applica-
tions définies sur [a,b] d valeurs dans E et bornées.
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Notation : Pour k = 0, on pourra noter (Ca[a, b, E), Pespace vectoriel des
fonctions définies et continues par morceaux sur [a, b] & valeurs dans E.

Preuve. Soit k£ un élément de N U {oo}. La premiére étape consiste & montrer
que tout élément de (Cac*[a, ], E) est une application bornée sur [a,b]. Soit f un
tel élément, o = (a;)o<i<n une subd1v181on qui lui soit adaptée et des applications
91,92 ,gn—1 telles que pour tout entier ¢ compris entre 0 et (n—1), 'application
gi soit définie et de classe C* sur [a;,a;41] avec

Vz €]a;, aira|, gi(z) = f(2).
Soit 7 un entier compris entre 1 et (n—1). L’application g; est continue donc bornée
sur le segment [a;, a;4+1]. Considérons M; un réel vérifiant

Vz € [ai,ait1],  lgi(z)]| < M;.
Soit

M = max{M1, e )M’n—li f(a'O)’ e 1f(an)}
On obtient,
Vz € [a,b], ||f(z)ll <M.

Ainsi, l ,b),E) est inclus dans (B[a,b],E). Montrons qu'’il en est un sous-
espace. (C M a, b], IE) est non vide puisqu’il contient la fonction nulle. Soient f, g

deux éléments de (Cps*[a, b], E), A et deux réels. Il suffit de choisir une subd1v131on
adaptée & f et g pour vérifier que application (\f + ug) appartient & I’espace
vectoriel normé (Cp*[a, b], E). &

Définition : Soit k£ un élément de N U {oo}. On dit qu'une fonction f
définie sur un intervalle I & valeurs dans E est de classe C*¥ par mor-
ceaux, si sa restriction & tout segment inclus dans I est de classe C* par
morceaux.

8.2 Cas ou E est de dimension finie

8.2.1 Expression de la dérivée par rapport a une base

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e;)1<i<n une base
de cet espace, f une application définie sur un intervalle I & valeurs dans E et
(fi)1<i<n les applications coordonnées de f par rapport & la base B, c’est-a-dire

el 1= fhe.

i=1

Proposition 8.5 La fonction f est dérivable en ty élément de I si et seulement
si les f; le sont, et, dans ce cas,

f'(to) =) filto)es
i=1
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La preuve de cette proposition est effectuée page 179.

Corollaire 8.6 On considére I un intervalle non réduit a un point, to un
élément de cet intervalle, n et p deux entiers strictement positifs et My, p(K)
l’espace vectoriel des matrices de n lignes et p colonnes d coefficients dans K.
Une application A définie sur I & valeurs dans M, ,(K)

A: I — Mn,p
t — Al) = (a5(t)) agisn)
est dérivable en to si et seulement si pour tout i € {1,2--- ,n} et tout j €

{1,2---,p}, Vapplication a;; est dérivable en to, de dérivée notée ai;(to). La
dérivée de A en to, notée A'(to), vérifie alors

A'(to) = (ai;(t)) 1sisn

1<j<p

Proposition 8.7 Soient n, p et q trois entiers strictement positifs, I un in-
tervalle non réduit a un point et tg un élément de cet intervalle. Soient A et B
deuz applications

I - My p(K) et I — Mpqe(K)
t— A(t) t — B(t)

dérivables en to. L’application AB définie sur I & valeurs dans My o(K) est
dérivable en ty et

(AB)'(t0) = A(to)B'(t0) + A'(t0) B(to)-

Preuve. Les applications A et B étant dérivables en tg, elles admettent un développemnt
limité d’ordre 1 :
A(to + h) = A(to) + hA'(to) + hea(h),

B(to + h) = B(to) + hB'(to) + hep(h),

ol €4 (respectivement £g) est une application qui admet pour limite la matrice
nulle d’ordre (n,p) (resp (p,q)) lorsque h tend vers 0. On obtient

A(to + h)B(to + h) = A(to)B(to) + h(A'(to)B(to) + A(to) B’ (to))
+ h[A(to)es(h) + €a(h)B(to) + hA'(to) B (to)
+ hA'(to)es(h) + hea(h)B'(to) + heA(h)eB(h)]. (8.2)
L’application entre crochets admet pour limite la matrice nulle lorsque h tend vers

0. L’application AB admet un développement limité d’ordre 1 en £, elle est donc
dérivable en to et admet pour dérivée en ce point la matrice

A'(to) B(to) + A(to) B' (to)-
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8.2.2 Arc paramétré, arc géométrique

On considére n un entier strictement positif et k£ un élément de NU {oo}.

Définition : On appelle arc paramétré de R™ de classe C* tout couple
(I, f), ot I est un intervalle de R, et f : I — R™ une application de
classe C¥. L’ensemble f(I) C R™ est appelé support de 1’arc.

Définition : On dit que deux arcs paramétrés (I, f) et (J, g) de classe
C* sont C*-équivalents s'il existe un C*-difféomorphisme 8 de J sur I tel

queg= fod.

Proposition-définition 8.8 On définit ainsi une relation d’équivalence sur
les arcs paramétrés. Chaque classe est appelée arc géométrique de classe
C*k, tout représentant de classe est appelé paramétrage admissible de l’arc
géométrique.

Deux paramétrages admissibles d’'un méme arc géométrique ont méme support,
on parle donc de support d’un arc géométrique.

8.3 Cas des fonctions a valeurs réelles

8.3.1 Dérivée d’une application réciproque
Nous savons que si f est une application continue sur un intervalle I & valeurs
réelles :

1. L’image de l'intervalle I par I’application f est un intervalle J (théoréme
6.7, page 62).

2. f réalise une bijection de I sur J si et seulement si f est strictement monotone
(proposition 6.9, page 63).

3. Dans ce cas, f réalise un homéomorphisme entre I et J (proposition 6.13,
page 66).

Proposition 8.9 On considére I, J deuz intervalles et f une application
dérivable et bijective de I sur J. L’application f~! est dérivable en y élément
de J si et seulement si le réel f' (f~(y)) est non nul et dans ce cas

/

—1y/ _ 1
Y0 = 7=y

Preuve. Considérons (y,)nen une suite d’éléments de J convergente vers y et
vérifiant
VmeN, y.#y.
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L’application f~! étant injective,
VneN, [ y.)# f ()

Nous savons que f~! est continue sur J. La suite ( f ‘l(yn))n N st donc conver-
gente vers f~1(y).

f yn) = f71 (W) f ) = 71 (W)

Vn €N, vn—y T T ) - ®)]

1

flf“(yn)l—flf‘1§y2| ’
F=Yya)—=f"1(y

L’application f étant dérivable sur I et en particulier en (f~!(y)), nous avons

A Ea ) K A ) BT,

e T ) = /1)

1. Si f/(f~'(y)) # 0 alors

lim @) = ) _ 1
n—+o0 Un—Y fI((f~(y)

L’application f~! est dérivable en y avec (f~1)'(y) = ﬂf_—lim

2. Si f'(f~(y)) = 0 alors

lim fﬁl(yn) - f_l(y)

n—+oo Yn— Y

=400 ou-—oo

suivant le sens de variation de f. Dans ce cas, f~! n’est pas dérivable en y.

&
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Exemples :
1. L’application Arc sinus est dérivable sur l'intervalle | — 1, 1] avec,

1

Vy €] - 1,1], arcsin’(y) = ——,
V1-—y?

2. L’application Arc cosinus est dérivable sur l'intervalle ] — 1,1[ avec,
-1

Vy €] —1,1], arccos'(y) = ———,
V1—12

3. L’application Arc tangente est dérivable sur R avec,
1

Vy € R, arctan’(y) = Ty

4. L’application « Argument cosinus hyperbolique » est dérivable sur l'intervalle
1

/ —_—
Vy €]1,+o00[, argch'(y) = —m

5. L’application « Argument sinus hyperbolique » est dérivable sur R avec
1

/ P —
Yy e R, argsh'(y) = ——\/m

Preuve.
1. L’application sinus est dérivable sur le segment [—7Z, 7] de dérivée non nulle
sur l'intervalle | — %, Z[. L’application Arc sinus est dérivable sur l'intervalle

|1, +o0[ avec

] —1,1] avec
1
V _ 1 1 in/ = ——T.
y €] 1, arcsin’(y) cos(arcsin y)

Or,
Vy €] —1,1[, arcsin(y) €] — g, g[
Ainsi,
Vy €] —1,1[, cos(arcsin(y)) > 0.
D’ou,
1

1
Vy €] - 1,1, arcsin’(y) = = .
\/ 1 — sin®(arcsin y) V1-y?

2. L’application cosinus est dérivable sur le segment [0, 7] de dérivée non nulle
sur l'intervalle |0, w[. L’application Arc cosinus est dérivable sur I'intervalle

] —1,1[ avec
1

Vy G] - 1, 1[, arccos'(y) = W
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Or,

Vy €] — 1,1], arccos(y) €]0,n].
Ainsi,

Vy €] —1,1], sin(arccos(y)) > 0.
D’ol,

-1 -1
V1—cos?(arccosy) /1—y%

Vy €] —1,1[, arccos'(y) =
3. L’application tangente est dérivable et de dérivée non nulle sur I'intervalle
| = %, 5[ L’application Arc tangente est dérivable sur R avec

1
1 + tan?(arctany)

Vy €R, arctan’(y) =

1
1492

Vy €R, arctan’(y) =
4. Nous avons,
Vz € R, ch'(z) = sh(z).

Cette dérivée est nulle pour x = 1. L’application argch est dérivable sur
11, +o00| avec,

1 1 1
sh (argch(y)) \/ch2 (arg ch(y)) — 1 - VP - T

Vy €]1,+o00|, argch'(y) =

5. Nous avons,
Vz € R, sh'(z) = ch(z).
Cette dérivée ne s’annule pas sur R. L’application argsh est dérivable sur R
avec,
1 1 1

Vy €R, argsh'(y) = ch (argsh(y)) - \/Shz (argsh(y)) + 1 - ViE+1

&

8.3.2 Dérivée en un extremum local

Théoréme 8.10 On considére un intervalle I, f une fonction définie sur I et
a valeurs réelles et a un point de I. Si, l’on a

1. f admet un extremum local au point a,
2. le point a est un point intérieur a l’intervalle I,

8. f est dérivable au point a,
alors f'(a) = 0.
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Preuve. Sans perdre de généralité, supposons que la fonction f admette un maxi-
mum local en a. Le point a étant intérieur a I, il existe un réel strictement positif
h tel que a + h et a — h appartiennent a I avec,

Va:e[a—h,a+h], f(z)sf(a)
Ainsi, la suite définie pour tout entier strictement positif n par

fla+3) - f(a)

N N

est négative et convergente vers f’(a). On en déduit que f’(a) < 0. De méme la
suite définie pour tout entier strictement positif n par

est positive et convergente vers f’(a). On en déduit que f'(a) > 0. Les deux
inégalités permettent d’écrire que f'(a) = 0.

&

Remarque 8.4 1. L’hypothése indiquant que le point a est intérieur 4 l'inter-
valle I est nécessaire. La fonction f : x +— x définie sur le segment [0;1]
admet un minimum en 0, un mazimum en 1 et la dérivée est non nulle en

ces points.

2. La réciproque de ce théoréme est fausse comme le montre ’exemple de la
fonction : z — 3, dont la dérivée est nulle en 0 mais n’admet pas d’extremum
en ce point.

8.3.3 Les théorémes de Rolle

Théoréme 8.11 (Premier théoréme de Rolle) Si f est une fonction a valeurs
réelles définie sur un segment [a,b], continue sur ce segment et dérivable sur
Uintervalle ouvert )a, b avec f (a) = f (b), alors il existe un point c € Ja, b tel

que f'(c) =0.

Preuve. Si 'application f est constante alors
Vz € [a,b], f'(z)=0.

Supposons désormais f non constante. Il existe un réel x appartenant & I'intervalle
la, b[ tel que f(z) # f(a). Supposons par exemple f(z) > f(a). D’apres la propo-
sition 5.12, page 55, ’application f admet un maximum global en un point ¢. Ce
point c est différent de a et b. Il appartient & I'intervalle ]a, b[ et est donc intérieur
au segment [a, b]. Nous avons, d’apres le théoréme précédent, f'(c) = 0. &
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Remarque 8.5 Le théoréme n’est plus vérifié si E # R. Prenons, par exemple, la
fonction f définie sur R & valeurs dans R? par

VteR, f(t) = (cost,sint).
Cette application est dérivable sur R avec
VteR, f'(t)=(—sint,cost).

Pour tout réel t, le vecteur dérivé est non nul. Or f(0) = f(2x).

Définition : On considére f une application définie sur un intervalle I &
valeurs réelles. On dit qu’un élément z de I est un zéro de f si f(z) =0.
Si p est un entier strictement positif, on dit que z est un zéro de f de
multiplicité p si f est (p — 1) fois dérivable en z et

Vke{0,--,(p—1)}, fP()=0.

Théoréme 8.12 (Second théoréme de Rolle) Soient n un entier strictement
positif et f une application 4 valeurs réelles, n fois dérivable sur un intervalle
I. Si f a au moins (n+ 1) zéros en comptant les ordres de multiplicité, alors

1. L’application f', dérivée de l’application f, admet au moins n zéros sur
I en comptant les ordres de multiplicité.

2. L’application f™ a au moins un zéro sur I.

Preuve.

1. 1l existe un entier k£ compris entre 1 et (n + 1), des éléments z1,z2,- - Tk
appartenant a I, vérifiant

Ty <%y < -+ < T,

des entiers strictement positifs a;, asg, - - - @i vérifiant

k

Zai=n+1,

=1

tels que

Vie{1,2,---,k},Vre{0,1,---,(a; — 1)}, f(r)(a:i) =0.

Pour tout entier i compris entre 1 et k, le réel z; est un zéro de f’ de
multiplicité (a; — 1). D’autre part,

Vie{1,2,---,(k—-1)}, f(z:)=f(zit1) =0.
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D’apres le premier théoreme de Rolle,
i €lzi, vy tq. f(y:) =0

Nous remarquons que tous les points y; sont distincts des points x;. L’appli-
cation f’ admet au moins

k
<Z(ai’1))+(k—1)=(n+1)—k+k_1:n

zéros en comptant les ordres de multiplicité.

2. La preuve se fait par une récurrence finie évidente.

8.3.4 Le théoréme des accroissements finis

\

Théoréme 8.13 (Accroissements finis) Si f est une fonction & valeurs
réelles, définie sur un intervalle compact [a,b] non réduit & un point, conti-
nue sur cet intervalle et dérivable sur lintervalle ouvert |a,b[, alors il existe
un point c € Ja, b| tel que

1) = f(@)

b—a

f'le) =

Preuve. Considérons I'application g définie sur [a, b] par

Ve lab, o)=f@) - (@0l 0L

Cette application est continue sur le segment [a, b] et dérivable sur I'intervalle ]a, b

avec,
10) - $(a)

Vz €la, b, g¢'(z)=f'(z) - b—a

En remarquant que g(a) = g(b), et en utilisant le théoréme de Rolle, nous pouvons
dire qu'il existe un point ¢ appartenant & ]a, b vérifiant g’(c) = 0. Ce point vérifie

ainsi
/ f (b) - f (a)
===

&

Remarque 8.6 Le théoréme de Rolle est un cas particulier du théoréme des ac-
croissements finis. Celui-ci n’est donc pas vérifié si E # R. Dans le cas général,
pour les fonctions d valeurs dans un espace vectoriel norme E, on a l’inégalité des
accroissements finis (théoréme 8.18).
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8.3.5 Applications du théoréme des accroissements finis
Sens de variation d’une fonction

Du théoreme des accroissements finis on peut déduire le résultat suivant.

Corollaire 8.14 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. La fonction f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si
f'(z) >0 (resp. f'(z) <0) pour tout = dans I.
2. La fonction f est constante sur I si et seulement si f' () = 0 pour tout
z dans I.

3. Sim < f'(z) < M pour tout z dans I = [a,b], alors :

m(b—a)< f(b)—f(a) <M(b—a).

Exercice 8.5 Soit a un réel appartenant a l'intervalle ]0; 1[. On considere la suite

(un)nen~ définie par
Vn>1, wu,=cosn®

Le but de cet exercice est de montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (Un)nen est le segment [—1;1].
1. Montrer que la suite (n®),en+ est strictement croissante et non majorée.

2. Montrer que la suite
(n+1)* = n*)pen+

est convergente vers 0.
Soit = un réel appartenant au segment [—1;1]. On considére 6, I'unique réel
appartenant au segment [0; ], vérifiant

z = cosf.
3. Montrer que pour tout entier n strictement positif, I'ensemble
Anpo ={peN*"/p* <6+ 2nn}

est non vide et de cardinal fini.
On considére alors I'application ¢ définie sur N* a valeurs dans N* par

Vn>1, ¢(n)=max{p e N*"/p® <0+ 2nr}.

4. Montrer que |'application ¢ est strictement croissante.

5. Montrer que la suite
((6 + 2n7) — ©(n)*) pene

est convergente vers 0.
6. En déduire que la suite extraite

(u<p(n) Jnen-

est convergente vers z.
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7. Conclure.

Solution.

1. Nous avons
Vn>1, n*=-exp(alnn).

La stricte croissance des applications exponentielle et logarithme ainsi que
leur limite en 400 permettent de conclure.

2. Utilisons 'inégalité des accroissements finis :

Yn>1, |(n+1)*-n%< sup oaz*!=an*L
z€[n,n+1]

D’ou le résultat.

3. On considere n un entier strictement positif. Le nombre entier 1 appartient
& Ap,9. Cet ensemble est non vide. La suite (n®),en- est croissante et non
majorée. Il existe un entier strictement positif py vérifiant

Vp > po, p* >0+ 2nm.

L’ensemble A, g est une partie de N majorée par po donc de cardinal fini.
4. Remarquons qu’en utilisant 1'inégalité obtenue dans la question 2, nous avons

(n+1)*—-n%)<1.
Pour tout entier n strictement positif,

0+2(n+1)r>60+2nm+1
2 (p(n)* +1 2 (p(n)* + [(p(n) + )% = (p(n))%] = (p(n) +1)*. (8.3)

On en déduit que P’entier p(n) + 1 appartient & A,1,6. Ainsi,
p(n) +1 < p(n+1).

L’application ¢ est strictement croissante.
5. Pour tout entier strictement positif 7, nous avons

(p(n))* <0+ 2n7 < (p(n) +1)°.

Ainsi,
0 <6+ 2nm — (p(n))* < (p(n) +1)* = (p(n))*.

Cette derniére suite est une suite extraite d’une suite convergente vers 0.
Elle est également convergente vers 0. On en déduit que la suite

((6 + 2n7) — ©(n)%) nene

est convergente vers 0.
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6. Remarquons qu’en utilisant 1'inégalité des accroissements finis, nous avons
V(y1,42) €R?,  |cosy — cosya| < |y1 — vl -
Ainsi,
Vr>1, |tupm) —z| = |cos ((¢(n))*) — cos (6 + 2n7)| < |6 + 2nm — (o(n))®|
On en déduit que la suite extraite (u,(n))nen+) est convergente avec,

lIim u =z.
netoo (M)

7. Notons VA ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)nen+. Nous
venons de montrer que

[-1;1] c VA.
D’autre part, la suite (up)nen+ étant minorée par (-1) et majorée par 1,
toute valeur d’adhérence de la suite est comprise entre ces deux valeurs. On
en déduit que

VA= [-11].

Limites et dérivation

Théoréme 8.15 Soit f une fonction a valeurs réelles, continue sur un inter-
valle I et dérivable sur I\ {c} ot c est un point de I. Si la fonction dérivée f’
a une limite notée £ en c, alors f est dérivable en c avec f' (c) = £.

Preuve. Soit (a,)nen une suite d’éléments de I convergente vers c telle que pour
tout entier naturel n, a, # c. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe,
pour tout entier naturel n, un réel b, strictement compris entre a,, et ¢ vérifiant

£Q) = @) _ iy

c—an,

La suite (b, )nen est convergente vers c car pour tout naturel n, nous avons |c—b,| <
|c — an|. On en déduit que la suite (f'(bn))nen converge vers I. Nous obtenons

lim 1@ =Fln)

n—-+00 C— Qn

On en déduit que f est dérivable en ¢ de nombre dérivée . &

Remarque 8.7 On peut remarquer qu’alors f' est continue en c.
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Corollaire 8.16 Soient n un entier strictement positif, f une fonction & va-
leurs réelles, continue sur un intervalle I et n fois dérivable sur I'\{c}, ot c est
un point de I. On suppose qu’il existe un n-uplet (l1,la,--- ,1,) de R™ vérifiant

Vk€{1)2a"' )n}) :}:Lnlcf(k)(m)z

Alors f est n fois dérivable en c et

Vk€{1:2a"' >n}’ f(k)(c)=lk-

Preuve. Il suffit d’effectuer une preuve par récurrence en utilisant le théoréme
précédent. &

Exercice 8.6 Soit f : [0, +00[— R une fonction dérivable. Montrer que si limz_, 4 o0 f/(z) =
1 alors limg— 400 ﬂ:—) =1L

Solution. Soit £ un réel strictement positif. Il existe un réel positif zo vérifiant
Vy2zo, |f'(y)-ll<e

En utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient

f@) - f(z0)

r — X9

Ve >xzo, l—€< <l+e.

Ainsi,

Z

(252) a-+ L0 < L0 ¢ (2230) 4 0y So0)

Nous remarquons que les fonctions de droite et de gauche admettent, lorsque z
tend vers +oo, pour limite respective (I+¢) et (I —¢). Il existe donc un réel z; > zo
vérifiant

VI >z, 12 < (wT) (- €)+f(xo) < f;a:) < (x—zwo>(l+ n f( 0) <l+25"

D’ou le résultat. &

Exercice 8.7 Soit f : [0, +0o[— R une fonction dérivable. Montrer que si lim,_, ;oo f'(2) =

+o0 alors limg_, 4 oo @ = +00.
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Solution. Soit M un réel positif. Choisissons un réel zo vérifiant
Vy=>mo, f(y) =M.
En utilisant le théoréme des accroissements finis, nous obtenons

f(z) = f(z0) > M,

V-'I:Z-To,
T — X9

donc,

f@) , Mz —z) | flzo)

z z z
L’application de droite admet M pour limite lorsque = tend vers +oo. Il existe
ainsi un réel z; > o vérifiant

f(z) >M($~$0)+f(930) > M-1
r T z

Vz > o,

sza:l,

D’ou
lim _f(:v)

z—+00 I

= +00

8.3.6 La formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 8.17 (formule de Taylor-Lagrange) Soit n un entier naturel.

| Si f est une fonction a valeurs réelles, définie sur un segment [a,b], de classe '
C™ sur ce segment et (n+ 1) fois dérivable sur l'intervalle ouvert |a,b[, alors il
existe un point ¢ € ]a, b[ tel que :

k) (g (n+1) .
o= 5B 0o+ LD ooy,

Remarque 8.8 Pour n = 0 on retrouve le théoréme des accroissements finis.
Ceci prouve que le théoréme n’est plus vérifié si E # R.

Preuve. On considére 'application g définie sur le segment [a, b] par,

Vz € [a,b], g(z)= Zf (b— z)* + o fl)!(b—m)"ﬂ.
=0

Nous avons g(b) = f(b). Le réel A est choisi tel que g(a) = g(b) = f(b). L'applica-
tion g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ avec

Vz €la, b, ¢'(z)= Z i Z (f))' z)k-1 — g(b —z)"

_ f(n+1)(x) (b—2)" — %(b )= (b :B) (f("“)(x) )

n!
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Les hypothéses du théoreme de Rolle sont vérifiées. Considérons un élément ¢ €
]a, b tel que g’(c) = 0. Nous obtenons

A= f)(g),

En remplacant A dans I’expression de g, par f(**1)(c) , puis en écrivant f(b) =
g(a), nous obtenons le résultat désiré. &

8.4 Cas des fonctions a valeurs dans un e.v.n.

8.4.1 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 8.18 Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans un
espace vectoriel normé E et g une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R,
continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[. Si

Vz €la,b], ||f (@)l < d'(x)

[1£(6) - f(a)ll < g(b) — g(a).

Preuve. Considérons € un réel strictement pdsitif et la fonction h. définie et
continue sur [a,b] par

Vz € [a,b], he(z) = [f(x) - fla)ll - (9(z) — 9(a)) —e(z —a) —&.
Soit
Ac = {z € [a,b]/he(z) < 0}.
A¢ est une partie de R non vide car elle contient a et est majorée par b. Elle admet

une borne supérieure que ’on note sup Ac. Le réel a étant un élément de A, et le
réel b étant un majorant de A, nous avons

a <supA. <hb

1. Leréel sup A est élément de A, . En effet, il existe une suite (a, )nen d’éléments
de A. convergente vers sup A.. L’application h. étant continue, la suite
(he(an))nen est convergente vers he(sup A.). Or,

VneN, ha,)<O0.

A la limite,
he(sup A¢) < 0.
2. Vérifions que sup Ac > a. On a, he(a) = —e. L’application h, étant continue
en a, il existe un réel strictement positif @ vérifiant,

€

Vz € [a,a+a], he(z) < -3 <0.

Donc sup A; > a + a.
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3. Montrons enfin que sup A. = b. Supposons pour cela que sup Ae < b. L’ap-
plication f est dérivable en sup A, et ’application norme étant continue, on

obtient,
f(z) — f(sup 4c)

T —sup A,

lim
z—sup A,

= ||f'(sup Ac)lI-

De plus, 'applicaton g étant dérivable en sup A., nous pouvons choisir un réel
0 strictement positif, vérifiant pour tout z élément de ] sup A.,sup A. + 0],

"f(.'l:) f(supAe)ll / € 9(37) g(supAe) ! €
< up A +- == > up A.)——.
s 15 > "f (S P e)" 2! et " 15 249 (S P e) 2

Nous obtenons pour tout z élément de [sup A.,sup A¢ + 6],
he(x) < ||If(z) — f(sup Ac)|| + || f(sup Ac) — f(a)l| — (9(z) — g(sup Ac))
—(g(sup Ac) — g(a)) — e(z —sup A) — e(sup Ac —a) — €
< (z —sup 4e)§ + (z —sup Ae) (|| f/(sup Ae)|| — ¢ (sup Ae))
+(z — sup A¢)§ — e(z — sup A¢) + he(sup Ae)
= (z —sup A¢) (|| f'(sup Ae)|| — g’ (sup Ae)) + he(sup Ae)
<0.

Ceci est impossible, donc sup A. = b. On conclut que,
Ve>0, |If(b) - f(a)ll - (g(b) — g(a)) <e(b—a+1).
En passant & la limite,

1£(8) = f(a)ll - (9(b) — g(a)) < O.

Corollaire 8.19 Soit f une fonction définie sur [a,b] ¢ valeurs dans un espace
vectoriel normé E, continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. S’il existe un réel
M vérifiant

Vz €la,b, [If (@)l <M

alors

£ (®) - f (@)l < M(b—a).

Preuve. Il suffit de considérer ’application g définie sur [a, b] par

Vz € [a,b], g(z) = Mz.
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8.4.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 8.20 (inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est une fonction d
valeurs dans un espace vectoriel normé E définie sur un intervalle compact [a, b]
non réduit a un point, de classe C™ sur cet intervalle et (n + 1) fois dérivable
sur Vintervalle owvert ]a, b[ avec || f*+V)|| magjoré sur |a,b[ par un réel positif
M4+ alors :

Mpia (b= o)™

n fk)
k=0

= (n+1)! ’
- f‘k)() M n
|f(a)—l;) (a—b)* <% ++11)'(b_a) +

Remarque 8.9 Cette inégalité a un certain nombre d’applications. Citons par
exemple, l’estimation de l’erreur dans la méthode des rectangles, section 13.4.7,
page 198.

Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité des accroissements finis théoréme 8.18 avec,
pour la premiére inégalité,

_Mn+1

Vz € [a,b], F(z)= Z ¢ (w) (b-z)F et G(z)= nt 1)!(b— )yt
k=0
et pour la seconde inégalité,
Vz € [a,b], F(z)= Z f¢ (a:) —z)* et G(z)= (71;4:_+11)!(m —a)™tL

&

8.4.3 La formule de Taylor avec reste intégral (E Banach)

On peut remarquer que, dans le cadre de la formule de Taylor-Lagrange, les
applications sont & valeurs réelles. Pour la formule de Taylor avec reste intégral,
le cadre est plus général puisque les applications sont & valeurs dans un espace de
Banach (e.v.n. complet). Dans ce cas, la valeur du reste est donnée avec davantage
de précision.

Théoréme 8.21 Soit n € N. Si f est une fonction d valeurs dans un espace
de Banach de classe C"*! sur un segment [a,b], alors :

n_ f(k) b £(n+1)
f) = ka—,(a)(b—a)'“+/ Ln'(tl(b—t)"dt.
k=0 ) a :
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Preuve. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, la propriété est vraie
car la fonction f étant de classe C!, on a

b
£(b) - f(a) = / F(t)dt.

Soit 7 un entier naturel. Montrons que la proposition au rang n implique la propo-
sition au rang (n+1). L’ application f étant de classe C"*2, nous pouvons intégrer

par parties :

b pm _ p\ntl b b (p _ 4l
/ (b n!t) FOED () gt = [_(lzn -i)l; f<n+1)(t)] + %f(“*‘z)(t)dt.

a

En remplacant, on obtient la formule exacte au rang (n + 1). &

8.4.4 La formule de Taylor-Young

Nous remarquons que, pour ce théoréme, les hypotheses sont plus faibles. Pour
les formules de Taylor précédentes, nous obtenons une propriété globale, c’est-a-
dire sur un intervalle. Pour la formule de Taylor-Young, la propriété est seulement
locale c’est-a-dire au voisinage d’un point a.

Notation

On notera
o(z™)

toute application définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 et pouvant s’écrire
sous la forme
z"e(z)

ol € est une application définie sur I & valeurs dans F telle que

lin}] e(z) =0.

Théoréme 8.22 (formule de Taylor-Young) Soient n un entier strictement
positif et f une fonction définie sur un intervalle I 4 valeurs dans un e.v.n. On
suppose que f est n fois dérivable en un point a de I. Alors :

S
=3 @0 1ot - o).

Preuve. Effectuons la preuve par récurrence. Pour n = 1, 'application f est
dérivable une fois et nous retrouvons le développement limité de f en a & 'ordre
1. La propriété est vraie au rang 1.

Soit n un entier naturel strictement positif. Montrons que la proposition au rang



116 FONCTIONS DERIVABLES

n implique la proposition au rang (n + 1). Considérons une application f, (n + 1)
fois dérivable en a et R ’application définie sur I par

n+1
Vtel, R(t)=f(t)- Zf (a (t—

a)*.
Cette application est dérivable sur un voisinage de a avec

n+1 n 1\ (k)
RO=10-3 @ apr = -3 Lo
. 2

L’application f’ est n fois dérivable en a et en utilisant la propriété au rang n,
ona

R/(t) = o(t — a)™.
Soit £ un réel strictement positif. Il existe un intervalle J centré en a tel que,
vted, |R(t)| <celt—al™
Considérons la fonction g, & valeurs réelles, définie sur J par

e(t —a)lt — al™
Vt € J, g(t)=—( nll-l |.

Cette application est dérivable sur J (voir exercice 8.3 page 93) avec
Vted, g'(t)=c¢lt—al|™

En utilisant 'inégalité des accroissements finis (théoréme 8.18) et en discutant
suivant la position de ¢ par rapport & a, nous obtenons,
Elt _ al'n—H.
vteJ, |[R(t)—R =||R()|| £ ————.
» I1B@) - R = IROI < ——7

On en déduit que
R(t) = ot — a)™*1.

Exercice 8.8 On considére deux réels a et b et I'équation différentielle
y' =ay +by.

On note S I'ensemble des solutions sur R de cette équation différentielle.
1. Vérifier que tout élément de S est une application de classe C*® sur R.
2. Vérifier que S est un sous-espace vectoriel de C*°(R, R).
3. Montrer que I'application ¢ définie par

p: § — R?
y — (¥(0),5(0)).

est linéaire et injective.
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4, En déduire que S est un espace vectoriel de dimension au plus 2.

Solution.
1. Evident & P’aide d’une récurrence.

2. Evident.

3. Elle est trivialement linéaire. Montrons que le noyau est réduit & I’application
nulle. Soit f un élément de ce noyau. On a ainsi f(0) = f/(0) = 0. On vérifie
en utilisant ’équation et & 1'aide d’une récurrence évidente que

vneN, f™(0)=o.
Soit  un réel non nul. Pour tout entier naturel n, on note,

1£™leo = sup |f™ ()],
t€(0,z]

si z est positif et
15 ™l = sup |F™ ()],
t€(z,0]

si z est négatif.
D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange, théoréme 8.20, nous avons

1o 2l

vneN, |[f(z)] < ]

(n) n+1
Montrons que la suite ("f (L‘j:‘l)m' ) N est convergente vers 0. Pour cela
N ne

introduisons la suite (un)nen définie par

U = || flloos
U = || flleo

VneN, upta =|alunt1 + |blun.
Montrons par une récurrence double que
vneN, [IFf™|loo < tn.

Considérons pour tout entier naturel n, la propriété,

Pri ™o S un ™.
Nous avons les propriétés Py et P;. Soit n un entier naturel. Montrons que

(Pn APnt1) = Pryo.
Si z est un réel strictement positif,

vte[0,z], FOHA(E) =af"tD(t) + b (2).
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Ainsi,
Vi€ [0,z], |f™D(8)] < lalunsr + [Blun = Unt2

et
F |00 < Unto

Si le réel z est strictement négatif, on effectue une opération similaire sur le
segment [z,0]. On en déduit que nous avons la propriété P, pour tout entier
naturel 7.

On remarque que si a = b = 0, la suite (u,)nen est stationnaire et nulle &
partir du rang 2. Si a? + b2 # 0, 'équation X2 — |a|X — |b] = 0 admet deux
solutions réelles distinctes que ’on notera a et 3. Il existe deux réels A et
vérifiant

VneN, u,=M"+us".

Ainsi,
VneN, |un] < |Mo|™ + |ulB]”
* oo™ _ o] 16al
Mooz azl® |
< .
vneN, iy S Pelg gy kel Ty

(n) n+1
La suite ("f n:'l)“fl )nEN est donc convergente vers 0. On en déduit que

f(z) = 0 et que l'application f est nulle. Le noyau de ¢ étant réduit a
P’application nulle, ¢ est injective.

La dimension de I’espace vectoriel R? étant égale & 2 et ¢ étant injective, on
en déduit que la dimension de S est inférieure ou égale a 2.

&



Chapitre 9

Comparaison locale ou
asymptotique de fonctions

Préliminaire

Voici, pour ce chapitre, une définition légérement abusive mais somme toute
logique.

Définition : Soit A une partie de R.
1. On dit que (+00) est adhérent de A si A est une partie non majorée.
2. On dit que (—o0) est adhérent de A si A est une partie non minorée.

Notation : On note _
R =R U {400, —00}.

On rappelle la définition suivante :

Définition :
1. Soit  un réel. On dit qu’une partie V, de R est un voisinage de =
si elle contient un ouvert contenant z.

2. On dit qu’une partie Vi de R est un voisinage de (4+00) si elle
contient un intervalle de la forme ] A, +oco[ out A est un réel.

3. On dit qu’une partie V_o, de R est un voisinage de (—o0) si elle
contient un intervalle de la forme | — co, A[ oil A est un réel.
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9.1 Relations de comparaison

9.1.1 La relation O

Définition : On considére f et g deux applications & valeurs réelles
définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent 3 A. On dit
que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un réel positif M et
un voisinage de a noté V, tels que

Ve €VaNA4, |f(z)| < Mlg(z)l.

Remarque 9.1 Lorsqu’une application f est dominée par une application g au
voisinage de a, on pourra noter f = Oy(g) ou f = O(g) s’il n’y a pas risque de
confusion.

Exemple : f = O,(1) si et seulement si f est une application bornée au voisinage
de a.

9.1.2 La relation o

Définition : On considére f et g deux applications & valeurs réelles,
définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent & A. On
dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si pour tout réel
strictement positif €, il existe un voisinage V, de A tel que

VzeVanA4, |f(z)| <elg(z)l.

Remarque 9.2 Lorsqu’une application f est négligeable devant ’application g au
voisinage de a, on pourra noter f = 0,(g) ou f = o(g) s’il n’y a pas risque de
confusion.

Exemples :
f = 0q(1) si et seulement si f admet 0 pour limite en a.
f = o(%) en +oo signifie que Papplication z — zf(z) admet pour limite 0 en
+o00.
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Proposition 9.1 On considére f et g deuz applications d valeurs réelles,
définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent ¢ A. L’applica-
tion f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si il eziste

1. une application € a valeurs réelles définie sur A vérifiant

lim e(z) =0,
T—a

2. un voisinage V, de a vérifiant

Ve eVoNA, [f(z)=e(z)g(z).

Preuve. On suppose, dans un premier temps, que f = 04(g). On définit sur A
I’application € par

(=) o

L’application f étant négligeable devant g au voisinage de a, il existe V, voisinage
de a tel que

VzeVan4, [f(z)]<l9(z)l-

Donc,

VeeV,NA, g(z)=0= f(z)=0.

On obtient ainsi
Ve eV, NA, f[f(z)=c¢e(zx)g(z).

Montrons que ’application € admet en a une limite nulle.
Soit @ un réel strictement positif. Il existe un voisinage V. de A tel que

VzeV,NA4, |f(z)l<alg(z)l.

Soit V2 = V, U V.. Notons que cet ensemble est un voisinage de a. Nous
obtenons,

VzeV)nNA, |e(z)|<a.
Ainsi,

lim e(z) = 0.

Tr—a

La réciproque est évidente. L
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Corollaire 9.2 On considére f et g deuz applications a valeurs réelles, définies
sur une partie A de R, et a un élément de R adhérent ¢ A. On suppose qu’il
existe V, voisinage de a vérifiant

Vze AUYV,, g(z)#0.
L’application f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si

(=) _
:ll—rf}z a(z)

9.1.3 L’équivalence

Définition : On considére f et g deux applications & valeurs réelles,
définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent & A. On dit
que f est équivalente & g au voisinage de a si

f—g9=o0a(9)

On note
a

De la proposition 9.1, découle la proposition suivante,

Proposition 9.3 On considére f et g deuz applications a valeurs réelles,
définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent a A. L’applica-
tion f est équivalente d g au voisinage de a si et seulement si il existe

1. une application a a valeurs réelles définie sur A vérifiant

lim a(z) =1,

Tr—a

2. un voisinage V, de a vérifiant

VeV, NA, f(z)=ca(z)g(z).

Corollaire 9.4 La relation ~ est une relation d’équivalence. I
a

Corollaire 9.5 On considére f et g deuz applications d valeurs réelles, définies
sur une partie A de R, et a un élément de R adhérent @ A. On suppose que les
applications f et g sont équivalentes au voisinage de a. Si f admet une limite
en a, alors g admet la méme limite en ce point.
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Corollaire 9.6 On considére f et g deuz applications d valeurs réelles, définies
sur une partie A de R, et a un élément de R adhérent a A. On suppose qu’il
eziste V, voisinage de a vérifiant

Ve e AUV,, g(z)#0.

Les applications f et g sont équivalentes au voisinage de a si et seulement si

Corollaire 9.7 Soit I un réel non nul. Une application f admet pour limite |
lorsque x tend vers a si et seulement si

fl

a

Corollaire 9.8 On considére fi, f2, g1, g2, quatre applications d valeurs
réelles, définies sur une partie A de R et a élément de R adhérent ¢ A. Alors

1.

(f1 ~gr et far~ 92) = fifa ~ 9192
a a a
2. On suppose qu’il existe V, voisinage de a vérifiant

Vz € AUV,, fa(z)ga(z) # 0.

Alors,

(fivo et favar)

Corollaire 9.9 On considére f et g deuz applications & valeurs réelles, définies
sur une partie A de R, et a un élément de R adhérent ¢ A. On suppose qu’il
existe V, voisinage de a vérifiant

Vee AUYV,, f(z)>0, g(z)>0.

Alors,

Vr € R, fr:g=>f’"r;g’".

Remarque 9.3 Attention! La relation ~ se manie avec précaution. En particu-
lier,
1. elle n’est pas compatible avec l’addition, :

z+vVT ~ 2, —x ~ —z+Inz et pourtant v/ # Inz.
+o0 +o00 +00

2. Elle n’est pas compatible avec la composition :

z ~ z+1,
+o00
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or
expz o exp(z+1).
+o00

9.2 Développements asymptotiques

Définition : On considére f une application & valeurs réelles, définie sur
une partie A de R et a élément de R adhérent & A. On dit que f admet
un développement asymptotique en a, s’il existe un entier naturel n et
(n + 1) applications fo, f1,: - , fn définies sur A vérifiant

1.
Vk e {0,1,--(n—1)}, fi+1=0a(fx):

f=f0+fl+"'+fn+0a(fn)-

Dans la section suivante, nous étudions le développement limité, cas particulier
de développement asymptotique.

9.3 Développements limités

9.3.1 Définition, propriétés

Définition : On considére I un intervalle, a un point de I et f une
application définie sur I et & valeurs réelles. On dit que f admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de a, s'il existe un (n + 1)-
uplet de réels noté (ag, a1, - ,an) tel que,

f@)=a+ai(z—a)+ - +an(z—a)" + 0.((x —a)").
Le polynéme P défini par

VzeR, P(z)=ap+ai(z—a)+: - -+an(z—a)”

est appelé partie réguliere du développement limité.

Remarque 9.4 Dans la suite de la section, sans perdre de généralité, on suppo-
sera a = 0.

Proposition 9.10 Si f admet un développement limité d’ordre n, celui-ci est
unique.

Preuve. Supposons qu’une application f admette deux développements limités &
Pordre n distincts

f(z) =ao+ a1z + -+ anz™ + o(z™),
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f(@) =bo+biz+ -+ bpz™ + o(z™).
Soit p = min{k/ay # bx}. Nous obtenons
(ap — bp) + (ap+1 — bp+1)T + -+ + (an — ba)2" P = 0(z™7P).
Nous remarquons que, forsque z tend vers 0, le terme de ga.uché tend vers (ap —bp)

et celui de droite vers 0. Ceci est impossible.

Exemples : On considére les applications f1, fo et f3 définies par

fi: ]—00,1[ — R fo: ]—1,+00[ — R fs: R — R

Soit 7 un entier strictement positif. Nous avons

+1

Vg e R\ {1}, Zq ——”

1. L’application f; admet un développement limité & I'ordre n. En effet,

1 &
V:BE]—OO,I[, m:]&z +z"

11—z

Ainsi,

2. L’application f, admet un développement limité & 1’ordre n. En effet,

ok, a1
o _Z( 1)kzk 42 T3

Vz €] — 1, +o0],

Ainsi,

1 = Z( 1)*z* + o(z™).

3. L’application f3 admet un développement limité & I'ordre (2n + 1). En effet,

1 - k 2k, ant1(CD)"HT
R 1 _ .
Vz € R, 1122 kz_o( ) +x 112

Ainsi,
1 S k., 2k 2n+1
= —1)%2*" + o(z*" 7).
5=
1+=z =
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Proposition 9.11 Soit f une application admettant un développement limité
d’ordre n au voisinage de 0.

Si f est paire, tous les termes ay, d’indices impairs sont nuls.
Si f est impaire, tous les termes ay d’indices pairs sont nuls.

Preuve. Soit f une application admettant au voisinage de 0, un développement
limité & ’ordre n, avec

fl) =ao+ a1z + -+ apnz™ + o(z"™).

Si I'application f est paire ou impaire, 'intervalle I est centré en 0. Soit g I’appli-

cation définie sur I, par
Vzel, g(z)=f(-z)

L’application g admet le développement limité suivant & 1’ordre n,
9(z) =ap—arz+ -+ (=1)"anz™ + o(z™).
Si f est paire, alors f = g.

Si f est impaire, alors f = —g.
L’unicité du développement limité a I’ordre n permet de conclure. &

Proposition 9.12 Soit n un entier strictement positif. Si f admet un
développement limité d’ordre n > 1 au voisinage de 0

f(z) =ao+ a1+ + azz™ + o(z"),

et si an # 0 alors

f(x)—ap—a1z— -+ —ap_1z™? ¥ anz"

Preuve. Considérons € une fonction admettant 0 pour limite lorsque = tend vers
0 et vérifiant

Ve € Dy, f(z)=ao+a1z+ -+ an2™ + z"e(x).
Alors,

f(@)—ap—a1x—- - —an_12"!  an+e(z)
anx™ T ey,

Vz € Dy \ {0},

D’ou,
po f@) a0~z == gy gan?

z—0 anxT™

=1
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Exemple : En utilisant ’exemple précédent, nous obtenons
1.

1
l—z_lox’
2.
1
l_m—l—a:wazz,
3.
1 2 3

—1—z—z°~2°
0

9.3.2 Développement limité et dérivation

Proposition 9.13 Soit n un entier strictement positif. Si f est n fois dérivable
en 0, alors f admet au voisinage de 0 le développement limité suivant d’ordre

n: -
f@)=f0O)+ f'(O)z+---+ fTSO)m" + o(z™).

Preuve. Immédiate avec la formule de Taylor-Young (théoréme 8.22). &
Exemple :
T .’L‘Z n n
exp(w)=1+ﬁ+a+---+m+o(x )-
Remarques 9.5 Attention ! La réciproque est fausse. Nous avons seulement

la proposition 9.14 beaucoup plus faible.
Soit n un entier strictement positif. Considérons l’application f définie sur
R par f(0) =0 et

1
* _ +1 _:
Vz e R*, f(z)=2"""sin (;—n—) .

Cette application admet le développement limité suivant a l’ordre n
f(z) = o(z™).
Elle est dérivable sur R avec f'(0) =0 et
Vz eR*, f'(z)=(n+1)z"sin (;}1;) — ncos (%) .

L’application f' n’est pas continue en 0. On en déduit que f n’est dérivable
qu’une seule fois en 0.
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Proposition 9.14 Soit n un entier strictement positif. Si f admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de 0

f(z) =ao+ a1z +-- -+ anz™ + o(z"),

alors f(0) = ag, f est dérivable en 0 et f'(0) = a;.

Preuve. Soit f une application admettant un développement limité d’ordre n au

voisinage de 0
f(z) =ap+a1z+ -+ az™ + o(z").

Nous remarquons que, pour tout entier k£ supérieur ou égal a 2,
axz® = o(z).

On en déduit que
f(z) = ap + a1z + o(z).

I’application f admet un développement limité d’ordre 1. Le résultat est obtenu
en utilisant la proposition 8.1, page 91. &

9.3.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 9.15 Soit n un entier strictement positif. Soit f : I — E
une application dérivable sur I dont l’application dérivée f' admet en 0, le
développement limité suivant a l’ordre n :

f'(z) =ap+ a1z + -+ azz"™ + o(z").

Alors Dapplication f admet au voisinage de 0, le développement limité d’ordre
n+ 1 suivant :

n+1
+ o(z™t1).

2
= Ut I
f(@)=F0) + a0z + ==+ + ==

Preuve. Considérons P la fonction polynomiale définie par :

n+1

2
a1x QnT
VzeR, P(z)=f(0 222 4. )
z€R, P(z)=f(0)+aoz+ 5 T +n+1
Soit & un réel strictement positif. D’apres I’hypothése, il existe un réel a strictement
positif tel que
vtel, |t|<a=|f'(t)-P @) <et™
Considérons la fonction g définie sur I par

ett™|

Vtel, g(t)=n+1.
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Cette application est dérivable sur I avec
vtel, g'(t)=elt|"

Soit = un réel vérifiant |z| < . En appliquant I'inégalité des accroissements finis
(théoréme 8.18 page 112) au segment [0,z] si = est positif, et au segment [z, 0] si
z est négatif, nous obtenons

€|$n+1|

If(z) = P)ll < <=

On en déduit le résultat
f(z) — P(z) = o(z™*?).
&

Exemples : Soit n un entier strictement positif. En utilisant les exemples de la
page 125, nous obtenons,

n+1 k
ln(l +:E) Z( 1 k+ - +O(:En+l) _ Z( )k+1 - +0($n+1)
k=1
- k 2k+1 2n+2
arctanz = kz=%(—1) P + o(z“"*4).

Proposition 9.16 Soient f et g deuz fonctions d valeurs réelles admettant
des DL a l’ordre n en 0, ayant pour parties réguliéres respectives les polynomes
Po(z) = ap + a12 + -+ + an2™ et Qn(z) = bo + b1z + - - + bpz™.
1. Linéarité : si \ et p sont deux constantes, la fonction \f + pg admet un
développement limité a l’ordre n dont la partie réguliére est AP, + uQy,.

2. Produit : la fonction fg admet un développement limité a l’ordre n dont
la partie réguliére est le produit P,Q, tronqué d l’ordre n (cela signifie
que l’on ne conserve que les termes dont le degré est inférieur ou égal
an).

3. Composition : Si g(0) = 0 alors la fonction composée f o g admet un

développement limité a l’ordre n dont la partie réguliére est le polynome

P, 0 @, tronqué a l’ordre n.

Preuve.
1. Evident
2. Remarquons que pour tout entier p strictement supérieur & n, nous avons

P = 2P7"2™ = o(z™).
Décomposons le polynéme P,Q., tel que

PnQn=Rn+Tn;
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ou R, est constitué des termes du produit P,@, de degré inférieur ou égal
a n et T, est constitué des termes du produit P,Q, de degré strictement
supérieur & n. D’apres la remarque précédente,

To(z) = o(z™).
Ainsi,
(f9)(z) = (Pa(z)+0(z™))(@n(z)+0(z")) = PuQn(z)+0(z") = Rn(z)+o(z").

D’ou le résultat.

. Nous avons

f(y) = P(y) + (y)"e(y)

avec limy_,0 €(y) = 0. Donc,

(f o g)(z) = P(g(x)) + (9(=))"e(9(2))

(a) En utilisant la propriété précédente, on montre simplement par récurrence

que pour tout entier k strictement positif, I’application z — (g(:z:))'c ad-
met un développement limité & ’ordre n, dont la partie réguliére est le
polynéme Q¥ tronqué & 1'ordre n.
On en déduit que application z — P(g(z)) admet un développement
limité & ’ordre n dont la partie réguliére est le polynéme P,,0Q,, tronqué
a ordre n.
(b) D’apres la proposition 9.14,
9(z) = zg'(0) + ze1(x)
avec lim;_0€1(z) = 0.
Ainsi,
n
(9(z))" e(9(z)) = 2" (9'(0) + e1(2))" £ (9(z)) -
Notons €5 I'application définie par

e2(z) = (4'(0) + e1(2))" € (9(2)) -

L’application g étant continue en 0 avec g(0) = 0, nous en déduisons
que €2 admet une limite nulle en 0. Ainsi,

(9(z))"e(9(z)) = z"ea(x) = o(z™).

ce qui termine la preuve.



Chapitre 10

Suites définies par une récurrence

10.1 Définitions, exemples
10.1.1 Suites récurrentes d’ordre 1

Définition : Soit E un ensemble non vide. Une suite (un)nen est dite
récurrente d’ordre 1 si on peut la définir de la maniére suivante,

E
Yo € = (10.4)
Vn € N) Un+1 = f(un):

ou f est une application définie sur E & valeurs dans F.

Remarque 10.1 Attention. Il est important de noter que l’application f est a
valeurs dans son ensemble de définition. Ceci est nécessaire pour que la suite soit
bien définie.

Exemples

1. Suites arithmétiques. On appelle ainsi les suites (u,)nen) vérifiant une rela-
tion de récurrence de la forme u, 41 = u, +a ot a € R. On dit que (un)(neN)
est une suite arithmétique de raison a. On a

VneN, wu,=uy+na,

) n=k+l! 1
V1) EN?, N up= 5+ 1) (uk + ur ).

n=k

2. Suites géométriques. On appelle ainsi les suites (un)(nen) Vvérifiant une rela-
tion de récurrence de la forme un41 = qun, ol ¢ € R. On dit que (un)(nen)
est une suite géométrique de raison q. On a

VneN, wu,=uoq",
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n=k+l 1 I+1

2 _ —q .
V(k,1) € N*, Z un—ukl—_q sig#1,
n=k
n=k+l!
V(k,l) € N2, Z u, =up(l+1) sig=1.
n=k

3. Suites arithmético-géométriques. On appelle ainsi les suites (un)nen) vérifiant
une relation de récurrence de la forme un+1 = au, + b ot (a,b) € R2. Pour
I’étude de ce type de suites, si a est différent de 1, on pourra utiliser le réel

1Tba unique point fixe de 'application z — az +b. On peut ainsi vérifier que

la suite (un - ﬁ) . &5t géométrique de raison a :
ne

b b
Vn € N, un+1—m=a<un—l_a).

Exercice 10.1 1. On considére une suite (I,)(nen) définie par

lbeR
VaeN, Iy =2(1—ln).

Indiquer le comportement asymptotique de cette suite suivant les valeurs du réel
lp.
2. On considere une suite bornée (un)(nen) Vérifiant :

. U2n
lim ( —) =1.
n—lv+oo Un + 2
Le but de cette question est de montrer que la suite (un)(nen) €st convergente

vers 2.
(a) Montrer que si un réel [ est valeur d'adhérence de (un)(nen) alors le réel
2(1 — 1) est également valeur d’adhérence.
(b) En déduire, en reprenant la suite (I,)(nen) de la question 1, que si lo est
valeur d'adhérence de (us)(neny), alors pour tout entier naturel n, I, est
valeur d'adhérence de la suite (un)meny).-

(c) Conclure.

Solution.
1. Le réel 2 est point fixe de Papplication z — 2(1 — z). Ainsi la suite (I, —
%)(nGN) est une suite géométrique de raison (—2).
2

2
Vn € N, I, — § = (—2)n(l0 - §)

On en déduit que si lp # %, alors la suite (In)nen) est non bornée avec

nll»I-Eoo 'lnl = +oo.

Silp= %, la suite est constante et égale a %
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2. (a)

(b)

10.1.2

Notons (vn)(nen), la suite définie par

U
Vn €N, vn=un+%.
D’apres ’hypothese, cette suite est convergente vers 1.
Soit ! une valeur d’adhérence de la suite (un)men). On considére une
suite extraite (uy(n))(nen) convergente vers l. La relation

VnEN, tzpm) = 2(Vp(n) — Upm)

permet de dire que la suite (u2,(n))nen) est convergente vers 2(1 —1).
Ce réel est donc valeur d’adhérence de la suite (%5 )nen)-

On peut effectuer une preuve par récurrence évidente en utilisant le
résultat précédent.

La suite (u5)nen) étant bornée, elle est incluse dans une boule fermée
de R donc un compact de R. Ainsi,

- la suite (u5)nen) admet au moins une valeur d’adhérence,

— I’ensemble de ces valeurs d’adhérence est bornée.

Si un réel différent de % était valeur d’adhérence de la suite, il existerait
une suite non bornée de valeurs d’adhérence, ce qui est impossible. Le
réel % est donc 'unique valeur d’adhérence. En utilisant la proposition
7.10 page 73, on en déduit que la suite (u,)(nen) €st convergente vers %

&

Suites récurrentes d’ordre k (k € N*)

Définition : Soit E un ensemble non vide. Une suite (u,)nen est dite
récurrente d’ordre k (k € N*) si on peut la définir de la maniére suivante,

(UO,U]_, e )uk—l) (S Ek:
VrneN, uppr= f('u'na'uln+1) ce aun+k—1)s

ot f est une application définie sur E* & valeurs dans E.

Exemple : On considére la suite (u,)nen définie par

U0=0,
U1=—1

VneN, uUppa =Ddupt1 — 6uy.

On vérifie que

VneN, u,=2"-3"
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10.2 Théoréme du point fixe
pour un espace métrique complet

Théoréme 10.1 (Du point fize) Soit (E, d) un espace métrique complet et une
application f : E — E une application contractante, c’est-d-dire qu’il existe un
réel k € [0, 1] vérifiant

V(z,y) € E?, d(f(z),f(y)) < k.d(z,y).

Alors f admet un unique point fize et toute suite de la forme

ug € F,
Vn € N) Un+1 = f(un),

est convergente vers ce point fize.

Preuve. Existence du point fixe.
On considére (un)nen une suite de E définie par ug élément de E et

VneN, uppr = flun).
Montrons que cette suite est de Cauchy. Par une récurrence évidente, on obtient
VneN, d(unt1,un) < k™d(ug,ug).

Pour tous entiers positifs p et ¢ tels que p > g, on a

p-1 p—1
d(tig,up) < Y dtnt1,un) < D k"d(u1, o)
n=q n=q
kP—4 1

< d(ug,up)k?

1-—
- a
= d(uy,u)k =% T

Cette derniere suite converge vers 0 lorsque g tend vers +00. Soit € un réel stric-
tement positif. Il existe un naturel N vérifiant,

VnZN, OSd(U]_,UQ)knm <E&.

D’ou,

Vp> N,Vg> N, d(up,uq) <e.
La suite (un)ren est de Cauchy donc convergente car (E, d) est un espace métrique
complet. Notons [ sa limite. D’une part

lim Un+1 = l.
n—-+00

D’autre part ’application f est continue car lipschitzienne. Ainsi,

lim_tnss = lim_fun) = £0).

n—+oo
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Ainsi, f(I) =1 et I est un point fixe.

Unicité du point fixe.
Considérons z et y deux points fixes de ’application f. Ces deux éléments vérifient

d((l?, y) < kd(xx y))

donc

le réel (1 — k) étant strictement positif, on a d(z,y) <0, c’est-a-direz=y. &
Voici un exercice préliminaire & la preuve de la proposition 10.2.

Exercice 10.2 Soient p un entier strictement positif, [ un élément de E et (”n)neN
une suite d'éléments de E tels que pour tout » € {0,---,p— 1} la suite extraite
(Unp+r)nen CONVerge vers I. Montrer que la suite (un),cn converge vers I.

Solution. Soit € un réel strictement positif :
vre{0,---,p—1}, 3n.eN,/VNn>n,, d(unptr,l) <e.
Soit
N = pma'x{nO: ny,Ng, - ;np—l}‘

Nous obtenons
Vn> N, d(u,l)<e.

&

La proposition suivante sera, en particulier, utilisée dans les chapitres 25,
26 et 27 pour établir ’existence et I’unicité de solutions de certaines équations
différentielles, solutions vérifiant des conditions initiales (Condition de Cauchy).

Proposition 10.2 Soient (E,d) un espace métrique complet, p un entier stric-
tement positif et f : E — E tels que Uapplication fP = fo---o f soit contrac-
—_———

p fois
tante. Alors f admet un unique point fize et toute suite de la forme

ug € FE,
Vn €N, unt1 = f(un),

est convergente vers ce point fize.

Preuve. D’aprés le théoréme précédent, I’application fP admet un point fixe
unique que l'on notera . Montrons que cet élément est également unique point
fixe de 'application f. On a

F@) = F(FPW) = 2210 = fP(F).
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Nous remarquons que f(l) est point fixe de fP. Celui-ci étant unique, on obtient
f() = l. D’autre part, f ne peut avoir deux points fixes distincts car tout point
fixe de f est point fixe de fP. Considérons une suite d’éléments de E définie par

ug € E,
Vn €N, upt1 = f(un).
Considérons, pour tout entier 7 compris entre 0 et (p — 1), la suite extraite

(unp+r)n€N~

Nous remarquons qu’une telle suite peut étre définie par son premier terme u, et
par la relation de récurrence d’ordre 1

Vn €N, U(n+1)p+r = fp(unp+r)~

On en déduit que, pour tout entier r compris entre 0 et (p — 1), la suite extraite
(Unp+r)nen est convergente vers I. Le résultat de I’exercice 10.2 nous permet de

dire que la suite (u,)nen est convergente vers . &

10.3 Théoreme du point fixe
pour un espace métrique compact

Théoreéme 10.3 (Du point fize) On considére (E, d) un espace métrique com-
pact et une application f: E — E tels que

V(z,y) € B>, z#y=d(f(z), ) < d(z,y). (10.5)

Alors f admet un unique point fize et toute suite de la forme

ug € E,
YneN, upt1 = f(un),

est convergente vers ce point fize.

Preuve. Etablissons dans un premier temps l'existence et I'unicité du point fixe.
Considérons ’application g définie sur E' par
g: F — R
z — d(z,f(z))
L’application f est continue car lipschitzienne. L’application g est donc également

continue sur F espace métrique compact. Elle est ainsi bornée et atteint ses bornes.
Considérons un élément [ de E vérifiant

min d(z, f(z)) = d(l, f(1)).
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Si f(1) était différent de [, nous aurions
d(f), F(f))) < d(t, f(1)) = mind(z, f(2)),

ce qui est impossible. Nous avons établi I’existence d’un point fixe.
Soient ! et I’ points fixes de ’application f. On a

a(f (1), f')) = d(1,7')
d’ou
1=
f admet donc un unique point fixe que I’on notera . On considére une suite
(un)nEN définie par

ug € E,
VREN,  Unpr = flun)
et la suite (vp)nen définie par,
VneN, v, =d(up,l).
Cette derniére suite est décroissante. En effet, soit n un entier naturel.
1. Siu, #1,
d(un+1,1) = d(f(un), £(1)) < d(un, ).
2. Siu, =1,
d(un+1,1) = d(un,l) =0.
Cette suite est minorée par 0, donc convergente vers un réel que ’on note c.
L'espace métrique E étant compact, nous pouvons considérer (uy,(,)) une suite
extraite de la suite (u,)nen, convergente vers un élément de E que ’on note ;.

Nous avons,

= B Ve = B, ke, U = dlh D),

et
a= lim Vo(n)+1 = lim d(utp(n)+11l) = nBTw d(f(uw(n))»l) = d(f(ll)’l)

n—+00 n—+4o00

D’apres les hypotheéses du théoréme, nous obtenons

a=d(ly,1) = d(f(l), (1)) = 0.

On en déduit que la suite (vp)nen est convergente vers 0 et que la suite (un)nen
converge vers 1’'unique point fixe [.
&

Remarque 10.2 Remarquons que le théoréme tombe en défaut si nous remplagons
dans l’hypothése « compact » par « complet ». Choisissons E = R*. On considére
Vapplication f définie par

f: RY — Rt

x v—)m+;+1_—1

En dérivant cette fonction et en utilisant l’inégalité des accroissements finis, on
remarque qu’elle vérifie ’hypothése 10.5 mais n’admet pas de point fize.
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10.4 Suites réelles récurrentes d’ordre 1

10.4.1 Propriétés

Dans cette section, I représente un intervalle réel, f une application définie sur
I & valeurs dans I et (un)nen une suite définie par

ug € I,
VneN, upy1= f(un)1

Voici deux propositions permettant de donner des précisions sur le comportement
et la convergence éventuelle de la suite (up)nen.

Proposition 10.4 1. Si lapplication f est croissante sur I, alors la suite
(un)nen est monotone.

2. Si Vapplication f est décroissante sur I, alors les suites (ugn)nen
et(Uzn+1)neN Sont monotones de sens de variation opposé.

Preuve.

1. Si l'application f est croissante, alors pour tout entier positif n, le signe du
réel (unt2 — Unt1), c’est-d-dire f(unt1) — f(un), est celui de (upt1 — up).
La suite (Un+1 — Un)nen est donc de signe constant.

— Si u; > up, alors (us)nen €st croissante,

— Si u3 < ug, alors (un)nen est décroissante.

On peut remarquer que, s’il existe un entier naturel p tel que upy1 = up,
alors u, est point fixe de I’application f et la suite (un)nen est stationnaire.

2. Si l’application f est décroissante, alors ’application f o f est croissante.
On en déduit que les suites (U2n)nen €t(Uzn+1)nen SONt monotones. D’autre
part, I’application f étant décroissante, les signes de (u3 —u;) et de (uz —uo)
sont opposés. Les suites (ugn)neN €t(Uzn+1)neN sont donc monotones de sens
de variation opposé.

[ )

Proposition 10.5 Si la suite (un)men) est convergente vers un réel I appar-
tenant a I et si f est continue en ce point, alors il est point fize pour I’appli-
cation f.

Preuve. L’application f étant continue en [ et la suite (un)nen étant convergente
vers 1, la suite (f(un))nen est convergente vers f(l) (proposition 3.7, page 37). Or,

VReN, f(un)=tns1.

On en déduit que la suite (f(un))nen converge vers | et que celui-ci est un point
fixe. &
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Remarque 10.3 Attention! Si l’intervalle I n’est pas fermé, la limite | n’appar-
tient pas toujours a celui-ci. Dans ce cas, | ne peut étre point fize. On pourra pour
cela étudier Uezercice 10.4.

10.4.2 Points fixes attractifs, points fixes répulsifs

Points fixes attractifs

Proposition 10.6 Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle

o
I et ! un point fize de f appartenant 4 I. Si f est dérivable enl avec |f'(1)| < 1,
on dit que | est un point fize attractif. Il existe alors un réel a strictement positif

tel que :
Toute suite (up)nen de la forme

U €)l — oyl +af,
Vn € N, Unt1 = f(un)-

est définie et converge vers l.

o
Preuve. On considére une application f définie sur un intervalle I, [ € I un point
fixe attractif de f, c’est-a-dire f(I) =l et |f'()] <1. On a

! (t)__,l} = £l

lim

t—l t

Soit ~ un réel appartenant & l'intervalle ]|f'(1)], 1[. Il existe un réel strictement
positif « tel que

Il —o,l+alC I,
et

f@) -1

t—1

L’intervalle ]l — o, + af est stable par I’application f car

<nr

vt €l — o, 1+ o[\{I},

Viell—a,l+af, 0LZ|f@)-I<r|t-I<ra<a.
Toute suite de la forme

ug €]l — oyl + af,
Vn €N, Unt1 = f(un).

est donc bien définie. D’autre part,
W EN, |unyr =1 =|f(un) — fFO)| < rlun —1].
Par une récurrence évidente, on obtient
VneN, |u,—1 <r*ug—1.

On en déduit que la suite (u,)nen est convergente vers I. &
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Points fixes répulsifs

Proposition 10.7 Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle

o
I & valeurs dans I et l un point fize de f appartenant ¢ I. Si f est dérivable
en l avec |f'(1)| > 1, on dit que | est un point fixe répulsif. Si une suite de la
forme

ug € I,
Vn €N, Unt1 = f(un).

est convergente vers ce point fize répulsif I, alors elle est stationnaire. Si, de
plus, Uapplication f est injective alors elle est constante.

Preuve. On considére une application f définie sur un intervalle I & valeurs dans
I, I(€ I) un point fixe répulsif de f, c’est-a-dire f(I) =l et |f'(l)] > 1. On a

tim [T 0 .

Soit 7 un réel appartenant a 'intervalle ]1,|f’({)|[. Il existe un réel strictement

positif a tel que
l—a,l+alC I,

et
Vt €)l — a, L+ a\{1}, ‘%‘ >
Donc,
Viell-a,l+al, |f@t)=I=>7r]|t-1.
On suppose la suite (u,)nen convergente vers [. Il exite un entier naturel ng

vérifiant
Yn >ng, |up—I|<a.

En conséquence,
Vn 2 no, |untr — I =|f(un) — F()] 2 rlun —1].
Par une récurrence évidente, on obtient
Vn>no, |un—I| 27" "0 un, —1|.

Le réel r étant strictement supérieur & 1, la suite (u,)nen ne peut étre convergente

vers | que si
|une, — 1| = 0.
Ainsi,
Vn > ng, u, =1L

La suite (u,)nen est stationnaire.
Si 'application f est injective, alors I’application f™ est également injective. De

f’no(uo) =Uny = l= fno(l),

on déduit que ug = L. &
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10.4.3 Exercices

Exercice 10.3 Soit a un réel. Etudier la nature et le comportement de la suite définie
par

Up = a,
Yn €N, upt1 = cos(uy).

Solution. Remarquons que
cos(R) = [-1;1] et cos([-1;1]) C [0,1].
Le réel up appartient au segment [0; 1]. Il suffit donc d’étudier la restriction de la
fonction cosinus au segment [0;1] :
cos: [0;1] — [0;1]

T — COST.

Nous avons
Vz € [0;1], |cos'(z)| =|sinz| <sinl< 1.

La fonction cosinus est ainsi contractante sur I’espace complet [0;1]. La fonction
cosinus admet un unique point fixe a sur ce segment et la suite (u,)nen converge
vers ce point fixe. La fonction cosinus étant décroissante sur le segment [0; 1], les
suites (Ugn)nen €t (U2n+1)nen sont adjacentes et convergent vers a. On a ainsi un
majorant de ’erreur avec :

Yn>2, |up—a|<|up— Untl

Exercice 10.4 On consideére la fonction f définie sur I'intervalle R**, 3 valeurs dans
ce méme intervalle, par

f: RY™* — Rt
e e 3o (2)

1. Vérifier que f est continue sur R**,
2. Montrer que la suite définie par

{ Ug = 1,
Unt1 = .f(u'n)

est convergente vers un réel qui n'est pas un point fixe de f.
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Solution.
1. Evident.
2. On vérifie simplement que
v 1
neN, u,= on"

Cette suite est convergente vers 0 qui n’est pas point fixe.

Exercice 10.5 On considere |'application f définie sur R** par

f: Rt* — R
e~ %
—.

T —

Soit a un réel strictement positif. On considére la suite (up)nen définie par

Up = a,
YneN, upt1 = f(un).

Etudier, suivant la valeur de a, la nature de la suite (up)nen.

Solution. Supposons la suite (u,),en convergente. Celle-ci étant & valeurs dans
R**, sa limite appartient & R*, I’adhérence de R**.

l ’ - +OO.

La suite (un)nen ne peut converger vers 0. En effet, on aurait

im up41 = lim f(ug) = +oo.
n—-+4o00 n—+00

Ceci est impossible.

2. La limite de la suite (un)nen appartient & R**. La fonction f étant continue
sur R**, cette limite est un point fixe de f.

3. Etude des points fixes de 'application f.
Un réel est point fixe de f si et seulement si il est un zéro de 1’application

g: R™* — Rt*

2 z

z — T—e "
Apreés une étude rapide, on remarque que g réalise une bijection strictement

croissante de R** sur l'intervalle | —1; +-o00[. L’application f a donc un unique
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point fixe que I’on notera . La limite de la suite (u,)nen est donc ce point
fixe a.. L’application f est dérivable sur R** avec,

vz e R™, f/(z) = _—e‘ma(:_z:+1)‘
Or,
Fe) =% - (g4,

Le réel a étant strictement positif, on a |f’(c)| > 1. Il est point fixe répulsif
de f. L’application f étant injective, nous savons, d’aprés la proposition 10.7,
que la suite (up)nen €st constante.

En conclusion, la suite (u,)n,en €st convergente si et seulement si up = a.

&

Exercice 10.6 On considére I'application f définie par

f+ 41 — [-1,]]

T — 222 —1.

Le but de cet exercice est I'étude, suivant les valeurs du réel a appartenant au segment
[-1,1], du comportement asymptotique de la suite définie par

—

Up = a,
VneN, upt1 = f(un).

(a) Vérifier que I'application f admet exactement deux points fixes : 1 et —%.

(b) En déduire que, si la suite (un)nen st convergente, sa limite est I'une de
ces deux valeurs.

Montrer qu'il existe un unique réel a appartenant au segment [0, 1] vérifiant
a = cos(am).

Pour tout entier naturel n, écrire le réel u,, en fonction de n, « et de I'application
cosinus.

. Déterminer I'ensemble A; des réels a appartenant au segment [—1,1], pour

lesquels la suite (un)nen est convergente vers 1. Montrer que A; est une partie
dénombrable dense du segment [—1,1].

Déterminer I'ensemble A(_%) des réels a appartenant au segment [—1, 1], pour
lesquels la suite (u,)nen est convergente vers —%. Montrer que A(_%) est une
partie dénombrable dense du segment [—1, 1].

En déduire I'ensemble A des réels a appartenant au segment [—1, 1] tels que la
suite (un)nenN SOIt convergente.
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7. Montrer que, si « est rationnel, alors la suite (up)nen est périodique 3 partir
d’un certain rang, c'est-a-dire

dp e N*,3ng € N,Vn > ng, Unip = Un.

Solution.

1. (a) Il suffit de résoudre dans [—1,1], Péquation f(z) = z. On obtient le
résultat désiré.

(b) Si la suite (un)nen, & valeurs dans le segment [—1,1] est convergente,

sa limite | appartient & ce segment, partie fermée de R. L’application

f étant continue sur son ensemble de définition et en particulier en I,

celui-ci est un point fixe de f. Les seules limites sont donc 1 et (—3).

2. L’application
g: [0’ 1] - [_111]

z +— cos(mz),

réalise une bijection strictement décroissante de [0,1] sur [-1,1]. On en
déduit qu’il existe un unique réel o appartenant au segment [0, 1] vérifiant
a = cos(am).
3. Effectuons une preuve par récurrence. Considérons pour tout entier naturel
n, la proposition
Prn " up = cos(2am)”.

Nous avons Py.
Soit n un entier naturel. Montrons que

Prn = Pn+1.

Unt1 = f(un) = 2.cos?(2"am) — 1 = cos(2.2"ar) = cos(2"ar).

On en déduit que
VneN, u,=cos(2"an).

4. Le réel 1 est un point fixe répulsif de 'application f car f'(1) = 4. Si la suite
(un)nen est convergente vers 1, elle est stationnaire. Il existe alors un entier
naturel n vérifiant

cos(2"ar) = 1.

On en déduit que la suite (u,)nen est convergente vers 1 si et seulement si
il existe deux entiers naturels n et p vérifiant

__P

~ on-1?

c’est-a-dire si et seulement si @ est un nombre dyadique. Notons Dy ), I'en-
semble des nombres dyadiques appartenant au segment [0, 1]. On obtient

A; = {cos(ar)/a € Dy}



10.4. SUITES REELLES RECURRENTES D'ORDRE 1 145

L’ensemble Djp ;) est dénombrable puisqu'’il est inclus dans I’ensemble des
nombres rationnels. L’ensemble A; est donc dénombrable. Montrons que A;
est dense dans [—1,1]. Soit a un élément de ce segment. Considérons le réel
a élément de [0,1] vérifiant @ = cos(am). Le réel o est limite d’une suite
de nombres dyadiques (o)nen & valeurs dans Dyo,1)- L’application cosinus
étant continue en ¢, la suite (cos(ax))nen est convergente et
nll)l}_loo cos(ap) = cos(a) = a.

A; est dense dans le segment [—1,1].
5. Le réel (—1) est un point fixe répulsif de 'application f car f’ —%) = -2

Si la suite (un)nen €st convergente vers (—%), elle est stationnaire. Il existe

alors un entier naturel n vérifiant

cos(2™am) = ——;—.

La suite (un)nen est convergente vers (—3) si et seulement si le réel a vérifie
’'une des deux propositions (10.6) ou (10.7) :

I(n,p) eN?, 2"a = % + 2p, (10.6)
I(n,p) € N?, 2"aq = % + 2p. (10.7)

En remarquant que
(10.6) = (10.7),

la suite (un)nen est convergente vers (—3) si et seulement si le réel a vérifie
la proposition (10.7) :

p
El(n,p) € Nz, a= W 2'!1.——1
Notons Dfo,ll’ I’ensemble des nombres réels appartenant au segment [0, 1] et

vérifiant la proposition (10.7). On obtient

A(_%) = {cos(am)/a € Dy 1) }.
L’ensemble Dfo,l] est dénombrable puisqu’il est inclus dans ’ensemble des
nombres rationnels. L’ensemble A(_ 1) est donc dénombrable. Montrons que
A(_ 1) est dense dans [—1, 1]. Soit a un élément de ce segment. Considérons

le réel a élément de [0, 1] vérifiant a = cos(ar). On considere (o )nen la suite
des approximations dyadiques par défaut de a. La suite (8 )nen+ définie par
2
VnEN*, ,Bn= W'{"an—l
est également convergente vers a. L’application cosinus étant continue en o,
la suite (cos(Br))nen+ €st convergente et

ngrfw cos(B,) = cos(a) = a.

Cette derniére suite est & valeurs dans Dfo.ll' L’ensemble A(_ 1) est dense

dans le segment [—1, 1].
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A=A;U A(_%)

est ’ensemble des réels a appartenant au segment [—1, 1], pour lesquels la
suite (u,)nen €st convergente. A est une partie dénombrable et dense de

[_1) 1]'
7. Ecrivons le réel a & l'aide de son développement dyadique :

ak

ol pour tout entier naturel k, a) appartient & {0;1}. Remarquons que

n-l +o00
Vn € N*, Up = COS(2n7l'a) = COSs <7|- (Z ak'zn—k) + (Z 2’?fn)>
k=n

k=0

+o00 ak +o00 ak
_ _ +n
=COos | T E —2k—n =COos | T 2k .
k=n k

=0

Si le réel o est rationnel, son développement dyadique est périodique & partir
d’un certain rang, c’est-a-dire

Jp € N*,3ng € N,Vn > ny, An+tp = CQn.

Ainsi,
+o00 a +o00 a
_ k+p+n _ k+n _
Vn > ng, Upyp = COS <1r (kz_o ok )) =cos|m (kE_O ok )) = Up.

&



Chapitre 11

Vitesse et accélération de
convergence de suites réelles

11.1 Vitesse de convergence d’une suite réelle

Remarque 11.1 Nous étudierons, dans les exercices 11.2 et 11.4, la vitesse de
convergence de suites définies d l’aide de séries. La notion de série et la notation de
la limite d’une série convergente sont indiquées ultérieurement, dans le chapitre 15.

Définition : On considére une suite réelle (u,)nen convergente vers un
réel [.

1. On suppose que la suite de terme général
Unt1 — |
Up — 1
est convergente. On note A sa limite.
(a) Si |\ =1, on dit que la convergence est lente,
(b) si |A| €]0,1[, on dit que la convergence est géométrique de
rapport A,
(c) si A =0, on dit que la convergence est rapide.
2. Soit 7 un réel strictement supérieur & 1. On dit que la convergence

de la suite (us),cy Vers ! est d’ordre  si la suite

Unt1 — |

[un — l[r

est bornée. On remarque, que dans ce cas, la convergence de la
suite est rapide.
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11.1.1 Premiers exemples de vitesse de convergence

Exercice 11 1 Donner les vitesses de convergence des suites de terme général :
L1 L L (keN), ﬁ -
2. ¢" (g€]-1,1)).
3.

3|~9

Solution. De fagon évidente, on trouve que la convergence vers 0 est
1. lente,
2. géométrique de rapport g,
3. rapide.

Exercice 11.2 On sait (exercice 21.1) que

+0<>1

™
> m=%

n=1

On considere (S, )nen+ la suite des sommes partielles définie par

m>1 S,= Zk_IZ
k=1

1. Montrer que

7 . . . 2
2. En déduire la vitesse de convergence de la suite (Sp)nen- vers %-.

Solution.

1.
2 too
m 1
k=n+1

L’application ¢ — El-z étant strictement décroissante sur l'intervalle [1,+oo],
nous avons K1 .
da 1 d
wexe [ G<g<[ %
P S k-1t

Les trois séries correspondant aux termes ci-dessus sont convergentes. Ainsi,

a la limite,
Yo ds +°° +oo
Vn>1, / — < / dt.
t2 Ic2
n+l1 k= n+1
On obtient ainsi le résultat désiré.
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9. En utilisant le résultat de la premiére question, on obtient
2
T

(’6‘ B Sn) ~

2
%—Sn+1N nq
%Z—Sn n+1

Sk

D’ou,

. . . 2
Ainsi, la convergence de la suite (S, )nen+ vers % est lente.

11.1.2 Suites convergentes vers e

Dans cette section, nous considérons trois suites réelles (un)nen+, (Vn)nen (exer-
cice 11.3) et (wn)nen (exercice 11.4) convergentes toutes les trois vers le réel e.
Pour chacune de ces suites, la convergence est respectivement, lente, géométrique

de rapport % et rapide.

Exercice 11.3 On considére la suite (u,)nen= définie par
1 n
Vn2>1, u,= (1+—) .
n

1. Montrer que cette suite est convergente et déterminer sa limite.
2. Quelle est la vitesse de convergence de (up)nen+ ?

3. Méme question avec la suite (v,)nen définie par

1\%"
VnZO, ’l)n=(1+2—n>

Solution.

1. La suite (un)nen+ est & valeurs strictement positives.
1
Vn>1, In(up,)=nln{l+ -
Ainsi,
n
In(up) ~ o 1.

La suite (Inup)nen+ est convergente vers 1 et 'application exponentielle
continue en 1. Donc,

n-l-l»Too Up = nll»rfoo exp (In(u,)) = exp(l) =e.
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2. Effectuons le développement limité & ’ordre 1 en 0 de la fonction

f: R¥™ — Rt

z (1+x)%.

Nous avons

In(f@) = 3 11-+) =  (5- = +o<x2)) =1-Z4o(@).

f(z) = exp(In f(z)) = exp(1—§+o(a:)) =e. exp(—£+o(w)) = e(1—g+o(a:)).

2
On obtient
o)
Uup=e— —+o|—]),
2n n
puis,
Uy — €~ ——
™ on
et
un+1—eN n ~1
Up — € n+1 ’

On en déduit que la convergence de la suite (u,)nen+ vers e est lente.

3. La suite (vn)nen €st une suite extraite de la suite (un)nen+. Elle converge
vers e. En utilisant le développement limité d’ordre 1 en 0 de la fonction f
définie dans la question précédente, on obtient le développement asympto-
tique suivant :

_ e 1
vn.—e—w+o 2_n .

e
_2n+1’

Ainsi,
Up —en~
Uny1—e 1
il T,
Up — € 2
On en déduit que la convergence de la suite (v,)nen vers e est géométrique

de raison 3.

L)

Exercice 11.4 On considere la suite (wy, )nen convergente vers e et définie pour tout

naturel n par
: n 9
Wp = Z ﬁ
k=0

Nous savons que la suite (w,)ren est convergente vers e (exercice 7.3 ou proposition
18.17).
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. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

2
m D) TS Grr

En déduire que la convergence de la suite (w,)nen est rapide.

. Soit 7 un réel strictement supérieur a 1. Montrer que la suite (t,)nen définie

par
e—w
VneN, t,=-—"tL
(e —wn)
est non bornée.

En déduire que la convergence de la suite (wy)nen vers e ne peut étre d'ordre 7.
€

Solution.

1.

On note (R,)nen la suite des restes :

+o0 1
VneN, e—w,=R,= Z 2k
k=n+1

Il est évident que
+o00 n+1

VneN, Rp= Z Z k' (n+1)"

k=n+1 Kl k=n
D’autre part,

400
1 1
welN, B=g +1 Dl Z k' n+1 T 1! (kg_z(n+2)mk>

1 1 ® 1 1 R | 2
“mrnTmr ( 2 2k—n—1) BCES)] ( 2 2k—n—1) TSN

k=n+2 k=n+1

. A Paide des inégalités obtenues dans la question précédente, on a

1 <e—wn+1< 2
2(n+2) € — Wn (n+2)

La convergence de la suite (w,)nen vers e est rapide.

Vn €N,

. En utilisant les inégalités de la premiere question, on obtient

e—wnr1 _ (n+1)" 1 TH K

Vn €N, tn:(e—wn)r>2"(n+2)l 2r+1Hk+1

Ce dernier terme est un produit de réels strictement positifs. De plus,

r

lim = 400
k—+4o00 k +1 +
nous permet de dire que la suite (¢,),en tend vers plus infini et donc est
non bornée. On en déduit que la convergence de la suite (w,)nen ne peut
étre d’ordre 7.

&
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11.1.3 Suites convergentes vers 7

Exercice 11.5 1. On considére la suite (ap)nen+ définie par
Vn>1, a,=nsin (E) .
n

Montrer que cette suite est convergente vers 7 et déterminer sa vitesse de conver-
gence.

2. On considére la suite (un)nen définie par
> n il
Vn>0, u,=2 sm(2n).

Montrer que cette suite est convergente vers 7 et déterminer sa vitesse de conver-
gence.

Solution.

1. En utilisant le développement limité & ’ordre 3 en 0 de la fonction sinus,
nous obtenons le développement asymptotique suivant de la suite (ap)nen- :

¢z—'r7,7r—7r3+o1 =7 — 7r3+o1
o n 6nd n3 - 6n2 n?

On en déduit que la suite (a,)nen= est convergente vers 7. De plus,

(m)?

ap—T~———> €t Snt1 77 .0
" 62 an—mT  (n+1)2

2
~ 1.

La convergence est lente.

2. La suite (un)nen est une suite extraite de la suite (an)nen- Elle est conver-
gente vers 7. Elle admet le développement asymptotique suivant :

_on (T s 1 _ w3 1
Un = 2n 623n+o 23n =" 622n+0 22n :

3

Ainsi,

. Uppr—T 1
et llm L—_

Up — T~ — =-.
" .22n n—too U, —7 4

La convergence de la suite (uy,)nen est géométrique de rapport 41

)

Remarque 11.2 La construction de ces suites a pour but l’obtention d’une valeur
approchée du réel w. Attention, pour donner la valeur d’un réel a, ou d’un réel
Up, on doit s’interdire d’utiliser le nombre . Il est donc difficile, voire impossible,
d’ezploiter la suite (an)nen+- Ce qui n'est pas le cas de la suite (un)nen qui peut
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étre définie a Uaide d’une récurrence. En effet, considérons la suite (cp)ne définie
par
Vn>1 T
n21, cn=cos(g).

Nous remarquons que cette suite est d valeurs réelles positives et strictement po-
sitives d partir du rang 2. Nous avons,

™ ™
Vn>1, c,=cos (2—n) = 2 cos? (W) -1 =2ch+1 -1

VnZ]-’ Cntl = V%'

L (T . m T
Vn>1, wu,=2"sin (2—n) = 2"*tlsin (2n+1) cos (W) = Up41Cntl-

Ainsi,

D’autre part,

Donc,
Un

Vn>1, upy1= .
Cn+1

En conclusion,
Cl = 0 uy = 2
Vn>1, cpp1 =4/ (11.8)

V21, tUnyr =2

On peut ainsi calculer les différentes valeurs de la suite (up)nen-

11.1.4 Suites convergentes vers un point fixe attractif

La définition des points fixes attractifs est donnée dans la section 10.4.2, page
139. On considere f une fonction numérique définie sur un intervalle I et une suite
(un)nen définie par une récurrence de la forme un4+1 = f(un) et convergente vers
l un point fixe attractif de f. On supposera qu’a partir d’un certain rang, u, # l.
Etudlons la vitesse de convergence de cette suite. Nous avons

t—»l

La suite (u,)nen étant convergente vers I, nous obtenons

im Y=l

notoo Up — 1

Le réel | étant un point fixe attractif, nous avons | f/(I)| < 1. Deux cas se présentent :

1. f'() #0.

La vitesse de convergence de la suite (u,)nen €st géométrique de rapport

f@.
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2. f'(1)=0.
La vitesse de convergence de la suite (u,)nen €st rapide.
Si ’on suppose que 1’application f est p fois dérivable en I (p > 2) avec

Vk€{1)2"",(p_1)}1 f(k)(l)z(),
la formule de Taylor-Young a l’ordre p permet d’écrire :

. f) -1 _ fP)
I G- -

Donc,
lim  ln+1 -l _ f(p)(l).
n—+oo (U, — )P p!

La vitesse de convergence de la suite (u,)nen vers ! est d’ordre p.

11.2 Accélération de la convergence d’une suite

11.2.1 Définitions

Définition : Si (u,)nen €t (Un)nen sont deux suites convergentes vers
un méme réel I, on dit que la convergence de la suite (v,)nen est plus
élevée que celle de (un),,cy Si Un — 1 = 0 (un — ).

Définition :Accélérer la convergence d’une suite consiste & construire
a partir de cette derniére une autre suite qui converge plus vite vers la
méme limite.

Remarque 11.3 Nous proposons dans cette section deux méthodes d’accélération
de convergence de suite ¢ convergence géométrique :

1. La méthode de Richardson est préconisée lorsque l’on connait A, le rapport de
convergence géométrique, et que l’on autorise son utilisation dans les divers
calculs.

2. Dans le cas contraire, la méthode d’Aitken sera utilisée.

11.2.2 Méthode d’accélération de Richardson

Théoréme 11.1 On considére une suite (up)nen convergente vers un réel
avec une convergence géométrique de rapport A (0 < |A| < 1). Alors la suite
(vn)nen définie par

VneN, v, =t =l

converge vers | plus vite que la suite (up)nen. Cette méthode d’accélération est
appelée méthode d’accélération de Richardson.
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Preuve. La suite (v,)nen st combinaison linéaire de suites convergentes donc
convergente. Sa limite est

D’autre part,

VneEN, o, —]= Yl = Nn (Unt1 = 1) = Mun = 1)

1-A 1-A

et

vtn—=1l 1 fupy—1
Vn €N, un—l_l-—)\(un—l /\>.

On en déduit que

v"_l=0_

lim
n—+00 Uy — |

La convergence de la suite (vp)nen vers | est plus rapide que celle de (up)nen.

Quelle est alors la vitesse de convergence de la suite accélérée ? Etudions la
situation dans un cas particulier.

Proposition 11.2 On considére wune suite (up)nen admettant un
développement asymptotique de la forme

Uy =1L+ aA™ + o(A"),

ot a est un réel non nul et 0 < || < 1. Alors (un)nen converge vers l avec une
convergence géométrique de rapport A. ’

Preuve.

D’ou le résultat. r X

Remarque 11.4 Attention, la;l réciproque est fausse. On peut le vérifier par exemple
avec les suites (NA™)nen 0U (2 )nene -
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Proposition 11.3 On  considére wune suite (un)nen admettant wun
développement asymptotique de la forme

Up =L+ al™ + bu™ + o(u™),

ou a et b sont des réels non nuls et 0 < |u| < |\ < 1. Alors la suite
(vn)nen, accélérée de la suite (un)nen avec la méthode de Richardson, admet
un développement asymptotique de la forme

v =1+ 0'u" +o(u™),

ot b est un réel non nul. La convergence de la suite (vn)nen vers | est
géométrique de rapport p.

Preuve.

b(p —
1—-\ 1-

Unt1 — Alp

VneN, vp=——7—=I1+ )u“+o(u").

On pose b/ = ——ul . Ce réel est non nul. D’apres la proposition 11.2, la convergence
de la suite (vn)neN vers | est géométrique de rapport u. &

Remarque 11.5 Pour utiliser la méthode de Richardson, il faut connaitre la va-
leur de A\ et pouvoir Uutiliser dans les calculs. S’il en est de méme du réel a, on
peut accélérer de fagon plus simple la suite (un)nen en définissant la suite (Vn)neN
par,

VneN, v,=u,—a\".

La convergence de cette nouvelle suite vers l est géométrique de rapport .

11.2.3 Itération de la méthode de Richardson

On peut itérer la méthode d’accélération de Richardson. Voici un exemple de
double itération.
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Proposition 11.4 On considére wune suite (up)nen admettant un
développement asymptotique de la forme

Up =1+ ad” +bu™ + " +o(7"),

ot a, b et c sont des réels non nuls et 0 < |y| < |p| < |A| < 1. Alors

1. La suite (un)nen converge vers | avec une convergence géométrique de
rapport X. On note (vp)nen la suite accélérée de la suite (up)nen par la
méthode de Richardson.

2. La suite (vn)nen admet un développement asymptotique de la forme
v =1+ u" + " + o(7™)

ou b et ¢ sont des réels non nuls. La convergence de la suite (Vp)nen
vers | est géométrique de rapport u. On note (wp)nen la suite accélérée
de la suite (vn)nen par la méthode de Richardson.

3. La suite (wn)nen admet un développement asymptotique de la forme
wp =14y +c+o(7")

ot ¢’ est un réel non nul. La convergence de la suite (wn)nen vers l est
géométrique de rapport .

Preuve. Il suffit de réitérer les calculs de la preuve précédente. )

Exercice 11.6 1. Donner un développement limité a I'ordre 7 de la fonction sinus
en 0.

2. En déduire un développement asymptotique de
U, = 2" sin (21”)

et appliquer a cette suite une double accélération.

Solution.
1. Voici le développement limité & 1’ordre 7 de la fonction sinus en 0 :
z3

. T
s1n:1:—a:—§!—+g!-

5 o7 ,
—ﬁ+o(m ).

2. Nous obtenons le développement asymptotique suivant :

o™l 1 a1 1
Un =T~ 314 T 51167 71 647 6an ) -
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En utilisant la proposition précédente, on construit avec la méthode de Ri-
chardson les suites (v,)nen €t (Wn)nen par

U, = 2™ sin (1) ,

on
_ QUpy1 — Un
Up = 3
16vp41 — U
R

La convergence des suites (Un )neN; (Un)neN €t (Wn)nen vers 7 est géométrique
de rapports respectifs ;, 15 et a;. N’oublions pas que les termes de la suite
(un)nen se calculent & partir du systéme 11.8, page 153.

&

11.2.4 Méthode d’accélération d’Aitken

Dans toute cette section, on considére une suite (un)neN convergente vers un
réel . On supposera non seulement que pour tout entier naturel n, on a u, # |
Mais aussi Up+1 7# Un. On suppose que la convergence est géométrique mais le
rapport \ est supposé inconnu. Cette situation se produit par exemple lorsque !
est un point fixe attractif d’une fonction f dont on ne connait pas la valeur exacte
de f'(1). On peut prendre 1'exemple de la fonction cosinus admettant un seul point
fixe 1. Il est facile de vérifier que —1 < —sin! < 0. Ce point fixe est ainsi un point
fixe attractif. Toute suite définie par une récurrence de la forme u,4; = cosu, et
convergente vers [ a une vitesse de convergence géométrique dont on ne connait
pas le rapport. La méthode d’accélération d’Aitken est alors adaptée. Elle s’appuie
sur celle de Richardson en utilisant la proposition suivante :

Proposition 11.5 La suite (A, )nen+ définie par

Upt1 — U
Vo> 1, ,\n=M

Up — Un-—1

converge vers .

Preuve. )
_ _ _ Untr1—t 1
Vn 2 1, A'n — (un+1 l) (un l) — un——l

(Un —1) = (Un-1—1) 1 — ¥nord

Up—1

On en déduit que la suite (A, )ren+ st convergente avec,

&

| Corollaire 11.6 On peut trouver un rang ng tel que pour tout n > ng, A, # 1. I
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Preuve. Evident puisque la limite de la suite (\,)nen+ est différente de 1. &

Théoréme 11.7 On considére la suite (Vp)n>n, définie & partir du rang ng
par

Vn > mng, vp=

La suite (Un)n>n, est une accélération de la suite (up)nen. Cette méthode est
appelée méthode d’accélération d’Aitken.

D’autre part,

Un — l = ._—un+l — Anun _l — (un+1 _ l) - )‘n(un - l)

>
v 2 no, 1—x, 11—,

et

’Un—l 1 ’U.n+1—l
> = - .
AU " 1—)\n(un—l An

On en déduit que

La convergence de la suite (v, )nen vers ! est plus rapide que celle de (un)nen. &






Chapitre 12

Espaces vectoriels normés

12.1 Définitions

Définition : Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de
Banach.

Définition : Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé
espace préhilbertien.

Définition : Un espace vectoriel préhilbertien et complet est appelé
espace de Hilbert.

Définition : On dit que le quadruplet (E,+, X,.) est une algébre sur
K(=RouC) si

1. (E,+,.) est un espace vectoriel sur K,

2. (E,+, x) est un anneau,

3.

YA €K, Y(u,v) € E?, A(uxv)=(Au)xv=1ux(\v).

Si, de plus, E admet un élément unité pour la loi x, on dit que (E, +, X, .)
est une algébre unitaire.
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Définition : Soit (E, +, x,.) une algébre. On dit qu’une application |.||
est une norme d’algeébre si
1. Elle est une norme pour I'espace vectoriel (E, +,.).
2. Elle vérifie
V(u,v) € E?,  [lux || < [lul.[lo]-

On dit alors que (E, +, x,.) muni de ||.|| est une algébre normée.

Définition :On considére une algébre (E, +, X,.) munie d’une norme
d’algebre ||.||. Si (E,+,.) muni de la norme ||.|| est un espace vectoriel
complet, on dit que (E,+, X,.) munie de ||.|| est une algébre de Banach.

12.2 Comparaisons de normes

Considérons un espace vectoriel E et deux normes sur E notées ||.|| et ||.||’. Pour
les deux espaces vectoriels normés (E, ||.||) et (E,||.]|’), les propriétés métriques
peuvent étre différentes. Donnons des exemples. Considérons C([0,1],R) le R-
espace vectoriel des fonctions définies et continues sur le segment [0, 1]. Considérons
les normes ||.||oo €t ||.|]1 définies par

VfeC([0,1},R), |[Ifllc = sup |[f(¥)I,
te(0;1]

1
vF e C(o.R), Il = [ IF@lar
Considérons la suite (P,)ren d’éléments de C([0, 1], R) définie par
Vn e N,Vt € [0,1], Pn(t) =+/n.t"

On a

n
VneN, |Pali= n—‘fl IPalloo = V.

La suite (P,)nen est non bornée pour la norme ||.|| mais convergente vers I’ap-
plication nulle pour la norme ||.||;. Nous pouvons remarquer que

Vi eC(0,1],R), [Ifllx < lIflloo-

Ceci permet de dire que, si une suite de C([0,1],R) est bornée (respectivement
convergente) pour la norme ||.||oo, €lle est bornée (respectivement convergente vers
la méme limite) pour la norme ||.||;. On dit que la norme ||.||; est plus fine que la
norme ||.||co-

Définition : Soient E un espace vectoriel, ||.|| et ||.||” deux normes sur
E. On dit que la norme ||.|| est plus fine que la norme ||.||’ 8’il existe un
réel strictement positif k vérifiant

VzeE, |z| <k|z|.
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Nous avons vu plus haut que la norme ||.||oo n’était pas plus fine que la norme
[|-l1. Ceci nous permet d’introduire les normes équivalentes : nous dirons que deux
normes sont équivalentes si chacune d’elles est plus fine que l'autre.

12.3 Normes équivalentes

Définition : Deux normes |.|| et ||.||" sur un méme espace vectoriel E
sont dites équivalentes s’il existe deux réels strictement positifs k et &’

vérifiant
VzeE, |z <klz|’

Ve E, |z| <K|z|.

Proposition 12.1 Considérons un espace wvectoriel E et deuxr normes
équivalentes sur E notées |.|| et ||.||’.

1. Une suite d’éléments de E est une suite de Cauchy pour la norme ||.| si
et seulement si elle est de Cauchy pour la norme ||.||'.

2. Une suite d’éléments de E est une suite convergente pour la norme ||.|
si et seulement si elle est convergente pour la norme ||.|’. La limite est
commune pour les deuz normes.

3. Une partie de E est fermée (respectivement ouverte) de E pour la norme
Il si et seulement si elle est fermée (respectivement ouverte) pour la
norme de ||.||".

4. L’espace vectoriel normé (E, ||.||) est complet si et seulement si l’espace
vectoriel normé (E, ||.||") Uest aussi.

5. Une partie de E est une partie compacte de E pour la norme ||.|| si et
seulement si c’est une partie compacte de E pour la norme ||.||".

6. Une partie de E est une partie conneze de E pour la norme ||.| si et
seulement si c’est une partie conneze de E pour la norme ||.||’.

7. Une application définie sur une partie de E d valeurs dans un espace
métrique est continue pour la norme ||.|| st et seulement si elle est continue
pour la norme ||.||’.

8. Une application définie sur un espace métrique d valeurs dans E est conti-
nue pour la norme ||.|| si et seulement si elle est continue pour la norme

11"

La preuve assez simple est laissée au lecteur.
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Remarque 12.1 Attention! Les normes d’algébre ne sont pas conservées.

12.4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

12.4.1 Normes équivalentes en dimension finie

Voici le trés important théoréme :

Théoréme 12.2 Toutes les normes définies sur un méme espace vectoriel réel
de dimension finie sont équivalentes.

Preuve. Considérons (ej, e, - - €,) une base de E et la norme ||.||o définie par

Vz€E, |zl = max{[z1],[22]," - [al},

ou (z1,Z2, - ,%n) sont les coordonnées de = dans la base (e1, ez, ,e,).
Pour prouver le théoréme, nous allons montrer que toute norme sur E est équivalente

a la norme ||.||oo-
Considérons donc ||.| une norme sur E. Nous avons

n Toon n
Y el <> lmillleill < lllloo Y llesll-
i=1 i=1 i=1

Considérons le réel strictement positif £ = Y., ||e;||. Ainsi,

Ve E, |z||=

Ve e E, |z| <Ek|zoo-

La norme ||.|| est donc plus fine que la norme ||.||oo.

Remarquons que nous travaillons avec deux normes distinctes. Pour énoncer une
propriété topologique ou métrique (continuité, partie fermée, bornée, ...), il est
donc important d’indiquer pour quelle norme nous avons une telle propriété.
Considérons S la sphére unité de E munie de la norme ||.||oo, c’est-a-dire

S={z€E, |zllo=1}.

S est une partie fermée et bornée de (E, ||.||c0)- Elle est, d’apres la proposition 5.7,
page 54, une partie compacte de (E, ||.]lco). Considérons ’application ¢ définie sur
S par
p:S—>R
z > ||z|.
Cette application est continue sur (S, ||.||c0) car lipschitzienne. En effet,
V(z,y) € 8%, |zl ~ llylll < llz - yll < kllz — ylloo-

D’apres la proposition 5.12, page 55, la fonction ¢ est bornée et atteint ses bornes.
Considérons zo un élément de S vérifiant,

Izoll = inf |1zl
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Notons m ce réel. 11 est strictement positif car z,, appartenant & S, est un vecteur
non nul.
Pour tout élément = non nul de E, on peut écrire

1
[eS)

( 1 :z:) étant un élément de S, on obtient,

lzll = ll]loom.
D’ou,
1
I2lleo < — o]l

Cette inégalité étant évidente si z est le vecteur nul, ceci termine la preuve. &

Corollaire 12.3 Tout espace vectoriel réel normé, de dimension finie, est com-
| plet. I

Preuve. Pour la preuve, il suffit d’utiliser la proposition 4.4, page 43 ainsi que la
proposition 12.1. &

Corollaire 12.4 Les parties compactes d’un espace vectoriel réel normé, de
dimension finie sont les parties fermées bornées.

Preuve. Pour la preuve, il suffit d’utiliser la proposition 5.7, page 54 ainsi que la
proposition 12.1. &

Exercice 12.1 On considere |'espace vectoriel F des fonctions continues sur R et
2m-périodiques.
1. Vérifier que I'application définie sur 72 3 valeurs dans R par :

V(9 e P <fg>=1 [ [@e@d

définit un produit scalaire sur . On munit désormais F de ce produit scalaire.
On considere la suite (fr)nen+) définie par
Vn e N*,Vz € R, fn(z) = cos(nz).

2. Vérifier que tous les éléments de la suite appartiennent a la sphére unité donc a
la boule unité.

3. Montrer que, pour tous entiers strictement positifs distincts n et p, on a :

< fa, fp>=0.
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4. Vérifier que, pour tous entiers strictement positifs distincts n et p,
I fn — foll = V2.

5. En déduire que la boule unité de I'espace vectoriel 7 muni de la norme eucli-
dienne n'est pas compacte.

6. Donner un exemple de suite bornée, divergente, ayant une seule valeur d'adhérence.

Solution.

1. L’application < .,. > est symétrique et linéaire & droite et positive. Con-
sidérons un élément f de F non identiquement nul. Cette application f étant
2m-périodique est non identiquement nulle sur l'intervalle [—, 7]. L’applica-
tion f? est continue, positive, non identiquement nulle sur 'intervalle [—, .
Donc

<f,f>= %/_:f2(x)dx>0.

On en déduit que < .,. > est un produit scalaire sur F.
2. Pour tout entier strictement positif n,
m ¥

1
1all? =< fur fu >= T / cos?(na)dz = o [ (1+cos(2na))da = 1.

-
3. Soient n et p deux entiers strictement positifs distincts. Les entiers (n — p)
et (n + p) sont non nuls.

v ™

< fpr fn >= % / cos(pz) cos(nz)dz = % [cos((p + n)z) + cos((p — n)z)] dz =0

- -7

Ifp = fall® = 1ol + 1 £all® = 2 < fp, fu >=2.

D’ou le résultat.

5. Considérons (f,(n))(nen) une suite extraite de la suite (fn)(nen). Pour tous
entiers naturels n et p distincts,

||f<p(p) - fso(n)” =v2.

Cette suite extraite n’est pas une suite de Cauchy. Elle est donc divergente.
On en déduit que la boule unité de F n’est pas compacte.

6. Considérons la suite (gn)(nen-) d’éléments de F définie par
VneN*, g =0 et 92n—-1= fn.

Cette suite est bornée. La suite extraite (gon)(nen+) converge vers la fonction
nulle. Celle-ci est valeur d’adhérence de la suite (gn)(nen+). Montrons que
c’est la seule. Considérons (g, (n))(nen-) Une suite extraite convergente donc |
de Cauchy. Remarquons que, si n et p sont distincts,
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96(n) — 90|l = V2 si @(n) et ¢(p) sont impairs,
195(n) — 9o(p) |l = 1 si p(n) et ¢(p) sont de parité distincte,

195(n) — 9o(p)ll = 0 si () et ¢(p) sont pairs.
1l existe un naturel ng, vérifiant

Vn > no, Vp 2> nyg, ”gﬁp(n) - gtp(p)” <1l
Pour tout naturel n supérieur & ng, ¢(n) est pair, c’est-a-dire
Vn > o, YJon) = 0.

On en déduit que la suite extraite (g,(n))(nen+) converge vers la fonction
nulle. Elle est ainsi la seule valeur d’adhérence de la suite (gn)(nens)-

En conclusion, la suite (gn)men+) est bornée, n’admet qu’une seule valeur
d’adhérence et est divergente.

&

12.5 Applications linéaires continues

Dans cette partie, (E,||.|g) et (F,|.||r) désignent deux espaces vectoriels
normés sur R. On note L£(E, F') ’ensemble des applications linéaires de E vers
F.

12.5.1 Caractérisation des applications linéaires continues

Théoréme 12.5 Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. f est lipschitzienne sur E,
. [ est uniformément continue sur E,
. f est continue sur E,

2

3

4. f est continue en 0,

5. f est bornée sur la boule unité fermée de F,
6

. [ est bornée sur la sphére unité de F,
7. IMeRtVze E |f(z)llr < M|z|k.

Preuve.
1= 2= 3= 4. Evident.
4 = 5. Supposons f continue en 0. Il existe un réel strictement positif o

vérifiant
Vz€E, |zlg<a=|f(z)|r<1.

Pour tout élément y appartenant & la boule unité fermée de (E, ||.|| &), on a,

1/@le = 15 £ @)llr = 217 @)le < .

Ainsi, f est bornée sur la boule unité fermée.
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5 = 6. Evident.
6 = 7. Supposons f bornée sur la sphére unité de E, notée S. Considérons

un réel positif M vérifiant
vyelsS, |f@lr<M.

Soit z un élément de F non nul.
I f(2)llF = IvaIIEIIf(" s z)||lr < M||z|| 5.

L’inégalité étant évidente pour le vecteur nul, on obtient,
Vze E, |f@)r < M|z|z.
7=1.

V(z,y) € %, |If(z) - f@)llFr = (@ - y)llr < Mllz -y 5.

Exercice 12.2 On considere R[X], I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
muni de la norme suivante

VP eR[X], |P||= sup |P(z)|.
z€[0,1)

Montrer que |'application ¢ qui, 3 un polyndme P, associe le réel P’(0) est linéaire
mais non continue.

Solution. Il est évident que 'application ¢ est linéaire. Considérons pour tout
entier naturel n, le polynéme P, défini par

Vz €R, Pyp(z)=(1-2)".

On remarque que pour tout naturel n, P, appartient & la sphére unité. D’autre

part
VneN, o(P,)=-

On en déduit que ¢ n’est pas bornée sur la sphére unité. D’apres le théoréme 12.5,
 est une application linéaire non continue. &

Proposition 12.6 Soit f élément de L(E, F'), continue sur E. Alors,

sup | f(z)llF = sup. ||f(«’13)||F=sup £ @)|F )||F
lzll 2 z#0 []le

z||p=1
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Preuve. On peut remarquer, d’aprés le théoréme 12.5, que les trois bornes supérieures
sont finies. Notons B et S, respectivement la boule unité fermée et la sphére unité

de (E, ||.Ilg)-
S étant incluse dans B, on a

sup IIf(av)||F<II Shup Il f(z)lF-

llzll e=1

D’autre part, si a est un élément non nul de B,

IIf(a)IIF=||aIIE-||f(Il s a)lr < 1. sup I/ (@)l

z||g=1
De plus, le réel || f(0)||r étant nul,
sup [|f(2)lr < sup |f(2)lF-

z||e<1 z||g=1

On obtient ainsi 1’égalité

sup [|[f(z)llFr= sup |f(z)|F.

lzll £<1 llzll =1
La sphére unité S étant incluse dans £\ 0, on a

sup [If(@)llr < sup IL@F,
% el

l=ll g=1 z

D’autre part, si a est un élément non nul de F,

W@l _ [ ( LN <
= (aize)| = sue 1@

llallz F lele=1
f(z)|lF
pI@Ir o oy 1@
z;eo Nzle ~ jejset
On obtient ainsi ’égalité

D’ou

f@)llr _
#;0) e If (@)l 7.

ll=ll e=1

Ce qui termine la preuve. L)

12.5.2 L’espace vectoriel normé L (E, F)

Proposition 12.7 L’ensemble des applications linéaires continues de E vers
F est un espace vectoriel, noté L.(E,F). L’application |.|c, définie sur
L.(E,F) par

Vfe ‘CC(E’ F)’ "f”EC = Ssup ||f(-’17)"1<",

z||g=1

est une norme sur L.(E,F) appelée norme subordonnée auz normes ||.|g et

1|7
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Preuve. 1l est évident que L.(F, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F'). Mon-
trons que ||.]|zc est une norme sur L (E, F'). On note S la boule unité de E.

1L ||fllecc =0=Vz € E, |f(z)llr <O0.Jz|| = f = 0. La réciproque est
évidente

2. Soient f un élément de L (E, F) et A un réel.

vz €S, M (@)llr=AIf@lr < IMIFllco-

Donc |A|]| fllze est un majorant de 'ensemble {||\f(z)||r/z € S}. Montrons
que c’est la borne supérieure. Sachant que

Ifllcc = sup |If()lF,

z||g=1
il existe une suite (z,)nen d’éléments de S vérifiant
im £ @n)llr = 1flco-

On en déduit que
Jm 1A f(z)le = NI fleo.

D’apres la proposition 2.6, page 20

IAlllfllce = sup [IAf(z)l|e.

z||g=1

D’ou,

Al fllee = IAflle
3. Soient f et g deux éléments de L.(E, F).
vzeS, (f+9)@)lr <If@)r+lg@r < fllce + l9llce-

On en déduit
If+9llce < 1 fllec + llgllce-

[Ilzc est ainsi une norme sur L.(E, F).

Corollaire 12.8 On aq,

Vz e E, |f(@)llr <IIflco-lzle-

Preuve. Evident &

Corollaire 12.9 Dans l’espace vectoriel des endomorphismes continus de E,
noté Lc(E,E), la norme subordonnée ||.||z. est une norme d’algébre.
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Preuve.

vueS, |I(fog)(wllg =17 (g)le < Ifllcc gl < I fllco-llgllecllule.

On obtient

Ifogllee < fllcc-lgllee-

Cette norme est une norme d’algebre. &

[Corollaire 12.10 On considére n un entier strictement positif K représentant
le corps des nombres réels ou celui des nombres complezes et K™ muni d’une
norme notée ||.||. L’algébre des matrices carrées d’ordre a coefficients réels,
notée Mp(K) muni de la norme ||.|m,, définie par

Az
VA€ Ma(K), [Alm, = sup 1A=
zeKn\{0} (|l

est une algébre de Banach.

Preuve. L’espace vectoriel (My(K), ||.||sm,) est complet puisque de dimension
finie (n?). Pour montrer que ||.||r1,, est une norme d’algébre, il suffit de reprendre
une preuve similaire & celle de la proposition 12.7. &

Remarque 12.2 Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On munit M, (R) les-
pace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, de la norme infi-

nie, notée ||.||oo, c’est-da-dire pour tout élément A = (a;;)i<i<n, ON @
12530

llloo = max |a.

1<5<n
On considére la matrice
11 1
11 1
M =
11 1
Aingsi,
n n n
M — nn n
non - n

En remarquant que |M|o = 1 et que ||M?||o = n, on en déduit que ||.|| n'est
pas une norme d’algébre.
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Proposition 12.11 Si (F,||.|r) est un espace de Banach, alors (L.(E, F),
[l.llce) est un espace de Banach.

Preuve. Considérons (fn)nen une suite de Cauchy de (L.(E,F),||.||lzo)- Nous
avons,

VzeE, VneN, VpeN, [fu(z)-fol@)lF <llzlle-lfa— follce-

La suite (fy)nen étant une suite de Cauchy de (L.(E, F),||.||lzc), on en déduit
que pour tout élément z de E, la suite (f(z))nen est une suite de Cauchy dans
P’espace complet F', donc convergente. On peut ainsi définir sur E une application
a valeurs dans F', que I'on notera f, telle que

Vee E, f(z)= lim fu(z).
n—+4o00
La premiére étape est de vérifier que f est une application linéaire continue.

VO p) €R?, V(o) €E%, Af(2) +pfly) =2 Lm fa(z)+p lim fo(y)

= dim fo(Az +py) = FOz + py).

L’application f est ainsi linéaire. Montrons qu’elle est continue. Nous savons que
la suite (f,)nen est de Cauchy donc bornée. Considérons un réel M vérifiant

VneN, |fallce <M.

Soit z un élément de la sphére unité. La norme étant une application continue,
Jim [ fa@lle = 1f@)]le-

Or M étant un majorant de cette suite, on obtient & la limite

If(@)lF < M.

L’application linéaire f est bornée sur la sphére unité donc continue. On peut
maintenant dire que f est un élément de L.(E, F). Montrons qu’elle est limite
dans (Lc(E, F), ||.lcc) de la suite (fn)nen.

Soit € un réel strictement positif. Considérons un entier naturel ng vérifiant
Vn>ng, Vp2>mno, |fn—follcc <e.
Si z est un élément de la sphére unité de F,
Vn2mng, Vp2mno, |fa(z)-fo(z)llr<e.

Fixons maintenant un entier naturel n supérieur ou égal & ng. Alors

L [ fn(z) = fp(@)lr = 1£a(z) = f(@)IlF-
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Cette suite réelle étant majorée & partir d’un certain rang par €, a la limite, nous
avons

Ifn(z) — f(@)F <e.
D’ou
Vn 2 no, sup Ifn(z) — f@)F <e.

Cest-a-dire
Yn>ng, |Ifn— fllce <e.

La suite (fn)nen est ainsi convergente vers f.
L’espace vectoriel normé (L (E, F),||.|lzc) est complet. &

12.5.3 Exemples de normes d’applications linéaires
continues

Exercice 12.3 On considére un espace vectoriel normé E et f un endomorphisme
continu de E de spectre S non vide. On rappelle que le spectre d'un endomorphisme
est I'ensemble de ses valeurs propres. On note p = sup{ |\|/\ € S} le rayon spectral.

1. Montrer que
Ifllce = o
On se place désormais dans R2. On note iy = (cosd,sin@) (6 € R).

2. On considere pour tout 6 € [—7, Z]\ {0}, pe la projection sur la droite engendrée
par iip, et de direction la droite engendrée par dy. Quel est son rayon spectral ?

3. Montrer que pour tout réel a,

sin(f — o)

Do ('L_l"a) = Ug.

sin 6
4. On munit R? de la norme euclidienne. En déduire que

Ipollco = s
Police = |sin6|

Solution.

1. Soient A une valeur propre de f et 4} un vecteur normé et vecteur propre
pour cette valeur propre. On a || f(u})|| = |A|- Donc

VAES, |A< Sup, /@@l = I fllec-
ull=

On en déduit que p < ||f|lzc-
2. Les valeurs propres de py sont 0 et 1. Donc p = 1.
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3. (i, ip) forme une base de R2. Donc #, s'écrit de maniére unique sous la
forme %, = ailp + biip ol le couple de réels (a,b) est solution de :

sin @
b= sina

a+bcos¢9=cosa a= sin @ cos a—sin a:cos @
—
sin @

bsinfd = sina
D’ou le résultat.

sin(@—a)| 1
sind | |sind|’

lpellcc = sup
a€R

Exercice 12.4 On considére CM([a,b],R) I'espace vectoriel des applications conti-
nues par morceaux sur [a,b] a valeurs réelles muni de la norme uniforme. Pour tout
g € CM([a,b],R), on note @, la forme linéaire définie sur CM(|a, b],R) par

b
Vf e CM(@bLR), o) = [ Fot)et
1. Montrer que ¢, est continue avec
b
liesl < [ lotolat
a
2. Montrer que pour tout élément g de CM([a, b],R),

b
lpgll = / lo(2)ldt.

(On pourra supposer, dans un premier temps, que g est une fonction en escalier.)

Solution.
1.

b b
Vi€ CM([a, L R), po(f)] < / FHa®)ldt < || llo / lo()ldt.
Donc ¢g4 est continue et

b
ool < / lo()dt.

2. Le résultat est évident si ’application g est nulle. On suppose désormais g
non identiquement nulle.
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Supposons d’abord que g soit une fonction en escalier sur [a, b]. On considére
alors la fonction en escalier h définie par

g
h = 1g1 %0}

On a ,
wo(h) = / lo(t)at

avec ||hljoo = 1. On déduit

b
lggll = / lo()dt.

Supposons maintenant que g soit une fonction continue par morceaux. Soit
€ un réel strictement positif. Il existe une application en escalier g. vérifiant
[lg — gelloo < €. On considere la fonction en escalier h, = ng—ll{ge¢g}. On a

[[Pe]loo = 1. D’autre part

b b
/ he(£)(t)dt - / lo(t)ldt

< + < 2(b— a)e.

b b
/ he(®)[g(t) — ge(£)]dt / (I9:(®)] — lg(®)])

Donc

Iy he(gya| o
llegll = e > /a lg(t)|dt — 2(b — a)e.

On en déduit a l'aide de la premiére question que

b
lpoll = / lo(@)ldt.

Exercice 12.5 1. On considere une application f définie et continue sur Rt 2
valeurs réelles et F' la primitive de f s’annulant en 0. Vérifier que |'application
définie sur R** par

. F(z)

Z

est continue sur R*™* et admet une limite en 0.
On note Gy le prolongement par continuité en 0 de cette application.

2. Montrer que si I'application f est de carré intégrable sur R, alors I'application
Gy est également de carré intégrable sur RY.
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On considere L (R*) I'espace préhilbertien des applications continues de carré
intégrable sur R*, muni du produit scalaire

(f,9) /R . f(®)g(t)dt.

(On peut voir a ce sujet la proposition 23.11, page 472)
3. Montrer que I'application ¥ définie par

T: LL([RY) — L3(RY)
f — Gy

est un endormorphisme continu de £%(R") de norme inférieure ou égale a 2.

4. On considere pour tout réel a strictement supérieur 3 1, I'élément de L% (R*)
défini par

]l[l,+00[("’3)
ze

Ve € RY,  fo(z) = 1p,(z) +

Montrer que pour tout réel a €]3,1[, on a
U(fa) = —— (fa — af2)
a) — 1—-a a 1)

5. Montrer que lima_.% | fallz = 400

6. En déduire que
o 18Gl

o=} [(fall2’
et que || ¥z = 2.
7. Montrer qu'il n'existe pas d'élément f de L% (R*) non nul vérifiant

12 ()llz = 2[1fll2-

Solution.

1. L’application F' est dérivable sur Rt d’application dérivée f. Elle est donc
continue sur R*. On en déduit que 'application z — ﬂ;—) est continue sur
R** et que

P -FO) _, FE)

— 70 = 1i
F10) = F0) = Jiy ZE 22—t =

2
2. Effectuons une intégration par partie. En remarquant que lim;_,o ﬂfL =0
nous obtenons

vt € Rt, /Oth(z)da:=/ot%ﬁ)2dx= Ft)* +2/ Gy(z)f(z)dz

<2 /0 ' 6(@)f (@)de < 2\/ /0 t Gg(z)dx\/ /0 12 (@)de.
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Cette derniére inégalité est I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc

vt € RY, \//t G (z)dz < 2\//t f2(z)dz < 2\//+°° f3(z)dz.
0 0 0

On en déduit que Gy est de carré intégrable
3. Il est évident que ¥ est linéaire et que

oo \/?
/0 G%(z)dz <2 /0 f2(z)dz.

Donc ¥ est un endomorphisme continu de £%(R*) de norme inférieure ou
égale a 2.

4. On peut remarquer que f, est continue sur R* et f2 est équivalente en +oo
& —fz intégrable car 2a > 1. Donc f, est bien un élément de L (RY).

vz e[0,1], U(f)(z)=1 et ﬁ(fa(w)—afl(w))%:zﬂ-

Vo> 1, \Il(fa)(m)zé(1+/lzi1;dt> =%<1+1—i2<%‘1>)

- L <xi - 2) = = (fulo) ~ afa(2) .

z

D’ou le résultat.

+o0 1

1 ) 1
— > _— = .
Va €]2a1[! ”fa”2 —A wgadw 20— 1

Donc lim,_, 1 I fallz = +o0

6. Pour tout réel a €)1, 1|,

1 (”fallz—a”flllz) < ¥l 1 (IIfa||2+a||f1||2>_

l-a lI(fa)ll2 T el T 1-a lI(fa)ll2
Les termes de gauche et de droite tendent vers 2 lorsque a tend vers % On
en déduit ()
lim 1-Aell2 9
am} [[(fa)ll2

et avec le résultat de la question 3, on obtient ||¥||; = 2.
7. Soit f un élément de £Z(R*) non nul vérifiant

122 = 2)1fl2-
On obtient avec la méme intégration par partie que celle utilisée dans la
question 3,
+o00 F? +o00
V() (a)de = — lim ) 4o / U(f) () f (z)da.
x—+400 x 0
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Ce qui permet d’écrire
4|15 = 1w < 2 < U(F), £ >< 2082l fll2 = 401 £113-

Ces inégalités sont donc des égalités et < ¥(f), f >= || U(f)|l2/| f]|2- Les deux
vecteurs f et U(f) sont colinéaires et de méme sens. L’égalité || ¥(f)|2 =
2||f]l2 impose alors ¥(f) = 2f. C’est-a-dire

Vz >0, 2f(z)= E—im—)

f est dérivable sur R** puisque quotient de deux fonctions dérivables. On

obtient
Vz >0, 2zf(z)=F(z)

puis, en dérivant,
Vz >0, 2zf'(z)=—f(z)

la fonction f est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre
2zy’ + y = 0, dont ’ensemble solution est la droite dirigée par la fonction.
y(z) = % de carré non intégrable sur R*. On en déduit qu’il n’existe pas
d’élément f de E non nul vérifiant | U(f)||2 = 2| f|2-

)

12.6 Espaces vectoriels normés de dimension finie

12.6.1 Applications linéaires

Proposition 12.12 Toute application linéaire d’un espace vectoriel normé
réel E de dimension finie dans un espace vectoriel normé réel F' de dimen-
sion quelconque est continue.

Preuve. On considére deux espaces vectoriels réels E' et F', E étant de dimension
finie. On considére également f une application linéaire définie sur E & valeurs dans
F. Toutes les normes étant équivalentes sur F, la continuité de f est indépendante
de la norme choisie sur E. Prenons une base (ej, ez, - - €,). de E et la norme ||.||oo
définie par

Vz € E, |zloo =max{|x1|,|m2|,~-|:cn[},

ou (z1,Ze2, -+ ,Zn) sont les coordonnées de z dans la base (e, ez, - ,e,). On
munit F' d’une norme notée ||.||r. Nous avons

Vz € B, |f(@)llr =Y zif(e:)
=1

< lzlloo Y If(es)ll5-
=1

F

En particulier,

vze S, |f@lr <3 If(e)llr
i=1
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L’application linéaire f est donc continue, de norme inférieure ou égale &

Z If(ea)ll 7

12.6.2 Continuité et dérivabilité des applications

Proposition 12.13 On considére (A, d) un espace métrigue, (E, |.||) un espace
vectoriel normé de dimension finie n et une base B = (e;)1<i<n de cet espace
vectoriel. Soit f une application définie sur A & valeurs dans E que l’on peut
écrire en faisant intervenir les fonctions coordonnées f;,

Ved, 1= fe

i=1

Soit tg, un élément de A.
1. La fonction f est continue en to, si et seulement si les f; le sont.

2. On suppose f définie sur I intervalle réel. La fonction f est dérivable en
to, si et seulement si les f; le sont et, dans ce cas, on a

F'(to) = ) filto)e-
i=1

Preuve. Pour tout entier k compris entre 1 et n, les applications px et g

Pk : E — R
n
T=) . Tie; — Tk

et
g: R — E

T — zeg,

sont linéaires définies respectivement sur E et R espaces vectoriels de dimension
finie. Elles sont donc continues respectivement sur E et R.

1. En remarquant que,
Vi€{1’2s"'an}a fizpiof
et

f=Y aofi
=1

on en déduit que f est continue en o de A si et seulement si pour tout entier
1 compris entre 1 et n, f; est continue en t.
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2. On suppose f définie sur I intervalle réel non réduit & un point. Soit ¢y un
élément de I. On définit sur I \ {¢g}, 'application T' par

T: I\{ts} — E
t — = (f(t) = f(t))

et pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, I’application T; par

T,: I\{ts} — R
¢ — fi(tz—figto).

t—to
En remarquant que,
Vi€{1$27""n}, T:i=pi°T

et n
T=) goT
i=1

on en déduit que T' admet une limite lorsque ¢ tend vers g si et seulement
pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, 7; admet une limite lorsque ¢ tend
vers tg. Dans ce cas, on obtient

tim 70 =0 (i 0.
=
C’est-a-dire

f'(to) = Z fl(to)e:.

12.7 Formes linéaires

Définition : Soit E un espace vectoriel réel. On appelle forme linéaire
sur E, toute application linéaire définie sur F & valeurs dans R. L’en-
semble des formes linéaires de FE forme un espace vectoriel appelé dual
de E et noté E*.

Exercice 12.6 Soit (E, |.||) un espace vectoriel normé réel et f une forme linéaire sur
(&, [I-D-
1. On suppose f continue. Montrer que ker f est fermé.
2. On suppose f non continue.
(a) Montrer qu'il existe une suite (zn)(nen) d'éléments de la sphére unité de
E vérifiant
VneN, |f(zn)|>2"
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(b) Soit z un élément de E. Montrer que (:c - ff:‘)mn)neN est une suite
d'éléments de ker f convergente vers z.
(c) En déduire que ker f est dense dans E.
3. En déduire que f est continue si et seulement si ker f est fermé dans E.

Solution.
1. On a
ker f = f~1({0}).
d’apres la proposition 3.8, page 37, ker f est une partie fermée de E.
2. (a) La forme linéaire f étant non continue, elle n’est pas bornée sur la
sphére unité. On peut donc construire une suite (z)nen d’éléments de

la sphére vérifiant
VneN, |f(z,)|>2"

(b)
VneN, f (a: - ff(i:))x") = f(z) — f(z) =0.
f(z) If (@)l
Vn €N, <:1;—f($n)a:n>—w SZ—"'

On en déduit que la suite (:c - fﬂ(}%wn)  COTVerge vers z.
n ne

(c) Tout élément de E est limite d’une suite d’éléments de ker f. Celui-ci
est dense dans E.

3. Si f est continue alors ker f est fermé d’apres le 1.
Supposons ker f fermé et f non continue. Alors

kerf=F et kerf =kerf.

On en déduit que ker f = E et f = 0. Ce qui est impossible car f est supposée
non continue. On en déduit que ker f fermé implique f continue.

Remarque 12.3 Les résultats de l’exercice 12.2, page 168, ainsi que les résultats
de cet exercice nous permettent de dire que, dans l’espace R[X] muni de la norme
du sup sur [0,1], le sous-espace

{P € R[X]/P'(0) = 0}
est dense dans R[X].

Proposition-définition 12.14 L’ensemble des formes linéaires continues sur
E est un sous-espace vectoriel du dual E* de E. On l'appelle dual topologique
de E et on le note E'. C’est un espace de Banach puisque R est complet.




182 ESPACES VECTORIELS NORMES

12.8 Prolongement d’une application linéaire
continue

Proposition 12.15 Soient E un espace vectoriel normé, E; un sous-espace
dense de E et F' un espace de Banach. Une application linéaire continue définie
sur By d valeurs dans F' se prolonge de maniére unique sur E en une application
linéaire continue de méme norme.

Preuve. Soit f une application linéaire continue définie sur E; & valeurs dans F'.
Notons || f|| sa norme. f est une application || f||-lipschitzienne sur E;. D’aprés la
proposition 4.11, page 48, f est prolongeable de maniére unique sur E par une
fonction || f||-lipschitzienne que I'on notera g. Montrons que g est linéaire. D’aprés
la preuve de la proposition 4.10, page 47, la fonction g est définie sur E par

Vz € E, g(z)= lim f(a).

Soient A, u deux réels et z, y deux éléments de E. Considérons (Z,)nen €t (Yn)nen
deux suites d’éléments de F; convergentes respectivement vers z et y. Nous avons

9z)= lim f(za) et g(y)= lm_fyn).

n—+o00
L’application f étant linéaire

Ag(z) +pg(y) =A lim f(za)+p lim f(yn)

= lim (Af(zn) +pf(yn)) = lm  fAzn+ pyn).

Sachant que f admet une limite en (Az + py) et que la suite (A, + LYn)neN
converge vers (Az + uy), on a

9Oz +py) = lim  fzn + pya) = Ag(@) + pg(y)-

L’application g est ainsi une application linéaire continue de E vers F. Notons S,
la spheére unité de E; et S, la sphére unité de E. D’apres la proposition 4.11, page
48, g est || f||-lipshitzienne, donc

lgll < lI£1l-

Sachant que S est incluse dans S et que f et g coincident sur S,

llgll = sup [lg()| > sup [lg(z)| = sup ||f(z)] = |f].
€S TES) TES)

D’our

lgll = 1I£1l-

Ceci termine la preuve. L)



Chapitre 13

Intégration sur un segment

Dans tout le chapitre, on considére un segment [a, b] non réduit & un point et
un espace vectoriel normé complet noté (E, |.||).

13.1 Introduction

13.1.1 Le cadre

On se place dans

1. Cm([a,b],E),+,.) I'espace vectoriel des applications continues par morceaux
sur [a,b] & valeurs dans E. On munit cet espace de la norme uniforme définie
par

[flloo = sup [If(2)le-

z€[a,b)
2. &([a, b], E) le sous-espace vectoriel de (Ca([a, b], E), +,.) constitué des appli-
cations en escalier définies sur [a, b] et & valeurs dans E.

3. On utilisera également C([a, b], E) le sous-espace vectoriel de (Ca([a, b], E), +, .)
constitué des applications continues sur [a, b] & valeurs dans E.

On pourra retrouver les différentes définitions & la page 97.

13.1.2  (Cua, b, E) = (Cla, b], E) + (£[a, 8], E)

.Proposition 13.1 Pour toute application feam continue par morceauzr sur
[a,b] & valeurs dans E, il eziste une application fc continue sur [a,b] et une
application fe en escalier sur [a,b] ¢ valeurs dans E, telles que :

fem = fe + fe.

Avant d’effectuer la preuve de cette proposition, définissons les fonctions indica-
trices.
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Définition : Soit F' un ensemble quelconque et A une partie de F. On
appelle fonction indicatrice de A ’application notée 1,4 définie sur F' &
valeurs dans {0, 1} par

1a(z) =1 si ze€A,
la(z)=0 si z¢A.

Preuve. Effectuons une démonstration par récurrence. Considérons pour tout en-
tier naturel n, la proposition P, suivante :

P : « Toute application continue par morceaux sur [a, b] & valeurs dans E admet-
tant au plus n points de discontinuité est somme d’une fonction continue et d’une
fonction en escalier, définies sur [a, b] et & valeurs dans E. »

La proposition Py est trivialement vraie.

Soit n un entier strictement positif. Montrons que P,,_; = P,,.

Soit f une fonction continue par morceaux dont 1’ensemble D des points de dis-
continuité est composé de n éléments. Soit ¢ I'un d’entre eux. Considérons gg
l’application en escalier définie sur [a; b] par

Vz € [a’ b]’ gg(.’ll) = f(c—)]l[a,c[(w) + f(c+)1]c,b] (:C) + f(c)]]-{c})

ol f(c-) (respectivement f(cy)) représente la limite & gauche (resp. a droite) de f
en c. On conviendra que la fonction 1, (respectivement Ljp)) est nullesic=a
(resp. ¢ = b). La fonction
f—9e

est une fonction continue par morceaux. Elle est continue en tout point de [a, b]\D.
Elle est également continue en c. Elle a donc, au plus, (n—1) points de discontinuité.
Il existe ainsi une application f¢ continue sur [a, b] et une application fg en escalier
vérifiant :

f—9e=fc+ e
D’ou,

f=Tfc+ fe+ge.

f est ainsi somme d’une fonction continue et d’une fonction en escalier. Ainsi,
Pn-1 = Pn.

Ceci conclut la preuve. &
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13.1.3 (&([a,b],E)) sous-espace vectoriel dense
de (CM([aa b]’]E)) ””00)

Proposition 13.2 L’ensemble (€([a,d],E)) est un sous-espace vectoriel dense
de Vespace Caq([a,b],E), +,.) muni de la norme uniforme ||.||oo-

Preuve. Le travail consiste & montrer que toute application continue par morceaux
sur [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier. Dans un premier
temps, considérons f une application définie et continue sur le segment [a,b] &
valeurs dans E. Considérons pour tout entier n strictement positif, la fonction en
escalier f,, définie par

n—1

Ve € la,b, fal@)=)_f (a + S(b - a)) gy & (b-a),at k22 (b-a) (€)1 (0) Lo} (2)-
k=0

La fonction f, continue sur le compact [a,b], est, d’aprés le théoréme 5.14, page
56, uniformément continue. Soit £ un réel strictement positif. Il existe un réel
strictement positif o tel que

V(z,9) € ([0,8))* |z -yl <a=[f(z) - fW] <e

Choisissons un entier ng strictement positif vérifiant

N 2 b- a.
Alors pour tout entier n > ny,

b—a

<a.
n
Ainsi,
Vz € [a’ b]’ ”fn(z) - f(x)“ <e

D’ou,

Vn > ny, ”fn_f”oo <e.

On en déduit que la suite de fonctions en escalier (f,)nen+ converge dans (Ca([a, b], E), +,.)
vers f pour la norme ||.||co. Supposons maintenant que fecaq soit une application
continue par morceaux. Il existe, d’aprés la proposition 13.1, une application conti-

nue fe et une application en escalier f¢ vérifiant

fem = fe + fe.

Considérons (f,)nen une suite de fonctions en escalier convergente uniformément
vers fe. Alors la suite de fonctions en escalier

(fn + fE)nGN

converge uniformément vers feaq. Ce qui termine la preuve. ™ &
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13.2 Construction de ’intégrale de Riemann
sur un segment

13.2.1 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

Proposition-définition 13.3 Soit f une fonction en escalier définie sur [a, b]
d valeurs dans E et 0 = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f. On note f; la
valeur constante de f sur Uintervalle Ja;—1,a;[. Alors la somme :

n

D (ai —ai-1)fi,

=1

est indépendante du choiz de o. Cette valeur est notée f: f(z)dz et on l’appelle
intégrale sur [a,b] de la fonction f.

13.2.2 Propriétés de l'intégrale d’une fonction en escalier

Proposition 13.4 L’application I définie sur £([a, b],E) par

b
v e &(la, b, E), I(f) = / f(z)dz,

est une application linéaire sur E([a,b],E) d valeurs dans E.

Preuve. Soient f, g deux éléments de £([a, b], E) et deux réels a et 8. On considere
o = (@i)o<i<n une subdivision adaptée aux fonctions f et g. Remarquons que cette
subdivion est aussi adaptée & 1’application en escalier (af + (g).

a/ab f(z)dz +,3/abg(m)d:1:

n

=a) (@i—ai1)fi+B) (¢ —ai-1)gi = (e — ai1)(afi + Bgi)
i=1 i=1

i=1

b
- / (af + Bo)(@)da.

Proposition 13.5 Pour tout élément f de £([a, b], E), Uapplication || f|| est un
élément de &€([a,b],R) et

/a ' fo)da

b
< / £ @lldz < (b= a)l|fllo.
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Preuve. Soient f un élément de £([a,b],E) et 0 = (a;)o<i<n une subdivision
adaptée & f. Nous remarquons que ||f|| est une fonction en escalier définie sur
[a, b] & valeurs réelles. La subdivision o est une subdivision adaptée & cette derniére
fonction.

/ab f(z)dz

De plus,

n n b
= 11D (e —ai)fill < (e —aia)lfill = / £ (z)l|dz-
i=1 a

=1

b n n
/WWMM=Z@—%MWKXNWWMWM=@—Mﬂw
a =1

=1

Corollaire 13.6 L’application I définie sur £([a,b],E) par

b
WeﬂM%m,Hﬁ=/me,

est une application linéaire continue sur €([a,b],E) de norme (b — a).

Preuve. Grice a I'inégalité obtenue dans la proposition 13.5, I’application I est
une application linéaire continue de norme au plus égale & (b — a). L’égalité est
obtenue pour toute fonction constante non nulle. La norme est donc (b—a). &

Proposition 13.7 Relation de Chasles :

Ve la, bl,Vf € £([a, ], E), / ’ Foydt = / " f(tydt + /  Foy.

Preuve. Evidente en choisissant pour f une subdivision adaptée contenant le
point c. &

13.2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
sur un segment

Nous savons, d’aprés la proposition 13.2, que le sous-espace &([a,b],E) est
dense dans Caq([a, b], E) pour la norme ||.||co. Nous avons défini dans £([a, b], E),
lintégrale application linéaire continue de norme (b — a) dans la proposition-
définition 13.3. L’espace vectoriel normé E étant complet, d’aprés la proposition
12.15, page 182, elle se prolonge de maniére unique sur Caq([a, b], E) en une appli-
cation linéaire continue de méme norme.
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Proposition 13.8 Sachant que,
1. Le sous-espace E([a,b),E) est dense dans Ca([a,b],E) pour la norme

[l-lloos
2. Uintégrale I est une application linéaire continue de norme (b — a) d
valeurs dans E, espace complet,

Uapplication linéaire I se prolonge de maniére unique sur Ca([a,b], E) en une
application linéaire continue de méme norme. On notera

b
Vi € Ca(labLE), I(f) = / f(t)dt.

Remarque 13.1 1. On dit qu’une application définie sur [a,b] d valeurs dans
E est réglée si elle admet en tout point de intervalle [a, b] une limite & droite
et en tout point de l’intervalle |a,blune limite d gauche. L’ensemble de ces
applications est un sous-espace vectoriel de B([a,b],E), espace vectoriel des
applications bornées définies sur [a,b] et & valeurs dans E.

2. Dans l’espace vectoriel normé B([a, b], E) muni de la norme uniforme, l’adhérence
du sous-espace vectoriel des applications en escalier £([a,b],E) est le sous-
espace des applications réglées contenant strictement Caq([a, b], E).

8. On peut donc définir de la méme fagon que précédemment l'intégrale d’une
application réglée.

Définition : On définit [,* f(t)dt par,

/b " f)dt = — / " Hoyd.

13.3 Propriétés élémentaires de l’intégrale

Proposition 13.9 Propriétés de lintégrale d’une fonction continue par mor-
cequz :

1. Relation de Chasles :

Ve €a, b, V1 € Cae([a, B], E), /  Ft)d = / " f(dt+ / " Hod,

2. Vf €Cu(a,bLE), |f2 f@)dz| < f2 I @lda,
3. Vf € Cr([a,),R), f>0= [ f(t)dt > 0.
4 VfecC(ab,R), f>0 et f#0= [ f(z)dz>0.
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Preuve.

1. Soit f élément de Carq([a, b], E). Considérons (fn)nen une suite d’éléments de
&([a, b], E) convergente pour la norme uniforme vers f. La suite des restric-
tions des applications f, au segment [a,c]| (respectivement [c,b]) converge
pour la norme uniforme vers la restriction de f au segment [a, c| (respective-
ment [c,b]). D’apreés la relation de Chasles pour les applications en escalier,
proposition 13.7.

VneN, / () = / “ e+ / " o

Les applications intégrales sur les segments [a, c], [c,b] et [a,b] étant conti-
nues, en passant & la limite, on obtient

/a ’ Fe)dt = / " f(tydt + / " Hoyd.

2. Soit f élément de Caq([a, b], E). Considérons (fn)nen une suite d’éléments de
&([a, b], E) convergente pour la norme uniforme vers f. Sachant que,

b b
Jim [ o= [ o

et que 'application norme sur E est continue, on a

/a oy / ey

lim =
n—+o0o

Les inégalités
VneN,VE€a,b], [Ifa@l = IS < Nf2®) = FEN < Nfn = fllo,

permettent d’écrire que la suite (|| fx||)nen est une suite d’applications en
escalier définies sur [a, b] & valeurs positives convergentes uniformément vers
[I7]l, application continue par morceaux & valeurs réelles. Ainsi,

b b
Llm /a |l fn ()]l dt = / 72|l dt.

En utilisant les deux convergences précédentes et la proposition 13.5, on
obtient I'inégalité désirée.

3. Pour cette derniére assertion, on suppose que les applications sont & valeurs
réelles. Considérons f une application continue par morceaux, positive. On

a
/ ’ fle)da| < / " |f@)lde = / ’ fla)da.

0<
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4. Soit zo un point de [a, b] vérifiant f(zo) > 0. Il existe un segment [c, d] inclus
dans [a, b], contenant le point zo et vérifiant

veelod, f> 8

Donc,

/bf(t)dt > /df(t)dt > (d_—c;_f@ S0,

13.4 Calcul d’une intégrale

13.4.1 Calcul a ’aide d’une primitive

Proposition 13.10 Soient f une application définie, continue sur un inter-
valle I, & valeurs dans E et a un élément de 1. Alors application F' définie
sur I par :

Vzel, F(z)= / " fyat

est dérivable sur cet intervalle de dérivée f.

Preuve. Considérons z un élément de I. Montrons que F' est dérivable en z de
vecteur dérivée f(z). Soit & un réel strictement positif. Considérons o un réel
strictement positif vérifiant

Vyel, |r—y|l<a=|f(z)-fl<e

Alors, pour tout nombre réel h non nul tel que le réel (z + h) appartienne & I et

vérifiant |h| < o,
z+h
=‘%(/ ﬂﬂﬁ)—fw)

x+h z+h
%(/ (ﬂﬂ—f@»ﬂ) [ e

On en déduit que F est dérivable en z, de dérivée f(z). &

| Fe+m - F - 1)

<e.

L1
|A|
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Corollaire 13.11 Soit f une application définie, continue sur un intervalle I,
a valeurs dans E. Alors,

1. L’application f admet des primitives sur I.

2. Pour tout segment [a,b] inclus dans I et pour toute primitive Fy de f sur
le segment [a,b], on a

b
/ f(z)dz = Fy(b) — Fi(a).

Cette derniére expression est notée

[Fy(2)]% .

Preuve.
1. L’application F' définie dans la proposition précédente est une primitive de
I
2. Soit F; une primitive de f sur l'intervalle [a, b]. Alors, 1'application (F' — F)
est dérivable sur I, de dérivée nulle. Cette application est constante sur
Pintervalle I :

Ve eI, F(z)- Fi(z)= F(a)— Fi(a) = —Fi(a).

En particulier, pour x = b,

b
/ f(t)dt - Fl(b) = —Fl(a).

D’ou le résultat.

13.4.2 Cas ou E est de dimension finie

Proposition 13.12 On considére E espace vectoriel de dimension finie et B =
(€i)1<i<n une base de celui-ci. Soit f une application définie et continue sur
un segment [a,b], & valeurs dans E. On note (f1, fo, -, fn), les applications
coordonnées de f dans la base B. Alors,

/: f(z)dz = i (/ab fi(:z:)dm) €;.

=1

Preuve. Soit F' une primitive de f sur le segment [a, b]. Notons (Fy, Fy,--- , F,),
les applications coordonnées de F' dans la base B :

F= Xn: F,-ei.
i=1
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L’application F étant dérivable sur [a, b], nous savons, d’aprés la proposition 12.13,
page 179, que les applications F; le sont et

n
F/ = ZFZI&L
=1

Or,
n
F'=f=)fe.
i=1
Ainsi,
Vi€{1’2,...,n}, F;/zfz

On en déduit que pour tout entier compris entre 1 et n, I’application F; est une
primitive sur le segment [a, ] de I’application continue f; :

b n n b
/ f(t)ydt = F(b) — F(a) = ) (Fi(b) - Fi(a))es =) ( / ﬁ(t)dt) &.
a i=1 a

i=1
&
Corollaire 13.13 Si f est un élément de Cr([a,d],C), on a
1.
b b
§R( / f(:c)dw) _ / R(f())dz
2.

b b
%( / f(x)dx) - / S(f(x))de,

3.

( /a b f(:c)da:) = /a ’ f(z)dz.

13.4.3 Intégration par parties

Proposition 13.14 (Intégration par parties). Soient f : [a,b] — R et g :
[a,b] — E deuz applications de classe C*. Alors

b b b
[ 1@ @do =1k~ [ F@sarie

Preuve. Nous avons, d’apres l’exercice 8.1, page 92

Vz € [a,b], (fg)'(z) = f(2)g'(z) + f'(z)g(2).
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Les trois applications (fg)’, f'g et fg’ étant continues sur [a,b], elles admettent
une intégrale sur ce segment et

b b b
/a f(2)d (@)da = / (fo) (z)dz — / f(@)g(z)de.

13.4.4 Changement de variables

Proposition 13.15 On considére un segment [a,b], I un intervalle, E e.v.n.

complet,
u:la,b] -1

une application de classe C! et
f:I—-E

une application continue. Alors

u(b)

b
/ dOfwed= [ f(e).

u(a)

Preuve. Considérons I'application F; définie par

F: [ab — E
z o [T
Cette application est dérivable sur [a, b] avec
Vz € [a,b], Fi(z) =v'(z)f(u(z)).
Considérons I’application Fy définie par
F: [a,b) — E
T — :((:)) f(t)dt.

Ona F, =Fouol
F: I — E

y — fi’(a) f(t)dt.
L’application F3 est donc dérivable sur [a,b] avec
Vz € [a,8], F3(z) = u'(z).F'(u(z)) = v'(z)f(u(z)).

Les deux applications F; et F» ont méme dérivée sur le segment [a, b] et sont égales
en a. Ces deux applications sont égales et, en particulier, F(b) = F3(b). &
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Corollaire 13.16 On considére deuz segments [a,b), [, 8], E e.v.n. complet,
u: [a,b] — [, 0]

une application de classe C! strictement monotone du segment [a,b] sur le
segment [, (] et

filaBl—E
une application continue par morceaux. Alors

1. L’application fou est une application définie sur le segment [a, b] & valeurs
dans E, continue par morceauz,

2.

b <]
/ VO @)= [ 1o

Preuve. On considére (a;)o<i<n» une subdivision adaptée a ’application f et pour
tout entier ¢ compris entre 0 et (n — 1), application g; définie, continue sur le
segment [a;, a;41] et coincidant avec f sur l'intervalle |a;, ait1].
Nous effectuons la preuve dans le cas ou ’application u est strictement croissante,
le cas ol u est strictement décroissante étant similaire. On note

Vie {0,1,---,n}, a;=u"(a).
La suite (a;)o<i<n €st une subdivision du segment [a, b]. D’autre part,

L’application (g; ou) est continue sur le segment
Vi € {0,1,--- ,n—1}, [ai, Git1],
Vt €lai, aita,  (gi ow)(t) = (f o u)(?).

L’application (f ou) est donc une application continue par morceaux définie sur le
segment [a, b]. L’application u’ étant continue, ’application «’.(f o u) est continue
par morceaux. Ainsi,

b n=l raiq n—1
[ v o=y [ v swom=Y [
@ i=0 V@i

i=0 V@

+ o (8).9: (u(t))dt

Qitl n—1 Loy

7:;_:/% gi(t)dt=;/

B
Ft)dt = / f()dt.

i

&

-
Remarque 13.2 On peut remarquer que si u est une application de cla}&(,”
définie sur un segment [a,b] & valeurs dans un intervalle I et f une application
continue par morceauz sur I, ’application f ou n’est pas toujours une application
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continue par morceauz. Pour le vérifier, il suffit de prendre par exemple l’applica-
tion u définie sur le segment [0, 1] par

u(0) =0,
vVt €]0,1], u(t) = *sin (1)

et lapplication f fonction indicatrice de l’intervalle RT.

Voici une premiere application.

13.4.5 Intégrale sur une période d’une application périodique

Proposition 13.17 Soient T un réel strictement positif, f une application
T- périodique, continue par morceaux sur R, a valeurs dans E e.v.n. complet.
Alors,

t1+T to+T
V(t1, t2) € (R?), / f(@)dz = / f(z)ds.

t1 ta

Preuve. Utilisons la relation de Chasles.

t1+T 173 to+T t1+T
/ f(z)dz = f(z)dz + / f(z)dz + / f(z)dz.
t

t1 t1 2 to+T

On supposera, sans perdre de généralité, que le réel ¢; est strictement inférieur &
ta. Effectuons le changement de variable suivant

u: [tl,tz] — [t1+T,t2+T]
t — t+T '

Nous obtenons

to+T to to
/ f@t)dt = / fE+T)dt= | f(t)dt.
t+T ty t1

1+

En remplacant dans ’égalité précédente, on obtient le résultat désiré.
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13.4.6 Sommes de Riemann

Proposition 13.18 On considére [a,b] un segment. On appelle subdivision
pointée du segment [a,b], un couple (0,0) ot 0 = (a;)o<i<k est une sub-
division de [a,b] et © = (6;)1<i<k une famille de points de [a,b] tels que
Vi € [L,k], 0; € [ai—1,a;]. Soit f, une application continue par morceauz
de [a,b] @ valeurs dans E. On pose :

k

S(f,0,0) = Y _(ai — ai-1)f(6:).

i=1

S0it (On, On)nen, une suite de subdivisions pointées du segment [a, b] telles que
la suite des pas (0n)nen+ tende vers 0. Alors

b
lim_S(f,0n,0n) = / f(z)da.

Preuve.

1. Montrons dans un premier temps que la propriété est vérifiée pour les appli-
cations de la forme

f: [a,] — E
zr  — lg(z)u

ott 1 g est la fonction indicatrice du segment [c,d] avec éventuellement
¢ =d et u un élément de E. Considérons (o, ©) une subdivision pointée du
segment [a, b] avec o = (ai)osisk et © = (oi)lsisk.
Soit % un entier compris entre 1 et n.
(a) Si les réels c et d n’appartiennent pas au segment [a;_1, a;], alors f est
constante sur ce segment et

" @ @ —a)i@) = [ (50~ f6)) =0,

(b) Si le segment [a;—1,a;] contient le réel ¢ ou le réel d ou les deux, alors
'application 1| 4).u ne prenant que les valeurs 0 et u, on a

[ #0d-@-anso) = [ 150 - @l ds <l

Ainsi pour tout entier n strictement positif,

b
S(f)0m On) — / f(z)da| < )5,

On en déduit que la suite (S(f,0n,©On))nen est convergente et

b
nEﬂr_lmS(f,an,@n)=/¢l f(z)dz.
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2. Considérons f une application en escalier. Alors, f peut s’écrire sous la forme

P
f= Z fms
m=1

avec pour tout entier m compris entre 1 et p,

fm = ]l[cm,dm] Um

ol [em, dm] est un segment et u,, un élément de E. Pour tout entier n stric-
tement positif,

P
S(f,0m,0n) = Y S(fmsTn, On)-

m=1

On en déduit que la suite (S(f, on,Or))neN est convergente vers

P b b
mz:l /a fm(t)dt = /a f(t)dt.

3. Soit enfin f une application continue par morceaux sur [a,b]. Nous savons
que &([a,b],E) est dense pour la norme uniforme dans Caq([a, b],E). Soit €
un réel strictement positif. Il existe une application en escalier g tel que

If = 9gllo <&

Alors, pour tout entier n strictement positif,

k
"S(f’ am@n) - S(g’am @n)” < Z(ai - ai—l) ||f(0‘t) - g(oi)" < (b - a)e.

=1

[ roa- [ swa

L’application g est une application en escalier. Il existe un entier ng tel que

et
< (b—a)e.

b
S(g?an,en)_/ g(t)dt

a

Vn > ny, <e.

Ainsi, pour tout entier n supérieur a ng,

b
S(f, 0 On) — / FO)de|| < 18(F, 0ms On) — S(g,0m O]

/a " ft)at - / oy

+ + 5(1+2(b—a))e.

b
ﬂa%@u—/g@ﬁ

D’ou le résultat.
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13.4.7 Exemple de somme de Riemann :
la méthode des rectangles

Sans perdre de généralité, on se place sur le segment [0,1] et dans l’espace
Cm([0,1],E). Dans notre exemple, chaque subdivision est réguliére, c’est-a-dire
que les segments déterminés par celle-ci ont méme longueur. Pour chaque seg-
ment, le point choisi sera ’origine du segment. A toute application f élément de
Cam([a, b], E), on associe ainsi la suite définie par

k—1 ,
" 1 )
kN, Si(f) = EZf(E).
=0
En utilisant le résultat de la proposition précédente, on obtient

1
vfeCm(etE), [ fOde= lim Si(p)

En supposant une certaine régularité de 1’application f, nous obtenons le résultat
suivant,

Théoréme 13.19 Pour toute fonction f € C3([0,1],R) on a le développement
asymptotique :

1
Se(h) = [ 1Od=F GO =10)+ g (7 O -

Preuve. On considére k un entier strictement positif, ¢ un entier positif strictement
inférieur & k et ¢t un point du segment [%,l]. D’aprés I'inégalité de Taylor-
Lagrange, théoréme 8.20, page 114,

15 loo i AT Y ARA T A Tl ™
T Sf(t)‘f<z>‘<t‘;)f(z)‘i(t‘z) f (z)ﬁ k2

Puis, en intégrant :

Ml [¥ a1y (2) - (£) - (1) s i

et en sommant les inégalités obtenues :

< 15®e0
E

! 1 / 1
| 1 ®de=5e() - 350 - gaSe ()| <

C’est-a-~dire que :

1
Sk(f)=/0f(t)dt—2—1ESk(f/) 6k25k(f'/)+0<k3>
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Un raisonnement analogue appliqué 3 f’ et f” donne :
&UO—/f@ﬁ Sk () +0 (&) = £ (1)~ 1(0) ~ &Sk (/) +0 (%),
f")—/ fr@dt+0 (L) = (1)~ f () +0(2).
Et en définitive :
S = 1 t)dt — 7 1 0 (0] 1
L= [ FOd- G- FO)+ g (@ - O)+0(55).
&

Remarque 13.3 Nous verrons que, si la fonction est de classe C' sur le segment
[0,1], on obtient la majoration d’erreur suivante (Chapitre 24, section 24.4, page

o 1 171
lleo
| s sun| < W=,

Exemples :
1. Pour f (t) = 1+~t’ on obtient :

2k—1
1 1 1 1

2. Pour f(t) = mg, on obtient :
)DL SV T S, Y (3
k?+i? 4 4k 24k2 k)"

13.5 Les formules de la moyenne

Voici un exercice utile pour la preuve de la deuxiéme formule de la moyenne.

Exercice 13.1 Dans cet exercice, on considére un segment [a,b] et E un espace vec-

toriel normé complet.
Soit f une application continue par morceaux sur [a, b] a valeurs dans E. Montrer que
I'application définie sur [a,b] a valeurs dans E par

F: [a,)] — E
t — f:f(a:)d:l:

est lipschitzienne sur [a, b].
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Solution.

V(t1,t2) € [a,0], ||[F(t:) — F(t2)ll <

t2
/ nf(t)ndt| < Itr — tal [ llo.

L’application F' est lipschitzienne sur [a, b] de rapport || f||oo-

Proposition 13.20 (Premiére formule de la moyenne). Soient f et g deuz
applications définies sur [a,b] & valeurs réelles, f étant continue, g continue
par morceauz et positive. Alors :

b b
et [ f@E)dz=fe / o(z)da.

Preuve. Considérons I’application h définie sur [a,b] par
h: [a,) — R
t  — f(?) f: g(z)dz.

L’application f étant continue sur le compact, connexe [a, b, I'intégrale de la fonc-
tion g étant positive, on en déduit que I'image de I’application h est le segment

b b
h((a,H) = [( / g(m)dw) Jnf, £(0) ( / g(x)dz) o f(t)}

L’application g étant positive,
Vz € [a,b], inf f(t)g(z) < f(x)g(x) < sup f(t)g(x).
tE[a,b] tG[a,b]

En intégrant, nous obtenons,

b b
inf () / o(e)d < / f@(@)d < sup £ / o(z)de.

t€[a,b]

Le réel f: f(z)g(z)dz appartient & h([a,d]). Il existe un réel c élément de [a,b]
vérifiant

/f 2)ds = h(c) = £(¢) / 9(a)dz.

Proposition 13.21 (Seconde formule de la moyenne). Soient f et g deuz
fonctions continues par morceauz sur [a,b] d valeurs dans R. On suppose f
positive et décroissante. Alors,

b c
3c € [a, b], / f(z)g(z)dz = f(a+)/ g(z)dz. (13.9)
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Preuve. On considére pour toute la preuve, une application g continue par mor-
ceaux définie sur le segment [a, b], & valeurs réelles.
Soit G l'application définie par,
G: [a,))] — R
t — : g(z)dz.

L’application G est continue sur le segment [a,b] (exercice 13.1). L’image de
cette application est donc le segment :

G([a,b]) = [m, M]

m= min G(z), M = max G(z).
z€[a,b) z€[a,b)

Leréel f(a™) étant positif, 'image du segment [a, b] par application t — f(a*)G(t)

est le segment :
[f(@*)m, f(a*)M].

L’existence du réel ¢ vérifiant 1'égalité (13.9) équivaut donc & la double inégalité,

b
mf(a*) < / f(@)g(z)dz < Mf(a*).

1. Supposons, dans un premier temps que f soit une application en escalier
sur [a,b). Notons o = (a;)o<i<n une subdivision adaptée & cette application.
Pour tout entier naturel i strictement inférieur & n, on note f; la valeur
constante de f sur l'intervalle |a;, a;+1].

n—1

b n—1
/ f@g(@)dz = ¥ £ (Glais1) - G(@:) = ¥ G(a:) (fior — fi)+fa_1Gl(an).
a =0 =1

L’application f étant décroissante et f,_; étant positive, on a

n—1 b -1
m (Z(fi—l - fi)+ fn—l) < / f(z)g(z)dz < M (Z(fi—l - fi)+ fn—l) .

i=1 i=1
C’est-a-dire,
b
m.f@") < [ fo)g(e)ds < M.F(@).
a
2. On suppose désormais f continue par morceaux sur [a,b]. On définit alors,
pour tout entier strictement positif, ’application f, définie sur [a,b] par

{ Vee{l,---n}Vtea+EL(b—a)a+E(b—a), fult)=f(a+E(b-0a)),

fn(b) = f(b).
Nous remarquons que ces applications sont en escalier, positives et décroissantes.
Ainsi,

Vn>1, m.fao(a*) < /b fn(z)g(z)dz < M. fo(at).

Pour conclure, il suffit de montrer que
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(a) limp oo f fa(t)g(t)dt = f f(t)g(t)dt
(b) limp4e0 fn (a+) = f(a+)

(a) Soit n un entier strictement positif. L’application f étant décroissante,
nous avons pour tout entier k strictement positif et inférieur ou égal &
n,

k-1 k
Vt e [a+ T(b—a),a+ E(b—a)[,

010~ < f(a+520-0) -1 (a4 £0-0)).

Donc,

a+£(b—a)
05/ (F() = fa(®)) dt

<ilf(e+5r0-a) s (ar 20-a)].

b 1
Va2l 05 [ (70 - fE)d < 1 (70 - 1),

Ainsi,

b b
Vn > 1, (Fa(t)g(t) — f(t)g(t)) dt| < / |fa(t) — ()] lg(2)] dt

b b
=/ () — fa()) lg(t)| dt < sup |g(t)|/ (f(t) — fa(t)) dt
a t€(a,b) a

< 2 901 (@) = (0.

On en déduit
b b
Jim [ e = [ g

(b) Pour tout entier, n strictement positif, on a

falay)=f <a+ (b;_a)) _

D’ou,
lim fa(a*) = f(a*).

n—+o0o

Ce qui termine la preuve.
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13.6 Rectification d’un arc paramétré

13.6.1 Définition

Définition : Soient ' = ([a, b], f) un arc paramétré C° (i. e. continue) de
R"™ et 0 = (a;)o<i<n une subdivision de [a, b]. On appelle ligne polygonale
7o associée & o la suite finie de sommets M; = f(a;) (0 < i < n). On
appelle longueur de 7, le réel positif :

L) = 52 [#e8ens] = S 1F aurn) - F @
=0

=0

Définition : On dit que 'arc paramétré continu I' = ([a, b], f) est rec-
tifiable si :
sup {L(f,)/o subdivision de [a, b]} < +o0.

Dans ce cas, cette borne supérieure est appelée longueur de I’arc pa-
ramétré ([a,b], f) et on la note L ([a,b], f) = L(T).

Proposition 13.22 Le fait d’étre rectifiable et la longueur d’un arc sont des
propriétés géométriques pour les arcs continus.

Preuve. On considere I'y = ([a,b], f) et I's = ([, ], g) deux paramétrages admis-
sibles d’un arc géométrique continu. Il existe # un homéomorphisme entre [a, (] et
[@, b] vérifiant

g=fod.

Cet homéomorphisme 6 permet de réaliser une bijection de ’ensemble des subdi-
visions de [, 3] sur ’ensemble des subdivisions de [a, b] (si 8 est décroissante alors
cette bijection inverse ’ordre des points des subdivisions) et on a L (f,[a,b]) =
L (g, [, B]). Cette valeur commune est appelée longueur de I’arc géométrique. &

13.6.2 Longueur d’un arc paramétré compact de classe C!

Théoréme 13.23 SiT = ([a,b], f) est un arc paramétré compact de classe C?,
alors il est rectifiable et sa longueur est donnée par :

b
L@ = [ I @l

Preuve. On considére f une application de classe C' définie sur le segment [a, b]
a valeurs dans R™. On note I' = ( [a, b], f) 'arc paramétré. Soit o = (a;)o<i<n une
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subdivsion du segment [a,b]. On a,

n—1
L(fs) =Y If (ass1) — £ (as)l]

=0
n—1 Qit1 n—1 ai41 b
= f’tdtHs |F/()|ldt = f'@)]dt.
> TR Z/ 1ol = 17l

L’arc I" est donc rectifiable.
L’application f’ est continue sur le segment [a,b] donc uniformément continue.
Considérons € un réel strictement positif. Il existe un réel strictement positif o
vérifiant,

V(z,y) € [a,0]%, [z—y|<a=|f(z)-f@)l<e
Soit o = (@;)o<i<n une subdivision du segment [a, b] de pas inférieur & a. Soit i
un entier compris entre 0 et (n — 1). Montrons que

Qa;

{ I asss = fall = [ Ilf’(t)lldt’ < 2(ass1 - age.

i

Pour cela, il suffit d’établir les deux inégalités :
£ (air1) = fl@i)ll = (ai+1 — @) lf (@)l < (i1 — ai)e

(@ -adl @l - [ IIf’(t)IIdt’ < (ais1 — a)e.

@

On définit I’application g; par
9t lai,aip1] — E
t — f(t) = (t—a:)f(as).
L’application g; est dérivable avec
Vt € [ai, aiv1],  gi(t) = f'() — f'(as).

Donc
Vt € [ai,aiv1), i (t)] <e.

En utilisant un corollaire (8.19, page 113) de I'inégalité des accroissements finis,
on obtient

lgi(ai+1) — gi(@s)ll = | f(@is1) = f(ai) = (@it — as) f'(as)|| < (@ig1 — ai)e.
Ainsi,

£ (@i+1) = f@s)ll = (@irr — @)l £ (@s)l

< |f(@ir1) — f(as) — (@ig1 — ai) f' (@) < (@i — ai)e.
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D’autre part,

(ass1 -l @) - [ nf'(t)ndtl -1/ @ = 17O dt| < (@i

En utilisant 1'inégalité triangulaire et les deux derniéres inégalités, on obtient
ait1 ,
M) = @l = [ 17Oe] < 2asss - e
a;
On en déduit que,
Qi41 y
I£(@sr) = F@l 2 [ IF Ol - 2ases - ae
Qi

En sommant, on obtient

b
L(f) > / 17 @)lldt — 2(6 — a)e.

Ceci prouve que

b
sup {L(f,)/o subdivision de [a,b]} = / I/ (®)|Idt.
Ainsi,

b
() = / 17/ (®)lldz.

13.7 Exercices

Exercice 13.2 Soit f une fonction positive et continue sur [a, b].

1. Montrer que :

b n
nl{rfm (/a f(t)"dt) =M ou M= sup f(t).

t€(a,b)

2. Soit g : [a,b] — R une fonction continue a valeurs strictement positives sur
(@, b]. Montrer que :

1

8 ( / bf(t)”g(t)dt) =M o M= sw ()

t€(a,b)

Solution.
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1. Si M =0, le résultat est évident. On suppose désormais pour cette question M

strictement positif. On a,

b o
Vn > 1, (/ f”(t)dt) <(b—a)".M

Soit € un réel strictement positif inférieur 3 M. L'application f étant continue
sur le segment [a, b], il existe un segment [a, 5] de longueur non nulle inclus
dans [a, b] et vérifiant

Vte [a,f], f(t)>M—e.

Donc, pour tout entier n supérieur a 1,

b % B 1
( / f(t)"dt> z( / f(t)"dt) > (M —¢) (8- a)t.

Sachant que

3

lim (b—a)".M =M et JJim (6~ a)" (M —¢)=(M—¢)

n—-+4o0o0

on peut trouver un entier naturel ng vérifiant,

Vn > nyo,
(M—2€) < (B—a)=.(M—¢) < ( bf(t)ndt> " < (b—a)*M < (M +e).

D’ol le résultat.

L'application g est continue sur le segment [a,b] et strictement positive. La
borne inférieure de g, que I'on note my, est atteinte donc strictement positive.
On note M, la borne supérieure de g. Pour tout entier supérieur a 1,

b
(mg)* ( / f(t)“dt) ( / g (t)dt) < (M,)} ( / f(t)”dt>

Les deux suites se trouvant a gauche et a droite des inégalités convergent vers
la méme limite M. Ceci prouve que la suite encadrée converge aussi vers M.

&

Exercice 13.3 Pour tout n € N, on pose

s

3
In=/ sin™ zdz.
0
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Ecrire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, une relation entre I, et
In_o.

2. Donner une expression explicite de I,, pour tout n € N.
3. Montrer que
lim 22n — 1,
n—+oo I2n+1
4. En déduire la formule de Wallis :
g L[ 2n(n-—2)---2 2 .
n—otoon [(2n—1)(2n—3)---1| ~ 7’
5. Montrer que
T
Ly, ~ 4 —.
" 2n
Solution.
1. Soit n entier naturel, supérieur ou égal a 2,

2.

Par une récurrence simple, on obtient pour tout entier naturel n,
Loy = @2n-1)(2n-3)---1
" (2n)(2n —2)---2

_ @)
(2nn)? 2’
(2n)(2n —2)---2
2n+1)(2n-1)---3
(2’
T (2n+1)!

Iy

Iopyr = L

Vn € N,Vz €]0, g], 0 < sin"t'z < sin" z.
La suite (I,)nen est donc strictement positive et décroissante. Ainsi,

].S Izn SIQ,,_1=2TL+1.
Inyr 7 Ionga 2n

D’ou le résultat.
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4. Notons (un)nen=, la suite indiquée dans cette question. Nous avons

o1 o L[@n? ?
[ A G ST

D’autre part,

2
Vn > 1, Dy _ 2 1 [(2%!)2] 2 n

I;m n2n41| @) | “w2ng1m™

nous permet d’écrire

2n+1 I2n+1 T

Vn>1, u,= on I .
n

D’ou
lim u, =.
n—-+0o0o

5. En remarquant que
1
Vn > 1, Un = E(2n + 1)2'[22n+1:

On obtient n
Vn > 1, (2n + 1)I22n+1 = mun.
On en déduit que

- 2 T
nluf @n+1)I5,, = 5
De plus la relation,

2n Iz, 2
Vn € N, (2n)I22n = (21_"—_*_1> (I22+1) (Zn + 1)I§n+1
n

permet d’écrire,
™
lim (2n)I3, = -
n— +°°( ) 2n 2 )
La suite (nI2),en est convergente puisque la suite extraite des termes d’in-
dices pairs et la suite extraite des termes d’indices impairs sont convergentes
vers la méme limite. Ainsi,

. T
lim nl?=_

n—+00

[ -]

La suite (I, )ren étant positive,
. [
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Exercice 13.4 Soit ¢ : R —» K (ot K =R ou C) une fonction continue sur R,
T-périodique et vérifiant,
T
/ p(z)dz = 0.
0

1. Montrer que la fonction i définie sur R par :

va,¢w=/%mw,
0

est périodique, continue sur R donc bornée.
2. Montrer que si :

(a) f est une fonction indicatrice d'un segment (éventuellement de longueur
nulle) inclus dans [a, b],

(b) f est une fonction en escalier sur I'intervalle [a, b],
(c) f est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a, b],

alors,

n—+400

lim /  F(t)omt)dt = 0.

3. (Application : Lemme de Lebesgue) Si f est continue par morceaux sur [a, b],
montrer que :

b
lim / f(t)e™tdt = 0.

n—+o00

Remarque 13.4 Nous retrouverons ce dernier résultat dans le chapitre sur les
séries de Fourier, proposition 21.7, page 382.

Solution.

1. Nous savons, grice a la proposition 13.10, page 190, que P’application 1 est
dérivable donc continue sur R. Pour tout réel ¢,

’(/J(t)=/0 w(w)dz:/o o(z + T)dz.

Effectuons le changement de variable u +— z + T

t+T t+T
v = [ ptwdu= [ pwdu= v+,
L’application 1 est T-périodique. De plus, I’application 1 étant continue sur
le segment [0, T,

sup |¢(t)| = sup [(t)].

teR t€(0,T)
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2. (a) Soit [c,d] un segment inclus dans le segment [a, b] et n un entier stric-

(c)

tement positif.

b d
/ Lie,q (D) p(nt)dt = / o(nt)dt.

En utilisant le changement de variable u — nt,

d nd
/ plnt)dt = / plu)du = (Y(nd) ~ h(nc)).

c C

Donc,

< 2supyeo,7y [¥ ()]
< - )

b
/ 1ie,q (Dp(nt)dt

D’ou le résultat.

L’application f étant en escalier, elle est combinaison linéaire de fonc-
tions indicatrices de segment. La suite

b
( / f(t)<p(nt)dt)

est une combinaison linéaire de suites convergentes vers 0. Elle converge
donc vers 0.

neN

Supposons f continue par morceaux. Soit € un réel strictement positif.
Il existe g une application en escalier, vérifiant

”g—f”w SE,

ol ||.||co est la norme du sup sur le segment [a, b]. Alors, pour tout entier
naturel n,

b b
/ o(t)p(nt)dt - / F(E)p(nt)dt

<e(b—a) sup |p(t)].
te(0,T]
Il existe un entier ng, vérifiant

Vn > no, <e.

b
/ o(t)p(nt)dt

On en déduit que,

b
Vn > ng, / f(t)p(nt)dt| < e[l+ (b—a) sup |p(t)]].
a te(0,T]

Nous obtenons le résultat désiré.
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3. L’application
p: R — C

t — e’it
est continue, 27-périodique et vérifie,

2 ) 1. 27
/ etdt = [—,e”] =0.
0 t 0

11 suffit d’appliquer les résultats précédents.






Chapitre 14

Intégrales généralisées

Les fonctions indiquées dans ce chapitre sont continues par morceaux sur un
intervalle de R (définition page 98), & valeurs dans K, ou K est égal & R ou C.
14.1 Définition de l’intégrale généralisée

Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, ]

Définition : Soient [a,b[ un intervalle de R (avec —00 < a < b <
+00) et f : [a,b[— K une fonction continue par morceaux sur [a,b[. Si
Papplication F' définie, pour tout réel z de 'intervalle [a, b], par :

F: [g,b] — K
T — f;f(t)dt,

admet une limite finie lorsque z tend vers b, on dit que l'intégrale
PR . b
généralisée (ou impropre) [’ f(t)dt converge et on note

b T
/a /(¢)dt = lim F(z) = lim / F)dt.

Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale f: f(t)dt diverge.

Exercice 14.1 1. Pour quelles valeurs du réel o, I'intégrale généralisée

/+w di
1 e

est-elle convergente ? Donner, dans ce cas, la valeur de 'intégrale.
2. Pour quelles valeurs du réel o, I'intégrale généralisée
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est-elle convergente ? Donner, dans ce cas, la valeur de I'intégrale.

Solution.
1. Considérons F, I'application définie sur 'intervalle [1,+oo[ par

F: [1,400[ — R

T di
T — 1 te*

(a) Casou a=1.
Vz € [1,400[, F(z)=[nt]] =Inz.
L’intégrale est divergente.

(b) Cas ot o # 1.

1 1 1° 1 1
Vz € [1,4+o0, F(z)= [ta_l]l - (xa_l _ 1).

11—«

L’intégrale est convergente si et seulement si

a>1.

/+oo§_ 1
1 t"‘_a—l'

2. Considérons G, 'application définie sur I'intervalle [0, 1] par

Dans ce cas,

G: [0,1] — R
z — f:(lf—i)a'
(a) Casou a=1.
vz €[0,1], G(z)=[-In(1-1¢)]g=—In(1-z).

L’intégrale est divergente.
(b) Cas ol a # 1.

Veel Ll G) = = [(1-§"2)2 = = (- o) - 1).

L’intégrale est convergente si et seulement si

a<l.

/1 a4 1
0 (1—t)°‘—1—a'

Dans ce cas,
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Exercice 14.2 Indiquer pour quelles valeurs du nombre complexe A, I'intégrale généralisée

+00
/ ertdt
0

est convergente. Donner, dans ce cas, la valeur de l'intégrale.

Solution. Considérons F, ’application définie sur I'intervalle Rt par

F: Rt — C
z — [yeM
1. Casou A =0.
vz € R*, F(z)=z.
L’intégrale est divergente.
2. Casou A # 0.
+ 1 At * 1 Az
Vz e RY, F(z)=|TeM| =< (e*-1).
A 0o A
(a) Si ®R(A) >0,
lim |F(z)| = +oo0.
z—+00

L’intégrale est divergente.
(b) SiR(N) <0,

, 1
m F(z) = -5

L’intégrale est convergente et

+o00 At 1

(c) SiR(A) =0, o0naA=iI\)#0. Montrons que ’application

g: Rt — C

T — eiS‘()\a:)

n’admet pas de limite lorsque z tend vers +o0. La suite (2, )nen définie

par
nm

IS
admet pour limite 400 lorsque n tend vers +o00. On a
vneN, g(z,)=(-1)".

La suite (9(z))nen est divergente, ’application g n’admet pas de limite
en +o0o. Il en est de méme pour ’application F'. L’intégrale est donc
divergente.

VneN, z,=
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En conclusion, 'intégrale est convergente si et seulement si

R(A) <0

et, dans ce cas,
+o00 1
/ eMdt = —=.
0 A

Proposition 14.1 Soient [a,b] un intervalle de R (avec —co < a < b < +00)
et f : [a,b[— K une fonction continue par morceauz sur [a,b[. Pour tout c €
la,b[, Vintégrale |, cb f(t)dt est convergente si et seulement si [ : f(t)dt Uest.
Dans ce cas

/a " oyt = /a " f(tdt + / ’ Hoyt.

Preuve.

Vz € [a,b], / " ft)dt = / " f(dt+ / " Fat.

Ceci prouve que, si I'une des deux intégrales généralisées converge, ’autre aussi.
Dans ce cas, en passant a la limite,

/a " Ftydt = /a " ft)dt+ / " Hodt.

Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme |a, b]

Définition : Soient ]a,b] un intervalle de R (avec —c0 < a < b <
+00) et f :]a,b] — R une fonction continue par morceaux sur ]a,b]. Si
lapplication définie pour tout réel z de I'intervalle ]a, b] par

L " feyat

admet une limite finie lorsque = tend vers a, on dit que lintégrale
PR . b
généralisée (ou impropre) [’ f(t)dt converge et on note

/a " Fo)dt = lim /z ' Hode.

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale | : f(t)dt diverge.
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Exercice 14.3 1. Donner, suivant le réel «, la nature de I'intégrale :

Ldt
ot

1
/ In tdt.
0

2. Donner la nature de I'intégrale

Solution.
1. (a) Sia=1.
't 1
vz €]0,1], / = (Int], = —Inz.
T
Puisque
lim (—Inz) = +o0,
z—0
l’intégrale est divergente.
(b) Sia#1.
1 1-a q!
dt t 1
vz €]0,1 — = = 1-z'7%).
.’BG]’]: /mta l:l—a]z l—a( x )
L’intégrale est convergente si et seulement si a < 1. Dans ce cas,
1 ﬂ _ 1
0 t> - 1-— a'
2. )
Vz €]0,1], / Intdt = [tlnt —t], =2 —zlnz - 1.
T
Puisque

lim(z —zlnz —1) = -1,
z—0

1
/ Intdt = —1.
0

Pintégrale est convergente et
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/a " Ho)dt = / “fydt+ / ' Hod.

Preuve. La preuve est similaire & celle de la proposition 14.1.

Proposition 14.2 Soient ]a,b] un intervalle de R (avec —0co < a < b < +00)
et f :]a,b] — K une fonction continue par morceauz sur |a,b]. Pour tout ¢ €
la, b, Vintégrale [ : f(t)dt est convergente si et seulement si |, : f@®)dt Dest.
Dans ce cas
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Intégrale généralisée sur un intervalle ouvert

Proposition-définition 14.3 Soient ]a,b[ un intervalle de R (avec —o0 <
a < b< +400) et f:]a,b[— R une fonction continue par morceauz sur a,b[. On
suppose qu’il existe cy €a, b[ tel que les intégrales

/a “f)dt et / : Ft)dt

soient convergentes. Alors, pour tout réel c €]a, b|, les intégrales

/a fdt et / oy

convergent. On dit alors que |, : f(t)dt est convergente et on note

/a  Feydt = / ® f)de + / b fF@)dt.

Cette valeur est indépendante du réel co choisi dans l’intervalle |a, b|.
Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale |, : f(t)dt diverge.

Preuve. 1l suffit d’utiliser les propositions 14.1 et 14.2. &

Proposition 14.4 Les propriétés élémentaires vérifiées par les intégrales
sur un segment restent vraies pour les intégrales généralisées convergentes :
linéarité, positivité.

14.2 Cas des fonctions positives

Toutes les propriétés indiquées dans cette section le sont pour des intégrales
généralisées définies sur un intervalle [a,b[. On obtient des propriétés identiques
pour des intégrales généralisées définies sur un intervalle ]a, b].

Proposition 14.5 Soit f une application continue par morceauz sur l’inter-
valle [a, b[ et & valeurs réelles positives. Alors f: f(t)dt converge si et seulement
st

IM > 0,Vz € [a, b], / " ftydt < M. (14.10)

Preuve.

1. Supposons que l'intégrale f: f(t)dt soit convergente. Soit z un réel apparte-
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nant & l'intervalle [a, b[. L’application f étant positive,

Vy €]z, b], /a yf(t)dt= /a zf(t)dt+ /J ’ f(t)dt > /a : F(t)dt.
Dot
/a ’ fityat = lim /a * F)dt > /a " Ft)dt.

Nous pouvons choisir M = | : f(t)dt.
2. Supposons réciproquement la propriété (14.10) vérifiée. Notons M; le réel

M= o { [ s},

Soit € un réel strictement positif. Il existe un réel ¢ appartenant & I’intervalle
[a, b] vérifiant

Cc
M, —e< / f()dt.
a
Alors,
Vzelob, My—e< / fe)dt < / Ft)dt < M,
On en déduit que
lim/ f(t)dt = M;.
z—b J,

L’intégrale est convergente et

/ " f(tydt = M,
&

Remarque 14.1 L’application f étant a valeurs positives, l’application F est
croissante. Si la propriété (14.10) n’est pas vérifiée, alors

lim F(z) = +4oo0.

z—400
Dans ce cas, on notera

/b f(z)dz = +o0.

.Proposition 14.6 Soient f et g deux applications continues par morceauz sur
Vintervalle [a,b[ & valeurs réelles et vérifiant 0 < f < g. Alors :

1. Sif : g(t)dt converge alors f: f(t)dt converge.
2. 8 [ : f(t)dt diverge alors f: g(t)dt diverge.
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Preuve.
1. Considérons M un réel positif vérifiant

Vz € [a,b], / g(t)dt < M.

Alors - .
Vz € [a, b, / Ft)dt < / o(t)dt < M.

a

On en déduit que f: f(t)dt est convergente.
2. Nous avons

T T
sup {/ f(t)dt} =400 donc sup {/ g(t)dt} = +o00.
z€[a,b[ (Ja z€[a,b[ a

On en déduit que f: g(t)dt est divergente.

Proposition 14.7 Soient f et g deux fonctions réelles positives. On suppose
qu’au voisinage de b, on a f = Op(g) (resp. f = ob(g)). Alors :

1. 8 | : g(t)dt converge, fab f(t)dt converge et f; f()dt = Oy( f: g(t)dt)
(resp. [ £($)dt = os([; g(t)at)).

2. 8 : f(t)dt diverge, f: g(t)dt diverge et [ f(t)dt = Op([7 g(t)dt) (resp.

I, ft)dt = op([; g(t)dt)).

Preuve. Les preuves sont effectuées lorsque f = Ou(g). Elles sont relativement
semblables lorsque f = 0p(g). Supposons donc f = Op(g). Alors,

3K > 0,3c € [a,b[,Vt € [c,b] 0 < f(t) < Kg(t).

1. L’intégrale fcb Kg(t)dt étant convergente, |, cb f(t)dt Vest aussi ainsi que [ : f(t)dt.
D’autre part pour tout réel 2 appartenant & l'intervalle [c, b[, on a

Yy € [z, ] / ' ft)dt <K / ’ o(t)t.

En passant a la limite lorsque y tend vers b,

/w " fydt < K / ’ oty

D’ou le résultat.
2. L'intégrale f: f(t)dt est divergente donc |, cb f(t)dt est également divergente.

On en déduit que [ cb Kg(t)dt est divergente, ainsi que fcb g(t)dt et [, : g(t)dt.
L’application g étant positive, nous avons

T
lim/ g(t)dt = +oo0.
z—b J,
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1l existe un réel ¢’ appartenant & I'intervalle [c, b[ vérifiant,
T c
vz € [, ], / g(t)dt > / f(t)dt.
a a

Ainsi, . . .
vz € [, b], / f(t)dt = / F)dt + / Ft)dt

T

< / " o(t)dt + / " o)t < (K +1) / a(t)dt.

D’ou le résultat.

Proposition 14.8 Soient f et g deux fonctions réelles positives. On suppose
qu’au voisinage de b, f ~9 Alors

1. Les intégrales|, : f(t)dt et f: g(t)dt sont de méme nature.
2. (a) Si les intégrales convergent, f: f(t)dt ¥ f: g(t)dt.
(b) Si les intégrales divergent, [ f(t)dt ~ IZ g(t)dt.

Remarque 14.2 La propriété reste vraie pour deuz fonctions négatives. En re-
vanche, elle tombe en défaut pour des fonctions de signe quelconque. Voir pour

cela lezercice 14.6.
Preuve. Les deux applications f et g étant équivalentes au voisinage de b, nous

avons f = Op(g) et g = Op(f). Les deux intégrales sont donc de méme nature. Par
définition de fonctions équivalentes, nous avons

|f — gl = o(9)

/a "fodt et / " o)t

b
/ 1F() — a(t)lde

est convergente et, d’apres la proposition précédente 14.7,

b b
(/ If(t)—g(t)ldt) =0y (/ g(t)dt).

/x ’ Floydt - /z ’ o)t

1. Si les deux intégrales

convergent, alors

L’inégalité,

b
Vo € [a,b], < / 1£(2) — g(t)] dt
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nous permet d’écrire
b b b
[/ s [ o = [ o).
T T T

2. Si les deux intégrales divergent, deux cas se présentent.

D’ou le résultat.

(a) L’intégrale ,
[ 1#@ - s(@az

est convergente. Dans ce cas, I’application qui, & tout réel z élément de

la, b[ associe . .
/a Ft)dt — / g(t)dt}

T

lim [ g(t)dt = o0,

T— a

est bornée. Sachant que

on obtient le résultat désiré.
(b) L’intégrale

b
/a (@) - g(z)lde

est divergente. Nous obtenons, & 1’aide de la proposition 14.7

([ 170~ s1at) = ( [ty
/: f(t)dt—/:g(t)dt‘ < (/: |F(t) _g(t)|dt>

nous permet d’écrire

/a " F)dt - / : g(t)dtl — 0 ( / ’ g(t)dt) .

Ceci termine la preuve.

L’inégalité

Vz € [a,b],

Exercice 14.4 Donner, suivant le réel a, la nature de l'intégrale :
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Solution. Nous devons étudier la nature des intégrales

1. Puisque e’

Toutes les applications utilisées dans la solution sont positives.

to

t%, Pintégrale fol et—;tdt est convergente si et seulement si
a < 1 (voir exercice 14.3).
2. Pour tout réel o,

Donc, au voisinage de +o0,

= o(e™%).

On en déduit que f1+°° et—:dt est convergente, quel que soit le réel o. En
conclusion,

est convergente si et seulement si a < 1.

14.3 Propriétés des intégrales généralisées

Dans cette section, K représente R ou C.

14.3.1 Critére de Cauchy

une fonction continue par morceauz sur [a, b[. L’intégrale f : f(t)dt converge si
et seulement si

y
/ f(t)dt{ <e.
x
similaire. Soit

Preuve. Nous supposons que b est un nombre réel. Si b = +o0, la preuve est

Proposition 14.9 (Critére de Cauchy pour les intégrales). Soit f : [a,b[— K

Ve > 0,3c € [a,b], Y(z,y) € ([c,])?,

(14.11)

F: [a,0] — K
z  — [Tf(t)dt.

1. Supposons que la propriété (14.11) soit vérifiée. Montrons que ’application
F admet une limite lorsque z tend vers b. Considérons une suite (an)nen
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d’éléments de [a,b[ convergente vers b. Soit € un réel strictement positif.
Choisissons un réel c € [a, b[ vérifiant

Y(z,y) € ([c,b])?, /: f(t)dt’ <eEe.

Choisissons un entier ng vérifiant
Vn>ng an€lcb.

Alors,

Vn 2 no,Vp 2 no,  |F(an) — Flap)| = <e.

/a ()t

On en déduit que la suite (F'(a,))nen est de Cauchy donc convergente
puisque K est complet. Il suffit d’utiliser la proposition 3.6, page 36, pour
affirmer que F' admet une limite en b et donc que 'intégrale converge.

2. Supposons que l'intégrale soit convergente, c’est-a-dire que 1’application F
admette une limite en b. Soit € un réel strictement positif. Choisissons un
réel ¢ € [a, b vérifiant

Vo €lebl, |F(2)-limF(t)] < %

Alors

Y
Ve € (b0 | [ f(t)dt}=|F<y)—F<w)|<e.

Corollaire 14.10 On considére deuz réels a et b vérifiant a < b. Soit f :
[@,b[— K wune fonction continue par morceauz et bornée sur [a,b[. Alors,

lintégrale f: f(t)dt est convergente.

Preuve. Soit M un réel strictement positif vérifiant
Vt€ [a,b, [|f() <M.
Soit € un réel strictement positif. Il suffit alors de choisir
€
-

et utiliser la proposition précédente. &
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14.3.2 Intégrales absolument convergentes

Proposition-définition 14.11

b b
Si / |f(t)|dt est convergente, alors / f(t)dt est convergente.
a a

On dit dans ce cas que l’intégrale généralisée de f est absolument convergente.
Si lintégrale généralisée de f est convergente mais non absolument convergente,
on dit qu’elle est semi-convergente.

Preuve. Supposons que | : | £(t)|dt soit convergente. Elle vérifie le critére de Cau-
chy. Soit € un réel strictement positif. Choisissons un réel c € [a, b[ vérifiant,

Via) € (el [ “1F @t <.

/ yf(t)dt‘ <

L’intégrale f: f(t)dt est donc convergente. &

Alors

V(z,9) € (e, )2, / ’ If(t)ldt‘ <e

Exercice 14.5 Indiquer la nature de l'intégrale
teo g 1
—sin { = ) dz.
b =)
Solution. Cette intégrale est convergente si et seulement si les deux intégrales

I—/lisin l dz et I-—/+°°isin l dz
1_0\/5 z 2_1 vz T

1. Nous remarquons que

le sont.

De plus,
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D’apres ’exercice 14.3, fol % est convergente donc

[ )

Pest aussi. I; est ainsi absolument convergente. On en déduit que

/+°°isin 1 d
o VT z) ™

est une intégrale convergente.

dz

14.3.3 Regle d’Abel

Proposition 14.12 (Régle d’Abel) On considére deuz fonctions f et g conti-
nues par morceauz sur lintervalle [a, b :

1. f est & valeurs réelles positives, décroissante, avec lim;_,p f(z) =0,

2. g est a valeurs réelles ou complezes et

AM > 0,Vz € [a, b],

/a ) g(t)dt‘ <M.

Alors |, : f(t)g(t)dt est convergente.

Preuve. On suppose dans un premier temps g & valeurs réelles.
Soit € un réel strictement positif. Choisissons un réel ¢ € [a, b[ vérifiant

Vz € e, b, 0L f(z)<e.

Considérons un couple (z,y) d’éléments de [c,b[ avec z < y. En appliquant la
seconde formule de la moyenne (proposition 13.21, page 200), il existe un réel z
appartenant & [z,y] vérifiant

/ Y Ht)9)dt = f(os) /  s0)d.

On obtient v
/ f(t)g(t)dtl < 2Me.

L’intégrale ,
| et
a

est convergente puisqu’elle vérifie le critére de Cauchy.
Si g est & valeurs complexes, on écrit g = R(g) +iS(g). Les deux applications (g)
et Y(g) vérifient les hypotheses indiquées dans la proposition. Les intégrales

b b
/ SORGE)E e [ 1O
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sont convergentes, donc
b
[ rgteras
a

I’est aussi. &

Exercice 14.6 1. Pour quelles valeurs du réel a strictement positif, I'intégrale
J; +oo "%tdt est-elle convergente ?

0
2. Pour quelles valeurs du réel a strictement positif, I'intégrale f0+°° cf—fj‘dt est-elle
convergente ?
P . ors Ve 4z it
3. Pour quelles valeurs du réel o strictement positif, |'intégrale 0+°° %dt est-elle
convergente ?

4. Montrer que [, sin’t gt et divergente.

5. En déduire que f0+°° Sitﬁdt n'est pas absolument convergente.

6. Donner la nature de I'intégrale,
~+o0 i
/ In <1 + ﬁ) dt.
1 Vi

Solution.
1. (a) Etude de la nature de I'intégrale

+00 o
t
=
1 t

L’application

est positive décroissante et admet une limite nulle lorsque z tend vers
+00. D’autre part,

Vz > 1,

T
/ sintdtl =|cosz —cosl| < 2.
1

Les hypotheses du critére d’Abel sont vérifiées. L’intégrale f1+°° "*i—‘?,tdt
est convergente pour tout réel a strictement positif.

(b) Etude de la nature de lintégrale

1 ..
t
/ Tt
o ¢

sint 1

—_—

te o gl
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L’intégrale est convergente si et seulement si @ — 1 < 1, c’est-a-dire

a < 2. En conclusion,
+o00
sint
/ ~a ot
0 t

est convergente si et seulement si
O<a<?2

2. (a) On montre avec un raisonnement identique & celui de la question précédente
que, pour tout réel a strictement positif, 'intégrale

+00
t
/ cos dt
1

est convergente.
(b) Etude de la nature de Iintégrale

t
/ 22 dt.
o 1

cost 1
to ) to
L’intégrale est convergente si et seulement si o < 1. En conclusion,

+00 1
3
[ onta
0 t

est convergente si et seulement si

O<a<l

Vt €]0,+oo[, e* =cost+isint.
Donc, l'intégrale f0+°° i—:dt est convergente si et seulement si les intégrales
f+°° st et f *° sintdt le sont, c’est-a-dire 0 < o < 1.

4. Pour tout réel ¢,
1 —cos2t

2
En utilisant le critére d’Abel, on montre que ’intégrale

+o0 2
/ cos tdt
1 t

+00
J
1

est divergente. On en déduit que 'intégrale

400 :..2
/ sin“ ¢ dt
1 t

sin?t =

est convergente. Or, 'intégrale,

est divergente.
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sint

t

On en déduit que f1+ % |#2t| dt puis f0+°° || dt sont divergentes et que

00
t
/ sin dt
0 t

n’est pas absolument convergente.
6. Le développement limité de In(1 + z) & l'ordre 2 en 0 est

. 2
Vi1, Ossmt

<

In(l+z)=z- %mz + z%¢(z)

ol € est une application ayant pour limite 0 en 0. Ainsi,

In <1+ sint) _ sint 1sin?t + sinzte (sx_nt)
Vit vioo2 t vt )’

D’apres la premiére question, f1+°° g‘—\'/'gdt est convergente. D’autre part,

lsinzt n sin2t€ sint lsinzt
2t t Vi +o0 2 ¢

Ces fonctions sont & valeurs positives au voisinage de +o00. Les deux intégrales

/+°° (lsin2t+sin2t€ <sint))dt et/+°°lsin2tdt
L. \27 ¢ t Vi L, 2 ¢

sont de méme nature. La seconde étant divergente, la premiere 1’est aussi.
On en déduit que l'intégrale

oo sint)
In{1+— |dt
/1 < Vi

est divergente. On peut remarquer que

In <1+ sint) sint
Vit ) oo/t

et leurs intégrales en +oo sont de natures différentes.

14.3.4 Intégration par parties

Proposition 14.13 (Intégration par parties). Soient f et g deuz fonctions d
valeurs dans K de classe C! sur [a, b].

1. Si limg_p f(z)g(z) existe, les intégrales f: f(t)g(t)dt et [, : f(t)g'(t)dt
sont de méme nature.
2. Si ces intégrales convergent, on a :

b b
[ 10 @)dt = ltim f(@)o(a) - f@g(@)] - | £ Egtt)er
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Preuve.
voelat, [ 10s@e= [ (forea- [ raooa
c’est-a-dire
veeld, [ 1000d =) - f@o@] - [ FOs0a
En supposant que f(z)g(z) admette une limite finie lorsque z tend vers b, la

convergence de ’'une des intégrales entraine celle de I’autre. Dans ce cas, en passant
a la limite, on obtient 1’égalité indiquée dans la proposition. &

14.3.5 Changement de variable

Proposition 14.14 (Changement de variable). Soient u une application de
classe C' bijective strictement croissante de lintervalle [a,b[ sur lintervalle
la, O] et f une application continue par morceauz sur lintervalle [, B[, ¢ va-
leurs dans K. Alors les intégrales

b B
/ V() fu)dt et / ()t

[+

sont de méme nature et égales en cas de convergence.

Preuve. On considére les applications F' et G définies par,

F: [@,] — K
y  — [Yft)dt,

G: [a,))] — K
3o [T f)d
D’apres le corollaire 13.16, page 194, nous avons

F(b)dt.

a

T
Vz € [a, b, / u’(t)f(u(t))dtz/
Ainsi,
G=Fou et Gou'=F
1. Supposons que l'intégrale | f f(t)dt soit convergente. Nous avons,
lim u(z) = 6.
z—b
Ainsi,

B
limy G(a) = lim (F o) (+) = lim, P(y) = / f(t)d.

[+

L’intégrale [, : o/ (t) f (u(t))dt est donc convergente et [ : o' (t) f(u(t))dt = ff f(t)at.
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2. Supposons que 'intégrale f: u/ () f (u(t))dt soit convergente. Nous avons,

lim u=!(y) = b.
y—B
Ainsi,

b
lim F(y) = Jim Gou™(y) = lim G(e) = [ /() f(ute).
L’intégrale [ f f(t)dt est convergente et [ f f@)dt= [ : o' () f(u(t))dt.
&

Exercice 14.7 Nous savons, d'apreés I'exercice 14.6, que l'intégrale f0+°° Sintqt est
convergente. Le but de cet exercice est de montrer que

+oo i
/ Smtdt: E.
0 t 2

On considére pour tout entier naturel n, les intégrales I, et J, définies par

% sin(2n + 1)t _ % sin(2n + 1)t
[ e 5=

sint

In

dt.

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, les intégrales I, et J,, sont convergentes.
2. Montrer que la suite (I,)nen est convergente avec

+o00 s
t
lim I, = / S% .
n—+oo 0 t

3. (a) Montrer que I'application f définie sur I'intervalle ]0, 5] par

f:10,3] — R

t —

o=

1
sint

est prolongeable par continuité en 0.

(b) En déduire, par exemple a I'aide du lemme de Lebesgue, exercice 13.4, page
209, que la suite (J,)nen st convergente avec

lim J, =

oo Lm L.
4. Montrer que
k=n .
VneNVeeld, ], 3 cos(2kt) = Smnt Ut
2 k=—n

sint
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5. En déduire la valeur de I'intégrale
+00 o
/ Smtdt.
0 t

Solution.

1.
sin(2n + 1)t sin(2n + 1)t

sint 0 t
Ces deux applications sont prolongeables par continuité en 0. Les intégrales
sont donc convergentes.

Vn € N,

Y (2n +1).

2. Effectuons le changement de variable z = (2n + 1)t. Nous obtenons

VneN, I,= / —dt.
0 t

On en déduit que la suite (I, )nen €st convergente avec

+00 i
lim I, = / St .
0

n—-+400

3. (a)
3
sint—t —-% t
t) = ~—5 < —_——
1) tsint o t2 0o 6
L’application f admet pour limite 0 lorsque ¢ tend vers 0. Elle est
prolongeable par continuité en 0.

(b) Nous savons, d’aprés ’exercice 13.4, page 209 (lemme de Lebesgue),
que

lim /i f(t)sin(nt)dt = 0.
0

n—-+400

On en déduit que la suite (I, — Jp)nen est convergente vers 0. La, suite
(In)nen étant convergente, on obtient

n—+o0o n—-+00

+00 :
im J,= lim I, = / SlTntdt.
0

k=n k=n
Vn € N, Vt €]0, g-], E cos(2kt) = R ( Z e%kt) )

k=—-n k=-n

Or pour tout réel ¢ élément de ]0, 3], le nombre e?** est différent de 1. Ainsi,

k=n 2(2n+1)it —2int ,(2n+1)it 2n+1)it —(2n+1)it
Z ikt _ o—2int € (@rt1)it 1 _ ¢ e(ntD) % eCrtl)it _ o=

e2it _ 1 eit it _ g—it
k=—n

_ e(2nt+1)it _ o—(2n+1)it _sin(2n+ 1)t

eit — eg—it sint
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k=n
VneN, J, Z/ cos(2kt)dt =

k=—-n

2 sint
/ﬂd
o ¢

On obtient ainsi,

l\D

14.3.6 Comportement asymptotique

Quel est le comportement asymptotique au voisinage de +oo d’une application
continue f si I'intégrale f f(z)dz est convergente ? La proposition suivante nous
indique que si la continuité est uniforme, alors I’application f admet 0 pour limite
lorsque z tend vers +o0. Si ’application est seulement continue sur [a, +00[, nous
pouvons obtenir des comportements inattendus. Si I’application f est & valeurs
réelles, elle peut étre non bornée au voisinage de l'infini (exercice 14.8). Si I’appli-
cation f est & valeurs complexes, elle peut méme vérifier limg_, +o0 | f(z)| = +00
(exercice 14.9).

Proposition 14.15 On considére une fonctwn [ a wvaleurs dans K, uni-
formément contmue sur [a, +o0o[. Si Uintégrale f f(t)dt est convergente alors

limg— 400 f(2) =

Preuve. On suppose dans un premier temps f & valeurs réelles. Soit f une ap-
plication uniformément continue sur 'intervalle [a, +oo|. Effectuons la preuve par
contraposée. Supposons que la fonction f n’admette pas pour limite 0 lorsque =
tend vers +o0 : il existe un réel strictement positif o, vérifiant

VX >a,3z > X, |f(z)| > eo-

L’application f étant uniformément continue sur [a,+00], il existe un réel stricte-
ment positif o vérifiant,

V(z,9) € (lo,+00))?, o —y| < a=|f(z) - fly)] < 2

Soit ¢ un réel appartenant & I'intervalle [a,+oo[. Il existe un réel z. appartenant
a l'intervalle [c, +-0o[ tel que
|f (xc)l 2 €o.

Alors,

Yy € [ze,zc +al, |f(y) — f(z)l S
On en déduit que sur lintervalle [z, z. + o], Papplication f garde le méme signe.
De plus,

€
Vy € [:I:c,.'IIc + a]a If(y)l 2+
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/ " peyar| = / @l > %0 “e"

La propriété de Cauchy n’est pas vérifiée (proposition 14.9). L'intégrale [ : © f(t)dt
est divergente. Ceci termine la preuve dans le cadre des fonctions a valeurs réelles.
Si I’application f est & valeurs complexes, il suffit de décomposer f en partie réelle
et imaginaire pour obtenir le méme résultat. &

Ainsi,

Exercice 14.8 On considére la fonction f, définie, continue et affine par morceaux
sur [1,400] :

VrneN*, f(n)= f(n+——% = f(n +;+%)=f(n+1)=0 et f(n+%)=n

Montrer que f1+°° f(t)dt est convergente.

Solution. Pour tout entier naturel k strictement positif,

k+1

1

Donc pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1,

/f(tdt ng 2n151.

L’application f étant positive, pour tout réel z supérieur a 1,

T E(z)+1
/ f(t)dt < / f(t)dt < 1.
1 1

On déduit la convergence de l'intégrale en utilisant la proposition 14.5.
On peut remarquer que l'intégrale est convergente bien que la fonction f ne soit
pas bornée au voisinage de +o0. &

Exercice 14.9 On considére la fonction f définie sur [1,+o0[ a valeurs dans C par :
Vz € [1,400[, f(z)= zel™’

1. Vérifier que limg—, 400 | f(z)| = +00

2. Montrer que fl f(z)dz est convergente.
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Solution.
1.
Vz>1, |f(z)|= ]zl
Ainsi,
lim_|£(@)] = +oo.

2. Utilisons la proposition d’intégration par parties pour les intégrales généralisées
(proposition 14.13). On considere les applications g et h de classe C! sur
[1 + oo[ définies par,

g: [l,400[ — C
Leima

r  /ozeT,

h: [1,400] —

z —

H-Iv— =

Ona f =g'h. Or,

Vo€ [1,+ool,  lo(a)h(z)| = o,

donc, la fonction gh admet pour limite 0 lorsque = tend vers +o00. On en
déduit, d’apres la proposition 14.13, que les deux intégrales

+00 +oo
/ g (z)h(z)dz et / g(z)h' (z)dz
1 1

sont de méme nature. Or,

1
Vz € 1,400, |g(z)h'(z)| = 7.
3z
La deuxiéme intégrale est absolument convergente donc convergente. On en

déduit que P'intégrale
+o00

f(z)dz

1
est convergente.






Chapitre 15

Séries a valeurs dans un espace
vectoriel normé

Dans ce chapitre, on considére (E, |.||) un espace vectoriel normé.

15.1 Définitions

Définition : Soit (u,)nen une suite & valeurs dans E. On appelle série
de terme général u,, la suite (S,)nen définie par

n
Vn €N, Sn=u0+u1+"'+un=ZUk.
k=0

On note cette série ano Uy. Pour tout entier naturel n, u, s’appelle le
terme d’indice n. La suite (Sy,)ren s’appelle la suite des sommes partielles
de la série ), 5 Un.

Définition : Soit (u,)nen une suite & valeurs dans E. On dit que la
série )., - Un converge si la suite des sommes partielles (S,)nen est
convergente. Dans ce cas,

1. On note et on appelle somme de la série, ’élément de E
400 n
;u’c = nl'l'llloo’;uk.

2. On appelle suite des restes la suite (R,,)n,en définie par

+o00 +o00 n +o0
Vn € N, Rn=Zuk—Sn=Zuk—Zuk= Zuk.
k=0 k=0

k=0 k=n+1
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Proposition 15.1 Si une série ) ,.,un est convergente, alors la suite
(un)nen converge vers 0.

Preuve.

vn Z 1, Un = Sn - Sn—l-
D’oui le résultat. ' )

Remarque 15.1 La réciproque est fausse. Voir, par exzemple, le corollaire 15.7,
en prenant a €0, 1].

15.2 Convergence des séries a termes réels
positifs

Proposition 15.2 Une série )., un 4 termes réels positifs converge si et
seulement si la suite des sommes partielles (Sp)nen est majorée.

Preuve. La série étant & termes positifs, la suite des sommes partielles (S, )nen
est croissante. Elle est donc convergente si et seulement si elle est majorée. L)

Corollaire 15.3 On considére deuz séries réelles ), 5o Un €t ), 5o Uy, telles

que
Ing € N*,Vn >ng, 0<u, <u,.

) , ey .
Si EnZ'O u, converge, alors ), Un converge; si ).,.,Un diverge, alors
> n>0 Un diverge.

Preuve. Notons (Sp)nen la suite des sommes partielles de la série ) - un et
(S7)nen la suite des sommes partielles de la série ) -, u;,. Nous avons

Vn >ng, Sp—Sno-1<8, —Sh,_1-

Si la série 3,5 Uy, est convergente, alors la suite (Sy,)nen est majorée. La suite
(Sn)nen est alors majorée, donc convergente. La série) ., -, un est convergente.

Supposons la série Y, o un divergente. Alors les suites (S,)nen et (S,)nen sont
non majorées. La série ), 5o us, est divergente. L
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Proposition 15.4 On considére deur séries d termes positifs Y . -oun et
Y n>0Un- On suppose que u;, = o(un) (respectivement u,, = O(us)).

1. 8i Y ,5oun converge, alors ), - ou; converge. De plus, les suites des
restes, définies par

+oo +o00
VneN, R.= > w, R,= ) u

k=n+1 k=n+1

vérifient R, = o(Ry,) (respectivement R,, = O(R,)).
2. 8i ) 50Uy diverge, alors ), o un diverge. De plus, les sommes par-
tielles définies par -

n n
Vn € N, Sn=Zuk, S;,=Zu§c

vérifient S;, = o(Sy) (respectivement S, = O(Sy)).

Preuve. Supposons d’abord que

ul, = o(uy).

Soit € un réel strictement positif. Choisissons un entier ng vérifiant
Vn >ng, 0<u, <eup.

1. Supposons que la série EnZO Uy, soit convergente. La suite des sommes par-
tielles est majorée. Considérons S un majorant. Alors

n no
Vn>mng, S = Zu§c < Zuﬁc + €8S.
k=0 k=0

La suite de ses sommes partielles (S}, )nen est majorée. Les termes de la série
D n>0 Un étant positifs, celle-ci est convergente.
D’autre part, pour tout entier n > ng on a,

N N
VN >n+1, Z up <€ Z U
k=n+1 k=n+1

En passant & la limite lorsque NV tend vers +o00 on obtient,
Vn > ng, R;l <eR,.

D’ou, R}, = o(R,).
2. Supposons que la série ), -, ur, soit divergente. La suite des sommes par-

tielles (Sy,)nen est non majorée. Il en est de méme de la suite (S;, — S}, )nen-
Or,

n
VR >ng, Sp—Sp= . uk>
k=no+1

™ | =

= 1
k=no+1
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On en déduit que la suite (Sx)nen est non majorée et que la série 3°,,5 uy

est divergente.
La suite (Sp)nen étant non majorée et croissante, il existe un entier naturel

ny > ng vérifiant
Yn>mny, Sp>- Zuk
€ k=0
Alors,

Vn > ny, Zuk+ Z up <eSp+e Z ug < 2e8,.
k=ngo+1 k=ngo+1
D’ou, S}, = o(Sy).
Si u), = O(uy), il existe un réel strictement positif K et un entier naturel ng

vérifiant,
Vn >ng, u, < Kup.

11 suffit de remplacer dans la preuve € par K pour obtenir les résultats désirés. &

Proposition 15.5 On considére deuz séries 4 termes positifs > -, uUn et

/
> n>0 Un- On suppose
Up ~ Unp.

Alors,
1. les deux séries sont de méme nature;
2. si les deux séries convergent, les suites des restes, définies par

. +o00 +00
VneN, R,= > w, R,= ) u
k=n+1 k=n+1

sont équivalentes.
3. Si les deux séries divergent, les sommes partielles définies par

n n
Vn €N, Sn=Zuk, .S','1=2:'u,§c
k=0 k=0

sont équivalentes.

Preuve.

1. En utilisant la proposition 7.17, page 89, on a u, = O(u,) et ul, = O(uxs)-
On en déduit, & 'aide de la proposition précédente, que les séries ano Un
et Enzo v, sont de méme nature.

2. Supposons les deux séries convergentes. D’apres la définition de deux suites
équivalentes (définition 7.8.3, page 89),

|un — tn| = o(up).
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La série ) |u, — ul,| est convergente. Notons (R/!).en la suite de ses restes :
+o00
/! /
VneN, R, = Z |uk — uy).
k=n+1

Pour tout entier naturel n,

N N
YN>n, | Y (w—u)| < ) fue— g
k=n+1 k=n+1

En passant & la limite, on obtient
vneN, |R,-R,|<RL.
D’apres la proposition précédente, nous avons
R = o(R'n).

Donc,
Ve > 0,3ng,Vn > ng, |R.— R;| <Rl <eR].
On en déduit que (R, — R},) = o(R},), ainsi
R, ~ R,

3. Supposons les deux séries divergentes.

(a) Supposons la suite (S, —S},)nen divergente. Nous savons que |u, —u,| =
o(ur,) et d’apres la proposition précédente S, = o(S},) ou

n
vneN, S = Z|uk — uy|.
k=0

Donc pour tout réel strictement positif €,
dng € N,Vn > ng, |Sn - S,ﬁl < Sg < 88,’1.

On en déduit que (S, — S},) = o(S}).
(b) Supposons la suite (S, — S},)nen convergente. Elle est alors bornée. La
suite (S}, )nen admet pour limite +o00. La suite (%ﬂh) est convergente

vers 0. On en déduit que, dans ce ca aussi, (S, — S},) = o(S},).

Ceci permet de conclure :
Sn ~ S’:l’
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Proposition 15.6 Soit f : [, +oo[— R* une fonction continue par morceauz,
décroissante sur [1,+00[. Soit (un)nen+, la suite définie par

Vn € N*, un=f(1)+f(2)+-~+f(n)—/nf(t)dt.

Alors,

1. La suite (un)nen= est convergente

2. La série ), ., f (n) et Uintégrale [, ® f(t)dt sont de méme nature.
8. Si Uintégrale [ f(t)dt diverge, on a Sp =Y 5_; f(k) ~ [[" f(t)dt.

4. Si Vintégrale [ ® f(t)dt est convergente et si la convergence de la suite

(f,j°° ft)dt)neN' est lente, alors Ry, = Y42, f(k) ~ [ f(t)dt.

Remarques 15.2 1. On pourra trouver les différentes définitions de vitesse de
convergence d’une suite au début du chapitre 11, page 147.

2. On peut remarquer que le résultat du 4 tombe en défaut si la vitesse de
convergence de la suite ( f:w f (t)dt) N n’est pas lente. On peut considérer
neN*

par exemple 'application t — e~*.

Preuve.

1. L’application f étant décroissante, nous avons,
Vk>21,Vt€ [k k+1], f(k+1)<f() < f(k),

d’oll,
k+1
VeE>1, f(k+1)< ft)dt < f(k).
k

Nous en déduisons que

n—1

k+1
vn 22, un=z(f(k)— [ f(t)dt>+f(n)20.

k=1
De plus,
n+1
Vn € N, un+1—un=f(n+1)—/ f(®)dt <0.

n

La suite (un)nen+ est décroissante et minorée donc convergente.
2. On considére ’application F' définie par

F: [1,400] — Rt
T — [ f(t)dt
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et (Sp)nen+ la suite des sommes partielles :
n
Vn>1, S,=) f(k).
k=1

Nous avons la relation
Yn>1, S,=u,+ F(n).

La suite (un)nen+ étant convergente, les suites (Sp)nen+ et (F(n))nen+ sont

de méme nature.

(a) Supposons !'intégrale 1+°° f(t)dt convergente. L’application F' admet
une limite finie en +o00. La suite (F'(n))nen~ est convergente. Il en est
de méme de la suite (Sy)nen- et de la série 3, -, f(n).

(b) Supposons la série ), -, f(n) convergente. La suite (Sp)nen+ étant
convergente, la suite (F(n))nen+ l'est aussi. Notons M un majorant
de cette derniere. L’application f étant positive,

x E(z)+1
Vz € [1, +00), / ft)dt < / ft)dt = F (B(x) +1) < M.
1 1

Il suffit d’utiliser la proposition 14.5, page 218 pour établir la conver-
gence de 'intégrale f1+°° f(t)dt.

3. Supposons la série anl f(n) divergente. Cette série étant & termes positifs,
la suite (Sp)nen+ tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. D’autre part, la
" suite (Sp — F(n))nen+ est convergente puisque la suite (up,)nen+ 'est. Ainsi,

fim o= FM) _ o
n—+o0o S,n

On en déduit que (S, — F(n)) = o(Sy,) et S, ~ F(n).
4. Nous avons établi au début de la preuve que

k+1
VE>1, f(k+1)< f(t)dt < f(k).
k

Donc,
k+1

k
VE > 2, ft)dt < f(k) < / f()dt.
k k-1

Soit n un entier strictement positif. D’aprés la double inégalité précédente,

N+1 N N
W [ rwas Y )< [ e

+1 k=n+1
D’aprés I'hypothése, ces trois suites de variable N sont convergentes. En
passant & la limite, on obtient
+00

f(H)dt < Ry < / ft)t.

n+1 n

+o0
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Sachant que la suite ( f: *f (t)dt) . converge lentement vers 0, on obtient
neN*

S £(t)dt < B,
[Fepyae = [T f(t)dt

puis
lim P
n—+o0 f:°° f(t)dt
Ainsi,

R~ /n ™ .

Nous reprenons les notations de la proposition précédente.

Corollaire 15.7 (Séries de Riemann.) Soit a un nombre réel. La série de

Riemann
+o00 1

[23
n=1 n

converge si et seulement st o > 1. De plus,

1. Sia€]0,1],
nl—a
S~ l-a
2. Sia=1,
Sp ~ Inn.
3 Sia>1,

Preuve. Si a est un réel négatif ou nul, le terme général de la série ne converge pas
vers 0. La série est divergente. Si a est strictement positif, ’application ¢ — t% est
continue et décroissante sur [1,+co|. Les hypotheses de la proposition précédente

sont vérifiées.
/ " dt
— =Inn.
1 ¢

1. Sia=1,
L’intégrale et la série sont divergentes et
Sp ~ Inn.

Si a est un réel strictement positif et différent de 1,

/'ndt— tl—a n_nl—a_l
¢ |l-af, 1-a
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On en déduit que I'intégrale et la série sont convergentes si et seulement si

a>1.
2. Si a €]0,1],
"dt nlme—1 ple
/1 - 1-a 1-a
Ainsi,
nl—a
S~ 1-«
3. Sia>1, alors
+o00
Va1, / a__ L
n t*  (a@—=1)ne1

La vitesse de convergence de cette suite est lente puisque la suite de terme
général

1 a-1
=D _ ( n )
i =
la=D)na-T n+1
est convergente vers 1. En utilisant la proposition précédente, nous obtenons

1

L P

Corollaire 15.8 La suite (u,)nen+ définie par

n
Vn>1, u,= — —Inn,
k=1

est convergente. Sa limite est notée v et appelée constante d’Euler.

Proposition 15.9 (Régle de D’Alembert). Soit ), o un une série a termes
strictement positifs telle que B

. u
lim —4 =\
n—+00  Up
Alors
1. siA<1, ) <oUn cOnveErge;
2.5 A>1, ) <oun diverge.

Preuve.

1. Supposons A < 1. Choisissons un réel k appartenant & l'intervalle |\, 1[. Il
existe un entier naturel ng vérifiant

u
Vo >ne, —* <k,

n
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Donc
Vn >no, Unt1 < Kug.

On montre par une récurrence évidente que
Vn>ng, 0L up <K ™uy,.

La série de terme général k"~ "0u,, est une série géométrique convergente.
11 suffit d’utiliser le corollaire 15.3 pour conclure.

2. Supposons A > 1. Choisissons un réel k appartenant & I'intervalle ]1, A[. 11
existe un entier naturel ng vérifiant

u
Vo >ng, —* >k

n

Donc
Vn > ng, Ung1 > kun.

On montre par une récurrence évidente que
Vn >ng, 0L E" Uy, < up.

La série de terme général k™ "0u,,, est une série géométrique divergente. Il
suffit d’utiliser le corollaire 15.3 pour conclure.

[ )

Proposition 15.10 (Régle de Cauchy). Soit ) .,un une série d termes
strictement positifs telle que -

lim Yu, = A

n—+0o

Alors
1. si A <1, ) 5,Un converge;
2. 5iA>1, ) SoUn diverge.

Preuve.

1. Supposons A < 1. Choisissons un réel k appartenant a l'intervalle |\, 1[. Il
existe un entier naturel ng vérifiant

Vn >ng, Yu,<k.

Donc
Vn >mng, up,<k"

11 suffit d’utiliser le corollaire 15.3 pour conclure.
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2. Supposons A > 1. Choisissons un réel k appartenant & 'intervalle |1, A[. 11
existe un entier naturel ng vérifiant

Vn > ng, Yu,>k.

Donc
Vn > ng, un>k™

Il suffit d’utiliser le corollaire 15.3 pour conclure.

15.3 Convergence des séries a termes réels

Théoréme 15.11 (Critére des séries alternées.) Soit (an)nen une suite d
termes positifs, décroissante et tendant vers 0. Alors la série )5 5o(—1)"axn
converge et la suite des restes R,, définie par

+o00
VneN, R,= Z (—l)kalc
k=n+1

|Rn| < ang1.

Preuve. On note (Sy,)nen la suite des sommes partielles. Nous avons
Vn €N, Soniz — Son = aznt2 — G241 <0,

Vn €N, Stz — Sont1 = G2ni2 — G2n43 20,
VneN, Soni1— S2n = —0G2n41-

Les deux suites extraites (S2n)neN €t (S2n+1)nen sont adjacentes donc conver-
gentes vers la méme limite. On en déduit que la suite (S,)nen est convergente vers
cette limite commune. La série ), - ,(—1)"an est convergente. Les deux suites
(S2n)nen €t (S2n+1)nen étant adjacentes

2n+1 +o0 2n

VReN, > (-ka <D (-DFar <) (—1)*ax.
k=0 k=0 k=0

Donc,
Vn € N, —a2n+1 < Ry, <0.
De méme,
2n+1 +o00 2n+2
vneN, 3 (-DFar <) (-1)*ar < Y (<1)*ax,
k=0 k=0 k=0

VrneN, 0< Ropgr < aonto.

On en déduit que,
Vn €N, |Ry|<an4r.
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15.4 Séries a valeurs dans un Banach

15.4.1 Critére de Cauchy

Définition : On dit qu'une série ), ., un & valeurs dans un espace
vectoriel normé E est de Cauchy si elle vérifie la propriété :

q
Ve>0,AIN€EN, ¢g>p>N=> Zuk <e.
k=p

On remarque qu’une série est de Cauchy si et seulement si la suite des sommes
partielles est une suite de Cauchy.

\

Théoréme 15.12 (critére de Cauchy pour les séries.) Une série ) <o Un d
valeurs dans un espace vectoriel normé complet est convergente si et seulement
si elle est de Cauchy.

Preuve. On considére une série ) , -, un & valeurs dans un espace vectoriel normé
complet. Elle est de Cauchy si et seulement si (S,)nen la suite des sommes par-
tielles est de Cauchy donc si et seulement si (S,)nen €st une suite convergente,
c’est-a-dire si et seulement si la série est convergente. &

15.4.2 Série absolument convergente

Définition : Soit (un)nen une suite & valeurs dans E. On dit que la série
2 _n>0Un €st absolument convergente si la série numérique ) [|un|| est
convergente.

Théoréme 15.13 Soit (un)nen une suite ¢ valeurs dans un espace vectoriel
normé complet. Si la série numérique ) ,un est absolument convergente,
alors elle est convergente.

Preuve. Nous avons pour tout couple d’entiers naturels (p, q) vérifiant ¢ > p

q q
Dokl <D llull

k=p k=p

La série 3,5, [lual| est convergente, elle vérifie donc le critére de Cauchy. On en
déduit, avec inégalité précédente, que la série Zn>0 u, vérifie le critére de Cauchy.
Travaillant dans un espace vectoriel normé complet, cette série est convergente. &
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Théoréme 15.14 (Régle d’Abel.) Soit 3, - u, une série & valeurs dans un
espace vectoriel normé complet (E, ||.||). On suppose que

VneN, u, =ayu,

(an)nen est une suite positive, décroissante et convergente vers 0,
la suite des sommes partielles S, = Z:zo uy, est bornée.

P /
Alors la série EnZO u,, est convergente.

Preuve. Il suffit de montrer que la suite des sommes partielles (S}, )nen définie
par,

n
VrReN, S,=> u
k=0
est convergente.

n n n n
Vn > 2, S;,’ = Zakuk = Zak(Sk—Sk_1)+aouo = ZakSk—z apSk—1+aoug

k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1 n—1
= ZakSk - Z 0k+15k + aoup = Z(ak — ak+1)Sk + anSn — ayug + agug.

La suite (@, Sn)neN est convergente vers 0 puisque la suite (@, )nen converge vers
0 et que la suite (S, )nen est bornée. La suite (S),)nen est convergente si la suite
(An)n>2 définie par

n—1
Vn>2, A,= Z(ak — ak+1)Sk
k=1

’est aussi. Montrons que cette derniére est une suite de Cauchy. Soit M un réel
positif vérifiant
VneN, |S.|l <M.

Par hypotheése, la suite (ap)nen est décroissante et convergente vers 0. Soit € un
réel strictement positif. Considérons un entier naturel ng vérifiant

Vn>ng, 0<a,<e

Alors,
p—1
V> no,¥p>n, Ay — Anll =D (0 — okt1)Sk
k=n
p—1
< X:M(ouc — agy1) = M(an — ap) < Ma, < Me.
k=n

Nous venons de montrer que la suite (A,),>2 est convergente puisqu’elle est &
valeurs dans un espace de Banach et vérifie le critére de Cauchy. On en déduit que
la suite (S}, )nen et la série 3, ur, sont convergentes. &
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15.4.3 Série commutativement convergente

Définition : Soit (un)nen une suite & valeurs dans un espace vectoriel
normé. On dit que la série ), -, un est commutativement convergente
si elle est convergente et si pour toute permutation o de I’ensemble N
des entiers naturels, la série ano Uy (n) €St convergente avec

Z Ug(n) = Z Unp-

n=0

Proposition 15.15 Soit (u,)nen une suite d valeurs dans un espace vectoriel
normé complet. Si la série numérique ), -, Un est absolument convergente,
elle est commutativement convergente.

Preuve. Pour tout entier naturel n, ’ensemble des entiers naturels inférieur ou
égal & n sera noté [[0,n]).

Soient ).~ Un une série absolument convergente et € un réel strictement positif.
Considérons un entier naturel ng vérifiant

_ q
Vp>no,Vg=p, Y llunl <e.
n=p
On en déduit en passant a la limite que
+o00
S llunll <.
n=ng
Soit o une permutation de I’ensemble N. Notons I, ’ensemble
= o~ ([0, no]]) -

L’ensemble I est de cardinal (ng + 1), donc fini. Notons n; son maximum.
Considérons un entier n vérifiant n > n;. On a,

I c[[o,n]]
Notons J le complémentaire de I dans I’ensemble [[0,n]] :
J=1[[0,n]]\ I.
Alors,

Zu’a(r) = Zua(r) + Zua(r) = Z ug + Zua(r)

r=0 rel reJ redJ
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Remarquons que o(J) est un ensemble de cardinal fini, d’entiers supérieurs & ng.
Notons p le minimum de J et ¢ le maximum de J. Ainsi ng <p < q et

q
< ol < 3 el <ce.

reJ k=p

Z Yo (r)

reJ

D’ou,

+o00
=20 o) = Dkt 3 o
k=0

kel keJ

n “+o0
Z Uo(r) — Z Uk
r=0 k=0

< + < 2e.

no 400
D vk =
k=0 k=0

Z Uq(r)

keJ

On en déduit que la série ) - uq(r)est convergente avec

+o00 +o00
>t =3
r=0 k=0
La série ) ;- ux est donc commutativement convergente. &

Remarque 15.3 La réciproque est vraie pour les séries d valeurs réelles ou com-
plezes :

Une série réelle ou complexe comutativement convergente est absolument conver-
gente. La réciproque est fausse dans le cadre général d’un espace de Banach. Un
contre-exemple est cité dans la remarque 15.4, page 257.

[Corollaire 15.16 La nature et la limite éventuelle d’une série a termes réels
positifs est indépendante de l’ordre de sommation.

15.4.4 Familles sommables

La définition de la somme d’une série repose sur le fait que 1’ensemble des
indices est N et donc un ensemble canoniquement ordonné. Dans de nombreux
problémes, et en particulier pour les probabilités discrétes que ’on verra dans un
chapitre ultérieur, ’ordre des termes ne joue aucun réle. Le besoin se fait aussi
sentir de définir la somme d’une famille indexée par un ensemble I dénombrable,
indépendamment du choix d’une relation d’ordre dans I.
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Proposition-définition 15.17 On considére (z;)icr une famille indicée par
un ensemble I dénombrable. On dit que cette famille est sommable s’il existe
une bijection o de N sur I telle que la série

Z Zo(n)

n>0

soit absolument convergente. Dans ce cas, pour toute bijection o’ de N sur I la

série
> Torm)

n>0

est absolument convergente avec

+o00 400
> Tortn) = D To(n)-
n=0 n=0

On note alors

+o00
Z Ti = Z Zo(n)-
n=0

i€l

Proposition admise 15.18 (associativité généralisée) On considére I un en-
semble dénombrable, (Ix)kex une partition de I et (z;)icr une famille indicée
par I. La famille (z;)icr est sommable si et seulement si pour tout élement
k de K, la famille (z;)ic1, est sommable et si la famille (3, I ;) rex €5t
sommable. Dans ce cas, on obtient

Ta- ¥ (D).

i€l keK \i€lj

15.4.5 Produit de Cauchy de deux séries a valeurs
dans une algebre de Banach

Définition : Soient ), oUn €t ), o ¥n deux séries & valeurs dans
une algebre. On appelle produit de Cauchy (ou produit de convolution)

de la série 3, - un avec la série 3,5 vn, la série 3, o wn 00 Wy =
n
Zp+q=n UpVg = Zp:o UpUn—p-
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Théoréme 15.19 Soient ano Un et ano v, deux séries d valeurs dans une
algébre de Banach, absolument convergentes. Alors le produit de Cauchy de la
série Y, 5o Un avec la série Y, 5o Un, NOLE Y <o Wn, est une série absolument
convergente et on a

n=0 n=0 n=0

Preuve. Pour cette preuve, on considére pour tout entier naturel n, les ensembles
T, et C, définis par

T,={(p9) eN*/p+g<n} et Cn={(p,q) eN’/p<m, g<n}.
On remarque que pour tout entier naturel n,
Tn C C’n C T271-'

On note ainsi les différentes sommes partielles :

n n n
VneN, Sp=) w, S,=) w, Si=) w
k=0 k=0 k=0

D’une part

VneN, S, = Z'wk = Zzupvk_p = Z Z Uplq = Z UpVyq.

k=0 p=0 k=0 p+q=k (p,9)€Tn

D’autre part,
n n
SnS;, = (Z up) . (qu) = Z UpVyq.
p=0 q=0 (r,9)€Cn

1. On suppose dans un premier temps que les séries ), <o un €t Y5 Vn sont
a termes réels positifs. Alors,

Vn €N, Z UpVq < Z UpVq < Z UpUg,

(P,9)ETx (p,9)€Cn (P,q)ET2n
c’est-a-dire,
VneN, S) <S,S, <S5,
Par hypotheése, la suite (S,S}, )nen €st convergente vers ( :S(’, un) . ( ::‘(’, vn) .
La suite (S),)nen est croissante, majorée donc convergente : la série ), <o wn

est convergente. D’apres la double inégalité précédente et en passant & la li-
mite, on obtient

+00 +00 +o0 +oo
an < (Zun> . (Z'vn) < an.
n=0 n=0 n=0 n=0

D’ou le résultat.
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2. On suppose maintenant que les séries ) -, un €t ) .5, Vs sont & valeurs

dans une algébre de Banach. Par hypothése, ces séries sont absolument
convergentes. En appliquant la premieére partie de la preuve, on peut dire
que la série de terme général Y &»_, ||uk||-|lvp—k|| est convergente avec

Xp: lfeell-llop—rll = <+f llupll> : (f ”'Uq”) :

p=0 k=0 p=0 q=0

+o00

C’est-a-dire,

n P n n
i O3 el el = i ((z nupn) . (z; ||vq||)) |
— q:

p=0k=0
C’est-a-dire,
dim S gl = lm S gl gl

(p,9)€Tn (p,.9)ECH

Cette limite commune étant réelle et pour tout entier naturel, I’ensemble T;,
étant inclus dans I’ensemble C,, on a,

lim Y luplllvgl =o0.

n—
(p,9)€ECR\Tn

Revenons aux sommes partielles des séries initiales. Par hypothése la suite
(SnS})nen est convergente. Or,

VREN, [SaSp=Sall=1l D wpvg— D upvgl = Y upy
(p,9)€Cn (p,9)ETn (p,9)€ECn\Tn

< Y vl Y0 llupllllgll

(2,9)ECn\Tn (p,9)ECR\Tn

On en déduit que

Jlim (.8, - Sm) =0.

La suite (5! )nen est convergente de méme limite que celle de la suite (SnSy,)neN:
D’ol, le résultat.

&



15.5. EXEMPLES D'ESPACES L¥(R) 255

15.5 Exemples d’espaces [P(R)
15.5.1 Espaces [?(R)

Proposition 15.20 On considére I?(R) l’ensemble des suites réelles (Un)neN
telles que la série
2
> uh

n>0
soit convergente.
1. 1?(R) est un espace vectoriel sur R.

2. Si (un)nen €t (Vn)nen sont deuz éléments de 12(R), la série Y, o Un-Vn
est absolument convergente. B

3. L’application définie sur I2(R) x I2(R) par

+o0

((un)neN1 ('Un)nEN) — Z Un -Un,

n=0

est un produit scalaire sur I2(R). On note ||.||2 la norme euclidienne cor-
respondante.

Preuve.

1. Montrons que I2(R) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des
suites réelles.

(a) I2(R) est non vide puisque la suite nulle en est un élément.
(b) Considérons (up)nen €t (vn)nen deux éléments de I2(R). En utilisant
Pinégalité
Y(a,b) € R?, (a+b)% < 2(a® +b?),
on vérifie que la suite (u, + vn)nen appartient a 12(R).
(c) 11 est évident que I?(R) est stable par multiplication par un réel.

L’ensemble [2(R) est donc un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des
suites réelles.

2. En utilisant I'inégalité,
1
Y(a,b) € R%, ab< 5(a2 + %),
on en déduit 1
VneN, |upvs| < -2-(u,21 +v2)

et la convergence absolue de la série ).~ Un¥n.

3. Il est évident que I'application citée dans la proposition est bilinéaire symétrique
définie positive. Elle est donc un produit scalaire.

&
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Proposition 15.21 L’espace vectoriel (I2(R), ||.||2) est un espace de Hilbert.

Preuve. On considére (Up)pen une suite de Cauchy de I2(R). Pour tous entiers
naturels p et n, on note u, , 1’élément de U, d’indice n. Soit € un réel strictement
positif. Choisissons un entier naturel pp vérifiant

Vp > po,Yg > po, |Up—Uyll2 = Z(“p. —ugn)? <e.

n=0
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a,
Vp > Po,Vq 2 Do, |up,n - uq,nl <e.

On en déduit que, pour tout entier naturel n, la suite réelle (upn)pen €st une suite
de Cauchy donc convergente vers un réel que ’on notera 7,

Montrons que la suite (7,)nen est un élément de I%(R). La suite (Up)pen, étant
une suite de Cauchy, est bornée. Soit M un réel vérifiant

VpeN, Ul <M.

Soit N un entier naturel. On a

N N
im Y a2, = 42
Lm > ugn T
n=0

n=0

N +o00
Vp €N, Zugyn < Zuf,,n <M
n=0 n=0
entraine, en passant a la limite

N
VNEN, Y y2<M.
n=0

La suite des sommes partielles de cette série & termes positifs est majorée. La série
Y- ~2 est donc convergente. La suite I' = (7, )nen est un élément de I2(R).
Montrons pour terminer que la suite de Cauchy (Up)pen est convergente vers I'.
Soit £ un réel strictement positif. Choisissons p; un entier naturel vérifiant

+o00
Vp > p1,Yg 2 p1, ||Up— Uq"% = Z(up,n - '“q,n)2 <e

n=0
Soit N et p deux entiers naturels. Alors,

N

N
qlitl-ll:loo Z(up,n — Ugn)® = Z(up.n ~ ).

n=0 n=0
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On suppose désormais p > p;.

N
Vg 2> p1, Z(Up,n —Ugn)? < Up ~ Ugll} <&

n=0
Ainsi, en passant a la limite, lorsque g tend vers +o0o

N
Vp > p1, Z(up,n - ’Yn)2 <e.

n=0

La majoration des sommes partielles permet d’écrire,

+o00 N
2p, Up =TI =D (tpn =)’ = Jim 3 (upn—m)* <e.
n=0 n=0

On en déduit que la suite de Cauchy (Up)pen est convergente vers I'.
(I2(R), ||-l2) est un espace de Hilbert. )

Remarque 15.4 Pour tout entier naturel p, on considére la suite Up = (Upn)neN
définie par

1
VTLEN, ml{p}(n)

Pour tout entier naturel p, la suite U, est un élément de I(R) de norme |Up||2 =
ﬁ. La série 3,5 Up n'est donc pas absolument convergente. On montre pourtant
qu’elle est commutativement convergente dans 12(R) vers la suite U = (un)nen
définie par :

1

V’nGN, ‘Uln=n—-+_1.

15.5.2 Espaces [!(R)

Proposition 15.22 On considére l’ensemble I'(R) des suites réelles (un)nen
telles que la série
> lunl

n>0
soit convergente.
1. I(R) est un espace vectoriel sur R.
2. L’application définie sur I*(R) par

400
(Un)nen — Z |unl,
n=0

est une norme sur I*(R) notée |1
3. L’espace (I*(R),|.|l1) est un espace de Banach.

La preuve est laissée au lecteur.
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15.6 Exercices

Exercice 15.1 Indiquer pour quelles valeurs du complexe ¢, la série géométrique de
raison g et de premier terme égal a 1 est convergente. Donner, dans ce cas, la somme
de la série.

Solution.
1. Sig=1,
Sn,=n+1.
La série est divergente.

2. Sig#1,
n+1

n—Zq

La série est convergente si et seulement si la suite (q"+1)n€N est convergente.

Le nombre complexe g étant différent de 1, elle converge si et seulement si
lg| < 1.

Dans ce cas, la somme de la série est le nombre

n+1 1
Zq nll'r-fl-loo 1— =1—q'

Exercice 15.2 Soit p un entier strictement positif. On considere L£(RP) |'espace vec-
toriel des endomorphismes de R?. On munit L(R?) de la norme ||.||z définie par

VieLR?), |flle= Sup, 1@l

ol ||.|| est une norme sur RP. Nous savons proposition 12.7, page 169 que cette norme
est une norme d'algebre.
On considere, pour cet exercice, un élément f de L(RP) de norme strictement inférieure
a 1, c'est-a-dire

Iflle <1.

Pour tout entier naturel n, on note f* = fo---o f. Le but de cet exercice est d'étudier
| S—

n fois
la nature de la série 3, 5o f™. On note (Sn)nen la suite des sommes partielles.
1. Montrer que la suite définie pour tout entier naturel n par

(Id—f)OSn

est convergente et indiquer sa limite.
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2. Montrer que la série ) - f™ est convergente et indiquer sa limite.

3. On considere g I'endomorphisme de R2, défini par
{ 9(1;0) = (0;5)
9(0;1) = (0;0)

(a) Calculer ||g|l¢ si I'on munit R™ de sa norme euclidienne canonique.
(b) Montrer que la série > n>09" est convergente et indiquer sa limite.

Solution.
1. Nous avons

n n n+1
VneN, (Id—f)oS, =Z(fk_fk+1) =ka_sz = Id — f+1,
k=0 k=0 k=1

La norme ||| étant une norme d’algébre,

vieN, [f"lc <IfIz.
Ainsi, la suite |[(Id — f) o Sp|,cn est convergente avec,

lim (Id— f)o S, = Id.

n—-+00

2. Le réel 1 n’est pas valeur propre de f puisque par hypotheése ||f||z < 1. On
en déduit que (Id — f) est un endomorphisme inversible de R™. On note
(Id — f)~! ’endomorphisme inverse. L’application

v: L(R*) — L(R?)
h — ([Id—f)"1oh

est une application linéaire continue (car L(R™) est de dimension finie). La
suite (S, )nen est donc convergente avec

lim S, = lim (Id—f)""o(id~f)oSy=(Id~f)".

n—+00
Ainsi
+o0
S m=d-p
n=0
3. (a)
V(a,b) € R?, [lg(a,b)|| = 5la| < 5|(a,b)||.
De plus,

llg(1,0)ll = 511, 0)]l.
On en déduit que
lgllc = 5.
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(b) Nous avons g2 = 0. Ainsi, la série }_,,, g™ est convergente avec

+o0
Z g"=Id+g.
n=0
&
Exercice 15.3 Déterminer la nature des séries de terme général
1. up = In otl,
— 1
2. Up = m
Solution. Nous remarquons que les deux séries sont a termes positifs.
1.
Vn>1l, u,=In(1+ 2
=0 n?+n—-1)"
Ainsi,
“ 2 2
" n24n—-1 n2’
La série ), un est convergente.
2.
1
Up ~ —.
n
La série ), - vn est divergente.
&
Exercice 15.4 Montrer que la série
> aTD
=i n(n+1)

est convergente et calculer sa somme.

Solution.

" (1 "1 1
meh e Z1c(k+1) ;(E k+1> ZE Ez— _n-l—l

=1
La suite (Sp)nen+ €st convergente vers 1. Il en est de méme de la série.

+o0 1

7;n(n+1) -
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Exercice 15.5 On considére une fonction a valeurs réelles définie et dérivable sur
I'intervalle [1,+o00[. On suppose que lim;_, 4+ f(Z) = +00 et que la dérivée f’ est
bornée sur [1,+00].

1. Vérifier que la série )., f(n) est divergente et montrer que

n n
Sa=Y £~ [ f(o)
k=1 1
2. Application : Donner un équivalent des suites définies pour tout entier naturel
n par
(a)
n
S, =) Ik,
k=1
(b)
n
Sn =Y Vk.
k=1
Solution.

1. La suite (f(n))nen ne converge pas vers 0, donc la série ), -, f(n) est di-
vergente. Soit M un réel positif vérifiant B

Vz € [1,400], |f'(z)| < M.

Alors,
vaxa, | [ - sml=|[" o - f<n)>dt} < [" 1) - rlde < v
n—1 n—1 n—1
Ainsi,
. f:_l f(t)dt - f(n) _
S F(n) =0
et

([ s =) = s

n—

Nous obtenons,

/ " f(tydt ~ f(n).

-1
D’apres la proposition 15.5, nous avons

3K i/k ®
Flk) ~ ()t
k=2 k=27k-1

Ces suites ont pour limite +o00 lorsque n tend vers +oo,

ST fk) ~ Y fk) ~ / " f(t)dt.
k=1 k=2 1
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2. Les fonctions ¢t — Int et t — +/t vérifient les propriétés énoncées au début
de D’exercice.

(a) )
/ Intdt = [tInt —¢]f =nlnn—-n+1~nlnn.
1
D’ou,
Z Ink ~nlnn.
k=1
(b) . ) )
1
D’ou,
s 2
k=1
&
Exercice 15.6 Donner, suivant la valeur du réel o, la nature de la série :
Z cos na
n>1 n
Solution.
1. Si a = 2km (k € Z) alors la série est la série de terme général L. Elle est
divergente. '

2. Si a n’est pas un multiple entier de 2w, montrons que la série est convergente
en utilisant la régle d’Abel. La suite (%)n&N* est décroissante et convergente
vers 0. Montrons que la suite (S, )nen+ définie par

n
VneN*, S§,= Zcoska,
k=1

est bornée.
n
VneN*, S,=R (Z e"k"‘) .
k=1
La suite (") en+ est une suite géométrique de raison e** # 1. Donc,

VneN, S =(eelT) o ISn] < —2
o 1— eia "L — edel|

cosna

La suite (Sn)nen- est bornée et la série ), -, <1< est convergente.
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Exercice 15.7 Etudier la nature de la série ), u, avec :

Vn > 2, un=ln(1+%>.

Solution. Utilisons en 0, le développement limité & 1’ordre 2 de la fonction z —

In(1+ z). Cr 11 .
> =3 _ - 4=
V'n_2, Un \/'ﬁ 2n+n€(\/ﬁ>’

oil € est une application ayant pour limite 0 en 0. D’apres le critére des séries
alternées, la série de terme général

(="
Vn

est convergente. L’équivalence

1,1 (1), 1
2n  n \W/n 2n

permet d’affirmer que les deux séries correspondantes, dont les termes sont négatifs
4 partir d’un certain rang, sont de méme nature. Elles sont toutes deux divergentes.
On en déduit que la série ), -, un est divergente. On peut remarquer que

(=1)"
Jn

et les deux séries correspondantes ne sont pas de méme nature. &

Up ~

Exercice 15.8 Etudier, suivant la valeur du réel « strictement positif, la nature des
séries de terme général :

1. u, = e(_ngn -1,
2. vy =cos(zx) - 1,
3. w, = Up + Uy,

Solution.

1. AYaide du développement limité en 0 & I’ordre 2 de la fonction exponentielle,
nous obtenons le développement asymptotique suivant :

_E=nr 1 1
Un = ne +2n20:+0 nToz

D’apres le critére des séries alternées, la série de terme général

="
ne
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est convergente. D’autre part,

1 1 1
onze T2\ 72a ) ~ 920
Les séries correspondantes, & termes positifs, sont de méme nature. Elles sont
convergentes si et seulement si a > . La série ), un est convergente si

et seulement si o > %

. A laide du développement limité en 0 & Pordre 2 de la fonction cosinus, nous

obtenons le développement asymptotique suivant :
-1 1
Unp = —'2n2 ’ +o nTa .

-1
~ 2n2a’

Nous avons
Un

2. . . 1
La série Zn21 v, est convergente si et seulement si o > 3.

. A Daide des développements limités en 0 & 1’ordre 4 de la fonction exponen-

tielle et de la fonction cosinus, nous obtenons le développement asymptotique

suivant :
_ =, =yn 1 1
Wn = "a + 6n3 + 12nde to nie |

Les séries de terme général

(=1)" (=1)"
na 6nde

sont convergentes puisqu’elles vérifient le critére des séries alternées. On a

1 + 1 1
—to|—/— |~ —F.
12nde nia 12nde
Les deux séries correspondantes sont de méme nature. Elles sont convergentes
si et seulement si o > %. La série )., w, est convergente si et seulement
sia> 1.

&

Exercice 15.9 Donner la nature de la série de terme général

()"
VA= (-

Up =

Solution. On note (Sp)nen la suite des sommes partielles :

n
VneN, S,= Zuk.
k=0
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Considérons la suite (v, ),en définie par
YneN, v, =ugy+upmstr-

On note (S}, )nen la suite des sommes partielles de la série ), . Vn :

2n+1

VneN, S = ka—zuk—S2n+l

Or,
1 1 2+ (V2n+1—+v/2n) 2

1
VneN, v,= - = N

Von—-1 V2n+1+1 (V2rn-1)(V2n+1+1) 2n

Lasérie ), .y Un est divergente, la suite des sommes partielles (S, )neNn = (S2n+1)nen
également. On en déduit que la suite (S,)nen est divergente ainsi que la série

Z'nGN Un. *

Exercice 15.10 Montrer que pour tout réel 0, la série

0
e

n>0

est convergente et calculer sa somme.

Solution.
. : 1
cos k0 = etko 1- (%a)n+
meN, 5=30 % (Z Rl )
k=0 k=0 2

Or,

1 —_ eif n+1 1 2

nli.rfoo 1( 2m)a T1_e@ T g_gl
- % -5 €

L’application qui, & un nombre complexe associe sa partie réelle étant continue sur
C, la suite (Sp)nen est convergente avec,

2 _% 2((2—cosf) +isinf)\ _ 2(2—cosh)
—e? ) 5—4cosf "~ 5—4cosf

lim S, §R(2

n—-+o0
D’ou,
00
cosnf  2(2—cosb)
2n 5 —4cosf

n=0
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Exercice 15.11 1. Vérifier que pour tout réel positif a, la série

a™
>
n>0

est convergente.
On considére (E, +, X, .) une algebre de Banach unitaire dont la norme est notée

[Nl
2. Soit A un élément de E. Montrer que la série
S
n!
=
est convergente. On notera exp(A) la somme de cette série.

3. Montrer que si A et B sont deux éléments de E qui commutent, alors
exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

4. En déduire que pour tout élément A de E, exp(A) est un élément inversible de
E.

Solution.
1. Evident si a = 0. Si le réel a est strictement positif, il suffit d’utiliser le
critere de D’Alembert.

2. Soit A un élément de E. Nous avons,

An

A _ Al
n! ’

Vn € N, ‘ <
n!

2. n z..2 Y
La série ), 5o 4 est une série absolument convergente & valeurs dans une
algebre de Banach donc convergente.

3. Soient A et B deux éléments de E. Le produit de Cauchy de la série ), -, AT';
avec la série ) -, BT est la série 3,50 Cn telle que

n Ak prn—k 1 & 1k A
Vn € N, Cn=ZFm:mZCnA B™F,
k=0 " ) " k=0

Par hypothese, les deux éléments A et B commutent. Ainsi,

_(A+Br

YneN, c,
n!

11 suffit alors d’utiliser le théoréme 15.19 page 253, pour obtenir,

exp(A + B) = exp(A). exp(B).
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4. On note I I’élémént unité de cette algebre. Nous avons exp(0) = I. Ainsi,
VA€E, I=exp(0)=-exp(A).exp(—A)=-exp(—A).exp(A4).

On en déduit que exp(A) est inversible, d’inverse exp(—A).

Exercice 15.12 Existe-t-il une relation d'inclusion entre I'(R) et I?(R)?

Solution. Montrons que
IM(R) C *(R).

Soit (un)nen un élément de I*(R). La série Y, - |un| est convergente. La suite
(un)nen est convergente vers 0. Il existe un entier naturel no vérifiant,
Vn >ng, |un| <1
Ainsi,
Vn >ng, 0<u < |ugl|
La série ), 5o u3 est convergente et (un)nen est élément de I*(R).

Remarquons que l'inclusion est stricte car la suite (;37)nen appartient & 1%(R)
mais pas & I} (R). &






Chapitre 16

Suites de fonctions.
Divers types de convergence

16.1 Convergence simple

Définition : On considére une suite de fonctions (f,)ren et une fonction
f, toutes définies sur un ensemble X et & valeurs dans un espace métrique
(E,d). On dit que la suite (f,)nen converge simplement vers f sur X si,
pour tout réel z élément de X, la suite (fn(z))nen est convergente vers
f(z), c’est-a-dire

Ve X, Ve>0, AN, €N, Va>N, d(fu(z),f(z))<e

16.2 Convergence uniforme

16.2.1 Définition

Définition : On consideére une suite de fonctions (f,)ren et une fonction
f, toutes définies sur un ensemble X & valeurs dans un espace métrique
(E,d). On dit que la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur X
si:

Ve>0, INeN, Vn>N, VzeX, d(f.(z),f(z)) <e
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Proposition 16.1 On considére une suite de fonctions (frn)nen et une fonc-
tion f, toutes définies sur un ensemble X d valeurs dans un espace métrique
(E,d). La suite (fn)nen converge uniformément vers f sur X si et seulement

st
(d(fa(z), f(2))) =0

lim sup
n—+o00 zeX

16.2.2 Critére de Cauchy uniforme. Cas des e.v.n. complets

Définition : On considére une suite de fonctions (f)nen définies sur
un ensemble X & valeurs dans un espace métrique (E,d). On dit que la
suite (f,)nen Vvérifie le critére de Cauchy uniforme sur X si :

Ve>0, 3INeN, VWn>N,Vp>N, VzeX, d(fa(z), fp(z))<e

Proposition 16.2 Une suite de fonctions (fn)nen définies sur un ensemble X
& valeurs dans un espace métrique (E, d) vérifie le critére de Cauchy uniforme
sur X si et seulement si :

Ve>0, INeN, Vn>N,YVp>N, sup (d(fa(z),fr(z))) <e.
zeX

On suppose pour la proposition suivante que 1’espace métrique (E, d) est complet.

Proposition 16.3 Une suite de fonctions (fn)nen définies sur un ensemble X,
& valeurs dans un espace métrique complet (E,d), converge uniformément sur
X si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy uniforme sur cet ensemble.

Preuve. Considérons une suite de fonctions (f,)nen définies sur un ensemble
X, & valeurs dans un espace métrique complet (E,d) et vérifiant le critére de
Cauchy uniforme sur cet ensemble. Alors, pour tout réel  appartenant & X, la
suite (fn(z))nen est une suite de Cauchy. Cette suite est & valeurs dans ’espace
métrique complet (E,d) . Elle est donc convergente. On peut alors définir sur X,
Papplication f par
f: X — E
z > limp g0 fu(2).

Montrons que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur X. Soit £ un réel
strictement positif.

AN eN,Vn > N,Vp> N,Vz € X, d(fa(z), fp(x)) <€
Pour tout entier n supérieur & N et tout réel z de I’ensemble X, nous avons

pli'r_il_loo d(fn (), fp(z)) = d(fn(), f(x)).
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On en déduit, en passant & la limite,
Vn>N,\Vz € X, d(fa(z),f(z)) <e.

La suite (fn)nen converge uniformément vers f sur X.

Réciproquement, considérons une suite d’applications (f,)nen convergentes uni-
formément sur un ensemble X vers une application f. Soit € un réel strictement
positif. Il existe un entier naturel N vérifiant,

Vn>N,Vz € X, d(fu(z),f(z)) <

N M

Donc,
Vn > N,Vp> N,Vz € X, d(fn(z), fo(z)) < d(fa(z), f(z)) +d(f(z), fr(z)) <e.

La suite (f»)nen est uniformément de Cauchy sur X. &

16.2.3 Propriétés des limites

Théoréme 16.4 On considére (E,d), (E',d’) deuz espaces métriques, zo un
point de E et (fn)nen une suite de fonctions définies sur E, continues en xo,
d valeurs dans E' et convergentes uniformément sur E vers une fonction f.
Alors f est continue en .

Preuve. Soit € un réel strictement positif. La suite (f,)nen étant uniformément
convergente sur F, choisissons un entier naturel IV vérifiant,

Vz € E, d(fn(z),f(z)) <e

L’application fy étant continue en xg, choisissons un réel o strictement positif
vérifiant,
Vz € E, d(z,z0) <a=d(fn(z), fn(z0)) <e.

Ainsi, pour tout élément z de E vérifiant d(z,zo) < a, on a

& (f(2), f(z0)) < d'(f(z), (@) + d'(fn(2), fn(20)) + d'(fn(@0), (o)) < 3e.

L’application f est continue au point xg. &

Corollaire 16.5 On considére (K, d) un espace métrique compact, (F, ||.||) un
espace de Banach et C(K,F) l’espace vectoriel des fonctions continues sur K d
valeurs dans F. L’application ||.||oo définie sur C(K,F) par,

Vi € C(K,F), |flloo = sup || f()ll
z€K

est une norme. Muni de cette norme, C(K,F) est un espace de Banach.
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Preuve. D’apres le corollaire 5.10, page 55, C(K, F) est un sous-espace vectoriel de
B(K,F). D’aprés la proposition 4.6, page 43, B(K, ) ’espace vectoriel des fonctions
bornées sur K & valeurs dans F muni de la norme uniforme est complet puisque
F Pest. Le théoréme précédent nous indique que C(K, F) en est une partie fermée.
Donc (C(K,F), ||./lco) est un espace vectoriel normé complet donc de Banach. &

Pour la fin de cette section, F représente un espace vectoriel normé complet.

Théoréme 16.6 Soient (fn)nen une suite de fonctions continues sur un seg-
ment [a,b], & valeurs dans un espace de Banach T et convergente uniformément
sur ce segment vers une fonction f. Alors,

b b
[ roa= 1m [ .o

Preuve. D’apreés le théoréme précédent, ’application f est continue sur le segment

a, b], donc l’intégrale de f sur ce segment est définie. Soit € un réel strictement
g

positif. Choisissons un entier naturel N vérifiant,

Vn 2 NVt € [a,b], |[Ifn(t) - fR)] <e.

Ainsi,

b
v > N, < [ 1520 - 1Ol < 6 - 0.

/a )t — / ’ Ho)de

D’ou, le résultat. L )

Remarque 16.1 On considére l’espace vectoriel Ca([a, b], F) des applications conti-
nues par morceauz sur [a,b] 4 valeurs dans l’e.v.n. complet F. On munit cet espace
de la norme uniforme. Nous avons vu (proposition 13.8, page 188) que l’application

I: Cm([a,b),F) — F
f — [2 f(t)dt

est une application linéaire continue.
Dans le théoréme précédent, la suite (fn)nen converge uniformément vers f. L’ap-
plication I étant continue, la suite (I(fn))nen converge vers I(f).
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Théoréme 16.7 Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe C* sur un in-
tervalle I d valeurs dans un espace de Banach F. On suppose que
1. Il existe un élément xo de I tel que la suite (fn(zo))nen Soit convergente.
2. La suite de fonctions (f})nen converge uniformément sur I.

Alors,
1. la suite (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f de classe
C! vérifiant
/= lim f..

n—+o00

2. Si Vintervalle I est borné, la convergence est uniforme.

Preuve. Pour tout entier naturel n, I’application f, étant de classe C! nous avons,
T
Veel, fula)=faleo) + | falt)es
Zo

Nous noterons [ la limite de la suite (f»(Zo))nen €t g la limite de la suite (f},)nen-
Soit € un réel strictement positif. D’apres les hypotheses, il existe un entier N

vérifiant

1.
V’nZ Na "fn(il;o)—l” SE,

V2 NVzel, |fy(z)-g@)<e
L’application g est continue puisque limite uniforme d’applications continues. Nous
pouvons alors définir sur I I’application
f: I — F
z — I+ f:; g(t)dt.

Cette application est de classe C! puisque dérivable sur I de dérivée g. Soit z un
élément de I,

Va2 N, |fa(z)—Ff@)] < [l fa(zo) -1 +/z I/ (t) — g@®)l dt < e(1+]lz— o).

Ainsi,
1. La suite (fn)nen converge simplement vers f.

2. Si I est un intervalle borné, la convergence est uniforme. En effet si ’on note
L(I), la longueur de I'intervalle,

Va2 N, |fa(2) = f(@)ll < e(1+ L))
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16.3 Produit de convolution.
Approximations de ’unité

Dans cette section K représente soit R soit C.

Notation : On note CMBI(R,K), ’espace vectoriel des applications bornées
définies et continues par morceaux sur R & valeurs dans K et dont l’intégrale
sur R est absolument convergente.

Soit T' un réel strictement positif. On note CMT(R,K), les éléments de
CM(R,K) T-périodiques. Dans cette section, sur le produit de convolution
et les approximations de I'unité, nous allons travailler conjointement dans les
deux espaces CMBI(R,K) et CMT (R, K), les techniques d’analyse et de calcul
étant similaires.

16.3.1 Produit de convolution

Proposition-définition 16.8 On considére deuz applications f et g éléments
de CMBI(R,K). Alors pour tout réel x, l’intégrale
+o00
f(t)g(z —t)dt

—00

est absolument convergente. On peut alors définir l’application notée f * g par

(fxg): R — K
g — [T f(t)g(z — t)dt.

On a, de plus,

fxg=gxf.

L’application f x g est appelée produit de convolution de f par g.

Preuve.

VzeR,VEER, [f(t)g(z — 1) < llgllol f(E)I,
l'intégrale

+00
/ \f(®)g(z — £)ldt

—00

est donc convergente pour tout réel z. L’application f % g est définie sur R. II suffit
d’effectuer le changement de variable u =  — t pour vérifier que fxg=g* f. %
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Proposition-définition 16.9 Soient T' un réel strictement positif et f et g
éléments de CMT(R,K). On définit l’application f * g par

(f*g): R — K
z ff%%f(t)g(w—t)dt.

Alors,
1. f * g est une application T-périodique.
2. fxg=gxf

L’application f * g est appelée produit de convolution de f par g.

Preuve.
1.
+3 +3
Vo R, (fro)@+T)= |  fO)ga+T—dt= |  f)g(e—t)dt = (f9)(@)

2. Effectuons le changement de variable u = x —t.

+7 -
VzeR, (fx*g)(z)= - ft)g(z —t)dt = — /+z F(z — u)g(u)du
o+3 +%
= /_I fle—wgw)du= | = f(z-uglu)du= (g f)(z).

16.3.2 Approximation de ’unité

Les produits de convolution dans chacun des espaces CMBZ(R, K) et CMT (R, K)
n’admettent pas d’unité, c’est-a-dire d’élément neutre pour la loi *. Dans cette
sous-section, nous allons définir ’approximation de 'unité. Cette appellation est
justifiée par la proposition 16.10

Définition : On appelle approximation de 1'unité, une suite (fy)nen
d’éléments de CMBI(R, K) vérifiant,
1.
+00
IM e R*,Vn €N, / [fn(t)|dt < M
)
2.
+o00
Vn € N, fa(t)dt = 1.
—00
3.
Va >0, lim | f=(t)|dt = 0.
n—=+00 Jit|>a
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Exercice 16.1 On considere f un élément de CMBI(R,K) vérifiant

+o0
ft)dt = 1.

—o00
On définit la suite (fr)nen+ par
Vn e N, Vt € R, fo(t) =nf(nt).

Montrer que la suite (fn)nen= est une approximation de I'unité.

Solution. Soit 7 un entier strictement positif. Il est évident que f,, appartient &
CMB(R,K). En utilisant le changement de variable z = nt, d’'une part, on vérifie
Pappartenance de f, & ’espace vectoriel CMBZ(R,K) car,

+o00 +o00 +0o
[ @de= [ sl = [ igacolas
—00 —o0 —o00
et, d’autre part,
+o00 +o00 +o00
falt)dt = / nfmt)ydt= [ f(z)dz =1.
—00 —00 —00

Soit a un réel strictement positif.

+o00 +o00 +0o
Vn> 1, / \Fult)ldt = / nfatldt= [ |f(@)lda.

a

Ainsi,
+o0
lim / £ (6)]dt = 0.
n—+00 .
De méme o
lim |fn(t)|dt = 0.
n—-+o00 —00
La suite (fn)nen+ est ainsi une approximation de I'unité. &

Définition : Soit T' un réel strictement positif. On appelle ap-
proximation de I'unité T-périodique, une suite (fn)nen d’éléments de
CMT(R,K) vérifiant,

1.
+3
EIMeIR*,VneN,/ fa(®)ldt < M
.
2
2.
+7
vmeN, [ fad=1
-7
3,

+3

va €0, 1 nﬁlfm( [, 1o+ | Ifn(t)ldt)=0-

7 a



16.3. PRODUIT DE CONVOLUTION. APPROXIMATIONS DE L'UNITE 277

Proposition 16.10 Soient (fn)nen une approzimation de l'unité (respective-
ment approzimation de l'unité T-périodique) et f un élément de CMBI(R,K)
(resp. CMT'(R,K)).

1. Si z est un point de continuité de f, alors la suite ((fn * f)(Z))nen est
convergente et .
Jim (fox )(z) = f(2).

2. Si f est uniformément continue sur un intervalle I, la suite (fn * f)nen
converge uniformément vers f sur I.

3. Si, pour tout entier naturel n, l’application f, est paire alors, la suite
(fn * f)nen converge simplement sur R avec

VeeR,  lm (forf)() = 5 () + ).

Preuve. La preuve est faite dans le cadre d’une approximation de ’unité, la preuve
dans le cadre d’une approximation de 'unité T-périodique étant similaire.

1. Soit z un réel donné.

+oo +o00

VneN, (faxf)(z)-f(z)= fa(t)f(z —t)dt - fa(t)f(z)dt

—00 —00
+o00

=/ fa(®) (F(z — ) — f(=)) dt.

On suppose f continue en z. Soit € un réel strictement positif. Il existe un
réel o strictement positif vérifiant

VheR, |hl<a=|f(z+h)-f(z) <e.

Donc,

+a

VneN, |(far (@) - f(z) < /

—Q

el fn(®)ldt + 20| oo /| 1l

< M +2| floo /| e

Le réel M est un réel vérifiant la condition 1 dans la définition précédente.
Choisissons un entier naturel ng vérifiant,

Vn > ny, / [fa(t)] <e.
jt]>a

Alors,
Vn 2 ng, |(fax f)(@)— f(z)] < (M +2|flloo)e.

On obtient le résultat désiré.
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2. On remarque que, si la continuité de f est uniforme sur un intervalle I,
en reprenant la preuve de la premiére partie, on peut choisir a puis ng
indépendamment de chaque réel de l'intervalle I. La convergence est ainsi
uniforme sur I.

3. Pour tout entier naturel n, Papplication f,, étant paire

0 +o00 1 +o00 1
[ = [ =3 [ pua=3.
—o00 0 —o0
Soit = un réel. Montrons que
. too 1
Jm [ 0@~ ) = 5f)
+o00

1) (Fl@ ~ 1) — fe)) dt

+
Vn € N,
0

fn(t)f(w - t)dt — %f(a:_)‘ =

+o00o
< / 2@l |f@ =) — f@)|dt.
0

Soit € un réel strictement positif. Il existe un réel o strictement positif,
vérifiant
vt€lo,o], |f(z—1t)-f(z7)|<e.

On obtient
+o0

+o00 [o%
/ n®)].|f(@ =) — fla)|dt <€ / Fn®l 20l [ (0]t
0 0 a

+o00
<eM+2(fl, [ Ia)]at

[23

La suite (fn)nen étant une approximation de l'unité, il existe un entier ng
vérifiant,

+o00

Vn > o, / Ifa®)] dt < e.

[« 3
Ainsi,
+o00 1
Fnl®)f (@~ t)dt 3 f(a")

Vn > ng, < (M +2|flle)e-

On en déduit que

+o0 1
lim Fa()f (2 —t)dt = 5 f(27).
0

n—+4-00

On montre de méme que
0
1
. _ — = +
Jim [ f0f(@ - a = 316,
On en déduit alors que

im (fax (@) = 5 (F&7) + f(z1)).

N =
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Quelle est la nature de la suite ((f, * f)(z))nen lorsque 'application f n’est
pas continue au point z ? La proposition précédente nous donne la réponse si les
applications f, sont paires. Dans les autres cas, le comportement dépend essen-
tiellement de ’approximation de I'unité choisie. L’exercice suivant expose divers

cas.

Exercice 16.2 Soit f un élément de CMBZ(R,R) admettant au moins un point de
discontinuité x vérifiant
f(zy) # fz-).

On considere (gn)nen+ €t (hn)nen+ deux suites d'applications numériques de variable
réelle, définies par
Vn21, gn=nlpy),

Vn>1, h,= n.]l[_%,O].

1. Vérifier que (gn)nen+ €t (hn)nen+ sont deux approximations de I'unité.

2. Montrer que les suites ((gn * f)(z))nen et ((hn * f)(z))nen sont convergentes
avec

. — - . . +
Lm (g x f)(2) = f(z7) et lm (hn*f)(z) = f(7).
3. Soit A un réel. On considere (k,)nen+ une suite d'applications numériques de
variable réelle, définie par
Vn>1, kn=MAn+(1—=A)h,.

(a) Vérifier que (kn)nen~ est une approximation de I'unité.

(b) Vérifier que la suite ((kn, * f)(z))nen est convergente avec

lim (b * f)(@) = M(@") + (1= Nf ().
4. On considére (l,)nen+ une suite d'applications numériques de variable réelle,
définie par

l n—1 = 9n,
Vn>1, 2n—1 = G,
lon = hy.

(a) Vérifier que (l,)nen+ est une approximation de I'unité.
(b) Vérifier que la suite ((In * f)(z))nen est divergente.

Solution.
1. On considére les applications g = Ljg;) et h = 1{_y;q). Alors,

Vne N Vz €R, gn(z) =ng(nz) et h,(z)=nh(nz).

11 suffit de reprendre les résultats de I’exercice 16.1 pour conclure.
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+o00

Wzl @@= [ mOfe-tit=n /0 " fe - t)at,

Vn>1, (gu*f)@) —flz)=n /0 " fe - t)dt - f(z7)

—n /0 "(f@—1) - fz))dt.

Soit € un réel strictement positif. Choisissons un réel strictement positif o

vérifiant
VteR, 0<t<la=|flzx—t)— f(z7)|<e

Choisissons un entier strictement positif ng vérifiant nlo < a. Alors,

1
Vn > ny, |(gn * f)(z) — f(z7)| < n/ edt =e.
0
D’ou,
lim (0% )(z) = £(=").
On montrerait de méme,

Jim_ (b 5 @) = f(a*).

3. (a) Evident
(b) Pour tout entier n strictement positif,
+o00 +o00 +o00
[ st =x [ abie-tara-y [ hofc-t
—00 —00 —00

= Agn * f)(@) + (1 = A)(hn * f)(z).

En utilisant la question précédente, on déduit que la suite ((kn*f)(Z))nene
est convergente avec,

Jim (kn x £)(@) = M) + (1= Nf ).
Les deux réels f(z4) et f(z—) étant distincts, on peut remarquer que
{M@T)+ (1 -Nf@z*)/AeR} =R.

4. (a) Evident
(b) f(z~) et f(z*) sont deux valeurs d’adhérence distinctes de la suite((ln*
F)(x))nen- Elle est ainsi divergente.

&
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Exercice 16.3 Dans cet exercice, on considére un segment [a,b]. Pour tout entier
naturel n, on définit I'application g, par

gn: R — RT
2 n
t = I(o-a)-a))(®): (1—(ﬁ)) )

puis I'application f, par
fo = gn
n = .
fj_:oo gn(t)dt

1. Montrer que la suite (f)neN est une approximation de I'unité.
On considére f une application définie et continue par morceaux sur R a valeurs
dans K, nulle en dehors du segment [a, b] et dont la restriction a I'intervalle ]a, b
est continue.

2. Montrer que pour tout entier naturel n la restriction de I'application f, * f a
I'intervalle [a, b] est une fonction polynomiale.

3. En déduire que sur tout segment inclus dans l'intervalle ]a, b[ la suite de fonctions
polynomiales f, x f converge uniformément vers f.

Solution.

1. Pour tout entier naturel n, 'application f, est continue et positive et bornée
sur R, d’intégrale 1 sur cet intervalle. Montrons que la suite (f,)ren €st une
approximation de I'unité. Il suffit pour cela de vérifier la troisiéme condition
de la définition.

+00 (b—a) (b—a) t n b—a
> > — —
Vn €N, /_oo gn(t)dt > /0 gn(t)dt_/0 <1 (b—a)) dt ]

Soit & un réel strictement positif que ’on peut supposer inférieur & (b — a).
L’application g, étant paire,

[omou=z [ (1) ) wse [ (- (52) )
<2(b—a) (1 - (bfa)2>n.

2 n
vneN, 0< fn(t)dt§2(n+1)(1—-( a )) :

|t|[>a b—a

Donc,

Nous pouvons conclure en remarquant que

Jim (n+1) (1 - (bfa)z)n =0.
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+o00

b
VeeR, (faxN@) = [ fale—)f(t)dt= / fale - £)f(t)dt.

La restriction de la fonction f, au segment [—(b—a), (b—a)] est une fonction
polynomiale de degré 2n. En remarquant que,

Y(z,t) € [a,0)?, —(b—a)<z—-t<b-—a

la fonction définie sur [a,b]? par (z,t) — f.(z — t) est polynomiale dont le
degré en z est 2n. Il existe ainsi (2n+1) fonctions polynomiales Py, Py, - - , Py,
vérifiant

2n
V(z,t) € [0, 0%, falz—t) =) aFP(t).
k=0

Donc,

b 2n b
Vz € [a,b], (fa*f)(z)= / fulz —O)f(t)dt =) a* ( / Pk(t)f(t)dt).
a k=0 a

La restriction de (f, * f) au segment [a, b] est une fonction polynomiale.

3. L’application f est continue sur V'intervalle ]a, b[ donc uniformément continue
sur chaque segment inclus dans ]a, b[. D’aprés la proposition 16.10, la suite
de fonctions polynomiales f, * f converge uniformément vers f sur chaque
segment inclus dans ]a, b[.

&

De cet exercice, on peut déduire le

16.3.3 Théoréeme de Weierstrass

Théoréme 16.11 (Weierstrass) Toute application f continue sur un segment
[a,b], & valeurs dans R ou C est limite uniforme sur ce segment de fonctions

polyndomes.

Preuve. Soit f une application continue sur un segment [a,b] & valeurs dans K.
On considere ’application f définie sur R, nulle en dehors du segment [a —1,b+1]
avec ;

Vz € [a'! b], f(.'E) = f("’:)

Ve ela—1,a], f(z)=f(a)

Vz €)b,b+1], f(z)= f(b)

Il suffit alors d’appliquer les résultats obtenus dans I’exercice précédent. &

Il existe d’autres preuves de ce théoréme, en particulier une preuve probabiliste,
page 454.
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16.4 Convergences en moyennes

Proposition 16.12 Soient a et b deuz réels vérifiant a < b. L’application ||.||1
définie sur C([a, b],R) par :

b
Vi e C(la,bLR), [Ifll = / 1£(2)ldt,

est une norme sur C([a, b],R) appelée norme 1.

Preuve. Evident. &

Définition : Si une suite de fonctions (f,)nen converge en norme 1 vers
une fonction f, on dit qu’elle converge en moyenne vers f.

Proposition 16.13 Soient a et b deuz réels vérifiant a < b. L’application
< .,.> définie sur (C([a,b],R))? par :

b
V(f,9) € C(la B R)?, < f,g>= / f®g(t)t,

est un produit scalaire sur C([a,b],R). La norme euclidienne associée est notée
[Ill2 et appelée norme 2.

Preuve. Evident. &

Définition : Si une suite de fonctions (f,,)r,en converge en norme 2 vers
une fonction f, on dit qu’elle converge en moyenne quadratique vers f.

Exercice 16.4 Pour tout entier n strictement positif, on considére la fonction f,
définie sur [0, 1] par

in (1 ’ <+
wem, mo={ 7@ ek

' nmw

1. Montrer que, pour tout entier strictement positif n, I'application f,, est continue
sur le segment [0, 1].

2. Montrer que la suite (f,)nen- est une suite de Cauchy dans I'espace C([0, 1], R)
muni de la norme 1 ou de la norme 2.

3. Montrer que cette suite n'est pas convergente dans I'espace C([0, 1], R) muni de
la norme 1 ou de la norme 2.
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4. En déduire que les espaces vectoriels normés (C([0, 1], R), ||-I1) et (C([0, 1], R), ||.||2)
ne sont pas complets.

Solution.
1. Soit n un entier strictement positif. La restriction de l'application f, & I'in-
tervalle [0, -=-[ est continue. Il en est de méme pour lintervalle ]:1-,1]. De

plus

1
lim f(t)= lim f(¢)=0=Ff (—) .
t=(35)" t-(3%)" nr
L’application f, est continue sur le segment [0, 1].
2. Soient n et p deux entiers strictement positifs vérifiant p > n. Nous remar-
quons que

1
vt € [0, plﬂ] ) [E, 1],  fa(t) = fo(?).
D’ou,

sin (l>‘dt5 (i—i) < "L
L t nmw  pmw nmw

L 2
ot [ (o)) s (5 -5 <

pm

un—ﬁm=/ﬁ

On en déduit que la suite (f,)nen+ est une suite de Cauchy de l’espace
(C([0,1],R), [I.]l1) et de I'espace (C([0, 1], R), |.||2)-
3. Soit g un élément de C([0, 1], R) vérifiant

3o €10,1],  g(to) # sin (%) .

11 existe alors un segment [a, b] inclus dans l'intervalle ]0, 1] et contenant to

tel que
o(8) — sin (%)} S 'g(to) —2sin (%)’

Vt € [a,b],

Soit 1 un entier strictement supérieur a % Alors,

b
sz,m—nmz/ww—nmw
(b—a)

- /a l(t) — sin G) ~2lg(to) — sin (%) .

On en déduit que la suite (f,)nen+ ne converge pas vers g dans l’espace
(C([0,1],R), |I-ll1)- Donc si la suite (fn)nen+ converge dans cet espace, sa
limite, que 1’on note f, vérifie

VE€)0,1], f(t) = sin G) .

dt >
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Une telle application n’admet pas de limite en 0. Elle ne peut étre continue
sur le segment [0, 1]. On en déduit que la suite (f,)nen+ n’est pas convergente
dans (C([0,1],R), ||.]l1)- On peut faire un travail similaire pour montrer que
la suite (fn)nen+ n’est pas convergente dans (C([0, 1], R), ||.[|2)-
4. La suite (fn)nen+ est de Cauchy mais non convergente dans les espaces
(c([0,1],R), |I-]l1) et (C([0,1],R),]|-||l2)- Ils ne sont donc pas complets.
&

16.5 Comparaison des différents
types de convergence

On considére, dans cette section, une suite (f,)nen d’éléments de C([a, b],R)
et f un élément de C([a, ], R).

Proposition 16.14 Pour tout élément f de C([a,b],R), on a :

L |l fll £ Vb—=allfll2,
2. |fll2 £ vb—alflloo

3. I fllx < (b—a)l|flloo-

Preuve.
1. Utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

b
Il £1l =/ IF@®)]-1dt < [|Fliz-I1Lllz = Vo = all F{l2-

b b
I£ll2 = \// fA(t)dt < \// I13dt = Vb = al| flloo-

3. Il suffit d’utiliser les deux inégalités précédentes pour obtenir la troisieme.

&

Proposition 16.15 Si la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur le
segment [a, b] alors elle converge,

1. simplement sur [a, b,
2. en moyenne sur [a,b],

3. en moyenne quadratique sur [a, b].

Preuve. 11 suffit d’utiliser la proposition 16.14 &

Proposition 16.16 Si la suite (fn)nen converge en moyenne quadratique vers
f sur le segment [a,b] alors elle converge en moyenne vers f.

Preuve. Il suffit d’utiliser la proposition 16.14 &







Chapitre 17

Séries de fonctions

17.1 Définition

Définition : Soit ( f, )nen une suite de fonctions définies sur un ensemble
X et & valeurs dans un espace vectoriel F. On appelle série de fonctions
de terme général f,, la suite (S,)nen définie par

VREN, Sp=fotfit - +fo=) fr
k=0

On note cette série ), o fn. Pour tout n € N, f, s’appelle le terme
d’indice n, S, s’appelle la somme partielle d’indice n de la série ano fn-

17.2 Divers types de convergence d’une série
de fonctions

Définition : Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un ensemble
X et & valeurs dans un espace vectoriel normé (F, ||.||). On dit que la série
de fonctions ), -, fn converge
1. simplement sur X si pour tout z élément de X, la série ) - fn(x)
est convergente.

2. absolument sur X si la série ), || fn|l converge simplement sur
X. -

3. uniformément sur X si la suite des sommes partielles (Sy)nen
converge uniformément sur X.
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Proposition 17.1 On considére une suite de fonctions (fn)nen et une fonc-
tion f, toutes définies sur un ensemble X & valeurs dans un espace vectoriel
normé (F, ||.]|). La série (fn)nen converge uniformément vers f sur X si et
seulement si

Jim sup [ ’;fk(w) - f@)=0

Preuve. Immédiat d’apres la proposition 16.1 page 270. &

Proposition 17.2 Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un en-
semble X & valeurs dans un espace vectoriel normé (F, ||.||). La série de fonc-
tions Y, ~o fn converge uniformément sur X si et seulement si

1. La série ), fn converge simplement sur X,

2. la suite R, = 420 +1 [k des restes converge uniformément vers 0 sur
X.

17.3 Convergence normale d’une série
de fonctions

Définition : Soit (f,)ren une suite de fonctions définies sur un ensemble
X & valeurs dans un espace vectoriel normé (F, ||.||). La série de fonctions
Y n>0 fn converge normalement sur un ensemble X si la série

n>0 n>0%

est convergente.

Proposition 17.3 Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un en-
semble X ¢ valeurs dans un espace vectoriel normé (F,|.||). Une série de fonc-
tions Y ., ~o fn converge normalement sur un ensemble X si et seulement si il
eziste une suite de réels (an)nen vérifiant

1. VneNVzeX, [fa@)] < an,

2. la série ), - an est convergente.

Preuve.
1. Supposons la série ano fn normalement convergente sur X. Il suffit alors
de choisir
VneN, a,=sup|fulz)-
z€X
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2. Supposons qu'il existe une suite de réels (a,)nen vérifiant
(a) VneNVz e X, | fa(@)| < @n,
(b) la série ), -, an est convergente.

Nous avons alors
Vn €N, sup ||fn()] < an.
z€X

la série ) .- an étant convergente, il en est de méme de la série

> sup | £a (@)l

n>07%

La série ), - fn st normalement convergente sur X.

Théoréme 17.4 Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un ensemble
X d valeurs dans un espace vectoriel normé complet (F, ||.||). Si la série de fonc-
tions ) .~ fn converge normalement sur X alors elle converge uniformément
sur X.

Preuve. On suppose la série ano fn normalement convergente sur X. La série
numérique

> sup || £ (@)l

n>0%

est convergente, donc de Cauchy. Soit € un réel strictement positif.

14
Ino € N,¥n > no,Vp>no, p>n= > sup|fulz)] <e.
exX

k=nT
Soient n et p deux entiers supérieurs & ng vérifiant p > n. Alors,

P

Ve e X, ||Sp(z)—Sa(@)< > sup [|fe(@)l| <e.
k=n+1z

sup [|Sp(x) — Sn(z)|| < e.
zeX

La suite (Sp)nen vérifie le critere de Cauchy uniforme sur X. L’espace vectoriel
normé (I, ||.||) étant complet, elle est uniformément convergente sur X ainsi que

la série ), ¢ fn- &
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17.4 Propriétés des séries de fonctions
uniformément convergentes

Théoréme 17.5 On considére (E,d) un espace métrique, (fn)nen une suite
de fonctions définies et continues sur E, ¢ valeurs dans un espace vectoriel
normé (F, ||.|). Si la série ), fn est uniformément convergente sur E vers
une fonction S, alors S est continue sur E.

Preuve. Evident d’aprés le théoréme 16.4, page 271. &

Théoréme 17.6 On considére (fr)nen une suite de fonctions définies et conti-
nues sur un segment [a;b] d valeurs dans F espace vectoriel normé complet. Si
la série ), fn est uniformément convergente sur [a;b], alors

b +0o +oo b
JDSECIED By O
@ n=0 n=0v2

Preuve. Evident d’apres le théoreme 16.6, page 272. )

Théoréme 17.7 Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe C* sur un in-
tervalle I & valeurs dans F espace vectoriel normé complet. On suppose

1. qu’il eziste zo € I tel que la série ), fa(zo) converge.
2. que la série de fonctions ano fl. converge uniformément sur I.
Alors,

1. la série ), o fn converge simplement vers une fonction S de classe ct
vérifiant

+o00
Veel, S(z)=)_ fi(a).
=0

2. Si Uintervalle I est borné, la convergence est uniforme.

Preuve. Evident d’apres le théoreme 16.7, page 273. [ )

17.5 Critere d’Abel uniforme

On suppose pour le théoréme suivant que (F, ||.||) est un espace vectoriel normé
complet.
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Théoréme 17.8 Soient (fn)nen une suite de fonctions a valeurs dans un es-
pace vectoriel normé complet F et (g,,) une suite de fonctions d valeurs réelles,
toutes deuz définies sur un intervalle I, vérifiant

1.AIM >0,YyneN,Vz eI, | E:::o @) < M,
2. la suite (g,) converge uniformément sur I vers 0 en décroissant.

Alors la série ), <o gnfn converge uniformément sur I.

Preuve. Notons pour tout entier naturel n, les applications S,, et T, définies sur
I par

n n
Sn=) fr et To=)_ gife.
k=0 k=0

Nous devons montrer que la suite (T}, ),en converge uniformément sur I.

Vn>2, To=) gefe=_ gk(Sk—Sk-1)+gofo = 9kSk—)  gkSk-1+5ofo

k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1 n—1
= 0kSk— D gk+15k + gofo = > _(9k — Gk+1)Sk + gnSn — g1.f0 + gofo-
k=1 k=0 k=1

Nous avons
Vz €I, [Sn(z)gn(2)ll < M|gn(z)]-

La suite (gn)nen étant uniformément convergente sur I vers la fonction nulle, la
suite (Sngn)nen l'est aussi. Il suffit maintenant de prouver que la suite (An)n>2
définie par

n—1
Yn>2 A,= Z(gk — 9k+1)Sk
k=1

est uniformément convergente sur I. Pour cela nous allons montrer qu’elle vérifie
le critere de Cauchy uniforme sur I. Soit M un réel positif vérifiant

VneN, |8 <M.

La suite (gn)nen est uniformément convergente vers 0 en décroissant. Soit € un
réel strictement positif. Considérons un entier naturel ng vérifiant

Vn>ne,Vzel, 0<gu(z)<e.
Alors,

p—1
Z (9k(2) — gk+1(2))Sk(2)

k=n

Vn >no,Vp >n,Vz €I, ||Ap(z) — An(z)ll =

p—1
<Y M(gk(x) = grt1(2)) = M(ga(2) — gp(2)) < Mga(z) < Me.

k=n
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Nous venons de montrer ‘que la suite (An),>2 vérifie le critére de Cauchy uni-
forme. L’espace vectoriel normé (F,]|.||) étant complet, on en déduit qu’elle est
uniformément convergente sur I ainsi que la suite (17 )nen. La série Y, 5o gnfn
est donc uniformément convergente sur I. &

17.6 Exercices

Exercice 17.1 On considere (an)nen une suite réelle. On définit sur R la série de

fonctions
Z a"n]]-[n,n+1[~
n>0

1. Montrer que cette série est simplement convergente sur Rt vers une fonction
que I'on déterminera.

2. A quelle condition sur la suite (an)nen, la série est-elle uniformément conver-
gente sur Rt ?

3. A quelle condition sur la suite (a, )nen, la série est-elle normalement convergente
sur Rt ?

Solution. On note (Sp)nen la suite des sommes partielles.
1. Soit z un réel positif. Alors,

Vn < E(z), Sa(z)=0, et Vn2>E(zx), Su(z)=agey):-

La suite des sommes partielles (S,(z))nen est stationnaire et convergente
Vers ap(s). La série (ano a"I["’"H[(m))neN est donc convergente vers
aE(a:)-

2. D’apres la proposition 17.2, la série converge uniformément sur Rt si et
seulement si la série des restes (R,)nen est uniformément convergente sur
R* vers 0.

400
VneN,Vz €RY, Rn(z)= > arljps((®)-
k=n+1

Soit m un entier naturel,
Vz<n+1, Ru(z)=0 et Vz>n+1, R,(z)=oage).
Donc,

VneN, sup |R,(z)|= sup |ak|.
z€eR+ k>n+1

La série converge uniformément sur R* si et seulement si la suite définie par

Vn€N, u,= sup |ak|
k>n+1

est convergente vers 0. Vérifions que (un)nen est convergente vers 0 si et
seulement si (a,)ren converge vers 0.
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(a) Supposons la suite (un)en convergente vers 0. Soit € un réel strictement
positif. Il existe un entier positif ng tel que

Uno = SUP |a’kl <e.
k>no

On obtient
Yn >ng, |an| <Le.

La suite (an)nen est convergente vers 0.

(b) Supposons réciproquement la suite (an)nen convergente vers 0. Soit €
un réel strictement positif. Il existe un entier positif ng tel que

Vn>ng, |an| <e.
Ainsi,
Vn >ng, up=suplax| <Le.
k>n

La suite (un)nen st convergente vers 0.

En conclusion, la série EnZO GnL[p ny1[ est uniformément convergente sur
R* si et seulement si la suite (an)nen st convergente vers 0.

3. Par définition, la série de fonction ano @n1l[nny1[ converge normalement
sur RY si la série

> sup. |anLinni(@)] =) lan]

n>07% n>0

est convergente.

Exercice 17.2 Montrer que la fonction

400 1
flo) = nE:; n? + sinnz

est C! sur R.

Solution. On définit la suite d’applications (f)»>2 par,

1

Vn > 2,Vz € R, fn(a:) = m

D’une part, la série numérique 3, ,(f»)(0) est convergente. D’autre part,

—ncosnx

Vn>2,VzeR, fi(z)= (n2 + sinnz)?’
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Ainsi,
n
Vn>2,VzeR, |f.(z)= (G ER

Or,

n_ 1
mZ—1)2 " n¥

La série )., f5, est normalement convergente sur R. Pour tout entier supérieur
ou égal & 2, f! est continue sur R. On en déduit que f est de classe C! sur R avec,

+o00
—nN COS NI
Ve eR f@) =3 o ey
n=

Exercice 17.3 Etudier I'ensemble de définition, la continuité et la dérivabilité de la
fonction

o
@ =2 i

Solution. On définit la suite d’applications (f,)n>1 par,

1

Pour tout entier n supérieur & 1, Papplication f, est dérivable sur R avec,

—2z
/() —
Soit a un réel strictement positif.
2a

Vz € [_a1 a‘]a If;z(z)l < F

La série ), fr est normalement convergente sur I'intervalle [—a,a]. En remar-
quant que la série Y-, f»(0) est convergente, on en déduit que l'application f
est définie et de classe C! sur tout intervalle de la forme | — a,a[ o a est un réel
strictement positif. L’application f est définie et de classe C! sur U,>0] — a,a[=R

avec,
+o00
—2z
Ve€R f0)= ) Gy
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Exercice 17.4 Montrer que la fonction

+o0
T
"= L Rl

est définie sur R et dérivable sur R*.

Solution. On définit la suite (f,)n,>1 par

X
Vn>1,Vz €R, fu(z)= VAl £ na?)’

Remarquons que
Yn>1, f,(0)=0.
Donc f est définie en 0 avec f(0)'= 0. D’autre part, pour tout réel z non nul,

T 1
fn(x) - \/’ﬁ(l + na:z) ~ xn% ’

On en déduit que la série )., fn() est convergente et que f est définie sur R.
On peut remarquer que l’application f est impaire. Pour montrer sa dérivabilité
sur R*, il suffit de montrer sa dérivabilité sur R**.

2

1—-nz
Vn>1,Vz >0, fi(z)= \/_ (1+nm2)
Donc,
1+ nax? 1 1
Soit a un réel strictement positif.
1
Vn > 1,Vz G]a’ +00[, |f (.’1:)[ T 1+ na?’

Or,
1 1 1

ﬁ.l + na? ~ n3a2’
On en déduit que la série de fonctions ), -, f,(z) est normalement convergente

sur 'intervalle ]a, +0o[ et que I'application f est dérivable sur cet intervalle. L’ap-
plication f est ainsi dérivable sur ’ouvert

Ua>o]a, +oo[= R*™™*

avec,
1—nx?

Vz €]0,4+00[, f'(z)= Z\/— T+ na?y?
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L’application f étant impaire, elle est dérivable sur R*, de fonction dérivée paire.
D’ou,
1 — nz?

VreR*, fl(z)= Z\/_ T nad)?

Cet exercice est un exercice préliminaire a I’exercice suivant 17.6.

Exercice 17.5 On considére (D, d) un espace métrique, (E,+, X,.) une algébre de
Banach de norme notée ||.||, f et g deux applications définies sur D a valeurs dans E.

1. Soit z un élément de D. Montrer que si f et g sont continues en z, alors
I'application f x g est continue en z.
On suppose dans les deux questions suivantes que D est un intervalle de R que
I'on notera I. On considére x un élément de I et on suppose f et g dérivables
en ce point.

2. Montrer que I'application f x g est dérivable en x et donner la dérivée en ce
point.
3. Soit 7 un entier strictement positif. On note f™, 'application f* = f x -+ x

n fois
Vérifier que f™ est dérivable en z et indiquer sa dérivée dans le cas ol f(z) et

f'(z) commutent.

Solution.

1. Soit € un réel strictement positif. Choisissons un réel « strictement positif
vérifiant

1f(¥) = f(2)|| < min{e, 1},

Vye D, d(z,y) <
Y€ (z,9) <a= { llg(y) — g(z)|| < min{e, 1}.

Soit y un élément de D vérifiant d(z,y) < a.
I1f () x 9(y) — f(=z) x g(z)
< If(y) x g(y) — () x g@)I| + If (=) x g(v) — f(z) x g(z)]
< llg@-Nf @) — fF@I + 1 @)-Nlg) — 9@ < (lg@)Il + 1 £ ()) €
< (IF @M+ Nlg@) +1) €

L’application f x g est ainsi continue en z.

2. Les applications f et g étant dérivables en z, elles admettent un dévelop-
pement limité en ce point.

f(z +h) = f(z) + hf'(z) + he(h),
g(z + h) = g(z) + hg'(z) + hea(h),
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ol € et £2 sont deux applications définies sur un voisinage réel de 0, & valeurs
dans E et admettant une limite nulle en 0. Ainsi,

f(z+h) x g(z+h) = [f(z) + hf'(z) + he1(R)] X [9(z) + hy'(z) + hea(h)]
= f(z) x g(z) + k[f'(z)g9(z) + f(z) X g'(z)] + hes(h)
ol €3 est définie par
es(h) = f(z) x e2(h) + hf'(z) x ¢'(z) + €1(h) % g(z + h).

Cette derniere application admet une limite nulle lorsque h tend vers O.
L’application f X g admet ainsi un développement limité d’ordre 1 en z. Elle
est donc dérivable en x avec

(f x 9)' (2) = f'(z) x g(z) + f(z) x ¢/ (2).

3. Evident, & l'aide d’une preuve par récurrence en utilisant la question pré-
cédente. Dans le cas ou f(z) et f'(z) commutent, on obtient

(f*(2)) = nf'(2) "7} (2) = nf" (@) f'(2)-

Exercice 17.6 On considere |'application exponentielle définie par

ecp: E — E
A — Z+°°A"

n=0 nl
Cette application a déja été définie dans |'exercice 15.11 page 266.

1. Montrer que I'application exponentielle est continue sur E.

2. On considere I un intervalle réel et f une application définie et de classe C!
sur I et a valeurs dans E. On suppose que les applications f et f’ commutent.
Montrer que I'application

v: I — E
t +— exp(f(t))

est dérivable sur I et indiquer sa dérivée.
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Solution.
1. On considére R un réel strictement positif et Bgr, la boule ouverte de centre
0 et de rayon R. D’aprés la premiére question de I’exercice précédent, pour
tout entier naturel n, 'application

n
nl
est continue sur E. D’autre part,
Vn € N,VA € Bp, }— < ” I” _—.
n! n! !

La série ) .5, %—? est normalement convergente sur Br. On en déduit, en
utilisant le théoréme 17.5, que ’application exponentielle est continue sur
Bp puis sur Jgo Br = E.

2. Soit [a, b] un segment inclus dans I. Montrons que la restriction de ’applica-
tion ¥ & [a, b] est dérivable sur ce segment. Pour cela, utilisons le théoréme
17.7. Pour tout entier naturel n, notons g,, I’application définie par

gn: I — E
t — 20

n!

(a) Nous savons que, pour tout réel ¢ élément de [a, b], la série

> on(t)

n>0

est convergente.

(b) Les applications f et f’ commutant, nous pouvons utiliser le résultat
de la seconde question de ’exercice précédent. Ainsi, pour tout entier
naturel n, Papplication g, est dérivable sur [a, b] avec

fOf1e _ o
(n—1) (n=1)! ~

L’application f étant de classe C?, elle est, de méme que sa dérivée f’,
bornée sur le segment [a,b]. On note

Mo = sup [[f(¢), Mi= sup [If' ()|
E[a: tE[a,b]

Vn > 1,Vt € [a,b], gL(t) =

Ainsi,
M Mn—l
Vn2>1,Vt € [a') b]a ”gn(t)” < (lfol)l

On en déduit que la série

PNAC

n>1
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est normalement convergente sur [a,b]. La restriction de 1’application
U au segment [a, b] est dérivable avec

Vte[a,b], ()= Zf'(tf" 1(t) i"w

n!

n=0

= f'(t) x exp(£(t)) = exp(f(t)) x £'(2).

On en déduit que ¥ est dérivable sur I avec

VEel, W(t)=f(t) x exp(f(t)) = exp(f(t)) x f'(t).

17.7 La fonction zeta de Riemann

Exercice 17.7 Pour tout s > 1, on pose
+o00 1
()= "
n=1

1. Montrer que ¢ est une fonction de classe C! sur |1, +oo[ et exprimer sa dérivée.

2. En effectuant une comparaison série-intégrale, montrer que

+o00
Vs> 1, <(s)—1s/1 2o 1<)

3. En déduire que lim;_, 1o ¢(s) = 1 et que ¢(s) ; ﬁ

4. Le but de cette derniere question est d'obtenir le développement asymptotique
suivant lorsque s tend vers 11 :

C(S) o1 +7+0(1)a

ol -y désigne la constante d'Euler (voir corollaire 15.8 page 245). On définit pour
cela, pour tout entier strictement positif n, |'application u,, par

up: R™ — R
: 1 n+1 g¢
s — [ %

(a) Montrer que

1

1
> < <— = .
Vs>0,Vn2>1, 0<un(s) < 5 - oy

(b) Soit A un réel strictement positif. Montrer que la série 3, -, un est uni-
formément convergente sur l'intervalle [A, +o0].
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(c) Montrer que la série 3, ; uy est continue sur R**.
(d) Vérifier que

Vs > 1, Zun(s ¢(s) — 1 —

(e) Conclure.

Solution.

1. Nous savons que la fonction { est définie sur I'intervalle |1, +oco[. On définit
la suite de fonctions (fn)n>1 par
1
Vn > 1,Vs €]1,400], fa(s) = vl
Pour tout entier m strictement positif, ’application f, est dérivable sur

11, 400 avec,
lnn

Vs €]1,+oo[, frn(s) =
Soit a un réel strictement positif.

1
Vn >1,Vs €]1 + 2a,+00[, |fi(s)| < n1n+721a

Or,

Inn 1

iraa = o rva)-
Ainsi, la série 3,5, f}, est normalement convergente sur l'intervalle]l +
2a,+00[. De plus, pour tout entier strictement positif n, I’application f;,
est continue sur cet intervalle. On en déduit que I’application ( est de classe

C! sur
11, +00[= Ua>0]1 + 2a, +o0|
avec
IR _mn
Vs €]1,400[, ¢'(s) = Z —
n=1

2. Soient s un reel strictement positif et k£ un entier strictement positif. L’ap-
plication s — -1 étant décroissante sur le segment [k, k + 1], on a

1 kg 1
—_—< — < —, 12
(k+1)° —/ ts = ks (17.12)

Pour tout réel s strictement supérieur & 1, les séries de termes general 7 et
k+1
/; + dt étant convergentes, nous avons a la limite,

k
too 10kl g 00 4
Yyl sl

k=1 k k=1
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c’est-a-dire
+o0 t

Vs> 1, C(S)—IS/I # <clo)

Un calcul évident nous donne,

/+°°dt_ 1
1ttt s—1"

3. En utilisant l'inégalité de gauche et en remarquant que pour tout réel s
strictement supérieur & 1, {(s) est la somme d’une série & termes positifs de
premier terme égal a 1, on obtient

Vs > 1, ISC(8)51+81
D’o,
Jp e =1

En utilisant 1'inégalité obtenue dans la question précédente :
Ve>1, —— <g()<—1 +1
) S6(8) S .
s—1 s—1

D’ou,
Vs>1, 1<(s—1)¢(s)<s.

On en déduit que

1+s—1

4. (a) Evident d’aprés les inégalités établies en (17.12).
(b) Montrons que la suite des sommes partielles vérifie le critére de Cauchy
uniforme sur [A4,+oo[. Soient n et p deux entiers strictement positifs
vérifiant n < p.

4 P 1 1
Vs2 A, ISp(s) = Sals)l = Y w(s)< D (F_(k_'_—l)s)

k=n+1 k=n+1
ot 1 1
(n+1)*  (p+1)* =~ (n+1)° = (n+1)4
Soit € un réel strictement positif. Soit 79 un entier vérifiant

1
- <
(no+1)4 ~

€

Alors,
Vn > ng,Vp > no,Vs € [A, 4o, |Sp(s) — Sa(s)| <e.

La suite des sommes partielles (S,)nen+ converge uniformément sur
[A,+oo[. Il en est de méme de la série ), -, Un.
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(c) Soit A un réel strictement positif. Montrons que pour tout entier stric-
tement positif, 'application u, est continue sur l'intervalle [A, +o0].
Pour tout entier n strictement positif, I’application s +— n—l, est continue
sur R.

L’application f définie par

f: [A+oo[x[n,n+1] — R
(s,1) — &

est continue sur [4, +o0o[x[n,n + 1]. De plus,

V(s,t) € [A, +oo[x[m,n +1], 0<g(s,t) < iA

Cette derniére application est continue donc intégrable sur le segment
[n,n + 1]. On en déduit, d’apres le théoreme 23.14, page 477 que l’ap-
plication F', définie par

F: [Aj4o0] — R

est continue sur [A, +ool.

Ainsi, pour tout entier strictement positif n, ’application u,, est conti-
nue sur lintervalle (A4, +oo[. La série ), ., un(s) étant uniformément
convergente sur [A,+oo[, elle est continue sur cet intervalle. On en
déduit que la série ), -, u, est continue sur

U JA, +oo[= R**.
A>0

(d) Si s est un réel strictement supérieur & 1, les séries de terme général

et f n d‘ sont convergentes respectivement vers ¢(s) et +°° ‘tif = ﬁ
Ainsi,
+o00
Vs>1, Y un(s)=((s)—
n=1
(e) Ona Y. 2] un(1) = 7. L’application > n>1Un est continue en 1. Ainsi,

+o00 +o00
D un(s) =D un(1) +0(1) =7+ o(1).
n=1 n=1
En remplacant, on obtient le développement asymptotique en 1% :

((s) = = +7+o(1)



Chapitre 18

Séries entieres

Dans ce chapitre, K représente soit le corps des nombres réels soit le corps des
nombres complexes.

18.1 Séries entiéres, rayon
et domaine de convergence

Définition : On appelle série entiére de variable réelle (resp. complexe),
toute série de fonctions de la forme

E anz"”,
neN

ol z est une variable réelle (resp. complexe) et (an) est une suite &
valeurs dans K.

Proposition-définition 18.1 Soit (an)nen une suite d¢ valeurs dans K. On
note E, l’ensemble défini par

E={r>0/(anm™)nen soit une suite bornée}. (18.13)
Cet ensemble est non vide et minoré par 0. L’élément de [0, +o0]

R=supFE

est appelé rayon de convergence de la série entiére ), .y anZ™.

Proposition 18.2 On considére ), . anT" une série enti¢re de variable
réelle ou complexe de rayon de convergence R. Soit x un élément de K.

1. Si|z| < R alors la série ), cyanT™ est absolument convergente,

2. si|z| > R alors la série ), .y anx™ est divergente.
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Preuve.

1. Soit z un élément de K vérifiant |z| < R. Il existe alors un réel r strictement
positif appartenant & E, vérifiant,

|z| < < R.
On note M un majorant de la suite (|an|r™)nen. Alors,
z|n n
VneN, |a,z™| = |a,r"| ’;I < M|§| .

La série ), .y anz™ est absolument convergente.

2. Soit z un élément de K vérifiant |z| > R. Alors le réel |z| n’appartient pas
a E. La suite (an|z|™)nen étant non bornée, la suite (a,z")nen ne peut
converger vers 0. La série ), .yanz™ est divergente.

&

Proposition 18.3 Soit ), .nanz™ une série entiére de variable réelle ou
compleze.

1. Si la suite (an)nen est bornée alors

R>1.

2. Si la suite (an)nenN ne converge pas vers 0, alors

R<1.

Preuve.
1. Le réel 1 appartient & F, ’ensemble défini en (18.13), page 303. Il est donc
inférieur ou égal & R, sa borne supérieure.
2. Lasérie ) .y anl1™ est divergente donc non absolument convergente. D’aprés
la proposition précédente, 1 > R.

&

Exercice 18.1 Donner le rayon de convergence de la série entiére ) .y a,z™ si pour
tout entier naturel n,

1. a, est la n*™e décimale du nombre e.
2. a, est le cardinal de I'ensemble des nombres premiers positifs inférieurs ou égaux
an.

3. a, =cosn.
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Solution.

1. Pour tout entier naturel n, a, est un entier compris entre 1 et 9. La suite
(an)nen est bornée. Ainsi, R > 1. D’autre part, le réel e étant non décimal,
pour tout naturel ng, il existe un entier n > ng vérifiant a,, > 1. La suite
(an)nen ne peut converger vers 0. D’oli R < 1. En conclusion R = 1.

2. La suite (an)nen n’étant pas bornée, la série ), . a, est divergente. Ainsi,
R < 1. Remarquons que
VvneN, 0<a,<n.

Donc,
vre[0,1], lim a,r™=0.
n—-+00

On en déduit que
[0,1[Cc E.
Ainsi R > 1. En conclusion R = 1.

3. La suite (cosn),en est bornée. Elle est divergente d’apres I’exercice 7.7, page
81 ou l’exercice 7.8, page 82. Nous obtenons R = 1.

&

18.2 Regles de calcul du rayon de convergence

Proposition 18.4 On considére (an)nen une suite réelle ou compleze et a un
réel strictement positif. Alors les séries entiéres

Qn
E a,z", E n%a,z" et E —z"
na

neN neN neEN*

ont le méme rayon de convergence.

Preuve. Soit (a,,)nen une suite & valeurs dans K. On considére E I’ensemble défini
en (18.13), page 303 et E’ '’ensemble défini par

E' ={r >0/(n®anr™)nen soit une suite bornée}.

On note R=supFE et R' =sup E'.
11 est évident que ’ensemble E’ est inclus dans E. Ainsi, R est un majorant de E’.
On obtient

R <R

1. SiR=0, alors R = R=0.

2. Supposons 0 < R < +o0.
Soit € un réel strictement positif et inférieur & R. Choisissons un élément r
de E vérifiant e
R-— 5 <r<R.
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La suite (an™™)nen st une suite bornée. Nous avons
€
r— 3 >R—-e>0.

La suite (n%an(r — §)™)nen vérifiant

_E\™
VneN, n%n(r— %)" = (apr™).n* <r " 2)

est convergente vers 0. Le réel (r — £) est élément de E'. Ainsi,
Ve €]0,R[, IF'€E/ r>R-e.

Le réel R est le plus petit majorant de E’. D’aprés la proposition 1.2, page
1, on obtient
R=FR.
3. R=+4o0.
Soit A un réel positif. Choisissons un élément r de E vérifiant r > A + 1.
Alors, la suite (n®ax(r — 1)")nen est convergente vers 0. L’élément (r — 1)
supérieur & A appartient & E'. On en déduit que E’ est non majoré. Ainsi,
R = 4oco0.
Pour terminer, en remarquant que
vn>0, a,=n% (a_n) ,
na
on déduit que les trois rayons de convergence sont égaux.

Proposition 18.5 (Régle de D’Alembert) On considére ), ., anx™ une série
entiére réelle ou compleze. Si -

Qn41
Qn

=)

lim
n—-+00

avec A € [0,+00], alors le rayon de convergence de la série entiére ), .y anZ"
est

1_ 1
(en convenant § = +o00 et 15

Preuve. Soit r un réel strictement positif. Alors,
Q4 1,’,.'n+1

lim
anpT™m

n—+00o

D’aprés la régle de D’Alembert (proposition 15.9, page 245), si 7 < + alors la série
ano a,r™ est absolument convergente. Si r > ;{—, la série ), 5 anr™ n’est pas
absolument convergente. On en déduit, & ’aide de la proposition 18.2, que R = %

&
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Proposition 18.6 (Régle de Cauchy) On considére ), -, a,z™ une série
entiére réelle ou compleze. Si -

lim {/|an| =

n—+00

avec A € [0, +00], alors le rayon de convergence de la série entiére ), .y anz™
est

1 1
(en convenant § = +00 et

llllll V |”n1 | A

D’apres la régle de Cauchy (proposition 15.10, page 246), si r < % alors la série
S n>0 GnT™ est absolument convergente. Si 7 > 1, la série ), anT™ n’est pas

absolument convergente. On en déduit, & I’aide de la proposition 18.2 que R = %

)

18.3 Dérivation d’une série entiére

Proposition 18.7 Une série entiére de variable réelle converge normalement
sur tout segment de la forme [—a,a] ot a est un réel strictement positif et
strictement inférieur & R, son rayon de convergence.

Preuve. On considére ) -, anz™ une série entiére de rayon de convergence R et
a un réel strictement positif et strictement inférieur & R. Soit r un réel élément de
E vérifiant a < r < R. Alors,

Vz € [-a,a],Vn €N, |anz"| < |an|a™

La série numérique de terme général (|an|a™) est convergente. En effet, notons M
un réel positif vérifiant

VneN, |apr" <M.
Alors,

VneN, lapla™ < |an|r™ (%)n <M (g)n

On en déduit que la série entiere Y >0 @nZ™ converge normalement sur le segment

[~a,aq]. &
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Théoréme 18.8 On considére la série entiére de variable réelle
+o00
flz) = Z anz"
n=0

de rayon de convergence R strictement positif. Alors f est dérivable sur l’in-
tervalle | — R, R|. De plus, on a,

+o0 +o0
Vz €]-R,R, f'(z)= Z na,z" ! = Z(n +1)ant+12™.
n=1 n=0

Cette série a pour rayon de convergence R.

Preuve. D’apres la proposition 18.4, le rayon de convergence de la série

E na,z" !

n>1

est égal & R. Considérons a un réel positif et strictement inférieur & R. Considérons,
pour tout entier n, 'application f,, définie par

fn: |-R;R[ — K
T —  apz®
Alors,

1. La série ), fn(0) est convergente.

2. La série ), frn est normalement convergente sur le segment [—a, a].

On déduit du théoréme 17.7, page 290 que la restriction de ’application f au
segment [—a;a] est dérivable et

+o00 +o00
Vo €] -a;al, f(2)=) fi(z) =) na.z" .
n=0 n=1

Donc f est dérivable sur

Uo<a<r| — a;a[=] — R; R|
avec
+oo +o00
Vz €] - R;R[, f'(z)= Znanw"‘l = Z(n + Dap412™.
n=1 n=0

D’ou le résultat. &
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Corollaire 18.9 On considére la série entiére de variable réelle
400
f(z) = Z anz"
n=0

de rayon de convergence R strictement positif. Alors f est de classe C*®° sur
lintervalle | — R, R[. On a pour tout entier strictement positif k,

+o00
Ve €]-R,R, f®@) =) n(n-1)---(n—k+1)az"™"
n=k
+o00
+k)!
-y %amzn

n=0

Ces séries ont pour rayon de convergence R.

Preuve. Il suffit d’effectuer une récurrence évidente en utilisant le théoréme
précédent. Y

Proposition 18.10 On considére une série entiére ), - anz™ et un nombre
complexe zg. On suppose que la série

E an2g

n>0

est convergente. Alors la série entiére de variable t, ), -, an2gt" converge
uniformément sur le segment [0,1] et la somme est continue sur ce segment.

Preuve. On note, R, = 37> +10x25. Pour tout réel ¢ € [0,1] et tout couple
(p,q) € N? vérifiant, 1 < p < g, nous avons :

> kep ok Gt _Zk—p(Rk 1= Re)th = 30, Reat® — 31, Rit®
Ek—p 1 Rktk+1 ZQ_p Rktk
=1PR,_1 — t9Ry + Y0 (t*+1 — t*)R;.
Soit £ un réel strictement positif. Considérons un entier strictement positif ng

vérifiant
Vn >mng, |Rn|<e.

Pour tous entiers p et g strictement supérieurs & ng vérifiant p < ¢, on a

Vvt € [0;1], bop ak2Gt*| < |tPRp 1|+ [t9R,| + YIo (R — tF) Ry .
<ete+ey i (th — k)
< 3e.
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La série ) a,23t" est uniformément de Cauchy sur le segment [0;-1] donc uni-
formément convergente sur le méme segment. Pour la continuité, il suffit d’appli-
quer le théoreme 17.5, page 290. &

Corollaire 18.11 Soient (a,) et (b,) deuz suites complezes. On pose ¢, =
Z;::o apbn_p pour tout n € N et on suppose que les séries de termes générauz
Qn, b, et c, convergent. Alors

(&) (8- ()

Preuve. Les rayons de convergence des trois séries entiéres

Zanw", an.’z" et chm"

n>0 n>0 n>0

sont supérieurs ou égaux & 1. Ainsi, pour tout réel z € [0; 1[, les séries 2 n>0 Ant™
et Zn>0 2 T™ convergent absolument. D’aprés le théoréme 15.19, page 253,

+
vz € [0;1], Zanx anw fcna:”.
n=0

n=0

D’apres la proposition précédente, les sommes de chacune des séries entiéres sont
continues sur le segment [0;1]. Donc,

+o00
vz € [0;1], Z a,z". Z bpz™ cha:".
n=0

n=0

On obtient, pour z = 1, le résultat désiré. &

Exercice 18.2 Donner I'ensemble de définition et expliciter les fonction fi pour k
compris entre 1 et 5 :

+o00 +o00 +00 n
h@ =Y A=Yt @)=Y >
n=0 n=0 n=1

+o0o n +00 o,
f4($)=§=_:2m fs(z) = Z%:Z'

Solution. En utilisant le critére de D’Alembert, on remarque que les cingq premiers
rayons de convergence sont égaux & 1, et le dernier & (400).
1. L’ensemble de définition de f; est I'intervalle |—1; 1[. La série est géométrique
de raison z.

Voel - 11, file) =
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2. L’ensemble de définition de f est l'intervalle | — 1;1[. D’aprés le théoréme
18.8, f1 est dérivable sur l'intervalle | — 1;1[ avec

400
vz e]-11, fi(z)= an”_l.
n=1

Donc,
+o00
Ve el - 11, zfi(x) =) na" = fa(x).
n=1

Ainsi,
Vz €] - L1, fa(z) = ajx?)a

3. L’ensemble de définition de f3 est l'intervalle [—1;1].

1
1-z

+o00
vz el - L1, filx)=) a"'=

n=1

f3(0) = 0 permet d’écrire

Vz €] —1;1], f3(:z:)=/0z%=—ln(1—~x).

D’apres la proposition 18.10, I'application f; est continue sur le segment
[-1;0]. Ainsi,
Ve e [-1;1, fs(z)=—-In(1-2z).

On remarque ainsi que

+
8

_l)n
n

=—In2.

3
I
-

4. L’ensemble de définition de f4 est I'intervalle [—1;1].

+00 -1 +oo 5
Ve el - L1, fie)=) —5 = == f).
n=2 n=1

Or, f4(0) = 0. Ainsi,
Ve e]l-1;1, fa(z)= /x —In(l1-t)dt=(1—2z)In(1 —z) +z.
0

D’apres la proposition 18.10, 'application f; est continue sur le segment
[-1;1]. Ainsi,

Ve e [-1;1, fa(z)=(Q1—-2z)In(1 —2)+z,

avec fy(1) =1.
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5. L’application f5 est définie sur R.

oo n—1 too n
Ve€R @)= Y gy = X o = @)

Nous avons f5(0) = 1. Ainsi,
Vz eR, fs(z)=expz.

Ce résultat est cohérent avec la définition de ’exponentielle définie dans une
algebre de Banach dans le chapitre 19.

[ )

18.4 Opérations de séries entieres

18.4.1 Somme de séries entieres

Définition : On appelle série entiere somme de deux séries entiéres
S anz™, Y bpz™, la série entiere Y (an + by )2™.

Proposition 18.12 Soient Y anz™ et ) b,2" deux séries entiéres de rayons
respectifs Ry, Ry et Rqyp le rayon de la série somme. Alors,

1. Royp 2> min{Ra, Rb},
2. Ryyp = min{R,, Ry} si R, # Ry,

Preuve.

1. Pour tout nombre complexe z vérifiant |z2| < min{R,, Ry}, la série

> (an +bn)2"

n>0
est absolument convergente. Ainsi,

Ra+b > min{Ra, Rb}.

2. Supposons R, # Rp. Alors pour tout réel 7 vérifiant min{R,, R} < 7 <
max{Rq, Ry}, la série ), o(an + bp)z" est divergente comme somme d’une
série convergente et d’une série divergente. Ainsi, Ry4p < min{R,, Rp}. On
en déduit que R,4p = min{Rq, Rp}.
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18.4.2 Produit de Cauchy de séries entiéres

Définition : On appelle produit de Cauchy des deux séries entieres
Y neNanZ™ €t ) baz™, la série entiere ) chz™ avec

n
VneN, c,= Zakbn_k.

Proposition 18.13 Soient ), -, an2" €t 3,5 bn2" deuz séries entiéres de
rayons respectifs Rq, Ry et R. le rayon de convergence de Y.<, cn2™, produit
de Cauchy des deuz séries entiéres. Alors, -

1. R, > min{R,; Ry}

2.VzeC, |z| <min{Rq, Ry} =

"Zenz = (i ane") . (Th2 baz").

Preuve. Considérons z un nombre complexe vérifiant |2| < min{R,, Rp}. Alors
les séries numériques

E an2" et E bp 2™

n>0 n>0

sont absolument convergentes. Le produit de Cauchy de ces deux séries numériques
est la série ), o Cn avec

n n
vneN, C,= Zakzkbn_kz”_k = Z(akbn_k)z" =c,2".
k=0 =

Nous obtenons le résultat désiré en appliquant le théoréme 15.19, page 253. &
18.5 Fonctions développables en série entiere

Définition : On dit qu’une fonction f est développable en série entiere,
au voisinage de 0, s’il existe un réel strictement positif @ et une suite
(an)nen vérifiant

+00
Ve €]l —a,af, f(z)= Z anz™.

n=0
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Proposition 18.14 Si une fonction f est développable en série entiére sur un
intervalle | — o, af, alors f est C* sur cet intervalle, le développement est unique

et
100 £(n)
Vol -aal, fo)=Y Lo
n=0

Preuve. Soit f une application développable en série entiere. Considérons o un
réel strictement positif et une suite (a,)nen vérifiant

+o00
V€] —a,af, f(z)= Z anz”.

n=0

D’apres le corollaire 18.9, 'application f est de classe C* sur l'intervalle | — a, of.
D’autre part, d’aprés ce méme corollaire

VEeN, f®(0) = klay.

Ainsi,
F®(0)

VEeN, arp= 2

&
Remarque 18.1 Soit g lapplication définie par g(z) = exp (—Z5) si z # 0 et
g(0) = 0. On montre que lapplication g est de classe C*® sur R et que pour
tout entier positif k, g*)(0) = 0. Or pour tout réel x non nul, g(x) est un réel

strictement positif. On en déduit que g n’est pas développable en série entiére au
voisinage de 0.

Proposition 18.15 Soit I un intervalle de R contenant un voisinage de 0.
Une fonction f définie sur I d valeurs dans K de classe C*° est développable en
série entiére sur un voisinage de 0 si et seulement si il existe un réel strictement
positif a tel que la suite de fonctions (Ry)nen définie par

Vn € N,Vz € I, Rn(-'B) — f(.’B) Z f( )(0) k
k=0

est simplement convergente vers l’application nulle sur ] — a, af.

Preuve. Supposons qu'’il existe un réel strictement positif « tel que la suite de
fonctions (R,) soit convergente vers l’application nulle sur Pintervalle | — o, a[-

.. i~ (n) .
Alors la série entiere ) %O—):L'” est convergente sur cet intervalle avec

n>000

Voel-aal, (@) =3 Loy

n=0
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L’application f est donc développable en série entiére.
Supposons réciproquement que ’application f soit développable en série entiere.

Il existe un réel strictement positif a tel que la série entiére Zn>0°° Jn—lm soit
convergente vers f sur lintervalle | — a; . La suite de fonctions (R,)nen est
convergente vers I’application nulle sur lintervalle | — a; af.

Proposition 18.16 Soit I un intervalle de R contenant un voisinage de 0. On
considére une application f définie sur I d valeurs dans K de classe C* et R,
Dapplication définie dans la proposition précédente. Alors,

Mn1(2)|e™ |

<

ot pour tout entier naturel n et tout élément x de I, M,1(z) est un majorant
de |f™+1)| sur le segment [0,z] si z est positif et [z,0] si z est négatif.

Preuve. Il suffit d’appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange théoréme 8.20 page
a Vapplication f si le réel z est positif et a I’application
g: x> f(—z) si le réel = est négatif. &

18.6 Développement en série entiere

18.6.1 D.s.e. des fonctions usuelles

Proposition 18.17 1.

o0 "
Vz € R, exp:c=§=om
2.
Foo r2n
_ _1\n
VreR, cosz= E (-1) @)l
3.

2n+1
(2 +1)!

Vz € R, sinz = Z(




1.1 =1

7. En particulier, lorsque a prend les valeurs —

12072
(a)
V:EG]—].,]_[, 1_.—2( l)n n
n=0
(v)
(c)
vz €] —1,1], ? =1+ Z( 1)n (2?2n) ):1:"
8. -
Vre]-1,1, In(l1+z)= ;(_1)n+1%
9.
Ix g2+l
Vz €] —-1,1, arctanz = g(_l)n .

Remarque 18.2 1. Le développement en série entiére de l’application arct
gente converge pour x = 1. Ainsi, en utilisant la proposition 18.10, n
obtenons,

+oo
1)
22 11 —arctanl—z

2. L’application Arctangente est de classe C*° sur R, mais n’est développc
en série entiére que sur Uintervalle | — 1;1].

Preuve.
1.
Vn € N,Vz € R, exp(") (t) = expt.
D’apreés la proposition 18.16,

exp(zt).|z[*+!

R n(T)] < )
Ve R,VneN |R,(z)| < D)
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ol zt = max(z;0). Pour tout réel z, la suite (R,())nen est convergente
vers 0. L’application exponentielle est développable en série entiére sur R
avec pour coefficients,

(n)
Vn e N, an=%'(0)=$.

Nous remarquons que ce résultat est cohérent avec la définition de I’expo-
nentielle définie dans une algébre de Banach dans le chapitre 19.

2. Nous avons

Vn € N,Vz € R, cos(")(:c) = cos (w + ng-) .

D’apres la proposition 18.16,

' n+1
(n+ 1)V

VneNVz €R, |Ru(z)| <

Pour tout réel z, la suite (R,(z)).en est convergente vers 0. L’application
cosinus est développable en série entiére sur R avec pour coefficients,

_cos(™(0) _ cos(n})

VneN, a, : :
n! n!

c’est-a-dire, pour tout entier naturel p,

—1)?

azp+1 = 0.
3. Nous avons

Yn € N,Vz € R, sin(")(a:) = sin (:1: + ng) .

D’apres la proposition 18.16, ‘
|$|n+1

R < —Q.
VzeR,VneN |R,(z)| < e+ 1)

Pour tout réel z, la suite (R,(z))nen est convergente vers 0. L’application
sinus est développable en série entiére sur R avec pour coefficients,

_ sin™(0) _ sin(n3)
T ool T nl

vneN, a,

c’est-a-dire, pour tout entier naturel p,

—1)?
A2p+1 = ép+—)1)g,
a2p = 0.
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4. Nous avons,

e*+e "

7
Il suffit d’utiliser le développement en série entiére de ’application exponen-
tielle.

VteR, chz=

. Méme remarque que précédemment avec

e — e %
2
On considére pour tout réel , 'application f, définie sur | — 1;1[ par
Ve €]l - 1;1, falz)=(1+2z)*
L’application f, est dérivable sur | — 1;1[ avec
vz €] -1;1, fo(z)=a(l+z)*

Ainsi f, est 'unique solution sur 'intervalle |—1; 1 de ’équation différentielle
et de la condition initiale suivante

y(0) =1
{ (1+2)y —ay=0 (18.14)

VzeR, shz=

Existe-t-il une série entiére solution de ce systéme ? Considérons une série
entiere de rayon de convergence supérieur ou égal & 1,

+o0
S(z) = Z anz™.
n=0

L’application S est solution du systéme si et seulement si ag =1 et

+oo +o00 +o0
Vz €] - 1;1], Z napz™ ! + Znan:v" - Z aanx™ =
n=1 n=1

n=0

c’est-a-dire,

+o00 +o0o0 +0o
Vz €] —1;1], Z(n +1)ant12™ + Znanz’" - Z aa,z" =
n=0 n=1 n=0

S est solution du systéme si et seulement si

ag = 1
_ ap = 1
= T\ Va1, an=sleslieontn
)on

V21, an = (252 g

La série entiere

1+Z (CY TL+1) "

admet, d’apres le critére de D’Alembert pour rayon de convergence 1. Elle est
donc l’umque solution du systéme différentiel (18.14) sur l'intervalle ] — 1;1[-
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z +00
. — _1\n4n
Voe - 1i1l, In(l+a)= | 1+t / §=0:( 1)rendt.
Cette série entiére est normalement convergente sur le segment [0;z] si z €

[0;1[ ou sur le segment [z;0] si z €] — 1;0[. Nous pouvons donc intervertir
somme et intégrale.

+oo T
Vze]— 11, In(l+z) =Z(—1)n/ tndt
0

n=0
+o0 zn
n _1\n+12
n=0 n=1

Utilisons les mémes arguments pour ’application suivante :

(o o]

T z + )
. — nyin
Vz €] —1;1], arctanz = /0 oF / (—=1)"t*"dt

+oo 2n+1

+oo z )
=7;(—1) /ot dt =Y (-1 g

n=0

Exercice 18.3 On considere I'application f définie sur I'intervalle | — 1; [ par

{f(0)=1,
Ve €] - L0}, f(z) =124

Montrer que I'application f est développable en série entiere sur I'intervalle | — %; %[
et donner son développement.

Solution. En utilisant le d.s.e. de l’application y — /T +y sur | — 1;1], nous
obtenons

11 IR13---(2n-3) . .
Vz €] — 4,4[, \/1_4:6_1_2$—n=2_—2.4-~-(2n) 4"z
+o00
1.3..-(2n —
=1—2m—23—7(1!n—3)2“a:"
n=2
+o0o “+o00
2n.(2n — 2)! n.(2n — 2)!

n=2 n=1
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320
Ainsi,
vz €] - %; i[, -Vi-dz= Z —2n (2n = 2!
Et,
) _ @)t .
Z < (n+1). n2®

Ve €] - 7 71M0), f()-Z(Q” 2

+o00 n

1,1 _ 2n_,.n

Nous remarquons que 1’égalité est vérifiée pour z = 0. Ainsi,

Vz €] —

18.6.2 D.s.e. des fractions rationnelles

Exercice 18.4 Soit a un complexe non nul
1. Montrer que la fonction de variable réelle f définie par
1

fa) = —

est développable en série entiére sur I'intervalle | — |al, |a
2. Soit p un entier strictement positif. Montrer que la fonction f, définie par

fo(z) = (a—_lﬁ

est développable en série entiére sur l'intervalle | — |al, |a|[ avec
n+p
vz €] — |al,lall, fo(z) = Z L ( ) z".

On pourra pour cela calculer les dérivées successives de la fonction f

400
1 n

Solution.
e =2 e

1.
=0

Vz €] — |af;|all, f(z)= % _z
a n=0

2. lapplication f est de classe C* sur lintervalle | — |al; |a|[ et & I'aide d’une

récurrence simple, on montre que pour tout entier naturel p, on a
I

Vz €] - lal;lal, f®(2)= W = plfp+1(z).
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Ainsi, pour tout entier p strictement positif

(®-1)
Vz €] —laf;lal[, fp(z) = f(pp__l%a:g

On obtient, d’aprés le corollaire 18.9,

Vz €] - laf;lall, fp(2)

- Z (Z'?pp—_l;'y (a)n+p$ fc e (Dnﬂ,ﬂ

n=0 n=0

Proposition 18.18 Toute fraction rationnelle d coefficients dans C dont 0
n’est pas un pole est développable en série entiére.

Preuve. Soit f une fraction rationnelle & coefficients dans C dont 0 n’est pas
un pole. Il suffit de décomposer f en éléments simples et d’utiliser le résultat de
I’exercice précédent.

&

Exercice 18.5 Soit a un réel strictement compris entre 0 et 7 et f la fonction définie
sur R par :

sina
1—2zcosa+ 2’

VzeR, f(z)=

1. Montrer que f est développable en série entiére sur I'intervalle | —1; 1[ et donner
son développement.

2. Calculer pour |z| < 1 et k € N* la valeur de :

™  sinasinka
2da
o 1—2zcosa+z

Solution.
1. L’application f est une fraction rationnelle ayant deux poles e et e~*.
Ces deux péles étant de module 1, f est développable en série entiere sur

Vintervalle | — 1;1[. La décomposition en éléments simples de f nous donne,

Vz €] - 1;1], f($)=2ii<e_.1 - il )

—z eC-—z

En utilisant les résultats de ’exercice 18.4, nous obtenons

+o0
vzel -1l f@) =5 (Z (eite e_i("“)"‘)) a"

n=0
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+o0
= Z sin ((n + 1)a) .2™.

n=0

2. On considére pour cette question un réel z vérifiant |z| < 1 et un entier k
strictement positif. D’aprés la question précédente,

sin a sin ka
1 -2z cosa + z2

+o00
= Z sin(n + 1)a. sin ka.z™.

n=0

Va € [0;7],
Remarquons que cette série est normalement convergente par rapport & la,
variable a sur R. En effet,

Va € R, [sin(n+ 1)a.sinka.z™| < |z|™

et lasérie ) - |z|™ est convergente. Nous pouvons utiliser le théoréme 17.6,
page 290 :

"  sinasinka "X _ n
da = Z sin(n + 1)a. sinka.z"da
0 0

1—2zcosa + z2
n=0

400 I
= Z:c" (/ sin(n + 1)a.sin ka.da)
n=0 0
+o0 n

=Zf—(/ cos(n+1—k)ada—/ cos(n+1+lc)ada).
n=0 2 0 0

Chacune de ces intégrales est nulle sauf pour n = k — 1. Ainsi,

/" sin asin ka T g1
0

1—-2zcosa + z2 *=37

18.6.3 D.s.e. a I’aide d’équations différentielles

Exercice 18.6 Soit f la fonction définie sur R par :
2 z 2
VzeR, f(z)=¢" / e " dt.
0

1. Montrer que f est solution d'une équation différentielle d'ordre 1.

2. En déduire le développement en série entiere de f. Préciser le rayon de conver-
gence.
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Solution.
1. L’application f est dérivable sur R avec

T
VzeR, f(z)=2ze" / e dt +1=2zf(z) +1.
0

~

Ainsi, f est 'unique solution sur tout intervalle | — @, o[ ou a appartient &
]0, +00] du systéme différentiel

{ z,(o-) i‘”gf ! (18.15)

2. On considére S une application développable en série entiére sur un intervalle
de la forme | — o, @[ ot a appartient & |0, +00]. Soit (an)nen 'unique suite

vérifiant
+o00
Vz €] —a,af, S(z)= Z anz".
n=0
Nous avons

+o00 +00
Vz €] —a,af, S'(z)= Znanm"‘l = Z(n + 1)an+12™.
n=1 n=0

Ainsi,
+o00 +o00
Vz €] —a,af, S'(z)-2zS(z)= Z(n +1)ant12™ — 2 Z anz™ !
n=0 n=0

+00 400
=) (n+1)anp1z" -2 an 13"
n=1

n=0

L’application S est solution du sytéme différentiel (18.15) si et seulement si

ap = Oa
a; = 1,
Vn>1, (n+1)apt1 = 2ap-1.

C’est-a-dire,

{ VpeN, ag =0,
P
Vp € Na A2p4+1 = @;:,f]"_)n

En utilisant le critére de D’Alembert pour les séries numériques, on vérifie
que pour tout réel x non nul, la série

Z 4Ppl Z2PH1
= (2p+ 1)!
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est convergente On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere
2 p>0 12—17—_&—,1: P+1 est égal & +00 et que celle-ci est 'unique solution sur R

du systeme différentiel (18.15). On en déduit que

z2 2p+1
VzeR, e / it = 2(2 +1)| )

18.7 Applications

18.7.1 Application a la combinatoire

De nombreux problémes de combinatoire peuvent se résoudre assez simplement
a ’aide des séries entiéres. En voici deux exemples.

Exercice 18.7 Soit n un entier strictement positif. On appelle dérangement du groupe
symétrique S, tout élément o de S, vérifiant

Vk e {1,2,--- ,n}, o(k)#k.

On désigne par d,, le nombre de dérangements de S,,. On pose par convention dy = 1.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n,
n
D Ckdy =n!
k=0

2. On considere la série entiere f définie par

+o00
fa) =3 Tgm

T
n=0 s
Montrer que R, le rayon de convergence de cette série entiére, est supérieur ou
égal a 1.
3. Donner le développement en série entiere de la fonction e® f(x) sur I'intervalle
] — 1;1[. En déduire que

vz e]-1,1, f(z)=

4. En déduire que

= n!zn: (=
k=0
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Solution.

1. Pour n = 0, le résultat est évident. Soit n un entier strictement positif. Pour
tout entier k compris entre 0 et n, on note I le nombre de permutations de
{1,--- ,n} ayant exactement k éléments non invariants. Pour construire une
telle permutation, il faut choisir les k£ éléments non invariants. Nous avons
Ck possibilités. Il faut ensuite construire un dérangement restreint 2 ces k
éléments. Nous avons dy, possibilités. Ainsi,

Vk€{0,---,n}, Iy =Ck.dy.

Le nombre de permutations de {1,--- ,n} étant égal & n!, nous obtenons,
n n
=3 L=3 Cha
k=0 k=0

2. Pour tout entier n strictement positif, le nombre de dérangements de S, est
inférieur au cardinal de celui-ci. Ainsi,

dn

VvneN, 0<—
n!

<1l
La suite (%})n eN étant bornée, le rayon de convergence est supérieur ou égal
al

3. Nous savons que
+oo 5

Vz e R, e””:Zx—.

n!
n=0

n . 2.2
Les séries Zn>0 Trz™ et ).,.5o Ty ont un rayon de convergence supérieur
ou égal & 1. Pour tout entier naturel n, notons c, le coefficient d’ordre n du
produit de Cauchy des deux séries entieres. Ainsi,

n dk 1 n
_ c*
Vn € N, cn—E k!'(n . 'kE ndr = 1.
k=0 =0

Ainsi, en utilisant la proposition 18.13,

+o0 +o00 1
— 1 d = n = n =
Ve e]l-1;1, €°f(z) kz:%cn:c ;o:c 1=

D’on

-

vz~ 11l f(z) =1

4. En réutilisant la proposition 18.13, nous obtenons

+°°(—) S o~ (3~ EDF a
Ve €] - L1, f(z)= Zz =2 ()=
k=0 k=0 k=0

n=0
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L’unicité du développement en série entiere, nous permet d’écrire,

dn _ o~ (=1

D’oti le résultat.

Exercice 18.8 Pour tout entier strictement positif n, on considére A,,, I'ensemble des
suites (uk)o<k<an définies sur {0,1,--,2n} a valeurs dans N vérifiant

up = Ugn =0,
VkE{O,'--,Zn—l}, |Uk—uk+1|=]_,

Le but de cet exercice est de calculer le cardinal de A, que l'on notera a,. Par
n

convention, on posera ag = 1.
On note A}, I'ensemble des éléments de A, ne s'annulant seulement qu’en 0 et 2n,

c'est-a-dire vérifiant en outre
Vke{l,---,2n—1}, up>1.

On note a; le cardinal de A} .

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On définit I'application ¥ qui, 3 tout
élément (uk)o<k<2n de A}, associe la suite (vg)o<k<an—2 définie par

Vk € {0,---,2n—2}, vp = ugyr — 1.
(a) Vérifier que ¥ est a valeurs dans A,

(b) Montrer que ¥ réalise une bijection de A} sur A,_; et que a} = ap—;1.

2. Montrer que

n—1
Vn>1, a,= Zapa(n_l_p).
p=0

E anz".

n>0

3. On considere la série entiére

Montrer que son rayon de convergence est supérieur ou égal a 41. On définit
alors, sur I'intervalle ] — %, 7], I'application f par
11 n
V.'EG]——,Z[, f(m)=zan$ .

4
n>0

4. Montrer que I'application f vérifie, sur I'intervalle | — %, X[, I'équation fonction-
nelle suivante
zyt —y+1=0.
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5. Montrer que
f(0)=1,
Vo €] - L10\{0}, f(a) =14

41

6. Donner la valeur de a,, pour tout entier n strictement positif.

Solution.

1. (a) Soit (ux)o<k<2n un élément de A} et (vk)o<k<2n—2 Son image par l’ap-
plication ¥. Cette suite est & valeurs entiéres et vérifie

VkE{O,--.,2n—2}, Vg =Ug41—12>21—-12>0.

la suite (vk)o<k<2n—2 €st & valeurs dans N.
La suite (uk)o<k<2n étant un élément de A,, nous avons nécéssairement

Uy = Ugp—1 = L.
Ainsi,

Vo = V2p—2 = 0.
Enfin,

Vke {0, ,2n—3}, |vk — Vk41| = |uk+1 — Ukt2| = 1.

La suite (vk)o<k<2n—2 €st un élément de A,_;.

(b) Soit (vk)o<k<2n—2 un élément de A,_;. Il est facile de vérifier que
'unique élément de A} ayant pour image (vk)o<k<2n—2 par ’appli-
cation ¥ est la suite (ux)o<k<2n définie par

Up = Ugp =0,
Vke{l,---,(2n—-1)}, wp=wvg_1+1.

L’application ¥ est ainsi bijective et a} = an—;.
2. Pour tout entier p compris entre 1 et n, on note T}, 'ensemble des éléments
de A, retombant en 0 pour la premiere fois en (2p), c’est-a-dire vérifiant

{ ugp =0,
Vke{l,---,(2p—-1)}, wp>1.
Le cardinal de T, est égal &
af an_p = Gp_1n_p.
Les ensembles T}, pour p variant de 1 & n réalisent une partition de A,. Ainsi

n n—1
an = E Ap—-10n—p = E ApQ(n—1-p)-
p=1 p=0
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3. Soit n un entier strictement positif. Un élément (ux)o<k<2n de A, est ca-

ractérisé par la suite (ug4+1 — Uk)o<k<2n—1. Une telle suite est & valeurs dans
{-1;1}. L’ensemble A, admet donc au plus 22" éléments. On en déduit que

vn>1, 0<a,<4"

et que le rayon de convergence de la série ) ., a,z" est supérieur ou égal
a Z

11 +o00 /n—1
Vz e]—Z;Z[, :1;)—1+Z(Zapa(n - p))

p=0

+o0 n
=1+ Z (Z apan_p) "

n=0 \p=0
+o00 n
=14z Z Z apQn_p | T".
n=0 \p=0

En utilisant la proposition 18.13 sur le produit de Cauchy pour les séries
entieres, nous avons

1 1 +o0 +o00 /+o00
Vzx G] 4 4 f2( ) = (Z an® ) . (Z an(l:n) = Z <Z apa'n—-p) x™.
n=0 n=0 \p=0
Ainsi,

[ f(z)=1+z2f*).

PN

1
Vz E]_Z;

D’ou le résultat.

. Soit z un réel non nul de valeur absolue strictement inférieure & 41. Le réel

f(z) est une solution de I’équation du second degré en y :

zy’ —y+1=0.
Ainsi,
—1—4z 1+/1—4z
T e}

Sachant que

o [ 24| — oo
11 existe un réel o €]0; [, vérifiant
|f(z)| <2,

Vz 6] - a;a[\{O}, ’1+ 1-4z >3
2z =
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On en déduit que

f0)=1
Vz €] - a;al\{0}, f(z) = 4=,

En utilisant les résultats de I’exercice 18.3, page 319, nous remarquons que ces
deux applications sont développables en série entiére sur I'intervalle ] — 1; 1|
et égales sur l'intervalle | —; af. Elles sont donc égales sur I'intervalle | — 1; 4].
Ainsi,

{ﬂm—l
vz €] - 1L 10\0}, f(z) =1k

11 ¥ cn

6. En utilisant 'unicité du développement en série entiere et le résultat de
I’exercice 18.3, nous obtenons,

n

Vn > 1, =—2n_
n =2 Qn n+1

18.7.2 Divergence des suites trigonométriques

Exercice 18.9 On considére k un entier strictement positif, des nombres complexes
a1,02,: - ,ar et des nombres réels 0;,6,,-- - , 0 tels que

0=0,<6:< - <O <2m.

Pour tout n € N, on pose
k
n = Z ape™r.
p=1

Le but de cet exercice est de montrer que la suite (c,)nen €st convergente si et
seulement si
a2="'=ak=0.
On remarque que, dans ce cas, elle est constante et égale a a;.
1. Montrer que, pour |z| < 1, la série
et
n>0
est convergente et calculer sa somme que I'on notera f(z).

2. On suppose, dans cette question, que la suite (c,)nen est convergente vers 0.
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(a) On considere un réel §. Montrer que
lim (1 —r)f(re?®) = 0.
r—1-
(b) En déduire que
Vpe{l,---k}, ap,=0.
On peut utiliser le résultat précédent en choisissant pour tout p compris

entre 1 et k, 0 = —0,.
3. Conclure.

Solution.

1. Soit p un entier compris entre 1 et k. La série de terme général (™% 2"), oy
est géométrique de raison (e*»z). Elle est donc convergente si |2| < 1, avec

1
ind,
[ pZ
Z 1 — ezepz

n=0

On en déduit que si |z| < 1, la série Y c,2™ est convergente avec
400 k a
2 " =D T
n=0 p=1

2. (a) Soit € un réel strictement positif. Choisissons un entier naturel stricte-
ment positif n, vérifiant,
Yn > ne, |en| <e.

Pour r appartenant & l'intervalle |0, 1,

ne—1 1
If('r‘e'io)ls Zcrn inf +€ZT < Zcrn inf 1
n=0 n=ne —r
et
ne—1
(1-n)f(re?) < (1-7) Z eurmeind| 4 e,
Puisque
ne—1
lim 1 —'r ngind
r—»]l'- Z CnT 0
n=0
il existe un réel ro €]0; 1[ vérifiant
ne—1
mer <t on)Samen <
n=0

Donc, 4
ro <r < 1= (1-71)|f(re)| < 2e.

On en déduit que .
lim (1 - r)(f(re™®)) =
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(b) Soit po un entier compris entre 1 et k.

k

_ —i0, \ _ _ %

Vr€]o,1, (1—7)f(re ™ r)=ay +(1—7) Zl 1 — rei®r—05) "
Lo

Ainsi, ‘
li1]111 (1 —7)f(re o) = ay,.
r—1-
On en déduit que
ap, = 0.

3. Supposons que la suite (c,)en soit convergente vers un nombre complexe .
Alors, la suite (c],)en définie par

k
VneN, c,=co—Il=(a1-1)+ Zapei"op
p=2

est convergente vers 0. D’ou,
ag=---=a=0.

et a; = l. La suite (¢, )en est donc constante et égale a [.

18.7.3 Equations différentielles et séries entieres

La résolution des équations différentielles linéaires est un probleme délicat.
Trouver les solutions d’une équation différentielle développables en série entiére
permet souvent d’éclaircir la situation.

Exercice 18.10 Trouvez les applications développables en série entiére, solutions de
I'équation différentielle :
zy" + (z-2)y —2y=0.

Solution. On considére une application y développable en série entiére sur un
intervalle | — R, R[ avec 0 < R < +o0. Il existe une unique suite réelle (ap)nen
vérifiant

+o00
Vz €] - R,R[, y(z)= Z anz™.
n=0

De plus,
+00
Vz €] - R,R[, y'(z)= Z na,z™ !
n=1

et
+o00

Vz €] - R,R[, ¥'(z)= Zn(n —1)apz™ 2

n=2
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Ainsi,
Vz €] - R,R[, =zy"(z) + (z - 2)y/(2) — 2y()

+
= Z n(n — 1)apz™™ 1y Z na,x" — Z 2na,x™ " — f 2a,2"

n=2 n=0
400 +o00 +o00 +o0
= E n(n+1)apt12™ + Z napx™ — Z 2(n+ Dap12™ — Z 2a,z".
n=1 n=1 n=0 n=0

Le développement en série entiére d’une application étant unique, y est solution
de I’équation différentielle si et seulement si

a1 +ag =0,
Vn>1, (n—2).[(n+1)ant1+a,]=0

C’est-a-dire si et seulement si,

a; +ag =0,
2a2 + a1 =0,
1
Vn > 3, An41 = —man.
si et seulement si
a; = —ao,

az =
Vn >

)

a9

2 “
-1 n

3, an = ( )| 6a3.

Le rayon de convergence d’une série entiére de terme général g—L— est égal &
+00. Ainsi les solutions de 1’équation différentielle développables en série entiére
sont les applications y vérifiant

+oo n
VzeR, y(z)=a(l-z+ "%2) — 6as (Z (-z) )

= n!
C’est-a-dire
72
Vz €R, y(z) = (a0 +6a3)(l —z+ <) — Bage™
oll ag et ag sont deux réels. La famille ((1;0), (6; —6)) formant une base de R?,

les solutions de I’équation différentielle développables en séries entieres sont les
applications de la forme

2
VeeR, y@)=a(l-z+ %—)+ﬂe"’

ol a et B sont deux réels. &



Chapitre 19

Exponentielle
dans une algebre de Banach

19.1 Définition

Dans cette section, on considere (E, +, X, .) une algébre de Banach unitaire de
norme notée ||.|| et d’unité notée I. Nous avons vu, dans ’exercice 15.11, page 266,

que pour tout élément A de E, la série
S
!
=

est convergente.

Définition : On appelle exponentielle et on note exp, 1’application
définie sur E par

exp: E — E
A +— Yo An

n=0 n!

Proposition 19.1 1. exp(0) = I.
2. Pour tout couple (A, B) d’éléments de E commutant, on a

exp(A + B) = exp(A) x exp(B).
3. Pour tout élément A de E, exp(A) est un élément inversible de E et

(exp(A4)) ™! = exp(—A).

4. Vapplication exponentielle est continue sur E.
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Preuve. Voir les exercices 15.11, page 266 et 17.6, page 297. &

Proposition 19.2 Soit f une application de classe C! définie sur un inter-
valle I d valeurs dans E. On suppose que les applications f et sa dérivée f'
commutent. Alors, lapplication U définie par

v: I — E
t +— exp(f(t))

est dérivable sur I avec,

vtel, W'(t)=f'(t) x exp(f(t)) = exp(f()) x f'(t).

Preuve. Voir ’exercice 17.6, page 297. I}

19.2 L’exponentielle réelle
(R, +, %, .) étant une algebre de Banach, on peut définir dans R, I’application

exponentielle que 1’on appellera application exponentielle réelle et que 1’on notera
exp.

19.2.1 Propriétés

Proposition 19.3 1. Vte R, exp(t) > 0.
2. L’application exponentielle réelle

(a) est dérivable sur R avec,
Vt e R, exp/(t) = exp(t).

(b) réalise une bijection strictement croissante de R sur Rt*.

(c) réalise un isomorphisme de groupes de (R,+) sur (RT*, x)

Preuve.

1. L’application exponentielle réelle étant continue sur R, exp(R) est un inter-
valle réel contenant exp(0) = 1 et ne contenant pas 0. Ainsi, exp(R) C R**.
D’ou, le résultat.

2. (a) Conséquence immédiate de la proposition 19.2

(b) La dérivée étant strictement positive, ’exponentielle réelle réalise une
bijection strictement croissante de R sur son ensemble image. Or,

400

VE>0, exp(t)=) >t
n=0 "
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Ainsi,

t_lfToo exp(t) = +oo et Jim exp(t) = =0.

lim ——
t——oo exp(—t)
L’ensemble image est donc R**.

(c) Evident d’apres la propriété précédente et la propriété 2 de la proposi-
tion 19.1.

&

Définition : On pose

+<>o1

e=exp1=2m.

n=0

Proposition 19.4
VreQ, exp(r)=c¢".

Notation : Pour tout nombre réel z, on pourra remplacer ’écriture exp(z)
par e®.

Preuve. Soit £ un nombre réel. On montre par une récurrence évidente, en utili-
sant le 3 de la proposition 19.1, que

Vn €N, exp(nz)=exp™(z).
Et,

Vn €N, exp(—nz) =exp ().

~ exp(z)

Soit 7 un nombre rationnel. Ecrivons r sous la forme g ou p et g sont deux entiers,
q étant non nul. Alors

e = exp(p) = exp(q.r) = exp?(r).
Les nombres e? et exp?(r) étant des nombres réels strictement positifs, on obtient

exp(r) = (e”)% =e.
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19.2.2 Application réciproque de I’exponentielle réelle

Définition : L’application exponentielle réelle réalise (proposition
19.3) une bijection strictement croissante de R sur R**. L’application
réciproque est appelée logarithme népérien et notée In.

Théoréme 19.5 On a les propriétés suivantes :

1.

T
Vz € R, ln:vz/ %
1

Y(z,y) € (R**)?, In(z.y) = In(z) + In(y).

Preuve.
1. L’application exponentielle réelle est dérivable sur R. L’application dérivée
ne s’annulant pas, I’application logaritme népérien est dérivable sur R** avec

11 1
exp'(lnz) ~ exp(ilnz) =z’

Vz € R*™, In'(z) =

Nous avons exp(0) = 1, donc In1 = 0. Pour conclure, il suffit d’indiquer que
Papplication z — L est continue sur R+*.

2. La fonction exponentielle est un isomorphisme de groupes de (R,+) sur
(R**, x). Donc son application réciproque, la fonction logarithme népérien,
est un isomorphisme de groupes de (R**, x) sur (R, +).

)

Définition : On définit pour tout réel ¢ strictement positif et tout réel

a, le réel t* par
t* = ealnt

Remarque 19.1 Cette définition est cohérente avec la définition d’une puissance
rationnelle.

Proposition 19.6 Pour tout réel strictement positif t fizé, ’application qui,
au réel a, associe t* est un homomorphisme de groupes de (R, +) vers (R**, x).

Preuve. Evident d’aprés la définition. L
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Proposition 19.7 Pour tout réel a strictement positif, on a

1.

lim ¢t~ %e* = 400,
t—+o0

lim t%e~t=0.

t—+o0

Preuve.
1. Nous avons,

+Ent(a)+2 ¢

+o0
tn
> - t= —-—Q _ > - >
Vi20, 1% =t ;n! 2 Ent(a) + 2)! = (Ent(a) + 2)!

D’ou le résultat.
2. 11 suffit de passer a l'inverse.

19.3 L’exponentielle complexe

(C,+, x,.), étant une algebre de Banach, on peut définir dans C P’application
exponentielle que I'on appelera application exponentielle complexe. Cette applica-
tion est un prolongement de I’exponentielle réelle. Pour tout nombre complexe z,
exp z pourra étre notée e* (voir proposition 19.4). Outre les propriétés des propo-
sitions 19.1 et 19.2, nous avons les propriétés suivantes :

Proposition 19.8
Vz € C, exp(z)=exp(z).

Preuve. On a

) 7"’ N Zn N o
exp(z) - Z n! N—>+oo Z ; NE»I-I}-loo Z F
n=0 n=0 n=0
N on R —
=vim () = (Lo ) =@

Le passage de la premiére ligne & la deuxiéme s’effectue en indiquant que I’appli-
cation qui, & un nombre complexe, associe son conjugué est continue sur C.

[Corollaire 19.9
VzeC, |expz| =exp(R(z)).
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Preuve.
Vz€C, |expz|®>=expz.expz = expz.exp(z) = exp(z + Z)

= exp (2R(2)) = exp® (R(2)).

Nous obtenons le résultat en indiquant que les nombres réels | exp z| et exp (R(z))
sont positifs.

Corollaire 19.10

VzeC, |expz|=1& z€iR.

Preuve.
lexpz| =1 < exp(R(2)) =1 R(2) =0& 2z €iR.

Proposition 19.11 L’application exponentielle complexe réalise un homeo-
morphisme de groupe surjectif de (C,+) sur (C*, x).

Preuve. D’apres la proposition 19.1, ’exponentielle complexe réalise un homo-
morphisme de (C, +) vers (C*, x). Montrons qu’il est surjectif.

Dans un premier temps, considérons z un nombre complexe n’appartenant pas &
R~. On note f et L les applications définies sur le segment [0, 1] par

f: 01 — C*
t — t+(1-1)z

L: [0,1]] — C
t f'(z
t — f(z) dz.
D’aprés la proposition 19.2, 'application exp(—L) est dérivable sur le segment
[0,1], de dérivée —L' exp(—L) = —J;T exp(—L). Ainsi, l'application fexp(—L) est
dérivable sur le segment [0, 1] avec

Ve, [Fes(-D) ()= /@) exp(~Lo) - FO 5 exp(-L) =0

L’application f.exp(—L) est constante sur le segment [0, 1]. Nous obtenons,
z = f(0).exp(—L(0)) = f(1). exp(—L(1)) = exp(—L(1)).

Ainsi, le nombre complexe z appartient & 1'image de I’application exponentielle
complexe.
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On considére désormais z un nombre réel strictement négatif. Il existe un nombre
complexe zp vérifiant
exp zg =tV —z.

Alors

exp(22p) = 4> (\/—_z)2 =—(-2)==z

Ce qui termine la preuve. &

19.4 Le nombre 7

Proposition-définition 19.12 L’ensemble des nombres complezes de module
1 est un sous-groupe du groupe multiplicatif (C*, X) que l’on notera U.

Preuve. Evident. &

Proposition 19.13 On considére ¢ Uapplication définie sur R par

p: R — U

t — expit

1. ¢ est un homomorphisme surjectif du groupe (R,+) sur le groupe (U, x),
2. ¢ est dérivable sur R, de dérivée

¢: R — U

t +— iexpit
8. Il existe un unique réel strictement positif, noté w, vérifiant

{t e R/expit = 1} = 2nZ.

4. L’application ¢ est 2r-périodique.

Preuve.
1. Evident d’apres la proposition 19.11 et le corollaire 19.10.
2. découle de la proposition 19.2.

3. (a) L’application ¢ étant un homomorphisme de groupe continu, ’ensemble
©~1({1}) est un sous-groupe fermé de (R, +).

(b) L’application ¢ étant non constante, ¢ ~!({1}) n’est pas égal & R.
On déduit de (a) et (b) que ¢~ 1({1}) est un sous-groupe de (R,+) de
la forme aZ (voir exercice 7.5, page 79).
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(c) ¢ 1({1}) n’est pas égal & {0}. En effet, 'application ¢ étant sujective,
nous pouvons considérer un nombre réel non nul ¢y vérifiant

p(to) = —1.
Nous obtenons
©(2tg) = exp(2ity) = exp?(itg) = (=1)% = 1.

Le réel non nul (2¢9) appartient donc & ¢~1({1}).
On en déduit qu’il existe un unique réel strictement positif que I’on note 7
vérifiant ¢~ 1({1}) = 27 Z.

Vt e R, expi(t+ 2m) = exp(it). exp(2im) = expit

19.5 Les fonctions cosinus et sinus

19.5.1 Définition et propriétés

Définition : On définit les applications cosinus et sinus notées respec-
tivement cos et sin par

cos: R — R ot sin: R — R
t — R(exp(it)) t — S(exp(it))

Proposition 19.14 On a

_ exp(it) + exp(—it)

VteR, cost 5 ,

exp(it) — faxp(—it) '

Vit eR, sint=
21

Preuve.
. Y .t ,—t . .
VteR, cost= exp(it) + exp(it) _ exp(it) + exp (it) _ exp(it) + exp( zt).
2 2 2
VEER, sint= exp(it) 'exp(zt) _ exp(it) exp (&) _ exp(it) fexp( i ).

21 21 21
&



19.5. LES FONCTIONS COSINUS ET SINUS 341

Proposition 19.15 Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et

VteR, cos't=—sint, sin’t=cost.

Preuve. D’aprés la proposition 19.13, application ¢ — ¢(t) = exp(it) est dérivable
sur R, avec

VteR, ¢'(t)=iexpit=i(cost+isint) = —sint+ icost.
Ainsi les applications cosinus et sinus sont dérivables sur R et leur dérivée vérifie :
Vt €R, cos't=R(iexp(it) = —sint, et sin't = J(iexp(it) = cost
)

|Proposition 19.16 Les applications cosinus et sinus sont 2w-périodiques. I

Preuve. Les applications cosinus et sinus sont respectivement les parties réelle et
imaginaire d’une application 27 périodique. D’ou le résultat. &

Corollaire 19.17 L’application cosinus est paire et l’application sinus est im-
paire.

Preuve. Evident d’apres la proposition 19.14 )

Proposition 19.18 On a,
Vz €R, cos?®z+sin’z=1.

V(z,y) € R?, cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny,

Y(z,y) € R?, sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny.

Preuve.
Vz €R, cos’z +sin’z = |expiz|? =1.

Pour le reste, les calculs sont évidents & partir de la proposition 19.14. &

Remarque 19.2 A partir de ces formules, on déduit toutes les formules trigo-
nométriques usuelles.

[Corollaire 19.19 Les applications cosinus et sinus sont développables en série
entiére sur R, avec,

o0 t2'n +o0 t2‘n+1
VteR, cost= Z(—l)"— sint = Z(—I)"——

= (2n)! = (2n+1)!




Preuve. L’application ¢ : t — exp it étant développable en série entiére sur R, les
applications cosinus et sinus le sont aussi, avec :

R4 (—ryr IR (=)™ + (=1)7)t2" +00 .
vVt € R, cost=nz=%(z__2(.n:)—)=nz=% )2(2(n ") _1;)( ) (2n)'
. il 7" — t" 1 +i(=1)" $2n+1
VieR, S‘“t=§( 2§.nl K Z o %. (2:z(+3)')
n t2n+1
_nz_% -1 2n+1)!
&

19.5.2 Etude des fonctions cosinus et sinus

L’application cosinus étant paire et 27-périodique et I’application sinus étant
impaire et 2w-périodique, on peut restreindre 1’étude de ces deux applications au
segment [0, 7]. Au préalable, établissons les deux propriétés suivantes :

Proposition 19.20
Vt €]0,7[, sint > 0.

Preuve.
sint = 0 & S (exp(it)) = 0 & exp(it) = *1
& exp(it) = 1 & exp(2it) = 1 & t € 7Z.
Ainsi,
sin0=sinTt =0
et

Vt €]0,7[, sint #0.

L’application sinus étant continue, elle garde un signe constant sur l’intervalle
10, 7[. Or,
sin’(0) = cos0 = 1.

On en déduit qu'il existe un réel a strictement positif vérifiant

Vt €]0,af, sint > 0.

Ainsi,
Vt €]0,w[, sint > 0.
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Proposition 19.21
cos0 =1, sin0 = 0,

cosgzo, sing=1,

cosm = —1, sinT = 0.

Preuve. Les applications cosinus et sinus sont respectivement les parties réelle et
imaginaire de I’applications ¢t — expit, il suffit d’établir que

1. exp0 =1,

2. expimr = —1,

3. expigy =i.
Nous avons

1. exp0 =1 d’aprés la proposition 19.1,

2.

exp?(im) = exp(2im) = 1.

Puisque 7 ¢ 27Z, nous obtenons exp(iw) = —1.

expz(ig) = exp(im) = —1.

Ainsi, exp(i]) = +i. D’aprés la proposition 19.20, nous avons < (exp(i%)) =
sin 5 > 0. D’ol, expig = 1.

&

Proposition 19.22 1. La restriction de l’application cosinus au segment
[0,7] réalise une bijection décroissante de ce segment sur le segment
[-1,1].

2. (a) La restriction de application sinus au segment [0, 3] réalise une
bijection croissante de ce segment sur le segment [0, 1].

(b) La restriction de l’application sinus au segment [%,w] réalise une
bijection décroissante de ce segment sur le segment [0, 1].

Preuve.
1. Nous avons,

Vt €]0,n[, cos'(t) = —sint <O0.

La restriction de l’application cosinus au segment [0, ] réalise ainsi une bi-
jection décroissante de ce segment sur le segment [cos T, cos0] = [-1,1].

2. Ayant cos § = 0, nous obtenons,

Vvt €]0, g[, sin't = cost > 0,

vt E]g,vr[, sin't = cost < 0.

Ainsi,
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(a) La restriction de I’application sinus au segment [0, 7] réalise une bijec-
tion croissante de ce segment sur le segment [sin0, sin ] = [0, 1]

(b) La restriction de I’application sinus au segment [g, ) réalise une bijec-
tion décroissante de ce segment sur le segment [sin,sin ] = [0,1].

&

19.6 L’exponentielle de matrice

19.6.1 Introduction

Soient n un entier strictement positif et K représentant le corps des réels ou
celui des complexes. On considére M, (K), I’ensemble des matrices carrées d’ordre
n & coefficients dans K. Nous savons que (My(K), +, X, .) muni de la norme || o,
définie par

A.
VAE My(K), [Alp, = sup IAZI
cekm\{0} |zll

est une algebre de Banach. On pourra voir le corollaire 12.10, page 171. L’expo-
nentielle d’une matrice carrée d’ordre n est ainsi définie. Elle vérifie toutes les
propriétés indiquées dans les propositions 19.1 et 19.2.

19.6.2 Calcul d’une exponentielle de matrice

Dans cette section, nous proposons quelques exercices simples permettant de
s’initier au calcul pratique de I’exponentielle de matrice.

Exercice 19.1 Soit a, b et c trois éléments de K et D la matrice suivante de M3(K) :

a 0 0
D=]101b 0
0 0 ¢
Calculer exp(D).
Solution. Nous avons,
ak
n_ pk ZZ:O B 0 . 0
VneN, Y = 0 o o
k=0 0 0 k=0 T
A la limite, nous obtenons,
n_ Dk e* 0
exp(D) = lim —=| 0 ¢
n—=+00 k!
k=0 0 0 e
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Exercice 19.2 Soit a un élément de K et T' la matrice suivante de M3(K) :

T =

o O R
O R M
R = o

Calculer exp(T).

Solution. On peut décomposer T sous la forme T = D + N ou

a 0 O 010
D= 0 a O et N = 0 01
0 0 0 0O

Les deux matrices D et N commutent, Ainsi,
exp(T) = exp(D + N) = exp(D). exp(N).

D’apres ’exercice précédent

e 0 O
exp(D) = 0 e 0
0 0 e°

et
Vk>3, NF=O.
Donc
+o00 Nk N2 1 %
N) = —=JI4+N+ — =
exp()?__%k! ++2 011
= 0 1
Ainsi,
ea eCl %
exp(T) = exp(D).exp(N)=| 0 e* e*
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Exercice 19.3 Soient n un entier strictement positif, T et P deux matrices de M, (K),
P étant inversible. Montrer que

exp(P.T.P~') = P.exp(T).P~!

Solution. On vérifie & I’aide d’une simple récurrence que
VkeN, (PT.P~Y)t=pTkp1

Donc,

vn €N, Zﬂkﬂ————P (Z k|) P,

k=0
D’une part, par définition de ’exponentielle, on a

n
. (PT.P1)F 1
nllbr-ir-loo kz—o = exp(P.T.P~%).

D’autre part, ’application ¥ définie sur M, (K) par

U: Mp(K) — My(K)
M +— P.M.P!

est linéaire. Elle est continue puisque M, (K) est un espace vectoriel de dimension
finie. En utilisant cette continuité, on obtient

= Tk -1 - Tk 1 1
 lim P ;ﬁ P1=P. lim ZH P! = P.exp(T).P7%.

D’ou le résultat. &

19.6.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Exercice 19.4 Soit n un entier strictement positif. On considére A un élément de
M, (K), to un réel et up un vecteur de K™. Dans I'espace vectoriel des applications
définies sur R et a valeurs dans K™, résoudre les équations différentielles suivantes

1.

=AY (19.16)
(On pourra effectuer le changememt de variable Y = exp(tA4).Z.)
2.
{ Y= Ay, (19.17)
Y (to) = uo.

Solution.
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1. On effectue le changement de variable
Y = exp(tA).Z.
D’aprés la proposition 8.7, page 99 et la proposition 19.2,
VtER, Y'(t) = (exp(tA)) .Z(t) + exp(tA).Z'(t)
= Aexp(tA).Z(t) + exp(tA).Z'(t).
L’application Y est solution de (19.16) si et seulement si
Aexp(tA).Z(t) + exp(tA).Z'(t) = Aexp(tA).Z(t)

& exp(tA).Z'(t) = 0.

Pour tout réel ¢, exp(tA) est une matrice inversible, ainsi Y est solution de
(19.16) si et seulement si

VteR, Z'(t)=0,

c’est-a-dire si et seulement si Z est une application constante. Les solutions
de ’équation différentielle (19.16) sont les applications de la forme

VteR, Y(t)=exp(th).u,

ol u est un vecteur de K”.
2. Une application Y est solution de (19.17) si et seulement si

VteR, Y(t)=exp(tA).u
avec
up = exp(tod).u,

c’est-a-dire
u = exp(—toA).uop.
Ainsi, ’équation différentielle (19.17) admet comme unique solution ’appli-

cation
VteR, Y(t)=exp((t—to)A).uo.






Chapitre 20

Espaces préhilbertiens

Les définitions du produit scalaire, d’un espace préhilbertien, de la norme eu-
clidienne et de la norme hermitienne ont déja été indiqués dans la section 1.4, page
7. Nous les rappelons ici dans le cadre des espaces préhilbertiens. Dans ce chapitre,
E représente un espace vectoriel sur K =R ou C.

20.1 Définition d’un espace préhilbertien

20.1.1 Définitions

Attention! Pour définir le produit scalaire, nous devons différencier les cas
K=RetK=C.

Définition : Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E, toute application

<.,.> 'ExE—>R

étant,
1. symétrique i. e. V(z,y) € E?, <y,z>=<z,y>
2. linéaire a droite ¢. e.
Y(z,y1,72) € E3,V(\,p) € R2 < z,dy1 + py2 >= A < z,y1 >
+u<z,y2 >
3. positive i. e. Vz € E, < z,z >€ Rt
4. définiei. e Vz € FE, <z,z2>=0 = z=0.

Remarque 20.1 Les propriétés 1 et 2 permettent de dire que le produit scalaire
réel est linéaire a gauche donc bilinéaire.
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Définition : Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E, toute application

<.,.> ExE—-C

étant,
1. & symétrie hermitienne i. e. V(z,y) € E?, <y,z2>=<z,y >
2. linéaire & droite 3. e.
Y(z,y1,92) € E3,V(\,p) € C2 <z, p +pye >= A < z,9; >
+u<z,y2 >
3. positive i. e. Ve € E, <z,z >€R*
4. définie i. e.Vz € E, <z,2>=0 = z=0.

Définition : Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé
espace préhilbertien.

20.2 Exemples

Voici quelques exemples d’espaces préhilbertiens en plus des exemples indiqués

a la section 1.4.2, page 8.
1. Sur l’espace vectoriel F des fonctions continues sur R et 27w-périodiques,

I’application
1 ™
(f9) - [ f@g@ad

définit un produit scalaire sur F.

Soit I = [a,b] un segment, et w une fonction continue sur [a,b] & valeurs
réelles strictement positives, alors ’application :

b
mmH/fumwwmm

définit un produit scalaire sur C([a, b], R).

. L'ensemble [?(R) des suites réelles (u,)nen vérifiant

+o00
Zuﬁ < +o0,
n=0

est un espace vectoriel sur R. L’application définie sur I2(R) x I?(R) par

400

((un)neN, ('Un)neN) — z Un Vn,
n=0

est un produit scalaire sur (2(R).

4. L’espace préhilbertien D, au menu du chapitre 21 sur les séries de Fourier.
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Preuve.
1. Voir ’exercice 12.1, page 165.

2. Il est évident que cette application est une forme bilinéaire positive. Montrons
qu’elle est définie. On considére une application f continue sur le segment
[a, b] & valeurs réelles vérifiant

/ P e)w(@)dz = 0.

L’application f?w étant continue et & valeurs réelles positives, on en déduit
qu’elle est nulle sur le segment [a, b]. La stricte positivité de ’application w
permet de conclure.

3. Voir la proposition 15.20, page 255 et sa preuve.

4. Réponse au prochain numéro. Soyez patient !

20.3 Propriétés

Les propositions suivantes ont déja été indiqués dans la section 1.4, page 7.
Nous les rappelons ici. Vous pouvez retrouver les preuves dans la section citée.

Proposition 20.1 Soit E un espace préhilbertien. L’application définie sur E
a valeurs dans R par
T — /< Z,T>,

est une norme appelée norme euclidienne. On note \/< z,z > = ||z||.

Proposition 20.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit E un espace préhilbertien. Alors

V(z,y) € E?, | <z,y>]|< |z Iyl

Proposition 20.3 Soit E un espace préhilbertien. On a,

V(z,y) € B, e +yl* +llz - yl* = 2 (l=)* + ly]*) -

Cette égalité est appelée identité du parallélogramme. Elle est caractéristique
des normes euclidiennes.

20.4 Orthogonalité

Définition : Deux vecteurs z et y appartenant & un espace préhilbertien
E sont orthogonaux si < z,y >=0.
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Définition : Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
On appelle orthogonal de A noté A%, la partie de E définie par

At ={z € E/Na€ A, < a,z >=0}.

Proposition 20.4 Pour toute partie A non vide de E, AL est un sous-espace
vectoriel de (E,+,.).

Preuve. Evident. &

Proposition 20.5 Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace préhilbertien,
ona

Fc Ft+

Preuve.
FLi={ye ENz€F, <z,y>=0}.

Soit z un élément de F'. Alors,
Yy e Ft <,y >=0.

Ainsi, z est un élément de F+ et F C FLL, &

Théoréme 20.6 (Pythagore) Dans un espace préhilbertien, si deuz vecteurs
x et y sont orthogonauz alors :

2 2 2
llz+ylI” = llzlI” + llyll"-

Attention! La réciproque est vraie seulement dans un espace préhilbertien réel.

Théoréme 20.7 (Réciproque Pythagore) Dans un espace préhilbertien
réel, si deux vecteurs x et y vérifient :

2 2 2
Iz +yll” = llzII + lwll”

alors ils sont orthogonauz.

Preuves. En utilisant les propriétés du produit scalaire sur R ou C, on obtient :

1. Si E est R-espace vectoriel,

V(z,y) € E?, o +yl* = |lzl® + Iyl +2 < z,y >
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2. Si E est C-espace vectoriel,
V(z,y) € E?, [z +yl® = llz|® + [lylI* + 2R (< 2,y >) .

D’ou les résultats.

Définition : On appelle famille orthogonale d’un espace préhilbertien
E toute famille (e;);er de vecteurs de E vérifiant

V(i,j) € I?, i#j=><eie;>=0.

Si, de plus,
Viel, |el =1,

on dit alors que cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Un petit rappel d’algebre linéaire.

Définition : On dit qu’une famille (e;);er d’un espace vectoriel (E, +,.)
est libre si, pour toute partie J non vide et finie de I et pour toute famille
de scalaires ();) e indicée par J, on a

o Aje;=0=VjieJd, X =0.
JjeJ

Proposition 20.8 Une famille (e;)icy orthogonale de vecteurs non nuls d’un
espace préhilbertien E est une famille libre.

Preuve. On considére une famille (e;);er orthogonale de vecteurs non nuls d’un
espace préhilbertien E, J une partie non vide de I et ();)jes une famille de réels
indicée par J et vérifiant

Z )\jej =0.

jeJ

Alors,

VkedJ, 0= <€k,2)\jej> = Xk [lexl?,

jeJ

avec ||ex|| # 0 ainsi Ay = 0. [ )
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Exemple : Sur l'espace vectoriel F des fonctions continues sur R et 27-
périodiques muni du produit scalaire :

(f,9)— / f(z) g () dz,

la famille (%,cos (nt),sin (pt) | (n,p) € N* x N*) est orthonormée.

20.5 Le procédé de Gram-Schmidt

Théoréme 20.9 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)

Soit E un espace préhilbertien et n un entier strictement positif. Pour
toute famille libre (z1,22,- -+ ,&pn) dans E, il existe une famille orthogonale
(e1,€2,++ ,en) dans E telle que :

Vk e {1,2,--- ,n}, Vect{er,---,ex} = Vect{z1, - ,zx}.

Preuve. On considére (21,22, - ,Z,) une famille libre de E. On construit une
famille orthogonale (e, ez, - ,e,) en procédant par récurrence.
— On choisit e; = z1. On a donc Vect{e; }=Vect{z,}.
- Soit k € {2,---n}. On considére une famille orthogonale (ey,:-- ,ex_1),
vérifiant

Vie{l,---k—1} Vect{es, - ,e;} = Vect{zy1, - ,zi}.

La famille (ey,- - - ,ex—1) engendre un sous-espace de dimension (k — 1), elle
est donc une famille libre et tous ses vecteurs sont non nuls. On recherche
un vecteur e de la forme

ex = Tk + Al,kel + o 4 Ag—1,k€k—1-
La condition d’orthogonalité
Vie{l,---,k—-1}, <e;er>=0,

est réalisée si et seulement si on choisit

< e, Tk >

Vze{l,,k—l}, )\i’k:_W
7

Le vecteur z n’appartenant pas & Vect{zi, - --zx—1}=Vect{e1, - -ex—1}, le
vecteur ey ainsi construit est non nul. La famille (e, ez - - - ex) est orthogo-
nale, ses vecteurs sont non nuls, elle est donc libre. Les vecteurs ej,- - ,€k
appartiennent & Vect{zi, - zx}. On en déduit que

Vect{ey,---ex} = Vect{z1,- - zx}.

Ce qui achéve la démonstration.
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&
Remarque 20.2 1. On obtient ainsi 'algorithme d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt
-—e1=I

— Pour k=2 dn faire

k—1

e = _Z<$k,6i>e_
BTE leal>

2. On peut parfois préférer une famille orthonormale en normant les vecteurs
e;. Il s’agit alors de ’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On
obtient
- €1 =T
- Pour k =2 an faire

i=1

G- 3 STE>,
kT fles2

i=1
€
€k = 77
llexl

3. Si (Tn)nen est une famille dénombrable de vecteurs libres de E, on peut
construire avec le méme procédé une famille orthogonale ou orthonormale

(en)nEN vérifiant

Vk € N*, Vect{er, - ,ex} = Vect{z1, - ,zx}.

Corollaire 20.10 Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou in-
finie dénombrable de E, alors il existe une base orthonormée pour F.

Proposition 20.11 Soit E un espace préhilbertien, F' est un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de E et(e1,- - ,e,) une base orthonormée de F, alors
tout vecteur x élément de F'

n
Lz=) <z,ep>e
k=1

2. (a) Si E est un R-espace vectoriel
n
lel? =" < e >2.
k=1

(b) Si E est un C-espace vectoriel

n

lzl* =D 1< @ e >

k=1
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Exercice 20.1 1. Montrer que, pour tout entier naturel k, I'intégrale

“+o00
/ thetdt
0

+o0o
Vk € N, / the=tdt = k!
0

est convergente et que

2. En déduire que I'application définie sur R[X] x R[X] par

+o0
(P,Q)—< P,Q>= /0 P(t)Q(t) e tdt,

définit un produit scalaire sur |'espace vectoriel R[X].

3. Construire une base orthonormée de R3 [X].

Solution.

1. Pour tout entier naturel k, notons Py, la propriété :
+o0 +o0
P : * lintégrale / tke~tdt est convergente et / the~tdt = k! -
0 0

Nous avons la propriété Py. Soit k un entier strictement positif. Montrons
que
Pr—1 = Pr.

L’application t — t*e~t admettant une limite en 0 et +o0o, nous pouvons
effectuer une intégration par partie :

+o00 +00 +o0
/ the~tdt = [—the™!] 7 +k / t*le~tdt = k!.
0 0

Donc
Pk_ 1= Pk .

Ce qui termine la preuve. On peut remarquer que ’on peut obtenir ce résultat
grace & la fonction I' (exercice 23.5, page 482) puisque

+oo
/ thetdt =T(k+1) = k!
0

2. D’aprés la question précédente, il est évident que pour toutes fonctions po-
lynémiales P et Q, l'intégrale

+00

(P’ Q) —<PQ >= P(t) Q (t) et
0
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est convergente. Il est d’autre part évident que ’application

400

(P,Q) - A P(t)Q(t)etdt

est bilinéaire, symétrique et positive. Montrons qu’elle est définie. Soit P un
fonction polynéme vérifiant

+o00
P2(t)e~tdt = 0.
0

L’application t — P2%(t)e~* est positive et continue sur 'intervalle [0, +oo|.
Elle estdonc nulle sur cet intervalle. On en déduit que

Vt € [0,+00[, P(t)=0.

Le polynéme P admettant une infinité de racines est ainsi le polynéme nul.
L’application (P, Q) —< P,Q > est un produit scalaire.

3. En appliquant I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on ob-
tient la base orthornormée (e, e}, €5, €5) avec
- e =1,
-ef=X-1,
- eh=31(X?-4X +2),
- €5 = 5(X3-9X% 418X —6).

20.6 Projection et symétrie orthogonale
sur un sous-espace de dimension finie

Proposition 20.12 Soient E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de
E de dimension finie. Alors,

1.
E=F@Ft

F=F+t,

Preuve.

1. On consideére (e;)1<i<n une base orthonormée de F'. Montrons que, pour tout
élément z de E, il existe un unique élément y de F' tel que (z—y) appartienne
a FL,
Soit y un élément de F. Notons (y;)i1<i<n Ses coordonnées dans la base
(€:)1<i<n- L’élément (z — y) appartient & F* si et seulement si

Vke{l---n}, <er,z—y>=0,
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si et seulement si

n
Vke{l---n}, <ekz >=Zy,— < ek, e; >= Yk

=1
si et seulement si

n
y= Z < ek, T > e. (20.18)
k=1
Il existe donc un unique élément y de F' tel que (z — y) appartienne & FL,
Ainsi,
E=FeoF".

2. Nous savons que F' C F+1 (proposition 20.5). Soit  un élément de FLL,
Cet élément s’écrit de maniére unique sous la forme z = z; + 23 ou 2
appartient & F et zo appartient & F'-. Le vecteur z appartenant 4 F1L on
a < g,z >= 0. Ainsi,

0 =< Z3,T1 + Tg >=< 2,71 > +||22||% = ||22|I%.

On en déduit que z2 = 0, que = z; et que x appartient & F. Ainsi,
F11 c F. Ce qui termine la preuve.

)

Remarque 20.3 Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace préhilbertien E,
on a F N F* = {0}, mais pas nécessairement E = F & FL si F est de dimension
infinie. On considére par exemple l’espace vectoriel C([0,1],R) muni du produit
scalaire

<fg >=/0 f(t)g(t)dt.

On note ||.||2 la norme issue de ce produit scalaire. D’aprés le théoréme de Weiers-
trass, on sait que R[X] est dense dans C([0,1],R) muni de la norme ||.||co (c’est-
d-dire || fllo = supgepo,1) 1f(2)]). En remarquant que ||.|l2 < ||.|loo, on déduit que
R[X] est dense dans C([0,1],R) muni de la norme |.||2. D’ot R[X]* = {0} et
C([0,1],R) # R[X]®R[X]t. On remarque également que R[X]*+ = C([0, 1], R) #
R[X].

Définition : Soient E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vec-
toriel de E' de dimension finie. La proposition précédente nous indique
que E=F@FL
1. On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur F' pa-
rallelement 3 F*.
2. On appelle symétrie orthogonale par rapport & F' la symétrie par
rapport & F parallélement & F+.

3. Ces deux applications sont des endomorphismes de E de norme 1

(si F # {0}1).
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Proposition 20.13 Soient E un espace préhilbertien, F un sous-espace vecto-
riel de E de dimension finie et p la projection orthogonale sur F. Si (e1,- - ,ep)
est une base orthonormée de F, alors

n
Vz e E, p(z)= Z <z e > eg.
k=1

Evident d’apres la relation (20.18).

20.7 Meilleure approximation
sur un sous espace vectoriel

Attention! On se place dans cette premiére partie de section dans le cas d’un
espace vectoriel normé non nécessairement préhilbertien.

Définition : Soient E un espace vectoriel normé, F un sous-espace vec-
toriel de E et z un élément de E. Si yp est un élément de F' vérifiant

—yoll = inf [lo - y|| = d(z, F
lz = ol = inf flz - yll = d(=, F),

on dit que yo est une meilleure approximation de z dans F'.

Remarque 20.4 Dans un espace vectoriel normé, l’existence ou l'unicité d’une
meilleure approzimation ne sont pas toujours assurées.

1. Non existence. Reprenons l’ezemple de l’espace préhilbertien C ([0,1],R) in-
diqué dans la remarque 20.8. R[X] est un sous-espace dense. Donc, pour tout
élément f de C ([0,1],R), on a d(f,R[X]) = 0. Si f n’est pas une fonction
polynéme, il n’y a donc pas de meilleure approzimation de f sur R[X].

2. Non unicité. On considére R;[X], ’espace vectoriel des fonctions polynémes
de degré au plus 1 a coefficients réels muni de la norme ||.||oo

VP €Ry[X], |Pllc= sup |P(z)l.
z€[0,1)

On considére F la droite engendrée par la fonction polynéme fi : ¢ — .
Tout élément de F est de la forme f, : £ — az ot a € R. Cherchons une
meilleure approximation de la fonction constante ! dans F. On remarque
que
Va€R, [1-falloo= sup |1- fa(z)| > |1 - fa(0)] =1
z€(0,1]

Aprés quelques calculs, on remarque également que
Va€[0,2], |I1- falloo=1.

Ceci indique que, pour tout a € [0,2], f, est une meilleure approzimation
de 1 dans F. On déduit qu’il y a, dans ce cas, une infinité de meilleures
approzimations.
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Proposition 20.14 Soient E un espace préhilbertien, F' un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de E, (e1,--- ,e,) une base orthonormée et x un
élément de E. On note p la projection orthogonale sur F. Alors p(z) est 'unique
meilleure approximation de  dans F'. Et,

n
d(z, F)? = [lz — p(@)|* = ll2]* - llp(@)II* = lz|* = Y _ < z,ex >*.
k=1

Preuve. Soit  un élément de E. En utilisant le théoréme de Pythagore, on obtient,
weF, o=yl =z - p@)I? + Iy - p(z)|
On en déduit que
VyeF, |z-yll2lz-p)

et 'on a égalité si seulement si y = p(z).
De plus,
2] = llz — p()? + llp(z)|>.
D’o,
lz — p(@)|1? = llzl1 - llp(z)|1>.
&

Exemple : Sur ’espace vectoriel F des fonctions continues sur R et 27-
périodiques muni du produit scalaire :

(o= [ 1@,

la meilleure approximation, pour la norme déduite de ce produit scalaire, d’une
fonction f élément de F dans le sous-espace vectoriel

E, = Vect{1,cost,sint,--- ,cosnt,sinnt}
est :
L[ roa
o ). f()
1 n L ™
+; Z ((/ £ (t) cos (kt) dt) coskz + ( f (t) sin (kt) dt) sin kx) .
-7 -7

k=1

20.8 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval

On considére E est un espace préhilbertien de dimension infinie et (e, )nen une
famille orthonormée de E.
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Théoréme 20.15 (Bessel) Pour tout x € E, la série de terme général
< z,en >|2 est convergente et :

400

> l<z,en > < Izl (20.19)

n=0

Preuve. La série 3, 5, [< z, €, >|2 est & termes réels positifs. D’apres la propo-
sition 20.14, page 360 la suite des sommes partielles est majorée par ||z||2. D’ot,
le résultat.

En utilisant le fait que le terme général d’une série convergente tend vers 0, on
déduit le résultat suivant.

Corollaire 20.16 (Riemann-Lebesgue) Pour tout z € E on a :

lim <z,e, >=0.

n—+o00

‘o 2 g . 2
Preuve. La série 3, |< z,e, >|" étant convergente, la suite (|< z,en >|")nen
est convergente vers 0. D’ol, le résultat.

Exemple : Dans le cas des séries de Fourier trigonométriques (exemple 20.7),
I’inégalité de Bessel s’écrit sous la forme :

(s +Z(an W) <t [ Poa,

1 [" 1 [
ap = — f(t)cosntdt et b, == / f(t) sinntdt
) T
sont les coefficients de Fourier de la fonction f. Le théoréme de Riemann-Lebesgue

nous dit que :
lim a,(f)= nll»r-lr-loobn (f)=o.

n—-+4o00

Dans la suite de cette section, on donne une caractérisation des familles ortho-
normées B qui assurent 1’égalité dans le théoréme (20.15) pour tout élément de
E.

Définition : On dit qu'une famille est totale dans un espace
préhilbertien F si le sous-espace vectoriel de F engendré par cette famille
est dense dans F.
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Proposition 20.17 Si une famille orthonormée (en)nen d’un espace
préhilbertien est totale alors, pour tout élément z de E, la suite (Dn(2))nen
est convergente vers z, c’est-a-dire

+o00
Vee E, z= nllvl-li}oopn(m) = kz;) <zer > e,

ol pn, est la projection orthogonale sur le sous-espace Vect{ep,ei1, -+ ,en}

Preuve. Soit  un élément de E et € un réel strictement positif. La famille (e,),ey
étant totale, nous pouvons considérer un entier naturel ng et (Ao, A1, ,Ap,) un
(no + 1)-uplets de scalaires vérifiant

no
T — Z A€k
k=0

Nous savons que p,(z) est la meilleure approximation de z dans le sous-espace

<e.

engendré par (eg,e1,: - ,en). Or, pour tout entier n supérieur & ng, le vecteur
(3"k2o Akex) appartient au sous-espace engendré par la famille (eg,es,:-- ,e,).
Ainsi,

Vn >ng, |z —pu(2)| < <e.

no
T — Z )\kek
k=0

La suite (pn(z))nen est ainsi convergente vers x. La derniére égalité est évidente
puisque pour tout entier naturel n, pn(z) =Y y_o < Z,€x > ek.

[ )

Proposition 20.18 (Egalité de Parseval) On considére (en)nen une famille
orthonormée et totale d’un espace préhilbertien E. Alors, pour tout élément x

de E, la série Y |< z,eq >|2 avec,
neEN

+o00
oIz en > = |lal®.
=0

Preuve. Nous savons que 1’application définie sur E, qui & tout élément z associe
|lz||? est continue sur E. 11 suffit d’utliser le résultat de la proposition précédente
sachant que

n
Vz € E,VneN, |pa(2)|? = Z <ze >2.
k=0
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20.9 Matrice de Gram, déterminant de Gram

Remarque 20.5 Soient E un espace préhilbertien, F' un sous espace de E de
dimension n et (e;)1<i<n une base non nécessairement orthonormée de F, nous
savons que la projection orthogonale sur F' d’un vecteur = que l’on note p(z) est
lunique élément de F vérifiant

Vie{l,---n}, <z-—p(z)e >=0.

Les coordonnées (A\;)i1<i<n de p(z) dans la base (e;)1<i<n sont donc lunique so-
lution du systéme linéaire

n
Vie{l,---n}, Z<ei,ej>)\j=<z,ei>.
Jj=1

Ce systéme est appelé systéme d’équations normales.
Ceci nous améne a introduire les matrices de Gram.

Définition : Soit £ un espace préhilbertien. On appelle matrice de
Gram d’une famille (z;), <,;<,, de vecteurs de E, la matrice :

<Z,r1 > <Z1,T3> < Z1,Tp >

< X2, Ty > < XT3,Tog > < T2,Tp >

G(xla"' axn) =

<ZTp,T1 > < ZTp,To> < TpyTp >
et le déterminant de cette matrice, noté g(zi,---,Z,), est appelé
déterminant de Gram de la famille (z;); <;<,, -

Théoreme 20.19 Soient E un espace préhilbertien, n est un entier naturel
strictement positif et (T;);<,<, un n-uplets de vecteurs de E. Alors,

19(G (21, ,Tn)) = 19(T1,** ,Tn).

Preuve. Soient n un entier strictement positif et (2;)1<i<n une famille de E. Pour
tout entier ¢ compris entre 1 et n, définissons X; I’élément de R™ par

Xi=(<21,2 >,< 22,3 >, , < Ty, Ti >).
Soit I une partie finie non vide de {1,2,--- ,n}. Alors, les équations en (A;)1<i<n
dans R”
Zx\,Xt =0 et Z/\i.’L‘i =0
i€l i€l

sont équivalentes. En effet,

Z,\ixi =0

i€l
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eVke{1,2,--,n}, Y A <azp,z >=0
i€l

& Vke{l,2,---,n}, <$k,Z/\ifﬂi >=0

i€l
< E Xiz; = 0.
i€l
Cette derniére équivalence vient du fait que, pour tout n-uplet (A\;)1<i<n, le vecteur
Y ic1 MiT; appartient au sous-espace engendré par les vecteurs T1,- -+ , Tk, -, zy,.
On en déduit que
I‘g(G(:El, T ,.’Dn)) = rg(a:l, te )xn) .

Proposition 20.20 Soient E un espace préhilbertien, n un entier naturel
strictement positif et (%:);<;<, un n-uplets de vecteurs de E. Alors,

g(xh'” 1zn)20-

Le systéme est libre si et seulement si

g(z1, -+ ,zn) > 0.

Preuve. Considérons n un entier naturel strictement positif et (z;)1<i<» une
famille de F.

1. Sila famille (z;)1<i<n est liée alors, d’aprés la proposition précédente le rang
de la matrice de Gram est strictement inférieur & n et son déterminant est
nul. Ainsi,

g(-’L‘1,' e axn) =0.

2. Si la famille (z;)1<i<n est libre, considérons F, le sous-espace vectoriel en-
gendrée par cette famille. La restriction du produit scalaire par rapport

a4 F x F admet pour matrice dans la base (z1,z2,- - ,2,) la matrice G.
Considérons (e, ez, - ,€n) une base orthonormée de F et P la matrice de
passage de la base (ej,ez,: - ,ep) vers la base (21,22, ,p). Si I'espace

préhilbertien est réel,
G = 'PIP ='PP

et
det G = det(*PP) = (det P)? > 0.

Si l’espace préhilbertien est complexe,
G = 'PIP = *PP

et
det G = det(*PP) = |det P|?> > 0.
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&

Les déterminants de Gram nous permettent de donner une expression de la dis-
tance d’'un élément z de F & un sous-espace vectoriel F' de dimension finie.
Précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 20.21 On considére E espace préhilbertien, n un entier stricte-
ment positif, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension n et (z1,--- ,Zp)
une base de F. Alors,

V€ B, d(a,F)= L)
9(z1,7+ ,2n)

Preuve. On considére F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, une
base de F notée (z;,- - ,Z,) et z un élément de E. On remarque que,

Vke{l,---,n}, <zk,z>=<zk,p(z) >+ < 2k, T — p(x) >=< =k, p(T) >
et
<z,z >= [lz]? = [lp()|1? + |z — p(z)|? =< p(z), p(z) > +d(z, F)>.

g(z1, Zn, )
(21 | 1) (@1 | Zn) (21 | p(a))
| (zn ) (2 | 2n) (@ | P(a))
(@) |21) - (p(z)|zn) < p(z),p(z) > +d(z,F)?

Le vecteur p(z) étant élément de F, il existe un unique n-uplets de scalaires
(A1, + ¢, An) vérifiant p(z) = Y i, Aiz;. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et
(n + 1), notons C;, la i*™¢ colonne de cette matrice de Gram. Ainsi,

Cn+1 = Z )\zcz + C’r’1,+1

=1

! 1 .
n+l =
0
d(z, F)?
En utilisant les propriétés du déterminant, nous obtenons
g(xh e ,.Tn,m) = d(zi F)zg(xla e ,mn)'

Les résultats de la proposition 20.20 permettent de conclure. )
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Exercice 20.2 On considére E = C([0, 1], R) muni du produit scalaire :

(f,9) '—’/0 f(z)g(z)dz.

Soit m un entier naturel strictement positif. Calculer
d(z",Rp-1[X]).

On pourra utiliser le déterminant de Cauchy : Soient n un entier strictement positif,
deux n-uplets de nombres réels notés (a1, - - - ,axs) et (by, - ,by) vérifiant a;+b; # 0
pour tout couple d'entiers (¢, j) compris entre 1 et n. Alors,

1 1 1
a;+b;  a1tbe a1+bn
1 1 1 i—1
artbi  aptbs attn | =2 ITios (ai — a5)(bi — bj)
: : : [Ti=i ITizi (ai + by)
-1 _1 ... _1_
an+b; an+b2 an+bn
Solution. Nous avons, G(1,z, -+ , 2" ') = (g;,j)1<i<n avec
12j5n
2 i-1 -1 bk 1
V(i,5) € {1,---,n}*, gij=<az 27" >=/0 24t = m

En utilisant le déterminant de Cauchy en prenant par exemple pour tout entier ¢
compris entre 1 et n, a; = et b; = 1 — 1, nous obtenons

1 4 1
n
1 1 1 i1, 2
g(l Ty $n_1) = 5 § 'n'_+1 — 1_-[;1=2 HZ:I (J _2)
o Do : [ [Ty G+5-1)
1 1 1
n wnt+l T 2n—1
3
n—1 |
. 7!
_ H?:z((.? - 1)1)? _ <j=0 )
- n Sj+n—1!! - n—1 *
Hj:l (1) HO (n+])|
j:

D’apres la proposition précédente,

g (1,.’13,' o ’xn—l,xn)
g(l’xa’ o ’xn—l)

d(z™,R,—1 [X]) = \/

Ainsi,

3
(G=od!)  Mae+s) oy I 0+3)

2 (0 —
A M URCES RS i+ )
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_ (nh)*

T (2a).2n+ 1)
On en déduit alors que :
(nh)?

d({L‘n,Rn_l [X]) = W

20.10 Polynoémes orthogonaux

Pour les notions de fonctions intégrables, on pourra lire le chapitre 23.

Proposition-définition 20.22 Soient I un intervalle de longueur non nulle
et w une application continue sur I a valeurs réelles strictement positives telle
que pour tout entier naturel n, la fonction t"w(t) soit intégrable sur I. Alors
Uapplication définie sur R[X] x R[X] par

(R@—KRQ>=£P@Q@MW&

est un produit scalaire sur R[X]. L’application w est appelée poids sur I.

Preuve.

1. Pour toutes fonctions polynémiales P et @, ’application PQw est combi-
naison linéaire d’applications intégrables sur l’intervalle I. Elle est donc
intégrable sur I. L’application (P,Q) —»< P,Q >= [; P(t)Q(t)w(t)dt est
ainsi définie sur R[X] x R[X].

2. Cette application est trivialement bilinéaire symétrique et positive. Montrons
qu’elle est définie. Soit P une fonction polynomiale vérifiant

/P%W@ﬁ=&
I
L’application t — PZ%(t)w(t) est positive et continue sur l'intervalle I. Elle
est donc nulle sur cet intervalle. On en déduit que
Vtel, P(t)=0.

Le polynéme P admettant une infinité de racines est ainsi le polynéme nul.
L’application (P, Q) —< P,Q > est un produit scalaire

&

Définition : On appelle polynémes orthogonaux associés au poids w sur
I, les éléments de la suite (P, )nen obtenue & partir de la base canonique
par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
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Proposition 20.23 On considére I un intervalle et w un poids sur I. La suite
de polynémes orthogonauz (Pp)nen asociée au poids w est l'unique suite de
R[X] vérifiant
1. Pour tout entier naturel n, le polynome P, est un polynéme de degré n
dont le coefficient de plus haut degré est égal d 1.

2.

Y(n,m) €N%2, n#m=< P,, Py >=0.

Preuve. Nous savons que la suite de polyndmes orthogonaux vérifie les propriétés
1 et 2. D’autre part, si une suite de polynomes (Qr)nen vérifie les propriétés 1 et
2, alors pour tout entier naturel strictement positif n, le polynéme @Q,, appartient
a

H, ND,,

ou H, est 'hyperplan de R,[X] passant par le polynome X — X™ et dirigé par
R,—1[X] et D, est la droite passant par le polynéme nul et dirigée par I’orthogonal
de R,_;[X] dans R,X]. Les deux sous-espaces H, et D, sont dirigés par deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R,[X]. Leur intersection est donc
réduite & un singleton. Ainsi, P, = Qy.

[ )

Proposition 20.24 Si (Pp)n,.y est la suite de polyndmes orthogonauz as-
sociée a un poids w définie sur un intervalle I, alors pour tout entier naturel
n, le polynéme P, admet n racines simples réelles situées dans l’intervalle I.

Preuve. On considére un intervalle I, w un poids sur I, n un entier naturel
strictement positif et P, le polynéme orthogonal correspondant. On note A =
{z1,22,- -z}, ’ensemble de ses racines de multiplicité impaires appartenant &
lintervalle I. On définit le polyndme Q,, par

k
VX ER, Qn(X)=[](X -2).
=1

On posera @, = 1 si ’ensemble A est vide. Sur I'intervalle I, le polynéme P,Qn
n’admettant que des racines de multiplicité paire, nous avons soit

Vz €I, P,(z)Qn(z) >0,

soit
Ve el, Pn(x)Qn(z) <0.

Le polynéme P, @, étant non identiquement nul, on obtient dans le premier cas,

< Pay@n >= / Po(2)Qn(z)w(z)dz > 0,
I
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dans le second cas

< Pp,Qn >= /IPn(w)Qn(a:)w(a:)dm <0,
et dans tous les cas < P,,Q, >7# 0. Le polynéme P, étant orthogonal & tous les

éléments de R,,—1[X], on en déduit que le polynéme @, est un polynéme de degré
n. On a ainsi prouvé que P, admet n racines distinctes sur I. &

20.10.1 Polynomes de Tchebychev

On se place dans le cas ou I =] — 1, 1] et w le poids défini par
w: |-1,1[ — R
t — 1
=

On sait que cette fonction est intégrable sur l'intervalle | — 1,1 et que

/1 __
—1V1-—1¢2
On a également

<L
V1-1t2

Vn € N,Vt €] — 1,

t’n
1,
e

Donc pour tout entier naturel n, % est intégrable sur | — 1,1[. Le produit
scalaire défini dans la proposition 20.22 s’écrit

1 P(t)Q(t)dt
1 Vi

Les polynémes orthogonaux correspondants s’appellent polynémes de Tchebychev
que I'on notera T;, (n € N).

(PvQ) —< PQ>=

Exercice 20.3 1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique
polyndme P,, dont on donnera le degré et le coefficient dominant vérifiant

V8 € R, P,(cosf) = cosnf.
On pourra trouver une relation de récurrence d'ordre 2 en transformant I'expres-
sion
cos(n + 1)@ + cos(n — 1)4.

2. Montrer que
To = Po,
Vn>1, T,=z=Pa.

Pour la suite de I'exercice, on considére un entier n strictement positif.

3. Expliciter les racines (ak)1<k<n de Tn.
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Calculer, pour tout entier n strictement positif, || T, ]|2.

. Montrer qu'il existe un unique n-uplet de réels (Ax)1<k<n Vérifiant

1 n
VQ € R,_1[X], /_1 % = ’;)\kQ(ak)-

On pourra utiliser la théorie de la dualité.
(a) Montrer que pour tout entier m compris entre 1 et (n — 1),

Zn: Tm(ak) =0
k=1

(b) En déduire que
Vke{l,---,n} A= %

En utilisant la division euclidienne par le polynéme T;,, montrer que

1 n
vaeRmalx), [ FUZ TS o)
“1veET k=1

Dans la suite, on considére une fonction f de classe C*™ sur [-1,1] a valeurs
réelles.
Montrer qu'il existe un unique polyndme P € Ry, _;[X] vérifiant

Vke{1,---,n} f(ax)=Plox) et f'(ox) =P ().

Dans cette question, zg est un élément fixé de [—1,1] non racine de T,. On
considére la fonction g définie sur [—1, 1] par

Vz € [—1a 1], g(z) = f(z) - P(iE) A:I:OT'r%(x)’

ol Az, est choisi tel que g(zo) = 0. Montrer que g™ s'annule au moins 1 fois
sur l'intervalle [—1, 1] et qu'il existe un réel ¢ vérifiant

_ e
o (2n)! -

10. Montrer que

11.

(EAed

Vz € [—1,1]) If(x) - P(it)l < (2 )|°°T2( )
En déduire la majoration
1 n
Z =2 - < .
LVi-8 n k;f cos =5 )| = Gyt I lleo
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Solution.
1. (a) Existence. On note (P,)nen la suite de R[X] définie par

Vz e R, Py(z)=1,
Vz eR, Pi(z) =z,
Vn>1,Vz €R, Ppti(z) =2zPy(z) — Pp-1(z).

Considérons pour tout entier naturel n, la propriété P, :
Pn: VOER, P,(cosh)=cosnd."

Nous avons les propriétés Py et P;. Soit n un entier strictement positif.
Montrons que
(Pn—l A Pn) = Pn+1.

A P’aide de formules trigonométriques, nous obtenons

Vo € R, cos(n+ 1)+ cos(n — 1) = 2cos 6 cosné.
D’ou,

V0 € R, cos(n+1)8 = 2cosfcosnf — cos(n — 1)

= 2co0s0P,(cosf) — P,_1(cosf) = P,41(cosb).
Ainsi,
(Pn—l A Pn) = Pn+1.
Nous avons donc la propriété P, pour tout entier naturel n.

(b) Unicité. Considérons (Pp)nen €t (Qn)nen deux suites de polyndmes
vérifiant les hypothéses indiquées dans cette premiére question. Alors
pour tout entier naturel n, nous avons

VO e R, P,(cosf) = Qn(cosh) = cosnd.

Ainsi,
Vz € [_ls 1]’ (P'n - Qn)(x) =0.
Le polynéme (P, — Q,) admettant une infinité de racines est le po-
lynéme nul.
(c) Le degré du polynoéme P, est 0, son coefficient dominant est 1. On vérifie
trés simplement que, pour tout entier naturel strictement positif n, le

degré du polynome P, est égal & n et que le coefficient de plus haut
degré est égal & 21,

2. Considérons n et p deux entiers naturels distincts.

1 P.(t)Py(t)
<Py, P,>= | —J =24t
P /_1 V1-—t2
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"En effectuant le changement de variable ¢ = cos 6, nous obtenons

< Py, P, >= / P, (cos 8)Py(cos0)dd = / (cosnB) x (cosph)db
0 0

= % / (cos(n + p)8 + cos(n — p)@) dd = 0.
0

On en déduit que la famille de polynémes (T7,)nen est une famille orthogonale
et que pour tout entier naturel n le polynéme T;, est un polynéme de degré n
normalisé. La suite (T7,)nen est ainsi la suite des polynémes de Tchebychev.

. D’aprés la proposition 20.24, le polynéme T, admet n racines simples ap-

partenant & l'intervalle | — 1,1[. Les deux polynémes T, et P, admettent les
mémes racines.

P,(cosf) =0« cosnf =0 & nf = —g +kr (keZ)

Nous remarquons que pour entier k compris entre 1 et n, le réel (—1 + "")
appartient & l'intervalle ]0,n[. L’application cosinus étant strictement dé-
croissante sur cet intervalle, nous obtenons les n racines simples du polynéme
T, que l'on notera oy, asz, - a, avec

n

Vke{1,2,---,n}, ok =-cos <2k2_ 17r) .

1 2
ITal? = oy [ 22 gt
22n=2 J_1V1-1¢2

En effectuant le changement de variable ¢ = cosf, nous obtenons

1 ™

1 m ™
| T = 5= 2/0 cos®(nf)do = 22"_—1‘/0 (1 + cos(2n8))dd = 5anT"

. Pour tout entier k¥ compris entre 1 et n, notons ¥y, la forme linéaire définie

sur R,,_;[X] par
Up: RoyX] — R
Q@  — Qo)
Montrons que (¥k); <<, forme une base du dual de R,_1[X]. Celui-ci étant

de dimension n, il suffit de montrer que la famille (¥x),<;<, est libre.
Considérons (ax)1<k<n un n-uplet de réels vérifiant

i ak\IIk =0
k=1



20.10. POLYNOMES ORTHOGONAUX 373

On considére pour tout entier naturel ¢ compris entre 1 et n, I’élément de
R,,—1[X] noté Q; définie par

Vz €R, Qi(z)=[](=- )
j=1
J#i

Alors, pour tout entier 2 compris entre 1 et n, nous avons

> ar¥i(Q) = a; [[(ei — o) =0.
k=1 i=1
ol

Ainsi,
. Vie{1,2---,n}, a;=0.

La famille (¥x), <;<, €st une famille libre donc une base du dual de R,,_;[X]
espace vectoriel de dimension n.
L’application I définie sur R,_;[X] par

I: R,4[X] — R
1 t
Q e \/ﬂl_':)i’fdt
est une forme linéaire sur R,_;[X]. Elle s’écrit de maniére unique comme

combinaison linéaire de la base (¥r), <<, Il existe ainsi un unique n-uplet
de réels (Ax)i<k<n vérifiant

I= i YA
k=1

D’ou, le résultat.
6. (a) Soit m un entier compris entre 1 et (n — 1).

gpm(ak) - kz:;P,,, <cos <_<2’“2‘nl)”))

Notons

k=1
ime 1 — ™7 ime 1 — (=1)™
Sm_eZn 1m1r=62" (."_")l
1—en l1—e™n

Si m est pair, alors S,, = 0. Si m est impair,
2e' T 2 i

S = - = - - - .
m 1 _ en:‘n' e~ t;r::r _ et;r::r sin (_2;)
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Quelque soit la parité de m, nous obtenons
n
> Pm(ox) = R (Sm) =0.
k=1
On en déduit que

Z Tm(ak) =0
k=1

(b)
! TO (t)Tm (t)

vm e {1,2,---,(n-1)}, I(Tm)—/ \/1_——1,‘2- it dt

=<Tp, T >=0= Z —Ton ()
kl

Pour m = 0, nous avons également

1
I(To)=/_1 \/—?u) = —Z 7 To(x).

En conclusion,

Vm€{011"” 7(n_1)}1 I(T Z Tm(ak)
La famille (Trm)o<m<(n~1) formant une base de R,_1[X], nous obtenons,
n
T
VQ € RaalX], 1(Q) = ’; ~Q(aw).

La famille (Ax)1<k<n étant unique, nous obtenons le résultat désiré.
7. Soit @ un élément de Ry, _;[X]. Effectuons la division euclidienne du po-
lynéme @ par le polynéme T, :
Q = QlTn + Ra

oil R est un élément de R,_;[X]. Le polynéme @Q; est aussi élément de
R,—1[X] puisque le degré de Q est inférieur ou égal & (2n -1).
Nous avons,

Vk € {1,2,--- ,n}, Q(ar) = Q1i(ak)Tn(ar)+ R(cx) = R(ax)

Le polynéme T;, étant orthogonal au sous-espace R,,—1[X] donc au polynéme
@1, nous obtenons,

bow Ql(t L) 5, , [ _BE)
1- t2 Vvi—12 \/_‘

_ 1 R(t) o m
=< Ql,Tn >+ i, ﬁdt = 'ﬁ ;R(ak) = ;;Q(ak)
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8.

On considére I'application linéaire ¢ définie sur Ry,,—1[X] & valeurs dans R?"
par

0: Rop_1[X] — R
P (Plar),P'(ar), -, Plam), P'(am)).

Un polynéme appartient au noyau de ¢ si et seulement si il est multiple
des polynémes (X — ax)? pour tout entier k compris entre 1 et n. Ces po-
lynémes étant premiers entre eux, un polynéme appartient au noyau de ¢ si
et seulement si, il est multiple de polynéme de degré 2n :

ﬁ(X — o).

k=1

Le seul polynéme de degré inférieur ou égal & (2n-1) vérifiant cette condition
est le polynéme nul. On en déduit que kerp = 0 et que ¢ est injective. De
plus,

dim Ry, [X] = dimR?" = 2n.

L’application ¢ est ainsi bijective. Nous obtenons le résultat désiré.

. Nous avons,

Vk e {1,---,n}, glox) =g (k) =

De plus, g(zo) = 0. Ainsi, g admet (2n + 1) zéros en comptant les ordres de
mutiplicité. D’aprés le théoréme 8.12, page 105, Papplication g(3*) s’annule
au moins une fois sur le segment [—1, 1]. Notons £ I'un de ces points. Or,

Ve e [-1,1], g®(z) = OV (z) — Ag,.(20)\.

Pour z = £, nous obtenons

_ 1)
o 2n)! -
Remarquons que -
2n
F(zo) - P(eo) = L E)12(ay).

(2n)!

10. Soit zo un réel appartenant au segment [—1,1]

11.

(a) Si zg est une racine de T', nous avons égalité.
(b) Si zg n’est pas racine de T, d’apres la remarque précédente,

(2n) (2n)
|f (o) — P(zo)| = ——'f(2n)(!€)|T,f(zo) < ”f(2 )|'|°°T2(m )-

A i (e (*5))
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1
f(t)— P(t (2n)
/ (\/)—;E )dt‘ < ”f ”°° 1 ,T/’z(t)
—1 1-t¢ (2n)! ~1V1-¢

”f(zn)”oo 2 _ ” (2"')”
= — 0 ||7
= (2 )! ” n” (2n)! X 2277.—1 '

dt




Chapitre 21

Séries de Fourier

Remarque préliminaire
Nous rappelons (proposition 13.17, page 195) que, dans le cadre d’une applica-

tion f définie et continue par morceaux sur R, 27 périodique & valeurs réelles ou
complexes, nous avons

a+2m 27
Va € R, / f(z)dz = A f(z)dz.

21.1 L’espace préhilbertien D

Proposition 21.1 On note D l’ensemble des fonctions définies sur R d valeurs
dans C, 2mw-périodiques, continues par morceauz, et vérifiant
f(z4) + f(z-)

Vo R, f(z)= DL

1. L’ensemble D muni de la loi d’addition et multiplication par un nombre
compleze est un C-espace vectoriel.

2. L’application

< .. >0 D2 — C
(o) — & [ TDat)

définit un produit scalaire sur D. On note ||.||2, la norme issue de ce
produit scalaire.

Preuve.
1. Evident.
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2. En reprenant la définition d’un produit scalaire dans un C-espace vectorie]
(voir page 8), les trois premieres assertions sont évidentes. Pour la derniére,
considérons un élément f de D vérifiant < f, f >= 0. Choisissons ag un
point de continuité de f et

a0 <01 <+ <0p=0a,+27

une subdivision adaptée & ’application f sur le segment [ao;ao + 27]. On
considére pour tout entier naturel k strictement inférieur a n, I’application
fi continue sur le segment [ag;ak+1] et coincidant avec f sur lintervalle

]ak; ak+1[-

Vke {0,---n—1}, 05/
a

Qe

*Wﬁwfa=/%ﬁﬂm%t

k ak

< [ irora=o

ag
La continuité de chaque application fi permet d’écrire

Vk € {0,---n—1},Vt € [ak; ak+1], fe(t) =0.
Ainsi,

Vk € {0,---n —1},Vt €lag; ak+1[, f(t) =0.
L’application f étant élément de D et continue en ag,

f(ao) = f((a0)+) =0,
Vee{l,---n—1}, flax)= f((ak)+)-;f((ak)—) =0.

L’application f est nulle sur l'intervalle [ag;ao + 27| et 2w-périodique. Elle
est ainsi nulle sur R.

&

21.2 Propriétés de ’espace préhilbertien D

Notations :
1. Pour tout k élément de Z, on note e, I’élément de D défini par :

Vz €R, ex(z) = ek
On appelle polyndéme trigonométrique, toute combinaison linéaire
d’éléments de (ex)kez-

2. On note P le sous-espace vectoriel de D engendré par la famille (ex)rez
c’est-a-dire P = Vect(ek)rez-

3. Pour tout entier naturel n, on note P, le sous-espace vectoriel de D
engendré par la famille (ex)—n<k<n c’est-a-dire P, = Vect(ex)-n<k<n-

4. Pour tout élément f de D, on note

2

Vk € Z) ck(f) =< ek’f >= L

—ikt
o f(t)e™**dt.
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Proposition 21.2 1. La famille (ex)kez est orthonormée.
2. (a) Pour tout entier naturel n, on a

D="P,®PL.

(b) La projection orthogonale p, sur P, vérifie

k=n

VfeD, pu(f)= Z ck(f)ek-

k=—n

VfeD,VneN, |If—pu(f)lz= Jnf 11f = glla-

4. (Inégalité de Bessel) Pour tout élément f de D, les séries 3,5, |cn( HI?
et Y51 le—n(f)|? sont convergentes avec

2 RES 2 2 1 o 2
()P + 3 (len( P +le-n(NP) < 5 [ 1500t

Remarque 21.1 Pour la derniére assertion, nous avons plus de précision avec
l’égalité de Parseval (Théoréme 21.6).

Preuve.
1.

1 27 .
VkeZ, feul? =5 /0 |t 2t = 1.

Soient p et g deux entiers distincts.

1 27 A )t 1
< €p,€q >= 5;.1: e“q_p dt==§; [

La famille (ex)rez est ainsi orthonormée.
2. Utiliser les propositions 20.12, page 357 et 20.13, page 359.
3. Utiliser la proposition 20.14, page 360
4. Utiliser I'inégalité de Bessel, théoreme20.15, page 361.

eila—p)t } m
0

i(g—p)

&

[Corollaire 21.3 Pour tout élément f de D, la suite définie pour tout entier

naturel n par
If = Pa(f)ll2

est positive et décroissante.
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Preuve. Soient f un élément de D et n un entier naturel. p,(f) appartient 3
P(n+1). Ainsi,

1f =palf)llz 2 inf IS = glla = [If = Py (D),

)

La question qu’il est alors légitime de se poser est la suivante : pour tout élément
f de D, la suite (pn(f))nen converge-t-elle vers f dans 1’espace préhilbertien D ?
Pour y répondre, voici deux propositions :

Proposition 21.4 Le sous-espace vectoriel P des polyndmes trigonométriques
est dense dans l’espace préhilbertien D.

Preuve. Notons C le sous-espace vectoriel de D constitué des applications conti-
nues sur R & valeurs dans C et 27-périodiques. Pour montrer que P est dense dans
D, il suffit d’établir d’une part que P est dense dans C et d’autre part que C est
dense dans D.
1. Soit f un élément de C. D’apres le théoreme de Féjer que nous verrons
plus loin dans ce chapitre (théoréme 21.14, page 386), la suite d’éléments de
P, (2 SvZo Pk(f))nene converge uniformément sur R vers f donc converge
egalement vers f en norme ||.||2 (proposition 16.15, page 285). Ainsi, P est
dense dans C.

2. Montrons que C est dense dans D. Soit f un élément de D. Considérons ag
un point de continuité de f puis

ag<a; <--<ap<agy1 =ag+ 2T
une subdivision adaptée & f sur le segment [ap,ao + 27]. Soit N un entier

positif vérifiant % < 2ming<i<k(@i+1 — a;). Pour tout entier n supérieur a
N, on définit f, I’élément de C tel que f, et f coincident sur les segments

suivants :
[a’O’ a; — 1]
[a; + l,a,.,.l — —[ pour tout entier ¢ compris entre 1 et (k — 1),
lak + 3, ak+1]-
et pour tout élément ¢ appartenant & {1,--- ,k},
1 1 a; + T 1
Vz €la; — ‘,,;>ai + 7—1[, fa(z) = (1—2)2 ( ;)
1
n(x— (a; — = 1
+ ( (21 n )f <a1, + _)

Il est évident que
Vz €R, |[fa(@)] < [Iflloo-



Ainsi,
1 ag+27

I fn = £1I3 = |fn(2) = £(2)|*dz

27 J oo

1 & [uts 2 ks 2
= - < —. —.
ar 2= [, V)= F@lde < 5ol

On en déduit que la suite (fn)n>n converge vers f. Ainsi C est dense dans
D.

&

Théoréme 21.5 Pour tout élément f de l’espace préhilbertien D, la suite
(Pn(f))nen est convergente dans cet espace vers f.

Preuve. Soient f un élément de D et € un réel strictement positif. Le sous-espace
P étant dense dans D, il existe un polynéme trigonométrique Q. vérifiant

If — Qellz < e

Notons n. le degré de Q.. Pour tout naturel n supérieur & n., Q est élément du
sous-espace P,. Ainsi,

Vo2 ne, |If =pa(Plla= imf [If —glla < [lf - Qell2 <e.

Ceci termine la preuve. &

21.3 Propriétés asymptotiques de la suite (c;)nez

Théoréme 21.6 (Egalité de Parseval). Soit f un élément de D. Les séries
Yon>1 len(£)|? et on>1 le—n(f)|? sont convergentes avec

2 WX 2 o _ L [T
o+ (len (N +le-n(AF) = 51 | 1Ot
n=1

Preuve. Soit f un élément de D. D’aprés le théoréme 21.6, la suite (pn(f))nen
converge vers f dans I’espace préhilbertien D. La norme ||.||2 est une application
continue dans cet espace. Ainsi,

Jm_lpa (91 = /15
C’est-a-dire

n—+00

lim i" lex(F)I? = l/%lf(t)ﬁdt
ke 27 0
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Proposition 21.7 Pour tout élément f de D, les suites (Cn)nen €t (C—n)nen
sont convergentes vers 0.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de ’égalité de Parseval. &

Proposition 21.8 Soit f une fonction définie sur R, 2mw-périodique, de classe
C! par morceauz et continue. On considére

O=ap<ay--<ap=2m
une subdivision adaptée a f sur le segment [0; 27] et g un élément de D vérifiant
Vk € {0, ,p—1},Vz €lak; arsa1l,  f'(z) = g().

Alors pour tout entier n non nul,

en(f) = T“Cn( )-

Preuve. Soit n un entier non nul. Pour tout entier k& compris entre 0 et (p — 1)
on obtient, & ’aide d’une intégration par parties

Ak 41

/ - ft)e mtdt = —— [f(t) B P 1/ g(t)e"™dt

k k

1 —ina +\ _,—ina 1 et —int
= —— (f(ap e "+ — f(af)e™™*) + — g(t)e""dt
ak

in m

— _i (f(ak+1)€_inak+l _ f(ak)e"i"“k) + l /ak+1 g(t)e—intdt'
in in Jg,

On obtient,

QK41
f(t Je~"tdt = Z / f(t)e~tdt

0

-1

1 ( (aks1)e znak_H__ f(a )e_ma“ Z/ak+1 (t)e_intdt
k+1)€ k in

k
9 _ 27 )
— _f( 7!')' f(O) + l / g(t)e—zntdt
m m Jo
1 2 int
— —in
=m g(t)e "™ dt.

D’ou le résultat.
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Corollaire 21.9 Soit f une fonction définie sur R, 2w-périodique, de classe
C! par morceauz et continue. Alors les séries Y, o cn(f) €t 3,50 c—n(f) sont
absolument convergentes. - h

Preuve. Reprenons les notations de la proposition précédente. Pour tout entier n
non nul,

enll =

n

T < 5 (5 +lenla)).

La convergence des séries 3, 5o [cn(9)1? €t 3=, 50 lc—n(9)[? (théoréme 21.6) permet
de conclure. -

Proposition 21.10 Soit p un entier strictement positif. Si f est une fonction
2m-périodique de classe CP alors

1
(in)?

cn(f(”)).

en(f) =

Preuve. La preuve s’effectue par récurrence évidente en utilisant la proposition
21.8 &

Corollaire 21.11 Soit p un entier strictement positif. Si f est une fonction
2m-périodique de classe CP alors

en(f) =o(nip).

Preuve. Il suffit d’utiliser le corollaire précédent et la proposition 21.7. )
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21.4 Noyaux de Dirichlet et de Féjer,
approximation de 'unité

21.4.1 Définitions, premieéres propriétés

Définition : On appelle noyau de Dirichlet la suite (D,)nen de po-
lynémes trigonométriques définie par

n
VneN,Vz €R, D,(z)= Z etk

k=—n

On appelle noyau de Féjer la suite (K,)nen+ de polyndmes trigo-
nométriques définie par

n—1
Vne N Vz €R, Ky(z)= % Y Di(z).
k=0

Voici les premieres propriétés de ces noyaux.

Proposition 21.12 1. Pour tout entier naturel n, les applications D,, et
K, sont paires.
2.
1 27 D d
N _— =
Vn € N, 27 Jo n(z)dz =1,
1 27
VneN, — =1.
n € N*, 27 Jo K,(z)dz =1
3. (9 4 1)
Vn e N,Vz € R\ 27Z, Dn(z) = w
sin 3
4.
sin?nZ
Vn € N*,Vz € R\ 21Z, Kpn(z) = ——=.
nsin® §

Preuve.

1. La preuve est évidente pour n = 0. Soit n un entier strictement positif.
n
VZER, Du(@)=1+3 (%% + e ike).
k=1

Ainsi D,,, somme d’applications paires est également paire. L’application Kn
est paire puisqu’elle est combinaison linéaire d’applications paires.
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1 27 27
— Do(z)dz = — dr = 1.
a7 ), o(z)dz - T
Pour tout entier £ non nul,

i_ 2w ke g — i_ etk 2w %
2w 0 27 ik ’

Pour tout entier n strictement positif,

1 " D, (z)dz = i ” dz + — Z/% ke e"’“”) dz = 1.
2m 2m
Puis,
L (" g @do= L nz_:l L /2" Di(z)dz = 1.
2w Jo ni= 2w Jo

3. Soit z un réel n’appartenant pas & 2nZ. D,(z) est somme de termes consé-
cutifs d’une suite géométrique de raison e** # 1. Ainsi,

e(2n+1)iz _ 4

n
Dn(:l)) — Z eikz — e—i'n.z e

k=—n
. e(2nzil)iz e(2n2il)iz _ e(__ 2"2i1)i1:
—_— p—iNnT
=e ° iz * iz —iz
ez ez —e 2

e )iz _ (=25 )ia _ sin(2n+ 1)2

—iz

iz
ez —e 2 sm2

4. Soit = un réel n’appartenant pas a 2n7Z.

n—1
Kn@)= - > Dilo)
k=0

nsm 2

1 n—1 ) -
Zsm(2k + 1)— = z 3 (Z P ) .
2

k=0

. . . spoe j (2k+1)z , ey
Le nombre €'®, raison de la suite géométrique (e 2 )ren étant différent

de 1,

n z —inZ
Z @kt _