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AVANT-PROPOS

L’objectif de cet ouvrage est de rendre accessibles les fondements théoriques
de la statistique & un public de niveau mathématique moyen : étudiants du
premier cycle des filieres scientifiques, éleves ingénieurs, chercheurs dans les
domaines appliqués (économie, gestion, biologie, médecine, géographie, sciences
de la vie, psychologie. .. ) et, plus généralement, tous les chercheurs désireux
d’approfondir leur compréhension des résultats utilisés dans la pratique. Pour
ces derniers un minimum de connaissance de I'arriere-plan théorique apportera
une vision plus claire et plus critique des méthodes qu’ils emploient et permettra
d’éviter bien des écueils.

Les prérequis principaux sont la maitrise de la dérivation, de I'intégration
et de bases minimales du calcul des probabilités. Sur le plan purement mathé-
matique, nous pensons que l'essentiel de I'exposé est accessible a quiconque
aurait parfaitement assimilé le programme d’un bac scientifique. Il reste cepen-
dant quelques notions qui ne sont abordées qu’en premier cycle supérieur, no-
tamment les approximations par développement de Taylor, les développements
en série entiere, les fonctions de plusieurs variables (dérivation et intégration)
et, trées marginalement, le calcul matriciel. Mais ces notions n’interviennent
le plus souvent que dans les aspects techniques de démonstration, ce qui ne
devrait pas nuire a la compréhension des concepts. Pour satisfaire la curio-
sité de mathématiciens qui voudraient, par la lecture de cet ouvrage, s’initier
sans peine a la science statistique, mention sera faite ici ou la de résultats ou
démonstrations exigeant des connaissances plus approfondies d’analyse. Ces
éléments seront consignés en petits caracteres, généralement dans des «notes»
détachées que 'on pourra ignorer totalement. Quelques exercices plus difficiles,
repérés par un astérisque, leur sont également proposés.

Notons que les premiers chapitres concernent la théorie des probabilités qui,
toutefois, est abordée non comme une fin en soi mais de fagon simplifiée dans la
perspective de ce qui est nécessaire pour la théorie statistique de I'estimation
et des tests.

Pour atteindre I'objectif fixé nous avons pris le parti de toujours privilégier
la facilité de compréhension au détriment éventuel de la pureté formelle (si
tant est qu’elle existe). Nous sommes d’avis que trop de formalisme nuit &
I’assimilation des concepts et qu’il faut s’efforcer sans cesse de s’en tenir a un
niveau compatible avec celui des connaissances du public visé. Ceci a été un
souci constant dans la rédaction. Cela ne signifie pas que nous ayons renoncé
a la rigueur du propos, c’est-a-dire a la cohérence des éléments apportés tout
au long de 'ouvrage.

Par ailleurs, nous faisons partie de ceux qui pensent que la statistique ne
releve pas uniquement de la mathématique qui n’est qu’'un instrument. Sa
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raison d’étre consiste a appréhender le monde réel & partir des observations
que l'on en fait. C’est pourquoi la discipline est rangée dans le domaine des
mathématiques appliquées, ce terme ne devant pas, a notre sens, rester un vain
mot. Fidele a cette vision nous avons tenté de commenter le plus largement
possible les concepts et résultats de fagon concrete pour montrer leur utilité
dans ’'approche du réel. Dans les chapitres débouchant immédiatement sur des
méthodes usuelles nous avons également introduit des exercices «appliqués»
pour illustrer 'intérét et la mise en oeuvre des principes théoriques. L’ouvrage
n’est donc pas uniquement un traité mathématique. Cela a motivé le choix
de son sous-titre « La théorie et ses applications» pour marquer la distinction,
meéme si son objectif premier reste 'exposé de la théorie.

L’essentiel de ’apport de cette nouvelle édition est constitué des corrigés
détaillés des exercices proposés. Cette demande m’a été faite de fagon récurrente
et il est vrai que ces corrigés doivent permettre d’améliorer nettement 1’assimi-
lation de la matiere.

Je remercie mes collegues Alain Latour et Pierre Lafaye de Micheaux pour
leur aide technique précieuse ainsi qu’Alain Catalano, Yves-Alain Gerber,
Jérome Hennet, Alexandre Junod, Julien Junod, Vincent Voirol et Mathieu
Vuilleumier pour leurs appréciations.

J’adresse des remerciements particuliers a Yadolah Dodge, directeur de cette
collection « Statistique et probabilités appliquées », sans les encouragements
duquel cet ouvrage n’aurait sans doute pas abouti.

Michel Lejeune Grenoble, juin 2010
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Chapitre 1

Variables aléatoires

1.1 Notion de variable aléatoire

La théorie des probabilités a pour objet ’étude des phénomenes aléatoires
ou du moins considérés comme tels par l'observateur. Pour cela on intro-
duit le concept d’expérience! aléatoire dont I'ensemble des résultats possibles
constitue I’ensemble fondamental, noté habituellement 2. On parle de variable
aléatoire (abréviation : v.a.) lorsque les résultats sont numériques, c’est-a-dire
que  est identique & tout ou partie de I’ensemble des nombres réels R.

On distingue habituellement :

- les wariables aléatoires discrétes pour lesquelles 'ensemble €2 des résultats
possibles est un ensemble discret de valeurs numériques =1, xs2,..., %y, ...
fini ou infini (typiquement : I’ensemble des entiers naturels) ;

- les variables aléatoires continues pour lesquelles 'ensemble € est tout R (ou
un intervalle de R ou, plus rarement, une union d’intervalles).

On peut concevoir des variables mixtes, mais nous ne traiterons pas, sauf
exception, ces cas particuliers.

Dans toute expérience aléatoire on est amené a s’intéresser a des ensembles
de résultats, donc des parties de €2, que 'on appelle événements, les résultats
formant eux-mémes des événements élémentaires. Dans le cas d’une v.a. les
événements sont des parties de R, le plus souvent des intervalles. Par exemple
on s’intéressera au fait qu'un assuré occasionne un sinistre de cotut supérieur a
1000 euros au cours d’une année.

Des lors il reste a construire un modele probabiliste pour I’ensemble fonda-
mental considéré. Ceci ne pose pas de probleme pour le cas d’une v.a. discrete.
En effet il suffit de définir les probabilités de chaque résultat z1,za,...,Zn,. ..,

1Le terme est trop restrictif pour prendre en compte la variété des phénomenes étudiés.
On trouvera une bréve discussion & ce propos au début du chapitre 5.
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a partir de quoi on peut, par les regles élémentaires des probabilités, calculer la
probabilité de tout événement (en sommant celles des résultats appartenant
Pévénement). De plus toute partie de 2 est un événement. C’est la présentation
que l'on trouve généralement dans les traités élémentaires.

Pour une v.a.continue les choses sont plus délicates. En effet un point de R
est un intervalle de longueur nulle et la probabilité associée & tout point est elle-
meéme nulle. On ne peut donc «probabiliser » R & partir de probabilités associées
a chacun de ses éléments. En fait les probabilités doivent étre attribuées aux
événements. De plus, contrairement au cas discret, ’ensemble des parties de R
est trop vaste pour constituer un ensemble d’événements tous probabilisables
et 'on doit se restreindre & certaines parties (voir plus loin la note 1.2). Cecin’a
toutefois aucune incidence sur le plan pratique tant il est vrai que les parties
de R qui sont exclues ne sont que des curiosités mathématiques. Par souci
d’homogénéité, dans le cas discret on considere la probabilisation de €2 a partir
de ’ensemble & des événements, comme dans le cas continu.

Soit, donc, ’ensemble £ des événements construit a partir de €2, on appelle
mesure de probabilité une fonction P qui a tout événement F fait correspondre
un nombre P(FE) entre 0 et 1 que 'on appellera la probabilité de ’événement E
(cette fonction doit en outre vérifier certains axiomes, voir ci-apres). Pour une
variable aléatoire on parlera plutot de la loi de la variable aléatoire ou encore,
de sa distribution, par emprunt a la statistique descriptive.

Par commodité on désigne une variable aléatoire par une lettre majuscule
symbolique et on écrit simplement un événement sous la forme usuelle des
notations mathématiques. Ainsi, si X désigne la variable aléatoire «durée de vie
en années d’un aspirateur donné», (X < 3) dénotera ’événement «l’aspirateur
a une durée de vie inférieure a 3 ans». La probabilité associée a cet événement
pourra s’écrire P(X < 3). Cette commodité pourra parfois préter a confusion
et il sera toujours utile de garder a lesprit son caractére conventionnel. Ainsi
dans notre exemple P(X < 3) n’est rien d’autre que la mesure de probabilité
associée a l'intervalle | — oo, 3], soit P(]—o00,3[) . Dans sa forme la plus générale
un événement pourra s’écrire (X € A) ot A est une partie de R.

Rappelons succinctement les principales propriétés d’une mesure de proba-
bilité.

1. P(E) € [0,1] pour tout événement E et P(£) =1

2. P(E)=1- P(E), E étant le complémentaire de E

3. P(E1UEy) = P(Ey)+ P(E2), pour tous événements E; et Es incom-
patibles (i.e. parties disjointes de Q : F1 N FEy = 0)

4. P(Ey U Es) = P(E1) + P(E;) — P(E1 N E3) dans le cas général

5. E1 C Ey (E; inclus dans Ey) = P(E©) < P(E»)
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6. La probabilité conditionnelle de Fy sachant Es (pour autant que l'on ait
P(FE3) #0) est :

P(El N Ez)
P(E)

7. Les événements F1 et FE5 de probabilités non nulles sont indépendants
si et seulement si :

P(E1|Es) =

P(E, N Ey) = P(E1)P(Es)
ou, de fagon équivalente quand P(E3) # 0, P(F1|E2) = P(E4).

La propriété 1 et la propriété 3 généralisée a une suite E1, Fo, ..., FE,,...
d’événements deux a deux incompatibles constituent les axiomes de la théo-
rie des probabilités. La propriété 7 s’étend a une suite d’événements de la
fagon suivante : on dit que les événements F1, Ea, ..., E,,... sont (mutuelle-
ment) indépendants si, pour tout sous-ensemble de ces événements, la proba-
bilité de leur intersection est égale au produit de leurs probabilités (donc la
relation doit étre vérifiée pour les événements pris deux a deux, trois a trois,
etc.).

Note 1.1 Plus formellement et pour étre plus général, on définit une v.a. en
partant d’une expérience aléatoire dont ’ensemble fondamental peut étre de
nature quelconque. C’est pour cet ensemble fondamental qu’est définie la
mesure de probabilité pour former un espace probabilisé. Une v.a. devient alors
une fonction de ) dans R, qui affecte donc & chaque résultat possible une
valeur numérique. Par exemple, si l'expérience aléatoire consiste a tirer au
hasard un individu dans une population, I’ensemble des résultats possibles € est
I’ensemble des individus de la population. A partir de 1a on peut observer ’age
de I'individu. Définissant ainsi la v.a. X «age d’un individu tiré au hasard dans
la population» on obtient la probabilité, disons, de I’événement (18 < X < 20)
en calculant sur 2 la probabilité de tirer un individu dont I’dge est compris
dans cet intervalle. Plus généralement a tout événement £ C R sur X on
attribue la probabilité de 1'événement X H(E) = {w € Q | X(w) € E} de
Pespace probabilisé initial (cet événement correspond a 'ensemble des résultats
possibles w dans 2 qui conduisent par la fonction X & une valeur appartenant &
E). Pour des fonctions X extrémement singuliéres il se pourrait que X ~1(E) ne
soit pas un événement probabilisable. On ne consideérera donc que des fonctions
mesurables, c’est-a-dire telles qu’une probabilité puisse étre affectée a tout F.
En pratique toutes les fonctions utilisées sont mesurables et nous ignorerons ce
probleme dans cet ouvrage.

Ce formalisme n’a d’intérét que s’il pré-existe, en amont du phénomene
numérique observé, des événements de probabilités connues ou facilement cal-
culables. C’est ainsi dans notre exemple : tous les individus ont la méme pro-
babilité d’étre tirés, égale & 1/N ot N est le nombre total d’individus. Alors la
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probabilité d’un événement E pour X est 1/N fois le nombre d’individus dont
I’dge est dans F, donc la proportion d’individus dont ’dge est dans E .

Illustrons encore cela par un autre exemple fondé sur le jeu de cartes du
bridge. Un joueur donné recoit 13 cartes parmi les 52 cartes au total. Les cartes
étant distribuées au hasard toutes les (‘;’g) combinaisons de 13 cartes sont a
priori équiprobables. Pour évaluer son «jeu» un joueur utilise le systeme de
points classique suivant : un as vaut 4 points, un roi 3, une dame 2 et un valet
1. Ainsi on définit une v.a. X «nombre de points dans son jeu». Pour calculer
P(X = 1), par exemple, il suffit (moyennant une bonne maitrise de ’analyse
combinatoire!) de dénombrer les combinaisons de 13 cartes ayant un seul valet
et ni as ni roi ni dame (il y en a un nombre (411) (?g)) La probabilité est alors
égale au nombre de ces jeux divisé par le nombre total de combinaisons. On voit
comment, dans un tel cas, pour trouver la loi de X il est nécessaire de remonter
a I’expérience initiale du tirage au hasard de 13 cartes a laquelle s’applique de

fagon réaliste le modele d’équiprobabilité.

1.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est I'instrument de référence pour définir de fagon
unifiée la loi de probabilité d’'une variable aléatoire qu’elle soit discrete ou
continue. Si cette fonction est connue, il est possible de calculer la probabilité
de tout intervalle et donc, en pratique, de tout événement. C’est pourquoi c’est
elle qui est donnée dans les tables des lois de probabilité.

Définition 1.1 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répar-
tition de X, que l'on note Fx, la fonction définie sur R par :

Fx(z) = P(X < x).

La valeur prise par la fonction de répartition au point x est donc la proba-
bilité de I’événement | — 0o, z]. En anglais on l’appelle «cumulative distribution
function» par analogie avec la notion de fréquence cumulée en statistique des-
criptive.

Note 1.2 La fonction de répartition est définie pour tout x € R. La question
se pose de savoir si la connaissance de Fx, donc des probabilités de tous les
événements de la forme | — oo, x], suffit pour déterminer la probabilité d’un
événement quelconque.

Pour une v.a. discrete, il est clair que par soustraction on peut déterminer
la probabilité de chaque valeur possible et, a partir de la, de toutes les parties
de 2 par simple sommation. Toutefois dans les traités élémentaires ol ne sont
abordées que les v.a. discretes, I'utilisation de la fonction de répartition n’est
pas nécessaire, puisque ’on peut se contenter des probabilités individuelles.
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Pour les v.a. continues, comme il a été brievement indiqué plus haut, on ne
peut définir une mesure de probabilité sur toutes les parties de R qui satisfasse
aux axiomes de la théorie. On est conduit a se restreindre aux événements
appartenant a la tribu borélienne de R. Cette tribu est I’ensemble des parties
de R engendrées par les unions, intersections et compléments d’événements
(éventuellement en suite infinie) de la forme (X < z). On comprend ainsi
que F'x permette, en principe, de calculer la probabilité de tout événement. La
restriction a la tribu borélienne de R n’est pas contraignante car elle contient en
fait toutes parties concevables de R (points isolés, intervalles ouverts ou fermés,
unions de tels intervalles, etc.). A vrai dire il faut faire preuve de beaucoup
d’ingéniosité pour mettre en évidence une partie de R n’appartenant pas a la
tribu borélienne et nous n’aurons pas a nous préoccuper en pratique de cette
restriction (tout comme il a été dit dans la note 1.1 qu’on ne se préoccuperait
pas de vérifier si une fonction est mesurable).

Propriétés

1. Fx est non décroissante puisque, pour h > 0, (X <z) C (X <z+h)et
donc P(X <z) < P(X <z +h).

2. Fx(x) varie de 0 & 1 quand z varie de —o0 & +00, sachant que Fx () est
une probabilité cumulée & partir de —oo. On écrira, en bref, Fix (—o0) =
0et Fx(+o0)=1.

3. Fx est continue & droite en tout z et Fx(z) — Fx(z~) = P(X = ),
ou Fx(z~) dénote la limite & gauche au point z.

Montrons succinctement cette derniere propriété qui, comme nous allons le
voir, résulte du fait que I’événement (X < z) intervenant dans la définition
de Fx(x) inclut la valeur z elle-méme (pour des éléments de démonstration
plus rigoureux des propriétés énoncées ici, voir les exercices proposés en fin de
chapitre). Par définition, on a :

Fx(z7)= lim Fx(z—¢e)= lim P(X <z—¢).

e—0,e>0 e—0,e>0

Comme tout événement (X < x — €) ne contient pas x on admettra qu’au
passage a la limite on obtient Fx(z7) = P(X < x). On a également :
Fx(zT)= 1l F = 1l P(X <
x@)=_lm Fxlete)=_lm PX<z+e),
mais ici (X < x + ¢) contient toujours x et, donc, au passage & la limite on
obtient Fx(z7) = P(X < z) = Fx(x). Comme les événements (X < z) et

(X = x) sont incompatibles, on en déduit :

Fx(z)=Fx(z7)+ P(X = ).
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En résumé, si la valeur = considérée regoit une probabilité non nulle (cas
discret), alors il y a un saut de discontinuité a gauche d’amplitude égale a cette
probabilité, sinon F'x est également continue a gauche et donc continue en zx.
Nous revenons sur ces notions dans les cas particuliers des variables aléatoires
discretes et des variables aléatoires continues.

1.3 Cas des variables aléatoires discretes

Pour une variable aléatoire discrete X, ’ensemble des valeurs possibles est
un ensemble discret, fini ou infini, de points que nous noterons en ordre crois-
sant : x; < 19 < -+ < x; < --- , sans préciser si I'on est dans le cas fini ou
dans le cas infini.

En vertu de ce qui vient d’étre vu, la fonction de répartition reste constante
entre deux valeurs possibles et présente un saut de discontinuité des qu’on
arrive sur une valeur x;. En x; le saut est égal a la probabilité associée a ce
point. Immédiatement & gauche de z; la fonction est égale & Fix (x;-1), en x; et
a droite elle est égale & Fx(z;) (continuité & droite). Cette fonction en escalier
s’avere peu maniable et il est plus simple, pour définir la loi de X, de recourir a
sa fonction de probabilité px (appelée aussi fonction de masse de probabilité)
qui pour tout x; (i =1,2,...) donne directement sa probabilité px (z;) .

Prenons ’exemple du nombre d’appels X arrivant a un standard téléphonique
au cours d’une minute, pour lequel un modele de loi de Poisson de moyenne
10 serait approprié (voir cette loi en section 4.1.7). La variable aléatoire X est
définie par :

valeurs possibles 0 1 2 e k
1026_10 10ke—10

10 —10 e
10e 2 !

probabilités associées e~

ce qui donne le diagramme en batonnets et la fonction de répartition de la
figure 1.1.

Le passage de la fonction de répartition a la fonction de probabilité et
inversement est :

px (i) = Fx(2;) — Fx(z; ) = Fx(2:) — Fx(2-1)
Fx(z)= ) px(x)

iz <z

1.4 Cas des variables aléatoires continues

Formellement on dira qu’une variable aléatoire X est continue s’il existe une
fonction fx non négative telle que, pour tout = € R, la fonction de répartition
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Figure 1.1 - Fonction de probabilité et fonction de répartition de la loi de
Poisson de moyenne 10.
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puisse s’écrire
Fx(z) = / fx(u)du

La fonction fx est alors appelée fonction de densité de probabilité de X
ou simplement densité de X. Le fait que Fx s’exprime comme une intégrale
implique qu’elle est continue partout et, par conséquent, pour tout x on a
P(X = z) = Fx(z) — Fx(z~) = 0. Plus concrétement, chaque point de la
droite réelle est immatériel en tant qu’intervalle de longueur nulle et a une
probabilité nulle en tant qu’événement, mais peut étre caractérisé par une den-
sité de probabilité en ce point. Les événements d’intérét seront généralement
des intervalles et pour ceux-ci il sera indifférent d’y inclure ou non les
bornes.

La fonction de répartition devient alors particulierement appropriée pour
calculer la probabilité de tout intervalle [a, b]. En effet, comme on a :

(X<b)=(X<a)Ula<X <b),

les deux événements a droite étant incompatibles et les signes < pouvant étre
remplacés par <, il s’ensuit que :
P(X<b)=P(X<a)+Pla<X <D
Pla<X<b)=PX<b)—P(X <a)

d’ol, par la définition méme de Fx, les formules fondamentales :

P((J,SXSb):Fx(b)—Fx<a)
~ [ fx(wia.

On remarquera au passage que, dans le cas discret, les formules se compliquent
car selon qu’on inclut ou non les bornes de l'intervalle il faut introduire F'x (b™)
et Fx(a™).

On admettra que, plus généralement, pour tout événement (X € A) on a :

paemzAhmm

En général Fx sera dérivable partout sauf peut-étre en quelques points
qui seront des points de discontinuité pour fx (d’un point de vue purement
mathématique F'x existerait méme si fx était discontinue sur un ensemble
dénombrable de points). En un point x ou elle est dérivable prenons un in-
tervalle de longueur h centré sur x. La probabilité associée a cet intervalle est
alors Pz — 2 < X <z 4+ 4)=Fx(z+ %) — Fx(z - %), dou:
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_h h
PEm2 =200 Fi) = fx),

lim
h—0

ce qui justifie 'appellation de densité de probabilité.

Bien que d’un point de vue pratique, pour les modeles de lois continues,
ce soit Fx qui soit utile - et c’est bien elle qui est donnée dans les tables -
la représentation graphique de fx est plus parlante car elle met en évidence
les zones & plus forte probabilité. Chacun sait interpréter intuitivement, par
exemple, la fameuse courbe en cloche du modele de la loi de Gauss.

A titre illustratif, considérons le jeu de loterie ou I'on fait tourner une fleche
sur un cadran avec une zone gagnante, et soit la variable X correspondant a
I’angle de la fleche, par rapport a une origine déterminée, apres expérience.
S’il n’y a pas de direction privilégiée la densité de probabilité est la méme
partout, c’est-a-dire sur I'intervalle [0, 360], et X suit une loi continue uniforme
(voir section 4.2.1) sur celui-ci. Les graphes de la densité et de la fonction
de répartition sont donnés en figure 1.2. La probabilité d’un intervalle [a,b],
correspondant a la surface sous la densité, y est mise en évidence. Notons que
Fx est dérivable partout sauf aux bornes du support de fx (on appelle support
de fx l’ensemble des valeurs ou elle n’est pas nulle).

Outre qu’elle est une fonction non négative, la densité a les propriétés sui-

vantes :
+oo
/ fx(@)dz =1,

— 00

lim fx(z)=0,

r—+oo

la premiere inégalité découlant du fait que 'intégrale vaut Fx (4+00) — Fix (—00)
(voir la propriété n° 2 en section 1.2), la deuxiéme étant nécessaire (mais non
suffisante) pour que l'intégrale converge aux deux bornes.

Note 1.3 Lorsqu’on aborde la théorie des probabilités par la théorie de la mesure,
il n’y a pas lieu de faire de distinction entre variables discrétes et variables continues,
et donc entre px et fx. Dans les deux cas il s’agit d’une densité par rapport a la
mesure générée par F'x.

1.5 Notion essentielle de quantile

Définition 1.2 On appelle quantile d’ordre q de la variable X, ot g € [0, 1],
la valeur x4 telle que P(X < z,) = q ou, de méme, Fx(xq) = q.
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f(x)
0,004 -
0,003 Pla<X<b)
0,002
0,001 -
I : : ‘ X
-100 0 a 100 200 b 300 400
Fx)
1 -
P(a<X<b)
T s} T T T 1 X
-100 0 a 100 200 b 300 400

Figure 1.2 - Fonction de densité et fonction de répartition de la loi continue
uniforme sur [0, 1].
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La notion de quantile (appelée aussi fractile, ou percentile si exprimée en
pour cent) est directement liée a celle de fonction de répartition. Toute valeur
de R peut étre vue comme un quantile d’un certain ordre. Cette notion de
quantile est essentielle du fait que I'ordre d’un quantile permet de positionner
la valeur correspondante sur la distribution considérée. Ainsi le quantile d’ordre
0,5 , alias la médiane, est une sorte de centre ou milieu de la distribution. En
statistique apparaitra la nécessité de fixer des limites de plausibilité pour les
valeurs d’une loi donnée et 1'usage est de prendre pour cela les quantiles xg g25
et 29,975, soit des valeurs & l'intérieur desquelles la v.a. a une probabilité 0,95
de se trouver.

Dans le cas continu, & tout ordre ¢ € [0,1] correspond une valeur z, du
fait de la continuité de F'x. Généralement F'x est strictement croissante sur
I'ensemble des valeurs de z out 0 < Fx(z) < 1 et z, est donc unique pour ¢
€]0,1].

Dans le cas discret, nous avons vu que Fx est une fonction en escalier et
il peut donc y avoir tout un intervalle de valeurs possibles si g correspond au
niveau d’une marche de Fx, ou aucune valeur si ¢q est entre deux marches. En
pratique on convient de prendre la valeur la plus faible dans le premier cas et
d’interpoler linéairement entre les deux valeurs possibles z; et z;41 telles que
Fx(z;) < qet Fx(z;41) > q dans le deuxiéme cas.

1.6 Fonction d’une variable aléatoire

Le probleme du passage de la loi d’'une v.a. X a la loi d’une fonction
Z = g(X) de celle-ci est fréquent. Considérons, par exemple, la v.a. X ex-
primant la consommation d’une automobile en litres aux 100 kilomeétres. A une
consommation de z litres/100 km correspond aux Etats-Unis une consomma-
tion z = 235/x «miles per gallon» (nombre de miles parcourus avec un gallon
d’essence). Ainsi la v.a. X devient une v.a. Z = 235/X.

Dans le cas continu la détermination de la loi de la nouvelle v.a. Z passe par
sa fonction de répartition Fz(z) = P(Z < z) naturellement définie pour tout
z € R par la probabilité, pour X, associée a I’ensemble des valeurs x telles que
g(x) € ] — 00, z]. En utilisant la symbolique des événements il suffit de résoudre
Pévénement (Z < z) en terme d’événement pour X.

Note 1.4 Rigoureusement, pour que les probabilités des événements sur Z soient
calculables il faut que la fonction g soit mesurable (voir note 1.1), c’est-a-dire que
pour tout événement E pour Z (donc borélien de R, voir note 1.2) g~ 1(E) soit
un événement pour X (donc un borélien de R). Les fonctions non mesurables ne se
rencontrent pas en pratique.

Exemple 1.1 Montrons une fonction strictement croissante, une fonction non
monotone et une fonction strictement décroissante.
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a) Soit Z =2X +3:

FZ(Z)_P(Zgz)_P(2X+3§z)_P(X§ Z3> = Fx (Z_3> .

b) Soit T = X2 :

Fr(t)=P(X*<t)
:{ P(—Vt < X <Vt)=Fx(Vt) — Fx(—Vt) sit>0

0 sit<0

¢) Soit U = ¢/X ol ¢ > 0 et X est & valeurs dans |0, +oo[ . Pour v > 0 on a :

Ful) =P <u)=P (g <u) =P (x> ) =1-Fx (£)

c
u

et Fy(u) =0 pour u < 0. [

Si g est strictement croissante comme dans le cas a) ci-dessus, le passage
de Fx a Fy est simple puisque Fz(2) = Fx(g7'(2)). Si g est strictement
décroissante comme dans le cas ¢) on a Fz(z) =1 — Fx(g7(2)).

La densité de Z s’obtient simplement par dérivation de Fz.

Pour les v.a. discretes, la fonction de répartition, nous I'avons vu, est peu
commode et I'on passera par la définition de la fonction de probabilité. Dans
les notations du type de celles introduites en début de section 3, I’ensemble
des valeurs possibles zx pour k = 1,2,... est I’ensemble des valeurs engendrées
par g(x;) pour i = 1,2, ... . La probabilité pz(zx) est obtenue en sommant les
probabilités px (x;) des valeurs z; telles que g(x;) = 2.

1.7 Exercices

Les exercices 1.1 a 1.4 sont d’un niveau avancé et sont uniquement donnés
pour indiquer les éléments de démonstration des propriétés énoncées en section
1.2.

Exercice 1.1 * Soit une suite croissante d’événements { A, }, c’est-a-dire telle
que Ay C Ay C --- C A, C ---. Montrer que P(n(EJ_olAn) = nILH;oP(A")' On
rappelle que 'additivité des probabilités pour des événements incompatibles
vaut pour une suite infinie d’événements.

Aide : considérer la suite d’événements {A,, N A,_1}.
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Exercice 1.2 * Soit une suite décroissante d’événements {B,}, c’est-a-dire
telle que By 2 By D --- 2 B, 2 --- . Montrer que P( Oﬁan) = lim P(B,).
n= n—oo
Aide : considérer la suite { B,,} et admettre que le complémentaire de Oﬁan
n=

o0 —
est U B,.
n=1

Exercice 1.3 * Montrer que l’on peut écrire Fy (+o0) =1 (i.e. lim Fx(z) =

T—-+00
1) et de méme Fx(—o0) = 0.
Aide : on utilisera le résultat de ’exercice 1.1 en considérant des événements
du type | — oo, n] et | — n, 00|

Exercice 1.4 * Montrer que P(X = z) = Fx(z) — Fx(z7).
Alide : envisager ’événement {2} comme intersection des termes d’une suite
décroissante et utiliser le résultat de l’exercice 1.2.

Exercice 1.5 Soit I'expérience aléatoire consistant a jeter un dé jusqu’a ce
qu’un six apparaisse pour la premiere fois et soit X la v.a. «nombre de jets
nécessaires». Déterminer la fonction de probabilité de X. Vérifier que la somme
des probabilités sur ’ensemble des valeurs possibles est bien égale a 1. Calculer
P(1 < X < 3). Ecrire et dessiner la fonction de répartition de X.

Aide : calculer d’abord P(X > k).

Exercice 1.6 Soit la fonction f(z) = cz(l — z) pour z € [0,1] et O sinon.
Pour quelle valeur de c est-ce une densité de probabilité ? Déterminer alors la
fonction de répartition de cette loi et sa médiane.

Exercice 1.7 Justifier que la fonction F(z) = 1 —e~2 pour z > 0 et 0 si-
non, est une fonction de répartition. Déterminer les quantiles d’ordres 0,25 et
0,75 (appelés premier et troisitme quartiles). Soit X une v.a. suivant cette loi,
calculer P(1 < X < 2).

Exercice 1.8 Soit X de densité fx(z) = 2z pour = € [0,1] et 0 sinon.
Déterminer la fonction de répartition et la densité de 1/X . Méme question
pour In(1/X).

Exercice 1.9 Soit X de loi continue uniforme sur [0,1] et ¥ = —01In(1 — X)
avec # > 0. Déterminer la fonction de répartition et la densité de Y.






Chapitre 2

Espérance mathématique et
moments

2.1 Introduction et définition

Dans cette section nous considérons toujours une v.a. X, soit de fonction
de probabilité px dans le cas discret, soit de densité fx dans le cas continu. La
notion d’espérance mathématique d’une variable aléatoire correspond a la no-
tion descriptive de moyenne pour une distribution empirique de valeurs. Nous
ferons plus loin (section 2.4) une analogie entre une distribution «théorique
(une loi de probabilité) et une distribution empirique (une série d’observations
numériques). Prenons pour exemple le temps de fabrication d’un produit qui
connait des variations aléatoires selon une loi supposée connue. L’espérance
mathématique va indiquer quel est «en moyenney» le temps de fabrication du
produit. Pour cela on effectue la somme des valeurs possibles en les affectant
de poids égaux a leurs probabilités dans le cas discret, I’analogue dans le cas
continu s’exprimant par une intégrale avec pondération par la densité de pro-
babilité.

Définition 2.1 On appelle espérance mathématique de X, si elle existe,
la valeur notée E(X) telle que :

E(X) = szpx(li) dans le cas discret,
i=1

+ oo
E(X)= / x fx(x)dx dans le cas continu.

— 00

Du point de vue du graphe de fx (respectivement px) cette valeur cor-
respond au centre de gravité de la surface sous la courbe (respectivement des
batonnets représentant les probabilités des points). En particulier, s’il existe
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un axe de symétrie, elle se situe au niveau de cet axe (par exemple 'espérance
mathématique de la loi uniforme sur [0, 360] est 180).

En bref, F(X) sera aussi appelée la moyenne de X.

L’existence de E(X) n’est pas garantie si fx (respectivement px) converge
trop lentement vers zéro a l'infini, comme dans ’exemple suivant.

Exemple 2.1 La loi de Cauchy est définie par fx(x) = pour z € R.

L’espérance mathématique se calcule par

+oo
X
——d
[m @+ 1)

mais cette intégrale ne converge pas quand z — +o0o ni quand * — —oo car la
fonction & intégrer s’y comporte comme 1/ . Plus précisément :

1
m(x2+1)

b X
/a e R % [In(1+2%)]; = % In(1 + b%) — In(1 + a?)]

qui tend vers +oo quand b — 400 et vers —oo quand a — —oo. La loi de
Cauchy n’admet donc pas de moyenne (et ceci bien qu’elle soit symétrique par
rapport ax =0 ). |

2.2 Espérance d’une fonction d’une variable
aléatoire

Soit Z = g(X) une v.a. fonction de la v.a. X. Pour calculer F(Z) on peut
d’abord déterminer sa loi (donc fz ou pz) a partir de celle de X, comme nous
I’avons fait en section 1.6 . Toutefois il est possible de montrer que ’on peut
directement calculer F(Z) sur la loi de X, & savoir & partir de fx ou px (voir les
exercices pour la démonstration dans le cas continu avec une fonction dérivable
monotone).

Proposition 2.1 Soit g(X) une fonction de la v.a. X. Alors :
+oo

E(g(X)) = / g(x) fx(xz)dz dans le cas continu (si lintégrale existe),

oo

E(g(X)) = Zg(xi)px (x;) dans le cas discret (si la somme existe).
i=1

On voit donc que pour le calcul de E(g(X)) il suffit de remplacer la valeur
de z par sa valeur g(z) (ou z; par g(z;)).
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Exemple 2.2 Considérons X de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Sa fonction
de répartition est Fx(x) = = et sa densité fx(z) = 1 pour z € [0,1]. Soit la
fonction Z = X? .

Calculons d’abord E(X) en établissant la loi de Z. Celle-ci est donnée par :

Fz(2) = P(Z <z2) = P(X?<2) = P(—V2 < X <V2) = P(X < V%)

puisque P(X < 0) = 0. Donc Fz(z) = Fx(v/z) = v/z pour z € [0,1]. Ainsi
fz(z) = Fl(z) = 2\1/2 pour z € [0,1] et 0 sinon, d’ot :

1 1 3/2
E(Z):/ Lo [ g2 L
0 2\/_ 0 2

Calculons maintenant directement :

E(Z)=E(X?) = /01 r? 1.dx = [%3} 1 = %
]

Note 2.1 En étendant l'intégrale de Riemann classique & l'intégrale de Riemann-
Stieltjes, on peut traiter de la méme fagon cas discret et cas continu. Exposons succinc-
tement cela dans le cas ou l’ensemble des valeurs possibles est borné par l'intervalle
[a, b]. Dans la mesure ol une fonction g est continue sur [a, b] sauf pour un ensemble

dénombrable de points, on peut définir 'intégrale de Riemann f g(z)dz de fagon
simple en subdivisant [a b] en 1 intervalles réguliers délimités par :

a=To< 21 < Lo <+ < Tp_1<xp=~>.

Cette intégrale est alors la limite, quand n — 00, des sommes

n

> g(a) (wr — z1)-

k=1

Dans le contexte qui nous intéresse, I'intégrale de Riemann-Stieltjes relative a F'x est
la limite des sommes

> glan) [Fx(xw) = Fx (ze-1)]
k=1

, b
notée [ g(x)dFx(x).

Ainsi, dans le cas discret ne subsistent dans la somme que les sous-intervalles olt
F'x varie, c’est-a-dire contenant au moins une valeur possible x; et, au passage a la
limite, ne subsistent que ces valeurs. La limite vaut alors

S o) [Fx(w:) - Zg ) ().
i=1
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Dans le cas continu, par le théoreme de la valeur moyenne on peut écrire
Fx(zr) — Fx(zr-1) = fx (&) (xx — x—1) ot & €xk—1, 2], et la limite donne
lintégrale de Riemann usuelle f: g(x) fx(x)dz.

Notons qu’en prenant g(x) = 1 sur [a,b], I'intégrale fcd dFx (z), ou [c,d] est
inclus dans [a, b], est égale & F'x (d) — Fx (c), la probabilité associée a l'intervalle
Je, d], que ce soit dans le cas discret ou dans le cas continu.

2.3 Linéarité de ’opérateur E(.), moments,
variance

Pout toute combinaison linéaire ag(X) + bh(X) de fonctions g et h de X
on a :
E(ag(X) +bh(X)) = aE(g(X)) + bE(h(X)).

Ceci découle immédiatement de la linéarité de la sommation ou de l'inté-
gration. Voyons cela sur le cas particulier aX + b pour le cas continu :

“+o0
E(aX +0b) = / (ax +b) fx (z)dx

— 0o

+oo +oo
:a/ a?fx(a?)dx—f—b/ fx(@)de =aFE(X)+b.
— 00 —00
Remarquons au passage que ’on peut voir b comme une variable aléatoire
certaine (discréte), c’est-d-dire prenant cette seule valeur avec probabilité 1
et, en cohérence avec la définition de l'espérance mathématique, écrire par
convention E(b) = b.

On notera bien que dans le cas général E(g(X)) n’est pas égal a g(E(X)),
par exemple F(X?) # (E(X))2.

Nous en venons maintenant a la notion de moments, lesquels sont des
espérances mathématiques des puissances de X. Leur intérét vient du fait qu’ils
permettent de caractériser les distributions. Ainsi nous avons déja vu que la
moyenne (puissance 1) fournit une valeur centrale. Les puissances supérieures
fournissent diverses caractéristiques de la forme de la distribution.

Définition 2.2 On appelle moment simple d’ordre r de la v.a. X, ot r est
un entier positif, la valeur (si elle existe) p, = E(X").

Ainsi p; est la moyenne de X que 'on note plus simplement p (ou px s'il
y a plusieurs v.a. & distinguer). En fait les caractéristiques de forme reposent
plutét sur les moments centrés, c’est-a-dire sur les espérances mathématiques
des puissances de X — E(X), ou X — p, transformation de X appelée centrage
de X.
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Définition 2.3 On appelle moment centré d’ordre r de la v.a. X, ot r est
un entier positif, la valeur (si elle existe) pl. = E(X — u)").

Pour r =1ona E(X —p) = E(X) —p=pu—p =0 ce qui caractérise le
centrage de X. Pour r = 2 on a la variance de X, qui est une caractéristique
de dispersion de la distribution comme en statistique descriptive et, a ce titre,
mérite une attention particuliere.

Définition 2.4 On appelle variance de X, la valeur (si elle existe) notée
V(X), définie par :
V(X) = B((X - p)*).
On la note également plus simplement par o2 (éventuellement c%). La
racine carrée de V(X), notée naturellement o (éventuellement oy ), est appelée
écart-type de X.

Les moments d’ordres supérieurs sont moins utiles et nous les mentionnons
pour mémoire.

Le moment centré d’ordre 3, moyennant une standardisation pour éliminer
leffet d’échelle, fournit le coefficient d’asymétrie :

E((X —p)®)
53
dont on voit qu’il est nul en cas de symétrie (nécessairement par rapport & u ).
Du moment centré d’ordre 4 on déduit le coefficient d’aplatissement ou

curtose :
E((X — ")

-3

ot

qui indique, en comparaison avec la loi de Gauss, le degré de concentration
autour de la moyenne (pour la loi de Gauss p/) est égal & 30 et ce coefficient

est donc nul).

En développant (X — p)" et en utilisant la linéarité de lopérateur E(.), on
voit que . s’exprime en fonction de puq, p2, - - - , 4. En particulier, on trouve :

Ceci constitue une formule tres utile pour le calcul de la variance que nous
conviendrons d’appeler formule de décentrage de la variance :
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Cette formule s’apparente a celle de la statistique descriptive pour le calcul
de la variance d’une série numérique (on verra dans la section suivante une
analogie directe entre variance probabiliste et variance descriptive). Comme en
statistique descriptive la variance ne peut étre négative. De méme, on a :

V(aX +b) = a®*V(X).

Pour le voir il suffit d’appliquer la définition de la variance a la v.a. aX +b :

V(aX +b) = E([aX +b— E(aX +b)]?)
E(la(X — E(X))]?) puisque E(b) =bet E(aX) = aE(X)
E(a? E(X )]2) et, encore par linéarité,
)17

(X
V(aX + b) =d’E([X - E(X)]?) = a*V(X).

Notons au passage que si X a une variance nulle c¢’est nécessairement une
variable aléatoire certaine. En effet, pour le cas continu :

+o0
wx>=/ (2 — ) fx (x)de

—00

ne peut s’annuler puisque fx est non négative et ne peut étre nulle partout.
Pour le cas discret :

V) = 30— )% (a2)

i=1

ne peut s’annuler des lors qu’il y a deux valeurs possibles. Inversement, si X est
certaine sa variance est évidemment nulle, de sorte qu'une variable aléatoire
est certaine si et seulement si sa variance est nulle.

Existence des moments

Si p, existe alors les moments d’ordres inférieurs g, 1, fi—o, - - - , 41 existent,
et donc p! existe. En effet la fonction 2"~ !étant dominée par la fonction
2" au voisinage de 400 ou de —oo, la convergence de l'intégrale (ou de la
somme) contenant z” entraine celle de l'intégrale contenant z"~!. Notons,
pour mémoire, que la variance existe si et seulement si uo ex1ste Par ailleurs,
pour lexistence du moment d’ordre r, la convergence de f |2"| fx (z)dz =

E(]X7|) est une condition suffisante (ou la convergence de E || px (z;) dans
i=1

le cas discret).
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2.4 Tirage aléatoire dans une population finie :
distribution empirique et distribution
probabiliste

La relation entre distribution empirique et distribution probabiliste suite a
un tirage aléatoire permet, en particulier, de mieux appréhender les notions de
moyenne et de variance d’une v.a. en les reliant aux notions correspondantes
de la statistique descriptive. Considérons une population de N individus sur
lesquels s’observe un certain caractére quantitatif X (par exemple ’age arrondi
en années). Supposons qu’il y ait, dans cette population, r valeurs distinctes
(avec 2 < r < N) notées 1,29, -+ ,x, et s‘observant avec des fréquences
relatives (fréquences! divisées par N) pi,p2,---,pr. La moyenne observée

ks
dans la population est donc > x; p;.
i=1

iz
Considérons maintenant la v.a. X «valeur d’un individu tiré au hasard dans

cette population». Par tirage au hasard, on entend que chaque individu a la
méme probabilité 1/N d’étre sélectionné. De cette équiprobabilité il découle que
la probabilité d’observer la valeur z; est la fréquence relative p; de cette valeur
dans la population (voir note 1.1, deuxiéme paragraphe). Il y a donc identité
entre la distribution empirique de X dans cette population et la distribution
(plus exactement la loi) de la v.a.discrete X. En particulier E(X) et V(X)) sont
identiques a la moyenne et a la variance du caractere X dans la population
(en prenant bien le diviseur naturel N pour le calcul de la variance de cette
derniere). Pour la moyenne, la formule indiquée ci-dessus est la méme que celle
d’une v.a. discrete vue en section 2.1 et il en serait naturellement de méme
pour la variance.

2.5 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments nous intéresse dans la mesure ou elle
peut faciliter le calcul des moments d’une loi. Cependant son existence - et donc
son usage - sera limitée aux lois dont la densité (éventuellement la fonction de
probabilité) décroit plus vite qu'une exponentielle & l'infini (voir plus loin en
note 2.4 la fonction caractéristique des moments qui, elle, est toujours définie).
Nous supposons ci-apres qu’elle existe au moins au voisinage de 0 et que la loi
admet des moments de tous ordres.

Définition 2.5 On appelle fonction génératrice des moments de la v.a.
X, si elle existe, la fonction :

Ux(t) = BE(eX).

INous suivons I'usage anglo-saxon commode selon lequel une fréquence est un effectif et
une fréquence relative est une proportion.
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C’est une fonction de ¢ par la variable ¢ introduite dans la fonction aléatoire

etX.

Proposition 2.2 Le moment d’ordre r de la v.a. X est donné par :
e =0 (0)
ot \I/g?) est la dérivée d’ordre r de ¥ x . En particulier [’espérance mathématique

(1) de X est la valeur de la dérivée premiére W'y pour t = 0.

Note 2.2 En supposant remplies les conditions requises pour les écritures suivantes

+o0o 00 t k o] tk +o00 ‘ 0o tk
E(etX)Z/_OO LZ_O(Z,) ]fx(fﬂ)dxzkz_:oﬁ/_oo xkfX(x)dm:;)MkE

et, par identification avec le développement de W x (¢) en série de Taylor-Mac-Laurin,
on a bien la propriété ci-dessus.

Exemple 2.3 loi exponentielle.

Cette loi continue, qui dépend d’un parametre A > 0, a pour densité (voir
section 4.2.2) :
e ™™ six >0

f(x):{o siz<0.

Calculons la fonction génératrice des moments d’'une v.a. X qui suit cette loi :
“+ o0 “+ o0
Uy (t) = B(e) = / e e Mdx = )\/ =Ny
0 0

puis en posant u = (¢t — A\)a et en supposant ¢t < A pour la convergence

A0 A

Les deux premieres dérivées sont :

’ A " 2A
Uy (t) = — Uo(t) = —2
X() ()\—t)Q ’ X() (/\—t)3 )
donc py = ¥y (0) = 1 et pg = ' (0) = R
On obtient ainsi rapidement E(X) = 1/X et, par la formule de décentrage,
V(X) = B(X) ~ (BOOP = & — % = 3
On pourrait obtenir aussi aisément les moments d’ordres supérieurs. |
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Note 2.3 Si I'on sait développer Wy (t)en série entiere, Ux () = > ;7 ayt®, on
accéde directement aux moments. Le moment d’ordre k est en effet le coefficient
du terme en t* , multiplié par k! (voir note 2.2 ci-dessus). Par exemple pour la loi
exponentielle on a :

1 t 2 th

Ux(t) = o
x(t) -5 ty Tttt

et py est donc égal & k!/)\k7 comme on ’a vu pour k =1 et kK = 2.

Exemple 2.4 [oi géométrique.

Cette loi discrete, qui dépend d’un parametre p € [0, 1], a pour fonction de
probabilité (voir section 4.1.4) :

pX(aj):p(]_fp)x pOllI'ﬂ'J:O,].,Q,"'.

On a alors :

Ux(t)=> e“p(l—p)* =pY_ [(1-p)e']”
=0

=0
qui est définie pour (1 —p)e! < 1out < log(l—ip) . Alnsi :
P
= e
r o p(l—p)e
= e
v = PA=pe  p(l—ple'[-(1 - p)e']
=T Y i per
_ p(1—p)e'll = (1 —p)e’ +2(1 — p)e’]
[1—(1=pet]’
_p(A—ple'lL+ (1 —p)e]
[1—(1=pe]’
d'ot : X
Ml:p( gp) _1-p
p p
_pd-p)(2-p) (A-p)(2-p)
P2 = e = p?
) (1-pE-p) :
_Ud=p@2=-p) (l=-p\" _1-p
Vi) = p? < p ) P2
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Note 2.4 Fonction caractéristique des moments ®x
Elle est définie via une extension a des variables aléatoires a valeurs dans ’en-
semble des nombres complexes C par :

Oy (t) = E("X) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)).

Puisque fx est intégrable sur tout R et que |eit‘”| < 1 pour tout x, Px(t) est
définie pour tout ¢, quelle que soit la loi (le méme type d’argument valant pour
une loi discréte avec px). En fait, la fonction caractéristique des moments per-
met de définir parfaitement une loi de probabilité, et ceci de facon duale avec la
fonction de répartition. Moyennant les conditions nécessaires de dérivabilité on a
=ik cpg];) (0). On recourra éventuellement & la fonction caractéristique lorsque
la fonction génératrice n’existera pas au voisinage de 0. Quand cette derniere existe
on en déduit immédiatement ®x (t) = U x (it).

2.6 Formules d’approximation de 1’espérance et
de la variance d’une fonction d’une v.a.

Ces formules sont utiles car on se heurte souvent a4 un probleme d’intégration
(ou de sommation) pour le calcul de E(g(X)) ou de V(g(X)). Nous adoptons
les mémes notations qu’en section 2.2 et supposons que g est dérivable deux fois
au voisinage de p = E(X). En développant g(x) en série de Taylor au voisinage
de p :

9(@) = g(n) + (v — w)g' (1) + ——
et en négligeant le terme? o((z — 11)?) on obtient :

E(g(X)) ~g(p) + ¢ (WE(X — p) + g"(u)M

~g(p) + l9”(#) V(X),

2
puis :
g(x) = E(g(X)) =~ (x — p) ¢’ () + %[(I —p)? = V(X)]g" (1)
[9(z) — E(g(X))]* ~ (z — p)*[¢' (w)]?,
d’ott

V(9(X)) = V(X)[g' ()] -
Le méme type d’approximation peut étre obtenu pour les fonctions de plusieurs
variables définies au chapitre suivant.

2La notation o(u) est utilisée pour désigner une fonction telle que O(;)
c’est-a-dire qu’elle devient négligeable par rapport & v quand w est petit.

— 0 quand u — 0,
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2.7 Exercices

Exercice 2.1 Soit la v.a. discrete X prenant pour valeurs 0, 1, 2 avec les
probabilités respectives 0,7; 0,2; 0,1. Soit Y = X2 — 1. Calculer E(Y).

Exercice 2.2 Soit la v.a. X continue, de fonction de répartition Fx et de
densité fx, et soit la fonction Z = ¢g(X) ou g est une fonction strictement
croissante (contintiment) dérivable. En appliquant la méthode décrite en section
1.6, déterminer la fonction de répartition de Z et en déduire que sa densité
est fz(2) = fx(g71(2)) (g7 (2))’'|.- On montrera que ceci reste vrai pour une
fonction strictement décroissante.

Etablir la propriété énoncée dans la proposition 2.1, i.e. f_Jr:oo 9(x) fx(x)dx =
E(Z) (aide : utiliser le changement de variable = g~!(z) dans l'intégrale ).

Exercice 2.3 Soit la loi (dite exponentielle double ou loi de Laplace) de den-
sité : .
flz) = 56““" , xz€eR.

Montrer que sa fonction génératrice des moments est ¥(¢t) = (1 — t2)~!. En
déduire sa variance et son moment d’ordre 4. Calculer son coefficient d’aplatis-
sement (défini en section 2.3).

Exercice 2.4 Soit la loi de Pareto (voir section 4.2.6) de parametres stricte-
ment positifs a et 0, dont la fonction de densité est :

fla) = g(%)eﬂ sizza

0 siz<a

1. Calculer la moyenne et la variance de cette loi. Quand ces moments existent-
ils 7 Généraliser a 'existence d’un moment d’ordre quelconque.
2. Montrer que sa fonction génératrice des moments n’existe pas.

Exercice 2.5 Soit la v.a. X de densité f(x) = 322 si z € [0,1] et 0 sinon.

1. Calculer E(1/X).

2. Déterminer la fonction de répartition de Y = 1/X et en déduire sa densité.
Calculer E(Y) et vérifier ainsi le résultat obtenu au point précédent.

Les notions de ce chapitre seront largement illustrées au cours du chapitre
4 sur les lois usuelles.






Chapitre 3

Couples et n-uplets de
variables aléatoires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous ne développerons 1’étude simultanée de plusieurs v.a.
que de fagon restreinte en ne présentant que ce qui est nécessaire pour préparer
I’approche statistique ultérieure.

Dans un premier volet (sections 3.2 a 3.5) nous étudierons les couples de
v.a. en mettant en évidence la facon de formaliser la relation entre deux quan-
tités aléatoires. Nous introduirons notamment les notions de covariance et de
corrélation qui répondent, dans un cadre probabiliste, aux notions du méme
nom de la statistique descriptive. L’étude des relations deux a deux entre plu-
sieurs variables aléatoires nous conduira, en section 3.8, a introduire la no-
tation matricielle, en particulier avec la matrice des variances-covariances sur
laquelle repose essentiellement la statistique «multivariée». En ce sens I’étude
des couples de variables aléatoires est un point de départ suffisant pour aborder
la théorie multivariée.

Dans un deuxieme temps (sections 3.6 et 3.7) nous porterons notre at-
tention sur une suite de n v.a., non pas pour étudier le jeu de leurs rela-
tions, mais comme prélude aux propriétés des échantillons aléatoires qui sont
les objets principaux de la statistique mathématique. En effet nous verrons
qu’un échantillon aléatoire de taille n se définit comme une suite de n v.a.
indépendantes et de méme loi, ce qui correspond & l’observation répétée du
méme phénomene quantitatif. La relation entre ces observations n’est pas per-
tinente vu leur caractere d’indépendance.
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3.2 Couples de v.a.

Nous nous intéressons donc a 1’étude de deux entités numériques a priori
aléatoires, par exemple le poids et la taille d'un individu (cas continu), le
nombre d’enfants et le nombre de pieces du logement d’un ménage (cas dis-
cret). Nous nous contenterons, comme nous ’avons fait pour une seule v.a.,
d’une définition informelle.

Un couple de v.a. peut étre vu comme un ensemble  de valeurs de R?
auquel on associe une mesure de probabilité. Comme pour le cas d’une v.a.
simple (voir section 1.1) la mesure de probabilité est une fonction portant sur
I'ensemble des événements, lesquels sont des parties de R%. La fonction de
répartition conjointe sera 'instrument fondamental pour donner la probabilité
d’une région quelconque du plan (quoique dans le cas discret on préférera, en
pratique, recourir & la fonction de probabilité conjointe).

Dans ce qui suit nous désignerons de fagon générale par (X,Y") le couple de
variables aléatoires. Par simplicité, nous ne considérons que des couples ou les
deux variables sont de méme nature, discretes ou continues, et exclurons le cas
mixte.

Définition 3.1 Soit (X,Y) un couple de v.a., on appelle fonction de répar-
tition conjointe de (X,Y), que l'on note Fxy, la fonction définie sur R?
par :

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y).

Dans ces notations, précisons que I’événement (X < z,Y < y) peut se lire
(X <2)n(Y < y), cest-a-dire qu’a la fois X soit inférieur ou égal & x et YV’
soit inférieur ou égal a y.

Note 3.1 En principe la fonction de répartition conjointe suffit & calculer la proba-
bilité de tout événement car les seules parties de R? probabilisées sont celles générées
par les unions, intersections et compléments de parties du type (X < z,Y < y),
formant la tribu borélienne de R? (voir l’analogie avec une v.a. simple dans la note
1.2).

Définition 3.2 (cas discret) Soit (X,Y) un couple de v.a. discrétes pouvant
prendre les couples de valeurs {(z;,y;);1=1,2,...; j=1,2,...}. On appelle
fonction de probabilité conjointe la fonction, notée pxy, qui donne les
probabilités associées a ces couples de valeurs, soit, pour tout i et tout j :

pX,Y(l'ivyj) =P(X=um,Y = yj)-

Définition 3.3 Soit (X,Y) un couple de v.a. continues, on appelle fonction
de densité de probabilité conjointe la fonction non négative sur R? notée
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fx,v telle que :

Yy €T
Fxy(z,y) = / / fxy(u,v)dudv .

Par convention, lorsque ’on parlera d’un couple de v.a. continues, on sup-
posera 'existence de cette fonction.

Sil’on s’intéresse a un événement sur X quelle que soit la valeur prise par Y,
on retombe sur la loi de la v.a. X qui, dans le contexte du couple, est appelée loi
marginale de X. On peut faire le lien avec la fonction de répartition conjointe
en écrivant :

Fx(z)=P(X <z)=P(X <z,Y €R)
= lim P(X <z,Y <y)
Yy—+00

= Fx y(z,+00)

De méme Fy (y) = Fx y (+00,y).

Dans le cas discret il est clair que la fonction de probabilité marginale de
X, par exemple, peut s’obtenir en sommant la fonction de probabilité conjointe
sur toutes les valeurs possibles de Y, i.e. :

px(xi) = ZPX,Y(Q% yj) -
j=1

Pour le cas continu on admettra la relation du méme type portant sur les
densités :

—+o0

fx (@) =/ fxy (@,y)dy.
— 00
On peut définir encore des lois conditionnelles pour 'une des variables,

lautre étant fixée a telle ou telle valeur. Nous illustrons ceci d’abord dans le
cas discret qui est plus simple. Ainsi, reprenant I'’exemple introductif ou X
est le nombre de pieces du logement d’un ménage pris au hasard et Y est le
nombre d’enfants de ce ménage, nous pouvons considérer par exemple la loi
de X sachant (Y=2). Dans l'analogie entre probabilités et fréquences relatives
(voir section 2.4), cela équivaut & définir la distribution du nombre de piéces
parmi les ménages ayant deux enfants. Plus généralement, on définira la fonc-
tion de probabilité conditionnelle de X sachant (Y = y;) en appliquant la
régle des probabilités conditionnelles P(A|B) = P(AN B)/P(B), soit, avec des
notations parlant d’elles-mémes :

. px.,v (Ti,Y;)

PX|Y=y, (Ti) = , 1=1,2,....
X|Y=y i pY(yj)

On peut évidemment définir de fagon similaire py|x—z, (y;)-
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Pour le cas continu, les choses sont plus compliquées car, comme nous
I’avons vu, la probabilité que Y, par exemple, prenne une valeur donnée est
nulle. I1 n’empéche, méme si cela peut paraitre paradoxal au premier abord,
que Pon peut définir une loi de X sachant (Y = y), deés lors toutefois qu’en
y on ait fy(y) > 0. On voit I'intérét de ceci dans le cas de I’exemple intro-
ductif ot X serait le poids d’un individu et Y sa taille (en cm). La loi de X
sachant (Y = 170) serait en quelque sorte, par analogie avec les fréquences rela-
tives, la distribution des poids parmi les personnes mesurant 170 cm. On peut
établir la fonction de répartition conditionnelle par un raisonnement limite. La
probabilité de (X < ) sachant que (y — 2 <Y <y + %) se calcule par :

P(X <z, y—@<Y<y+g)
Ply—-5<Y<y+3)

CP(X <z, Y<y+4H-PX <z, Y<y-1%
Ply—2<v<y+%)
_ Fxy(z,y+ By —Fxy(z,y—1)
T RWrh-RO-DH
Pour le numérateur, on a utilisé le fait que :
h h h h
(X§x7Y§y+§)=(X§x7y—§§Y§y+§)U(X§x,Y§y—§)

et que ces deux derniers événements sont incompatibles. En faisant tendre
h vers 0, on obtient la fonction de répartition conditionnelle de X sachant

(Y = y), soit, moyennant une division du numérateur comme du dénominateur
par h :

F LY+ - F Y /h
Fx|y—y(z) = lim [ X (@, y i) Xy (@, y - 2)]/
h—0 [Fy(y+ %) — Fy(y—5)]/h
ol le dénominateur tend vers la densité marginale de Y en y (voir section 1.4)

et le numérateur tend vers la dérivée partielle! de Fy y par rapport a y, au
point (z,y). Cette derniére étant égale a ff fx,v(u,y)du, on a finalement :

f_ fXY(U y)du
Iy (y)

Par dérivation par rapport a x, on obtient la densité conditionnelle :

Fyjy=y(z) =

fX Y($ y)
Pxr=() =500

dont I'expression rappelle celle de la fonction de probabilité conditionnelle du
cas discret.

ITout comme en section 1.4 il a été dit que Fx est dérivable partout sauf peut-étre sur
un ensemble dénombrable de points, F'x y sera dérivable par rapport & x et a y partout sauf
éventuellement sur une partie de R? de probabilité nulle.
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3.3 Indépendance de deux variables aléatoires

L’indépendance d’'une v.a. X d’une part et d’une v.a. Y d’autre part se
rapporte aux occurrences simultanées d’événements sur X et d’événements sur
Y. Nous devons donc partir du couple (X,Y).

Définition 3.4 Deuzx v.a. X et'Y sont dites indépendantes si, étant donné
deuz événements quelconques (X € A) et (Y € B), on a :

P(Xe€AYeB)=P(Xe€A)P(Y €B).

Proposition 3.1 X et Y sont indépendantes si et seulement si :
pour tout (z,y) € R?,  Fxy(z,y) = Fx(z) Fy (y).

Le fait que I'indépendance entraine que la fonction de répartition conjointe
soit le produit des deux fonctions de répartition marginales est évident en
considérant les événements particuliers de la forme (X < z) et (Y < y). Le
fait que cette condition soit également suffisante pour assurer 'indépendance
tient au caractere générateur des événements du type (X < z,Y < y) pour l'en-
semble des événements envisagés dans R?. Les deux propositions suivantes, dis-
tinguant cas discret et cas continu, seront particulierement utiles (on conserve
les mémes notations que précédemment).

Proposition 3.2 Deux v.a. discretes X et Y sont indépendantes si et seule-
ment si, pour toutt=1,2,... et toutj =1,2,...,

pX,Y($i7yj) = px(ﬂfi)pY(yj) .

Proposition 3.3 Deuz v.a. continues X et Y sont indépendantes si et seule-
ment si, pour tout (z,y) € R?,

fxy(z,y) = fx(z) fr(y).

Proposition 3.4 Si X etY sont indépendantes, alors pour toutes fonctions g
et h, les v.a. g(X) et h(Y) sont également indépendantes.

Ce résultat est immédiat dans la mesure ol tout événement sur g(X) peut
s’exprimer comme un événement sur X et de méme pour h(Y) sur Y.

Note 3.2 1l va de soi que ces fonctions doivent étre mesurables (voir note 1.1).
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3.4 Espérance mathématique, covariance,
corrélation

Pour le couple de v.a. (X, Y") nous connaissons déja E(X) et E(Y'), moyennes
respectives des lois marginales de X et de Y. De fagon semblable a ce qui
a été fait en section 2.2, nous pouvons aussi définir la notion d’espérance
mathématique d’une fonction g(X,Y) du couple. En particulier, dans l’ap-
proche statistique on utilisera abondamment la fonction somme X + Y, que
nous étudierons plus spécialement dans la section suivante comme une appli-
cation de la section présente.

Etant donné g(X,Y) une v.a. a valeurs dans R, selon le méme principe qu’en
section 2.2, nous pouvons directement déterminer son espérance mathématique
en considérant les images par g de toutes les valeurs possibles du couple (X,Y)
et en les pondérant par les probabilités (ou densités de probabilité pour le cas
continu) correspondantes. D’ol1, moyennant I'existence des doubles sommes ou
des intégrales doubles :

E(¢(X,Y)) = Z Zg(xhyj)pxﬁy(xi,yj) dans le cas discret,

i=1 j=1

—+oo —+o0
E(g(X,Y)) = / / g9(z,y) fx,y(x,y)dedy dans le cas continu.

On pourrait également établir la loi de cette nouvelle v.a. Z = g(X,Y) et
calculer sa moyenne E(Z). Mais nous ne traiterons pas ici la fagon d’obtenir la
loi d’une fonction de deux variables aléatoires.

Proposition 3.5 (linéarité de I’espérance mathématique) Pour la fonc-
tion aX +bY on a :

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

Ceci est une extension du résultat donné en début de section 2.3 et découle
également de la linéarité des sommations et intégrations doubles. Cette pro-
priété reste évidemment valable si 'on substitue & X une v.a. g(X) et & Y une
v.a. h(Y), par exemple :

E(2X?% +3Y?) = 2B(X?) + 3E(Y?).

Les notions de moments simples ou centrés vues en section 2.3 s’étendent
au cas du couple. En bref, on définit le moment simple croisé d’ordres (p, q) par
E(XPY1) et le moment centré correspondant par E([X — E(X)JP[Y — E(Y)]?).
Seul le cas p = 1 et ¢ = 1 mérite notre intérét, conduisant notamment aux
notions clés de covariance et corrélation entre deux variables aléatoires.
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Définition 3.5 On appelle covariance de X et de Y, que l'on note cov(X,Y),
le nombre (s’il existe) :

cov(X,Y) = B([X — E(X)][Y — E(Y))).

On remarquera d’emblée que c’est une notion symétrique en X et Y, i.e.
cov(X,Y) = cov(Y, X).

Proposition 3.6 (formule de décentrage de la covariance)

cov(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y).

En effet
cov(X,Y) = E(X - E(X)][Y — E(Y)))
=EXY-EX)Y - X EY)+ E(X)E(Y)
=FEXY)-EX)EY)-EX)EY)+EX)EY)
=E(XY)-EX)E®Y).

Cette formule est a rapprocher de la formule de décentrage de la variance vue
en section 2.3. D’ailleurs, on notera que cov(X, X) = E([X — E(X)]?) = V(X).

Proposition 3.7 i X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0.

En effet il suffit de vérifier qu’en cas d’indépendance E(XY) = E(X)E(Y).
Faisons-le dans le cas continu, par exemple, en rappelant que I'indépendance

implique fx y(z,y) = fx (=) fy(y).
B = [ f / +: vy f (o) i (y)dndy
_ /+OO iy () UW mfx(a:)dx} dy

—00 . —00
= E(X) /_ yfy (y)dy
= E(X)E(Y).

Notons bien que deux v.a. peuvent avoir une covariance nulle sans
pour autant étre indépendantes. Montrons-le sur un exemple artificiel.

Exemple 3.1 Soient X et Y deux variables aléatoires discretes, chacune pou-
vant prendre les valeurs 0 ,1 ou 2. Les probabilités conjointes sont données a
I'intérieur du tableau croisé ci-dessous, les marges représentant les probabilités
marginales.
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Y
X 0 1 2
0 0 [4/9] 0 | 4/9
1 2/9 1 0 |2/9 | 4/9
2 0 [1/9] 0 |[1/9
| [2/9]5/902/9] 1 |
On a:
4 2 2 5 2
EX)==-4+-== E(Y —4+2x=-=1
()=5+5=3, B)=_+2xz=1
2 1 2
E(XY)=1Xx2X -42Xx1x-=-
(XY)=1x2x 5 +2x1x 5=3
d’ott cov(X,Y) =E(XY)—-E(X)E(Y)=0. Or X et Y ne sont pas indépen-
dantes puisque, par exemple, P(X = 0,Y = 0) est nul alors que
P(X =0)P(Y =0) =2 x 4 £0. m
Propriétés de la covariance
1. cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y)
2. cov(X +Y,Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z)

Pour montrer le point 1, appliquons la définition de la covariance aux v.a.
aX +betcY +d:

cov(aX +b,cY +d) = E([aX+b— E(aX +b)][cY +d — E(cY +d))
E([aX +b—aE(X)—b][cY +d—cE(Y) —d])
:E( [X — E(X)]c[Y — E(Y)]) = accov(X,Y).

On voit que les constantes disparaissent en raison des centrages effectués par
la covariance. Le point 2 se démontre en développant de facon analogue.

Définition 3.6 On appelle (coefficient de) corrélation linéaire de X et de
Y, que lon note corr(X,Y), le nombre (s’il existe) :

cov(X,Y)

corr(X,Y) =
ox Oy

ot ox est l’écart-type de X et oy celui de Y.

Cette formule s’apparente a celle de la statistique descriptive pour le calcul
de la corrélation linéaire sur une série d’observations couplées. Dans le cas
particulier du tirage aléatoire d’un individu dans une population vu en section
2.5, la corrélation descriptive devient la corrélation probabiliste. Supposons
que 'on étudie la population des ménages résidant dans une ville donnée, les
variables considérées étant X le nombre de pieces du logement et ) le nombre
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d’enfants. Soit f;; la fréquence relative, dans la population, du couple de valeurs
(xi,y;). Le coefficient de corrélation linéaire descriptif (ou empirique) du lien
entre nombre de pieces et nombre d’enfants dans cette population est :

S (s — )y — D

i=1j=1

ol T =) ., x;f; est le nombre moyen de pieces pour 'ensemble des ménages
avec f; égal a la fréquence du nombre de pieces z; et, de la méme fagon avec f;,
y est le nombre moyen d’enfants. En tirant un ménage au hasard, on induit un
couple de v.a. (X,Y) pour lequel la probabilité associée au couple de valeurs
(x;,y;) devient f;;. Le numérateur de la formule ci-dessus est alors cov(X,Y)
et le dénominateur ox oy.

Nous énongons ci-apres quelques propriétés de la corrélation linéaire, iden-
tiques a celles de la statistique descriptive.

Propriétés de la corrélation linéaire
1. corr(X,Y) = corr(Y, X)
2. corr(aX +b,cY +d) = corr(X,Y)

La propriété 1 est évidente. La propriété 2 résulte du fait que o, x4+p = a ox
puisque V (aX +b) = a?V(X) (voir section 2.3) et 0.y +q = coy . Le produit ac
obtenu dans la covariance disparait donc en divisant par le produit des écarts-
types. Cette propriété indique que la corrélation linéaire entre deux v.a. est
invariante dans un changement d’échelle (et méme un changement d’origine
comme pour le passage d’'une température en Celsius a une température en
Fahrenheit), ce qui semble raisonnable pour une mesure de lien entre deux
entités numériques.

Proposition 3.8 Quelle que soit la loi conjointe du couple (X,Y) on a :
—1<corr(X,Y) <1

Démonstration : considérons la v.a. X +AY ou A est un nombre réel quelconque.
Par définition de la variance :

V(X +)Y) = E([X +\Y — E(X + \Y)]?)

(X — E(X) + AY — E(Y))*)

(X — BE(X)” + 20X — EX)][Y — E(Y)] + A[Y - E(Y)])

[X — E(X)P*) + 2AB([X — E(X)][Y — E(Y)]) + NE([Y — E(Y)]*)
X) + 2Acov(X, Y)+)\2 Y).

(
E(
E(
E(
V(
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Or V(X 4+ AY) > 0 quel que soit A. Cela implique, pour le polynéme du
deuxieéme degré en A ci-dessus, que le déterminant [cov(X,Y)]? — V(X)V(Y)]
est négatif ou nul, et donc :

[cov(X,Y))]?2 < V(X)V(Y)

et [corr(X,Y))? = leov(X, ¥)I"

v vy =L

O

Notons que si [corr(X,Y)]? = 1 alors le déterminant est nul et, pour la
racine double )y du polynéme, on a V(X 4+ AoY) = 0, c’est-a-dire (voir sec-
tion 2.3) que X + AgY est une v.a. certaine. En d’autres termes, il existe une
dépendance linéaire parfaite entre X et Y. Ceci est a rapprocher du fait qu’en
statistique descriptive une corrélation égale a +1 équivaut a un alignement
parfait des points représentant les couples de valeurs. Ce résultat justifie aussi
I'appellation de corrélation linéaire.

La corrélation s’annule si et seulement si la covariance s’annule et, donc,
une corrélation nulle n’implique pas I’indépendance.

3.5 Somme de deux v.a.

Etudions la fonction particuliere X +Y issue du couple (X,Y") en vue d’une
généralisation dans la section suivante a une somme de n v.a. qui, comme il
a été dit plus haut, sera un objet essentiel de la statistique. Nous savons déja
que, par la linéarité,

EX+Y)=EX)+E(Y).

Proposition 3.9 On a :
VIX+Y)=V(X)+V(Y) +2cov(X,Y).
Si X etY sont indépendantes, alors :
VIX+Y)=V(X)+ V().
La premiere équation est le cas particulier A = 1 du développement de

V(X + \Y) dans la démonstration de la proposition 3.8. La deuxiéme est
évidente puisque I'indépendance implique une covariance nulle.

Proposition 3.10 (fonctions génératrices des moments) Si X et Y sont
indépendantes, alors :

Uxiy(t) = Ux(t)Py(t).
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En effet Uy y(t) = E(eXTV)) = E(eXte¥?) = E(eX)E(e¥?) puisque
si X et Y sont indépendantes, alors les fonctions eX? et e¥? sont également
indépendantes (voir proposition 3.4).

Note 3.3 1l en va évidemment de méme pour la fonction caractéristique des mo-
ments.

3.6 Les n-uplets de v.a.; somme de n v.a.

Nous considérons maintenant la généralisation du couple (ou 2-uplet) a
un n-uplet, c’est-a-dire a un vecteur aléatoire, prenant ses valeurs dans R"
et que nous noterons (X, Xo, -+, X,). Comme il a été dit en introduction
notre intérét va se porter essentiellement sur le cas particulier d’un échantillon
aléatoire et c’est pourquoi nous ne nous attardons pas sur la loi conjointe du
n-uplet. Disons brievement que la notion de fonction de répartition conjointe
se généralise naturellement selon :

Fx, xy, x, (1,22, ,xn) = P(X1 <21, X2 <29, , X,, <)

Les notions de lois marginales et lois conditionnelles se généralisent de la
méme fagon. On peut ainsi définir des lois marginales pour tout sous-ensemble
de composantes du vecteur aléatoire (X1, Xa,---,X,). On peut définir des
lois conditionnelles d’un sous-ensemble sachant les valeurs d’un autre sous-
ensemble. La notion de covariance (respectivement corrélation) se généralise en
matrice des variances-covariances (respectivement des corrélations) des compo-
santes prises deux a deux (voir section 3.8). La notion d’indépendance dans un
couple se généralise a la notion d’indépendance mutuelle des n composantes se-
lon laquelle les événements portant sur tous sous-ensembles sont indépendants.
Par simplification nous omettrons ’adjectif «mutuelle» qui sera implicite.

Nous limitons désormais notre étude des n-uplets au cas ou les n compo-
santes ont la méme loi de probabilité marginale et sont indépendantes.
On peut considérer alors le n-uplet comme n observations successives d’un
méme phénomene aléatoire, ces observations étant indépendantes les unes des
autres (au sens ou le fait que, par exemple, la premieére observation donne
telle valeur n’influe en rien sur le résultat de la deuxieéme observation). On voit
poindre ici de facon évidente I’approche statistique, de tels n-uplets constituant
précisément ce que nous appellerons plus loin des échantillons aléatoires.
Pour ’heure nous donnons des résultats sur les fonctions somme et moyenne
des n composantes (conduisant plus loin a I’étude du comportement de la
somme ou de la moyenne d’un échantillon aléatoire).

Proposition 3.11 (proposition fondamentale) Soit Xi,Xo, -+, X,, une
suite de v.a. indépendantes et suivant une méme loi de probabilité de moyenne
u et de variance o2. On a, pour la somme S, = X1 + Xg + -+ X, :
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et pour la moyenne X, = S, /n :

o2

E(yn) =K V(Yn) = n

Pour S, ces résultats sont la généralisation de proche en proche, d’une part
de la propriété de linéarité de 'espérance mathématique, & savoir FE(S,) =
E(X1)+ E(X2) + -+ + E(X,,), d’autre part de Padditivité des variances pour
des variables indépendantes, & savoir V(S,) = V(X1) + V(X2) + - - + V(X,,).

Pour la moyenne on a :

BE(X,) =E (&> ~ Ly ="y,
n n n
— Sy, 1 no? o2
n n n n

. , . o

Notons, pour mémoire, que ’écart-type de X,, est T

n
Des v.a. indépendantes et de méme loi sont couramment notées en bref
variables aléatoires i.i.d., abréviation de «indépendantes et identiquement

distribuées». Nous adopterons dorénavant cette notation.

Proposition 3.12 (fonction génératrice d’une somme de v.a. i.i.d.)
Soit U(t) la fonction génératrice des moments de la loi commune auz n v.a.
i.i.d., alors ¥g (t) = [¥(t)]™.

Ceci est une extension évidente de proche en proche de la proposition 3.10
sur la somme de deux v.a. .

3.7 Sondage aléatoire dans une population et
v.a. i.i.d.

Ayant franchi un pas vers I'idée d’observations répétées, on peut se poser
la question de savoir comment se traduit en termes probabilistes ’expérience
consistant & effectuer non plus un seul tirage aléatoire comme vu en section
2.4, mais n tirages successifs d’individus dans une population. S’agissant d’une
population bien réelle de N individus, ce contexte expérimental est celui du
sondage.
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Un sondage aléatoire simple (par distinction vis-a-vis de plans de sondage
plus complexes) consiste & sélectionner un premier individu avec équiprobabilité
de tous les N individus, puis un deuxieme individu avec équiprobabilité des
N — 1 individus restants et ainsi de suite pour les N — 2 individus restants,
etc. jusqu’a sélectionner n individus. Pour une variable quantitative d’intérét
sur les individus, notons X; 1’observation aléatoire du premier tirage, Xo celle
du deuxieme tirage, ..., X, celle du n-ieme tirage. Constatons que, dans ce
schéma, il n’y a pas indépendance des v.a. X1, Xo, -+, X,,. Par exemple, au
deuxieéme tirage, les valeurs possibles (recevant la probabilité ﬁ) sont sujettes
au résultat du premier tirage. Le sondage n’est donc pas une situation de v.a.
i.i.d., ce qui complique tant soit peu les choses et explique que la théorie des
sondages occupe une place a part dans la statistique mathématique. Une fagon
de contourner le probleme de la dépendance consisterait & effectuer un sondage
avec remise (par opposition au sondage usuel précédent que ’on qualifie de sans
remise), c’est-a-dire & réintégrer dans la population, a chaque tirage, 'individu
tiré. Mais ceci n’est jamais appliqué en pratique car il y a perte d’efficacité
due a la possibilité de tirer le méme individu plusieurs fois. A supposer que les
tirages avec remise se fassent bien indépendamment les uns des autres il est
clair que, dans ce cas, les v.a. X1, Xo,---, X, sont i.i.d..

Remarquons intuitivement que, si le tauz de sondage n/N est faible (par
exemple un échantillon de taille 1000 dans la population frangaise des individus
agés de 15 ans et plus), le sondage sans remise rejoint le sondage avec remise.
Ceci justifie qu’en pratique on utilise les résultats de la théorie statistique
classique développés dans les chapitres a venir, dans les situations de sondage.
Disons que si n/N reste inférieur & 0,1 on a des approximations correctes,
d’autant plus que d’autres approximations du méme ordre de grandeur sont
souvent inévitables dans la théorie des sondages elle-méme.

Note 3.4 Nous avons considéré des tirages sans remises successifs. Il est équivalent,
en pratique, de tirer simultanément n individus parmi les N individus de la po-
pulation, chacun des (JZ ) échantillons possibles de taille n devant avoir la méme

probabilité 1/ (1: ) d’étre sélectionné.

3.8 Notation matricielle des vecteurs aléatoires

Pour établir les propriétés d’un p-uplet (X1, Xo,- -+, X,) de v.a. il est com-
mode d’adopter la notation matricielle. Ainsi, on note :
X1
Xo
X =

Xp
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le vecteur aléatoire de dimension p, a valeurs dans RP. On définit alors 'espé-
rance mathématique de X, notée E(X), par le vecteur des espérances mathé-
matiques (si elles existent) :

P,

Si les covariances des composantes prises 2 a 2 existent, la matrice d’élément
(t,7) égal a cov(X;, X;) est appelée matrice des variances-covariances de
X et nous la noterons V(X). Notons que cette matrice est symétrique et que
ses éléments diagonaux sont les variances des composantes.

Soient maintenant A une matrice (¢ X p) et ¢ un vecteur (g x 1). Alors la

relation Y = AX + ¢ définit un vecteur aléatoire Y & valeurs dans RY.

Proposition 3.13 Soit X un vecteur aléatoire d’espérance E(X) et de matrice
de variance-covariance V(X) et soit le vecteur aléatoire Y tel que’ Y = AX + c.
On a alors :

E(Y)=AEX)+c,
V(Y)=AV(X)A".
Le symbole A! désigne la matrice transposée de A. Nous omettrons la
démonstration qui ne présente pas de difficulté et offre peu d’intérét.

Indiquons le cas particulier ot A est le vecteur ligne (1 x p),
A=(1 1 --- 1),

pour lequel Y est la somme des composantes de X. On obtient alors la géné-
ralisation de la proposition 3.9 a p v.a. quelconques :

1% (zp: Xi> = Zp:V(Xi) +2)  cov(X;, X;),

ou ZKJ. est une sommation sur tous les couples (X;, X;) avec ¢ < j.

3.9 Loi de Gauss multivariée

La loi de Gauss, ou loi normale, pour une v.a. a valeurs dans R est la
célebre courbe en cloche (graphe de sa densité). Elle est décrite en détail en
section 4.2.4. Indiquons simplement ici qu'il s’agit en fait d’une famille de lois
dépendant de deux parametres qui sont la moyenne p et la variance o2 de
chaque loi, d’ott la notation N (u,c?). Toute fonction linéaire aX + b d'une
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v.a. gaussienne X est une v.a. gaussienne dont la moyenne et la variance se
calculent par les regles générales vues en section 2.3 : E(aX +b) =aE(X) +b
et V(aX +b) = a®V(X). Par une transformation linéaire ad hoc on peut se
ramener a la 1oi? V(0 ; 1) appelée loi de Gauss centrée-réduite (celle fournie dans
les tables). Nous montrons des propriétés analogues pour un vecteur aléatoire
gaussien.

Un vecteur aléatoire gaussien X de dimension p est parfaitement défini par
son vecteur des espérances noté u et sa matrice des variances-covariances notée
3. Sa loi est notée N, (u, X). La densité conjointe de ses composantes au point
(x1,22, -+ ,xp) € RP est :

1 1
fx (@1, @9, 2p) = (27)P/2(det X)1/2 exp {5()( - =T (x - ,u)}
ou det ¥ dénote le déterminant de la matrice X et x dénote le vecteur colonne
de composantes x1,x2, -, Tp.

Notons que la matrice 3 doit étre inversible. Sinon le vecteur aléatoire ne
serait pas réellement de dimension p au sens ou il y aurait au moins une liaison
linéaire exacte entre ses composantes et, par conséquent, ce vecteur prendrait
ses valeurs dans un sous-espace de dimension inférieure a p.

Un cas particulier important est celui de la loi dont le vecteur des espérances
mathématiques est le vecteur nul 0 et la matrice des variances-covariances est
la matrice identité I, soit la loi N,(0,I,) que nous appellerons loi de Gauss
p-variée centrée-réduite par analogie avec la loi usuelle centrée-réduite N'(0;1)
dans le cas oti p = 1. Pour cette loi, ’expression de la densité devient :

1 1& A | 1,
—(271_)1)/2 exXp —5 ; x; = H 27(_, exXp {—5371

qui se sépare en un produit de densités respectives a chacune des composantes,
qui sont les densités marginales de celles-ci. En se reportant a la section 4.2.4
on peut voir que toutes les composantes ont une loi marginale N'(0;1). Ainsi
ces composantes sont indépendantes. Il est clair que ceci est également vrai si la
matrice X est diagonale, & ceci prés que chaque composante a une loi marginale
gaussienne dont la moyenne est la composante correspondante du vecteur u et
la variance est la valeur sur la position correspondante de la diagonale de 3.
On a donc la proposition suivante.

Proposition 3.14 Un vecteur aléatoire gaussien a ses composantes indépen-
dantes si et seulement si la matrice des variances-covariances est diagonale,
1.e. st et seulement si les covariances des composantes prises deux & deuxr sont
toutes nulles.

2Bien que la notation générique soit N (i, 5?), nous aurons ’habitude de remplacer la
virgule par un point-virgule lorsque l'on aura des nombres explicites afin d’éviter la confusion
avec la virgule décimale.
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Alors que nous avions vu en section 3.4 qu'une covariance nulle n’impli-
quait pas l'indépendance pour un couple de v.a. de fagon générale, dans le
cas gaussien il y a équivalence entre indépendance et covariance (ou
corrélation) nulle.

Nous admettrons le théoreme suivant tres utile pour caractériser les vecteurs
gaussiens.

Théoreme 3.1 (théoréme de caractérisation) Un vecteur aléatoire est
gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de ses composantes est
une variable aléatoire gaussienne.

On déduit immédiatement de cette caractérisation essentielle que si X est de
loi NVp(p, ) alors Y = AX est également un vecteur aléatoire gaussien puisque
toute combinaison linéaire des composantes de Y est une combinaison linéaire
des composantes de X et est donc gaussienne. De plus, le fait d’ajouter un
vecteur de constantes ¢ a un vecteur gaussien ne fait que déplacer la moyenne,
la densité restant gaussienne avec p + ¢ se substituant a p dans l'expression
générale donnée plus haut. En reprenant les résultats de la proposition 3.13,
on en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.15 Soit X un vecteur aléatoire de loi N, (p, X) et soit le vecteur
aléatoire Y = AX + ¢ ot A est une matrice (¢ x p) de rang q et ¢ un vecteur
(g x1). Alors Y est de loi Ny(Ap +c, AT AY).

La condition que la matrice A soit de rang maximal (avec ¢ nécessairement
inférieur ou égal a p) s’impose pour que la matrice des variances-covariances
A X A de Y soit inversible, i.e. que Y soit réellement de dimension g et non
pas a valeurs dans un sous-espace de dimension inférieure.

On montre que I'on peut toujours par un choix judicieux de la matrice A et
du vecteur ¢ se ramener & un vecteur Y de loi p-variée centrée-réduite. En effet
on peut d’abord ramener la moyenne a un vecteur nul en passant au vecteur
aléatoire X — p. Puis, du fait que la matrice ¥ est inversible et symétrique,
il existe C, une matrice (p x p) de rang p, telle que CC' = X. Considérons
alors le vecteur Y = C~1(X — p). Sa moyenne est évidemment nulle puisque
E(Y) = C'E(X — u)= C~'0 = 0, et sa variance est :

V(Y) = CT'V(X)(CTH)t =ClE(Ch)!
=clcct(cH =1,.

Remarques

1. En plus d’étre symétrique et de rang maximal, la matrice X doit étre définie
strictement positive. C’est-a-dire que pour tout vecteur v € RP non nul on a
vt ¥ v >0. En effet une combinaison linéaire des composantes de X est de la
forme v'X, sa variance est v 3 v, laquelle doit rester positive.
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2. Pour qu'un couple de v.a. forme un couple gaussien, il ne suffit pas que
chaque v.a. soit gaussienne. En d’autres termes les lois marginales peuvent étre
gaussiennes sans que la loi conjointe soit gaussienne sur R?. En revanche, toutes
les lois marginales des composantes d’un vecteur gaussien sont des gaussiennes
en tant que combinaison linéaire particuliere donnant un coefficient 1 a cette
composante et 0 & toutes les autres.

Par ailleurs si les composantes sont indépendantes et gaussiennes alors la
loi conjointe est gaussienne multivariée.

3.10 Exercices

Exercice 3.1 Le tableau suivant représente la loi du couple (X,Y") : X nombre
d’enfants dans un ménage, Y nombre de téléviseurs du ménage (pour un ménage
pris au hasard dans une population de ménages ayant 1 a 3 enfants et 1 a 3
téléviseurs).

Y

X 1 2 3
1 0,22 ] 0,11 | 0,02
2 0,20 | 0,15 | 0,10
3 0,06 | 0,07 | 0,07

Calculer le coefficient de corrélation entre X et Y.

Exercice 3.2 Montrer que la covariance entre la somme et la différence de
deux v.a. indépendantes et de méme loi est toujours nulle.

Exercice 3.3 Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant une méme loi de
Bernoulli de parametre p (voir section 4.1.2). Donner la loi de X + Y. Calculer
P(X+Y =0),P(X-Y =0)et P(X+Y =0, X—Y =0). Les deux v.a. X +Y
et X —Y sont-elles indépendantes 7 Que vaut leur covariance en application de
Iexercice 3.2 7 Quelle conclusion générale en tirez-vous ?

Exercice 3.4 Soient X et Y deux v.a. indépendantes et soit Z7 = X + Y.
Calculer P(Z < z|X = ) et en déduire que fz1x—s(2) = fy(z — ).
Déterminer la densité conjointe de Z et de X, et en déduire que fz(z) =
fj::} fy(z —2)fx(z)dz.
Donner laloide T =X —Y.

Exercice 3.5 Déterminer la loi de la somme de deux v.a. indépendantes, conti-
nues uniformes sur [0, 1].

Aide : on déterminera la zone du plan en coordonnées (z,y) définie par
{(z,y)|lz+y <2 0<z<10<y <1} et, apartir de la loi conjointe, on
calculera géométriquement, selon les différents cas pour z, P(X +Y < z).
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Exercice 3.6 On mesure la longueur et la largeur d’un terrain rectangulaire.
La mesure de la longueur est une v.a. X de moyenne px et de variance o%.
La mesure de la largeur est une v.a. Y de moyenne py et de variance o%.
On suppose que ces deux mesures sont indépendantes. Quelle est 1’espérance
mathématique et la variance pour la mesure de la surface du terrain ?

Exercice 3.7 (marche aléatoire) On se situe sur un axe en une position initiale.
On se déplace alors par étapes successives et indépendantes les unes des autres
de la facon suivante. A chaque étape on fait un pas d’un metre & droite (41)
avec probabilité p ou & gauche (-1) avec probabilité 1—p. Soit X le déplacement
a une étape quelconque. Calculer F(X) et V(X).

Soit Y I’éloignement de la position initiale apres n étapes. Calculer E(Y)

et V(Y).

Exercice 3.8 Soit un couple (X,Y") gaussien bivarié. On suppose que X et Y’
sont de moyenne nulle et on note 0% la variance de X, 0% la variance de Y et p
le coefficient de corrélation linéaire du couple. Etablir que la densité conjointe
du couple est :

1 1 x? xy y? } }
xy(z,y) = eXPY =55y |3 2 +
Py (@) 2rox oy /1 — p? { 2(1-p?) [03( Poxov | 0%

(on notera que les courbes de niveau du graphe de fxy sont des ellipses de
centre (0,0) ).




Chapitre 4

Les lois de probabilités
usuelles

Nous abordons ici une sorte de catalogue des lois les plus utilisées dans la
modélisation statistique. Nous nous efforcerons de justifier I'utilité de ces lois
en précisant le type de situations ou elles sont appropriées. De facon générique
et sauf mention expresse on notera X une v.a. qui suit la loi décrite. Chaque loi
fera I'objet d’un symbole spécifique. Par exemple, la loi binomiale de parametres
n et p sera notée B(n,p) et on écrira X ~» B(n,p) pour signifier que X suit
cette loi.

4.1 Les lois discretes

4.1.1 La loi uniforme discrete

L’ensemble des valeurs possibles est {1,2,3,--- 7}, r étant un parametre
de la loi. Uniforme signifie que chaque valeur recoit la méme probabilité 1/r.
En fait cette loi est peu utilisée en tant que modele statistique, mais mérite
d’étre présentée en raison de sa simplicité. On la rencontre dans les jeux de
hasard, par exemple dans le lancement d’un dé : X est le nombre de points
obtenus et r est égal a 6. Si le dé est parfaitement symétrique chaque face, et
donc chaque nombre de points, a la probabilité 1/6 d’apparaitre.

Pour une v.a. X qui suit cette loi, on a :

B(X) = 7';1
V(X) = 1—12(7'2 -1).

En effet :

1 Lr(r+1 +1
E(X):;(1+2+...+r):;7"<’"2 ):7“2
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et, sachant que 12+42%+---+7? = 2r(r+1)(2r+1), on peut calculer la variance
par la formule de décentrage :

V(X) = B(X?) - (E(X))?

2
1 1
:_(12_"_22_"_._._'_742)_(7"’_ )
r

:é(r+1)(2r+1)— (T;rl) ~Llp2oy).

Ainsi, pour le jet d’'un dé, I'espérance mathématique du nombre de points

est % et sa variance 25 .

4.1.2 Loi de Bernoulli B(p)

C’est la loi la plus simple que 'on puisse envisager puisqu’il n’y a que
deux valeurs possibles, codées 1 et 0. On note p la probabilité associée a la
valeur 1, p étant le parametre de la loi (la probabilité 1 — p associée a la valeur
0 est souvent notée ¢ dans les ouvrages, mais nous jugeons cela superflu). On
écrit X ~ B(p) et donc :

valeurs possibles 1 0

X~ B(p) <= X { probabilités p l—-p.

On peut écrire la fonction de probabilité de la fagon suivante :

PX=z)=p"(1-p)** , ze{0,1}.

Ona E(X)=pet V(X)=p(1—p) puisque :

EX)=0x(1-p)+1xp=p
V(X)=E(X?) - (BE(X))>=0*x (1-p)+ 1> xp—p>=p(1—p).

La fonction génératrice des moments est :

\le(t) — E(etX) _ et.1p+ et.O(l _p)
=pe' +(1-p).

En pratique la v.a. X sera utilisée comme fonction indicatrice d’un
événement donné au cours d’une expérience aléatoire (par exemple avoir un
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appareil tombant en panne avant l’expiration de la garantie, étre infecté au
cours d’une épidémie, étre bénéficiaire pour une entreprise). X prend la valeur
1 si 'événement se produit et 0 s’il ne se produit pas a l'issue de I’expérience.
Dans ce contexte, p représente la probabilité de 1’événement considéré.
La v.a. X sera une variable de comptage lors de répétitions de ’expérience
constituant le processus de Bernoulli décrit ci-apres et conduisant notamment
a la loi binomiale.

Par convention la réalisation de I’événement sera appelée «succés» et sera
codée 1, sa non-réalisation sera appelée «échec» et sera codée 0.

4.1.3 Le processus de Bernoulli et la loi binomiale B(n, p)

Le processus consiste en une suite de répétitions de ’expérience aléatoire de
Bernoulli, toutes ces répétitions successives étant indépendantes les unes des
autres. La probabilité de succes a chaque répétition est p.

Un processus de Bernoulli est donc modélisé par une suite X1, Xo, X3 ...
de v.a. i.i.d., chacune de loi B(p). Dans ce processus on peut s’intéresser a
différents types de comptages, menant a différentes lois. Nous verrons les plus
courants : comptage des succes en s’arrétant & un nombre de répétitions fixé
a Pavance (loi binomiale), comptage des échecs avant d’atteindre le premier
succes (loi géométrique) ou le r-iéme succes (loi binomiale négative).

La loi binomiale est la loi de la v.a. X correspondant au nombre de succes
au cours de n répétitions du processus. Elle est omniprésente en statistique.
L’application la plus fréquente se situe dans le domaine des sondages. Ayant
sélectionné au hasard n individus dans une grande population (voir le sondage
aléatoire simple en section 3.7) on peut «estimer» la proportion p d’indivi-
dus ayant un caractére! donné (succes). Sile taux de sondage est faible,
on a vu que 'on pouvait admettre que le tirage sans remise est tres proche du
tirage avec remise. Pour ce dernier la probabilité de succes a chaque tirage est p
et il y a indépendance des tirages. La v.a. X correspond au nombre d’individus
ayant le caractere d’intérét parmi n individus sélectionnés.

La loi binomiale a deux parametres n et p, et ’ensemble des valeurs possibles
est {0,1,2,--- ,n}. Calculons directement la probabilité p(x) d’obtenir x succes
parmi n répétitions.

Toute suite contenant a succes et n—1 échecs a une probabilité p* (1 —p)"~*
en raison de I'indépendance des répétitions successives, et ceci quel que soit
I’ordre d’apparition des succes et des échecs. Imaginons que nous écrivions la
succession des résultats avec une séquence de lettres S et E (succes, échec).
Combien y-a-t-il d’écritures possibles? Une suite particuliere étant parfaite-
ment définie par les positions occupées par les z lettres S, il suffit de dénombrer

ILe mot «caractére» est a prendre dans un sens élargi. Ce peut étre, par exemple, I'ac-
quiescement & une opinion proposée dans un questionnaire.
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combien il y a de choix de z positions parmi n positions. C’est le nombre de
combinaisons a z éléments que 1’on peut former & partir de n éléments :

()=

Dot p(z) = (7)p™(1 — p)" 7, toutes ces suites étant distinctes et donc incom-
patibles.

Définition 4.1 On dit que la v.a. discréte X suit une loi binomiale B(n,p) si
sa fonction de probabilité est :

Proposition 4.1 Soit X1, Xo,- -+, X,, une suite de v.a. i.i.d. de loi B(p), alors
Sn =21 X, suit une loi B(n,p).

Ceci est la traduction du nombre de comptage des succes a travers la variable
indicatrice de Bernoulli.

De cette proposition on déduit que la somme de deux v.a. indépendantes de
lois respectives B(n1, p) et B(na, p) est une v.a. de loi B(ny+na, p). En effet cette
somme peut étre considérée comme celle de ny + ngy répétitions indépendantes
du processus de Bernoulli avec probabilité p de succes.

Proposition 4.2 Soit X ~ B(n,p), alors :

V(X)= (1— p)
Ux(t) = [pe' + (1 —p)]"

Démonstration : comme X peut étre vue comme la somme de n v.a. indépen-
dantes X1, Xo,---,X,, de méme loi B(p), il suffit d’appliquer la proposition
fondamentale 3.11 sur la somme de n v.a. i.i.d., avec u = p et 02 = p(1 — p)
qui sont respectivement la moyenne et la variance de la loi B(p), pour obtenir
la moyenne et la variance de X . En appliquant le résultat de la proposition
3.12 on obtient sa fonction génératrice des moments. On peut vérifier, a titre
d’exercice, que W'y (0) = np (voir section 2.5). O
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4.1.4 Les lois géométrique G(p) et binomiale négative

BN (r,p)

Soit un processus de Bernoulli de parametre p. La loi géométrique G(p),
ou loi de Pascal, est la loi de la v.a. X «nombre d’échecs avant de parvenir
au premier succes». L’ensemble des valeurs possibles est N et la fonction de
probabilité est :

p(x) =p(1-p)*, zeN,

car il n’y a qu’une séquence possible : x échecs suivis d’un succes.
On a alors :

E(X) = %
V(X) = 1p_2p

X\ p
P = e

Démonstration : la fonction génératrice s’écrit :

E(eX) =3 *p(1 - p)t = p > [(1 - p)elft = — L
k k=0

—~ 1—(1-pet’

Elle est définie si (1 — p)e! <1 out < —In(1 — p), donc au voisinage de 0. La
dérivée premiere de cette expression est :

p(1 —p)e’
[1—(1—p)et]?

et sa valeur pour ¢t = 0 est (1 — p)/p qui correspond a la moyenne. En prenant
la dérivée seconde au point 0, on obtient E(X?) = (1—p)(2—p)/p?, puis V(X)
par la formule de décentrage. O

La loi binomiale négative est une généralisation de la loi géométrique ou
I’on considere X «nombre d’échecs avant de parvenir au r-iéme succes». Sa
fonction de probabilité est :

p(z) = (T - 2 B 1>p7"(1 —p)®, zEN.

En effet pour toute séquence de = échecs et r succes la probabilité est p™(1—p)*.
Sachant que le dernier résultat de la séquence doit étre un succes, il reste a
dénombrer les séquences avec x échecs et r— 1 succes ce qui revient a dénombrer
les possibilités de choix de x positions parmi x + r — 1 positions, soit (T+§71).
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On a alors :
_r(l-p)
EX)= ’
V(X) _ 7“(1 ;p)
p
Ux(t) = [ﬁ]r (au voisinage de 0) .

Ceci peut étre établi grace aux propositions 3.11 et 3.12, en remarquant qu’une
v.a. BN (r,p) peut étre considérée comme une somme de r v.a. indépendantes
de loi G(p). En effet toute séquence a r succes, dont un succes final, peut étre
vue comme une suite de r séquences du type de celles de la loi géométrique.

Certains auteurs préferent a X la v.a. Y «nombre total de répétitions pour
atteindre le r-ieme succes». On a donc Y = X + r, avec :

r—1
- ) 1,..
py (z) (x_r>p (L=p)" " z=rr+1,

vy ="0oP)

r
et : EY)=-
(Y) ’ )

4.1.5 La loi hypergéométrique H(N, M, n)

Soit un ensemble de N individus dont M possedent un certain caractere,
que nous appellerons «succes» par analogie avec la loi binomiale, et N — M ne
la possédent pas. On effectue un tirage aléatoire sans remise de n individus
dans cet ensemble. On entend par la que chacun des (1: ) échantillons de taille
n possibles a la méme probabilité 1/ (]Z ) d’étre sélectionné (voir note 3.4). On
considere la v.a. X «nombre de succes observés parmi les n individus». On a
alors la fonction de probabilité :

MY (N—M
)G
N
()

Le numérateur correspond au nombre de choix de z individus parmi M et n—x
parmi N — M. Avec comme valeurs possibles {0,1,...,n} nous supposons que
M et N — M sont supérieurs a n. Toutefois si n > M alors la plus grande valeur
possible est M et sin > N — M la plus petite valeur possible est n — (N — M).
Nous pouvons garder la formule générale ci-dessus en convenant que (‘;) =0si

a < b.
On démontre (le résultat étant intuitif pour la moyenne) que :

p(x) = , x=0,1,...,n.
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On peut faire le rapprochement avec le processus de Bernoulli et la loi bino-
miale qui correspondent au tirage aléatoire avec remise. Le nombre de succes
suit une loi B(n,p) avec p = M/N. Dans les deux situations la moyenne est
identique alors que, pour la loi hypergéométrique, la variance regoit un «facteur
correctif de sans remisey» égal & (N —n)/(N — 1). Clairement les deux situa-
tions se rapprochent si le «taux de sondage» n/N diminue. Plus formellement
on peut montrer que, pour tout x, p(x) tend vers 'expression correspondante
(Mp=(1 — p)"~* de la loi binomiale quand N — oo et (M/N) — p.

x

4.1.6 La loi multinomiale

Il s’agit d’une extension de la situation binaire (succes, échec) de la loi bi-
nomiale, & une situation «multinaire» a c¢ catégories, de probabilités respectives

D1,D2; s De AVEC D p_q P = L.

On s’intéresse aux fréquences observées Ny, Vs, ..., N, des différentes caté-
gories au cours de n observations répétées indépendantes. La fonction de pro-
babilité conjointe des v.a. N1, N, ..., N, est :

|
n: n1

nllngl...nclpl

P(Ny =ny,Ny =ng,.... No =n.) = Py2...Dpe

si tous les ny, (k de 1 & ¢) appartiennent a {0, 1,2, ...,n} et vérifient la contrainte
Zz=1 ng = n, la probabilité étant nulle sinon. Ceci s’établit par le méme type
de raisonnement que pour la loi binomiale. Le terme p}'p5? - - - ple correspond
a la probabilité de toute série de n répétitions avec n; d’entre elles donnant la
catégorie 1, no donnant la catégorie 2,. .. et n. donnant la catégorie c. Le terme
avec les factoriels correspond au nombre de séries de ce type possibles (nombre
de fagons d’occuper n; positions parmi les n successions pour la catégorie 1,
ng positions pour la catégorie 2,--- , n. pour la catégorie c).

La loi marginale de Ny, est clairement la loi B(n, py). Par ailleurs on démontre
que cov(Ng, N;) = —npgp;. On peut donc écrire 'espérance et la matrice des
variances-covariances du vecteur aléatoire N = (Ny, Na, ..., N.) & valeurs dans
{0,1,2,...,n}¢ avec la contrainte > ;_, Ny =n :

np1 np1(1 —p1) —np1p2 e —Np1Pe

np2 —npip2 np2(l—p2) - —NPape
EN)=| . |, v(Y)= , . .

npe —np1Pe —npepe -+ npe(l—pe)

Cette loi est a la base de I’étude des variables catégorielles du chapitre 10.

4.1.7 Le processus et la loi de Poisson P()\)

On considere un processus d’occurrences d’un événement donné sur 1’échelle
du temps, par exemple 'arrivée des appels a un standard téléphonique. Pour un
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temps ¢ > 0 fixé (& partir d’une certaine origine des temps) on définit la variable
aléatoire X (¢) «nombre d’occurrences dans 'intervalle |0, ¢]». Par commodité
on pose :

pr(t) = P(X(t) = k), ouk eN.
En bref, on dit qu’on a un processus de Poisson si :

— il y a une invariance temporelle, & savoir que p(t) ne dépend pas de 1ori-
gine des temps, mais dépend uniquement de la longueur ¢ de l'intervalle,
quels que soient k et t;

— il y a indépendance des nombres d’occurrences pour deux intervalles dis-
joints;

— pour un tres petit intervalle la probabilité d’avoir deux occurrences ou
plus est négligeable devant la probabilité d’avoir une occurrence exacte-
ment et cette derniere est proportionnelle a la longueur de cet intervalle.
Plus formellement :

pi(h) = Ah +o(h)

ou, rappelons-le, o(h) est une fonction telle que — 0 quand h — 0.

o(h)
N ) . . 7 7 h
Le parametre A > 0 caractérise l'intensité de fréquence des occurrences.

Sous ces hypotheses on démontre que :

—At Atk
pilt) = 20 k(| " ken

La loi de Poisson est la loi du nombre d’occurrences dans une unité
de temps, donc pour ¢t = 1 dans les formulations ci-dessus. Par conséquent on
dit que la v.a. X suit une loi de Poisson P(\) si sa fonction de probabilité est :

e A\F
plk) = —5— keN
Sachant que ZF = ¢, la somme des probabilités est bien égale & 1. On a
k=0 """
alors :
EX) =2
VX) =2A
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Le parametre A\ est donc le nombre moyen d’occurrences par unité de
temps pour le processus. Les démonstrations sont simples :

Zk ZA

—)\)\k 1 > —)\/\j

_/\Z

o L peT M B > e SN e
E(X?*) =)k o => k(k—1) R DLy
k=0 k=2 =1
0 7}\)\]@72 el efk)\k 1
=2y A = A2
kZ:Z(k—2)'+ z::(k—l)' +
douV(X)=2A,
O otheo=A\k o0 e—A(/\e )k et > e—Aet(/\et)k .
— (e=1) Ale’—1)
U= =X 2
k=0 k=0 k=0
Remarques

— On verra plus loin la loi exponentielle qui est celle du temps s’écoulant
entre deux occurrences successives.

— On a la propriété additive suivante : soient X7 ~» P(A1) et Xo ~» P(A2)
indépendante de X, alors X1+ X5 ~ P(A1+X2). Ceci se voit directement
en appliquant la proposition 3.10 sur la fonction génératrice d’une somme.

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Si I’on choisit une unité de temps suffisamment petite pour que la probabilité
d’avoir plus d’une occurrence devienne négligeable on voit que le processus de
Poisson peut étre rapproché d’un processus de Bernoulli par discrétisation de
I’écoulement continu du temps en unités successives.

Montrons que la fonction de probabilité de la loi P(A) est équivalente a
celle de la loi B(n,p) quand n — oo et p — 0 de fagon que np — A. On a
vu (section 4.1.3) que la fonction génératrice des moments de la loi B(n,p) est
U(t) = [pet + (1 —p)]". Dot :

In¥(t) = nln [pe’ + (1 - p)]
=nln[l+p(e’ —1)]

)
)
=n[p(e’ —1) +o(p)].
)-

Comme np tend vers A\, In ¥(t) tend vers A(e! — 1). Par suite ¥(¢) tend vers
exp{A(e® — 1)} qui est la fonction génératrice de la loi P(X).

Ceci a un intérét pratique pour approcher la loi binomiale lorsque 1’évé-
nement «succesy est rare (p est petit), avec un grand nombre de répétitions.
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On considere que, si n > 50 et p < 0,1, la loi binomiale B(n,p) est approchée
de fagon tout & fait satisfaisante par la loi de Poisson de parametre A = np.
On peut aussi utiliser une telle approximation si ’événement «succes» est tres
fréquent (p > 0,9) en intervertissant succes et échec.

Exemple 4.1 La probabilité pour qu’un réacteur d’avion d’un certain type
connaisse une panne avant sa premiére révision est 1/1000. Sachant qu’'une
compagnie d’aviation possede sur ses avions 100 réacteurs de ce type calculons
la probabilité qu’elle ne rencontre pas plus de deux problemes avec ces réacteurs
avant la premiere révision. Le nombre de réacteurs a probleme est une v.a. X
de loi B(100;0,001) qui peut étre approchée par la loi P(0,10). Donc :

e %1.0,1 e %1(0,1)2
+

-0,
PX =2 =e ™ +— 2

= 0,99985.

Le modele de Poisson s’applique dans de nombreuses situations de comp-
tages par unité de temps ou par unité de surface : nombre de sinistres par an
pour un assuré, problemes de files d’attente (arrivées a un guichet, nombre de
personnes servies), particules émises par une source radioactive. Pour un comp-
tage par unité de surface (par exemple le nombre de couples d’une espece d’oi-
seaux nichant par quadrat d’une forét), le modele correspond & une répartition
spatiale au hasard.

4.2 Les lois continues

4.2.1 La loi continue uniforme U|a, b]

On dit que X suit une loi uniforme sur l'intervalle fini [a, ] si sa densité
est constante sur [a,b] et nulle & Pextérieur de cet intervalle, soit :

fa) Y4 sia<z<b
xTr) = —a

0 sinon

Nous en avons déja vu une illustration en section 1.4.
Sa fonction de répartition est :

0 six <a
F(z) = ?j:g sia<xz<b

1 sizx>b
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On peut aisément vérifier que :

) =20
_q)?
V(X):(bu)

La loi uniforme de référence est la loi U[0, 1] correspondant aux générateurs de
nombres au hasard des logiciels (fonction «kRANDOM» ou «ALEA»). A partir
d’un tel générateur on peut produire des nombres au hasard sur [a,b] par la
transformation y = (b — a)x + a. Nous verrons en section 4.3 comment simuler
une loi quelconque a partir de ces «nombres au hasard».

4.2.2 La loi exponentielle £(\)

Comme mentionné dans les remarques sur le processus de Poisson, la loi
exponentielle correspond a la variable aléatoire X du temps s’écoulant entre
deux occurrences successives lors d’un tel processus. Avec les notations de la
section 4.1.7 la probabilité qu’il n’y ait aucune occurrence dans un intervalle
de temps de longueur t est égale a po(t) = e ™, d'ott P(X > t) = e * et
Vexpression de la fonction de répartition P(X <) :

{ 1l—e ™ §it>0

F(t) =
0 sit<0

puis de la densité, par dérivation :

Ae ™ Sit>0
f(t) = .
0 sit<O

On a déja montré (voir section 2.5) que :

B(X) =5
VX) = 4
W) = 12

Logiquement, puisque A est le nombre moyen d’occurrences par unité de
temps, % est la durée moyenne entre deux occurrences successives. On repa-
ramétrise souvent la loi en posant § = 1/\, d’ou :

T
1 —=
f(SU):ge 97 eTZOa

qui met en évidence sa moyenne 6, la variance étant alors 62.
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La loi exponentielle est également le modele de durée de vie pour un
systéme idéal sans usure, % étant 'espérance de vie du systeme. En effet on
peut voir que I’age du systeme ne joue aucun roéle quant aux chances de survie
a un horizon donné puisque :

:P((X>t+h)ﬂ(X>t))

P(X >t+h|X >t)

P(X >t)
_PX>t4h) e,
O P(X >t eM ’

qui ne dépend pas de t.

4.2.3 La loi gamma I['(r,\)

Soit X1, Xa, ..., X, une suite de r variables aléatoires i.i.d. de loi £()) et
soit T'=3>""_; X;. On démontre (voir exercices) que 7" suit une loi de densité :

AT
" le2® x>0

fz)y=4 (=1 :

0 siz <0

laquelle définit la loi T'(r, \). Des propriétés des sommes de v.a. i.i.d. on déduit
immédiatement :

B(T) = 1
V(T) = %
U (t) = (%)T, Sit<A.

Vérifions que la densité ci-dessus est bien celle qui conduit & cette fonction
génératrice des moments :

+oo r
Ur(t) = B(e!T) = /0 el - i ol

A" +o0
_ ( 1)' / xrflef()\ft)xdx
T — - Jo

" e My

— A 1 /+OO ur—le—udu _ A"
=D =1" Sy A=t

en vertu de la relation classique f0+oo u""te Mdu = (r —1)! .

La loi I'(r, A\) modélise en particulier le temps séparant une occurrence de
la r-ieme suivante dans un processus de Poisson. Elle joue un role similaire a
celui de la loi binomiale négative dans le processus de Bernoulli.
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On peut généraliser la loi I'(r, A) & une valeur de 7 non entiere (mais stricte-
ment positive) en remplacant, dans la densité, 'expression (r — 1)! par la fonc-
tion gamma d’Euler définie, pour tout réel positif, par I'(r) = fooo " le %dzx,
dont la loi a hérité son nom.

La fonction de répartition de cette loi n’est pas explicite et nécessite le
recours a un logiciel (ou des tables, mais celles-ci ne sont pas trés courantes).

4.2.4 La loi de Gauss ou loi normale N (u,0?)

Il s’agit, comme on sait, de la loi de probabilité fondamentale de la statis-
tique en raison du théoreme central limite que nous verrons en section 5.8.3.

On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Gauss, ou loi normale,
notée N (p, 02), si elle a pour densité :

1) = e {3 ser.

Les parametres sont notés p et o2 du fait qu’ils correspondent respectivement
a la moyenne et a la variance de la loi (voir la démonstration ci-apres), o étant
donc son écart-type. Le graphe de la densité est la fameuse courbe en cloche
symétrique autour de la valeur pu.

Pour 1 =0 et 02 =1 on a la loi de Gauss centrée-réduite N'(0;1) dont la
fonction de répartition, notée @, est donnée dans les tables statistiques usuelles :

O(x) = \/%/ e~ % dz.

Montrons que si X ~» N(p,0?) alors sa transformée centrée-réduite
Z = % suit la loi A(0;1). Soient Fx et Fyz les fonctions de répartition
respectives de X et de Z, alors :
X—p

o

F(Z <2)=P(Z<z)=P(

<2)=P(X <pu+z0)=Fx(p+oz),

et en dérivant Fz et Fx par rapport a z, on a :

— ) 1,2
fz(z)afx(u+za)V;_ﬁexp{_%(ﬂ-FZ; 0 }: L e

En inversant le raisonnement on montre que si Z ~ N(0;1) alors
X =p+0Z~ N(u,o?) et, plus généralement, ceci implique que toute fonc-
tion linéaire d’une v.a. gaussienne est une v.a. gaussienne.

En vertu de cette propriété le calcul de P(X < x) se rameéne & un calcul de
probabilité sur la variable gaussienne centrée-réduite. Mettons en évidence la
regle de calcul par la proposition suivante.
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Proposition 4.3 Soit X ~ N (u,0?), alors :

P(ng)zp(zg x_“) ot Z ~ N(0:1),

g

soit encore : PX<z)=90 <x — ,u> .
o

Exemple 4.2 Soit X ~» N(10;4). Calculons, par exemple, P(X < 13) :

13—-1
P(X <13) = P(Z < 32 0

)=P(Z < 15)=®(1,5) =0,9332

par lecture de la table de la loi normale centrée-réduite.

En lecture inverse déterminons le quantile d’ordre 0,95 de la loi de X. Pour Z
on lit dans la table que le quantile d’ordre 0,95 est 1,645, i.e. P(Z <1,645) =0,95.
Dot P(X519 <1,645) =0,95 et P(X < 1041,645x 2) =0,95. Pour la loi de X
le quantile est donc 10+1,645x 2 =13,29. |

D’une fagon générale P(X < z) est obtenu en lisant la probabilité d’étre
T —p

inférieur a dans la table et le quantile d’ordre « de la loi de X est égal

o
A [l + 24 0 OU 2, est le quantile d’ordre « de la table, i.e. tel que ®(z,) = a.

Calculons la fonction génératrice des moments de Z ~ N(0;1) :

+oo
1 1.2
U, (t) = E(et? :/ et? e 2% dz
Z( ) ( ) Cw \/ﬁ
2
1 +oo 1 2 etT Foo
_ —s(z—t)° & _ U
= e 2 ezdz = e 2% du
V2T /_oo V2T /_oo
D’ou :
t2
\Ifz(t) =ez.

Par cette fonction, vérifions que la moyenne et la variance de Z sont bien,
respectivement, 0 et 1 :

+2

te'T, BE(Z)=W,(0)=0,
2

(1)
U,(t)=(1+t2)e7, V(Z)=E(Z% =V,0) =1.

Pour X = p+0Z on a donc E(X) = p et V(X) = 0?V(Z) = 02, ce qui
justifie la notation N (u, 0?).
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On peut directement accéder aux moments de tous ordres par le dévelop-

2
J N = .
pement en série entiere de e (voir la note 2.3) :

N

d’ou :

_ (29)!

-~ 2sgl”

Du fait que la densité est une fonction paire les moments d’ordres impairs sont
nuls. On notera, pour mémoire, que py = 3.

H2s

Pour X ~+ N (p1,02), comme (X — pu)" = 0" Z", on obtient immédiatement les
moments centrés :
2s (28)'

2ss!

ro_
Hog = O
et, en particulier, u = 30%.

De plus :
2

¢
W (t) = exp(tp + 07 5),

car :
B(etX) = B(!0H7D)) = ¢t B(e(t9)7) = ctie“3~

Nous donnons maintenant une proposition essentielle pour les développements
statistiques.

Proposition 4.4 Toute combinaison linéaire de v.a. gaussiennes indépendantes
est une variable aléatoire gaussienne.

Démonstration : il suffit de démontrer cela avec deux v.a., ’extension a plusieurs
v.a. se faisant de proche en proche. De plus, on a vu que si X est gaussienne alors
Y = aX est gaussienne. Il suffit donc de démontrer la proposition pour Y; + Y53,
olt Y7 et Y sont indépendantes. Soient Y7 ~» N(u1,0%) et Yo ~» N (g, 03).
Selon la proposition 3.10 on a :

o2 2
Uy, 1y, (1) = Uy, (1) Py, (t:) = ot G2 s+t

_ et(,¢1+p2)+%(af+a§)t2

qui est la fonction génératrice des moments de la loi N (p1 + po, 0% +03) . O

Notons que la proposition n’est pas vraie pour des v.a. dépendantes. Ainsi
deux v.a. peuvent étre marginalement gaussiennes sans pour autant que toute



60 Statistique — La théorie et ses applications

combinaison linéaire de celles-ci soit gaussienne, car cela dépend de la nature
de leur loi conjointe.

Quelques valeurs clés de la loi de Gauss

A partir de la lecture dans la table de la loi de Gauss centrée-réduite des
quantiles d’ordres 0,975 ; 0,995 et 0,9995, soit :

$(0,975) = 1,96
$(0,995) = 2,57
$(0,9995) = 3,30 ,

on déduit ces intervalles de dispersion autour de la moyenne pour X ~» N (u, 02) :

P(u—1960 < X < pu+1960) =095
P(p—2570 <X < p+2570) =0,99
P(u—3300 <X < pu+3300)=0,999.

La premiere égalité est souvent résumée en disant que la probabilité d’obtenir
une valeur dans l'intervalle «moyenne plus ou moins 2 écarts-types» est de
95% (plus exactement 0,9544). En termes de fréquence des observations on a
coutume de dire que, grosso modo, 95% des observations doivent se situer dans
cet intervalle. Cette propriété est d’ailleurs souvent étendue de facon tout a fait
abusive a tout type de loi.

La troisieme relation montre qu’il n’y a pratiquement aucune chance de trouver
une observation au-dela de 3 écarts-types de la moyenne.

4.2.5 La loi lognormale LN (u,o?)

Cette loi fournit souvent un bon modéle pour les variables strictement po-
sitives ayant une distribution asymétrique avec allongement vers les valeurs
élevées, en particulier dans les domaines biologique (poids des personnes, par
exemple), économique (distribution des revenus) et physique.

Soit X une v.a. a valeurs strictement positives, on dit qu’elle suit une loi
lognormale de parametres p et o2, notée LN (u, 02), si In X ~» N (i, 0?).

Sa densité, peu utilisée car on préfere généralement se ramener a I’échelle
logarithmique, peut étre déduite de celle de la loi de Gauss par la transformation
exponentielle selon la méthode du changement de variable exposée en section
1.6. Posons Y =In X, on a :

F(z) = P(X <) = P(e" <2) = P(Y <Inz) = @ <MT_M> '

En dérivant, on obtient aisément :

1 .
f(x) x zm“p{—pﬂnw—u)?} siz>0
xT) =

0 siz <0
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Comme P(X < z) = P(log X <logx) les quantiles restent en correspondance
par la transformation exponentielle et, par exemple, la médiane est e”. Il n’en
va pas ainsi des moments qui peuvent toutefois se déduire directement de la
fonction génératrice de la loi de Gauss N (u,0?). En effet, en posant encore
Y=InX,ona:

k202

E(X") = B(eM) = Wy (k) = M7,

soit, en prenant k =1 puis k =2 :

E(X) = ett27
E(X?) = e2n+20°
Qo : V(X) = 2o (7" 1),

4.2.6 La loi de Pareto

Cette loi a été introduite pour modéliser la distribution de revenus
supérieurs a un seuil donné, puis s’est avérée utile pour d’autres phénomenes
(par exemple la distribution de la taille de grains de sable passés au travers d’un
tamis). Elle a deux parametres strictement positifs : le parametre de seuil a et
un parametre de forme 6. La fonction de répartition et la fonction de densité
sont :

an 9
1—<7) six>a
F(z) = T

0 six<a

9 a 0+1

7(7) siz>a
a \x

0

sir<a

La densité étant une puissance de x, on calcule aisément (voir exercices du
chapitre 2) :

E(X) = 90(11 (n’existe que sif > 1),
a? . .
V(X) = CEECED) (n’existe que si 6 > 2).

Sa fonction génératrice des moments n’existe pas (sa fonction caractéristique -
voir note 2.4 - ne s’exprime pas par des fonctions usuelles).

4.2.7 La loi de Weibull W (), «)

Cette loi généralise la loi exponentielle pour modéliser des durées de vie.
Elle intervient également dans les problémes dits de valeurs extrémes (par
exemple l'occurrence de crues exceptionnelles d’une riviere). La fonction de
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répartition et la fonction de densité de cette loi, notée W (A, «) ou A et « sont
deux parametres strictement positifs, sont :

1—e ™" siz>0 adz® e 2" gix >0
0 six <0

F(z) =
0 six <0

Quand @ = 1 on a la loi £(A), quand a < 1 la densité décroit depuis 400,

quand o > 1 elle admet un maximum (mode de la loi) au point [+(2=2)]H/.

On montre que :

L1+ 1)
2/ ’

ra+2)-T*0+3)
22/«

B(X) = V(X) =

ou I est la fonction gamma d’Euler (voir section 4.2.3).

Montrons quelques particularités utiles pour la modélisation de durées de
vie.

Proposition 4.5 Si X ~» £(\) alors X'/* suit une loi W(\, a).

Cette proposition est évidente par le principe du changement de variable ex-
posé en section 1.6. Ainsi pour a > 1 cela revient a une contraction de 1’échelle
du temps et donc a introduire un effet d’usure. Considérons en effet, comme
nous ’avons fait pour la loi exponentielle, la probabilité qu’'un systéme «sur-
vive» un temps h fixé (h > 0) au-deld du temps ¢ et étudions cette probabilité
comme une fonction p de t. On a :

PX>t+h) _ _N+ne—e]

p(t)=P(X >t+h|X >t)= PX > 1)

La fonction (¢ + h)® — t* étant croissante pour a > 1 et décroissante pour
a < 1, la probabilité diminue avec le temps pour @ > 1 ce qui correspond bien
a un phénomene d’usure. Au contraire pour @ < 1 on a une probabilité qui
augmente (on peut penser ici a la durée de chdémage ou plus le temps s’écoule
plus il est difficile d’en sortir).

4.2.8 La loi de Gumbel
C’est une autre loi de modélisation de valeurs extrémes dont la fonction de
répartition est :

r—o

5 } L, zeR (8>0).

F(z) = exp {—e

On montre que sa moyenne est o+ 3, ot 7 =0,577... est la constante d’Euler,
et que sa variance est 7232 /6.

La valeur « correspond & son mode. Sa fonction génératrice des moments
est U(t) = e*T'(1 — [t). Elle est liée a la loi limite du maximum d’une série de
n observations quand n tend vers 'infini, pour une grande variété de lois.



Chapitre 4. Les lois de probabilités usuelles 63

4.2.9 La loi béta Beta(a, 3)

Cette loi fournit un modele pour les mesures comprises entre 0 et 1, en
particulier pour des taux ou des proportions. Sa densité est :

Fa+5+2)
fla)={ Tla+D1I'(E+1)
0 si x ¢)0;1]

(1 —x)? sz e]0;1]

avec a > —l et B> —1.

Pour oo = 8 = 0 on a la loi uniforme U0, 1]. Pour « et § strictement positifs
elle admet un mode en = = a/(a + ).

Sachant que, pour tout a > —1 et tout § > —1, on a :

! Tla+1DT(B+1)
2*(1 — 2)Pdz =
/0 (1 )d MNa+p+2) 7’

on calcule aisément, pour X ~» Beta(a, f3) :

B =
B (a+1)(B+1)
V) = (a+B+2)2(a+5+3)

4.3 Génération de nombres issus d’une loi
donnée

Il n’est pas toujours possible d’étudier de facon analytique le comporte-
ment de modeles, d’estimateurs ou de statistiques de tests en raison de leur
complexité. Dans ce cas on recourt a des simulations d’échantillons pour
suppléer a ’absence d’éléments théoriques et nous nous réfererons parfois, dans
les chapitres ultérieurs, a des résultats obtenus de cette fagon. Cette approche
constitue l'essence de la méthode de Monte-Carlo.

Tous les logiciels offrant des possibilités de calcul disposent d’un générateur
de «nombres au hasard» (fonction RANDOM, ALEA, etc., voir section 4.2.1)
qui correspondent & des observations issues d'une loi U[0, 1] ou que 'on peut
considérer comme telles. Car, en réalité, ces nombres que ’on qualifie plutét de
pseudo-aléatoires, sont engendrés par un mécanisme purement déterministe.

Supposons que l'on veuille générer des réalisations d’une loi continue de
fonction de répartition F' strictement croissante et que ’on dispose de la fonc-
tion inverse F'~1, soit de facon analytique, soit de facon numérique (de nom-
breux logiciels statistiques ou autres proposent, par exemple, les fonctions
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«Gauss-inverse», «exponentielle-inversey, etc.). Etant donné une variable aléa-
toire U de loi U[0, 1], considérons la fonction X = F~1(U) et déterminons sa
fonction de répartition en appliquant la méthode de la section 1.6. On a :

P(X<z) =PF ' U)<z)
=P(U < F(z)) = F(z)

puisque, pour la loi uniforme, P(U < u) = u. Donc X suit la loi F.

Ainsi, & partir d’une suite de nombres au hasard uq,us, - -+ ,u, on peut ob-
tenir une suite de nombres z, xs, - - - , T, issus de la loi F', par la transformation
xr; = Ffl(ui).

Pour la loi £()\), par exemple, F(z) = 1 — e™** et la fonction inverse est
explicite : F~(z) = —+In(1 — ). On utilisera alors la transformation z; =
L1 = wu

3 In(1 — u;).

Pour une loi discrete la méthode ci-dessus n’est pas applicable du fait que F)
étant une fonction en escalier, n’est pas inversible. Dans le cas ou le nombre de
valeurs possibles a1 < a2 < --- < ap < --- < a, est restreint on peut ’adapter
de la fagon suivante :

si w; €[0,F(a1)[ alors générer z; = a1
si w; € [F(ag—1), F(ag)[ alors générer x; = ay

si w; € [F(ap—1),1] alors générer z; =a,,

le choix d’ouvrir ou de fermer chaque intervalle d’un c6té ou de ’autre n’ayant
pas d’importance si les u; sont générés avec suffisamment de décimales.

En particulier on peut produire un processus de Bernoulli de parametre p
en donnant la valeur 1 si u; < p et 0 si u; > p.

Il existe toutefois des méthodes de génération adaptées et plus efficaces
pour chaque loi que 'on trouvera dans les ouvrages consacrés spécifiquement a
la simulation.

4.4 Exercices

Exercice 4.1 En transformant linéairement la v.a. de la marche aléatoire (voir
exercices du chapitre 3) en une v.a. de Bernoulli, établir la loi de cette marche
aléatoire apres n pas.

Exercice 4.2 Montrer directement que la fonction génératrice des moments
U (t) de la loi binomiale négative est p"/[1 — (1 — p)et]” et qu’elle est définie
pour t < —1In(1 — p).
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T

Aide : substituer & (1 — p)® I'expression [(1 — p)et]*.
En écrivant que la somme des termes de la fonction de probabilité vaut 1 et en
dérivant terme par terme par rapport a p, déduire I’expression de la moyenne
de la loi.

Exercice 4.3 * (Approche historique de Moivre mettant en évidence la loi
de Gauss) Soit X ~ B(n,p), montrer que pour n — o0, p restant fixe, la
probabilité P(X) = x est équivalente & la fonction de densité en x de la loi
de U ~ N(np,np(1 — p)) ou encore & P(z — 3 < U < x + 1). On admettra
intuitivement que les valeurs d’intérét pour z (a probabilités non négligeables)
tendent vers I'infini quand n — oo et que, pour ces valeurs, = — p.

On utilisera pour la démonstration la formule de Stirling? :

n! = 2re "n" 2 (14 0(1)) soit n! ~ v/2re "n" "z

Exercice 4.4 Soit X ~» B(n,p). Montrer que si n — oo et p — 0 de fagon que
np reste constant, alors P(X = x) tend vers la probabilité correspondante de
la loi de Poisson de parametre np.

Aide : on admettra que ﬁ

— 1 quand n — oo.

Exercice 4.5 Soit X ~ H(N, M, n). Montrer que, quand N — oo et % —p

(non nul), P(X = x) tend vers la probabilité correspondante de la loi B(n, p).
Aide : comme pour l'exercice précédent.

Exercice 4.6 Soient X; et X, deux v.a. indépendantes de Poisson de pa-
rametres respectifs A\; et Ao. Montrer que la loi conditionnelle de X; sachant
X1 + X9 = n est une loi binomiale.

Exercice 4.7 Soit X ~ G(p). Déterminer P(X > n) et montrer que la proba-
bilité P(X > n+k|X > n) est indépendante de n. [Note : Ceci est & rapprocher
de la propriété analogue de la loi £(\). La loi G(p) peut modéliser la durée de
vie d’un systéme sans usure, en temps discret d’intervalles réguliers].

Exercice 4.8 Soit X ~» U[0,1], montrer que ¥ = (b — a)X + @ suit une loi
Ula, b].

Exercice 4.9 Montrer que la fonction génératrice des moments de la loi T'(r, A),
pour r > 0 non nécessairement entier, est U(t) = [A/(A —t)]". Pour quelles va-
leurs de ¢ est-elle définie ? En déduire sa moyenne et sa variance. [Rappel sur
la fonction gamma d’Euler : I'(r) = f;oo 2"~ te=%dz avec r > 0.

Exercice 4.10 En s’appuyant sur un processus de Poisson sous-jacent, déter-
miner pour 7 entier la fonction de répartition de la loi I'(r, \). En déduire sa
densité.

2Dans Dexpression de cette formule le terme o(1) indique une fonction qui devient
négligeable devant 1 (donc qui tend vers zéro) quand n tend vers I'infini.
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Exercice 4.11 Soit X ~» I'(r, \), montrer que X suit une loi I'(r, 2). Montrer
que AX suit une loi I'(r, 1).

Exercice 4.12 Montrer que si X suit une loi de Pareto dont le parametre de
seuil a est égal a 1, alors InX suit une loi exponentielle.

Exercice 4.13 Le temps moyen de service a un distributeur de billets est de 30
secondes. Vous arrivez et trouvez cing personnes en attente (la premiére venant
juste d’accéder au guichet). Quelle est la probabilité que vous attendiez moins
de 30 secondes (on supposera étre en présence d’un processus de Poisson) ?
Aide : on utilisera le deuxieéme résultat de ’exercice 4.11 et on établira une
relation de récurrence pour [,, = fol x"e"%dx en intégrant par parties.

Exercice 4.14 Pour un projet de construction d’'un immeuble de 20 loge-
ments, on étudie la capacité nécessaire du parking. On note X la variable
«nombre de voitures d’'un ménage». Pour tout ménage on admet que la pro-
babilité d’avoir une voiture est 0,70 et celle d’avoir 2 voitures est de 0,30 (on
néglige toute autre possibilité). On supposera 'indépendance du nombre de
voitures entre les ménages.

On pose Y = X — 1. Quelle est la loi de Y ?

Quelle est la loi de la somme de 20 variables i.i.d. de méme loi que Y 7 En
déduire la probabilité quun parking de 29 places soit suffisant pour les 20
ménages.

Exercice 4.15 Grace a une importante étude épidémiologique on constate que
la distribution des poids des individus dans une population adulte donnée peut
étre convenablement modélisée par une loi lognormale. Considérant que le poids
moyen est de 70 kg et que I'écart-type des poids est de 12 kg résoudre les deux
équations permettant de déterminer les valeurs des parametres p et o2 de la
loi lognormale.



Chapitre 5

Lois fondamentales de
I’échantillonnage

5.1 Phénomeénes et échantillons aléatoires

Nous entrons maintenant véritablement dans le domaine de la statistique
en nous penchant sur I’étude d’observations répétées issues d’un certain
phénomene de nature aléatoire.

Schématiquement, on peut distinguer deux classes de phénomeénes aléa-
toires. D’une part ’aléatoire peut étre provoqué expérimentalement comme,
par exemple, dans les jeux de hasard ou dans les mécanismes de tirage au
sort «d’individus» dans des «populations!» finies pour les sondages, pour le
controle de qualité, etc.(voir section 3.7). Dans ce contexte expérimental la no-
tion d’expérience aléatoire, point de départ de la modélisation probabiliste, a
un sens tout a fait réel.

D’autre part, on peut aussi recourir a une modélisation aléatoire lorsqu’on
est incapable de prévoir avec exactitude les réalisations d’'un phénomene. Le
caractere aléatoire est simplement attribué au phénomene pour refléter I'incer-
titude de 'observateur par rapport a un ensemble de résultats possibles, par
exemple le nombre d’appels parvenant a un standard téléphonique dans une
unité de temps, la durée de vie d’un appareil, etc. Il n’y a pas ici d’expérience
aléatoire a proprement parler. Toutefois il est nécessaire, pour ’approche sta-
tistique, de pouvoir observer le phénomene de fagon répétée afin de constituer
des échantillons.

INous mettons ces termes entre guillemets car ils sont & prendre dans un sens large et non
uniquement par référence a des populations humaines. A proprement parler les «individus»
sont des unités statistiques qui peuvent étre les entreprises d’un secteur d’activité, les arbres
d’une forét, les pieces d’un lot de production, etc. La population est aussi appelée univers.
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Définition 5.1 On appelle échantillon aléatoire de taille n (en bref n-
échantillon) une suite de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi
(ou v.a. i.i.d). Cette loi est appelée la loi meére de l’échantillon.

Cette définition appelle quelques remarques.

— Mathématiquement la notion d’échantillon aléatoire est identique a celle
de v.a. i.i.d., et I'usage de ce terme ne se justifie qu’en raison du contexte
de I’échantillonnage. Sauf mention contraire, quand on parlera d’échan-
tillon dans cet ouvrage, il s’agira implicitement d’une suite de v.a. i.i.d.

— Il sera commode d’associer a la loi mere un symbole de v.a., par exemple
X, le n-échantillon étant alors désigné par X1, X, ..., X,;. Ainsi on peut
écrire que pour tout ¢ = 1, ...,n, E(X;) = E(X) qui représente la moyenne
de la loi mere.

— On parle souvent, en lieu et place de la loi mere, de la distribution de
la population - voire méme simplement de la population - en référence
a un sondage. Certes ce terme est abusif car, d'une part on y confond
les individus et les valeurs numériques observables sur ces individus et,
d’autre part, il n’existe pas nécessairement une population réelle (quelle
est la population des appels & un standard, des produits d’un certain type
manufacturés par une entreprise 7). Toutefois il nous arrivera de recourir
a ce terme comme s’il existait une sorte de population virtuelle dont les
observations seraient issues comme par un tirage au hasard.

— Le statut de v.a. i.i.d. exige que le phénomene soit invariant au cours
des observations successives et que ces observations n’exercent aucune
influence entre elles. Il s’agit bien souvent d’une profession de foi, ces
conditions n’étant généralement pas rigoureusement vérifiables, ni rigou-
reusement vérifiées.

— Pour ce qui est des notations on distinguera la notion d’échantillon
aléatoire X1, Xs, ..., X, dont on peut dire qu’elle se réfere a des résultats
potentiels avant expérience ou a priori, de celle d’échantillon réalisé
X1,%3, ..., Ty correspondant aux valeurs observées apres expérience ou a
posteriori.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier certaines caractéristiques de 1’échan-
tillon aléatoire, essentiellement sa moyenne et sa variance, en relation avec
celles de la loi mere. A priori (au sens de la remarque précédente) une telle
caractéristique est une v.a. qui prend le nom de «statistique» dans le contexte
de I’échantillonnage, selon la définition suivante.

Définition 5.2 Soit X1, Xo, ..., X,, un n-échantillon, on appelle statistique
toute v.a. T,, = h(X1, Xa, ..., Xy), fonction de X1, Xa, ..., X,,.

On peut concrétiser la loi d’une statistique (donc d’une caractéristique, telle
la moyenne de I’échantillon) en imaginant une simulation en trés grand nombre
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d’échantillons de taille n, en calculant pour chacun d’eux la valeur prise par
la statistique et en étudiant la distribution de ces valeurs. De facon imagée on
peut dire qu’il s’agit de la distribution d’échantillonnage de la statistique sur
«l'univers» de tous les échantillons possibles. Notons qu’une statistique peut
étre une fonction & valeurs dans R, R? ou RP. En particulier les moments empi-
riques ci-apres sont a valeurs dans R. Les définitions qui suivent se rapportent
toutes a un échantillon aléatoire noté X, Xo, ..., X,,.

5.2 Moyenne, variance, moments empiriques

Définition 5.3 On appelle moyenne de l’échantillon ou moyenne empi-
rique la statistique, notée X, définie par :

N

SI'—‘

Définition 5.4 On appelle variance empirique la statistique, notée §2,
définie par :

i=1
Nous commengons maintenant a établir certaines relations entre les lois de

ces statistiques et la loi mere.

Proposition 5.1 Soit i et 02, respectivement la moyenne et la variance de la
loi meére. On a :

BE(X)=p, V(X)-=

En effet :

Puis, en raison de I'indépendance des X; :

1 « 1 1 o
V(E;Xi):ﬁ;V(Xi):n_z _W'

Proposition 5.2 La moyenne de la loi de la variance empirique est :

E(§2) . 102.

n
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En effet :

n <
=1 =1
1 ¢ 2 o 1 o
=2 (Xi—p)" =2(X =) ) (Xi = p) + (X = p)
=1 =1
1< _ _
= (Xi —p)? —2(X — p)* + (X — p)?
1=1
1 g 2 v 2
= - (Xzfu) *(X*H)
ni:l
D’ou
~, 1 < _ o2 n—1
ESH==2N V(X)) -V(X)=0¢>—- — = — 52
(8= LV VR =0t = T = e

Quand on abordera l'estimation ponctuelle (chapitre 6) on dira que 52
est un estimateur biaisé de o2. Par anticipation définissons l’estimateur S? =

#§2 qui est sans biais pour o2, c’est-a-dire tel que E(S?) = o2,

Définition 5.5 On appelle variance de l’échantillon la statistique

2= L S x - %)
i=1

n—1

Dorénavant on étudiera S? plutdt que S? & laquelle on pourra éventuellement
se référer en conservant le terme de variance empirique.

En prenant la racine carrée de S? (respectivement de 52) on définit [’écart-
type S de Iéchantillon (respectivement, 1’écart-type empirique S).

Cas particulier : loi mére gaussienne

Si la loi mere est A'(u,0?) alors X est gaussienne, en tant que combinaison
linéaire de gaussiennes indépendantes (voir proposition 4.4). Par conséquent :

_ 2
X o N, ).

La loi de S? sera vue dans la section 5.3. Par ailleurs, nous admettrons la
proposition suivante.

Proposition 5.3 Si la loi mére est gaussienne, X et S* sont des v.a. indé-
pendantes.
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Note 5.1 : D'une facon générale, la loi de X (et a fortiori celle de S?), pour
une loi mere quelconque, n’est pas facile a identifier. Des cas particuliers seront
vus en exercice (loi mére exponentielle, loi mére de Cauchy). Si la loi mére est
de Bernoulli B(p) ou de Poisson P(A) on peut déduire la loi de X & partir de
celle de la somme > 1 | X; = nX qui est, respectivement, une loi binomiale
B(n,p) ou une loi de Poisson P(nA) selon les propriétés de ces lois vues au
chapitre 4.

Définition 5.6 On appelle moment empirique d’ordre v, noté M,, la sta-
tistique

1 n
M, = E;Xf.

Définition 5.7 On appelle moment centré empirique d’ordre r, noté M/,
la statistique

Proposition 5.4 Sila loi mére admet un moment w, d’ordre r (voir définition
2.2) alors :

E(M,) = p.

Ceci découle directement du fait que, pour tout ¢ = 1,...,n, E(X]) =
E(X") = pr (ot X est le symbole de v.a. associé a la loi mere). On verra en
fait, plus loin, qu’un moment empirique est un «estimateur» naturel du moment
de méme ordre de la loi (appelé parfois, par contraste, moment théorique). En
revanche, comme on I’a vu pour la variance empirique 52 qui correspond au
moment empirique centré d’ordre 2, (M) n’est pas nécessairement égal & p.,
le moment centré théorique de méme ordre. Ceci résulte du fait que le centrage
est effectué avec la moyenne de ’échantillon X et non pas avec la vraie moyenne
v de sa loi. Les moments centrés empiriques s’expriment, par développement
des (X; — X)", en fonction des moments empiriques simples de la méme facon
que le font les moments théoriques entre eux, puisqu’il s’agit alors de développer

(X —p)".

En particulier, on a la formule de décentrage de la variance empi-
rique :

Ly xp =ty
i=1 =1

qui fait le pendant de celle de la section 2.3 : V(X) = E(X?) — u?.
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Note 5.2 : En considérant un mn-échantillon de couples d’observations
(X1,Y1), ..., (X5, Yy) on peut définir des moments croisés empiriques d’ordres
p et ¢ quelconques et leurs correspondants centrés :

I 1o . .
- SOXPYT et - D (X = X)P(Y; - V)4
i=1 i=1
Pour p = ¢ = 1 le moment centré est la covariance empirique utilisée en

statistique descriptive :

1 _ _
Y (X = X)(Y; -Y)
n -
i=1
Comme pour la variance on introduit le facteur ﬁ au lieu de % pour éliminer

le biais vis-a-vis de la covariance théorique (voir définition 3.5).

Par analogie avec la définition 3.6 de la corrélation linéaire on définit la
corrélation linéaire empirique en divisant la covariance empirique par le produit
des écarts-types empiriques des v.a. X et Y, soit apres simplification :

S (G - X) (Y- V)
VI (X - X2 Y, (Y - T2

)

formule bien connue en statistique descriptive.

Nous abordons maintenant trois lois omniprésentes en statistique car liées
aux distributions d’échantillonnage de moyennes et de variances dans le cas
gaussien.

5.3 Lol du Khi-deux

Définition 5.8 Soit Zy, Zs, ..., Z,, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi
N(0;1). Alors la v.a. Y, Z2 suit une loi appelée loi du Khi-deux a v
degrés de liberté, notée x*(v).

Proposition 5.5 La densité de la loi du Khi-deux a v degrés de liberté est :

fo(x) = ——x2"1e"% pour >0 (0 sinon).
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Démonstration : calculons la fonction génératrice de Z2 o Z ~» N'(0;1). On
a:

2 + 2
Uypa(t) =E(E?)= [ e

qui est définie pour t < %
Pour la somme des Z? indépendantes on a donc (voir proposition 3.12) :

1
1-2t

I

Usrv 22 (8) = ( )

qui n’est autre que la fonction génératrice d'une loi I'(g ,%) vue en section
4.2.3, dont la densité est bien celle de la proposition ci-dessus. On voit donc,

au passage, qu’une loi du Khi-deux est un cas particulier de loi gamma. O

Proposition 5.6 La moyenne de la loi x*(v) est égale au nombre de degrés
de liberté v, sa variance est 2v.

Repartons de la définition de la loi x?(v). Comme Z; ~» N'(0;1) on a :

E(Z})=V(Z)=1 don E(_ Z})=v
=1

V(Z}) = B(Z}) = (B(Z}))* = pa — 1.

Or d’apres un résultat de la section 4.2.4, p1g = 3dou V(Z2) =2et V(> I, Z2)
= 2v.

Proposition 5.7 Si Ty ~ x%(v1), To ~ x2(v»), T1 et Ty indépendantes, alors
T1 —|—T2 o XQ(Vl + 1/2).

Cette proposition est évidente de par la définition de la loi du Khi-deux.
Nous revenons maintenant sur la loi de S2? dans le cas d’un échantillon de loi
mere gaussienne.

Théoréme 5.1 Soit un n-échantillon X1, Xo, ..., X,, de loi N(u,az) on a :

n—1)52
7( U;)S ~ X% (n—1).
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Démonstration : en reprenant les développements qui suivent 1’énoncé de la
proposition 5.2, on établit que :

DX = 2= X (-

) _
Les deux termes de droite sont, respectivement, % et le carré de j(/?/’% qui

est une gaussienne centrée-réduite. Ces termes aléatoires étant indépendants
(comme fonctions de S? et de X, voir proposition 5.3) et les v.a. X"U_“ étant
indépendantes de loi N'(0;1) on a, en termes de fonctions génératrices :

1 n/2 1 1/2 1
) = e ). [ it< o).
(1 - Qt) w=s2 (*) (1 - 2t> (sit<3)
n—1

1 2
U2 () = (m) ;

ce qui prouve le théoreme. O

Finalement :

Sachant que I’espérance d'une loi x?(n—1) est n— 1 et sa variance 2(n — 1),
on voit que :
20"

2\ 2 2y
E(S*) =0 et V(S)—n_l.

En fait la loi du Khi-deux a un usage beaucou