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Introduction

Le livre Théorie des probabilités présente un recueil de problémes qui constitue
une bangue importante d'exercices variés pour familiariser les étudiants aux notions de
probabilités qui soutiennent la formation des statisticiens, des actuaires et des
ingénieurs. Nous estimons que |'apprentissage et |la maitrise des concepts et des
notions abstraites que proposent les probabilités passent nécessairement par la
résolution de problemes et par la rédaction détaillée et rigoureuse de solutions.

Les auteurs fournissent pour chague chapitre un cadre succinct présentant et
résumant les concepts, les définitions, la théorie et les modéles ainsi que la
terminol ogie nécessaire pour aborder les exercices qui sont généralement présentés par
ordre croissant de difficulté. Nous incluons également une liste des principales
notations employées dans le milieu scientifique.

Chaque chapitre propose une série de problémes accompagnés des solutions
complétes et détaillées. Cette approche propose aux lecteurs des moddes de la
démarche a suivre pour résoudre un probléme et fournit également des spécimens de
présentation des arguments qui constituent une preuve ou une démonstration. Plusieurs
chapitres se terminent par une suite de problémes qui viennent compléter et valider
I'assimilation des concepts en invitant le lecteur a résoudre lui-méme les exercices.
Nous fournissons alors des indications et des réponses pour permettre la vérification
des résultats obtenus par les éudiants et ainsi assurer la validité de leur propre
démarche. Souvent les problémes permettent de faire des liens avec d'autres domaines
de la connaissance mathématique comme ceux de I'arithmétique, de I'algebre, de la
géométrie, etc..

Le texte se divise en deux grandes parties ce qui permet de traiter les
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Vi Introduction

concepts probabilistes dans le cas des modéles finis séparément de ceux des modéles
infinis. Le lecteur peut ainsi mieux gérer son cheminement et adapter I'ouvrage a ses
besoins spécifiques et & sa propre connaissance des outils mathématiques employés en
probabilité.

Le document aborde les grandes lois classiques de la théorie des probabilités et
introduit le lecteur aux propriétés fondamentales des modéles et des distributions si
souvent utilisées en statistique et en recherche.

Les auteurs sont convaincus que ce recueil peut répondre a plusieurs types de
besoins tant au niveau collégial qu'universitaire.

Les auteurs remercient a deux collegues du département de mathématiques et
d'informatique de I'Université du Québec a Trois-Riviéres : le professeur Harry White
pour ses informations concernant I'histoire des mathématiques et ses conseils
concernant I'usage du francais, et le professeur Kilani Ghoudi pour sa collaboration et
son soutien au niveau de la préparation du manuscrit al'aide du systéme TEX employé
pour produire ce document.
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Liste de notations

Symbole Usage
€ a€ A
¢ ag A
C ACB
c ACB
U AUB
n ANnB
\ A\ B
< a<b
< a<b
~ X ~

= a=xb
T An T

i, An d

Signification

a est un élément de A

a n’est pas un élément de A
A implique B

A implique ou est équivalent & B
A réunion B

A intersection B

différence de A et B

a plus petit ol égal & b

a plus petit que b

X suit la loi

a approximativement égal & b
suite monotone croissante

suite monotone décroissante

vii
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viii

Abréviations standard

max{a, b}
min{a, b}

Q, 4), (@, F)
(Q, A P), (Q, F, P)
B(n, p)

P(})

H(n, N, a, b)
G(p)

BN(p, )

N{u, o?)

N(0, 1)
Gemma(a, f)
x*(r)

£(N)

Ula, b)

Beta(a, A)

Clu, o)

Liste de notations

Signification

maximum entre @ et b

minimum entre a et b

factorielde n; nl=1x2x-...

espace probabilisable
espace probabilisé

loi binomiale

loi de Poisson

loi hypergéométrique
loi géométrique

loi binomiale négative
loi normale

loi normale centrée réduite
loi gamma

loi du khi-deux

loi eprnentielle

loi uniforme

loi béta

loi de Cauchy
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Liste de notations

Lettresavec une Signification
signification fixe

Q espace echantillonnal, événement certain
A algebre sur

F a-algeébre sur

Bg, B o-algébre de Borel sur R

Bia, 1) o-algebre de Borel sur l'intervalle [a, ]
0 événement impossible

A, B événements

w épreuve, réalisation d’une expérience
A¢ événement contraire & A

P(Q) espace d’événements discrets

P(M) ensemble de toutes les parties de M
X, Y variables aléatoires

Z variable aléatoire normale standard

F, Fx fonction de répartition

P, &, fonction de répartition de Z

fy fx fonction de densité

9, 9x fonction génératrice de moments

é, dx fonction caractéristique
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E(X)
Var(X)

gx

E(X™)

mex

mox
Cov(X,Y)
Corr(X, Y)

P()

Z

6 ®B o6 BN

Liste de notations

valeur moyenne de X

variance de X

écart type de X

moment d’ordre n de X

médiane de X

mode de X

covariance de X et Y

coefficient de corrélation entre X et ¥
probabilité de

probabilité

combinaison de k éléments prise parmi n
permutation de n éléments

arrangement de k éléments prise parmi n
'ensemble des nombres naturels {1, 2, 3,...}
I’ensemble des nombres entiers
I’ensemble des nombres rationnels
I’ensemble des nombres réels

I’ensemble des nombres complexe
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Alphabet Grec

A o alpha N v
B Je; béta = ¢
r ¥ gamma (@] 0
A é delta I T
E € epsilon - P p
Z ¢ dzéta X o
H n éta T T
) ¢ théta T v
I 12 iota ® i)
K K kappa X X
A A lambda 4 ¥
M I mu Q w
Xi
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nu

ksi
omikron
pi

ro
sigma
tau
upsilon
phi

khi

psi

oméga
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Partie |
Modéesfinis
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Chapitre 1
Espace fini d'évéenements
1.1 Notions de base — Définitions et propriétés

1.1.1 Expériences aléatoir es, épreuves et événements

Lathéorie des probabilités traite des expériences dont les résultats dépendent du hasard.
Dans ce contexte, on parle d'expériences aléatoires ou plus simplement d'expériences.

Définition 1. Les différents résultats possibles d'une expérience aéatoire sappellent les
épreuves ou les réalisations de |'expérience.

L'ensemble de toutes les réalisations possibles sappelle I'espace échantillonnal) ou
leréférentiel, et on le représentera par Q.

Les expériences peuvent avoir un nombre fini ou infini d'épreuves. Par conséquent,
I'ensemble Q peut étre fini ou infini. Dans ce chapitre, nous considérons seulement des
casou Q est fini.

Définition 2. On appelle événement aléatoire ou plus simplement événement (rattaché
al'expérience) toute situation qui peut étre réalisée par une ou plusieurs épreuves.

Un événement aléatoire est donc totalement déterminé par I'ensemble des épreuves
par lesguelles I'événement se réalise. On peut donc interpréter ou identifier chague
événement avec un sous-ensemble de Q de toutes | es épreuves de |'expérience.

Nous représenterons les événements al éatoires par des lettres maj uscules comme
ABCE, .. A...
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4 Chapitre 1. Espace fini d'événements

et les différentes épreuves ou réalisations d'une expérience par la lettre grecque
minuscule w, comme

@, WD1yeeny Wiyenn

Pour cette raison, si un événement A se réalise par les épreuves w;, w, ..., w, on le
représentera souvent par A = {w;, wj, ..., wy}.

Définition 3. Les événements qui sont réalisables par une seule épreuve sappellent
événements élémentaires et correspondent aux singletons, les sous-ensembles
comportant un seul élément ; les autres événements sappellent événements composés,
ou simplement événements.

Pour des raisons qui deviendront claires par la suite, en liaison avec une expérience,
on ajoute aussi les deux événements singuliers suivants:

e |'événement qui se réalise a chacune des épreuves, nommeé |'événement certain.
Cet événement correspond a I'ensemble de toutes les épreuves possibles de
I'expérience, donc a Q, I'espace échantillonnal lui-méme et pour cette raison il
sera représenté par Q.

e |'événement qui ne peut étre réalisé par aucune épreuve de |'expérience aéatoire,
nommeé |'événement impossible. Cet événement est associé a I'ensemble vide et
pour cette raison il serareprésenté par .

Dans le contexte que nous venons de définir, nous identifierons tout événement
d'une expérience aléatoire avec e sous-ensemble de I'espace échantillonnal Q auquel il
est associé. Dorénavant, souvent nous ne distinguerons pas entre I'événement lui-
méme et le sous-ensemble de Q auquel il est identifié.

1.1.2 Relations entre les événements
1) Equivalence des événements

On appelle événements équivalents, des événements qui se réalisent simultanément.
L'équivalence de deux événements revient a I'égalité des ensembles des épreuves
correspondant aux événements. Nous représenterons |'éguivalence des événements
AetBpar A= B.

2) L'implication des événements
On dit que I'événement A implique I'événement B s la rédlisation de I'événe-
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1.1. Notions de base — Définitions et propriétés 5

ment A entrane nécessairement la réalisation de I'événement B. L’'implication
de A par B sera notée A C B.
Exemple 1. Dans I’expérience qui consiste & lancer un dé, 'événement A
“obtenir le nombre 2" et I’événement B “obtenir un nombre pair” sont deux
événements tels que la réalisation de A entrane forcément celle de B, et par
conséquent 4 C B.
Remarque 2. Notons que A C B revient au fait que chaque épreuve qui
réalise I'événement A réalise aussi ’événement B c'est-a-dire que 1'ensem-
ble des épreuves rattachées & I'événement A est inclus dans l'ensemble des
épreuves rattachées i l'événement B. Cela justifie la notation A C B et
puisque @ C A, cela améne la constatation que I’événement impossible im-
plique tout événement quelconque A. Tout événement A implique I'événe-
ment certain puisque A C 2. De plus, un événement élémentaire est impliqué
seulement soit par lui-méme, soit par I’événement impossible.

Notons que dans I’ensemble des événements rattachés a une expérience,
il y a des paires d’événements A et B telles que AZ Bet BZ A.

1.1.3 Evénements contraires

Définition 1. L'événement contraire a A, ou encore, non A est I'événement qui se
réalise si et seulement si A ne se réalise pas. Cet événement sera noté A°,

Remarquons que (A°° = A. Les sous-ensembles des épreuves rattachées aux
événements A et A° sont complémentaires par rapport a I'ensemble W de toutes les
épreuves de |'expérience.

Exemple 2. Dans I'expérience qui consiste a lancer un dé, I'événement A "obtenir un
nombre impair" et I'événement B "obtenir un nombre pair" sont des événements
contraires.

1.1.4 Opérations sur les événements

Dans I'ensemble de tous les événements reliés a une expérience on peut introduire
plusieurs opérations.

1) Réunion d'événements
Etant donnés deux événements A et B, leur réunion est I'événement qui se réalise

S et seulement s au moins un des événements A ou B se rédise. La
réunion des événements A et B est représentée A U B que l'on lit "A ou B"
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6 Chapitre 1. Espace fini d'événements

ou encore"Aréunion B" .

2) Intersection d'événements

Etant donnés deux événements A et B, leur intersection est I'événement qui se réalise
Si et seulement s les événements A et B se réalisent simultanément. L'intersection des
événements A et B est notée A N B quel'onlit"A et B" ou encore"Ainter B" .

Remarque 1. Les opérations de réunion et d'intersection peuvent étre étendues a un
nombre fini quelconque d'événements. Soit A; ... , A, une suite d'événements d'une
expérience aléatoire, alorslaréunion

Au---UA, =4

est I'événement qui serédise si et seulement si au moins un des événements A se
réalise. De méme, l'intersection
i
AN NAy=[)4
i=l1
est I'événement qui se réalise S et seulement S tous les evenements A se réalisent

simultanément. Ces opérations sont commutatives et associatives, autrement dit pour
tous événements A, B, Cona

1. AUB=BUA; ANB=BnNA,

2. (AUB)UC=AU(BUC); (ANB)NC=An(BNC).

De plus, la réunion est distributive par rapport a l'intersection et I'intersection est
distributive par rapport alaréunion, autrement dit pour tous événements A, B, Con a

3. AU(BNC)=(AUB)N{AUCQC),
et

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Définition 2. Deux événements A et B sont incompatibles ou digointssi AC B = g,
c'est-a-dire qu'ils ne peuvent pas se réaliser simultanément. Dans
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1.1. Notions de base — Définitions et propriétés 7

le cas contraire on dit que les événements sont compatibles.
3) Différence d'événements

La différence des événements A et B est I'événement qui se réalise chaque fois que
conjointement A se réalise et que B ne se réalise pas. Nous noterons cet événement A\
B quel'onlit"AmoinsB." On a

A\B=ANB° et A°=Q\A.

Remarque 3. Notons que si on rattache a un événement I'ensemble des épreuves
associées, alors les opérations entre les événements reviennent aux opérations
respectives entre les ensembles des épreuves correspondantes, et donc les résultats des
opérations avec des événements reliés a une expérience sont encore des événements
reliés ala méme expérience.

1.1.5 Espace probabilisable

Soit Q I'ensemble de toutes les épreuves possibles correspondant a une expé-
rience, donc l'espace échantillonnal.

Définition 1. On appelle espace d’événements sur Q un ensemble non-vide
A C P(Q) (ot P(R) est 'ensemble de tous les sous-ensembles de ), incluant
I’ensemble 2 lui-méme et ’ensemble vide), et tel que

1. A € A implique A° € A;
2. A,B € Aimplique AUB € A.

Si 2 est un ensemble fini, alors ’ensemble .4 s’appelle aussi algébre sur 2.
Remarque 2. Pour deux événements A et B quelconques d'un espace d’évé-
nements 4, notons que les sous-ensembles AUB, ANB, A\ B, B\ A, A, B°
sont aussi des événements de 4. On dit dans ce cas que 'espace d’événements
A est fermé par rapport auz opérations respectives. En particulier, Q € A,
carsi A € A, alors A° € Aet @ = AU A° € A Puisque § = Q¢ il s’ensuit
que @ € A
Exemple 3. Pour tout événement A C 2, I'ensemble {0, A, A°,Q} est un
espace d’événements sur 2. L’espace d’événements {0,2} s'appelle espace
d’événements trivial. De méme P(2) est un espace d'événements sur 2,
appelé espace d’événements discret.

Pour un ensemble fini 2, on prendra en général A = P(Q).
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8 Chapitre 1. Espace fini d'événements

Soit Q un ensemble fini o0 Q = {®y, ..., .}, et soit A = P(Q). Dans cet espace fini
d'événements, on trouve

o d’abord I'ensemble vide @;

o les singletons {w,}, ..., {ws} qui sont au nombre de (7);

e les paires {wy,wz}, ..., {Wn_1,wn} qui sont au nombre de (3);
o les triplets {w;,ws, w3}, ... qui sont au nombre de (3);

{w1,...,wa1},.. . qui sont au nombre de (,");

finalement {w,...,wn}, qui compte pour 1 car (7) = 1.

Un espace fini d’événements contient donc

1+(711)+(Z>+...+(Z)=(1+1)n___2n

événements, ou n est le nombre d'événements élémentaires, c'est-a-dire la cardinalité
de I'espace échantillonna Q.

Définition 4. Soit Q I'ensemble de toutes les épreuves possibles correspondant a une
expérience et A un espace d'événements sur Q. On appelle espace probabilisable le
couple (Q, A).

Remarque 5. Désormais chague fois qu'on trouvera une relation entre plusieurs
événements, on supposera que les événements en question appartiennent tous au méme
espace d'événements.

1.2 Problemes et solutions

1. Donner |'espace échantillonnai associé au tirage simultané de deux cartes de jeu,
si on sintéresse seulement a la couleur des cartes obtenues (carreau, coeur, pique
ou trefle).

Solution. En notant Q un carreau, C un coeur, P un pique et T un tréfle, on trouve

Q={QQ: CC, PP, TT, QC, QP: QTt CP, CT: PT}
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1.2. Problemes et solutions 9

2. Quelles sont les épreuves de I'expérience suivante : on extrait
simultanément, deux boules d'une urne qui contient 3 boules blanches et 2 boules
noires ?

Solution. Désignons les boules blanches par b;, b,, bs et les boules noires par n;,
n,. Représentons par {a;, a}, &, & € {b;, by, bs, n;, Ny} laréaisation qui consiste a
extraire les boules a et a. Les épreuves (les événements éémentaires) de
I'expérience sont :

{blrb?}l [bl!bii}: {bg,ba}, {blanl}: {blvnz}r
{bZ!nl}v {b%nﬁ}v {bSvnl}s {b3,ﬂg}, {nl,n‘l}'

Iy a(5/2) = 10 épreuves ou (5/2) représente |e nombre de combinaisons que I'on
peut former en choisissant 2 objets parmi 5 sans tenir compte de I'ordre de
sélection.

3. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. On extrait au hasard
deux boules.
i) On considére les événements :
A, - "obtenir deux boules noires",
A, - "obtenir au moins une boule blanche",
A3 - "obtenir une seule boule blanche",
A, - "obtenir une seule boule noire",
As - "obtenir deux boules vertes'.
Déterminer si chaque événement est d'une part, aléatoire, certain, impossible et,
d'autre part, sil est élémentaire ou compose.
ii) Trouver les réponses du point i), en utilisant les ensembles d'épreuves
rattachées aux événements.

Solution. i) Ay, Ay, As, Ay sont des événements aléatoires, car chaque fois que
I'expérience est réalisée, chacun de ces événements se réalise ou ne se réalise pas.
Par exemple, si le résultat de I'expérience est {by, by}, | événement A ne se réalise
pas, mais s le résultat de I'expérience est
{n1, Ny}, I'événement A, se rédise. (Ici on a utilisé la notation du probléme
précédent.)

L'événement As est I'événement impossible, car pour tout résultat de I'expérience,
As ne se réalise pas.
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10 Chapitre 1. Espace fini d'événements

A est un événement élémentaire, car il se réalise seulement par une seule
épreuve, asavoir : {ny, ny}.

A, est un événement composg, car il se réalise par plusieurs épreuves.
A et A, sont également des événements composés.

As n'est ni élémentaire ni compose.

ii)Ona:

A; = {{n1,n2}} est un événement €lémentaire;

{bl,bz}, {bl)b-a}) '[bl-;nl};
A2 = {blsn2}! {bz!b-'!}) {b?:nl}:
{szﬂQ}l {bS:nl}l [bll;ni}

est un événement aléatoire composé;

_ {1, 1}, {blpﬂz}: {b2, 1},
As“{ {bayna}, {bs,m}, {b3,ma} }

est un événement aléatoire composé;

— {n1,b1}, {nlrbl!}v {n1,03},
A4_{ {n’-'sbl}r {nﬂ'bz]’: {nihb-'i} }

est un événement aléatoire composé;
As=0.

4. On considére les événements A, Ay, Az, A4 du probléme précédent. Trouver les
paires d'événements équivalents, les paires d'événements compatibles, les paires
d'événements incompatibles, les paires d'événements contraires, les paires
d'événements dont |e premier implique le second.

Solution. A3 = A4, car obtenir une seule boule blanche (la réaisation de
I'événement Ag) implique I'obtention d'une seule boule noire, donc cela revient a

la réalisation de I'événement A,, et vice-versa. On peut obtenir le méme résultat
de I'égalité des ensembl es d'épreuves rattachées aux événements.

L es paires d'événements suivants sont compatibles :

{Az, Ag}, {Ao, A}, {As, A},
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car ils peuvent se réaliser simultanément.

Les paires d'événements suivants sont incompatibles:

{A1, A2}, {A1 Az}, {4 Add,

car ils ne peuvent pas se réaliser simultanément.

Les événements A, et A, sont contraires, car obtenir deux boules noires
(la réalisation de 1'événement A,) implique I'impossibilité d’obtenir au
moins une boule blanche, c¢'est-a-dire la réalisation de I'événement A,
et réciproquement.

Les relations A3 C A, et Ay C Az sont immédiates. La relation A3 C
A, découle du fait que chaque fois qu'on obtient une seule boule blanche
(la réalisation de ’événement As3), événement A, (obtenir au moins
une boule blanche) se réalise aussi. Parce que Ay = A3, on a Ay C A,.

On peut arriver aux mémes résultats en considérant les ensembles
d’épreuves rattachées aux événements.

On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nombres
naturels. Soit A l'événement “le nombre choisi est impair”. Que
représente ’événement A° 7

Solution. “Le nombre choisi est pair” est I'événement contraire A°.

. Soit © = {1,2,3,4} et A = {1,2,3}. Trouver les événements B de

sorte que
{1} < B.
ii) BC A.
Solution. i)
{1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3},{1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}.
ii)

0. {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.
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7. On contréle la qualité de dix produits. Soit A I'événement "au moins un des

produits est défectueux” et B I'événement "au plus deux des produits sont bons".
Décrire les événements A° et B,

Solution. A® est I'événement "tous les produits contrélés sont bons', tandis
que B° est I'événement "au moins trois produits sont bons".

Soit @ ={a, b, ¢}, A={a} et B = {b}. Enumérer les ééments des événements
suivants:

i) A,

ii) Be,

iii) AU B,

iv) AN B,

v) A°n B,

vi) AN (AU B).
Solution. i) A° = {b,c},

ii) B® = {a, c},
iii) AU B = {aq, b},
iv) AN B =90,

v) A°N B = {c},
vi) A°N (AU B) = {b}.

9. Dans I'ensemble des polyndmes de degré plus petit que ou égal a n et dont les

coefficients appartiennent a I'ensemble des nombres entiers de l'intervalle
[—5 000, 5 000], on choisit au hasard un polyndme, disons P(x). Soit A
I'événement "P(x) est divisible par le binbme x — 1" et soit B I'événement
"la dérivée P'(x) est divisible par le bindbme x -1". Décrire les événements A N B
etAUB.

Solution. L'événement A C B signifie que le polyndme P(x) ainsi que sa dérivée
P'(c) sont divisibles par le bindbme x — 1, autrement dit, le polynéme P(x) admet
1, au moins, comme racine double.

L'événement A E B signifie que P(1) = 0 ou P' (1) = 0, clest-a-dire que 1 est une
racine pour le polynéme P(x) ou P'(x), ou pour les polyndmes P(x) et P'(x).
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10. Trouver des expressions plus simples pour désigner les événements :

11.

i) (AUB)N (AU B°),

ii) (AU B)N (A°U B)n (AU B°),

iii) (AUB)N(BUC).

Solution. i) AU(BNB) = AUD = A,

ii) ((ANA°)UB)N(AUB®) = BN(AUB®) = (BNA)U(BNB°) = BNA,
iii) (AUBYN(CuUB)Y=(ANC)UB.

Soit A, B, C trois événements quelconques. Exprimer les événements suivants.
Parmi A, B, C:

i) Aseul seproduit.

ii) A et B se produisent mais non C.

iii)Les trois événements se produisent en méme temps.

iv) Au moins un des événements se produit.

v) Au moins deux des événements se produisent.

vi)Un et un seulement se produit.

vii)  Deux et deux seulement se produisent.

viii)  Aucun événement ne se produit.

Solution. i) AN BN C.

i) AN BNCe.
iii) ANBNC.

iv) AUBUC.

v) (ANBNCY)U(ANBNC)U(A°NBNC)U(ANBNC).
vi) (AN B°NCYU(A°NBNC)U(A*NB°NC).

vii) (ANBNCY)U(ANBNC)U(A°NBNC).

viii) A°N B°NC°e.

12. Une machine a produit n pieces. Soit A I'événement "la i-iéme piece est

défectueuse’, i =1, ... ,n. Ecrireles événements suivants :

i) B, - "aucune piéce n'est défectueuse .
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14 Chapitre 1. Espace fini d'événements

ii) B, - "au moins une piece est défectueuse”.

iii) Bs - "une seule piéce est défectueuse”.

iv) B,4- "deux piéces sont défectueuses’.

v) Bs- "au moins deux pieces sont défectueuses’.
vi) Bg- "au plus deux piéces sont défectueuses’.

Solution. i)
n
By =[) A
=1
ii)
n
B, = UA,—.
i=1
iii)
n
By = J(Af N NAL NANAG, NN AS).
i=1
iv)
n
B, = U (ASN---NAS NA;NAS, N
i=1,j=1

i<y
e NAS N A NAS, NN AS).

v) Bs = B¢ BE.
vi) B = B, U B3 U B,.

13. On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nhombres
naturels. Soit A I'événement "le nombre chois commence par le chiffre
3 et soit B I'événement "le nombre choisi finit par le chiffre 5. Que
représente I'événement A\ B ?

Solution. On a A\ B = A N B°, donc le nombre choisi doit commencer
par le chiffre 3 et finir par tout chiffre différent de 5.
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14. On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nombres
naturels. Soit A I'événement "le nombre choisi est divisible par 2" ; B
I'événement "le nombre choisi est divisible par 3" ; C I'événement "le
nombre choisi finit par le chiffre 0". Décrire les événements :

iy CN(Au B).
i) (AN B) UC.
iii) (ANC) U (BN C).

Solution. i) Le nombre choisi finit par O et il se divise par 2, par 3 ou
par 6.

ii) Le nombre choisi est divisible par 6, ou se termine par O, ou est
divisible par 6 et se termine par O.

iii) Le nombre chois est divisible par 2 et finit par 0, ou le nombre
choisi est divisible par 3 et finit par O, ou il est divisible par 6 et finit par
0.
15. Que peut-on dire des événements A e B dun méme espace
d'événements s :
i) A\B=0?
ii) A\B=0?
iii) ANB= AU B?
iv) A\ B = A?
v) ANB = B?
Solution. i} Il est certain que 1'événement A est réalisé et que I'évé-

nement B ne 'est pas, donc A est I'événement certain, A = Q et B est
P’événement impossible, B = 0.

ii) Il est impossible que I'événement A soit réalisé et en méme temps
que Pévénement B ne le soit pas, donc si A est réalisé, B l'est aussi,
donec A C B.

iii) Dire que les événements A et B sont réalisés en méme temps, c’est
dire que A est réalisé ou B est réalisé, donc A et B sont équivalents,
A= B.

iv) Dire que 1'événement A est réalisé et I'événement B ne I'est pas,
c’est dire que 1’événement A est réalisé, donc les événements A et B ne
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Chapitre 1. Espace fini d’événements

sont jamais réalisés en méme temps, par suite les événements A et B
sont incompatibles, AN B = 0.

v) Dire que les événements A et B sont réalisés en méme temps, c’est
dire que I’événement B est réalisé, donc si I'événement B est réalisé,
’événement A D'est aussi, et par suite B C A.

Montrer les relations de De Morgan'

i) (AU B)° = A°N Be.

ii) (AN B)* = A°U B-.

Solution. i) L’événement AUB se réalise si au moins un des événements
A ou B se réalise; par conséquent, 'événement contraire (AU B)° sig-

nifie la non réalisation tant de A que de B, donc la réalisation de A®
et de B®, c’est-a-dire, de I’événement A°N B¢, d’ou

(AUB)° C A°N B°. (1.1)

L’événement A¢N B¢ signifie la non réalisation de '’événement A et la
non réalisation de 1’événement B, par conséquent, la non réalisation
de I'événement A U B, donc la réalisation de son événement contraire
(AU B)¢, d’ou

AN B°C (AU B)". (1.2)
De (1.1) et (1.2) on obtient I'égalité demandée en i).
ii) L’événement AN B se réalise si les événements Aet B se réalisent; par
conséquent, I’événement contraire (4 N B)° signifie la non réalisation

d’au moins un des événements A ou B, donc la réalisation d’au moins
un des événements A€ ou B, c'est-3-dire, de ’événement A°U B¢, d'olt

(AN B)° C A°U B“. - (1.3)

L’événement A° U B¢ signifie la non réalisation de I’événement A ou
la non réalisation de ’événement B, par conséquent, la non réalisation
de I’événement A N B donc la réalisation de son événement contraire,
(AN B)¢, d’ou

AU B¢ C (An B)°. (1.4)

De (1.3) et (1.4) on obtient ’égalité demandée en ii).

! Augustus De Morgan (1806-1871), mathématicien et logicien britannique.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


1.2. Problemes et solutions 17

17. Montrer que
i) (AN B°)°* = AU B.
i) (C°UD)=CnD.
Solution. i) L'événement A° N B signifie la non réaisation de |'événement A et
la non réalisation de I'événement B et par conséguent, I'événement contraire de

cet événement a savoir (A° n B°)® signifie la réalisation au moins d'un des
événements A et B, donc

(AN B9 C AUB. (1.5)
D'autre part, si I'événement A U B se réalise, donc au moins, un des événements
A et B, dors I'événement A° N B° ne se rédlise pas, ce qui implique que
I'événement (A° N BY)® seréalise, et

AUB C (A°N B°)". (1.6)

De (1.5) et (1.6) on obtient |'égalité désirée.
ii) En posant dans I'égalité i) A°= C et B® = D, on obtient

(C ﬂ D)c - Cc UDCS
d'oll en passant aux événements contraires,
CnD=(C°UD".

Ce probléme peut étre résolu d'une autre fagon en tenant compte des relations de
De Morgan et du fait que (A%° = A.

18. Montrer que les relations suivantes

ACB; BEC A% AUB=B; AnNB=A

sont équivalentes.?

Solution. Montrons d’abord que les relations 4 C Bet B® C A°
sont équivalentes. Soit A C B, alors la réalisation de A implique la

?Deux relations R; et R, sont équivalentes si le fait que R; soit vraie entraine que Rz
est vraie et réciproquement.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


18

19.

Chapitre 1. Espace fini d’événements

réalisation de B et si B° se réalise, alors A ne peut pas se réaliser, c’est
donc A° qui se réalise dans ce cas et donc, B® C A°,

Supposons maintenant que B C A°, alors la réalisation de B¢ implique
la réalisation de A° et si A se réalise, alors B® ne peut pas se réaliser,
donc c’est B qui se réalise dans ce cas et par conséquent, A C B.

Montrons maintenant ’équivalence des relations 4 C Bet AUB =
B. Supposons que A C B et montrons que AUB C B qui avec
I'implication évidente B C AU B donnera AUB = B. Si AU B se
réalise, alors B ou A se réalise et parce que 4 C B, I’événement B se
réalise, donc dans toute situation AU B C B.

Soit maintenant AUB = B. Onaalors AC AUB =B, donc AC B.

Montrons maintenant I’équivalence des relations A C Bet ANB = A.
Soit d’abord A C B, alors A C AN B et parce que ANB C A il
s'ensuit AN B = A. Supposons que ANB = A, alorsde ANB C B,
il s’ensuit A C B, donc 'équivalence désirée.

Parce que les relations B¢ C A° et AU B = B sont équivalentes avec
la relation A C B, il s’ensuit par transitivité qu’elles sont équivalentes.

De facon analogue, parce que les relations B€ C A° et AN B = A sont
équivalentes avec la relation A C B, il s’ensuit par transitivité qu'elles
sont équivalentes.

Le méme raisonnement montre que les relations AUB = Bet ANB=A
sont équivalentes.

Montrons d’une autre fagon I'équivalence des relations AUB = B et AN
B = A. Soit AU B = B, alors parce que A = AN (BU A)3, il s'ensuit
A = An B. Réciproquement, soit maintenant A = AN B alors de
B=BuU(ANnB)*ilsensuit B=BUA=AUB.

Montrer I’équivalence des relations suivantes:

ANB=0; AC B BC A“

Solution. Montrons que les relations AN B = @ et A C B¢ sont
équivalentes. De AN B = @ découle que les événements A et B sont

3La propriété d’absorption, voir probléme 13 ii), Section 1.3.
4La propriété d’absorption, voir probléme 13 i), Section 1.3.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


1.2. Problémes et solutions 19

incompatibles. Supposons que A se réalise, alors B ne peut pas se
réaliser et par conséquent, c’est B¢ qui se réalise et ainsi, A C B°.
Réciproquement, soit A C B¢ et supposons que A se réalise, alors B¢
se réalise aussi et par suite, B ne peut pas se réaliser, autrement dit,
les événements A et B ne peuvent pas se réaliser simultanément, donc
ANB=40.

Montrons que les relations A C B¢ et B C A° sont équivalentes. Soit
A C B¢ alors si A se réalise B ne peut pas se réaliser et par conséquent,
si B se réalise alors A° se réalise aussi, donc B C A°. Réciproquement,
soit B C A, alors si B se réalise, A ne peut pas se réaliser et par suite
si A se réalise alors B¢ se réalise aussi, donc A C B¢

Parce que les relations AN B = @ et A C B¢ sont équivalentes, et
puisque les relations A C B¢ et B C A° sont équivalentes, il s’ensuit,
par transitivité, que les relations ANB = @ et B C A° sont équivalentes.

20. On considére I'expérience qui consiste a tirer une boule d'une urne contenant
4 boules blanches numérotées 1, 2, 3 et 4, et une boule noire numérotée 5.

i) Décrire I'espace probabilisable relié a cette expérience.

ii) Combien d'événements y-a-t-il dans |'espace des événements ?
iii)Enumérer les événements é émentaires.

iv) Enumérer les implications de |'événement { 1}

Solution. i) L'espace probabilisable est (Q2, A) ou Q ={1, 2, 3,4, 5} et A=P(Q)
est donc donné par I'ensemble

{ 0, {kh {i,j}. {i.j, K. {i,j. k 1},{1, 2,3, 4, 5}}

oui, j, k, I prennent indépendamment les valeursde 1 a5, mais avec larestriction
que dans le cadre d'un méme groupe tous les indices soient différents et deux
groupes avec le méme nombre d'indices différent au moins par un indice. On a
noté par {k} la sélection de la boule numérotéek, par {i, j} la sélection des boules
numeérotéesi et j, etc. et {1, 2, 3, 4, 5} = Q représente |'événement certain.

ii) Le nombre d'événements dans |'espace des événements est

”G)%Z)*(g)+(Z)+(2)=(1+1)5=25=32.
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20 Chapitre 1. Espace fini d'événements

iii) Les événements élémentaires sont :

{13.{2.{3}.{4}.{5}.

iv) En plus de {1} C {1}, on trouve

{1yc{r2y  {1pc{usk {1} c{L4}
(pc{ush  {(yc{na3y  {(1pc{L24)

1y {L2sy  {13c{13.4s (1} C{1,3,5)
(1} c{L4,5 {1} C {1234} {1} € {1235}
{1} € {1,2,4,5}; {1} C{1,3,4,5}; {1} C{1,2,3,4,5}.

1.3 Problemes proposes

1. On lance deux piéces de monnaie (une de 1 cent et une de 10 cents) et on
considere les résultats qui apparai ssent.

i) Quelles sont les épreuves de I'expérience ?
ii) Soit les événements :
A - "I'apparition d'une face sur une des pieces de monnaie”,
A, - "I'apparition de face sur la piece de 10 cents".
Les événements A et A, sont-ils compatibles ou incompatibles?

2. D'une urne contenant 20 boules dont 6 sont blanches et 14 sont noires, on extrait,
au hasard sans remise, deux boules. Soit A I'événement "parmi les deux boules
choisies, il y a au moins une boule blanche" et B I'événement "les deux boules
sont blanches. Les événements A et B sont compatibles ou incompatibles ?
Sagit-il d'événements é émentaires ou composés ?

3. On lance un dé. Notons A |'événement "l'apparition de la face 1 ou 4" et B
I'événement "|'apparition de laface 2 ou 3 ou 5 ou 6." Quelle est la relation entre
les événementsAet B ?

4. On pige 10 piéces d'un lot de piéces fabriquées par une machine. Représentons
par A I'événement "toutes les pieces choisies sont bonnes' et par B |'évenement
"au moins une piece est défectueuse. Quel est le type d'événement de
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1.3. Problémes proposés 21

i) AUB,
i) ANB?

5. Deux étudiants jouent une partie d'échec. Soit A I'événement "le premier étudiant
gagne la partie" et soit B I'événement "le deuxiéme étudiant gagne la partie”. La
partie se termine sur une nulle.

i) Est-ce qu'un des événements A ou B Sest réalisé ?

ii) Ecrirel'événement réalisé en utilisant les événements A et B.
6. Soit Q ={a b, c, d}, A= {a b} e B = {d}. Enumérer les ééments des

événements suivants :

i) A

i) AUB,

iii) AnB,

iv) A°nB.
7. Onlance un dé deux fois de suite.

i) Préciser les événements suivants :

A - "on obtient laface 1 suivi d'un nombre pair" ,

A, - "lasommeest5 |

Az - "les deux chiffres obtenus sont égaux”.

ii) Que pouvez-vous dire des événements A, B, C tels que

A est réalisé quand A et A, sont réalisés,

B est réalisé quand A, et Az sont réalisés,

C est réaisé quand A, est réalisé et que A nel'est pas.

8. L'espace échantillonnal Q étant un jeu de 52 cartes. Soit T le sous-ensemble des
tréfles, Q celui des carreaux, C celui des coeurs, P celui des piques, N celui des
cartes nobles (dix, valet, dame, roi et as). Décrire les sous-ensembles suivants et
donner le nombre d'é éments qu'ils contiennent :

TN,
i) (TNP)UN,
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Chapitre 1. Espace fini d'événements

i) (TnQ) UNS,
iv) PnCY) u(F°nC).

De I'ensemble des nombres naturels de I'intervalle [1, 499] on choisit au hasard
un nombre. Soit A I'événement "le nombre choisi est divisible par 5" et soit B
I'événement "le nombre choisi se termine par le chiffre 0". Décrire I'événement
A\B?

10. On écrit au hasard un polyndme, disons P(x), de I'ensemble des polynémes dont

11

12.

13.

14.

les coefficients sont des entiers de l'intervale [-10, 20]. Considérons les
événements :

A - "le polyndme P(x) est divisible par x —2",

A; - "le polyndme dérivé P'(x) est divisible par x —2",

Az - "ladérivé seconde P'(x) est divisible par x — 2",

B - "2 est au moins une racine triple du polynéme P(x)",

C - "2 est une racine double pour le polynéme P(x)".

Exprimer les événements B et C al'aide des événements A, i =1, 2, 3.

. Montrer les propriétés de distributivité:

i) AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
i) AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Montrer les propriétés d'idempotence:
i) AUA= A,
i) ANA=A

Montrer les propriétés d’absorption:
i) AU(BNA) =4,
ii) AN(BUA)=A.

Trouver, en fonction des événements A et B, 'événement C de

(CUAU(CUA")* =B.
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1.3. Problémes proposés 23

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Montrer que
i) (AUBUCQC)® = A°N B°NC",
i) (ANBNC)Y = A°UB°UCS,

ii) (0 A,—) = ﬁA:,
i=1 i=1
iv) (ﬁ A‘-) = LﬂJ AS.

=1
Montrer que
) AU (ﬂB ) =()(AUBy),
i=1 i=

1
i) AN (CJB.-) " (AN B)).

Montrer que .
A\(B:=J(A\ B).

i=l i=1

Montrer que

i) A\B=A\(ANB),

ii) A\ B=(AUB)\ B,

i) A\ (A\C)=ANC,

iv) (AUB)\C = (4\C)U(B\C),

v) AN(B\C)=(AnB)\ (ANnC(C).

Montrer que si les événements A et C sont incompatibles alors

A\(B\C)=A\B.

Montrer que
i) (AUB)N(AUB®)N(A°UB)N(A°U B) =0,
i) (ANB)U(ANB)U(A°NB)U(A°NB°) =Q

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


24

21.

22.

23.

24.

Chapitre 1. Espace fini d'événements

On lance une piéce de monnaie. Décrire I'espace des événements rattachés & cette
expérience.

Décrire |'espace des événements rattachés a I'expérience qui consiste a lancer un
dé.

Décrire I'espace des événements rattachés a I'expérience qui consiste a lancer
simultanément une piéce de monnaie et un dé et a observer les faces supérieures
présentées apres le lancer.

Décrire I'espace des événements rattachés a I'expérience suivante : on écrit un
nombre de deux chiffres choisis au hasard, parmi les chiffres 1, 5, 8.

1.4 Indications et réponses

1.1) Les épreuves sont :

e sur les deux piéces apparaissent des piles,
e sur les deux piéces apparaissent des faces,

e sur la piéce de monnaie de 1 cent apparat pile et sur la piéce de monnaie
de 10 cents apparat face,

e sur lapiéce demonnaie de 1 cent apparat face et sur la piéce de monnaie de
10 cents apparat pile.

Symboliquement on peut écrire (P, P), (F, F), (P, F), (F, P).

ii) Al et A, sont des événements aléatoires, car en effectuant I'expérience, ils
peuvent ou non se produire. Ce sont des événements composés, car chacun peut
étre réalisé par plusieurs épreuves. Les événements A et A, sont compatibles, car
ils peuvent se produire simultanément par |'épreuve (F, F).

A et B sont des événements compatibles, car ils peuvent se produire en méme
temps, a savoir quand on extrait de I'urne deux boules blanches. A et B sont des
événements COMPOSES.

Les événements A et B sont contraires, car si A se réalise, alors ’B ne peut pas se
rédiser et réciproquement, B = A° et A = B®. Les événements A e B sont
incompatibles.
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4. i) Evénement certain.
i) Evénement impossible.
5.i) Non.
i) A°NB°=(AUB)S.
6.i) A°={c, d},
i) AUB°={a,b,d},
i) ANB=g,
iv) A°NB={d}.

7. D'abord I'espace échantillonnal Q contient 36 événements élémentaires, a savoir
les couples (a, b) de nombres compris entre 1 et 6.

)A={(12), (14,1 86},

A2 = {(1r 4)! (273)‘ (372)1 (471)}l

A;={(11),(2,2), .., (6,6)1.

i) A= {(1, 4)}, donc A est un événement éémentaire, il se réalise quand on
obtient laface avec 1, puis un nombre pair et la somme est 5.

B = g, car la somme de deux nombre égaux ne peut étre 5, donc B est
I'événement impossible.

C={(23),(3 2, (4, 1)}, car lasomme est 5 et on n'a pas obtenu un 1 suivi d'un
nombre pair.

8. i) TN N contient 5 cartes, les cartes nobles de tréfles.

ii) Notons que TN P = §, done (TN P) UN = N contient 20 cartes,
toutes les cartes nobles de tréfles, de carreaux, de coeurs et de piques.
iii) Notons que TN Q = 8, donc (TN Q) U N = N¢ contient 32 cartes,
toutes les cartes autres que les cartes nobles.

iv) Puisque PC C°et C C P, ona (PNCY)U(P°'NC)=PUC
qui contient 26 cartes, toutes les cartes de piques et toutes les cartes
de coeurs.

9. Le nombre naturel choisi doit se terminer par le chiffre 3, car il est
divisible par 5. Mais il ne peut pas se terminer par 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Chapitre 1. Espace fini d'événements

B=A,NnA4;N A;,
C = (A, N Az) N AS.

i) La réalisation de I'événement A U (B N C) signifie la réalisation
I'événement A ou des événements B et C, ce qui implique la réalis
tion des événements A ou B ainsi que la réalisation des événemer
A ou C, donc de I'événement (A U B) N (AU C) et par conséque
AU(BNC)C (AUB)N(AuUC).

Réciproquement on montre que (AU B)N(AUC) C AU(BNC), d"
il s’ensuit AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

ii) Se démontre de la méme fagon qu'en i).°

i) La réalisation de I'événement AU A signifie la réalisation de I'évér
ment A, donc AUA C A.

Réciproquement, la réalisation de I'événement A implique la réalisati
de 'événement AU A, donc AC AU Aetdonc AUA = A.

i) Il en est de méme pour le point i) mais pour les implications AN A
Aet ACANA.

i) La réalisation de I’événement A U (B N A) signifie la réalisation
I'événement A, ou de I'événement A et B, donc dans toute situatic
la réalisation de I’événement A et par conséquent AU (BN A) C A.

Réciproquement, la réalisation de 1'événement A implique la réali:
tion de I’événement AU (BN A), donc A C AU (BN A) et par su
AU(BNA)=A.

ii) I en est de méme pour le point i) mais pour les événements A
(BUA)et A.

On passe aux événements contraires et on utilise la distributivité. (
obtient C = B¢,

°En interprétant les événements comme des sous-ensembles des épreuves par lesquelles ils se

réalisent, résoudre ce probléme comme les suivants de méme type, revient a démontrer I'égalité
d'ensembles. Pour habituer le lecteur au raisonnement propre a la théorie des probabilités nous
avons préféré des démonstrations telles que proposées.
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15. i) L'événement A U B U C signifie la réalisation d'au moins un des événements
A, B, C, son contraire, (A U B U C)° signifie laréalisation du A° N B° N C°, donc

(AUBUC) C A°NB°NC"
De facon analogue on montre I'implication inverse, d'ou I'égalité désirée.
ii) On procéde comme pour le point i).

iii)On utilise la preuve par récurrence. Pour le cas a deux et trois événements on
vérifie les relations du probléme 16 i), Section 1.2, et du point i) du présent
probléme.

On suppose 'égalité vraie pour (n — 1) événements, c’est-a-dire

n-1 ¢ n—1
(U A,-) =) A
i=1 i=1

On montre maintenant que 1'égalité est vraie pour n événements. On

trouve
n c
i=1

It
N
=1
T
e
e
[
>
~—

I i
e —
n L

- >
~—

.

Vi

a0

donc I'égalité est vraie pour tout nombre naturel n.
iv) On procéde comme pour |e point iii).

16. Se démontre par récurrence tout en utilisant les propriétés de distributivité des
opérations U et N.
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28 Chapitre 1. Espace fini d'événements
17.

A\(B: = AN(BiNByN---NB,)
i=1

- AO(DB,-‘)
- Uans

i=1

- U(A \ By).

18. i) La réalisation de I’événement A \ B signifie la réalisation de A et
la non réalisation de B, donc I'événement A N B ne se réalise pas
non plus et par conséquent, l'événement A \ (A N B) se réalise, d’ou
A\VBC A\ (AN B).

Réciprogquement, la réalisation de A \ (A N B) signifie la réaisation de
I'événement A et la non réalisation de I'événement A N B, donc la non
réalisation de B et par conséquent la réalisation de I'événement A\ B. Donc

AV(ANB)C A\ B.
ii), iii) se démontrent de la méme fagon quei).

iv) L'événement (A U B) \ C signifielaréalisation de AU B et lanon réalisation
de C, donc larédlisation de (A\ C) U (B\ C), par conséquent

(AUB)\C S (4\C)U(B\O).
Réciprogquement, (A \ C) U (B \ C) signifie la rédisation de A et la non

réalisation de C, ou la rédlisation de B et la non réalisation de C, donc la
réalisation de A ou B et lanon réalisation de C, donc

(A\C)U(B\C) C (AUB)\C,

d’ou
(AUB)\C=(A\C)u (B\CO).

v) On le montre de la méme fagon que le point iv).
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1.4. Indications et réponses 29

19.

20.

21.

22.

23.

A\(B\C) = A\(BNC%) = AN(BNC*)" = AN (B°UC) =
(ANBYU(ANCY=A\B,car ANC =9.

i) On applique la propriété de distributivité et on trouve
(AU(BNBY))N(A°U(BNB%))={AUd)N(A°UB)=ANA°=0.
ii) De facon analogue au point i).
Notons par P et F les épreuves pile et face respectivement. On a
A=P(Q) = {0,{P}.{F},Q},

o Q= {P,F}. llya2?=4 événements.
L'espace d’événements sera

A = p(ﬂ) = {B! {k}! {7'1 J}! {isjs k}a {fvja k! t}v {ilj! k&zs'm}a Q}a
ici i, j, k,1, m prennent indépendamment toutes les valeurs de 1 a 6, (voir la
restriction faite dans le probléme 20, Section 1.2). On a noté par {k} I'apparition

de laface avec k points, par {i, j} I'événement qui signifie I'apparition de laface
avec i points ou de laface avec j points, donc {i, j} = {i} U {j}, etc.

6
6
lyal+ E (S) = 2% = 64 événements.
s=1

D'abord I'espace échantillonnal seraQ = Q; x Q,, c'est-a-dire e produit cartesien
de I'espace échantillonnal Q; = {P, F}, rattachés a I'expérience qui consiste a
lancer une piéce de monnaie, (voir probléme 21) et de |'espace échantillonnal Q,
={1, 2, 3, 4, 5, 6}, rattachés a |'expérience qui consiste a lancer un dé, (voir
probléme 22), donc

ﬂ:{ (P,1),(P,2),(P,3),(P,4),(P,5),(P,6), }
(F,1),(F,2),(F,3),(F.,4),(F,5),(F,6)

L’espace d’événements sera A = P(2).

8
Iyal+ Z (z) = 2% = 256 événements.
s=1
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Chapitre 1. Espace fini d'événements

24. D’abord P’espace échantillonnal sera Q = {15, 18, 51, 58, 81, 85}. Le
nombre d’épreuves est A3 = 6 ou .A3 représente le nombre d’arrange-
ments que I'on peut former en choisissant 2 objets parmi 3 en tenant
compte de 'ordre de sélection.

L’espace d’événements sera A = P(Q2).

6
Hyal+ Z (g) = 2% = 64 événements.
a=1
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Chapitre 2
Espace fini de probabilité

2.1 Notions de base — Définitions et propriétés
2.1.1 Définition classique de probabilité

Considérons une expérience dont I'espace échantillonnal Q2 compte n épreu-
ves, toutes également vraisemblables. Soit A € Q un événement quelconque
(rattaché & ’expérience) qui peut se produire par la réalisation d’une épreuve
parmi m épreuves, m < n.

Définition 1. Relativement i une expérience aléatoire, la probabilité de
I’événement A est le nombre

P(4) =",

ou m est le nombre d'épreuves qui réalisent A et n le nombre total d'épreuves dans
I'espace échantillonnal Q rattaché a I'expérience. Ainsi P(A) est le rapport entre le
nombre de cas favorables a la réalisation de I'événement A et le nombre de cas
possibles, tous cas possibles étant également vraisemblables.

Pour calculer la probabilité d'un événement quelconque A, il faut donc déterminer
le nombre de

e cas favorables, c'est-a-dire, le nombre d'ééments de I'ensemble des épreuves
rattachées al'événement A,

e cas possibles, cest-a-dire, le nombre d'éléments de I'ensemble des épreuves
rattachées al'événement certain Q.

La probahilité P(A) est le rapport de ces deux nombres.

31
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32 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

On pourrait aussi écrire

card(A)

P4) = card(Q)’

ou card(A), card(Q) représentent la cardinalité respective des ensembles A et Q.

Remarque 2. On peut utiliser cette définition classique ou fréguentiste de probabilité
seulement pour les expériences ou les événements élémentaires sont équiprobables,
C'est-a-dire également vraisemblables.

On dit que les épreuves sont équiprobables, c'est-a-dire que les probabilités des
événements élémentaires sont égales.

La probabilité dun événement éémentaire d'une telle expérience est 1/n
(n étant le nombre total d'épreuves). Cette probabilité est la méme pour tout événement
élémentaire, car le nombre de cas favorables est nécessairement égal a 1.
Exemple 3. Quand on lance une piéce de monnaie bien équilibrée, on présume que les
épreuves "pile" et "face" sont également possibles. Dans ce cas les probabilités
classiques seraient 1/2 pour les événements élémentaires. On dit que ces événements
sont équiprobables.

De méme, quand on lance un dé bien équilibré, les différents résultats
possibles sont tous également probables et les probabilités pour les événements
élémentaires sont toutes 1/6.

Remarque 4. En considérant la définition 1, on constate que la notion de probabilité
d'un événement ales propriétés suivantes :

1.LOSP(A)<1l;car0<m<n.

2. P(Q?) = 1 ; car dans cette situation tous les cas sont favorables et ainsi
m=n.

3. P(AUB) = P(A4)+ P(B) si les événements A et B sont incompatibles,
c’est-a-dire, AN B = 0.

4. P(A°) = 1— P(A).
5. P(0) = 0.

6. P(A) < P(B)si AC B.
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2.1. Notions de base — Définitions et propriétés 33

2.1.2 Définition axiomatique de probabilité

Définition 1. Une mesure de probabilité, ou une probabilité P définie sur un espace
probabilisable (€2, A) est une fonction P : A — R qui associe a tout événement A de A
un nombre réel P(A), A — P(A) qui satisfait |es axiomes stivants :*

1. P(A) > 0 pour tout événement A € A;
2. P(Q) =1, Q étant I’événement certain;
3. P(AUB) = P(A) + P(B) pour tout 4,B€ Aavec ANB =0.

Remarque 2. L’axiome 3 peut étre étendu, par récurrence, a tout nombre
fini d’événements incompatibles deux 4 deux; ainsi, pour 4; N A; =0, i #
ji4,j=1,...,k,ona

k
P (EJ A,v) =) P(4).
i=1 i=1

Remarque 3. Soit Q = {w),...,wn} et soit A € A. Si A = {wy,...,w;;},
alors

P(A) = P({wy,}) + --- + P({wy,})

et pour connaitre la probabilité de tout événement A € A il suffit donc de
connaitre les probabilités des événements élémentaires,

n= P({wl})!"-:pn:P({wﬂ})s

oup; =>0,i=1,...,netpy+---+p=1.
Définition 4. La distribution de probabilité attachée a 'espace échantillon-
nal Q = {wy,...,wn} est le schéma

wl.,,wn)
Pr---Pn )’

oup;=P{w})20,i=1,...,netp;y+---+p, =1L

ICette définition axiomatique de probabilité a été donnée en 1933 par Andrei Nikolaievitch
Kolmogorov (1903-1987), mathématicien russe.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


34 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Pour tout A € A, P(A) est la somme des probabilités des événements élémentaires
qui composent I'événement A.

Signalons que la définition classique de probabilité satisfait bien sOr tous les
axiomes de la définition axiomatique car on obtient la premiére de la seconde comme
casparticulieroup =--=p,=1/n

2.1.3 Espace probabilisé

Définition 1. Un espace probabilisé est un triplet (Q, A, P), ou (Q, A) est un espace
probabilisable, et P est une probabilité sur (Q, A).

Définition 2. Un systéme complet d'événements est un ensemble d'événements
{A¢;k=1,..., m quisatisfait les conditions suivantes:

1. Ag #0, k=1,...,m;
2. AkﬂAj——-@, k#}, k,j=l,...,m;

3. Lrj Ak =0
k=1

En fait un systéme complet d'événements est une partition de 52 en événements
digoints.

Il Sensuit que si les événements{ A, ; k=1, ..., m} forment un systéme complet
d'événements alors

1= P(Q) =P (.0 Ak) = iP(Ak)
=1 k=1

Remarque 3. L'ensemble de tous les événements élémentaires associés a une
expérience forme un systéme complet d'événements.

2.1.4 Probabilité conditionnelle
Soit A un événement tel que P(A) > 0.

Définition 1. On appelle probabilité conditionnelle de I'événement B par rapport a
I'événement A, ou encore, la probabilité de B étant donné A, le nombre

P(ANB)

(2.1)
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2.1. Notions de base — Définitions et propriétés 35

Si P(B) > 0 alors on peut définir, de fagon analogue, la probabilité condi-
tionnelle de I'événement A par rapport & l'événement B, & savoir
P(BN A)

Ps(4) = P(4|B) = —p

(2.2)

Des formules (2.1) et (2.2), on tire
P(ANB) = P(A)P(B|A), et P(AN B) = P(B)P(A|B),
d’olt
P(A)P(B| A) = P(B)P{A| B).

Cette formule fait le lien entre les probabilités conditionnelles réciprogue pour deux
événements.

Notons que la probabilité conditionnelle satisfait aux axiomes de la définition 1, de
2.1.2, donc elle est également une probabilité sur (Q, A).

On peut interpréter la probabilité conditionnelle P(B \ A) comme la probabilité de
I'événement B sachant que I'événement A sest réalise.
En comparant les probabilités P(B) et P(B \ A), on peut déterminer si |a réalisation

de I'événement A influence ou non la réalisation de I'événement B, ce que nous
abordons maintenant.

2.1.5 Evénements indépendants
Définition 1. Deux événements A4, et Ay sont indépendants si
P(A; N Ay) = P(A;)P(Ay).

Remarque 2. Si P(4;) > 0 et P(43) > 0 et les événements A, et A, sont
indépendants alors

P(A;| Az) = P(A)) et P(A;] A1) = P(Ay),

et réciproquement, si P(A; | Ay) = P(A;) ou P(A;| A;) = P(A,), alors les
événements A, et A, sont indépendants.
Définition 3. Les événements {A; ; k =1,...,n} sont indépendants si

P(Ag, NN Ag,) = P(Ay,)--- P(Ag,),

pour tous indices 1 < k) < --- < ks < n.
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36 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Définition 4. Les événements {Ax ; k£ =1,...,n} sont mutuellement indé-
pendants, ou encore, indépendants deuz @ deuz, si

P(A;N Aj) = P(A;)P(4;),

pour tous indices ¢,j telsque 1 <4,j <neti#j.

Evidemment, si les événements {A; ; k = 1,...,n} sont indépendants,
alors ils sont aussi mutuellement indépendants.

L’exemple suivant montre que la réciproque de cette affirmation n’est pas,
en général, vraie.
Exemple 5. Considérons un tétragdre dont |es faces sont colorées de la fagon suivante:
une face est blanche, une face est noire, une face est rouge et la derniere face
comprend les trois couleurs. On lance le tétraédre sur une table et on regarde la
couleur de laface sur laquelle le tétraedre est tombé. Soient les événements

A - "on voit la couleur blanche",
A, - "on voit lacouleur noire”,
A; - "on voit la couleur rouge”.

Notons que P(A4,) = P(A;) = P(A;3) = 3. Alors
P(A; N A;) = P(A;)P(4;),

pour tout 4,7 tel que 1 < i,j < 3,i # j, donc les événements {A; ; k =
1,2,3} sont mutuellement indépendants. Par contre

P40 40 4s) = § # £ = P(41)P(42)P(4s),

donc les événements {Ay ; k = 1,2,3} ne sont pas indépendants.
De méme, l'exemple suivant montre que la condition

P(AiN---NA,) = P(A) - P(Ap),

n'est pas suffisante & elle seule pour I'indépendance des événements {Aj ;
k=1,...,n}.

Exemple 6. Considérons les événements A; = {wi, w3, ws,we }, A2 = {w2, ws,
ws, we}, et Ag = {ws,wq, ws, wr}. Soit p; = P({w;}) et soient p; = p2 =p3 =
Ps =%, Ps = %, Pe = Pr = 5. Alors

P(A; N Ay N A3) = P(A1)P(A2)P(As).
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2.1. Notions de base — Définitions et propriétés 37

On a P(A;NA;3) = P(A;)P(A;) et P(A2NA3) = P(A,)P(As), mais P(A;N
As) # P(A;)P(A;), donc les événements A, et A, ne sont pas indépendants.
Remarque 7. Si les événements {A; ; k = 1,...,n} sont indépendants
alors les événements {By ; k = 1,...,n} ol By € {Ax, A}, £ =1,...,n
sont aussi indépendants.

Remarque 8. Si les événements {A; ; k& = 1,...,n} sont indépendants,

() - +-#((0+))

= 1- f[(l — P(4)).
k=1

2.1.6 Formules de calcul
1) Probabilité d’une réunion d’événements
On démontre par récurrence, la formule
P{UA;‘) = ZP(A,‘)——ZP(AJFIA,‘)+ Z P(AiﬂAjﬂAk)
k=1 k=1 i<k i<j<k

—— (,1)ﬂ-1p(ﬁ Ar). (2.3)

k=1
Pour &k = 2, la formule (2.3) revient &
P(A U A4p) = P(A)+ P(Ag) - P(Al N Az).

Si les événements {A; ; k = 1,...,n} sont incompatibles deux a deux, alors
la formule (2.3) revient a
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38 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

P(|J Ae) =Y P(Ay).
k=1 k=1

Si les événements {A; ; k = 1,...,n} sont indépendants, alors la formule
(2.3) revient &

P(|J A =D P(A) - 3 P(A)P(A) + D P(A)P(A;)P(AL)
k=1 k=1 j<k i<j<k

et (=1)"NP(4)) - P(Ay).

2) Probabilité d’une intersection d’événements
n-1

On démontre par récurrence que si P (n A,,) # 0 alors on a la formule
k=1

n
P (ﬂ Ak) = P(A))P(Ay| A))P(As] Ay N Ap)
k=1
o P(Ap[ALN N Apey). (2.4)

Cette formule est trés utile lorsqu’il s'agit de calculer des probabilités
d’événements consécutifs.
Pour k = 2 la formule (2.4) revient a

Si les événements {Ax; k = 1,...,n} sont indépendants, alors la formule

(2.4) revient a
P ([’] A,,) =[] P(ay.
k=1 k=1

3) Probabilité d’une différence d’événements

On a
P(A\ B) = P(A) - P(AN B). (2.5)

Si B C A, alors (2.5) se réduit a
P(A\ B) = P(A) - P(B).
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2.1. Notions de base — Définitions et propriétés 39

4) Formule de la probabilité totale

Si {Ax ; k = 1,...,n} est un systéme complet d’événements et B est un
événement quelconque, alors on a la formule de la probabilité totale

P(B) = P(A,)P(B| A;) + P(A2)P(B|A2) +-- -+ P(A,)P(B| Ay).

Cette formule est également appelée la régle d’élimination.
Si P(C) > 0, on a aussi la formule

P(B|C) = P(B|AiNC)P(A,|C) +---+ P(B| A, N C)P(A, | C).

5) Formule de Bayes

Si {Ax; k=1,...,n} est une partition de {, c’est-a-dire un systéme complet

d’événements et B est un événement quelconque, alors on a la formule de

Bayes,? connue aussi sous le nom de la formule des hypothéses ou des causes
P(A;)P(B| 4;)

n 7
> P(A)P(B| A)
k=1
On peut appliquer cette formule & la situation suivante. A la suite d'une expérience, un
événement B peut apparaitre. Cependant cet événement peut apparaitre comme
conséquence den événements A; ..., A, qui forment un systéme complet d'événements
(C'est-a-dire, B peut apparaitre simultanément avec un et seulement un des événements
A, k=1, ..., n). Supposons que I'on connaisse les probabilités des événements A; ... ,
A, (qui sappellent également probabilités a priori des événements A, ..., A,) €t que
I'on connaisse aussi la probabilité d'apparition de I'événement B comme conséquence
de I'événement A, c'est-a-dire P(B \ Ay, k = 1, ..., n. En supposant qu'a la suite de
I'expérience I'événement B se soit produit, la formule de Bayes permet de trouver
seéparément pour chaquek = 1, . . ., n, la probahilité que I'événement A soit apparue &
cause de I'événement B, c'est-a-dire la probabilité P(A, \ B), k = 1, ..., n (les
probabilités P(A, \ B), k = 1, ..., n Sappellent aussi les probabilités a posteriori des
événements Ay, ... , Ay).

P(4;|B) =

=1,...,n.

En comparant les probabilités P(A, \ B) et P(A) on peut connditre l'effet de
I'événement B sur la probabilité de I'événement A, lorsqu'on sait que I'événement
B sest produit.

2Thomas Bayes (1702-1761), révérend et mathématicien anglais.
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40 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

2.1.7 Modéeles classiques de probabilité
1) Modéle de Bernoulli® ou modéle binomial

Le modéle de Bernoulli consiste en une expérience qui ne peut produire que deux
résultats. On peut soit obtenir I'événement A avec probabilité p, ou bien son contraire
A° avec probabilité 1 — p. Si on répéte cette expérience n fois, indépendamment et
dans des conditions identiques, |a probabilité P(n ; k) qu'a la suite des n expériences,
I'événement A soit apparu k fois est donnée par

P(n;k) = (:) p(1—p)" "

Parce que la probabilité P(n ; k) correspond au coefficient de X dans le développement
du bindme (p+(1-p)x)", ce schéma sappelle aussi le modéle binomial.

Le modele binomia peut étre réalisé a I'aide d'une urne contenant des boules de
deux couleurs (disons blanches et noires). On tire une seule boule alafois et a chague
fois on remet la boule dans I'urne pour assurer que les conditions ne changent pas d'un
tirage al'autre. Aprés n répétitions, on dénombre les apparitions de la couleur blanche.
Cette situation correspond au modele binomial et pour cette raison ce schéma est
également connu aussi sous le nom de modéle de I'urne avec remise.

2) Modéele de Bernoulli a plusieurs états ou modéle multinomial

Considérons une expérience qui peut produire un et un seul des événements
{Ax;k=1,...,s} qui forment un systeme complet d'événements et posons

3
pe=P(Ax), k=1,...5, ob Y pe=1
k=1

On répéete I'expérience n fois, indépendamment et dans des conditions identiques.
La probabilité P(n ; my, my, ..., mg) que dans les n expériences I'événement A, soit
apparu my fois, k=1, ..., sest donnée par

1 s
n m m § :
P(nimhmﬁs-“smx)z“ﬁpll“'ps.; mg =n.
TRy -+ Myl =1

%Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705), le premier mathématicien de lafamille Bernoulli,
famille de mathématiciens suisses bien connue.
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Ce schéma est connu sous le nom de modéle multinomial.
3) Modeéle de Poisson*

Pour le modéle de Poisson, on considére n expériences indépendantes. Comme
résultat de la k-ieme expérience, on peut avoir I'événement A avec probabilité py, ou
bien I'événement A°® avec probabilité 1 — p, k=1, ..., n. Laprobabilité que dans les
n expériences |'événement A soit apparu m fois est le coefficient Py, de x™ dans le
polyndme

P(z) (pz+(1—p) (P2 + (1 —p2)) + -+ + (paz + (1 = pn))

Pz’ + -+ Ppa™ + -+ R

I

L e schéma de Poisson peut étre réalisé par une séquence de n urnes contenant, dans
des proportions différentes, des boules de deux couleurs (disons blanches et noires).
On extrait successivement une boule de chaque urne.

Remarque 1. La schéma de Bernoulli peut étre obtenu comme un cas particulier du
schéma de Poisson en prenant py == py,

4) Modéle de I’échantillon sans remise ou modéle hypergéométrique

D’une urne contenant a boules blanches et 3 boules noires, on pige n
boules, sans remise, n < a + 3. La probabilité P(a, 3;a,b) que parmi les
boules extraites, e soient blanches et b noires, a + b = n, est

o) (8
P(a, 8;a,b) = ((':.)+(;))
a+b

Extraire n boules de I'urne revient a extraire n fois une seule boule, mais sans
retourner laboule pigée dans I'urne, ce qui justifie le nom de ce schéma.

2.2 Problemes et solutions

1. On extrait au hasard une boule d'une urne qui contient 20 boules numérotées
de 1 420. Trouver laprobabilité que e nombre inscrit sur laboule soit :

i) un nombre premier.
ii) un nombre pair.
“Denis Poisson (1781-1840), célébre mathématicien francais.
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iii) un nombre divisible par 3.

Solution. Le nombre de cas possibles pour cette expérience est 20. Trouvons le
nombre de cas favorables pour chaque événement considéré :

i) Le nombre de cas favorables est 8 a savoir les nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, donc p = 8/20 = 2/5.

ii) Le nombre de cas favorables est 10, a savoir les nombres 2, 4, 6, 8, 10, 12,
14, 16, 18, 20, donc_ p=10/20 = 1/2

iii)Le nombre de cas favorables est 6, a savoir les nombres 3, 6, 9, 12, 15, 18,
donc p=6/20=3/10

2. Chacune des 26 lettres de I'alphabet est écrite sur une carte et introduite dans
une urne. Trouver la probabilité qu'en choisissant au hasard et sans remise quatre
cartes |'on obtienne dans |'ordre de sélection le mot PAIX.

Solution. Le nombre de cas favorables est 1, car il faut choisir les quatre lettres
dumot P, A, |, X dans cet ordre.

Le nombre de cas possibles est 26 x 25 x 24 x 23. En effet, la premiére lettre
peut étre n'importe laquelle des 26 lettres de I'urne, donc pour la premiére
extraction on a 26 cas possibles. Pour la deuxiéme lettre il reste seulement 25
cas possibles, et chagque cas peut étre associé avec les 26 cas possibles de la
premiére lettre choisie, donc on obtient au total, 26 x 25 cas possibles pour le
choix des deux premiéres lettres. 11 y a 24 cas possibles pour le choix de la
troisieme lettre (car dansI'urne il ne reste que 24 lettres), qui combinés avec tous
les cas possibles pour les deux premiéres lettres donnent 26 x 25 x 24 cas
possibles pour le choix des trois premieres lettres. Finalement, pour la derniére
lettre il reste 23 choix possibles, qui combinés avec les 26 x 25 x 24 choix
possibles pour le choix des trois premiéres |ettres, donnent 26 x 25 x 24 x 23 cas
possibles quand on choisit sans remise les quatre lettres, donc
p= 1/26x25x24x23

Remarque. Le nombre de cas possibles peut étre obtenu d'une autre
facon. Extraire successivement 4 fois une lettre en tenant compte de
I'ordre de sélection revient a extraire dun coup 4 lettres, mais en tenant
compte de I'ordre des lettres dans la formation des groupes, donc le nhombre
de choix possibles est donné par le nombre darrangements de 4 objets
qgquon peut former a partir de 26 objets. Deux groupes différent
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au moins par la nature d'un objet ou par I'ordre des objets, donc ce nombre
est A26/4 =26 x 25 x 24 x 23.

3. Dix boules numérotées de 1 a 10 sont alignées au hasard une apres |'autre.
Trouver la probabilité que la boule numérotée 5 apparaisse apres la boule
numeérotée 4.

Solution. Le nombre de cas possibles est P;o = 10!

Le nombre de cas favorables est 9 x 8 !. En effet, la boule numérotée 4 peut
occupeée n'importe quelle des 9 premiéres places, tout en étant suivie par la boule
numérotée 5. 1l y a donc 9 fagons de placer les boules 4 et 5 I'une apres |'autre.
Les 8 autres boules peuvent ére placées sur les 8 places laissées disponibles
de 8 ! fagons différentes. Par suite chagque cas d'arrangement des boules 4 et 5
doit étre associé avec les 8 | cas possibles d'arrangement des 8 autres boules, et
au total il y a9 x 8! fagons différentes de placer les 10 boules sous la condition
gue laboule 4 soit suivie par laboule 5.

La probabilité cherchée est donc p = 9x8! / 10! = 1/10

4. On lance n fois deux dés. Trouver la probabilité que le double six apparaisse au
moins une fois.

Solution. Dans ce probléme, il est plus facile de calculer la probabilité de
I'événement contraire. Cherchons donc la probabilité g qu'en lancant n fois deux
désle double six n'apparaisse jamais.

Le nombre de cas possibles est (36)". En effet, a chaque lancer de deux désil y a
36 cas possibles, car chacune des 6 faces du premier dé peut étre combinée avec
n'importe laquelle des six faces du deuxieme dé, donc au total 6 x 6 = 36. Pour
les n lancers des deux désil y adonc (36)" cas différents possibles.

Le nombre de cas favorables est (35)". En effet, a chague lancer de deux désil y
35 cas favorables (de 36 cas possibles il faut éliminer e cas ol la face 6 apparait
sur les deux dés). Pour les n lancersil y adonc (35)" cas favorables.

Donc g = (35/36)" et par conséquent, la probabilité cherchée est

35\"
- (%)
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44 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

5. Montrer que la probabilité d'obtenir au moins un six quand on lance 4 fois un dé
est plus grande que la probabilité d'obtenir au moins un double six, quand on
lance 24 fois deux dés.®

Solution. Soit A I'événement "obtenir au moins un six quand on lance 4 fois un
de" et B |'événement "obtenir au moins le double six, quand on lance 24 fois deux
dés. Alors, en faisant le méme raisonnement que dans le probléme 4, on trouve

4
P(A)=1- (g) ~ 0,517 700,

et 24
P(B)=1- (%) ~ 0,491 400.

Note. Le chevalier De Méré®, un grand joueur de dés du XVIl-iéme siécle, &
observé a partir de sa propre expérience, qu'il y a plus de chances de gagner s on
parie que sur 4 lancers d'un dé, le six apparaitra au moins une fois, que si on
parie que dans 24 |lancers de deux dés, le double six apparaitra au moins une fois.
De Méré a constaté que dans une grande série de paris de ce type, dans le
premier cas la fréquence du gain est plus grande que 1/2, donc le nombre de jeux
gagnants est plus grand que le nombre de jeux perdants, le résultat final étant un
gain pour le joueur, tandis que dans le deuxiéme cas, le résultat final aménera
une perte pour le joueur. De Méré considérait que cette observation contredisait
le calcul mathématique, car 4 faces par rapport a 6 (Ile nombre de cas possibles
quand on lance un dé) est dans le méme rapport que 24 faces par rapport a 36 (le
nombre de cas possibles quand on lance deux dés) et donc les chances de gagner
doivent étre égales dans les deux cas. De Méré a soumis ce probléme a Pascal,
qui I'a résolu, en introduisant a cette occasion la définition de probabilité d'un
événement. La probabilité est plus grande que 1/2 dans le premier cas, tandis que
la probabilité est plus petite que 1/2 dans

®Ce probléme, connu aussi sous le nom du "Paradoxe du chevalier De Méré", a une importance
historique, étant le premier probléme de probabilité résolu par Blaise Pascal (1623-1662), célébre
mathématicien et physicien francais qui avec Pierre De Fermat (1601-1665), non moins célébre
mathématicien frangais, a établi les bases du calcul des probabilités.

Antoine Gombaud chevalier De Méré (1607-1685), écrivant francais.
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le second cas, ce qui correspond exactement avec |'observation de De Méré.

Si dans le second cas, on demande qu'en 25 lancers de deux dés le double six
apparaisse au moins une fois, alors la probabilité de gagner devient plus grande
que /2 (voir probleme 7, Section 2.3).

6. On extrait au hasard une boule d'une urne contenant a boules blanches et 8
boules noires. Trouver la probabilité que la boule extraite soit blanche ; la
probabilité que la boule extraite soit noire.

Solution. Il y aa + g cas possibles et a cas favorables pour extraire une boule
blanche, donc p = a / a+p ; la probabilité d'extraire une boule noire est

q=1-p=B/a+B
7. Une urne contient 6 boules blanches et 8 boules noires. On extrait une boule
gu'on met de coté. Par |a suite on extrait une seconde boule.

i) Sachant que la premiére boule pigée est blanche, trouver la probabilité que la
deuxiéme boule pigée soit également blanche et la probabilité que la deuxiéme
boule pigée soit naire.

ii) Sans connaltre la couleur de la premiére boule extraite, trouver la probabilité
gue la deuxieme boule extraite soit blanche et la probabilité que la deuxiéme
boule extraite soit noire.

Solution. i) Le nombre de cas possibles est 6 x 13 = 78. En effet, pour la
sélection de la premiére boule il y a 6 possibilités (e nombre de boules blanches
dans l'urne) et pour la sélection de la deuxieme boule il y a 13 possibilités
(Ie nombre de boules restant dans I'urne).

Le nombre de cas favorables est 6 x 5 = 30, car pour la premiere sélection il y a
6 cas favorables tandis que pour la deuxiéme sélection 5 cas sont favorables
(avant la deuxiéme sélection il y a dans I'une 5 boules blanches). Par
conséquent, la probabilité que la deuxieme boule pigée soit blanche, sachant que
la premiére boule pigée est blanche est p = 30/78 = 15/13

Pour que la deuxiéme boule sélectionnée soit une noire, sachant que la premiére
boule extraite est blanche, il y a 78 cas possibles et 6 x 8 = 48 cas favorables,
donc q = 48/78 = 8/13. On peut obtenir directement g, car g=1-p.
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ii) Le nombre de cas possibles est 14 x 13 = 182, car il y a 14 cas possibles pour
le choix de la premiére boule et chaque cas doit &tre combiné avec les 13 cas
possibles lors du choix de la seconde boule, donc 14 x 13 = 182 cas possibles.

Le nombre de cas favorables est 30 + 48 = 78. En effet, si on suppose d'abord
que la premiére boule pigée est blanche, alors il y a 6 cas favorables pour le
choix de la premiére boule et 5 cas pour la deuxiéme boule, donc 6 x 5 = 30 cas
favorables. Si on suppose maintenant que la premiére boule pigée est noire, alors
il y a 8 cas favorables pour le choix de la premiére boule et 6 cas pour la
deuxiéme boule, donc 8 x 6 = 48 cas favorables dans ce dernier cas. Au total il y
a 30 + 48 = 78 cas favorables et par conséguent, la probabilité que la deuxiéme
boule pigée soit blanche est p' = 78/182 = 3/7. Pour la probabilité de
I'événement que la deuxiéme boule soit noire, sans connaitre la couleur de la
premiére boule, un raisonnement analogue donne ' = 52/91 = 4/7 ou
directement g*= 1 - p".

Remarque. Les probabilités obtenues dans les deux cas du probléme différent
car la probabilité dun événement dépend essentiellement des conditions
données.

Pour une autre méthode de résolution, voir probléme 33.

. D’une urne qui contient o boules blanches et 3 boules noires on extrait

k boules (k < min{a — 1,5 — 1)) que 'on met de coté, sans connaitre
leurs couleurs. On tire ensuite une autre boule. Trouver la probabilité
que cette derniére boule soit blanche et la probabilité qu'elle soit noire.

Solution. Parce que dans ce probléme 'ordre des choix est important,
le nombre de cas possibles est g_"'_'f = (a+N(a+8-1) - (a+8-k),
car les k + 1 boules peuvent étre extraites parmi les a + 3 de Aﬂ'{i
maniéres différentes, c’est-a-dire le nombre de groupes de k + 1 boules
qu’on peut former & partir de o+ (3 boules, en tenant compte de I'ordre

des boules dans un groupe.

Le nombre de cas favorables est aATﬂ"l =afa+8-1)---(a+3-k).
En effet, notons que la derniére boule extraite (qui doit étre blanche)
peut étre n’importe laquelle des a boules blanches et les k premiéres
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boules peuvent étre pigées de A‘;w—l maniéres différentes, donc

_a.A:w"l_ a
47 "avp

De facon analogue on trouve que la probabilité que la k-iéme boule
choisie soit noire est g =1 —p = ;’33
Remarque. Notons que la condition k < min(a - 1, 8 - 1) assure que apres k
tirage, il reste dans I'urne, au moins une boule blanche et au moins une boule
noire.

La probabilité dobtenir une boule blanche (respectivement noire) a la
(k + 1)-iéme pige est égale a la probabilité d'obtenir une boule blanche
(respectivement noire) a la premiére pige, quand on n'a pas extrait au préalable k
boules de |'urne (voir probléme 6).

9. Une urne contient 10 boules parmi lesquelles 3 sont rouges, 4 sont jaunes, 1 est
bleue et 2 sont blanches. Les boules rouges, jaunes, bleue et blanches sont
marquées de 2, 5, 10 et 20 points respectivement. Trouver la probabilité qu'en
tirant 2 boules sans remise, on obtienne

i) sept points.
ii) au moins 7 paints.
iii)une boule ayant plus de 10 points et un boule ayant moins de 10 points.

Solution. i) La probabilité que parmi les 2 boules pigées, I'une soit rouge et
|'autre jaune est

D0 _3x4_4

() 45 15

2

ii) Calculons la probabilité de I'événement contraire, c¢’est-a-dire obtenir

3
moins de 7 points. Les deux boules sont donc rouges et alors ¢ = (,’ =
2

3 _ 1 — _ 14 Ty ;
iz = 15 ¢t p=1—¢ = i est la probabilité cherchée.
iii) On cherche la probabilité que parmi les deux boules, I'une soit rouge
et 'autre blanche ou bien, une soit jaune et ’autre blanche, donc

O 0,00 1
mTHm s
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10. Dix ballons sont mis au hasard dans trois boites, B;, B,, Bs. Trouver la probabilité

11.

que la boite B, contienne exactement 3 ballons.

Solution. Le nombre de cas possibles est 3. En effet supposons que I'on
numérote les ballons de 1 a 10. Alors le premier ballon peut étre distribué dans
n'importe quelle boite, il y a donc 3 cas possibles, le deuxiéme ballon peut étre
aussi distribué dans n'importe laguelle des trois boites, donc seulement pour deux
ballonsil y a 3? cas possibles (car chaque cas possible pour e premier ballon se
combine avec tous les cas possibles pour le deuxieme ballon). De la méme fagon
on trouve que pour trois ballons il y a 3 cas possibles et, pour 10 ballons, 3'° cas
possibles.

Le nombre de cas favorables est (1:) x 27. Supposons qu'un groupe
de 3 ballons soit introduit dans la deuxieme boite, il y a ('y) manieres
difféerentes de choisir un tel groupe de 3 ballons parmi les 10. Les
autres ballons peuvent étre distribués dans les deux autres boites de 27
maniéres différentes (on fait le méme raisonnement que pour calculer
le nombre de cas possibles), donc au total il y a () x 27 cas favorables
(10 )(27

et par conséquent p = *— =27 x 3.

On distribue au hasard n boules dans N urnes.

i) Trouver la probabilité p que dans une urne spécifiée il y ait k < n
boules.

ii) Montrer que

et
k

o G () (-8

ou pest la probabilité trouvée eni).

Solution. i) Le nombre de cas possibles est N". En effet, supposons
gu'on numérote les boules de 1 a n. Alors la premiere boule peut
étre distribuée dans n'importe laguelle des N urnes, la deuxieme boule
peut étre distribuée dans niimporte laquelle des N urnes, donc sil
y avait seulement que 2 boules, il y aurait N cas possibles (car chague cas
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possible pour la premiére boule doit étre combiné avec tous les cas
possibles pour la deuxiéme boule). Enfin parce qu'il y a n boules, on a
N™ cas possibles.

Ily a (})(N—1)""* cas favorables. En effet, supposons qu’un groupe de
k boules soient introduites dans une urne. On a (}) maniéres différentes
de choisir ce groupe de k boules. Pour les autres n — k boules il y a
(N —1)"* maniéres de les distribuer dans les N — 1 urnes restantes,
donc au total il y a (})(N — 1)"~* cas favorables. Par conséquent,

_ Qv -
N» ’

ii) On peut écrire

= (-9 (-2 (-55).

Soit maintenant 1 < A < k — 1, alors

(1—E)(1—k_h)=1—§+—h(k—_hl>1—§- (2.6)

n n n?

D’autre part, comme (% — h)® >0, on trouve

2

ik~ ) < &
(1—2) (1-’“:‘)5(1—%)2. (2.7)

o= {(- (-2)

h=1

et donc

De
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50 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

et en utilisant les inégalités (2.6) et (2.7), on trouve

k5 k\ T
M5(1———) etM>(1-—)
2n n

et donc ladouble inégalité désirée.

Notons que pour de grandes valeurs des nombres n, N et k, I'application directe
de laformule obtenue pour la probabilité ,au point i), devient fastidieuse, et dans
cecasil est préférable d'utiliser les approximations trouvées au point ii).

12. Considérons n boules et N urnes, N > n. On distribue au hasard les n boules dans
les N urnes. Trouver la probabilité que:

i) n urnes fixées contiennent une seule boule.

ii) qu'un groupe quelconque de n urnes parmi les N urnes contienne chacune
une seule boule.
Solution. i) Il y aN" cas possibles (voir probléme 11 i)).

Il'y an! cas favorables. En effet, les n boules peuvent étre placées dans n urnes
(une boule dans une urne) de P, maniéres différentes (on place n objets sur n
positions), et par suite

Pn n!

b Tl T

ii) Il y a N™ cas possibles.

Ilya (‘: )n! cas favorables. En effet, des NV urnes on peut choisir de
(’:) maniéres différentes un groupe de n urnes et pour chaque groupe
de n urnes il y a n! cas favorables (voir i)), donc au total (¥)n!, d’ol

. B)n! N
P="Nn TNoN-mI'

13. Trouver la probabilité quau moins deux personnes parmi 20 aient la méme date
de naissance, a savoir méme jour et méme mois. Considérer qu'une année compte
365 jours.
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2.2. Problémes et solutions 51

14.

Solution. Soit A I'événement "les 20 personnes ont des dates de naissance
différentes’. On cherche la probabilité P(A%) = 1 - P(A). Pour trouver P(A), on
peut raisonner de la fagon suivante en considérant I'expérience qui consiste &
tirer avec remise 20 boules d'une urne qui contient 365 boules différentes.
Posons B I'événement "tirer 20 boules différentes. Alors P(A) = P(B). La
maniere de représenter les résultats de cette expérience est d'utiliser des
20-tuplets, la i-ieme composante représentant le résultat du i-ieme tirage. Or le
nombre possible de 20-tuplets pour cette expérience est 3652 et le nombre de
20-tuplets contenant 20 boules différentes est

1
%mz365x364x---x34ﬁ.

Donc la probabilité cherchée est

365!

345! 36500

Dix étudiants parmi lesquelsil y a 5 filles et 5 gargons sont assignés au hasard,

deux par deux, a5 pupitres. Trouver la probabilité qu'a chague pupitre il y ait
unefille et un garcon.

1-P(4)=1 1-0,588 =0,412.

Solution. Il 'y a (10! / 2°) cas possibles. En effet, numérotons les pupitres de
1 a5. Au premier pupitre, on peut asseoir 2 étudiants qu'on peut choisir parmi
les 10 éudiants; il y a (10 / 2) choix possibles. Au deuxiéme pupitre, on peut
choisir 2 étudiants parmi les 8 qui restent ; il y a (8 / 2) choix possibles. Donc
seulement pour ces deux pupitres, il y a (10 / 2) « (8 / 2) choix possibles. On
continue de la méme facon pour le troisiéme pupitre. Il y a 6 / 2) paires
d'étudiants qu'on peut former a partir des 6 étudiants restants, (apres avoir déja
assigné deux paires d'étudiants, une paire au premier pupitre et une paire au
deuxiéme pupitre). Pour le quatriéme pupitre, il y a (4 / 2) maniéres de choisir
une paire d'étudiants parmi les 4 éudiants restants et enfin pour le cinquiéme
pupitreil y a(2/ 2) choix possibles. Donc au total pour les5 pupitres, il y a

10N\ /8\ /6 [4\ /2 _ 10><9X8x7x6x5x4><3x2x1
2 /\2)\2/\2/\2 2 2 2 2 2
10!
25
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choix possibles.

Il'y a(5!)? cas favorables. En effet, au premier pupitre on peut asseoir nimporte
lequel des 52 couples (une fille et un garcon) qu'on peut former en groupant de
toutes les fagons possibles un gargon avec unefille parmi les 10 éudiants (il y a5
x 5 = 25 possibilités). Ensuite pour |e deuxiéme pupitre on peut asseoir n'importe
lequel des 4% couples qu'on peut former en groupant de toutes les fagons possibles
un garcon et une fille des 4 qui restent. En raisonnant de la méme fagon, on
trouve que pour le troisiéme pupitre il y a 3 possibilités de chaisir un paire, pour
la quatriéme pupitre il y a 22 possibilités et enfin pour le cinquiéme pupitreil y a
1? possibilités, donc en total il y a 5% x 4% x 3% x 22 x 12 = (5!)? possibilités
d'assigner les 10 étudiants deux par deux a un pupitre, de maniére telle qu'a
chague pupitreil y ait unefille et un gargon.

La probabilité cherchée est donc

25 x (31)?

P 10!

15. Lotto 6/49 — Calculer la probabilité des événements suivants :

i) "Avoir exactement 3 bons numéros sur 6".
ii) "Avoir exactement 4 bons numéros sur 6".
iii) "Avoir exactement 5 bons numéros sur 6, sans le complémentaire”.

iv) "Avoir exactement 5 bons numéros sur 6 ainsi que le numéro complé-
mentaire”.

v) "Avoir les 6 numéros'.

vi) "Recevoir un prix en argent a la Lotto 6/49", c'est-a-dire avoir au
moins 3 bons numéros sur 6.

Solution. Le nombre de fagons de choisir sans remise 6 nombres parmi
49 est (¥). Pour choisir des sous ensembles de 6 éléments contenant
exactement k éléments d’un sous ensemble fixé de 6 éléments, il faut
d’abord choisir les & éléments, ce qui peut étre fait de (:) fagons, et
ensuite choisir 6 — & éléments parmi les 43 éléments qui restent, ce qui
peut étre fait de (6‘_3,‘) fagons. On en déduit que la probabilité d'avoir
exactement k numéros parmi les 6 numéros gagnants est
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()62
£/ \6—k
W, 0 S k S 6-
6
Soit Ax I'événement “avoir exactement & numéros semblables aux 6
numéros gagnants” et C I'événement “avoir le complémentaire”.
i) On cherche

P(Ay) = G)(5) _ 246820

= = 0,017 650.
()~ 13983 816

ii) On cherche

_Q6) _ 1354
P4 = (®) 13983816

= 0,000 970.

iii) On cherche

P(As\ C) = P(A;sNC°)
= P(C°| 45)P(45)
42 (5)(F)
43 (3)
252

13 989 816
= 0,000 018.

iv} On cherche
P(AsNC) = P(C | As)P(As)
1 EE)
3 (%)
5
(s)
6

13 983 816
= (0,000 000 400.
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v) On cherche

P(As) = OG) 1 _ 000000 070.
Y% 13983916

vi) On cherche

260 624
.P(A3 UAgU A5 U AG) = m = 0,018 640.

16. La ruine du joueur — Une personne désire accumuler un capital de N dollars.
Elle dispose initialement d'un capital de k dollars, 0 < k < N. Pour accroitre son
capital, elle décide de jouer a un jeu de hasard ou la probabilité de réaliser un
gain de 1 dollar est p, et la probabilité dune pertede 1 dollarest 1 - p,0<p< 1.
Elle jouerajusqu'a ce qu'elle réalise son réve ou qu'elle soit ruinée.

i) Trouver laprobabilité qu'elle se ruine éventuellement.
ii) Trouver laprobabilité qu'elle accumule éventuellement N dollars.

Déduire que l'une ou l'autre de ces deux possibilités surviendra avec
probabilité 1.

Solution. i) Soit Ry I'événement "le joueur se ruine a partir d'une fortune initiale
dek dollars’, et py= P(R), 0 < k< N. Alorson trouve que pp = 1 et py = O. Soit
A l'événement "le joueur perd au premier jeu". Alors

o = P(Ry)

P(Ri | A)P(A) + P(Ry | A%)P(A°)
P(Ry-1)P(A) + P(Re1) P(A°)

= (1=p)pk-1+P " Pr+1s

H

il

ol <k<N-1,

On doit maintenant résoudre ces équations. Pour ce faire posons z; =
Px—Dk-1 €t p= 1—;3. Les équations précédentes deviennent

Tpy1 =pPTx, 1SESN-L
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2.2. Problémes et solutions 55

De

Tk = pTp-y = PPap—g = -+ = pF 1y,
on déduit que z; = p¥~'z;. On peut également écrire

pe = 14z +---+3%
1+a(1+p+-+p1)

= 1+@m-D)1+p+-- o),

carzy, =pi—po=p—1. Sip=1/2,alors p=1et p = 1 +k(p, — 1),
et sip# 1/2,alors pp =1+ (1 — pl}lT‘_";. Par conséquent

1+ k(p — 1) si p=

b=

Pr =
1+ (1-p)2 sip#

1Ll

Pour k = N, et puisque py = 0, on trouve

].+N(p1—l) Slpﬂ%

D=TJN=
1+(1-p)5e si p#}
donc
1—% 31p=%
D=

1+11T_‘,%' si p#

B3

Enfin, on trouve
E oo oo 1
-5 sip=3

25 sip#)

-

Pr =

ii) Pour trouver la probabilité que le joueur accumule éventuellement
le capital désiré, posons F; I'événement “le joueur accumule éventuel-
lement N dollars & partir d’une fortune initiale de k dollars”. Si gz =
P(Fy), alors on a gy = 0 et gy = 1. De plus,

@ = P(F)

P(Fy | A)P(A) + P(Fy | A°)P(A°)
P(Fi-1)P(A) + P(Fi41) P(A%)

= (1=p)gx-1+P" Ge+1,

1
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ou1<k<N-1. Enposant r; =1—g, 0 < k <N, on trouve que
ro =1 et ry = 0 et par suite

re=(1—-p)reoy +presr, 1<kSN =1,

qui est le méme systéme d'équations satisfaites par Py,... , Py Comme la
solution de ces équations est unique, on obtient r, = p, et donc que g =1 - py.
Par conséquent

P(Rx U Fy) = P(Ri) + P(Fy) =1,
c'est-a-dire que, éventuellement, le joueur seraruiné ou aura accumulé N dollars.

17. On ak couleurs différentes et n boules de chague couleur. Ces kn boules tombent
au hasard dans n urnes qui ne peuvent contenir plus de k boules chacune.
Trouver la probabilité que dans chague urne on retrouve toutes les couleurs
(c'est-a-dire une boule de chaque couleur).

Solution. Il y a %ﬁ—.’;’;‘ cas possibles. En effet, numérotons les urnes de
1 & n. N'importe quel groupe de k boules prises dans 'ensemble des kn
boules peut tomber dans la premiére urne. Cela peut se faire de (*:)
maniéres. Pour la deuxi®me urne, on doit choisir k£ boules parmi les
kn—k = k(n—1) boules restantes; il y a (*, ") fagons de le faire. Pour
la troisiéme urne il y a (*";"?) manires de choisir un groupe de & boules
parmi les kn — 2k restantes, (aprés avoir introduit k¥ boules dans la
premiére urne et k dans la deuxiéme). En raisonnant de la méme fagon,
on trouve que pour I'avant derniére urne il y a (" "*?)) possibilités
et enfin pour la derniére urne, on compte ("(“_k““)) possibilités. Au
total, on obtient

() () ()G
(kn)  (k(p-1) K

kl(kn— k) k!(kn—2k)! K0!

(kn)!
[GR

cas possibles.
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Il'y a (n!) cas favorables. En effet, en plus de numéroter les urnes de 1 & n,
numeératons les couleurs de 1 a k. Pour la premiére urne choisissons d'abord une
boule de couleur 1, il y an possibilités. Choisissons ensuite une boule de couleur
2, il y an possihbilités et ainsi de suite, pour le choix d'une boule de couleur kil y
a n possibilités. On obtient donc n* possibilités pour la premiére urne. Pour Ia
deuxiéme urne c'est le méme procédé sauf qu'il reste n - 1 boules pour chaque
couleur. On adonc (n - 1)¥ possihilités pour cette deuxiéme urne et ainsi de suite.
On obtient

18.

n*-(n—1)% (n—-2)%-. 1% = (nN)¥
cas favorables.
La probabilité cherchée est donc

(k)™ (nh)*
P=

Remarque. Le probleme 14 sobtient comme cas particulier en prenant
icik=2etn=>5.

Note. Pour de grandes valeurs de k et n, le calcul de , peut devenir fastidieux et
méme dépasser |es capacités d'un micro-ordinateur. Par exemple, pour n = 15 et
k = 9, on a d§a (n!)* = 8.5506E96. On peut aors utiliser |'approximation
donnée par laformule de Stirling’

n! ~ n"e "V2mn,
qui est valable pour les grandes valeurs de n. On obtient alors

p___(k!)"(n!)" N k"“e‘“"\/mr"n“*e'“"m

(kn)t (kn)kne—*n/2mkn
or) 5 k2
(
= Bkn

Une urne contient n boules numérotées de 1 an. On en tire m boules. Notons par
a le plus petit nombre et par B le plus grand nombre apparaissant sur les boules
choisies. Soit x et y deux entiers entre 1 et n. Considérant le cas des sélections
avec et sans remise, trouver :

"James Stirling (1692-1770), mathématicien écossais.
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i) P(@a>x),P(a=Xx).

" PB<y), P(B=Y).

Solution. Séections avec remise

i) L'événement a > x signifie que les boules sont choisies parmi les boules
numeérotéesx + 1, x + 2, . . ., n. Pour chague pigeil y an - x cas favorables et n
cas possibles. La probabilité est donc n-z / n. S on fait m sélections

indépendantes, la probabilité cherchée est le produit des probabilités
correspondant & chaque pige, donc

_(n=x)™
P(a>z)———-—-————nm .
Or
Pla>z) = Pla=z+1)+Pla=z2+2)+---+ Pla=n)
_ (-2
=
Parce que
Pla>z—1) = Ple=z)+Pla=z+1)+ - -+ Pla=n)
_(n—-z+1)™
-
on trouve
Pla=z) = Pla>z—-1)— Pla> 1)

(n—z+1)™ (n—z)"
n™ ™

ii) L’événement 8 < y signifie que les boules extraites sont numéro-
tées 1,2,...,y. Pour chaque sélections il y a y cas favorables et n
cas possibles et par suite la probabilité est £. Pour les m sélections
indépendantes, on a

ym

nm’

P(B<y)=
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Or
PB<y)=PB=1)+PB=2)+---+P(B=y—-1)+P(B=y),
donc

P@=y)=PB<y)-PB<y-n=L -

Sélection sans remise

i) Pour I'événement o = z il y a () cas possibles et (*~%) cas favo-
rables, car pour la boule avec le plus petit nombre on a un seul cas
favorable 4 savoir la boule numérotée z, cas qu'on combine avec les
"~*) maniéres différentes de choisir les autres 7 — 1 boules parmi les
boules numérotées z+ 1,z +2,...,n (donc parmi n —m boules) et par
suite
(n—z
mi—1

()

OnaPla=z)#0sin—z>m-1,cest-a-direr<n—-m+1.

Pla=z)=

On trouve

Pla>z) = Pla=z+1)+Pla=z+2)+
-+ Pla=n-m+1)

n—-m+1 n—k)

- )

k=z+1

ii) Pour I'événement 8 =y il y a () cas possibles et (¥~}) cas favo-
rables, car pour la boule avec le plus grand nombre on a un seul cas
favorable i savoir, la boule numérotée y, cas qu'on combine avec les
(:1_-11) maniéres différentes d’extraire les autres m — 1 boules parmi les
boules numérotées 1,2,...,y — 1 et par suite

)
()

OnaP(B=y)#0siy—12>m—1clest-a-dire y > m.

P(3=y)=
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19.

20.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

On trouve
PB<y) = P@=m)+PB=m+1)+---+P(B=y)
v kl
= Z )
k=m m

Soit A et B deux événements définis sur le méme espace échantillonnal
et tels que P(A) = 2 et P(B) = 3

i) Les événements A et B peuvent-ils étre incompatibles?
ii) L’un des deux événements peut-il impliquer I'autre? Si oui, lequel?

Solution. i) Parce que P(4) + P(B) > 1, les événements A et B ne
sont pas incompatible, car P(A U B) # P(A) + P(B).

ii) Comme P(A) > P(B) il est possible que I'événement B soit inclus
dans I’événement A, donc B peut impliquer A, mais il est impossible
que A implique B.

Soit A, B, C des événements définis sur le méme espace échantillonnal.
On considére les deux événements

= ANB°NCS, D, =AN(BUC).

Sachant que P(D;) = 0,2 et P(D;) = 0,4 trouver
i) P(Dy N Dy).
ii) P(D§ N D§).

Solution. i) Parce que D; = AN (BUC) on trouve Dy N Dy =B et
par suite, P(D; N Dp) = 0.

ii) Parce que P(D, N D;) =0, on trouve

P(D;ND;) = P((D1U D))

— 1-P(D,UDy)
1 = (P(D1) + P(Dy))
= 1-(0,2+0,4)=0,4
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21. Montrer que les événements
A, A°NB, (AUB)°

forment un systéme complet d'événements.

Solution. On doit montrer d’abord que les événements donnés sont
deux a deux incompatibles. Notons que (4 U B)® = A°N B€ et parce
que AN A° = 0 il s’ensuit que AN(A°NB) =9, AN((AUB)°) =
Det (A°NB)N(AUB) =0.

De plus
AU(A°NB)U(AUB)® = AU((A*NnB)U(A°NB%))
= AU(A°n(BuU B9))
= AUA®
= Q,

donc P(A)+ P(ANn B) + P((AuU B)Y)=1.
22. On choisit au hasard une carte d'une série de 18 cartes numérotées de 1 a 18.
Quelle est la probabilité que le numéro soit un multiplede 3oude 7 ?
Solution. Considérons les événements
A - "le numéro est un multiple de 3",

B - "le numéro est un multiple de 7.

On cherche la probabilité P(A U B). Parce que ANB =0, on a
23. On pige au hasard une boule d'une urne qui contient n boules comprenant

a blanches, b noires, ¢ rouges et d jaunes. Trouver la probabilité que la boule
pigée soit blanche ou rouge.

Solution. Soit A, I'événement "la boule extraite est blanche et A, I'événement
"la boule extraite est rouge. Comme les événements A et A, sont
incompatibles, on a

a+c
n

S|e

+

o

P(A)U A3) = P(A)) + P(4;) =
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Chapitre 2. Espace fini de probabilité

24. Soit A, B et C trois événements indépendants. Prouver que

i) AetB°sontindépendants.
ii) A\B et C sont indépendants.
Solution. i) Ona

P(AN B

o

Y

il

P((A\B)NC)

P
P

(An(Q\ B))
(ANQ) - P(ANB)
(4) — P(A)P(B)
(4)(1 - P(B))
P(A)P(B").

P(ANB°NC)
P(A)P(B°)P(C)
P(AN BY)P(C)
P(A\ B)P(C).

I

Il

25. Troistireurs tirent simultanément sur la méme cible. Les probabilités respectives
que chaque tireur touche laciblesont p; =0, 4, p,=0,5et p3 =0, 7. Trouver la
probabilité que la cible soit touchée exactement une fois.

Solution. Soit A I'événement "la cible est touchée exactement une fois" et A,
Ay, Az les événements "la cible est touchée par le premier, le deuxiéme et le
troisiéme tireur" respectivement. Alors

A= (A; N AS N AS) U (ASN Ay 1 AS) U (AS N ASN Ay),

donc A est la réunion de 3 événements incompatibles et par suite,

P(4) =

Parce que les événements A;, Aj,

P(A1 N A3N A3) + P(ATN A2 N A5) + P(ATN A3 N A3).

Af sont indépendants, ¢ # j #

k; 4,7,k = 1,2,3, (voir probléme 24 i)) il s’ensuit que
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2.2. Problemes et solutions 63

=2
=
I

P(A)P(A9)P(A3) + P(A7) P(A,) P(43)
+ P(A7)P(A3)P(4s)

p1(1 = p2)(1 = ps) + (1 = p1)p2(1 — p3)
+ (1 =pm)(1 —p2)ps

= 0,4%x0,5%x0,3+0,6x0,5%x0,34+0,6x0,5x0,7
0, 36.

26. Soit 0 < P(A) < 1. Montrer que les événements A et B sont indépen-
dants si et seulement si

P(B| A) = P(B| A°).

Solution. Soit d’abord P(B| A) = P(B|A°). Alors

P(AN B)
P(A)
P(A°N B)
TP(A)
P(ANB) + P(A°N B)
P(A) + P(A%)
P(B)
1

P(B| A.)

= P(B),

donc les événements A et B sont indépendants. On a utilisé ici la
propriété des fractions, a savoir, § = § = §£.
Supposons maintenant que les événements A et B soient indépendants,
donc P(ANB) = P(A)P(B). Alors on a aussi P(A°NB) = P(A°)P(B),
et par suite

P(B| A) = P(B| A%) = P(B).
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27.

28.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Soit P(A) = 0,30; P(B) =0,40; P(AN B) = 0, 15. Trouver

i) P(A*N B).

ii) P(A| B).

iii) P(B| A).

iv) P(A| AU B).

v) P(B|An B).

vi) P(B| A°).

vii) P(A°| B).

viii}) P(B°| B).

Solution. i) De P(B) = P(BNN) = P(BN(AUA®%))=P(BnA) +

P(B N A% on trouve P(BN A°) = P(B) P(BNA) =0,40-0,15 =
0,25.

ii) P(A|B)= SR = = 4

iii) P(B| 4) = 2408 = 85 =

iv) P(A|AUB) = Piﬁﬁiﬂﬁf = P(A)-e—PfEE?—)P(AnB) osn+g :g-u,ls =3
v) P(B|ANB) = E7240 = 1,

vi) P(B| A% =Bl = 38 = 5.

vi) P(A°|B) = 2528 = 828 = 5,

vili) P(B°| B) = 2528 = FQ =0,

Soit P(A) = 0,25; P(B) = 0,30; P(AN B) = 0,10. Calculer

i) P(ANB|B).

ii) P(LANB| AU B).

iii) P((AU B)°| B).

Solution. i) P(ANB|B) = % =% = 5
i) P(ANB|AU B) = PUAZACUOB)  Parce que ANB C AUB, il
s'ensuit que P(ANB|AUB) = ﬁggag% P(A]+P(GB§EP(AOB) = g—r—a =

iii) P((AU B)°| B) = FU4ZR008) — HAD808) — g,

Q

i
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2.2. Problémes et solutions 65

29. Considérons deux urnes U, U avec |les compositions suivantes :

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches | boules noires
U, a b
U, C d

On extrait de I'urne U, une boule et sans connaitre sa couleur on I'introduit dans
I'urne U,. Ensuite on extrait une boule de I'urne U,. Trouver |a probabilité que
la boule extraite de |'urne U, soit blanche.

Solution. Représentons par A I'événement "la boule extraite de I'urne U, est
blanche". Cet événement peut étre réalisé par deux événements incompatibles
A etA, ou

o A signifie "la boule transférée de I'urne U, est blanche et est suivie par la
sélection d'une boule blanche de I'urne U,",

e A, signifie "la boule transférée de I'urne U, est naoire et est suivie par la
sélection d'une boule blanche de I'urne Us".

OnaA=AUA;etdonc P(A) = P(A) + P(Ay), car AN A =2
Or

a c+1
at+b ct+d+1
car I’événement A, consiste en la réalisation de deux événements a
savoir: By le choix d’une boule blanche de I'urne U; (avec probabilité
P(B,) = Z%;) que l'on introduit dans I'urne A, et B, la sélection d’une
boule blanche de I'urne U, (probabilité P(B;| B,) = £1;), P(4)) =
P(B,N By) = P(By| B,) - P(By)-

De fagon analogue,

P(A1) =

b c
PMﬂ_a+bc+d+F
d’ou
_ a(c+1) be
P(4) = m+w&+d+n*wa+M@+d+u
ac+bc+a

(a+bd)(c+d+1)
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66 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

30. On considére le jeu suivant. D'une urne contenant a boules blanches et b boules
noires, deux joueurs tirent successivement une boule sans la remettre dans |'urne.
Le premier qui extrait une boule blanche est gagnant.

i) Trouver laprobabilité que le joueur qui commence le jeu gagne.

ii) Montrer que

L. b b(b - 1) . bb—1)---1
a+b-1 (a+db—-1)(a+b-2) (a+b-1)---a
a+b

a

pour tous nombres naturels a et b.
Solution. i) Soit A I'événement "le premier joueur gagne' et pour
i=1,..,b+ 1 posons A I'événement "on extrait la premiere boule blanche ala
i-ieme sélection”. Ona

A= A] UA;;UA5U"'

A° =A2UA.|UA5U"'

Les événements A;, Aq, A3, ... étant incompatibles, il s’ensuit que

P(A) = P(A1) + P(As) + P(As) +---

Or
a
P(Al)"a+b’
b b-—1 a
P(Aa)_a+b'a+b~1'a+b—2’
b b—-1 b—-2 b—-3 a

Pls) = 5 a79-1 a+b6-2 a+6-3 ato-4’
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2.2. Problémes et solutions

ca(a+b— (2 +1))!

B
P(Agks1) = b-20

(a+ b)!
Donc
_a b(b— 1)
Pia) = a+b( +(a+'b—1)(a+b—2)
4 b(b—1)(b—2)(b-3) +)
(a+6-1){a+b—-2)a+b-3)(a+b—4)
ii) On a
b a
Plda) = o a3 =1
°t b b-1 b2
- - a
PlAd = g a5 —1 a+b=2 a+b-3
bt 1
_m'ﬂ(ﬂ.‘l‘b'?k)
P(Az) = (a+b)!
Donc

P(AC)=P(A2)+P(A4)+

c’est-a-dire

o @ b
P‘“"m(—a+b-1
bb - 1)(b— 2)
tetb-Derb6-2)@sb_3 & )

et de I'égalité P(A) + P(A) = 1 on obtient le résultat escompté.
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Chapitre 2. Espace fini de probabilité

31. Le télégraphe utilise les signes * (point) et — (trait). On sait qu'en moyenne 2/5

des points et 1/3 des traits sont atérés par la transmission. De méme on sait
gu'en moyenne le rapport entre le nombre de points et le nombre de traits est
5/3. Calculer la probabilité de recevoir le signal transmis si le signal regu est :

i) unpoints.

ii) un trait -.

Solution. Considérons les événements
A-"onaregu un point",

B - "on aregu un trait",

C - "on atransmis un point",

D - "on atransmis un trait".

i) On demande P(C|A). On a P(B|C) = %, P(A|D) = De
f:(g}=%etP(C)+P(D)—lont1reP( ) =3, (D):% Ona.
P(A|C) = 1~ P(B]C) = 3, P(B|D) = 1~ P(A|D) = &. Pui,
P(A) = P(C)P(A|C) + P(D)P(A|D) = ; et P(B) =1- P(A) =3},

donc

po14) = ZOTELE) 2,

ii) On demande P(D| B). On trouve

P(D)P(B|D) _ 1

P(D|B) = === =3,

32. Dans une urne il y a 10 boules dont 6 blanches et 4 noires. On extrait deux fois

une boule de I'urne sans remettre la boule choisie dans I'urne. Soit A I'événement
"la deuxieme boule pigée est blanche" et B I'événement "la premiére boule pigée
est noire." Montrer que les événements A et B ne sont pas indépendants.

Solution. On a P(A|B) = g Parce que P(A) = P(B)P(A|B) +
P(B)P(A|B%) =4 x 8+ & x 2 =2, il s'ensuit que P(A| B) # P(A)
et les événements A et B ne sont pas mdependant.s
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2.2. Problémes et solutions 69

33. Une urne contient 6 boules blanches et 8 boules noires. On extrait une boule qu'on
met de coté. Par |a suite on extrait une seconde boule.

i) Sachant que la premiére boule pigée est blanche, trouver la probabilité que la
deuxiéme boule pigée soit également blanche et la probabilité que la deuxiéme
boule pigée soit noire.

ii) Sans connaitre la couleur de la premiére boule extraite, trouver la probabilité

que la deuxiéme boule extraite soit blanche et la probabilité que la deuxiéme
boule extraite soit noire.

Solution. Soit B; I'événement "lai-iéme boule pigée est blanche" , i = 1, 2 et soit
A I'événement "lai-iéme boule pigée est noire" ,i =1, 2.
i) On cherche d'abord la probabilité conditionnelle P(B, \ B,). Donc

P(Bl nt)
P(By)

X 35

6

14

P(B,| B)

5
14

On cherche la probabilité P(A4; | By). Donc

P(A2| B)

On peut obtenir directement P(Az | By), car P(Az| By)+ P(B;| B1) =
1.

ii) Notons que Bf est I'événement “la premiére boule pigée est noire” ,
et que {B,, Bf} est un systéme complet d’événements. En utilisant la
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70 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

formule de la probabilité totale, on obtient

P(B,) = P(B:|B\)P(B,)+ P(B;|B})P(B)
_5_ b4 _6_ + E x E

13 14 13 14

6(5 + 8)

13x 14

6

14

3

?.

Comme Bf = A,, en procédant comme avant, on trouve

P(Az) = P(A2|B1)P(B)) + P(Az| Bf)P(Bf)
= P(A2| B1)P(B1) + P(A2| A1) P(4)
8. 6. 7.8

13 14 13 14

8(6 + 7)

13 x 14

8

14

=3 =

On peut obtenir directement P(A), car P(B,) + P(A;) = 1. Voir aussi
probléme 7.

34. Un étudiant atrois disques colorés des deux cotés de lafacon suivante :
¢ un disque ales deux cotés blancs,
¢ un disque aun coté blanc et I'autre noir,

e un disque ales deux cotés nairs.

On choisi au hasard un disque et on constate qu'un coté est blanc. Trouver la

probabilité que le second coté soit également blanc.

Solution. Soit A 'événement “le premier coté est blanc” et B 1'évé-
nement “le second coté du méme disque est également blanc”. On
doit calculer la probabilité conditionnelle P(B | A) = B(A0B)  Parce

P(A)
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2.2. Problémes et solutions 71

35.

36.

que P(A) = 1 (car il y a 6 faces parmi lesquelles 3 sont blanches) et
P(ANB) = 3 (car il y a 3 disques parmi lesquels seulement un a les
deux cotés blancs), il s’ensuit que P(B|A4) = £.

Sachant que P(A|B) = 2; P(A|B%) = & et P(B|A) = ¥ trouver
P(A) et P(B).

Solution. Pour les inconnues P(A) et P(B) on peut obtenir un systéme
de deux équations linéaire en considérant les relations

P(4)-P(B|4) = P(B)-P(A|B)
P(A)-P(B°|A) = P(B°)-P(A|B").

En utilisant les relations P(B¢) = 1— P(B) et P(B°| A) = 1- P(B| A)
le systéme précédent devient

P(B|A): P(A) - P(A|B)- P(B) 0
(1-P(B|A))-P(A)+ P(A|B°)-P(B) = P(A|B").

Dans notre cas, on a

3 2
=P(4)- ZP(B) = 0
2 1 1
SP(A)+5P(B) = 15
d’ou
2 3

Soit A et B deux événements définis sur le méme espace échantillonnal
et tels que P(A) = 0,5 et P(AU B) = 0,7. Trouver P(B), quand

i) les événements A et B sont incompatibles.

ii) les événements A et B sont indépendants.

iti) P(B | A) = 0,5.

Solution. i) De P(AU B) = P(A) + P(B), on trouve P(B) = 0,7 —
0,5=0,2.

ii) De P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) = P(A)+P(B)—P(A)P(B),

on trouve
P(AUB)-P(4) 0,2

P(A¢) 0,5

P(B) = 0,4.
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72 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

iii) De P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B| A), on trouve

P(B)=0,7-0,54+0,5%x0,5=0,45.

37. Trois canons tirent simultanément sur une cible. Les probabilités datteindre Ia
ciblesontp =0, 6, p, =0, 8, p, =0, 7, pour les trois canons respectivement.
Trouver laprobabilité que lacible soit atteinte au moins une fois.

Solution. Soit A;, A, €t Az les événements que le premier, le deuxiéme et
respectivement le troisiéme canon atteigne la cible. On cherche la probabilité de
I'événement A U A, U As. Les événements Ay, k = 1, 2, 3 sont indépendantes et
compatibles, donc

P(A; U A3 U Ag) = P(A,) + P(A2) + P(As) — P(4 N Ay)
—P(A4, N A3) — P(A2N A3) + P(A; N Ay N A3)

P(A;) + P(As) + P(As)

— P(A1)P(A;) — P(A1)P(4;3) — P(A2)(P(43)

+ P(A1)P(A2) P(As)
0,6+0,8+0,7-0,6x0,8-0,6x0,7-0,8x%x0,7
+0,6x0,8x0,7

= 0,976.

il

Aussi, on trouve directement

P(A;UA,UA;) = 1— P((AUAU 45))
= 1- P(ASN ASN AS)
= 1-04%x0,2x0,3
= 1-0,024
= 0,976.

38. Une personne écrit n lettres a n correspondantes. Elle méle les lettres et les place
au hasard dans n enveloppes sur lesquelles les adresses ont été écrites a l'avance.
Trouver la probabilité quau moins un destinataire recoive la lettre qui lui est
destinée.®

5Ce type de probléme est connu sous le nom de probléme des concordances ou des
coincidences.
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Solution. Notons par A, |I'événement "la k-iéme lettre arrive a son destinataire”, k
=1,...,n; ondoit caculer la probabilité P(A; U --- U A,), ou les événements
A, k=1, ..., nsont compatibles, donc on utilise laformule

P(JA) =D P4 - Y P(4;nA)+ D P(ANA;NA)

k=1 k=1 i<k i<ji<k
+ oo+ (1) P(NEo AR

Mais,
(n=1)! 1

P(Ay) = n! n

En effet, il y an ! maniéres également probables d'introduire les n lettres dans
les n enveloppes et, parce qu'une lettre doit étre introduite dans son enveloppe,
ilya(n-1)! casfavorables (lesautres n - 1 lettres peuvent étre introduites dans
lesn - 1 enveloppesde (n - 1) ! maniéres différentes). De méme

_(n=2)t 1
P(4;04) = nl  am-1)
pour tout j et k avec j < k;
. _ _(n=3)! 1
PAiNA; N A) = n  an-1)(n-2)

pour tout 7, j, k avec i < j < k. Enfin

1
P(Alﬂ---ﬂAn} - E .
La probabilité cherchée est donc

P(Alu---UA,,):n%— (’”)n( !

2 n—1)
n 1 ne1 1
(e
- 1-%+%~---+(—1)"-1$.
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Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Cette Série converge assez rapidement. Pour n = 13 on a déa la vaeur
0,632 120 558 800. La valeur limite n'est autre que 1 - € comme on peut le
montrer en développant e en série de MacLaurin.®

39. Des halles numérotées de 1 a n sont placées au hasard dans n urnes aussi

numeérotées de 1 a n. On dit qu'il y a concordance lorsqu'une balle est placée
dans I'urne portant |le méme numéro.

i) Trouver est la probabilité qu'il y ait au moins une concordance.
ii) Trouver est la probabilité qu'il y ait exactement k concordances.

Solution. i) Notons par A I'événement "la boule k est dans l'urne
k', k=1, ..,n; ondoit caculer la probahilit¢ P = P(A; U - U A,), ou les
événements A, k= 1, ..., n sont compatibles. En procédant de la méme maniéere
que dans |e probléme précédant on trouve que P~ 1 - €.

ii) Le nombre de fagons d'avoir exactement k concordances est le nombre
de fagons de choisir les k endroits des concordances multiplié par le
nombre de fagons pour n'avoir aucune concordance parmi les n - k urnes
restantes. Donc la probabilité davoir exactement k concordances est

- (- k) (S5 ) _ 1wy
n! k! pourd 4!

o1

~ F,

S nest grand.

. D'une urne qui contient 3 boules rouges, 3 boules vertes et 4 boules bleues, on

tire sans remise, trois boules. Quelle est 1a probabilité que la premiére boule soit
bleue, la seconde verte et la troisiéme bleue ?

Solution. Considérons les événements
A - "lapremiéere bouletirée est bleue”,
A, - "ladeuxiéme boule tirée est verte',

As - "latroisieme boule tirée est bleue'.

°Colin MacL aurin (1698-1746), mathématicien écossais.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


2.2. Problémes et solutions 75

41.

42.

On cherche la probabilité P(A; N A; N A;). Puisque les événements
sont dépendants, on a

P(A1NA;NAs) = P(A)P(Az | A)P(A3 | AN Ay)

- 4.8.3
T 107978
_ L
= o

Un lot de 100 pieces de machines est soumis a un controle de la qualité. En
testant 5 piéces du lot, on rejette le lot s I'on trouve au moins une piece
défectueuse. Trouver la probabilité que le lot soit rejeté, sil contient
effectivement 5% de piéces défectueuses.

Solution. Il est plus facile de trouver la probabilité de I'événement contraire,
c'est-a-dire la probabilité que le ot soit accepté aprés avoir passé par le contréle
delaqualité. Notons A; I'événement "lai-iéme piece contrélée est acceptable”, i
=1,...,5. Ondoit caculer la probahilité de I'événement fl ;Ai. Parce que les
événements A, i =1, . . ., 5 ne sont pasindépendants, on doit utiliser laformule

q = P(N}_,A;) = P(A))P(A2| A)P(A3] A1 N Ay)
P(As| Ay N Ay (1 A5)P(As | Ay 0 Ay 1 Ag 0 Ay).

Dans notre cas P(A;) = 3%, P(A2| A1) = &, car si I'événement A, se

réalise, alors dans le lot il reste encore 99 piéces parmi lesquelles 94 sont
correctes, P(A; | A,\NAz) = %, P(A | AiNAzNA;) = % et P(As| AN
AxNAzN Ay = ?—’é, donc

9% 94 93 92 9 _ .
7= 700 99 “98 “97 e~ '"

doup=1-g=0,23.

Deux tireurs visent simultanément une cible. La probabilité d'atteindre la cible
est p, =0, 7 pour le premier tireur et p, = 0, 6 pour le second tireur. Trouver la
probabilité que le premier tireur atteigne la cible et que le second ne I'atteigne
pas.
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76 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Solution. Soit A et A, les événements "le premier (respectivement le second)
tireur atteint lacible"; les événements A et A, sont indépendants. On cherche

P(A;\ Ay) = P(A; N AS) = P(A;) P(AS) = 0,7 x 0,4 =0,28.

43. On considére trois urnes d'aspect identique et dont la composition est donnée
dans le tableau suivant :

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches | boules noires
U 1 1
U, 5 3
Us 1 3

On choisit au hasard une urne dont on tire une boule. Trouver la probabilité que
laboule extraite soit blanche.

Solution. On applique la formule des probabilités totales. Soit B I'événement "la
boule pigée est blanche" et A I'événement "la sélection provient de I'urne Uy", k
=1,2,3,aorsB=(A; N B) U (AN B) U (As N B) et par suite

P(B) = P(4;)P(B| A,) + P(A2)P(B| A) + P(A3)P(B| A3)
= 3%X3T3Y8g T3 1T

44. On considére deux urnes dont la composition est donnée dans | e tableau suivant :

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches boules noires
U 2 1
U, 1 5

On pige une boule de I'urne U, et on l'introduit dans I'urne U,. On extrait
ensuite une boule de I'umne U, Sachant que la boule tirée de
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45,

I'urne U, est blanche, trouver la probabilité que la boule transférée était noire.

Solution. On applique la formule de Bayes. Soit B I'événement "la boule pigée
de l'urne U, est blanche" et A (respectivement A;) I'événement "la boule
transférée del'urne U, al'urne U, est blanche (respectivement noire)" , aors

P(4) =2, P(4) =3

2 1
P(B!Al):?s P(B|A3)=?,

d’oli

[0

P(A2|B) = 3

3

Notons que la probabilité a priori de I'événement A, est tandis que la probabilité
a posteriori de l'événement A, est 1/5.

Soit deux machines M, et M, produisant respectivement 100 et 200 objets. La
machine M, produit 5% d'objets défectueux, la machine M, en produit 6%. On
tire un objet parmi les 300 objets fabriqués et il est défectueux. Quelle est la
probabilité pour qu'il ait été fabriqué par la machine M; ?

+|x
Ul L o
X

|

e [N AT B
=3l

Solution. On applique laformule de Bayes. Soit :
A - "I'objet est fabriqué par la machine M,",

B - "I'objet est fabriqué par la machine M,",

D - "I'objet est défectueux .

B P(A)P(D| A)
P(A|D) = P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B)
et
P(A) = % P(B) = § P(D|A) = 13—0: P(D|B) = 155
d’ou 5
P(A|D) = 1=
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78 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

46. Quatre chasseurs visent simultanément une fois sur une cible. Sachant que chaque
chasseur atteint la cible 2 fois en 5 tirs, trouver la probabilité p que la cible soit
atteinte par au moins un chasseur.

Solution. Il est plus facile de trouver la probabilité g de I'événement contraire,
c'est-a-dire aucun chasseur n'atteint la cible. On applique le modéle de Bernoulli,

3\* 3\*
q= (:) = (0,129 600, et par lasuitep=1— (:) = 0, 870 400.
5

9

47. n tireurs visent en méme temps une cible mobile. La probabilité d'atteindre Ia
cible est la méme pour tous les tireurs et est égale a 1/k ou k est un nombre
naturel. Trouver la probabilité p que lacible soit atteinte.

Solution. Calculons la probabilité g de I'événement contraire, c'est-a-dire aucun
tireur n'atteint la cible. On applique le modéle de Bernoulli, ou p = 1/k
etl-p=k-Lkdonc

() () - ek

et

48. A la suite d'une expérience, la probabilité qu'un événement A puisse se produire
est 0,01.

i) Trouver la probabilité gu'en effectuant 10 fois I'expérience, I'événement A se
produise 4 fois.

ii) Combien d'expériences faut-t-il faire pour que la probabilité d'apparition de
I'événement A, au moins une fois, soit égale ou supérieure 20,5 ?

Solution. i) On applique le modéle de Bernoulli avec n= 10, k= 4, p=0, 01 et
1-p=0,99. Laprobabilité d'observer 4 fois|'événement A est

P(10;4) = (140) (0,01)%(0, 99)®.
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ii) 1l est plus facile de calculer la probabilité de I'événement contraire. Cherchons
la probabilité g qu'en n essais I'événement A n'apparaisse jamais. On trouve
g= (0, 99)". On détermine I'entier n & partir de l'inégalité.

1
1-(0,99)" 2 3,

c’est-a-dire

1
T -,
0,99)" < 5

En prenant le logarithme, on obtient nlog 0, 99 < - log 2, d'oun > 70.

Remarque. Au moins 70 expériences sont nécessaires pour que |'événement A
apparaisse au moins une fois avec une probabilité égale ou supérieure a 0,5. 1l
serait faux de croire que si on fait deux fois plus d'expériences, la probabilité
d'apparition, au moins une fois, de I'événement A sera presque 1. Par exemple,
vouloir sassurer que I'événement A apparaisse au moins une fois avec une
probabilité égale ou supérieure a 0,98 nécessite un minimum de 396 expériences
(et non pas 140), car

1-(0,99) >0, 98
donne (0, 99)" < 0, 02 c'est-a-dire n log 0, 99 < log 0, 02, d'oli n > 396.

49. Sachant que la probabilité qu'un étudiant soit diplomé est de 0,4, calculer pour
un groupe de cing étudiants, la probabilité

i) gu'aucun étudiant ne soit diplomé.

ii) qu'un seul étudiant soit diplomé.

iii) gue deux étudiants soient dipldmés.

iv) gu'au moins deux étudiants soient dipldmés.

V) que les cing étudiants soient dipldmés.

Solution. Soit A; 'événement “I’étudiant j est diplomé”. Les événe-
ments A;, 1 < j < 5 sont indépendants, et P(4;) = 0,4, 1 < j <5.
On applique le modéle de Bernoulli.

i) P(N_,49) = [T3-, P(AS) = (0,6)° = 0,077 760.

i) (3)(0,4) x (0,6)" = 0,259 200.
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80 Chapitre 2. Espace fini de probabilité
iii) (g)(O, 4)? x (0,6)* = 0, 345 600.
iv) (3)(0,4)*x (0,6)%+ (2)(0,4)* x (0,6)2+ (5) (0,4)* x 0,6+ (3)(0,4)* =
0,663 040.
v) P(N3_,4;) = [T5-, P(4;) = (0,4)° = 0,010 240.
50. Une urne contient des boules blanches et noires. Les tirages se font avec remise.

Soit p la probabilité d'extraire une boule blanche et 1 - p la probabilité d'extraire
une boule noire.

i) Trouver la probabilité que la premiére boule blanche soit obtenue a la k-iéme
sélection.

ii) On pige jusgu'a ce qu'on obtienne h boules noires. Soit h + x le nombre
d'essais nécessaire pour y arriver. Trouver la probabilité que x = m.

Solution. i) Soit A; I'événement "a la i-ieme sélection, on obtient une boule
blanche", alors Ac/i est I'événement "a la i-iéme sélection, on obtient une boule
noire" . Les événements A; sont indépendants, car les sélections se font avec
remise. On cherche la probabilité de I'événement

ASN---NAZ_, N A Or

P(AIN---NAL_ NA) = P(A])--- P(A;_))P(A)

(1 - p)k—lp‘

car P(A;)=pet P(AS)=1—p.

ii) Pour obtenir h boules noires en h + x sélections, la derniére boule extraite
doit étre noire (autrement on aurait atteint plus rapidement I'objectif d'obtenir
les h boules naires). Il faut réaliser deux événements indépendants, a savoir :
dans les premiéres h + x - 1 sélections, on doit obtenir h - 1 boules noires (la
probabilité de cet événement Sobtient en utilisant le modéle de Bernoulli) et
lors de la derniére sélection on doit obtenir une boule noire (avec probabilité
(1 - p)). Par la suite la probahilité qu'en h + x sélections on obtienne h boules
noires est égale a

("r2 Y ra-erta-a= (" a0,
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51.

ott on a utilisé la formule (2) = (" ).

On obtient la probabilité demandée en faisant £ = m, donc
h+m-~1\
P= ( )p (1-p)"
m

Un point M se déplace dans les noeuds d'un réseau du plan de la fagon suivante.
Si le point M se trouve a un moment donné au noeud (X, y), alors dans la seconde
suivante il peut passer au noeud (x + 1, y) avec probabilité p ou bien au noeud (X,
y + 1) avec probahilité 1 - p. Le point M ne peut pas rester sur place, car p + (1 -
p) = 1. Supposons que les coordonnées des noeuds sont des nombres entiers non
négatifs, limitant le mouvement au premier cadran des axes de coordonnées du
plan.

i) Trouver la probabilité que le point M partant de I'origine O(0, 0) arrive au
noeud A(a, b).

ii) Trouver la probabilité que le point M partant de I'origine O(0, 0) atteigne le
segment C D ou C(n, 0) et D(n, n).

Solution. i) On utilise le modéle de Bernoulli, car a chaque seconde il n'y a que
deux événements qui peuvent se produire (le point M fait un pas horizontal vers
la droite ou bien un pas vertical vers le haut), avec les probabilitésp et 1 - p
respectivement. Ces probabilités restent les mémes a n'importe quel instant et les
déplacements exécutés a des instants différents sont indépendants.

Pour que le point M arrive au noeud A(a, b) il doit effectuer a + b déplacements
parmi lesquels a sont horizontaux et b sont verticaux, donc

P(a+ba) = (a : b)p“(l -p)".

ii) Soit A I'événement “le point mobile atteint le segment CD” et Ay
I’événement “le point mobile atteint le segment C'D pour la premiere
fois au noeud Ci(n, k)", alors A = UZ_, Ay, car le segment C'D peut étre
atteint & n’importe lequel des noeuds Cy, k = 0,...,n. Alors P(4) =
Sr_o P(Ak), car les événements Ay, k = 0,...,n sont deux a deux
incompatibles. Pour calculer la probabilité, notons que la réalisation de
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52.

53.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité
I'événement Ay signifie la réalisation de deux événements indépendants,
a savoir:

B, - “a l'étape précédente, le point mobile M se trouve au noeud
identifié par Ci(n — 1, k)",

Dy - “le point mobile M passe du noeud C}, au noeud C”, donc
Ak - Bk n Dk

et

k
(pour la probabilité P(By) on a utilisé le résultat du point i)).

P(4y) = PBIP(DE) = ( (“ f e p)*) 2

Donc la probabilité cherchée est

P(4) Zn: ((TH:_ I)P""(l~p)’°)p

k=0

_ pnzﬂ:(n+:—1)(1_—p)k.

k=0

Il

D'un sous-marin on lance 4 torpilles contre un destroyer. La probabilité qu'une
torpille atteigne le destroyer est 0,3. Pour couler le destroyer il suffit que deux
torpilles le touche, tandis que si une seule torpille atteint le destroyer, il coule
avec probabilité 0,6. Calculer la probabilité de couler le destroyer.

Solution. Posons A; I’événement “le destroyer est atteint par j tor-
pilles”, 0 < j < 4 et B 'événement “le destroyer coule”. Cherchons
la probabilité de 1'événement B® que le destroyer ne coule pas. Alors
P(B®) = P(Ay)P(B°¢| Ag) + P(A,)P(B¢| A;). Pour trouver P(4;) on
utilise le modele de Bernoulli, car P(4;) = P(4; 7). Comme
P(B¢|Ap) =1, P(B¢|A;) =1-0,6 = 0,4, on obtient P(B¢) =
P(4;0) + P(4;1) x 0,4, donc P(B¢) = (0,7)* +4x0,3x (0,7)° x 0,4 =
0,404 740, et P(B) = 1 — P(B*) = 0,595 260.

Deux joueurs J, et J, ont parié un méme montant d'argent. Ils répéteront

plusieurs fois un jeu. Le joueur qui obtiendra un nombre fixé a I'avance de
succes emporterala mise. Soit p la probabilité que J, ait
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un succes a ce jeu et g = 1 — p la probahilité que le succes aille a J,. Or un
événement impératif survient et les oblige ainterrompre lejeu avant lafin.

i) On partage le montant proportionnellement & la probabilité de gagner si le jeu
se poursuivent. Sachant qu'il reste m parties a J, pour gagner et n parties a J,,
calculer la probabilité que J, gagne.’

D Montrer lesidentités: pour p, > 0, p+ g = 1, met n des nombres naturels'

m(E(mtk-1) (mtn—1)! . o
4 ( 0(?'(1?1—1}‘ ‘3) = Tmlm-1p P Y (29)

n—1 (n—le' D k
"( (n— k-—l)'(m+k)‘()

7 (ﬂf Mr’") I Gk e LIS (2.10)

gk

kl(n —1)! m!(n —1)!
(n - 1)Im! P k
(Z(n k—l'(m+k}‘( ) )

Solution. i) Au moment dinterrompre la partie, il manque a J et a J,
respectivement m et n succes pour gagner. Notons par P et Q = 1 - P les
probabilités que le jeu soit finalement gagné par J; ou par J,

Ce probléme connu sous le nom du "Probléme des parties’ a une importance historique, étant
un des premiers probléemes discutés et résolus dans la correspondance qu'échangérent Blaise
Pascal et Pierre Fermat.

"Soulignons le fait que certaines inégalités ou identités numériques dont les démonstrations
directes sont assez difficiles, peuvent étre établies tres ssmplement par des considérations
probabilistes (voir aussi probleme 30ii)).
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respectivement, s on pouvait continuer a jouer. En bonne justice, on devra
partager la mise M dans le rapport P / Q. Les joueurs J; et J, devraient donc se
retirer avec les montants PM et QM respectivement.

Le probleme consiste bien sir a calculer la probabilité P et nous allons présenter
trois méthodes différentes pour y arriver.

Meéthode |

En combien de parties le joueur J; peut-il réaliser la victoire, c'est-a-dire
remporter les m succés qui lui mangue avant que J, remporte ses n succes ? La
fagon la plus simple et la plus chanceuse consiste a gagner m fois de suite. La
plus longue consiste a prolonger le stress pendant m + (n - 1) parties. Le nombre
de parties possiblesest donc: m,m+ 1, m+ 2,..., m+ (n—1). Pour que J;
remporte la victoire finale, il doit bien sir réaliser un succes a la derniére de ces
parties.

Cherchons la probabilité que J gagne en exactement m + Kk parties,
k=0,1,2,..,(n-1). Pour cela, J; doit d'abord gagner m - 1 parties dans les
m + k - 1 premiéres parties, puis il doit gagner la derniére. Considérons les
événements:

Vimek - "J1 0agne en m + k parties”,

Vimk1:m1 - "Jp remportem - 1 succésen m+ k - 1 parties”,

A -"J, remporte le dernier succes”.

On peut aors écrire ainsi les diverses probabilités :

P(vm+k) = P{Vm-i-k—l;m-l n A) = P(Vm-i-k—l‘,m—l)P(A)

puisque les événements V m.-1:m-1 € A sont évidemment indépendants.

On sait que la probabilité que J; ait un succes a une partie quelconque est p. On
adonc P(A) = p. D'autre part, pour calculer P(Vik-1:m-1) ON utilise le modéle de
Bernoulli. En effet, on a m + k - 1 répétitions indépendantes d'une méme
expérience ; chague expérience se solde par un succes ou un échec pour J; ;
achaque fois, la probabilité du succes est p. Par suite

m+k—1\ ,._
P[Vm+k—1;m—l) = ( )P 19‘k

m-1
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2.2. Problémes et solutions 85

et

P(Vm+k) = P(Vm+k—1;m—l} : P(Ll}
m+k—-1\ 4
(( m—1 )P Q)p
m+k—1\ .,
m—1 paq.-

La probabilité P que J; ait la victoire est donc:

P = P(Vm)+P(Vm+1}+ "'+P(Vm+k) +"'+P(Vm+n—l)
n—1
pord m—1
Ainsi

n—1
- m+k—1 .
P=p (E ( 1 )q") sin> L (2.11)

k=0

D’une fagon analogue, on peut montrer que

Q=q" (mz_:l (“:f;l)p’*) sim>1. (2.12)

h=0

Méthode 11

On a vu que le maximum de parties a jouer pour que J, soit vainqueur est
m + n - 1. Supposons que les deux joueurs Sentétent a jouer toutes ces
m + n - 1 parties, regardant ensuite les résultats et proclamant
le vainqueur a la fin seulement. Le joueur J, aura la victoire sil a gagné
moum+2loum+2ou..oum+n-1parties sur ce lot. En effet, sil
a eu par exemple m succés sur m + n — 1 parties, son adversaire n'en
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86 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

aramasse que n - 1 ce qui est insuffisant pour lui donner la victoire. Avec la
notation déja utilisée, on peut écrire

P= P(Vm+n-1;m U Vm+n—];m+1 U Vm+n—1;m+2 U---u Vm+n—l;m+n—l)'

Comme ces divers événements sont incompatibles deux a deux, on peut
écrire

P P{Vm+n—1;m) + P(Vm+n—1;m+l) + -+ P(Vm+n~l;m+n—1)

n—1
Z P(Vm-.l-n— l;m+k)'
k=0

Encore ici, en utilisant le modele de Bernoulli, on trouve
n-1
m+n—1 k_n-1-k
P= m+k 1
Z ( m+k )p e

n-1

(m+n-1)! ek el
=2 m+ R (n—1-k1" e

k=0

_(mAn-=1) oo
~ ml(n—1) P

= m (-1 (p\*
X (;;Z:(: (m+ k) (n—1-k) (E) ) (2.13)

Méthode 111

Notons par pmn [a probabilité que J; remporte la victoire, quand il lui manque
encore m succes et qu'il en manque encore n a son adversaire J,. Supposons
gu'ils jouent une partie de plus. J; peut remporter la victoire de I'une des deux
fagons suivantes qui sont incompatibles :

a) J; gagne cette partie (avec probabilité p). I lui mangque alors m - 1 succes et
il en manque toujours n &J, pour gagner (probabilité Py, 1.n)-

b) J; perd cette partie (probabilité g = 1 - p). Il lui manque aors toujours m
succés et il n'en manque que n - 1 &J, pour gagner (probabilité pm n.1)
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2.2. Problémes et solutions 87

On obtient donc larelation de récurrence suivante :

Pma =P Pm-1a + 9 Pmn-1. (2.14)

Puisque P = pnn, Cette relation nous permet de calculer P par récurrence, il faut
résoudre |'équation obtenu en (2.14) avec les conditions initiales suivantes :

pmo =0sim >0, (2.15)
pon=1sin>0. (2.16)

En effet, (2.15) signifie que J, ne peut pas gagner Sil ne manque plus aucun
succes a J, pour gagner la victoire. J, est déja vainqueur. D'un autre coté, (2.16)
signifie que J, est d§a vainqueur puisquil lui manque O succés. Le symbole pgq
n'a pas d'interprétation probabiliste et on pose pg = 0.

ii) Puisque P + Q = 1 les formules (2.11) et (2.12) de la méthode I, donne
I'identité (2.8).

En égalant les relations (2.11) et (2.13) obtenues pour P avec les méthode | et 11,
on obtient I'identité (2.9).

Puisque Q = 1 - P, en égalant laformule (2.12) pour Q obtenue par la méthode |
avec 1 - P ou P est donné par la formule (2.13) obtenue par la méthode |1, on
obtient I'identité (2.10).

54. D'une urne contenant 20 boules parmi lesquelles 8 sont blanches, 6 sont noires et

6 sont rouges, on extrait successivement 5 boules, retournant chague fois la boule
choisie dans l'urne. Trouver la probabilité que parmi les 5 boules il y ait
2 blanches, 1 noire et 2 rouges.

Solution. On applique le modéle multinomia (a plusieurs états), c'est-a-dire la
formule

n!
P(n;mq,...,m =—-——pm1"'pm'-
( y HIE1, ) J) ml!_“m’! 1 &

. _2 _
Dans notre cas, s =3, n=5, m; =2, mg=1, my=2, p1=5, ;2=

3. p3 =3 et par suite

5! 2\? 3 3\?
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88 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

55. Les probabilités que le diamétre d'une piece d'une machine soit plus petit
(respectivement plus grand) que les limites admissibles sont 0,05 et 0,10 et |a
probabilité que le diameétre se trouve entre les limites fixées par les normes est
0,85. On extrait au hasard 100 piéces du lot. Trouver la probabilité que parmi ces
piéces, 5 aient un diamétre plus petit que la norme et 5 aient un diamétre plus
grand que lanorme.

Solution On applique le modéle multinomial, c'est-a-dire laformule

]
. — n my My
P(ﬂ'ml"“’m’)_ml!---m,!pl .

Dans notre cas, s = 3, n = 100, my =5, mg =35, mag =90, p; =
0,03, p» = 0,10, p3 = 0,85 et par suite

100!

P(IOO; 5, 5, 9’0) = m

(0,05)3(0, 10)>(0, 85)%°.

En prenant le logarithme on obtient

log P(100;5,5,90) = log100! — 2log5! — log 90!
+ 5log0,05 + 5log0, 10 + 901og 0, 85.

En utilisant les tables des logarithmes, on trouve

log P(100; 5,5,90) = 3, 7824
d’olt
P(100; 5,5, 90) ~ 0, 006.

56. On considére trois urnes ayant les compositions suivantes:

Urnes Nombre de Nombre de
boulesblanches | boules noires
U, 10 4
U, 5 3
Us 2 6
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57.

58.

On choisit au hasard une boule de chague urne. Trouver la probabilité qu'on
obtienne 2 boules blanches et une boule noire.

Solution. On applique le modéle de Poisson. On doit calculer le coefficient de x?
du polynéme

P(z) = (p1z + (1 — p1))(p2z + (1 = p2)) (psz + (1 — p3)),

ou
__5 _5 1
pl_7)p2—8:p3"_4‘
donc la probabilité cherchée est
—-5><5><3+5><1>(§+§><1>-<g—§
P= X a7 4 8 8 1 7T 56

On expérimente quatre prototypes d'appareil, un appareil pour chaque prototype.
Les probabilités qu'un prototype corresponde aux normes sont 0, 8; 0, 7; 0, 9 et
respectivement 0,85. Trouver la probabilité que tous les prototypes expérimentés
correspondent aux normes.

Solution. On applique le modéle de Poisson. La probabilité cherchée est le
coefficient de x* du polynéme

P(x) = (0, 8x+ 0, 2) (0, 7x + 0, 3) (0, 9x + 0,1) (O, 85x + 0,15),
donc la probabilité cherchée est
p=0,8x0,7x0,9x0,85=0, 428 400.

A un concours de mathématiques, 3 candidats reoivent une envel oppe contenant
n billets présentant des probléemes d'algébre et de géométrie (n > 3). Les trois
enveloppes contiennent respectivement 1, 2 et 3 sujets d'algebre. Pour I'examen,
chaqgue candidat choisit au hasard un billet d'une enveloppe. Trouver les
probabilités des événements suivants :

i) tousles candidats sont examinés sur la géométrie.
ii) aucun candidat n'est examiné sur la géométrie.

iii) aumoinsun candidat est examiné sur |'algébre.
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Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Solution. On applique le modéle de Poisson. On forme le polyndéme

59.

60.

P(z)

(1 n-l) (2 n—2) (3 n~3)
—r+ o+ Zz+—
n n n n n n

= %{6:3 + (11n — 18)z” + (6n* — 22n + 18)z
+(n—=1)(n-2)(n-3))

= P3:1}'3 + Pg;‘:2 + Piz+ P

i) Le terme constant du polynéme P(z) donne

(n—1)(n-2)(n -—3}.

P():

ii} Le coefficient de z* du polynéme P(z), donne

6
Pa = ﬁ‘
i)p=1-F.
16 candidats se présentent a un concours de chant. Il y a 11 hommes
et 5 femmes. Par tirage au sort, les 16 candidats sont divisés en groupes
de 4, chaque groupe devant se présenter au concours le méme jour. Trouver la
probabilité que lors de la premiére journée de concours se présente un groupe
qui compte 3 femmes.

Solution. On applique le modéle de I'échantillon sans remise,

e _10xu_ 11
() T 1820 182

P(5,11;3,1) =

D'une urne qui contient n boules numérotées de 1 & n, on extrait sans remise
m boules (m < n). Trouver la probahilité que i, (1 <i < m) des boules extraites
aient des numéros donnés d'avance.

Solution. On applique le modéle de I'échantillon sans remise,

a\ (8
P(a, B;a,b) = (2) ()

a+8
a+b
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ou, dansnotrecasa =i, f=n-i,a=i,b=m-i et par lasuite

. ) _(:)(:,:i)“m(m—l)---{m—i+1)
P(i,n—1i,m—1) = (:) = =) i)

61. Il y a 24 étudiants et 2 étudiantes dans une classe, chaque étudiant ayant une

fiche. Trouver le nombre maximal de fiches qu'on doive choisir pour que la
probabilité que parmi les fiches choisies se trouve au moins la fiche d'une
étudiante, soit plus petite que 0,6.

Solution. On applique le modéle de I'échantillon sans remise. Que parmi k fiches
extraites se trouve, au moins, la fiche d'une étudiante peut se réaliser de deux
maniéres incompatibles:

e parmi lesk fiches se trouve lafiche d'une étudiante ;
e parmi lesk fiches se trouvent les fiches des deux étudiantes de la classe.

Le nombre k est e plus grand nombre naturel qui satisfasse les conditions :

) (%)

1<k <26,

O, O _,

Effectuant les calculs, on obtient
k> —51k+390 >0, 1 <k < 26.
Le trinéme k2 — 51k + 390 est positif dans I'intervalle (—oo, 9,4) U

(41,6, co).'? Les conditions k entier et 1 < k < 26 nous donnent
k=9

2.3 Problémes proposés

1. On utilise les 20 premiers nombres naturels pour numéroter 20 cartes. On brasse
les cartes et on les place I'une aprés |'autre. Trouver la probabilité que le nombre
18 apparai sse immédiatement aprés le nombre 6.

2| esracines sont calculées & une seule décimale preés.
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. Chague nombre premier plus petit que 20 est écrit sur une carte. On brasse les

cartes et on les place I'une apres l'autre. Trouver la probabilité que les nombres
premiers 3 et 19 soient voisins (indifféremment de I'ordre).

. Les 12 numéros d'une revue annuelle sont rangés au hasard sur une étagére.

Trouver la probabilité que les revues soient rangées dans I'ordre de leur parution.

. Les 24 numéros d'une revue bimensuelle sont rangés au hasard sur une étagéere.

Trouver la probabilité que les revues ne soient pas rangées dans I'ordre de leur
parution.

. On lance 4 fois une piéce de monnaie. Trouver la probabilité que

i) faceapparaisse 2 fois.

ii) face apparaisse au moins unefois.

. On lance trois dés. Sachant que les dés sont tombés sur des faces différentes,

trouver la probabilité qu'apparaisse un deux.

. On lance deux dés n fois. Pour quelles valeurs de n la probabilité qu'apparaisse au

moins une fois le double six sera plus grande que 1/2 ?

. Deux partenaires d'habilité égale jouent au échec. Notons par p,m la probabilité

gue de n parties un des joueurs gagne m parties. Montrer que
P43 > Pgs.

Interpréter le résultat.

. On lance deux dés. Trouver la probabilité :

i) qu'on obtienne une paire.
ii) quelasomme des points obtenus soit divisible par 3.
iii) quela somme des points obtenus soit un nombre pair.

iv) quela somme des points obtenus soit un nombre plus grand que 10.

10. Chaque coefficient de I'équation trigonométrique a tanx = b est déterminé en

lancant un dé et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité
gue I'équation donnée posséde les solutions x =« / 4 + kz ou k est un nombre
entier.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Chaque coefficient de I'équation ax - b = 0 est déterminé en langant un dé et en
prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que I'éguation
donnée ait comme racine un nombre entier.

Chaque coefficient de I'équation ax® + bx + ¢ = 0 est déterminé en lancant un dé
et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que I'équation
donnée ait une racine double.

On range au hasard 20 livres sur trois tablettes. Trouver la probabilité que la
premiére tabl ette regoive 8 livres.

On range au hasard 18 crayons dans deux plumiers. Trouver la probabilité qu'un
plumier fixé regoive 6 crayons.

Neuf crayons a colorier parmi lesquels 3 sont rouges, 3 verts et 3 bleus sont
rangés au hasard dans trois boites qui ne peuvent contenir plus que 3 crayons
chacune. Trouver la probabilité que chaque boite contienne un crayon de chaque
couleur.

Quatre écoles inscrivent chacune 10 étudiants a un concours d'orientation
touristique. Par tirage au sort, on forme des groupes de 4 étudiants. Trouver la
probabilité que chague groupe comprenne un représentant de chague école.

Un paquet de 36 cartes a jouer, contenant 18 cartes rouges et 18 cartes noires, est
divisé au hasard en deux parties égales.

i) Trouver la probabilité que chaque partie contienne un nombre égal de cartes
rouges et noires.

ii) En utilisant la formule de Stirling, "approximer" la probabilité trouvée au
point i). (Voir laNote du probléme 17, Section 2.2).

D'une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, on tire sans remise n boules.
SOoit X1 < ... < Xy < ... < X, la suite croissante des numéros inscrits sur les boules
pigées. Trouver la probabilité que x,, = M. Pour quelles valeurs de M, P(x,, = M)
#07?

D'une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, on tire sans remise n boules.
Trouver la probabilité que

i) leplus petit nombre inscrit sur les boules pigées soit égal aM.

ii) le plus grand nombre inscrit sur les boules pigées soit égal aM.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Soit A et B deux événements compatibles. Montrer que les événements A N B, A°
N B®et (A\ B) U (B\ A) forment un systéme complet d'événements.

Une cible est constituée d'un disque et de trois couronnes concentriques. Un tireur
ateint le disque et les couronnes avec les probabilités respectives 0, 20;
0, 15; 0, 12; 0, 10, lors d'un tir. Trouver la probabilité qu'en effectuant un seul tir
on atteigne lacible.

A la suite d'une expérience, quatre événements incompatibles A, k=1, 2, 3, 4
peuvent apparaitre avec probabilités respectives 0, 02; 0, 07; 0, 08; 0, 05.
Trouver la probabilité qu'en effectuant I'expérience, au moins un événement
parmi |les quatre apparaisse.

Dans les conditions du probléme 18, trouver la probabilité des événements

i) Xm> M3

i) Xm < Mg

iii) My < Xn< My

Dans les conditions du probléme 18, trouver la probabilité des événements

i) Xm < My

i) Xm > M

D'une urne contenant N boules numérotées de 1 & N, on tire sans remise n boules.
Trouver la probabilité que e plus petit nombre inscrit sur les boules choisies soit

i) aumoinségal aM;.
ii) aupluségal aM,.
iii) plusgrand que M; et au plus égal a M..

D'une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, on tire sans remise n boules.
Trouver la probabilité que le plus grand nombre inscrit sur les boules choisies
soit

i) au moins égal a M.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


2.3. Problemes proposés 95

ii) aupluséga aM,.
iii) plusgrand que M, et au plus égal a M.

27. Dansune urneil y a3 boules blanches et 5 noires. On extrait successivement sans
remise deux boules. Trouver la probabilité que les deux boules choisies soient

i) blanches.
ii) noires.
iii) une blanche et une noire.
28. En utilisant un modéle probabiliste vérifier I'identité

n—a (rn—a)ln-a-1) (n—a)---2-1 n

n-1 (n-1)}(n-2) M '+(n—1]---(a+1)aﬁa

1+ :
ou a et n sont des nombres naturels et n > a.

29. D'une urne contenant a boules blanches et b boules noires, on extrait sans remise
nboules (n< b).
i) Trouver deux expressions pour exprimer la probabilité que parmi les boules
pigéesil y ait au moins une boule blanche.

ii) Montrer I'identité
b bb—1)---(b—n+2)

1+a,+b—1 tood (a+b6-1(a+bd—-2)---(a+b—n+1)

_a+b(1 bb—1)---(b—n+1) )
"2 U (e+b)(a+b-1)---(a+b-—n+1)

ou a, b, n sont des nombres naturelset n< b.

30. On considére n urnes numérotées de 1 a n. Chaque urne contient a boules
blanches et b boules noires. On transfert au hasard une boule de la premiére urne
vers la deuxieme, ensuite de la deuxiéme vers la troisiéme et ainsi de suite. On
extrait une boule de la derniére urne. Trouver la probabilité que la boule sortie
de la derniére urne soit blanche.
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31

32.

33.

35.

36.

37.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

. Dans chacune de n urnes on introduit N boules numérotées de 1 a N. On extrait
une boule de chague urne. Soit M < N. Trouver la probabilité que le plus grand
nombre inscrit sur les boules choisies soit

i) aupluséga aM.

ii) plusgrand que M.

iii) égal aM.

Dans chacune de n urnes on introduit N boules numérotées de 1 a N. On extrait

une boule de chague urne. Soit M < N. Trouver la probabilité que le plus petit
nombre inscrit sur les boules choisies soit

i) aumoinséga aM.

i) éga aM.

iii) au pluséga aM.

Soit A et B deux événements aéatoires indépendants. Montrer que les
événements A° et B° sont indépendants.

. Un tireur peut atteindre une cible avec une probabilité de 4/5. Sil atteint la cible
d'un seul tir, il ale droit & un autre tir sur une deuxieme cible. La probabilité
d'atteindre les deux cibles est 2/5. Trouver la probabilité d'atteindre la deuxiéme
cible.

Le déclenchement d'un réseau électrique se produit quand le courant sort du
circuit formé de trois élémentsliés en série. Soitp; =0, 3, p>=0,4 et p3=0, 2les
probabilités respectives de sortir des trois éléments, la sortie des éléments se
faisant de fagon indépendante. Trouver la probabilité que la réseau ne se
déclenche pas.

Un appareil qui contient N lampes cesse de fonctionner quand une lampe devient
défectueuse. La probabilité que n'importe quelle lampe devienne défectueuse est
p et les lampes operent indépendamment. Lorsque I'appareil sarréte il faut tester
les lampes une a une jusqu'a ce qu'on trouve la lampe défectueuse. Quelle est la
probabilité que lalampe défectueuse soit détectée au n-iéme test.

Soit py la probabilité qu'une personne &gée de x ans soit encore en vie une année
plus tard et {p, la probabilité qu'une personne &gée de x ans soit encore en vie
t années plustard. Montrer que
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38.

1} t+uPz =t Pz "u Pzt
ii) Pz = Pz Prs1 " Prtt-1

Remarque. g, = 1 - py, Cest-a-dire la probabilité qu'une personne de x ans
meure durant cette année sappelle le taux de mortalité a I'age x et est utilisée
pour construire les tables des taux de mortalité utilisées en assurance.

Montrer que si P(A\ B) > P(A) dors P(B\ A) > P(B).

39. On extrait au hasard une piéce d'un lot de piéces parmi lesquelles 5% sont

40.

41.

42.

défectueuses et 68% des bonnes piéces sont de premiére qualité. Trouver la
probabilité que la piéce pigée soit de premiére qualité.

Soit P(A) = p, et P(B) = p; # 0. Montrer que

P(a|B) > IR 2
D2

A Tlaide des probabilités P(A), P(B) et P(AN B), évaluer les proba-
bilités suivantes:

i) P(A°U B°),

il) P(A°N B°),

iii) P(A4°nN B),

iv) P(A°U B),

v) P((4U B)°),

vi) P((AN B)°),

vii) P(AU (A°N B)),
viii) P(A°n (AU B)),

ix) P((A\ B)u(B\ 4)).
Soit A, B et C trois événements aléatoires. Posons D = A°NB°NC et
E=(AuB)nC.

i) A I'aide des probabilités P(A), P(B) et P(C), évaluer la probabilité
P(DUE).
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98 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

ii) Supposons que P(A) = 0,45; P(B) = 0,40; P(C) = 0,50; P(AN
B) = P(ANC) = 0,20; P(BNC) = 0,10; (AN BNC) = 0,04.
Calculer P(D) et P(E).

43. Deux tireurs tirent simultanément sur une cible. Trouver la probabilité que la
cible soit atteinte par au moins un des tireurs, sachant que les probabilités
d'atteindre la cible sont de 0,7 et 0,8 respectivement pour les deux tireurs.

44, On effectue trois tirs indépendants sur laméme cible. Les probabilités d'atteindre
lacible sont 0, 8; 0, 6 et 0,6 respectivement. Trouver la probabilité que la cible
Soit atteinte par au moins un destirs.

45. Le déclenchement d'un circuit électrique se produit quand le courant sort du
circuit de I'élément E, ou des deux éléments E; et E;. Soit p1 =0, 3, p, =0, 2 et
ps = 0, 2 les probabilités de sortir du circuit des trois éléments respectifs, la
sortie des éléments se faisant de fagon indépendante. Trouver la probabilité que
le circuit se déclenche.

46. Quatre boules numérotées de 1 a 4 sont introduites au hasard dans quatre boites
numérotées de 1 a 4, une boule par boite. Trouver la probabilité que le nombre
inscrit sur chague boule différe du nombre de la boite dans laguelle elle se
trouve.

47. On lance n dés. Trouver la probabilité que lesfaces 1, 2, 3, 4, 5 et 6 apparaissent
au moins unefais.

48. Un lot de 100 piéces est soumis a un contrdle de qualité. Le lot est rejeté si on
trouve au moins une piéce défectueuse parmi quatre pieces choisies au hasard
dans le lot. Sachant que le lot contient 2% de piéces défectueuses, trouver la
probabilité p que le ot soit rejeté.

49. 1l y a M billets gagnants parmi les N billets d'une loterie. Une personne achéte n
billets, n < N - M. Trouver |la probabilité qu'au moins un de ses n billets soit
gagnant.

50. On considere deux urnes ayant les compositions suivantes :

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches boules noires
U 2 1
U, 3 2
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2.3. Problemes proposés 99

Aprés avoir transféré une boule de I'urne U, al'urne U,, on extrait une boule de
I'urne U,. Trouver la probabilité que la boule sortie soit blanche.

51. On considere deux urnes ayant les compositions suivantes :

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches | boules noires
U, a b
U, =3 b,

ol g + by =n; et a, + b, = ny. Une boule est tranférée de I'urne U, a l'urne U, et
apres on extrait une boule de I'urne U;. Trouver la probabilité que la boule pigée
soit

i) blanche.

i) noire.

52. Un joueur est en présence de 2 urnes, ayant |es compositions suivantes :

53.

Urnes Nombre de Nombre de
boules blanches boules noires
U, 4 2
U, 2 4

Lejoueur choisit au hasard une des 2 urnes et décide d'effectuer par la suite tous
ses tirages exclusivement dans I'urne choisie, en remettant la boule tirée aprés
chaque tirage. Trouver

i)la probabilité que la troisiéme boule tirée soit blanche, sachant que
les 2 premiéres|'ont été.

i) |a probabilité que la n-iéme boule tirée soit blanche.

Soit trois urnes Uy, U, et Us. Les probabilités de choisir au hasard
une urne parmi les trois sont respectivement, P(U;) = 1, P(Uh) =
%, P (Ug) = é

Dans l'urne U, il y a deux boites, B et By. Les probabilités de choisir
dans U, une de ces boites sont respectivement P(B;) = £, P(B,) = .
Les urnes ont les compositions suivantes:
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100 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Urne No boules | Noboules | Noboules | No boules
rouges bleus blanches vertes
Uy; By 4 2 0 0
U; B 2 1 8 0
U, 4 2 1 0
Us 5 0 0 2

i) Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge de U, ?

ii) Une boule a été tirée, ele est rouge. Quelle est la probabilité qu'elle
provienne de U, ?

54. On considére trois urnes ayant les compositions suivantes :

Urne Nombre de Nombre de
boules blanches boules noires
U, 2 0
U, 1 1
Us 0 2

Une urne a été choisie au hasard, et de cette urne on atirée une boule, elle est
noire. Quelle est la probabilité que I'autre boule de cette urne soit blanche ?

55. On considére cing urnes ayant les compositions suivantes :

Urne Nombre de Nombre de
boules blanches boules noires
U, 2 3
U, 1 4
Uj 2 3
U, 4 1
Us 1 4

On extrait au hasard une boule d'une des urnes, elle méme choisie au hasard, et
on constate que la boule pigée est blanche. Trouver la probabilité que la boule
ait été extraite de l'urne U,.

56. On considére trois urnes ayant les compositions suivantes :
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2.3. Problemes proposés 101

57.

58.

Urne Nombre de Nombre de Nombre de
boulesblanches | boulesnoires | boulesrouges
U, 1 3 3
U, 2 1 1
Uz 4 3 3

On choisit une urne au hasard et on extrait deux boules. On constate qu'une des
boules est blanche et I'autre est rouge. Trouver |a probabilité que la sélection ait
été faite del'urne U, ou de I'urne Us.

On considere deux lots de piéces parmi lesquels un lot contient 1/4 de pieces
défectueuses et I'autre ot n'a que des piéces acceptables. On choisit au hasard un
lot et on en tire une piéce qui Savére acceptable. On remet la piece dans le lot et
on extrait ensuite une piece de ce méme lot. Trouver la probabilité que la
deuxiéme piece soit défectueuse.

La probabilité que la consommation d'électricité pendant une période de
24 heures ne dépasse pas les normes établies est 0,8. Trouver la probabilité que
trois fois en cing jours consécutifs la consommation en électricité ne dépasse pas
les normes établies.

59. A la suite d'une expérience, I'événement A peut apparéitre avec probabilité p. On

60.

répéete n fois I'expérience de fagon que les résultats soient indépendants. Trouver
laprobabilité que

i) I'événement A apparaisse au moins unefais.
ii) I'événement A apparaisse au moins deux fois.
iii)l'événement A apparaisse au moins trois fois.

Un ouvrier soccupe simultanément de 10 machines de méme type. La
probabilité qu'une machine nécessite une intervention dans un intervalle de
temps t est égale a 1/3 et est la méme pour toutes les machines. Trouver la
probabilité que

i) dans!'intervalle de temps donné, 4 parmi les 10 machines aient nécessité une
intervention.

ii) le nombre de machines qui ont nécessité une intervention dans le méme
intervalle de tempst soit au moins égal atrois et au plus égal asix.
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61.

62.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Huit tireurs visent simultanément une cible. La probabilité qu'un tireur atteigne la
cibleest p=0, 4 et est laméme pour tous les tireurs. Trouver |a probabilité quela
cible soit atteinte par au moins 3 et au plus 5 tireurs.

Un lot de 20 colombes migratrices est expédié vers une destination. La
probabilité qu'une colombe revienne est p = 0, 4 et elle est la méme pour toutes
les colombes. Trouver la probabilité

i) que 14 colombes reviennent.

ii) qu'au moins 8 colombes reviennent.

iii) qu'au plus 18 colombes reviennent.

iv) quereviennent au moins 10 et au plus 16 colombes.

63. Soit P(n; m) = (n/m) p™ (1- p)™™

65.

66.

67.

i) Montrer que

Pmm+21)>Pn;ms (n+ H)p>m+ 1.
P(n; m+1) = P(n;m)si(n+)p=m+1.
Pn;m+ 1)< P(n, ms (n+ 1)p< m+ 1.
ii) Interpréter le résultat du point i).

iii) Trouver le nombre le plus probable de succes, ou par le nombre le plus
probable de succés on comprend la valeur entiére du nombre m tel que P(n; m),
considéré comme fonction de m, atteigne son maximum.

. Trouver le nombre de succés le plus probable dun modéle de Bernoulli

pour n=20etp=1/6.

Quel est le nombre le plus probable de colombes qui reviendraient quand on
envoie un lot de 40 colombes et que la probabilité de retour pour nimporte quelle
colombeestp=0,3?

Trouver le nombre le plus probable de succés d'un modéle de Bernoulli
pourn=50etp=1/3.

La probabilité qu'un tireur atteigne une cible est p = 0, 8. On effectue 10 tirs dans
les mémes conditions.

i) Trouver laprobabilité que lacible soit atteinte au moins 2 fois.

ii) Quel est le nombre le plus probable de fois que lacible soit atteinte ?
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68. La probabilité que le gardien de but d'une équipe de soccer attrape le ballon sur
un coup franc de 11 métres est p= 0, 3. Trouver

i) laprobabilité qu'en 4 coupsil attrape le ballon chaque fois.
ii) la probabilité qu'en 3 coups francs, il permette au plus 2 buts.

iii)le nombre le plus probable de buts quand on effectue 4 coups francs
a11 métres.

69. La probabilité qu'on prenne au hasard une piéce défecteuse d'un lot est 0,005. On
contréle 100 pieces du lot. On les extrait du lot, successivement et avec remise.
Trouver

i) laprobabilité que 4 piéces soient défectueuses.
ii) laprobabilité d'avoir au plus 6 piéces défectueuses.
iii)le nombre le plus probable de piéces acceptables.

70. Une cible consiste en un disgque et deux couronnes concentriques. Les probabilités
que lors d'un tir, on atteigne le disque, respectivement les couronnes, sont 0O, 2;
0, 32 et 0,4. Sachant qu'on a fait 10 tirs dans les mémes conditions, trouver la
probabilité que 5 tirs aient atteint le disque, 4 tirs aient atteint la premiére
couronne et 1 tir la seconde couronne.

71. Une urne contient un méme nombre de boules de quatre couleurs. On effectue
avec remise 4 fois la sélection d'une boule. Trouver la probabilité de piger une
boule de chaque couleur.

72. Un ouvrier produit avec probabilités 0, 96; 0, 03 et 0,01 une piéce acceptable, une
piéce avec un défaut remédiable et une défectueuse, respectivement. L'ouvrier a
produit 3 piéces. Trouver la probabilité que parmi les trois piéces produites, on
ait au moins une piéce acceptable et au moins une défectueuse.

73. Trois classes de méme niveau se présentent a un concours "Génies en herbe" et
comprennent respectivement

Classes | Nombrede | Nombrede
gargons filles
C 6 4
C, 4 6
C; 5 5
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Pour la premiére question on choisit au hasard un étudiant de chague classe.
Trouver la probabilité que parmi les étudiants choisisil y ait deux gargons et une
fille.

Une équipe de quatre sportifs jouent au golf. Les probabilités respectives de
perdre une balle pour chaque joueur de I'équipe sont de 0, 05; 0, 04; 0, 06 et 0,03.
Chaque joueur tire une balle. Trouver la probabilité que |'équipe perde une balle.

Une équipe de trois tireurs tirent sur une cible. Pour chaque succés on accorde a
I'équipe un point. Les probabilités d'atteindre la cible sont 0, 7; 0,8 et 0,6 pour
chagque tireur respectivement. Trouver la probabilité que I'éguipe marque
2 points, aors que chague tireurstire une seule fois sur lacible.

Un tireur tire un seul coup de feu de chacun des 5 fusils dont il dispose. Les
probabilités d'atteindre la cible sont respectivement 0, 8; 0, 7; 0, 4; 0, 9 et 0,5
pour les cing fusils. Trouver la probabilité que

i) lacible soit atteinte 3 fois.
ii) lacible soit atteinte au moins 2 fois et au plus 4 fois.

A une loterie il y a 400 billets, dont 4 gagnants. Une personne achéte 10 billets.
Trouver la probabilité d'avoir au moins un billet gagnant.

Dans un lot de N piéces, il y a M défectueuses. On choisit au hasard n pieces da
lot (n < N). Trouver la probabilité que parmi les piéces choisies m soient
défectueuses (m< M).

Dans une urne, il y a 36 boules de couleur blanche et noire dans un rapport d'une
boule blanche pour 8 boules noires. On extrait sans remise 3 boules. Trouver la
probabilité que parmi les boules choisiesil y ait une boule blanche.

Huit étudiants parmi lesquelsil y a 4 filles et 4 garcons sont divisés au hasard en
deux groupes égaux. Trouver la probabilité que dans chaque groupe il y ait le
méme nombre de garcons que defilles.

Dans une salle de spectacle disposant de N places, on occupe au hasard n places
(n < N). Trouver la probabilité que parmi les places occupéesil y en ait m fixées
d'avance (m< n).
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82.

83.

85.

86.

87.

Dans une urneil y a40 boules, 10 blanches, 10 noires, 10 rouges et 10 vertes. On
extrait sans remise 2 boules. Trouver la probabilité que parmi les boules pigéesil
y ait au moins une boule blanche.

Une urne contient 2n boules blanches et noires et soit p la proportion de boules
blanches dans I'urne. On tire les boules par couples, sans remettre les boules
tirées. Un couple est homogene si les boules sont de méme couleur. Calculer la
probabilité que le premier couple soit homogene. Examiner ensuite le cas
particulier p = 1/2.

Dans les conditions du probleme 79, trouver la probabilité d'avoir au moins une
boule blanche.

A une loterie, il y a 10 000 billets parmi lesquels 100 sont gagnants. Une
personne achete m billets. Trouver la plus petite valeur mtelle que la probabilité
d'avoir au moins un billet gagnant soit plus grande que 0,5.

On propose a une personne de lancer une piéce de monnaie un certain nombre de
fois et si elle obtient face exactement 5 fois, elle recevra un prix. Au début, elle
doit décider elleeméme du nombre de fois qu'elle lancera la piece de monnaie.
Quel nombre doit elle chaisir afin de maximiser ses chances de gagner ? Quelle
est alors la probabilité de gagner ?

Un événement A arrive avec une probabilité p = 0, 01 lors d'une épreuve. Trouver
le nombre n d'épreuves qu'on doit faire pour que la probabilité que A se réalise
au moins une fois soit supérieure ou égale a 1/2.

2.4 Indications et réponses

1.

p= 1248 = L (voir probléme 3, Section 2.2)

2. p=2x X8 = L (voir probleme 3, Section 2.2)

8!

3. Cas favorables: 1; cas possibles: 12!, donc p = ;.

4. p=1-

L
24"
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5. i) cas possibles: 2 = 16; cas favorables: 6, donc p = £.
ii) On calcule la probabilité de I'événement contraire:
g=getp=1-1%=1

6. On calcule la pmbabilité de 1’événement contraire: cas favorables: 5 x
4 x 3 (les possibilités de choisir trois faces différentes, toutes différentes
de 2); cas possibles: 6 x 5 x 4, donc p=1 — 2223 = 7.

7. Onal— ()" > ; (voir probléme 4, Section 2.2), donc By <
en prenant les logarlt.hmes, on obtient n > kas—lil!;)&l%gﬁ = 24,6, donc
n>2513

8. paa =4 =1 pss =% = %, donc pg3 — pg;s > 0. Il est plus proba-

p=li)p=8=Lii)p=8=5 Vp=g=1%

10.

ble qu’un joueur gagne trois parties quand il en joue quatre face 4 un
adversaire de méme force que d’en gagner 5 de 8. Le résultat semble
surprenant, car 2 < 3; par la théorie des probabilités ce résultat peut
étre expliqué de la fagon suivante. Quand le nombre total de parties
jouées croit, alors en général la probabilité d’un certain résultat peut
diminuer, car le nombre de cas possibles croit et pas toujours dans le
méme rapport que le nombre de cas favorables. (Voir aussi probléme
5, Section 2.2).

1

11 faut que @ = b, donc en langant deux dés il faut obtenir une paire;

— 114
pP=3-

11. Cas possibles: 62 = 36; cas favorables: 14 c’est-a-dire le nombre de
paires de nombres naturels (a, b) tel que 1 < a,b < 6 et a|b (a divise b),
doncp=¥=1=L.

12. Cas possiblu 6% = 216; cas favorables: 5, c'est-a-dire le nombre de
triplets (a,b,c) de nombres naturels ou 1 < a,b,¢ < 6, b* — dac = 0,
donc p = 3.1

20 12
13. p= -(i%,?— (voir probléeme 11, Section 2.2).

Byoir lanote du probléme 5, Section 2.2.
*Pour une autre méthode de résolution voir probléme 30, Section 3.3.
Pour une méthode plus simple de résolution voir probléme 35, Section 3.2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

18
p= 121"11 (voir probleme 11, Section 2.2).
p= %ﬁ (voir probléme 17, Section 2.2).

p= %@E (voir probleme 17, Section 2.2).

18% F18

. (18H*
i)p= gma = 351!(9!) .

LH | v =T 2
ii) n! = n"e~"/27n donc p = o

M=1yN=M
p= i“‘—“(l,sgl Il y a (V) cas possibles. On trouve le nombre de cas
favorables, (¥~1)(Y-M) de la fagon suivante. Il y a (¥~1) manitres de

choisir les m — 1 boules numérotées par des nombres plus petits que M
(on choisit m — 1 boules parmi les boules numérotées 1,2,..., M —1);
ensuite une seule maniére de choisir la boule numérotée M, et enfin

ﬁ::: ) maniéres de choisir n — m boules numérotées par des nombres

plus grands que M (on extrait » — m boules parmi N — M boules
numérotées M + 1, M +2,...,N), au total (¥7)) x 1 x (M) cas
favorables. P(zy, = M) #0pourm <M < N —n+m.

N-M

yp= (—?ﬁ’yz, qu'on obtient du probleme 18, avec m = 1.
M-1

ii)p= L—fﬁ)‘-l, qu’on obtient du probléme 18, avec m = n.

On utilise le fait que (A\ B)U (B \ A) = (AN B*)U (A°N B) et on
constate que les événements sont deux & deux incompatibles. De plus,
(ANBYU(A°NB)U((A\B)U(B\A) =&,
P(ANB) + P(A°*NBY)+ P((A\B)u(B\ 4)) = 1.
p=0,20+0,15+0,12+0,10 = 0,57.
p=P(Ui_ Ax) = i, P(Ax) = 0,22.
i)
P(zm > M) = Plazm=M)+Plzy=M+1)
+---4+ Plzp, = N)

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


108

24.

25.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

Or P(z,, =k)#0sim <k <N-n+m,donc

N-n+m k—l) (N—k

Plan > M)= ) l‘ﬁi

k=a n
ol @ = max {m, M}.
ii)
P(zm <M) = Pzm=1)+Plamn=2)+ -+ Plzn = M)

= )

oll 3 = min {N — n+m, Ma}.
iii) P(My < Zpn < My) = P(Z;n < M) — P(zrn < My).

i) P(zm < M;) =1- P(zm 2 M).
ii) P(zm > Mz) =1 — P(zm < M;) (voir probleme 23).

B (k-1\{N-k
3 (me) (nm)

On obtient le résultat comme cas particulier du probléme 23, avec m =
1.

26. On obtient le résultat comme cas particulier du probléme 23, avec m =
n.

27. 1) % X 72, = %;
ii) g X % = 15'—4;
iif)2xIx3=2.

28. On considere une urne ayant n boules parmi lesquelles a sont blanches.

29.

On extrait, sans remise, une boule & la fois. Soit A; ’événement “la
premiére boule blanche est pigée a la sélection de rang k”. L'égalité
=241 P(A,) = 1 donne 'identité demandée.

i). La probabilité demandée peut étre obtenue de deux fagons. On cal-

cule la probabilité de I’événement contraire. Dans ce cas la probabilité

cherchée est

_ bb—1)---(b—n+1)
(a+b)(a+b—1)---(a+b—n+1)

p=1
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On peut aussi calculer directement la probabilité demandée. Dans ce cas on
obtient alors

a b .
P=a+s (1+a+b-17'”+
bb—1)---(b—n+2) )
(a+b—-1)(a+d-2)---(a+b-—n+1)/"

ii) On utilise les deux expressions de la probabilité obtenues au point précédent.

30. Notons py, |a probabilité d'extraire une boule blanche de I'urne k. Alors

a+1l a
= 1- ‘k:],}..‘, '_11
Pent = et o P "
et parce que a
PETE
on obtient _a
Pn =050

31. i) p = 4. Pour la sélection d’une seule urne il y a M cas favora-
bles (les boules 1,2,..., M) et N cas possibles, donc la probabilité est
%. Si on extrait maintenant une boule de chacune des n urnes, les
sélections étant indépendantes, la probabilité cherchée est le produit
des probabilités correspondant aux sélections de chaque urne, donc
M n
¥)
i)g=1-p=1-(4)"
iii} Soit px la probabilité que le plus grand nombre choisi soit égal a %.
Alors, en utilisant le résultat du point i), on a

Mmn
p=pr+pt+---+pu= N
mais
(M -1)
pr+prt- +prua = Nm
d’ol, par soustraction, on obtient
Mt (M=-1)"

M= N7
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32.

33.

35.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

iyp= %l:; les cas favorables pour la sélection d’une seule urne
correspondent aux boules numérotées M, M + 1,...,N. Il y a donc
N — M + 1 cas favorables.

ii) Soit px la probabilité que le plus petit nombre choisi soit égal & %.
Alors, en utilisant le résultat du point i), on a

(N = M+1)
P=pPM+Puut +PN= T
et
(N - M)
PM+1tPmiz o+ PN = e

d’ol, par soustraction, on obtient

_(N-M+1)» (N-M)
- Nn Nno

Py

i) pr +pa+- - +pu=1- (54)".

P(A°NB°) = P((Q\ A)N B°)

= P(B°\ (AN BY))
P(B%) — P(AN B°)
P(B°) - P(AN (2\ B))
P(B°) — P(A) + P(AN B)
P(B°) — P(A) + P(A)P(B)
P(B) - P(A)(1 - P(B))
P(B°) — P(A)P(B*)
= P(A%)P(B").

I

. Soit A et B les événements “le tireur atteint la premiére cible au pre-

mier tir’ et “le tireur atteint la deuxiéme cible au deuxiéme tir.” A et B
sont des événements indépendants. On a P(AN B) = P(A)P(B) d’'ou
2 = 1P(B) donc P(B) = 3.

Soit A, 'événement “le courant ne sorte pas de |'élément &7, k =
1,2,3.p = P(A;NA;NA;3) = P(A))P(A2)P(43) = (1—-p1)(1—p2)(1—
p3) = 0,336.
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36. Lesn- 1 premiéres lampes testées doivent étre bonnes et la n-ieme lampe testée

doit &tre défectueuse, donc P = (1 - p)™*p.

37. i) Pour qu'une personne de X ans soit en vie aprést + u années, il faut d'abord
qu'elle soit en vie aprés t années et a partir de I'age de x + t ans, elle doit encore
rester en vie pour u années, donc

t+uPzx =t Pr ‘u Pz+t-
ii)
tPzr = t-1Pz " Pz+t-1
t-1Pz = 2Pz Pz+t-2
2Pz = Pz Pz+l
et en multipliant membre 34 membre les égalités ci-haut, on obtient
I'égalité désirée.

38. Cela découle de P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

39. Soit A et B les événements “la piéce est bonne” et “la piece est de
premiére qualité.” Alors P(4) = 0,95, P(B|A) = 0,68 et P(B) =
P(B|A)P(A) =0,95 x 0,68 = 0,646.

40. On utilise la relation P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) et le fait
que P(AUB) < 1. On obtient P(B) — P(ANB) < P(A°) e;: ilc] tenant
compte de P(A|B) = Z&5%, on obtient P(4| B) > B

41. i) P(A°UB°) = P((ANn B)°) =1—- P(AN B).

ii) P(A°N B°) = P((AUB)°) = 1 — P(AUB) = 1 — (P(A) + P(B) -
P(AN B)).

iii) P(B) — P(ANB), car AN B =(Q2\ A)NnB =B\ (AN B).
iv) 1 — P(A) + P(AN B), en appliquant iii).

v) semblable & ii).

vi) semblable a i).

vii) P(4) + P(B) — P(AN B), car AU (A°N B) = AUB.
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42.

43.

44,

45.

46.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

viii) méme chose que iii).

ix) P((A\ B)U(B\ A)) = P(AN B°) + P(BN A%) = P(A) + P(B) —
2P(AN B).

i) Comme A‘NB¢ = (AUB)*, les événements D et E sont incompatibles,
DNE=0et DUE=C. Donc P(DU E) = P(D)+ P(E) = P(C).
ii) E=(AUB)NC =(ANC)U(BNC), donc

P(E) = P(ANC) + P(BNC) - P(ANBNC) = 0,26.
P(DUE) = P(D) + P(E) = P(C), d'ot P(D) = 0, 24.

Soit A, et Ay les événements “le premier tireur atteint la cible” et “le
deuxidéme tireur atteint la cible”. P(A; U A;) = P(A;) + P(4;) —
P(AiNnA4,) =0,7+0,8-0,7x 0,8 = 0,94, ou plus simplement,
P(AjUA))=1—-P(ASNAS) =1-0,3x0,2=0,94.

On demande la probabilité p d'une réunion d’événements compatibles.
Soit Ag I’événement “atteindre la cible au k-i¢me tir,” k = 1, 2, 3; alors

3
p=P(A\UAUA) = Y P(A)—Y_ P(A;)P(A)
k=1

Gk
+P(A;)P(A2)P(As)
= 0,968,

ou plus simplement,
p = 1l—g=1-P(AiNA;N A3)

= 1-— P(A])P(A3)P(43)
= 1-0,2x (0,4)% =0,968.

Soit Ax 'événement “sortir du circuit de 1'élément E”, £ =1,2,3. On
calcule la probabilité de 'événement contraire: ¢ = P(ASN(ASUAS)) =
P((ASNAS)U(ASNAS)) = P(ASNAS) + P(ASNAS) — P(ASNASNASN
AS) =0, 7x0,840, 7x0,8—0,7%0,8%0,8 = 0,672 et p = 1—q = 0,328.

p= 3 — 3+ 3 = 3 (voir probleme 38, Section 2.2; ici on demande la
probabilité de ’événement contraire).
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47. p = 1 = 6(H™ + 15(3)" — 20(2)" + 15(3)" — 6(3)". En effet, soit A;
I'événement “la face i apparait au moins une fois”, i = 1,2, 3,4,5,6,

alors on cherche
6
1-P (U A;’)
i=1

(—— i)
i 6
1- E P(AS) + E P(AfrlA‘;)

i=1 i<j
- ) PA;N A5 R AF)
<j<k
+ ) P(ASN ASN AL N Af)
i<j<k<t
- ) PAINASN AL N AT N AS)
i<jck<l<m

+ P(A{N AN A3 N A N AS N AS).
Notons que P(AS N ASNASN AN ASN AS) = 0.

48. On calcule la probabilité de I’événement contraire. Soit A; 'événement
“la k-iéme pigce contrdlée est acceptable”, k = 1, 2, 3, 4. Les événements
Ag ne sont pas indépendants. Ainsi

q = P(AlnAgﬁAan_‘la}

= P(A)) - P(As| A1) - P(A3 | A1 N Ay) - P(Ay| Ay N Ay N Ag)
98 97 96 _9

= 700 “ 99 * 98 X 97
152
165’

p=1-g=12.

49. Numérotons les billets achetés et soit Az I’événement “le k-iéme billet
est gagnant”, k=1,...,n. Alors p= P(A; U --U4,).

On calcule ¢ = 1 — p et on trouve
¢ = P(AIN---NAY)
P(A]) - P(A] A7) - P(Ap | ATN---NAL)
N-M N-M-1 N-M-n+l
.'V iv_l f\r—*ﬂ.+1 !
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114 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

N;{n) .

M

ou encore, g =

50. On applique la formule de la probabilité totale. Soit B, et By les évé-
nements “transférer de I'urne U; dans I'urne Uz une boule blanche”,
respectivement “une boule noire” et soit A I’événement “extraire en-
suite une boule blanche de 'urne U5". On a

P(4) = P(B)- P(A| B) + P(B;) - P(A| By) = I5.

51. On applique la formule de la probabilité totale.
i)
_n o atl b e amta
T g m+1 ng m4+1  (np+1)ng

as b by b +1 bing + by
g=—": + — = =1—P.
ng nmp+1 mng np+1 (ﬂ1 + l)nz

52. Soit A4; I’événement “on a tiré de 'urne ¢”, i = 1, 2. Soit B; I’événement
“la j-iéme boule tirée est blanche”, j =1,2.....

i) On cherche
P(B3| BN By) = P(Bs| ByN B, N A,)P(A; | ByN By)
+P(B, | BiNnB;N Ag}P(Ag | By N By).

Or, par la formule de Bayes

2
P(A1|Blﬂ32)— ()

wl.»—- Wit

3
SO

LI

et
1
P(A-;|BlﬂBg}=IFP(AllBlnt]='5‘-

Par conséquent

P(Bs| B, N By) =

o o

mtm
U‘I-ﬁh
+
Lo =
X
Y -
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ii)
P(B,)

Il

P(B,| A1)P(A;) + P(Bn | A2) P(A2)

2.1,.1,1_1

372 32 2

53. Soit B; 'événement “on a tirée de la boite ", : = 1,2, soit A, 'évé-
nement “on a tirée de 'urne k", k = 1,2, 3 et soit C 'événement “la
premiére boule tirée est rouge”.

i) Par la formule de la probabilité totale, on a

P(ClA) = P(C|B)P(B.| A1)+ P(C|Bp)P(B:| A1)

_2x2+zx3
T 375 1175
62
T 165

ii) Par la formule de Bayes
P(C| A5)P(A;)

3
" P(C| A0)P(A)

k=1

P(4,|C) =

54. Soit B I'événement “la boule tirée est noire” et soit A4 1'événement
“on a tirée de 'urne k", k = 1,2,3. On cherche P(A.|B). D'abord
P(Ay) = 3, pour & =1,2,3. On applique la formule de Bayes

P(B| Az) P(A,)

P(4;|B) = —
ZP(BHUP(A:J
k=1

Y
OX3+3x3+1x3

-1

= 3
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55. On applique laformule de Bayes. Soit B I'événement "extraire une boule blanche"
et A I'événement "la sélection provient del'urne U, ", k=1,...,5.On a

P(4k} = %, k= 1,...,5;

P(BIA) = P(B|A) = 5

P(B|A) = P(B4s) = & P(BlA) =3,
et %x% ,

P(AHB):ZX§X§+2Xéxé+%x§:3'

56. On applique la formule de Bayes. Soit B I'événement "parmi les deux boules
pigées il y a une boule blanche et une boule rouge’ et A, I'événement "la
sélection provient del'urne Uy", k=1, 2, 3. D'abord

P(Ay) = % E=1,2,3.

On a
P(B| AnP(ay = W 11
G 3 7
De la méme fagon on trouve P(B|A;)P(A2) = § et P(B|A43) = &.
Par la formule de Bayes on obtient

P(B| A3)P(As)

3
Y P(B| Ax)P(A)
k=1

P{A:|B) =

1
= 3

B+t

35

78

On trouve de méme P(A4;|B) = %, donc la probabilité cherchée est
p=P(A;| B)+P(A3| B) = £, ouencore, p=1-P(A|B)=1-£ =
63

781
78"
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57. Soit C I'événement "la deuxiéme piéce choisie est défectueuse" et B et B, les
événements "la deuxiéme piéce a été choisie du premier lot" , respectivement "du
deuxiémelot." En appliquant la formule de la probabilité totale, on obtient

P(C) = P(B))P(C|B1) + P(B;)P(C| By),

mais P(C|B;) = 0 et P(C|B;) = }. 1l reste & trouver P(B;). Soit
A,, A, les événements “la premigre sélection provient du premier lot”,
respectivement “du deuxiéme lot” et soit D I'événement “la piéce est
acceptable.” Parce que P(B,) = P(A,|D), on obtient P(B;), en ap-
pliquant la formule de Bayes. Ainsi

Pl4) = P(4) = 3,
P(D|4) = 3, P(DI4) = 1,

et par suite

[Sry T

P(B)) = P(4:] D) = 7=

| [ | L

3
4—)(

=

Donc P(C)=ix¥=2.

58. On applique le modéle de Bernoulli, P(5;3) = (3)(0,8)(0,2)% = 0,204.
59. On applique le modéle de Bernoulli:
i)y1-(1-p)
i)1—(1-p)" 1+ (n—1)p).
iii) 1 — (1= p)"2(1 + (n — 2)p + =252y
60. i) P(10;4) = (\N(1)*(3)° = L&
ii) $hg P(10; k) = 13585
61. p= Tis (1)(0,4)%(0,6)%* = 35558
62. i) P(20;14) = (%)(0,4)'4(0,6)® ~ 0,004 900.

) 22 P(20; ) = £, ()0, 940,07 0,584 100,
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63.

64. my
65.
66.

67.

Chapitre 2. Espace fini de probabilité

iti) 3742, P(20;k) = 1 — (0,4)% — (35)(0,4)'°(0,6) ~ 0,999 999.
iv) 3.2 0 P(20; k) = 0,244 600.

i) Notons d’abord que Plaimtl) _ 2 Donc

Plam). = mtl

Pinim+1) _ n— :
-J,m—m)l—ﬂ B>1 si {(n+1l)p>m+1

q
Plnim+l) _ n-—m  p _
Pinym) — m+l g

.2
q

Pnym+1) _ n—m
P(n;m) = m+l

=1 si (n+lp=m+1l

<l si (n+l)p<m+1.

La probabilité P(n; m) considérée comme une fonction de m se comporte de la
fagon suivante : quand m croit P(n; m) croit aussi jusgu'a ce qu'elle atteigne un

maximum et aprés elle décroft.

ii) S (n+1)p est un nombre entier, aors P(n; m) atteint son maximum, pour

deux valeurs de m, a savoir
mp=(n+l)pletm+1=(n+l)p.

S (n+ 1)p n'est pas un nombre entier, aors P(n; m) atteint son maximum pour
une seule valeur de m, & savoir [mg], ou [my] représente la partie entiére du
nombre mg = (n + 1)p - 1, c'est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal ace

nombre.

=21 x 3 —1let [mo] =[2,5]=2.
[41x0,3-1] =11.

[51x 1 —1] =16 et [51 x 1] = 17.

i) p= Y4, (V)(0,8)%(0,2)*% = 1-(0,2)" — (}7)0,8 x (0,2)° ~

k=2

0,999 996.
i) 7,car(n+1)p—1=11x0,8—1=7,8et [7,8 =T.

. i) (0,3)* = 0,008 100.

i) 1 — (0,7) = 0,657.
iii) 5% 0,7—1] = 2.
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2.4. Indications et réponses 119

69.

70.

71.

72.

73.

i) P(100;4) = ("1°)(0,005)*(0, 995) = 0,001 500.
ii)

o
il

6
S P(100;k)

1

k=0
S (100) (0,005)%(0, 995)1%0-*

£=0
0,999 999.

Q

iii) [101 x 0,995 — 1] = 99.

On applique le modéle multinomial, avec p; = 0,2, p» = 0,32, p; =
0,4, py =0,08.

P(10;5,4,1,0) = (0 2)%(0,32)*(0,4)*(0, 08)° ~ 0,001 700.

514:[!
On applique le modeéle multinomial, avec p; =po =ps =ps = %

4!
P(41,1,1,1) = 5 = 3—32

On applique le modéle multinomial,

p = P(3111)+P(3201)+P{3 ,0,2)

3! 2
= 1'1'1'0 96 x 0,03 x 0,01 + 211I(o 96)* x 0,01

2
mvﬂ 96 x (0,01)
= 0,029 664.

On applique le modéle de Poisson. La probabilité demandée est le
coefficient de 2% du polynéme

P@) = (2ot ) (2242 3z+3)
x 07 10/\10° 10/ \10" 10/

done
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120 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

74. On applique le modéle de Poisson. La probabilité demandée est le coefficient de x
du polynéme

P(x) = (0, 05x + 0, 95) (0, 04x + 0, 96) (0, 06x + 0, 94) (0, 03x + 0,97),
donc p = 0,157 211 600.

75. On applique e modéle de Poisson. La probabilité demandée est le coefficient de x?
du polynéme

P(x) = (0, 7x+ 0, 3)(0, 8x + 0, 2)(0, 6x + O, 4).
Donc p = 0,452.
76. On applique le modéle de Poisson. On forme le polynéme
P(x) = (0,8x + 0,2) x (0,7x + 0,3) x (0,4x + 0,6) x (0,9x + 0,1) x (0,5x + 0,5).
i) Lecoefficient de X de P(X) est 0,368 600.

i) Lasomme des coefficients de X2, x® et x* du polynéme P(x) est 0,166 600 + 0,
368 600 + 0,331 600 = 0, 866 800.

77. On applique le modéle de I'échantillon sans remise,

p= kz:} __#(2)(%‘"1“,‘) =1- % = 0,096 660.

78. On applique le modele de 1’échantillon sans remise,

MY (M

N ()

(x)

79. On applique le modéle de I'échantillon sans remise. Il y a 4 boules
EAYE
blanches et 32 noires, P(4,32;1,2) = %)’-l = % 2= 0,277 900.
3

P(N - M,M;n—m,m) =
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2.4. Indications et réponses 121

80. Si dans un groupe le nombre de garcons est égal au nombre de filles, aors la
méme chose se passe dans |'autre groupe. Pour trouver la probabilité que dans un
groupe de 4 étudiants formé au hasard, il y ait 2 filles et 2 garcons, on applique le
modéle de I'échantillon sans remise, donc

_B)-6) @y _1s
P=7 Tt T

L

N—m

81. p = 3R~ (voir probléme 60, Section 2.2).

n

82. On applique le modéle de I'échantillon sans remise.

O®) (O 2
PTTE TT(® Tw

104 30
ou encore, p=1— Lﬂ(%%il =
2

83. On applique le modéle de ’échantillon sans remise. On trouve

CJ!I!\J
L]

(*3) + (5 _ 2n(1—2pg) -1
(22") 2n—-1 ’

o p+g=1. Si p= 1, alors on obtient

2(3) _ n-1

= .
%) -1
84. On applique le modéle de 1’échantillon sans remise.

p = P(4,32;1,2) + P(4,32;2,1) + P(4,32;3,0)
_ 00, 00, 06
@ @ G
)
(%)
109

= 3o7g 0,305 300.

-+
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122 Chapitre 2. Espace fini de probabilité

85. On trouve le nombre naturel m de I'inégalité

m (9 900
Z & (m) > 0,5,
k=1
10 B—m .
(o plus simplement de 1 — 3% > 0,5). Le plus petit nombre

100
naturel qui satisfait cette inégalité est m = 69.

86. Posons py x la probabilité d’obtenir face k fois sur n lancers. Alors

_®

Pnk = on .
De plus ppx < Pnt1,x Si et seulement si n < 2k — 1. Donc
Prk < Prtrk <0 < Pok-1,k = D2k .k

et
Pakk > D2k+1k > °°° -
Le n maximal est donc 2k — 1 ou 2k.
Pour & = 5, on trouve n = 9 ou 10, et la probabilité de gagner est
G-
2 256"
87. On doit avoir 1 — (0,99)" > 1, ce qui implique que (0,99)" < 3. Donc

log0,5

98209 . 68,97,
"2 15g0,99 ~ OO

et par suite, n > 69.
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Chapitre 3
Variables aléatoires

3.1 Notions de base — Définitions et propriétés

3.1.1 Definition d'une variable aléatoire. Loi de probabilité

Soit Q ={w,, ... , wg} I'espace échantillonnai relié a une expérience aléatoire. On peut
remplacer 1'étude des probabilités relatives aux événements de Q par I'étude d'un
ensemble de nombres réels de la maniére suivante: & chague épreuve w, de
I'expérience on associe un nombre réel x,. On met ainsi en correspondance |'ensemble
des résultats possibles d'une expérience avec un ensemble de nombres réels, chaque
nombre étant associé a une certaine probabilité, a savoir la probabilité de I'événement
formé par les épreuves ayant x, comme image.

Définition 1. La régle de correspondance entre I'ensemble des épreuves d'une
expérience donnée et un ensemble de nombres réels sappelle variable aléatoire.

En somme, on peut dire qu'une variable aléatoire X est une fonction de Q vers R et
on écrit
X:Q—R.
Parce qu'on considéere ici seulement les expériences ayant un nombre fini
! un fait qui a beaucoup simplifié les raisonnements et qui a permis d'introduire, dans la théorie
des probabilités, des méthodes et des résultats émanant d'autres disciplines des mathématiques.

123
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124 Chapitre 3. Variables aléatoires

d'épreuves, les variables aléatoires pourront prendre seulement un ensemble fini de
valeurs.

Remarque 2. Pour une méme expérience aéatoire, on peut imaginer plusieurs
variables aléatoires. Ains, par exemple, al'expérience qui consiste a lancer un dé, on
peut associer le nombre de points obtenus, ou associer encore par exemple, le nombre
0 s on obtient un nombre pair et le nombre 1 si on obtient un nombre impair, etc..

Nous noterons les variables aléatoires par des lettres magjuscules comme X, Y, ... ,
X, ... Pour une variable aléatoire

X:2 — R
on aura

wh I

W I

111

W3 I3

Wy F+ Tnp
que 'on écrira aussi sous la forme
X(w) =1, X(wq) = 72, X(w3) = 3, etc..

Une variable aéatoire génére un ensemble fini de nombres réelsxy, ..., X,. A chague
nombre x, on peut faire correspondre py, |a probabilité, dans I'espace probabilisé (Q ,
A, P), de I'événement formé par les épreuves qui sont en correspondance avec Xy,
C'est-a-dire,

pe = P({w; X(w)=ax}), k=1,...,n.

On dit aussi que p; est la probabilité avec laquelle la variable aléatoire
prend la valeur z; et on écrit

n=PX=z), k=1,...,n.

On a toujours Y p_, px = 1.
Définition 3. La donnée des couples (zx, px), k =1,...,n définit la loi de
probabilité de la variable aléatoire X.
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3.1. Notions de base — Définitions et propriétés 125

Remarque 4. Habituellement, on représente la loi de probabilité d'une variable

aléatoire X par un tableau,
X(m J:,.)
P o... Pn
et E::lpk:]“

Dans ce tableau, I'ordre selon lequel on écrit les valeurs x1, ... , xn n'est pas
essentiel; habituellement on écrit les valeurs dans I'ordre croissant, et sur la deuxiéme
ligne, les probabilités correspondantes.

3.1.2 Fonction de masse et fonction de répartition
Soit X une variable a éatoire dont laloi de probabilité est

n
r ... In
X , =1
(o) >op=1,

0U 0N SUpPOSe quUe X < X3 < ... < Xp.
On utilise aussi pour décrire cette méme loi la notation fonctionnelle

m
flz:)=pi, i=1,...,no0u0 Zp,- =1.
i=1

On arrive ainsi ala définition suivante :

Définition 1. Lafonctionf: R — R définie pour chaque x € R par

f(x) = P(X=X)
sappelle la fonction de masse de la variable aléatoire X.
Parce que
n
f(Il']=pi: ‘i:].,“.,ﬂ. ol Zpi=ll
i=1
et f(z)=0siz#x, 2, ... ,ZpON A
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126 Chapitre 3. Variables aléatoires

p1 Sl r=1
P2 Si T =129

Pn Si T =2z,

0 ailleurs

n
et Zp.— =1.
i=1

Remarque 2. La fonction de masse d'une variable aléatoire X peut étre représentée
graphiquement dans le plan, par un diagramme en batons, comme dans lafigure 3.1.

y

m

Pn

P I

0 T, Iz e In z

Figure 3.1.

Remarque 3. Une variable aéatoire X détermine de fagon unique la fonction de
masse et vice-versa, la fonction de masse détermine de fagon unique la loi de
probabilité de lavariable aléatoire X.

Exemple 4. Soit X une variable aéatoire dont la loi de probabilité est donnée

par le tableau
(111)

b= L2
baje

W= b

alors la fonction de masse est
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3.1. Notions de base — Définitions et propriétés 127

1/3 siz=2

_ ) 1/6 siz=3

) = 1/2 si z=4
0 ailleurs

D’autre part, soit
15 siz=12234,5
f(=) = { 0 ailleurs

une fonction de masse dont le diagramme en batons est donnée par la figure
3.2.

v

1

NN

o|1 2 3 4 5 T
Figure 3.2.

La loi de probabilité correspondante est

(1)

Définition 5. Soit X une variable aléatoire. La fonction F : R — [0, 1] définie pour
chague x € R par

U ]
o= G
i
= n

Fax) = PaX <x) =Pa{w € Q ; Xaw) < x})

sappelle la fonction de répartition ou la fonction de distribution de la variable
aléatoire X.

Remarque 6. En considérant la définition 5, on constate que la fonction de répartition
F d'une variable aléatoire X jouit des propriétés suivantes :

LO0<FX<L
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128 Chapitre 3. Variables aléatoires

2. F est non-décroissante, c'est-a-dire si r < y, alors F(z) < F(y);
3. limyo F(z) =1 et limg o F(z) = 0

4. F est continue & droite, c’est-a-dire
lim F(y) = F(z).
vz
Remarque 7. Notons que la loi de probabilité d'une variable aléatoire X détermine de

facon unique la fonction de répartition.

En effet, on calcule F(x) a partir de la loi de probabilité de la variable aléatoire X,
en cumulant les probabilités :
Fz)=) p

i<z

Exemple 8. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est

n
r ... In
X 3 k = 11
(o) X
alors la fonction de répartition est déterminée de fagon unique par la loi de
probabilité, comme suit

'8

0 sl <1
m si 7y <z <19
P1+ P2 si 22 <z <3

F(z) = «

PPt F P Sl T ST < T,

1 si 2>z,

Remarque 9. La fonction de répartition dune variable aléatoire X peut étre
réprésentée graphiquement dans le plan, par une fonction en escalier. Ains en
considérant la fonction de répartition donnée dans |'exemple 8, on obtient
lafigure 3.3.

Remarque 10. Pour tout a€ R ona
P(X=2a) = F(@) - F(a),
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3.1. Notions de base — Définitions et propriétés 129

y

1 —_—
N+ —o

| —o

0| 1 T2 --- In T

Figure 3.3.

oit F(a—) est la limite & gauche de la fonction F au point @, c'est-a-dire

lim F(y) = F(a—).
yta

Dans tout point a de continuité de la fonction de répartition F, on a P(X = a) = 0, car
en untel point F(a-) = F(a).
Remarque 11. La fonction de répartition détermine uniquement la loi de probabilité

d'une variable aléatoire, car la variable aéatoire prend pour valeurs les abscisses des
points de saut de lafonction F avec des probabilités égales aux hauteurs des sauts.

Exemple 12. Soit X une variable aléatoire, et soit

0 st x<3
1/3 si 3<z<5
2/3 sid5<z<8§
1 siz>8

F(z) =

sa fonction de répartition, dont le graphique est donnée par la figure 3.4.
Alorslaloi de probabilité de lavariable aléatoire X est

x(111)

et par suite, la fonction de masse est

f(x)={ é/s siz=3,58

o
= O
i~ Q0

ailleurs
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130 Chapitre 3. Variables aléatoires

v

1 —_—

2

3 * °

1

3 —0

0 3 5 8 z
Figure 3.4.

Remarque 13. En somme, une variable aléatoire peut étre donnée par un tableau qui
représente saloi de probabilité, par safonction de masse, ou encore, par sa fonction de

répartition.
Remarque 14. Notons enfin, que la fonction de répartition permet de trouver les
probabilités que la variable aléatoire prenne des valeurs dans un intervalle. D'abord

P(X <b)=P(X <b) - P(X =b) = F(b) - (F(b) — F(b-)) = F(b-),
et par suite
P(a< X < b)=P(X < b) - P(X <a) = F(b-) - F(a),
P(a< X <b)=P(X < b) - P(X <a) = F(b-) — Fa-),
Pla< X <b)=P(X <b) - P(X <a) = F(}) — Fla),
Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a) = F(b) - Fla—).

3.1.3 Quelques lois de probabilité classiques

On aborde maintenant quelques lois de probabilité de variables aéatoires
ayant un nombre fini de valeurs, lois de probabilité associées aux modéles
présentés dans 2.1.7, Section 2.1, Chap. 2. Ces lois de probabilité saverent
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3.1. Notions de base — Définitions et propriétés 131

souvent utiles dans les applications.

1) La distribution binomiale correspondant au modéle de Bernoulli On associe au
modéle de Bernoulli la variable aléatoire X qui représente le nombre d'apparitions d'un
événement A quand on effectue n expériences de Bernoulli. Lafonction de masse de X
est donnée par laformule

R n-I
@ = (2)ra-pr 2 =0.m
et . .

_ ny _ n—k - _ n_ 1
Zf(k)-Z(k)P 1-p)" " =p+01-p) =1
k=0 k=0

2) La distribution correspondant au modéle de Poisson

On associe au modele de Poisson la variable aéatoire X qui représente le nombre
d'apparitions d'un événement A quand on effectue n expériences de Poisson ; X alaloi
de probabilité donnée par |e tableau

0 1 ... Kk ... n
X(P.] P ... B ... P,,)'
ol Py est le coefficient de 2%, k = 0,1,...,n du polynéme

P(z) = (mz + (1= 1) (P22 + (1= p2)) -+ (Paz + (1= pa)), D Pe = 1.
k=0

3) La distribution correspondant au modeéle de I'échantillon sans remise

On associe au schéma de I'échantillon sans remise la variable aléatoire X qui
représente le nombre de boules blanches parmi les n boules extraites (sans remise)
d'une urne contenant a boules blanches et £ boules noires ; la fonction de masse
de X est

O
I@) ="y

ot z prend des valeurs dépendant des constantes a, § et n. Par convention
(7} =0sik <0ouk >n. On a aussi

Y fl@) =1
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132 Chapitre 3. Variables aléatoires

3.1.4 Variables aléatoires indépendantes
Soit X et Y des variables aléatoires et leurs |ois de probabilité

X(:cl :J:n)

o Pn

e(n ),
qi --- Om

Définition 1. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si

et

P((X =) N (Y =) = P(X =) P(Y = 3;) = pigs,

pouri=1,...,n; j=1,...,m.
Dorénavant nous noterons ’événement (X = z;) N (¥ = y;) simplement par
X = T, Y= yj.

Remarque 2. L’indépendance des variables aléatoires peut étre étendue 2
un nombre fini quelconque de variables aléatoires. Ainsi, soit

xk(xk’l xk.m) k=1,...,8
Pe1 oo+ Pkng

des variables aléatoires. Leur indépendance revient a la réalisation de I’égalité

P(Xl = I1,j1s X‘! = T2431 -+ '1X8 = xs,.ja)

= P(Xy = 215,)P(Xa = 223,) - - - P(Xs = %s3,),

oufk=1,....,m; k=1,...,s

3.1.5 Opérations sur des variables aléatoires

Dans tous les cas ou I'on effectue des opérations sur des variables aéatoires, on
supposera que les variables aléatoires sont associées a la méme expérience. Toutes les
variables al éatoires seront ainsi définies sur le méme espace échantillonnal.

Remarque 1. Une constante a peut ére interprétée comme une variable
aléatoire définie sur n'importe quel espace échantillonnal. Cest la variable
aléatoire qui prend la valeur a pour toute épreuve de |'expérience, c'est-a-dire,
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3.1. Notions de base — Définitions et propriétés 133

qui prend toujours la valeur a sur l'espace échantillonnal. Par suite, la loi de
probabilité d'une constante a, interprétée comme une variable aléatoire, est

(1)

On peut toujours effectuer des opérations avec des variables aléatoires et des
constantes puisqu'on peut considérer que X, une variable aléatoire quelconque, et a,
une variable aléatoire constante, opéerent sur le méme espace échantillonnai. De plus,
la variable aléatoire X et la constante a sont indépendantes pour toute variable
aléatoire X.

Dans tout ce qui suit, on suposera que les variables aléatoires X et Y ont les lois de

probabilité
¥ ( Zy ... In )
Pr --- Pn

Y(?Jl ?Jm)‘
Q- Om

1) L’addition de variables aléatoires

et

Définition 2. La loi de probabilité de la variable aléatoire X +Y est donnée

par le tableau
X+Y(zl Zp ...z ... z;)

r Tz ... Tj ... T
ol
e = P(X+Y=uz)
= Y PX=gz|Y=y) PY=y)), (3.1)
2i+Y; =2k

!
pour k=1,...,[ et Zrk= 1.
k=1

La variable aléatoire X + Y s'appelle la somme des variables aléatoires
XetY.
Remarque 3. Parce que X +Y = Y + X, 'expression (3.1) peut aussi
s’écrire

ne=PX+Y=2z)= Y PY=y|X=2) PX=uz)

Ity =k
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134 Chapitre 3. Variables aléatoires

pourk=1,..,1.
Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors on a en particulier

rn=PX+Y =2)= Z pig;,

zityi=2

pourk=1, ..l

Remarque 4. Dans le cas particulier ou Y = a, une variable aléatoire constante, on
obtient la somme d'une constante et d'une variable aléatoire, et on trouve

ni+ae ... Zi+a ... 3:,‘+a)
X+a 3
( T R

car

P(X =x;|a=a)Pla=a)
P(X =z;)P(a=a)
= piX 1= Pi,

P(X+a=uz+a)

pouri=1,...,n.

2) La multiplication de variables aléatoires

Définition 5. La loi de probabilité de la variable aléatoire XY est donnée par le tableau

2 Xy ... Zi ... 4t
XY ! )
L T2 ..o T ... T

ol

n=PXY=z)= Y PX==z|Y=y) PY=y),

Ti'Uj=2%h

pourk: 1,...,Iet Z:::lrk =1.
La variable aléatoire XY s’appelle le produit des variables aléatoires X
etY.
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Remarque 6. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors
on aen particulier

Tk=P(XY:Zk)= Z Pid;,
Y =2k
pourk=1, ...l

Dans le cas particulier o Y = a est une variable aléatoire constante, on obtient le
produit entre une constante et une variable aléatoire et si a # 0, alors on a

- i .. Qg
ax [ az ),
P .- Pi --- Pn

car
P(aX = az;) = Pla =a)P(X = 2;) = P(X = z;) = p;,

i=1,...,n. Sia=0alorson a
P(0X =0)=1.

Remarque 7. Les opérations de somme et de produit peuvent étre étendues a un
nombre fini de variables aléatoires, X;, Xy, ... , X, et on obtient X; + X, + -+ + X, et
respectivement X, - X; -+ Xy.

Dans le cas particulier ou X, = X, = - = X, = X le produit devient X; - X, -+ X, = XK
et on obtient les puissances d'une variable aléatoire, dont la loi de probabilité est

X,,(x;e o a:""‘)
pl e Dio.e Pn

car P(X*=zF)=P(X =z;)=p;, pouri=1,...,n.

3) L'inverse d'une variable aléatoire

Définition 8. Si la variable aléatoire prend seulement des valeurs différentes de zéro,
c'est-a-dire x;#0, i = 1, ..., n, alors l'inverse de la variable aléatoire X est la variable
aléatoire X dont la loi de probabilité est

1 1 1
X_l(; )
no-- Piooo P
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136  Chapitre 3. Variables aléatoires
Notons que la variable aléatoire X s'obtient comme cas particulier de X< avec k = -1.

Définition 9. Si la variable aléatoire Y posséde un inverse, Y1, alors on définit le
quotient par X / Y = X - Y2, c'est-a-dire

{ F R BT ]
Y T ... T ... T !

X
q=P(?=4)=E:HX:a¢Y=wyPW=wL
5::-:2*

pour k=1, .. 1

Rappelons que le résultat de toute opération sur des variables aléatoires est toujours
une variable aléatoire definie sur le méme espace échantillonnal.

3.1.6 Valeurs typiques d'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire et sa fonction de masse

n
flzy=pm, i=1,...,nol ZP,- =1,
i=1
1) La valeur moyenne ou I'espérance d'une variable aléatoire

Définition 1. On appelle E(X) |'espérance mathématique de la variable aléatoire X ou
plus simplement la moyenne de la variable aléatoire X, le nombre que I'on note aussi
px ou

n
px =E(X)=aipr+ -+ Tnpa = Y Tipi.
i=1
Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que I'espérance d'une
variable aléatoire posséde les propriétés suivantes :
1. E(a) = a, ou aest une constante.
2. E(aX) = aE(X), ou a est une constante.

3. E(X+Y) = E(X) + E(Y).
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4., E(X+ a) = E(X) + a, ou aest une constante.
5. E(XY) = E(X)E(Y), si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Les propriétés 3 et 5 peuvent étre étendues a tout nombre fini de variables aléatoires.

La valeur moyenne d'une variable aléatoire X peut s'interpréter comme une valeur
autour de laquelle se groupent les valeurs de la variable aléatoire X. On dit que E(X)
est un paramétre de localisation.

2) Moments d'une variable aléatoire

Définition 3. On appelle moment d'ordrer de la variable aléatoire X, le nombre

w(X) = E(X") =) i

En particulier
wm = px = E(X).

On appelle moment centré d’ordre r de la variable aléatoire X, le nombre

E((X = E(X))) = E((X = px)") = D_(@e — 1x) Pk

k=1

Remarque 4. Le moment centré d'ordre r de la variable aléatoire X est le moment
d'ordre r de la variable aléatoire X - px. Cette derniére variable s'appelle I'écart.

3) La variance d'une variable aléatoire

Définition 5. On appelle variance d'une variable aléatoire X le moment centré d'ordre
deux. La variance est aussi appelé |'écart quadratique moyen. La variance de la
variable aléatoire X est notée Var(X) et

Var(X) = E((X - E(X))?
= Z(zk - px)’pe. (3:2)

k=1

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


138  Chapitre 3. Variables aléatoires

Remarque 6. En considérant la définition 5, on constate que la variance d'une variable
aléatoire possede les propriétés suivantes :

1. Var(a) =0 ou aest une constante.
2. Var(ax) = a®Var(X) oll a est une constante.

3. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.

4. Var(X+ a) = Var(X) ou aest une constante.

V ar(X —Y) = Var(X) + Var(Y), si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes et ou X - Y= X+ (-1)Y.

La propriété 3 peut étre étendue a un nombre fini quelconque de variables aléatoires
indépendantes.

Il est souvent commode d'utiliser dans le calcul de la variance la formule
Var(X) = E(X) - (E(X))’,

qu'on obtient de la formule (3.2) en élevant au carré la variable aléatoire X - E(X) et en
utilisant les propriétés de lespérance.

La variance d'une variable aléatoire X peut s'interpréter comme une mesure du
degré de dispersion des valeurs de la variable aléatoire X par rapport a sa valeur
moyenne. Si la variance est petite alors les valeurs de la variable aléatoire X sont
groupées dans un petit intervalle autour de la valeur moyenne. Si par contre, la
variance est grande, les valeurs de la variable aléatoire X sont fortement dispersées
dans un grand intervalle autour de la valeur moyenne.

Dans les applications, comme mesure pour la dispersion des valeurs de la variable
aléatoire X autour de sa valeur moyenne, il est plus commode (I'utiliser le nombre

o(X) = /Var(X)
appelé I'écart type de la variable aléatoire X.

Notons que pour toute variable aléatoire X la moyenne de I'écart est zéro,
E(X - E(X)) = 0, et donc la moyenne de I'écart ne peut pas caractériser le degré de
dispersion des valeurs de la variable aléatoire X par rapport a sa valeur moyenne.
C'est pourquoi on prend plutdt la moyenne du carré de I'écart, c'est-a-dire la variance
de la variable aléatoire X.
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3.1.7 Couple de variables aléatoires
Soit Q I'espace échantillonnal relié a une expérience aléatoire.

Définition 1. La régle de correspondance entre Q, I'ensemble des épreuves d'une
expérience et un ensemble de R" s'appelle vecteur aléatoire.

En somme, on peut dire qu'un vecteur aléatoire X = (Xg, Xy, ..., X;) est une fonction
de Q vers R", et on écrit

X:Q—R"

Ici, par la suite, nous ne traiterons que le cas n = 2, et nous parlerons du couple
aléatoire plutot que d'un vecteur aléatoire.

Parce qu'on considere ici seulement les expériences ayant un nombre fini
d'épreuves, les couples aléatoires pourront prendre seulement un ensemble fini de
valeurs.

Remarque 2. Les composantes X et Y d'un couple aléatoire (X, Y) sont des variables
aléatoires définies sur Q.

Une variable aléatoire génére un ensemble fini de nombres réels. Soit Xy, ... , X, €t
Vi .., Ym, les valeurs de la variable aléatoire X, respectivement Y. A chaque couple
(%, i) on peut faire correspondre py;, la probabilité dans I'espace probabilisé (Q, A, P)
de I'événement formé par les épreuves tel que

Dij = P({w; X(w) =2;,Y(w) = yj}),

pouri=1,...,n; J=1,...,m.
On peut ecrire

Pij = P(X_—'l"'j,},=yj),

pouri=1,...,n; j=1,...,m.

Définition 3. La donnée des ((x, y;), i =1, ..., n; j = 1, ..., m définit la loi de
probabilité du couple aléatoire (X, Y). On parle également de la loi conjointe du
couple aléatoire (X, Y).

Remarque 4. Habituellement, on represente la loi de probabilité conjoint (d'un couple
aléatoire par un tableau a deux dimensions.

On trouve les lois de probabilité des variables aléatoires X et Y, en faisant la
somme des probabilités par ligne ou par colonne.
Posons
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140 Chapitre 3. Variables aléatoires

p=PX=z)=) p;

j=1

et

pi=P(Y=y)=) py
i=1

On reporte les probabilités p. et p;. dans les marges du tableau rectangulaire ou sont
placées les probabilités p;. On obtient ainsi le tableau 3.1.

r v n Y2 oo Yj s Ym
I Pu D12 cee D .. Pim .
) P21 P2 cas P2 e Pem P2.
I P Pi2 can Pij “es Pim bi.
Tn Pn1 Pn2 e Pnj s Pnm Pn.
Pa Pa v pj vee Pm 1
Tableau 3.1.

Dans ce tableau, I'ordre selon lequel on écrit les valeurs Xy, ..., X, €t yj, ... , ¥m N'est
pas essentiel ; regle générale, on écrira les valeurs dans I'ordre croissant.

Définition 5. La donnée des couples (x;, pi), i = 1, ..., n définit la loi marginale de
probabilité de la variable aléatoire X et la donnée des couples (y;, p;),j=1,..., m
définit la loi marginale de probabilité de la variable aléatoire Y.

Exemple 6. Considerons le couple de variables aléatoires dont la loi de probabilité est
donnée par le tableau 3.2.

Alors la loi marginale de probabilité de la variable aléatoire X est
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Yl o 1 2

0o |5/15 6/15 1/15 | 4/5
1 | 2/15 1/15 0/15 | 1/5

7/15 7/15 1/15 | 1

Tableau 3.2.

X(c;?a 1}5)

et la loi marginale de probabilité de .a variable aléatoire ¥ est

Y( 7/015 7/115 1/215 )

3.1.8 Fonction de répartition d'un couple aléatoire
Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau 3.1.

Définition 1. La fonction F R? — [0, 1] définie pour chaque couple (X, y) € R? par

Flz,y)=P(X <z, Y<y)=P({weQ; X(w) <z, Y(w)<y})
s'appelle la fonction de répartition conjointe, ou la fonction de répartition du couple
aléatoire (X, Y).

On calcule F(x, y) & partir de la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire
(X,Y), en cummulant les probabilités, ainsi

Flzy)=Y_Y ps

ST Y Sy

En considérant, par exemple, le couple aléatoire dont la loi de probabilité conjointe est
donnée par le tableau 3.1, avec n=m= 3, on trouve
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(0
Pu

2
2;;:1 Pij
Z_:::l Pij
Zj":l pl_? + p21
F(I‘ y) = ﬁ 2?:1 pl} + Zi:l P2k
2 3
i=1 2_j=1Pij
2 3
Zi:l Z '=]_p“3' + P31
2
Yoim) et Pis + Loy P

[ 1

Chapitre 3. Variables aléatoires

siz<z ou y<y
sizySr<z2 et y1SY<y2

sizy<zc<Ip et p<y<iys
siz)<z<zo et Y3<y

Si Za

IA

z<zz et Y Sy<ye
si ZpSzx<z3 et 1p<y<ys
si e<z<ryet ya3<y
sizz<zet y<y<y

sizz<z et pp<y<ys

sizz<z et ys<y

Définition 2. Soit (X, Y) un couple aléatoire. La fonction Fx : R -3 [0, 1] définie pour

chaque x € R par

Fx(z)=P(X <z)=P({w e Q; X(w) < z})

s'appelle la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire X et la fonction

Fv: R — [0, 1] définie pour chaque y € R par

Fy(y)=PY <y)=P{{weQ; Y(w) <y})

s'appelle la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire Y.
On obtient les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y
a partir de la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, ), par

FX(3)=P(XS.I| Ysym)zF(I!ym):

et

Fy(y) = P(X < 2, Y < 9y) = F(Tn,y)-
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Ainsi pour le couple aléatoire dont la loi de probabilité conjointe est donnée par le
tableau 3.1, on obtient

0 ) si z <1
Fx(z) = S k=P sl mifzr<zipsi=l...,n-1
1 si z>zx,
et
0 . st y <y
Frly) = Y12 Pik Sy ST <yunj=1...m-1
1 Si Y2 Ynm

On peut aussi écrire

0 si z< 1
Fx(z) = Zi:ﬂ’k- si z; <<z i=1...,n—-1
1 si z>zx,
et
0 si y<uy
Fy(y) = Ei=1p.k siyj<z<yrji=L....m-1
1 sl ¥ 2> Ym

Remarque 3. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors,
F(x, y) = FX()Fy(y),
car dans ce cas,
Pij = Pi-P.j
pouri=1,..,n;j=1,..,m
Exemple 4. Considérons le couple aléatoire dont la loi de probabilité est
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144 Chapitre 3. Variables aléatoires
donnée par le tableau 3.2. On trouve

4

0 siz<0 ouy<0
5/16 sil0<z<le 0<y<l

11/15 si 0<z<1let 1<y<2
5 i < >

F(z,y) = { 12/15 si0<z<lety>2

14/15 siz>le 0<y<1

15/15 siz>2let 1<y<?2

1 siz>lety>2

et les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y, sont
respectivement

0 si z<0
Fx(z)=14 12/156 si 0<z <1
1 si z>1
et
0 si y<0

s sio<y<t
FW=19 1415 si 1<y<2
1 siy>2

Remarque 5. Comme pour une variable aléatoire, la fonction de répartition conjointe
d'un couple aléatoire (X, Y) détermine de facon unique sa loi de probabilité. Ainsi, le
couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples (x;, yj) ; i =1, ...,
n;j=1,.,m formés par les limites & gauches des intervalles de variations de x et de
y ; la probabilité pour chaque couple étant égale a la valeur du saut de la fonction
F(x, y) en ce point.

Exemple 6. Soit
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’

0 si z<0ouy<0
3/15 si 0<z<letO0<y<l

9/15 si 0<z<letl<y<2
10/15 si 0<z<lety>?2
11/15 si z>1et0<y<1
13/15 siz>letl<y<2

1 siz>lety>2

F(z,y) = <

.

la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). Alors les limites
gauches des intervalles fermés a gauche, de variations de x sont 0 et 1, et les limites
gauches des intervalles fermés a gauche, de variations de y sont 0, 1 et 2. Donc le
couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples (0,0), (0,1), (0,2), (1,0),
(1,1), (1,2). Le saut de la fonction F(x, y) au point (0, 0) est 3/15 - 0 = 3/15, qui est la
probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (0, 0). Le saut de
la fonction F(x, y) au point (0, 1) est 9/15 - 3/15 = 6/15, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (0, 1), et ainsi de suite. La loi de
probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.3.

0 1 2

0 |3/15 6/15 1/15 |10/15
1 | 1/15 2/15 2/15 | 5/15

4/15 8/15 3/15| 1

Tableau 3.3.

3.1.9 Covariance et coefficient de corrélation

Soit X et Y deux variables aléatoires.
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146 Chapitre 3. Variables aléatoires

Définition 1. On appelle Cov(X, Y) la covariance des variables aléatoires
XetY, le nombre

Cou(X,Y)=E((X - EX))(Y - E(Y))).

Si Cov(X, Y) # 0, les variables aléatoires X et Y sont dites non-correllées. Si par
contre, Cov(X, Y) = 0, les variables aléatoires X et Y sont dites correllées.

Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y),

formule qui nous permet parfois de calculer Cov(X, Y) plus rapidement.
Exemple 3. Considérons le couple aléatoire (X, Y), dont la loi de probabilité est
donnée par le tableau 3.4.

0 1 2

1 | 2/18 1/18 4/18 | 7/18
3 | 4/18 2/18 5/18 |11/18

6/18 3/18 9/18 | 1

Tableau 3.4.
Alors E(XY)=(1x0)Z+(1x )& +(1x2)2 +(Bx 01 +(3x 1)L +
Bx2)F=2=35 Ontrouve E(X) =1xE+3x3 =2et E(Y) =
20 7

0x 2+1x%+2x %=1 et parsuite Coo(X,Y) =5 - 2 x I =-0,09.
Remarque 4. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors
on a nécessairement Cov(X,Y) = 0, donc les variables aléatoires X et ¥
sont aussi, dans ce cas particulier, non-correllées. L’exemple suivant montre
que la réciproque de cette propriété n’est pas toujours valide.

Exemple 5. Considérons le couple de variables aléatoires (X, Y") dont la loi
de probabilité est donnée par le tableau 3.5.

Les variables aléatoires X et Y sont non-correlées. En effet, on trouve
5 1 11

E(X)=1x3+2x 3=+,
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-1 0 1

0 |1/18 0/18 1/18 | 1/9
1 | 1/18 4/9 1/18 | 5/9
2 |1/18 2/9 1/18 | 1/3

1/6 2/3 1/6 | 1

Tableau 3.5.
E(Y):—lxé+lxé={],

et
1 1 1 1
E(XY):(—'I]X-I'E'FlXE‘F{—?)X'—+2><——0

Par suite Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=0.
Par contre, les variables aléatoires X et ¥ sont dépendantes car

P(X:(];Y:—1):%#P(X=0)P(Y=—l}=$xé.

Remarque 6. Notons que Cov(X, X) = Var(X).

Remarque 7. En utilisant la covariance, on peut exprimer la variance de la somme de
n variables aléatoires. Ainsi

Var (i Xk) = i VGT'(X;-) + 2 i CO‘U(X&, XJ-).
k=1

k=1 k=1,j=1
k<i

Si les variables aléatoires sont indépendantes, alors Cov(X, X;) = 0, et on retrouve
le résultat connu

Var (i X;,) = Zn:Var(Xk).
k=1 k=1

Définition 8. On appelle coefficient de corrélation entre les variables aléatoires X et Y,
le nombre
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148 Chapitre 3. Variables aléatoires

_ Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = S (X)o(¥)
ol o(X) et o(Y) sont les écarts types des variables aléatoires X et Y et

o(X)a(Y)#0.
Remarque 9. Le coefficient de corrélation posséde les propriétés suivantes:

1. -1 < Corr(X,Y) < 1.

2. Corr(X,Y) =0, siet seulerﬁent si Cov(X,Y) =0.

3. Corr(X,X)=1.

4. Corr(X,Y) = Corr(Y, X).

5. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors

Corr(X,Y) =0.

6. Si Corr(X,Y) = %1, alors Y = aX + b, donc il y a une dépendance

linéaire entre les variables aléatoires X et Y.

Exemple 10. Soit le couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée
par le tableau 3.4. Alors o(X) = 0,973 et o(Y) = 0,897, et par suite

_ Con{XY) _ _ —009  _
Corr(X,Y) = a(";)a(y} = B973x0,897 — —0,103.

3.1.10 Inégalité de Tchebychev

Soit X une variable aléatoire et ¢ un nombre positif quelconque, alors

Var(X
P(X - E()| <) 21— LX),
ou en prenant ’événement contraire,
Var(X
P(X - B(X)| 2 9 < LX),

Si on prend en particulier € = k\/Var({X) = ko, on obtient

1
P(|X — E(X)| <ko)>21- 7
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3.2. Problemes et solutions 149

ou encore de maniére éauivalente
1
P[E'{X) —ko< X< E(X) +ko)2>1- F

L'inégalité de Tchebychev ? donne une borne inférieure pour la probabili-
té P(|X — E(X)| < €). Cette inégalité s’interpréte de la fagon suivante:
avec une probabilité au moins égale 4 1 — V—"l’éﬂ, respectivement 1 — 'k%r, la
variable aléatoire X prend ses valeurs dans I'intervalle (E{X) —e¢, E(X) +¢€),
respectivement (E(X)—ko, E(X)+k0a), ou ce qui revient 4 la méme chose, la
variable aléatoire X — E(X) , c'est-a-dire, ’écart de X de la valeur moyenne
prend ses valeurs dans l'intervalle (—¢, €), respectivement (—ka, ko).

Notons que 1 — ;15 croit en méme temps que & et que déja pour la valeur
k = 6, on obtient 1 — 5 = 33, donc une valeur trés prés de 1.

Si la variable aléatoire X a une distribution binomiale, on a

E(X) =np, Var(X) = npg.
L’inégalité de Tchebychev prend alors la forme

T
P(| X —np|l<e)>21- _:%E
Pour la variable aléatoire ¥ = i‘—", appelée la fréquence relative, on obtient
Pq
P(lY -pl<e)>1- =,
(Y -pl<gz1-2

car E(Y)=pet Var(Y) =&,

3.2 Problemes et solutions

1. On considére une expérience ou on lance un dé. Déterminer la loi de probabilité,
ainsi que la fonction de masse de la variable aléatoire X qui, a chaque résultat
possible, associe le nombre de points apparaissant sur le dé.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Chaque valeur apparait avec probabilité donc la loi de probabilité est donnée par
le tableau

(4]
['=S

1 2 5 6
X(llllll)'
6 6 6 6 6 @&

Zpafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894), célébre mathématicien russe.
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150 Chapitre 3. Variables aléatoires

La fonction de masse est

f(;):{ 1/6 siz=1,...,6

0 ailleurs

2. On introduit au hasard 8 boules dans 3 boites numérotées de 1 a 3. Déterminer la
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de
boules placées dans la premiére boite.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0,1, ..., 8. Pour trouver
les probabilités respectives, on utilise le probléme 11, Section 2.2 ; on obtient

(3)28 k

P(X = k) = 5

L k=0,...,8,

et

1 2 3 34 a5 ,6 a78)
ByaT 8 BYab 3 2 .
Gr G g G g G2 ey

3. On effectue un contrdle de qualité d'un lot de piéces de la maniére suivante : on
extrait du lot, au hasard, une piece a la fois, et on détermine si elle est acceptable
ou non. Le nombre maximum de piéces que I'on peut examiner est fixé a 5. Si la
piéce choisie a la k-iéme extraction pour k=1, ..., 4 ne rencontre pas les normes,
alors le lot est rejeté et on cesse la sélection. Donner la loi de probabilité de la
variable aléatoire X qui représente le nombre de pieces examinées, en supposant
que la probabilité qu'une piece extraite du lot au hasard soit acceptée est 0,9.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre la valeur 1, si la premiere piéce
examinée est rejetée, la valeur 2, si la premiere piéce extraite est bonne mais la
deuxieme est rejetée, la valeur 3, si les deux premiéres piéces sont bonnes, mais
la troisieme est rejetée, la valeur 4, si les trois premiéres pieces sont bonnes, mais
la quatrieme est rejetée et finalement la valeur 5, si les quatre premiéres piéces
sont bonnes. De plus,

P(X=1)=q; P(X=2)=pq; P(X =3) =g
P(X =4) =p’g P(X=5)=p,
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3.2. Problemes et solutions 151

oup=09etq=1-p=0,1.
On obtient donc

X 1 2 3 4 ]
0,1 0,09 0,081 0,072900 0,656 100 /"~
S X=k k=1, ..,4lelotest rejeté, si X =5 le lot est rejeté ou non, selon que la
cinquieme piéce examinée est bonne ou défectueuse.

4. Le long dune autoroute, il y a trois barrieres automatiques a des
passages a niveau. La probabilité qu'une voiture qui circule sur cette
autoroute trouve n'importe laquelle de ces barriéres ouverte est p=0, 8.

i) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le
nombre de passages a niveau consécutifs franchis sans rencontrer une barriere
fermée.

ii) Quel est le nombre le plus probable de barriéres consécutives ouvertes ?
iii) Donner la fonction de masse de la variable aléatoire X.
iv) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Solution. i) La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 selon que la
premiere barriere fermée rencontrée par la voiture sur son parcours soit la
premiére, la deuxiéme ou la troisiéme, et elle prend la valeur 3 si toutes les trois
barriéres rencontrées par la voiture sont ouvertes. De plus,

P(X=0)=¢=0,2; P(X=1)=pg=0,8x0,2=0,16

P(X =2)=p’qg=(0,8)2 x 0,2 =0,128;
P(X =3)=(0,8)° = 0,512,
donc

X 0 1 2 3
0,2 0,16 0,128 0,512 /'

ii) Que la voiture rencontre toutes les trois barriéres ouvertes représente la
valeur la plus probable.

iii) On trouve
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152 Chapitre 3. Variables aléatoires

0,200 siz=0
0,160 siz=1
flz)=< 0,128 siz=2
0,512 siz=3
0 ailleurs

iv) On trouve

0 sizr<0
0,200 si0<z<1

Flz)=¢ 0,360 sil<z<?2
0,488 si2<z <3
1 si3<z

5. Soit X une variable aléatoire ayant la loi de probabilité donnée par le tableau

2 4
x(31)
3 3

Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire 2X.

Solution. D'abord la loi de probabilité de la variable aléatoire 2X est donnée par
le tableau
2x ( 48 )
33

et sa fonction de répartition est

0 siz <4
Flz)=¢ 1/3 si4<zr<8
1 si8 <z

6. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est donnée par la
figure 3.5.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, et 5. Chaque
valeur est prise avec probabilité 1 /5, donc
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=
—

Figure 3.5.

(%]

1 2 4 5
X(lllll)‘
5 5 & 5 &

7. Soit X une variable aléatoire, dont la fonction de répartition a le graphique donné
par la figure 3.6.

y

1 it

1

3 p—y

ol 2 z
Figure 3.6.

Déterminer la loi de probabilité¢ et la fonction de masse de la variable

aléatoire X.
Solution. Il y a deux points de saut dont les abscisses sont 0 et respectivement
2, et le saut dans chaque point est 1/2. Donc on trouve

0 2
2 2

La fonction de masse est
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154 Chapitre 3. Variables aléatoires

1/2 siz=0
f(z)=< 1/2 siz=2
0 ailleurs

8. Soit X une variable aléatoire, dont la loi de probabilité est donnée par le tableau

01 2 3 4 5
X(_l-li.l_LL)'
10 10 10 10 10

i) Déterminer la fonction de répartition.
ii) Calculer les quantités F'(4,5), P(X > 2), P(2< X <3).

Solution. i)

(0 si <0

1/10 si 0<zr <1
3/10 si 1<z<2
F(z)=¢ 7/10 si 2<z<3
8/10 si 3<zr<4
9/10 si 4<z <5
1 st 5<«

\

ii) F(4,5) = P(X < 4,5) = &.
P(X>2)=1-P(X<2)=1-F@2-)=1-&=1L.

10 10
P2<X<3)=F@) -F@2-)=38_-3=5

9. Un sac contient 6 jetons numérotés 2, 4, 6, 8, 10, 12. Au tirage dun jeton on
associe la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre inscrit sur le
jeton.

i) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
ii) Calculer F(9).
iii) Calculer F(13).
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10.

11.

Solution. i)

(0 si <2

1/6 si2<z<4

2/6 sid4<z<6

F(z)=4¢ 3/6 siB<z<8

4/6 si 8<z <10
5/6 si 10<z<12
1 si 12<

ii) F(9) = %.
iii) F(13) = 1.
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est

_f1/5 si2=1,2,3,4,5
! (E}‘{ 0 ailleurs

Trouver

i) F(3).

i) P(X <3| X <4).

Solution. i) F(3) = P(X <3N =P(X=1)u(X =2)Uu(X =3)) =
T PX=i)=4%

" P(X<3)N(X <4 P(X<3 2 1
) PX < 3] X < 4) = PUESo0csen _ Beey 4y

Cent billets sont proposés a une loterie. Parmi ces billets 5 gagnent $10,
10 gagnent $5, 15 gagnent $2, 20 gagnent $1, les autres billets ne gagnent rien.
Un joueur achéte un billet. Soit X la variable aléatoire représentant le "gain du
joueur". Trouver

i) la loi de probabilité, la fonction de masse et la fonction de répartition de la
variable aléatoire X.

i) P(X > 1).
Solution. i) La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le

tableau
0 1 2 5 10
X( 50 20 15 10 5 )
100 100 1 1 100
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La fonction de masse de la variable aléatoire X est

1/2 siz=0

1/5 siz=1

_ ) 3/20 si x=2
Ho) =9 110 siz=5
1/20 si z=10

0 ailleurs

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est

0 sir<@
0,60 si0<z<1
0,70 sil<z<2
0,85 si2<z<5bH
0,95 si 5<x <10
1 si 10<z

i) P(X >1)=P((X =1)U(X =2)u(X =5)U(X = 10)) = {-"T'{, =1,
ouencore P(X >1)=1-P(X <1)=1-F(1-)=1-; =3

12. Soit X le nombre de points donnés par un dé mal équilibré dont la loi de
probabilité est donnée par le tableau
5 6)
I .
1B D

1
x(
12
Quelle est la valeur de p ?
i) Calculer la probabilité P(2 < X < 4).

L L]
(I =N

ol

ii) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X donnant le
nombre de points.

PO 1,1 1,1, 1y_2
Solution. i) p=1-(z+5+i+35+ 1) =13

i) PR<X<4)=P(X=2)U(X=3)u(X=4)=5%=2
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iii)

(0 si z<1
/12 si 1<z<2
2/12 si 2<r<3

F(z)=¢ 5/12 si 3<z<4

9/12 si 4<z<5

10/12 st 5<z<6

1 si 6z

\

Notons que P2 < X <4)=F(4)-F(2-)=3-5=1%

13. Un article en stock fait I'objet d'une demande journaliére X dont la loi de
probabilité est donnée par le tableau

X 0 1 2 3 4 5 6
0,10 0,15 0,20 0,25 0,15 0,10 0,05 /°

i) Déterminer la fonction de masse et représenter graphiquement cette fonction.
ii) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

iii) Trouver la probabilité qu'une demande dépasse 4.

iv) Trouver la probabilité qu'une demande soit inférieure a 2.

v) Pour quelles valeurs de x peut-on écrire P(X<x) =0, 85 ?

vi) Pour quelles valeurs de x peut-on écrire P(X > x) =0, 55 ?

Solution. i) D'abord la fonction de masse est

(0,10 si z2=0
0,15 siz=1
0,20 siz=2
0,25 si z=3
f2)=9 0,15 si z=4
0,10 si z=56
0,06 si z=6
| 0 ailleurs

et son graphique est représenté par la figure 3.7.
ii) La fonction de répartition est
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0,25
0,20
0,15
0,10
0,05

Chapitre 3. Variables aléatoires

Figure 3.7.

(0

0,10
0,25
0,45
0,70
0,85
0,95
1

F(z) =4

\

i) P(X >4) =1-P(X <4)=1— F(4) =1-0,85 =0,15.
W)P(X<2)=P((X=0U(X=1))=F(2~) =0,25.

v} P(X < z)=0,85, donc F(z) =0,85, d’olu z € [4, 5).

vi) P(X > z) = 0,55 d'ott P(X < z) = 0,45, donc F(z) = 0,45 et

z €[2, 3).

14. La variable aléatoire X posséde la fonction de masse

k

=1

0

Trouver

si
si
si
81
si
si
si
si

<0

0<z<l1
1<z<?2
2<z<3
3<r<4
4<z<3h
<z <6
6<z

siz=0
siz=1
siz=2
ailleurs
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3.2. Problemes et solutions 159

i) k
ii) la fonction de répartition et représenter graphiquement cette fonction.
iii) P(X<2).

iv) P(X>2).v)
v) P(X>1\X>1).

Solution. i) k + 2k + 3k = 1, donc k = 1/6. Par suite, la fonction de masse de la
variable aléatoire X est

1/6 si z=0

_ ) 1/3 siz=1
F@=93 172 s z=2
0 ailleurs

ii) La fonction de répartition est

0 siz<0
1/6 si0<z<1
1/2 sil<zr<?2
1 siz > 2

F(z) =

et son graphique est donné par la figure 3.8.

y

1 ———

1 —_—

2

1

5

0 1 2 T
Figure 3.8.

iii) P(X <2) = P(X=0)u(X =1)=2=1

3
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i) P(X>2)=1-P(X<2)=1-(L+2+3) =0

P{{X>1N(X>1 P(X>1 P{X=2
VPX>1]X2>1) =2 ;(,32'2(])— D= pf;@% = P((x:fx)u(x}’:z)) =

TGw

LT

15. On lance trois fois de suite une piéce de monnaie. Trouver l'espace probabilisé
associé, ainsi que la loi de probabilité, la fonction de masse et la fonction de
répartition de la variable aléatoire X, qui prend comme valeurs le nombre de Pile
obtenus, dans les cas suivants

i) la piece de monnaie est bonne, donc bien équilibrée.
ii) la piece de monnaie est telle que Pile est deux fois plus probable que Face.

Solution. Posons F; et P;, la Face et respectivement la Pile pour le i-iéme lancer.
Alors I'espace échantillonnal est

Q= {(F1!F2!F3)!(FI*FQ!P‘?))(Fl-:PQ!FJ)t(PlvF‘EaFS)l(FhPQ;P:I)s
(P, Fa, Ps), (P, Py, F3), (P, P, P3)},

et l'espace probabilisable est (Q, P(Q)). Pour trouver l'espace probabilisé (€,
P(Q), P) il reste & trouver les probabilités des événements élémentaires, dans
chaque cas.

i) De l'indépendance des lancers, et parce que la monnaie est bonne, il s'ensuit
que tous les événements élémentaires sont équiprobables, et la probabilité de
tout événement élémentaire est 1/8 .

La variable aléatoire X, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et les probabilités
correspondantes sont :

P(X =0)= P((F, i F) = 5,
P(X =1) = PU(Fi, Fa, P2, (Fy, Po, ), (Pu, Fi F5)}) =

1

P(X =2) = P({(F\, P, B5), (P, F2, P3), (P1, P, F3)}) =

1

Co| Lo Co| e

P(X =3) = P((P, P, ) = 3.
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3.2. Problémes et solutions 161

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

012 3
X( 13 3 1 )
8 8 8 8
La fonction de masse est
1/8 si z=0,3
flz)=¢ 3/8 sixz=1,2
0 ailleurs

Enfin la fonction de répartition est

0 pour z <0
1/8 si0<z<l

F(r)=<¢ 4/8 si1<z<2
7/8 si 2<z<3
1 siz>3

ii) D’abord P(Pile) = 2 et P(Face) = }. Les probabilités des événements
élémentaires sont: 1
P((FI!F2’F3}) = E:

P((F\, F3,B))=P((F, Py, F3)) = P((P, B, F3)) = %,

P((Fy, P, P3)) = P((Py, F3, P3)) = P((P,, P, F3)) = 24_?’
P((P Py F3) = o5

La variable aléatoire X, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et les probabilités
correspondantes sont

P(X =0)= P((F, F2, F3)) = ‘:;7;1

P(X =1) = PU(R, By, B), (Fi, Py, ), (Pr, B Fy)}) = o,
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162 Chapitre 3. Variables aléatoires

P(X =2) = P({(F\, P, s), (P, I3, Bs), (P, P, F3)}) = g,
P(X =3) = P((Py, P, PY) = o

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

)

La fonction de masse est

N~
Ble —
Nl oo
Hleo o
N’

1/27 siz=0
6/27 sixz=1
flz)=1< 12/27 si =2
8/27 sizr=3
0 ailleurs

Enfin la fonction de répartition est

0 si z<0
1/27 si0<z<1

Flz)=1¢ 7/27 s 1<2<2
18/27 si 2< 2 <3
1 si z>3

16. On lance trois fois une piéce de monnaie. Donner la loi de probabilité de la
variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de piles obtenues.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les
probabilités en utilisant le modele de Bernoulli,

P =0 = (})rta—or.

Onan=3, p=1, (1—p) =1} et par suite on trouve

3
P(X =k) = %—,,)— k=0,1,2,3.
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3.2. Problemes et solutions 163

Donc
X 0 1 2 3
0,125 0,375 0,375 0,125 /°

La variable aléatoire X a une distribution binomiale.

17. Durant un entrainement, un joueur de basketball atteint le panier lors d'un lancer,
avec une probabilité de 0,7. Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire qui prend comme valeur le nombre de fois que le joueur atteint le
panier, quand il lance le ballon 10 fois.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, ... ,10. On trouve
les probabilités en utilisant le schéma de Bernoulli,

n

P =1 = (})or0 -
Onan=10, p=0,7, (1-p)=0,3 et par suite on trouve
P(X=k) = (1;)) (0,7)4(0,3)"*, k=0....,10.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

x ( 0 1 9 10 )
(0,3) (")(0,7(0,3)° ... ((0,7)°(0,3) (0,7)*° J°
La variable aléatoire X a une distribution binomiale.

18. On expérimente 3 prototypes d'appareils. Les probabilités que ces prototypes
fonctionnent sont respectivement p; = 0,9, p, = 0,8, ps = 0, 85. Donner la loi de
probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de
prototypes qui fonctionnent.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les
probabilités en utilisant la schéma de Poisson; donc il faut calculer les
coefficients de X° x* x?, x° du polyndme

P(X) = (0,9x + 0,1) (0,8x+0,2) (0, 85x + 0, 15).
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

X 0 1 2 3
0,003 0,056 0,329 0,612 /°
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164 Chapitre 3. Variables aléatoires

19. Considérons trois urnes U;, i = 1, 2, 3 ayant les caractéristiques suivantes :

Urnes Nombre de boules blanches Nombre de boules noires
U 2 3
U, 3 2
Uz 2 2

On extrait une boule de chaque urne. Donner la loi de probabilité de la variable
aléatoire X qui représente le nombre de boules blanches pigées. Donner aussi la
fonction de masse et la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve
les probabilités en utilisant le schéma de Poisson ; donc il faut calculer les
coefficients de xC, xt, x4, x° du polynéme

2 3 3 2 1 1
P(z) = ("5-.1.?+ g) (EI-F g) (524‘ E) '
et 'on obtient

La fonction de masse est

3/25 siz=0
19/50 siz=1
flz)=4 19/50 siz=2
3/25 siz=3
0 ailleurs
La fonction de répartition est
0 siz <0

3/25 si0<z<l1

F(z)=< 25/50 sil<z<?2
44/50 si2<z <3
1 sid<z
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3.2. Problemes et solutions 165

20. Dans un lot de 100 pieces fabriquées a I'aide d'une tour, 10 sont inutilisables. Pour

21.

controler la qualité, on extrait au hasard, 5 pieces du lot. Donner la loi de
probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de pieces
inutilisables parmi les 5 pieces examinées.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5. On
trouve les probabilités en utilisant le schéma de la sélection sans remise ;

prx =) = )ecs)

(5)

et on obtient®

P(X=0) = % =0, 583,
PX=1) = Q{%E%‘O—) = 0,340,
P(X=2) = % = 0,070,
P(X=3) = L%}%ll?.;) = 0,007,
P(X=4) = % 20
P(X=3) = %.-E,;ﬁ ~ 0.

Ainsi la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le

tableau
X 0 1 2 3 4 5
0,583 0,340 0,070 0,007 0 O }°

Douze concurrents participent a un concours de piano, 7 hommes
et 5 femmes. A la premiére étape, par tirage au sort, les concurrents
sont divisés en 3 groupes égaux. Donner la loi de probabilité de la variable

%les probabilités sont calculées a trois décimales preés.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré:

Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


166

22.

Chapitre 3. Variables aléatoires

aléatoire X qui représente le nombre d’hommes membres du premier groupe
passant devant le jury.

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3,
4. On trouve les probabilités en utilisant le schéma de la sélection sans

7 5
remise; P(X = k) = %E—;-;L), k =0,...,4. La loi de probabilité de la

variable aléatoire X est &onnée par le tableau
X 0 1 2 3 4
0,010 0,141 0,424 0,354 0,071 /°
Laloi de probabilité d’une variable aléatoire X est donnée par le tableau
1 2 3

X( 0,2 0,5 0,3 )
Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X% 3X; X~1;
X-% (2X)7% (4X)78.
Solution. On trouve respectivemnent

X2(1 4 9

ki

0,2 0,5 0,3

3X( 3 6 9

1

et
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3.2. Problémes et solutions 167

23. Deux variables aléatoires indépendantes ont les lois de probabilité données
respectivement, par les tableaux

2 3 5
X(OJ &503)

1 4 6
Y(m6&20£)'

i) la loi de probabilité de la somme X + Y.

et

On demande

ii) la loi de probabilité du produit XY.
Solution. i) Les valeurs de la variables aléatoire X + Y sont :
2+1:2+4;2+6;3+1;3+4:;3+6;5+1;5+4;5+6,
c'est-a-dire
3:6;8;4;7;,9;6;9; 11.
Calculons maintenant une a une les probabilités d'obtenir chacune de ces

valeurs. En tenant compte du fait que les variables aléatoires sont
indépendantes, on obtient

P(X+Y =3)
= P(X=2Y=1)=PX=2PY =1)
= 0,2x0,6=0,12

P(X+Y =6)

= P(X=2Y=4)+P(X=5Y=1)
P(X =2)P(Y =4)+ P(X =3)P(Y =1)
0,2x0,2+0,3x0,6=0,22

P(X +Y =8)
= P(X=2Y=6)=PX =2P(Y =6)
= 0,2x0,2=0,04
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168 Chapitre 3. Variables aléatoires

P(X+Y = 4)
=P(X=3,Y=1)=P(X=3)P(Y=1)
=0,5x0,6=0,30

PX+Y=7)
=P(X=3,Y=4)=P(X=3)P(Y=4)
=0,5x0,2=0,10

P(X+Y=09)

=P(X=3,Y=6)+P(X=5,Y=4)
= P(X = 3)P(Y=6) + P(X = 5)P(Y = 4)
=0,5x0,2+0,3x0,2=0,16

P(X+Y = 11)
=P(X=5,Y=6))=P(X=5)P(Y=6)
=0,3x0,2=0, 06.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X + Y est donnée par le tableau

3 4 6 7 8 9 11 )

X+Y(mm 0,30 0,22 0,10 0,04 0,16 0,06

ii) Les valeurs de la variables aléatoire XY sont :
2X1;2x4;2x6;3%x1;3%x4;3%x6;5x1;5x4;5x86,
c'est-a-dire
2;8;12; 3;12; 18; 5; 20; 30.
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24,

Or

P(XY=2) = P(X=2Y=1)=0,12
P(XY=8) = P(X=2,Y =4)=0,04
P(XY=12) = P(X=2Y=6)+P(X=3Y=4)=0,14
P(XY=3) = P(X=3Y=1)=0,30

P(XY=18) = P(X=3,Y =6)=0,10

P(XY =5) = P(X=5Y=1)=0,18

P(XY=20) = P(X=5,Y =4)=0,06
)

P(XY =30) = P(X=5,Y =6)=0,06.

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire XY est donnée par
le tableau

Xy 2 3. 5 8 12 18 20 30
0,12 0,30 0,18 0,04 0,14 0,10 0,06 0,06 /'

On lance un dé trois fois et soit X, X,, X3 les variables aléatoires qui prennent
comme valeurs le nombre de points obtenus lors du premier, deuxiéme et
troisieme lancer respectivement. Calculer

i) P(Xy+ X5 =X3).
||) P(Xl + X+ X3 = 7)
|||)P(X1 + X, = ZX3)

Solution. i) Tenant compte que les variables aléatoires sont indépendantes, on
trouve

6
PX1+Xo=X;) = Y P(X1+Xo=k, Xs=k)

k=1

]
3" P(X;+ X2 = k)P(Xs = k).
k=1
Mais P(X3=k) =3} k=1,...,6et

6
1
ZP(Xl+X2=k)=P(X1+X256)=§§|
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étant la probabilité que la somme des points obtenus en langant deux dés soit plus
petite que 6, donc P(X; + X; = X3) =5/ 72

ii) Ce cas peut étre réduit au cas précédent, considérant que

P(Xy,+ Xo+ X5 =7)

6
S P(Xs=k)P(Xi+ X, =T~ k)

k=1

P(X, + X, < 6)

=

3| e

iii) On peut écrire

P(X1 + Xo = 2X3)

6
> P(X3 = k)P(Xy + X, = 2k)
k=1
min(6,2k—1)

6
=Y Y P(Xs=kP(X,=j)P(Xs=2k-j)

k=1 j=maz(1,2k-6)

3 6
B (2k —1) (13 — 2k)
- :;g 216 +Z 216

k=4
1

E-

Ici, dans la double somme, les indices k et j ne prennent pas indépendament les
valeurs de 1 a 6, mais seulement les paires de valeurs (k, j) telles que
1< 2k-j <86, dans les autres cas, les probabilités étant zéro, on ne les prend pas
en considération.

25. On considére I'équation ax + by - ¢ = 0 ou I'on détermine les coefficients a, b, ¢
en lancant un dé et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la
probabilité que la droite ainsi obtenue passe par le point de coordonnées (1, 1).
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26.

27.

Solution. A I'expérience qui consiste & lancer un dé, on peut associer la variable
aléatoire qui prend comme valeur le nombre de points obtenus sur le dé lors d'un
lancer et sa loi de probabilité est donnée dans le probleme 1.

Les trois coefficients de [I'équation donnée sont des variables aléatoires
indépendantes X;, X,, X3 ayant la méme loi de probabilité. La droite passe par le
point (1, 1) si et seulement si X, + X, - X3 = 0, donc on cherche la probabilité que

5
P(X1+X2—X3:0)=P(X1+X2=X3]=ﬁ,

(voir probleme 24 i)).

Chaque coefficient de I'équation a sin x - b = 0 est obtenu en langant un dé et en
prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que I'équation ainsi
obtenue soit compatible, c'est-a-dire quelle ait une solution.

Solution. Les coefficients de I'équation sont des variables aléatoires
associées & I'expérience du lancer d'un dé. Notons par X, Xz ces deux
variables respectivement. La condition de compatibilité revient a g <1,
car £ > 0 et la fonction sinz prend ses valeurs dans l'intervalle [-1, 1].
Donc

P(E < 1) - P(X;< X))
X,

6
= ZP{XI =k)P(Xy <k)
k=1

P(X; <k)

a
1l
-

I
D= D=
-

676767675 6

N
p—

23456)

Sl

Considérons I'équation x° + ax? + bx + 1 = 0 ol les coefficients aet b
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sont obtenus de maniére indépendante du modéle probabiliste suivant

28.

29.

W

(12 4...n)
10101 1 1)
n non on """ m

Quelle est la probabilité que I'équation ainsi obtenue soit réciproque ?

Une équation du troisiéme degré aXC + apé+ aX+ ag =0 est réciproque si ap=
+ a3 et a; = + a,. Dans notre cas, il suffit donc d'avoir a=b.

Solution. Notons X; et X, les variables aléatoires qui vont nous fournir a et b et
déterminons P(X; = X,). Comme ces variables sont indépendantes on a :

= , _ 1 1 1
P(XI:Xﬁ)=ZP(X1=J}P(X2:J)-_—11X;X;=;

=1
Rappelons que si une équation réciproque posséde une racine r # 0,
alors elle admet aussi } comme racine.
Les demi-axes a et b de ’hyperbole %; - g; = 1 sont déterminés de la
méme maniére qu’au probléeme précédent.
i} Trouver la probabilité que I'hyperbole soit équilatére.
ii) Trouver la probabilité que ’hyperbole obtenue passe par le point
(1,0).

Solution. i) Une hyperbole est équilatére si ses demi-axes sont égaux,
c’est-a-dire si a = b. Ce probléme revient donc au probléeme précédent.
La probabilité recherchée est donc 1.

ii) L’hyperbole passe par le point (1,0) si et seulement si 5 = 1, donc
a? = 1 et la probabilité cherchée est donc L.

Un mobile se déplace sur une ligne droite, en obéissant a la loi x = at’ + bt + ¢,
ou x représente la distance parcourue et t le temps écoulé. Les coefficients
a, b, c sont obtenus indépendamment a partir de la loi de probabilité suivante

0 1 2 3 ... n
11 1 1 T
n+l n+l n+l a4l 7" A+l

i) Trouver la probabilité que le mobile ait une accélération non nulle.
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ii) Trouver la probabilité que le mobile ait une vitesse constante non nulle.

iii) Trouver la probabilité que la vitesse soit constamment de 5m / sec.

Solution. Soit X;,X; et X3 les trois variables aléatoires qui nous
fournirons a, b et ¢ respectivement.

Rappelons que la vitesse V(¢) est la dérivée de la distance par rapport
au temps: ainsi V(t) = % = 2at + b.

L’accélération A(t) est la dérivé de la vitesse V() par rapport au temps:
ainsi A(t) = 4 = 2a.

i) L'accélération est non nulle si @ # 0. On cherche donc

1 n
P(Xl:léo)—l_P(Xl—U)—l"n+l—n+1_

ii) La vitesse est constante et non nulle si @ = 0,b # 0. Donc

P(X,=0, X; #0) = P(X,=0)P(X;#0)

1 n
= X
n+l1 n+1l
_ n
- (n+1)¥
iii) .
1 1 1

P(XIZO)P(X2=5)=:¢+1 e (n+1)%

30. Considérons I'équation a cos x - b = 0 ou a est obtenu en langant un dé et b est
obtenu indépendamment a partir du modéle
).

(

Quelle est la probabilité que I'équation soit compatible, c'est-a-dire qu'elle
possede une solution ?

2=
CYOR )
CYR )
B3

olin> 6.

Solution. L'équation a une solution si a cos x = b et donc si cos x = b / a.
Puisque cos x est dans lintervalle [-1, 1], I'équation est compatible si
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-1 < ! < 1. Puisque 2 est de toute facon plus grand que 0, il faut
donc que 2 < 1.

Soit X; et X, les deux variables aléatoires qui nous fourniront a et b
respectivement. On cherche

Or
6
P(X; < X1) =Y P(Xy =k)P(X, < k).
k=1
On peut développer cette somme ainsi

P(X, < X)) = P(X; = )P(X, = 1) + P(X; = 2)P(U2_ (X2 =
k)) + - -+ P(X, = 6)P(US_, (X2 = k)).

On trouve
1 1
1 2
P, =P (e = k) = 5x 2
6 1 6
P(Xi =6)P(Ui(Xo =k) = £x,
d’olt

1 14243444546 21
P(X25X1)=E>< n :E??

31. Considérons le cercle x? + y* = 8 et la famille de droites x + y = a. Le paramétre a
est obtenu en lancant un dé. Quelle est la probabilité que la droite soit tangente
au cercle ?

Solution. Chaque droite satisfait I'équation y = -x + a. Remplagons y par cette
valeur dans x? + y? = 8 pour trouver les points qui sont & la fois sur le cercle et la
droite. On trouve
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22+ (a—xz)? =8,

done

2z% — 2az + (a* - 8) =0,

c’est-a-dire
az’ + Bz +7=0,

ola=20=—-2a,7=a%-8.

=8+ - day
2a ’

Les solutions sont:

11 existe trois possibilités.

¢ Si A = % —day < 0, alors il y a deux solutions complexes et la
droite ne coupe pas le cercle.

¢ Si A = 3% —4ay > 0, alors il y a deux solutions réelles distinctes et
la droite coupe le cercle en deux points.

® Si A = 32 — 4oy = 0, alors il ¥ a une seule solution réelle double et
c'est dans ce cas que la droite est tangente au cercle.

Or

3% —doy = 4a®—4x2(a*-38)
4a® — 8a® + 64 = 64 — 4a?

= 4(16 —d?)
= 4(4-a)(d+a)
= 0,

d’oti @ = 4, car 1 < a < 6. La probabilité cherchée est donc .

32. Les coefficients a et b de 1’équation f:- + }5- = 1 sont obtenus indépen-
damment & partir du modéle probabiliste suivant

(31 1)
111}
3 3 3

[
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Trouver la probabilité que I'ellipse obtenue contienne le point (1,1).

33.

Solution. Pour qu'une ellipse %; + %; = 1 contiennent le point (1,1),
il suffit que

1 1

S+ <1

a? b~
Cela est impossible si I'un des deux coefficients a ou b est 1. En fait, si on enléve
tous les cas ou (a, b) contient 1, il ne reste que les cas suivants : (2, 2);
(2, 3); (3, 2); (3, 3). Il y adonc 4 cas a considérer, chacun ayant une probabilité
de 1/9 et par suite la probabilité cherchée est 4/9.

Un dé est ainsi construit : une face est marquée avec un point, deux faces
avec 2 points et trois faces avec 3 points. Si on lance le dé on peut donc obtenir
les résultats : 1, 2 ou 3. On lance le dé deux fois et on note les résultats obtenus.

i) Trouver la probabilité que les deux résultats soient égaux.
ii) Trouver la probabilité que la somme des deux résultats soit 4.

Solution. La variable aléatoire associée a I'expérience qui consiste a lancer un dé
ainsi marqué a une loi de probabilité donnée par le tableau suivant

3]

3
x( 1;)-
3 2

Les lois de probabilité des deux variables aléatoires X;, X,, correspondant au
résultat du premier et du second lancer, sont décrites par le méme tableau que la
loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Dl =

i)
3
P(X,=X,) = Y P(X;=k)P(Xs=Fk)
k=1
_l 1,11 1
T 676 373 272
-
18
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i)

3
P(Xy+X,=4) = Y P(Xy=k)P(X,=4—k)
;)z(l)(l = ].)P[Xg = 3)
+P(X, =2)P(X, =2)
+P(X, =3)P(X, =1)
1 1 1 1 1

X3T3X3t X%

=1

5| o

34. Les chiffres a et b du nombre 10a + b sont obtenus indépendamment du modeéle

probabiliste suivant

(

Etablir le tableau qui représente la loi de probabilité de la variable aléatoire
C = A+ Bou A et B représentent le résultat du premier et du second nombres
obtenus du modéle.

1 2 3 ... 9
L 1 1 L)
16 160 1 “°° 10

=]

i) Quelle est la probabilité que le nombre 10a + b, ainsi obtenu soit divisible
par 3 ?

ii) Quelle est la probabilité que le nombre 10a + b, ainsi obtenu soit divisible
par 5 ?

Solution. i) Soit donc A et B les deux variables aléatoires qui nous fourniront
respectivement a et b. Puisque chaque variable varie de 0 a 9 et qu'elles sont
indépendantes, on en déduit que C = A + B variera de 0 & 18. On trouve ainsi la
probabilité d'une valeur quelconque pour k=0, ...,18,

X
Q
1
X
I

P(A+B=k)=) P(A=j)P(B=k-j)
J

1 .
E;P(B—k—s')g
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178 Chapitre 3. Variables aléatoires

la somme s'effectuant sur les j tels que 0 < j<9eten plus, 0 <k-j<9. Ainsi, on a

k=0, j=0
k=1, j=0,1
k=2, 3:09132
k=3, 7=0,1,23
k=4, 7=0,1,234
k=5 j=0,1,23,4,5
k=6, j=0,1,23,4,5,6
k=7, j=01,223,4,5,6,7
k=8, j=0,1,23,45,6T8
k=9, j=0,1,23,4,56,7,8,9
k=10, j=1,2,3,4,5,6,7,8,9
k=11, j=2,3,4,5,6,7,8,9
k=12, j=3,4,5,6,7,8,9
k=13, j=4,5,6,7,8,9
k=14, j=5,6,7,8,9
k=15 j=6,7,8,9
k=16, J=7‘8s9
k=17, 7=8,9
k=18, j=9
Donc on peut écrire
k
P(A+B=k) = ) P(A=j)P(B=k-])
j=0
1 &
= EZP(B:IC—J]
j=0
k+1
= —16"2'— Slk:O,...,g,
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et
9
P(A+B=k) = Y PA=j)PB=k-j)

i=k-9
1 9

= P(B=k-j)
1ojﬁk .
18—k+1

= —_— :1 P 18-

102 sik 0,...,

On obtient le tableau qui représente la loi de probabilité

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
1 2 3 4 5 6 1. 8 9 10
0F 10F 107 10?7 107 10 10f 107 T0F 102

A+B(
[}
10 11 12 13 14 15 16 17 18 )

-
—

5 8 7. 6 5 4
_o‘fiﬁfﬁf_ofﬁ’ﬁ"_fﬁf

—

ii) Un nombre 10a+b est divisible par 3 dés que la somme de ses chiffres
a + b est elle-méme divisible par 3. On cherche donc

P (U§_o(A + B = 3k))

]

S P(A+ B =3k

k=0

= 10271027 102 T 102 ' 102 ' 102 102
34

107

iii) Un nombre 10a + b est divisible par 5 si le chiffre b est un 0 ou un
5. Donc

P((B=0)U(B=5)) = P(B=0)+P(B=5)
11 1

IR RS

35. Chaque coefficient de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 est obtenu en langant un dé et

en prenant le nombre de points résultant. Quelle est la probabilité que I'équation
ainsi obtenue posséde des racines identiques ? Des racines distinctes ?
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Solution. Les coefficients de I'équation sont des variables aléatoires associées a
I'expérience qui consiste a lancer un dé. Notons par X, X,, X3 les trois variables
aléatoires associées a la détermination des coefficients respectifs de I'équation.
Ces variables aléatoires sont indépendantes et ont la méme loi de probabilite.
L'équation posséde des racines identiques (donc une racine double) dés que son
discriminant A = b? - 4ac = 0. On cherche donc

p = P(X?-4X,X3=0)=P(X?=4X,X3)

= ijp(xg = k)P (Xlxs - ;)

1 k
= E;P(XIX;;:Z),

ou la somme s'effectue sur les valeurs k de la variable aléatoire X2/2, a savoir
1, 4,9, 16, 25, 26 et qui sont en plus divisibles par 4, car la variable aléatoire X;
Xs prend des valeurs entiéres, il reste donc k = 4, 16, 36. On trouve (voir
probléme 27ii), Section 3.3)

1

_lf1.3_ 1
T 6\62 62 62

.“_-" Bl
mu

Les racines de I'équation sont distinctes quand A # O, donc la probabilité est
gouq=1-p=211/216.

Remarque. En comparant la solution de ce probléme en utilisant d'une part la
définition classique de probabilité (voir probléme 12, Section 2.3) et dautre part
les variables aléatoires, on appréciera la simplification apportée dans les
raisonnements par I utilisation des variables aléatoires.

36. On considere le nombre complexe a + bi, ou a et b sont déterminés en langant un

dé. Trouver la probabilité que le nombre complexe ainsi obtenu se trouve sur le
cercle
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37.

i) x+y*=10.
i) X¥+y*=3.
Solution. Aux deux expériences servant & déterminer les nombres a et b, on

associe deux variables aléatoires indépendantes, X, et X,, ayant les mémes lois de
probabilité.

Un nombre complexe z = a + bi se trouve sur un cercle centré a l'origine et de
rayon r (donc d'équation X% + y? = r?) si et seulement si \2? = r2, donc si et
seulement si a2+ b? = r%,

]
P(X?+X2=10)=_ P(X,=k)P(X} =10-&?).
k=1
La somme s'effectue sur les indices k tels que 10 - k? appartiennent & I'ensemble
{11, 4, 9, 16, 25, 36}, c'est-a-dire a I'ensemble des valeurs que peut prendre le
carré de la variable aléatoire associée a I'expérience qui consiste a lancer un dé.
Donc

P(X,=1)P(X2=9)
+P(X, = 3)P(X§ =1)

P(X} + X3 = 10)

~1,1,1. 1
T 676 66
_ 2
T 36
_ 1
= %

ii)
6
P(X}+X2=3)=) P(X;=k)P(X}=3-k% =0,
k=1

car dans ce cas, il n'y a pas d'indice k tel que 3 - k' appartiennent a {1, 4, 9,16,
25, 36}

Considérons la variable aléatoire X ayant la loi de probabilité donnée par le

tableau suivant
1 2 3
X ( 0,2 0,4 0,4 ) )
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38.

Chapitre 3. Variables aléatoires

Calculer la valeur moyenne et la variance de la variable aléatoire X.
Solution. E(X)=1x0,2+2x0,4+3x0,4=2,2.

Pour calculer Var(X) = E((X - E(X ))?) on peut trouver d'abord le tableau qui
représente la loi de probabilité de la variable aléatoire (X - E(X))?, donc

2 ( (-1,2)* (-0,2)* (0,8)?
(X*E(X))( 0,2 0,4 0,4 )

et ainsi on obtient
Var(X) =1,44 x 0,2+ 0,04 x 0,4+ 0,64 x 0,4 = 0, 56.

On peut calculer la variance d’une autre fagon, a savoir en utilisant la
formule

Var(X) E(X?) - (E(X))?

1x0,2+4x0,4+9x0,4—4,84=0,56.

Il

Il

On considere les variables aléatoires indépendantes dont les lois de probabilité
sont données respectivement par les tableaux

1 2 4
X(O,? 0,1 0,2)

1 4 6 7
Y(o,z 0,4 0,1 0,3)'

et

Calculer

i) B(2X +4Y).

i) Var(2X +4Y).

iii) L'écart type de la variable aléatoire 2X + 4Y.

Solution. i) E(2X +4Y) = 2B(X)+4E(Y) = 2(1x0,7+2x0,1+4x
0,2)+4(1x0,2+4x0,4+6x0,1+7x0,3) = 2x1,7+4x4,5=21,4.

ii) Var(2X +4Y) = 4Var(X) + 16Var(Y). Mais
Var(X) = E(X?) - (E(X))* = 1,41
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39.

et
Var(Y) = 4,65,

donc
Var(2X + 4Y) = 80,04.

iii) o(2X +4Y) = /80,04 = 8,947.

Calculer la valeur moyenne pour la variable aléatoire considérée dans le
probleme 20.

Solution. Dans le probléme 20, on a considéré les probabilités & 3
décimales prés. Pour calculer la valeur moyenne, on utilisera les pro-

10 o
babilités exactes, donc P(X = k) = (i(]r&’:’,)'—“)- On obtient
5

NG
- (V)62

Pour calculer la somme Ei:uk(?) (59_0,‘). notons que 3o (V) (o)
est le coefficient de y* du produit

P00 - i ()5
=0
1

1+y°1+y)”,

et Sp_o k(P (%) est le coefficient de y° de I’expression

d
— (L4 )1 + v)®|,_, = 10y(1 + 4)*.

dt
()20 (%)
10(%) _

(IDD)

Par la suite

et

E(X)= 0,5.
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40. Calculer le moment d'ordre k de la variable aléatoire X qui représente le nombre de

41.

points obtenus quand on lance un dé.

Solution. On a
1
E(X*) = g(1* +2" + 3" + 4" + 5" 1 6°).
En particulier, pour & = 1, on obtient E(X) = £

La variable aléatoire X posséde la fonction de masse suivante

k? siz=—2
(1/2)—k siz=-1
flz)=1< k siz=0
1/4 siz=1
0 ailleurs

i) Trouver la valeur de k et donner la loi de probabilité de la variable
aléatoire X

ii) Calculer E(X + 2).
iii) Calculer Var(X +1).
iv) Calculer E(X?).

Solution. i) De ¥*+ % —k+k+} = 1 on trouve k& = } et par suite la
fonction de masse de la variable aléatoire X est

1/4 siz=-2
0 siz=-1
flz)=< 1/2 siz=0
1/4 siz=1
0 ailleurs

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

ii) E(X +2) =2+ E(X) =2+ }(-2) +§
iii) Va:r(X + 1) = Var(X) = E(X?) — (E(
4x ; + 1 =3, on obtient Var(X +1)=2
) BX) = (-2 x 4 1x = -1

7
g
X))2. Parce que E(X?) =
1

G_E
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42. La variable aléatoire X posséde la fonction de masse

1y siz=1,2 34
f(z) =

0 ailleurs
Trouver
i) BE(X).
ii) E(X?).
iii) Var(X).
iv) Var(X +2).

Solution. Notons d'abord que la loi de probabilité de la variable
aléatoire X est donnée par le tableau

DEX)=S+2xi+3x2+axLt=28
i) E(X) =2 +4x 2 +9x 2 +16x & = &
iii) Var(X) = B(X?) - (B(X))* = § — (§)* = &-
i\") Vm'(X+ 2) = Var(X)‘

43. La variable aléatoire X posséde la fonction de masse

9/(25z) siz=1,2 3,4

flz)y=<¢ 1/8 si z=5,6
0 ailleurs
Trouver
i) E(X).
i) E(X?).

iii) Var(X).
Solution. Notons d'abord que la loi de probabilité de la variable
aléatoire X est donnée par le tableau

(123456)
X\ 26 w08 12 54 15 1 |-
600 600 600 600 600 600
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44.

45,

46.

47.

Chapitre 3. Variables aléatoires
: _ 216 108 72 54 75 75 _ 563
DE(X)=20+2x g0 +3X g5 +4 X g6 +5 X 556 +6 X 505 = 355,
i) B(X?) = 28 +4x 1849 x 22 +16x % +25 X 7o+ 36 x o = 2288

200
ii) Var(X) = B(X?) - (B(X))* = S8,

Soit X et ¥ deux variables aléatoires telles que E(X) =1, E(Y)=2.
Calculer I'espérance mathématique de 2X + 4Y,

Solution. E(2X +4Y) =2E(X)+4E(Y)=2+8=10.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que E(X*) =

2, E(X?) =1, E(Y?) =1et E(Y)=0. Calculer la variance de X?Y.

Solution. On trouve
Var(X?%Y) E(X'Y?) — (BE(X?Y))?

E(X)E(Y?) - (E(X*)E(Y))*

= 2

Soit X une variable aléatoire avec E(X) = 50 et Var(X) = 4. Trouver
i) B(X?).

ii) Var(2X + 4).

iii) I'écart-type de 2X + 4.

iv) Var(-X).

v) Pécart-type de —X.

Solution. i). E(X?) = Var(X) + (E(X))? = 4+ 2 500 = 2 504.

ii) Var(2X + 4) = 4Var(X) = 16.

iii) /Var(2X +4) = 4.

iv) Var(—-X) =Var(X) =4.

v) /Var(—-X) =2.

Soit X une variable aléatoire avec E(X) = 25 et Var(X) = 25. Soit
Y = £33 Trouver

i) E(Y).

it) Var(Y).

Solution. i) E(Y) = }(E(X) —25) =0.

i) Var(Y) = zVar(X) = 1.
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48. Considérons I'expérience qui consiste a lancer deux dés. Notons X; la variable
aléatoire qui prend les valeurs i, i = 1, ..., 6 selon le nombre de points donnés
par le premier dé et X, la variable aléatoire qui prend les valeurs j,j =1, ... ,6
selon le nombre de points donnés par le deuxieme dé. Soit Y = X; + X,.

i) Donner la fonction de masse fy(x) = P(Y = x) et la fonction de répartition
Fy(x) = P(Y < x) de la variable aléatoire Y.

ii) Calculer E(Y).

iii)Calculer Var(Y).

Solution.

i) Tout d'abord, pour ktel que 2 < k<12,

6
P(Y=k) = Y P(Xy=iP(X;=k—1i)

min(6,k—1)

1
:EEZI’

i=maz(1,k—6)

la somme s’effectuant sur les i tels que 1 < ¢ < 6, et en plus, 1 <
k —1 <86, donc

k=2 i=1

k=3, i=12
k=4, i=1,23
k=5 i=1,234
k=6, i=123,4,5
k=7 i=1,23,4,56
k=8, i=234,56
k=9, i=34,56
k=10, i=4,56
k=11, i=5,6
k=12, i=6

La fonction de masse de la variable aléatoire Y est
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=l 4 2<z<7

36
friz) =4 8% si 7<z<12
0 ailleurs

La fonction de répartition de la variable aléatoire Y est
(0 si z<2

-1 si j<z<j+1,2<5<7

Fy($)=4 . )
L4 U i j<z<j+1, 7T<j<1l

| 1 si T2>12

On peut trouver la fonction de masse et la fonction de répartition de la variable
aléatoire Y, en utilisent directement sa loi de probabilité (voir probléme 27 i),
Section 3.3).

ii) E(Y) = Tfm 52 = 35 Dot (S5m0 +9) = 35 Xini(6i + 21) =

252 _ 7

52 7,
e : '2 N - - ® - -
iii) B(Y?) = 8, G = L3 (1 +2ij +5%) = 530, (67 +

42i 4 91) = 32 ¢t par suite Var(Y) =2 - 72 =%,

Dans une expérience, I'événement A peut survenir avec une probabilité p. On
répéte l'expérience n fois de maniere indépendante. Trouver la valeur
moyenne et la variance de la variable aléatoire X qui représente le nombre
d'apparitions de A.

Solution.
Meéthode |

La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, . . ., n et on obtient les
probabilités en utilisant le schéma de Bernoulli,

Px =4 = (})rta-pr,
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3.2. Problemes et solutions 189

donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

0 1 k ..on
X((l—p)" D -p ' ... QA -p"* ... p“)'

Ainsi

Il

Bx) = 3 k(“ (1 - p)t
2+ (3)
- Zk(:)p"{l—p)“"‘
n kn! k ek
= ;k!(n—-k)!p (1-»)

_ ~(n-1 k171 . n—k

= npi (n; 1)iﬁ*"(l - p)* 7t

j=0
= np(p+(1-p))""" =np,

ouonaposé j=k—1.

Var(X) E(X?) - (B(X))®

— nkz MY (1 — pyrFk — 2
fi“s (k)p( p)"* = (np)
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Mais
n n |
kZ (n)pk(l _ p)n—k — k2_ka(1 _p)n—k
g k E Kl(n - k)!
z n—1 _
= npzk(k_l)p"“‘(l—pl“ *
k=1
. n—1 k-1 n—k
= mpYy (k=) +1)(, _, )" 0-2)
k=1
n-1 n—1 . .
= w3 (" )P
i=0 J

g n-1 =179 _ . yn—k
+ﬂp§ (k ~ l)p" (1-p)
= np(n - 1)p + np.
Done
Var(X) = n’p* — np® + np — n’p* = np(1 - p).
Méthode 11

On peut éviter les calculs fastidieux de la méthode I, en procédant comme suit :
a la k-ieme expérience on associe la variable aléatoire X, qui peut prendre
seulement les valeurs 1 ou 0, selon que I'événement A ou A° est apparu dans
cette expérience. La loi de probabilité de cette variable X, est donnée par le

tableau
0 1
X .
. ( (1-p) »p )

Pour k=1, ..., n, les variables aléatoires X, sont indépendantes parce qu'elles
correspondent a des expériences indépendantes, et

X=X+ Xy + eee + Xn.

En effet, dans le membre gauche on a le nombre dapparitions
de I'événement A en n essais ; dans le membre de droite on a une somme
de 1 et de O dont le total correspond au nombre d'apparitions de A. Comme

E(X) = E(X) + EQG) + -+ - + E(X)
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et que les variables aléatoires sont indépendantes,

50.

Var(X) = Var(X,) + Var(X2) + --- + Var(X,).

Or
E{(Xy)=0x(l-p)+1xp=p
et
Var(X) = E(X?) — (E(X))* =p—p* =p(1 - p)
done

E(X)=npet Var(X) = np(1 — p).

On réalise n expériences indépendantes. A la suite de la k-iéme expérience, on
peut avoir I'événement A avec probabilité p,, k = 1, ... n. (La probabilité
d'apparition de I'événement A varie d'une expérience a l'autre). Trouver la valeur
moyenne et la variance de la variable aléatoire X qui représente le nombre
d'apparitions de I'événement A pour les n essais.

Solution. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre d'apparitions de
I'événement A et X, la variable aléatoire qui prend la valeur 1 ou 0O, selon que
dans I'expérience de rang k on a ou non, I'événement A, k=1, ..., n, alors

X=Xi+ X+ - -+ X
Ona
E(X) = E(Xy) + EQX) + - - -+ E(X)
et parce que les variables aléatoires sont indépendantes,
Var(X) = Var(X;) + Var(Xp) + - - - + Var(X,).

La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le tableau

1 0
Xk(Pk (I—Pk))’

o k=1,...,n. Donc E(X) = pi et
Var(Xy) = E(X}) - (E(Xy)?
= p—Di
Pe(1 — pi).
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Par la suite
EQQ=pi+ -+ pn
et
Var(X) = py (1-p1) + -+ pn(1-py).

Remarque. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, ... , n et on
obtient les probabilités en utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de
la variable aléatoire X est donnée par le tableau

01 ... k& ... n
X(Pu P ... P ... P,.)‘

(Pz+(1-p))pz + (1—p2))+ -+ (paz + (1 =~ ps))
=Pz +---+ Piz+ PR,
On propose au lecteur de calculer E(X) et Var(X) en utilisant les définitions de
I'espérance et de la variance.

D'une urne contenant a boules blanches et b boules noires, on tire n boules sans
remise (n<aetn<b).

i) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le
nombre de boules blanches choisies.

ii) Calculer la valeur moyenne de la variable aléatoire X.

iii)Calculer la variance de la variable aléatoire X.

iv) En utilisant les résultats de ce probléme, solutionner le probléme 39.

Solution. i) La variable aléatoire X prend les valeurs 0,1,...,n et
on trouve les probabilités en utilisant le schéma de 1’échantillon sans
a b

remise. Ainsi P(X = k) = Ab28skl | et par suite la loi de probabilité de
la variable aléatoire X est donnée par le tableau

0 1 k T
X ; : ? nfl : nfk : g kl
iy ot g gl

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


3.2. Problemes et solutions 193

et

k=0 (a: b)

ii) Pour calculer E(X) on procede de la fagon suivante : a la sélection de rang k
on associe la variable aléatoire X, qui prend la valeur 1 ou 0 selon qu'a cette
pige on obtienne une boule blanche ou bien une noire. Ainsi

X=X+ X + o+ Xy

SO,

La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le tableau

X‘((lgm ;1»)

ip= 9 1—p= -
oup=;4, 1-p= 5
Montrons que toutes les variables aléatoires X, k=2, ..., n, ont la méme loi de

probabilité que la variable X;. Calculons la probabilité qu'a la sélection de rang
k on obtienne une boule blanche. Si on suppose que de l'urne on extrait
succesivement toutes les a + b boules, alors le nombre de cas possibles est
(@ + b) I, et le nombre de cas favorables a savoir que la k sélection soit une
boule blanche est a (a + b - 1)!. En effet, la boule blanche a la k-ieme sélection
peut-étre n'importe laquelle des a boules blanches, tandis que les autres
a+ b - 1 boules peuvent prendre les places restantes de (a + b - 1) | maniéres
différentes. Ainsi

ale+db-1)!  a _
(a+b)!  a+b

P(Xp=1)= p.

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le

tableau
0 1
X )
* ( (1-p) p )

k=1,...,n. Parce que E(X}) = p, on trouve

E(X)=E(X1)+  + E(X,) =np.
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iii) Les variables aléatoires X, ne sont pas indépendantes puisque

a a—1
=P = = = = —
=P =D # P = 11X =) = o

et par suite
Var(X) # Var(X,) + -+ + Var(X,).
Nous donnons trois méthodes pour calculer la variance de la variable
aléatoire X.
Méthode I

Calculons la variance de la variable aléatoire X en utilisant malgré tout le fait
que X=X, + - -+ X,. On procéde de la fagon suivante :

Var(X) = E((X - E(X))’) = B((X1+ -+ + Xn — np)?)

E (ix§+22x‘-xj - 2npixk +ﬂ2p2)
k=1

i<j k=1

l

n

zn: E(X})+2)_ E(X:X;)—2npY_ E(Xy) +n’p’.
k=1

i<y k=1

Parce que E(X2) = E(Xi) = p, k = 1,...,n, il reste & calculer
E(X;X;), i < j, mais puisque les variables aléatoire X, X; ne sont pas
indépendantes, E(X;X;) # E(X;)E(X;). Aussi trouvons d’abord la loi
de probabilité de la variable aléatoire X;X;. Cette variable aléatoire
prend les valeurs 0 et 1. Or

P(X,'Xj = 1) = P[X, = 1, XJ' = 1)

P[X, = ].)P(XJ = ].|X| = l)

a—1

= pxa+b—1'

Ainsi,

0 1
X: X; - _ .
! J(l_'pu:bll pa-‘:—b—ll )
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Donc E(X:X;) = p;%~;. Dans la somme 3
termes égaux, ainsi

E(X;X;), on a (3)

i<j

a—1
2ZE(X'X3J = n(n - 1]pm
i<j
Par la suite
-1
Var(X) = np+n(n- l)paiT — 2n%p? + n?p?
c—1
_ np(l-p) b o ﬂpb)
- a+b—l((1—p)+na T
a+b—n
= (=P

Meéthode II

Utilisons la formule

Var (il X.-) = ZlVar(X.-) +2 IZ 1 Cov(X;, X;).
= = =l)=
i<j

D’abord Var(X;) = E(X?) — (E(X;))? =p—p* =p(1 - p),

et
Cov(X;, X;) = E(X:X;) - E(Xi)E(Xj)
_ a » a—1 _ a?
T a+bd a+b-1 (a+b)?
_ —ab
" (a+bd)?(a+b-1)
_ ~p(l-p)
a+b-1"
Par suite
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Var(X)

nVar(X;) +2 (;) Cov(X;, X;)

= np(1-p)+n(n—1) (:P(I_“P))

a+b-1
n—1
= me(1-p) (“m)
a+b—n
= A=At

Méthode II1

D’abord

By = OGN

= (%)
_ i“(i:}) (n—-l—b(k-l))

%(a—lﬂa

k=1 n=1

a n-1 (a-l)( b
; i
= nﬂ_,_bE: Jr(n—tﬂ+.'s :
i=0
a

n-1

n——--r-,
a+b

car

2t

= G5

De plus, on a (voir probléme 3, Section 3.3)
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52.

Thoo bk = 1) (u2)
(2
>k=20la - 1)(::3 (n—z—h{k-z))
{a+b)(a+b—1) fa—2+b

n(n-1) n—2
n(n — 1)a(ae — 1)
(a+b)la+b—-1)

1l

E(X(X -1))

1l

Donc

Var(X) = E(X(X -1))+ E(X) - (E(X))*
n(n — a(a — 1) na  n’d
@+bB)a+b=1) a+b (atby?

_ nabla+b—n)
(a+b)*(a+b-1)
a+b—n

(=P

iv) Dans le probléeme 39 on aa+b=100, a =10, b=90, n=5, p=
& (1-p)= i%. Donc E(X)=np=5x Tlﬁ= 0,5.

Dans une urne il y a des boules numérotées de 1 a n. On extrait successivement
toutes les boules et on les place selon I'ordre de sélection. Trouver la valeurs
moyenne et la variance du nombre de concordances®, une concordance a la
k-ieme sélection correspondant a la sélection de la boule numérotée k.

Solution. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de concordances
qu'on obtient lors des n sélections. On associe a la sélection de rang k la variable
aléatoire X, qui prend les valeurs 1 ou 0, selon que lors de ce choix on a une
concordance ou pas. Ainsi

X= Xot o4 Xy

*Voir le probléme des concordances, probléme 38, Section 2.2
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et donc
E(X) = E(Xy) + - - + E(Xn).

Il nous faut donc calculer £(Xy), ¥ =1,...,n. Trouvons d’abord la loi
de probabilité de la variable aléatoire Xi. Toutes les variables aléatoires
ont la méme loi de probabilité. En effet, calculons P(X; = 1). Pour
cela, on suppose qu’on extrait de I'urne successivement les n boules. I
¥ a n! cas possibles, et (n — 1)! cas favorables {car la boule numérotée
k doit étre pigée au k-iéme rang tandis que les autres n — 1 boules
peuvent étre pigées de (n — 1)! maniéres différentes). Ainsi P(X;, =
D=0l =let P(X,=0)=1-P(Xp=1)=1-1, k=1,

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donc donnée par le

tableau
0

E(X,) = ; et ainsi E(X) =n- % =1

CY e

De plus, on a

Remarquons que Var(X) # Var(X,)+- -+ Var(X,), car les variables

aléatoires Xi, k =1,...,n ne sont pas indépendantes.

Sii#j,alors PX;=1X;=1) = M m, et par suite la loi
de probabilité de la vanable aléatoire X Xj, 1 # 7, est donnée par le
tableau

0 1
XiX; ( 1—_1 1 ) -
n(n—1) n{n-1)

Donc
14 sii=j 5 sii=j
Cou(Xi, X;) = =
n(nl-—l) - n_lf si 1 # J ni(nl—l] si ?é J

car Cov(X;, X;) = Var(X,) = E(X?) — (E(X))* =1 - &
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Par conséquent

n

Var(X) = > Var(X)+2 Y Cou(X; X;)
i=1 1<i<j<n
(n—-1) 1

N +n(n — l)n—2(n my

n—1

1

+ —_

n n
= 1.

53. Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On extrait de I'urne une
boule a la fois et par la suite, on introduit dans I'urne, apres chaque extraction, la
boule extraite ainsi que c boules de sa couleur. Soit X,, n=1, 2, 3, ... la variable
aléatoire associée a la sélection de rang n ou X, prend la valeur 0 si la boule pigée
est blanche et la valeur 1 si la boule pigée est noire.

i) Montrer que toutes les variables aléatoires X,, n = 1, 2, 3, ... ont la méme loi
de probabilité.

ii) Posons
Yn=X1+X2+"'+Xn.
Calculer E(Y,,) et Var(Y,). Que représente la variable aléatoire Y,?

Solution. i) Parce que chaque variable aléatoire X, ne prend que les valeurs 0 et 1,
sa loi de probabilité sera déterminée par la probabilité P(X, = 1). De plus dans ce
cas, E(X,) = 1P(X,, = 1) + OP(X, = 0), donc E(X,) = P(X,, = 1). Pour montrer que
toutes les variables aléatoires X,, n = 1, 2, 3, ... ont la méme loi de probabilité,
utiliserons une preuve par récurrence. Notons

a

al l1-p= .
a+b ors P a+b

La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le tableau

X'((lgp) :,)

et E(X,) = P(X; = 1) = p. Supposons maintenant (I’hypothése de
la récurrence) que les variables aléatoires X}, ..., X, aient la méme loi

p=
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de probabilité et montrons que la variable aléatoire X,.; a alors la méme loi de
probabilité. Pour calculer P(X,.1 = 1) nous devons nous intéresser a la
composition de l'urne aprés les n premieres sélections. La composition de l'urne
avant la sélection de rang n + 1 dépendra des valeurs que prend la variable
aléatoire Y,,. Ainsi, si Y, = k (dans les premieres n sélections on a pigé une boule
noire k fois), l'urne aura a+ b + nc boules parmi lesquelles a + (n - K)c blanches
et b + ck noires. Parce que Y, peut prendre les valeurs 0, 1, ... , n et que les
événements correspondants forment un systeme complet d'événements, il
s'ensuit, d'apres la formule de la probabilité totale, que

P(Xpii=1)=Y P(Xnn =1|Ya = k)P(Y, = k).
k=0

Il faut calculer d’abord P(Xnp+ = 1| Y, = k) et P(Y, = k). Mais

b+ ck

P =11¥a=k) = 220

La loi de la variable aléatoire Y, est facile a expliciter. En effet, il suffit de
remarquer que toute suite de n tirages contenant exactement k boules noires a la
méme probabilité, a savoir

" a+ je) [Tizo(b + he)

(a+b)E:U+b+c}---(a+b+(n—1}c]'

Comme dans n tirages il y a (}) modalités différentes d’extraire k boules
noires et n — k boules blanches, on obtient

ﬂ) " (a+ j¢) [Thzo(b + Ac)

PY,=k)= (k @+b)atb+c)---(a+b+(n—1)0)
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Donc

P(Xa=1) = ) P(Xpu=1|Ya=kP(Y, =k
k=0

'1 |
= E:*ﬂifi_pugzk)
k:00+b+nc

= ZE—HP(YW =k+1)
= ()

k+1
PYau=k+1
gnﬂ (Yars =k +1)

E[yn+l)
n+l’

On obtient, en particulier
EXw1) =(n+ 1) P (X1 = 1)
= (n+ 1) E (X, (3-3)

Parce que Y; = X, il s'ensuit que E(Y;) = E(X,) = p. De Y, = X+ X, il s'ensuit que
E(Y;) = p+ E(Xy) et d'autre part, en utilisant la formule (3.3), pour n = 1, on
trouve que E(Y,) = 2E(Xy), d'ou E(X;) = p, donc P(X; = 1) = p et la loi de la
variable aléatoire X, est la méme que celle de X;. Par I'nypothese de la
récurrence, E(X)) = - - - = E(X,) = p, donc E(Y,) = np, et E(Yr1) = E(Xn+1)
+ E(Y,) = EQX, + 1) + np. En utilisant la formule (3.3) on trouve E(Y,.1)
= (n+ 1) E (X+1) = E(Xq+1) + np, d'ou on obtient E(X+1) = p= P(Xye1 = 1), et
par suite la loi de probabilité de la variable aléatoire X,.1 est la méme que celle
de la variable aléatoire X;, ce qui compléte la preuve.

ii) Notons d'abord que E(Y,) = np. De plus, comme les variables aléatoires
X, pour n > 1 ont toutes la méme loi de probabilité, on a E(X;) = p, et
E(X 2/n) = p. Trouvons maintenant Var(Y,). Parce que les variables aléatoires
Xy, - . ., Xy ne sont pas indépendantes, Var(Y,) # Var(Xy) + - - - + Var(Xp).
Calculerons Var(Y,) de la fagon suivante : si n > 1, alors
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E(Yn+1(yn+l - 1)) - E(Yn(Yn - 1))
= E(Ynzﬂ - Yn+l) - E(Yf - Yn)

E(Y,«.2+1) (n+1)p— E(Y;) +np
E(Y7,) - B(Y]) -
E(Xi+ 4 X)) = (X1 + -+ X)) - p
E(Xpa) + 2E(Xn+|Yn) -p

p+ QE(XI'I+1Y!I) -
= 2E n+ly]

Il

= 2ka[xn+l =1|Y,=k)P(Y, =k)

:=z§j HELD bt =k +1)

E[Yn+1(Yn+l -1))

=2 n+1

(voir le probléme 3, Section 3.3). Donc

E(Yn+1(Yn + ]-)) _ E(Yn(yn - 1))

n(n +1) = A1) n>1.

Cela signifie que %ﬁ est constant pour n > 1. Par conséquent,

E(Ya(Ya = 1)) _ E(t(¥a ~ 1)

n(n—1) 2

ou

e pvin - 1)

ﬂ(ﬂ - l)E(XIXQ)

a(n —1)P((X; =1)N(X;=1))

an-1P(X;=1)P(X,=1|X,=1)
b+c

a+b+c

E(Ya(Ya-1)

il

= n(n—1)p
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Comme

54.

on trouve

Var(Y,)

E(Yn(yn - 1))

E(Y,?) - E(Yn)
Var(Y,) + (E(Y,))? — E(Y,)
Var(Y,) + n’p* — np,

il

n{n—1)p —n2p* +np
np
a+b+c

np
—_— - b
a+b+c(n(b+c)+a np(e + b+ ¢c))

np
(a+b+c)(a+bd)
a+b+nc
a+b+c’

a+b+c
(n=1)(b+c)—nplea+b+c)+a+b+c)

(n(a +b)(b+¢) +ala+b) —nbla+b+c))

np(1 — p)

en utilisant la fait que p = a"j etquel—p= 35

La variable aléatoire Y, représente le nombre obtenu de boules noires
suite & n répétitions de ce procédé.

donc

Montrer I'inégalité de Schwarz® pour les variables aléatoires X, Y,

(E(XY))* < EQRE(YY).

Solution. Pour t un paramétre réel, la variable aléatoire (X + tY)? prend
seulement des valeurs non négatives, donc E((X + tY)?) > 0. En utilisant les
propriétés de I'espérance (I'espérance d'une somme de variables aléatoires est la
somme des espérances et une constante peut étre factorisée), on trouve

0 < E((X+1tY)?)
E(X? +2tXY +°Y?)
E(X?) + 2tE(XY) +t?E(Y?),

2E(Y?) + 2E(XY) + E(X?) > 0.

5Karl Hermann Amandus Schwarz (1854-1928), mathématicien allemand.
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Parce que le coefficient de t? est E(Y?) > 0, le trindme sera non négatif, pour tout t
réel, si et seulement si son discriminant est non positif, c'est-a-dire

(B(XY))’ - E(Y")E(X?) <0,

d’otr 'inégalité désirée.

Siz, i=1,...,nety;, j=1,...,m sont des nombres réels quelcon-

ques et p; > 0, 30, p; = letg; > 0,370, g; = 1, alors montrer

I'inégalité
n m 2 n m
( Zreyjpaqj) < (mepf) (Z yqu) :
i=l j=1 i=1 i=1

Solution. On forme les variables aléatoires indépendantes dont les lois de
probabilité sont données, respectivement par les tableaux

X(zl I")

... Pn

v(n o)
@ - Gm

et on applique I'inégalité du probléeme précédant. Parce que

E(XY) =YY zuypa;,

=1 j=1

et

n m
E(X?) = zlp et E(Y?) =) ylg

i=1 i=1
on obtient I'inégalité demandée.

Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le
tableau 3.6.

Trouver
i) les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y.

ii) la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y).
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-1 0 1

0o |1/18 0/18 1/18 | 1/9
1 | 1/18 4/9 1/18 | 5/9
2 | 118 2/9 1/18 | 1/3

1/6  2/3  1/6 | 1

Tableau 3.6.
Solution. i) On trouve
01 2
X ( 15 3 )
5 8 9
et
-1 01
Y( 141 )
§ 6 6

ii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X,Y") est

[ 0 siz<0ou y<-1

1/18 si0<r<let —1<y<0
1/18 si0<z<let0<y<]1
2/18 si0<z<lety>1

3/18 si 1<z<2et —1<y<0
11/18 si 1<z<2et0<y<x1
12/18 si 1<z <2ety>1
13/18 si z>2et —1<y<0
17/18 si z>2et0<y<1

1 st z>2ety>1

F(z,y) = ¢

\

57. On tire au hasard deux boules en méme temps d'une urne qui contient une boule
blanche, trois boules noires et six boules jaunes.
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206 Chapitre 3. Variables aléatoires

i) Donner la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y), ou X et Y
représentent respectivement le nombre de boules blanches ou noires obtenues.

ii) Donner les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y.
iii)Donner la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y).

iv)Calculer Cov(X, Y) et Corr(X, Y). Vérifier si les variables aléatoires X et Y
sont indépendantes.

Solution. i) Notons d'abord que I'ensemble des valeurs possibles pour le couple
aléatoire (X, Y) est

{(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (0, 2)}-

Parce que tous les ensembles de deux boules choisies parmi les dix boules de
I'urne sont équiprobable, on obtient

po=P(X=0Y=0)= Ll%-,)— = 5/15,
(%)
Po=PX=1Y=0)= % =2/15,
2
3y (6
pm=PX=0Y=1)= (l()ug)l) = 6/15,
2
3
pm=PX=1Y=1)= %= 1/15,
2
3
re=PX=0Y=2)= (Ll:ﬁ)j: 1/15,

n2=PX=1¥Y=2)=0,

il s'ensuit que la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est
donnée par le tableau 3.7.
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0 1 2

0 |5/15 6/15 1/15 |12/15
1 |2/15 115 0 |3/15

7/15  7/15 1/15 | 1

Tableau 3.7.

J

01 2
Y(ll.L)
15 15 15

ii) On trouve

il S
A
\“"-"/

et

207

iii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X,Y) est

(0 siz<Oouy<0

5/15 si0<z<let0<y<l
11/15 si 0<zr<letl<y<?2
F(r,y)=1¢ 12/15 si 0<zr<lety=>2
14/15 siz>let0<y<1
15/15 si z>letl<y<2

1 siz>lety>2

.

iv) On doit caleuler Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). D'abord
d’apres ii), on trouve E(X) = 1/5 = E(X?), et E(Y) =3/5, E(Y?) =

11/15. De plus,

XY(‘.’. i),
5 15

donc E(XY) = 1/15. Par suite, Cov(X,Y) =

1
Trouvons maintenant. Corr(X Y). D’abord, Var(X)
et Var(Y) = & — % = 2. Par suite, o(X) = \/Vm-(X)
oY) = ‘Var(Y —é: donc Corr(X,Y) = 7‘,5 = -0, 218.

1 3
—.x_
_—fllf

TR
o |l
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208 Chapitre 3. Variables aléatoires

Parce que Cou(X,Y) # 0, les variables aléatoires X et Y sont dépen-
dantes. On peut voir aussi que = = P(X =0, Y =0) # P(X =
0)P(Y =0) = £ x .

58. La loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est telle que
PX=1,Y=0)=1/4;
PX=1Y=1)=P(X=1Y=2)=1/8;

P(X=2Y=0)=P(X=2Y=1)=P(X=2,Y=2)=1/6.

i) Donner le tableau qui représente la loi de probabilité conjointe du couple
aléatoire (X, Y).

ii) Posons Z = y/x. En utilisant ce tableau calculer E(Z).

iii)Donner la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y).

iv) Donner les fonctions de répartiton marginales des variables aléatoires X et Y.
v) Calculer Cov(X, Y) et Corr(X, Y).

Solution. i) On trouve le tableau 3.8.

0 1 2

1 | 174 18 178 | 172
2 | 1/6 1/6 1/6 | 1/2

5/12 7/24 T7/24 1

Tableau 3.8.

ii) On trouve

E(Z}=E(§)=l+2x1+lx%+

iii} On obtient
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[0 siz<louy<0

1/4 si 1<zr<2et0<y<l1
3/8 sil<z<2etl<y<?2
Flr,y)=<¢ 1/2 si 1<r<2ety>2
2/3 sixz>z2et0<y<l
5/6 si z>2etl1<y<?2

1 siz>2ety>2

iv) On trouve
0 si <1
Fx(z)=4¢ 1/2 si 1<x<2
1 si 2>2
et
0 si y<0
) 5/12 si0<y<l1
=9 17724 si1<y<2
1 siy>2

v) D’abord E(X) = 3/2, E(X?) = 5/2et E(Y) = 7/8, E(Y?) =
35/24. On trouve que E(XY) = 1+ 2+ 2+ % = 4. Par suite
Cou(X,Y) =L —¥x 1 =L =0,063 Parce que Var(X) = }, on
trouve o(X) = /Var(X) = } = 0,5 et parce que Var(Y) = i35, on
trouve o(Y) = /Var(Y) = 0,832, par suite Corr(X,Y) = %‘;%% =
0,149.

i
18
L
2

59. Considérons le couple de variables aléatoires (X, Y) dont la loi de probabilité est
donnée par le tableau 3.9.

Calculer Cov(X, Y). Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes
?

Solution. On trouve

3 3
E(X)=—2X1—8‘+2>(ﬁ—-—0,
et
1 3 1 3

Par suite Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0 et les variables
aléatoires X et Y sont non-correlées.
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0 1 3

-2 | 1/18 1/18 1/18 | 3/18
0  8/18 4/18 |12/18
1/18 1/18 1/18 | 3/18

2/18 10/18 6/18 | 1

Tableau 3.9.

Par contre, les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car
PX=2Y=1)=#P(X=2) P(Y=1) =3/18 x 10/18.

On lance deux fois de suite une piece de monnaie et, pour i = 1, 2, on définit la
variable aléatoire Xi = qui prend la valeur 1 ou -1 selon que I'on a obtenu Pile ou
Face au i-iéme lancer. En notant respectivement p, O <p<1l)etq=1-pla
probabilité d'obtenir Pile ou Face avec cette piece, peut-on trouver les valeurs de
p telles que

i) les variables aléatoires X, et X; + X,, soient indépendantes ?
ii) les variables aléatoires X; et X;X,, soient indépendantes ?

Solution. Remarquons d'abord que les variable aléatoires X; et X, sont
indépendantes quelles que soient les valeurs de p, avec

P =1)= P(X2= 1) = pet P(X,=-1) = P(X=-1) = q.

i) La variable aléatoire X; + X, prend les valeurs -2, 0, 2. Parce que
P(X; =1, Xy + X, =-2) = 0, les variables aléatoires X; et X, sont liées quel que
soit p, car il y a une probabilité nulle dans le tableau de la loi de probabilité
conjointe du couple aléatoire (X, X; + X»), et

P(Xl = l)P(X1 + X2 = '2) = P(X1 = l)P(Xl =-1, X2 = -1)
= pqf
#0,
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par suite les variables aléatoires X; et X; + X, sont dépendantes quel que soit p,

dans l'intervalle (0, 1). Notons que si p =0 ou p = 1 les variables aléatoires sont
indépendantes.

ii) La variable aléatoire X;X, prend les valeurs -1 et 1. On trouve

P(X,=-1,X;X,=-1)=P(X, =-1,X, = 1) = pq,

PX;=-1,X1Xo=1)=P(X; = -1, Xy = -1) = ¢%

PX,=1,XX;=-1)=P(X;=1,X, = -1) = pq,
PX;=1,X1X,=1)=P(X; =1, X, =1) =p%

Donc la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X3, X;X,) (avec X; = x
et X; X, = y) est donné par le tableau 3.10.

-1 1

-1 Pq q* q
1 pg P p

2pg p+q* 1

Tableau 3.10.

Les variables aléatoires X, et X, X, sont indépendantes si et seulement
si2pg® = pq, 2p%q = pg, (P +¢%)g = ¢*, et (p*+¢*)p = p*. Ces quatre
égalités sont vérifiées si et seulement si p =g = % Dans ce cas, la loi
de probabilité conjointe du couple aléatoire (X,Y’) est donnée par le
tableau 3.11.

Parce que pour tout 2,y € {—1,1} on a
P(X: =12, XXz = y) = P(X: = 2) P(X1 Xz =),

les variables aléatoires X, et X, X, sont indépendantes.
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Ia 1
T

1 1 1
-1 1 i 2
1 1 1
1 3 i 2

1 1
2 2 1

Tableau 3.11.

61. Trouver la covariance et le coefficient de corrélation pour le couple aléatoire
(X, Y) dont la loi de probabilité est donnée dans le probléme 56.

Vérifier si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Solution. On trouve

5 3 11
E[X)—1x§+2x§—3,
1 1
= — - —=01
E(Y) 1X6+1x6
et
1 1 1 1
E{XY)=(—1)><T8-+1Xi§+(—'2)><1—8+2xﬁ—0‘

Par suite Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =0, et Corr(X,Y) =0.
Les variables aldtoires X et Y sont non-correlées.

Les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car

1 1 1
62. Soit les variables aléatoires X et Y dont les lois de probabilité sont
données par
0 3
X ( 1/3 2/3 )
et
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-1 0 2
Y( 1/3 1/2 1/6)'
On suppose que P(X = 3, Y = 2) = 2P(X = 0, Y = -1) et on pose
PX=0Y=-1)=a

i) Donner la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) en fonction
de a. Est-ce que a peut étre quelconque ?

i) Calculer Cov(X, Y). Les variables aléatoires X et Y peuvent-elles étre
indépendantes ?

Solution. i) Comme chaque probabilité doit se situe dans I'intervalle [0, 1], on
trouve que a doit étre dans l'intervalle [0, 1/2].

On calcule les probabilités a partir des deux probabilités données et des
probabilités marginales. On obtient le tableau 3.12.

I 0 2
z
a 1/6+ae¢ 1/6-2a | 1/3
1/3-a 1/3-a 2a 2/3
1/3 1/2 1/6 1

Tableau 3.12.

ii) On trouve E(Y) = 0. Parce que

E(XY)=-3 (%-a) +6 x 2a = 15a — 1,

il s'en suit que Cov(X,Y) = 15a — 1. Si les variables aléatoires X et
Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0, donc @ = . Mais si,
a= L, alors

1

P(X=0,Y =-1)= 1 #3 x 3 = P(X = 0)P(Y =-1)

Donc les variables aléatoires X et ¥ ne sont jamais indépendantes.
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63. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est

(0 si z<—2o0uy<0

1/12 si —2<z<2et0<y<1
3/12 si —2<z<2etl<y<?2
Flz,y)=1¢ 4/12 si —2<z<2ety>2
7/12 siz=22et0<y<l1
11/12 siz>2etl1<y<?2

1 si z>2ety>2

\

Trouver la loi de probabilité du couple (X, Y).

Solution. Les limites gauches des intervalles fermés a gauche, de variations de x
sont -2, et 2, et les limites gauches des intervalles fermés & gauche, de variations
de y sont 0, 1 et 2. Donc le couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les
couples (-2, 0), (-2, 1), (-2, 2), et les couples (2, 0), (2, 1), (2, 2). Le saut de la
fonction F(x, y) dans le point (-2, 0) est 1/12 - 0 = 1/12, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 0). Le saut de la fonction
F(x, y) dans le point (-2, 1) est 3/12 - 1/12 = 2/12, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 1). Le saut de la fonction
F(x, y) dans le point (-2, 2) est 4/12 - 3/12 = 1/12, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 2). Le saut de la fonction
F(x, y) dans le point (2, 0) est 7/12 - 4/12 = 3/12, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 0). Le saut de la fonction
F(x, y) dans le point (2, 1) est 11/12 - 7/12 = 4/12, qui est la probabilité avec
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 1). Enfin le saut de la
fonction F(x, y) dans le point (2, 2) est 1 - 11/12 = 1/12, qui est la probabilité
avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 2). La loi de

probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.13.

64. Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 3, 2 et Var(X) = 0, 64. Trouver une

borne inférieure pour la probabilité
P(1,2<X<5,2).

Solution. On applique !'inégalité de Tchebychev, avec € = 2, donc

0,64
P(1,2< X <5,2)=P(IX -3,2/<2) 2 1- =~ =084
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I o 1 2
I
2 | 112 2/12 /12 | 4/12
2 3/12 4/12 112 | 8/12
4/12 6/12 2/12 1

Tableau 3.13.

65. Soit une variable aléatoire X telle que E(X) = 2 et E(X?) = Trouver une

66.

67.

borne inférieure pour la probabilité

P(1<X<3).

Solution. On applique I'inégalité de Tchebychev, avec € = 1. On
trouve Var(X) = E(X?) — (E(X))?* = 2, donc

L=

2
P(1<X<3)=P(|X—2|<1)21—§=

L'inégalité de Tchebychev appliquée a la variable aléatoire X ou E(X) = 4 donne
P(\X - 4\ < 2) > 0, 54. Déterminer la variance de la variable aléatoire X.

Solution. De var X) / €= 0, 46 on obtient Var(X) = 4 x 0,46 = 1, 84.

On lance une piéce de monnaie 100 fois. Montrer qu'avec une probabilité aussi
grande que 3/4, le nombre de faces est contenu entre 40 et 60.

Solution. La variable aléatoire qui prend comme valeurs le nombre de faces a
une distribution binomiale avec p = 1/2 E(X) = np = 50 et Var(X) = np(1 - p)
= 25. En appliquant I'inégalité de Tchebychev avec € = 10, on obtient

25
P(40 < X < 60) = P(IX - 50| <10) > 1 = 355 =0,75.
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68. On lance un dé 120 fois. Trouver une borne inférieure pour la probabilité

69.

P(15 < X < 25) ou X représente le nombre d'apparitions de la face avec 6 points.

Solution. La variable aléatoire X a une distribution binomiale avec p= 1/6, donc
E(X) = 20 et Var(X) = 50/3. En appliquant I'inégalité de Tchebychev, on obtient

50 1
P(15< X <25)=P(X -20|<5)>1— —— =

2%5%x3 3

Soit X une variable aléatoire obéissant a une distribution binomiale. On réalise n
épreuves indépendantes et soit Y =x/n.

i) Pour p = 0,4, n = 1 000, trouver une borne inférieure pour la
probabilité P(0,2 < ¥ < 0,6).

ii) Soit p = 0, 4. Déterminer la plus petite valeur de n telle que

P(lY —0,4] <0,2) > 0,997.
iii) Soit p = 0,4, n = 100. Déterminer le plus petit € tel que
P(lY — 0,4| <€) > 0,76.
iv) Soit n = 100. Trouver p tel que
P(lY - p| <0,1) > 0,75.
Solution. On applique I'inégalité de Tchebychev sous la forme

p(1—p)
P(IY —pl <€) 21 ==,

car E(Y)=pet Var(Y) = ’1(1,‘;’1.

i) P(0,2<Y <0,6) = P([Y - 0,4] <0,2) > 1 — 500 = 0,994,
ii) De 1 — 255¢ > 0,997 on obtient n = 2 000.

iii) De 1 — %3X88 > 0,76 on obtient €? = 1z = 0,01 donc € = 0, 1.
iv) De 1 — 1{—&5}% = 0,75 on obtient p* — p+ 0,25 = 0 donc p =0, 5.
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3.3 Problemes proposés

1. Douze crayons sont placés au hasard dans trois boftes numérotées de 1 & 3.
Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente le nombre de
crayons dans la premiére boite.

2. Sur le chemin de la maison a I'école un étudiant passe par quatre intersections
dotées de feux de circulation ayant deux couleurs : rouge et vert. En supposant
que la probabilité de croiser un feu rouge soit 0,5 a chaque intersection, donner
la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de feux
verts croisés par I'étudiant jusqu'a ce qu'il rencontre un premier feu rouge, ou
qu'il soit rendu a la maison.

3. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau
T x -
( M - Pn ;
Trouver la loi de probabilité de la variable aléatoire X (X - 1).
4. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est
(1234,

Représenter graphiquement la fonction de masse et la fonction de répartition de la
variable aléatoire X.

QW

[ -
Lo Ll ¥
ool G

5. La fonction de masse de la variable aléatoire X est donnée par la figure 3.9.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

6. On jette deux dés. On considére la variable aléatoire "nombre de un ou de deux
marqués”. Quelle est la fonction de masse de cette variable aléatoire ?

7. Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. Trouver la fonction de
masse de chacune des variables aléatoires suivantes
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L 1T

@®p—
]

Figure 3.9.

i) le nombre de boules blanches obtenues au cours de 3 tirages successifs, sans
remise.

ii) le nombre de boules tirées au hasard, sans remise, requis pour obtenir une
boule noire.

8. Déterminer k de sorte que la fonction

flz) =

k siz=1,4
0 ailleurs

soit une fonction de masse. Donner le graphique de cette fonction.

9. Soit X une variable aléatoire, dont la fonction de répartiton est donnée par la

figure 3.10.
¥
1 —_—
%--—o
0 4 T

Figure 3.10.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
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3.3. Problémes proposés 219

10. Une loterie est émise. Cent billets sont proposés. Parmi ces billets 5 gagnent
chacun un lot de $1 000 ; 10 gagnent un lot de $500 ; 15 gagnent un lot de $200

; 20 gagnent un lot de $100, les autres billets ne gagnent rien. Soit la variable
aléatoire X "gain du joueur".

i) Donner la fonction de masse de la variable aléatoire X.

ii) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
iii)Calculer P(X > 100).

iv) Calculer P(X < 200).

11. Les quelles des fonctions suivantes sont des fonctions de répartition ?

i)
0 siz<-5
F(z)=<¢ 1/2 si —5<z<5H
1 si S«
ii)
0 siz<0
Flz)=¢ 1/n sin-1<z<n;, n=12...,10
si 10<z
iii)
0 si z< -3
Fz)={ 1/2 si —5<z<5
1 si 5<«z
iv)
0 si x<1
F(r)=4¢ 1/2 si z=1
1 si 1<z
v)

0 si z<1
1/4 si 1<z2<2

Fz)={ 2/4 si 2<z<3
3/4 si3<z<4
1 si4<=zx
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Chapitre 3. Variables aléatoires

Un joueur de basketball atteint le panier lors d'un lancer avec une probabilité
0,7. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le
nombre de succeés quand le joueur effectue 5 lancers.

Deux joueurs d'égale habileté jouent aux échecs (la probabilité que n'importe
lequel des joueurs gagne est 0,5). Donner la loi de probabilité, la fonction de
masse et la fonction de répartition de la variable aléatoire X qui représente le
nombre de parties gagnées par un des joueurs quand ils jouent 5 parties.

Un lot de 12 pigeons voyageurs est envoyé vers une destination. Sachant que la
probabilité de retour est la méme pour chaque pigeon et égale a 0,8, donner la
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre
de pigeons qui rentrent au colombier.

A un concours de tir & I'arme lourde, la cible consiste d'un disque central et de
neuf couronnes circulaires. La probabilité qu'un champion atteigne le disque en
un seul tir est de 0,98. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui
représente le nombre de fois que le tireur fait mouche (atteint le disque) en dix
tirs.

On controle la qualité d'un lot de 25 appareils. La probabilité qu'un appareil soit
rejeté est 0,01. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui
représente le nombre d'appareils acceptés.

On contrdle quatre lots de pieces faites sur quatre tours. Les probabilités qu'une
piéce tirée d'un de ces quatre lots soit défectueuse sont respectivement
0,01; 0,02; 0,04; 0,05. On extrait au hasard une piece de chaque lot. Donner la
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de piéces
défectueuse.

Trois tireurs visent une cible. Les probabilités datteindre la cible pour chaque
tireur sont respectivement 0,50; 0,80; 0,40. Donner la loi de probabilité de la
variable aléatoire X qui représente le nombre de succés lors d'un tir simultané de
ces trois tireurs.

On convoque 4 personnes par téléphone a une réunion. Les probabilités que
la ligne soit engagée lors des appels sont 0,1; 0,01; 0,03; 0,02
respectivement pour les quatre personnes. Donner la loi de probabilité de la
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20.

21.

22.

23.

variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de personnes rejointes si
on fait un seul appel a chaque personne.

D'une urne contenant 15 boules blanches et 5 noires, on pige 4 fois sans remise
une boule a la fois. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui
représente le nombre de boules blanches sélectionnées.

A un concours de musique vocale se présentent 36 concurrents, 16 hommes et
20 femmes. Par tirage au sort, ils sont répartis en groupes de 6, chaque groupe
devant se présenter devant le jury a un jour fixé. Donner la loi de probabilité de
la variable aléatoire X qui représente le nombre de femmes qui se présentent au
jury, lors de la premiére journée d'audition.

Pour le contrdle de la qualité d'un lot de 100 pieces on extrait d'un seul coup 10
piéces. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le
nombre de pieces rejetées parmi les 10 choisies, si la proportion de piece
défectueuse du lot est 0,3.

La loi de probabilité d'une variable aléatoire est donnée par le tableau

1 2 3
X(O,Q 0,3 0,5)'

Donner la loi de probabilité des variables aléatoires

X% X% X7 2X: X - 1.

24. La loi de probabilité d'une variable aléatoire est donnée par le tableau

-1 0 1
X(o.? 0,4 0,4)‘

Donner la loi de probabilité des variables aléatoires X" pour n=1,2,3,...

25. Soit Xy, X, deux variables aléatoires indépendantes ayant les lois de probabilité

données par les tableaux

1 2
X1 ( 0,5 0,5)
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26.

217.

28.

29.

30.

31

Chapitre 3. Variables aléatoires

0 1
X2(0,7 0.3)'

Donner la loi de probabilité des variables aléatoires

et

XP+ X2 X+ X3 (X + X5)% X2X2.

A un concours de tir il faut atteindre une cible formée d'un disque central et de
deux couronnes circulaires. Si un tireur atteint le disque, il regoit 5 points. S'il
atteint les couronnes, il recoit 3 points et 2 points, respectivement. Donner la loi
de probabilité de la variable aléatoire X qui représente la somme des points
obtenus par un tireur en 3 tirs, si les probabilités d'atteindre le disque et les deux
couronnes sont respectivement, 0,5; 0,3 et 0,2.

On lance deux dés. On demande

i) la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente la somme des
points obtenus.

ii) la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente le produit des
points obtenus.

Chague chiffre du nombre 10%a + 10b + c est obtenu en extrayant une boule
d'une urne contenant 10 boules numérotées de 0 a 9. Donner la loi de probabilité
de la variable aléatoire qui représente la somme des chiffres du nombre ainsi
obtenu.

On considere I'équation 2x - a = 0 ou le coefficient a est déterminé de la fagon
suivante : on extrait une boule de chacune de n urnes, chaque urne contenant n
boules numérotées de 1 a n, et on prend pour a le plus grand nombre obtenu.
Trouver la probabilité que I'équation ainsi obtenue ait comme racine x = 4.

Chaque coefficient de I'équation a tan x = b est obtenu en langant un dé. Trouver
la probabilité que I'équation ainsi obtenue ait comme racines x =« / 4 + kir ou
kz est un nombre entier.

Les coefficients a, b de I'équation ax®+by? = 10 sont obtenus en lancant un dé.
Trouver la probabilité que I'équation ainsi obtenue représente un cercle.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

On considére I'équation ax + 2 + 2x + d = 0 ou les coefficients a et d sont
obtenus en langant un dé. Trouver la probabilité que I'équation ainsi obtenue soit
réciproque. Une équation agx® + ap + a,x + ag = 0 est réciproque si a, = +ag et a,
=tap

On considére I'équation x° - ax? + bx - 1= 0 ol les coefficients a et b sont obtenus
en extrayant une boule dune urne contenant n boules numérotées
de 1 & n. Trouver la probabilité que I'équation ainsi obtenue soit réciproque.

Chague coefficient du polyndme p(x) = % + bx? + cx + d est obtenu en langant un
dé. Trouver la probabilité que le polyndme ainsi obtenu soit un cube parfait.
Déterminer effectivemment les cubes parfaits pour lesquels la probabilité est
positive.

On détermine les nombres a, b, ¢ en langant un dé. Trouver la probabilité que les
nombres complexes a + ib, 1 - ic soient conjugués.

On considére le cercle X* + y*= 8 et la famille de droites x + y - A = 0. Trouver la
probabilité que la droite obtenue soit tangente au cercle si on prend pour A le
nombre de points réalisés en langant un dé.

Chaque coefficient de I'équation ax - b = 0 est obtenu en langant un dé. Trouver
la probabilité que I'équation obtenue ait une racine entiére.

Les coefficients b et ¢ de I'équation x* - bx + ¢ = 0 sont déterminés en langant un
dé. Trouver la probabilité que I'équation obtenue ait comme racines les nombres
X1 = 2, X = 3.

Chague coefficient de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 est déterminé en langant un dé.
Trouver la probabilité que I'équation obtenue ait comme racines les nombres

|) X =1 % =4
||) X =-1, %= -3.
|||) X =-1, % =-7.

On consideére le systeme d'équations linéaires

oz +by=2

@z + by =1
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Chapitre 3. Variables aléatoires

ou chaque coefficient est obtenu en langant un dé et en prenant le nombre de
points réalisés. Trouver la probabilité que le systéme ainsi obtenu ait une
solution unique.

41. On considére la matrice

42.

43.

44,

45.

46.

47,

Mz[al aez]
a3 a4

ou les éléments a;, a, as, a, sont obtenus en lancant un dé. Trouver la
probabilité que la matrice ainsi obtenue soit singuliére. Trouver la probabilité
que la matrice ainsi obtenue soit non singuliére.

Dans un plan, on considére deux droites données par les équations axx + b,y = 0
et apx + by = 1, ou les coefficients a, by, a, b, sont obtenus en langant un dé.
Trouver la probabilité que les deux droites ainsi obtenues soient concourantes.

On considére la droite donnée par I'équation ax + by + ¢ = 0 ou les coefficients
a, b, c sont déterminés en lancant un dé. Trouver la probabilité que la droite ainsi
obtenue passe par le point (1, 1).

On donne I'équation ax + by + ¢ = 0 ou les coefficients a, b, ¢ sont déterminés
en langant un dé. Déterminer les valeurs de m telles que la probabilité que la
droite obtenue passe par le point (-m, 1) soit positive.

On considére I'équation ax + by - ¢ = 0 ou chaque coefficient est obtenu en
extrayant une boule d'une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. Trouver
la probabilité que la droite ainsi obtenue passe par le point (1, 1).

On considére I'équation X - 4x + 3 = 0. Trouver la probabilité qu'en langant deux
dés les nombres obtenus soient les racines de I'équation donnée.

Les coefficients de I'équation a + bx + ¢ = 0 sont obtenus en lancant un dé.
Trouver la probabilité que les racines de cette équation soient l'inverse
I'une de l'autre.
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Chaque coefficient du trinéme y = ax? + 2bx + c est obtenu en langant un dé.
Trouver la probabilité que le trindme ainsi obtenu soit positif pour tout x réel.

Les coefficients de I'équation ax® + bx + ¢ = 0 sont obtenus en langant un dé.
Trouver les probabilités que I'équation ainsi obtenue ait des racines complexes ;
des racines réelles.

On place au hasard 6 balles dans 2 boites. Trouver la valeur moyenne de la
variable aléatoire X qui représente le nombre de balles dans la deuxieme boite.

Pour la variable aléatoire du probléme 12, trouver la valeur moyenne, la variance
et I'écart-type.

Pour la variable aléatoire du probléeme 13, trouver la valeur moyenne et la
variance.

Un joueur de basketball réussit un panier lors d'un lancer avec une
probabilité 0,9. Trouver la valeur moyenne et la variance de la variable aléatoire
qui représente le nombre de succes alors que le joueur lance 5 fois le ballon.

Un lot de 100 pigeons voyageurs sont envoyés vers une destination. Sachant que
la probabilité de retour est la méme pour chaque pigeon et égale 0,8, trouver

i) la valeur moyenne, la variance et I'écart-type pour le nombre de pigeons qui
reviennent.

ii) la valeur moyenne, la variance et I'écart-type pour le nombre de pigeons qui
ne reviennent pas.

On sélectionne avec remise k boules d'une urne contenant a boules blanches et b
boules noires. Trouver

i) la valeur moyenne de la variable aléatoire X qui prend comme valeurs le
nombre de boules blanches sélectionnées.

ii) la variance de la variable aléatoire X.

On controle 3 lots de pieces fabriquées a l'aide de trois tours. Les
probabilités de choisir une piéce défectueuse de ces trois lots sont 0,05 ;
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Chapitre 3. Variables aléatoires

0,02 et 0,04 respectivement. On extrait au hasard une piece de chaque lot.
Trouver la valeur moyenne et la variance du nombre de pieces défectueuses.

Pour la variable aléatoire du probleme 17, trouver la valeur moyenne et la
variance.

On considére un appareil électrique formé de cing éléments numérotés de 1 & 5
et qui peuvent tomber en panne indépendamment. Soit p,=0,2 + 0, 1(k- 1) la
probabilité que I'élément numéroté k tombe en panne pour k= 1, ..., 5. Trouver
la valeur moyenne et la variance du nombre d'éléments défectueux sur un
appareil.

Pour la variable aléatoire du probleme 21, déterminer la valeur moyenne
et la variance.

Pour la variable aléatoire du probleme 22, déterminer la valeur moyenne
et la variance.

Dans 10 boites numérotées de 1 a 10, on introduit au hasard 10 boules
numérotées de 1 a 10, une boule dans chaque boite. Trouver la valeur moyenne
et la variance du nombre de concordances (on dit qu'il y a concordance si dans la
boite numérotée j on a introduit la boule numérotée j).

Six couples participent a un diner. Supposant que pour une danse les couples se
forment au hasard, trouver la valeur moyenne et la variance du nombre de
couples qui dansent ensemble.

Une compétition sportive entre deux clubs se déroule en 10 étapes. A la
premiere étape chaque club est représenté par le méme nombre de joueurs,
chacun ayant les mémes chances pour la premiere place. Le club auquel
appartient le joueur gagnant de I'étape k, k = 1, ..., 9 peut introduire 5 joueurs a
la compétition qui participeront avec les autres a I'étape k + 1. Trouver la valeur
moyenne du nombre d'étapes gagnées par chaque club séparément.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

1 = =z
X(0,2 0,4 0,4)'

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


3.3. Problémes proposés 227

66.

67.

68.

69.

Trouver z;, 2 sachant que E(X) =1,4et 2o =2, + 1.

. Déterminer a, p,, p2 de la loi de probabilité donnée par le tableau

suivant
X ( 0 a ) ,
P P
sachant que E(X) = ,1—, et E(X?) = %

La variable aléatoire X a la loi de probabilité donnée par le tableau

(1)

Déterminer les nombres a et b pour que E(Y) = 0,Var(Y) = 1, ou
Y =aX +0.

B et

Calculer le moment d’ordre 3 de la variable aléatoire X ol

-1 01
X(l 11)-
2 4 4

Soient les variables aléatoires indépendantes X, et X, dont les lois de
probabilité sont données par les tableaux

-1 2
X ( 3 T )
10 10

xg( B )
10
Trouver

i) E(X1 + X2); E2Xy + X2); BE(X1X2); E(X, X2 +1); E(2X1X2).

i) Vaer(X, + X3); Var(2(X, + X3)); Var(2X, + 4X,); Var(2X, +
4X; +6).

et

[
D= O
[ —1

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

1 22 ... n?
X(L 1 1)-

Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X.
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Variables aléatoires 70. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par

le tableau
1 22 ... a8
X( 11 1 )
n n n

Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X.

71. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

x(1301)

i) Calculer la valeur moyenne de la variable aléatoire X.

[

2= 3

ii) Calculer les moments d'ordre 2 et 3 de la variable aléatoire X.

72. On lance un dé et on considére la variable aléatoire X prenant la valeur 0 si le
résultat est inférieur ou égal a 4 et la valeur 1 si le résultat est supérieur a 4.

i) Trouver la fonction de répartition de la variable aléatoire X. Donner le
graphique de cette fonction.

ii) Calculer E(X) et Var(X).

73. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est donnée par

_f1/5 siz=1,234,5
f(z) = { 0 ailleurs

Calculer E(X); E(X* +4); E(X®-2X +6).

74. On considére une variable aléatoire X prenant toutes les valeurs entiéres
allant de 1 & n avec la probabilité P(X = i) = k(n) (3!) pour i =
1, 2 ..., n

i) Quelle est la valeur de k(n)?
ii) Calculer E(X).

75. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes ayant des variances.

i) Exprimer la variance du produit X Y en fonction des valeurs moyennes et des
variances de Xet Y.
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3.3. Problémes proposés 229

ii) Appliquer le résultat obtenu aux variables aléatoires X et Y dont les lois de
probabilité sont données par les tableaux

-1 1
X ( 0,4 0,6 )
et
-2 2
Y( 0,5 0,5 )
Calculer directement la variance du produit X Y & partir de la définition.

76. Montrer que
n n 2 n n
(E5e) <50 (5)
k=1 j=1 k=1 j=1

77. Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, si la loi de
probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.14.

2 4
1 | 3/24 15/24| 3/4
3 | 1/24 5/24 | 1/4
1/6  5/6 | 1

Tableau 3.14.

78. Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par
le tableau 3.15.

i) Trouver les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y.
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79.

80.

Chapitre 3. Variables aléatoires

0 1
1 |16 1/6 | 1/3
2 | 1/6 172 | 2/3

/3 2/3 | 1

Tableau 3.15.

ii) Trouver la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y).
iii) Trouver la covariance des variables aléatoires X et Y.
iv) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Trouver les lois marginales de probabilit¢ des variables aléatoires
Xet Y, la covariance et le coefficient de correlation pour le couple aléatoire (X,
Y), dont la loi de probabilité conjointe est donnée par le tableau 3.16.

-1 0 1

.1 |16 1/9 1/6 | 8/18
1 | 2/9 1/9 2/9 | 5/9

7/18  2/9 7/18 | 1

Tableau 3.16.

Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau
3.17.

i) Trouver la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y), ainsi
que les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires
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3.3. Problémes proposés 231

0 1

0o | 029 029 | 058
0,29 0,13 | 0,42

0,58 042 1

Tableau 3.17.

XetY.

ii) Trouver la covariance et le coefficient de corrélation des variables
aléatoires Xet Y.

81. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire est

(0 siz<-1ouy<0O
4/15 si ~1<zx<0 et 0<y<l

7/15 si —1<r<0et 1<y<2
8/15 si —~1<z<0et y=>2
9/15 si 0<z<let 0<y<l
Flz,y) =14 10/15 si 0<z<1let 1<y<?2
11/15 si 0<z<l et y>2
13/15 siz>1et 0<y<l
14/15 siz>let 1Sy<2

1 siz>let y>2

.

Trouver la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, ).

82. Pour la variable aléatoire X on a E(X) = 20 et Var (X) = 16. Trouver une limite
inférieure pour la probabilité P(10 < X < 30).

83. Pour la variable aléatoire X on a E(X) = 80 et E(X 2) = 6 416. Trouver une limite
inférieure pour la probabilité P(40 < X < 120).
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232 Chapitre 3. Variables aléatoires

84. Linégalité de Tchebychev appliquée a la variable aléatoire X ot E(X) = 3 donne
P(\X - 3\<2)>0,86.
Trouver la variance de la variable aléatoire X.

85. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau

123
X(Lll)'
2 4 4

Trouver une borne inférieure pour la probabilité que la variable aléatoire X - E(X)

prenne ses valeurs dans l'intervalle (-3, 3).

86. La probabilité d'apparition de I'événement A est égale a 1/2. On réalise
10 000 épreuves indépendantes. Est-ce que I'on peut affirmer, avec une
probabilité plus grande que 0,99, que le nombre d'apparitions de A se situera

entre 4 000 et 6 000 ?

87. La probabilité d'apparition de I'événement A est égale & 0,25. On réalise
1 000 épreuves indépendantes. Trouver une borne inférieure pour la probabilité

que le nombre d'apparitions de A soit situé entre 150 et 350.

88. On fait 200 extractions, avec remise, d'une urne ayant 60 boules blanches et
40 boules noires. Trouver une borne inférieure pour la probabilité que le nombre

d'apparitions de la boule blanche soit contenu entre 100 et 140.

89. Dans les mémes conditions que celles du probléeme précédent, trouver une borne
inférieure pour la probabilité que le nombre d'apparitions de la boule noire soit

contenu entre 60 et 100.

90. Pour contrdler la qualité d'un lot de piéces, on extrait au hasard, avec remise,
100 pieces du lot. Soit p =0, 90 la probabilité qu'une piece choisie au hasard est
conforme aux normes. Trouver une borne inférieure pour la probabilité que le
nombre de piéces correctes dénombrées parmi les pieces examinées soit contenu

entre 80 et 100.

91. Soit X une variable aléatoire obéissant a une distribution binomiale ol n est le

nombre d'épreuves indépendantes et soit Y = x/ n.
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3.4. Indications et réponses 233

En posant p= 0,6, n =1 000, trouver une borne inférieure pour la probabilité P(0,
3<Y<0)9).

En posant p = 0, 6, trouver la plus petite valeur de n telle que
P(\Y-0,6\<0,1) > 0,976.

En posant p = 0, 5 n = 5 000, trouver le plus petit € tel que
P(\Y- 0,5\ < €) > 0,998 750.

En posant n = 500, trouver ,tel que P(I'Y —PI < 0,4) >0, 997.

3.4 Indications et réponses

L PO =B = () () ()" = ()%t k=012,
(voir probléeme 2, Section 3.2.)

J

X(X_l)(zl[xl-l) cor ZIp(zn—1) )‘

w0
Q= b3

;l»—' =5
S

et
ol

3. On trouve

n Pn

car

PX=2;,X-1=2z;-1)=P(X =1, X=“’J')={g£ : z;j

4. Le graphique de la fonction de masse est donnée par la figure 3.11.
Le graphique de la fonction de répartition est donnée par la figure 3.12.

5
0= () () () 2o

5. On trouve

ool =t
@[ b
el G
- T =
p

6. On trouve
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y

3

8

1

4

1

8

0 1 2 3 4 T
Figure 3.11.

v

1 —_—

% —

% ey

i- S}

ol 1 2 3 4 z
Figure 3.12.
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donc
4/9 si z=0
) 4/9 siz=1
fla) = 1/9 six=2
0 ailleurs

7. 1) On trouve

(26

flz) = 2132 £ =0,1,2,3.

()

donc
1/35 si z=0
12/35 si =1
flz) =4 18/35 si z=2
4/35 siz=3
0 ailleurs
i)
() 3
= E2L = 4,5.
f(x) (:31) X S—E, T 1)2?3)
donc
15/35 siz=1
10/35 si z=2
_ ) 6/35 siz=3
F@)=14 335 sic=4
1/35 si z=35
0 ailleurs
8 k=1

Le graphique est donné par la figure 3.13.

)

9. On trouve

[X] 1S
IR e
\“"—-‘/
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¥
1
2
0 1 4 T
Figure 3.13.
10. i) On trouve
1/2 siz=0

1/5 si =100
_} 3/20 si z=200
f@) =1 110 si z =500
1/20 si z=1000
0 ailleurs

ii) On trouve

0 si x<0

0,50 si 0<z<100
0,70 si 100 < z < 200
0,85 si 200<z <500
0,95 si 500< z <1000
1 si 1000<x

iii) P(X >100) =1 - P(X < 100) = 1 - F(100~) = 0, 50.
iv) P(X < 200) = F(200-) = 0, 70.
11. i) non, car la fonction n'est pas continue i droite en z = —5 et en
=35,
ii) oui.
iii) oui.
iv) non, car la fonction n'est pas continue & droite en z = 1.

v) oui.
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12. La variable aléatoire X a une distribution binomiale,

P(X=k)= (2) (0,7)%(0,3)°%, k=0,...,5.

13. La variable aléatoire X a une distribution binomiale,

P(X=k)= (2) (%)5; k=0,...,5.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau
2 3 4 5
X ( s ) .

32 32 32 32
La fonction de masse de la variable aléatoire X est

g~ o
Blen =
—_

(=]

o
(=]

((1/32 siz=0
5/32 siz=1
10/32 si z=2

flz)=4¢ 10/32 si z=3

5/32 siz=4

1/32 siz=5

L 0 ailleurs

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est

(0 si 2 <0
1/32 si0<z<1
6/32 si1<z<?2

F(z)=¢ 16/32 si 2<z<3

26/32 si 3<z<4

31/32 st 4<z<5H

1 si 5<zx

14. La variable aléatoire X a une distribution binomiale,

P(X=k)= (1:) (0,8)%(0,2)'*°*; k=0,...,12.
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238 Chapitre 3. Variables aléatoires

15. La variable aléatoire X a une distribution binomiale,

P(X =k)= (lf) (0,98)%(0,02)'°*;k = 0,...,10.

16. La variable aléatoire X a une distribution binomiale,

P(X =k)= (2:) (0,99)%(0,01)%*;k =0,...,25.

17. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, et pour trouver les
probabilités on utilise le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable
aléatoire X est donnée par le tableau

X 0 1 2 3 4
0,88482 0,11044 0,00466 0,00008 0 /-

18. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les probabilités en
utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est
donnée par le tableau

X 0 1 2 3
0,06 0,34 0,44 0,16 /'

19. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. On trouve les probabilités
en utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable aléatoire X
est donnée par le tableau

X 0 1 2 3 4
0 0,00012 0,00674 0,14616 0,84698 /-

20. On applique le schéma de I'échantillon sans remise,

0 1 2 3 4
X G Go Ge 6o (B )
4 4 4 4 2-‘
21. La variable aléatoire X prend les valeurs 0,1, ..., 6. On trouve les probabilités en
utilisant le schéma de la sélection sans remise.
(o) (6
P(X =k)=-28% k=0,..,6

()
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3.4. Indications et réponses 239

22. La variable aléatoire X prend les valeurs 0,1, ... ,10. On trouve les probabilités en

utilisant le schéma de la sélection sans remise. Dans le lot il y a 70 pieces
correctes et 30 défectueuses.

)
10
23, . o
2 I
X (0,2 0,3 0,5 )"
of 1 8 20
X (0,2 0,3 0,5 )
af 13
X (0,2 0,3 0,5 )
2 4 6
2X(0,2 0,3 0,5)'
0 1 2
X‘l(o,z 0,3 0,5)'
24, ;
. 1
X (0,4 0,6
sin=2ket
S -1 0 1
X (0,2 0,4 0,4
sin=2+1.
25.

2, v2f 1 2 4 5
X1+X2(0,35 0,15 0,35 0,15 )’

12 3
X‘*‘“(u,ss 0,50 0,15)'
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of 1 49
(X1 +Xz) (0,35 0,50 0,15)'

ayaf 0 1 4
X1X2(0,70 0,15 0,15)'

26.
X 6 7 8 9 10 11 12
0,008 0,036 0,054 0,087 0,180 0,135 0,15
13 15
0,225 0,125 )
27. i)
(2 3 45 6 7 8 9 10 11 12)
Xi{ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
67 & 8 6¢ & 67 8 8 & BT B2
i)
(1 2 3 4 5 6 8 9 10
Xo|l 1 2 2 3 2 4 2 1 2
87 67 67 67 BF B2 B2 67 62
12 15 16 18 20 24 25 30 36 )
4 2 1 2 2 2 1 2 1 )-
62 5% 62 67 ¥ 6% BT 62 67
28.

( 0 1 2 3 4 5 6
X| 1 3 6 10 15 21 28
107 10 107 107 109 109

8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

45 55 63 69 73 75 75 73 69 63 55 45
107 108 107 108 108 107 107 107 107 108 10° 109

20 21 22 23 24 25 26 27)
36 28 21 15 10 & 3 1
F 108 109 105 107 108 108 0%

PXi+Xo+ X3 = k) ZjP(Xl = jIP(Xo+ X3 = k—j) =
ijip(xl = j)P(X2 = i)P(X3 =k-J _'i) = I%EZj,iP(XG =
k—j—1), les indices j et i ne prennent pas indépendamment les valeurs
de 1 4 9, mais seulement les valeurs telles que 0 < k—j —7 < 9.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Sin > 8, alors P (¥ =4) = P(X = 8) = £=I=, (voir probleme 31 iii)

nn

Section 2.3). Si n < 8, la probabilité cherchée est zéro.

P(Xy=X5) =3, P(Xi =k)P(Xo =k) = 55 = .
P(X,=X;) =1
P(X,=X,) = ;‘i

L'équation p(x) = 0 doit avoir une racine triple. Soit a cette racine, alors en
utilisant les relations entre les racines et les coefficients d'une équation, on doit
calculer

p= P(X; = —3a)P(X; = 30*)P(X;3 = —a®).
On a p # 0 seulement si @ = —1;p = gz et le cube parfait est (z + 1)3.
P(Xl =1, X2 = XS) = P(Xl = I)P(Xg = Xs) = 6‘15'-

On élimine y du systéme

I
oo

$2+y2

et 'équation obtenue 2z% — 2Az + A\* — 8 = 0 doit avoir une racine
double, donc A = 16 — X2 =0 et P(X?=16) = L.
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37. 6
6 X &
Zp(fzk) ZP(Xzszl)
k=1 1 k=1
1
= 2D P(X2=kj)
k.
1 (S 2
= (ZP(){2 =j)+ ) P(X2=3)
j=1 i=l1
2
+ 3 P(Xy = 5) +3P(X, = 1})
i=1
14

%.
38. On utilise les relations entre les racines et les coefficients,

1 1
P(Xy =5, X;=6) = P(X; =5)P(X; = 6) = & = .

39. 1)
X2 . X3 _ Xz X3 _
P(Ros o) p(Ba g B o) n
car les variables aléatoires X, X, peuvent prendre seulement des valeurs
positives.

i)

X X
P (—f = —4, X:: = 3) = P(Xg = 4X|)P(X3 =3Xy)
= P(X[ - l).P(Xg = 4)P(X3 = 3)
1
—4 6—3_

iii) P (-3 = -8, 2 =7) =0.

éComparer la solution de ce probléme en utilisant les variables aléatoires et sa solution donnée
dans le probléme 11, section 2.3.
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40. Le systéme a une solution unique si e,b; — bya; # 0, donc on cherche
P(X]_Xq ?é XQX;;) =1- P(X1X4 = Xng) =1- 2—?— = %

41. La matrice M est singuliére quand detM = 0, donc a,a4 — azaz = 0,
et donc on cherche P(X X, — X2 X3 =0) = gﬁ. La matrice M est non

singuliére quand detM # 0, donc on cherche P(X Xy — X9X;3 # 0) =
1 210
1296°

_ 1210

43. P(X;+ X+ X3 = 0) = 0. Toutes les droites obtenues de cette fagon ne passent par
aucun point du premier cadran des axes de coordonnées.

44. On cherche les valeurs de mtel que P(X; + X3 = mX;) > 0 ; alors m doit étre un
nombre entier tel que 2 <m<12.

45. P(X1+X2 = X;;) = ,;——;:!' , ol

i

ERE-~
S’

A= =
Al= b2

eti=1,2,3.

46.

P(X] +Xo=4, X1X;=3)

=P(X; =1)P(X; =3) + P(X; =3)P(X, =1) = 6—22 = %_
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48.
P(X3— X1 X3 <0) = Y P(X3=k)P(X1 X5 > k)
k

- é(p(xlx3 > 1) + (P(X1Xs > 4)

+ (P(X1X3 > 9) + (P(X1X3 > 16)
+ (P(X1Xs > 25) + (P(X, X3 > 36))

= 6%(35+28+19+10+3+[])

95
@.

49.
P(X? - 4X,X; < 0)

> P(X} = k)P(4X, X3 > k)
k

= é(P(4X1X3 > 1)+ (P(4X,1 X5 > 4)
+ (P(4X,Xs > 9) + (P(4X, X, > 16)
+ (P(4X,Xs > 25) + (P(4X, X5 > 36))

1
= —(36+35+33+28+23+19)

g=1-p=¢.

50. Laloi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau
0 1 2 3 4 5 6
Xl 1 6 15 20 15 68 1
% 28 28 2 ¥ F F
et E(X)=3.

51. E(X)=5x0,7=3,5et Var(X) =5x0,7x0,3=1,05, et o(X) =
V1,05 = 1,025.
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52.

53.

54.

E(X)=5xL=25et Var(X)=5x (})’ =2

La variable aléatoire a une distribution binomiale de paramétres n = 5
et p=0,9. E(X)=4,5¢et Var(X) = 0,45.
Les variables aléatoires X, X, ont une distribution binomiale.

i) E(X,) = 100 x 0,8 = 80 , Var(X;) = 100 x 0,8 x 0,2 = 16 et
O(Xl) =4.

i) B(X;) =100 x 0,2=20, Var(X;) =16 et 0(X2) = 4.

55. La variable aléatoire X a une distribution binomiale.
i) B(X)=2%.

58.

59.

i) Var(X) = ki

. B(X)=0,05+0,02+0,04 = 0,11 et Var(X) = 0,05 x 0,95+ 0,02 x

0,98 + 0,04 x 0,96 = 0,105 500 (voir probléeme 50, Section 3.2.)

. E(X) =0,12 et Var(X) = 0,01 x 0,99 +0,02 x 0,98 + 0,04 x 0,96 +

0,05 x 0,95 = 0,115 400.

A Vélément k, on associe la variable aléatoire X qui prend les valeurs
1 ou 0, selon que I’élément est défectueux ou non, donc sa loi de proba-
bilité est donnée par le tableau

x 1 0
1L 0,240,1(k—-1) 0,8-0,1(k—1)

ou k =1,...,5. La variable aléatoire qui donne le nombre de défectuo-
sités est X = X; + -+ + X5, donc E(X) = E(X)) + - + E(X;) et
parce que les variables aléatoires Xz, £ =1,...,5 sont indépendantes,

Var(X) = Var(X;) + -+ Var(Xs). Mais E(X;) =0,2+0,1(k - 1)
et Var(X;) = (0,2+0,1(k—1))-(0,8-0,1(k—1)), pour k=1,...,5.
On obtient E(X) =2, Var(X) =1,10.

On peut obtenir directement le résultat en utilisant le probléeme 50,
Section 3.2.

EX)=6x2=2=1¢ Var(X) =6 x 2 x 18 x 366 _ 80 (yoi
probléme 51, Section 3.2).
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61.
62.
63.

64.

66.

67.
68.

Chapitre 3. Variables aléatoires
E(X)=3et Var(X) =10x 0,3 x 0,7 x % = 1,909, (voir probléme
51, Section 3.2).
E(X) =1 et Var(X) = 1, (voir probléme 52, Section 3.2).
E(X) =1et Var(X) =1, (voir probléme 52, Section 3.2).

E(X)) = E(X32) = 5, (voir probleme 53, Section 3.2 ; p=¢q = 12, n=
10).

I1=1, Iz=2.

. On obtient le systéme

p+p = 1
1
aps = §
1
2 = =
a’p = 3
doha=1letp =p2=%.
On trouve a et b du systéme
a
-—+b =0
3 +
2
a
il 1
Donc les solutions possibles sont: ¢ =2, b=~leta= -2, b=1.
E(X%) =-1
) B(X1+X2)=E(X))+E(Xy)=H+1=123,

10
E(2X; + X,) =2E(X,) + E(X,) = &,
E(X\X;) = BE(X1)E(X2) = &,
EX:X;+1)=E(X))E(X)+1= %,
E(2X1X;) =2E(X,X;) = % = %
i) Var(X, + X;) = Var(Xy) + Var(Xy) = B + 2 = 8
Var(2(X, + X2)) = 4Var(X:1 + Xa) = &,
Var(2X, + 4X;) = 4Var(X,) + 16Var(X,) = 42,
Var(2X, +4X; + 6) = Var(2X, + 4X;) = 2.

25
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3.4. Indications et réponses 247
69. E — 12 k-z n+1] 2n+1
2
70. B(X) = Z e

71. i) B(X) = %Z k=L

i) p2(X) = E(X?) = M]Eﬂ—i , {voir probléme 69).
ps(X)=E(X3) =n (%) , (voir probleme 70).

72. 1)
0 sixz<0
F(x)=1¢ 2/3 si 0<z<1
1 siz>1

et son graphique est donnée par la figure 3.14.

Y

Wi —

0 1 T

Figure 3.14.

ii) E(X) =}, Var(X) =%
73. E(X) = 3,E(X?+4)=15E(X? - 2X +6) = 45.

74. 1) k(n) = =%
i) B(X) = 2o,
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75. i)
Var(XY) = Var(X)Var(Y)
+ (BE(X))*Var(Y) + (E(Y))*Var(X).
ii) Var(XY) = 4.

76. On applique I'inégalité de Schwarz aux variables aléatoires des proble-
mes 69 et 70.

77. On trouve

3 3 1
PX=1Y=2)==%xc=P(X=1P(Y =2),
PX=3Y=2=—+= 1 pix=3py=2

15 3 5
P(X=1Y=4)= 12 =2x = P(X=1)P(Y = 1),

5 1

HX:&Y:Q:%:ZXE=HX=$HY3%

donc les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
).

ii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est

78. i) On trouve

N
ol
wiry B

et

e
N
=
WrS -

0 siz<louy<O0

1/6 si 1<z<2e 0<y<1
Flz,y)=¢ 2/6 si 1<z<2et 1<y

3/6 si2<zet 0<y<l

1 siz>2et y>1

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3
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iii) D’abord la loi de probabilité de la variable aléatoire XY est

012
6 6 6

et par suite Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=1-(3x %)= L.

iv) Parce que Cou(X,Y) # 0, les variables aléatoires X et Y sont
correllées et donc dépendantes. On peut voir aussi que

P(XY=2) = P(X=2,Y=1)
1
-2
# P(X=2)P(Y =1)
- 2,.2_ 14
T 37379
79. On trouve
-1 1
X( 4 é)’
3 9

-1 0 1
1"(1 4 1)=
18 18 18

et
w701,
18 1B 18
par suite
E(X) = % E(Y) =0, E(XY) =0,
et

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.

Les variables aléatoires X et Y sont non-correllées. On a Corr(X,Y) =
0. Mais les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes, car

s = P(X=-1,Y=-1)
4 P(X=-1)P(Y =-1)
S8 7
- 3.1
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80.

81.

Chapitre 3. Variables aléatoires

i) On trouve

0 siz<0ouy<0

0,29 si0<z<let0<y<l
F(z,y)=< 0,58 si 1<z et 1<y

0,87 sil1<z et 0<y<l1

1 siz>1let y>1

et les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et
Y, sont respectivement

0 si z<0
Fy(z)=¢ 0,38 si0<z<1
1 siz>1
et
0 si y<0
Fy(y)=<¢ 0,58 si 0<y<1
1 si y>1

ii) On trouve E(X) = E(Y) = 0,42; E(X?) = E(Y?) = 0,42 et
E(XY) = 0,13. Donc Cov(X,Y) = —0,046 400. Apres, Var(X) =
0,42 — 0,169 = 0,251 = Var(Y) et parce que o(X) = o(Y) = 0,501,
on obtient Corr(X,Y) = ﬁ?:% = —0, 184 900.

Les limites gauches des intervalles fermés a gauche, de variations de x sont -1, 0
et 1, et les limites gauches des intervalles fermés a gauche, de variations de y
sont 0, 1 et 2. Donc le couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples
(-1, 0), (-1, 1), (-1, 2), apres les couples (0, 0), (0, 1), (0, 2), et enfin les couples
(1,0), (1,2), (1, 2). Le saut de la fonction F(x, y) dans le point (-1, 0) est 4/15 -0
= 4/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la
valeur (-1, 0). Le saut de la fonction F(x, y) dans le point (-1, 1) est 7/15 - 4/15 =
3/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la
valeur (-1, 1). Le saut de la fonction F(x, y) dans le point (-1, 2) est 8/15 - 7/15 =
1/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la
valeur (-1, 2), et ainsi de suite. La loi de probabilité conjointe du couple aléatoire
(X, Y) est donnée par le tableau 3.18.
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82.

83.

84.
85.

86.

87.

0 1 2

-1 | 4/15 3/15 1/15 | 8/15
0 |1/15 1/15 1/15 | 3/15
1 | 2/15 1/15 1/15 | 4/15

7/15  5/15 3/15 1

Tableau 3.18.

On applique l'inégalité de Tchebychev,
16
P10< X <30)=P(|X —-20|<10) > 1 - 100 = 0, 84.

On applique l'inégalité de Tchebychev,
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = 16,
et

P(40 < X < 120) = P(|X — 80| < 40) > 1 - % =0,99.

De0,14 = M‘;& découle Var(X) =4 x 0,14 = 0, 56.

On applique Iinégalité de Tchebychev, avec € = 3, Var(X) = i1 donc

11 133
16x9 144

P(X - E(X)|<3) 21~

Oui. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, donc

2 500

- >] ==
P(|X ~5000] <1000) > 1~ 1=

= 0,997 500.

La variable aléatoire X a une distribution binomiale et

3 000

- > -
P(|X - 250) < 100) > 1 ~

= 0,981 250.
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252 Chapitre 3. Variables aléatoires

88. On applique I'inégalité de Tchebychev,

48
— 1= — = .
P(1X ~120] < 20) 21 - ;= = 0,88

89. 0,88.

90. 0,91.

91. Voir probleme 69, Section 3.2.
i) 30 ~ 0,997 333.
ii) n = 1 000.
iii) € = 0, 2.
iv)p=0,4et1—p=10,6.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec
Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


Partie 11
Modeles infinis
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Chapitre 4
Espace de probabilité

4.1 Notions de base — Définitions et propriétés

4.1.1 s-algébres et espaces probabilisables

Dans ce chapitre, nous considérons des cas ou les expériences aléatoires ont une infinité
de résultats possibles.

L'ensemble de tous les résultats possibles s'appelle I'espace échantillonnal) et on le
représentera par Q.

Définition 1. On appelle o-algébre sur 2 un ensemble non vide F C P(£2)
tel que

1. Qe F;
2. A € F implique A® € F;

3. Si {A;; i € N} est une suite d’éléments de F, alors

o0
U A;eF.
i=1

Tout élément de F est appelé un événement.

Remarque 2. Une o-algébre posséde les propriétés suivantes qui découlent de la
définition 1.
l.g€EF;
255
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256 Chapitre 4. Espace de probabilité

2. Si {A;; i € N} est une suite d’événements de F, alors

i=1

3. SiA,Be FalorsA \ Be F.

Les événements correspondent toujours 4 des sous-ensembles de 2. En
particulier, on a {), 'ensemble vide associé & 'événement impossible et
associé a I'événement certain.

Définition 3. Un ensemble S est dénombrable s’il existe une surjection
g : N — S, c'est-a-dire une fonction g telle que pour tout s € S, on peut
trouver n € N satisfaisant g(n) = s.

Exemple 4.

1. Tout ensemble fini est dénombrable.

2. Les ensembles N, Z, Q sont dénombrables.

.

3. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable,
(théoréeme de Cantor?).

4. L’ensemble {0, 1} n’est pas dénombrable, (voir probléme 13).
5. Les ensembles [0, 1] et R ne sont pas dénombrables.

Remarque 5. Pour tout A C Q, la collection {0, A, A%, Q} forme toujours
une o-algéebre sur 2. La situation extréme correspondant a la collection
{B,Q} est une o-algebre sur Q appelée la o-algébre triviale. Pour tout Q,
I’ensemble P(2) de toutes les parties de  forme une o-algébre sur 2. La
o-algébre P(2) est appelée la o-algébre discréte. Dans un sens, c’est la plus
grande o-algébre sur Q.

Si Q2 est un ensemble dénombrable, on choisit habituellement la o-algébre
discréte P(£2), comme o-algebre sur (.

Si Q est un ensemble non dénombrable, alors on choisit habituellement
des o-algebres sur  qui sont strictement contenues dans P(f).
Définition 6. Soit C une collection non vide de sous-ensembles de Q. La
o-algébre engendrée par C est la plus petite o-algébre contenant C. Elle est
dénotée par o(C).

'Georg Cantor (1845-1918), mathématicien allemand.
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4.1. Notions de base — Définitions et propriétés 257

La oc-algébre 4(C) est unique et est l'intersection de toutes les o-algebres
contenant C, (voir probléeme 10).

Définition 7. La s-algebre sur R engendrée par

C = {(-o0,z]; z € R}

est appelée o-algébre de Borel 2 sur R. Elle est dénotée par Bg, ou plus
simplement par B. Tout élément de B s'appelle ensemble de Borel.
La o-algebre de Borel sur [a, 8] C R est la o-algébre engendrée par les
intervalles de la forme (c, d], ou ¢, d € [a, b]. Elle est dénotée par By, ).
De méme la g-algebre sur R* engendrée par

C" ={(-00,21] x -+ X (=00, Zn] ; 7; ER, 1 < j <n}

est appelée g-algébre de Borel sur R". Elle est dénotée par B".

Remarque 8. Notons que toute a-algebre est une algébre (voir Chap. 1, Section 1.1.5,
définition 1). La réciproque n'est pas vraie en général.

Essentiellement, une algébre se distingue d'une o-algébre par le fait que la premiére
est fermée pour les réunions finies, alors que la seconde est fermée pour des réunions
dénombrables.

Définition 9. Pour Q un espace échantillonnal et F une c-algebre sur Q, le couple (9,
F) s'appelle espace probabilisable.

Remarque 10. Si I'ensemble Q est dénombrable, alors le couple (2, P(Q)) est I'espace
probabilisable généralement utilisé.

4.1.2 Probabilités et espaces probabilisés

Soit (€2, F) un espace probabilisable.
Définition 1. L’application P : F — R est une mesure de probabilité, ou
une probabilité sur (Q, F) si

1. P est non négative, c'est-a-dire P(A) > 0 pour tout A € F;
2. P est normée, c’est-a-dire P(Q1) = 1;

3. P est o-additive, ¢’est-a-dire pour {4; ; i € N}, une suite d’événements
disjoints deux & deux, donc A; N A; = O pour tout ¢, j € N et i # j,

%Emile Borel (1871-1956), mathématicien francais.
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258 Chapitre 4. Espace de probabilité

on a
P (U A;) = ZP(A,-).

Définition 2. Le triplet (2, F, P) s'appelle espace probabilisé.

Remarque 3. Soit @ = {w; ; ¢ € I} un ensemble dénombrable, oir [
est nécessairement un ensemble fini ou dénombrable et soit F = P() la
o-algebre discréte. Alors P est une probabilité sur (€, F) si et seulement si
pi = P({w:}) > 0 pour tout 5 € I et ), ., p; = 1. Dans ce cas, pour tout

AeF,ona
P(A) =Y P{{w} = Y m
wiEA {iwi€A}
Dans le cas particulier d'un ensemble fini, Q = {wy, ... , W}, 0u py = - - = py

= 1/n retrouve la définition classique de la probabilité (voir Chapitre 2, Section 2.1.1,
définition 1). On obtient alors, pour tout A€ F,
cerd(A
P(A) = #,
card(?)
et P est appelé mesure de probabilité uniforme.

Remarque 4. Désormais chaque fois qu'on établira une relation entre plusieurs
événements, on supposera que les événements en question appartiennent tous a la
méme o-algebre.

Remarque 5. Une mesure de probabilité sur (Q, F) possede les propriétés suivantes :

1. P@) =0;

2. Si A}, A;,..., A, est une suite d’événements de F, disjoints deux &
deux, alors

P (U A,-) =3 P(A);
i=1 =1

3. Pour tout A € F, P(A°) =1 — P(A);

4. Si A, B € F et A C B alors P(A) < P(B);

5. Si A€ Falors0< P(A) < 1;
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4.1. Notions de base — Définitions et propriétés 259

6. Si A, B € F alors P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B);

7. Si {4;; i € N} est une suite d’événements de F, alors

P (lj Ai) <Y P(4).

i=1

A cause de la propriété 7, on dit que la mesure de probabilité P est
sous-additive.

Remargque 6. Soit {4; ; ¢ € N} une suite monotone croissante, qu'on dénote
par A, 1, ou monotone décroissante, qu'on dénote par A, |, d’événements
de F. Alors, on a

lim P(4,) = P (U Aﬂ) , siAnt,

n=1

lim P(A,) = P (ﬂ An) , si Apl.
n=1

On obtient comme cas particuliers les résultats suivants:
Soit {A;; 7 € N} une suite d'événements de F. Si on pose

A=limsupA4, = ﬁ (U Am)

n—co n=1 \m>n
et -
A=liminf A, = U (ﬂ Am) ,
n=1

alors AC Aeton a

P(@:JLH;OP(U Am) et P(A):JLTOP(nAm).

m>n m>n

Si A=A, on écrit simplement lim, . A, = A, et alors on a
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260 Chapitre 4. Espace de probabilité

P(A) = lim P(A,).

Remarque 7. On écrit habituellement {A, i.s.} (infiniment souvent) au
lieu de A, car w € 4 si et seulement si w appartient & une infinité de A, (voir
probléeme 2).

Remarque 8. On peut montrer que les formules de calcul des probabilités du
Chapitre 2, Section 2.1.6, restent valides pour une suite infinie d’événements.
Par exemple, la formule de la probabilité totale devient

P(A)=Y_ P(A| E,)P(E,)

n>1

pour tout événement A € F si la suite {E, ; n € N} forme une partition de
(2, c'est-a-dire si les événements E, sont disjoints deux 4 deux, P(E,) > 0 et

Q=JE.

n>l

4.1.3 Mesures

Dans ce qui suit, F est une o-algébre sur {2 et R, est I'ensemble des nombres
réels non négatifs auxquels on ajoute le point co.
Définition 1. On dit que g : F — R, est une mesure sur (Q2, F) si

1. u(A) € [0, o), pour tout A € F;
2. u(0) =0

3. Si {A; ; n € N} est une suite d’événements disjoints deux & deux, alors
(==} o0
p (U An) =Y u(4n).
n=1 n=1

Définition 2. Le triplet (Q, F, u) s’appelle espace mesuré.
Exemple 3. Mesure de dénombrement - Pour Q = N et F la o-algébre
discréte, on définit u par

”’({ﬂ}} =1,

pour tout n € N,

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


4.2. Problémes et solutions 261

Exemple 4. Mesure de Lebesgue 3 — Pour @ = R et F = B, on définit
A: B— R, par
A(a, b)) =b—a,

pour tout a, b € R.
Notons que si A € B et 0 < A(A) < o0, alors

P(B) :%,_B CA

défini une probabilité sur (A4,By4), ot By = {BNA; B € B}. Cette
probabilité est appelée probabilité uniforme sur (A, Ba).
Pour Q = R" et F = B®, on définit A par

M(ar, b] x -+ X (an, ba]) = [J(b; — 25),
j=1

pour tout a;, b €R, 1 < j < n.
Remarque 5. Continuité des mesures — Pour {4, ; n € N} une suite
d’événements convergente vers A, on a

1. si A, 1 A, alors limp o p{A4,) = p(A);
2. si A, | A et u(A;) < oo, alors limyo p(As) = p(A).

Une conséquence de cette propriété de continuité est que A(Q) = 0, o1 A est
la mesure de Lebesgue.

4.2 Problemes et solutions
1. Soit £ un ensemble non dénombrable. Décrire la plus petite o-algébre

engendrée par la famille C C P(Q2) de toutes les parties dénombrable
de Q.

Solution. Posons

F ={A C Q; A est dénombrable ou A® est dénombrable}.

3Henri Lebesgue (1875-1941), mathématicien frangais.
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Puisque Q n’est pas dénombrable, on voit facilement que F < o(C).
Montrons que F est une o-algébre, ce qui prouvera que F = o(C).
D’abord, € F, car @ = Q° est dénombrable. Si A € F, alors 4
est dénombrable ou A° est dénombrable. Donc A° est dénombrable ou
(A%)® = A est dénombrable, ce qui prouve que A° € F. Finalement si
{Ai ; i € N} est une suite d’éléments de F, alors il faut montrer que
A =UR A; € F. Or si tous les 4; sont dénombrables, A 1'est aussi,
étant une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables (théoréme
de Cantor).

Si {4, ; n € N} est une suite de sous ensembles de §2, montrer que

limsup A, = {w ; w appartient & une infinité de A,}.
n—oo
Solution. Puisque
limsup A, = n (U Am),
n—boa n>1 \m>n

on aw € limsup,_,, A, si et seulement si pour tout =, il existe m(n) >
n tel que w € Am(n), ce qui est équivalent & dire que w appartient & une
infinité de A,.

Si {A, ; n € N} est une suite de sous ensembles de 2, montrer que
liminf A, = {w; w appartient a tous les A,
n—od

sauf peut-étre & un nombre fini}.

Solution. Puisque
lim inf A, = | (ﬂ A,,,),
noee n>1 \m>n

on a w € liminf,_,, A, si et seulement si on peut trouver un n tel que
w € Am, pour tout m > n, ce qui revient & dire que w appartient a
tous les A,, sauf peut-étre & un nombre fini.
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4.2. Problemes et solutions 263

4. Si {An ; n € N} est une suite monotone strictement croissante de
sous-ensembles de §2, donc telle que A; C Ay C ..., montrer que

lim A, = | An.

n—co
n>1

Solution. On a ) =A, et |J = Uns1 An- Donc

-
n>1

m)n m>n

l%y&=U(ﬂA
n>l

An
m>n
et
“m@%=ﬂ(u&0=ﬂ(u%)ﬂJ%

nobeo n>1 \m>n n>1 \n>1 n>1

Par conséquent

MMAlmm&_U%

n-%00 n—eo ﬂ}l
ce qui prouve le résultat.

5. Si {4, ; n € N} est une suite monotone strictement décroissante de
sous-ensembles de €2, donc telle que 4; O 4; D ..., montrer que

Jim o = ) 4o

n>1

Solution. On a {J,,,5,, Am = An €t (N5, Am =[),51 An. Donc

mmm:U(ﬂm)ﬂJrMJ=ﬂM
oo n>l \m>n n>1 \n21 n>1
et

limsupA,,:ﬂ UA,,, :nA,,.

n-too n>1 \m>n n>1
Par conséquent

liminf Ay, = limsup Ap = ("] An,

n—00 -
n—o00 a>1

ce qui prouve le résultat.
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6.

Chapitre 4. Espace de probabilité

Si An, = (a, b— 2], alors montrer que

lim A, = (a, b).

Solution. Puisque {4, ; n € N} est une suite monotone strictement
croissante , on a (voir probleme 4), lim, oo An = |J,5; An = (a, b).
En effet, z € |, An, si et seulement si a < < b— 1 pour un certain
n, c’est-a-dire si et seulement si = € (a, b).

. Si Ay = (a— %, a+ 1], alors montrer que

lim A, = {a}.

n—+00

Solution. Puisque {4, ; n € N} est une suite monotone strictement
décroissante , on a (voir probléme 5), limy 00 A =[\,>1 4n = {a}.

Si F est une o-algébre et B € F, montrer que

fBZ{AnB; Ae F}
est une o-algébre sur B.

Solution. Vérifions que Fp satisfait la définition d'une o-algeébre.
Premiérement B € Fg car B = QN B et € F. Il faut maintenant
montrer que si A € Fp, alors le complément de A dans B, c’est-a-dire
B\ A€ Fp. Or,si A€ Fpilexiste C € F telque A = CnNB,
alors B\ A=BNA°=BN(C°UB?)=C°NBe¢ Fp,car C°€ F.
Finalement il faut montrer que si {A,; n € N} est une suite de sous-
ensembles de Fpg, alors U:’zl A, € Fp. D’aprés la définition de Fp, on
voit que pour tout n > 1, il existe C, € F tel que A, = C, N B, donc
Unzi4n =Unsy (CanB) = (Usl, Cu) N B € F, car 72, Cr € F.

Pour {F; ; i € I}, une collection de o-algébres montrer que F =
MNicr Fi est aussi une o-algébre.

Solution. On voit que 2 € F car Q € F; pour tout ¢ € I. Ensuite si
A€ F,alors A € F; pour tout 7 € I, donc A® € F; pour tout ¢ € I, ce
qui implique que A€ € F. Finalement, si {A, ; n € N} est une suite de
sous-ensembles de F;, alors |-, A, € F;, pour tout ¢ € I, montrant
que oo, An € F.
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10. Si C est une collection non vide de sous-ensembles de Q, montrer qu'il existe une
o-algébre unique o(C) ayant la propriété d'étre la plus petite s-algébre contenant
C. On dit que (C) est la g-algébre engendrée par la collection C.

Solution. Notons par ¢(C) l'intersection de toutes les c-algébres contenant C.
Alors o(C) # @ puisque la o-algébre de tous les sous-ensembles de Q contient C.
D'apres le probléme 9, o(C) est une o-algébre qui contient C, et d'aprés sa
définition elle est aussi la plus petite o-algebre contenant C. Elle est donc unique.

11. Soit
C, = {(a,b]; a <b, a,beR},
C;={(a,b); a<b, a,be R},
C3 = {[a,b]; a < b, a,b € R},
Ci={[a,b); a<b, a,be R},
Cs = {(~o0,b] ; b€ R},
Cs = {(—o0,b) ; bE R},
€7 ={(a,¢); e € R},
Cs = {[a,0) ; a € R}.
Montrer que B = o¢(C;), i =1,...,8 ol B est I'algébre de Borel.

Solution. Notons d’abord que si C; C o(C;), alors o(C;) C o(Cy), et
de méme si C; C o(C;), alors a(C;) € ¢(C;), donc o(C;) = o(C;). Pour
prouver que B =o(C;), i = 1,...,8, il suffit de montrer que C; C o(C,)
et Cy C o(C;), pour ¢ = 2,...,8. En effet, on aura alors o(C;) = o(C;),
pour i = 2,...,8 et comme o(Cs) = B, (voir définition 7 dans 4.1.1),
on obtiendra le résultat désiré.

C2 C o(Cy) car (a,b) = limasyoo (a,b— 1] et C; C o(Cy) car (a,b] =
limp oo (8,0 + 1).

C3 C o(Cy) car [o,b] = limy o0 (@ — 1,b] et C; C o(C3) car (a,b] =
limpyoo [a + 1, 8].

Cs C 0(Cy) car [a,b) = limp o0 (@ — 2,6 — L] et €, C 0(Cy) car (a,8] =
limn oo [a+ 1,0+ 1).
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12.

13.

14.

Chapitre 4. Espace de probabilité

Cs C o(Cy) car (—00,b] = lim,_,o0 (b — 1, ] et C; C o(Cs) car (a,b] =
(*'m!b] \ (-—oo,a].

Ce C o(Cy) car (—00,b) = limyoyeo (b— 1,0 — 2] et C; C o(Cg) car
(@8] = limp o0 ((=00,0+ 1) \ (-00,a+ 7)).

C; C o(Cy) car (a,00) = lim,o (a,a + ) et C; C o(Cy) car (a,b] =
(a,00) \ (b, ).

Cs C o(Cy) car [a,00) = limyeo (1&— la+n] et C; C o(Cs) car
(a,8] = limpyoo ([ + 1,00) \ [0+ n,oorj

Montrer que Q € B.

Solution. D’aprés les problémes 11 et 7, {z} € B pour tout z € R
L’ensemble Q étant dénombrable, on a Q = | ¢ {4} € B.

Montrer que Q = {0,1}", l'ensemble de toutes les suites dont les
éléments appartient & 'ensemble {0, 1} n’est pas dénombrable.

Solution. Supposons que © est dénombrable, donc = {w, ; n € N},
olt w, = {wy(m) ; m € N} et montrons qu’il existe une suite w =
{w(n) ; n € N} € Q, tel que w(n) # wa(n), pour tout n > 1, donc la
suite w est différente de toutes les suites de {wn(m) ; m € N}. Il suffit
de définir la suite w de la fagon suivante

wn)=1-wy(n); neN

Notons d’abord que w € Q, car w(n) = 0, ou w(n) = 1, pour tout
n > 1. De plus, pour tout n > 1, w # wy, car w(n) # wy(n), pour tout
n>1.

Ensemble de Cantor — L'ensemble de Cantor C est défini de la fagon
suivante:

Co = [0,1],
¢ = [0%] U [21]
bl e o
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etc. ...

En fait, on commence avec l'intervalle [0, 1], on le partage en trois parties égales,
et on enléve la partie située au milieu ; on retrouve alors deux intervalles fermés.
On répete le méme procédé sur les intervales restants, et ainsi de suite.
Finalement

n=1

i) Montrer que C, = Ur-, [zx, 2% + 5], o

n
2.
TE € x;x=z%;aj€{0,l}

i=1
ii) Montrer que ’ensemble de Cantor est donné par

[s ]

2
C= x;I=z:;_.:§anE{011}

n=1
En déduire que C est un ensemble non dénombrable.

Solution. i) La preuve se fera par récurrence sur n. Pour n=1etn= 2, le
résultat est évident. Supposons que le résultat est vrai pour n et soit un intervalle
de la forme [x, %+ 1/3"] ol

n

2a.;
Iy = %, ﬂjE{U,]}.
1

i=

Aprés avoir enlevé la partie située au milieu de cet intervalle, on trouve

1 2 1
Tk, Ik+ﬁ ] xk+§m, Ik+3—n .

Or les bornes inférieures de ces intervalles sont bien de la forme

n+l

2ﬂ.j
z YR (S {0, 1}.
j=1 ¥
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15.

Chapitre 4. Espace de probabilité

Notons que chaque ensemble C, est la réunion de 2" intervalles disjoints
et fermés, chaque intervalle étant de longueur 37".

ii) On a d’aprés i) que z € C si et seulement si pour tout n, il existe
une suite {ax; k € N; a; € {0,1}} telle que si yo = 3_;_, 3%, alors

1
T € [y..,, Yn + 3_“1 pour tout n > 1.

Par conséquent,

oo
2(1;,

e=limn=2 %
k=1
Finalement, on a 'ensemble C en bijection avec {0, 1} qui n'est pas
dénombrable (voir probléme 13). Donc C n'est pas dénombrable.

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et soit M C Q tel que C C M
entraine P(C) = 0 pour tout C C F et D D M entraine P(D) = 1
pour tout D € F.

i) Montrer que M ¢ F.

ii) Si Fyy = {BN M ; B € F}, montrer que Fys est une o-algébre sur
M.

iii) Montrer que pour A = BN M, Py(A) = Py(BnN M) = P(B)
définit une probabilité sur (2, Fys).

Solution. i) Montrons que M ¢ F en supposant le contraire, c'est-
a-dire que M € F. Dans ce cas, en posant C = M et D = M,
onaCCMCDeC, De F. Donc PIM) = P(C) =0 et
P(M) = P(D) = 1, ce qui est absurde. Donc M ¢ F.

i) Vérifions que la définition d’une o-algébre est satisfaite. D’abord
MeFycar M=MnNQet & € F. De plus, si A € Fy, alors on
peut trouver B € F tel que A = BN M. Puisque B € F, on a aussi
B¢ € F. Donc

M\A=MNA*=MN(B°UM) =B°NM,

ce qui prouve que M \ A € F. Enfin, il faut montrer quesi {4, ; n €
N} est une suite d’éléments de Fyur, alors Un>14, € Fp. Puisque
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4.2. Problémes et solutions 269

An € Fu, il existe B, € F tel que 4, = B,N M. Posons B = Uy>,B;.
Comme F est une o-algébre, B € F. Donc

U4.=JB.nM)=BOM e Fy.
n>1 n>1
Par conséquent, on peut conclure que Fas est une o-algébre.

iii) Il faut montrer d’abord que Py est bien définie, ¢’est-a-dire que si
A=B,NM = B;NM, ou By, By € F, alors P(B,) = P(B;). Posons
C = By N B,, CI =B \ B; et Cy=5B, \ B,. Alors

CUC[ = (BlnBz)U(BlnB;)
= ((B;NB,)UBy)N((By N By) U BY)
= Bln((B[ nt)UB;)
Bin((BiUB3)N (B2 U B3))
= B

De méme C U Cy; = B,. Alors
A=BNnM=(CuG)NnM=(CnM)U(C;NnM);i=12

Mais C\NM =BiNBSNM = ANB =0, car A C B;. De méme
ConM =0. Onadonc C,NM = CyNM = 0. On peut alors conclure
que Cf O M, pour ¢ = 1,2. Par conséquent, d’aprés I'hypothése, on
doit avoir P(Cf) = 1, donc P(C;) = 0. Comme C NC; = 0, pour
t = 1,2, on trouve que

P(B)) =P(CUC) =P(C)+P(Ci)=P(C);i=1,2.

Donc la valeur de Pys(A), A € Fyy, est indépendante de la représenta-
tion de A. Ayant montré que Py est bien définie, il faut montrer que
Pys est une probabilité sur (M, Fj). On a

Pu(M)=Puy(QNM)=P(Q) =1,

et si A € Fyy, alors Py (A) > 0. Il reste & montrer que si {4, ; n € N}
est une suite d’éléments disjoints deux & deux de Fy, alors

Py (U A,.) =Y Pu(An).

n>l nzl
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Chapitre 4. Espace de probabilité

Pour une telle suite {A, ; n € N} il existe une autre suite {B, ; n € N}
de F, telle que pour tout n € Non a B, € F et A, = B,NM. Puisque
0= A, NAn = (Ba N By) N M, pour tout n # m, on déduit que
(BaN Bp)¢ O M. Par hypothese, on a donc P({B, N By)°%) =1, ce qui
revient a

P(BaNBn) =0, sin#m,

Notons que la condition P(B,N B,,) = 0,si n # m, n'entraine pas que
les événements de cette suite sont disjoints deux a deux. Introduisons
une autre suite, qui aura cette propriété.

Posons C, = B, et
C!’H-I = Dn+41 \ (U B‘m) H n 2 1:

Ona,pourn>1

Cn+1 = Bn+1 ﬂ (U Bm)

- G (en(02)
- (Ge)n (=)
_ UB \ UB

Alors C, € F pour tout n € N. De plus, {Cy, ; n € N} est une suite
d’éléments disjoints deux & deux. En effet, pour tout k,h € N, soit
k#h,etk>h,siz€Cyalorsz g Cycar Cy = By \ (ByUB:U---U
B, U---UBs_;), et donc

CeNCr=0, si k#h, pourtout h, k€ N.
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De plus, on a P(B,) = P(C,), pour tout n € N. En effet, B; =} et
Bn+1 \ Cn+1 = BpuN C7cz+1

Baii[) (Bf.+x U (U Bm))

m=1

Or a
0 < P(Bas1 \ Cast) €Y P(Bn Bpyy) =0.

m=1
Comme Cpy1 C Bpyp,ona0= P(Bni1 \ Cat1) = P(Bot1) — P(Cnia)
et par conséquent P(B,) = P(C,), pour tout » € N. Finalement
Up>1 Cn = Up>; Bn. En effet, supposons que z € | J,,, By et soit
k le plus petit indice tel que z € By, alors © € Cy et par conséquent,
z € |J,51 Cn. Clairement, si z € |5, Cx, alors r € B, pour un certain
k et donc z € {J,5; Ba. D'0lt U5y Cn = Uy Bn-

Combinant ces résultats, on trouve que

Py (g A,,) Py (U (B, N M))

n>1

- ()
= P (anJl B,,)
- #(ye)

= ) P(C.)

n>1

= ZP(BH)

n>l

= Y Pu(4,)

n>1
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Chapitre 4. Espace de probabilité

ce qui termine la preuve.

16. Soit N I’ensemble des nombres naturels positifs et nN 'ensemble des

multiples de n € N. Montrer qu’il n’existe pas de probabilité sur N
telle que P({nN}) = L, pour tout n € N.

n

Solution. Posons A, = nN et soit
P={2,3,517 ..., P, ---}

la suite des nombres premiers. Supposons qu’il existe une probabilité
P sur N telle que P(4,) = % Alors les événements 4,, p € P sont

indépendants. En effet, si p; < ps < ... < p; sont des nombres pre-

miers et m = py---py, alors £ = P(4,) = P(ﬂleA,,i). De plus

P(Ap)---P(4,)=L---L =21 Donc

T m Pk

F (.ﬁAm') = P(Ap,) -+ P(Ay)

ce qui prouve l'indépendance.

Comme tout nombre entier positif, n € N peut s’écrire sous la forme

n=p p*; HEP, %20, 1<i<Lk,

il s’ensuit que

nE€ Appyp = Ap N Ap NN A,
D’ou
N= klgg AP1P2-~-P1=1

donc
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1 = PN

JHE, P (Apm---m )

Cette contradiction montre qu'il n'existe pas une mesure de probabilité P sur N
satisfaisant la condition demandée.

17. Prouver la véracité ou démontrer la fausseté de I'affirmation suivante :

1
P({n})=——, neN,
)=+
définit une mesure de probabilité sur les entiers positifs N.

Solution. Nous allons montrer que P définit bien une mesure de probabilité sur
N. Comme

1 1 1
=———=—-——>0,n=1,2,...,
P({n}) nn+1) n n+1 >0

il suffit de montrer que

S P{{n}) =1

n>l1
Or
o 2. /1 1 1
ZP({k}):Z(__—_)=1- :
P —\k k+1 n+1
Done

SP((nh = Jim 3 PR = Jim (1- 3 ) =1

= o= n+1
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Chapitre 4. Espace de probabilité

18. Démontrer que la propriété de o-additivité pour une probabilité P est

équivalente & la condition suivante: pour toute suite monotone stricte-
ment décroissante d’événements {4, ; n € N} on a lim,_,, P(A4,) = 0.

Solution. Supposons que P est o-additive, et soit {4, ; n € N}
une suite monotone strictement décroissante d'événements. On doit
montrer que limp_oo P(A,) = 0. Posons B, = A, \ Apy4, n > 1.
Alors les événements B, sont disjoints deux & deux, et

o0
|J Bn = 4
n=1

En effet, si z € |-, B, alors évidemment = € A,. Si z € A, alors il
existe un k tel que £ € A; pour i < ketz & A, pouri > k+1. Par
conséquent, z € By et donc z € i, Bs. Dot U, B, = Ar.

De plus,
UBi=41\ 4anr.
k=1

En effet, si z € J;_, Bx, alors évidemment z € A, \ Apyy. Siz €
A\ Apyy, alors il existe un k <ntel que z € 4; pour i <ketz ¢ A;
pour ¢ > k + 1. Par conséquent, z € By et donc z € | J;_, Bx. D'ol
I’égalité désirée.

Puisque la probabilité P est o-additive, on a

P(A) = P (G Bn)
> P(B.)
n=1L

= lim Y P(By)
k=1

= ILH;P(A]_ \ An+1)
,,llﬂ, (P(41) — P(Any1))
= P(4) - lim P(Any1).

Donc lim,_,o P(An) = 0.
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Il reste & montrer que si lim, o, P(A,) = 0 pour toute suite monotone
strictement décroissante d’événements {A, ; n € N}, alors la proba-
bilité P est o-additive. Soit donc {E, ; n € N} une suite d’événements
disjoints deux & deux, et soit E = |J;-, E,. Il faut montrer que

P(E)=P (G E,.) = iP{En}.

n=1

Posons A, = E \ (U;_, Ex)- Alors la suite {A,, ; n € N} est monotone
strictement décroissante, donc

0 = lim P(A,)

n—+2Q

- ,.'L%P(E \ UEk)

(31
k=1

P(E) - lim zn:P(E,,).
k=1

|

On peut conclure que

> P(E,) = P(E).

n=1

19. Soit {A, ; n € N} une suite d'événements de  telle que P(A4,) =1
pour tout n € N. Montrer que

P(QA,,) =1

Solution. Utilisant la sous-additivité de P, on trouve que

(U A=) < ZP(A‘) =0,

n>1 n>l
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Chapitre 4. Espace de probabilité

car P(A5)=1—- P(A,)=1-1=0. Donc

P(QA,,) =1—P((QA,,)C) :I—P(YIEJLAQ) =1-0=1,

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé et soit {4, ; » € N} une suite
d’événements. Montrer que

i) si A, 1 A alors P(A) = lim, o P(A4,).

ii) si A, | A alors P(A) = lim,_,00 P(Ay)-

iii) lim sup,,_,., P(An) < P(limsup,_, An).

iv) liminf, o P(As) > P(liminf, . Ay).

v) si lim, o A, existe, alors lim, ., P(A,) = P (limyo 4a).

Solution. i) Posons B) = A; et B, = A, \ Ap-, n > 1. Alors
les événements B, sont disjoints deux & deux, A = |J,., Bn et A, =
—1 Bm. D'apres la propriété de o-additivité de la probabilité P, on

trouve
P (U B,.)
> P(Bn)

P(4)

n>1
= lim Y P(Bn)
m=1
- }L%P(glﬁm)
= lim P(A,).

ii) Puisque A, | A, on a A5 1 A°. On peut donc appliquer i) pour
conclure que

P(4)

1— P(A°)
1 - lim P(A%)
n—oo
= 1-lim(1- P(4,)
n—rod
= lim P(A,).
n—x0
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21.

iii) — iv) Posons B, = (s Amy Cn = Umsn Am, 4 = liminfy,0 An,
et A = limsup,_,, A, (voir remarque 6 dans 4.1.2). Pour tout n > 1,
on a B, C A, C Cy,. Puisque B, T 4, et Cp, | A, on a d’aprés i) et ii)
P(@ ;L%P{Bn)
liminf P(A,)
n—+00
limsup P(A,)
=00
lim P(Cy)
fl—00
P(4),

IA A A

ce qui prouve iii) et iv).
v) Si limg, . Ap existe et est égale & A, cela veut direque A = A= A
D’aprés les inégalités précédentes, on trouve

P(A) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(A),

=00
c’est-a-dire lim,_, o, P(A,} = P(A), ce qui prouve v).
Théoréme de Borel-Cantelli' — Soit (2, F,P) un espace probabilisé et
soit {A, ; n € N} C F une suite d’événements. Si
> P(An) < o0,
n>1
montrer que P(limsup, . As) =0.

Solution. Posons B, = |J,,5, Am- Alors B, | limsup,_,, A,. D’aprés
ii) du probléme précédent, on a

0 < P(limsupA,,)

n—oo

= Jim P(B)

(U

m2n

< lim 3 P(An)
m>n

= 0,

“Francesco Paolo Cantelli (1875-1966), mathématicien italien.
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22,

23.

Chapitre 4. Espace de probabilité

car ) .. P(Ap) est le reste de la série convergente 3 ., P(4,) < co.
Done P{limsup,_,., A,) = 0. -

Probabilité uniforme sur [0, 1] - Soit P la mesure de probabilité sur
([0,1], Bp,y) telle que

P((a,b))=b—a si 0<a<bh< 1.
Pour des raisons évidentes, cette mesure de probabilité est dite mesure
de probabilité uniforme sur [0, 1]. Montrer que
i) P({z}) =0, pour tout z € [0, 1].
i) P(QN0,1]) =0.

iii} I'ensemble de Cantor, C (voir probléme 14) est un ensemble non
dénombrable de probabilité nulle, ¢’est-a-dire P(C) = 0.

Solution. i) Posons A, = (z — 1, z|. Alors A, | et ()5, 4n = {2}.
Donc -

n—+o0 1

P({z}) = lim P ((z - %, .r]) = lim = =0.
ii) L’ensemble Q étant dénombrable, on a
PN, = )  P{z})=0,
zeQn[o,1]
d’aprés i).

iti) Comme C = (},5,Cn €t C, |, ot C, est la réunion de 2" intervalles
disjoints et fermés de longueur 3™, on a

: 1 n 1 = i 2 "_
P(C) =nlL:§°P(C,,) =,11Lng° (2 X é—“-) = lim (5) =0,

n—od
montrant que P(C) = 0.
Probabilité uniforme sur [0, 1] x [0, 1] - Soit By, 12 la o-algébre de
Borel sur [0, 1%, donc la o-algébre engendrée par les intervalles de la
forme (a, b] % (¢, d], on a, b, ¢, d € [0, 1] et soit P la mesure de probabilité

sur ([0, 1]%, By, 12) telle que P(A) soit I'aire de A, pour A € By, 12
En particulier

P((a,b] x (c,d)) = (b—a)-(d—c) si (a,b]x(c,d]Cl0, 1]~
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24.

Cette mesure de probabilité est dite mesure de probabilité uniforme sur
[0, 1)2

i) Calculer P(D,), ot D, = {(z,9); lz —y| < 1}.

ii) Montrer que P(D) =0, o D = {(z,z) ; 0 < z < 1}. L'ensemble D
est la diagonale de [0, 1%

Solution. i) Notons que le domaine D, se trouve dans le carré unité
entre la droite z —y = L, qui passe par les points (>, 0) et (1 1-1),
et ladroitey —z =1, qul passe par les points (0, ) et (1 -1
est plus facile de calculer P(DZ). Ona DS = A, U Bn, ol

An={(r, y) €0, 15 ny—%}

et
1
Bn={(:r, y) €0, 1)?; y2r+;}-

Notons que A, est le triangle rectangle dont les sommets sont (1, 0),
(1, 0) et (1, 1 — 1), alors que B, est le triangle rectangle dont les som-

mets sont (0, 1), (0, 1) et (1— 1, 1). On a aire(4,) = 1 (1 - 1) =
aire(B,). Donc

P(D,) = aire(D,) = 1 — (1 - 1)2.

n

ii) Puisque D, | D, on a
1)\ 2
P(D) = lim P(D,) = lim (1 - (1 - H) ) =0,

d’aprés i).

Soit (R,B,}) un espace mesuré, ou R est la droite réelle, B est la
o-algebre de Borel sur R et A la mesure de Lebesgue. Montrer que

i) A((a,8)) = M[e, b)) =b—a, si a<b

it) Si O # 0 est un ouvert de R, alors A(O) > 0.

iii) Si K est un compact de R, alors A(K) < 0.
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iv) Donner un exemple d’un ensemble de Borel non dénombrable FE tel
que A{(E) =0.

Solution. i) Par définition, on a A({a, b]) = b—a, si a < b (voir exemple
4 dans 4.1.3). Pour montrer que A((a,b)) = A([a,b]) =b—a, sia < b,
il suffit donc de montrer que pour tout a € R, A({a}) = 0. Or, si
A({a}) > € > 0, pour un certain ¢ > 0, on obtient

%:,\((a— %, aD > A({a}) > ¢,

ce qui est une contradiction. Donc A({a}) = 0, pour tout a € R.

ii) Si O # ( est un ouvert de R, alors il existe un a € O et € > 0 tels
que (a—¢, a+¢) C O. Donc A(O) > A{(a—¢, a+e€)) =2e >0, d'apres
i).

iii) Puisque K est un compact, K est borné, et on peut trouver ¢ > 0
tel que K C [—a, a]. Donc A(K) < A([—a, a]) = 2a < oo, d’aprés i).

iv) Considérons 'ensemble de Cantor C (voir probléme 14). On sait
que C est un ensemble non dénombrable, que C = lim,_,o Cn, ou C,, |,
et ol C,, est la réunion de 2" intervalles disjoints et fermés de longueur
3~". D'apres i), on & A(C) = (3)". Par conséquent,

L. o 2\"
Al0) < ll&QfA(Cn) = hﬁlﬂf (g) =0.
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Chapitre 5

Variables aléatoires et lois de
probabilites

5.1 Notions de base — Définitions et propriétés

5.1.1 Variables aléatoires

Dans ce chapitre, nous considérons des cas ou les expériences aléatoires peuvent avoir
une infinité de résultats possibles.

Définition 1. Soit (§2, F) un espace probabilisable, X : @ -+ Ret ACR
L’'image inverse de A est

X YA)={weN; X(w) € A).

Remarque 2. Soit {4, ; n € N} une suite de sous-ensembles de R et soit
ACR Alors

L X7 U A =U; XA
2. X1 () A) = N, X~ (A);
3. X7HA) = (X71(A))5

4. XY (R) =.

Définition 3. Soit (2, F) un espace probabilisable et X : @ —+ R On dit
que X est une variable aléatoire par rapport ¢ F, ou sur F, ou en abrégé une
variable aléatoire si

X~'(A) € F pourtout A€ B,

281
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282 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

ot B est 'algébre de Borel sur R.

Si X est une variable aléatoire alors pour tout A € B, I'image inverse
X~1(A) est un événement de F.
Remarque 4. Si X : @ - A C R et A est dénombrable, alors X est une
variable aléatoire si et seulement si X~(a) € F pour tout a € A.
Remarque 5. Si X : 2 — R est une variable aléatoire et £k : R — R une
fonction continue, alors k£(X) est une variable aléatoire.
Exemple 6.

Si X;, ..., X, sont des variables aléatoires, alors

Xi+o+ Xy

est une variable aléatoire.

Si X une variable aléatoire, alors aX + b est une variable aléatoire, pour
tout @, b € R. De méme X? est une variable aléatoire.

Si A € F, alors 1,4(.), la fonction indicatrice de I'événement A, ol

1 size A
1"‘(1']_{ 0 sizg A

est une variable aléatoire.

Remarque 7. Parce que I'algébre de Borel, B est la o-algébre engendrée
par les intervalles de la forme (—oo0, z], ol x € R, il s’ensuit que I'application
X : > R est une variable aléatoire si et seulement si

X Y(~o0,z]) € F,
pour tout z € R Notons que
X H(~00,z]) ={we; X(w) <z}

Définition 8. Soit (2, F) un espace probabilisable et X :  — K*. On
dit que X est un vecteur aléatoire par rapport ¢ F, ol en abrégé un vecteur
aléatoire si

XY (A) e F pour tout A€ B,
oll B" est I'algébre de Borel sur R", donc la o-algébre engendrée par

{(‘m!xl] X X (—00,2':“] i ER 1<i< n}.
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 283

Remarque 9. L’application X : 2 — R® est un vecteur aléatoire si et
seulement si
X7 (=00, 21] X +-- X (=00, Za]) € F,

pourtout ; e R, 1 <4< n.
Remarque 10. X = (X,,..., X,,) est un vecteur aléatoire, si et seulement
si chaque composante X; ; 1 < ¢ < n, est une variable aléatoire.

Ici, par la suite, nous ne traiterons que le cas n = 2 et nous parlerons du
couple aléatoire, plutdt que d’'un vecteur aléatoire.
Définition 11. Les variables aléatoires X;, X5, ..., X, sont indépendantes
si

P(X, €A, ..., Xn€ A,) =P(X, € A})--- P(X, € Ay),

pour tous les A;, ..., A, € B.

5.1.2 Lois de probabilités

Dans ce qui suit, nous allons traiter principalement deux types de lois de probabilités
pour les variables aléatoires, leslois discrétes et les lois continues.

Définition 1. On dit que laloi de probabilité de la variable aléatoire X est discréte, ou
encore que X est une variable aléatoire discréte sil existe un ensemble dénombrable E
tel que P(XE€ E) = 1.

Dans ce cas, la loi de probabilité de X est uniquement déterminée par les probabilités
P(X=x),x€ E.

Définition 2. On dit que la loi de probabilité de la variable aléatoire X est
continue, oll encore que X est une variable aléatoire continue s’il existe une
fonction f : R — R non négative et telle que, pour tout ensemble A C R, on
peut écrire

P(X € A) :/Af(m)dx.

Du fait que la variable aéatoire X doit prendre une valeur, il résulte la contrainte
suivante pour lafonction f,

fmf(z)dsz

La fonction f est appelée fonction de densité de la loi de probabilité de la variable
aléatoire X, ou en abrégé, la densité de la variable aléatoire X.
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284 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Remarque 3. Sion prend A = [a, b], alors
b
Pla< X <b) =f f(z) dz,
et si on pose a = b, on obtient
P(X =a) =[ f(z)dz =0.

Remarque 4. Soit X une variable aéatoire continue de densité fx. Soith: R — R une
fonction strictement monotone (croissante ou décroissante) et dérivable, donc
continue. Ladensité fy de lavariable aléatoire Y = h(X) est donné par

%h“l(y)' si y = h(z) pour un = quelconque

Fr(v) = { A7)

ot h'l(y) est défini comme étant égal alavaleur x telle que h(x) = y.

si y # h(z) pour tout =

Remarque 5. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de densités f, et f,,
respectivement. La densité de lavariable aléatoire X + Y est donnée par

foxavy(a) = f : fxla—v)fr(v) dy,

pour tout a € R. On dit que la fonction fx.y, est obtenue par la convolution des
fonction fy et fy.

Remarque 6. Les variables aléatoires discrétes et les variables aéatoires continues
forment deux classes disjointes. Cependant, ces deux classes ne contiennent pas toutes
les variables aléatoires, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 7. On sintéresse a la durée de vie d'un nouvel appareil. La premiére fois
gu'on le met en marche, il y a une chance sur 100 que I'appareil ne fonctionne pas. Sil
fonctionne, sa durée de vie est représentée par une variable aéatoire continue, X dont
ladensité est donnée par

e siz>0

flz) =
0 siz <0
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 285

Soit Y lavariable al éatoire qui représente la durée de vie d'un appareil neuf.
Alors la loi de probabilité de la variable aéatoire Y n'est ni discréte et ni
continue. En effet, soit A I'événement "I'appareil ne fonctionne pas’, alors

P(Y =0) = P(4) = -,

et pour y > 0,

P(Y=y) = P((X=y)Nn A9
P(X = y)P(A°)

99
= 0X 155
= 0‘

car X est une variable aléatoire continue. De méme, pour tout y < 0, on a
évidemment P(Y = y) = 0. Comme P(Y = 0) # 0, la variable aléatoire Y’
n’est pas continue. Puisque I'ensemble des valeurs possibles de ¥ est [0, oc),
une ensemble non-dénombrable, la variable aléatoire Y n'est pas discréte non
plus. En fait, si0 < a < b < o0,

Pla<Y <b) Plla<Y <b)NA°)
Pla <Y < b)P(A°)
99 [° _,
= 100 j e *dx
99 —a -b
= Iﬁ_l] (8 — € ) .
Remarque 8. Les définitions de lois discrétes et continues de variables
aléatoires peuvent s'étendre aux vecteurs aléatoires.
On dit que la loi de probabilité du couple aléatoire X = (X, Y) est discréte
s'il existe un ensemble dénombrable E C R? tel que P(X € E) = 1.
Dans ce cas, la loi de probabilité de X est uniquement déterminée par les
probabilités P((X,Y) = (z,¥)), (z,y) € E.
Le couple aléatoire X = (X,Y) a une loi de probabilité continue si X
posséde une densité f(xy)(z,y) par rapport 4 une mesure de Lebesque sur
R?. On écrit alors

PXeA)= [Lf(x,yl(&y)dxd%
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286 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

pour A € B2 Lafonction fox.v) Sappelle aussi densité conjointe de X et Y. Notons que

P(X € A)= j; (/); faxx(z,y) dy) dz,

donc la variable aléatoire X posséde une densité et

fx(z) =fgf(x.n($:y) dy,

qui s’appelle aussi densité marginale de X.
De fagon analogue,

Pved)= [ ([ funtedz)

donc la variable aléatoire Y posséde une densité et

fr(w) anf(x,m(ﬂ?,y)dxs

qui sappelle aussi densité marginale de Y.

Remarque 9. Les variables aéatoires X et Y, les composantes du couple aléatoire
X = (X, Y) sont indépendantes si et seulement si

fxy(z,y) = fx (@) fr(y),

pour tous 7, y € R

5.1.3 Quelques lois de probabilités discretes
Rappelons quelques lois de probabilités discrétes.

1. Loi binomiale - On dit que la variable aléatoire X obéit a une loi binomiale de
paramétresnetp,oun€ NetO<p<1 s

P =8 =(})rta-or 0sk<n

On écrira alors X ~ B(n,p).
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 287

2. Loi de Poisson - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi de Poisson de
paramétre A, ou A >0, si

k

P(X:k):e—*"\ k=0,1,...

Ea
On écriraalors X ~ P(}).

3. Loi hypergéométrique - On dit que la variable aléatoire X obéit a une loi
hypergéométrique de paramétresn, N, a, b,oia+ b= N,etn,N,a, bEN, s

() (a2e)
P(X=k)=222F m<k<M
G T T
oum= max(0, n- b) et M min(n, a).
On écriraalors X ~H(n, N, a, b).
On peut interpréter la variable aléatoire X comme étant le nombre de boules

blanches obtenus dans une sélection sans remise de n boules d'une urne contenant
N boules parmi lesquelles a sont blanches.

4. Loi géométrique - On dit que la variable aléatoire X obéit a une loi géométrique
deparamétrep,ou0< p< 1, s

P(X=k)=p(1-p)* !, k=1,2,...

On écriraalors X ~ G(p).

Laloi géométrique représente le nombre d'épreuves de Bernoulli indépendantes
de méme paramétre p nécessaires a l'obtention d'un succés. Le nom de loi
géométrique provienne du fait que les probabilités forment une progression
géométrique.

5. Loi binomiale négative - On dit que la variable aéatoire X obéit & une loi
binomiale négative de parametrespetr,ou0<p<letr €N, s

k-1

PX=k)= (r - l)p'(l -p)* T k>
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288 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

On écrira alors X ~ BN(p,r).

La loi binomiale négative représente le nombre d’épreuves de Bernoulli
indépendantes de méme parametre p nécessaires pour obtenir un nom-
bre r de succés. Remarquons que, si 7 = 1, on retrouve la loi géomé-
trique de paramétre p, donc si X ~ BN(1,p), alors X ~ G(p). Dans
ce dernier cas, la variable aléatoire X représente le nombre d’épreuves
nécessaires jusqu'a l'obtention d'un succes.

La loi binomiale négative s'appelle aussi la loi de Pascal.!

5.1.4 Quelques lois de probabilités continues

Rappel ons quelques lois de probabilités continues.

1. Loi normale - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi
normale de paramétres u et o2, o u € R et o > 0, si la densité de X
est donnée par

1 e
f(@) =~ M o 2).

On écrira alors X ~ N(u,0?).

Si X ~ N(0,1), on dit que la loi de X est la loi normale centrée réduite.
On note habituellement cette variable aléatoire par Z.

La loi normale s’appelle aussi la loi de Laplace®-Gauss.®

2. Loi gamma - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi gamma
de paramétres o et 8 ol &, 3 > 0, si la densité de X est donnée par

f(z) = ﬁxﬂe‘hwm) (2).

On écrira alors X ~ Gammal(a, §).

La fonction I' est définie par

'Blaise Pascal (1623-1662), mathématicien, physicien, philosophe et écrivain francais.

?Pierre Simon marquis De Laplace (1749-1827), astronome, mathématicien et physicien
francais.

3Carl Friederich Gauss (1777-1855), astronome, mathématicien et physicien allemand.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.1. Notions de base — Définitions et propriétés

INEY) =f t*le7tdt, a>0.
0

Rappelons les propriétés de la fonction I':
) T(1) =1

ii) '(3) = v

iii) I'(1 + @) = ol'(a}, pour tout a > 0;
iv)I'(n)=(n-1),, neN

3. Loi du khi-deux - On dit que la variable aléatoire X obéit a une loi du khi-

avecr degrésdeliberté, our € N, si ladensité de X est donnée par

f(z) = i e 815 00 ().

On écriraaors X ~ X2(r).
Notons que si X ~ X(r), alors X ~ Gamma (1/2,2).

289

deux

Dans la pratique, on rencontre la distribution x> comme étant la répartition du
carré de I'erreur obtenue lors d'un tir sur une cible a n dimensions, lorsque les

erreurs le long de chaque axe sont de distribution normale centrée réduite,

(voir

probléme 135). En plus, la distribution x joue également un réle important dans

la statistique.

4. Loi exponentielle - On dit que la variable aéatoire X obéit a une loi

exponentielle de paramétre &, ol A > 0, si ladensité de X est donnée par

f(x) = /\e_““l(om) (.’L‘)

On écrira alors X ~ £(A).

Notons que si X ~ £(}), alors X ~ Gamma(l, ). Par conséquent, si
X ~ Gamma(l,2), alors X ~ x*(2), et X ~ £(3). La loi exponen-
tielle sert souvent & modéliser le temps d’attente avant qu’un certain
événement se produise, ce qui est analogue & la loi géométrique dans le
cas discret.
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290 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

5. Loi uniforme - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi uniforme sur
I'intervalle (a, b), si la densité de X est donnée par

£@) = 7Ly (@).

-a
On écrira alors X ~ Uf(a, b).

6. Loi béta - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi béta de
paramétres a, A, ol @, A > 0, si la densité de X est donnée par

flz) = %%x"“(l - @) (),

ou, en introduisant la fonction 3(a, A) donnée par

' a1 A=l g _ I'(a)T'())
ﬁ(a,/\]zj; I (I—I) dz—m,
on trouve 1
flx) = Ala A)::“_l(l -2 g1 ().

On écrira alors X ~ Beta(a, A).

Notons que si @ = X = 1, alors on retrouve la loi uniforme sur (0, 1),
donc si X ~ Beta(1,1) alors X ~ U(0,1), car dans ce cas

r'(2)

1@ = royra

Iu{l - .."J)ul(o_l) (I) = 1(0,1] (x)

7. Loi de Cauchy* - On dit que la variable aléatoire X obéit & une loi
de Cauchy de paramétres u,o, ol y € R et 0 > 0, si la densité de X
est donnée par

o

S A— VN )
o= e =
On écrira alors X ~ C(,0).

4Augustin Cauchy (1789-1857), mathématicien francais.
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 291

Notons que la densité peut s’écrire sous la forme 1 f(2£) ou f() est
la densité d’'une variable aléatoire X qui suit une loi de Cauchy de
paramétres 0 et 1, donc X ~ C(0,1). Dans ce dernier cas la densité
est donnée par

1) = (@)

5.1.5 Fonctions de répartition

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F.
Définition 1. La fonction F': R — [0, 1] définie pour chaque = € R par

Fx(z) =P({w € Q; X(w) < z})

sappelle lafonction de répartition ou encore la fonction de distribution de la variable
aléatoire X.

. En abrégé, on écrira
Fx(z} = F(z) = P(X < z).
Puisque X est une variable aéatoire, I'ensemble {w € Q ; X (w) < x} € F, donc il
est un événement et sa probabilité existe toujours.

Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que la fonction de
répartition F d'une variable aléatoire X jouit des propriétés suivantes :

1. 0< F(z) < 1;
2. F est non-décroissante, c'est-a-dire si z < y, alors F(z) < F(y);
3 limn o Flz) =1 et limg, oo F(r) =0
4. F est continue & droite, c’est-a-dire
lim F(y) = F(z).
Remarque 3. Notons que la fonction de répartition d'une variable aléatoire X
détermine uniquement la loi de probabilité de X, car si F est une fonction satisfaisant

les propriétés de la remarque 2, aors il existe une unique probabilité Q sur (R, B)
telle que

F(z) = Q((—o0,z]), pourtout zeR
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Voici quelques propriétés supplémentaires utiles des fonctions de répartition.
Remarque 4. Soit X une variable aléatoire et soit F sa fonction de répartition. Alors

= W

(41}

8.

. P(X < z) = F(z-) = limy, F(y).

P(X = z) = F(z) — F(z~). Lorsque P(X = z) = 0 pour tout z € R,
on dit que la loi de probabilité de X est continue. On voit donc que la loi
de probabilité est continue si et seulement si la fonction de répartition
est continue, c’est-a-dire F(z—) = F(z) pour tout z € R.

.P(X>z)=1-F(z), e PX>z)=1-F(z-).
. P(z; < X < 19) = F(z2) — F(z,), pourtout ;<o

. S8i X(w) € {0,1,...}, doncsi la loi de probabilité de la variable aléatoire

X est discrete, alors F(z) = F(k), pour tout z € [k, k+1) et F(k) =
F((k+1)-). De plus, P(X =0) = F(0) et

P(X =k)=F(k)— F(k—1), k> 1.

Si la loi de probabilité de la variable aléatoire X est continue de densité
f, alors

Fa)= [ 1)y e SFG)= @),

presque partout. Dans ce cas, pour tous g, b € R,

Pla< X <b) = /bf(z)dz,

donc la probabilité P{a < X < b) est égale & I'aire comprise entre la
courbe f(z) et I’axe horizontal et limitée par les points a et b. Comme
Jg f(z)dz = 1, 'aire en dessous de la courbe f(z) est égale a 1.

. L'ensemble D des points de discontinuité de la fonction de répartition F est

dénombrable.

La fonction de répartition d'une variable aléatoire X est toujours continue
adroite et caractérise complétement laloi de probabilité de X, c'est-a-dires X et
Y ont laméme fonction de répartition, X et Y ont laméme loi de probabilité.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 293

Exemple 5. Si Z ~ N(0, 1), alors la fonction de répartition de Z est dénotée

d’habitude par & et
1 e
C®(r) = — T dt.
@)= 7 f_me

Parce qu'on ne peut pas trouver la primitive de e~*"/2, il est impossible
d'obtenir la fonction de répartition ¢ de la variable aléatoire Z sous forme
d’une fonction élémentaire.

La fonction ® est tabulée pour les valeurs positives de Z. Pour les valeurs
négatives, on utilise la parité de la densité f de Z, donc f(z) = f(—z), et
par conséquent

®(z) = /_ " et

= ‘m f(y)dy
= 1- __rf(y)dy
= 1-%(-z),

donc
&(—z) =1—-&(z), pour —oo0< <00

On peut encore écrire

P(Z< -z)=P(Z>z), pour —oo<zx<o00.

Méme si la variable aléatoire Z peut prendre toutes les valeurs entre —co
et co, les valeurs sont fortement concentrées autour de la valeur moyenne,
E(Z) = 0, dans un intervalle de longueur 6. On trouve que P(|Z| > 3) <
0,01. Ainsi dans les tables, d’habitude, les probabilités considérées sont pour
des valeurs de Z entre 0 et +3. Dans la Table I, on donne P(Z < z) = &(x)
pour des valeurs de Z entre 0 et +4. Par symétrie on a &(0) = 0,5. Pour
des valeurs négatives de x on utilise I’égalité $(—z) =1 — &(z).

La valeur P(Z < z,z,72) se trouve dans la table I, & l'intersection de
la ligne z,z, et de la colonne 0,0z;. Ainsi, par exemple, la valeur P(Z <
2,43) se trouve a l'intersection de la ligne 2,4 et de la colonne 0,03 et on
lit directement dans la table 0,992 500. Pour P(Z < —1,18) on cherche
d’abord P(Z < 1,18) et a l'intersection de la ligne 1,1 et de la colonne 0,08
on lit 0,881, Par conséquence ®(—1,18) =1 —&(1,18) =1-0,881 =0,119.
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294 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

I1 existe aussi des tables des quantiles permettant de trouver z en fonc-
tion de ®(z), (voir Table II). Les entrées dans la table II donnent la valeur
de z telle que ®(z) = P(Z < z) = p. D’abord par symétrie, ®(0) = 0, 5.
Sip= ®(z) > 0,5, alors z > 0, et on lit directement = dans la table. Si
p < 0,5, alors, par symétrie, il suffit d’utiliser le fait que P(Z < —z) = 1-p.
Par exemple, si p = 0,613, alors x = 0, 2872 directement de la table. Par
contre, si p = 0,138, alors 1 — p = 0,862 et z = —1, 0894,

Si X ~ N(u,0?), alors on utilise la transformation Z = X—;‘i
Exemple 6. Si X ~ N(u,0?), alors

1 z ~l(tzsy?
F(z) = 3 gy,
-0

oV 2
Exemple 7. Si X ~ £(A), alors
0 siz<0
F(z) =
1—e™ siz>0

Exemple 8. Si X ~ C(0,1), alors

z 1
Fo = [ em

arctan T
== m

F]
1
= =+ —arctanz,
2w

oll on a fait le changement de variable ¢ = tan @, donc # = arctant, et par
conséquent Idt = iy rpdd = dé.
Remarque 9. Si la fonction de répartition d'une variable aléatoire X com-
porte au moins une discontinuité, et elle n’est pas continue & droite partout,
il y a des points de probabilité non nulle. On dit que X est une variable
aléatoire mizte,
Exemple 10. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition
est donnée par

0 sizr<0

F(z) =
1-3e® siz>0
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Notons que X n’est pas une variable aléatoire discréte, car P(X = z) = 0,
pour tout z # 0, et P(X = 0) = 1, par conséquent 3, P(X =z) =3 <1
donc il n’existe pas un ensemble dénombrable E tel que P(X € F) = 1. La
variable aléatoire est non plus continue, car F(0) = 3.
Remarque 11. La définition de la fonction de répartition d'une variable
aléatoire peuvent s'étendre aux vecteurs aléatoires.

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et soit X = (X, Y') un couple aléatoire
sur F.
Définition 12. La fonction F : R? — [0,1] x [0, 1] définie pour chaque
(z,y) € R® par

Fxy)z,y) =P{weQ; X(w)<z; Y(w)<y})

sappelle la fonction de répartition du couple aéatoire X. On dit aussi qu'elle est la
répartition conjointede X et Y.
En abrégé, on écrira

Fxyn(@,y)=P(X <z;Y <y),

pour tout (z,y) € R2.
Parce que

PX<z)=P(X<z;Y <o),
il sensuit que la variable aéatoire X possede une fonction de répartition, appelée aussi
répartition marginale de X, et
Fx(I) = .F(X‘y)(ill, OO)
De fagon analogue,
PY <y)=P(X <o0; Y <y),

donc la variable aéatoire Y possede une fonction de répartition, appelée auss
répartition marginalede ', et

Fy(y) = Fix,vy(o0, y).
Remarque 13. Les variables aléatoires X et Y, les composantes du couple aléatoire X=
(X,Y), sont indépendantes si et seulement si

Fixy)(z,y) = Fx(z)Fy (),
pour tous z, y € R
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296 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

5.1.6 Espérance et moments

Rappelons qu’une fonction h € Ly si fg [h(z)|* dz < co. On dit aussi que la
fonction h est k-intégrable. En particuliere, h € L, si [; [k(z)|dz < oo, et
on dit que la fonction h est intégrable.

Soit X une variable aléatoire telle que X € L, et soit f(z) sa densité.
Définition 1. L’espérance de la variable aléatoire X, ou encore la valeur
moyenne de X qu’on la note par E{X), ou par uy, est donnée par

px = E(X) =-/];xf($)dx‘

Si la variable aléatoire X est discréte et elle prend les valeurs z; avec la
probabilité pi, k € E, ou F est un ensemble dénombrable, alors

E(X) = Zka,

keE

et la valeur moyenne existe si la série est absolument convergente. .
Exemple 2. Soit X la variable aléatoire qui prend les valeurs z, = (—1)"%

avec les probabilités py = 3¢, k = 1,2,.. .. Notons d’abord que 32, 5r = 1.
Ona - - R - R
2% 1 (1)
— — k_ — — — T
domar =) (D X op =D = —log2.
k=1 k=1 k=1

On obtient ce résultat en faisant x = 1 dans le développement en série de Taylor®-
MacLaurin de lafonction

log(l+zx) = i%
k=1

Mais la valeur moyenne E(X) n’existe pas, car

o0 oo
Zm|$k| = Z
1 k=1

k=

— Q.

x| -

Considérons la variable aléatoire Y = \X\, aors il Sensuit que la valeur moyenne
E(Y) n'existe non plus.

Brook Taylor (1685-1731), mathématicien anglais.
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Exemple 3. Soit A€ F et 1,(.) lafonction indicatrice de I'événement A, donc

1 size A
1"‘(:;)_{ 0 sizg¢ A

c’est-a-dire, la variable aléatoire 1,4(.) prend la valeur 1 avec la probabilité
P(A) et la valeur 0 avec la probabilité P(A4°) = 1 — P(A). Par conséquent
E(14) =1 x P(A) + 0 x P(A), donc

E(14) = P(A).

Remarque 4. Notons que X € L; si E(|X|) < oo. Aussi X € Ly si
E(|X|*¥) < oo, et k > 0. On dit que |X| est bornée si X € Lo, c'est-a-dire
s'il existe a € R tel que P(|X|<a)=1.

Exemple 5. Si X ~ N(u,0?), alors E(X) = . D’abord on voit facilement
que X € L. De plus, en faisant le changement de variable z = u + oy, on
trouve

E(X) = fk ARG

oV 2on
pt+yo i
= e” 7 d
R \f2‘ﬂ' y
I e o f #
= — [ e? dy+ — e 2 d
\/271'./1; y Ve ny y
= M,

car fpe¥/2dy=2ret [jye ¥ /?dy =0.
Exemple 6. Si X ~ C(0,1), alors F(X) n’existe pas. En effet

1 x
B0 = [ rias

Ry I
T2 Jgl4a?

Comme
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298 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

1 /0 1 [
= —-f dx+—f
27 /o 2 Jo
1 [ -2z 1 [ 2z
= — dz+— | ——d
21 J_oo 1+ 22 x+2ﬂ£ 1+ "

1 >~ 2z
= - —dz
:rrfu 1+ 2

o0

1
271'“

2z
1+ 2

2z
1+ 22

2z

1+ 2 dz

1
= Zlog(l+z*
Wos( +z°)

4]
- oQ,

la quantité E(X) n’existe pas.

Définition 7. Soit X une variable aléatoire, telle que X € Li. Le moment
d’ordre k de X est E(X¥).

Notons que pour k = 1, on retrouve E(X), 'espérance de X.

Soit ¢ € R, alors E((X — ¢)¥) s’appelle moment d’ordre k par rapport d c.
Définition 8. Soit X une variable aléatoire, telle que X € L,. La variance
de X qu’on note par Var(X) est

Var(X) = E((X — E(X))?).

Notons que la variance de la variable aléatoire X est le moment d’ordre 2,
par rapport a E(X).

Si X ~ C(0,1), alors comme E(X) n'existe pas, les moments par rapport
a E(X) ne sont pas définis.
Remarque 9. Les moments d’une variable aléatoire jouissent des propriétés
suivantes:

1. Si X € L, alors E(aX + b) = aE(X) + b, pour tous a,b € R;
SiP(X>Y)=1et X,Y € Ly, alors E(X) > E(Y);
Si {Xi; 1< k< n}C Ly alors E(X5, Xi) = iy B(Xe);

Si X € L,,, alors X € L, pour 0 < r < m, c’est-a-dire si E(X™) existe,
alors E(XT) existe aussi pour tout r < m.

Ll

5. Si X € L,, alors
Var(X) = E(X?) — (B(X))%
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6. Si X € Ly, alors Var(aX + b) = a*Var(X), pour tous a,b € R;

7. Si X € Ly, alors Var(X) < E((X —¢)?), pour tout ¢ € R, avec égalité
si et seulement si ¢ = E(X);

8. Si{Xk; 1 £k < n} C L, et les variables aléatoires sont indépendantes,
a'lors E(H::l Xk) = H::I E(Xk);

9. Si{Xx; 1 <k < n} C Ly et les variables aléatoires sont indépendantes,
alors Vﬂ'r[z::l X-k] = Z::l VaT(Xk)‘

Remarque 10. Soit X une variable aéatoire non négative et soit F, sa fonction de
répartition. Alors E(X) est finie, donc elle existe, si et seulement si

/ (1 - F(z)) dz < oo.
0
et dans ce cas,

oc
E(X) = f (1 - F(z)) ds.
0
Dans certaines situations, 11 est pius tacile qutiliser cette tormule, comme le montre
I'exemple suivant.

Exemple 11. Soit X une variable aéatoire dont la fonction de répartition est
donnée par

1—e™™ siz>20
F(I)‘{o siz<0

Alors, on trouve

E(X)

L T - F) ds

f e Fdr
0

s

= 1

i

Pour trouver E(X) a partir de sadéfinition, il faut d'abord trouver la densité, donc

T sizx>0

e
f(r}={0 sir<0
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et apres, en intégrant par parties, on trouve la valeur moyenne

fm:r:f(x)d:r

0

{» =]
f ze dzx
a
. o0
= -xe"|o —f —e *dz
0

= 0- ey
1.

E(X)

i

Remarque 12. Soit X une variable aéatoire telle que X € L,, et soit f, sadensité. Si h
est unefonction telle que Y = h(X) € Ly, dors

E(Y) = E(h(X)) = fn hu) () du,

donc on peut trouver la valeur moyenne de la variable aéatoire Y sans utiliser
sadensité.

Définition 13. Soit X et Y des variables aéatoires, telles que X, Y € L,. La covariance
de X et Y qu'on note Dar Cov(X, Y) est

Cov(X,Y) = E((X - E(X)Y — E(Y))).

Notons que Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) et Cov(X,X) = Var(X).
Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) =

0. L'exemple suivante montre que par contre, il y a des variables aléatoires

X et Y dépendantes telles que Cov(X,Y) =0.

Exemple 14. Soit X ~ U(0,1) et soit fx sa densité. Donc

1 si0<z<l1
fx(z) = { 0 autrement
Soit les fonctions hy(z) = sin 7wz et hy(z) = cosrz. Considérons les variables
aléatoires X; = h(X) = sinwX et X; = hy(X) = coswX. Calculons
CM(XI,X?).
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D'abord

E(X,)

f ha () fx () du
R

1
[ sin ru du
[

1

Il

1
——cosTu
L 0

2
=
De fagon analogue, on trouve

1
=0.

0

1
E(X;) =/ cosmu du = lsin'.rr'u:
0 T

Comme

1
:0’

1 1 1
E(X1X,) =f cosmusinmudu = —fsin?amdu: ——cos 2mu
o 2 4 o

on a
Cov(X1, Xz) = E(X,X») — E(X))E(X2) = 0.

Les variables aléatoires X, et X, ne sont pas indépendantes, car
X2+ X2=1

Si X ~ N(uy,0%) et Y ~ N(u,,02), alors les variables aléatoires X et Y’
sont indépendantes si et seulement si Cou(X,Y) = 0.
Définition 15. Soit X et Y des variables aléatoires, telles que X, ¥ € L,
et soit Var(X)Var(Y) # 0. Le coefficient de correlation de X et ¥ qu'on
note par Corr(X,Y) est

Cov(X,Y)

Corr(X.Y) = O Var @)’

Définition 16. Soit X une variable aléatoire, dont la densité est f . Le mode de X qu'on
note par moy est le point pour lequel la fonction f atteint, Sil existe, son maximum
absolu.
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302 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Notons que mo, est e point tel que la probabilité associée a un intervalle autour de
ce point est supérieur a la probabilité associée a un intervalle similaire autour de tout
autre point. Le mode n'est pas nécessairement unique, il peut méme exister uneinfinité
de modes, ou aucun mode.

Exemple 17. Soit Z ~ N(0O, 1) donc la densité est donnée par

1 2
= —x f?_
£lz) = e

La dérivé f'(z) a trois zéros, 0, oc, —oo. Parce que f(o0) = f(—o0) =0
et f(0) = 1/2r, la fonction f a un seul point de maximum, et par conséquent
la variable aléatoire Z a un seul mode, mox = 0.

Soit X la variable aléatoire dont la densité est donnée par

8z si0<z<1/4
—8r+4 sil/4<z<1/2

fz) =14 8z—-4 sil/2<z<3/4
—8z+8 si3/4<z<1
0 ailleurs

Dans les sous-intervalles [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 3/4], et [3/4, 1] de
[0, 1], 1a densité représente une droite strictement croissante ou strictement
décroissante. Dans les points 0, 1/4, 1/2, 3/4 et 1 on trouve

f(0)=0, f(1/4) =2, f(1/2)=0, f(3/4) =2, f(1) =0,

donc la fonction f a deux points de maximum, et par conséquent 1/4 et 3/4
sont des modes de X.
Soit X ~ U(0,1). Alors la densité est donnée par

1 sio<z<1
fz) = { 0 ailleurs

Tous les points dans l'intervalle (0, 1) sont des modes pour la variable aléatoire
X.
Enfin, si X ~ x?(1) alors sa densité est donnée par (voir 3, dans 5.1.4)

L1 -2/ o
f(.‘I:)={ g_z—l_we siz>0

ailleurs

et la variable aléatoire X n’a aucun mode, car sa densité n’a aucun point de
maximum dans I'intervalle (0, co0).
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 303

Définition 18. Soit X une variable aléatoire. Une médiane de X qu'on note par me, est
tout nombre réel satisfaisant lesinégalités suivantes :

PU{X <mex}) <5 et P((X >mex}) < >

Exemple 19. Considérons la variable aléatoire dont la densité est donnée
par

0 sizr<0
flz)={ cosz si0<z<7/2
0 siz>w/2

On trouve la médiane meyx, de la variable aléatoire X de I'équation

mex mex mex 1
f f(z)d:r:/ cosrdr =sinx =sinmey = 2,
oo 0 1] 2

donc me, = n/6.

Notons que la médiane existe toujours et peut méme étre déterminée de fagon non
univogue, donc la médiane d'une variable aléatoire X n'est pas nécessairement unique.
En effet, lafonction de répartition varie de fagon monotone de 0 a 1. C'est pourquoi on
peut toujours trouver un point mex ou elle passe, soit continiment soit en réalisant un
saut, par lavaleur 1/2. Sil existe un intervalle (a, b) ou F(x) = 1/2, adors tout point de
cet intervalle peut servir de valeur pour la médiane, d'habitude on prend, comme
médiane de la variable aéatoire, le point milieu de cet intervalle.

Définition 20. Soit (X, Y) un couple aléatoire, soit fx v, sa densité, et XY € L,. Alorsla
valeur moyenne de la variable aléatoire XY est donnée par

E(XY)= ffm:ryf(x,y)(:c, y) dx dy.

Si h est une fonction de deux variables telle que h(z,y) € L,, alors
BV = [ Menfoon(e ) dedy

5.1.7 Fonctions caractéristiques
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F.
Définition 1. Lafonction gx : R — C donnée par
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304 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

ox(t) = E(e**) = E(costX +isintX)

sappelle lafonction caractéristique de la variable aléatoire X.

Remarque 2. Si X est une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs x; avec les
probabilitésp;, j € I, alors

ox(t) = Z e“ip;.

jel
Si X est une variable aléatoire continue de densité f, alors
ox(t) = fe“’f[a:) dz.
R

Remarque 3. Parce que \e™ = 1, la fonction caractéristique d'une variable aléatoire
existe toujours.

Remarque 4. La fonction caractéristigue dune variable aéatoire jouit des
propriétés suivantes :

1. ¢ est une fonction uniformément continue;

2. ¢(0) = 1, donc la fonction caractéristique ne s’annule pas dans un
voisinage de 0;

3. [¢)I <L
4. dax+s(t) = eMpx(at);
5. ¢(—t) = @(t), pour tout t € R;

6. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors ¢x.y(t) =

éx (t)dy (t);

7. Si E(|X|") < oo, pour un n € N, alors la dérivée d’ordre n de ¢ existe
et

%qsu) = ™E(X™), m < n.

1 =
t=0
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5.1. Notions de base — Définitions et propriétés 305

Par exemple, si E(X?) < o0, alors ¢'(0) = iE(X) et E(X?) = —¢"(0).
Remarque 5. Soit X une variable aléatoire. Si E(X") < oo pour tout
n € N, alors

oxt) =3 g,
n=0 :

c’est-a-dire la fonction caractéristique ¢x est entierement déterminée par la
suite {E(X™); n € N} et E(X%) =1.

5.1.8 Formules d'inversion

La fonction caractéristique d'une variable aléatoire X détermine de fagon unique la loi
de probabilité de X car on ales formules d'inversion suivantes :

Soit g la fonction caractéristique d'une variable aéatoire X et soit F sa fonction de
répartition. Alors

F(b)~Fla) + 5(P(X =a)~P(X = b))

) T [ g-ita _ g—ith

= g [ () eon
1 (T,

P(X =1z) :Ili_,n;)ﬁ[Te“‘qb(t) dt.

Si [% |6(t)| dt < oo, alors F' posséde une dérivée continue f donnée par

_ 1%
f@=5 [ ot
La fonction f est la densité de la variable aléatoire X.

5.1.9 Fonctions génératrice des moments
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F.
Définition 1. Lafonction gx : R —R donnée par
gx(t) = g(t) = E(”)
sappelle lafonction génératrice des moments de la variable aléatoire X.
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306 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Si X est une variable aéatoire discréte qui prend les valeurs x avec les probabilités
pi.j €1, aors

ax(t) =) ep;.

JEr

Si X est une variable aléatoire continue de densité f, alors

ox(t) = jﬂ ¢ f(z) da.

Remarque 2. Puisque, pour toutt € R

2y (/1) = gu(t),

les fonctions gy et g, ont des propriétés semblables. Mais tandis que la fonction
caractéristique g, existe toujours et est bornée, la fonction génératrice des moments gy
peut-étre non bornée, et peut méme ne pas exister dans certains cas.

Exemple 3. Soit X ~ £(1), donc P(X > z) =e™%, £ > 0. Alors

g(t) = E(&)

o0
= f ee " dx
0

-]
— f e—z(l—l] d.'r
0

s t <1, donc lafonction génératrice de la variable aléatoire X n'est pas bornée.

Soit Z ~ N(0,1). Alors on dit que la variable aéatoire X = & obéit a la
loi de probabilité lognormale. Notons que tous les moments de la variable
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5.1. Notions de base - Définitions et propriétés 307

aléatoire X existent. En effet, pour tout £ € N,
E(X*) = E(?)

1 k H’
= — [ e™e" 7 du
\/?TE’,/R
1 L 2, k2
—Llu—k)2 45
— [ e71 7 du
\/2?rfm
k!

= e7.

La densité de la variable aléatoire X est

1 iog )?
flz) = e 2z ,z>0
2rz

Par contre, la fonction génératrice des moments
E !X} E teZ 1 = te* == d
x(t) = Ele”) = (e )=——[eeTx,
g ( ) ( \/Q_ﬂ' o
n’existe pas.

En effet, nous allons utiliser, dans ce but, la régle de L'Hopital®, que nous
rappelons d’abord, si

i M) o0 f L Aa) 0 im M) _ g @)
Am ) ( 200 K(Z) o)’ alors  lim 2y = M 5y

En appliquant deux fois cette régle, on trouve que si ¢ > 0, alors

. te® . te” . :
lim — = lim — = lim te* — co.
Z-—400 % T—00 I 00

Par conséquent, pour tout nombre réel A, il existe un nombre réel a tel

que
te*
- 2 A, pourtout z2>a.

2
En choisissant A > 1,on a te® > Aﬂ;—z, ce qui implique que te"’—"—: > (A-1 %,
et finalement que

2 2
te* — I A-11E2
€T > AT

si z2>a.

®Guillaume Frangois Antoine marquis L'Hopital (1661-1704), mathématicien francais.
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308 Chapitre 5. Variables a éatoires et |ois de probabilités

Comme

ax(t) = :/}._—f ¢ e F dz

> e”’e:‘f_ dz
- v‘27r f
> — e““l);i“ dz.
T V2r .[.,

Or cette derniére intégrale diverge, donc la fonction génératrice des moments nexiste
pas.

Remarque 4. Soit X une variable aléatoire. Si la fonction génératrice des moments
existe et le moment E(X¥) existe, alors

k

d
—ox(t)]  =E(X"),
dtk t=0

ce qui justifie le nom de fonction génératrice de moments.
Remarque 5. Soit X une variable aléatoire. Si E(X™) < oo pour tout
n € N, alors

9= 3 B0,

!

c’est-a-dire la fonction génératrice des moments gx est entiérement détermi-
née par la suite {E(X") ; n € N} et E(X) =1.

Définition 6. Soit (X,Y) un couple aléatoire. La fonction génératrice des
moments est donnée par

9x.y)(t,v) = E(€*T),

onction qui Sappelle aussi fonction génératrice des moments conjointe. Notons que les
fonctions génératrice des moments marginales des variables aléatoires X et Y sont

gx (1) = gx,v)(t,0) et gy(v) = gx,v)(0,v).

La fonction génératrice des moments a été introduite par Laplace dans le cas de
variables a éatoires prenant des valeurs dans N.
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5.2 Problémes et solutions

1. Si \X\ est une variable aléatoire, est-ce que X est nécessairement une variable

aléatoire ?

Solution. Non. Voici un exemple. Soit £ C R un ensemble qui n’est
pas mesurable, Posons X =2 x 1g — 1. Alors X n’est pas mesurable
car X~1({1}) = E. Par contre | X| est mesurable car |X| = 1.

. Soit X une variable aléatoire. Montrer que X, = max(0, X) et X_ =
max (0, —X) sont des variables aléatoires.

Solution. Soit X une variable aléatoire sur F. Alors X !(A) € F pour
tout A € B. Pour montrer que X, est aussi une variable aléatoire, il
suffit de montrer que X '((—o00,z]) € F pour toutz € R Ona

-1 ﬂ i 0
Xy ((mooya) = { X-((oo,2]) iz 30

donc X;'((—o0,z]) € F, et par suite X, est une variable aléatoire. De
maniére similaire

- 0 siz <0
L= =
XZ (=00, 2]) { X Y[-z,00)) siz>0

donc X' ((—o0, ]} € F, et par suite X_ est aussi une variable aléatoire.

. Soit f(z) = kz(1 — z)?1(g,1y(z). Trouver k pour que f soit une densité
de probabilité sur R

Solution. Puisqu’on doit avoir f > 0, il s'ensuit qu'on doit avoir
k > 0. Dans ce cas la fonction f est une densité si et seulement si

Jef(z)dz=1. Or

1 9 k
lzkfo z(l-z) dz=—12.
Donc k = 12.

. Soit f(z) = th‘:ll{_ga'h](z). Est-ce que f est une densité de proba-
bilité sur R?
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310 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Solution. D’abord f > 0. Il reste & montrer que [; f(z)dz = 1. Or

/Rf(a:)dz = j:i:%hn—ldx
= 1= (f (2a +z)dz + (2a—a:)d:r)

= 4a9( j(?a x]d:r+f (Za—x)dz)

1 2a
= 53 A (2a — z)dzx
1 ((2a—zp?*
T 2a? -2 |,

= 1

¥

ce qui prouve que la fonction f est une densité de probabilité.

5. Soit f(z) = Le7%1(g,0)(2). Est-ce que f est une densité de probabilité
sur R?

Solution. La fonction f est une densité de probabilité si A > 0. En

effet, f >0 et
=1
ff(;r)da: = f —e idz
R 0o A
Y
-(-1)=1
6. Soit f(z) = === +r, Trouver k pour que f soit une den51té de probabilité
sur R

Solution. Puisqu'on doit avoir f > 0, il sensuit qu'on doit avoir k > 0.
Dans ce cas la fonction f est une densité s e seulement s
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5.2. Problemes et solutions 311

®  dr
kf T -z

o EE e

(s}
-

—clt+e

{s s}

1

k/ > du

o l4u

:k/’da
0
iy

= kE’

en faisant les changements de variablesu = € et apréstan0=u. Donck=2/x

Jef(z)dz=1. Or

fm f(z)da

7. Soit X la variable aéatoire associée a la durée de vie d'une lampe (en
heures). On suppose que la densité de probabilité a pour expression

f@) = Zlaaa).

Quelle est la probabilité pour que la durée de vie d'une lampe soit
inférieure 21,5 heures ?

Solution. Il faut d'abord trouver a. Or

2
a 3
]_=j; I—ad:l.‘:ﬂ.g.

Donc a = %. Maintenant la probabilité de durer moins de 1,5 heures

est g (15 . 5
1,5) = - ~dz = —— = 0,740 700.
P(X <1,5) 3[ z4dz 675
8. Soit
rz sil<z<1
fla)={ § sil<z<2
0 ailleurs
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312 Chapitre 5. Variables a éatoires et |ois de probabilités

la densité de la variable aléatoire X. Trouver
i) P(X >1).

i) P(X < 1).

i) P(3<X < %)

Solution. i)

P(Xm)—fldm—1
2%y

L
1
P(X<1}zf zdr ==,
o 2

1 3
P(§<X<§)

1 %1
f :f:d:c+f ~dr
: 1 2

ol wngo| e
e | =

9. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

[ a(4z-22%) si0<z<2
f(z) = { 0 ailleurs

i) Quelle est la valeur de a?
ii) Trouver P(X > 1).
Solution. i) Parce que [} f(z) dz = 1, il s’ensuit que

2
af (4z — 22%)dz =1,
0

2
=1
0

ou

3

Donc a = 5
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'/; " f(z)dz
2

= g/(4x——2x2)d.’c

1

ii) On trouve

P(X >1)

1
5

10. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

2r si0<zx<1

flz) = { 0 ailleurs

Trouver E(X).

Solution. On a

E(X) = ‘/l;zf(.r}dx

1
[ 2¢° dx
0

2
5

I

11. Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X dont la densité
est donnée par
sil<z<a

N

flz) =

0 ailleurs

Solution. On a

E(X)= ﬂ%/u z?dz, donc E(X)= %E.

12. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

E osi0<z<1

VE
flz) =

0  ailleurs
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13.

14.

Chapitre 5. Variables aléatoires et |ois de probabilités

i) Préciser k.
ii) Trouver E(X) et E(5X? —3X +1).
Solution. i) De f(z) > 0, il s’ensuit qu’on doit avoir & > 0. Puis,

11 1
1=A~,f — dr = 2%+T| =2k,
, 75T Ve

donc k = 1/2.

ii) E(X) = 1 [ VZdz = 1/3. D’abord, E(X?) = L2312 dz = 1/5.
Donc E(5X? = 3X +1) = SE(X?) —3E(X) +1=1-1+1=1

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

32? si0<z<1
flz)= { 0 ailleurs

Posons ki(X) = 2X? — 1 et ky(X) = 5. Trouver E(k(X)) et
E(k2(X))-

Solution. On a
1
B () = [ b)) i = [ @22 - astds = 3.

Ensuite

E(kx(X)) = [R ka(@) £ (z) d = f Sz

et parce que [, 3 dz diverge, E(k2(X)) n’existe pas.

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

322 si —1<z<1

flz) =

0 ailleurs

Trouver E(X™) pour n € N.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.2. Problémes et solutions 315

Solution. On a

1 n+3
Y n32 _3 1 _(_1}+
E[X)‘f_ﬁ" 2* dx_i!(n.+3 n+3 )

Donc

3 - .
w3 Sinest pair

E(X") =
0 si n est impair
Ainsi E(X) = 0, et par conséquent Var(X) = E(X?) = £.

15. Soit X, ~ B(ny,p) et X3 ~ B(na,p). Si les variables aléatoires X, et
X, sont indépendantes, c’est-a-dire

P(Xy ==, Xo =1,) = P(X, = 2:)P(Xz = z2),

montrer que X = X; + X3 ~ B(n; + ns, p).

Solution. On a

P(X,+ X, =

by
—

I
NgES

PXi=j, Xoa=k—3)

L
t |
Q

= P(X,=)P(X; =k —j)

=]

k

= 2 (I;I)Pj(l -pm (kn_zj)p""'(l - p)

- O

=0

[

.
= |l

avec la convention que (7) = 0si z > n. Comme (voir remarque A.9,

Appendice A),
k
Z ny Ng _ (™ +n2)
i) \k=j k)

i=0
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il s’ensuit

P(X,+ X, = K) = (“1 :”"2);,:«(1 _ et

ce qui termine la preuve.

16. Soit X ~ B(n, p). S n est grand et p assez petit pour rendre np moyen, montrer
que la variable aléatoire X suit approximativement la loi de Poisson de
paramétre A = np.

Solution. Posons A = np. Alors

P(X=k) = %ﬁwpk(l —p)**

n! A\ A\
(n — k)k! (E) (l - E)
an—1)---(n—k+1) X (1= A/n)"
nk k' (1= X/n)k

Maintenant pour n grand et p modéré

n _ k
(1 — i) ze_"\' nn—1) (n k+1) =~ 1, (1 - i) 21,
T

nk n

Donc pour n grand et p modéré on a

aAF

P(X=k)xe AH'

17. On admet que la probabilité de défaut d'un objet fabriqué ala machine est 0,1.
Trouver la probabilité qu'un lot de 10 objets comprenne au plus un éément
affecté d'un défaut.

Solution. Notons par X la variable aléatoire qui donne le nombre d'éléments
affectés d'un défaut parmi les 10 objets du lot. Alors X ~ B(10, O, 1). La
probabilité cherchée est

(100) (0,1)°(0,9)° + (110) (0,1)1(0,9)° = 0,736 100,

alors que I'approximation donnée par la loi de Poisson meéne a el +
e ! = 0,735 800, car A=10%x 0,1 = 1.
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18. On suppose que le nombre d'erreurs par page dans ce livre est une variable
aléatoire X ~ P(1/2). Trouver la probabilité qu'il y ait au moins une erreur sur
cette page.

Solution. Ona

P(X>1)=1-P(X =0)=1-e"% 0,393 470.

19. On considére I'expérience qui consiste a mesurer le nombre de particules a
émises dans I'espace d'une seconde par un gramme de matiére radioactive. Des
expériences ont montré dans le passé qu'en moyenne le nombre de particules a
émises est 3,2. Donner une bonne approximation pour la probabilité qu'au plus
deux particules a seront enregistrées.

Solution. Représentons le gramme de matiére radioactive comme une collection
de n atomes (n est grand). Chague atome peut se désintégrer, ceci avec une
probabilité de 3,2 / n pour la durée de mesure, et donner une particule a. On peut
alors dire que le nombre de particules a émises sera approximativement une
variable aéatoire qui suit une loi de Poisson de parametre A = 3,2 et
I'approximation est ici trés bonne. La probabilité cherchée est

2
P(X<2)=e3? 43,273 + @8—3’? ~ 0,379 900.

20. Le nombre X d'oeufs produits par un insecte suit une loi de Poisson de paramétre
\. La probahilité pour que I'oeuf se développe est p. Montrer que le nombre Y de
survivants suit une loi de Poisson de parametre Ap.

Solution. On peut supposer que chagque oeuf se développe indépendamment des
autres. Ainsi on aura

n

P(Y=k]X=n):(k

)pk(l _p)n_k‘! k = 0!’ "‘n’

c'est-a-dire sachant que le nombre doeufs produits est n, le nombre Y
de survivants est distribué selon une loi binomiale de paramétres n et
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p. Par conséquent, si k> 0,

P(Y=k) = » P(Y=k|X=n)P(X=n)

n>k
- (et
n>k )
Op)* ) (AL -p))"*
© TR (n— k)
n>k
200 —~ (A -p)Y
e~ Z :
k! = j!
(Ap)* .
= e T.‘3,\{1—,;)
e—JmM
= T

Donc laloi deY est bien une loi de Poisson de parameétre Ap.

21. On admet que le nombre de clients d'un bureau de poste au cours d'une journée
est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre A. On note par
p la probahilité qu'une personne pénétrant dans ce bureau de poste soit un
homme.

i) Montrer que le nombre des hommes et celui des femmes parmi les clients
quotidiens sont des variables aéatoires X ~ P(Ap) et respectivement
Y ~PM1— p)).

ii) Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Solution. i) Trouvons la probabilité P(X + Y =i + j). D'abord, en utilisant

laformule

P(A) = P(A| B)P(B) + P(A | B°)P(B),
on trouve
P(X = i, Y=j)

PX=i,Y=j|X+Y=i+j)P(X+Y =i+]})
+PX =1, Y=3|X+Y#i+)PX+Y #i+]).
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5.2. Problémes et solutions 319

Comme P(X =i, Y =7 | X+Y #i+j) =0, il reste
PX=i,Y=3)=P(X=tY=7|X+Y =i+j)P(X+Y =i+j).

Maintenant, parce que X +Y est le nombre total des clients, on a, par
I’hypothése o
5 AH—J
(t+ 7))
Si I'on sait que i + j personnes sont venues au bureau de poste, on trouve la

probabilité que i d'entre elles soient des hommes et j des femmes, en utilisant la
loi binomiale, donc

P(X+Y =i+j)=e

PX=i,Y=j|X+Y=i+j)= (‘?)p"(l—p)?

Il s’ensuit que

P{X == i, Y - ]) (t +])p [l p)je—k (;\_:_1—;)[

2 0y

it
e P (hp) e~ 21-p) (A -py
il J! !
d’ou on obtient
. - («\r} _ag-p AL = p))
P(X =1} = ap L (1-p) A0 HF
(x=1) e r

e—;\p (Ap]‘
il

1
et de fagon analogue on trouve

. —x1—p (A1 = D))
P(Y =jl=e A P)((j—!p))’
ce qui montre que X ~ P(Ap) et ¥ ~ P(A(1 — p)).

ii) Comme
P(X =i, Y =j) = P(X =)P(Y = j),

les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
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320 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

22. Soit X; ~ P(A\) et Xy ~ P();). Si les variables aléatoires X; et X,
sont indépendantes alors montrer que X = X; + Xy ~ P(A; + o).
Solution. Il faut montrer que

AL+ )k
P(Xl + X, = k) = 3_(A1+A=)-('-"-'l—k!_2).
Or

k
P(X, + Xo=k) =) P(Xi=j X =k~

=0

k
= Y P(X,=j)P(Xz =k ~j)
Q

. ke
—4\1"\_{ —Ag ’\2 ’
25 -

vy (B + A)* i (k) ( M )f ( Mo )*-"
k! J AL+ Ap A1+ Az

7=0
e~(a+ra) (A1 + A2)k A 4 Ao )"
k! A1 + /\2 Al + Ag
e~z M+ Az)k‘
k!

23. Soit X ~ H(n, N, a,b). Montrer que si N, a et b sont grands par rapport
a n, alors X obéit approximativement a une loi B(n,p), ol p = §.

e

M-

Il
=

Solution. On trouve

(2) (o)

al b! (N —n)n!
(a— k)'k! *B=nthln—k! NI
n\a a-1 e—k+1
(k)TV'N~f”N-k+1
b b—1 b—(n—k—1)
‘N—k N—-k—-1 N-k—-(n—-k-1)

~ (:)p"(l -p)",
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24,

lorsquep=§, 1-p= % et a et N sont grands par rapport & n et k.

Remarque. Soit X ~ H(n,N,a,b), et N, a et b grands par rapport a
n, alors X ~ B(n,p), ou p = afN. Maintenant si n est grand et p assez
petit pour rendre np moyen, la variable aléatoire X ~ P()) ot A = np.
Donc, dans certaines conditions une variable aléatoire de distribution
H(n, N, a,b) obéit approximativement & une loi de Poisson.

Soit X ~ H(n,N,a,b). Trouver E(X) et Var(X).
Solution. D’abord

E(XY) = i KP(X =k)

S )2/ C)
k=D n
n
_ na iife—1\({N—-a N-1
- N Zk (k-l) (n—k)/ (n—l
k=0
n-1
na a—1 N-a N-1
- wSee= () () /()
N perd h n—1-h n—1
na .
= FE((Y-&-I}‘ l),
en utilisant les identités
a a—1 N N-1
k = t =N s
(k) “(k—l)’ ‘ ”(n) ‘ (n—l)
etoll Y ~ H(n—1,N —1,a— 1,b). Donc, en posant i = 1, on obtient
na
E(X) =
En dautres termes, s n balles sont chonaes de fagon aéatoire parmi un

ensemble de N balles dont a sont blanches, |e nombre espéré de balles blanches
sélectionnées est na/ N.

En posant i = 2 dans I'équation de E(X*), on obtient

E(XY) = %QE(Y+1)

- (o5 )
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ou I'égalité finde utilise le résultat précédent pour calculer I'espérance de la
variable aléatoire Y. Comme E(X) = na/ N, on trouve

_na ((n=1)(a-1) na
Var(X)—-F( N -1 +1 ~)
Si p = a/N est la fraction de balles blanches, on trouve finalement
N-—n
Var(X) = =yl - »),

et avec la notation p = a/N, on trouve E(X) = np.

Remarque. Si n balles sont sélectionnées au hasard sans remise parmi
un ensemble de N balles dont une fraction p est blanche, le nombre
espéré de balles blanches choisies est np. De plus, si N est grand par
rapport an (et donc si (N - n) /(N - 1) est approximativement égal a
1), alors

Var(X) ~ np(l —p).

En d'autres termes, E(X) est la méme que lorsque la sélection des balles
se fait avec remise (le nombre de balles blanches est alors binomial de
paramétres n et p) et si le nombre total de balles est grand, Var(X) est
approximativement égale a ce qu'elle vaudrait s la sélection était faite
avec remise. Donc on retrouve le résultat que lorsgue le nombre de balles
dans l'urne est grand, le nombre de balles blanches choisies obéit
approximativement ala distribution d'une variable aléatoire binomiale.

25. Si X G(p), montrer que P(X > n + k\ X > n) = P(X > k). Cette propriété

est généralement appelée propriété de perte de mémoire, ou encore
propriété d'absence de mémoire.

Solution. Ona

o0

P(X>n) = Y p1-p)

i=n+1

= (1-prp Y (1-p)

u—m%;;&tg
(1-p)"
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Donc

P({X >n+k}n{X >n})
P(X >n)
P(X >n+k)
P(X >n)
(1—p)"*
(1-pr
(1-p)*
P(X > k).

P(X>n+k|X >n)

26. Soit X une variable aléatoire discréte telle que P(X > 0) = 1et P(X >
1)=1-p>0.Si

P(X>n+k|X >n)=PX > k),

mountrer que X ~ G(p).
Solution. On a
P{X >n+k}n{X>n})
P(X >n)
PX>n+k)
P(X>n) '’

P(X>n+k|X >n)

et puisque P(X >n+k | X > n) = P(X > k), on trouve
P(X>n+k)=P(X >n)P(X>k), nk2>0,
et P(X > 1) =1 — p. Par conséquent
P(X>2)=P(X>1+1)=P(X >1)P(X >1) = (1 - p)?,

et
P(X>3)=(P(X>2))P(X>1)=(1 -p)d
Par itération, on trouve

PX>n)=(Q1-p)", n>0.
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Donc

27.

28.

Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

P(X=k) = P(X>k-1)-P(X >k)
= (1-p'-(1-p*
= p(1-p)*",
pour tout k > 1, ce qui prouve que X ~ G(p).

Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On tire des boules une
par une avec remise jusqu'a l'apparition d'une boule noire.

i) Quelle est laprobabilité qu'il faille exactement n tirages ?
ii) Quelle est la probabilité quiil faille au moinsk tirages ?

Solution. Notons par X la variable aléatoire qui prend comme valeurs
le nombre de tirages nécessaires jusqu'd l'apparition de la premiére
boule noire. Alors X ~ G(p), ot p = ;2.

i) On a
n-1 -
a b ba™~?
P(X:”)_(b+a) “y+a Brar
ii) On trouve
Pk = 3 (2 )H
(X2k) = +a b+a

I
/-—-..\G'
o
+| =
<]
P
o
+i=
2
e
n
L
—
[
|
o
+ie
)
N

Il
Ve
o
+|e
=]
—’
T

Notons qu'on peut obtenir ce résultat plus directement puisgue la probabilité
qu'il faille au moins k essais pour obtenir un premier succes est égae a la
probabilité de n'avoir que des échecs sur les k - 1 premiéres épreuves. Cette
probabilité pour une variable X ~ G(p), est donnée par P(X > K) = (1 - p)<*.

Le jeu de roulette comporte 38 cases, 18 noires, 18 rouges et 2 vertes.
Une bille lancée sur la roulette termine toujours sa course dans une des
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cases. Pour des essais indépendants entre eux, sur une roulette bien équilibrée,
soit X |e nombre de lancers nécessaires pour obtenir une case verte.

i) Quelle est la probabilité quil faille au moins quatre essais pour obtenir
une case verte ?

ii) Quelle est la probabilité que I'obtention d'une premiére case verte se produise
sur un nombre impair de lancers ?

Solution.

i) La probabilité p d'obtenir un succes, c'est-a-dire une case verte lors d'un lancer
quelconque est 2/38 = 1/19 et le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un
premiére case verte est une variable aléatoire X ~ G(1/19). Ainsi, on trouve

P(X>4) = 1-P(X <3)
3
= 1-) (1-p)p

= 1-p((1-p)°+(1-p)'+(1-p)?

_opo L8y, (1), (18’

- 19 19 19 19
1 /1027

= 1—E(W)—D,850269.

Ainsi, la probabilité d'obtenir une case verte lors des 3 premiers lancers est
faible (a peine 15%). On peut aboutir au méme résultat plus simplement en
remarquant que la probabilité d'obtenir une premiére case verte en au moins
4 essais équivaut a la probabilité de ne pas obtenir de case verte lors des
3 premiers lancers, ce qui correspond a

18\*
(1-p)= (E) = 0,850 269.
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ii) On cherche

29.

S PX=2%+1) = S p(1-p)*

k>0 k>0

1
P a=p2

En conclusion, on remarquera que la probabilité d'obtenir une premiére case
verte sur un lancer impair est plus faible que sur un lancer pair.

On exécute une série d'épreuves indépendantes, chacune aboutissant a un succes
avec la méme probabilité p. Trouver la probabilité que r succes apparaissent
avant que le m-iéme échec ne survienne.

Solution. Notons que r succes n'apparaissent avant le m-iéme échec que s le
r-iéme succes survient au plus tard a la (r + m - 1)-iéme épreuve. En effet,
s le r-iéme succes a lieu avant cette (r + m - 1)-iéme épreuve ou au plus tard
lors méme de celle-ci, elle intervient avant le m-iéme échec et I'implication
inverse est vraie. Par conséguent, on trouve la probabilité cherchée en utilisant la
loi BN(p, r). Parce que les r succes peuvent apparaitre en r + j épreuves,
ouj=0,1,..,m-1, laprobabilité cherchée est

r'i'i'l (: : ;) P (1—p)™.

n=r

30. Le probléme des allumettes de Banach’ - Un mathématicien se trouve

étre également fumeur de pipe et il porte a tout moment deux boites

"Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais.
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31

32.

d'allumettes, une dans chacune de ses poches gauche et droite. Chaque fois qu'il a
besoin d'une allumettes, il a une chance sur deux d'aler la chercher dans sa poche
gauche et autant pour la poche droite. || découvre subitement que la boite tirée est
vide. Les deux boites contenaient au départ N allumettes chacune. Trouver la
probabilité qu'il lui reste encore k allumettes dans I'autre boite, k= 0, 1, ..., N.

Solution. Notons par E I'événement "le mathématicien découvre que sa boite
droite est vide alors qu'il reste k allumettes dans sa boite gauche” . Cet événement
n'aura lieu que sil choisit la boite droite pour le (N+ 1)-ieme fois lors du
(N+ 1+ N-Kk)-iemetirage. Donc on utiliselaloi BN(p, r),oup=12,r=N+ 1
een=2N-k+1. Alors

o= (%) ()

Comme la probabilité est la méme que ce soit la poche gauche qui se vide
tandis qu'il reste k allumettes a droite, la probabilité cherchée est

2P(E) = (ZN;;k) (%)szi

Quelle est la probabilité qu'un frappeur ayant 300 de moyenne, c'est-a-dire un
frappeur qui réussit un coup sir 300 fois en 1000 essais, obtienne son troisiéme
coup sOr & sa cinquiéme présence au baton?

Solution. Soit p = 0, 300 la probabilité que le frappeur obtienne un coup sir lors
d'une présence au baton. Supposons que cette probabilité reste constante et que
les résultats soient indépendants d'un al'autre, aors X le nombre d'essais
nécessaires pour |'obtention d'un troisieme coup sir obéit a une loi binomiae

négative. Ainsi,
4\ 3 2
(2)P(1-P)

G)wjf@ﬂfzommsm.

P(X =5)

Il

Soit X ~ NB(p,r). Trouver E(X) et Var(X).
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Solution. D'abord

E(X™) = fﬁk" (k: i)p’(l -p)*

k=r
— E i k"_l (k)pl'-i-l(l _ p)k—r

p k=r T

(o]
-1

= t Z [m — ]_)“—l (m )pr+l(1 _ p)m—{r+l)

P T

m=r+l

r n-1
= TE(Y -1,

ot Y ~ BN(p,r+1). On a utilisé 'égalité k(*-)) = () et apréson a
mis m = k+1. En posant n = 1 dans 'équation précédente, on obtient

B(X) = g.

En posant n = 2 dans cette méme équation et en utilisant la formule ci-dessus
pour I'espérance d'une variable aléatoire binomiale négative, on obtient

E(X?)

I

;E(Y—l)
-5
(51 -6)

r(1-p)
P

Donc

Var(X)

. Calculer I'espérance et la variance du nombre de jets d'un dé nécessaire pour

obtenir 4 foislavaleur 1.

Solution. Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de jets, alors
X ~BN(1/6, 4). Donc, en utilisant |e probléme précédant, on obtient

E(X)=24, et Var(X)=
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34. Une urne contient a boules blanches et b boules noires, et a+ b = N. On extrait de
I'urne une boule alafois et par la suite, aprés chaque extraction, on introduit dans
I'urne, la boule extraite ainsi que ¢ boules de sa couleur. Soit Y, la variable
aléatoire qui prend comme valeurs le nombre de boules noires obtenu suite an de
ce genre dextractions. Trouver la loi de probabilité de la variable aléatoire Y,
ainsi que E(Y,,) et Var(Y,).

Solution. D'apres le probleme 53, Section 3.2, Chap.3, la variable aéatoire Y,
prend lesvaleursO, 1, . . ., n avec les probabilités

P(Y, =

B = (n) [T} (@ + j¢) [Taso(b + he)

{a+bd)a+b+c) --(a+b+(n—1)c)
On a

132 e+ jc) [Thzy(b + he)
ZP(Y"k) Z()[a-|—b)(a+b-:—c) {a+b+(n-1o)

En effet, on utilise I'egalité de Vandermonde 2

n n-—k-1 n—1
Z:( ) H (A+J)H(B+h) [Ta+B+k).
k=0 h=0 k=0
Dans notre cas, on obtient
n n n—k-1 k-1
> (k) [T (a+io) [J®+he)
i=0 h=0

k=0

k=0 j=0 h=0
Y/ a b
=c H (E + -+ k)
k=D
n-1
= H(a + b+ kc),
k=0

8Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 - 1796), mathématicien francais.
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d’ot1 le résultat cherché.

Du plus, on a trouvé E(Y,) = np et Var(Y,) = np(1 — p) 2%, ol
p = £ et par conséquent 1 —p = &.

Remarque. Laloi de probabilité de la variable aléatoire du probléme précédent
est connue sous le nom de la loi de Pélya.’ Elle sapplique surtout pour les
phénomenes, comme les maladies infectieuses, ou la rédisation dun

événement, |'apparition de la maladie, augmente la probabilité d'étre infecté
avec laméme maladie.

Notons aussi que danslaloi de Polya, c peut-étre négatif. Parce que dans ce cas,
lesinégalités

b+(k—-1)c>1 et e+(n—k—1)c>1,

doivent étre satisfaites, il s’ensuit que k doit satisfaire la double inégalité

~1 1-b
ma.x([], n—1+‘1c )Skfmin(n, TH)'

Notons que si N, a et b tendent vers I'infini, tel que

b
= — = constant,
P=N

alors 1 — p reste aussi constant, et si limy_,o ¢/N = 0, alors
. n k n—k
im P =#) = ()0 - o,
N—oo k
donc dans ce cas, la distribution de Pélya tend vers la distribution binomiale de

parametres p et n.

Notons enfin, que si ¢ = -1, donc on ne remplace pas la balle choisie, avant la
preuve suivante, on retrouve la distribution hypergéométrique. Notons cette
variable aléatoire par X. Dans ce cas, ¢/N = -1/N et s k satisfait la double
inégalité

max(0, n - a) < k< min(n, b),

9George Pélya (1887-1985), mathématicien américain d'origine hongroise.
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on a ,
P(X — k) = (k) E\r;—k) .
()
On retrouve aussi E(X) = np et Var(X) = ¥=2np(1 — p). (Voir

probléme 24).

35. Soit Z ~ N(0,1). Calculer les probabilités suivantes
i) P(Z <2).
i) P(Z < -1).
iii) P(1Z| < 1,96).
Solution. i) P(Z < 2) = &(2) = 0,977 200.
ii) P(Z < —1) = &(~1) = 1 — &(1) = 0, 158 700.
iii) P(1Z| < 1,96) = ®(1,96) — B(—1,96) = 2&(1,96) — 1 = 0, 95.

36. Soit X ~ N(9, 25). Calculer P(X < 10).

Solution. Z = % et en utilisant les tables on obtient

<

P(X <10) = P( - -

&(1/5)
0,579 300.

X-9 10—9)

37. Soit X ~ N(3,9). Calculer P(X < 1).

Solution. Z = £33 et en utilisant les tables on obtient

X-3 1-3
P(B < 3)

= &(—0,67)
1— &(0,67)
= 1-0,748 600
= 0,251 400.

P(X <1)
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38. Soit X ~ N(20,49). Calculer P(X > 13).

Solution. Z = 52 et en utilisant les tables on obtient

P(X >13)

X-20_13-20
P55

= 1-®(-1)
= 2Q1)
= 0,841 300

39. Soit X ~ N(2,4). Calculer P(1 < X < 4).

Solution. Z = %52 et en utilisant les tables on obtient

P1<X<4)

2 — 2 — 2
P(-0,5<Z <)

&(1) — ®(-0,5)

&(1) - 1+ ®(0,5)

0,841 300 — 1 + 0, 691 500
0,532 800.

P(1—2<X—2<4—2)

Il

40. Soit X ~ N(120,36). Calculer P(108 < X < 126).

X—=120

Solution. Z = ==

P(108 < X < 126)

et en utilisant les tables on obtient

1

il

108-120 X —120 _ 126 —120
P( 5 <6 = )
(1) - B(-2)
®(1) + B(2) — 1
0,841 300 + 0,977 200 — 1
0,818 500.

41. Soit X ~ N(3,9). Calculer

i) P2< X < 5).
ii)P(X > 0).
iii) P(|X — 3| > 6).
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Solution. D’abord, Z = Xs;:i et en utilisant les tables on obtient

i)

P(2< X <5)

ii)

iii)

P(|X - 3| > 6)

P(X > 0)

2-3 X-3 5-3
P(3< 3 <3)

1 2
Pl-2<z<=
( 3 < <3)

2 1
d(z)-af-=
(5)-2(=3)
= ®(0,67) — ®(-0,33)
0,748 600 — 1 + 0,629 300

= 0,377 900.

X-3 0-3
P ( 3 _3')
P(Z > -1)
1-®(-1)
1-(1-&(1))
B(1)
0, 841 300.

P(-6>X-3>6)
P(X >9)+ P(X < -3)

X-3_9-3 X-3 -3-3
P(Z>2)+P(Z < -2}
1-®(2) + ®(-2)

2(1-2(2))

= 0,045 600.

42. Soit Z ~ N(0,1). Trouver a et b tels que P(Z < a) = 0,582 et
P(Z < b) =0,326.
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Solution. En utilisant les tables, on obtient a = 0,207 et b = -0,451.

43.

44.

Soit X ~ N(1,4). Trouver a tel que P(X < a) =0, 95.

Solution. Z = %5 et en utilisant les tables on obtient

a—1

P(X < a) =P(Z <= ) = &((a—1)/2) = 0,95.

Donc (a —1)/2 = 1,644 900 et a = 4,289 800.
Soit X ~ N(10,25). Trouver a tel que P(X > a) =0,95.

Solution. Z = %32 et en utilisant les tables on obtient

P(Xza)zP( 2

a—10
>
P(z_ - )
a—10
Y PRLELL)

= 0,9

X-10 a—lO)

d’olt P(Z < ¢512) =0,05. En utilisant les tables on obtient

a—10

= -1, 644 900

donc
a = (~1,644 900) x 5 + 10 = 1,775 500.

45, Soit X ~ N(3, (12)2).

i) Déterminer le nombre atel que P(X > a) = 0, 625 500.
ii) Calculer laprobabilité pdéfinie par p=P(3, 25 < X < 4, 75).
Solution. i) OnaP(X<a) =1-0, 625500 = 0, 374 500. Donc

X-3_a-3 a—3 <
X=3 93 _p(z< = 0,374
P( 2 =1 ) P(Z‘ 12 ) 037390

d’olt (a — 3)/12 = —0, 321 300 et par conséquent @ = —0,855 600.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca

Tiré : Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 » D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.2. Problemes et solutions 335

ii) On trouve

46.

47.

p = P(3,25< X <4,75)
3,256—-3 4,75-3
RS DL
= P(0,02< Z <0,15)
= P(Z<0,15) - P(Z <0,02)
= 0,559 600 — 0, 508
= 0,051 600.

Soit X ~ N(u,0?), telle que P(X > 3) = 0,841 300 et P(X > 9) =
0,022 800. Déterminer sa moyenne et son écart-type.

Solution. Posons Z = x—;‘ﬁ Alors Z ~ N(0,1). Donc

P(X >3)=P(Z > (3~ p)/o) = 0,841 300,
et par conséquent P(Z < (3 — u)/o) = 0,158 700 et par les tables on
trouve ®(—1) = 0, 158 700. De méme

P(X>9)=P(Z>(9— pu)/o) = 0,022 800,

et par suite P(Z < (9 — p)/o) = 0,977 200 et par les tables on trouve
$(2) = 0,977 200. On obtient donc deux équations a deux inconnues,
a savoir

Résolvant, on trouve g =5 et g = 2.

Sachant que la longueur X d'une barre d'acier produite par un laminoir est une
variable aléatoire normale, que sur 10 000 observations, il y en a1 841 dont la
longueur X est inférieure & 82 cm et 668 dont la longueur X est supérieure a 130
cm, déterminer la valeur moyenne et |'écart-type de la distribution.

Solution. On sait que P(X < 82) = 0,184 100 et que P(X > 130) =
0,066 800. De plus, si Z ~ N(0,1), alors P(Z < ~0,6) = 0,184 100
et P(Z > 1,5) = 0,066 800. Soit 4 = E(X) et 0? = Var(X). Comme
—E a la méme loi que Z, on en déduit que ”—‘E = -0,892 700 =~ -0,9
et M—l 499 500 ~ 1,5. Donc g = 100 et o = 20.
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48.

49.

50.

Chapitre 5. Variables aléatoires et |ois de probabilités

Soit X ~ N(u,0). Calculer P(|X - u|) <a).

Solution. Soit Z = . Alors Z ~ N(0,1). Donc
P(|X - #I) <o) = P(Z|<1)
= P(-1<2<1)
= &(1) - &(-1)
= &(1) - (1-2(1)
= 20(1) -1
= 0,682 600.

Soit X ~ N(u,0). Calculer E(|X — pyl). A quoi pourrait servir cette
quantité?

Solution. Par définition, on a, en faisant le changement de variable
=52,

E(|X - ul) |z — ple” 355 dz

Jzvm
|7

= \/_f ze"3" dz
o2 (=)

2
oy —-
T

olzle" 7% dz

Il

On pourra se servir de cette quantité pour mesurer |'écart-type (& une constante
prées) ou encore pour mesurer la dispersion autour de la valeur moyenne.

On désire envoyer par céble un signal électronique binaire, donc valant
0 ou 1, dun point L; a un point L,. On sait que la transmission est
affectée par des perturbations, dites bruit. Auss on émet un signa
dintensité 2 lorsgu'on veut indiquer 1 et dintensité -2 lorsqu'on
veut communiquer 0. Notons par x,00 x = *2, la valeur émise en L,
et par y la vaeur enregistrée en L,. Alors y = x + E, ou E représente
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I'erreur due au bruit du canal de transmission. Le décodage du signal en L, obéit &
larégle suivante : Si 'y > 0, 5 aors il est interprété comme signifiant 1, et s
y <0, 5aorsil est interprété comme signifiant 0. D'habitude le bruit E est de
distribution normale. On supposeraici que E ~ N(O, 1). Expliciter les deux types
d'erreurs qui peuvent survenir et trouver leurs probabilités.

Solution. Deux types d'erreurs peuvent survenir, a savoir un signal 1 est
faussement compris comme un O, ou l'inverse. Notons par A I'événement "on a
envoyé le signal 1", par B I'événement "on a envoyé le signal 0", et par C
I'événement "il y a une erreur”. Alors le premier type d'erreur sera observé si le
signal envoyéest 1 et 2+ E < 0, 5. Le second type d'erreur sera observé s le
signal envoyéest Oet-2+ E> 0, 5. Ainsi

P(C|A) = P(E<-1,5)
= 1-9(1,5)
= 0,066 800
et
P(C|B) = P(E229)
= 1-&(2,5)
= 0,006 200

51. Soit X ~ Gamma(l, 1/2). Trouver P(X > 2).

Solution. Notons d’abord que la densité de la variable aléatoire X est
donnée par

0 siz <0
fz) = { 2e™% siz>0

On a
P(X>2)= 2/ e ¥ dr = —e”|; =e™* ~ 0,018 300.
2

Notons que si X ~ Gamma(l,1/2), alors X ~ £(2).

52. Soit X ~ Gamma(n,8), n € N. Calculer P(X > t).
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Solution. Ona
oc Ir:—l .
P(X>1)= ————¢ B dz.
x>0= [ i
En intégrant par partie, avec u = —(—,l:‘_';?ﬂ—l,,_l et dv = —}ge‘édx, on
trouve
13 (%)n‘l o :b,.n—‘z z
o I — [— i
PX>t)=e n=1)! + L oo

Par itération, on a donc

Ll S i kq
t = “F - -
P(X >1t) ge (5) i
53. Si X ~ g(4), montrer que P(X > n + k\ X > n) = P(X > k). Cette propriété est
généralement appelée propriété de perte de mémoire, ou encore propriété
d'absence de mémoaire.

Solution. Rappelons que la densité de la variable al éatoire X est donnée par

T _ e ™ siz >0
f(z)= { 0 ailleurs

Par conséquent

P(X>n) = f e~ dz
-7

= e—)\n'

Donc
P{X >n+k}n{X >n})
P(X >n)
P(X >n+k)
P(X > n)
- Mn+k)

P(X>n+k|X >n)

e—An

— M

P(X > k).
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54.

55.

Dans un bureau de poste, le service est assuré par deux employés. Lorsque le
client Jean y entre I'un des employés sert la cliente Marie tandis que |'autre
répond ala cliente Lise. On admettra que Jean sera a son tour servi dés le départ
de Marie ou de Lise. Le temps passé par un employé de poste pour chaque client
est distribué d'aprés la loi €()). Quelle est la probabilité que Jean soit le dernier
destrois clients a sortir de ce bureau de poste ?

Solution. On peut adopter |'approche suivante : au moment ou Jean trouve un
postier libre, I'un des deux autres clients vient de partir tandis que |'autre est
encore au guichet. Mais ce dernier, en vertu de |'absence de mémoire des
variables aéatoires de la distribution g(A), va rester pendant un temps qui est
toujours distribué €(A). Tout ce passe comme s le client venait d'arriver au
guichet. Par conséquent Jean a une chance sur deux de sortir le dernier, du fait de
la symétrie des deux situations.

On suppose que la durée d'une conversation téléphonique, mesurée en minutes,
est une variable aéatoire X £(1/10). Vous arrivez a une cabine téléphonique et
quelqu'un passe juste devant vous. Trouver la probabilité que vous devrez
attendre

i) plus de 10 minutes.
ii) entre 10 et 20 minutes.

Solution. i) On trouve

{» ]
1
P(X > 10) f —e * Mgy

— _e-a.-,!wm

Il
®

Q

0, 368.
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ii) Ona
20
P(10< X <20) = ] ~=/10 4x
_ ~:=,f10|?°
10
= el _g?
=~ 0,368 -0,135
= 0,233.

56. La durée de vie, en heures, d'une ampoule est une variable aléatoire continue
X ~ g(1/10). Trouver le nombre t d'heures tel que avec une probabilité 0,9
I'ampoule va brller avant t heures.

Solution. De
f t Lo-tdz=o0,09
> 10 -7

=zt .t
—e fo|n=1_e 6 =0,9

on trouve

donc e~ = 0,1 et par conséquent t = —101n(0,1) ~ 23.

57. La durée de fonctionnement d'un ordinateur avant sa premiére panne est une
variable aléatoire continue X dont la densité est donnée par

0 siz <0
flz) =

e %100 gz >0
Trouver la probabilité que la durée de fonctionnement soit comprise
entre 50 et 150 heures.

i) Trouver laprobabilité que I'ordinateur fonctionne moins de 100 heures.
Solution. i) Comme

1 =f flz)dz = ,\f e~ gg.
0

—00
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on trouve

1= —100Ae™/1%|° =100,

done A = 5 et X ~ £(g5)- Ainsi la probabilité que la durée de

fonctionnement de |’ordinateur soit comprise entre 50 et 150 heures est
donnée par

150 1 /100
— e_: dz
];o 100

_ —z/100|150
€ Isu

P(50 < X < 150)

= U2 _ g-32

0,383

ii) De fagon analogue

P(X < 100)

100 1 /10
-/D\ 100

z 100
—e rlon|o
= 1-¢7!
= 0,632

Donc l'ordinateur tombera en panne avant sa 100-iéme heure de service

approximativement 63 fois sur 200 en moyenne.
58. Soit X ~ U(0,10). Calculer les probabilités suivantes

i) P(X < 3).

ii} P(X > 6).

iii) P(3 < X < 8).

Solution. On trouve

i)
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10 1 4
6) = —dzr=—.
P(X > 6) /.., Sdo=
iii
) P3<X<8)f8—l-atsc~1
( , 10 2
59. Soit X ~ U(a, b). Trouver
i) lafonction de répartition de X.
i) les moments E(X), k € N.
Solution. i) Comme
1 *
5 sia<z<b
flz) =
0  ailleurs
il s’ensuit que
0 sir<a
Fz)=({ ¥ sia<z<b
1 siz>b
ii} On trouve
b Lk Bl gk+l
x a
EX"):[ —_—dr = .
( s b—a (k+1)(b—a)

En particulier 2 g2

- o a+b
EX ==~ 2
t
¢ » + ab+ a?

2 _
E(X*) = 3 ,
par conséquent

Var(X) = L“,{_;B_
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60. Soit X ~ U(-1, 1). Calculer lafonction de répartition des variables aléatoires
i) WX\
i) 4- X2
Solution. Soit F lafonction de répartition de la variable a éatoire X, donc

0 siz< -1

Flz)=¢ = si-1<z<1

1 siz>1

i) Posons H,(z) = P(|X| € z). On a tout d'abord H(r) =0siz <0,
et H(z)=1siz>1 Deplus,si0<z<1l,0ona

Hi(z)=P(-z <X <z)=F(z) - F(-z) = 2; =1

Donc | X| ~ U(0,1).

ii) Posons Hy(y) = P(Y < y),ou Y = 4— X2, Puisque P(Y € (3,4)) =
1, on aura Ha(y) = 0siy < 3, et Ho(y) = 1 si y > 4. Maintenant, si
y€(3,4),ona

Hy(y) = P(Y <y)
= P4-Xi<y)
= P(X*>4-y)
= P(X|>4-y)
= 1-H(y4-yv)

= l-y4d4-y

61. Soit X ~ U(0,1). Trouver les fonctions de répartition et de densité associées a la
variable aléatoire X",

Solution. Posons Y = X". Soit x < 0, alors P(Y < x) = 0, et donc
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F(x) = 0. Soit maintenant 0 < z < 1. On trouve

Fy(z) = P(Y <1z)

= P(X"<z)
P(X < z'/™)
Fx(xlfn}

.

Il

If

Enfin, si z > 1, on a Fy(z) = Fx(z) = 1. Par conséquent

0 siz <0
Fy(z)={ 2V si0<z<1

1 sir>1

Ladensité de lavariable aéataire Y, on I'obtient par la dérivation de la fonction
de répartition. Donc

}.a:"’("'l) sil<zr<l

fr(z) =

0 ailleurs

62. Soit X ~ U(0,1). Trouver les lois de probabilité associées aux variables
aléatoires suivantes

i)U=—InX.
i) V = tanm(X - 0,5).

Solution. i) Comme P(0 < X <1)=1,o0na P(U > 0) = 1. De plus,
siu>0,0na

Fy(u) = P(U<u)
P(—InX < u)
P(X 2e™)
1—-e7",

qui est la fonction de répartition d'une loi exponentielle de paramétre 1, donc
U ~¢(1).
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5.2. Problémes et solutions 345

ii) On &, voir I'exemple 8, dans 5.1.5,
Fy(v) = PV <)
P(tanw(X — 0,5) < v)

= P(X< 0,5—|—%arctanv)

1
= 0,5+ —arctanv
n

v 1
= —— dt,
f_m 7(1 +2)

qui est lafonction de répartition d'une loi de Cauchy, de paramétres O et 1, donc
V~C(0,1).

63. Soit X ~U(0,1) et Y ~ U(0,1) deux variables aléatoires indépendantes. Trouver la
densité de lavariables aléatoire X + .

Solution. Notons d'abord que

1 si0<axl
0 autrement

nm=nm={

La densité de la variable aléatoire X +Y est obtenue par la convolution
des fonctions fx et fy, donc

fxsv(@) = Afx(“—y)fv(y}dy

1

f fx(a—y)dy.
0

Pour 0 < a < 1, on obtient

fx+v(a) = /D“ dy =a,

tandis que pour 1 < a < 2, on aura

frwl@)= [ dy=2-a

Ainsi
a sil<a<l1
fxsv(@) =< 2—a sil<a<?2
0 autrement
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346 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

64. Soit X ~ U(-1, 1) et Y = max(0, X). Montrer que laloi de probabilité de la variable
aléatoire Y n'est ni discréte et ni continue.

Solution. Notons d'abord que

P(Y=0)=P(X <0)=1/2.
Siz <0, alors
P(Y <z)=0.
Si0 <z <1, alors

P(Ygx):P(ng)z%_l.

Enfinsiz>1,0na
PY<z)=P(X<z)=1

On a donc obtenu

0 siz<0
Fy(z)=¢ & si0<z<1
1 siz>1

La loi de probabilité de la variable aléatoire ¥ n'est pas discréte, car
P(Y =0) = 1/2 et P(Y = y) = 0, pour tout y # 0, par conséquent
>, P(Y = y) = } < 1. De plus la loi n’est pas continue, car P(Y =
0) = 1.

65. Soit X ~ Beta(2, 2). Calculer P(X < 0,2).

Solution. Notons d’abord que si 0 < z < 1, alors la densité de la
variable aléatoire X est

'(4)

flz) = WI(I — 1) =6z(1 — z),

done 6z(1 ) si0 1
z(l—z) s10<z <
f(@)= { 0 ailleurs
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Ona

P(X <0,2) =6f.,0,23(1 T =S ((§ ) %

66. Soit X ~ C(0,1). Trouver les fonctions de répartition et de densité de
la variable aléatoire ¥ = X2

0,2

) =0, 104 400.
0

Solution. Si r <0, alors Fy(z) = 0. Si z > 0, on trouve
Fy(z) = P(Y <z)

P(X%< 1)

P(-vz £ X < Va)

FX(\/E) - Fx(_ﬁ}’

ou (voir probléme 62 ii))

z 1 1 1
F = _— = =<4 - t .
x(z) f_m;rr(1+t2)dt 5 + ~arctanz

Notons que
Fx(z) + Fx(—z) = (l arctanzr + -1-) + (-1- arctan(—z) + l) =1,
m 2 s 2
d’oli
Fx(-z) =1- Fx(z).

Si z > 0, on trouve

2
Fy(z) =2Fx(VT)-1= ;;arctan(\/;,).
Par conséquent
2 arctan(y/z) siz >0

Fy(z) =
0 ailleurs

Enfin la densité est donnée par

d H(1+2)/z) ! siz>0
fr(z) = d—FY(I) =
o 0 ailleurs
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67. Soit X une variable aéatoire de densité fy. Trouver la densité de la variable

68.

69.

aéatoireY = X2

Solution. Trouvons d'abord la fonction de répartition de Y,

Fy(y) P(Y <y)
P(X*<y)
P(-/y<X <y
= Fx(V7) - Fx(—7).

Une dérivation nous donne la densité, donc

fr(y) = %ﬁ(fx(x/iﬂ + fx(~v@)

i

il

Soit X une variable aéatoire de densité fy. Trouver la densité de la variable
aéatoire Y =\X\.

Solution. Trouvons d'abord lafonction de répartition de Y. Soit y > O, alors

P(Y <y)

P(|X| < y)

= P(-y<X<y)
= Fx(y) — Fx(—y).

Une dérivation nous donne la densité, donc
fr(w) = fx(v) + fx(—y).

Soit X une variable aléatoire continue non-négative de densité fx.
Trouver la densité de la variable aléatoire ¥ = X™.

Solution. Soit k(z) = z™*, alors ¥ = h(X). La densité de la variable
aléatoire Y est donnée par (voir remarque 4, en 5.1.2),

Fy(y)

) fx(h~'(y)) |£h7M(y)| siy = h(z) pour un z quelconque
frlw) = { 0 idy | si y # h(z) pour tout z

ou h~1(y) est la valeur z telle que h{x) = y. On trouve

W (y) =y
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donc p )
Z (! - = %—1,
o W)=y
et par conséquent
— l iy 1/n
Fry) = -y~ fx (™).

En particuliére, pour n = 2, on a

Frls) = 3+ TS5V,

et comme dans ce cas fx(—./y) = 0 car la variable aléatoire X est
non-négative, on obtient le résultat du probléme 67.

70. Soit X une variable aéatoire continue ayant une densité de probabilité f,
symétrique par rapport a l'origine, et telle que X* posséde une densité de
probabilité exponentielle de paramétre A.. Déterminer la fonction de répartition F,.

Solution. Puisgue f, est symétrique par rapport al'origine f(x) = f(-x), pour tout x
€ R. Comme X est aussi une variable aléatoire continue P(X = x) = 0 pour tout x
€ R etdonc

P(X < —z)=Fx(—z)=1- Fx(z) = P(X > z).

Maintenant, en utilisant encore une fois que la fonction f, est symétrique par
rapport al'origine, on obtient

P(X? > z?)

I

P(X > |z]) + P(X < —]z|)
2P(X > |zl),

donc

1-Fx(z]) = P(X > |z)
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Dot
%e""2 siz<0
Fx(z) =
1-1e* siz>0.
71. Soit
322 si—1<z<1
flz) =

0 ailleurs

Montrer que f (x) est une densité et trouver la fonction de répartition

correspondante.
Solution. La fonction f est non-négative, continue sauf en x = -1 et x = 1.
Deplus,
oo 1 3
f flz)dz = / ~zdz
—0 12
_ =
2,
= 1.

Donc f est une fonction de densité. Trouvons la fonction de répartition
correspondante. Pour x < -1,

F(;u)=fz f(:::)d;r=/z 0dz = 0.
Si-1<z<1,

-1 T 3
F(z) = 0dt + f Ezzdt
—00 -1

Al
0+E
2 +1

2

-1
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etsiz>1,
-1 13 T
F(z) = [ 0dt+/ —tzdt+f 0dt
] —12 1
Ial
= 0+ —| +0
2 -1
=1
Done, on a
0 siz< -1
Fz)={ =f si-1<z<1
1 siz>1

On remarque que F est continue partout, dérivable sauf en -1 et en 1 et que FX(X)
=f(x) pour x £ -1, 1.

72. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

0 siz<0
flz) =

de ™ siz>0

ou A est un nombre réel positif. Trouver lafonction de répartition de X.

Solution. Pour x<0ona

F(z) =j:;f(t}dt= f;m=0,

et pourz > 0,o0n a

F(z) = f_ £t dt

0 T
[ 0dt + f e M dt
-0 ]

0+ (—e‘”|u:)
1—e?,
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Donc, on obtient

0 siz <0
F(z) =
1—e™ siz>0

On remarque que F est continue partout, dérivable sauf en x = 0 et
F'(z) = f(z) pour z # 0.

73. Soit X une variable aléatoire telle que P(|X — 1| = 2) = 0. Calculer
P(|X = 1| > 2) a l'aide de la fonction de répartition Fx.

Solution. On a

P(X -1 22) P(X >3)+P(X <-1)
P(X >3)+P(X < -1)

1-Fx(3) + Fx(-1),

Il

car P(X =3)=0.

74. Considérons un point choisi au hasard al'intérieur d'un disque de rayon r du plan
et soit X lavariable aléatoire qui représente le carré de la distance de ce point au
centre du disque. Calculer la fonction de répartition de X.

Solution. Soit B, la boule de rayon r centrée en 0. Alors l'aire de B,,
dénoté par |B,| est wr2. Soit F la fonction de répartition de X. Il est
clair que F(z) =0,siz <0et F(z)=1,siz>r2 Si0 <z <r%ona

IB,/El I
< E = —
P(X <1z) IB,] 2
Dol
0 siz<0
Fx(z)=4{ % si0<z<7?

1 siz>r?

et donc X ~ U(0,7?).
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75. Soit X une variable aléatoire continue a valeurs positives qui puisse représenter 1a
durée de vie dun certain composant. Soit F sa fonction de répartition et f sa
densité. Lafonction

__fa)
’\(I) = 1 '—F($)’

sappelle la fonction taux de panne, ou encore taux de hasard, ou force de
mortalité. Montrer que

P(X € (z, z+dz)| X > z) = Xz)dz,

et donner une interprétation de ce résultat.
Solution. On a
P((X € (z, z+dz))N(X > x))
P(X >1x)
P(X € (z, z +dx1))
P(X > x)
1 .F(:c+d:c)—F(a:)dI
P(X > 1) dz
fz)

1- F(z)

P(X € (z, z+dz)|X > 1)

X

On peut interpréter ce résultat comme suit : A(X) représente un taux de panne
conditionnel instantané, la condition étant que le composant ait pu assurer
déjax heures de service.

76. Montrer que la fonction taux de panne d'une variable aléatoire continue
avaleurs positives détermine entierement sa fonction de répartition.

Solution. Soit A(X) lafonction taux de panne, aors par définition

& F(z)
/\{I} = ﬁm.

L'intégration des deux membres donne

In(1 - F(z)) = — f:,\(:) dt + k,
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ou
1 - F(z) = ebe~Jo X0 4,

Or k = 0, ce que I'on voit en posant z = 0, car F(0) = P(X <0)=0.
Donc
F(z)=1-¢ Jo 20,

Remarque. Si A(z) = a + (z, on obtient
F(zx)=1- gmoz—B= /2
et sa densité, par dérivation sera

f(z) = (o + Bz)e"@=92/D 1 >0,

77. On dit que le taux de mortalité chez les fumeurs, atout &ge est e double de celui
des non-fumeurs. Comparer leur probabilité de survie au-dela de b années
sachant qu'ils ont survécu a années.

Solution. Notons par A f (x) le taux de mortalité pour un fumeur agé de x années
et par Ay(x) celui d'un non-fumeur du méme &ge. Comme le taux de mortalité des
fumeurs est |e double du taux de mortalité des non-fumeurs, on a

M) = 20,(X).
Soit a < b et considérons les événements :
B, - "un non-fumeur survit au-dela de b années,
A, - "un non-fumeur survit au-dela de a années’
B: - "un fumeur survit au-dela de b années’,
A; - "un fumeur survit au-dela de a années’.

Soit F,, la fonction de répartition pour X , la variable aléatoire représentant le
temps de survie (en années) d'un non-fumeur. On veut comparer

P(Bn\A,) et P(B\A).
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On a(voir probléme 76)

P(B,N Ay)

P(Aq)
l‘Fn(b)

1 _Fn(a)

o= o An(z)dz
e Jo Anlz)dz

P(BN|An) =

= e f:,\n(z)dz’

et de méme

P(BflA;) = e kM@
o2 [ An(2) dz

(e—f:An(Tjdz)2 .

Donc si l'on a deux individus du méme 4ge, dont I'un est fumeur et
I'autre pas, la probabilité que le fumeur survive & un age donné est le
carré (non la moitié) de celle du non-fumeur. Par exemple, si M\, (z) =
315, 50 < z < 60, alors la probabilité qu'un non-fumeur agé de 50 ans
atteigne I’age de 60 ans est e~1/3 a2 0, 718 920 alors que pour un fumeur
elle vaut e~/ 0,516 850.

78. Montrer que la fonction taux de panne d'une variable aléatoire X ~ £()) est égal
au paramétre . Justifier le résultat.

Solution. On trouve
f(z)
1 - F(z)
’\e—,\x
e—Ax

= A\

Alz)

Dans le cas d'une durée de vie exponentielle, I'absence de mémoire de cette
distribution (voir probleme 53), signifie que la durée de vie résiduelle d'un
composant conditionnellement a une durée de service x jusque-la est de méme
distribution que ladurée de vieinitiale.
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79. Soit X une variable aléatoire dont lafonction de répartition est donnée par

(=)
l—e\"= siz>v
F(z) =
0 siz<wv
ol v, a, et B sont des parametres, et ¥ € (—oo, ), a, 8 € (0, 00).

On écrira alors X ~ W (e, B,v). Cette distribution s’appelle la loi de
Weibull.1®

i) Trouver la densité de X.
ii) Calculer E(X) et Var(X).
Solution. i) Par dérivation on obtient
(@) () e (=) sz
flz) =

0 siz <y

ii) On a

E(X)

Il
e
8
8
Rl
N
8
el
=
—
L+
I
L3
|
%
a.
8

oo - -
(az5 + u)ézﬂﬂ-’_‘s*“"gzlfriE dz
0 o B

{= =] {s <] L
= vf e *dz +a/ z8e~*dz
0 0

= v+aol (’3—;1),

en faisant le changement de variable z = (%)‘9, done z = az'/? + v
De la méme fagon on trouve
2
E(X?*) =1+ 2T ('3—;1—) +a’T (6%) )

9\Waloddi Weibull (1887-1979), physicien suédois.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.2. Problemes et solutions 357

et par conséquent

o= ((5)- (0 (5))

Remarque. Laloi de Weibull fut introduite comme modele pour représenter |a
tension a laquelle un matériel se brise. Cette loi est aussi utilisée pour
représenter la durée de vie d'un produit.

80. Calculer la fonction taux de panne d'une variable aléatoire de Weibull,
X ~W (a, B, 0) et montrer qu'elle est croissante quand 8 > 1 et décroissante
quand B < 1.

Solution. D'abord, siv=0et x>0,

s =2 (2) ),

[a3

Fz) = foxg(é)a_le-(é)”dz
- _e—(s)":

= 1- e_(ni]ﬂ’

Alors

)8
doll - F(z) = e (3) et par conséquent

f(z)
1— F(z)

8 (g)"“e*(f)s

TG
e

Donc la fonction taux de panne est constante si 8 = 1, et danscecas, f (X) est la
densité d'une variable aléatoire X ~ ¢(L/a), et M(X) = Va

Alz)

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


358

Chapitre 5. Variables a éatoires et |ois de probabilités

(voir probleme 78), tandis que A(X) est une fonction croissante de x s 8 > 1 et
décroissantedex si B < 1.

Remarque. La loi exponentielle est un cas particulier de la loi de Weibull
(lorsquev=0¢t 8 =1), ains quedelaloi Gamma (voir 4 dans5.1.4).

Remarque. La distribution de Weibull est importante dans les applications, car
par le choix approprié de 8 €elle peut étre utilisée pour modéliser les cas ou la
fonction taux de panne est croissante ou décroissante et aussi pour les cas ou la
fonction taux de panne est proportionnelle a une puissance de x.

81. Une compagnie demande a ses clients d'inspecter le produit qu'ils achétent dés

82.

quils en prennent possession et, de retourner sans délai tout produit non
satisfaisant. Supposons que le temps (en semaines) qui Sécoule entre la vente
d'un produit non satisfaisant et son retour, est une variable aéatoire
X ~W(1, 2, 0). Trouver la probabilité qu'un produit non satisfaisant revienne ala
compagnie moins d'une semaine apres avoir été livré ainsi que le temps moyen
d'un retour.

Solution. On trouve

1
P(X<1)= f 2ze™* dz=1-¢"' = 0,632,
0

et le temps moyen d’attente pour le retour d'un produit non satisfaisant
est E(X) =T(3/2) =1/2I'(1/2) = }+/7 = 0,886 semaines.

(5

Montrer que si X ~ W(e, 8, v) alors Y ~ £(1), et vice versa.

Soit

Solution. Rappelons d’abord que la densité de la variable aléatoire X
est 5
(&) (2 (5 siazw

fx(z) =

0 siz<v

Considérons la fonction h(zr) = (%)8 Alors Y = h(X), et la densité
de la variable aléatoire Y = h(X) = (50;.,)5 est donnée par (voir
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remarque 4 dans 5.1.2),

Fr(w) = fx (h-‘(y))diyh-'(y).

On trouve
h(y) = oy 4+ v
et d
_h-l = g 3‘—1
& () 3

Par conséquent
Fx(h™ @) h“(y) B yptes. Gy =

Notons enfin, que si z > v, alors y > 0, et on trouve

e¥ siy>0
autrement

fr(y) = {

donc ¥ ~ £(1).

Montrons maintenant que si ¥ ~ £(1), alors X ~ W(e, 8, v), ol
X = aYV® + v. Considérons la fonction h(y) = ay'/? + v = z. Alors

h~(z) = (&% ) et si y > 0, alors z > v. Puis

d . _ AL |
=0 () 5

43 a

et parce que fy(y) = e~¥, on obtient

i

S (b @) b7 @)

= =) I-V)‘“
= ot (5

et donc le résultat désiré.

fx(z)

83. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

flz) = Ae"‘"'
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360 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

ou x € R. On dit que lavariable aléatoire suit uneloi de Laplace de paramétre A.
Trouver lafonction de répartition de X.

Solution. On trouve

I A dx siz <0
F(z) =
L[ Aedz+1[Freds siz>0
Donc
1eM siz<0

F(z) =
1-1e* siz>0

84. Dans les conditions du probléme 50, on suppose maintenant que le bruit du canal
de transmission est une variable aéatoire E de distribution laplacienne de
parametre A = 1. Trouver les probabilités des types d'erreurs qui peuvent
survenir.

Solution. Comme auparavant, deux types d'erreurs peuvent survenir, a savoir un
signal 1 est faussement compris comme un O, ou l'inverse. On note par A
I'événement "on a envoyé le signal 0", par B I'événement "on a envoyé le
signal 0", et par C I'événement "il y aune erreur”. Alors le premier type d'erreur
sera observé si le signal envoyéest 1 et 2 + E < 0, 5. Le second type d'erreur
seraobservé si lesignal envoyéest Oet -2+ E> 0, 5. Ainsi

P(C|A) = P(E<-1,5)
_;_e—l,s
~ 0,111 600

et
P(C|B) = P(E>2,5)

= 1-P(E<2,5)
=1—1+%e-”~’5
=~ 0,041.

En comparant ces résultats avec ceux du probléme 50, on constate que les
probabilités d'erreur sont plus élevées si le bruit est laplacienne de paramétre
A =1, quesil est de distribution normale centrée réduite.
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85. Montrer que s F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X, aors
1 - F((-x)-) est lafonction de répartition de la variable aléatoire -X.

Solution. Ona

P(-X<z) = P(X>-1)
= !i_{r&P(X > —r—¢)
= lig(1 - P(-z - ¢)
= 1-F((-z)-).

86. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

% sil<z<oo

f(z) =
0 ailleurs
i) Trouver E(X).
ii) Montrer que E(X") n'existe pas, pour n > 2.

Solution. i) On trouve

it) Sin > 2, alors

E(X") = [m =" f(z) dz
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362 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

87. Soit X ~ G(p). Trouver E(X) et Var(X).
Solution. Posonsq =1 - p. Alors

E(X) = Y ng"'p

1

E(Xii} — E n2qﬂ—lp
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Donc
Var(X) = E(X?) - (E(X))?
_ 2 1 1
TP p P
_1-»p
- p?

On peut obtenir ces résultats par une autre méthode, voir probleme 141 iii).
88. Trouver les moments de la variable aléatoire X ~ Gamma(a, ).
Solution. On a

za—l

Ex™ = fo = T (a)

e ] Ia+n- 1

_ ~z/8
o B°T(a) ¢ da
Frl(a+mn) [ zotn-l g
I'(a) fu et (a+n) de
BT e +n)
I(a)

e /P dg

car l'intégrant de la derniére intégrale est la densité d'une variable aléatoire
X ~Gamma(a + n, B), et donc lavaleur de I'intégrale est 1.

Maintenant en prenant n = 1, on trouve

_Pl(e+1) Bol(a)

B =T =T -
car ['(a + 1) = al'(a).
Pour n = 2, on obtient
2 (23
B(xy) = £10 12 = D < (@+ 1o,

et par conséquent

Var(X) = E(X?) - (B(X))? = of%.
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364 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

On peut obtenir ces résultats par une autre méthode, voir probléme 141 vi).
89. Trouver les moments de la variable aléatoire X ~ Beta(a, A).

Solution. Pour obtenir les moments d'une variable aléatoire X ~ Beta(a, 1), il
n'est pas avantageux dutiliser la fonction caractéristique ou la fonction
génératrice des moments. En procédant directement, on a par définition,

Ma+A) [*

E(X™ = @O Jo 2"z N1 - z)*tdr
— F(Q’ + A) ! n+a-1 -
= ———I‘(a)F{A)/ﬂ. T (1-2)*lds
INa+A)
= i‘—(&—mﬁ(ﬂ +n, /\)

T(a+A) Tla+n)(A)
T(@I(\) T(a+Xr+n)

car ﬁ(a +n, A) = ful xa+n—1{1 _ I}A—! dr = T(a+n)T(A)

= T(a+rtn) *
Maintenant en prenant n = 1, on trouve

_Tla+)) Tle+l) _ o
B(X) = T(@) Tla+Ai+1l) a+r

Pour n = 2, on obtient

Fa+A) Tla+2) ala+1)

E(X?) = T(a) T(a+Ar+2) (a+N(@+r+1)

et par conséquent

aA

Var(X) = B(X") = (BX)) = syt a s 1)

90. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

0 siz <0
f(:r):{ ae=%® siz >0
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ou aest un réel positif.

i) Vérifier quef est une densité.

ii) Déterminer lafonction de répartition de X.

iii) Calculer E(X) et plus généralement E(XY), en déduire lavaleur de Var(X).

Solution. i) La fonction f(x) est positive ou nulle pour tout X € R, et continue
sauf pour x = 0. De plus

f flz)dr = f ae”*dx
] 0
= ey
1.
Ainsi f(z) est une densité.
ii) On a
F(z)=P(X < 1) = f f(t)dt.
-0
Pourz >0 .
F(z) = f ae™® dt.
0
Donc
l1—e™® siz >0
F(z)=
0 siz <0
iii) On a

E(X) =f toe™* dt.
0

Une intégration par parties avec —ae~%dt = dv et —t = u, donc v =

e~ et du = —dt, donne
o0 . {= ]
f ate™dt = —te™|] +/ e dt
0 0
= _le—at
a 0
1
= -
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366 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Donc 1

De méme -
E(X*) =/ t*ae™ dt.
0

En intégrant par parties, cela donne

00 o0 k o0
f at’ke—at dt = —tk E_at10 + "‘f O.'tk_le_az dt.
[ aJo

Donc

E(X*) = EE(X"“).

Par conséquent

B(X*) = k X k-1 X +ee X ?-E(X),
a a a
et donc . Kl
Comme Var(X) = E(X?) — (E(X))?, on obtient Var(X) =5 — L et
donc 1
Var(X] = {?

91. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par
1 si0<zr<1
fla)= { 0 ailleurs
Trouver E(e*).

Solution. Soit ¥ = eX. Déterminons d’abord la fonction de répartition
Fy de la variable aléatoire Y. Pour 1 <y <e,ona

Fy(y) = P(Y<y)

P <y)

P(X < logy)
logy

f(z)dz

It

0
= logy.
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En dérivant Fy(y), on obtient ladensité de Y, donc

1
fy(!f)=§, l1<y<e

Par conséquent

E (e¥)

E(Y)
f vfy(y) dy
R

J
1

e—1.

I

I

92. Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs {1,2,...},
6

avec les probabilités p, = P(X = n) = 5. Montrer que E(X)
n’existe pas.

Solution. Notons d’abord que la loi de X est bien définie puisque

pn = 0et
o oo oo
6 61
D= m5=0 —=1
n=>0 n=1

n=1

o0 1] _ x?
car ) 20 =5 = %. Alors

E(X) =anﬂ=£52% — 00,
n=1 n=1

par consequent la valeur moyenne de la variable aéatoire X n'existe pas.

93. Soit X une variable aéatoire discréte qui prend les valeurs {0, 1, 2, ..}.
Montrer que E(X) est finie si et seulement s

ZP(X)‘R} < 00.

n=>0

Dans ce cas,
E(X)=)_ P(X >n) <oo.

n>0
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368 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Solution. Pour n>0, ona

E(Xlx<m) = Y_KkP(X =k)
k=1

= iZP(X:k]

k=1 j=1

= > Y P(X=k)

h=1 k=h

n-1
= ) P(X>h).

h=0

Donc

E(X) = lim E(X1(x<m) = ) P(X > h).

h>0

94. Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs {1, 2, ...}, avec les
probabilités p, = P(X = n) = /2" . Trouver E(X).

Solution. Notons d'abord que laloi de X est bien définie puisque p,>0 et

NE
83~

-]
an =
n=1

3
il

]
gL
1k
I
[y

1l
— o
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Maintenant,
1
P(X>n) = 1—227
k=1
21
= 1_22_’&+1
k=0
1 1 n+l
=1 (2)1 +1
-2
_ 1
= o
donc

1 1
PX>n)=S o= —— =2<c0.
Sraon-Si-rt

n>0

Par conséquent (voir probléme 93),

E(X)=)Y P(X>n)=2

n>0

95. Soit X la variable aléatoire discréte qui prend les valeurs n € N, avec les
probabilités

Pn = P[X = n‘) =e" - e—(n+1j1 neN
Montrer que la variable aléatoire X admet des moments de tous ordres.

i) Trouver E(X) et Var(X).
Solution. i) Ona

E(Xk) = ink(e—n _ E—(n+l))

n=0

oo o0
— Z nke~" — E :nke—(nﬂ)
n=0 n=0

oo o0
T.I.k ﬂ.k
g; - z entl’

n=0 n=0

|l
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o nk

Montrons que la série 37 ) % est convergente. En utilisant le critere
du rapport, on trouve

. (n+1)F e . (n+1}*1
lim ~———x — = lim -
n—aoo entl nk n—~00 n e

_ 1

T e

< 1

donc la série est-convergente. De la méme facon on montre que la série

Y m"“,—r est convergente, et donc E(X*) existe pour tout k étant la
différence de deux séries convergentes.

ii) Si e} < 1, alors la série Yoo ;@™ = 72=. En dérivant terme & terme,
st k est un entier positif, on trouve

oo K
Z(n—k)!a k“(1-a)k+1’

et donc

i (n+k)! . H

! T (1 = g)k+1”
ie  nl (1-a)

Pour £ = 0, on obtient

= 1
Zan: 1—a

n=0

Pour k. =1,0na

o 1 o0
E Ma" = E (n + ]_)a,ﬂ
n!
n=0 n=0
) oo

Il
™
3

=

+
N

8,

n=0 n=f
1
(1-a)?
donc
d 1 1 a
Zna" = — = .
v (1-a? 1-a (1-a)?
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Pour k = 2, on trouve

Mais
i(n+2)!an — i(ﬂ'i'l}(ﬂ-l-?)a.“

n=0 ) n=>0

Z(ﬂ2 +3n +2)a”

n=0

2 n 3a 1
2
Z“a"'(l_a)z —a

n=0

I

d’olt
2
2 n
(l—a Zna—i— ) ey

et finalement

nla® = 2 +a
Z — a)3’
n=0 (1 G)

Donc pour k = 1, et en prenant a = e~! < 1, on obtient

E(X) = Y ne"- %Zne_“
n=0 n=0
e 1
(-1 (e-1)?
1
e—1

De méme, pour k¥ = 2, et en prenant a = e~ < 1, on obtient
e(e+1) e+1

E(X? -
X = e e
e+l
o (e-1)
par conséquent
Var(X) = e+1 1 _ e

(e—17 (e~17 (e-1)%
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96. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

97.

_f6zx(l-z) si0<z<1
f(z) = { 0 ailleurs

Trouver le mode de X.

Solution. Rappelons que le mode moy est le point pour lequel la

densité atteint, s'il existe, son maximum absolu. Comme f'(z) = 6(1 —

2z), on trouve que moy = 3.

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est donnée
par

0 siz<0

F(z) = P

1—-e"27 sizr>0
Ladistribution donnée sappellelaloi de Rayleigh*’ de paramétre .
Trouver
i) la densité associée.
i) lamédiane.
iii) lavaleur moyenne.

Solution. i) La fonction de densité associée est donnée par f(x) = dF / dx (X)
presque partout. Or F est partout dérivable, donc

f(5) = 275 Lpe(@).

ii) La médiane mex doit satisfaire I'équation F(mex) = 1. Par consé-
quent

2

l1—e 27 = =,
22 2 .
d'otl €727 = }, donc —Zz = —In2. On obtient z* = o®In4, et

finalement mex = ov/In4, et la médiane est unique.

M John William Strutt, lord Rayleigh (1848-1919), physicien anglais.
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iii) Lavaleur moyenne p = E(X) est donnée par (voir remarque 10 en 5.1.6)

-/;m(le[z))d.r - fome—a‘frdx
m
= o5,

2
en faisant le changement de variable y = z /0, et parce que f0°° erdy=
1/or.
2

Remarque. Sion prend @ = 0 et § = ;15 dans la densité f(z) =
(a+ Bx)e~(ez+82%/2) > 0, de la remarque du probléme 76, on trouve
la densité de Rayleigh. Par conséquent la fonction taux de panne dans
ce cas, est A(z) = 5.

98. Soit X une variable aléatoire continue dont la densité est symétrique par rapport a
un nombre a. Montrer que si E(X) existe, alors E(X) = me, .

Solution. Rappelons qu'une densité f est symétrique par rapport aun nombre asi
f(a+ x) = f (a- ), pour tout X € R.

Montrons d'abord que me, = a. Ona

Px>a)= [ f@ds= [ fa+a,

ou on afait le changement de variabley = x - a. De la méme fagon on trouve

PX<a) = ];n f(z)dz

[ twraa
= ——fnf(a-z)dz
= /ﬂwf(a—z}dz.
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Delasymétrie deladensitéf, il Sensuit que

99.

P(X >a)=P(X <a).

Comme P(X > a) + P(X < @) =1, on trouve P(X >a) = P(X <
a) = §, et par conséquent mex = a.

Montrons maintenant que E(X) =a. On a

[ma:f(x)da:
f_m(y+a}f(a+y)dy

= u:w:+fm yf(a+y)dy

-0

E(X)

oo 0
= a+j; y.f(a+y)dy+f yfla+y)dy

= a+ﬂmyf(a+y)dy—£wzf(a—z]dz

= a‘

donc E(X) = mex = a.

Remarque. Parce que les densités des variables aléatoires Z ~ N(0, 1)
et X ~ N(y,o?) sont symétriques par rapport a 0 et y respectivement,
on trouve E(Z) = mez =0, et E(X) = mex = p.

Soit X une variable aléatoire et k une fonction non décroissante posi-
tive. Montrer que si E(k(X)) existe et si a € R, alors

B(k(X))

P(X>a)< )

Solution. Rappelons d’abord que si on considére la variable aléatoire
indicatrice 1{k(x)>(a)}, alors (voir exemple 3, dans 5.1.6)

E(lixxzkan) = P(E(X) 2 k(a)).
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Puisque la fonction & est non décroissante, {X > a} C {k(X) > k(a)}.

Donc
P(X >a) < P(k(X) 2 k(a))
= E(lx)2ka))
k(X
< E (%lumzmn)
k(X)
<
< £(5w)
E(k(X))
k(a)
100. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

e siz>0
f(z)={ 0 siz<0
Montrer que
i) E(X"™) = n!, pour tout n € N.
i) P(X >a) < ;‘—,i, pour tout @ > 0 et pour tout n € N.

Solution. i) Procédons par inductions. Pour n =1, on a

{= <]
/ re Tdr
[}

o

= —xe"’|3°+/ e "dx
0

= 0-efp

=1

= 1!

E(X)

Supposons maintenant que E(X") = n! et montrons que E(X**!) =
{n + 1)!. On trouve

{=]
E(X’H'l) — / xn+le—zdx
0
oo
= —z"Me @+ (n+ 1)[ e " dz
0

0+ (n+1)E(X™)
(n+1)!

Il
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101.

102.

Chapitre 5. Variables a éatoires et |ois de probabilités

ii) Utilisons la formule (voir probleme 99),

E(k(X))

P(X>ﬂ]£—“];“(-g)—a

en prenant la fonction k(z) = z", si z > 0. Evidemment la fonction &
est non décroissante positive et de plus E(k(X)) = E(X") = n!. Alors

X>a) < ——-—-—! = —! our tout a >0
s > 0.
P(X > a) Ko~ o pour tout

Puisque, pour tout a > 0,
a
P(X >a)=1-P(X <a) =1—/ e dr =e™?,
D

on obtient, en particulier, I'inégalité

n!
= Ea

e—a

pour tout a > 0 et pour tout n € N,

Soit X € L,. Montrer que pour tout fonction non décroissante k telle
que E(k(X)) < o0, 0n a
Cov(X, k(X)) > 0.

Solution. Soit Y une autre variable aléatoire de méme loi que X et
indépendante de X. Alors

E((X - Y)(k(X) — k(Y))) = 2Cov(X, k(X))

Or la fonction h(z,y) = (z — y)(k(z) — k(y)) est non négative car
si z <y, alors k(z) < k(y) et si z > y, alors k(z) > k(y). Donc
Cov(X, k(X)) > 0.
Montrer que Cou(aX,Y) = aCov(X,Y),oia e R
Solution. On a

Cov(aX,Y) = E(aXY)- E(aX)E(Y)
aE(XY) - aE(X)E(Y)
o(E(XY) - E(X)E(Y))
= aCov(X,Y).
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103. Soit X et Y deux variables aléatoires ayant des variances et supposons que
aX+ bY=rc,
ou a, b, ¢ sont des constantes et ab # 0. Calculer
i) lecoefficient de corrélation de X et Y.

ii) lerapport entre les écarts-types de X et V.

Solution. i) De aX +bY = ¢, on trouve ¥ = £ — ¢X. Donc

Var(Y) = (%)2Var(X],
et
Cov(X,Y) = E(XY)- E(X)E(Y)
= F (EX - %Xﬂ - E(X) (g - EE(X))
= -3 (B(X?) - (BX))

= —-E—Var{X).
Par conséquent le coefficient de corrélation de X et Y est donnée par
Corr(X,Y) = ——olX.¥)
VVar(X)Var(Y)
- b
H
donc
1 si%$<0
Corr(X,Y) =
-1 si2>0

ii) Le rapport entre les écarts-types de X et Y est donc
a(X) _ Var(X)
o(¥) (2)*Var(X)

b
2l

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


378

104.

105.

Chapitre 5. Variables aléatoires et |ois de probabilités

Soit X et Y deux variables aléatoires telles que Var (X) Var (Y) # 0. Montrer que

-1<Corr(X,Y)<1.
Solution. Posons ox = \/Var(X) et oy = /Var(Y). Alors

0 € Var (i + l’--)
Tx gy
Var(X) Var(Y) 2Cou(X,Y)
= S+
Ox Oy agx0oy

= 2(1+Corr(X,Y))
donc —1 < Corr(X,Y). D’autre part
Var (5& - L)
Tx oy
Var(X) + Var(Y) 2Cov(X,Y)
o —

o oy Ox0y
2(1 — Corr(X,Y))

o
IA

donc Corr(X,Y) < 1.

Le probléme de Uaiguille de Buffon'? - Sur une table sont tracées des
lignes paralléles équidistantes. Notons par h la distance entre deux
lignes voisines. Sur la table, on lance de fagon aléatoire un aiguille
dont la longueur est £ < h. Trouver la probabilité que I'aiguille coupe
I'une des droites paralléles.

Solution. On fixera la position de l'aiguille par le couple aléatoire
(X,8), ot X est la distance entre le milieu de I'aiguille et la paraliéle la
plus proche, et oii # est 'angle aigu entre 'aiguille et une perpendicu-
laire du milieu de 'aiguille 2 la paralléle la plus proche. Cela implique
que 0 < 8 < /2, et 0 £ X < hf2. 1l est raisonnable d’admettre
que, dans ces limites, X et § sont de distributions indépendantes et
uniforme, donc

fx(z) = %1(0..&32)(-’5') et fo(y) = %1(0‘::-;’2)(?1)-

12| ouis Leclerc de Buffon (1701-1788), célébre naturaliste francais.
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Notons que l'aiguille chevauchera une paralléle dés que X < %cos 8.
On trouve
£/2cosy

_/:;2_/ fx(z)fo(y) dx dy

]
4 m/2 plf2cosy
= — dz d
wh,[o [) 7Y
4 [y

= - A Ecosydy

2
wh’

P(X < gcosﬁ)

Note. Le probléme de Buffon semble bien étre le plus vieux probléme de
probabilité géométrique. 1l a été mentionné pour la premiére fois en 1733 par
Buffon lui-méme.

Au siécle dernier, ce probleme de Buffon a permis d'obtenir deux applications
intéressantes.

1) - On a pu vérifier expérimentalement le théoreme de Bernoulli. Soit
X~ B(n, p) et F, lafréguence de succes. Alors F,, converge en probabilité vers
la probabilité p, quand le nombre n d'expérience tend vers infini, c'est-a-dire
pour tout € > 0 aussi petit qu'on veut,

lim P(|F, —p|<e¢)=1.
=00

Ce théoréme (un théoréme de grands nombres) a une importance considérable
tant au plan théorique que pour les applications. En effet il permet de remplacer
la probabilité d'un événement (notion théorique) par la fréquence de cet
événement qui peut étre déterminée expérimentalement (notion pratique).

Notons par n le nombre de lancers de I'aiguille et par m le nombre de succes,
cest-a-dire les cas ou l'aiguille coupe I'une des lignes paraléles. Alors la
fréquence

n
F,=—.
" m

Plusieurs personnes se sont donné la peine de vérifier expérimentalement que

2

F,‘_mp—a.
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Chapitre 5. Variables al éatoires et |ois de probabilités

A titre d’exemple, citons R. Wolf, un astronome de Zurich qui a fait
n = 5 000 essais avec un aiguille de £ = 36 mm et h = 45 mm, entre
1849 et 1853. 1l a obtenu m = 2 532 succes, ce qui donne

2 532 72
= — = 1 = — = 0,509 300.
" = 5000 0,506 400 alors que p i 5
2) - La probléme de Buffon a fourni une méthode pour obtenir une valeur
approximative pour le nombre z. En effet, puisque

2¢
p= ng,,z E, cela donne 7 = —n.
hm n

hm
Ainsi, par exemple, I'expérience de R. Wolf donne = = 3, 159 600.

De nos jours, la présence d'ordinateur et de méthodes numériques puissantes
permet de calculer = avec une extréme précision. Aussi la méthode de Buffon a
perdu un peu dintérét. Toutefois, I'idée fondamental e de cette méthode demeure
trés importante, a savoir qu'on peut évaluer une quantité de la fagon suivante.

e Donner a cette quantité une interprétation précise dans le cadre d'un modéle
probabiliste.

o Effectuer dans le cadre du modéle trouvé, un trés grand nombre d'expériences
et ainsi trouver la quantité cherchée avec une certaine approximation.

Cet idée est a la base de toutes méthodes dites de Monte Carlo (méthodes de
calcul avec des nombres aléatoires). Aujourd'hui I'exécution d'un grand nombre
d'essais est évitée par I'utilisation des tables de nombres aléatoires (les valeurs
d'une variable aléatoire). De plus, les ordinateurs possedent de bons générateurs
de nombres aléatoires.

La densité conjointe du couple aéatoire (X, Y) est donnée par

[ 2T sil<z<ooetd<y<oo
flzy) = 0 ailleurs
Trouver
HPX>1Y<1).
ii) P(X <Y).
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iii) P(X < a), ou a est une constante.
Solution. i) On trouve

1 es)
P(X>1,Y<1) = ff 2e e W dzrdy
0 1
1
f 2e™ (~e7*[7°) dy

= _1/ ¢~ 2”dy

= e Hl-e
~ 0,369(1 —0, 135)
0,318.

ii) On a

P(X<Y) = ff 2¢ e~ dx dy
(z.y):z<y

00 Py
f / 2e e ¥ drdy
o Jo

/ 2 (1 —eV)dy
0

o o0
[ 2e~% dy — [ 2e~% dy
0 0

2
= 1-3
-1
= 3

iii) On trouve

P(X <a)

Il

[f 2e"We T dy dzx
0 Jo

fe_’dx

0

-
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107. La densité conjointe du couple a éatoire (X, Y) est donnée par

[ 2z+y-3ay?) si0<z<letO<y<l
foen)(@y) = { 0 ailleurs
i) Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et Y.
ii) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Solution. i) En intégrant la densité conjointe par rapport a y, on trouve la
densité marginale de X, donc

fx@) = ﬁ foon (@ ) dy

Il

1
f 2z +y — 3zy®) dy
0

1
(22:‘!.} + y?' - 2Iy3)lu
1.

Donc
1 si0l<z<l1

0 ailleurs

(o) = {

Pour la variable aléatoire Y, on trouve

frly) = Lf(x,y)(ﬂ?,y)dz
1

f 2(z +y — 3zy?) d
0

= (22 +2zy-— 3:r:2y2)||1)

= 1+2y- 3%
Donc
_f142y-3y® si0<y<1
W) =99 ailleurs
ii) Comme

fixyy (@, y) # fx(@) fr(y),

les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

© 2002 — Presses de |’ Université du Québec

Edifice Le Deltal, 2875, boul. Laurier, bureau 450, Québec, Québec G1V 2M2 + T : (418) 657-4399 —www.pug.ca
Tiré: Théorie des probabilités, C. Reischer, R. Leblanc, B. Rémillard et D. Larocque, ISBN 2-7605-1197-9 « D1197N

Tous droits de reproduction, de traduction ou d’ adaptation réservés


media3


5.2. Problemes et solutions 383

108. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par

XNe ™ si0<z<y
fxny(z,y) = { 0 ailleurs
Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et .
i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Solution. i) En intégrant la densité conjointe par rapport a y, on trouve la
densité marginale de X, donc

i

fx(z) fg foon(@ ) dy

* 2_-A
I(Q,WJ(I)/ Ale~ MY dy
T

= Ae"“"lmm) (I).

Procédant de la méme maniére pour Y, on trouve
ww) = [ fon@nd
1(0,00) (%) fv/\ze'*" dz
1]

Aye 15,00 (¥).

ii) Comme
fxny(@,y) # fx(@)fr(v),
les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

109. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par

= sil<y<zetd<z<2

f{X,Y)(Is y) =
0 ailleurs

Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et .

i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?
ii) Trouver Cov(X, Y) et Corr(X, Y).
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384 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Solution. i) En intégrant la densité conjointe par rapport a y, on trouve la densité
marginale de X, donc

|

fxl@) = /R focry(@y) dy

1
, =Y
1

2’

I

donc
sil<z<2

b=

fx(z)=

0 ailleurs

Procédant de la méme maniére pour Y, on trouve

|
fry) = f,ﬂdﬂ:
2

= 1lnx

2 ¥

= %(ln2 —Iny),

donc . ‘
;(n2-1Iny) si0<y<?2
fr(y) =
ailleurs

it) Comme

lln2-Iny) si0<z<2et0<y<2

fx@)fr(y) =

0 ailleurs

on trouve

f(x.\’](x) y) :J{: f.’f(x)fy(y)?

et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
iii) On trouve
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zz
E{X):f sdz=1,
0

et
2 g2 4
E(X) = | —dr=-,
(X% 3 3

1

par conséquent, Var(X) = 3

De méme

E(Y) = /:g(lrm ~lny)dy

In2 2 1/2
= — X =| —= ylnydy
2 21, 240
1 In2
= ln2——/ 2% dz
2/
= In2 ln2+I
- 2
1
= 3

en faisant le changement de variable z = In y et aprés en intégrant par parties la
derniére intégrale.

En procédant de la méme maniere, on trouve

2 y2 4
E(Y?) = ./o E(In2 —Iny)dy = 5

Par conséquent
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386 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Comme

E(XY)

2 px 1
ry—dydx
j,; ‘/.0 2z

2 pz
Y
= =dydz
2 .2
2 dr

I

o 4

on trouve

L=-1 Rl

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = % “1x % -

Enfin

Cor(X,Y)

= 0,655.

110. La densité conjointe du couple aléatoire (X, ¥’) est donnée par

et sig>0ety>0
fxyy(z,y) = { 0 ailleurs

Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Solution. Trouvons d'abord les densités marginales des variables aléa-
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toires Xet Y.On a

111.

fx(@) = f foew(@y) dy

00
- / @) gy
0

o0
= e_’[ e Ydy
0

e (=75
-z

= g f

done .
siz>0

e
fx(z) = { 0 ailleurs
De méme, on trouve que
o
0

siy>0
ailleurs

fr(y) =

Donc

foxry(z,y) = fx(@)fr(y), pour z>0,y>0,
et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

La densité conjointe du couple aléatoire (X,Y) est donnée par

$(+2'y-ap) si —1<z<let —1<y<1
= 4 - - - -
fxy)(z,y) { 0 ailleurs

Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et .
i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

)

Solution. i) Ona

1
fx(@) = f_l i (1+ 2%y —zy®) dy

- (et

LN
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et
'1 3 3
frly) = ] 1 1+ —2p°) da
-1
1
1 1, 1,
= Z((z+4:¢ y 2:a: ya) _1)
1
= 3
i) Comme f (xv) (X, Y) # fx (X) fv (y), les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes.
112. Soit
c(z+y) sil<z<letO<y<l
fxn(ey) = { 0 ailleurs
Trouver

i) la valeur de c telle que fxy, est la densité conjointe du couple aléatoire (X,
Y).
ii) les densités marginales des variables aléatoires X et Y.

iii)la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y).

Solution. i) Il faut que f > 0 et 1 = [[o, fix.v)(z,y) dzdy. Or

[[ ontevizay = ¢ [ [[+nsay
e[ (v+3) oty

=C,

donc ¢ = 1. Puisque ¢ > 0, il s'ensuit que fixy)> 0, ce qui montre que la fonction
foxy est une densité.
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ii)Ona

fx(z) = '/;f(X.Y](x;y}dy
1
= loy() fo (z+)dy

(5': + %) Lo (@).

De maniére similaire, on trouve la densité marginale de Y,
1
fr(y)=|y+ 2 Lo,y (¥)-
iii)Siz<0ouy<0,0na

z  py Ty
Fixy)(z,y) = f f fixy)(u,v)dvdu = f f Odvdu =0.
—0g —00 -00 -0

Si0<z<let0<y<l,ona

0 0 T v
Fixy)(z,y) = [ f (]rh,ralu+f0 /;(u+v)dvdu

%{Iﬂ!)-

De méme, si 0 <z < 1ety>1, on obtient

0 0 T 1
Fixy(z,y) = / f 0dvdu+-/o. ./;(u+v)dvdu

z Yy
+f f Odvdu
o J1

1 2
5[3: +z).

Par symétrie, on déduit quesiz > 1let 0 <y <1,

1
Fixy)(z,y) = §(y2 +y)-
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390 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Enfin,six>lety>1,0na

o 0 1
Fixy)(z,y) = / f 0dvdu+£-/0(u+v)dvdu

Ty
+f f 0dvdu
1 1
1.

Donc
(0 siz<Oouy<0
Y(z+y) si0<z<let0<y<l
Fixyy(z,y) = ¢ %(:cz+:c) sil<z<lety2>1
Ly +y) siz>let0<y<1
| 1 siz>lety>1
113. Soit
fon(z,y) = ce~ @t )2 _oo < 3 y < 0.
Trouver

i) lavaleur de c telle que fx v, est la densité conjointe du couple aléatoire (X, Y).

i) les densités marginales des variables aléatoires X et Y.

Solution. i) Il faut que f > 0 et 1 = [[pafix.v)(z,y)dzdy. Or de
I'identité
y 15 5

2
2 _ 2z _ -2 -
T xy+4y—( 2) +4y,
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on trouve

Tt
1

[fmf(xy)(ﬂ?, y) dz dy
= cf e 8 (f e'%("g)idz) dy
R R

= cVerfe_%”zdy
3

donc fix,y) est une densité si c = g.

ii} La densité marginale fy(y) de la variable aléatoire Y est donnée par

fr() fn foor (@) dz

__‘/1_3 e~ (F-zy+4?)/2 g,
47 R

- VB ety
(s

1 5,2
= —e_la_y

/ 4
2“ > 15
Par conséquent Y ~ N(0, %)
On a aussi

2 1
2’ —zy+4y* = (Qym z-') + —53:2,

et en procédant de la méme maniére que précédemment, on trouve gue
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392 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

la densité marginale f x (x) de X est donnée par

fx@) = [ fontndy
— _\/T__5 e—{z’—:yi—dyz)ﬂdy
4 R
= __...-—m s_%(‘zy—%)a_lﬁ:“d’y
_41T R
= g X % x V2re™ %%
1 1 2

= —e 2%,

V21 x 12
Par conséquent X ~ N(0, 12).

114. Un point de coordonnées (X, Y) est choisi au hasard dans le rectangle borné par
les abscisses x = a, x = b et les ordonnées y = ¢,y =d, (b > a, d > c). Trouver la
densité et la fonction de répartition du couple aléatoire (X, Y).

Solution. Soit A la mesure de Lebesque sur R. Alors
/\((‘—CK},I] N [a) b] X (_009 y] n [C_,d])
(b-a)(d—c)

I ] 1
= 77— labix[c (¥ ¥ dv du.
t/:oo -/:oo (b—ﬂ'.)(d—-c) fa.8] [u‘ﬂ( )

Donc la densité du couple aléatoire (X,Y") est donnée par

P(X<zY<y) =

rb—_a)l(d—c) sia<zr<betc<y<d
fy)=

0 ailleurs

La fonction de répartition F du couple aléatoire (X,Y’) est donnée par

Flz,y) = f m ] !;f(u,v)dudv.

Doncsiz<aouy<e, F(z,y)=0.Sia<z<betc<y<d,

3 L _(e-aly-c)
F(z,y)=fa f md“d”‘(b_a)(d—c)'
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Sia<x<bety>d,ontrouve

F(z,y) = [;[;0dudv+£:£dmhdudv
+/xfy0dudv

f (b—a){d-c) Im)(ﬂf— C)

r—a

b—a’
Siz > bet ¢ <y <d, par symétrie, on trouve

o 1 _y-c
F(I,y)—££ mdﬂ.dﬂ-—-d—_-;

Enfinsiz>bety>d,ona

a [+ b d 1
Flz, =[ f 0dudv+ff—dudv
(z.v) S o Jo b—a)(d—0¢)
oG poo
+[ f Odudv
b Jd
Donc
(0 siz<aouy<c
(:::}d::) sia<zr<betc<y<d
Flz,y) = &= sia<z<bety>d
353 siz>betc<y<d
(1 siz>bety>d

115. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X,Y) est
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394 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

donnée par

0 siz<Qouy<0

zy si0<z<let0<y<l1
T si0<z<lety=>=1

y siz>let0<y<l1

1 siz>lety>1

Fixy)(z,y) =

Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Solution. Trouvons d’abord les fonctions de répartition marginales
de X et de Y. Rappelons que Fx(z) = Fix,y)(z,0c), donc on doit
considérer y > 1. Siz < 0,ety > 1,ona Fx(z) =0. Si0 <z <1,
et y > 1, alors Fx(z) = z. Enfinsiz > let y > 1, Fx(z) = 1, par

conséquent
0 siz<0
Fx(z) = Fx)(@00) =4 z si0<z <1
1 siz>1
et donc X ~ U(0,1).
De la méme fagon, on trouve que
0 siy<0
Fy(y) = Fixy)(oo,y) = ¥ si0<y<1
1 siy>1

et donc Y ~ U(0,1).
Par conséquent, pour tout (X, y) € R?,

Foon(Xy) = FXF(Y),
et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Remarque. Le couple aléatoire de ce probléme est un cas particulier du couple
aléatoire du probléme 114, correspondantaa=c=0etb=d=1.
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116. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par

(z,9) = et si0<z<ooet0<y<oo
y 0 ailleurs

Trouver la densité de la variable aléatoire X/ Y.

Solution. Posons V = X /Y et cherchons d'abord la fonction de répartition de V.
Poura> 0,

Fy(a) = P(%ga)

= f f e~ dr dy
z/y<a
] [ —(1+y} dz dy
f (1-e™)e¥dy
0

Il

e—y[ﬂ+l)°°
- e
a+1 |,
_ 1
- a+1

On obtient ]a densité de V' par dérivation de ce dernier résultat, ce qui
donne

fv(a) = (+1)2, 0<a<oo.

117. Soit a € (0,1). Montrer que

l—a
1 — aeit’

#(t) = teR,

est une fonction caractéristique.
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396 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Solution. Puisque a € (0,1), on a |ae*| < 1. Donc

(t)

l1-a

I

1 — get

(1—a) Za"ei’*

k>0

E(l _ a)akeitk

k>0
E(eitXL
ot X est une variable aléatoire telle que
P(X =k)=pr = (1 —a)a*, k >0.
La loi de X est bien définie puisque p; > 0 et
Yoo = (1-9)) o
k>0 k>0

1
= (l“a)l—a
= 1

Donc ¢ est bien une fonction caractéristique.

118. Soit X ~ U(-n, n). Trouver
i) la densité de la variable aléatoire X.
i) la fonction de répartition de X.
ii) la fonction caractéristique de X.

Solution. i) La densité de X est

l -
35 Sl —n<z<n
flz) =
0 ailleurs
ii) On a
0 siz<-n
Flz)={ %2 si =n<z<n

1 siz>n
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iii) On trouve

1 ™,
t) = — * dg
o) = 5 [ e
L e
2int
— 1 (Bt’!n _ e—:‘tn)
2int
costn + isintn — (costn — isinin)
2itn

itz

-n

sinin

tn
119. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de densité est donnée par
1 -k
f(x)zée , —00 < T < 00,
Trouver sa fonction caractéristique.

Solution. La variable aléatoire X suit une loi de Laplace de parametre A = 1,
(voir probléme 83). Puisque g(t) = E(€™, on a

Il

LTI S A S e o

#(t)

120. Trouver la fonction caractéristique et les moments de la variable aléatoire X dont
la densité est

siz>0

e~%
f(.:c}—{ 0 siz<0
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Solution. Puisque a(t) = E(€%), on a

o(t) = j:o e'®e " dz

£=lit=1) oo

it—=1
1
it —1

1

1-—1it

0

Maintenant

]

M = %

oo

S Gy

n=0

R SN )l
= ZR!T

n=0

= > o,

n=0 n

donc

E(X")=n!, n>1

121. Déterminer les moments d'une variable aléatoire X dont la fonction
caractéristique est donnée par g(t) = (1 + ), t € R.

Solution. Notons d'abord que la variable aléatoire X obéit a une loi
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de Laplace de paramétre A = 1, (voir probléme 119). On a

o(t) = (1+t9)7!
1
1 - (it)?

Z[ét}%

& i
B g(zk)'[%)!

— ()%
= ; (%)!E(X k)

donc pour n > 1,

)0 sin=2k~-1
E(X)_{{Qk)! sin = 2k

122. Soit ¢ une fonction caractéristique. Montrer que
i)
n 3
Z z o(t; —tx)e;ax = 0, (5.1)
j=1 k=1

pour tous nombres complexes, ay, ..., @,, pour tous nombres réels t;, .. .,
tn, et pour tout n € N,

i) 6(0) > 0.
i) ¢(t) = F(0).
iv) l6(0)] < 6(0).

Solution. i) Posons V' = 3°7_, a;e™X. Alors

0 < E(VV)
i=l k=1
= quﬁ(tj - tk)ajﬂ-
1=l k=1
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123.

Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

On dit dans ce cas que la fonction ¢ est définie non négative.

ii) Prenons dans la formule (5.1) n =1, e¢; = 1 et t; = 0. On trouve
¢(0) = 0.

iii) Prenons dans la formule (3.1) n =2, #{, =0, ta=teta =ay = L.
Ona
26(0) + o(t) + ¢(—t) > 0.

Si on pose ¢(t) = a + ib et ¢(—t) = c+ id, a,b,c,d € R, on obtient
d = —b, car 2¢(0) + ¢(t) + &#(—t) € R Choisissant maintenant n =
2, t1=0, to=t, ay =1 et a; = i, on trouve

2¢(0) +i(a(t) — 6(~1)) 2 0.

Donc a = c. Alors ¢(—t) = a — ib = §(t).
iv) Prenons dans la formule (5.1) n = 2, a; = ¢(t), az = —|@(t)], t, =
0 et t = t. On obtient

$(0)6(t)8(F) — d(—1)8(t)|(t)] — 6(2)16(t)[(2) + 6(0)|o(t)> > 0,
ou

26(0)16(1)* = 2¢(1)° = 2/()[*(6(0) — l6()]) 2 0,

car d’aprés iii), d(—t) = ¢(t) et parce que (t)(t) = |6(2)[2. Si |o(t)] #
0, alors en simplifiant par 2|¢(t)|?, on obtient

6(0) > [o(t)].

Si |¢(¢)| = 0, alors parce que #(0) > 0, on a ¢(0) > [¢(¢)!, ce qui
compléte la preuve.

Soit ¢(¢) une fonction caractéristique. Est-ce que [@(t)|* est aussi une
fonction caractéristique?

Solution. Qui. En effet, soit X; et X; deux variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées, et telles que ¢(t) = ox,(t) =
¢x,(t). Alors, tenant compte de I'indépendance,

bx.-x:(t) = $(1)6(=1) = 9(t)o(t) = |6(t)]*,

voir probléme 122 iii).
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124. Trouver la densité de la variable aléatoire dont la fonction caractéristique est
donnée par

1oy sl <1
¢(t)—{0 silt>1

Solution. Puisque @ est intégrable, la densité f de la variable aléatoire associée
est donnée par la formule d'inversion suivante

flz) = 5 [x B(t)e= dt.

Done

%f_i(l — |t])e*= dt
(/_[1{1 +t)em® i + j:(l - t)e‘“”dt)
([ln —(1 - t)e™ dt + /o!(l - t)e““"dt)

_ 1/ —itz | itz
= g'/;(l—t)(e +€*%) dt

1 1
= —-/(l—t)costxdt,
T Jo

f(z)

1
2
1
2

car e*® = costz + isintr et e " = costz — isin tx, donc e7H* + £ =
2costz. Intégrons par parties la derniére intégrale, en prenant u = 1-¢
et dv = costzdt. Alors du = —dt et v = 2% et on trouve

1 /! 1 intz|* 1 [
—/{l—t)costxdt = —(l—t)sm d +——/ sintz dt
iy 0 iy T 0 T 0
_ —costzx !
Tx? 0
_ l-cosz
- Tz

Donc

1
=—(1- - < T < 00.
flz) ’.’T.Iz( cosz) pour oo < <o
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125. Trouver la densité de la variable aléatoire dont la fonction caractéristique est
donnée par

a(t)=e™

Solution. Puisque g est intégrable, la densité f de la variable aléatoire associée
est donnée par la formule d'inversion suivante

fa) = 5 f. B(t)e™" dt.

Donc
V[ itaepy
flz) = =— e T dt

27 J_o»

- _f et[l-w) dt + _f e-t{l+l:|:) dt
27 J oo 2T Jo
1 1 1

- E(l—iz+ 1+ix)

1
- m pour — o0 <z < o00.

Par conséquent ¢(t) = et est la fonction caractéristique d'une variable
aléatoire X ~ C(0,1).
126. Trouver la fonction caractéristique de la variable aléatoire
i) X ~ B(n,p).
ii) X ~ P()).
iit) X ~ G(p).
iv) X ~ N(p,0?).
v) X ~ Gamma(e, B).
vi) X ~ x%(r).
vii) X ~ E(X).
viii) X ~ U(0,1).
ix) X ~ C(p,0).
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Solution. i) On a

n

S (2)ps -

k=0

(pe +1—p)™.

é(t)

1

ii) On a

o(t) = E(e*)

e»\(e“—l)'

iii) On a

o0

Zp(l _ p}k—-leiﬂ:
k=1

= .
— Zp(l _ p)heit(h-i-l}
h=0

= pe 3 (1 - p)e)

h=0

é(t)

1
1—(1-p)et

= pe'

iv)On a

l -t —_ = 2
t) = Tt dr.
¢(t) py =
Posons u = ££ —ito, odu = dz, alors u? = (”—;—’—']Q—tzaz—%(a:—p)t =

(‘—'2)2 ~ 2tz + 2itp — t*0?. Par conséquent,

[

vt (z—p)?

2 202

) _ 2,2
— itz + tut ~ TR
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Donc
¢() 1 iﬂ: t20= uzd
t) = —=e" 2 e 7T du
Vam ./g
tza:
= e 1,
u?
car [pe” T du=+2m.
Par conséquent -
B(t) = =5,

Dans le cas particulier de la variable aléatoire normale centrée réduite,
Z ~ N(0,1), c’est-a-dire, pour x =0, ¢ =1, on trouve

2
qﬁz(t) =e 7.
v) Rappelons d’abord que
I'(a) :/ e dz, a>0,
D

et en substituant Sy = x, on obtient
r o -
(a') r:f _yn—le By dy
Be 0
La derniére égalité reste vraie méme si § est un nombre complexe § =
a+ib, avecb>0. On a

lﬁ(t) — ﬁ}_f Ia—le—éeimdx
0

I'(a)B°
= L [T e -G-ne
= ), T
B 1 o ya—l -
- Tl g
_ 1 Ta)

NG (% - it)a
B 1
T (1=t
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5.2. Problémes et solutions 405

vi) Parce que si X ~ x*(r) alors X ~ Gamma(},2), on trouve de v),
en faisant o = S et § =2,

1

= e—— -2 —r;’2
#(t) T EE (1= 23t)~"2,
vii) On trouve
o) = A f e el g
0

o

_ /\fm e:l:(it—.\) dr
0
A

z(it—A)
= AC
A
T—it

-y

et 1

a

viii) On a

1
é(t) = f et dg = =ete
0 it

° it
ix) Trouvons d'abord la fonction caractéristique de la variable aléatoire

Y ~ C(0,1). Alors la densité est

1 1

fr(y) = A Tr g7

et par conséquent la fonction caractéristique est donnée par

t)=1 [ vl
= — e Era— .
Y TS 1432 y

Pour trouver ¢y (t), considérons d'abord la densité

H(y) = %e—lvl_
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406 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Il est facile & vérifier que fi(y) est une densité. La fonction caractéristique
correspondante est

1 1> .
¢1{t) _éf Btﬁye‘lyl dy

1 = =]
= 5[ (costy + isinty)e ¥ dy

= 5[ (costy + isinty)e” dy+§[0 (costy + isinty)e ¥ dy
1 K
= —§f (costy —isinty)e™V dy
o0
1 (==}
+§f (costy + isinty)e ¥ dy
0

o o]
/ e Y costydy.
0

Une intégration par parties, nous donne

ot = =) o0 .
f e Ycostydy = —e Ycos ty|0 -t f e ¥sintydy
0 0

Il

oo
1- tf e Vsintydy.
0
De maniére analogue, on trouve
L] oo o0
f e Vsintydy = —e Vsinty|; +tf eV costydy
0
0 oo
= tf e ¥ costy dy.
1]

On a obtenu

oo {= ]
f e VYcostydy=1— t2f e ¥ costy dy,
0

1]
donc

¢|1(t) =1- tzdll(t).

Par conséquent, on a
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5.2. Problémes et solutions 407

1
T 1+
Cette fonction caractéristique est absolument intégrable sur l'intervalle

(—o0, oa), et on trouve la fonction de densité correspondante par la
formule d’inversion, c’est-a-dire

1 o e—t’!y
f?(y] = %-/;oo 1+ ¢2 dt.

Comme la fonction caractéristique détermine de fagon unique la fonc-
tion de densité, on trouve

—it
e~ lul — _1.[00 ﬂdﬁ.
TJ ol +t2

En changeant ¢ en —¢, on obtient

-0 ity o0 ity
e-m:_}_/ e_dr=lf 7w
Tl 1412 TJ oo 1+t

Maintenant en changeant les roles de ¢ et de y, on trouve

1 oo eit;l
et = —f — dy,
TS 1+Y

$1(t)

et
by (t) = e,

Pour trouver la fonction caractéristique de la variable aléatoire X ~
C(p, o), il faut faire la transformation ¥ = 5—5-3, donc X =oY +pet
Ox(t) = Poy+u(t) = "oy (ot) = eI
Notons que la fonction @y (t) n'est pas différentiable au point t = 0, donc tous les

moments d'une distribution de Cauchy n'existent pas.

On peut trouver d'une autre maniere la fonction caractéristique de la variable
aléatoire Y ~ C(0,1). D'apreés le probleme 125,

ﬂY(t) - e-\t\’
car la fonction caractéristique détermine de fagon unique la densité
correspondante.
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408 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

127. Soit X;, X, ..., Xk, k variables aléatoires indépendantes. Posons
X =X, +- -+ X;. Montrer que

i)si Xj ~ B(n;,p), 1 < j < k,alors X ~ B(N,p), ot N = ny+- - +ny.
il) si X;j ~ P(};), 1 £ j <k, alors X ~ P(X), ot A= Xy + -+ + Ay

iii) si X; ~ N(pj,03), 1 < j < k,alors X ~ N(u,0), 00 = py+-+-+
pi et 0 = of +--- + 0f.

iv) si X; ~ N(u,0), 1 < j <k, alors X = ¥ ~ N(u, %)

v) si X; ~ Gamma(a;,8), 1 < j < k, alors X ~ Gamma(e, §), ou
o=+ "+ o

vi) si Xj ~ x3(ry), 1< j <k, alors X ~ x*(r), ot 7 =7y + -+ 7
vii) si X; ~ E()), 1 < j <k, alors X ~ Gamma(k, 1).

viii) si X; ~ C(p;,05), 1 < j <k, alors X ~ C(u,0), ot pp = py +
et et o =014+ 0.

Solution. i) On a
n k
ox(t) = Hquj (t) = H(peis f1-p) = (pet+1-p)V,
i=1

j=1

donc X ~ B(ny + -+ + ng, p).
ii)) On a

k k
E(e*X) = H E(e*%) = Hel;(e"'—l} = Met-),
i=1 =1

donc X ~ P(A; +---+ M)

iii) On a
k t:cg
E[eitX) — H(eituj——r'-)
i=1
— eit(ﬂ.1+---+m]"-‘;-(u§+v--+o§}’

donc X ~ N(py +++ + px, 07 +---+0f).
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5.2. Problémes et solutions 409

iv) D’abord d’apres iii) X ~ N(kg, ko?), donc X = £ ~ N(p, %), car
E(X/k) = E(X)/k et Var(X/k) = Var(X)/k®.

v) On a
u 1 1
¢x(t) = £Il¢xf(f) = E a-gy= _ (1-p0
donc X ~ Gamma(a, + -+ + o, 3).
vi) On a
k k y
ox(t) = [[ ox,(t) = [](1 - 2it)~% = (1 - 2it)75,
7=1 =1
ol r =7 +---+7 Donc X ~ x2(ry +--- + 7).
vii) On a
o=Tlexo=T1(1-2) " = (1-%)"
¢x()—H.x,—f)—H(—A) —( A) )

j=1 i=1

donc X ~ Gemmal(k, }).

viii) On a

k
H (bx_f (t)

=1

k
= H gitusi=ltla;
j=1

= gitlnttme)-iti(orttae)

éx(t)

done X ~ Cpy +«++ + pg, 01 + -+ + 0k).
128. Soit X,, ~ B(n,p). Posons

X, —np

" m-n
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410 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Montrer que

lim Y, ~ N(0,1).

n—o0

Ce résultat est connu sous le nom du Théoréme de De Moivre-Laplace. On dit
aussi que la variable aléatoire Y,, est asymptotiquement normale centrée réduite.

Solution. Soit @Y,(t) la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y,
Comme la fonction caractéristique détermine de fagon unique la loi de
probabilité dune variable aléatoire, il suffit de montrer que

lim ¢y, () = e/,
=00
D’'abord, la fonction caractéristique de la variable aléatoire X, est

bx.(t) = (pe* +1—p)*.

Comme

Yo=Y x ____TP
T mi-p) T V(i -p)

on a (voir remarque 4, dans 5.1.7)

npi i n
br,(t) = ¢ VP (1 - p+pe?m"x-_.u)
L] 1-ph
((1 — p)e TP 4 peéﬂ_ﬂz’%l)

n

Notons L = limy,_, o @y, (t), alors il faut montrer que

=%

L=¢"

impli lculs, = —— Considérons
Pour simplifier les calculs, posons a m n
a all—=
lim nlog ((1 —;:1}63_7E +pe 7 ) ,
n—00

qui est de la forme oc - 0. Nous allons l'écrire sous la forme % pour
appliquer la régle de L'Hopital (voir exemple 3, dans 5.1.9). Notons
qu'une fonction h(n) définie seulement sur I'ensemble des nombres na-
turels ne peut évidemment étre dérivée. Cependant, si on considére la
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5.2. Problemes et solutions 411

fonction h définie sur un intervalle [a, 0o), et si lim, o f1(z) = ¢, alors
limp, o0 A(n) = ¢. On doit donc considérer la limite

lim zlog ((1 —p)e"% +peﬂ17_?a) .

200

Dans les égalités suivantes on applique deux fois la regle de L'Hopital.
On a

limlogl = lim zlog ((1 - p)e_% +pea v )
00 T30
log ((1 - p)e_% +pea 7 )
= lim

z—00 1/.'1.’

(a0 ) P (22)
= g o T, n
(1-ple” V= +pe V=

ap(l - p) lim (—e—% + e%—iﬂ)

2 z—300 1/\/5
ap(1 — p)
2

lim ((—ape_% _ a(l —P)eﬂﬁﬂ) (—2n3/2))

2300 273/2 273/2

= aj&l?_—@ lim (pe_% +(1 —p)ea_‘l?—;ﬂ)

=00
a’p(1 - p)
2

(\ﬁ;—;_;)zpu—p)
2

t2
~g
et donc,

42

L= lim ¢y, (t) =e" 7.
n—-o00
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412 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Remarque. Comme la fonction caractéristique d'une variable aléatoire
détermine de fagcon unique sa fonction de répartition on obtient le résultat
suivant. Soity;, ¥, € R, y; <,, alors

X, —n
Py <Y, <p)= (y1<~7p<yz)

v/np(l —p)
=P (yu/np(l —p)+np < Xo <pey/np(l—p)+ np) ’

donc

nlLrgDP(yn/np(l—P)*‘ﬂP<Xn <Y Vﬂp(l—p)-l—ﬂp)
1 vz _l;:d

Soit

zy =y/np(l—p)+np, et z2=y2\/np(l —p)+np,

alors on obtient

1 v2 ﬁ
Plzy < X, <=z sns—-h-f e 7 dy,
(1 n 2) Vl2_’.l'l' " Y

ol ¥ et y, sont déterminés par

T, =y1vnp(l —p) + np, et za=ys\/np(l —p) +np.

On dit que la variable aléatoire X,, est asymptotiquement de distribu-
tion N(np, np(1 — p)). En remplagant y, et y, respectivement par

1 1
Y +—_— et Y - —
" 2y/np(l—p) *" 2y/mp(1-p)

on obtient une meilleure approximation pour les applications. Comme X, est
une variable aléatoire discréte tandis qu'une variable aléatoire normale
est continue, dans les applications pratigues on fait une correction
pour la continuitt. Donc on ne doit pas oublier d'étaler les
probabilités attachées a des intervalles. Pour effectuer I'approximation, on
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5.2. Problémes et solutions 413

remplacera donc

P(X,=k) opar Pk—1/2<X,<k+1/2)
Ph<X,<k) par Ph-1/2<X,<k+1/2)
P(X,<k) par P(X,<k+1/2)
P(X,>k) par P(X,>k-1/2)
P(X,>k)=P(X,>k+1) par P(X,>k+1/2)
P(X,<k)=P(X,<k-1) par P(X,<k-1/2)
Plh<X,<k) par Ph+1/2<X,<k-1/2)

Les calculs de P(X, < k) et P(X, < k) se font a partir de la fonction
de répartition ®(z) de la loi N(0,1). Ainsi, par exemple

p(ank)=qy(w),

vnp(l —p)
et

. k—1/2—mnp
PXp,<k)=¢| ———) .
o <4) (\/ﬂp(l—p))

Remarque. Notons que deux approximations de la répartition binomiale ont été
proposées : l'approximation par la loi de Poisson, satisfaisante lorsque n est
grand et lorsque p est assez petit, pour rendre np moyen (voir probleme 16) et
I'approximation par la loi normale, (voir probléme 128, le théoréme de De
Moivre-Laplace) lorsque n est grand et lorsque p est moyen. On peut montrer
que cette derniére approximation est bonne lorsque np(1 - p) est grand. En régle
générale cette approximation est tout a fait satisfaisante dés que np(l - p)
dépasse 10.

129. Soit X, la variable aléatoire comptant le nombre de fois qu'on obtient la pile lors
d'une série de 40 jets d'une piece de monnaie. Trouver P(X, = 20) par
I'approximation normale, puis comparer le résultat a la valeur exacte.

Solution. Notons d'abord que X, ~ B(40,p), ou p = 1/2, et donc
E(X,) = np = 20 et Var(X,) = np(l - p) = 10. Comme X, est une
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130.

131.

Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

variable aléatoire discréte tandis qu'une variable aléatoire normale est continue,
la meilleure approximation de la probabilité cherchée sera

P(X,=20) = P(19,5< X, < 20,5)
_ (19,5—20<xn-20<20,5mzo)
VIO T V10O T V10

X — 20
= P(—D,IG << 0,16)
~ ®(0,16) — $(—0,16)
= 28(0,16) — 1
= 0,127 200.

Le résultat exact est

4 1\*
P(X, = 20) = (gg) (5) ~ 0,125 400.

Soit X, la variable aléatoire comptant le nombre de fois qu'on obtient la face lors
d'une série de 100 jets d'une piece de monnaie. Trouver la probabilité que la face
apparait plus que 50 fois et moins que 60 fois.

Solution. Notons d'abord que X, ~ B(100,p), ou p = 1/2, donc la variable
aléatoire peut prendre les valeurs de 0 a 100. De plus, E(X,) = 50
et Var(X,) = 25. Donc

- —5 550
P(50 < X, < 60) = P(50,5 50<X., 30<590 )

5 =~ 5 — 5
P(o,lg@gl,g)

®(1,9) — (0,1)
0,431 500.

Q

On impose a 100 personnes un régime alimentaire thérapeutique pour évaluer
I'effet de ce régime sur la concentration en cholestérol du sang. Leur
taux de cholestérol est mesuré aprés une période suffisante d'application
du régime. Le spécialiste en nutrition qui réalise [I'expérience
a décidé de recommander ce régime si 65% au moins des sujets montrent
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5.2. Problemes et solutions 415

une baisse du taux de cholestérol. Trouver la probabilité qu'il prenne une décision
erronée et recommande le régime alors que celui-ci est sans effet.

Solution. Admettons que dans le cas ou le régime est sans effet, une personne
donnée verra son taux de cholestérol baisser lors du régime sous le seul effet du
hasard et avec une probabilité de 1/2. Notons par X la variable aléatoire qui prend
comme valeurs le nombre de personnes dont le taux s'est abaissé. Alors
X ~ B(100,p), ou p = 1/2. Donc E(X) = 50, et Var(X) = 25. La probabilité de
recommander le régime qui n'a en réalité pas d'effet est alors

f (1{30) (%) P >645)

=65
X —50 _ 64,5-50
= >
P( 5 - 5 )

= P(X;E’Ozzg)

1-3(2,9)
0,001 900.

224

132. Supposons que 25% des étudiants du niveau universitaire sont mariés. Trouver la
probabilité que dans une université comptant 8 000 étudiants, il y a entre 1 995 et
2 100 étudiants qui sont mariés.

Solution. Notons par X la variable aléatoire qui représente le nombre d'étudiants
mariés dans cette université, alors X ~ B(8 000,p), ou p = 1/4. Alors E(X) = 2 000
et Var(X) = 1 500. On doit calculer

2 100 k 8 000—k
P(1995< X <2100)= (8 200) G) G) .

k=1 995

On peut faire l'approximation de cette probabilité par la loi N(0,1), et
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416 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités
on obtient
P(1995 < X <2100)
- P(1995—1/2—2000 <zZ< 2 100+1/2—20{]0)
v/1 500 v/1 500
= P(-0,142 < Z < 2,595)
= &(2,595) — &(-0,142)
= &(2,595) — 1+ ¥(0,142)
= 0,550 900
133. Soit X, ~ B(n,p). Posons
Fo=2n,
n
La variable aléatoire F, s'appelle la proportion de succés . Montrer que la
variable aléatoire F, est asymptotiquement de distribution
N(p, p(1 —p)/n).
Solution. Notons d’abord que E(F,) = p et Var(F,) = p(1 — p)/n.
De plus,
Fo-p _ Xa—mnp
Ve(l=p)/n  /np(l -p)
et par le théoréme de De Moivre-Laplace, on obtient
1 -y2/2
Pl < Fp<zp)m € dy,
3]
oll y; et yo sont déterminés par les formules
2 =hypl—p)/n+p, et z=y\p(l-p)/n+p.
134. Une urne contient les fiches des éleves d'une école parmi lesquels 20 % sont des

filles et 80 % sont des garcons. On choisi une fiche au hasard, et on note le sexe
de la personne. On retourne la fiche dans l'urne et on continue de la méme fagon.
On observe ainsi n fiches. Trouver la valeur de n telle qu'avec une probabilité de
0,95 la proportion des fiches correspondant aux filles se situe entre 0,18 et 0,22.
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Solution. Soit F, la proportion de fiches correspondant aux filles. Alors
F,~B(n,0, 2) et

E(F,)=p=0,2, Var(F,)= ”-(1—11"1) = ?, Var(F,) =

Ona
P(0,18 < F,, < 0,22) =0,95.

D’aprés le probléeme 133,

v 22
0,95 ~ € dy,
n

ou
0,18-10,2
=12 9% = 0,057,
yl 0,4/\/ﬁ il ‘JE
et
0,22-0,2
=" 0,057,
=04/ m va

par conséquent
0057,
0,95 =~ ] e V/2dy
~0,05/7

= 28(0,05v/n) — 1,

et ®(0,05\/n) = 0,975. Des tables pour la loi normale, on trouve

0,05y/n ~ 1,96 et donc n ~ 1 537.

135. Soit Z; ~ N(0,1), ¢ = 1,...n, des variables aléatoires indépendantes.

i) Montrer que Z7 + -« - + Z2 ~ x*(n).

ii) Trouver la médiane de la variable aléatoire Y ~ x?(1).

Solution. i) Montrons d’abord que si Z ~ N(0,1), alors Z2 ~ x2(1).
Posons ¥ = Z?2 et notons par Fy la fonction de répartition de la variable
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418 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

aléatoire Y. On a (voir probleme 67),

Fy(y) = P(Y <y)

= P(Z*<y)
P(~V5<Z < Vi)
S(v5) - B(~V)
B(v3) - (1- 9(v))
= 28(/7) - 1.

Une dérivation donne la densité, donc

il

frw) = %Fy(y)

- ;iy(cp(vfg)—@(—m)
- %(fz(ﬁhfz(—\/i))

1 ( 1 _u)
= — 92| ——e™2
2/ \V2r
1 vz
= [
\/21ry

1

1/2-1,-y/2
21720 (1/2)”

qui est la densité d’une variable aléatoire de distribution x?(1). D’aprés
vi) du probléme 127, la variable aléatoire ZZ + - -« + Z2 ~ x*(n).

ii) De I’égalité 1/2 = Fx(mex) = 2®(,/mey) — 1, on trouve

1
5= 2®(/mex) — 1,
donc ®(,/mex) = 0,75 et par conséquent /mex = 0,675 donc

mex = (0,675)% = 0,456.

136. Trouver les moments de la variable aléatoire Z ~ N(0,1).
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5.2. Problémes et solutions 419

Solution. En utilisant la définition des moments, on trouve

E(Z") = —— | se%ds

0
= %/ (=1)**ze Td‘a:+—/ z"e” idl‘,
done
E{sz+l) — 1 foz2k+!e—%2 dr + __1_._ m$2k+le_;ﬂz dr =10
Vor ) Var ’
et
oky _ L 0 —1)2kH1 2k -5 _ k=T
E(Z%) = T (-1)* 'z =d..":+
T Joo

2 /. 2% _L2
— e~ 7 dz.
\/27( 0
Une intégration par parties, avec u = —z2*~let dv = —:ce"aldz, donne
E(Z*) = (2k — 1)E(Z%*"?),
Comme E(Z°) = 1, on trouve
(2k)!
E(Z”‘):lex---x(?k—l):W,

et par conséquent

%N .
Sepr Sin =2k

E(Z") =
0 sin=2k+1

On peut trouver les moments de la variable aléatoire Z ~ N(0,1), en utilisant la
fonction caractéristique. Ainsi

=2 a2
ez = e 2
S
kL1
o 2kE!

% N9k
> oy EX),
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d'ol on obtient encore une fois

137.

138.

R sin =2k

0 sin=2k+1

E(Z") =

On considére la variable aléatoire X qui prend les valeurs k£ € N avec
les probabilités p, = (X = k) = ; k € N, Trouver la fonction
génératrice des moments de X. En déduire E(X) et Var(X).

w2l

=9

Solution. On trouve
o0 1 " o0 e‘ k
o= 5 =2(3)
k=1 k=1

donc la fonction g(t) est une série géométrique qui est convergente si
£] < 1, done si t < In2. Par conséquent g(t) = 3%. On trouve

Ft) = g2, et ¢"(t) = 2524%). Alors E(X) = ¢/(0) = 2 et E(X?) =
¢"(0) = 6. On déduit Var(X) = BE(X?) - (E(X))!=6—-4=2.

Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

0 siz<0
f(:r:)-{ e? siz>0

Trouver la fonction génératrice des moments de X.
En utilisant la fonction génératrice des moments, trouver E(X¥) pour tout k € N.
Solution. i) Pour toutt € R on a

olt) = E(e¥) = [R ¢ f(z) dz

o0
= f e(t‘l )z d:c
0

e(c—1)= o0
(t-1)

Ainsi la fonction g(t) existe seulement si t - 1 est négatif, donc pour
t< 1, et on obtient

1]

1
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5.2. Problemes et solutions 421

pour tout ¢ € (—oo, 1).

ii) Le développement en série de MacLaurin de la fonction g(t) nous

donne

k
g(t) = Zik = ZHH = %E(Xk)

k=0 k=0

Ainsi E(X¥) = K, pour k € N. Remarquons que ce résultat aurait pu étre obtenu
en dérivant k fois la fonction g(t) puis, en posant t = 0.

139. Utiliser la fonction génératrice des moments pour trouver les moments de la
variable aléatoire de Laplace de paramétre A = 1 dont la densité est donnée par

1 -z
f@) =z,

onzeR
Solution. On trouve

1 0 o0
g(t) = —(f e’“’dzc+f e”_’dz)

2 —00 1}
1 1] o0

- = (f e’(‘“]dx +f ez(t—-l} d.‘.':)
2 -0 0
1 { extt+1)|° £(t=1) |

= = <+
20 t+1|_ t—1|,

_ 1 1 1

To2\t+1 t-1

1

Ainsi, la fonction g(t) existe si et seulement si ¢ € (—1,1). Comme

o0

o(t) = > _t*
k=0
0 tzk
= g(zmam

o0
t‘zk

= kZ; mE(X“):
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422 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

on obtient

o )0 sin=2k-1
E(X)_{{Qk)! sin =2k

En particulier, E(X) = 0 et Var(X) = 2, (voir aussi probléme 121).
140. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par

f(z) —xqf“f sizr>a>0et >0
Iy =
0 ailleurs

On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Pareto™ de paramétres a et 8.
i) Montrer que la fonction génératrice des moments n'existe pas.

i) Trouver la condition sur 8 tel que le moment E(X¥) existe.

Solution. i) Sit >0,

o) =B = po? [ S

il s'ensuit que g(¢) n’existe pas, car e** croit plus vite que 71, de telle
sorte que e /z*! — oo lorsque z — co.

ii) Si k < 3, alors

oo ,5(18

E(X" fa xkﬁdz
= ,60'6 fm I—‘s_l+kd:r
y —f+k |
= —BaPZ

Bo %
Bt
Bk

[+

car l'intégrale converge pour k < B. En particulier, la valeur moyenne et la
variance existent, si ,8 > 2, et on trouve

ByVilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien.
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5.2. Problemes et solutions 423

_ af 2y _ o’g
B(X) = 5707, BOX) = 5,
et par conséquent
Var(X) = BX?) ~ (BX)? = —5 0
(B-1)2(B-2)
Remarque. Pour les mémes raisons qu'avant, l'intégrale

oo et? &
,/:w r(l+z2)

ne converge pas, donc la fonction génératrice de moments de la variable aléatoire
X ~ C(0,1) n'existe pas. Mais dans ce cas, les moments n'existent pas non plus,
(voir exemple 6, dans 5.1.6).

141. Trouver la fonction génératrice des moments et déduire E(X) et Var(X) pour la
variable aléatoire

i) X ~ B(n,p).

ii) X ~ P()).

iii) X ~ G(p).

iv) BN(p, r).

v) X ~ N(u,0?).

vi) X ~ Gamma(a, §3).

vii) X ~ x*(r).

viii) X ~ E(A).

ix) X ~ Ufe,b).

x) X ~ C(u, o).

Solution. i) On a
9(t) = E(e¥)

= :ge“‘(:)p"(lw)“"‘
= 3 (F)oera-ar
=;JH—W-
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424 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

En dérivant,
g'(t) = n(pe' +1 - p)*~'pe’,
et par conséquent
E(X) =g'(0) = np.

Trouvons

g"(t) = n(n = 1)(pe’ + 1 — p)"~%(pe*)® + n(pe’ + 1 — p)*~'pe’,
puis
E(X?) = ¢(0) = n(n - )p? + np.

La variance de X est donc

Var(X) E(X?) - (E(X))?
n(n - 1)p? + np — np’

= np(l—-p).

ii) On a

9(t) = E(e¥)

]
M8
x

I
]
@®

En dérivant, ,

gl(t) = Aete.\[c —l)‘
et par conséquent

E(X)=4g'(0)= A
Trouvons '

g”(t) = (Aet)zel(c‘—l} + Ae\‘.el[a —1}’
puis
E(X*) =4"(0) = A2+
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5.2. Problémes et solutions 425

La variance de X est donc

Var(X) = E(X?) —(BE(X))2 =22+ 2 -2 =\

iii) On a
t

_ . _ p)e-leth _ ot m — plet) = pe
96) =3 p(1-7) P (=P =

qui converge pour |(1 — p)e*| < 1. En dérivant, on obtient

] _ p{l “p)em
g(t) =g(t) + A= =pe)

et

" — 2}0(1 — p)eﬁ
g (t)—g{t)+m‘

et par conséquent

E(X)=g'(0)= ; et E(X?)=g"(0)= %}‘
donc
Var(X)=2—;-§£*§=%EE

On peur trouver E(X) et Var(X ), par une autre méthode, voir probléme 87.

iv) Pour étudier la variable aléatoire X ~ BN(p, r) on peut compter les épreuves
au fur et a mesure de I'obtention des succes. Introduisons, pouri=1,2,...,r,
les variables aléatoires Y; représentant le nombre d'épreuves de Bernoulli
nécessaires, une fois le (i - 1)-iéme succes obtenu, pour obtenir le i-ieme succes.
Ces variables aléatoires Y; sont indépendantes et toutes de méme loi
géométrique de parametre p. De plus

X=Y1+"'+Y1.
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426 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

Alors
gx(t) = J[ow®
i=1
_ H pet
o l-(1-pe
_ vt Y
1—-(1—p)et/ ’
On trouve
E(X)=)_ EY)
i=1
et

Var(X) = iVar(Y,-) = -111—1;2———1)2

v) On détermine dabord la fonction génératrice des moments de la variable
aléatoire Z ~ N(0,1). On a

9z(t) = E(e'?)
= o e
- VIT_Ff_me_(L?"ﬂdz
By

- 8772?]

= E y

2
en substituant ¥ = = — ¢ et en tenant compte du fait que fm e T dy =
v2r. La fonction génératrice des moments de la variable aléatoire
Z ~ N(0,1) est donc gz(t) = et’'/2. Pour obtenir la fonction génératrice
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5.2. Problemes et solutions 427

des moments de la variable aléatoire X ~ N(u, o2, il faut faire la
substitution X = 1 + ¢Z. Alors

9x(t) = E(™)
E<es(_u+azj)
E(e*e*?)
e“‘E{e"’z]
= Bmgz(w)
= g'ne“%ﬁ

2
et

En dérivant,
gx(t) = (u+to?)gx(t)

et

g% (t) = (1 + t0®)?gx (t) + o?gx (2),

donc

E(X)=4(0)=p EX?*=g"0)=p*+7
et finalement
Var(X) = E(X?) - (BE(X))? = o>
En particulier E(Z) =0et Var(Z) = 1.

vi) On a

g(t) = E(e)
= “_—_ﬁﬂl'l‘(a)_[ ez e F dr
)
1 o0

= 5“1—‘_@/ Iﬂ_le_x(%“t) dz.
0
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428 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités

En faisant maintenant le changement de variable z = x (% - t), donc

dz = (% - t) dz, on obtient si t < 1/4,

9(t)

BeT( a)/ - _(zl_t) dz

B a—l e-—zﬁ d
= ﬁ“l"a) (l—ﬁt)“‘ Tmm”

- u-m)«'mfu A

1
- T Ta'@
1
a=pe

On remarque ici que gx(t) n’est pas définie que pour les valeurs de |¢|
inférieures & 1/8, l'intégrale diverge si t = 1/4.

On trouve of
7O= =g
" o= st 1
ﬁt)c+2 :

Par conséquent
E(X)=4¢'(0)=aB, E(X? =4"(0) =a(a+1)53,
donc
Var(X) = E(X?) - (E(X))? = af

On peut trouver E(X) et Var(X), par une autre méthode, voir probléme
88.

vii) Si X ~ Gamma(%,2), alors X ~ x*(r), donc en faisant @ = § et
8 = 2 dans les résultats de vi), on trouve

1
9t = Ty
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5.2. Problémes et solutions 429

si \t\ < 1/2, et par conséquent E(X) = r et Var(X) = 2r.

viii) On a

go(t) = E(e)

= / e \e ™ dx
0

oo
= A/ e 07 gy
0
o0
— _ie—(l-—t)z
A—t .
_ A
A=t

pour t < L. On remarque ici que g(t) n'est pas définie que pour les valeurs de t
inférieures a L. Deux dérivations nous donnent,

! —_ A " — 2A

Par conséquent

E(X)=4(0)= % E(X?*) =g¢"(0)= %

La variance de X est donc

Var(X) = E(X?) - (E(X))? = %

On peut obtenir les résultats précédents en utilisant la distribution Gamma(a,8).
En effet, si a = 1 et on pose B = 1/A, alors si X ~ Gamma(1, 1/A), on a X ~ &(A).
Donc on trouve,

A

pour [¢| < A, et E(X) = 1, Var(X) = 3.
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430 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités
iX) Ona

9(t) = E(e¥)

b
= /; e"‘b_l_adz

b
= bia/ e dx

- 1 1tzb
= —— X -
b—a t
eﬂ)_eta

T Hb—a)

Une autre expression peut étre obtenue en développant en série les
fonctions €?et €®,

t"_l B — gt t" bn+l _ an+l
ﬂ”=z:n!(b-a)zzzmm+nw—@'

nzl n>0

Comme

o) =3 ZE(xm,

n!

on trouve
b"+l — an+1

EX") = ————.
X = D6-0

d’on, en particulier

-0 a+b

EX)=s=a = 2

donc, finalement,

P-a B+ab+al
3b-a) 3

, B(X?) =

2 2_ (b= a)?
x) La fonction génératrice des moments de la variable aléatoire X ~ C(0,1)
n'existe pas (voir la remarque du probleme 140). Si Y ~ C(l,0), alors X = Y-Wo
suit la loi C(0,1) et comme la fonction génératrice des moments n'existe pas,
elle n'existe pas non plus pour la variable aléatoire Y. Notons par contre que la
fonction caractéristique existe (voir probleme 126 ix)).
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Appendice A

Meéthodes d'énumération

Un outil indispensable a la description d'une espace échantillonnal fini associé a une
expérience aléatoire est la notion de n-tuplet.

Définition A.1. Un n-tuplet est une disposition ordonnée de n éléments, (ay, ay, ..., a,),
dont le premier, a, est dit la premiere composante, le second, a,, la deuxieme
composante, et ainsi de suite jusqu'au n-ieme, a,, la n-ieme composante.

Définition A.2. Deux n-tuplets (ay, a, ..., &,) et (b, by, ... , by), sont dits identiques si
et seulement s'ils sont formés des mémes composantes dans le méme ordre, c'est-a-
dire,sia =bypourj=1,2,..,n

Remarque A.3. Les éléments du produit des ensembles E;, E, ... , E,, E; X E; x - - - X
E,, sont représentés par des n-tuplets, (e, &, ..., &), 0l e €E,pourj=1,2, ..,n.

Dans les applications pratiques, on utilise beaucoup le principe suivant :

Principe du dénombrement

Si un événement E peut étre décomposé en k sous-événements E; et que chaque
événement E; peut se réaliser de n; facons, alors E peut se réaliser de
n; - ny - - - nefacons.

Une autre fagon d'énoncer ce principe est de se servir d'espaces produits. Soit
E,, E,, ..., Exdes ensembles finis. Alors si

E=ExEx.xE={e=(a,&,..,8);6€E,i=1, ..k}

431
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432 Appendice A

ona

card(E) = H card(E;).

Des applications de ce principe conduisent a des formules pour le nombre de
permutations, d'arrangements et de combinaisons.

Permutations
Le nombre dé fagons P,, d'ordonner n objets distincts est
Pi=nl=1x2x---xn.

P, est appelé nombre de permutations de n objets. Par convention, 0! = 1. Rappelons
que n! se lit factoriel den.

Arrangements

Le nombre de fagons A} d'ordonner k objets distincts d’un ensemble qui en
contient n est

!
.4:=m—r_hl‘:)?=n[n—1)---(n—k+l].
A7 est appelé nombre d’arrangements de k objets parmi n objets. Il cor-
respond aussi au nombre de k-tuplets d'éléments distincts d’un ensemble de
n éléments, dont la premiére composante peut étre formée & partir de n
éléments distincts, la seconde & partir de n — 1 éléments distincts et ainsi de
suite jusqu’a la k-iéme & partir de n — k éléments distinets.

En prenant k = n, on obtient

Prn=A;=nl
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Appendice A 433
Combinaisons

Le nombre de fagons C} = (’;) de choisir k objets distincts d'un ensemble qui
en contient n est

ny _ n! _ AR

k) kl(n—k)! k'

(}) est appelé nombre de combinaisons de k objets parmi n objets. Il cor-
respond aussi au nombre de sous-ensembles de k éléments d’un ensemble de
n éléments. Par convention (}) =0, lorsque k <0, ou n < k.

Notons que I'égalité (:) = A}/k! vient du fait que I'ordre ne compte pas
pour les combinaisons. Il faut donc diviser A} par le nombre de permutations
des k éléments du k-tuplet.

Remarque A.4. Comme (}) est le nombre de sous-ensembles de & éléments
d’un ensemble de n éléments, on obtient

i n
— 2“,
> ()
et

= n

Z(—l)"(k) =0,

k=0
qui sont des cas particuliers du binéme de Newton!

n
@+ =3 (:) ok ¥,
k=0

en prenant a = b= 1et a = 1,b = —1, respectivement.

Pour cette raison, les coefficients (:) sont aussi appelés coefficients bino-
miauz. Par extension, on obtient aussi les coefficients multinomiauz

( n ) nl
- —1
M1, M2y e .., Tk nylng! - - - my!

ol n = n;+ny+---+ng. Ces coefficients représentent le nombre de fagons de

choisir n objets provenant de k classes ayant respectivement n,, ng, ..., 7
objets. Une généralisation du binéme de Newton est donnée par
n
G+ﬁ +'-'+ﬂ ,1= aﬂ) na___aﬂk_
(a1 2 k) Z (nl,ﬂzy---aﬂk) 1 @9 k

=Yk ni,ni>0,

*Isaac sir Newton (1642-1727), physicien, mathématicien et astronome anglais.
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434 Appendice A

Rappelons d'autres propriétés utiles des coefficients binomiaux.
Remarque A.5. On vérifie aisément que

En effet,

W

n!

(n—KE)M(n—(n—K)

(24

Donc le nombre de fagons de choisir k objets distincts parmi n est égal au nombre
de fagons de choisir n - k objets distincts parmi n car lorsqu'on choisit les k objets
ainclure, cela est équivalent a choisir les n - k objets a exclure et vice-versa.

(o) = ()

il

Remarque A.7.On a

En effet,
k-1Y _ (k-1
k(r— 1) - k(r— Dik—1—(r—1)!
k!
(r =Dk —r)
k!

()
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Appendice A 435

Remarque A.8.On a

(k: 1) * (:) - (:ID

En effet,

n n n! n!
(k+1) * (k) = GADm—k=-1) " K(n—k)
(n—k)n!+ (k+ 1)n!

(F+1)in— B

(n+1)!

(k+ 1)!(n = k)!

n+1
k+1/

Remarque A.9. On a

> (2)(7,) = ("2™)

7

En effet, pour ¢ = 1, 2, posons

pi(z) = i (r:) o = (1 + )™,

k=0

Alors, on trouve
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436 Appendice A

ni+nz
Z (ﬂl :RE);C.G: = (1+I)n1+n2

1]
a3
- 32
Mz
N
.
i
(=]
e
w3
e
o
Ed
(S
LY
S
e
8
_‘h-

on doit donc avoir

> (1)) - ("5,

7=0

puisque ce sont deux expressions des coefficients de x* dans cette égalité valide pour
tout x.

On peut également donner une preuve combinatoire de ce résultat. Le
nombre ("'7™) représente le nombre de fagons de choisir k objets distincts
parmi n; +n,. Une autre maniére de calculer ce nombre consiste & séparer les
n; + ny objets en deux groupes de n; et de n, objets. Le produit ("J') k"_’j)
représente le nombre de fagons de choisir k& objets distincts lorsqu’on en
choisit j dans le premier groupe et k — j dans le second groupe. En addition-
nant ces nombres pour j allant de 0 a k, on retrouve le nombre de fagons de
choisir k objets distincts parmi n; + ng, c’est-a-dire ("‘:“’) et cela démontre
le résultat.
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Tables de la loi normale N(O, 1)

TABLE | : Table de la fonction de répartition

Les entrées dans la table donnent ®(z) = P(Z < z) ou Z est une variable
aléatoire de loi N(0,1), pour z € (0, 4).

Note : si —0,4 < z < 0, alors on utilise I'égalité ®(—-z) = 1 — $(z).
Par exemple, si z = 2,5 alors P(Z < z) = 0,983 800 directement de la
table. Par contre, si x = —1,51, alors P(Z < -1,51) =1-P(Z <1,51) =
1 —0,934 500 = 0,065 500.

TABLE Il : Table des auantiles

Les entrées dans la table donnent la valeur de z telle que P(Z < z) = p ol
Z est une variable aléatoire de loi N(0,1).

Note : si p < 0,5, alors, par symétrie, il suffit d’utiliser le fait que
P(Z < —z) = 1 — p. Par exemple, si p = 0,531, alors z = 0,077 800
directement de la table. Par contre, si p = 0,237, alors 1 — p = 0,763 et
= —0,716.

437
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Table |

x( 000 1 001 1 002 1 003 0,04 1 0,05 1 0,06 0,07 1 008 0,09
0,0 0,5000 0,5040 | 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
01 0,5398 0,5438 | 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 | 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 | 0,6103 0,6141
03 0,6179 0,6217 | 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 0,6554 0,6591 | 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 | 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 | 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 | 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 | 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 | 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8079 0,8106 0,8133
09 0,8159 0,8186 | 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
10 0,8413 0,8438 | 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
11 0,8643 0,8665 | 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
12 0,8849 0,8869 | 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 0,9032 0,9049 | 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
14 0,9192 0,9207 | 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
15 0,9332 0,9345 | 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
16 0,9452 0,9463 | 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
17 0,9554 0,9564 | 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
18 0,9641 0,9649 | 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
19 0,9713 0,9719 | 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 | 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 | 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 | 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 | 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 | 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
24 0,9918 0,9920 | 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 | 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 | 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 | 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 | 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 | 0,9983 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 | 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
31 0,9990 0,9991 | 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 0,9993 | 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
33 0,9995 0,9995 | 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
34 0,9997 0,9997 | 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
35 0,9998 0,9998 | 0,9998° | 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 0,9998 0,9998 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
37 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 1,0000
39 1,0000 1,0000 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Table

P 0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,0071 0,008 0,009
0,50 0,0000 0,0025 0,0050 0,0075 0,0100 0,0125 0,0150 0,0175 0,0201 0,0226
0,51 0,0251 0,0276 0,0301 0,0326 0,0351 0,0376 0,0401 0,0426 0,0451 0,0476
0,52 0,0501 0,0527 0,0552 0,0577 0,0602 0,0627 0,0652 0,0677 0,0702 0,0728
0,53 0,0753 0,0778 0,0803 0,0828 0,0853 0,0878 0,0904 0,0929 0,0954 0,0979
0,54 0,1004 0,1029 0,1055 0,1080 0,1105 0,1130 0,1156 0,1181 0,1206 0,1231
0,55 0,1257 0,1282 0,1307 0,1332 0,1358 0,1383 0,1408 0,1434 0,1459 0,1484
0,56 0,1510 0,1535 0,1560 0,1586 0,1611 0,1637 0,1662 0,1687 0,1713 0,1738
0,57 0,1764 0,1789 0,1815 0,1840 0,1866 0,1891 0,1917 0,1942 0,1968 0,1993
0,58 0,2019 0,2045 0,2070 0,2096 0,2121 0,2147 0,2173 0,2198 0,2224 0,2250
0,59 0,2275 0,2301 0,2327 0,2353 0,2379 0,2404 0,2430 0,2456 0,2482 0,2508
0,60 0,2534 0,2559 0,2585 0,2611 0,2637 0,2663 0,2689 0,2715 0,2741 0,2767
0,61 0,2793 0,2819 0,2845 0,2872 0,2898 0,2924 0,2950 0,2976 0,3002 0,3029
0,62 0,3055 0,3081 0,3107 0,3134 0,3160 0,3186 0,3213 0,3239 0,3266 0,3292
0,63 0,3319 0,3345 0,3372 0,3398 0,3425 0,3451 0,3478 0,3504 0,3531 0,3558
0,64 0,3585 0,3611 0,3638 0,3665 0,3692 0,3719 0,3745 0,3772 0,3799 0,3826
0,65 0,3853 0,3880 0,3907 0,3934 0,3961 0,3989 0,4016 0,4043 0,4070 0,4097
0,66 0,4125 0,4152 0,4179 0,4207 0,4234 0,4262 0,4289 0,4316 0,4344 0,4372
0,67 0,4399 0,4427 0,4454 0,4482 0,4510 0,4538 0,4565 0,4593 0,4621 0,4649
0,68 0,4677 0,4705 0,4733 0,4761 0,4789 0,4817 0,4845 0,4874 0,4902 0,4930
0,69 0,4959 0,4987 0,5015 0,5044 0,5072 0,5101 0,5129 0,5158 0,5187 0,5215
0,70 0,5244 0,5273 0,5302 0,5330 0,5359 0,5388 0,5417 0,5446 0,5476 0,5505
0,71 0,5534 0,5563 0,5592 0,5622 0,5651 0,5680 0,5710 0,5739 0,5769 0,5799
0,72 0,5828 0,5858 0,5888 0,5918 0,5948 0,5978 0,6008 0,6038 0,6068 0,6098
0,73 0,6128 0,6158 0,6189 0,6219 0,6250 0,6280 0,6311 0,6341 0,6372 0,6403
0,74 0,6434 0,6464 0,6495 0,6526 0,6557 0,6588 0,6620 0,6651 0,6682 0,6714
0,75 0,6745 0,6776 0,6808 0,6840 0,6871 0,6903 0,6935 0,6967 0,6999 0,7031
0,76 0,7063 0,7095 0,7127 0,7160 0,7192 0,7225 0,7257 0,7290 0,7323 0,7356
0,77 0,7389 0,7421 0,7454 0,7488 0,7521 0,7554 0,7587 0,7621 0,7655 0,7688
0,78 0,7722 0,7756 0,7790 0,7824 0,7858 0,7892 0,7926 0,7961 0,7995 0,8030
0,79 0,8064 0,8099 0,8134 0,8169 0,8204 0,8239 0,8274 0,8309 0,8345 0,8381
0,80 0,8416 0,8452 0,8488 0,8524 0,8560 0,8596 0,8632 0,8669 0,8706 0,8742
0,81 0,8779 0,8816 0,8853 0,8890 0,8927 0,8965 0,9002 0,9040 0,9078 0,9116
0,82 0,9154 0,9192 0,9230 0,9269 0,9307 0,9346 0,9385 0,9424 0,9463 0,9502
0,83 0,9542 0,9581 0,9621 0,9661 0,9701 0,9741 0,9782 0,9822 0,9863 0,9904
0,84 0,9945 0,9986 1,0027 1,0069 1,0110 1,0152 1,0194 1,0236 1,0279 1,0322
0,85 1,0364 1,0407 1,0451 1,0494 1,0537 1,0581 1,0625 1,0669 1,0714 1,0758
086 | 10803 | 10848 | 1osod | L0939 | 10985 | 11031 | 11077 | 11123 | 11170 | 11217
0,87 1,1264 1,1311 1,1359 1,1407 1,1455 1,1504 1,1552 1,1601 1,1651 1,1700
0,88 1,1750 1,1800 1,1850 1,1901 1,1952 1,2004 1,2055 1,2107 1,2160 1,2212
0,89 1,2265 1,2319 1,2372 1,2426 1,2481 1,2536 1,2591 1,2646 1,2702 1,2759
0,90 1,2816 1,2873 1,2930 1,2988 1,3047 1,3106 1,3165 1,3225 1,3285 1,3346
0,91 1,3408 1,3469 1,3532 1,3595 1,3658 1,3722 1,3787 1,3852 1,3917 1,3984
0,92 1,4051 1,4118 1,4187 1,4255 1,4325 1,4395 1,4466 1,4538 14611 1,4684
0,93 1,4758 1,4833 1,4909 1,4985 1,5063 1,5141 1,5220 1,5301 1,5382 1,5464
0,94 1,5548 1,5632 15718 1,5805 1,5893 1,5982 1,6073 1,6164 1,6258 1,6352
0,95 1,6449 1,6546 1,6646 1,6747 1,6850 1,6954 1,7060 1,7169 1,7279 1,7392
0,96 1,7507 1,7624 1,7744 1,7866 1,7991 1,8119 1,8250 1,8384 1,8522 1,8663
0,97 1,8808 1,8957 1,9110 1,9268 1,9431 1,9600 1,9774 1,9954 2,0141 2,0335
0,98 2,0537 2,0749 2,0969 2,1201 2,1444 2,1701 2,1973 2,2262 2,2571 2,2904
0,99 2,3264 2,3656 2,4089 2,4573 2,5121 2,5758 2,6521 2,7478 2,8782 3,0902
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