Lecture Notes in Mathematics

A collection of informal reports and seminars
Edited by A. Dold, Heidelberg and B. Eckmann, Ziirich

Series: Institut de Mathématique, Université de Strasbourg - Adviser: P. A, Meyer

o]

Séminaire de Probabilités i
Université de Strasbourg

Mars 1967 — Octobre 1967

1968

Springer-Verlag - Berlin - Heidelberg - New York



All rights reserved. No part of this book may be translated or reproduced in any form without written permission from
Springer Verlag. © by Springer-Verlag Berlin - Heidelberg 1968
Library of Congress Catalog Card Number §7~29618 Printed in Germany. Title No. 7371



e e e e e e e e e e e e e R e S e e 2
e s il v, i i i s e

Ce volume fait suite au " Séminaire de Probabilités 1T,
paru précédemment dans cette collection ( Lecture Notes in
Mathematics, vol. 39 ). Il contient les exposés faits pen-
dant la seconde moitié de l'année universitaire 1966-67, au
séminaire de probabilités de 1l'Université de Strasbourge.
Ltexposé de M. K. KRICKEBERG sur les " isomorphismes d'es-
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ce volume. On en trouvera la substance dans les articles sui-
vants
K.KRICKEBERG : Strong mixing properties of Markov chains
with infinite invariant measure ( Proc. Fifth Berkeley Symposium)
K.KRICKEBERG : Mischende Transformationen auf Mannigfaltig-
keiten unendlichen Mages . Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 7, 1967,
255-247.
W.BOGE, K.KRICKEBERG et F.PAPANGELCU : Uber die dem Lebes-
gueschen Mas isomorphen topologischen Masraume (& paraftre).
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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Année 1966-67

CLASSES RECURRENTES D'UN PROCESSUS
DE MARKOV

(J. Azéma, M. Kaplan-Duflo, D. Revuz)

Cet exposé reprend pour l'essentiel les idées introduites dans (l). On
définit la notion de récurrence dans les ouverts de la topologie fine asso-

ciée au processus.

Cette notion permet d'avoir une "loi de 0-1" et d'introduire des clas-—

ses récurrentes jouissant de propriétés analogues 3 celles des chafines.

Les démonstrations ont cependant &té simplifiées et dans certains cas

précisées,

Les résultats nouveaux ont trait A4 la mesurabilité des classes récur=-
rentes et aux rapports entre ces classes et les supports fins des mesures

déterminées par les potentiels.

Ces résultats rendent en partie inutile l'introduction des classes (D)

considérées dans (1). Il n'en sera donc pas fait mention ici.

Les notations utilisées sont celles de (3) et [4). Dans toute la suite

nous considérons un processus de Hunt markovien.
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I.RECURRENCE : DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES.

Proposition | - Soit T wun temps d'arr@t vérifiant la propriété suivante :

M V&, Pu- presque siirement : /"t + Tuat =T

lim t + Toet = T
£20
Alors pour tout temps d'arrét S,

\du, Pu—presque sUrement S+Toes > T

Démonstration : L'on a s + Teg, - T 20 PuP ~presque siirement
t

ce qui s'écrit encore s + (Toes - T)oet 20 Pu -presque silirement.

Donc :

- i s + +
\fu, Pu presque sirement ; t s + T°et+s >t Toet

Soit maintenant Sn une suite de temps d'arr@t décroissant vers S,
chacun des Sn ne prenant qu'une infinité dénombrable de valeurs.
Il est clair que :

8§ + Tog, > T. P ~-presque siirement;
n Sn== M

et que :

Spey + Tobg
n+

> S + Top P - presque siirement.
1"—"‘-11 Sn M

Mais d'autre part, quel que soit ) positif la fonction
. ~AT

¢A : X > Ex e
est A—excessive.

~ - . . . -AT
I1 en résulte d'aprés la continuité & droite des fonctions : t+Ex e A
t

que :

lim 4 Pgn ¢, ) = PA ¢, &)

S
n-+ o



-3 -

et donc que :

“A(S_+ Top, ) -A(8+4Te6,)
lim 4+ E_ e o Sn =FE e S
X X
n-+>®
On a donc :
Vx, P_ -presque siirement, lim 4 S +T°8 =S + To @
X n ’

n->® Sn S

1'inégalité cherchée en découle immédiatement.

Proposition 2 - Soit T wun temps d'arrét wrifiant la propriété (¥*).

Posons L
%:ﬂﬂ {Toe<oo}
n

n=o0

I,
n=o0

Alors quelle que soit la mesure bornée y , Pu—presque slirement,

]P“r =tiiz: th (T <w) =1lin th(gr)

= t > o

Démonstration : La fonction

p(x) = Px(T < o ) étant O-excessive,

Y z= lim ¢EX)
u t o w ot

existe Pu-presque slirement en vertu du théoréme de convergence des sur-
martingales positives.

Considérons :

PU(T<°°| —](T>t)Pu(T<oolg_TAt)+1[T;t)

Enye)
D'aprés la proposition 1, Pu—presque slrement,

(T < ® ): (TAt + ToeTAt < ™ )



Donc :

BT < = Ep,)

v

Hp>t) B (T 2Ogye < =lEqy )1 (T<t)

v

Hrse) 0 ®ppe) + 1 (T<t)
2o ear)

Si t tend vers 1'infini cette inégalité devient

l(T<mJ ;=1(T=m) Z + I(T<w) Pu-presque slirement \/u.

L'on a donc :

. =0 P - B .
Z l(T=“ﬁ " presque surement v "
En particulier l'on peut prendre pour loi initiale la mesure y Pn.

PuP est la mesure image de la mesure Pu par l'application en.
n

L'on a donc :

yA l( =0 PuP ~presque siirement

T = ) 0

c'est-a~dire

o

0=2Z7¢0 6 1(T=aﬂ ° 6 = Z‘I(T o 9n=“ﬂ Pu-presque stirement

0

sup Z. 1 _y =21 P -presque stirement.
n (T °en_m) Ly H

D'autre part, de la relation :
E o0& =P (T 0, < )
on déduit que :
Ex Z = Px §T
Comme Z est inférieure ou égale 3 1 et qu'elle est nulle sur g; , On a :

Vu, Pu -presque slirement Z = 1

R,
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Notation Si ’I’A est le temps d'entr@e dans un ensemble presque borélien A,

les ensembles T seront notés respectivement R t .
§T » Lp eront n P nt R, e gﬂ
A A
Définition Soit Xi(x) la base de filtre formée des voisinages fins presque
boréliens de x.
Un point x sera dit finement récurrent (ou plus bri&vement récurrent
si aucune confusion n'est & craindre) si

VVelf(x) PRy >0

I1 sera dit finement transient dans le cas contraire, i.e.

BVelf(x) Px% =0

Proposition 3 (Loi du 0-1)

x est finement récurrent si et seulement si :
VVe__lf(x) PRy =1

Démonstration : Raisonnons par 1'absurde et supposons que :

Vélf(x) 0 < Px LV <1

La fonction :

<o ) -1on )

étant invariante est finement continue et il existe un voisinage fin de x;VV,

finement fermé presque borélien inclus dans V tel que :

a=1inf P T > 0
yEW

Pour Px—presque tout w de §w on aurait alors d'une part

lim th Iy 2

et d'autre part, d'aprés la proposition 2,

lim PX E-‘V =1 - lim th __P;V =1 - lLV Px-presque sirement
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I1 y a une contradiction puisque =P‘WC'&I

Proposition 4 = Soit x un point finement ré&current et (At) une fonction-

1

nelle additive. Alors l'on a soit Px (Am= 0] )

soit Px (Am= 0 )

1]
—

Démonstration : Remarquons tout d'abord que si x est finement récurrent et

si T est un temps d'arrét vérifiant la propriété (*)

© < o) e = R
P (T<=) 0P (T<=)=16P R =1
En effet la fonction y -+ P (T<w) étant O-excessive, il existe un voisi-

nage fin, finement fermé dex V, tel que :

inf P_ (T < =)>a >0 .
yEV

La trajectoires récurrant P_-presque slirement dans V, il en résulte que

lim PX (T < mﬂ > a P _-presque slirement
t o= t
soit :
Z = lim Py ( T < m) =1 P _-presque slirement
t t
et :
P, (T<w)2 P (B )=E z=1I
De plus
P (T<=) 2 E th(T<w);ExZ
I1 en résulte que :
PXt [ T < GJ = 1 P_-presque slirement

et compte tenu de la continuité a droite des fonctions

t+PXt(T<°°) R



on a

p_ (vt th(T <) =1) =1

Considérons alors le temps d'arrét
= 1 . >
T, 1nf{t,At al
T, vérifie la propriété (% car les trajectoires de (At) sont continues

a droite.

Si quel que soit a :

Alors
A =0 Px—presque slirement

sinon il existe a tel que :
P (1,<=) >0,
ce qui entraine
P T < o = .
x ( a ) !

Définissons par récurrence la suite de temps d'arrét

T(]) =1
a a
a
P (r™ew) mp (e ;o

a ° eT(n_l) < oo)
= T < o = -D < o
Ex[] (Tﬁ;l-l)<w) Px‘r(n-l)( a )] Px (1(2 )

a

Il en résulte que :

Vn, Px(Ta(tn) < oo): 1

Mais Px-presque sirement, d'aprés la propriété forte des fonctiomnelles addi-

tives,



+ A 0B (
a T(n—l)
a

(w)) =

A = A 0
{;n) T(n.-l)+T o g T(n-—l)

a a T(n—l) a
a

- A%h-o * (Ara) ° eT(nrl)
a

Donc :

A zZa+ A
ey D)
a a

I1 en résulte que :

A > - Urement,
T(n) 2 na. Px presque siuremen

L'on a donc :

Corollaire des propositions 3 et 4 -

a) Si x est finement récurrent et si A est un ensemble presque

analytique tel que :
B (T, <=)>0
Alors

7y (5] -

En particulier une condition nécessaire et suffisante pour que x soit ponc-

tuellement récurrent est que x soit finement récurrent et que :

P ( T} © ®) >0

b) Si U°(x,A) > O alors Px-presque toutes les trajectoires séjourr
nent un temps de mesure de Lebesgue infinie dans A. On a donc bien évidemment

la condition plus faible :
U° (x,A) = =

-~

On peut montrer une réciproque i ce dernier point c'est l'objet de la
proq P 1
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Proposition 5 ~ Un point x est finement transient si et si seulement il

existe une fonction £ positive universellement mesurable bornée vérifiant
0
0<U f(x) < =

Démongtration : Il ré@sulte de la proposition 4 que si x est finement récur-

rent @

O ex) >0’ £x) =
La condition est donc suffisante.

Réciproquement 8i x est transient il existe un voisinage fin presque borélien

de x tel que :

£, ) -0

Considérons alors la fonction u(x) = Px ( TV < )

La fonction u est excessive et 1l'on sait d'aprés la proposition 2 que :

lim P u{x) = o
t &> ®
I1 en résulte que :

At ucu

AU ux) < u(x)

Dans 1'équation ré&solvante :

PP u=0u+ (-0 u=0%5 u-AU0"u +c U UM u

faigsons tendre ¢ vers O.

I1 vient :

© > UA u(x) ;=UO (u =) UA u) (x)

La fonction U - X v u est positive, strictement positive en x et finement
continue.
Son O-potentiel est strictement positif en x; elle vérifie donc la propriété

demandée.
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IT . CLASSES D'UN PROCESSUS DE MARKOV.

Définitions — Nous dirons que x conduit &8 y, ce que nous noterons :

X >y
si
VV@Vf (y) P (r

Nous dirons que x communique avec y c¢e que nous noterons :

X*—}y
si

X>y et y-X.

Proposition 6 - La relation x ++ y est une relation d'équivalence.

Démonstration : Supposons que x>y et y-az.
Soit :

V E Vf (z).
L'on a :

E e—x TV >0

y

Donc il existe un voisinage fin presque borélien finemement fermé de y, W

tel que :
-\ Tv
inf E e >a>0
uew
L'on a alors :
E e Tvyg o * W+ Tye oppy
X == Ty
-A T - AT, -2 T
2E_ e e e ")2aE e "so
= "X X = X
Ty

ce qui montre que :
X+ z .
Définition
Les classes déquivalence de cette relation seront appelées classes du pro-

cessus.
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Proposition 7 -~ Si x est finement ré@current et si x conduit & y alors

y est finement récurrent et y conduit 3 x,

Une classe contenant un point récurrent sera dite classe récurrente. Il
est clair alors que tous les points d'une classe récurrente sont récurrents et

que la classe C contenant un point X, récurrent est :
c=1{x|x »x}.
o

Démonstration : Supposons qu'il existe V appartenant & Vf (y) tel que :

Py ng) =0

Alors il existe W € Vf(y) tel que :

[N R

sup P_(R,) =
z€W z 5V

Mais puisque Px<§W) =1, ona:

lim P = o P_-presque sirement
£ > Xt §V pe

et d'autre part :

lim PX Ry =1 Px~presque sirement.
t > Tt

I1 reste a montrer que y conduit & x.
Supposons qu'il existe Ve Vf(x) tel que :

P, (T, < =) <1
Alors il existe Wer(y) tel que :

sup Pz CIV < o ] sacx<l

ZEW
Puisque Px (gw) = 1 on aurait :
lim P (TV < ® ) =0 P_-presque slrement

t > t

ce qui est en contradiction avec le fait que x est finement récurrent.
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Remargue :

- Il est clair d'aprés le théoréme de convergence des surmartingales

positives que toute fonction O-excessive est constante sur C.

- Réciproquement, si toute fonction excessive est constante, tout point
est récurrent et l'espace E est formé d'une classe récurrente (nous dirons

alors que le processus est finement récurrent).
- En effet, si 0O est un ouvert fin presque borélien, la fonction
y->Py(T0<co)
est égale 8 1 sur O donc partout.

I1 résulte alors trivialement de la proposition 2 que le processus

est récurrent.

= Il en résulte que le mouvement brownien Plan est récurrent.

Note : On peut démontrer les résultats plus précis suivants : cf (l)

Soient x et y deux points de E et supposons que pour toute fonc~
tion excessive f :
£(x) = £(y)

Alors x et y sont récurrents et appartiennent 4 la méme classe.

- Soit Vo(x) le filtre des voisinages de x dans la topologie engendrée

par les fonctions O-excessives.

En général Vf(x) est strictement plus fin que Vo(x), et 1'on démon-

tre que :
\ (x) = A (%)

si et seulement si x est finement transient ou est une trappe.

En particulier la topologie fine est engendrée par les fonctions O-exces-

sives si et seulement si les seuls points finement récurrents sont des trappes.

Proposition 8 — Les classes r8currentes sont finement fermées et boréliennes.

Démonstration : Soit xoe C

A

~nt
X€C ol C est 1l'adhérence fine de C.
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Tout voisinage fin de x rencontrant C il est clair que X 7 x donc que
x €C.

Pour démontrer le deuxiéme point, donnons une autre caractérisation de C.

A

C={x | v (x.) «vu? =, O}

Montrons tout d'abord que si y et y' sont deux points de C les mesures
U}‘ (y .) et U}‘ (y'.) sont équivalentes. Soit en effet A un borélien véri-
fiant U}‘ (v,A) > o. Considérons la fonctionnelle additive :

t
flA (Xs) ds
o

et le changement associé Tye Il existe un nombre réel a tel que :

La fonction :

z-*Pz (Ta<m)

étant O-excessive donc constante sur C, l'on a aussi :

Py' (Ta<°°]=l,

ce qui suffit 3 démontrer que :

v (', 4) > o.

Si maintenant xoeCet x¢ C, i1 existe un voisinage fin presque borélien de
x, V, tel que :

e (x,,V) =0.

Sinon en effet, 1l'on aurait X > X donc x€C.
- . . . . . P A
Cet ensemble V &tant un voisinage fin de x, il satisfait a U (x,V) > O.
. A .
Ce qui montre que la mesure U" (x.) n'est pas absolument continue par rapport

d la mesure U)\ (x0 o)
Pour simplifier les notations appelons m la mesure UA (x0 )
Effectuons la décomposition de Lebesgue de UA (x .) par rapport &2 m
) =T ) T )

ol U;‘ (x .) est absolument continue par rapport 8 Mm et U; (x .) est

étrangére & m
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En appliquant un procédé classique utilisant la convergence des surmar-

tingales on peut trouver une densit@
A A
U1 (x,y) de U x .)

par rapport & V. Plus précisément considérons les fonctions boréliennes.

A
i (x,¥)[ = L = —=—s"des 1A (v) si mf{a) 0

-0 si m(a) = 0

ol (Oan) est une suite croissante de partitions de E, choisies de maniére

que la o-algd@bre engendrée par Un f; soit la tribu boréliemne de E.

Alors on sait que, quel que soit x, 1les fonctions ¢n convergent
. ~
sauf sur un ensemble de m-mesure nulle en y, vers une fonction ¢(x,y)

vérifiant :
~ A
,lr ¢ (x,y) M (dy) = Ul (x, A)
A

quel que soit l'ensemble boré&lien A.
Dans l'espace E x E considérons l'ensemble B biborélien de convergence

de la suite ¢

Posons : ¢ = lim ¢, sur B
n
=0 sur B°©
v
Nx {y,d x,y) # ¢(x,y)} est de m-mesure nulle.

Et 1l'on a donc encore :

[ #(x,y) m(dy) = U;‘(x,A)
A

quel que soit le borélien A, ce qui montre que la fonction :

X > U? (x,A) est boréliemne quel que soit A borélien.
I1 en est alors de méme de la fonction :

x> U) (,8) = U (1,8) - U (x,4)

Il en résulte que C qui est &gal & 1l'ensemble {x ; Ug (x,E) = 6} est

borélien.
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Sous 1'hypothése (L) deMeyer, cf. (3) , on a la:

Proposition 9 — Soit m une mesure positive ne chargeant pas les semi-polaires.

I1 existe alors un support fin de m, c'est-3-dire un plus petit fermé fin pres-—
p p

que borélien portant m.

Démonstration : Soit (v 1a famille filtrante décroissante des fermés fins pres—
que boréliens F wvérifiant n(F%) = o.
Considérons la fonction :

- AT
¢ = inf E. e
Feh

Sous 1l'hypothése (L) il existe une suite Fn de F tels que :

'\ TF
reg ( inf E. e n) < ¢
n
Soit A =0\ Fn’ Aeﬁ; 1'on a les inégalités :
n
-1, N
¢$(.) <E. e < reg ( inf E. e ) 2 ¢(D)
n
-AT
. A
ce qul prouve que ¢ =E. e .

Soit Ar l'ensemble des points réguliers pour A }puisque m ne charge pas les
semi-polaires, A€F = Ar ef car A - Ar est semi~polaire. Il en résulte
que : - TAr AT,

Vx E e =E e donc (Ar)r = A

X X

Montrons que (Ar) est le support £in de m. Pour cela il reste & montrer
que si B est un fermé fin presque borélien de ¢ inclus dans Ar alors
B=A_.

r

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et soit xeAr - B. On aurait

alors :

E e = 1 car xeAr
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et E e <1 car B est un fermé fin

Ar -\ T
E e = inf E e
Feds

F

v (xo, .) étant une mesure ne changeant pas les semi-polaires on peut

montrer la

Proposition 10 - Soit x;, un point récurrent. La classe récurrente déterminée

par x_ est le support fin de la mesure UA (xo ).

I1 en résulte que C est un ensemble absorbant, i.e:

Vxec P (Yex ec) =1

Démonstration : Soit S le support de UA (xO .). Soit F un fermé fin uni-
versellement mesurable contenu dans C. Si F # C, Fc est un ouvert fin ren—

contrant C. L'on a donc UA (xo, Fc) > 0, Il en résulte que S>C.

D'autre part, quel que soit x n'appartenant pas & C il existe un
ouvert fin presque borélien G(x) vérifiant UA (xo, G(x)) =0 d'aprés la

remarque suivant la proposition 4 il en résulte que :

ScG(x)C Vxect

Donc scC

C est alors absorbant. Si en effet 1'on avait Px( T Q< ° )> 0O pour un X
c

de C alors l'on aurait Px( gtc ) = ] et puisque c® est un ouvert fin
c

UA (x,Cc) > 0 ce qui n'est pas possible puisque C porte UA (X5.).
Remarque : La proposition 10 est inexacte si 1'on ne se place pas sous 1'hypo-

thése (L) comme le montre 1l'exemple de ( 1 ) page 203.
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CAS DE PROCESSUS A RESOLVANTE FORTEMENT FELLERIENNE,

Dans tout ce paragraphe on dira qu'un point est récurrent si

Px( LV) =1 VYV voisinage ouvert de x,

la notion de voisinage étant alors relative 3 la topologie initiale de E.
Compte tenu de la continuité des fonctions invariantes bornées et de la

semi-continuité inférieure des fonctions excessives les démonstrations des

propositions 3 - 4 - 5 s'étendent immédiatement aux ouverts de la topologie

initiale et 1'on a la

Proposition 11 — x est transient si et seulement si il existe une fonction

positive continue bornée vérifiant

0 <U0 f(x)< =

Proposition 12 - X est récurrent si et seulement si il est finement récurrent.

De plus si quel que soit l'ouvert G contenant vy,

Px [ T <= ) >0 alors X > y.

. P - A . .
Soit en effet g borélienne bornée. U g est alors une fonction continue

bornée et 1'on a si e <2

Vr')o UEg;u U>\‘|'p UEg.

I1 résulte alors de la proposition 11 que :

 gx) > 010 gx) = =

ce qui est le critére analytique de récurrence fine.

Supposons maintenant que pour tout ouvert G contenant vy
< > .
P (Tg<=)>0

On a alors pour toute fonction continue positive, non nulle en x,

 £x) > 0
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Soit V un voisinage fin presque borélien de y.
+
v oW ze U0 (k)
Aty . . - .
or U lv est une fonction strictement positive en y et continue
donc vt x,V) >0

11 résulte clairement des propositions 1l et 12 la

Proposition 13 - Pour un processus i résolvante fortement Fellérienme

a) Les classes récurrentes sont fermées ;
b) la classe récurrente contenant un point X, est le support (au

sens des mesures de Radon) de la mesure v (xo e

Corollaires :

- Le processus de Cauchy sur la droite est finement récurrent.

- Les fonctions excessives du processus de Cauchy sont constantes.
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APPENDICE

Deux contre exemples - Considérons un processus de Poisson XP’ symé~

trique, de pas P et de paramétre l. Soient pgt son semi-groupe de

convolution et e© ?éx) sa fonction caractéristique :

t¢P(A) - t(cos AP~ 1)
e = e

D'aprés un théoréme limite local ((Gnedenko-Kohmogoroff)) pﬁt(o) est

équivalent 3 l:_]/2 pour t infiniment grand.

Soit maintenant le processus :
Te= &R+ G+ Ky

ol les trois processus de Poisson considér&s sont indé&pendants.

D'aprés le critére de Kingman (5) ce processus est récurrent

dans les ouverts, car :

e ~ L 2__

Vs D F e Py 00 T 3R T

pour ) infiniment petit.

Par contre ce processus est finement et ponctuellement transient.
En effet, {0} est un ouvert fin et comme p;t(o) est équivalent a :
t~3/2

f p;t(O) dt <
0

-~

Ce processus peut &galement servir 3 montrer que l'on n'a pas en géné-

ral une loi du tout ou rien pour la récurrence dans les ouverts.

Soit %0} le temps de sortie de {O}. Xc{ }e {~- /7, - /5, - ¥3,/3,/5,/7}
0

supposons que pour ces six points on ait :
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P (T{O} <=) =1
et considérons la suite de temps d'arrét

Ty = %0}

Ty =901 * T{o} *®%0}

T2n = T2n—l * T{O} eT2rr-l

E(Po (Tz <@ lﬁT ] )

on a P T < ®
0 ( Zn ) n 2n~1

E(PXT (T{0}<m))=l

2n-1

Le point O serait donc récurrent. Il existe donc un des six point/

Soit x ’tel que

P (T{0}<°°) <1
et 1'on a d'autre part :

P (T{0}<m)>o

Le processus tué 3 1l'instant T n'admet pas de loi du tout ou rien

{0}

pour la récurrence dans les ouverts.
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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1966/67

IE RETOURNEMENT DU TIMPS :
COMPLEMENTS A IL'EXPOSE DE M.WEIL
(P.Cartier, P.A.Meyer, M.Weil )

Nous reprenons la question du retournement du temps, exposée
au séminaire par WEIL en Novembre 1966 d'aprds les travaux de
NAGASAWA, KUNITA-WATANABE. Une partie des résultats ci-dessous
a fait l'objet d'un exposé de CARTIER au Printemps de 1967,

Les contributions des trois auteurs se répartissent & peu prés
de la manidre suivante : la présentation des temps de retour et
des familles de tribus Et au paragraphe 1 est due pour l'essentiel
38 CARTIER ; il en est de méme pour le §2 ( forme améliorée du
lemme principal de NAGASAWA ). Le théoréme dc retournement du
temps sans hypothdse fellérienne est l'apport de MEYER. Enfin,
1'étude du comportement des fonctions coexcessives sur les trajec-
toires est due & WEIL.

§ 1. TEMPS DE RETOUR

HYPOTHESES o~ (P%)t>0 est un semi-groupe de transition sous-mar-
kovien sur un espace localement compact A4 base dénombrable E.
On notera que le temps t est supposé strictement >0.

Pour tout xeE, il existe un processus markovien (Xt)t>0’ ad -
mettant (Pt) comme semi-groupe de transition et (eth>t>O comme
loi d'entrée, et dont presque toutes les trajectoires possé&dent
les propriétés suivantes :

a) Continuité 2 droite sur ]O,c[ ( et donc existence d'une
durée de vie ;J )

b) Existence de limites & gauche sur ]O,r[ ( dans E) .

On peut alors construire de la maniére habituelle une réalisation
canonique du semi-groupe : les notations Q,E,Pu,gt,Xt,Qt auront
leurs significations usuelles : les seules différences tiennent au
fait que Xt et gt ne sont pas définis pour t=0, et gue l'existence
de %ﬁ“ n'est pas exigée.
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7/
DEFINITION.- Une variable aléatoire positive I sur ( est un Eggpg

1) L(w)<oo => L(w)g (@)
2) Pour tout t20 , on a Le@, = (L-t)"

Des exemples classiques de temps de retour sont : la durée de vie

3 le dernier instant oll 1'on passe dans un ensemble presque-
borélien G donné (GCE)

L(w) =sup { t : X (w)eG | ( O par convention si {...}=@)

‘;{Jt(w) = d si L(w)=m ou t2 L{w) (t>0)
XL(w)-t(w) si t<bL(w)<oo

et on définit le processus retoqugni par la formule

ﬁawzzzmzxma
X, = (Xt)+(= (XL_tz_ si t(w)<o ) (t>0)
8i X;_ existe p.s. sur {Ol<oo} ( en particulier si L<2; sur cet

ensemble) , on pose ﬁo = X7 _ sur {0<Ixoo {, Xy =9 sur {L=0} et
sur {L=o }.

LEMME 1.~ Si L est un temps de retour, et si s0, la variable
aléatoire L‘:(L—s)+ est un temps de retour et on a ( les ' ser-
vant 3 indiquer le retournement & L!')

Ng ‘F\XJ A' ~
X=X, XL = Xt

DéﬁONSTRATION.- Nous prouverons seulement la premiére assertion,
la seconde étant triviale ( la premiére aussi, d'ailieurs). La
propriété 1) de la définition des temps de retour est évidemment
satisfaite, et pcur la seconde on a

(L-s)"00, = (Lo@t-s)+:((L~t)+-s)+= [(L-t-s)V(-s) MO =(T-t-s)*
d'oll 1le résultat.

~N

sur {s+uch}, X 00 =

. "y
LEMME 2.- Soient s>0, ux0 . On a X o0, =X %9y

a = S
@ sur {s+uwl|. On a X 00, =X

s SH {S+u<1—"'; hd
DﬁMONSTRATION.- I1 suffira de traiter le cas de %S , en supposant

w0 ( le cas u=0 est trivial).
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o
1) 8i s+twl, uwzL, on a Lo6,=0, donc X_ o8 = b
~J
2) Si s+wl, u<l, on a Lo® =L-u, donc s>Lo8, et X_o0_ = O

3) Si s+u < L, on a u<l, donc Lo@ = L-u et s<LoQu. Alors ou
bien L=w ( et alors Lo® =L-u=00), et dans ce cas ?(‘ 00, = X =9,

ou Eﬁen I<w ( et alors Lo© <a>) et on a dans ce cas
sogu(w) = XL(Ouw)-s( u ) = XL(Q W)= s+u(w) = XL(w) s((’o)"‘X (w).

Cela améne & poser la définition sulvante

DEFINITION.- Pour tout s20 on désigne par és la tribu constituée
par les AeF tels gque
A4 u>0 Q;l(A)r;is+u<L} = Anjs+u<li

LEMME 3.- a) La famille de tribus Es est croissante et continue 2
droite 3 Xs est gs-mesurable.

(x)b) Si t20, la variable aléatoire X(L—s)+ +t &5t B -me-
surable .
c) Si T est un temps d'arrét de la famille (Ft)’ (z-1)*

est un temps de retour . ()

DéMOﬂSTdﬁTIOH - &) Supposons s<t, et soit AeF « Pour u>0, A et
Q {A} ont meme 1ntersect10n avec |s+u<l}, donc a fortiori avec
{t+u<L} 34 AeEb+, A et @ (ﬁ) ont méme intersection avec {s+ute
<L} pour tout £>0, donc aus51 avec {s+u<li}. Le fait que Xs est 25-
mesurable est la seconde assertion du lemme 2.

b)Nous avons sur {s+u<L} X(L-s)++t°gu = X(LoOu-s)++t+u =

= X( d'oll le résul-~
tato

c) La premidre propriété de la définition des temps de retour
est évidente, vérifions la seconde. Le fait que T est un temps
dtarrét s'énonce :

X( L—s)++t ’

Leu~s)*+t+u L-u-s)+t+u XL~s+t

(%) D'une maniére plus intuitive : tout événement ' postérieur 3
L-s " pour le processus X est Tantérieur a s'™ pour le processus
retourné X. ) Variante d'un résultat de NAGASAWA .
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quels que soient s>0, w0, {Tgsin{s+u<l}={T0 <s}n{s+u<l}

Plagons nous sur {T+u<L}, et prenons s & peine plus grand que T :

il vient que To6, < T sur {T+u<l.}. Mais alors on a aussi To@u+u<L,
et en prenant s & peine plus grand que ToOu, on trouve que TgToGu

sur {T+u<L}, d'old

T=To0, sur {T+u<l}, et de méme sur {To.0 +u<l}
Mais alors, sur {T+u<L}L}{ToGu+u<L}, on a

(L-1)%e0, = (Lo@u—ToOu)+=(Luu-ToQu)+=(L—u-T)+ = ((L-T)t-u)?*

et la seconde propriété de 1la définition des temps de retour est
satisfaite sur cette réunion. Sur le complémentaire de la réunion,

on a + ot
T+uzL, donc ((L-T) -u) =0

ToO +u 3L , donc Tod > LoB et (L-T)*06 =0
L'égalité est encore vraie, et le lemme est établi.

REMARQUE.- Le caractdre canonique des processus n'a pas vraiment
été utilisé, et il ne le sera pas davantage dans la suite : ce qui
compte, c'est le caractére markovien du processus (Xt) ~ qui n'est
d'ailleurs pas encore intervenu - et l'identité Xs°gt = Xs+t .
Par exemple, posons W=R X1 et , si w=(t,w) :

X (W) = X (w) si s<t 3 0% = ((5-w)?*, o w)

d si szt

On vérifie alors aussitdt que X 00 =X,
nit W de la famille de tribus Etxgt(*f , des mesures PPxq ( ol q
est exponentielle de paramdtre p) on obtient un processus de Mar-
kov edmettant comee semi-groupe de transition le semi-groupe (e'ptPt)
Soit L la projection d¢e W sur R, : la définition méme de o, sur
exprime que L est un temps de retour. La rema:que que l'on peut
retourner le temps & partir de L est tréds utile : elle est due 3
JJWALSH, et nous a été communiquée par M.CHUNG.

« On sait que si 1l‘'on mu-

* B, est la tribu sur R, engendrée par les boréliens de [o,t].
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g2 .- L¥ LEMME DE NAGASAWA

Soit ¢ une fonction borélienne positive sux‘EL, 3 nous pose-~
rons, si f est universellement mesurable positive sur E , nulle

en P f(x) = /O $(t)P,E£(x)at
¢ 0 t

D'autre part, nous désignerons par p une loi de probabilité sur
E, par v la mesure pU [ mais tout ce qui suit s'étend aussitdt au
cas ol 1l'on désigne par (p.) une loi d'entrée, par v la mesure
]a)ptdt , & condition de remplacer le symbole il par 1l'espérance
relative au processus qui admet (pt) comme loi d'entrée].

LEMME 4.~ f et ¢ ayant les significations indiquées ci-dessus,
soit H une variable aléatoire positive gr-mesurable (rgO). Posons
hd) = E'[¢0(L-I‘).H.I{r 1 ‘O }]

On a alors

L.%4 P
On peut remplacer dans cette formule X par X .

DﬁMONSTRATE?N;- ALa dernidre assertion est évidente ( le rempla-
cement de X par X ne modifie l'espérance sous le signe f que

pour un ensemble dénombrable de valeurs de t). Dtautre part,
nous pouvons nous borner au cas ol r=0 : le cas général s'y ramé@-
ne en considérant le temps de retour (L-r)+. Le premier membre
vaut alors

L
[ Hapt é foX;  b(t)at = {

I
H aPty f£.X L-v)d
{I<oo | | b £ty S

I<wo

o) L peut &tre considéré comme exclu de l'inter-
valle d!intégration

= goodvnf H.foxv-d)(L‘v)'I{vd(mfde

mais l'expression sous le signe é est égale

3 [H'b(L)‘%{O<L<aa}]°gvf°Xv , de sorte que cette intégrale est
égale & E”Lfon.h¢on] ( propriété de Markov simple) ; dfold aus-
sitdt le résultat.
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LEMME 5.~ a) Avec les notations du lemme 4 on a si s>r

o

© By -
(/) $COIEF[£oXy, (H]dE = < £, Py By >

o "
ol 1'on peut remplacer X par X.

b) Soit n une seconde fonction borélienne positive sur
R s onaPh, =h = P/h .
P T Thxn T Tem

DéMONSTRATlON.— Posons s=r+u j; comme Hegs, nous avons le droit
de remplacer r par s dans la formule précédente, et il vient

(/)°°¢<t)En[f3<’S+t.H] = [9(@)EGOE [ho(L-8) BTy o )]

Mais I{r I a)}°gu = I{s T<co } * et comme Hegr il en résulte que
1'expression sous le symbole EX est égale 2 [¢°(L'r)’H‘I{r<L<aﬂ}gu
Ltassertion a) découle alors de la propriété de Markov.

Nous venons de voir que PorbBp = E [@o(L-s).H.I{S T a;}]'
Par conséquent, si n est borélienne positive

© o P
PnBg = [n(e-m)g_phyds = BT/ a(s-m)e(Dos)Bl o g, 3]

L
=B [T g o }H in(s—r):b(L-s)ds] = Boss

(o0 nm et ¢ sont identifiées & des fonctions surlgvnulles sur la
demi~droite négative) . La dernidre relation résulte de la symé-
trie du produit de convolution.

§3.~- LE RETOURNEMENT DU TEMPS

HYPOTHESE .- (Pt) satisfaisant 8 1'hypothédse du §l, on consid@re
une loi p, on pose v=pU , et on suppose que v est une mesure de
Radon). On introduit un second semi~-groupe (ﬁt) - ol le © indique
que l'on utilise la notation des conoyaux - satigfaisant éga-
lement 8 1'hypothése du 81 . On désigne par (Up) et (ﬁp) les

deux résolvantes, et on suppose que l'on a dualité par rapport
av :

<:t‘,U'pg>v =< fﬁp,g>v si £ et g sont universellement mesu-
rables positives .

(%) Autrement dit, v(X) <oo pour tout compact K.
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REMARQUES.~ a) Soit ¢ une fonction borélienne positive sur K . Il
est facile de vérifier que, si f et g sont boréliennes positives
sur E ( nulles en o)

< f,P¢g >v'3 <fP¢ ,g>v o

b) Si £ est continue bornée, et xeE, la fonction
tre>fP (x) ( = Ex[on ]s en notant Y 1e processus canonique as-
socié a (P ) (% )) est continue 3 droite.

c) v étant une mesure de Radon, soit f une fonction
positive, continue & support compact sur E : on a <f,v> = <p,Uf>
< ® « Il est alors facile de trouver une fonction g continue,
partout strictement positive, telle que < p,Ug> <w . Soit h=Ug :
h est strictement positive en tout point, et < p,Pth> ->0 lorsque
t->00 , de sorte que h°Xt ->0 p.s. lorsque t->m . Mais alors soit’
H, = {h> 1/n} ; les trajectoires du processus (Xy) restent p.s.
hors de H pour t assez grand , et le temps de retour L = sup {t:
XteHn} est donc P“~p se fini. Autrement dit, les theorémes de
retournement que nous allons établir ne sont pas vides !

Voici le théoréme principal relatif au retournement :
THRORFME.- Si 1'on munit O de la loi P, le processus ( continu &
droite) (ﬁt)t>o obtenu par retournement de (X ) 2 L est markovien
par rapport 3 la famille ( ), et admet ( ) comme semi-groupe de
transition. Cela s'étend & la valeur O du temps si XL- existe pe.Se
( dens E ) sur {0<I<oo})-

[4
DEMONSTRATION.- Nous allons commencer par quelques calculs : soient
O<x<s , Hegr $ ¢ et n ayant la méme signification que dans les
lemmes 4 et 5, £ étant borélienne bornée sur E, nulle en ED, nous
avons

(1) j @(t)E}lLon .H] at = < £,Bg hy > ( lemme 5 )

(1v) f b(0)EH[ B (2,8 o)-H) dt = EP[Pbcf,xs).H] ( Fubini)

(g;;’ n(s-r) d,:ps_r,i) >, s =< £,P B> (Fubini)

(2+) fmn(s-r)Ep’[f%oxs.H]ds =< fP ,h> ( lemme 4 )
r nv

(%) La notation correcte pour cette espérance est EX foX, ] ! En ef-
t
fet, dans la construction des processus csnonlques, seule la mesure

dépend du semi-groupe de transitiom.
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Mais < £Py,h > = <f,Fph > ( dualité) = <£,P hy> ( lemme 5). Par

conséquent, les scconds membres de (2) et (2') sont égaux , donc
aussi les premiers membres ! Comme n est arbitraire, nous obtenons
le résultat intermédiaire suivant :

Il existe un ensemble NH¢ £ c; , négligeable pour la mesure
de Lebesgue, tel que 1l'on ait pour s>r, s¢Ny Hyre

(3) < £,Pg by > = Ep[fP¢oX H]

Désignons par N la réunion des N Horf ol

f parcourt une suite dense dans gc(E),

¢ parcourt une suite dense dans c.(RD,

r parcourt l'ensemble des rationnels > O,

pour chaque r ( rationnel > 0) H parcourt une algdbre sur
les rationnels de fonctions F -nesurables bornées, dénombrable,

engendrant la tribu separable T(X ;USr). Alors

Si s>0 n'appartient pas 8 l'ensemble négligeable N, on a

- THreD, %
(4‘) < f’PS'-I‘hd) >V = & [fPC!)OXS'H]

Pour toute feC,(E), toute ¢eC (R,), tout r rationnel < s, et tou-
te H bornée , g(Xu,ugr)-mesurable.

Mais alors on a avec les mémes notations,et pour tout t»0 :

10 ~ ~ "~
(5) BM[foX_ . +H] = BP[fP oX . H]
En effet, ¢ étant arbitraire, 1'égalité (4) ( égalité des
seconds membres de (1) et (1'))entraine (5) pour presque

tout t 3 dtautre part les deux membres sont des fonctions conti-
nues & droite de t si feC (B) ( ce §, remarque b)).
Choisissons un ensemble dénombrable dense D(:@T tel que 1lton

o

ra ¥
ait Pt-p.s. X, = Xs si seD. Alors la réunion des tribus T(X » UST)

pour r rationnel < s engendre T(X ,u<s) aux ensembles de mesure
nulle pré&s, et la relation (5) entralne :

(6) si seD, s+teD, BF[foX_  |T(X,, ugs, ueD)] = £P oX_ Dp.s.

Autrement 4it, le processus (i ) est un processus de Markov

s’ seD
qui admet (Pt) comme semi-groupe de trgnsition. Pour tout te]O,mof,

choisissons un seDn]O,t[ et posons A=PL_JAg» od A, est la loi de
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Xs 2 Ap ne dépe&d pas du choix de s, et les A, forment une loi
d'entrée pour (F.) . Il existe donc un processus markovien conti-
nu 4 droite admettant ( ) comme semi-groupe de transition et
(Pt) comme loi d'entrée ? Mais alors le processus continu &
droite (Xt)t>0 est éguivalent d ce processus markovien : il est
donc lui méme markovien, avec le semi-groupe de transition désiré.
Ltadjonction de O & l'ensemble des temps, si XO existe p.s., ne
pose aucun probléme.

I1 reste 3 montrer que le processus est markovien par rapport

8 la famille Et . Pour cela, nous remarguerons que le raisonngment
précédent s'applique 3 un temps de retour quelcongue. Soit Hegr,
et soit T=r sur H, T=co sur E° : T est un temps d'arrét de la
famille (Et), et donc L'z(L-T)+ est un temps de retour. En outre,
on a Ikz sur {I<oo } si >0, de sorte que X;_ existe p.s. sur
{O<Iko } ( on a le méme resultat pour r=0 si XO existe p.s.). On

a donc, en désignant par X le processus retourné a L*

ER[£oX: ] = B [fpt_r°X5]

ou encore
BP[£oX, oIy] = BH[£P,_ oX .Ty]

ce qui est l'égalité cherchée.
On notera que le méme raisonnement, appligué a (L-T)+ ol T est
un temps d'arrét guelcongue de la famille (Ft) montre ( sans

aucune hypothdse supplémentaire) que le processus (X ) est forte~
ment markovien .

(*)Notre hypothése sur (Pt) a consisté & supposer cela pour les
lois d'entrée de la forme (P £ ) : mais cela vaut alors pour des
lois dt'entrée quelconques (KUNITA~WATANABE) Nous laissons cela
au lecteur.
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84+~ COMPORTEMENT DES FONCTIONS COEXCESSIVES
SUR LES PRAJECTOIRIS

Nous n'avons utilisé jusqu'd maintenant que la dualité par
rapport & une mesure de la forme v=pU. La méthode de ce paragraphe
indique une manidre de traiter des situations plus générales. Com-
me les résultats que nous exposons sont encore incomplets, nous
n'tavons pas cherché & rendre les hypothdses aussi faibles que
possible.

HYPOTHESES.- A est une mesure de Raden (30) 5 (Pp) et (§+) sont
deux semi-groupes standard, dont les résolvantes (U.) ot (ﬁp)
transforment les fonctions boréliennes en fonctions boréliennes,
sont en dualité par rapport & A

<faUp8>A = <f§p,g> si £ et g sont boréliennes positives,

et sont telles en outre que les mesures stp, UpsX sont absolu-
ment continues par rapport & A.

Cette situation a été étudiée par KUNITA-WATANABE , qui ont
montré l'existence de bonnes densités pour les résolvantes : voir
& ce sujet l'exposé de WEIL ''résolvantes en dualité' , qui pré-
sente les travaux de KUNITA~WATANABE.

Nous allons établir le résultat suivant , qui ne peut pas se
déduire directement du théordme de retournement . Nous désignons

ci-dessous par (Q,...,X P*) la réalisation canonique du semi-
groupe (Pt) .

THEOREME. - Soit g une fonction p-coexcessive (pz0), et soit p une
loi initiale . Pour P'-presque tout we 1'application tre>gothuﬂ
est continue 3 gauche sur ]0,7 [, pourvue de limites & droite sur
1 y [

DEMONSTRATION, - Quitte & remplacer (P,) et (P ) par des smi-grou-~
pes de la forme (e th ), (e” atp t) avec ¢>0, nous pouvons Suppo-
ser a) que les noyaux potentlels U et U sont bornés , b) que

g est coexcessive . Nous laisserons au lecteur le retour du semi-~
groupe (e-tht) au semi-groupe (Pt)‘

(%) 81 X,_ existe p.s., om peut remplacer 10,4[ par ]0,7], donc par
JO,of.
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Soit ¢ une fonction continue bornée, A-intégrable et stricte-
ment positive en tout point, et soit p' une loi proportionnelle
4 la mesure bornée p+d.A 3 soit v' la mesure excessive p'U ( qui
est bornée - et donc une mesure de Radon - du fait que le noyau
U est borné). Dtaprds un théordme de KUNITA-WATANABE , rappelé
dans l'exposé de WEIL sur les résolvantes en dualité, il existe
une fonction coexcessive unique v telle que v'=v.A o Comme v' est
bornée, v est finie pp. 3 comme ¢ est partout >0, un ensemble A
est v'-négligeable si et seulement s'il est de potentiel nul,
ctest & dire A-négligeable. Autrement dit, v! et A sont équivalen-
tes, et l'ensemble {v=0} est A-négligeable. Mais v est coexcessive,
donc cet ensemble est cofinement ouvert : s'il est A-négligeable,

c'est qu'il est vige. -
Posons Qt(dx,y) Xﬁ!ﬁf%ﬁ%ﬁ:ll si v(y)<m
\AS

ey(dx) si v(y)=o

fi

I1 est bien connu depuis DOCB que l'on obtient ainsi un semi-groupe
sous-markovien, et QEEgTA-WATANABE ont montré que ce semi-groupe
est standard. D'au%re pafﬁ\ ) et (Qt) sont en dualité par rap-
port & v!'=p'U 5 veA . BEnfin, 1a fonction égale 2 5 sur {v<mw}, &
0 sur {v=wm |} €st excessive par rapport au seml-groupe (Qt)

Munissons €1 de la mesure =l , et notons que la durée de vie du
processus (X ) est pes. finie , du fait que le noyau U est borné.
Nous pouvons donc utiliser la duree de vie comme temps de retour,
ce qui nous définit un processus (X ) admettant (Qt) comme semi-
groupe de transition . D'aprés le theoréme de HUNT sur le compor-
tement des fonctions excessives sur les trajectoires,

t - ﬁoXt est continue & droite sur JO,c0 [, avec des
limites & gauche sur 0,0 , P¥ ~p.s.<*)

et par conséquent, en retournant le temps :
t— %"Xt- est continue & gauche sur ]O,Z[ , avec des
limites & droite sur [o,t[

(%) Il est d'ailleurs facile d'éviter la difficulté relative & {v=oo}
en se ramenant, par troncation & un entier k, au cas oll g est fi-
nie, puis en faisant tendre k vers oo. Nous supposerons g finie
dans la suite de la démonstration.
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Maintenant, nous ferons deux remarques :

- ce qui vient d'&tre dit s'applique 4 une fonction coexcessi-
ve ( finie) quelconque , en particulier 4 la fonction 1 .

- lt'ensemble {v=oo} est négligeable, donc polaire , pour le
semi-groupe (@t) ( voir MEYER : processus de Markov, chap.XV, th.
27 ) « I1 en résulte qu’il est aussi polaire pour le semi-groupe
(Qt) : E@:i 4te]O,m [ ¢ Voﬁt=a3}=0 « En retournant, on voit gque
1ton a P¥ —p.s. SoXp. #£0 sur l'intervalle ]JO,o [ . D'ol 1l'asser-
tion relative & goX, en divisant g/v par 1/v. Bien entendu, une
assertion vraie P“'-p.s. est vraie P“-p.s., puisque p est majorée
par un multiple de p'.

Nous laisserons de ¢c8té les résultats plus fins relatifs au
cas ol (P%) est un semi-groupe de HUNT, et oll g est coexcessive
régulidre. Ces résultats seront publiés ailleurs.
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FONCTIONNELLES ADDITIVES PARFAITES

(par Catherine DOLEANS)

Nous montrons dans cet exposé comment les résultats de Blumenthal
et Getoor sur la représentation des fonctions p-excessives réguliéres et
ceux de S, Watanabe sur la structure des fonctionnelles additives, positives,
purement discontinues et quasi continues & gauche d'un processus de Hunt
permettent de prouver que toute fonctionnelle additive positive est indistin~

guable d'une fonctionnelle parfaite,

E est un espace localement compact a base dénombrable et (Pt) un
semi-groupe de transition markovien sur E satisfaisant a 1'hypothése (A)
de Hunt {(on suppose pour simplifier que les noyaux Pt transforment les fonc-
tions boréliennes en fonctions boréliennes). On suppose de plus qu'il existe
une mesure positive © sur E telle que la seule fonction p-excessive nulle
0 - presque partout soit la fonction identiquement nulle (Hypothése L) . Les

notations (, (Xt), 6, F, g‘t, ’Eu seront celles de [3] (processus canoniques).

t’

Théoréme : Sous ces hypothéses toute fonctionnelle additive positive est

indistinguable d'une fonctionnelle parfaite.
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positive (At) étant fortement markovienne, on a pour tout temps d'arrét T

%) Ap,, = Apt+ta -9 Vs

T
et

(#%) A(rys). Ap+ A e 87 ¥s>o0
sauf sur un ensemble HT négligeable pour toute mesure Mlau'. (At) se
décompose donc en la somme des trois fonctionnelles additives positives

B, =2 (A _-A_ )1 - , C,=Z (A ~A_ )1 et

t o<y 8 s- {Xs —Xs_} t oz S s {XS#XS_}

D, = At"Bt'Ct . On est donc ramené & étudier séparément les cas : d'une
fonctionnelle purement discontinue naturelle, d'une fonctionnelle purement

discontinue quasicontinue a gauche, d'une fonctionnelle continue.

éTUDE D'UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE, QUASI
CONTINUE A GAUCHE,

5i une fonctionnelle additive positive (Ct) est purement discontinue
et quasi-continue & gauche, il existe une fonction f borélienne positive sur
E x E,nulle sur la diagonale,telle que (Ct) soit indistinguable de la fonction-
nelle

Sf =% f(X_, X_)Ig,
t s<t G- s {AS#XS-}

(Ce résultat est dii 2 S, Watanabe [6] , et a été exposé au théorédme 6 de
[4]). La fonctionnelle Sft étant parfaite le théoréme est établi dans ce

cas.

. ETUDE D' UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE NATURELLE,

Nous commengons par le cas ou la fonctionnelle posséde un

p-potentiel borné,
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Lemme 1}, - Soit (Bt) une fonctionnelle additive positive, naturelle, pure-
ment discontinue, S'il existe un nombre p 2 0 tel que le p-potentiel
Ug = 5‘ [ r: edt d Bt] soit borné, alors (Bt) est indistinguable d'une fonc-

tionnelle parfaite,

Démonstration :

1) Soit € 0 et posons T® = inf (t; Bt-Bt_ > ¢), D'aprés [2])‘:['e est
un temps d'arrét accessible (ce qui entralne que pour chaque mesure Ex
il existe une suite S;: de temps d'arrét telle que 1'on ait Nl_?__x-p. s. lii(m S;: =
T¢ , S; < T° ¥k) etle processus B -8 B

En itérant ce procédé et en faisant varier € on voit que l'ensemble des points

naturel,
I{tSTe} est encore na

de discontinuité de B, estla réunion des graphes d'une suite de temps

d'arret accessibles Tn’

2) C;Jnsidérons maintenant la fonction f = UP ; f étant p-excessive on a
1
(fo Xt)- =f, Xt- p.s. , et une construction analogue & celle faite pour
(Bt) montre que {(t, ) ; (f o Xt)_ £fo Xt-} est la réunion des graphes

d'une suite de temps d'arrét accessibles Sn‘

3) Soit maintenant T un temps d'arr@t accessible ; si x€E, T: dési-
gne une suite de temps d'arrét telle que 1'on ait Px-p. s. lirrln T:= T, T:: < T Vn;
A
le processus croissant naturel associé ala surmartingale §,= e'ptfoXt

_ rt] _-ps . . 5
est Ct—foe st etl'onasi m=n

E*[- + 8 = x -
I N P
m n m n
ce qui donne en passant & la limite en m puis en n (on remarquera que
Fp=YF )¢

T

n
X o X
E'l-tp+ 8 [P 1= lCp-cp Iy
ou encore

— X
Sp-87.=Cq_ - Cp Plep.s.

(1) (faxt)_= lsz<r§ foXs ; cette limite existe sauf sur un ensemble négligeable,
st ne dépendant pas de t.
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4 i - 1t1 = -pt o
1) La fonctionnelle p-additive (€I (Cug=Cyt e C o8 p.s.)est
donc indistinguable de la fonctionnelle p-additive parfaite

= -ps o £ . =t _ps
c! sit el x ) -feX_ ) I{X -x_ ) e la fonctionnelle B,=[~eP°d C_
est indistinguable de la fonctionnelle 2 [(f o X ) ~fo Xs_.] I{X =X } qui
s “s-

<
est parfaite, s=t

c.q.f.d.

Passons maintenant au cas général ; considérons une fonctionnelle
additive (B ) positive naturelle et purement discontinue ; le temps d'arrét
Tk = inf {t H Bt Bt €] =—r k+1 . 1 ] } estun temps d'arr@t terminal sans points
permanents, Les relations (*) et (¥#) airsi que la proposition 2 de [4] mon-
trent que, si T: sont les itérés de Tk, la fonctionnelle Bt( =t§Tk A BTk
est une fonctionnelle additive positive dont les sauts sont
compris entre T{l‘?’l et '%E' . La fonctionnelle (Bt) étant une somme dénombra-
ble de telles fonctionnelles, il suffit de montrer que chacune des fonctionnelles
Bf est indistinguable d'une fonctionnelle parfaite. Mais d'aprés la proposition
3de [4] , Blt( est somme d'une suite de fonctionnelles additives positives
naturelles purement discontinues ayant un p-potentiel borné, Celles - ci sont
indistinguables d'une fonctionnelle parfaite d'aprés le lemme 1, il en est donc
de méme de leur somme (Blt() , et enfin de (Bt) .

c.q.f.d.

3. ETUDE DES FONCTIONNELLES CONTINUES

La "perfection' de la fonctionnelle additive positive et continue (Dt)
va résulter des lemmes2, 3,4, Nous rappelons tout d'abord la définition

suivante:

Définition : Une fonction p-excessive f est dite uniformément p-excessive si
elle est bornée et si les fonctions f =n rzn e PS P _f ds tendent uniformé-

ment (en croissant) vers la fonction f lorsque n tend vers l'infini,

Les lemmes 2 et 3 suivants sont dis 4 Blumenthal et Getoor ([1]) .



- 38 -

Lemme 2, - Soit (At) une fonctionnelle additive positive continue ; si pour
un p 20 , le p-potentiel f de (At) est une fonction uniformément p-excessive,

la fonctionnelle (At) est indistinguable d'une fonctionnelle parfaite.

Ré.IPPP.S.tfi"fif’P.: Pour montrer que (A } est indistinguable d'une fonctionnelle
parfaite nous montrerons que la fonctmnnelle B = ft Ps g4 A est indistin-
guable d'une fonctionnelle p-additive parfa1te (si § désigne la surmartmgale
€ e"p fo X Bt est, pour toute mesure p" ’ 1e processus croissant
continu associé & la surmartingale §t) .

Posons pour tout n entier :

=n [1/P &P* p f4s
[o] S

g, = nlf- _P/mp Pi/n f) (onafF uP g,)»

n -pt
§t=ep £0 X,

n_rt «ps R n
Bt-foe gnaXsds (onafn-E [BQ])
TS = inf {t; 8 - € >e¢ } (T€ est un temps d'arrét etl'ona T = © pour
n P ct t n P ail, P

n assez grand),

" . . .
Pour toute mesure P, (B:) est le processus croissant continu associé

au potentiel E? etl'ona,si c= sup f(x) :

2

. n.2 - _ . © .n n . n
ElBl) =28 [f, 5,4 B7) <zcE [Bl]lszc<+=

et

B UBL-8272 =2k [[)(s}- ¢ a )-8 ]

[=+]

{on applique T, 15 chap. VII de [5] d'abord au processus (B ), pu1s au
processus B B lorsqu'on est sir que les quantités E° [(Bn ) ] sont

finies), Si m et n sont supérieurs & q on a donc :
€

T
. n m,2 . q|en . m n m ®
E [(Bg - B2 1<2E'[f %8 -¢”|aB}+ B )%cj';ed(Brtl-PB:ﬁ]
q
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<2¢E [Bh+BT1+8cPP f
N Te
q

<4 ¢ ct8c Ppef

T
q

s . P - o ot n
(On a utilisé la relation PT fn E [fT d Bs 1.

¢ - . s 5
Comme les temps d'arréts T  sont identiquement égaux & += lorsque

q est assez grand, les fonctions x -~ P,gg f{x)} tendent uniformément vers 0

avec et 1'on peut construlre une sous-suite n, telle que 1'on ait pour

tout xX€E

n, 0, .
JEK [ (Bml" Bml"l"]. )2 ] < 2-1 .
et n, n,
L'inégalité de Doob appliquée aux martingales £, + B, de variables aléatoires

. i
terminales B_~  donne alors :

J S T Sy &S B Y | i
E*[sup| §'+B - € - B | 1< 27" (¢ = constante) ;
~ s s s s s

n, n,
et les fonctions s+¥ §sl + le forment gx -~ p.s. une suite de Cauchy pour
"
la convergence uniforme. Les fontions st+* gs‘ étant unibrmément convergen-
: P4 - n
tes vers §S ( f est uniformément p-excessive), 1'ensemble A = {w; Bs (w)
ne converge pas uniformément sur (0,+ ) quand i=+ © } est de P~ mesure
M
nulle pour tout x€E , D'autre part si (A contient @ , il contient es w
n. n. 1.
-pS 1 e = 1 - 1
{car e Bt ( sw) Bs+t (w) Bs (w) ).
Posons :
i
B'(w) =lim B " (w) sur{x
S 1 S

0 sur A

(Bs' ) est une fonctionnelle p-additive continue parfaite ; on vérifie facilement
que pour toute mesure ‘gx B; + §t est une martingale ; d'aprés T 21
chap. Vil de [5] , (B!) estdonc P*-p.s. indistinguable de (B,) et les

fonctionnelles (Bt) et (BL) sont indistinguables .

c.q.f.d.
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Lemme 3. - Soit A une fonctionnelle additive continue positive, il existe
une fonction ¢ partout > O telle que la fonctionnelle additive continue
t . . 2
! = h -
At fo © o Xs d AS soit de l-potentiel borné,

A
. . o -t t _ ot
Démonstration : Soit ¢ = E [ fo e e dt ] et At = Io P o Xs dAs .

LR

Pour tout temps d'arrét T ona:

-t -Ap8 Ao . -A
=E'[f:eteAt° T&IET]zgfeTe Tf e % e SdslgT]

CPOX T

T
et donc en utilisant T. 15 chap VII de [5] :
A -A
1 _ ... @ .u R u =5 s
Up =B [fje 9.X,dAJ=E[[Te "da [[e®e *®ads)]
= E”
L

-A
[J:ds e ®e

A -A
Sfose udAu] =£'[j: e %(1-e ®)ds I1<1

c.q.f.d.

Il nous suffira donc de traiter le cas ol A a un l-potentiel borné, cas

qui résulte du lemme suivant et du lemme 2.

Lemme 4, - Soit (At) une fonctionnelle additive positive continue dont le
p-potentiel f est borné, il existe alors des fonctionnelles additives continues
positives Ar; telles que les fonctions fn=U£ soient uniformément p-exces-

sives et que A, =2 A", n
t @t

Démonstration : Choisissons une mesure 6 bornée telle que la seule fonc-
tion p-excessive nulle 9 - p.p. soit la fonction zéro, et considérons le no-
yu W défini par

ng= Ex[f: e R goX, dA ]

La mesure T = 8 W est une mesure bornée (< 7, 1> =<8, Wid=< 6,f> <+ )

- - t N . -
et les fonctions e"P Ptf tendent vers la fonction f lorsque t~ 0 ; il existe
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donc, d'aprés le théoréme d'Egorov, une suite croissante de compacts

Kn tels que e Pt Ptf tende uniformément vers f sur Kn et que NE \ gKn)= 0

Posons g, = W(IK ) et T=E \g Kn ; la fonction W I étant p-exces-
sive, et nulle 9-p.p. esf identiquement nulle et les fonctions g, et fn=gn-gn_l
sont p-excessives et bornées, De plus pour tout ¢ > 0 il existeun h> 0

tel que l'on ait ; sit< h,

e Pt pfryexg sur K
t n

on a donc sur Kn

r -pt - < f< e Pt = o~Pt -pt -
V\(IKn) + e w(1 IKn) f=<e Ptf +e=-e Pt w IKn+e Pt(W(l IKn)) + €

c.h,d,

g, = WI Se'ptPtgn+e sur K_.

K
n

D'aprés le principe du maximum cette inégalité a lieu partout sur £
et les fonctions g (et donc les fonctions fn) sont uniformément p-excessives,
Pour chaque fonction fn on peut construire une fonctionnelle p-additive conti-
nue parfaite Atn telle que fn = ME')' [f: e Pta Art1 ] (cette construction est
contenue dans la démonstration du lemme 2), La fonctionnelle additive natu-
relle At' = % Art1 a pour p-potentiel la fonction %fn = f- W Il"= f, elle est
donc indistinguable de la fonctionnelle additive continue At (voir 1'argument
utilisé 3 la fin du lemme 2).

c.q.f.d.
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ESPACES H™ SUR LES VARIETES,
ET APPLICATIONS AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
SUR UNE VARIETE COMPACTE.

{(par Catherine DOLEANS)

On reprend ici les méthodes données par Shmuel Agmon (Lectures on
Elliptic Boundary value Problems , Princeton, Van Nostrand 1965), pour
1'étude dans les espaces H™ des équations elliptiques, Pour simplifier, on

se place ici sur une variété compacte sans bord, ¢t on ne considére que des
équations elliptiques d'ordre 2.

0.1 . NOTATIONS

a) x est un point de R" de coordonnées Xpperer Xy s et Ix - yl est
la distance euclidienne sur R",

a={v,,..., %), @, ¢IN , estun multi-indice ; on munit l'ensemble
1’ n i

des multi-indices de la relation d'ordre : "o < BV sgi et seulement si "O'i < Si’

i=1, ..., n'", Etl'onpose:

a| =0 +,,, +@&
la] = o R
o o
o 1 n
X =X ...00X
n
@ @ @

n
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(Di est l'opérateur différentiel associant & une fonction sa dérivée dans la

direction x i).

b) Q est un ouvert de ™. C;gc (Q) (resp. CToc (Q) ) estl'espace des fonc-

tions A valeurs réclles, m-fois continument différentiables (resp. indéfiniment

différentiables) sur oll) . Cr? Q) (resp. C: () ) estl'espace des fonctions

de C;gc Q) (resp. CToc (Q) a support compact dans Q

c) La notation Ql cc Qz signifie : Ql et QZ sont des ouverts de ®R", ﬁl est

c
compact et nl 92 .

. REGULARISEES D'UNE FONCTION INTEGRABLE,

n . . P 7
Q? estun ouvertde (R° , u une fonction intégrable sur tout ouvert borné de

Q2 ; on désigne par j(x) une fonction de C: (IR™) nulle hors de la boule unité
de R"™ , satisfaisant 3 I[Rn j(x) dx =1 , etpar Je (x) les fonctions
Je(x) = - j (=== . On a facilement les résultats suivants :

e
en

. . «©
- Jou=j, % U.=f\:Rn je (x-y) uly) dy estdans Cloc((Rn)

( u est prolongée par zéro hors de Q),

2.- Si u esta support compact K, J. u esta supportdans K+ supp(je).

3. - 5i u € LZ(Q), Jou-u dans LZ(Q),
€50

(1) Cigc (Q) est plus habituellement noté C™ (Q) . Nous préférons employer la
notation C;gc () pour montrer que l'appartenance a cct espace est une pro-

priété locale.
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0. 3 .PARTITION DE L'UNITE SUBORDONNEE A UN RECOUVREMENT LOCALEMENT

1

1.

FINI,

Soit O’i)iEI un recouvrement ouvert, localement fini, d'un ouvert Q de

n .
R~ ; on suppose que chaque ouvert Si est relativement compact dans (,

<
I1 existe alors une partition de 1'untté de classe C subordonnée au recouvre-

ment ( S’i) i€ clest a dire, une famille de fonctions (ai) P€1 telles que
<o
1) 0<a, <1, aiECC(e'i)

2) Z ai(x)=1 x €0
igl

Remarque @ Si les Oi nc sont pas relativement compacts dans Q , on peut

sculement affirmer que les supports des a; (dans Q) sont dans & .

On trouvera une démonstration de ce résultat dans L. Schwartz,

Théorie des distributions, T. I, pages 22 et 23,

. ESPACES H™ ().

On définit ici les espaces H'™ (Q) et H?:)c (Q), ou Q estun ouvert
de ®R™ ; on montre que C;oc (Q) est dense dans H™(Q) , puis on étudic la
régularité des fonctions de H?;C (Q) . On termine par le théoréme de Rellich
(compacité de l'injection de HM (Q) dans Hm"1 (©) ) dont on ne démontre qu'une
variante plus faible. Le paragraphe (1.4) est d'ordre technique et nous ser-

vira dans 1'étude de la régularité des solutions de certaines équations différen-
tielles.

ESPACES H™ (Q) ET H™ ()
loc

a désigne toujours un ouvert de R" .
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Définitions . -
a) Une fonction uGLZ(Q) appartient a Hm(Q) {mé€ (N) si et seulement
si, pour tout o , ld’l S m, les dérivées Dau de u au sens des distributions

sont elles-mémes des fonctions de LZ(Q) .

b) Une fonction u appartient a Hrlr;c (Q) si et seulement si Qu € H™T(Q)

pour toute fonction ©® de Cmc Q) .

m

Remarque : Hloc (Q) est aussi évidemment 1'ensemble des fonctions u
telles que u€H™ (Ql) pour tout Ql ccqQ,
Théordme 1.- H™ (Q) est un espace vectoriel sur (R , et le produit hilbertien
o o
(u,v)mﬂz z Du. D v dx
’ Q 'Q’lSm

fait de H™() un espace de Hilbert,

Démonstration Nous montrerons seulement que H (2) est complet :

si iuk} est une suite de Cauchy dans Hm(Q) , les suites {Dauk} sont des

suites de Cauchy dans LZ(Q) (,O!! < m); soient u_, leurs limites dans LZ(Q) .

o
Lia relation

fﬂ ¢ D%u, dx = (-plel j‘Q u, D% dx Veec (@)

passe alors a la limite quand k tend vers + ® , ce qui montre que :

u, = p%u , u est dans Hm(Q) et u - u dans H™ (Q),

Notations : On notera

ol =, 2 5% 2ax ) 2

<m Q

1
SR ERT R T

Théoréme 2. - Clﬁc;c Q) n Hm(Q) est dense dans Hm(Q) .
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_Qé_r?_op_sffzz.t_i_?p_ Considérons un recouvrement dénombrable, localement fini
de Q par des ouverts Un relativement compacts dans 2 . On peut alors
construire un recouvrement ouvert (Vn) de Q , tcl que VnCCUn , et
une partition de l'unité (an) de classe C , subordonnée a (Vn) ; posons si
uEHm(O) y U, =a uj les fonctions u sont dans R (]Rn) et & support

dans Vn , on peut alors choisir des € tels que

Vn + supp (je )CCUn

n
et
| , ! ¢
fhu - Je *un I'm,QS n (e >0)
n 2
(en effet u ~est dans Hm(ERn) donc Dcv (j,rl * un) = jT] * Da’un , et la proprié-
té 3 de (D.2) donne ” o ”
Dy - jug ¥ D u, —_—>0 ),
no L? @™ M0
La fonctionv=Z j. % u  estalors dans C @ NH™(Q) ectona
n n

“v—u“m’ Q$€ .

Remarques :

1) Si la fonction u es’t & support compact dans { , la fonction v cons-
truite ci-dessus est dans C (Q) . Toute fonction de H™ (Q) & support com-
pact dans {I est donc limite de fonctions de C ( ) . Mais C: {Q2) n'est pasdense
dans H™((), sa fermecture B Q) est 1'espace des fonctions nulles ainsi quc scs déri-

jusqu'd l'ordre m sur le bord de Q (sil'ouvert Q est asscz régulier),

2) Si l'ouvert 2 a une fronnéro de classe C® on pcut montrer que les

restrictions 3 Q des fonctions de Cc (\R } sont denses dans Hm(Q) .

Nous énongons maintenant deux conséquences immédiates du théo-

réme 2,

Théoréme 3.- (Regle de Leibniz) . Siu€H (Q), etsi veCT (@ (c.a.d. v
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m 4 : 4 . . 4
est dans Cloc (), et ses dérivées jusqu'a l'ordre m sont bornées dans

Q), alors :

1) uv€ H™OQ)

-B

o
u D v.

2) Do‘*(uV)=B2 (g) DB
<a

Ce résultat est immédiat si u€ Calooc (@) N H™(Q) et on achéve la dé-

monstration en utilisant le théoréme 2.

Théorédme 4 : (invariancc des espaces I-ar;lc par difféomorphismes). Ql et QZ

désignent deux ouverts de R", on suppose qu'il existe un difféomorphisme ¢

de classe C‘;o de Ql sur QZ , alors

1) fEHﬁ:C (Q,) est équivalent a2 fo¢€ H?;C ()

z) si Ql' Ccﬂl et Q'Z = @ Q'l ) , il existe une constante ¢ ne

dépendant que de (Q‘l, ®) telle que

' . m ’
llto o ILn ea < ¢ lif]] m, Q' pour tout fE€H (QZ) .

Démonstration Il est immédiat qu'il existe une constante ¢ telle que

| ] m
ol m, Q") scliell m’Q'Z pour tout f€C, (Q'z) ,

on achéve la démonstration en utilisant le théoréme 2.

1. 2. REGULARITE DES FONCTIONS DE I-Ijzlc Q).

Théoréme 5 : Supposons m?> nT , etsoit j=m - [-3-21-] -1 le plus grand en-

tier majoré par m- ——, alors legc () est contenu dans C{oc Q) .
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. n . LM
81 () estun ouvertde tR etsi u estdans H

. loc
H™ (R™ donc dans Ci]oc (R™) pour tout @€ C‘Z (Q), et donc u":'C‘]loc Q).

() , vu est dans
L. .m, .. n
Nous commengons par donner une caractérisation de H (R )¢
Soit u€ LZ(CRn) et @ sa transforméc de Fourier ; la fonction u appartient
a H™(®R™) si et sculement si on a ‘f n(l + }g]z )y !ﬁ(g)lz d€<+s ; etles
R
"

normes u ™~ Hu“m n et u~ | n (1 + I £ |2)m |ﬁ(§)|2 d € sont équivalentes.

R
En effet, soit u une fonction cf:eR L2 (RM) , u est en particulier une distri-
. P P a P .
bution tempérée, et ses dérivées Du ont pour transformées de Fourier les
-

fonctions Dcﬁ = ga . La relation f n( 1+ {glz)m lﬁ}(i)lz d€< + = est
R

4
) )
donc équivalente 3 D u ¢ L°(®R"™) (Va, |a/| < m), c'estadire D u€L“@®R")
(Ya, |la| s m); etles deux normes considérées sont évidemment équivalentes

sur H®(r™) .

Considérons maintenant une fonction u appartenant 3 HT (R et
soit j= m - [__r21_] -12 9 ; la fonction g°' 6(§) = ———I——I-Z—-Try— (1+|§|2)m/2 a(8)
(1+[E]%)772

1 n . . . .
cst dans L~ (R") pour tout @, |@] < j etla transformation de Fourier inverse

o
donne pour Du

Dux) = (2 M) [ <% 5> Pq(grag, |o| s

u cst donc dans le { Q{n)
oc
c.q.f.d,

1. 3, THEOREMES DE RELLICH

Le théoréme de Rellich proprement dit est le théoréme suivant relatif
a l'injection de H™ (Q) dans Hm"l(Q).
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. Q
Théoréme 6. - Soit Q@ un ouvert bor né dont la frontiére est de classe C .

Alors 1'injection de H™ (Q) dans Hm'l(Q) est compacte (on suppose m 21).

Nous nous contenterons d'une variante plus faible et beaucoup plus

facile 48 démontrer :

Théoréme 7, - Soit @ un ouvert borné, et Hron(Q) la fermeture de C: (Q)

dans H™(Q) ; 1l'injection de Hgn (Q) dans H;n-l (Q) est compacte (m =1) .

Démonstration : Flongeons l'ouvert O dans un cube Q que l'on supposera
g q P

étre d'ar@te unité (Q2C<Q), Toute fonction u de CO:: (Q) se prolonge en une

3
fonction de C c {Q) (en prenant uw = o sur Q\Q) puis en une fonction pério-

digue de période 1, 51 I b ezﬁl <x 5>

est le développement de u
gc 2"
a

[Ea]

en géric de Fourier, on

J Ip%ul? ax=] IDauIde=(2ﬂ)2|a|Z|b§lZ g2®
Q Q g

et
2 2 || 2 .20 o
= z {2m) T |b € €C Q
1% o gI el (wec? () ).
1/2
Les normes Hu”m q et “uh.':"ein = )bo ’ ,0‘2 +§§ n ]bglz '§}2m]
= /4

o
sont donc équivalentes sur C. (Q) .

Prenons maintenant une suite bornée (uj) dans H%‘ (Q) , et montrons

que l'on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente dans

m-l © m .
H, (Q). C. (Q) étant dense dans Hg (Q) , on peut toujours se ramener au

cas ou les u. sont dans CG:: () ; soient (bjg) Ec zn les cocfficients de la séric ¢

de Fourier associée & uj . Pour chaque §, la suite (bj §) jem est bornée
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(car sup ||uJ” f:s A<+ @) , et on peut par un procédé de diagonalisation

extraire une sous-suite notée encore (bj §) telle que pout tout & la suite

(bj §)j€LN converge. On a alors pout tout r
2
# 2 2, - 2 |,12m-2
““i - “j”m-l - lbj, o~ bi,of +l€isr lbj £~ bigl |l
+ £ |b. -b,_ |? |g|?™-2
Hic R

ol le premier terme tend vers o lorsque i et j tendent vers o, etle second

2 oy
terme est majoré par —-1—2- [ Hu‘]”f1 + Hulnfn ] < _..2.._‘%. .
r r

Et la suite (uj) est une suite de Cauchy dans H:;n'l {Q) , donc une guite conver-

gente,
c.q.f.d,

1. 4. INEGALITES RELATIVES AUX DIFFERENCES FINIES CONSEQUENCES.
(Méthode de Niremberg)

Ce qui suit prépare 1'étude de la régularité des solutions des équa-

tions différentielles {voir le paragraphe (3.4.)).
Soit e un vecteur unitaire, et h un nombre réel. Si uEL2 () on

pose 5 - u(x+h-e.)-1-'-(x)
- h

o pour tout x tel que d(x, Co)ysh.
e, h

. d . N e g . .
Si e; est le vecteur unitaire dirigé dans la direction des x, , on note

6iu=6 u
h é-;,h

Lemme 1 : Soient uEHm(Q (m=1) et ' un ouvert (Q'SCQ), on a alors pour
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tout h<d (@', {0)

!té;u“m_l’ﬁns NUHm’Q i=l,...,n

Démonstration : Il suffit de montrer cette inégalité pour les fonctions

- mn W .-

u€ C®(Q) N HM (Q) ,

1) Commengons par les fonctions d ‘une seule variable :
soit fEC1 (Ja, b +hl ), ona pour x€Ja,bl

flxth) - 1) = [ (9 a g

| £x+h) - 160 |2 < [P |e(g) Pat

et
[2 l86eth) - £ |2 ax<h [P ax [X*P |eqg) |2 a € =

h[2* ag 0@ [Sax+n [B, at e 12 fg_h axth [ 2Pag|0e)|?[ ¢ ax

b+h

=n? [0 |1qg) |2 as

2) Plagons nous maintenant dans CRn, on a pour tout ¢, lQlS m-l

f Ip¥6  wl?ax= [ |6 p*ul?axsf ID,D¥u|® ax
h h J i
0 Q! Q

i

et donc “6h ull m-1,0' = ”u”m’Q .
c.q.f.d,

Lemme 2 : Soit 2 un ouvert de {Rn et {uk} une suite bornée de fonctions
de H™(Q) . Si u est valeur d'adhérence faible de {uk} dans LZ(Q u est
dans Hm(ﬁ) , et pour tout o, IQ‘I <m, DU est limite faible dans

L? (@ des Do(lk. ({u.ki} désigne une sous suite de {uk} convergent faible-
ment vers u dans L2 (Q) ).
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Démonstration : Soit @ un multi-indice satisfaisant & |Q’| £ m , la suite

- e - eh e e w e - -

i . . (+4 . N » .
uy - 11 est alors immédiat que u, = D" u, ce quiachéve la démonstration du

lemme.

Théoréme 8. - Soit Q un ouvert de R™. Si uéHm(Q et s'il existe une cons-

tante C telle que pour tout ', Q'CCQ on ait ]]6111 u ”m qr = C pour h assez
petiteti=1, .., ,n alors uEHm+1 Q) et HDiuHm gsC i=1l,,...,n,.

A e A R e

de fonctions u, eu"™) telles que 6l,tku = u, faiblement dans L2@" i=1,... , .,
koo
On a alors pour toute fonction @€ Ct Q.

u, 9 dx = lim 62 uwe@dx=-lim [ uél dx = - [ uD, odx
‘rnt i K= + “rnv h, K—to | -y ¢ ‘frz' i

la fonction u est donc dans Hm-"1 (Q') pour tout ouvert Q', Q'CCQ, On a de

plus ”Di u“ mas ” ui“m Qr = C pour tout Q'CCQ ; on a donc ||Di uHm QS C

et u est dans Hm-"1 Q).

ESPACES H?:)c SUR UNE VARIETE COMPACTE

On définit les espaces H{gc sur une variété compacte M, et on
étudie, comme dans le cas d'un ouvert Q de R", la régularité des fonctions
m oz i s -1
de Hloc (M) et la compacité de l'injcction de Hrlr:)c (M) dans Hrlr:)c (M) .

1. VARIETE DE CLASSE C°

On renvoie pour la définition des variétés sans bord de classe c”
et des fonctions de classe CP sur une variété a l'appendice dans lequel on trou-
vera aussi le théoréme d'existence de partitions de 1'unité subordonnée 3 un
recouvrement ouvert ; dans la suite toutes les notations employées seront

celles de l'appendice et on supposera toujours que la variété M est compacte.
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2.2. ESPACE L% __ (M)
————————— ocC

Définitions :
1) Lzloc (M) ecst l'espace vectoriel (sur {R) des fonctions u définies
sur M et & valeurs réelles, telles que
u o-)% GLzloc (x (U) ) pour toute carte locale (U, X)
2) On munit L)

—y - 5 1 . 1
u “(p uoX “Lzloc x(U)) ou (U, x) parcourt l'ensemble des cartes locales
et ¢ parcourt C% (U).

c (M) de la topologic définie par les semi-normes

On a facilement en utilisant le théoréme 4 de (1.1) avec m = o :

-1
1) Pour que w€L? (M), il suffit que la relation uoyx € L3 __(x(u))

soit satisfaite pour une famille de cartes locales dont les ouverts de définition

recouvrent M,

2) Pour définir la topologie de Lzloc(M) il suffit de considérer les
semi-normes

-1 ©
u~lffouox | 9€C_ (x(U))

L3(x(U))

pour une famille (U, X, 9) telle que les ensembles Qcp = {pox #0} recouvrent
M,

1 Comme la variété M est supposée compacte, on a en fait

uoy GLZ(X (U) ! pour toute fonction u€ LZIOC(M) et toute carte locale (U,x),
de plus Lzloc (M) est topologiquement identique a 1'espace de Hilbert Le(mM, Tg}
ol g est une métrique Riemannienne quelconque et T la mesure de Radon

sur M associée-( mais il n'y a pas de norme hilbertienne privilégiée sur L‘2 (M

loc
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. ESPACES Hf“ (M)
—_— ocC

Définitions :
1} On désigne par H1 (M) 1l'espace vectoriel (sur fR) des fonctions

u€L12oc (M) telles que, pour toute carte locale (U,X) on ait u 0% EH (U ).

2) On munit H™(M) dc la topologic définie par les semi-normes
-1 N
u~ HCP uoy Hm,x(U) ou (U,x) parcourt l'ensemble des cartes locales et @

parcourt C:(U) .
Le théoréme 4 de (1 . 1) nous donne immédiatement :

1) T our que uEHrﬁ)c (M) il suffit que la relation u 03(1 € Hfgc (x(U))
soit valable pour une famille de cartes locales dont les ouverts de définition

recouvrent M,

2) De mé&me pour définir la topologie de H (\/.[) il suffit de considé-

rer les semi-normes u - ||¢puo xl “ > cpEC (U) pour une famille

x (U)
(U,x, ) telle que les ensembles Qcp = {CPoX # 0} recouvrent M.

On a convenu de ne considérer que les variétés M compactes.
c sz -1 m
Pour une telle variété on a uoX €H (x{(U) ) pour toute carte locale (U, x)

et toute fonction ueﬂrﬁ)c (M) . D'autre part si (U ). est un recou-

i'3=1,...,k
vrement fini de M par des ouverts de définition de cartes locales ot (co ). j=1 K
L IR 4

une part1t1on de l'unité de classe C” subordonnée a (Uj)J =1 K’ la topolo~

gie de Hloc (M) est défihie par 1'une quelconque des normes équivalentes

k 1 2 1/2
R I oy w0 0%l w )

] Xl 1/2

u -
i

a Ix

x (U))

Dans la suite on emploiera, selon lessituations, l'une ou l'autre dc ces normes,
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Théoréme 9, - Hrf:)c (M) est un espace hilbertisable et Cm (M) est dense dans
m

Hloc (M) .

Démonstration :

1) Pour tout choix d'un recouvrement (Uj)j -1 x d¢ M par
des ouverts de définition de cartes locales on peut définir un produit préhilbertier
k

- -1
-z ., ,
(qu voxJ)

(u’v)m,M .
j=1

m, X. (U.)

J ( J
compatible avec la topologie de Hizc (M) . Si u ~estune suite de Cauchy
dans Hfgc (M) , chaque suite (uno-%j) est de Cauchy dans Hm(xj(Uj) )
et converge donc vers un élément uj € Hm(xj(Uj) ). La relation

-1
X X, = b’ a3
(uno le) o xj oX =u % (presque surcment sur Xi(Ui n Uj)

no 1
passe 3 la limite et les (u.)j =1 K définissent bien un él ément de Hizc (21)
qui est la limite de la suite u dans Hizc (M). Toutefois Hrf:)c (M) n'est pas
un espace de Hilbert car il ne poss&de pas dc produit hilbertien intrinséque.

2) Soient uEI"Inluoc (M) et uj = (cpj u) 03(1j , Jj=1,...,k ((cpj) est une
partition de 1'unité subordonnée aux (U.)) ; u, est a support compact dans

xj(Uj) et donc approchable par des fonctions v. _€ Cc:: (xj (Uj) )

J,n
- I —— o) .
( lu_] Vj,n m, xJ(uj} = 4o OL H V_]. n Se transporte sur M en une fonction
v oG8 C U etla swte v = T v tend vers u dans H™ (M),
5Ln c ) n 5=1 , loc

c.q.f, d.

r'd . .’ ” <« - -
Théoréme 10.- Si M est une variété compacte de classe C , de dimension n,

m j
loc (M) < Cloc (M) .

si m est un entier > = et si j=m-[—r-1—]-1,ona H
2 2

Ce théoréme se déduit immédiatement du théoréme analogue démontré

pour un ouvert {} de Rr" .
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Théoréme 11, - L'injection de H (M) dans Hl (M) est compacte,

Démonstration : Soit B un ensemble borné de Hfgc (M) et Bj'-:{(tpju)o?(lj H

- - -

u€B} j=1,..., k (les triplets ( U . ,<J . "PJ) sont choisis comme dans
(2. 3)). Chaque ensemble B est un sous-ensemble borné de H (xJ{Uj} ) et

est donc relativement compact dans Hm -1 (x {U }}. Les enscmbles
B'J = {(?J u, u€ Bl sont alors relatwement compf..ct dans H (M , ainsi
que

B=B'" +...+ B!

1 k

c.q.f.d.

3. EQUATION DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE D'ORDRE 2 SUR UNE VARIETE
COMPACTE.

On définit une classc d'opérateurs différentiels linéaires elliptiques
d'ordre 2 sur une variété (opérateurs de type (A) ) et on étudie 1'équation dif-
férentielle

Pu=¢{
ot P estun opérateur de type (A), f une fonction donnée de Lioc (M) et

2 (M.

u une fonction inconnue de Hloc

3. 1.OPERATEURS DIFFERENTIELS LINEAIRES SUR UNE VARIETE.

Définitions :
1) Un opérateur différentiel linéaire d'ordre £ sur un ouvert 0
de R™ estun opérateur
P(x,D)= T a. (x) Da
|al<e @
ol les ay (x) sont des fonctions & valeurs réelles définies sur 1, mesurables

et bornées,
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2} On appellera ici opérateur différentiel linéaire d'ordre £ sur
we variété M une application linéaire de Hfoc (M) dans Lzloc (M), telle
que pour toute carte locale ( U, X) de M il existe un opérateur différentiel

d'ordre £ PXsur U tel que

Pu (x) = PX (u 03(1 ) (x(x)) sur U

3. 2. PARTIE PRINCIPALE D'UN OPERATEUR D)ORDRE £ ; OPERATEURS
ELLIPTIQUES

Nous introduisons la partie principale d'un opérateur, qui rend

intrinséque la notion de terme de plus haut degré,

Théoréme 12.- Si P est un opérateur différentiel d'ordre £ 21 sur M,

il existe un champ de £ - tenscurs contravariants symétriques T et un

seul tel que, VuEC!l'oc (M) et VVGC!'

loc (M} la fonction

(%) @@ VX

Plu ¥ V) (x) - & u(x) m ldxv ..., dx V)
soit un polyndme de degré £-1 ., T s'appelle la partie principale de 1'opérateur

P . Pour que T soit nulle, il faut et il suffit que P soit d'ordre £-1,

Démonstration : Nous ne démontrons ce théoréme quc dans le cas particulier
ou £ =2, Considérons donc un opératcur différentiel linéaire P d'ordre 2
sur la variété M . Si{U,X) est unc carte locale de M, nous écrirons tou-
jours les coefficients de P (relativement 2 (U, X)) sous la forme Mavec ré-

pétition et symétrie'" en posant

Pu = aij—a—zu‘—-+n ai—gii-"— + au uEI-I].2 (M) x€U
i,j=1 X axlax) i=1 x ©°X oc
ol
1

a) () = al == PLO-x () 06X )] 60 1si, jon
s 2
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a.iX(X)=P[(xi-xi(x)](x) 1<i<n.
a(x=) = P 1 (x)

On vérifie facilement que, s (U, X) est une autre carte locale
de M, etsi x€UNTU, ona

4

n .. -k
)= T oY () 25 (02X (n) 1sk£<n
X ij=1 X dx* 3 %

Donc si @ et B sont deux éléments de Ti (M) (x€U), la quantité

n s e}
2 13 ) Q'_ B. U Q’, m a’ ———r— ’ B_ =< 8’ -
i,j=1 = 1] fod 1 ( ) xl )x > J ( 3 xJd )x >

sont les composantes de @ et B relativement & la carte locale (U, X))
est indépendante de la carte locale (U,X) au voisinage de x . Il existe donc
un champ de 2 - tenseurs contravariants symétriques T sur M dont

les composantes par rapport & la carte locale (U,X) sont les coefficients
at
X

m (d_xYdxxd) = a¥ (x) ,1<i,jsn, x€U,
x ' x X

Une simple vérification montre que 7 satisfait 4 la relation (¥} , et que
tout champ T satisfaisant & (%) satisfait aussi a :
ulx) 7_(d_v,..., d_v)=1lim - )\'2 emid vix) P(uel}‘ Yy (x)
X x x
AT Ao
A>o0
D'ol l'unicité de ™ . Il est enfin clair que T = o si et seulement si P est

d'ordre 1.

Définitions
1) Un opérateur du second ordre P sur la variété M est dit

elliptique si sa partie principale T vérifie

ﬁx(w,w)>o UYx €M, VwETz(M),w#o
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2) On appellera ici opérateur de type (A)(l) , tout opérateur P
donné sous la forme

Pu=2 u+ <du,X> cu uEH2 (M)

g loc

ol g estune métrique Riemannienne de classe Cl, X wun champ de vecteur
de classe Cl, et c une fonction mecsurable bornée sur M , Tout opérateur

de type (A) est clliptique (voir la forme de Ag en (4. 12) appendice).

On se propose d'étudier le probléme suivant

(1) Soit P un opérateur de type (A), et f unc fonction donnée de
2 . . . 2
Lloc (M) , existe-t-il une fonction uEHloc (M) telle que

Pu:Agu+<du, X>t cu=f{

et cette solution est-clle unique ?

Nous allons posecr ce probléme d'une maniére différente :

3 .FORME BILINEAIRE ASSOCIEE A L'OPERATEUR P

Considérons pour u€ leoc (M) etve€ Cc;oc (M) l'expression

alu, v) = -f Pu, vd 1 = - f (A u+<du, X>+cu)vd T
- g g g
M M

= J‘M g(gradg u, gradg v) d 'r'g - IM(<du, X>»+ cu) vd Tg

Sous cette derniére forme 2 (u,v) se prolonge en une forme bilinéaire sur

H1 1 2

loc (M) X Hioe (M) . Et pour une fonction uEHloc (M) les relations

(1

(A) Parce que de tels opérateurs admettent un opérateur adjoint pour
. *
le produit uvd T, Pu=4A u-&dy,X>»+ (c-div_X)u ,
P Im g g ( g
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"Pu=f{" et "a(u,v) = (f,v) b’vEH (M)" sont équivalentes, Considérons

le probléme suivant :

(2) Etant donné une fonction f€ LZ10 (M) existe-t-il une fonction

ueH (M) telle que afu,v) = (£, v) VVEH oc (M)

Si nous montrons que toute solution u de (2) est en réalité dans
2

loc
ce que nous ferons au paragraphe (3.4).

H (M) , nous saurons que les problémes (1) et (2) sont équivalents, C'est

Voici maintenaht une remarque qui nous servira en (3.4) et (3.5) :

Si (U, X) est une carte locale de M, il existe, puisque g est une métrique
Riemannienne de classe C1 , et que M est compacte , une constante K,;> o

U
telle que 1l'on ait

u 2 (*--—-Bi—-) p.p. sur U, uéHloc(M)

g (grad u, grad u) =z K
g g i=] X

Et si (Uj)jzl x ©st le recouvrement ouvert de M considéré en (2. 6)
on a :

k
12
J‘M g(gr.v..dg u, gra.dg u) d Tg z K (iil .uo)'(j l 1, xj (Uj))

od K est mne constante > o .

REGULARITE DES SOLUTICONS DU PROBLEME (2)

Théoréme 12. - Soit a (u,v) la forme bilinéaire sur Hlloc (M) X Hioc (M)
associée comme en (3. 3) & un opérateur de type (A). Si une fonction

up € Hioc (M) vérifie 1'équation

aluy, v) = (£, v) VvE H1 (M) (f est une fonction donnée dec L (M))

2

alors u, estdans H]__ (M)
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Démonstration : Pour montrer que u appartient a H?.l‘oc (M) , il suffit

d'étudier les restrictions de u, aux ouverts U dc définition des cartes

locales et de montrer que
uc',‘—'u oX€H (X(U))

Posons (0 = X (U) et considérons sur HI(Q) X HI(Q) la forme bilinéaire

B(u,v)=2 [ g9 JgX& @) dul Vg,
i,j Q vz » 2]

(les fonctions glJ et gx ont le sens donné aun® 4,8 de l'appendice). On

a pour B les inégalités suivantes

- B{u',u') = KU |u'|'?‘1 0 Yu' € Hl(Q)

- |B (u'o, v = | IU g(gradg u, gradg vieXx)d Tgl

lf <du , X»Viexd T +.J‘ (ctf) uvex d 7 )
U o g U g

»

Dlvllo,a ,Vvec,@

ou D estunec constante dépcndant de g, X,c, f, U et Hu “1 M.le fait que

u’o soit dans Hl c {Q) résulte alors du théoréme suivant .

Théordme 13.- Soit £ un ouvert de R et

MB

. b
B (u,v) = _r at L b v. dx
i,j=1 Q dxP ¥ ¥
une forme bilinéaire sur H' () x H}’(Q) . On suppose

1) il existe des constantes E et A(E » o) telles que

IB(u, u)I 2 E “u”?'l' Q- A Hu“zo Q (Inégalité de Garding)
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2) Les coefficients a® sont de classe C1 dans Q ,

Alors, siune fonct1on u €EH (ﬂ) satisfait & lB(u ,v)l =D ||v||

pour tout v € C Q) (D est une constante) elle est dans leo (Q)

Démonstration :

1) Considérons deux ouverts Q' et Q" de O tels que Q' QUCCQ,
et une fonction @€ Cc;> (), égalea 1 dans Q' eta zéro hors de Q" ; on
veut montrer que u_ GH (Q) ou encore que P u_ € 1? . D'aprés le
théoréme 7 de (1. 4) 11 suff1t de mon.rer que les fonctions 6 {+‘u )
(£=1,...,n) sontpour h assez petit dans H {P et que les quc_ntztes

”55; (¢ uo) I 1,0 sont uniformément bornées en h .

2) Dans la suite de cette démonstration l'indice £ secra fixe, eton
£
poscra, pour h< d({,0Q) uy =6 h (¢ uo) . L'expression " ste' désignera
une constante quelconque ne dépendant que de ,Q', o, a”, et qui pourra

varier d'une ligne a l'autre,

Pour tout v € CZ (Q) ona

g aij_a_l’, 51‘ (&‘Ejg.)..) dz
i, § Dz

B(v,u) h
i,j=1 Q 3zt

h‘.’.

i

n P
S j h j °
i, j=1 dz d z

Q d 2z}
n

£
-z [ 2¥e h(*J.___qu:J*a 2 u) el 2T e
i,j=1 Q 9oz i,j=1 Q 9z dz

du

n .
a -
- T f —-‘—’1- cp(z-i-hei) 2 (z+hci) 6:; (a) dz

i,j71 Qo z dz

Toutes les intégrations ont en réalité lieu dans un voisinage Q'l'1

d'ordre h de Q" ; choisissons un ho > o tel que Q'Z'h ccQ, l'on a :
o
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.. au z .o au
[ 2y ¢t @lg—2rdz=-] 6, % alo—F a2
Q az! d ) Q " d=z dz
..9%u .. Ou
= [t W 09 ol 2 a5 . —2 (cpél'hv) a’l dz
Q - 3t d 2 Q 3z - d 27

Comme les fonctions a') sont dans CI(Q), les fonctions a” (z), et

6'2 a¥ (z) sont uniformément bornées en z et en h pour z€Qg et
h< ho , ce qui entraine les inégalités suivantes : ©
L3 ij dv £ 3
DT ot 28 o5 2¥ s kesto lvily ol oy (22wl o
0 oz dz dz, h

<cstell *vl!l Q Huolll Q (d'aprés le lemme 2
’ ’

de (1.4)).
2) | [ 2% @lz+he) au°( +he) ot (@) daz |sestellvih ollull
a3t HETREI Ty TR T y 50 1%",0
du
i a(p i1 o 4 . }
3) lfn 87, (V) bziaJ — dzseste [l6, vl Al u i) o

scstellvll, ollug Il g
et finalement on obtient :

| B (v,uh)| < lB(cp bfh v, uo) | + cste ||v|l 1,0 ” u “1,0

< cste “VHI’Q(D + H u, “1'0) .

3) La fonction uy nulle hors d'un compact de Q est limite dans
HI(Q) de fonctions de C: (Q) (voir la remarque suivant le théoréme 2 de

(1.1) ), l'inégalité ci-dessus est donc encore valable pour v=1u, . Et
l'ona:

E |l uhuf,ﬂ Y Huh“ig < By, uy) | < cste (D + [y, N1,O) i “h”l,n
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ou encore :
E ”uhHZI,Q < cste (D+ HUOHI,Q) I v ”1,{)+ A "uhnl,Q“uh”o’Q
< cste (D + “uonl,ﬂ +2 ] uy ”o,Q} HuhHl,Q
< cste (D + llu 1l o) ”uh“1,Q

(ar gl o= tegll, g0 < Hugll o)

et donc

oyl % cote © + 1 o)
c.q.f.d.

. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR LE PROBLEME {2}

Nous commengons par un théoréme élémentaire,

Théorédme 14, - (Théoréme de Lax Milgram) Soit H un espace dec Hilbert

et a(u,v) une forme bilinéaire continue sur H de norme M telle que
ia(u,u) f zafnuuz (@ > o) YueH
Il existc alors un opérateur continu A unique de E sur H tel que
alAu, v) = <u,v> A4 u,vEéH

Démonstration : Pour tout u € H, il existe un élément A' u uniquc tel que

alu, v} = ¢A'u, v>; l'application u — A'u est linéaire et de norme plus petite

quec M (lca'y, vol = la(u, v} = M lull.livlD. Elle est de plus injective

(o Hu”2 < |a(u, u)I <M HA'u” . ”u“) . A" est donc une bijection continue
de H sur A'(H). Soit A l'application inversc de A' sur A'(H). On a
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si wEAH) et u=Aw

@ lull® < fa (w0 | = | <A w,u>] =<w, u>s |wl] [lu]

1 © s
A est donc continue de norme < —;— et se prolonge en une application

continue de A'(H) sur H. Mais H= A' (H) (car <A'u,v>=o Yu€H =
@ [[vll®s |<atv, vyl = o)
c.q.f.d.

Théorédme 14, - Considérons sur une variété M compacte un opérateur

différentiel elliptique P de type (A)
Pu = AS u+<gdu, X» + cu

On suppose qu'il existe une constantc }‘o > o telle que L d1v X- c>A =0,
Alors pour toute fonction f€ I_1 (M) 1'équation Pu = { a?‘une et une seule

solution ué€ Hf (M),
oc

Démonstration : La forme bilinéaire a (u, v) définie sur Hlloc {M) en

- e -

(3. 3) satisfait évidemment a la condition

la (u,v) | s cste llull o lvl)

On a d'autre part

alu, u) = rad u, grad u)dT_ - uduX)-dT cudT
(u, u J‘Mg(g g " 8% g-J f g

M
I glgrad u, grad_u)d T_ - ---f -(du , Xpd T - I cular
g g 8 2%M g€ "M 24
= f glgrad u, gred u)d T_+ j (-}-‘-— div_X - ¢) wa T
M g g g M 2 g g

(utiliser la relation divg (u2 X) =<X, du2 > + u2 divg X)
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et

k
-1 2 =112 2
alfu,u) 2K = |ueX.,| Ao £ |ueX. 2 a |jull

j=1 AERRLR RS S ik, %4 (U)) LM

(K>0 eta>0)
Et il suffit d'utiliser le théoréme de Lax Milgram pour conclure.

3. 6 ., INDICE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL DE TYPE (A)

Définitions; Soit E et F deux espaces vectoriels sur IR, et A une
application linéaire de E dans F ; l'opérateur A admet un indice si

Ker A et Coker A sont de dimensions finies ; 1'indice de A est alors

i(A) = dim Ker A - dim Coker A .

Prop riété :(1)

rateur & indice, et J un opérateur compactde E dans F, A+ J est

Soient E ct F deux espaces de Banach, si A est un opé-

un opérateur i indice et ilA+J)=1i(A).

On 2 alors pour les opérateurs différentiels de type (A) le théoréme suivant:

Théoréme 15.- Tout opératcur différcntiel de type (A) est un opérateur

4 indice, et son indice est nul, (en tant qu'application de Hzloc (M) dans
2

Lioc (M) ).

Démonstration : On peut toujours trouver une constante A telle que l'opé-

satisfasse aux hypotheéses du théordme 14, et donc telle que

(1) On trouvera la démonstration, par exemple dans l'exposé n°® 12 du

Séminaire Henri Cartan, Ecole Normalc Supérieure, 16° annéc 1963/64.

(2) I est l'injection canonique de H2 (M) dans L2 (M) .
J q

loc loc
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2

P - A I soit une bijection de H (M) sur LZ (M) . L'opérateur I

étant compactona i(P)=o, loc loc

Tout opérateur de type (A) injectif (resp. surjectif ) de H2 (M) dans

L® (M) cst donc bijectif . loc

loc

Remarque :
1) Soit o<A < 1, et Cp’}\ (M) les cspaces de fonctions hdldé-

riennes sur M, Un opérateur P de type (A) est dit de classe c??
s'il applique.Cz’}\ (M) dans co? (M) .

2) On peut établir que si P est un opérateur de type (A) et de

o, A

classe Co’}\ son indice par rapport aux espaces Cz’}‘ et C est nul,

De plus si M est connexe et si C = P1 est < o, et strictcment négative en

2, A o,A

un point xoE M, P estune bijection de C sur C~’

3) Considérons donc une variété M connexe, compacte ct P

un opérateur de type (A) . De la reclation

2

_ *
IPu.vd 'rg-‘ru.Pvd Tg Vu,vGHloc

(M)

on déduit facilement que si P et p* sont de classe C°'} etsi P1<o

et < o en un point, F est une bijection de Hzloc {M) sur L2 (M) (on
2, A

loc

établit d'abord que P;',r est une injcction donc une bijection de C dans
o,A . . .. . .2 - 2
C puis que P cst une injection de Hj (M) dans L loc (M) ).

Le résultat obtenu au théoréme 14 est donc loin d'étre satisfaisant,
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4. APPENDICE

On rappelle ici certaines notions fondamentales sur les variétés,

4. 1.VARIETES DE CLASSE C.

Soit M un espace topologiquc séparé ; une carte locale de variété
de dimcnsion n estun couple (U, %) o U estun ouvertde M et X
un homéomorphisme de U sur un ouvert de @®R" . Pour chaque x€U on

note par (xl(x) )i=1 n les coordonnées de X(x) dans ®R" .

[~}
Un atlas de variété de classe C et de dimension n sur M, est

un enscmble (4 de cartes locales sur M tel que :

a) les cartes locales de Ol recouvrent M,

b) pour tout couple (U,x), (fJ,;() d'éléments de OG tels que
UNT #¢ 1'application }Eo?(l de x(UNU) sur x{UNT) estun

c- difféomorphisme.

’ b . « ”» -
Deux atlas OL et OU de classe C sur M sont dits C - équivalents
. / [=~] w
si OL U (X est un ztlas de classe C sur M . Un atlas de classe C sur
< «©
M est dit complet s'il contient tout atlas de classe C  qui lui est C - équi-

valent.

Une variété de classe C et de dimension n est un couple (M, o)
ol M est un espace topologique & basec dénombrable d'ouverts et Ol un atlas

(==}
complet de classe C sur M,

4, 2, ESPACES Ci)oc (M) (ou encore CP(M) )

On désigne par Cfoc (M) (ou CP(M)) l'espace vectoriel (sur R)
des fonctions f & valeurs réelles, définies sur M et telles que pour toute

carte locale (U,x) de M on ait
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-1 . 1
fex eCP__ w > Y
Pour qu'une fonction { appartienne 3 Cploc (M) il suffit que cette
relation ait licu pour un ensemble de cartes locales dont les ouverts recouvrent

M.

4. 3, PARTITICN DE L' UNITE SUR LA VARIETE M,

Soit (R un recouvrement localement fini dc M par des ensembles

ouverts. I1 existe une famille (tpU)U e de fonctions de Cm (M) telles que :

(i) pour chaque UeER Py est positive, et nulle en dehors d'un sous

ensemble fermé de M contenu dans U,

(ii) = .. (x) =1 pour tout x€M .,
ve®R Y

La famille (CPU) est appelée partition de 1'unité sur ™M subordonnée

au recouvrement (R .

Si la variété M est un cspace compact la condition (i) entraine

eCO
Pu CC(U).

4. 4. ESPACES TANGENTS A M,

On dénigne, pour chaque x€M , par G, (M) l'espace vectoriel sur
® des germes de fonctions numériques de classe C1 au voisinage de x;
l'espace tangent TX(M) a la variété M au point x est leas?us-eSpace du
(x) (£€G__ (M) ),

od i=1,...,n etod (U,x) décritl'ensemble des cz-.rtesa Xi locales de M

dual (algébrique) de Gx(M) engendré par les formes f-—

au voisinage de x (x€U) . L'espace vectoriel TX(M) est de dimension n
(sur @®R), et, pour chaque carte locale (U,x) de M au voisinage de x(x€U) ,

les formes linézires

f—»%(x) (12isn)

) On devrait écrire fU o )Zl , ol fU esi la restrictionde f 8 U
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constituent une base de TX {M) ; ces formes sont notées (——a—i—}-x, lsi<sn,
9 X
Tout élément § de T, (M) peut donc 8tre exprimé de fagon unique sous la

forme

n .
f-Efs ¢ g Of
i=1 9 X

(x)

i

(les § (1<is<n) sontles composantes de £ relativement i la carte locale

(U,% ).

L'espace vectoriel T:: (M) , dual de l'espace Tx(M) est appelé

lvespacg cotangent en x 3 M ; on désigne par (dx Xi) l1<i<n la base duale
de (~———} 1s5i<n
3y *

. DIFFERENTIELLE ,

Soit f une fonction dens Cl (M) , on appelle différentielle de f

en x, la forme linéaire sur 'I‘X (M) suivante :

On montre facilement que cette définition ne dépend pas de la carte locale

choisie et qu'eclle s'étend & Hlloc (M) .

. CHAMP DE VECTEUR.,

Un champ de vecteur X sur M est une famille (Xx)xEM ot XXE TX(M)
pour chaque x&€M ,

Le champ de vectecur X est dit de classe CP( o <p < ®) siscs com-
posantes i i
Xix) = [d, x7, X ]

[o=)
par rapport & toutes les cartes locales (U,X) de classe C , sont de classc
cP .
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7. UN CHAMP DE r TENSEURS COVARIANT (resp. CCNTRAVARIANT)

sur M est une famille G,—( U) xEM ol pour chaque x&€M 0’ est une
forme r - linéaire sur [T (M)]r (resp. [T (M)] . Les composantes

du r-tenseurs O par rapporta la carte 1OCa1e (U,x) de M sont les fonc-

tions numériques (définies sur U)

d
O'i —@’( ----1-) si € est covariant
1,...,i1 ax1 ax
Ir
et
1 . . .
000,1 1 1

r
=0 (d % 1, ,dx ) si O est contravariant,

Le r - tenseur Uest de classe Cp si pour toutec carte locale (U, X)

de M les composantes de & sont des fonctions de cP(u) .

4 . 8§ UNE METRIQUE RIEMANNIENNE

sur M estun champ de 2-tenseur covariant g sur M de classe C
telle que, pour tout x€M, la forme bilinéaire (§, 1) ~ 8y, (€, N sur TX(M)

soit symeétrique et définie positive :
L (8T =g (1,8 ENET (M)
§f0 =g (58 >0  EET_(M)

Si (U,Xx ) estunc carte loczle de M , on note

X d 3
g x)=g(x) =g_(( =, (——_ ) x€U,
ij ij b < axlx 3 xd X

gx (x) =det[ g% (x) 1],
ij

et on désignec par (gIJ (x) ) la matrice inverse de (gij (x)).
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Si g et g sont deux métriques Riemanniennes, il existe une fonction
d partout > o, d€ c® (M), telle que pour tout x€M et toute suite §1, 52, vy §n

de vecteurs de Tx (M) on ait :

4.9, €i g estune métrique Riemannienne sur M, il existe une mesure
de Radon positive 7 sur M, et une seule, telle que pour toute carte locale

(U,x) de M et toute fonction £€C° (M) a support contenu dans U on ait

[ ota 7 =] " £¢-(2) ) /G (2)) dz

M x(

Les mesures Riemanniennes associées aux différentes métriques

Riemeanniennes sont toutes équivalentes,

4. 10, Soit g une métriquc Riemannienne sur M . Il existe une application
f— grad g f de CI(M) dans 1' espace des champs de vecteurs, et une seule,

telle que :

g(gradg f, X)=«<df, Xy, f€ CI(M) , X champ de vecteur de classe C°,

Si (U,x) estunc carte localede M etsi f€ CI(M) , les composantes de
gradg f sont donnécs par :
o ki df

<dxi,grad fs= L g —5
€ k=l d X

Cette définition s'étend facilement & Hioc (M)
4,11, Soit g une métrique Riemannienne de classe Cl sur M, il existe
une application linéaire X - div_ et unc seule de l'ensemble des champs

de vecteurs dec classe C1 dans c° (M) telle que :

. _ . 1 i
1) dxvg (IX)=f¢ d1vg X +<df, X>» . feHloc {M) , X de classe C
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2) f div Xdt_=o pour tout champ X de classe c! .
M g g
3) supp,(divg X) C supp (X) .

Si (U, X) est une carte locale de M, on a

n .
aivy X () = —L— z 2 (/%) ()
/g X (%) i=1  9x

(od X, =<d x, X >)

12, g est toujours une métrique Riemanniecnne de classe C1 , pour tout
f€c? (M), on pose:

A f=di rad f)
g vg (grady

Ag (opérateur de Laplace Beltrami de g) est une application linéaire de

C2 (M) dans CO(M) . Si (U,%x) est une carte localede M on a sur U

n .o
A f=1_ ¢ o Vet g9 af.) , f€C% (M)
- (g" g
g /gx i,j=1 3 x 3 x3

A est continu lorsqu’on munit CZ(M) (resp. C°(M) ) des topologies induites

2 2 e ez s 2
par Hy (M) (resp. Lloc(M) ). Ag se prolonge donc par continuité a HIOC(M).

4., 13, FORMULE DE GREEN

On a pout toute f1€ CZ(M), fZECZ(M)
Jm byfpd T = - IVE: (grad, £, grad f)) 4 T

et cette égalité se prolonge aux fonctions fZEHioc (M) .,
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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire do Probabilités

Théoris des frontisrss dans les chalnes de Warkoy

(par G. Giroux)

Cet sxposé a pour but do donnar une introduction & 1'étude
des solutions de l'équation: Pé =QP , ol (Py) ost un semi-groups sous-
markovien sur un espace dénombrable dtétats, et Q est une matrice générateur
infinitésimal,

Nous donnsrons tout d'abord un sperqu sur lss chaines de Markov & tsmps con-
tinu , ayant un semi-groups régulisr pour fonction de transition; puis une
bréve introduction & la théoris des frontiiras, telle qus dévsloppés par Doobf{Z}
et Bunt{ll .

Nous pourrons alors par la suits traiter de la décomposition des sclutions,.
Nous énoncerons ls théorsms qui permet la décomposition sn lois de sortia par
rapport & la solution minimsle st en lois d’entrés par rapport & la solution
donnée, t21 qus démontré dans Chung{2) . Crest-d-dire que les lois ds sortis
sont obtenuss comme dérivdes ds cartaines probabilités dépendant du temps,

ot l9s lois d'antrée par un passage & la limite sur des sspérances condition-
ralles dépendant du début du processus.

Notons cependant que sous des hypothéses plus foriss, K.L.Chung a démontré
un théoréme ds décomposition en lois ds sortis st d'antrés par rapport & la
solution minimals.

les premisrs résultats remoatent & Fellsr[l] . La dicompositicn a été dounée,
A l'eide do méthodss anslytiquas, par Rsutar(1,2,3] , et Williams{l] .

Nous nous sommss sarvis ds l'article ds Navau[l] , pour énoncer les résultats

ralatifs aux lois de sortis et d'snirée,
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€1, Sami-groupss, lois d'sntrés at de sortis

Définition l.: Semi-group: sous-markovisn régulier

Un somi-groups sous-markovisn (Pt) sur §, un enssmbls dénombrabla,
est dit régulier si pour tout 1 €% : limp (i,i) =1
t1o b
Par la suits, tous las sami-groupses ssront régulisrs.
Un sami-groups sous-markovisn régulisr posséds des propriétés sn apparence

plus fortes; en voici qusalquss-unss:

Théordms 1.1
1) pour tout i ¢E, pt(i,j) est uniformémsnt continue sur R, ,
uniformément an j.

2) pour tout i,j¢3%, las limites

il j#£4

axistant st satisfont:

a) 0 € g, § 0

i
b) 0 < < oC
) % o
c 2z <
) 5 ;Y
Démonstration

On a: p“h(i.:j) - pt(i.j)= k§i ph(i.k)pt(k.j) -1 - ph(i.i))pt(i.j)

dtod: -(1 - p (1,i)) € P, (1s3) - B (3,) € g:i p (1,%) €1 - p (1,1)

at on a alors l'inégalité: \pt(i,j) - ps(i,j)‘ €1-p s{i,i)

1t-

¢s qui implique 1)
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on a pt(i,i) > [pt/ngl:];)} >0 , pour n ass’z grand
de méme pt+s(i,i) > pt(i,i)ps(i,i)
alers u(t) = -log pt(i,i) 3st una fonction sous-additive & valsurs dans R,

st limu(t)=0
40

dtod 0 < 1im 2E) = sy i(gl < oo

t40 ©»
st g, = lim l.:.ff_(.i_’.}_). = 1lim 1= 9~u(t)u(t) = 1im 3{¥) axiste
17 %40 t 0  u(t) t o ¢

pour j fixé on pose:
fMa=0 Lt =p ) s 143
£ = eV nrMmey , a2
T
on & alors pour i #j :

m-1

OIEMCIED W (RN CR D FMNIHCRIEN(CR

m-l

- (n) (m)
(8) p_ (1,1) ;;.ft (i.j)p(m_n MEROIE SR CHEY

)

m
- (n) .
(c) pmt(i.:l)- nE=1ft (i.j)p(m_n)t(a.j)

mais on sait, per la régularité ds P,, qus pour i#j st £>0 , il exists u
tel qus: p(1,5)<€ , p(5,1)<€ , p(1,1)>1-&, p(5,5)>1-€, pour s<u

alors pour mt<u on a par (C):

m
Zfﬁ“)(i.j)(l -¢) <€
n=1l

donc en prenant £<3 , on a pour mt<u :

n
Zfi")ti,j} <1
o=l
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alors par (B), on a pour mt<u

£ (1,1) 5 b (3,4) - max p
t ! mt l€n<m

(m_n)t(j,i) >1-2€

d'ou par (A), pour mt<u

m-1 -
P (1,3)2 ;fén)(i.i)pt(i.j)p(m_n_l)t(J.J) 2 Q- 3&)20%(1.5)

(is.) * (i)j)
et alors: ?El_t—-?— >(1 - 3‘&)33—%-—-—-

ce qui impliqus, en gardeant mt fixe, que: lim B.E(.iié_). < 00
40

0<v<y/2 et <
v ti0 b

+ &

elors par 1) il exists & satisfaisant 0<d<v tol que;

p.(1,3) pi(,3)

< lim +2& , pour |t-vi<d

to

mais pour 0<t<JS , il existae un sntier m tel que: vE&mt<vit<u

elors on a:

p.(1,3) p,(1,3)

)—%———(_}E%—-—--&-ZE s pour O<t<;
t{0

(1 -3¢

i
m M existe at ast finis

finalemsnt par le lomma d2 Fatou on a: Zq.

£
T U
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Définition 2.: Loi de sortis

Uns famille {gt » t>0§'da fonctions positivss sur E est appslés loi
de sortie par rapport au ssmi-groups Pt , si:

a P =
) g gt +s

b) il axiste T>0 tel qus: supS (1)dt < X0

Ramarquss
1)1'inégalité de b) est vérifiés pour tout T, car

gnTgt(i)dw 3:2:‘1 STg S b

T
dt i, 1}dt € nsu (i)ds
X EraGen)r =8 (1,3 (3) P S B,

(k-1)T o

2)on a: 0 < gt(i) <O , car par b) clest vérifié pour tout i sauf sur un
ensamble de mesure de Lebssgue nulls, mais comms par a) E, . ()2 p (1,i)gt(i),
s s

alors par la régularité de Pt , cot enssamble doit Strs vids.

Voici maintsnant qualques propriétés utilss des lois ds sortie:
Lomma 1.2

5i g_gt, t>0} est uns loi ds sortie par rapport & P , alors pour tout ieB

(1) ast continue sur R, , at = lim g satisf'ait OsP +%o £ g k)
& x 3
t o £40 t t

Démonstration

On a: 1lim g (1)= hm Zp (1,j)g (3)

>g (i)= lim Zp (1, j)g (j) 1lim g (1)2 lim g, (1)
2% ulo J st trs st t¥s

dtod: (1) g (i)= limg (i)  pour t>0 et ie3
t st U

‘%) a(t) définis pour t>0 , g9st dits continue sur R,
si: 1) a(%t) sast continua sur R}
2) %}161 a(t) existe ot ost finis
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d'autre part comms:

gt+s(i) =ps_u(i,i)gtm(i} , pour -t<u<s ,s8>0,t20
: p i i
onar g, (1) T 5, (1,1)g,(3)

donc limg (1) limg ()2 1im g (1) lim g (i) = gt(i)
wt o ust uvt Y st U

ctost-d-dirs qus la limits & droite g: exists pour t2 0 st satisfait:
(2) gp(i)=Timeg (1)2 g (1), >0
mais comme pour t3> 0 et s>0 Psgt = Ps-ugtw , On & Psgt; Psgz
alors 0< p (i,i)fg(1) - gt(i)] < Ps‘:g:-gt'l(i)S )
ot par la régularité ds P , g:(i) = gt(i) pour tout i €E st pour tout t>0
alors par (1) ot (2), gt(i) ast continus sur R, ot g, existe

et de plus O< P

< i =
£80 < 138 Te8u = ob

u - u{g Bteu = Bt
Lotms 1.3

Si {Gt , t> O} est uns famille ds fonction positivss sur T, talls que

Alors pour tout ie%, Gt(i) posside uns dérivés gt(i)

( M st . - < < ©0
at {84 ,t>0} satisfait: Bios Ptg et O gt(i)

s

Démonstration
. . . . -
Soit gt(i) =t Z§ pt_s(l,j)dGs(;_;) , t>C, ie3
R] {s <t} \
. . 15 . _ -15 <cc
£ =
one g (1)inf p (1,1) < ¢ ZS p,(1,3)d6,_(3) = ¢ ac, (1)

7 Ys<t} {s<t} °*°

alors par la régularité de P, , CX gt(i) < co

d'autre part pour B borélisn continu dans (O,t-u) , on a:



- 81 -

E;S pt-s(i'j)dcs(j) = ZS Pt-(sa»u)(i’j)dGsw(j)
Bru J%B

=%, 2;SBpt_(m)u,a)puu.k)dc,(k)

= %;Q P, (1:3)46 (3)
B
alors par l'unicité de la mosurs invariants on a:

z;gapt_su.s)dss(a) - gt(i)S'Bas

oe qui donna sn particulier gt*s = Ptgs

soit B = (t-u,t] , alors intégrant sur (u,us+v] on a:

ul’ g (1)at = Z‘S Q p o (1,5)d6  (3)at
S(uJ,m-v] v 3 Y(u,uavl Y(o,u V78 t-uts

L]

=2 S P (1,3)d6  (3)ds
3 S(O,u] (0,v'_\ u-s tes

:Zg pu_s(i,J)[& dct(j)]ds

3 “(o,v] (s,84v]
= d =
S)(O,u]dsg(u,v.u-v] Gt(i) ug;u’quth(i)

done gt(i) ost la dérivée de Gt(i)

de plus gt(i) est continue, puisqus dans la démonstration du lamms 1.2

on n3 se sert pas de la propriété b) des lois ds sortie, sauf pour affirmsr qus g <oC

)n paut trouvar d'autrss démonstrations ds css dsux lammss dans Chung[4]
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Proposition 1.4

-4

La transformés de Laplace: gx = Se""tgtdt, d'une loi de sortie, définit
0

une famille {gx s X O} de fonctions positives bornées sur T, jouissant

des propriétés suivantes:
8) & =101+ (x-y)P )2
y y-! x
~XSp 2 A
b) e TPE, < B,
Réciproquement:
1) toute famille {gx ,x> O} de fonctions positivas borndss sur T vérifiant
a), est la transformés de Laplaca d'uns loi de sortie unique.
2) & touts fonction positive bornée h sur T qui vérifie: e-stsh €h
pour un x>0 et pour tout s> O , corraspond uns loi de sortie unique
% -xt
{g s t> O} telle que: h = ge'x g.dt
t o t
Démonstration

o0
s 03y = (Cext - Zg(n’fl)'f -xt_ (s
B (1) = § o™ Fg (1)a = TATTTembg (1)a

> STB -x(t+nT)

n*0Jg gt+nT(i)dt

"

T _x(t+nT)
By Sos Par8y(1)dt

T
£ (su at) 2. e-xoT
(jpsogt(j) ) &1
T - -1
. fad < - XT
done: 31{1) gx(i) < (s\;pgogt(i)dt)(l e™ %)

d'od pour x>0 , § est bornée
x

a) résulte de:

ngw OO 00
P2 = -yt,-xs ddt:gg-yt-xs £
Pygx o oe <] Ptgs s b oa ] gs+td5d

OO 1 OC
= SO 5;9-)'(1'-'5 )e'xsgtdsdt
0o . -1
= (x-y)=1§ (6°¥% - 0 X8); 4t = (x-y)" Nz - 2)
0] t Yy x

o
» “X8p 5 = S Xt a
b) résulte de e P2, 2 By < g,
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2 d nA hnh
réciproquemsnt on a par a): ("'d'f) g, =FE 20

alors par ls théorsme de Bernstain sur les fonctions compl3tamsnt monotonss
(cefe Meysr{l, XI-T40]), il axists uno famills {H(-;i), ie E} de mesurss
positives sur R, telles que:

oo
gx(i)-: goe'xt%l.(dt;i) x>0, 1ieB

meis B2 (1) = (-y) (R (1) - 3,(1) = (x-y)’lﬂots-ﬁ - o~*)p(at;1)
= , -yt m""(s't) ds;i)dt
Soe Ste P.( s;i)

d'ou par la continuité & droite des fonctions:
s o]

P,g_(1) = S":”‘(s't) (ds;i) = Qe"‘s (t+ds;i)
+°x A t‘}“ Yo
sn posant Gt(i)= \).((O,t];i) , on & alors:
2P, (1,306, (3) = p(6(0,6] 51) = 6, (1) =0, (1)
J

donc par ls lsmms 1.3, {gt=e' N t>0} satisfait P.g = Esyt

T A
et Q g.dt < eTS o~Yg at < oT3
Yo ] o t 1

c'ast-a-dire qua [gt » t>0} est une loi de sortie de P,

finalement 2) résulte de 1) en posant:
g =11 - (x~-y)P 1n
g, [ - Geyp)
en effet pour y>x , on a:

Qoo
(y-x)Byh = (y-x)g\ o~ (¥=X)=Xtp par < 1y
0
donc g > O pour tout y>0
y (¢ o]
et d'autrs pari: Pyh(i) =S e'ytPth(i)dt < y'lsgp h(i)
b 3
0]



Définition 3
Une famille {ft ’ t%'o}'de mosures positives sur E est appslée loi d'entrée
par rapport au seml-groups Py 8i:
s) faPt= fs#t
b) sup lif li<oco
£ t

od ff,| = 2; £, (1)F o(4)

on a pour les lois d'entrés des résultats analogues aux lemmes 1.2, 1.3, et

4 la proposition 1.4
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82, Ituds des trajsctoirss

Soit & un aspace métrique compact contenant E cormms ansemble ouvert denss,
et tol que la topologie induits sur % soit la topologis discrsts; soit E la
tribu de Borsl de £. Une fonction mesurable f: ([Z,gf, P) — (ﬁ,g’) est dite
sur 3 si P{fe¢ E} =1 ; ceE ost dite une valour possible ds f si P{f>c}> 0.
Un processus stochastique & temps contiru sur E est une famills (xt)t>0 ds
fonctions mesurables X, : (fl,ﬁF, P) — (£, &) sur T, telle qus l'ensemble de

toutes les valeurs possibles de tcutes les X, sst E,

Définition: Chaine de Markov homogsne & temps continu sur E
Un processus stochastique Cfl,?y, P, (xt)t>o) & tosmps continu sur G sst dit

une chains de Markov homogsne si:

1) P{foXy |Xgseee Xy b= P{foXy |Xg  } 5 0<t <uii<tet 12 (5,8) > (Re]B)

2) soit 84 =-{_s> 0 : 1 ost une valour possibls ds Xs}-, ied

P{xtm = j‘Xs = i}'-: P{th' :j\xs.-.: i}a » pour tout s, s'eS;et pour tout i,J¢%

On dit qus la chalne a pour fonction de transition le semi-groups Py ,ot {ft, t>-0}

pour loi d'sntrée si: P.(i,3)= P%Xt*s=j\xs= ir, s<S;, st £(1)= P{X,= it , 1,3

Ttent donné un semi-groupe sous-markovien régulier P, st une loi d'entrés f,,

telle qus %;fk(j)'= 1 pour tout t>0, on peut toujours construire uns chaine
ds Markov homogsne sur I : (Il,i;: P, (xt)t>0) ayant P_ pour fonction de tran-
sition et f_ pour loi d'entrés.

Kous allons montrer dans cette sscticn, 4 1'aide de Chung[1 -4 3J[-9] qu'il

existe une modification assez régulisrs pour permattrs, per exempls, la propriété

de Markov forte. Cotts modification psrmattra d'énoncsr aussi d'autrss résultats

intérassents.

On suppossra dans touts la suite les tribus sur ) conplitas.
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Définition: Processus séparabls

™

Un processus (Xt) sur T ast dit séparablsz s'il axists un snsembls dénombrabls
SER, 3t un enssmbls négligeabls N, tals qus pour tout fermé AST ot tout

intsrvalls ouvert GCR : {XteA, te G(\S} -{XteA, teGﬂR*}Q N

Remargue

Si (Xt) est une chaine de Markov homogsne ds semi-groups régulier P, ot de
loi d'sntrée f,, alors grécs au th.IT-4.1 de Chung[1], S est un ensembls sépa-

rant univarsel, au sens de Meysr[l,D.IV-ls}, tel que pour tout w:N et tout

intervalle ouvert G : X. . . (w) = X...(w) s alors par Meysr |L,T.IV-18] la chains
R,NG SNG

est séparable au sens de D-13, Inversemsnt gréce aux th,17 st 18 de Meyar[l],
si (Xt) est séparable au sens de D-13, elle est séparabls,

Cotte équivalence s'appuie sur ls lemme suivant:

Lamme %1

(«Q‘,f}—", P, (Xt)’ P, ft) est continue en probabilité.

Démonstration

Pour s <t on a P{st Xt} = %fs(j)Pt_s(j:j)

alors par lss résultats ds la saection 1 on a:

Un Px =X} 2 Tf.(3) =1
st j

d'ol le limite exists et égala 1

Pour s>t on a Pixsz th; = th(j)Ps_t(J;j)
J
alors par la convargence uniforms: %in{ P{Xs= Xtﬁ = th(j) =1

Lomme 2.2
11 existe une modification séparable de (Xt)

Démonstration

paer la remarque c'est le th.12 de Maysr[1]
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Définition: Processus bien-séparable

Un processus ast dit bien-séparable si on psut prendrs pour S n'importe
lequel des ensembles dénombrables densss,
(Dorénavant (Xt) désignara toujours una chaine de Markov homogsns sur %, ds

semi-groups régulier P, et de loi d'entrés f‘t)

t

Lamms 1.3
(Xt) poss3de une modification séparable et §x7§i ~mesurable

Démonstration

On psut consultsr Doob [l ,]I— 2,6;] s on ss sert dos lemmas 2.1 et 2.2
Lemme %.4

8i (Xt) est séparable, alors pour tout ie%, te Si et s>0 on a:

P[X,=1, t<u<tes | X, =1] = o7 %°

Démonstration

Il existe S dénombrabls dense et N de mosure nulls, tals qus:
{xuzi, ue S(\(t,t+s)}— -x,=1, t<u<tsshen
(ce qui montre en particuliar que P{Xu-.-.i, t<u<tes \thi} est définie)

soit {sn{ml = SN (t,t+s), en ordonnant isn, ISnSmﬁf on obtiant %sn,m, 1$n$m}

uns suits finie croissante, soisnt d =5 -t, d =s -5 2<¢nsgm
l,m 1l,m n,m n,m n-l,m
. —z S B s _ 21 _
alors: P[Xu-l, t<u<t+s\Xt_1J _%TMP(}{SH =1, lsnSm\Xt-l =
t]
m m o
= limT{Y| i,i) = 1lim7{1l-q.d +40(3 )| = 1lim exp(- d )
mm!l"“llpdn,m( ! mq*r‘!‘:‘lb qi n,m n,m] m->x p( qin= n,m
= o"%U% , &3 q; <@

si q =00, alors pour tout M>0 pd(i,i) €1 - ¥d pour d assaz patit
i

=12 1ime™ =0

d'ou P[X =i, ¢ t X
u [u i, t<u<tes| " Hm

Nous supposarons dés maintenant l'hypothsse suivante:
HYPOTHESS A

O<qi<oo » Y4 s pour tout i<%E

. = 9,
Erea N
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Lemme 2.5

Si (Xt) est séparable, alors pour tout t fixé:

Pliimx =x.1=1
LS&'t s t]

Démonstration

Pour i tel qus te S; 3t pour 0<&g<t, on a par 13 larms 3.4 :

PlX =1, t-g<s<tre|Xy=i] = P[x =1, t-e<s<t|x =1]p[x, =1, t <s <tre|X=i]

-1 -

£, (1) Pfx =1, t-g<s<tlo
-1 . -q

=1, (1) Pix =1, t-Ess<t]e

.41 1. -29
=f, (1) 7 (£)e7 —1  (£->0)

- 3 - t s -1
alors sotent 8,(w) = {t+ X () = 1}, AL ={w: (snhem)es )

on a: P{Lnj_/\:.i \ X, = 1} = 1im P[x_= 1, ten"l< s <t4n”l \xtzi} =1

T

done " & fortiors": P{lmX =3|X,=1]=1
Plunx, = %] = zi:p (m X =1 |X.= 1lpfx, =1 = };ft(i) =1,
Théoréms 2.6

Soit (Xt) un procassus séparable avsc S, satisfaisant pour chaqus t fixé:

Plip s xl=e

Alors il existe une modification séparabls avec S, gx?-masurable, ot

donk toutes les trajectoirss sont sami-continues inférisurement & droite. (¥)

Démonstration

Clest essontislloment la mSme qus cells du th.7-1 de Chung [1‘I[]

(%) f: R —3E est dite semi-continue inférisuremsnt & droite si {f(s): s>tha

at(x glus une valsur limite appartenant & E lorsqus slt, et si elle existe
£(t

est dans E et est cotte valeur limite;et si £(t) est dans I, cetta valsur
limite exists et est f(t).
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Nous supposerons & partir de meintenant que (Xt) ast séparable, Rorel-mssurable
ot semi-continue inférieurement & droite.

Définition: Famille admissible

Une famille {’/},f;’ t>0} de tribus est dite admissible par rapport & la

chaine de Markov (Xt)’ si:

1) Gjr(é;lr, pour s<+t
8 t

2) 'C(Xs, O<sst)§6](;§.?, pour tout t>0

3) P[th 3\?:] :pt‘.s(xs,j) , pour tout je¥% et O<s<t

4) 1la famille est continue & droite.
Nous ne considérons que dss familles admissibles.,
Soient T un temps d'arrdt par rapport & (X,o , f ), L sa fonction de distribution

on pose T,k = inf‘{t>T: Xt-.—.j} ; par la séparabilité de (Xt)’ Tj est un temps dlarrét

J
Pour tout BZGE la tribu de Borel ds R,, on sait qu'il sxiste uns fonction

C(e,B

)+ R, —> R, mssurable, tells qus pour tout 31533:
é

2

S Cj(s,Bz)L{ds}-—*S z['rjczaz\'r]dpzp[resl, TjéBZ]
By TeB)

Lorsque Bz = [0,u]l, on nots Cj(s,Bz) par Cj(s,u)

Pour }32 = [O,u—l, u rationnel, on choisit CJ(-,u) de telle fagon qus Cj(-,u)é Cj(o,v), usv

Pour s fixé, on sait qu'il axists une mssurse Cj(s,-) tells qus Cj(s,&o,u:\)'xcj(s,u), u rat

Par la construction de cetts mesure ( on peut consultsr par exempls Neveu L2 "[-é-_‘)

il est facile de voir que Cj(-,BZ) est mesurable pour tout BZER et satisfait

S Cj(s,Bz)L(ds) = S’ E [Tjeezlﬂdp
Bl TeBl
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“\

Nous allons maintenant & 1l'aide d'un lemme, qu'on psut trouver dans Chung [1,'[1-8.11

démontrer un théorsme sur les trajsctoires d'une chaine séparabls, La démonstra-

tion que nous donnons, simplifie un peu cells ds Chung \:_I,IT-G.I}

lemme $.7

Si (xt) est séparable, alors les tribus complstes c}-:= ’C(Xs, O<sx<t)
sont continues & droits.

Théoréme 8.8
Si (Xt) est séparable, alors P-prasque toutss las trajsctoirss ont la pro-
priété suivants: pour tout t> 0, lorsque sit, {Xs(w): s >t} a au plus uns
valsur limits dans E

Démonstration

J
Soient M> 0 st jz7; on pose _/\.M :{szj} , X sa fonction indicatrics.

corms : E[Xlxs, 0<sst] = P[XM::;] \Xt] = pM—t(xt’j) , 0<t<M

alors (p . (X ,3))

t i t 3 i) = X = O<t<H
et e octey ©8F une martingals e [pM_t(xt,J)]_ P[M j], }

d'ou il sexiste, par Meyar[l,VI-Tll], une modification continus a droita (Yt,M)0<t<M

soient donc S un ensemble dénombrable dense 3t “Q‘o tol que P("D"o) =1,
satisfaisant: 1) Ys,M(w) = pM-s(Xs(w)’j) ; se¢S, M rationnsl, we.nb

2) (Xt) est séparable avsc S
soisnt ‘-‘-’o‘E’D-‘o 3t £> 0 tals que {Xs(%): s esﬂ(t,w)} a deux valsurs limitss

i, iteT, lorsque sit; alors il sxists dsux suites dans S tendant vars t, soit

{5} ot {s!], telles que: }li’&xsn(‘”o) =i, Illirgoxsﬁ(%) =it

d'ol pour tout ¥ rationnsl > t, on a:
lim Y - X 4) = i3
Lim sn,u(“’o) Illi_t)r:‘}opm_sn( sn,a) Py_y (153)

i Y — - st .
lim s;l,m(“’o) },i’;‘,pmv‘s;l(xs;l’j) Py (1'23)

d i,j) = it

onc p. (1,§)=p, (1%.3)

et alors en faisant tendre M vers t on a i3 = Xi'j s, donec i =1t
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Ramargqus
Soient s'(m):{t: s (w)('\(t-i,t)#}z{ , pour tout £3>0 ¥

S (w) {t: s (w)(\(t t+e)# £ , pour tout £> 0}
S_iws ={t: S.(w)f\(t-E,t+£)?5% » pour tout6>0}
1 1

On a pour tout t fixé st i&=:

. L . L . - LN . )
fw: tes (@F =fwr te TP f{w: e s_l(m)} ={o: test)
en offet coci résults du lemms 2.5

Lemms 2.9

Soient j,keT ot t>0, alers P-peps sur {T,st} on a:

P{x =k|1, T, l—pt g (3.¥)
J

Démonstration

Par la rsmarque {Tj:t%é—{){t: j}—

alors pour s<t et s'<t on a:

P{T<s, T,&$s', T.=t, x =k S P|T€s, T .€<s'", T =% =S (3,k)dP
[ ’ 3 4 J ] jk [ J J ] pt-T. Jo
‘/\1
oﬁ_/\_l = {T <s, Tjss', Tj:t}
d'autra part soit: T = min{mZ'n: m2 B> T at X _n=j}
3¢ m J

n
on a: Tj’nJ,Tj P-peps; soit donc /\_2={Ts s, Tjs s', Tj< t}, _/\2 ={Tss,T

alors:

PlT<s, T ss°', Tj<t, X, = k]= lim P[T<s, Tjss', T <t, X =k]
h/

n->oe Jsn
Bl -
= lim 2, P[T¢<s, T.<s', T. =m0, X =k
n->°°m2'ﬁ<t[ i~ Tim » Xg=¥
- T<s, T ', T, =m2™® -n(j,k
= Jn TPEss, Tysst, 1y =n2 o pmn(3.K)
— lim Sp (3,k)dP =§ p, o (3,%)aP
a2 o “Tyn A,
./\2 T~ T2
donc : S P[Xt=k\T, Tj]dp-.- S pt_T.(j,k)dP .
T<s,T <s* T¢s,T €s! J

J 3
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Lemms $.10
Soit rsi(s,t) = g p. (j,3) (s,du) , je3T, s<t
J ‘s, 4] t-u j
[
alors Q P[Xt= jl tlap = S r.(s,t)L(ds) , pour tout EIS (C,t]
LTeBl Bl J

r (s,*) sst continus & droits sur {s,00) st rj(-,-) ast /B;B-m«asurable
J
sur {d9s couplss (s,t): sst}

Démonstration

Par le lemms> £.9, on a pour tout Elé(o,t] :

S P[Xt:j\T]dP=S E[P[Xt:j]T,'Ij]\Tlszg E[pt_T_(j,j)\T]dP
TeB J

1 TeBl TeBl

= SB Cj(S.pt_.(j.J))A(dS) =S;

f Pioy(Js3)C;(s,du)L{ds)
1 1 [O,t] J

M. ¢
=9 Y Py.y(3500 (6,00l lds)  car 7>
}31 s,t]

le rests du lemms est trivial.
Lomme #.11

On a pour tout ke B

1) rk(s,t+t') = er(s,t)pt, (j,k) , pour L-prasque tout s et pour tout t>s, t'>0
J

2) ;rj(s,t) =1 , pour L-prasqus tout s ot pour tout t>s

3) rk(s,-) est continus sur [s,on) pour L-prasqua tout s

Démonstration

Pour s<t st t'>0 , on a:

Plres, x =¥ = ZJ P[r<s, X, =jjp,,(J,k)

alors P-p.p.: P[xt+t' =k T]: Zj P[th i\ T]pt'(j,k)
ot par le lerme 2.10, on a

rk(s,t+t') = er(s,t)pt'(j,k) , pour t,t'> 0 st L-p.t. s<t
J
alors par le théor3ms ds Fubini, on a égalité pour L-pst. s ot LxL-pet. (t,t'): t3s
t'>0
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alors par la continuité & droits a2t le lemms ds Fatou

(1) rk(s,t-&»t')? er(s,t)pt'(j,k) » pour Lepete s , t2s5 , t'>0

J
et alors
(2) Z‘ rj(s,t-t')é er(s,t) s pour L-petse 5 , t2s , £'>0 (%)
J J

mais par le lemme 2.10 et le théorsms ds Fubini, on a:

(3) Zr (s,t) =1 » pour L-p.ts 8 ot L-pets t2 5
j j
et alors par la continuité & droits ot le lemms de Fatou:
(4) er(s,t)é 1 5 pour L-p.t. s ; t2>s
J

soit sec N, oi N ast l'snsemble do L-mesurs nulls ds (1) st (4)
si (3) est vérifiés pour un certain t, par (2) at (4) ells est vérifiéds
pour touts valsur plus grands qus t, on a donc 2) du lemms
alors on a 1'&galité pour (2), donc pour (1), et on a 1) du lemms
3) du lasmms découle du lemms 1.2 sur les lois d'sntrés,
Lemmo %.12
i <4
Soit: rt(j) =S0 3 (s,s+t)L(ds) , jeZ st £t>0 ; alors
1) rt(j)? 0 , jeS et t>0
2) %“th(j) =1, t>0

3) Zrt(j)pt'(j,k) = rt*t'(k) , keT et >0, t'2 0
J

4) r_(j) est continus sur R, , je3

Démonstration

1), 2), 3) découlsnt du lemms £.11

4) découle du lemme 1.2 sur lss lois d'sntrés

(*} 11 faut suppossr Pt markovisn, mais on paut toujours le fairs en ajoutant un état,
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Lemms 3.13

Soit T un temps d'arrét fini, alors on &a:

1) PX=3]=r old) s JeE (r,(3) = 11;%13 r.(3) )

2) P[XT“ =3, 0gveN) =r, (Jo)v'l:\'pt " tv(j»’jwl) , pour O£t €eus Sty
at jo,...,jNe':‘.

Démonstratiou

Par le théoréms 2.8, {XTt-j}é{T:Tj} , elors on a:

[2.9]
=j|= = = 1i (s,(m -1
Pl =3] =P Tj} immzo' ' "1,(m+1)n"1)c'](s (m+1)n™t)L(ds)

= lim S‘l:.(s,[ns‘»l]n'l JL{ds)
nWO J
X

= g‘az,(s,s)L(ds) = S‘ r (s,s)L(ds) =r (j) , donc 1)
0 J ©

Soit B = U{mn?lc'rqmu)n
o0

X - =3 ., OsysN
(m+1)n 1‘”"\: o }

Si@w e lim sup B,» 8lors il existe une suiils de nombras rationnsls {skz‘— tslle
n

que skJ,T et X =3, , 0¢VEN ; alors par la théorsme 4.8 on a pour

5k*tv

P-pete W€ lim sup B_ = 1lim X (W)= j C<ysN
2 Bt T, t4T4t, © V!

done lim sup P c:::{xTth =3y osvs'N}

d'autre part par le lsmme 2.10, on a sn posant Q= :ﬁlp (Jv,j ) :
t‘lqu vl

- -1 -1 — - -
P(Bn) = mZ,OP[mn £T<(m+l)n™4, X(m+1 m-let "JCAP[X(I'ubl)n'lé»t -jv,leszlx( +1)n"1+t0"j(}]

2 Ty (s, (m+1)n'1+t L(ds)g = g 3 (s, [ns+1]n-1+to)L(ds)Q
[mn"l (m+l)n-1) “O

alors par le lemms 2.11, on a:

n->o0

(o7]
lim P(B ) -S Ty (s,s+to)L(ds Q= ry (jo)Q
) 0 0

.

done P[XT*tygjv, C<yeN] 2 )
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sn sommant sur tous les ;jl,...,jN , Cn a:

Px =-351sr ()
T4t o] t, "0

pour t,=0 on a 1'égalité par 1), d'od 1'égalité pour 2)
pour t,>0, 13 %‘,P[xﬂto: ig) ZJ: rto(jo) =1 , ¢ qui impligue 2) .
0 0

0
On note ?T la tribu des ensemblss _/\_e?tels qus _/\_f\{Ts*l;}«El'?jt

s
t

o ]
la complétion de la tribu ? “37 = > (X $>0
65; P (l T

£>0

tout ¢ X -7 b
1) pour tout t30 , Tat ost ¥T+t me surable

2) pour tout t>0, XT-H: est une varietle aléatoire sur{un sous-snsemble de)E

Démonstration

B &T 1» donc par le continuité & droite de la famille de tribus
n Tetgen”

lim sup B < e mais la démonstration du lemme précédent montre sn
n “‘to

particulier qus {XT*t - jO?X = 1im sup Bn , on a donc 1)
') n

la darnieérs séris d'indgalités du lemme précédent nous donne pour t>0
Zj: Py, <3] =1

ce qui impliqus 2)
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Voici commoant se généralisent les résultats précédents
Soit T un temps d'arr3t quslconque, V}‘; ost maintenant définis comms étant la
complétion ds la tribu des ensemblss _/LG.A? tels qua J\.(\{l‘&t}e?; , ol
A:{T«”}'. Pour Aéﬂ tel qus P[/\]> 0, on considérs 1l'sspace (A, AT LP(AL))

Pronant maintenant L(s) = P[T<s\/\']; il existe pour tout je32, une fonction
H: R*xfB~> R, notée Cj(.’.“/\') tells que:

1) CJ(NB\A) est J3 -mesurabls, pour tout B«:':‘B

2) Cj(s,.‘_/\_) est uns mesure positive surB, pour tout seR,

3) S cj(s,BzV\_)L(ds)zg E{Tjesz\/\_, T]P(dcu\_/\_)
Bl Ts:Bl
mais L(s)= P\ ]-IPE/\_, T<s] et P(. ‘A = P\ ]"113( ), donc 3n posant
L(A,s)= P[A, T<s] , on a: g Cj(s,B \ AILIAL,8s) = S 3[Tjt52\fL, ﬂdp
Bl TtBl

On obtiant alors rj(-,.\_/\_) st rt(./\.,j) satisfaisant aux résultats précédents;
mais maintsnant rj(o,t \j\_) est uns modification ds P[thj\_/\_, T] sur {T ét} R
au larms 2.13 il faut considérsr P{_::“L, xTa-t,,"‘ 3, 0OSV S N]
Théorsms .14

Soit T un temps d'arrit

Alors (A,A?‘, P(-‘A), (XT+t)t>0 , T+t)t>0) ast uns chaine de Markov

]
homogéne sur 3 , un sous-snsemble de T, de fonction de tramsition Pt et de

loi d'entrée rt(&,- )

/
De plus pour tout t>0 , si Me?l;t et M'é?:w , Ona:
Pl | xp, ] = Pl | xg, P | Xy, ] 5 Pepeps sur A

Démonstration

Appliquant la généralisation du lamms 2.13 au tomps d'arr3t T+t , on & sur A

P’ xp, ) =Py, P X, ), pour W' = {XT‘t‘.tv:jU. oswanl
mais ces M' sngendrant df’i‘-‘»t . Sn divisant par P{¥ | XT+t-J on a la pramisre partia,
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Théorems X +15

Pour tout 0<t0<...<t st j ,...,j % , on & P-pep. sur /\

P, = 40 0ven AL 1] = (T Tyt \A)"Tp (3,+3,.,)

Y=o wlw Y /R

Démonstration

On appliqus la généralisation ds 2) du 1lsmms £.13 aux snssmblss ,./\..z’\i'l‘-és}

sn remarquant gque:

oc
r, (AN{r<st,ig) = S r, (uust | AN < sPLANT € s}, au)
%o 0 Jo

=§ 5 @1ty | Aap
Ju\‘wslr Yo

Remarqus

On résums les darnisrs résultats sn disant qus la chaine (X.) satisfait
le propriété de Markov forts; on varra & la ssction 4 una autrs propriété,

dite propriété ds Markov Forts.
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Nous supposerons dans toute la suite la loi d'sntrés ft , donnés par uns mesura

initiale ‘- sur E o (par exemple (Xt)t , 5>0 , ou (Xt) ost donnée par la

situation précédsnte). On a dans ce cas une chaine (Xt )tzo , qu'on psut supposar,
et qu'on suppossra dans touts la suita,}?xq; ~masurable st sami-continue infé-
risuremsnt 4 droite sur R, « P est alors notée P!,

Pour simplifisr un psu, on supposa t.g strictament positive.

Théorsms 2.16

T =20 , de temps d'arrit

I1 exista une suite strictament croissants (Tn)n?0 » T

finis, talle qus PYeprasque partout

1) X, (W)= XTn(w)(“’) s te[Tn(m),Tnd(w))

| ad - .e = -
2) Pt[1_, -1 >t xTO,. .XTJ exp( %, t)
n

Démonstration

Soit T, = inf {t: X _# xo} , T, 25t un temps d'arr3t
Y O S —il = .-q.t
ot P’“[T1>t\xo~ 1]_ Px =1, 0<s<t | 0-1] 0~93

elors PP[T1= o, XO: i] = %ig PP[Tlst ‘ XO:iJP{;XO:' i] =0

done  P{T = o] =0 , et X =X pour te{0,T )

do mime P17, =00) =Zi: tz‘;ﬂ‘ﬁﬁt | x,= i]#{x,=1] = o

dtautrs part on psut montrsr qus P”[Xle 3 l oni] = (1«--5i )qiqul . Chung{l,II-lS.Sj

alors PV[XT € E] =1
1

donc prasque partout: T1<Oo st XT ek
1

le raste du théordms suit par induction.
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Théorame £.17

Soit T=1lim T

n-=»x

X, =X, si telo,1) , O autrement

‘bt(i’j): P"{thz js, ot i1 y & un nombrs fini ds sauts sur (s,t+s) \ x8=-. i]

alors 1) 'ft o8t uns chains ds Markov de fonction de transition § %

2) §t est la solution minimals de P; = QP,

34,00 = 2 p(03) o od p0(5,3) = & ms®
p:na-l)»(i’j) =y, gte'qi(t-s )q

;m(k,j )as
k#i o

ik?

Théorsms $.18

Soit X, = xTn
Alors (xn) est une chains de Merkov discrsts de matrice de transition 4

donnde par:  A(i,j) = (1- %)qijq'i'l
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§3. Frontieres de Martin

Rappelons-nous que:
1) xt sst bien-séparable, semi-continus inférisuromsnt & droits st

Borel-mssurable,
2 < < =
)0<quco0, B9y =9
#

(-3 ),
3) A(i,)) = ___lﬂ_qll

9y

Remarquons qu'dtre transisnt pour A est équivalent & étre transient pour§t

Supposons donc E formé d'4léments transients pour A
On définit alors la frontisrs de la fagon suivants:

Soient: P,une mosure de probabilité strictemant positive sur B

i ,9)= 1 .
K( :j) mc( :j)

S une fonction strictemsnt positive sur © tslls que é‘.g(i) <+
€

on définit alors uns métrique en posant:

4,(1,8) = T \K(,1) = K, )\ S(0)p(x)

ke=

on note % la complétion de T sous la métriqus d = d1+d2 2

discr3ta par rapport a4 laquells la complétion de T est le compactifié d'Alsxandroff.

, ol d, ast unes métriqus

Définition. Frontidrs de sortis da Martin

Bg= & - £ est dit (d'aprds Hunt) la frontisrs ds sortis de Martin de A

Remarques
1) K est bien définie, an effet: O < G(j,j)rl(j)é \m(j)é G(j,j)‘!('ﬁ‘)<¢°
2) P(K("j)) = (i) =1
3) pour tout jeT , X(i,j)< \.L(i)-l

-

4) E st compact et sa topologis induit la topologis discrits sur £ cui

"
-
3

est ouvart dans
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Lemme ‘1

Pour PY-prasqus tout w , xn@o) convergd deans T vers un point de Bs

Démonstration

K(i,X%(uﬁ) 95t uns surmartingale bornés sur \0,T(w))
alors par un théorsme classiqus (Msysr [1, VI-TG])

lim K(i,X (w)) existe PY-prasqus partout
4T () L pr3squs p

donc 1lim K(i,x (w)) existe PM-presque partout
ns>o n

alors xn@o) converge dans % vers un point de B, » puisque les états

sont transientse.

Définition: Enssmbls invariant pour (xnzl

/\ € f?(xn » 13 0) est dit invariani pour (xn), 8'il existe une fonction

f: E—>> R tella qus pour tout n:

IA= f(xo,xl,...) = f(xn,xn-l,...)

On a ls théorame suivant dd & Hunt:
Théorsma
S —

Soit x = lim x s alors la P”-complétion de 1a tribu L(x,) sst égals
n

& la PY-complétion do la tribu dss snsamblas invariants pour (xn)

Uns démonstration de ce théorems se trouvs dans Hunt(?l] , mais il ssrait

trop long de le donnar ici,
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§4. Décomposition

Rappalons l'hypothéss A : O < g <o, Zq , pour tout ie®
3#1.

Une des conséqusnces de cetts hypothdss sst la proposition suivanta:

Proposition 4.1

P, est solution de: P; = QPt

Démonstration

Pour i fixé, soit (Jn) une suite croissants de sous-snsemblas finie de

J=E - {1} telle que J= ‘:’)LJn ; on peut supposer de plus que Jn contient
exactement n éléments Posons J;: J=-J

alors pour tout £€>0 , il existe N t9l que pour tout n=N :
2, U = Z'qik
ke, ked,

d'eutre part i) existe >0 tol que pour h<d :

p, (1,k) 1-p (i,i)
h - £ h'’
‘-—-h—- qik‘< N s kedy ot |- ———— - q, < &
alors pour h <&
(1,3) - p,(4,3)
\ t+h - t { lkpt(k 1)
1-p (iai) ‘
- h
‘E;i nlp (1,1)p, (k,3) - 2;& kpt(k,j)\ ¥ \qipt(i,j) - p,(1,3)
- Z p, (1,k) Z
AN et R ph(1 k) + %k
kedy ' kedyp ked

1-P (1,1)
€ 32 4 —k Z h“l (iak)
kEJ

$3E 4+ q +ET + T -zqiksss
ked
N
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d*od P:’(i,j) = QP (1,5) , o8 P[¥(1,)) désigne la dérivée d droits
mais QPt(i,j) est continue, il suffit d'appliqusr le théoréms de Lobasgus,

et puisqu'une fonction qui posssde una dérivée & droits continus est dérivabls,

] | B
alors Pt existe et Pt == QPt

Proposition 4.2

Soit T le premiar instant d'accumulation de sauts

Alors PMH T < OO}AiZq;l < goj-] =0

Démonstration
Seit § =T ,-T , ona T= Znﬂsn
oF = ¥ =l
comms I Esn\so,...,sn_lx 2| 1y,e0e,1 | =0 [sn\xnbl
¢ (m -q:t
ot s {xlapt = ) s apf= pMx <1) ) tq, 07 % s
t -‘-i n n- x = n n LO 1
n T
oo N v
= Pt‘{x =i}5e'qi at =S q - lapt
n X
0 x =1 n
n
t = -1 "
alors E [sn\ SgreresS o1 = a7, Pepep.

n

soit S;x = min(Sn,l) , alors par la théorie dss martingalss (cf Neveu [ )p.léZJ)
P‘“—p.p.: Zs;l convergs si et ssulemsnt si EEM[S;1 l SO""’Sn-II convargs
mais Z S;x convargs si et ssulament si Z S, convargs

d*autrs part:

v
S B[] | x, dpt“-;S s APt 4 S apt

= =] < =i,S >
x =1 x 1,Sn1 xnl,nl

. 1 -a0:t -g:t - - -
pd P"’{xnr }Lgotqia %% ¢ o 3 :{ :g qx1E -3 q"x;;gdPr

. n
X = i

alors E“'(Sr'1 \SO""'Sn-ll = E‘L[Sr',‘\ xn—l = q;:l[l - e-qxn] , Pl-p.p.
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mais Z q;]'[l - e-qxnl convargs si et ssulament si z q;l convergs
n n

donc {T<00§'='—’{_Zq;:'l < OO}

Corollaire

%_T <00} est dans la Pl.complétion ds &o(x,w)

~

Soit 8 la tribu de Borel de 3
~ C/ . e

soit 1] la mesurs sur (3,% ) définis par: ]:{ (c) = P'*{xwe C} , C&2

un ensembls Cég est dit ccmplétement atomique si I (¢) > 0, pour tout ceC

Hﬂothé se B

I1 existe un ensembls complétement atomiqus A< Bg tel que:
{r<oob =§:xmeA}
Remarquas
1) A est dénombrable
2) étant donn2 a €A, il exists ic7 31 qus: Pi{xw-—-a))‘) o]
Notations

Pour a <A on posa: A® ={xm=a}ﬂ§T<w}, T8=T sur A%, =ocaillsurs,

L (1,8) = P18}, 1,(3) = PH{r<t} = D' Ly(1,8) =1 - %_',q»s(i,j)

ach

lemms 4.3
Lt*s(.la) - Ls(.’a) = ésLt('la)

Démonstration

Lipg(i,a) - Lg(d,a) ='Pi{s <Tast+s} = Pi{s <Tst+s;gy}

= ZPi{Xsﬂ: s<T St*S;Af} = 53'. PH{s< T tas; A \ng}?i{’fs:j}
J
.—_zj:tbs(i:j)}"“{s <T$t+S;Aa‘ Xs:j; T >s} = %@s(i,j)ﬁ{‘l‘ $t;Aa \ XO=3.IF

= Zj“’s(isj)l't(jta)
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Théoreme 4.4
Les 1.(-,8)= LL(o,a) , ac A, sont dos lois de sortis pour é , tolles
que 10(-,a) =0

Démonstration

Par lss lsmmss 1.3 et 4,3 les lt(-,a) sont des lois ds sortise, la pro-

priété b) des lois de sortis est ici évidents puisqus: gwlt(i,a)dt= Lm(i,a)él
0

d'autre part corme Ly (i)=1 - 2‘\’t(i,j)
J
ona 1.(i)= }l_}qikLt(k)
alors lo(i) = 0 , done lo(i,a) = 0 puisque lt(i,a)$ 1t(i)
Théordme 4.5
— 0
Toute loi de sortie pour §t satisfaisant s\{pSgt(i)dt £1, stécrit d'une
0

et d'une seuls fegon sous la formse:

g = §t50 + z calt(.,a) R o
ach

N
Q
[
N
ot

Démonstration

On peut suppossar 8o = 0 , puisqua gy - &tgo 9st une loi de sortie ayant
cetts propriété,
8 -q;(s-v) -q;s
Corms @' = on a: & (i,3)= Saql ’ k,j)dv + J o %
&, = g . ¢ (1,5) =3, 1,4, (63) 1
kA4 Yo
alors comme gt est une loi de sortis pour ‘Et » On &a:

1 A8 - - -
= q; (s-v) Q38 (s
Bouttt) %igo" A58, (K)AV + 0 Fivg (1)

s - -
woi g ()= 3 Famasle
8 k#i Y%

» o
alors: G(i) '—"-S gs(i)ds = Z q;lqikg g;v(k)dv = AG(1)
0 k#i o

qiksv(k)dv
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comms G(x,) est uns martingale bornés, par un théorsms de convirgencs de la

théoris des martingalas (c.f. Meysar{1,V-T17), il existe une fonction ¥,

évidemment invariante, tells que:
Bl(y) = 6(1)

meis Y:anlj\"a * \{,-0 , OU la somms est sur las ensemblas PV-atomiquss

invariants st L€O est uns fonction invariants qui s'annule sur les ensembles

Pt-atomiques invariants.
On a alors G(i) = J,c®Pi{/\%] + zi(%)

par 1'hypothéss B , & tout point de A corrsspond un . /\?

d'autre part si /\® ne correspond pas & un point ds A , alors
PAS] - de (1,1)PIA%) =PI A%, Tet]=0
da mSm> Ei("PO) e Z.]@b(i,j)ij(‘?o) =0

elors si on poss G,(i) =6(i) — %?t(i,j)G(j) ., ona:

Gt(i) = g{‘ caLt(i,a) = S’;g}‘ cals(l,a)ds

30
mais G(1i) — & (1,3)6(3) = QE (i)ds - R Z“{ (1,3)g_(3)ds
J 0oc ?‘” "
- Sogs(i)ds - tng(i)ds - Sogs(l)ds
d'od gs(i)= aze‘; cals(i,a) ds=pepe

mais 1 (i,a) =1_(i) qui sst continus
Z;ae s s

alors E . cals(i,a) convargs uniformémant sur tout intarvalls compact ds R,
aech

donc 2st continus ; st alors pour tout s>C :

B ()= 2, 0% (1)

1'unicité ds la raprésantation résult: du lsmm: suivant
Lamms

Pour tout t>C , on a P¥-p.p. : 1lim Lt(xn,a) = 1
naa0

A&
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Théoréme 4.6

Pour tout aeA , jeB et t>0 , il existe un nombrs St(a,j) tel que

a - = o
in;?hm , XT%t—j | x,1= §’t(a,j)1/_\a , Pr-p.p.

Démonstration

X st (‘\T' -masurabla, alors par la propriété de Markov forte:
Ta"t n Tn

m PR A%, X =3 x| =1im PHA%, X =3 \9" -J , at catte darnisrs
na>os ['A Téat n.] n->o [A ! T2+t Tn

exite par un théorsme de convergence des martingales (cf. Meysr([l,IV-T18)
et la limits définit uns fonction L’t"invariante pour (xn)

~ ’ b s '-l a —
par le meme théorems sur les martingales, on a Illitz\oP [A \xn] = Iﬁa

a —- < pHI A®
ot comm  PH[A%, X0 =3 |x,] < PR{A% | x,)
alors lim PH[A%, X =j\x | =0, PY~p.p. sur le complimentaire de A®
Ln PH{A%, X =3\x] =0, Prpep mp A
et évidemmont !{ est constante sur tout ensemble atomiqus invariant,

on nots cetts constants sur Aa par ‘%’t(a,j)

Corollairas

Pour tout azA, Et(a,-) est uns loi de sortie pour P

et pour tout j¢3, on a: P**[xTa*t=j\Aa] = i(a.J) , t>0

On nots ?‘; = \I{?T , 8% T la tribu complétés des snsembles invariants
n

On a alors la propriété suivante, dite la propriété de Markov Forts

Théorsmas 4.7

Soit Me?} ot U'c ?; , on & alors:
uau | A%] = ph[u APt | A%

Démonstration

Soit M&? R commeq( Q? si n<m , on & F:.; pour tout man
Tn Tn Tm Tm
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d'autre part {X = l-?"
utre p T8y =€ T
m
alors par la propriété de Markov forts, on a pour m>n
g = p# SPC
PRI, A% Xoa, =3 |x = P | x 1PIA%, Xpa =3} m]

mais par le propriété de Markov ot la convergsnce des martingalss de T-18 de Meysr{l]:

Lim PR | x| = Lim PR | Gy, K2 n)] = Pr|T ]

m->

alors par le théorsme précédsnt on a:

P A%, Xre = 31"' iﬂ%g PR, A% ST | xplapt

SL
=§ um P A = Vet
AH

d'ou P"L[M, XTa+t=j\ Aa] = Et(a,;j)PH[mlAa] , t>0

et alors plus généralsment pour 0<t < eee<t ona:
- — a - H v a
PPy, xTaH:y: Jy» 1svs njA®]= PH[xTaw =3, .28vali, A ’x'raftfjlgtl(a'jl)? [ ‘A]
—i (2,3 )XT_—P (j 13 )PP.[M\,AQ:}
Lva b, 17
= a a7
= P?“[xTawv._-_ o 1even| AR A%

donec pour Me% et M'e C;;" on a:

Phnut) 4 %] = P 4T A

et alors aussi pour Mé?‘; et M'é?;
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Nous sommss maintsnant en masure de démontrsr 1s théordme de décomposition

suivant:
Théorsma 4.8

Soit Pt uns solution de P; = QPt s alors:
+ Z (1,(-,&)* ){.(a:'))(t)
aelA
Démonstration
p(1,4)= PR = 5| X = 1] = PH{X =3, t<T X =1] + Za: PAx, =3, et |x = i)

= +t(inj) + Za“PP'[Xt:JD Tast lxoz i]

‘Ci)(i .‘])4’2?“[}( -il Sr (sth _i)La(X =3i,ds)

1t

mais par 1a théorsms %.15, on a:

P (_XTa+t =j, TBg u]— P”[X -i] Sr (s, s+t\x -i)L(X =1i,ds)

- Qurj(s,sq-t \ xo=i)dLs(i,a)
Yo

d'autrs part par la propriité de Markov Forts

u 3
P{Xpa,, =3, T*su) = P12 u]PM[Xpa,, =31 A a] = S \it(a,J)dLs(i.a)
0

done rj(s,s+t | X,= i) = §t(a,j) , pour t>0 et s,tN; de dLs(i,a)-masura nulls

mais par le théordms de Fubini, 1'égalité est vérifids pour sf N st t£N_ ,

oi N est de dLs(i,a)-mesurs nulls et N_ est de mesure de Lebssgue nulls.

alors rj(s,t‘xo.—.i) = gt_s(a,j) » SEN ot t-s €Ny
mais cos fonctions sont continues en t sur (s,o>) pour s ‘N' ds dL (i a )-mesurs nulls

alors r(s tlx-i)“Ets a,j) , pour dL (i a)-pete s 8t t>s

ce qui nous donna: p (1,3) = # (1,3) + ZS § (a,j)l (i,a)ds
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UN THEOREME DE LINNIK

(par J.P. Igot)

Yu V, LINNIK a démontré, entre 1956 et 1960, plusieurs théorémes
concernant la décomposition des fonctions caractéristiques indéfiniment

divisibles, Cependant les démonstrations sont souvent longues et délicates (1).

Récemment I, V, OSTROVSKIY a repris la question et montré que
ces théorémes étaient vrais pour une classe plus vaste de fonctions : celle

des fonctions entiéres & cré&te , ce qui a permis d'obtenir des démonstrations

plus simples,

Le théoréme proposé ici traite de la factorisation de la composition

d'une loi de Laplace-Gauss et d'une loi de Poisson (2),

1 . RAPPELS ET DEFINITIONS ,

Soit X une variable aléatoire (v.a.) et Lf sa fonction caractéristique

(f.c.); P estla transformée de Fourier de la loi de probabilité de X.

1.1, - Une f, c, est dite indéfiniment divisible (f, c, i, d,) si, pour tout
nombre réel positif d, Q{?d(t) est une f, ¢, , La loi associée est dite indéfini-

ment divisible (1,1, d. ).
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On a une représentation canonique de telles f. c,, due 3 Lévyet
Khintchine :

s 0-2 tz itu itu 1-}—u2
(1) Log Lp(t)-»ﬂs’t - — {e -1-——2)—-2—drx(u)
2 R l+u u

( ¥ ,0 réels, }J\mesure positive bornée sur R, ne chargeant pas

l'origine )

1,2, - Sil désigne la classe des 1,i.d, , on désigne par Io celle des

l.i,d. qui n'ont que des composantes elles-m&mes indéfiniment divisibles,

Si YPestla f.c, d'une telle loi, et si l'on a ‘P (t) = (Pl (t) ‘-PZ (t) ou
(Pl . LPZ sont des f, c,, alors (Pl et (PZ sont des f, c,i. d, .

On a le

1.3. - Théoréme de Cramer (3),

Les lois normales sont dans Io
et
1.4, - Théoréme de Raikov (3),

Les lois de Poisson sont dans Io

Linnik a établi le théoréme suivant, qui contient les deux précédents :

1.5, - Théoréme de Linnik (1),

La composition d'une loi normale et d'une loi de Poisson est dans Io.

C'est un théoréme un peu plus général, démontré par Ostrovskiy (2), qui

fait 1'objet du présent exposé,
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2 , INTRODUCTION DES FONCTIONS DE LA VARIABLE COMPLEXE ,

2,1.-Unefic, &Pdont la série de Taylor au voisinage de l'origine
admet un rayon de convergence R strictement positif, peut se prolonger
analytiquement dans une bande(B =R +1 F‘( r'voisinage réel de l'origine),
du plan complexe, son expression dans B s'obtenant en remplacant t réel

par t complexe dans l'intégrale de transformation de Fourier,

2.2, - Ysatisfait dans® 2 1a propriété de créte :

. . x+ i
[ Px+iy)| £ Ply) ive®
vy€ R

2.3,~ 5i, de plus g= €, la f, c, est entiére et l'on pourra utiliser les
propriétés des fonctions entidres 3 créte pour démontrer des théorémes sur

les £, c,

2.4. - Comme enfin les f, c, entidres se factorisent en f, c, également
entidres (théor2dme de Raikov) Ostrovskiy établit le théordme suivant, qui

contient le théorédme de Linnik.
2.5.~ Théoréme :

Soient LPI _e_:_t_\PZ deux fonctions entiéres, A créte, telles que

‘P, ©) =P, (0 = 1 et vérifiant ;

Nelt e D+ipe-d ¢

(P (0 P, =Po) = e %, ¥ positifs
B réel
alors A (eit-l) Fip_t- X t2
Som(t) 2o M m m

'J\m, Kmpositifs
P réel
m
m=1],2
Pour la démonstration de ce théoréme, nous utiliserons deux lemmes sur

les fonctions entiéres, qui ont leur intérét propre,
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2,6, ~ Lemme

Soit f une fonction holomorphe de z pour « ¢ ArgZ <3 Lelle que

R
I)H(z)iéKelz‘Four g Arg z< §
1% 1 < ¢ T__
2) I (x ']k ok {e =

3) ’f (x ei i}) ISK Kesk une constante positive

alors f(z) est bornée pour toutz: X £ Argz< p

Démonstration :

a) Soit D le domaine défini par oA & Argz 4 \5
|z| 4R

~
etw ( z, AB, D) la solution du probléme de Dirichlet dans D avec

les conditions limites
m

1l surl'arc A B

0 sur oD - AAB

N I
W(z,AB, D) est la mesure harmonique, en z, de AB par rapport a D,

On 2 : v ) -
ec /s-oc
wW(z, AB, D) =70 @ = Arg T F

(eie(R)_g-a +z B-x

{le résultat est immédiat sur le demi-cercle correspondant & T
. . 10(
o= 0, P=TTetl'on utilise 1' application , il -
2 v Zzz PR e P
qui transforme le domaine D en un demi-cercle,
b) La fonction sous harmonique Log |f (z) | est, par hypothése, majorée
par m = Log K Sur{ oD - AB} et par M = Log K + Resur A B,
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~
c) La fonction harmonique MW + m (1 - W ) est égale 3 m sur dD -AB
et M sur A\B,donc majore Loglf (z) l sur la frontiére de D, D'aprés le prin-

cipe du maximum, elle majore Log ‘f (z) ‘ dans tout le domaine D,

d) On voit immédiate ment que, powur R tendant vers 1'infini,

9 =°<—-i??*>
o B

il résulte alors de c) que B-%
re
Log[f(z)|=0(————n) R —> z€D
R P-®

par suite f (z) est bornée pour tout z

X< Argz < B

Corollaire 2, 7. -

- - - - - - - -

Soit f (z) une fonction entiére, bornée sur 1l'axe réel et a croissance

lente, c,a,.d, lf(z)] = o{( )zl ny |z] ——9°a pour un certain n,

alors f est constante,

Démonstration :

L L L L L Y

On applique
1) la propriété 2,6, - pour X = 0 et P =

puis pour & =TretP= 21T en prenant P< 1.

n

2) le Théoréme de Liouville

2. 8. - Lemme

Soit f (z) une fonction entiére, périodique de z, de période T et

S

satisfaisant a

(2) [£(2)] = 0(e L'l

| Z |y o0

L positif
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alors le développement de Fourier de f ne comprend qu‘un nombre fini de

termes et l'on a :

2Mizk
k =W Pl Eedficedieliy
flz)= 3 ¢ e T avec W = [ﬂ_’.}_ﬁ_]
Kk =-w 2 N

Démonstration :

a) La période T est complexe, rnais on se raméne & T positif en
prenant fl(z) =f(ze ' X)avecT = |T! e 1% . fl est alors entiére périodique
de période IT | et vérifie (2).

b) Pour T >0 et x réel, on a

2Mixk 2 Wixk
+00 —_—F 1 T - ——F
f(x)=§:c e et c=-—f f({x) e dx
k k
k =0 T
A k=0’i1,i2' RN E]
i@ < T+i0
|
v j ¢) Montrons que ¢, est nul pour !kf YW
> 2Tizk
0 i ™ : R .

On intégre la fonction entiére f (z) e pour k fixé sur lc
contour D ci-contre (@ # 0) et, en tenant compte dec la périodicité de f, on
obtient

2MMixk 2T kO
1 [T R T
ck=-—--f f(x+iQ ) e e dx
T 0
et’en vertu de (2)
el erko'
]ckng eL(T t ) e T pourle ‘grand
soit alors k>w
21Tk _ >
S L+ M>o
faisons tendre Overs -0 |
o] < K L (T+ie) -Li8l - miel
)
d'ou c. =0

k
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De méme, Supposons i £ -, at pesans

2 Tx _
F—=-L-7

faisons tendre & vers +60 ,il vient

Ck =0
2Tz k
d) les fonctions f (2) et Ecl e T sont ¢ntiéres et coincident
K=w™
sur l'axe réel, donc
1w 2 W;zk
f(z)=_§w ¢ © z€ €

3 ., DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5. -

a) I1 résulte de (1) que\-P1 et (§, n'ont pas de zéros,

¥ (t)

Soit Lpl(t) = e ted, q-‘i(O)SO

Posons glz) = Wl(-i z) 2el
nous allons établir que :
g(z)=x1 (e® - 1)+U1 zz+ﬁ1z

)‘l’xl

Pl réel

positifs

b) soit u(x,y) = Re { glx + iy)} x , y réels

u (X,Y)=-%- [g (x+iy) + glx -~ iy)] puisque g est réel
pour z réel

On a (3) 0 Culx,0) - ulx,y) € 2% sinz% .
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en effet, la propriété de créte permet d'écrire :

9, i) ¥, (e+ie)  YuwT)
‘f’l (G+i® ) Y, i) YioriT)
-T
9, () X e sin® T 4 YO
1 ¢4 ¢ e 2
@I{O“flﬁt}
-T
04\{/1(1"7\"119 ‘i’l(o'+i't)é 2 Ne sin ¢ I +2$°'2
2
On pose alors : -y
Tz-x

¢) futx,ol& de®+ ¥ x* 4+ K Ix]

En effet \PZ étant une fonction entidre 3 créte, b(T)= L5"2(1"6 )('B'G(R)
est une fonction convexe de T (th, de Dugué) et b {0) = 0 ; par suite, si &

désigne la dérivée de b( T ) 3a l'origine, on a

b(T) ) -\l i®l

mais W (i T)+ Wt T)= (e T o)+ T
aod |, tit V< Ae® 4y T24lBllTl v tTl
et 1'on pose T =-x

d) Il résulte de b) et c) que

49 luGoyl € 323 + % x*+y2)+K | x|

e) Montrons alors que :

(5) fg(z)|=0 UzleR®Z4+z}3) (2] — =
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En effet, la formule de Schwartz (ow (E[<3)

2T . if
g(z+§ )=——l—f Re(g(z+elq)))-e—£ d\(+ilm[g(z)]
2 1T i'f
0 e -
donne, en dérivant par rapport a % au point § = 0,

) 2n . -1 z=x+iy)
g:(z)z?fg ulx+cos®P ,y+sin®)e dy L yER

)g‘ (z) | =0 (e Rez 17“2) |z} — ®© d'aprés (4)
1
mais g(z) = Zf gi (Zt) dt
(]
done g | ¢ o(lzleR®®412P (2] — o

f) Posons, pour x complexe, ety réel

ul{x,y) = 1 (gx+iy)+ glx~iy))
2
il résulte alors de (5) que

() ulx,y) =0 (fxl N F 4 xl?) Vxl —> o
y fixé

montrons alors que X (x) = u (x,0) - uix,lﬂ) (x € @)est constante

on a ’X (x) bornée pour x réel d'aprés (3)

|X- (x)\ =0 ( lxlS ) pour x imaginaire pur, |x| —

\'X(x)l= 0 (e%bd ) (IX{—»w) dtaprés (6)

Considérons alors, pour Re x 3 Q, la fonction

V(o = X6
{x+1) 3
Dans chacun des domaines 0 Arg xéT—T et -II- £ Arg x$ 0, V (x) satisfait
2 2

aux conditions du lemme 2, 6, -
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V (x)est donc bornée pour Re x » 0

on applique le mé&me raisonnement, pour Re x £ 0, a la fonction

W (x) ::..2(.._..(.).5.2.3_
{(x - 1)
par suite
D((x)\=0(le3) (xl-——%vc
mais

(X, (x} bornée pour x réel
)C. est donc constante d'aprés le corollaire 2,7, ~

g)-2Y(z)=gz+2Mi)+g(z-21"i)-2g(z) = C

donc la fonction g, (z) =g(z)-glz-2 mi . Lz

214
est entidre, périodique de période 211 i , et satisfait 3 :
lg) (2) [ = o (31212, |z} — o

on peut lui appliquer le lemme 2, 8, ¢

g (z) SA tA e " +A e

mais pour x réel, tendant vers -oc , ona | g (x]= 0( Ix! 3}

d'aprés (6), il en sera de mé&me pour gl,donc AZ =0 et

g(z)-g(z-ZTTi)=Bo+B1z+B e 2

2
h) la fonction Bo + iTTBl Bl z2 BZ
82(2)=g(z)-( )z - - -z
2T i 4T i 27

est alors également entidre, périodique, de période 2 IV i et satisfait 2

31z1/2
‘gz (z)[=0(e ) lzl — o0
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le lemme 2, 8, - permet donc encore d'écrire

gz(z)=C0+C1 e’

et
2 z z
glz)=D_+D,z+4D,z 4 pye +Dyze
i) &g (2) est réel pour z réel, donc Do’ Dl’ DZ’ D3, D4

sont réels

& g (0) = 0 donc D, =D,

_— 2 x x

¥) ulx,@/=D_+D, x+D,x -D e +D,xe

donc D, = 0 d'aprés c)

)] u(X,O)-u(X,y)=D2yz-2D°exsinz-1-

2
alors, pour y = 2[I on déduit de (3) que D, > 0
pour y = n
x—»00 OB déduit de (3) que Do £ 00
soit alors }\1 = .D
o
B,= D,
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SUR LES MOMENTS SPECTRAUX

D'ORDRE SUPERIEUR

(José de Sam Lazaro)

I. INTRODUCTION :

Les processus du second ordre (X } admettant une représentation spec-
trale X, felt;‘ dZ(A) , ot Z est une mesure aléatoire sur R, dénombra-
blement additive en moyenne quadratique, ont été étudiés par M. Loéve [4].
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus du second ordre
admette une représentation spectrale est que la fonction de covariance soit

harmonisable :

- ifta -t "
EX, X{ -je dMQO,AY

ol M est une mesure bornée sur CRZ La notion de covariance harmonisable

a été généralisée par A, Blanc - Lapierre et R. Fortet [1] qui ont introduit

les processus de la classe qs(p , et ont étudié le comportement spectral de
processus strictement stationnaires appartenant i cette classe. A.N. Shiryaev
[5] a ensuite défini une intégrale stochastique multiple par rapport & la mesu-~
re spectrale Z d'un processus de la classe 3(P) et Ya. G, Sinaf [6] a étudié
le comportement de la mesure définie par les moments spectraux d'ordre supé-

rieur & 2 dans le cas des processus strictement stationnaires ergodiques.
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Le présent article comprend en grande partie des résultats de
Shiryaev et de Sinai. Le résultat central des paragraphes 3 et 4 est la défi-~
nition de l'intégrale stochastique multiple dans la proposition 4. 1. La pré-
sentation et la démonstration des résultats de Shiryaev seront mis sous une
forme modifiée qui permettra d'étudier de maniére plus naturelle les résultats

du paragraphe 5.

I1 n'est pas difficile de voir que les méthodes permettant de définir
l'intégrale stochastique multiple peuvent s'étendre au cas de mesures spectra-
les non bornées dans le cas ou leurs projections sur les espaces facteurs sont
des mesures ¢ - finies. On vérifie alors qu'elles coincident avec les intégrales
multiples de Wiener définies par K. t3 [2],{3 Jdans le cas du mouvement

brownien, réel ou complexe.

. PROCESSUS DE LA CLASSE 3P

Définition 2. 1., Un processus stochastique (Xt) a valeurs dans € appar-

tc<R

(p) s(peN) si EtXt Pct o pour tout t et si, pour tout

tient 3 la classe 3

couple (k, m) d'entiers avec k+m < p, il existe une mesure bornée complexe
k+m

M

Kk, m SYF R telle que :

i -t ! 1 99
‘“1"1* e eetty A -t ..,tm)\m)

(2.1) E{X

dM, n_gx A

k+m

LR R X ‘X‘ . .‘-X— } = & e
tl tk ti t;n k+m
(oﬁ A= ()\1 oo Ak),)\' = (Ai. ses A'm)) pour tout point (tl, ceesty t'l, seey t;n) ¢R
Il en résulte en particulier, en posant k= m et t T eee St = ti Cee.=th =0
2k k k

que M, , Rz oVkeN.

’
Définition 2 . 2. On dit qu'un processus (Xt) appartient 4 la classe QH si
X, e3P VpeN.

Dans la suite, on supposera toujours p 2 2.

Si (Xt} € §(2}, sa covariance est harmonisable, suivant la terminologie
de Loeéve [L].
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Exemples :

1) Tout processus réel stationnaire d'ordre 2, de moyenne nulle appar-

tient i la classe @(2) .

2) Soit (Xt) un processus gaussien complexe, de moyenne nulle et de

covariance T (t,t') . On démontre alors la :

Proposition 2 . 1 . S'il existe une mesure M sur ERZ telle que :
: o th !t

2.2 rine =1, Mt gy 1,00

(o)

alors (Xt) € d

Démonstration : Puisque, par une propriété de familles de variables aléatoires

gaussiennes complexes, on a :

(2. 3) rs{xt...xt Ry ..o X, }=0 sik# m
1 k 1 m

il suffit de considérer le cas ot k=m,

Posons Xt = Yt +i Zt et notons tout d'abord que :

E{Y, Y |=E{Z, Z }=4 Re I'(s, t)
2. 9 e ¥ tos 2

E{Y_ 2} -E{Z_Y}= - ImT (s,1)

Les variables aléatoires (Yt""’Y »Yp seees Yy , 2 10002y Z 42,
1 % f1 K N k 1

forment une famille de variables aléatoires gaussiennes réelles. Calculons :

(20 5) Q(Al, L Ak' ul’ & o0y 'J,k) = E {exp(llxtl"'. .e +)\k th+ u‘l Xt|1 +o L3N ] +uk xt' )}

= E{exp [0\1 Y 1+o [X) +Ak Y k+ u.l Y 1+' . +p1<Yt| )+i(k Z +‘ . k tk-ulzﬁ' . lﬁ(ztll()]}

=Eexp{g+i( }-exp-—- fc -02-21cov(§ g)]-—exp 2._11 g I‘(t ,t?

4
compte tenu de (2 .4) .



En calculant, 3 présent E {Xt X Xl X R VAR Y W YT
O s U e e N
17227 T B

il n'est pas difficile de voir que :
E{X ...X -._X_—lo;-il}= Z r(t lt' )00' r(t lt' )'
t, t. t o és 1’ “a(l k o (k)
ol Sy désigne le groupe des permutations des k premiers entiers,
On a ainsi montré que Xe@cc), avec M, T o sik#m et
t k,m
t X ' = t 1 N
c €8,
Notations : K, désignera l'ensemble desfonctions sur R 4 valeurs dans € qui
sont bornées, mesurables et & support compact. F désignera l'ensemble des fonc-
tions complexes sur R indéfiniment dérivables '"'a décroissance rapide'. Si

A
e 3 (+o, +»), on désignera par @ la transformée de Fourier de & :
@« -
=1 er g ) an
-0
Il est bien connu que l'application &+— & est une bijection de L sur y

Vn, 8 R'n. désignera la tribu des ensembles mesurables de R™, et \?la

n
mesure de Lebesgue sur R .

REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS DE LA CLASSE é(z).

(2)

Soit (Xt) un processus appartenant a la classe &', défini sur un espace
(0, O ,P). Dans ce cas, en vertu de la continuité de sa fonction de covariance,

(Xt) admet une version mesurable dont presgue toutes les trajectoires sont
2

dans ITRS R,\.

Considérons l'application linéaire suivante de K, dans L2 .Q,P)
® Wdrxt cp(t) dt

dil'intégrale est définie pour presque tout w&€(). Cette application est continue

lorsqu'on munit K, de la norme il (R,1). En effet :

b
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1]

W x, et)ae i,

(ELIX, oft)dt X, ®dt" 1)
Lo Tee ft(p

Cff o) 3en ae av [P - av o,/

. — Y2
(JJ a0 &0 amy (A ) s lell 2 vyl

Kb étant dense dans Il (R,1), cette application se prolonge en une application,
encore notée ¢ & th o(t) dt, de I}(IR, A) dans LZ (Q, &, P) qui est liné-

aire, continue et qui saiisfait 3 la relation :

G.n< X o0 dn X 40 a>, =[50 T avy, G

Ve ¥ LR, .
Notation : Ve 11 ({R,)\), on pose f Xt o (t) dt = ch .

Construction de la mesure spectrale associée a (X,). Pour toute ¢e¢ F,ona

aussi B€L!; nous poserons ch = Z'c\p .
L'application ¢ ~— @ étant une application bijective de S sur F y & "
est définie Vye S etona, compte tenu de la formule (3.1)

3.2 <z = [fo ) ®0 aMy 0,0 Ve, 4e F .

s Z.,>
o’ Y 12(q)

Posons o, = lére projection de lMllI, oy = 2éme projection de }Mu],c=cl+02 ;
On va définir ztp pour vel.” (R, ok
Ltapplication g~ Z  de J dans Lz {h,Q, P} est une application linéaire

continue lorsqu'on munit 3 de la norme Lz (R, o) . En effet, d'aprés (3. 2)
2 _ _ y
uz‘p I = Jot) o avy 0, < [ o) el | dlmy; 0,21

=[len 1] [1® 00| a My 6,10

< /IldX)lz o, Q) /_j‘lcp(x')l‘ do,(\) S fletn 12 do (0 .
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Par conséquent, cette application se prolonge en une application linéaire
continue,encore notée ¢ ~~ Z ¢, de L2 (R, c) dans LZ(Q, Q. , P). Notons que

¢ étant une mesure bornée, on a 1/\ e Lz (R,0) YAe BR

Notation : Si o e L (R,0) on pose Zg= r elr) dZ (\), etsi Ae GR , on écrit

Z1 = Z (A) . Il résulte immédiatement de la construction de Z que si A = b Al
onh z( =% z (Ai) (série convergente en m. g). On a aussi la : 1
1

Proposition3. 1 : Voe LI(-m , @), sz j’& (A\) dZ (\) (noter que @~ L2 (o).

qui converge vers @ dans 1} (-=, ). Par conséquent, co v I (M VAER,
en restant uniformément bornée. par une constante. Il s'ensu1t » par le théoréme

de Lebesgue, que § - © dans L? (R, 0),d'ol le résultat.

La formule (3.2) reste donc valable pour o, ¥ € Lz' (a9 .

Proposition 3. 2. : ¥teR, Xt = j‘elt)‘ dZ()) . (noter que elt' € L2 {(d ).

Démonstration ; La fonction A elt)‘ defR dans € est limite dans L2 R, o0,

-------------- ___.]...__ jt+h ei ul

lorsque h - o, des fonctions )\ w- " du, Par conséquent :
t

t+h
f elth dZ(}\) = lim m.q. J' (—— h I et du) dz (A) = lim m.gq. X, =X
h-o h-o E l[t t+h]

par la proposition 3. 1. etla continuité en moyenne quadratique de Xt

Proposition 3 . 3 : Pour toute fonction complexe continue bornée f, [f(1) dZ(\)

coincide avec la définition ordinaire de l'intégrale comme limite en moyenne qua-

dratique de sommes de Riemann,

Démonstration : Si les )‘j forment une subdivision de R et xj € [lj.lj_'_l]
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2
E | £ flx;) 2 Dyerjap? - 60 4zt |

= [z 1 ) I=E0D) (2 £x)1

1 [y hseqy

- 0 lorsque sup ()‘j+1 - )\j) - O par le théoréme de Lebesgue.
j

D‘j’)‘ (-1 ) dMy; (LA

MOMENTS SPECTRAUX D'ORDRE SUPERIEUR :

(2p)

Supposons & présent que (X le d avec p 2> 1l. Dans ce cas, Vc.chl(~°=,°°)

ona X eLZp(Q,Q_ P).

En effet, 1'application ¢ #~ X de K (muni de la norme L (-m w))
dans L2P (Q, O., P) est continue (cec1 se montre comme dans le cas L )
Elle se prolonge donc en une application linéaire continue de L (-»,«) dans
L !(Q y O, P) . La topologie de L?P é&tant plus forte que celle de L2 , cette
application coincide avec l'application ¢ v ch définie précédemment.

On a aussi, si k+m = 2p:

(4. 1) E {xcpl “‘chk ')E(Pi 'X‘q,m} = ffpl(xl)...apk(xk) ml‘(xkﬂ)..."?&r;(xzp)dmk'm

(lll"'l)\ )

2p
; 1
81 (pl,oo"wl(y ﬁ,ooo,(p'meL (-&,-{-@}.

En effet, (4. 1) est vérifié si Pp oo B ,qi',...,(P'm € Kb et par
conséquent si les ¢ sont des combinaisons linéaires finies d'éléments de Kb.

Le résultat s'ensuit en appliquant le théoréme de Lebesgue.

Pour tout k gp , considérons la mesure M

W, @

Kk, k SUr Lkale. On
s

les projections de [ M } sur les deux espaces

n,

facteurs et on posera G =0 to . On a alors le théoréme suivant :

désignera par G

Proposition 4. 1. Avec les notations précédentes, si (Xt) € Q(p) avec p~1,

alors quels que soient les entiers non négatifs k,m avec ki+m g p, il existe une
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e P . +
application linéaire continue et une seule de LZ (IRk s

2
k+m) dans L°(Q, O.P),

notée fw— Zk’ M’ ou de maniére plus explicite :
£ P $ 4

fM-l rf()\l, .« sy )\k’ )\'1’ . s ey )\r'rl) dZ ()\1) L) dZ ()\k) dz ()\1') “en d‘z ()\ 'm) (intégrale

stochastique multiple)qui est telle que, sif=f ®...0f ®f®...0f , ol

fl’ . ..fk , f'l, .e .f'm sont des éléments de Kb 3 valeurs réelles, on ait :
(4.2 z?’m= Ze eoe Zg Zy oo Zg
1 k 1 m
2 k+
On a, en outre, Vf,ge L™ (R m, Gk+m) :

k, m

k, m>_
(4.3) <27, 2 ol ;L USTRRRES W IF - TS PRPRS A L2 S (S TRY S

)\i: . ")‘i't-t-m)'

a valeurs réelles et, si fl’ I 3
f= §,®. 2

K’ fl""im sont des éléments de J(l){ et

® f]®..®f définissons zXm par la formule (4 . 2) et, pour

k f

Fm = (i (i) (i) (3
tout felé 3R de la forme f 23 )‘le Be..0 @ @ ®...®cp;n ,lje(R,
posons :
Zk T, Z
T E A o (7 (3 (i
f J 1 &..@tpk Cpi ®o'0®¢'m

Montrons tout d'abord que, Vf ¢ k&m yR' Z?’ ™M est définie de facon unique.

Supposons que ;L‘ A tpl(‘]) ®...9 q’l(cj) ® q;’:(lj) B...® CP;(:;): 0. Alors on a :
k, m . —
o™ () () g (@ GI"=sENZ .. yeoe zZ .
Z’I\ o ®..® 1R . L B! i7 (i) () * (1)
% O - o q,l ol
% . zZ ,. ese Z A o}
j (i (J) ) ;)
tpl qDk C{i ' m
- i) (1) (1) (i) o () (3) o () (i
2 )\ f‘é ®c-o®cpk @cpi ®°'®<p'm ®Qpl ®0.n® ®tpl oo@(ﬁ de+m,k+m

(en vertude 4. 1),
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= Jz :pl(i) ®...8 i’&m'l(i’@ ...cd(l)) (m (J) e...008 oVe. .. ¢ )y am
i

x ©1 k+m, k+m

=0

La ver1f1cat1on de (4. 3) est 1mmed1ate si f,ge Q ﬁ’
L'application f - Zf k§m
@Tf) de l2a norme L (Rk+m
11nea1re contmuedaLz (Rk+m, %)

R dans L () est continue si on munit

Ok+m ). Elle se prolonge donc en une application
K+m ) (sous-ensemble de L% i valeurs réelles)

k+m

dans L ) . Fmalement si Vie I (R » Oy ppg)e £ HiE, avec f) fZeL (Ot
on pose Z?’ s Z];’ m +iZ?’ ™ | on définit ainsi une application de L (ERk+mg )
1 2 ktm

l;’ mo qui satisfait (4. 2) et (4. 3),

(Les calculs semblables & ceux du paragraphe précédent, sont omis).

dans L2 (@, Q,P), notée encore f s Z

Un calcul immédiat nous donne la formule :

(4.4 0™ SZ i Zy ZgyeenZg s 8L es G e eh

0©...8q 8g8...0" " “q @ cpl 9

Notation : Dans la suite, on trouvera souvent plus commode de poser :

k ’
Zl;’ i If(x}_: crerhgo Ny e ) dZ »m (7\1’ SRR STRERIAN IC ff()")‘,)dzk o an
ou tout simplement jdek’ mo,

Proposition 4. 2 :erLz (Rk' m Gk.*_m),Vk,m O<k,m k+msgp .

k,m, _
(4. 5) E{Z }»Ffde’m

Démonstration : Il suffit de démontrer la proposition pour f réelle.

- - -

Envertude (4., 1), (4. 5) est vérifiée si f = o Dee s Ot , ol ;s isk+m est
la transformée de Fourier réelle d'un élément de L {-», =), et par conséquent

si f appartient 3 l'espace vectoriel réel F engendré par de telles fonctions.

k+
F  est une algébre de fonctions continues sur R m qui s'annulent a l'infini
k+m

et qui sépare les points de R . Il en résulte par le théoréme de
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Stone-Weierstrass que (¢ . 5) est vérifiée si f est une fonction continue
réelle qui s'annule i l'infini, et par conséquent, par le théoréme de Lebesgue,
si f est l'indicatrice d'une somme finie de produits d'intervalles. Soit(l la
classe dcs ensembles A tels que IA vérifie (4. 5) . Il est clair que Q. est
une classe monotone qui contient l'algébre des sommes finies de produits

d'intervalles . Par conséquent @ j., © Q.. On a alors, VAe® ,,
R R

My &) 12 = B2 @) 2 (12 ™) Uizm < Gy A0 1

ce qui montre qué si {f } est une suite de Cauchy dans L2 (tR ,q(_l_m),elle
est une su1te de Cauchy dans L® (R ktm . M, |) et (4. 6) est donc vérifiée
k+m
Ve L% (R ' Oim) *

On considére a présent un processus (Xt) qui admet la représentation

spectrale :

(4. 6 X, = ™ azw

Z étant une mesure aléatoire bornée dénombrablement additive en m. q. et

l'intégrale étant prise comme limite dans L'2 (3 dc sommes de Riemann.

11 est clair que cette représentation est unique. En effet, si Z' est
une autre mesure spectrale satisfaisent (4 .6), un calcul immédiat montre que
ftp()\) dz(y = f v (A) dZ'()) Ve P . On vérifie aisément que les fonctions sui-

vantes, définies sur les rectangles de R

AxKwE {Z(N Z(\) ] = M, 1 (A, A"
AxAwe-E {Z(A)Z(/\')}— 0(A AY)
AXA-E {Z(A) ZM} M 2(/\ A"

peuvent &tre prolongées par additivité a l'algébreo&’ des réunions finies de
rectangles et qu'elles sont définies de fagon unique sur A, Puisqu'elles sont

dénombrablement additives sur b en vertu de 1'additivité en m.q. de Z, et
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bornées, elles se prolongent en des mesures (complexes) sur ERZ.

La proposition suivante nous permet de définir de fagon équivalente

un processus de la classe @(p) , si p est pair,

Proposition 4 . 3 : Supposons que p soit pair . Un processus stochastique
(Xt), te R, satisfaisant a 1'équation (4 .6 ) appartient 3 la classe lﬁ(p) si

et seulement si Vk,m, O<k,m k+m §§ ,la fonction suivante, définie sur

la classe des pavés de £Rk+m:

My (A% e XAy X A e w o XAL) = E { Z(A)e 0. Z(A4) i(—/\l') ez )}

est finie pour tout choix de boréliens Al , AZ reen Ai, cen A;n set peut &tre pro-

longée en une mesure sur @ ,, -
R

Il en résulte, en particulier, que tout processus satisfaisant (4. 6)

appartient a la classe Q(Z)

Demonstrat1on : La nécessité de la condition résulte directement de la pro-

............ "
position précédente et du fait que Zk’ m (EAi) =limm.q I Zk’ m(Ai) .

n- 1
Réciproquement, supposons la condition vérifiée et désignons par j la somme

des projections de lM.P..E.' sur les espaccs facteurs, Considérons l'applica-
272

tion linéaire ¢ o, 1/\ ‘“‘"Eo& Z (Ai) de l'espace vedoriel 2V des combinaisons li-
néaires finies d'indicatrices d'éléments de %\ dans LP (0 . Cette application
est continue lorsqu'on munit UV de la norme L (0. En effet, soit v WU v peut

1 £ . - - e
s'écrire %:nfi lAi,(/\iﬂAj $) etona;

Cll Ta320 )II )- [Tl Q.. @ (TH31, )...e(zdkll,\) 3.3

P
g f1 Losla, I8--0I Laylp, | dj EBI < (I Tei1p LP(,;))



- 134 -

Cette applicaiion se prolonge donc en une application liné‘aire continue
de I} (R,u) dans LP (Q). On vérifie alors que 1'intégrale J '™ az
est une intégrale dans LP (o) . et par conséquent dans Lp'(Q} Vp'<p.
Considérons une suite { xj(n)}, j e Z, de subdivisions de R devenant arbitrai-

rement fines lorsque n - @,

Y (0 W S N Wt L LI L N L it x.
171 k*k " 11 m m . 175
e dM =1j {(Te 1 0 I
j‘ k,m n-{rc}af 1 Ex_]’xj'}'l, 1
it;nxgn)
t
(Te 1[x.,x.+1)()‘ m))de
1 37Tl
.. (n) . {n)
it.x. -1t' x.
. 17j (n) _(n) - mj =._(n _(n)
..nh_.m E {(x e Z[:xj ,xj+1}}... ('gl','e ZLxJ. ,xj+1))}

k+m

puisque chaque somme converge dans L d'aprés ce qui précéde.

(2p)

Proposition 4 . 4 : Si (Xt) e d », p21l, si k,m sont des entiers non-négatifs

tels que k+tm<p et si Pprooes P cp'l Yeeos cp'm sont des fonctions mesurables

bornées de R dans € , alors :

(4.7 [qe..0opc@0..00 dzk’m=f¢l dzZ... [, dZ f¢ dZ... [o! dz

Démonstration : (4. 7) est vérifiée pour les e Cf d'aprés (4. 4) . On vérifie

que les intégrales figurant au deuxi@éme membre sont des intégrales dans LZP.
(4. 7) est donc vérifiée pour les fonctions continues s'annulant i 1'infini, et
par suite pour les indicatrices d'intervalles, bornées ou non. L'extension

aux indicatrices de boréliens et par suite aux fonctions mesurables bornées se

fait aisément. La généralisation suivante sera utile dans la suite.

\2p}

Proposition 4 . 5. Soient (Xt)e & » P21, k,m des entiers non négatifs tels

¢4
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que k+tmsgp , ki' m, , lgsi< s des entiers non négatifs tels que Zkfk ,
k.+m.

Emi= m et Vi, lsigs ¢, une application de R ! ! dans €, mesu-

rable bornée. Alors :

(4. 8.) f?‘f’i“k +...+m, rereshm 4oL 4m))

I X }L
tooe +ki-l+1 k i-141 1 i

ootk Am

1 1 1

k,m '
dZ ()\1, ')‘k’ )\1. ')‘ll'n)

k., m
i

pb L USTRERL SN TR A
1 1

1

i ' '
(xl’.‘.hki’kl’.‘l m} .

i

trices de produits de boréliens et par suite si les @, sont des combinaisons
linéaires finies de telles indicatrices. On montre alors, par passage a la li-
mite classique, qu'eclle reste valable pour ¥ mesurable bornée et de proche
en proche, pour Preces Py mesurables bornées.

PROCESSUS STRICTEMENT STATIONNAIRES DANS Q(@

Dans ce paragraphe on considére des processus strictement station-
naires tels que :

D (X)) e =)

2) Le flot Vt défini par (Xt) est fortement continu,
Proposition 5. 1: Vk,m, la mesure M est concentrée sur l'hyperplan

X1+---+)\.k"’)\? o'oxtrn:.'o .

k, m
1

Démonstration : Ona, Vuc¢lR, pir 1a+tst§tionnarité'str'icte de Xt :

............. (t e S

E {X,...X x,...x,}={'e‘(17‘l R TAM P M) a0
tl tk 1:1 tk k,m

il +. .+t 2 -tl'w...-t' N )
- e e - 1M1 k*k 1 m m
= E{X ST SRITREES +h}- e
1 k 4 m

ih(,Feoodh, = 2L e M)
e I ko mde LA
y M
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ce qui, par l'unicité de la transformée de Fourier montre que Mk m ©st
b 4

bien concentrée sur l'hyperplan )\1+. . +)\k-)\'1, . ,-.)\lm =43.

Désignons par Tt le groupe de transformations unitaires de Lz(ﬂ,a., P)

correspondant au flot Vt . On a, par le théoréme de Stone :

(5.1 T, = [ aE®

e C3

E étant la décomposition de l'identité associée a Tt .

Si fl, fz see .fn e LZ (Q,Q,P) sont telles que fl .'fz. . .fn e LZ(Q,O. P),

alors :
5. 2) Tt(flefz... ofn) = Tt fl. Tt :f2 o e Tt fn

e 2 k+m
Proposition5 . 2 : ¥k,m O0sk,m WYheL® (R » Oy, OB 21

3 - <!
lt(x1+. ot N e N

)
(5.3) T, [hlye. Ao h e o)) 429000 = fe P B A7)

az® ™o, .

Démonstration : La proposition se vérifie immédiatement, compte tenu de

(5. 1), (5. 2) et de la proposition (4. 4) pour les fonctions h dec la forme

1A (xl) XaesX 1" (\ 'm) et s'étend par conséquent a 1'espace [ des combinai-
NP m .

sons linéaires complexes de telles fonctions.,

Vhe L2 (ERk+m, Gty il existe une suite h =~ d'éléments de % telle que hn-rh

2 it()\l‘l'- [} +Xk-x1- . o‘k'm)

dans L (Gk+m) et par conséquent telle que e (h_-h)=0
. L2

4] ¥ te ®. Puisque [h dz'™ n (@, [haz* ™,

le résuitat s'ensuit d'aprés la continuité forte de T, .

en norme dans L° (o

Proposition 5. 3 : 8i (Xt) est un processus ergodique, alors quel que soit

B , ensemble mesurable de 1'hyperplan )\1+. .o +)\k-)\'1. . r)\l'_n =06, ona:
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k m -
(B) = M . (8)

Démonstration : En appliquant la proposition précédente, on obtient :

L R e L

km

T, zkm (B) = (B) = E{ zK M @B }=M (B)

k,m

en vertu de l'ergodicité du processus et de la proposition 4. 1.

Propos;txon 5, 4: Soient k s m,, 1 £is®& des entiers non négatifs tels

que Elkl 'fmi_m‘
. . kim ... . .
Soit (R! le sous espace vectoriel de R défini par les relations
suivantes :
= U
x1+..'+Xk1 }1+.‘.+Xm1

=\ 1]
\<1+1+' . +)‘k1+k Mot Tooet mn +m

2 1 2

#8009 8N800 SIS S5 SLEEE LSO ENS OGS

=3
Mo #o otk 41T Py )‘m1+...+m

+. '.+x’
1 s-1 m

s._1+1

Alors si (Xt) est ergodique, la restrictionde M, a R' est le produit des
’

Mk m. * Plus précisément , si Ai s, 1 4i<s est un sous ensemble mesurable
., m.
it

ae 1'hyperplan +ooo A

Me et 1+1+' .o +7‘k1+. .. +k.=)‘ml+. cotm, 4l m 4. tm,
de la forme : : 1= 1

’ N
w‘k oootk, 1 Mot H M mpte  bm, 450 m 4. .+m,) €B; J o0
-1 1 i 1 i=l 1 i

Bl € $Rki+mi alOl‘s Mk,m ('\1 n-o .ﬂ’\s) = ’;T Mki: ml (Bl) -

Démonstration : D'apreés la proposition (5. 3), appliquée a chacun des espaces

- -



- 138 -

ki+mi
R , il suffit de montrer que :

k., m,
Zk, m i i

(A1 Mo oNA)=7TZ (Bi)

k, m

zk'm(/\ln..nAs)=[‘1 az®™= 1 1 .01, a4z

’\lﬂ..-ﬂ I\S

1

ki’ m,

nZ (Bi) d'aprés la proposition (4. 4) .
i

=Imlo, +..n A A e, 127
i BT P 4 M ghe ke Pmp by 40 w40 T

1 1

1t

Le résultat suivant est une application de la proposition précédente

aux processus gaussiens.

Soit (Xt) un processus gaussien complexe stationnaire, continu
en m. q,de moyenne nulle, La proposition (2 . 1) montre que (Xt)e Q(m) s €t

, k, m . 1z .
on saitque M’ =0 si k# m. Considérons main’:enant M, , » mesure
’

k+k - b = =L == mee = 1
sur R » et posons dans la proposition (5. 3) ki=k,3 .. = km— m=... =my =,
1 = . s 32 = 31 - 1 =)}
c'est a dire considérons le sous espace A Aj s Ay )"2 2 AR TN - La
restriction de M, | 2 ce sous espace est égale au produit de la mesure M, ,
avec elle mé&me k fois, En permutant les 1', on trouve k ! sous espaces

de ce type, soient Hl , H2 oo Hk P

Proposition 5. 4 Si Xt a un spectre continu, alors Mk x - somme des
s

M K sur les k! sous espaces définis ici dessus.

Démonstration : Le fait que (X ) a un spectre continu montre que l'intersection
de deux de ces sous espaces est de Mk,k-mesure nulle . D'autre part, on
remarque aisément que Mk,k est une mesure positive. Puisque les valeurs
Mk,k (Hi) » 1 £i<k! sonttoutes égales par symétrie, il suffit de montrer

k+k, _ .
que Mk,k (R ) =kt Mk,k(ﬂi)‘

Posons Z = Z (-o,) , E |Z|2 = 5%
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i

Mok (H.) = {Ml 1 (TRZ} Ik (d'aprés la proposition 5. 3) = s
¥ b4

k+k | 2k

1=E |z

k 2 k
or, ElzI1? =S &2 b = R 1, =x1s¥

rj

e}

£31]

[4]

£5]

Lé]

dx 1-a,
s
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Séminaire de Probabilit 1966/67

GUIDE DETAIILE DE LA THEORIE
*GENFRALE' DES PROCESSUS
(P.A.Meyer)

La théorie ' générale'' ou " abstraite™ des processus stochas-
tiques prend sa source dans le livre de DOOB [2] (1953). Elle
s'est considérablement développée depuis lors, grfce & diverses
méthodes : théorie des martingales, ensembles analytiques abs-
traits, capacités... qui ont fait d'une théorie déjad austére & ses
débuts l'une des branches les plus rébarbatives du Calcul des
Probabilités. Le dernier exposé d'ensemble de la question figure
dans le livre [3] ; datant de 1965, il est déja démodé, et l'ex-
posé qui suit a pour objet de présenter le squelette de la théo-
rte sous sa forme actuelle ( Mai 1967 ).

Les références renvoient au livre [3] ( chapitre et n°). On
n'a pas rappelé les définitions des notions les plus connues
( temps d'arrét...), mais on a essayé d'€tre aussi explicite que
possible lorsqu'il y avait ambiguité. Les résultats qui ne figu-
rent pas dans [3] sont prouvés dans les appendices.

Le guide est divisé en quatre sections (0,1,2,3) & l'intérieur
desquelles définitions et résultats sont numérotés & la suite les
une des autres ( la section 2, par ex., commence par 201,202,...)

Un bon guide touristique doit donner des indications sur le
réseau routier, sur les bons repas, et aussi sur leurs prix. On
a fait de méme ici :

A) L'intérét d'une définition ou d'un résultat est indiqué par
un certain nombre d'étoiles dans la marge ( jusqu'd XXX ).

B) La difficulté 4d'un résultat est indiquée par l'une des let-
tres t ( trivial ), m ( moyen ), p ( pénible : long ou diffi-
cile ). La notation t/215 signifie " trivial modulo le résultat
15 de la section 2" , mais bien entendu 215 peut &tre difficile.

C) I1 est intéressant dans certains cas de connaitre la méthode
qui permet de démontrer un théoréme. On 1'a indigquée de la manid-
re suivante :
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el : démonstration élémentaire & partir des définitions - élé-
mentaire signifiant que seuls les outils classiques de la théorie
de la mesure sont utilisés ( théordme des classes monotones, th.

de Lebesgue, etc ).

mar ¢ la démonstration utilise en plus la théorie classique des
martingales, telle qu'elle figure dans le chapitre VII de [2], ou
le chape. VI de [3] : régularité des trajectoires, théordme d'ar-

rét, théordme de convergences..

dec : la démonstration repose sur la théorie de la décomposi-

tion des surmartingales ( existence et unicité de la décomposition

de DOOB ).

cap ¢ la démonstration utilise le théordme de capacitabilité

de CHOQUET ( abstrait )

Les appréciations d'intérét et de difficulté sont bien entendu

subjectives.

Remarques sur la seconde édition du Guide Gris ( Octobre 19Y67)

CONFUCIUS dit : il faut rectifier les noms ( Analectes, livre XIII,
3 ). La terminologie de la premidre édition a donc été rectifiée
dans celle-ci ., Voici un tableau de concordance entre les noms

employés dans [3] et dans la premidre édition du Guide, et ceux

de cette édition.

Anciens noms

Processus, ensemble
progressivement mesurable

Processus, ensemble
bien-mesurable

Temps d'arrét

rrocessus, ensemble
T(L')-mesurable

Temps d'arrét accessible

Processus, ensemble
trés-bien-mesurable

Temps d'arrét approchable

Nouveaux noms

Processus, ensemble
progressif

pas de changement

pas de changement

processus, ensemble
accessible

temps d'arrét ( ou simplement
var. aléatoire) accessible
Processus, ensemble
prévisible

temps d'arrét ( ou simplement
var. aléatoire) prévisible
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On remarquera ( les adjectifs trés-bien-mesurable et appro-
chable ne figurant pas dans [3]) que la terminologie de [3] n'est
pratiquement pas modifiée. Le mot temps d'arrét se disant optional
random variable en anglais, il est recommandé de traduire"processus
bien-mesurable" par * optional process®s Nous ne chercherons pas
ici & rectifier les noms dans les autres langagese.

Je remercie vivement M. CHUNG, qui m'a communiqué plusieurs
remarques utiles ( que j'ai ajoutées & cette édition du Guide),
ainsi que la citation des Analectes de CONFUCIUS.
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Un article récent de C.DOLEANS ( & paraitre dans le Z. fir
Warscheinlichkeitstheorie ) permet de ramener la théorie de la
décomposition des surmartingales, de mani2re trds simple, & la
théorie générale des processus telle qu'elle est exposée ici.

Bien entendu, cela modifie profondément le " réseau routier".
Nous n'avons pas tenu compte de cet article dans le Guide, bien
que la méthode de Mlle DOLEANS soit évidemment la " bonne " mé-
thode pour traiter de la décomposition des surmartingales.

On peut encore ajouter que CORNEA et LICEA viennent de simpli-
fier tr2s considérablement la démonstration du théordme de section
pour les ensembles accessibles ou bien-mesurables ( ils donnent
en fait une démonstration unifiée des trois théordmes de section).
Ainsi, la théorie exposée ci-dessous semble avoir atteint une for-
me presque définitive ( l'article de CORNEA et LICEA doit paraltre
dans le Z. fur W.).
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0.- GENERALITES

l.Notations générales. ({., ,~p est un espace probabilisé complet.
(-t)teR est une famille croissante de sous-tribus de F (IV.30),

continue A droite, telle que chaque tribu F contienne tous les en-

sembles E;negllgeables ( voir IV.30 pour ces définitions, ainsi que

pour la notation F = \i; Es 3 on pose par convention F = EO).
— ) — s -— — ) - —

Un processus est une fonction X définie sur B, X (i, telle que
pour chaque teR, la fonction we>X(t,w) [ toujours notée Xt s on
dira le processus (Xt), ou le processus X | soit F-mesurable. Si
la fonction X est elle méme mesurable sur EL X {2 pour la tribu
produit naturelle §Q5+) x E, on dira que le processus est mesura-
ble (IV.45) . Si Xt est gt-mesurable pour chague t, on dira que
le processus X est adapté ( a la famille (gt)) (LV.31).

XX 2. Deux processus X et Y & valeurs dans le méme espace d'états

sont dits indiscernables si pour presque tout wel: on a Xt(w)
= Yt(w) pour tout te.

Cette définition indispensable ne figure pas explici-
tement dans |[3]. Dans toute la suite, chaque fois que
l'on trouvera l'expression ™ il existe un seul processus
possédant la propriété " , cela signifiera que tous
les processus possédant P sont indiscernables les uns
des autres.

X 5. Processus progressivement mesurable ou progressif (IV.50)

Cette définition a été trés largement utilisée au dé-
but de la théorie. Son principal intérét vient du thé-
oréme 9 ci-dessous. En pratique, on peut toujours la
remplacer par la notion de processus bien-mesurable
(201) qui est & la fois plus simple et plus intéres-
sante. On sait cependant qu'il existe des ensembles
progressifs non bien-mesurables ( cf. 211 et 216 )

XXX 4, Temps dtarrét (IV.33)

XXX 5. Tribu Ep des événements antérieurs & un t.d'a. T (IV.35)




XX

XXX
cap
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6e 51 T est un t.d'a. , on note By la tribu engendrée par g

et par les événements de la forme An{t<T} ( tel, ,AeE, ).
Cette notion a été introduite par CHUNG et DOOB dans
[1]. Elle est trds intéressante, mais a peu servi Jus-
qu'd présent . Un petit sommaire ( avec démonstrations)
des résultats connus sur cette tribu figure A 1l'appen-
dice 1.

Nous ne reviendrons pas ici sur les résultats élémentaires concer-
nant les temps d'arrét (IV.33-44), sauf :

7. 81 T est un t.d'a., et si AeEy, la variable aléatoire égale
a T sur A, & +0 sur Ac, est notée T, ; c'est aussi un t.d'a..

8. Début D; d'une partie C de B X (IV.51) :

Dg(w) = inf { t : (t,0) e C |
9. Le début d'un ensemble progressif est un temps d'arrét (IV.52).
Les xxx de ce résultat tiennent plutdt & ses applica-
tions & la théorie des processus de Markov. La plupart
des applications & la théorie générale des processus,

ci-dessous, se raménent en effet & des cas particuliers
tout & fait élémentaires de ce théoréme.




XXX

HKAX

XXX

xX

- 145 -

1.~CLASSIFICATION DES TEMPS D'ARRET

101. Notations générales .- Si T est un temps d'arrét, S(T) dé-

signe l'ensemble des suites croissantes (Rn) de temps dtarrét
telles que R <T pour tout n, et K[(R )] désigne alors l'événement
{ lim R, = T < oo, R<T pour tout n b (VIT.a4).

Si (Rn) est une suite croissante de temps d'arrét, la tribu

engendrée par la réunion des F est notée \(n ERn (VII.38).
=R =

e e o I e T S e s o o e e e e e o i i S sk . e e e v o Mok
e G i e e Gttt e A o uimndp i el

102, T est totalement inaccessible (VII.42)

Avec les notations précédentes : T est totalement inacces-
sibles si et seulement si T>0 p.s., P{T<w {>0, et P(K[(R,)])=0
pour toute suite (Rn)eg(T).

103. T est inaccessible ( VII.42 ).

104, T est accessible (VII.42) si P{T=S<oo }=0 pour tout temps
d'arrét totalement inaccessible S.

105. T est prévisible s'il existe une suite croissante (Rn) de
temps d'arrét qui converge vers T p.s., telle que R <T p.s.

sur {T>0} pour tout n.

Cette définition, dont toute la suite va montrer l'im-

portance, ne figure pas explicitement dans [3]. En re-
vanche, on trouvera dans [3] d'autres définitions qui
ne servent pas & grand chose, et ne seront pas étudiées
ici (VII.45).

106. T est un temps de discontinuité (VII.40)

Cette définition est technique, et assez peu intéres-

sante. En revanche, la notion suivante est & la fois
simple et utile :

107. La famille (Et) est dépourvue de temps de discontinuité
- (VII.39).

Par exemple, la famille de tribus canonique 4d'un pro-

cessus de HUNT est dépourvue de temps de discontinuité.
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el,t 108. Si T est accessible ( resp. totalement inaccessible) et si
AeEn ( resp. Aeln et P{TA<G>}>O), T, est accessible ( resp.
tot. inaccessible). (VII.43 )
el,m 109. 81 T est prévisible et si AeEn_, TA est prévisible
Ce résultat ne figure pas dans [3]. Voir l'appen-
dice 2
el,t 110. Si S et T sont deux temps d'arrét tot. inacc. ( resp. acces-
sibles, prévisibles ), SVT et SAT sont tot.inacc ( resp.
accessibles, prévisibles). (VII.43)

el,m 111. Si (Sn) est une suite croissante de temps d'arrét accessi-
bles ( resp. prévisibles), 1imn Sn est accessible ( resp.
prévisible.

Voir VII.43 pour le cas accessible, l'appendice 2
pour le cas prévisible.

X 112. Pour qutun t.d'a. T soit accessible, il faut et il suffit
> L] 3 P o Z
qu'il ex1st§1umasu1te (Rn)peg d'éléments de S(T), telle
que {O<T<w} = 3 K[(Rg)] PeSe

XX 113. Pour que T soit prévisible, il faut et il suffit que T soit
el,m accessible et que, pour toute suite croissante (Rn) de t.d'a.,

1'événement { lim anTf appartienne 23 \ﬁ F .
=fn

Ce résultat ne figure pas explicitement dans [3], mais
a) c'est le point crucial de la démonstration de VII.45,
b) il est en fait équivalent 3 VII.52, compte tenu du
critdre VII.49 pour qu'un processus croissant soit

naturel.
XXX 114. Si la famille (Et) est dépourvue de temps de discontinuité,
t/115 tout temps d'a. accessible est prévisible.

el,m 115. Soit T un t.d'a. ; l'ensemble des AeF, tels que T, soit pré-
visible est stable pour les réunions et intersections dénom-
brables.
Ce résultat ne figure pas dans [3] explicitement, mais
c'est en fait la premidre partie de la démonstration
de VII.45, Voir l'appendice 2 pour plus de détails.
Dans l'ordre logique des démonstrations, 115 doit
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précéder 109 et 113. Voir aussi app.2, propriété ge.

On notera que 115 entraine l'existence d'un plus grand
AegT ( aux ensembles négligeables prés) tel que TA solt
prévisible. Si A=f p.s., on peut donc dire que T est
totalement imprévisible. Mais il ne faudrait pas croi-
re que si S est prévisible, T totalement imprévisible,l'
on ait nécessairement EﬁS=T<no}=O ! I1 se peut que S
soit prévisible, et SA totalement imprévisible pour un
AeES ( comparer 3 109).

116, Soit T un t.d'a. 3 il existe une partition essentiellement
unique de {T<w |} en deux éléments 4 et I de En, telle que
T, soit accessible, T; tot. inacc. ou p.s. égal & +m (VIT.4n)

e e ST s e o S o o e o o s s e S B e s Sy M e’ e e s e S o o} S ey oy e
. e o — o —— mm e DTS ID O N == = —_—_—===

117, S1i T est totalement inaccessible, il existe une martingale
uniformément intégrable continue & droite Y dont lg seule
discontinuité est un saut unité & l'instant T. Inversement, si la
famille (E;) est dépourvue de temps de discontinuité, et s'il exis-
te une martingale Y continue & droite uniformément intégrable
telle que Yn#AYm_ Pese sur {T<o }, et si P{T<w} >0, alors T est
totalement inaccessible.
Ltappréciation dec,m se rapporte & la premi2re phrase.
La seconde résulte facilement de la théorie classique
des martingales.
118. Si T est prévisible, et si Y est une martingale uniformément
intégrable continue & droite, on & pese. YT-=E[YQ>|£T-J' Inver-
sement, si cette relation est satisfaite pour toute martingale Y
unif. intégrable continue & droite ( ou méme seulement la relation
plus faible E[YT_JzE[YG)]), alors T est prévisible.
Ne figure pas explicitement dans [3|. L.a seconde phrase
est la remarque VII.53 . Pour la premidre, voir l'ap-
pendice 2.
119, T est prévisible si et seulement si le processus croissant
intégrable (I{tzT}) est naturel . (VII.53) .

120. Soit X un processus de HUNT canonique, et soit T un t.d'a. de
la famille (Et) canonique. T est accessible ( cela équivaut
ici 3 prévisible) si et seulement si PiXT#XT_§=O.
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2.-LES TROIS PRINCIPALES PRIBUS SUR "R'_’_XO
Définitions

o oo o s T o e e e it A
- - o o g St S s i

201, Tribu BM des ensembles bien-mesurables ( VIITI.14 ).
Elle est engendrée par les processus ( réels ) adaptés
dont les trajectoires sont continues 2 droite et pourvues de li-
mites & gauche, ou par les intégrales stochastiques de la forme
[S,T[ (VIII.16). Un processus adapté continu 3 droite, sans hy-
poth@se sur l'existence de limites & gauche, est indiscernable
d'un processus b-m (VIII.1l6, c)). Tout processus hien-mesurable
est progressif (IV.47).
202, Tribu A des ensembles accessibles : c'est la tribu engendrée
par les intervalles stochastiques de la forme [S,T], ol S

est un temps d'arrét accessible.

Cette tribu est identique & la tribu 2(;') engendrée

par le pavage I' du n°VII.13 de [3] - pavage dont il

est inutile de rappeler ici la définition.
203, Tribu P des ensembles prévisibles : c'est la tribu engendrée

par les processus ( réels ) adaptés 3 trajectoires continues

4 gauche ( tout processus est continu & gauche par convention 2
l'instant O ). Elle est aussi engendrée par les intervalles [S,T],
oll le temps d'arrét S est prévisible , ou par les ensembles {O}xA
(Aef,) et [s,tjxA ( O<sgt, AelU_ __ E . ). Pour tout cela, voir l'ap-
pendice 3.

Les tribus BM, A, P sont toutes trois engendrées par

les intervalles stochastiques fermés |S,T], ol le

temps d'arrét S est supposé quelconque dans le premier
cas, accessible dans le second, prévisible dans le troi-
siéme. Voir lt'appendice 3.

204¢ On & Pc AcBM 3 si la famille (?:t) n'a pas de temps de dis-
continuité, on a £=4.
Pour le premier résultat, voir VIIT.1l9 § pour le second,
qui n'est pas explicité dans |3], voir l'appendice 3.
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Notation «- Si T est un t.d'a., nous désignons par |T] l'ensemble
{(T(w),w) 3 T(w)<o} ( le graphe de T, encore égal & l'intervalle
stochastique [T,T]). Si H est une partie de B, X (, nous dési-
gnons par p(H) sa projection sur (:;, qui est mesurable si H est
mesurable ( cf.IV.52).

XXX 205, Soit A un ensemble bien-mesurable, et soit >0, I1 existe

cap,p un temps dlarrét T tel que [T]cA et que EKP([T]))E Exp(A))-e.
C'est le plus difficile des trois théorémes de section.
On le déduit en fait de 206 et de 213 ci-dessous. Voir

Viil.zl.
XXX 206. Si A est accessible, il existe un temps d'arrét accessible
cap,p T tel que [T]cA et que B(p([T])) z B(p(4))-e. (vizI.on)
XXX 207. Si A est prévisible, il existe un temps d'arrét prévisible
cap,m T tel que [T]c A et que EKP([T])) > Ejp(A))—e.
Ce théorédme de section ( plus facile que les deux au-
tres ) ne figure pas dans [3]. Voir l‘'appendice 3.
Voici des corollaires de ces théordmes
XXX 208. Soient X et Y deux processus 3 supposons que X et Y soient
t/205-C7

tous deux bien-mesurables ( resp. accessibles, prévisibles)
et que l'on ait pour chaque temps d'arrét T ( resp. chaque temps
d'arrét accessible, prévisible) XTzYT PeSe. o Alors X et Y sont
indiscernables.

209. Soit V une variable aléatoire positive. Pour que V soit un

temps d'arrét ( resp. accessible, prévisible) il faut et il
suffit que le graphe de V soit un ensemble bien-mesurable ( respe
accessible, prévisible).

209. Soit A un ensemble accessible ( prévisible) fermé & droite
bis (cf.216 ci-dessous). Le début de A est alors accessible
(prévisible).
Aucun de ces théordmes ne figure explicitement dans
[3] 3 208 est vraiment trivial modulo les théor2mes
de sections. Pour les autres, voir l'appendice 3.
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On donne ici un théoréme de projection, suivi d'un théor2me
de modification, pour chacune des trois tribus BM, A, P . Cet
ordre n'est pas 1l'ordre logique des démonstratiggs.gLe; résultats
d'unicité annoncés sont des conséquences triviales de 208.

Tribu BM

210. Soit X un processus ( réel ) mesurable et bornée. Il existe un

processus bien-mesurable Y unique tel que YTIQT<oo}
EiXTI{T<03}'ET] PeSe. pour chaque temps d'arrét T. (VIII.17)

Nous dirons que Y est la projection de X sur BM , et nous écri-
rons Y:pl(X). Voici un corollaire :

211, Soit X un processus progressif ( réel, ou & valeurs dans un
espace LCD ). T1 existe un processus bien-mesurable Y unique
tel que Xp=Yp pP.s. pour chaque temps d'arrét fini T (VIII.17

C'est ce théordme qui permet en pratique de se borner
8 considérer des processus bien-mesurables. Si X est
2 et Y
sont indiscernables et Y est (indiscernable 4d')une
indicatrice d'ensemble.

une indicatrice d'ensemble, on a X2=X, donc Y

Tribu A

212. Soit X un processus ( réel ) mesurable borné. Il existe un
processus accessible Y unique tel que YT11T<QJ§
ERXTI{T<mo}[£T] peS. pour chaque t.d'a. accessible T .

Nous dirons que Y est la projection de X sur A4, et nous écrirons

Y=PE(X)~

213. Soit X un processus bien-mesurable ( réel, ou & valeurs dans
un espace ICD ). I1 existe un processus accessible Y, unique,
tel que XTzYT Pe.Se pour chaque t.d'a. accessible T. Plus précisé-
ment, l'ensemble {X£AY| est la réunion d'une suite de graphes de
temps d'arrét totalement inaccessibles (VIII.20)
Ici encore, si X est une indicatrice, Y est in-
discernable d'une indicatrice.
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Tribu P

X 214. BSoit X un processus mesurable borné 3 il existe un pro-
mar,mn cessus prévisible Y, unique, tel que l'on ait YTI{T<a3} =
EuXTI{T<no}lgT~J DP.Se pour chaque temps d'arrét prévisible
T. L'ensemble {Y#pl(X)} ( resp. {Y£Ap,(X)} est alors la réunion
d'une suite de graphes de t.d'a. ( resp. de t.d'a. accessibles).
Ce résultat ne figure pas dans |[3] ¢ voir l'appendice
3 § par exemple, si (Xt) est une martingale bornée con-

tinue & droite, Y est le processus (Xt-)'

Nous dirons que Y est la projection de X sur P, et nous écrirons
Y= pB(X),

XX 215. BSoit X un processus bien-mesurable ( réel ou & valeurs dans
el,t un espace LCD ). Il existe un processus prévisible Y tel que
l'ensemble {X£Y} soit la réunion d'une suite de graphes de temps
dtarrét ( et en particulier que { t : X (0)AY (w)} soit dénombra-
bles pour tout w)e S1 X est une indicatrice, on peut choisir pour
Y une indicatrice.
A la terminologie pras, c'est la premidre partie de la
démonstration de VIII.20. Voir ltappendice 3. On note-
ra que ce théordme de modification est incomplet ( il
n'y a pas d'assertion d'unicité)

Fermés aléatoires

e SRR T =T

Soit A une partie de R : on dit que A est fermée 2 droite *
si A est fermée pour la topologie droite de § , leee si la 1li-
mite de toute suite décroissante d'éléments de A appartient &
A. Si maintenant A est une partie de B X (, on dit que A est
fermée ( resp. fermée & droite ) si pour tout we(. la coupe A
est fermée ( resp. fermée & droite). On définit alors aussitdt
ltadhérence X et 1'adhérence & droite A9 de ACR, X (.

m 216. Soit A un ensemble progressif ; A est alors bien-mesurable,
ainsi que l'ensemble des extrémités droites des intervalles
contigus 3 X 3 & est progressif, ainsi que 1l'ensemble des extré-

mités gauches des intervalles contigus & A.

* On notera qu’avec ceffe convenbion wn intervalle de lo. forme [o,bl ert §ermé & droite !
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Ce théor2me n'est établi ni dans [3], ni dans l'ap-
pendice : voir Invent.Math. 1, 1966, p.ll4. Si 1l'on
désigne par X un mouvement brownien issu de O, par

A 1'ensemble prévisible {(t,w) @ Xt(w):O}, par H
l'ensemble des extrémités gauches des intervalles
contigus & A, H est progressif, la mesure de la pro-
jection de H sur (: est 1, et il ne passe dans H aucun
graphe de temps d'arrét ( propriété de Markov forte).

H est donc progressif et non bien-mesurable.

3« ~PROCESSUS CROISSANTS

301. Processus croissant (p.c.) 3 processus croissant intégrable
(pci) (VII.3)

Dans ce qui suit, et pour simplifier, nous ne nous occuperons

que de p.c. intégrables.

302. Partie continue et partie discontinue d'un pci : VIII.1O.
303. Processus croissant intégrable naturel : VII.19, a).

Rappelons cette définition, qui est la plus commode lorsqu'on
on se borne aux p.c. intégrables : A est naturel si et seulement
si, pour toute martingale Y continue & droite et bormée, on a

w 00 .
E[(j) Tgdhg] = ﬂé T dAg)
On a alors avec les mémes notations, pour tout temps d'arrét T

oo
E[é stAs[gT] = anUOO Ys-d'Asl:J’—.zk‘:f}:l PeSe
T

304. Pour qu'un p.C.i. A goit naturel, il faut et il suffit : a),

que A ne charge aucun temps d'arrét T totalement inaccessi-
ble ( i.e., AT—AT_=O) et b) que pour toute suite croissante (Sn)
de temps dtarrét, la variable aléatoire Ag (8= lim, Sn) soit

mesurable par rapport & la tribu \/n Fo o (VII.49)
=on

L'appréciation dec,m se rapporte & la démonstration de

3] I1 en existe une autre démonstration, due 2
4
C.DOLEANS, qui n'utilise plus la décomposition.

305. Soit T un temps d'arrét. Pour que le p.cC. (I{t>T}) soit natu-
rel, il faut et il suffit que T soit prévisiblé (VII.52-53).
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306. Tout processus croissant intégrable naturel stécrit
_ aC
Ap = A + Y Anlithn!

ot A® est la partie continue de A, ol les A, sont des constantes,
et les T  des temps dtarrét prévisibles.

Ce théor2me ne figure pas explicitement dans |[3]. Voir
lt'appendice 4.

307. Deux p.c. intégrables A et B sont dits associés (A~nB) si
le processus A-B est une martingale.
Cette définition commode n'est pas donnée dans [3].
Voici une conséquence immédiate du théorédme de décom-
position des surmartingales.

308. Tout p.c. intégrable A est associé & un p.c.i. naturel unique,

noté X.; X est continu si et seulement si A ne charge aucun
temps d'arrét accessible.
| Pour la seconde assertion, voir l'appendice 4.

et s g i — Bl S o g i P e e i s i o A P P . e e e P s W M o At S ey e e e
R N N L L S I L N I o S o S N S L L R e e L o e T =

309. Soient X et Y deux processus mesurables, bornés ou positifs,
tels qu'on ait pour temps d'arrét T
ELXTI{T«D i] = E[YTI{T«D }J
On a alors pour tout p.c. intégrable A et tout temps d'arrét T

g[émxs@slgT] = «EN%@ Y _dA_|E;] pes. (VIT.15)

L'hypoth2se ci-dessus entraine en faitAE[XTI{T<a)}|gTJ=
&EYTI{T<a3§l£T] pPeSe 3 pour le voir, appliquer 1l'hypo-
thése aux t.d'a. Ty , H parcourant F, .
310. Soient A et B deux p.c. intégrables associés, X un processus
prévisible > O ou borné. On a alors pour tout temps d'arrét T

00 00
§[é X dA | E.] = g[é X 4B, |Eqp] DeSe (VITI.17)
Ce résultat est en fait un peu plus précis que VII.17 :

voir l'appendice 4. On consultera aussi l'appendice 4
pour l'énoncé cuivant :
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31l. Soit X un processus mesurable borné, et soient Xl, x2 et
x> respectivement les projections de X sur BM, A et P .
Soit A un processus croissant intégrable
@ _ ® 1
a) On a g[(/) X aa ] = g[é X dA ] (309)
b) Si A ne charge aucun t.d'a. totalement inaccessible ( i.e.
soit A-mesurable 3 cf ci-dessous ) on a
- w ® 2
iEv[(‘g Xgdhg) =~E¢[é XgdAs ]
c) Si A est naturel ( i.e., P-mesurable j cf ci-dessous) on a
o] B @® 3
Eﬁé XsdAs] - Eié XsdAs]

312. Soit A un processus croissant intégrable
a) A est un processus accessible si et seulement si A ne charge
aucun temps d'arrét totalement inaccessible.
b) A est un processus prévisible si et seulement s'il est naturel.
Ce dernier résultat est dfi a2 Mlle DOLEANS. Voir 1'ap-
pendice 4.
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APPERDICE 1 : TRIBU ET-—

Rappelons la définition de CHUNG et DOCB Ep_ est engendrée par
F, et par les ensembles de la forme An{t<T} (£>0, AeF, )e
Si T est une constante s, on retrouve bien F e On peut rempla-

cer dans cette définition AeF, par Ae \_’ F3 en effet An{t<T}

est la réunion des Am{s<T} pour s rationnel >t, et on a Ae Ur

r<s
Les propriétés suivantes, 8 l'exception de la dernidre, sont

dues & CHUNG et DOOB.
Propriété l.- On a Fn c En 3 T est Eq_-mesurable.

La premilre assertion est évidente, la seconde résulte de ce
que {t<T}eEq_.

Propriété 2.- Soient S et T deux temps d'arrét tels que S<T. On

a Es € ip_-
En effet, soient t>0, AeF_ 3 on a A {t<S} = (AA{t<S|)n{t<T}, et

=t
la parenthése appartient & Ft’ donc An{t<S} e ET—‘

Propriété 3.- Si S et T sont deux temps d'arrét et Aefg, on a
An{S<T} ¢ En_ o De méme, si AeF , on a An{T=co }eEq_ »

Si S est un temps d'arrét, si S<T et S<T p.s. sur {O<T<® f,
on a FSC Foo »

Pour établir la premiére assertion, il suffit de remargquer que
{8<T} est la réunion, pour r rationnel, des ensembles {S<x<T}.
Alors An{S<r<T} = (An{S<r})a{r<T}, et la parenthdse appartient 2

E., d'oll le résultat.

L'ensemble des A tels que An{T=co} e E;_ est une tribu , et il
suffit donc, pour établir la seconde assertion, de montrer que
An{T=wm | e ET- si Acgn ( ncE) 3 mais cet ensemble est l'intersec-
tion des An{m<T} ( m entier > n ), qui appartiennent & Fn_e

La dernidre affirmation de 1'énoncé est alors évidente.

Propriété 4.- Soit T un temps d'arrét 3 on a {‘:F(T+ )_ .

Cette tribu contient gT d'aprés la propriéte 3, et elle est

contenue dans f\ﬁF<T+ ) = = Epe
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Propriété 5.- Soit (Tn) une suite croissante de temps d'arrét,

et soit T = lim, T 5 alors E;_ =\/L ET _ .
- T n

En effet, cette tribu est contenue dans ET- ( propriété 2).
D'autre part, si Aef; , An{t<T| est la réunion des AN{t<T (eFp _.
- “Tn
Propriété 6.- Soit T un temps d'arrét prévisible, limite d'une

suite croissante (Tn) %s’temps dtarrét telle que Tn<T DeSe SUT
{0<T<oo} 5 alors fn_ = 4 ng.

En effet cette tribu contient En_ ( propriétés 1 et 5) et

—

elle est contenue dans ET_ ( propriété 3).

Propriété 7.- Soit T un temps d'arrét 3 pour qu'une variable alé-

atoire Eco—mesurable 4 s0it gmwnmesurable, il faut et il suffit

gu'il existe un processus prévisible X tel gue XT=Z sur {T<m® }.

1) La tribu P est engendrée par les processus de la forme
Xt(w) = Ys(w)Iis<t§u§ , Ol YS est gs~mesurable, ou de la forme

Xt(w)=YO(w)I{t=O§ ol Y, est F,-mesurable ( voir l'appendice 3).
YMontrons que si Z ( gm)-mesurable) est telle que Z=XT sur {T<ow |},
4 est En_-mesurable. En effet, ZzYsI{s<t}I{T<a>} - Yins<u]I{Tan}
+ZI{T=® | 3 les deux premiers termes sont F,_-mesurables d'aprés
la propriété 1, et le dernier d'aprés la propriété 3.

2) I1 suffit de vérifier l'existence du processus X lorsque
Z est l'indicatrice d'un élément de F, , ou de Aajt<T} (t>O,Ae§t).
Mais il suffit de poser alors Xs(w) = IA(w)Iis>t}
cessus adapté continu & gauche, donc prévisible, et on a Z=Xp .

¢ c'est un pro-

APPENDICE 2 : TEMPS D'ARRET PREVISIBLES

Nous reprenons ici les propriétés des temps d'arrét prévisibles
citées dans la section 1, en suivant l'ordre de démonstration
naturel.

Propriété l.- Si S et T sont prévisibles, SAT et SvT le sont
aussi : c'est evident 2 partir de la définition.

Propriété 2.- Soit (Sn) une suite croissante de temps d'arrét
prévisibles, et soit S=lim Sn $ S est alors prévisible.
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DﬁMONSTBATION;— I1 est commode de se ramener au cas ol S est
fini, au moyen d'une bijection monotone de [O,00] sur [0,1].
Pour chaque n, soit (Si)keﬁ une suite de t.d'a. approchant
S,y et satisfaisant 3 la définition des t.d'a. prévisibles.
Choisissons 1 1
1<Sl_-2-l<§
k, assez grand pour que P{Si <Si ou Si <S,- l} <
WK % 2 4
3 1}

< Sp= =~
ks~ "3 g

1
k, assez grand pour que Eisk

A Fim

k3... pour que ”B{Si <S]i ou Si <Si ou S
3 2 3 1
etc. On a Si < st sur {Si>O}, donc S; < 8 sur {8>0}. Posons T/
i i
= infj>n Sg. 3 ces temps d'arrét croissent et sont < S sur {S>0f.
= J

n k n 1 _ 1
On a P{T <5, | g Z Pisy <8 | g Sme1ters = Fm oo Comme cette
n S n J n

1
8

série converge, le lemme de Borel-Cantelli entraine que p.s.

Tn = SE pour n assez grand. Il reste donc seulement & prouver
n . n 1

que Skn -> S p.s. 3 mais z:h'aiskn< S, - Eh} converge, donc

SE >S5 - 1 P.S. pour n assez grand, d'ou le résultat.

n n 211

115 Propriété 3.~ Soit T un temps d'arrét ; 1l'ensemble des AeFn, tels
que TA soit prévisible est stable pour les réunions et intersec-
tions dénombrables.

En effet, il est stable pour les réunions et intersections
finieg ( mais attention & l'intersection de la famille vide )
d'aprds la propriété l. Restent & étudier les suites croissantes
et décroissantes . Le cas d'une suite décroissante (An) résulte
de la propriété 2 , car les ‘.'L‘A croissent. Le cas des suites

n
croissantes est traité dans [3] : début de la démonstration de
VII.45.

113 Propriété 4 .- T prévisible <=> T accessible et, pour toute suite

croissante (Rn) de temps d'arrét, on a { lim Rn=T} e \/n an
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Lt'événement | limn Rn > T} appartient évidemment é.\g ERn.

Quitte & remplacer Rn par RﬁAT, on peut donc supposer les Rn

majorés par T. Si T est prévisible, soit (Sn) une suite crois-
sante de temps d'arrét, telle que limn Sn =T et que Sn<T DPeSe

sur {T>0}f{. Alors 1l'événement {limIl R =T} est la réunion des évé-
nements {T=0} et {T>0, lim R > S }, qui appartiennent é\v£ ERn'

Inversement, supposons que la condition de l'énoncé soit satis-
faite § T est alors prévisible d'apr@s la démonstration de VII.45,

Propriété 5.- Supposons T prévisible. Alors AeF _ <= AeET et

TA est prévisible.

DEMONSTRATION. - Soit (Sn) une suite de temps d'arrét approchant
T comme plus haut. D'aprés la propriété 3, l'ensemble des AeET
tels que TA et TAc soient prévisibles est une tribu g. Soit
Aefg ¢ (S;) est un temps d'arrét pour m>n , et il en résulte
=Sy A =

que T, ( et de méme TAc ) est prévisible 3 G contient doncUF, ,

= o =Sp
et donc aussi ET- ( appendice 1, pr. 5). Ainsi AeET_ = TA est
prévisible. Inversement, supposons gque TA soit prévisible j 1'évé-
nement {lim S = T,} = {I=T,} appartient & \é_gsn = Bp_ (propri-

été 4) o Comme on a A

{T:TAF\({T=a)}nAC), et comme le second
ensemble appartient aussi & Ep_ ( appendice 1, pr.3) on a bien
AeFr .

La propriété suivante ( que nous n'avons pas explicitée dans
le guide ) est une extension facile de la partie de 115 relative
aux suites croissantes d'événements.

Propriété 6.- Soit (Tn) une suite décroissante de temps d'arrét

prévisibles, telle que,si l'on pose T= lim T ,on ait p.s. T=T,

pour n assez grand . Alors T est prévisible.

. c .
En effet, soit A = {T =T} ; A ={T<T |~ appartient 2 Frop
( app.l , pre3) , donc (T )A = TA est prévisible ( propridté 5).
n’A n

Comme {: est la réunion des A, p.s., T est prévisible ( propr.3).
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118 Propriété 7 .- Soit T un temps d‘'arrét prévisible, et soit (Yt>
une martingale continue & droite uniformément intégrable 3 alors
YT- = JIYQJIET-] PeSe « En effet, soit (Sn) une suite croissante
de temps d'arré&t approchant T par valeurs strictement inférieures.

On a Yp_ = lim, Yg = lim, B[Y  |Eg ] = E[Y | V, Fs, ) = ElYq |Ep]

H

(appendlce 1, proprlété 6).

APPENDICE 3 : LES TRIBUS P et A .
Génbrateurs de la fribu F
203 Considérons le pavage d constitué par les ensembles de la

forme [S,T], od S est prévisible, et le pavage J' constitué
par les ensembles de la forme {O}xA ( AeF, ) ou [s,t]xA ( O<s<t,

A ek—jr<s F.) - Onadlcd, et Jc P . Bn effet, choisissons

une suite croissante (S ) de temps d'arrét, telle que lim, 8 =8
et que 8 < 8 sur iS>O} [S,T] est la réunion de {O}x{S=0} ( dont
1'1ndlcatrlce est continue & gauche par convention) et d%f;\]sn,TJ

( ensembles dont 1l'indicatrice est un processus adapté continu &
gauche). Nous allons montrer que P est contenue dans la tribu en-
gendrée par J', ce qui prouvera que J et J'engendrent P. Soit ¥

un processus adapté continu & gauche. Le processus Z% défini par

Zn(t,w)= YO(M)I{O}(t)+ E;N Yg(w)I]E, E%l](t)
n
converge vers Y lorsque n-=® . Comme Yk/n est gk/n-mesurable,
il suffit de montrer qu'un ensemble de la forme  Js,t|xA (AeE.)
appartient 3 la tribu g(g') 3 or c'est évident, car un tel ensem-
ble est réunion des [s+ % JxA , qui appartiennent & J'.

203 Nous venons de voir que P est engendrée par les intervalles
[S,T], od S est prévisible 3 A est engendrée, par définition,
par les intervalles [S,T], o) S est accessible. Enfin, la tribu
BM est engendrée par les intervalles [S,T], ol S est un temps
d'arrét quelconque : en effet, ces intervalles stochastiques sont
des ensembles bien-mesurables, et on a ]S,T] = [S,T]\[8]
sorte que la tribu engendrée par les |[S,T] contient les ]S,T],
et donc aussi la tribu BU ( VIII.14-16).
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La relation PCA est maintenant évidente, car tout temps d'ar-
rét prévisible est accessible 3 si la famille (Et) n'a pas de
temps de discontinuité, tout temps d'arrét accessible est
prévisible (114), donc P=4 .

o e e e i T e e ey o o et i P St e T e s s et e b e o, e Y S S W W S
L T D L o L o o D mm e L L O L O o o e S L S L o s e . s v

Si A est un ensemble prévisible, il existe un t.d'a. prévisible
T tel que |TjC A et que £3T<a>} > P(p(A))-e

DEMONSTRALTTION. - Reprenons le pavage J' considéré au début de
l'appendice, et désignons par g% le pavage constitué par les

reunions finies d'éléments de J'. Comme J'est stable pour les
intersections finies, gf est stable pour_les réunions et inter-
sections finies.

Considérons la fonction d'ensemble Ht> P*(p(H)) ( probabi-

1lité extérieure de la projection) sur‘§+xf). La coupe de tout

HeJ! suivant tout we(: étant compacte, cette fonction est une
capacité relativement au pavage gf. Tout HC R, X (1, J'-analy-

tique, contient donc un ensemble Ledle tel que P(p(1L)) z B(p(H))
- € 3 soit T le début de L . La coupe de L suivant tout wél:
étant fermée, on a [T]c H , £3T<a3} = EKp(L)) . D'odl 1le théordme
si nous prouvons :

a) que T est prévisible,

b) que tout H prévisible est J'-analytique

a) L est 1l'intersection d'une suite décroissante (Ln) dtéléments
de J1 ; en vertu de 111, on est ramené & vérifier que le début
d'un élément de g% est prévisible § d'aprés 110, on peut se bor-
ner & un élément de J', de la forme [s,t] x A ( ol O<r<s<t , A

e gr) . C'est alors gvident.

b) Dtaprds IIT.12, il suffit de montrer que le complémentaire
d'un élément de J' est J'-analytique. Si cet élément est de la
forme {O}xA , AeE, , le—complémentaire est la réunion de ]O,o00 |X(.
et de {0}jxA® , d'od aussitdt le résultat. De méme, s'il est de

la forme [s,t]xA (AeE,), le complémentaire est réunion de

[0,s[x & , de Jt,00[xA , de [s,t]xA®, et c'est encore trivial.
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Pour qu'une variable aléatoire T soit un temps d'arrét ( resp.
accessible, prévisible ) il faut et il suffit que son graphe
[T] soit bien-mesurable ( resp. accessible, prévisible).

DEMONSTRATION.- Si T est un temps d'arrét,[T] est un intervalle
stochastique, donc bien-mesurable. Inversement, si [T] est bien-
mesurable, T ( début de [T]) est un temps d'arrét (201 et 9).

Si T est un temps d'arrét accessible, [T] appartient & é
( c'est la définition méme de A : voir 202). Inversement, si
[T] est accessible, T est un t;mps d'arrét, et pour tout &>0
il existe un temps d'arrét S tel que [S]C[T] ( donc S est de
la forme T,, AeEn ) et que E{S<oo > £{T<co} - ¢ (206) 3 il en
résulte aussitdt que T est accessible (112).

Si T est prévisible, [T] appartient & P ( voir la démonstra-
tion du n°203 au début de cet appendice) . Inversement, si [T]
est prévisible, T est un temps d'arrét prévisible : méme démons-
tration que pour A , en utilisant 207 au lieu de 206.

Soit A un élément de A ( resp. de P ) fermé & droite. Le début
T de A est alors un temps d'arrét accessible ( respe. prévisible)

En effet, ]T,w [ est un ensemble prévisible, donc B=An]T=o0o0 [
est accessible ( prévisible), et donc [T]=A\B est accessible
( prévisible)e.

Théordme_de projection_sur la_tribu P

T e e o e e i s ot ot i e i R o e e o W Y g s SO T T S o o St
T L R N N L e L L L L e D .

Soit X un processus mesurable borné 3 il existe un processus
prévisible Y=p3(X)’ unique, tel que l'on ait YTI{

T<oo } =
‘E[XTI{T<no}l§T-] pour chague temps d'arrét prévisible T ( p.s.).
L'ensemble {YAp,(X)} ( resp.{Y#pa(X)}) est réunion d'une suite
de graphes de t.d'a. ( resp. de t.d'a. accessibles).

DEMONSTRATION.~ Nous ne nous occuperons ici que de D3 et de ses
rapport avec Py, €0 laissant de c6té ce qui touche Poe
a) S8i X est de la forme

(D Xt(w)z I[r,s](t)Y(w) ( rgs, Y F-mesurable bornée)

et si (Yt) est une version continue & droite de la martingale
(E[Y{gt]), les projections pl(X) et pB(X) sont respectivement
les processus
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( la projection pa(X) est plus difficile & expliciter
s'obtient en appliquant 2 pl(X) le procédé de VIITI.20
placement de Yt par Yt- sur les parties accessibles des sauts

elle
rem-

*»

*e

de (Yt)) . Ces projections satisfont & 1l'énoncé.

b) Considérons l'ensemble g des processus mesurables bornés
admettant une projection 2 qui satisfait & 1'énoncé. Comme H
contient les processus de la forme (1), le théor2me des clas-
ses monotones nous ramé&ne & montrer que E est un espace vecto-
riel, fermé pour la convergence uniforme, et que si (Xn) est
une suite croissante uniformément bornée d'éléments de g on a
lim, X e H . Montrons que pS(Xn> crolt (& un processus indis~
cernable de O prds ). En effet, soit Z = p3(Xn+1)-p3(Xn) s 2
est prévisible, et on a E[Zq|E;_] > O pour tout temps d'arrét
prévisible fini T § mais Zp est gT_-mesurable ( appendice 1,
propriété 7) et on a donc ZTgo PeS. 3 cela entralne que Z est
indiscernable d'un processus positif . Soit alors X'= Z!.imn p3(Xn)
13 olt cette limite existe, O 13 ol elle n'existe pas : on véri-
fie aussitdt que X' est une projection de 1imIl Xn » Railsonnements
analogues pour la somme , la limite uniforme d'une suite d'élé-
ments de E.

I1 reste encore & vérifier que la relation'ﬂpl(X)ﬁPB(X)l est
réunion d'une suite de graphes de temps d'arrét™ passe 3 la
somme, & la limite uniforme, & la limite croissante... tout cela
est presque évident & partir du lemme suivant :

Soit A la réunion d'une suite ([Tnj) de graphes de temps d‘'ar-

rét, et soit B une partie bien-mesurable de A. Alors B est une

réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét.
En effet, l'ensemble BnLTn] est évidemment le graphe de son

début 3 comme cet ensemble est bien-mesurable, son début est
un temps d'arrét.

Théoréme de modification pour la_tribu P

e o N L S o sl e mms=mns =

Soit X un processus bien-mesurable 3 il existe alors un proces-

sus prévisible Y tel que |X£Y}| soit réunion d'une suite de graphes

de temps d'arrét.

En effet, X est mesurable par rapport & la tribu engendrée par
les processus adaptés continus & droite, dont les trajectoires
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admettent des limites & gauche. Il existe donc un processus Z
d valeurs dans‘ag , dont les trajectoires possédent les propri-
étés ci-dessus, et une fonction borélienne f sur Bw, tels que
1'on ait Xt = foZt . Le processus (foZt_) est alors la modifi-
cation cherchée.

Infin, nous laisserons au lecteur la démonstration facile de
la propriété suivante ( non citée dans le Guide ) @

Soient X un processus mesurable borné, Y un processus borné bien-
mesurable ( resp. accessible, prévisible). On a alors pl(XY) =

Yop;(X) ( resps po(X¥)=Y.p,y(X), pz(XY)=Yepz(X)).

APPENDICE 4 3 PRUCESSUS CROISSANTS

R N N S S L N A o L S N NN SRS E S =

Tout pe.c. intégrable naturel A s'écrit

_ aC
AL = AL+ )N AnlitzT |
n =1

ol (Ag) est continu, ol les T sont des temps d'arrét prévisi-
ples, et oll les An sont des constantes positives.

DEMONSTRATION.— La construction de VII.49 montre que tout p.c.

naturel est somme de sa partie continue, et d'une série de pro-
cessus croissants naturels purement discontinus, dont les tra-

jectoires ont au plus un saut. Soit A un tel processus, soit

T=dinf { ¢t At>0} ( 1'instant du saut ) et soit U=Ap-Aq_ ( 1la

valeur du saut). Il résulte aussitdt de 304,b) et de 113 que
T est prévisible. En utilisant 2 nouveau 304,b), on voit alors
que U est QT_-mesurable. Dtapréds un théordme bien connu, on peut
donc écrire U = 1lim U, , ol U  est une combinaison linéaire fi-
nie d'indicatrices d'éléments de Ep_, et crolt avec n. Posons

_ . ' c s NP
V, = n+l U, s V, est positive, et c'est une combinaison linéai
re finie d'indicatrices : c'est donc aussi une combinaison liné-
aire finie d'indicatrices d'ensembles disjoints, avec des coef-
ficients positifs . Comme U = Y V, » on voit que U stécrit
) AnIAn ( A,>0, A eEn_ ) . Posons alors TnzTAn :ona A =
2 AnI{thn}, et le théordme en résulte.
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)
Soit A un p.c. intégrable , et soit A le p.c. naturel zsssocié

L

N~
8 A 3 A est continu si et seulement si 4 ne cherse aucun temps
d'arrét accessible.

DEMONSTRATION. - Soit A un p.c.i. qui ne charge aucun temps d'ar-
rét accessible j; le potentiel engendré par A est régulier, et il
est donc engendré par un p.Ce.ie. continu B 3§ B est alors naturel,
donc B=A , et X est continu.

Inversement, supposons que A charge un temps d'arrét accessi-
ble S, et montrons gque T ne peut &tre continu . Soit (8,) une
suite croissante de temps d'arrét majorés par S, telle que

. ) ~ L~
‘E{ lim 8 =S, Ag > lim ASn} >0 (112) . Mais alors E Ag- lim.@%J

= MIAS - lim Asn] > 0, et A ne peut étre continu.
Ce résultat est donné dans [3] seulement pour X continu &
gauche, pour T=0, et sans espérances conditionnelles. Pour en

déduire 310, on proc&de ainsi : on étend d'abord ce résultat au
cas oll X est prévisible, gréce au théor2me des classes monotones.
Puis on l'applique au processus prévisible Zt(w)zxt(w)llscw)’oqft)

S désignant le t.d'a. TH ( He@T). I1 vient

@® <o
é dE é XsdAs = é qg é XS st

d'od le résultat, H étant arbitraire.

Intégration par rapport 3 un processus croissant .- a) est un

cas particulier de 309 3 b) en résulte aussit6t, car l'ensemble
{XzﬁXl} est réunion d'une suite de graphes de t.d'a. totalement
inaccessibles ( 212-21%), et A ne charge pas un tel ensemble. Pour
c), on remarque que cette égalité a lieu lorsque X est de la

forme Xt(w) = X(w)I[u v](t) ( compte tenu de a), c'est la défini-
k4

tion méme des processus croissants naturels : expliciter les
projections pl(X) et pB(X)) « On étend cela 3 tout X mesurable
borné au moyen du théordme des classes monotones

a) Soit A un p.c.i. 3 A est accessible si et seulement s'il ne

charge aucun t.d'a. totalement inaccessible.

b) A est prévisible si et seulement s'il est naturel.
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DéMONSTRATION.- Supposons A accessible . Le processus (At—)

étant continu & gauche, donc prévisible, l'ensemble %At~At_> %i
est accessible j; notons le B . Il est clair que B est réunion
d'une suite de temps d'arrét Ty,T5.00 tels que T;<T; , sur {Ti<oo}.
I1 en résulte que [Tq]= Bﬁ\]Tl,an[ est accessible, donc T, est
accessible (209) 3 Bﬁ}[Tl] est alors accessible, donc T, est
accessible, etc. I1 en résulte que T ne charge aucun t.d'a. tota-

lement inaccessible.
Supposons gque A ne charge aucun t.d'a. totalement inaccessible.
Décomposons la partie purement discontinue de A en une combinai-

son lInéaire 2 coefficients positifs de processus de la forme
(I{t>T})’ 8 la fagon de la démonstration de 306 3 on a alors

R}T=I<a>}=0 pour tout t.d‘'a. totalement inaccessible I 3 T est
alors accessible (104), et le processus croissant (IitZTi) est
donc accessible, d'old le résultat par combinaison liné&ire.
Supposons A naturel . D'aprds 306, A est somme d'un processus
continu et d'une combinaison linéaire & coefficients positifs de
processus de la forme (I{tzT})’ ol T est prévisible. Un processus

croissant de cette forme est prévisible, ainsi qu'un p.c. continu,
et A est donc prévisible.
Supposons A prévisible, et montrons que A est naturel. Posons

comme au début de la démonstration ani(t,w) s At(w)"At (w)> 1 }
) - n
Bn est cette fols prévisible, et on voit comme plus haut que
Bn est la réunion d'une suite de graphes de temps d'arrét Ti,
mais cette fois-ci les T, sont prévisibles. Soit c;=An =Ap 3
¢y est gTi_-mesurable ( appendice 1, propriété 7) , dofic 1 1e

2

processus croissant (ciI{t>T.}) est naturel. Par conséquent, quel
=i
que soit n, la somme ( A -A I -
R . ( s S_) iAs'As~> 1/n}) est un proces

sus croissant naturel .~ En faisant tendre n vers +00, on voit
que la partie discontinue de A est naturelle, d'od le résultat.
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UNE MAJORATION DU PROCHSSUS CROISSANT NATUREL
ASSOCIE A UNE SURMARTINGALE
(P.A.Meyer)

Tous les processus considérés ci-dessous sont continus & droite, et
adaptés 3 une famille de tribus (gt), croissante et continue 3 droite.
L'espace probabilisé sous-jacent est supposé complet, et la tribu F
contient tous les ensembles négligeables.

Si H=(Ht) est un processus, nous désignerons par H* la variable alé-
atoire sgpIHtl. Notre objet principal est la démonstration du théoréme

suivant :

THEOREME 1.~ Soit X=(Xt) un potentiel de la classe (D), et soit A=(At)
le processus croissant intégrable qui engendre X. Si p est un nombre >1
(fini) , il existe deux constantes C et C' telles que l'on ait

X X
0<C,C'<oo CNP(X ) < Np(Aa)) < C'NP(X )

Np désignent le norme dans 1P,

Nous déduirons ensuite du théordme 1 une partie d'un résultat récent
de BURKHOLDER sur les martingales.

Voici encore quelques notations : k sera l'unique entier tel que
k<pgk+l ( on a donc kgl) 3 C sera une constante positive, dont la valeur
pourra varier d'une formule & 1l'autre. Enfin, la notation E[.|E. ] pour
1ltopérateur d'espérance conditionnelle sera abrégée en Et[.].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1

1. La premidre des deux inégalités du théor2me 1 est bien connue. En

effet, on a X< < sgp Xt+At , et Nb[ s%p(Xt+At)] < qu(Aa>)’ q dé-
signant 1'exposant conjugué de p , en vertu d'une céldbre inégalité due
38 DOOB. Ainsi, il suffira de prouver la seconde inégalité.

I1 suffira pour cela de traiter le cas ol le processus A est conti-
nu et borné. En effet, supposons le théordme établi dans ces conditions.
Soit A un processus croissant continu, mais non nécessairement borné,
soit A" 1le processus croissant AAn , et soit X2 le potentiel engendré
par A% 5 on & N (A An) g C'N ((XH)™) g C'N (X)), d'od le résultat en

faisant tendre n vers +oo.
Ensuite, désignons par A un processus croissant intégrable naturel,
par X le potentiel qu'il engendre, par i 1e ' 1aplacien approché!'t de
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X d'ordre % ( [2], chap.VII, th.28), par X? le potentiel engendré par
AR 3 comme AR est continu, on a Nb(A2>) < C'Np((Xn)X) < C*KP(XX). Si ce
dernier nombre est +o0o, il n'y a rien 2 démontrer j sinon, les variables
aléatolres A§> forment un ensemble borné ( donc faiblement compact) dans
17 3§ comme elles convergent vers ACD faiblement dans Ll, elles convergent

P . n
alors vers Aoo faiblement dans L© , et on a Np(Aa)) < limnlnf Nb(Aa))’
d'ol le résultat.

T i e T s G vt datac b = e oA ke M g s s KOS YA . S . WO O W S G A e O e e A o e e St o o e ey e e S s e e W S o e s S e i T S
e . . o Yo . S s D T G B D Bl S G e W S W, W S B o W W S o S ] o S 1" o AOOM D b o g Ut o . e e st =t — g — oot —P— el npapeay

2. Posons, j désignant un nombre > 1
(3) _ J
14D =BL(g -] |
On a si s<t Es[Xga)] = gs[(Am-At)J] < ESL(AG)-AS)JJ = ng) . Ce proces-

sus est donc une surmasrtingale (bornmée), et on vérifie aussitdt que
‘E[XSJ)] est une fonction continue & droite j; il existe donc une version

continue & droite de cette surmartingale - c'est celle-ci que nous dési-

gnerons dans la suite par la notation (X(g)). I1 stagit év%dgp%ent d'un
u

potentiel de la classe (D) (borné). Le processus croissgﬁ%\quf engendre

(Xéj)) sers noté (Aéj)). Nous écrirons X?j) au lieu de (X(j))x.

(3) _ x(3-1) (&P
LEMME 1.- On a dA;Y’ = jXg dag , et dome A" < X)((j-l)Aa) ’
Soit d'abord T un temps d'arrét étagé, et soit BeFp. On a
[ xap =7 7 x{Pap =7 7 (a_-A_)%ap = f (& -Ap)lap
B T = %Ba{thit ~ zg:Bn{th} ® §7 m T g e T T

On étend aussitét cette relation & un temps d'arrét T quelcongue, au
moyen d'une approximation par des temps d'arrét étagés. Les processus

(Xéj)) et’KAbo-At)j) satisfont done aux hypoth2ses du the. 15, chap.VII
de [2]. Par conséquent , en remplagant j par j-1
© +(3-1) - ® j-1 J (3
Qt[i g dag] = ﬁt[é J(Am'As)'J dag] = Eyl(Ag -Ap)°] = X!
(on a utilisé la continuité de A ). D'oll le résultat.
X k-1
LEMME 2.- On a NE[X(k)] s O[N, (A )] Np(x").

I1 suffit évidemment de démontrer la formule suivante, pour j<p

N LX’(‘ ] <CN (A )N _ (X5, .4)
3= " (j=1)
g g J
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Utilisons successivement 1'inégalité de DOOB rappelée plus haut,
le lemme 1, 1'inégalité de HOLDER pour les exposants conjugués j et
j/(3=1)e I1 vient

a4
N (X j)) s oF (A i)y < CN (X(j 1)A ) = C{J(X(J 1))'5' .A‘%]}P
: 30 =%
< ©f Ny(ad )N'jlr[(xxa'l)) ]}

1 =t g
ci(g[A&J)j.@[(x;‘j_l))a%]) P

#

= CN (A N (X(j 1)) CQFD
J-1
3+ Passons 3 la démonstration du théoréme proprement dit . Calculons
(Np(Am))p 3 cela vaut
BLAB, ] = El-f aCChg, -4p))] = ELR[® (b, -2)Phan ]
P:.l_
= Blo/ 7 xPan,] < mip/T O B any]

En effet, posons V=(4 -At)k s N = (p-1)/k § comme on a O<n<l, la
fonction X+>x" est concave, et on a

xPDop [ v ] <@ VD" = @) .
Par conséquent, en utilisant_l'inégalité de Hf)LDER, puis le lemme 2
p 2 x JBgt
(N (g, NP 5 CEL(Xy) K why ] 5 CN (A N J [(Xyy) E ]

E:..l. BT

=ON (A ME[(X(yy))* 1} P

Bl p=1 Le-1)(p=1)

SO NOWSTE Ne ANSTIEIPY. XCWDIT Ne STILN NeWOTHEE

g
B <y T

[N,(4,0] F g C[N,(X9)]

ou enfin

d'od le théordme suit aussitdte.
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APPLICATIONS iLa THﬁbRIE DES MARTINGALES

4, Soit (Xn) une surmartingale positive 3 temps discret ;3 en la consi-

dérant comme restriction d'une surmartingale continue, constante sur
chaque intervalle [n,n+l[, et en appliquant le résultat précédent 2 la
partie potentiel de celle-ci, on obtient la majoration suivante :

Soit 8 la variable aléatoire positive

I1 existe une constante Op telle que l'on ait N (S) Cc N (X Je

En particulier, considérons des variables aléatoires Xl,...,Xn qui

forment une surmartingale positive & temps fini j nous pouvons alors
appliquer le résultat précédent & la surmartingale obtenue en posant
Xi=0 pour i>n . La variable aléatoire S est alors égale &

Xy +(X-E[X) [EoD) +eee o (=B |E) 1 1)

5. Considérons maintenant une martingale continue & droite , & temps
continu, (Mt)’ et supposons que l'on ait MteL2 pour tout t. Soit

une subdivision O<t;<t,...<t =t , et considérons la surmartingale posi-

tive discrdte ( & temps fini) X,,...,X définie de la manidre suivante

(par rapport & la famille de tribus go,gtl,...,gtn )

2
XO = E[M !FO]

2
XzEMlF - My + (M, M
[ ] ty 10

)2

2 2
X, = E(M2|F, ] -M° + (M )
2 2 2 2
X = E[M |F, ] -M + (M_ =M = (M, - )
n = wmtielee TN e, M ) e
La positivité résulte de 1l'inégalité E[MtIF ] (E[M I ]) 20 ( conve-

xité de x> X ), et le fait que Xet ame surmartlngale résulte de la
relation

2 . 2 .
Xi—E[Xi+1|§i] = (Mti--Mti 1) pour O<isn (Mg pour i=0).
Cela donne la valeur de S : Mg + (ﬁ =M ) +...+(Mt £ )2. D'autre part,
l n-1

on a X < sup E[Milg | + 4 sup ¥2 . En utilisant 1l'inégalité de DOOB

rappelée au début, on trouve que NP(XX) < CNZp(Mt)’ et finalement on
a trouvé le résultat suivant :



- 170 -

THEOREME 2.- Soit l<p<co , et soit (M,) une martingale continue 3 droite.
On a pour toute subdivision 0<t1...<tn=t 1l'inégaliteé

N_[M2 + (M, -M.)2+...+Q0 0 )2] < ON, (M )(2
oMo g, M) He My My 07 5 ORpp(Hy

ol C ne dépend que de p.

En particulier, faisons tendre le pas des subdivisions vers O j la
somme au premier membre converge dans 1! vers (M,M]. ( voir [3]). Le
théor&me 2 tel qu'il est énoncé équivaut au résultat de BURKHOLDER dont
il a été question plus haut, et la relation

N C[M M) § ON, (M)

qui s'en déduit par passage & la limite ( gréce su lemme de FATOU) est
un résultat d 3 P.W.MILLAR , communiqué dans une correspondance privée,
et que nous déduisons ainsi du théorédme 152
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LES RESOLVANTES FORTEMENT FELLERIENNES
D'APRES MOKOBODZKI

INTRODUCTION.~ MOKOBODZKI a remarqué récemment qutun théoréme de GRO-
THENDIECK? suivant lequel le produit de deux opérateurs faiblement
compacts d'un espace C(K) est fortement compact,entratne que le produit
de deux noyaux fortement fellériens est " fortement fellérien au sens
strict™ « On en déduit que les noyaux d'une résolvante ou d'un semi-
groupe fortement fellérien sont fortement fellériens au sens strict,
ce qui permet de simplifier beaucoup de démonstrations. MOKOBODZKI
en déduit dtautre part d'importantes conséquences pour les noyaux
" mesures harmoniques™ en théorie du potentiel.

Nous allons donner ici une démonstration de ces propriétés, indé-
pendante du théordme de GROTHENDIECK cité plus haut - et moins géné-
rale & certains égards, car nous allons utiliser la positivité des

noyaux. Nous commencerons par traiter le cas métrisable, qui est de
beaucoup le plus intéressant en pratique, et nous nous bornerons 2

quelques indications sur le cas non métrisable.

NOTATIONS.- Si E est un espace séparé, nous noterons g(E) l'espace des

T g ot e o i g

réelles boréliennes bornées sur E ;3 ces deux espaces seront munis de
la norme de la convergence uniforme. Nous noterons M(E) l'espace des
mesures ( abstraites !) bornées, sur E muni de sa tribu borélienne.
Soient E et F deux espaces séparés, V un noyau sousmarkovien de E
dens F ( le mot noyau est pris au sens abstrait). On sait qu'il est
intéressant de définir diverses ®propriétés de FELLER" pour V :
Propriété Fl.- Ltapplication xi1—> sXV de E dans Q(F) est continue

pour la topologie étroite sur M(V) . Autrement dit, feg(F) = erg(E).

Propriété FZ" Ltapplication xse>sXV est continue pour la topologie
faible G(E(F),E(F)). Autrement dit, feg(F) = erg(E).

Propriété F3.— Xr€>8xv est continue pour la norme des mesures.

* GROTHENDIECK : sur les applications linéaires faiblement compactes
d'espaces du type C(K). Canadian J.Math. 5, 1953. Voir surtout DUN-
FORD-SCHWARTZ , Linear Operators I, p.493-494.
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Ces trois propriétés s'énoncent habituellement : V est fellérien,
V est fortement fellérien, V est fortement fellérien au sens strict.
Cette terminologie est lourde, et nous dirons simplement VeFi, i=1,2,3.

Voici le théordme de MOKOBODZKI

THEOREME 1.- Soient E,F,G trois espaces métriques séparables , V un

noyau sousmarkovien de E dans F, W un noyau sousmarkovien de F dans G.

Supposons gque l'on ait VeF,, WeF, 3 alors on a VWeF3.

La démonstration résulte de deux lemmes, intéressants par eux
mémes :

LEMME 1l.- Soit (gn) une suite d'éléments de la boule unité By de E(G).
Il existe une suite (gﬁ) extraite de (gn), et une fonction geB,, telles
que Wgﬁ converge simplement vers Wg.

DEMONSTRATION.- Soit (ym) une suite dense dans F , et soit A=)_ 2_msy W
i

Toutes les mesures syW (yeF) sont absolument continues par raS;ort a
la mesure positive bornée A : en effet, soit f une fonction positive
bornée A-négligeable 3 la fonction continue Wf est nulle aux points Tpo
et donc partout. Extrayons alors de la suite (g ) une suite (gﬁ) telle
que les gn convergent vers une fonction borélienne geBl pour la topolo-
gie faible o(L® A, L (A)), ce qui est possible du fait que 1P (A) est
le dual de l'espace de Banach séparable L (A). Les mesures e _W admettant
des densités par rapport & A, qui appartiennent 2 L (A); on a <ey JE&> =
lgm <eyW,g£ > , et le lemme est établi.

LEMME 2.~ Soit (fn) une suite d'éléments de B(F) gui converge simplement,
en restant bornée, vers une fonction feB(F). Alors an converge unifor-
mément vers Vf sur tout compact de E.

DEMONSTRATION.- Il suffit de traiter le cas ol £=0. Posons h = sup |f_ |3
m>n

comme |anl < Vb, , il suffit de montrer que Vh, -> 0 uniformément. Mais
hn->0 en décroissant, donc th ->0 en décroissant § comme theg(E) dla-
prés F2, le lemme de DINI donne le résultat cherché.

Prouvons le théor2me l. Désignons par B; la boule unité de B(G), par
U le noyau VW , par K un compact de E, et par Cl l'ensemble des restric-
tions 34 K des fonctions Uf (feBl) 3 C1 est une partie de la boule unité
de C(X), et les lemmes 1 et 2 combinés montrent que de toute suite
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(hn) d'éléments de 01, on peut extraire une suite qui converge unifor-
mément sur K vers un élément de C,+ Par conséquent, d'aprds le théors-
me d'ASCOLL , G, est une partie équicontinue de C(K). Autrement dit,
d désignant la distance sur E
Ve>0, In>0 s xeK, yeK, d(x,y)s n = sup |G£5-Uf7| <
= feB, =
Ceci équivaut 2 [le U - eyU" < & o Pour obtenir 1'énoncé, il suffit

maintenant de choisir pour K l'ensemble des points d'une suite con-
vergente.

Voici une application du théor2me 1 ( il est sans doute inutile

de détailler 1l'énoncé analogue, relatif & un semi-groupe sousmarko-
vien).

THEOREME 2.- Soit (V) une résolvante sousmarkovienne sur un espace
métrique séparable E 3 si les noyaux Vp poss@dent la propriété FZ’
ils poss@dent aussi la propriété F

3‘
DEMONSTRATION. - Soient >0, @p 3 nous avons Vp = (q-p)VqYp + Vq .
L'application x> squVp est continue pour la topologie de la norme

des mesures, d'apr®s le th.l et la définition de la propriété F3 s

*
l'application xr—>-exV converge uniformément vers O sur E lorsque

q

q->o , car || eV < 1/q 3 d'od aussitdt 1l'énoncé.

gl
LE CAS NON METRISABLE

Nous recommandons vivement d'omettre ce qui suit. Nous alloas

traiter le cas od E,F,G sont trois compacts non nécessairement mé-
trisables.

Montrons que le lemme 1 reste vrai dans ces conditions . A tout
ensemble borélien A de G, associons la fonction W(IA)eg(F) 3 pour
toute mesure bornée p sur F ( i.e., tout élément du dual de g(F) Y,
ltapplication Aw> <u,W(I,)> est une mesure réelle sur F . Ltap-
plication Aw—> W(IA) est donc une mesure vectorielle & valeurs dans
C(F), au sens de DUNFORD-SCHWARTZ , loc.cit. p. 318, et les théoré-
;es classiques sur les mesures vectorielles (D-S , lemme 5, P.321)
entratnent l'existence d'une mesure positive bornée A sur G, telle
que A(A)=0 = W(IA)=O - autrement dit, que toutes les mesures & W

J
soient absolument continues par rapport & A.
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Soit (gn) une suite d'éléments de B, , et soit I la tribu engendrée
par les fonctions 8y T est une tribu séparable, et l'espace L (T A)
est donc séparable. Extrayons donc de la suite (gn) une suite (gn)
qui converge faiblement vers une fonction I-mesurable g, pour la topo-
logie faible o(Loo(T A), Ll(T A)) 3§ mais les mesures eyW ont des densi-
tés par rapport & A sur la tribu T, et il en résulte comme plus haut
que Wgﬁ converge vers Wg' simplement.

I1 n'y a rien 3 modifier au lemme 1, et presque rien 8 changer &
la démonstration du théor2me - seulement le remplacement d'une dig-
fance 4 par un écart 4 compatible avec la topologie de E.
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Les résultats présentés ci-dessous sont une mise en forme
" gxiomatique® de théorémes relatifs & la compactification
de MARTIN ( telle qu'elle est traitée dams lfarticle [4] de
KUNITA-WATANABE ). Nous ne donnons aucun procédé de compacti-
fication nouveau , mais nous montrons que beaucoup de proprié-
tés qui étaient bien connues dans des cas particuliers ( RAY,
KNIGHT, KUNITA-WATANABE...) sont vraies en fait pour toutes
les compactifications raisonnables. Nous terminons par une
application aux chaines de Markov & temps continu, qui n'ap-
porte aucun théordme nouveau, mais qui donne une interprétation
simple de la topologie fine de CHUNG, et de la version ' semi-
continue inférieurement ™ dtune chafne?

ot o o o MR, o T T " 1 " I 1o Wk s ot ot i i i S
e T s S i L . s it . . s i, W g, W e, e i, it S 2

HYPOTHESES ET NOTATIONS.- E est un espace localement compact &
base dénombrable.

(Up) est une résolvante sousmarkovienne sur E. Le noyau

-

UO=U applique QC(E) [ fonctions continues & support compact ]
dans Cp(E) [ fonctions continues bornées](l).

E est un sous-ensemble borélien d'un espace compact métri-

sable F, dense dans F . Nous n'exigeons pas que la topologie
induite par F sur B soit la topologie précédente ( que nous
appellerons topologie " initiale'' de ¥ ), mais seulement qu'
elle soit moins fine , i.e. que l'injection i de E dans F soit
continue. La notation gc(E) se rapportera toujours & la topo-
logie initiale de E. S'il est nécessaire, nous dirons qu'une
fonction f définie dans E est continue/E, sci/E ( resp. conti-

nue/F, sci/F) pour marquer qu'elle est continue ou semi-conti-
nue

(L Cette hypothése peut &tre renplacée par des hypothéses

snalogues sur les Up

*  Au sujet de ces résultats, voir la dernidre page de l'exposé.

, p>0. Nous verrons cela plus loin.
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inférieurement pour la topologie initiale de E ( resp, la
topologie sur E induite par F)(2).
Voici maintenant les deux hypothéses cruciales :

a) Si fegc(E), la fonction Uf sur E se prolonge en une foncti-
(F{) on continue sur F ( de manidre unique puisque E est dense).

b) Soit § le cOne des fonctions continues g sur F, telles que
glE ( la restriction de g & E) soit surmédiane ; alors S sé-
pare les points de F.

Comme S contient les constantes positives , est stable pour
ltopératior inf et sépare F, §-§ est dense dans g(F).

L'injection i de E dans F étant continuc, la troce sur E
dt'un ensenble borélien B de F ( égale 2 1 7(B)) est un ensen-
ble borélien/E. Inversement, tout conpact de E étant compact/F,
et la tribu borélienne de E étant engendrée par les compacts,
on vérifie aussitdt que tout borélien/E est borélien/F . Il
n'y a donc pas lieu de distinguer entre les deux structures
boréliennes sur E, et nous perlerons simplement de parties
boréliennes de E sans autre spécificetion.

CONSTRUCTION D*UN NOYAU POTENTIEL SUR F

Soient xeF, et fegc(E) s la fonction Uf admet un prolonge-
ment par continuité ( unique ) & F, gue l'on notera encore Uf.
Ltapplication fe> Uf* est alors une mesure sur E, que 1'on
notera U(x,dy). La tribu borélienne/E et la tribu borélienne/F
étant identiques, nous pouvons considérer aussi U(x,dy) comme
une mesure ( non bornée) sur F, portée par E ;3 U apparait
alors, soit comme un noyau de E dans F, soit comme un noyau

(2) Un exemple typique de cette situation est donné par le cas
des chalnes : E est alors un espace dénombrable discret , F est
le complété de E pour une structure uniforme liée & la résol-
vante, et n'induit plus sur E la topologie discréte.
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sur F. Remarquons que ce noyau est propre sur F ( [9], chap.IX,

n°l) : en effet, soit (Kn) une suite de compacts dont la réunim
et E 3 F est réunion des Kn et de F\E , et chacune des foncti-

ons U(IKn), U(IF\E) est bornée ( la dernidre est nulle).

PROPOSITION 1l.- Le noyau U sur ¥ satisfait au principe complet
du maxiwoum .

DE/MON’STRATION.-~ Les mesures U(x.dy) étant portées par E, tout
revient 2 montrer que si f et g sont des fonctions universel-
lement mesurables positives sur E , si a est une constante 20,
et si 1'on a

a + Uf > Ug sur {g0} ,

alors la méme inégalité est vraie partout sur F . Il suffit
pour cela de montrer que sih (définie dans E ) est sci/E et
majore £, si j (définie dans E) est scs/E, & support compact J
contenu dans {g>0}, et telle que 0Ogj<g , et si enfin e est une
constante >0, on a

a+¢+Uh > Uj partout sur F .

Mais on a at+e+Uh > Uj en tout point de J 3 soient Ay 1l'ensemble
des fonctions segZ(E) majorées par h, et Al 1l'ensemble des
fonctions a+e+Us pour seAh. Aﬁ est un ensemble filtrant crois-
sant de fonctions continues/F dont l'enveloppe supérieure est
at+e+Uh. Le lemme de Dini entralne alors l'existvence d'une fonc-
tion seh, telle que a+e+Us > Uj sur J. Cette inégalité vaut
alors sur un voisinage compact L de J dans E, et le lemme de
Dini montre & nouveau qu'il existe une fonction tegZ(E) a
support dans L, majorant j et telle que a+e+Us>Ut sur L. Mais
alors cette inégalité a lieu sur tout E, car U satisfait au
principe complet du maximum sur E ({2], chap.IX, T.69); elle

se prolonge alors & F par continuité, puisque Us et Ut sont
continues sur F. On a & plus forte raison a+e+Uh > Uj sur F,

et la proposition est é&tablie.
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CONSTRUCTION D'UNE RéSOLVANTE SUR F
Soit fegC(E) H Upf est définie dans E, de sorte que UU_T

p
est définie dans F, et nous pouvons poser

U f = UFf - pUu £ (3
P T - Pl

Supposons que la fonction fegC(E) soit <0 . Alors la fonction
Upf est < 0 gur E . Mais cette fenction est égale sur E a
U(f-PUpf), et on a par conséquent

UC(E-pULE)T) 2 U((f-pUpf)+) sur {(f-pUpf)+>O}nE

Cette relation vaut alors sur F ( prop.l). Mais (f~pUpf)'|E est
bornée & support compact dans E , car £f-pU _f est positive dans
E hors du support de f. Par conséquent , UGf-pUpf)") est une
fonction finie dans F et nous pouvons écrire cette inégalité

0 2 U(£-pU_f)

ou Upf < 0. Lfapplication fi> U'pfX est donc une mesure posi-
tive sur E pour tout xeF. Comme plus haut, nous considérerons
aussi cette mesure Up(x,dy) comme une mesure sur F portée par
E, et U_ comme un noyau sur F ( ou un noyau de E dans F). La
relation (I+pU)UP= U est alors une identité entre noyaux sur
F.

PROPOSITION 2.- Les noyaux Up forment une résolvante sousmarko-
vienne sur F ( noter que l'on n'a pas nécessairement U=

lin o U, sur ).

/
DEMONSTRATION.~ Montrons d‘*abord que le noyau pUp est sous-
markovien sur F. Cela revient & montrer que si fegc(E) est
comprise entre O et 1 , on a pUpf < 1. Mais on a

U =T -pU
1z U8 [p(£-pU )]

sur l'ensemble des points de E ol le crochet est >0 , et donc

(3)0n ne sait pas encore que cette fonction est finie ; de 1a
les précautions plus loin.
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partout sur F d'aprés la prop.l.
Montrons ensuite que les noyaux Up forment une résolvante
sur ¥ . Nous allons vérifier que si 1l'on prend p>0,g>0, fegC(ED,

les fonctions UUPf , UUqf, UUPU f sont finies et que

q
+pU){U_+(p-qg)U =
(T+pW) [U,+(p-)U U JE = T+pUDT £
Cela entrainera le résultat cherché d‘'aprés [%], X.T7, car U
satisfait au principe complet du maximum sur ¥. Preuve : dans

la relation Upg+pUUPg = Ug remplagons g par Uqf , 11 vient

1
U U f = = .
Up qf + pUUp qf UUqf < qf < 4+ partout

Les trois fonctions envisagées sont donc bien finies, et on a
(I+pU)Upf = Uf
(T+p0)[ o=V £ ] = (p-QUU £

dtoll par addition (I+pU){UPf+(p-q)UpUqf] = Uf+(p-q)UUq£ =
(Uqf+qUUqf)+(p-q)UUqf = (I+pU9Uqf . cqfd

PROPOSITION 3.~ Soit g une fonction borélienne positive sur
F, telle que g|E soit surmédiane et sci/E, et que l'on ait
pour tout xeF~E

g(x) 2z lim inf g(y)

VedX
vel

Alors g est surmédiane par rapport & la résolvante (Up) sur F.

DEMONSTRATION.— Nous allons prouver que si f et f' sont uni-
versellement mesurables positives sur E, et si 1'on a g+Uf
> Uf! sur {£'>0},.alors la néme inégalité est vraie sur F.
Ltargument de [2], chap.IX,T70 - qui repose uniquement sur
la relation (I+pU)Up=U - entralnera 2lors que g est surmé-
diane sur F.

Comme dans la démonstration de la prop.l, il nous suffit
de prouver que si & est une constante positive, si h est une
fonction sci/E majorant £ , si j est une fonction scs/E dont
le support compact J est contenu dans {f'>0}, et telle que
O0<igt', on a partout sur F
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g+e+Uh > Uj

Or on a g+e+Uh > UJ en tout point de J. Dtaprés le lemme de
DINI, il existe une fonction seg:(E), majorée par h telle que

g+e+Us > Uj sur J

Cette relation a alors lieu sur tout un voisinage compact L
de J dans E, et le lemme de DINI entraine 3 nouveau l'exis-
tence d'une fonction tegz(E) a8 support dans L, majorant j et
telle que

g+e+Us > Ut sur L
Mais alors, g étant surmédiane sur E, cctte relation a lieu
sur tout E 3 comme Us et Ut sont continues sur F, l'hypothése
faite sur g entraine que cette inégalité vaut aussi sur F\E,
et la proposition est établie.

COROLLAIRE.~ Toute fonction geS est surmédiane par rapport 3
la résolvante (Up) sur F .

CONSTRUCTION D*UN SEMI~-GROUPE
Dans ce qui suit , nous notons é la régularisée excessive
d'une fonction g, surmédiane par rapport a la résolvante (Up)‘

PROPOSITION 4.~ Soit D l'ensemble des points xeF tels que

spr -> e, 3u sens vague. Alors D est borélien.
P p>w

1]l existe un semi-groupe (Pt>t>0 de noyaux sousmarkoviens
sur F, unique, possédant les propriétés suivantes

1) Si feC(¥), et si xeF, la fonction tpe>E%fX est continue
2 droite.

2) U, = J® ePPp at  pour tout p>0
0]
On a e Py = e, si et seulement si xeD . Pour tout xeF la mesu-
re eXPO est _portée par D . Enfin, soit L= lim Up le noyau

p~>0
terminal de la résolvante (Up) s on a eXL=eXU pour_ tout xeD.

DﬁMONSTRATION.— Nous allons commencer par transformcr la défi-

nition de D. Si xeD, on a 1lim pU gX = g(x) pour tout geS,
p= p -
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ou encore g(x)=g(x) pour tout geS . Inversement, soit (g,)
une suite dense dans § [ une telle suite existe, car § est
une partie de 1'espace métrique séparable C(F)] , €t s01t un
xeF tel que gn(x) gn(x) pour tout n j montrons que X appar-
tient alors 3 D. En effet, l'ensemble des fonctions feC(F)

telles que f(x) = lim pUpr est évidemment un sous-espace
P> @

fermé de g(F) 3 coume il contient les 81 il contient S,
puis 5-8 , et enfin 1l*adhérence de S-S , et cette adhérence

est égale 3 g(F) d'aprds le théoréme de STONE-WEIERSTRASS.
I1 en résulte aussitdt que D est un ensemble borélien. Dfau-
tre part, soit fegz(E), et soit xeD 3 ILf est une fonction
excessive par rapport 8 la résolvante (Up), égale a/gf sur
E. Nous avons donqA_Lf = 13 pU_Lf = limp pUpr = Uf . Conme
UfeS , nous avons Uf*=Uf* au fait que xeD, et par conséquent
L£X=Uf*, La mesure I(x,.) étant portée par E, on a st=st,
ce qui établit la dernidre phrase de 1l'énoncé.

Passons maintenant 3 la construction des noyaux I% .
1) Soit fe§ 3 la formule ([2,], IX.T52)

a8

dpn
montre que la fonction f(x)-pU ¥ de la variable p est com-~
pletement monotone bornée SUI‘EA pour tout xeF j; elle tend
vers f(x)~h(x) lorsque p->0, h désignant la partie invarian-
te de la fonction excessive f. Le théoréme bien connu de
S.BERNSTEIN nous permet d'écrire

F(x) - pU_g* = JP PP at)
p 0

(PULE) = 0! (-1)* (U Y (T-pU )%

oll ;Xﬂest une mesure positive surﬁ§+, de masse égale 3 f(x)
~h(x). Posons maintenant

P.f* = n(x)+ A (Jt,00[)

C'est une fonction de t décroissante et continue 3 droite,
qui tend vers f£(x) lorsque t=>0 o On a
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(/)‘JD e PPp.£* at = 9-(-;—‘-2 + (f)“" e'ptdt{:oo A (ds)

b o, . 1-¢P"
:-:ipz-l-}é}s{(d_s)____..g___

b)) L L Rxyn(x) ~ (B(x)~pU_£5)) = U .
P P P p

2) Etudions la forme linéaire fh~c-Pth sur S-S5

. L s . . £% x (%)
a) 8i £ est surmédiane continue, la fonction = - Ubf
de la variable p est complétement monotone « Cette fonction
étant la transformée de Laplace de la fonction continue 2
droite t> fx-Ptfx, on a E%fx < £% pour tout t. En parti-
culier, Ptl < 1.

b) 8i fe$-8 est >0 , pr> Ubfx est complétement monotone(f)
Cette fonction étant la transformée de Laplace de tka»Ptfx,
on a I%fx 2 O pour presque tout t, donc pour tout t en vertu
de la continuité & droite.

On déduit sussitdt de a) ¢t b) que la forme linéaire
fes Ptfx sur $-8 est bornée ( de norne <l). Elle se prolon-
ge donc per continuité en une forme linéaire bormnée sur g(F),
ctest & dire une mesure, et on vérifie aussit®t que cette
mesure est positive. On voit aussitdt par un argument de con-
vergence uniforme, que la fonction ttq>£%fx est encore conti-
nue 3 droite ei feg(F). Nous noterons Pt(x,dy) la mesure
qui vient d'é&tre définie.

c¢) Montrons ensuite que (Pt) est un noyau sousmarkovien,
autrement dit, que P, f est une fonction boréliemne si feg(F).
Or la fonction X !¢(t)e'tr%fxdt est borélienne pour toute
fonction ¢ continue sur R, tendant vers une limite & 1'infi-
ni, et bornée [ cette propriété est vraie en effet si ¢ est
une constante ou une exponentielle e"pt, et on appligue le

X
the de STONE-WEIERSTRASS  sur [O,00] ]. Donc x> /¢(X)Ptf at

(%) Utiliser la formule

d%; (Upfx) = nl(—l)n(UP)n+le ([2], IX.T52) .
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est borélienne si ¢ est continue 2 support compact, et donc
an»I%fX est borélienne [ passage 3 la limite Justifié par la
continuité 3 droite].

3) Nous allons vérifier la reclation Pspt=Ps+t

a) Montrons dfabord quec , pour toute fonction borélienne
positive h, Uh est une fonction surmédiane. Cette propriété
est vraie en effet si heg:(E) (prop.3) , donc aussi, par pas-
sage 8 l'enveloppe inférieure, pour toute fonction h semi-con-

tinue supérieurement positive & support compact dans E. Soit
alors h une fonction borélienne pogltive sur F ;3 on a pour

(s20,%20).

-

toute fonction j, scs 8 support compact positive dans E, et
najorée par h|E

pUPUj <Uj gUh

d*'oll en passant & l'enveloppe supérieure pUpUh < Uh, qui est
le résultat cherché,

I1 résulte alors du raisonnement du début de la démonstra-
tion que la fonction p+e>UpUhX est transformée de Laplace
d'une fonction décroissante.

b) Prenons geg;(E), et désignons par H l'ensemble des
fonctions boréliennes bornées h telles que tr€>PtU(hg)X soit
continue & droite pour tout xeF. Il est clair que H est un
espace vectoriel fermé pour la convergence uniforme, qui
contient Q(F) . Dtautre part, soit (hn) une suite croissante
ot uniformément bornée d'éléments positifs de H , et soit
h = lim, hn s la fonction tuq>PtU(hng)Xadmet comme transfor-
mée de Laplace ps> UPU(hngjf qui est dtaprés a) la transfor-
mée de Laplace d'une fonction décroissante. Autrement dit,
t%ﬁ»I%U(hngfcest continue & droite et décroissante, et par
conséquent tpe>P%U(hg) est continue 3 droite , par passage
a8 l'enveloppe supérieure. 11 résulte alors du théorédme des
classes monotones (2], chap.I, T20) que H contient toutes
les fonctions boréliennes bornées. Un second passage & l'en-
veloppe supérieure montre alors que tr€>P%Uh est décroissante
et continue 3 droite pour toute fonction borélienne positive
h sur F.
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¢) Prenons geC (E) 3 U g est di*‘férencc de deux foncticns
de la forme Uh 3 la fonction tr> P, U_g* est donc continue &
droite. Dtautre part, U_g est p- surmedlane , donc O~surmédia-
ne par rapport & la résolvante (V )= (Up+q) Le raisonnenment
du début de la démonstration montre alors que qre>VqUPg st
transformée de Laplace d'une fonction décroissante j; comme
elle est transformée de Laplace de la fonction continue &
droite tr€>e"ptP%Upg , celle ci est décroissante. Le méme
raisonnement qu'en b) montre alors que troe PtP%Uph est
décroissante et continue 2 droite pour toute fonction boréli-
enne positiye h sur F.

d) Pour vérifier que P P, . p £*

s+t , 11 suffit de traiter
le cas ol feC(F) . Les deuk membres étant des fonctions con-
tinues 3 droite en s, il suffit de vérifier 1'égalité de leurs
transformées de Laplace en s, soit

_ 4@ _-ps
PtUpfx...é e PSp_ +,Gf“ds

Mais les deux membres sont des fonctions continues a droite
en t dtaprds c¢), et il suffit encore une fois de vérifier
1tégalité de leurs transformées de Laplace en t, ce qui re-~
vient a4 vérifier 1lt'équation résolvante.

4) 8i feS , on a P f = lim P%f = 1lim pU_f = . Par
t->0 P> P

conséquent, ¢ Po=e si et sculement si f(")z%(x) pour tout
feS , autrement dit si xeD- Dtautre part la relation PbPOf‘
Pof stécrit P, (fmf) =0 ., Comnme on a f>f, cela entraine que
toute nesure axPO est portée par |[f= f} s en faisant parcourir
a8 T une suite dense dans S, on voit que ebe est portée par D.

CONSTRUCTION DE PROCESSUS DE MARKOV

PROPOSITION 5.~ Soit u une loi de probabilité sur F. Il exis-
te un processus de Markov (Xt) & valeurs dans g“nmﬂnettant

(Pt) comme semi-groupe de transition et p comme loi initiale,
et dont les trajectoires sont continues 8 droite et pourvues

de limites & gauche sur l'intervalle ]O,+mw [, et admettent

en O une linite 3 droite XO+’ On a XO=XO+ DeSe 81 €t igg%e-

%) O est w point isolé cdjoint 3 F, et T =Fu{dl
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8i p cst portée par D.

/
DEMONSTRATION, - Construisons, sur un espace probabilisé com-
plet i, un processus de Markov (Yt) adnettant (Pt) conme se-

mi-groupe de transitio&xét p comme loi initiale. Si geS ,
g est surmédiane par rapport au semi-groupe (Pt) [ cn effet,

la fonction t|~¢>I%g est décroissante par construction, et
tend vers g < g lorsque t=>0 ] ; le processus (goYt) est donc
une surnmartingale, et admet par conséquent des linites & droi-

te et des liuites & gauche le long des rationnels, si l'on
excepte des wel! qui forment un ensemble négligeable. En uti-

lisant une suite d'éléments de S qui sépare les points de F,

on obtient le résultat suivant

il existe un ensemble négligeable HC.() tel que, pour tout

w¢H, 1l'application t1+>Y, (w) admette une limite & droite Ib#w)

le long des rationnels en tout point te[O,+o [, une limite &

gauche le long des rationnels en tout point te]O,+wm [-

Une modification triviale des variables aléatoires Yt sur

H permet alors de supposer ces propriétés vraies pour tout

LIEL «a

Soient maintenant f et g deux éléments de S . On a

B(fo¥ .go¥, ] = lim E[fo¥,.g0¥, ] = 1i_m B[foY, P go¥, ]

e->0

E[fOYthOYt]

Bupnosons dfabord >0, Le relation P g= PtPOg stécrit

Pt(g_é):O’ ou B[(g-g)-Y.]=0 , ou finalement ( comme g;é)

goYt:éoYt p.s. La relation ci-dessus s'écrit donc dans ce

cas E[foY .go¥,, |=E[foY .go¥, ]. Par linéarité, puis conver-

gence uniforme, on étend ce résultat au cas ol £ et g sont

deux éléments de C(F) , et il en résulte enfin que Y =Y

tTot+

p.s. pour chaque t>0 ([2], chap.II, n°32).

Supposons que u soit portée par D § alors g:é L-pp, et le

méme raisomnement que ci-dessus montre que YO=YO+ P.S.. Inver-

sement, si Yb:Yb+ pP+S., les égalités précédentes (avec f=1)

—— r ea W emm mws e s we e maw Ma maan e e eme S e W Me— L mme e e S e e e e MR e e

— ——
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b est portée par D.
I1 ne reste plus qu'a poser
XO =Yy Xt = Yt+ pour t>0

pour obtenir le processus (Xt) cherché.

Dans la proposition suivante, nous supposons pour simpli-
fier que p est portée par D j; nous pouvons alors supposer que
XO=X0+ identiquement ( il suffit de définir XOzYO+ ci-dessus).

PROPOSITION 5.~ Supposons gque p soit portée par D.

1) 8i f est p-excessive par rapport au semi-groupe (Pt)’
le processus (foXt) est p.S. continu & droite.
2) Le processus (Xt) est fortement markovien, et l'ensemble

des we(l tels que la trajectoire de w rencontre Esb est négli-

geabl QO

DEMONSTRATION.~ &) Soit geCh(E) 5 on a UgeG(F), et le proces-
sus (UgoXt) est donc une surmartingale continue & droite. Dé~
signons par H ltespace des fonctions boréliennes bornées h

sur F telles que le processus (U(hg)oXt) soit p.s. continu &
droite 3 H est fermé pour la convergence uniforme, et conti-

ent C(F) . Soit (h, ) une suite croissante , uniformément bor-

née, d'éléments positifs de H , et soit h=lim h . Les proces-
= n

sus (U(hng)oXt) sont des surmartingales ( début de 3), &ans
la démonstration de la prop.4j%%éontinues a4 droite par hypo-
thése, qui convergent en croissant vers le processus (U(hgrxt)

Celui-ci est donc p.s. continu & droite, dfaprés {2}, chap.VI,
Tl6.

Soit alors h une fonction borélienne positive sur F, et
soit hn=h/\n 3 soit (gn) une suite croissante d'éléments de
gg(E), dont ltenveloppe supérieure est l'indicatrice de E.

Les surmartingales p.s. continues & droite ((U(hngn)oXt)

tendent en croissant vers le processus (UhoXt), et une nouvel-
le

(%) Noter toutefois que le processus (Xt-) peut rencontrer

E?D.
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application de VI.T16 montre que le processus (UhoX,) est
p.8. continu & droite.

b) Prenons p>0, et geCy (E) ; U,g est la différence de deux
fonctions de la forme Uh ( h borélienne 20), toutes deux fi-
niesrs?onc le processus (U goXt) et le processus (e'thpgoXt)
sont continus & droite. Lc méme raisonnement que ci-dessus
montre alors gque, si h est borélienne positive, le processus
(Uph°Xt) est p.s. corntinu & droite.

Une nouvelle application de VI.T16 montre que si f est une
fonction p-excessive , le processus (foXt) est p.s. continu
8 droite ( car f est l'enveloppe supérieure dtune suite de
p-potentiels). Cela s'applique aussi & une fonction O-exces-
sive, car une telle fonction est p-excessive pour tout p>0.

¢) Montrons que les trajectoires de (Xt) ne rencontrent p.se.
pas P\ND . Il suffit de montrer qu'elles ne rencontrent p.s.
pas {@#g},si g appartient 2 S. Mais les processus (g0cX;) et

(éoXt) sont tous deux p.s. continus & droite § d'autre part,

la relation Up(g-§)=0 et le théordme de Fubini entrainent que
pour presque tout w on a goXt(m)=éoXt(w) pour presque tout t.
La continuité 2 droite entraine alors que pour un tel w on a

goXt(w)=éoXt(w) pour tout t.

d) Au sujet de la propri¢té de harkev fortc, nous nous bor-
nerons & rappeler un résultat facile : si (Xt) est un proces-

sus de Markov continu & droite par rapport 3 une famille croi-
sante de tribus (gt), admettant (F.) comme semi-groupe de

transition, et tel que pour tout p>0 toute fonction p-exces-
sive ( ou seulement toute fonction U_f, feC (F)) soit p.s.

continue & droite sur les trajectoires de (X;), alors (Xy)
est fortement markovien par rapport & la famille de tribus
(Et+) (voir par ecxemple [3]). Cela achéve la démonstration.
CHANGEMENT DE RESOLVANTE

Nous avons supposé dans notre hypothdse (H) du début que
U appliquait gC(E dans g(F) : le fait d'exiger cela pour Uy=

U exprime une propriété de™ransience'de la résolvante (Up)
sur E, qui n'est pas toujours satisfaite en pratique. Il est
plus naturel de faire l'hypoth@se suivante, pour un p>0 :
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a) Pour toute fonction fegc(E), Upf se prolonge (de manidre
(HP) unique) en une fonction continue sur F.
b) Le cdne gp des fonctions continues g sur E, telles que
g|E soit p-surmédiane, sépare les points de F.

Posons alors V:Up, et désignons encore par V le noyau sur
F défini gr8ce au prolongement par continuité des fonctions
VE ( fegc(E)). La famille (Vq) = (Up+q) est une résolvante
qui satisfait & 1l'hypothese H du début, ce qui nous permet
de définir

- des noyaux Vq

- ltensenble DP des xeF tels que equ
lorsque q->00

- un senigroupe sousmarkovien (Q,t), adnettant (Vq) coml=-
ne résolvante , tel que la fonction t&4>Qtfx soit continue &
droite pour tout xeF et toute fcg(F).

La proposition suivante montre, d'abord que l'on sait cons-
truire un bon seni-groupe sous l'hypothése Hp, et ensuite que
si lton peut faire cette comstruction pour deux valeurs de D
( nous traitons le cas ol l'une de ces valeurs est O, mais
ltextension est triviale), les deux semi-groupes ainsi cons

sur F , satisfaisant & (IﬁqV)quv

q-:>eX vaguenent

truits sont essentiellenent les mémes

PROPOSITION 6.~ a) Le seni-groupe (Qt) associé 3 la résolvante
(Vq) satisfait & ethtl < 1 pour tout t. Si xeE, on a

6Q)e_rt ethﬁ(x,.)dt = Ur(x,.) pour tout r>0

b) Supposons que la résolvante (Uq) sur B satisfasse & la fois

3 1l'hypothése (H) du début et & 1l'hypothcse (Hp). Alors on a
= - PT

DP_B, et e Py = e "e,Qp pour tout xeD et tout t.

DEMONSTRATION.- a) Soit fegc(E), conprise cntre 0 et 1 3

nous avons sur E 1> (p+q)Up+ql = (p+q)UP+qf, ou encore

1+gq(p+q)U. U . £ > (p+q)U_f sur E. En introduisant la résol-
P ptq = D vante

(%) Nous ne traiterons pas ici de la conmstruction des proces-
sus sous l'hypothdse (Hp). I1 nty a aucune difficulté spéciale.
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(Vq), cela s'écrit
1 + a(p+Q)VV Ef z (p+q)VE sur E, et donc sur {£>01}.

Le noyau V satisfaisant au principe du maximum sur F ( prop.
1), cette inégalité a lieu partout, ce qui s'écrit 1§§p+q)qu,
puis 1 > (p+q)Vq1 cn passant 3 l'enveloppe supérieure.

Montrons alors que la fonction g1 ora Vél est compléte-

ment monotone 31 sa dérivée n-iéme est en effet égale, d'aprés
[2], chap.IX, T.52, &

ni(-1)" [ - (VR

(p+a) 1
qui a bien le signe de (-1)" d'aprds ce qui précdde. Par con-
séquent, la fonction continue & droite et bornée e—pt-—Q_blX
(xeF) de la variable t a une transformée de Laplace compléte-
ment monotone ; elle est donc positive, et la preniére inéga-
1ité est prouvée.

La résolvante du semi-groupe sous-markovien (Qt) est
égale & (Vq) 3 si xeE, on a donc

éa)e_tht(x,.)dt =T +q(x,.)

Y
Soit (P%) le semi-groupe sous-markovien (etht) 3 si £ est
borélienne bornée, si xeE, la fonction

Tr—> fe'rtfk(x,f)dt
est analytique, et coincide avec U (x,f) sur Jp,x [, donc

pour tout 0. Cela achéve la démonstration de a).

b) Soit xeD, et soit feg;(E) « Les fonctions Upf et Vf

e e - '
étant égales sur E, on a qu+qu = qu+qUPf . D'autre part

qu+qufX -> Upfx ( car Upf est p-excessive par
Q->00 repport & la résolvante U )
W, VT > VET ( car VEeG(F), et xeD)
Par conséquent , V(x,.)=U_(x,.). Nous avons alors
qux = fo-qVquX = Upfx-ququX = Upfx—quUp +qf" = U, +qu
( on a utilisé le fait que V(X,.):Up(x,a) sur E).
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Mais alors la relation sXqu—>ax vaguencnt (g~->m ) qui
exprime que xeD, et qui est évidemment équivalente & aqu

p+q
~>E. entraine e,qV, > e, et par conséquent Xer.

q
Inversement, supposons xeD_. Soit feg:(E) 3 la fonction

Uf appartient & S, donc & gp’ et par conséquent elle est sur-

médiane par rapport & la résolvante (Vq) ( prop«3). Dtautre

part , elle est continue et la relation xer entraine que

rerfX -> Uf*. Ainsi les mesures eXerU , qui sont portées

par E, croissent avec r et admettent e, U comme limite vague

sur E. Il est bien connu que dans ces conditions on a lim, _ .

<eerfU,h>= <exU,h> pour toute fonction borélienne positive
h sur B ( ou sur F). Comme indfestdifférence de deux fonctions
de la forme Uh, il en résulte que

rVrUP+qu—> Up+qfx (r->m )

Mais d'autre part f = qu sur E, donc le premier menbre

Up+q
est aussi égal a rVrquX, qui tend vers qux ( pour q=0,

cela résulte du fait que xeD_ : en un point xeD_, V coincide
avec l'opérateur V, de la résolvante) . Par conséquent, Vq(x,.)

=Up+q(x,.) pour tout g0 . Alors la relation e, TV, ->e, Vague-
+ s " - s
nent entraine 8erp+r >E 9 donc aerr >€.y ©b finalement xeD.

82 .- Applications_aux_chaines de Markov

e S A e A e S _ H IR SIS TE T e e e e ST e s e

CONSTRUCTION D'UN COMPLETY ET DfUNE VERSION

Nous utilisons la terminologie du livre [4] de CHUNG ( nou-
velle édition).

E désigne un ensemble dénombrable, et o un point adjoint
8 E( rien n'empéche de prendre I=N, et @ =+ !) ; on dési-
gne par (pt(.,.)) une mat:ice de transition standard marko-
vienne sur B -~ rappelons que le remplacement de " markovienne"
par " sousmarkovienne'!' n'augmente pas la généralité. Il est

bien connu que les fonctions p (i,j) sont continues sur B,
*
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nous poserons, pour tout pz0
. oe .y
up(l,g) = é pt(l,J)e Pyt

Nous utiliserons les notations des noyaux : E étant muni de

la topologie discrdte, et de la tribu associée ( celle de tou-
tes les parties de E), nous désignerons par E% ( resp.U_) le
noyau sur B défini par Py(i,{3}) = py(1,3) (U (3,{dh)=
u,(3,3)).

Fixons un p>0, et montrons que les fonctions u _(«,3) , J
parcourant E, séparent E. En effet, si h et k sont deux points
qui ne sont pas séparés par ces fonctions, on a U (h,c)=Up(kg.}
donc Ur(h")=Ur(k’°) pour tout r d'aprés l'équation résolvan~
te, et enfin Pt(h,.)=Pt(k,.) en vertu de lfunicité de la
transfornation de Laplace 3 en faisent tendre t vers O, on en
déduit que h=k.

Posons alors pour tout jeR dj(h,k) = Ju (h,j)-up(k,j)l 3
dj est un écart borné sur E, complétons E pour la structure
uniforme définie par la famille d'écarts dj (jeE), et dési-
gnons par F le complété de E. Cela revient encore & appliquer
E dansJE§ par ir> (up(i’j))jeE - application continue et
injective -3 identifier E 2 son image, et & prendre pour F
l1tadhérence de E. F est un espace conpact métriscble, et
ltinjection de E ( discret) dans F est continue. D'autre part,
E est dense dans F . Enfin,; toute fonction up(a,j) s¢ prolon-
ge évidemment en une fonction uniformément continue sur F, et
ces prolongenents séparent F par construction j comme une
fonction f appartient a gc(E) si et seulement si elle a un
support fini , Upf se prolonge en une fonction de g(F), et
ces prolongements séparent F . Autrement dit, l'hypothése
(Hb) est satisfaite par le couple (E,F).

8i le seni-groupe est transient, ce qui revient & dire

que les fonctions u(.,j)=uy(.,j) sont bornées, on peut faire
cette construction pour p=0.
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Comme 8 la fin du §l, construisons une résolvante (Vq)
sur F , coincidant avec (UD+q) sur E 3 l'ensemble D_ decs
H

xeF tels que eXrVrr~;ZjaX vaguement 3 le semi-groupe (Qt)

tel que tre>Qtf soit continue & droite pour feg(F), et qui
admet (Vq) comme résolvante. La matrice de transition étant
standard, nous avons EC:DP Drautre part, nous savons gque
le semi-groupe Pt = etht cst sousmarkovien, ¢t gue sa ré-
solvante (U&) coincide avec (Uq) sur E.

PROPOSITION 7.- Si ieE, la mesure EiPt est portée par E pour
tout 20, et on a P,(i,{3})=p,(i,3) pour tout jeE.
DEMONSTRATION. - Nous avons

-qt - - - . .

Je™ Ty (4,3)a6 = uy(i,3) = 1 e ¥R(1,{5])av
Ltunicité de la transformation de Laplace entralne que
Pt(i,j):Pt(i,{j}) pour presque tout t. D'autre part, lfindi-
catrice de {j} est une fonction scs dans F, et par conséquent
tr> P (1,{j}) est scs & droite :

P.(i,{j}) 2 1im sup P, _(i.{3h

th? = 50+ t+s
Comme p (i,J) est continue, ot égale & P'(i,ij}) sur un ensen-
ble dense, cela entraine P, (1i,{j}) z p,(1,3) . Mais cette iné-
galité ne peut &tre stricte, car sinon on aurait

1z ) Pu(i,{k}) >3 py(i,k)

~ keE keE
en contradiction avec le caract@re narkovien de la matrice (p.)

COROLLATRE.- Soit p une loi sur F ; la loi pP,. est alors por-
tée par E pour tout t>0.
DEMONSTRATION. - Comme pUp est portée par B, pP, est portée par
E pour presque tout s j; choisissons un tel s<t. Nous avons
p,Pt(FNE) = p,Ps(;i})Pt_s(i,F\E)= 0

ielE
d'aprés la proposition précédente. Noter que Pt1=1 sur E
donc ”Ps+tl = pP 1, et la masse de pP, est constante. Si p

est portée par D, on a lim pP 1 =1, donc pP,L = 1 pour tout
0. P u-=>0
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Ceci étant, donnons nous une loi iniviale p portée par m
( donc par Dp), et construisons un espace probabilisé complet
(©,F,P) , une famille croissante (B.) de
trigus, dont chacune contient les ensembles négligeables g
un processus (Xb) 4 valeurs dans F, dont les trajectoires
sont continues & droite et pourvues de limites & gauche,
adapté 2 la fanille (E.), narkovien , edmettant (E%) comme
semi-groupe de transition ¢t u comme loi initiale - la possi-
bilité d'wme telle construction résulte dec la prop.5. Nous avong

vu en outre que les fonctions excessives sont continues 3
droite sur les trajectoircs d'un tel processus, et que (Xt)
est fortement markovien - ce qui nous permet en particulier
de rendre la famille (gt) continue a4 droite. Nous savons donc
construire des versions raisonnables de la chaine, & valeurs
dans F .

Cependant, la théorie des frontidres n'utilise pas le com-
pactifié F, meis le compactifié de MARTIN de E, qui est essen-
tiellement un conpactifié du type envisagé dans la premiére

partie, mais relativement 3 une résolvante duale . Il nous
faut donc construire des versions de la chalne 2 valeurs dans

Ew{oo} douées de propriétés raisomnables ( & partir desquel-

les la théorie des frontidres construira les versions & va-
leurs dans l'espace de Martin).

Nous allons décrire deux telles versions - pour la scconde,
on identifie E ﬁ}i,cné,+a;.

PREMIERE VERSION.~ On pose 7 (0)=X, (0) si X (w)eE, Y (w)=o
si X (w)¢E.

SECONDE VERSION.- On choisit un ensemble dénombrable S dense

dans B, , et on pose Z,(w) = lim inf X _(w)
ot t s->t+0 S
ses

Cette seconde version est la '*version semi-continue infé-
rieurement' de CHUNG. Elle peut &tre décrite sans intervantion
du symbole lim inf, de la manidre suivante. L'application
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tr+>X, (w) 8 valeurs dans F étant continue 3 droite, 1l'ensemble
de ses valeurs d'adhérence 3 droite dans le compactifié d'Ale-~
xandrov de E , & 1'instant t et le long de S, ne peut &tre

égal qu'd un ensemble de la forme {a}, ou {a,w}, ou {o}(aeE).
De plus on a alors a:Xt(w) dans les deux premiers cas. On pose

alors Zt(w)=a dans les deux premiers cas, Zt(w)=a> dans le der-
nier.

Nous convicndrons de poser pt(i,aa)zo pour tout t et tomt
ieE, et de méme pt(oo,i)=0, pt(oo,aa)zl. La matrice de transi-
tion se trouve ainsi prolongée 3 Eu{w |. Nous conviendrons de
poser Yoo =ZOO = .

PROPOSITION 8.~ a) Les processus (Yy) et (Z,) sont des chaines
de Markov 8 valeurs dang Euim}, admettant (py) comme matrice
de transition et u comme loi initiale. Le processus (Yt) est
bien-mesurable par rapport 3 la famille (§t>’ et le processus
(Zt) est progressivement mesurable.

b) 81 T est un temps d'arrét, on a Yp=Znq p.s.

c) Si T est un temps d'arrét, les processus (Yp, )40 &E

(ZT+t>t>O sont des chafnes admettant (py) comme matrice de
transition.

DEMONSTRATION. - Le processus (X,) étant bien-mesurable (en
vertu de la continuité 3 droite des trajectoires) il est im-
médiat que (Yt) est bien-mesurable. Nous n'insisterons pas
sur le fait que (Zt) est progressivement mesurable, dont
nous ne nous sServirons pas, et qui est établi dans les tra-~
vaux de CHUNG.

Nous avons PiXtcEiszt(E)zl pour tout t>0 ( prop.7), donc
Y,=X, p.s. pour tout t>0 ( et évidemment aussi pour t=0 puis-
gue 1 est portée par E). Par conséquent, (Yt) est bien une
chaine admettant (pt) comme matrice de transition et p comme
loi initiale. De méme, si T est un temps dtarrét, le proces-
sus &ﬁ+t) est un processus de Markov qui admet (P%) comme se-
ni-groupe de transition d'aprés la propriété de Markov forte,
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et le néme raisonnement montre que XT+t=YT+t P.Se. pour chaque
t, sur {T<w}, d'ol il résulte que (YT+t)t>O est une chaine
admnettant (pt) comme semi-groupe de transition.

La démonstration de la prop.8 sera achevée si nous mon-
trons que YT=ZT P.S. pour chaque temps dtarrét T . La relation
est évidente sur {T=co}. Sur {I<w |, la relation Zp(w)eE
entraine XT(w)zzT(w), donc YT(Q):ZT(w)c Tout revient donc &
montrer que le relation T<oo, ZT=a> entrafine p-.s. szg) - ou
encore, que les relations T<oo . YT=ieE entrainent p.s. ZT=ic

Nous nous bornerons & traiter le cas simple ol l'ensemble
dénombrable S est l'enseuble des nombres dyadiques. Soit alors
™ 1a n-idme approximation dyadique de T ( T=(k+1)2™ si
k2—n§T<(k+1)2'n) 3y dtaprés la propriété de Markov forte,

. . o s n -
P{qgm#i] Xp=i}= 1 - annT(l,l) . Comme T"-T g 277, xTn tend

en probabilité vers i sur l'ensemble ol Xp=i, et Y posséde

donc la méme propriété. On peut alors trouver une suite .

d'entiers telle que Y 1y converge pe.S. vers i ( ctest & dire
T

solt p.s. égal & i pour tout k assez grand), et cela entraine
que 7;=i p.s. sur {Yp=if.

Nous venons donc dfétablir le théoriZme de CHUNG, suivant
lequel il existe une version semi-continue inférieurement de
la chaine, satisfaisant & la propriété de Markov forte ([4],
chap.II, 89, th.3). Nous allons naintenant intcrpréter la
topologie induite par F sur E.

LA TOPOLOGIE FINE DE CHUNG

Posons pour tout >0 , i et j désignant deux éléments de E

d,(1,3) = - log sup p (%,]3)
Ogs<h
Il est clair que si h dininue dh(i,j) augmente , que dh(j,j)=
O et que d'autre part, si i#Aj, ps(i,j)g 1~ps(i,i) tend vers
O avec s, de sorte que d;(i,j) -> @ . La relation p (i,k)
hee0 u+v

p,(1,3)p,(3,k) entraine 4, ., .(i,k) g dh(1’3)+dh'(j,k)

1\



- 196 -
Posons nmaintenant, pour tout jeE et tout w0

Vo(3) = { ieB : 4 (3,9)<u }
On a VAV, =V, ., D'autre part, on a jeVu(j) pour tout
u , et la relation keVu/E(j) entraine Vu/a(k)f:; Vu(j). Par
conséquent, il existe une topologie sur E pour laquelle les
voisinages de jeE sont les ensembles qui contiennent Vu(j)
pour u assez petit. Cette topologie est la topologie fine
de CHUNG ( [4 ], p.190)

E étant dénombrable, et tout point de E admettant un sys-
téme fondamental dénombrable de voisinages, la topologie fine
sur B adnet une base dénombrable d'ouverts. On peut donc étu-

dier la continuité, la semi-continuité... des fonctions réel-~

les sur E au moyen de suites convergentes dans E.

Montrons ( toujours dtapr&s CHUNG) que la topologie fine
est sépsrée. BSoient j et j' deux points distincts de E, 7
un nombre compris entre % et 1. Choisissons h assez petit
pour que p.(j,j) et p.(j',j') soient au moins égales 3 n sur
ltintervalle [O,h]. On a alors pour tout i ph(i,j) >z p (i,3).
ph_s(j,j) > nps(i,j) pour tout s<h, et par conséquent

Py (1,3)
de méne ph(i,jO

n.exp[—dh(i,j)]

Comme n> X , On a exp[-dh(i,j)]+exp[- h(i,j')] < % < 2, ce
qui entralne que i ne peut pas &tre voisin simultanément de
j et de jt'.

v nv

PROPOSITION 9.~ a) Si t>0, jeE, la fonction pt(.,j) est conti-
nue pour la topologie fine. Le topologie fine est définie par
la famille dénombrable d!écarts

jek

(x,¥) —> |2 (X, )-p(7,3)]  § pationnel -0

b) 8i 0, et si h est une fonction bornée sur

E, la fonctionﬁﬁqp est continue pour la topologic fine(xy La

(%) La fonction Pth est aussi continue (t>0)
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topologie fine est d4éfinie par la famille dénombrable 4' é&-
carts ( od p>0 est fixé )

(x,5) = |u,(x3)-w (7,0 (JeE)
DEMONSTRATION.- a) Soit (x ) une suite qui converge vers iel

au sens de la topologie fine. Alors pour tout h sup Pg (x ,1)
O<s<h

tend vers 1 lorsque n->00. Soient t>0, s<t ;3 nous avons

P (x,,3) 2 P (x,,1p._(1,3)
La fonction p.(i,j) étant continue, choisissons h assez
petit pour que s< h entraline Ipt-s(i’j) - pt(i,j)lge, puis

n assez grand pour qu'il existe s <h tel que bpg (xn,i) >
l-e. Alors

P (x,,3) 2 (1-e)(py(d,§)-e)

Autrement dit, les fonctions pt(.,j) sont semi~-continues in-
férieurement pour la topologie fine. Comme leur sormme sur J
est la fonction 1, qui est continue, chacune d'elles est con-
tinue.

Il en résulte que si h est une fonction comprisec entre O
et 1 la fonction P%h est soeni-continue inférieurement pour la
topologie fine j; mais il en est de méme pour P%(l-h), et la
somne de ces deux fonctions est la fonction continue Pt1=1'
Par conséquent Pth est continue.

Considérons maintenant une suite (Xn) dtéléments de F
possédant la propriété suivante

pour tout t rationnel >0, tout jeE, pt(xn,j)->pt(i,j)

et montrons que la suite X, converge finement vers i. Cela
entralnera que la topologie fine est déterminée par la famil-
le dtécarts indiquée. Or soient h un nombre >0, e>0, choisis-
sons t rationnel tel que t<h, et que pt(i,i)>1-e 3 on a alors
Pt(xn’i) > l-¢ pour n assez grand, et par conséquent

sup P (xn,l) -> 1
O<s<h n-=>00
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ce qui exprime que xne>i finement.

Les fonctions p,(.,J) (t>0) étant continues pour la to-
pologie fine, le théor2me de Lebesgue entraine aussitdt que
les fonctions u_ (.,j) sont finement continues, et la relation
Uql = 1/q entraine ( comme dans la démonstration faite plus
haut) que Uqh est finement continue.

Fixors maintenant p, et considérons la topologie T défi-
nie par la famille d'écarts tup(x,j)—up(y,j)l ; T est métri-
sable, meins fine que la topologie fine, et il nous reste a
montrer que toute suite (Xh) qui converge/g vers ieE converge
finement vers i, ce qui entrainera l'identité des deux topolo-
gies. Le méme argument que ci-dessus montre que toute foncti-
on Uph ( h bornée) est continue/g « L'équation résolvante en-
traine alors le méme résultat pour toute fonction Uqf (f
bornée), car une telle fonction est combinaison linéairé de
deux fonctions du type précédent. En particulier, Uthh est
continue/T pour toute fonction bornée h.

Supposgns alors que la suite (xn) ne converge pas finement
vers i 3 quitte & extraire une suite partielle, nous pouvons
supposer l!'existence d'un h>0, d'un €>0 tels que 1l'on ait pour

tout n
sup P (xn,i) < l-¢

Mais alors on a pour tout n et tout h'< h
ht _
= f7 e PP (% ,i) ds < 1-¢
ht 0 s =

Mais ceci est la valeur au point > de la fonction continue/g
1 _a—bh! : ) .
E:[UPIfi} e UpPh'Iii}]’ et il en résulte que lfon a pour

tout h'< h y
Ly e"psps(i,i)ds < l-e
ht0

en contradiction avec le fait que p,(i,i) -> 1 . Cela
S

achéve la démonstration.
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COROLLAIRE.~ a) La topologie fine est identique 38 la topologie
induite par F sur E.

b) Pour presque tout we(), l'application Z.(w) posséde la
propriété suivante

pour tout t tel que Z,(w)eE, on a Z, (w) = lim fine Z_(w)
% e 5 s
s~>t+0
seS

DEMONSTRATION.~- a) est évidente. Pour établir b), désignons par
H l'ensenble des we() tels que Zs(w)el(donc Zs(w)=Xs(wf3 pour
tout seS ;3 on a P(H)=1 d'aprés la prop.8, et l'assertion b)

se réduit pour weH & la continuité & droite dans F du proces-
sus (Xt)..On a bien entendu un résultat analogue pour la ver-

sion (¥.)e. Nous avons rectrouvé ainsi le th.4 du chap.II,§ 11
de CHUNG [4].
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D'autre part, des travaux récents et non publiés de DOOB contiennent
les applications & la théorie des chafnes de Markov qui ont été don-
nées ci-dessus. Bien que la compactification utilisée par DOOB soit

la méme que celle qui est utilisée ici, DOOB emploie des méthodes
différentes, et développe beaucoup plus les applications de la compac-
tification dans la direction de la " théorie des frontidres".

* ol.’o.P'cés la remotque duw hout de 8 page 194.
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