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A V E R T T S S E M E N T  

Cet ouvrage rassemble, sans modification substantielle, la plupart 
des Notes historiques parues jusqu'ici dans mes Eléments de Mathé- 
matique. On en a seulement rendu la lecture indépendante des cha- 
pitres des Eléments auxquels ces Notes font suite ; elles sont donc en 
principe accessibles à tout lecteur pourvu d'une solide culture mathé- 
matique classique, du niveau du premier cycle de l'enseignement 
supérieur. 

Bien entendu, les études séparées qui constituent ce volume ne 
sauraient en aucune manière prétendre à esquisser, même de fason 
sommaire, une histoire suivie et complète du développement de la 
Mathématique jusqu'à nos jours. Des parties entières des mathéma- 
tiques classiques comme la Géométrie différentielle, la Géométrie 
algébrique, le Calcul des variations, n'y sont mentionnées que par 
allusions; d'autres, telles que la théorie des fonctions analytiques, 
celles des équations différentielles ou aux dérivées partielles, sont 
à peine effleurées; à plus forte raison, ces lacunes deviennent-elles 
plus nombreuses et plus importantes quand on arrive à l'époque 
moderne. 11 va sans dire qu'il ne s'agit pas là d'omissions intention- 
nelles; elles sont simplement dues au fait que les chapitres corres- 
pondants des Élénlents n'ont pas encore été publiés. 

Enfin, le lecteur ne trouvera pratiquement dans ces Notes aucun 
renseignement biographique oii anecdotique sur les math6maticiens 
dont il est question ; on a cherché surtout, pour chaque thCorie, à 
îairc apparaître aussi clairement que possible quelles en ont été les 
i dks  directrices. et comment ces idées se sont développées et ont 
réagi les unes sur les autres. 

Les nombres en caractères italiques renvoient 3 la Bibliographie 
placée ?I la fin du volume. 
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FONDEMENTS DES M A T H É M A T I Q U E S  

LOGIQUE 

T H E O R T E  DES E N S E M B L E S  

L'étude de ce que l'on a coutume d'appeler les « fondements des 
Mathématiques », qui s'est po~irsuivie sans relache depuis le début 
du xrx%iècle, n'a pu être menée à bien que grâce à un effort parallèle 
de systématisation de la Logique, tout au moins dans celles de ses 
parties qui régissent l'enchaînement des propositions mathématiques. 
Aussi ne peut-on dissocier l'histoire de la Théorie des ensembles et 
de la formalisation des mathématiques de celle de la « Logique 
mathématique ». Mais la logique traditionrielle, comme celle de? 
philosophes modernes, couvre en principe un champ d'applications 
beaucoup plus vaste que la Mathématique. Le lecteur ne doit donc 
pas s'attendre à trouver dans ce qui suit m e  histoire de larLogique, 
même sous une forme très sommaire ; nous nous sommes bornés 
autant que possible à ne retracer l'évolution dc la Logique que dans 
la mesure où elle a réagi sur celle de la Mathématique. C'est ainsi 
que nous ne dirons rien des logiques non classiques (logiques à plus 
de deux valeurs, logiques modales) ; à plus forte raison ne pourrons- 
nous aborder l'historique des controverses qui, des Sophistes à 
l'École de Vienne, n'ont cessé de diviser les philosophes quant à la 
possibilité et à la manière d'appliquer la Logique aux objets du 
monde sensible ou aux concepts de I7e5prit humain. 

Qu'il y ait eu une mathématique préhellénique fort développée, 
c'est ce qui ne saurait aujourd'hui être mis en doute. Non seulement 
les notions (déjà fort abstraites) de nombre entier et de mesure des 
grandeurs sont-elles couramment utilisées dans les documents les 
plus anciens qui nous soient parvenus d'Égypte ou de Chaldée, mais 
l'algèbre babylonienne. par I'élGgnncc et la sûretéi de ses méthodes, 
ne saurait se concevoir comme une simple collection de problèmes 
résolus par tâtonnements empiriques. Et, si on ne rencontre dans les 
textes rien qui ressemble à une « démonstration )) au sens formel du 



mot, on est en droit de penser que la découverte de tels procédés de 
résolution, dont la généralité transparaît sous les applications numé- 
riques particuliéres, n'a pu s'effectuer sans un minimum d'enchaî- 
nements logiques (peut-être pas entièrement conscients, mais plutat 
du genre de ceux sur lesquels s'appuie un algébriste moderne lorsqu'il 
entreprend un calcul, avant d'en « mettre en forme » tous les détails) 
([232], p. 203 sqq.). 

L'originalité essentielle des Grecs consiste précisément en un 
effort conscient pour ranger les démonstrations mathématiques en 
une succession telle que le passage d'un chaînon au suivant ne laisse 
aucune place au doute et contraigne l'assentiment universel. Que les 
mathématiciens grecs se soient servis au cours de leurs recheqhes, 
tout comme les modernes, de raisonnements « heuristiques )) plutôt 
que probants, c'est ce que démontrerait par exemple (s'il en était 
besoin) le « traité de la méthode » d'Archimède [153 cl; on notera aussi, 
chez celui-ci, des allusions à des résultats ((trouvés, mais non démon- 
trés» par des mathématiciens antérieurs*. Mais, dès les premiers 
textes détaillés qui nous soient connus (et qui datent du milieu du 
ve siècle), le « canon » idéal d'un texte mathématique est bien fixé. 
11 trouvera sa réalisation la plus achevée chez les grands classiques, 
Euclide, Archimède et Apollonius ; la notion de démonstration, chez 
ces auteurs, ne diffère en rien de la nôtre. 

Nous n'avons aucun texte nous permettant de suivre les premiers 
pas de cette « méthode déductive », qiii nous apparaît déjà proche de 
la perfection au moment même où nous en constatons l'existence. 
On peut seulement penser qu'elle s'inscrit assez naturellement dans 
la perpétuelle recherche d'« explications » du monde, qui caractérise 
la pensée grecque et qui est si visible déjà chez les philosophes ioniens 
du vile siécle ; en outre, la tradition est unanime à attribuer le déve- 
loppement et la mise au point de la méthode à l'école pythagoricienne, 
il une époque qui se situe entre la fin du vie et le milieu du ve siècle. 

Notaniment DCmocrite, h qui Archiméde attribue 13. découverte dc In fortiiule 
donnant le volume d'une pyramide ([153 cl, p. 13). Cette allusion est à rapprocher 
d'un fragment célèbre attribué A Dgrnocritc (mais d'aut hent icitC contestée), 
où i l  déclare : <( Persorine rie m'a jamais ssrtrpassé clntls ln cot~.rtrrictioii (le /i,pwes 
au moyeti de preuves. pas même les « harpéhriaptes » c;gyptieri.s, c'onrrtic otr ks 
appelle 1) ([89], t. 1, p. 439 et t. I I ,  1 ,  p. 727-728). Laremarqued'Archimède et le fait 
qu'on n'a jainriis trouvé de démonstration (au scns classiqiie) dans les textes 
égyptiens qui nous sont parvenus, condiiiscnt à pcnser que les (( pre!ivcs » 
nuxquelles fait :~llusion Démocrite n'étaient pliis considérées coninie iellrs il 
l'&poque classiqiie, et ne le seraient pas non plus ;iii.joiirdlhui. 



C'est sur cette mathématique « déductive », pleinement consciente 
de ses buts et de ses méthodes, que va s'exercer la réflexion philoso- 
phique et mathématique des âges suivants.. Nous verrons d'une part 
s'édifier peu à peu la Logique « formelle » sur le modèle des mathé- 
matiques, pour aboutir à la création des langages formalisés ; d'autre 
part, principalement à partir dÙ début du wxe siècle, on s'interrogera 
de plus en plus sur les concepts de base de la Mathématique, et on 
s'efforcera d'en éclaircir la nature, surtout après l'avènement de la 
Théorie des ensembles. 

LA FORMA1,ISATION DE LA LOGIQUE 

L'impression générale qui semble résulter des textes (fort lacu- 
naires) que nous possédons sur la pensée philosophique grecque du 
ve siècle, est qu'elle est dominée par un effort de plus en plus conscient 
pour étendre à tout le champ de la pensée humaine les procédés d'arti- 
culation du discours mis en œuvre avec tant de succès par la rhéto- 
rique et la mathématique contemporaines - en d'autres termes, pour 
créer la Logique n u  sens le plus général de ce mot. Le ton des écrits 
philosophiques subit à cette époque un brusque changement : alors 
qu'au vire ou au vie siècle les philosophes affinnent ou vaticinerit 
(ou tout au plus ébauchent de vagues raisonnements, fondés sur de 
tout aussi vagues analogies), à partir de Parménide et surtout de 
Zénon, ils'argumentent, et cherchent à dégager des principes géné- 
raux qui puissent servir de base i leur dialectique : c'est chez Parmé- 
nide qu'on trouve la première affirmation du principe du tiers exclu, 
et les démonstrations « par l'absurde » de Zénon d'Elée sont restées 
célèbres. Mais Zénon écrit au milieu du ve siècle ; et, quelles que 
soient les incerti tildes de notre documentation*, i l  est très vraisem- 
blable qu'à cette époque, les mathématiciens, dans leur propre sphère, 
se servaient couramment de ces principes. 

Comnie nous l'avons dit plus haut, il ne nous appartient pas de 
retracer les innombrables dificultés qui surgissent à chaque pris dans 
la gestation dé cette Logiqiic, et lcs polémiqiies qui en résultcnt, des 

* Le plus bel exemple classiqiie de riisorinenitnt par 1':ibsurde en mathémn- 
tiques est la dkrnonstration de l'irrationalité de .t'z A laquelle Aristote fait 
plusieurs fois allusion ; mais les érudits modernes ne sont pas parverius A dater 
cette dkcouverte avec quelque prkcision, certains la plaçant au début ct d'autre$ 
tout à4a fin du ve siticle (voir p. 185 et les rkférences citées A ce propos). 



Eléates à Platon et Aristote, en passant par les Sophistes ; relevons 
seulement ici le rôle que joue dans cette évolution la culture assidue 
de l'art oratoire et l'analyse du langage qui en est un corollaire, déve- 
loppements que l'on s'accorde à attribuer principalement aux 
Sophistes du vp siècle. D'autre part, si l'influence des mathématiques 
n'est pas toujours reconnue explicitement, elle n'en est pas moins 
manifeste, en particulier dans les écrits dz Platon et d'Aristote. On 
a pu dire que Platon était presque obsédé par les mathématiques ; 
sans être lui-même un inventeur dans ce domaine, il s'est, à partir 
d'une certaine époque de sa vie, mis au courant des découvertes des 
mathématiciens contemporains (dont beaucoup étaient ses amis ou 
ses élèves), et n'a plus cessé de s'y intéresser de la manière la plus 
directe, allant jusqu'à suggérer de nouvelles directions de recherche ; 
aussi est-ce constamment que, sous sa plume, les mathématiques 
viennent servi? d'illustration ou de modèle (et même parfois alimen- 
ter, comme chez les Pythagoriciens, son penchant vers le mysticisme). 
Quant à son élève Aristote, il n'a pu manquer de recevoir le mini- 
mum de formation mathématique qui était exigé des élèves de 1'Aca- 
démie, et on a fait un volume des passages de son œuvre qui se rap- 
portent aux mathematiques ou y font allusion [153 dl; mais il ne 
semble jamais avoir fait grand effort pour garder le contact avec le 
mouvement mathimatique de son époque, et il ne cite dans ce 
domaine que des résultats qui avaient été vulgarisés depuis longtemps. 
Ce décalage ne fera d'ailleurs que s'accentuer chez la plupart des phi- 
losophes postérieurs, dont beaucoup, faute de préparation technique, 
s'imagineront en toute bonne foi parler des mathématiques en con- 
naissance de cause, alors qu'ils ne feront que se référer à un stade 
depuis longtemps dépassé dans l'évolution de celles-ci. 

L'aboutissement de cette période, en ce qui concerne la Logique, 
est l'œuvre monumentale d'Aristote [q, dont le grand mérite est 
d'avoir réussi à systématiser et codifier pour la première fois des pro- 
cédés de raisonnement restés vagues ou informulés chez ses prédé- 
cesseurs *. Il nous faut surtout retenir ici, pour notre objet, la thèse 

* Malgré la simplicité et 1' « évidence » que paraissent présenter pour nous 
les règles logiques formulées p:ir Aristote, i l  ri'rst que de les replacer dans 
leur cadre historique pour apprkcier les dinicultés qui s'opposaient à une con- 
ception précise dc ces règles, et I'ell'ort qu'a dîi déployer Aristote pour y par- 
venir : Platon, dans ses dialogues, où i l  s'adresse à un public cultivé, laisse 
encore ses personnages s'embroiiiller siir des questions aussi klémentaires que 
les rapports entre la négation de A C R et Iri relation A n B = CI (en langage 
moderne), quitte à faire apparaître par la suite la réponse correcte [26q. 



générale de cette œuvre, savoir qu'il est possible de réduire tout rai- 
sonnement correct à l'application systématique d'un petit nombre 
de règles immuables, indépendantes de la nature particulière des 
objets dont il est question (indépendance clairement mise en évidence 
par la notation des concepts ou des propositions à l'aide de lettres - 
vraisemblablement empruntée par Aristote aux mathématiciens). 
Mais Aristote concentre à peu près exclusivement son attention sur 
un type particulier de relations et d'enchaînements logiques, consti- 
tuant ce qu'il appelle le « syllogisme » : il s'agit essentiellement de 
relations que nous traduirions à l'heure actuelle sous la forme A c B 
ou A n B # 0 en langage de théorie des ensembles *, et de la 
manière d'enchaîner ces relations ou leurs négations, au moyen 
du schéma 

( A c  B et B C C) *(A c C). 

Aristote était encore trop averti des mathématiques de son époque 
pour ne pas s'être aperçu que les schémas de ce genre n'étaient pas 
suffisants pour rendre compte de toutes les opérations logiques des 
mathématiciens, ni à plus forte raison des autres applications de la 
Logique ([6], An. Pr., 1, 35; [153 dl, p. 25-26)**. Du moins l'étude 
approfondie des diverses formes de « syllogisme » 5 laquelle il se livre 
(et qui est presque entièrement consacrée à l'élucidation des perpé- 
tuelles difficultés que souliive I'ambiguité ou l'obscurité des termes 
sur lesquels porte le raisonnement) lui donne-t-clle entre autres 
l'occasion de formuler des règles pour prendre la négation d'une 
proposition ([6], An. Pr., I, 46). C'est aussi à  rid dote que revient le 

* Les énoncés correspondants d'Aristote sont « Tout A est B » et «Quelque 
A est B » ; dans ces notations A (le « sujet ») et B (le « prédicat ») remplacent 
des concepts, et dire que « Tout A est un B » signifie que l'on peut attribuer 
le copcept B à tout être auquel on peut attribuer le concept A (A est le concept 
« homme » et B le concept « mortel » dans l'exemple classique). L'interpré- 
tation que nous en donnons consiste à considérer les ensembles d'êtres auxquels 
s'appliquent respectivement les concepts A et B ; c'est le point de vue dit N de 
l'extension », déjà connu d'Aristote. Mais ce dernier considére surtout la 
relation « T o u t  A est B » d'un autre point de  vue, dit « de la compréhension », 
ou B est envisagé comme un des concepts qui constituent en quelque sorte le 
concept plus complexe A, ou, comme dit Aristote, lui « appartiennent ». Au 
premier abord, les deux points de vue paraissent aussi naturels l'un que l'autre, 
mais le point de vue « de la compréhension » a été une source constante de 
difficultés dans le développement de  la Logique (il parait plus éloigné de  I'intui- 
tion que le premier, et entraîne assez facilement à des erreurs, notamment 
dans les schémas où interviennent des nkgations; cf. [69 a], p. 21-32). 
** Pour une discussion critique du syllogisme et de ses insuffisances, voir par 
exemple ((69 a], p, 432-441) ou ([164], p. 44-50). 



mérite d'avoir distingué avec une grande nctteté le rôle des proposi- 
tions « universelles » de celui des propositioiis « particulières », pre- 
mière ébauche des quantificateurs *. Mais on sait trop comment 
l'influence de ses écrits (souvent interprétés de façon étroite et inin- 
telligente), qui reste encore très sensible jusque bien avant dans le 
xixe siècle, devait encourager les philosophes dans leur négligence de 
l'étude des mathématiques, et bloquer les progrès de la Logique 
formelle **. 

Toutefois cette dernière continue à progresser dans l'Antiquité, 
au sein des écoles mégarique et stoïcienne, rivales des Péripatéticiens. 
Nos renseignements sur ces doctrines sont malheureusement tous de 
seconde main, souvent transmis par des adversaires ou de médiocres 
commentateurs. Le progrès essentiel accompli par ces logiciens 
consiste, semble-t-il, en la fondation d'un « calcul propositionnel H 
au sens où on l'entend aujourd'hui : au lieu de se borner, comme Aris- 
tote, aux propositions de la forme particulière A c B, ils énoncent 
des règles concernant des propositions entièrement indéterminées. 
En outre, ils avaient analysé les'rapports logiques entre ces règles 
de façon si approfondie qu'ils savaient les déduire toutes de cinq 
d'entre elles, posées comine « indémontrables », par des procedés 
trés semblables aux méthodes modernes 1231. Malheureusement leur 
influence fut assez éphémère, ct leurs résultats devaient sombrer dans 
l'oubli jusqu'au jour où ils furent redécouverts par les logiciens du 
xrx" siècle. Le maître iiicontesté, cn Logique, reste Aristote jusqu'aii 
xvrr" siècle ; oii sait cri particulier que les philosophes scolastiques 
sont entièrement sous son iiifluencc, ct si leur contribution ii la logique 
formelle est loin d'être negligeable [25], elle ne comporte aucun 
progrès de premier plan par rapport à l'acquit dcs philosophes de 
l'Antiquité. 

Il convient d'ailleurs de noter ici qu'il ne semble pas que les tra- 
vaux d'Aristote ou de ses successeurs aient eu uii retentissement 
notable sur les mathématiques. Les mathématiciens grecs poursuivent 
leurs recherches dans la voie ouverte par les Pythagoriciens et leurs 
successeurs du ive siècle (Théodore, Théétète, Eudoxe) sans se soucier 
apparemment de logique formelle dans la présentation de leurs résul- 

L'absence de véritables quantificateurs (au sens moderne) jusqu'à la fin 
du xlxe siècle, a kt6 une des causes de la stagnation de la Logique formelle. 
*+ On cite le cas d'un universitaire éminent qui, dans une confkrence récente 
faite il Princeton en prksence de Godel, aurait dit que rien de nouveau ne s'était 
fait en Logique depuis Aristote ! 



tats : constatation qui ne doit guère étonner quand on compare la 
souplesse et la précision acquises, dès cette époque, par le raisoiine- 
ment mathématique, à l'état fort rudimentaire de la logique aristoté- 
licienne. Et lorsque la logique va dépasser ce stade, ce sont encore 
les nouvelles acquisitions des mathématiques qui la guideront dans 
son évolution. 

Avec le développement de l'algèbre, on ne pouvait en effet man- 
quer d'être frappé par l'analogie entre les règles de la Logique for- 
melle et les règles de l'algèbre, les unes comme les autres ayant le 
caractère commun de s'appliquer a des objets (propositioni ou 
nombres) non précisés. Et lorsqu'au xvric siècle la notation algé- 
brique a pris sa forme définitive entre les mains de Viète et de Des- 
cartes, on voit presque aussitôt apparaître divers essais d'une écriture 
symbolique destinée à représenter les opérations logiques ; mais, 
avant Leibniz, ces tentatives, comme par exemple celle d'Hérigone 
(1644) pour noter les démonstrations de la Géométrie élémentaire, 
ou celle de Pell (1659) pour noter celles de l'Arithmétique, restent 
très superficielles et ne .conduisent à aucun progrès dans l'analyse 
du raisonnement mathématique. 

Avec Leibniz, on est en présencc d'un philosophe qui ebt aussi 
un mathématicien dc premicr plan, et qui va savoir tirer de son 
expérience mathématique le germe des idées qui feront sortir la logique 
formelle de l'impasse scolastique *. Esprit universel s'il en fut jamais, 
source inépuisable d'idces originales ct fécondes, Leibniz devait 
s'intéresser d'autant plus à la Logique qu'elle s'inserait au cœur 
même de ses grands projets de formalisation du langage et de ia pen- 
sée, auxquels il ne cessa de travailler toute sa vie. Rompu dès son 
enfance à la logique scolastique, il avait été séduit par l'idée (remon- 

+ Bien que Descartes et (à un moindre degré) Pascal aient consacré une partie 
de leur cruvre philosophique aux fondements des mathématiques, leur contri- 
bution aux progres de la Logique formelle est négligeable. Sans doute faut-il 
en voir la raison dans la tendance fondamentale de leur pensée, l'effort d'éman- 
cipation de la tutelle scolastique, qui les portait à rejeter tout ce qui pouvait 
s'y rattacher, et en premier lieu la Logique formelle. De fait, dans ses Réjkxio~rs 
sur l'espritgéomét~ique, Pascal, comme il le reconnaît lui-même, se borne essen- 
tiellement à couler en formules bien frappkes les principes connus des démons- 
trations euclidiennes (par exemple, le fameux précepte : « Substituer toujours 
mentalement les définitions a la place des définis )) ([244], t. IX, p. 280) était 
essentiellement connu d'Aristote ([6], Top., VI, 4;  (153 dl, p. 87)). Quant à 
Descartes, les règles de raisonnement qu'il pose sont avant tout des préceptes 
psychologiques (assez vagues) et non des critères logiques; comme le lui reproche 
Leibniz ([69 a], p. 94 et 202-203), elles n'ont par suite qu'une portée subjective. 



tant à Raymond Lulle) d'une méthode qui résoudrait tous les concepts 
humains en concepts primitifs; constituant un «Alphabet des pen- 
sées Iiumaincs », et les recombinerait de façon quasi mécanique pour 
obtenir toutes les propositions vraies ([198 b], t. VII, p. 185; cf. [69 a], 
chap. II). Très jeune aussi, il avait conçu une autre idée beaucoup plus 
originale, celle de l'utilité des notations symboliques comme « fil 
d'Ariane » de la pensée * : « La veritable rnethode », dit-il, « nous doit 
fournir un filum Ariadnes, c'est-à-dire un certain moyen sensible et 
grossier, qui conduise l'esprit, comme sont leselignes tracées en geometrie 
et les formes des operations qu'on prescrit aux npprentifs en Arithnlé- 
tique. Sans cela nostre esprit ne sçauroit faire un long chemin sans 
s'egarer. » ([198 b], t. VII, p. 22; cf. 169 a], p. 90). Peu au courant des 
mathématiques de son époque jusque vers sa 25' année, c'est d'abord 
sous forme de « langue universelle » qu'il présente ses projets ([69 a], 
chap. III) ; mais dès qu'il entre en contact avecl'Algèbre, il l'adopte 
pour modèle de sa ((Caractéristique universelle ». Il entend par là 
une sorte de langage symbolique, capable d'exprimer sans ambiguïté 
toutes les pensées humaines, de renforcer notre pouvoir de déduction, 
d'éviter les errcurs par un etfort d'attention tout mécanique, enfin 
construit de telle sorte que « les chimeres, que celuy même qui les 
avatlce n'entend pas, ne pourront pas estre écrites en ces caracteres N 
([198 a], t. 1, p. 187). Dans les innombrables passages de ses écrits 
où Leibniz fait allusion à ce projet grandiose et aux progrès qu'entrai- 
nerait sa réalisation (cf. [69 a], chap. IV et VI), on voit avec quelle 
clarté i l  concevait la notion de langage formalisé, pure combinaison 
de signes dont seul importe l'enchaînement **, de sorte qu'une 
machine serait capablc de fournir tous les théorèmes ***, et que 
toutes les controverses se résoudraient par un simple calcul ([198 b], 
t. VII, p. 198-203). Si ccs espoirs peuvent paraître démesurés, il n'en 
cst pas moins vrai que c'est à cette tendance constante de la pensée de 
Leibniz qu'il faut rattacher une bonne part de son œuvre mathéma- 

* Bicn cntcndu, l'iiitérét d'un (el syiiibolismc n'avait pas échappé aux précé- 
ccsseurs dc Leibniz en ce qui concerne les mathématiques, et Descartes, par 
exemple, recornmandc de remplacer des figures entières « p a r  cles sigrtes trPs 
courts » (xvre Règle pour la direction de l'esprit; [85 a], t. X, p. 454). Mais per- 
sonne avant Leibniz n'avait insisté avec autant de vigueur sur la portée universelle 
de ce .principe. 
** Il est frappant de le voir citer comme exemples de raisonnement (( en forme D, 

un compte de receveur n ou même un texte judiciaire ([198 b], t. IV, p. 295). 
*** On sait que cette conception d'une (( machine logique )) est utilisée de nos 
jours en métamathématique, où elle rend de grands services ([181], chap. XIII). 



tique, à commencer par ses travaux sur le symbolisme du Calcul infini- 
tésimal (voir p. 238-241) ; il en était lui-même parfaitement conscient, 
et reliait explicitement aussi à sa ((Caractéristique » ses idées sur la 
notation indicielle et les déterminants ([198 a], t. 11, p. 204; cf. [69 a], 
p. 481-487) et son ébauche de « Calcul géométrique » (voir p. 71 et 
84-86; cf. [69 a], chap. IX). Mais dans soc esprit, la pièce essentielle 
devait en être la Logique symbolique, ou, comme il dit, un « Calculus 
ratiocinator », et s'il ne parvint pas à créer ce calcul, du moins le 
voyons-nous s'y essayer à trois reprises au moins. Dans une première 
tentative, il a l'idée d'associer à chaque terme « primitif » un nombre 
premier, tout terme composé de plusieurs termes primitifs étant repré- 
senté par le produit des nombres premiers correspondants * ; il 
cherche à traduire dans ce système les règles usuelles du syllogisme, 
mais se heurte à des complications considérables causées par la néga- 
tion (qu'il essaie, assez naturellement, de représenter par le change- 
ment de signe) et abandonne rapidement cette voie ([/98 cl, p. 42-96; 
cf. [69 a], p. 326-344). Dans des essais ultérieurs, i l  cherche à donner 
à la logique aristotélicienne une forme plus algébrique ; tantôt il 
conserve la notation AB pour la conjonction de deux concepts ; 
tantôt il utilise la notation A + B ** ; il observe (en notation multi- 
plicative) la loi d'idempotence AA = A, remarque qu'on peut rem- 
placer la proposition « tout A est B » par 1'Cgalité A - AB et qu'on 
peut retrouver à partir de la la plupart des régles d'Aristote par un pur 
calcul algébrique ([198 cl, p. 229-237 et 356-399; cf. [69 a], p. 345- 
364) ; il a aussi l'idée du concept vide (« non Ens D), et reconnaît 
par exemple l'équivalence des propositions « tout A est B )) et 
« A.(non B) n'est pas » (loc.cit.). En outre, il remarque quc son calcul 
logique s'applique non seulement à la logique des concepts, mais aussi 
à celle des propositions ([198 cl, p. 377); 11 paraît donc très proche 
du « calcul booléien ». Malheureusement, il semble qu'il n'ait pas 
réussi à se dégager complètement de l'influence scolastique ; non seu- 
lement i l  se propose à peu près uniquement pour but de son calcul 
In transcription, dans ses notations, des règles du syllogisme ***, 

* L'idée a été reprise avec succès par Godel dans ses travaux de métamathé- 
rnatique, sous une forme légèrement différente (cf. [ I J O  a] et [181], p. 254). 
** Leibniz ne cherche à introduire dans son calcul la disjonction que dans quelques 
fragments (où i l  la note A + B) et ne semble pas avoir réussi a manier simulta- 
nément cette opération et la conjonction de façon satisfaisante ([69 al, p. 363). 
*** Leibniz savait fort bien que la logique aristotélicienne était insuffisante 
pour traduire formellement les textes mathématiques, mais. malgré quelques 
tentatives, i l  ne parvint jamais à l'améliorer a cet égard ([69 a], p. 435 et 560). 



mais il va jusqu'a sacrifier ses idées les plus heureuses au désir de 
retrouver intégralement les règles d'Aristote, même celles qui étaient 
incompatibles avec la notion d'ensemble vide *. 

Les travaux de Leibniz restèrent en grande partie inédits jusqu'au 
début du xxe siècle, et n'eurent que peu d'influence directe. Pendant 
tout le xvme et le début du xlxe siècle, divers auteurs (de Segner, 
J. Lambert, Ploucquet, Holland, De Castillon, Gergonne) ébauchent 
des tentatives semblables à celles de Leibniz, sans jamais dépasser 
sensiblement le point où s'était arrêté celui-ci ; leurs travaux n'eurent 
qu'un très faible retentissement, ce qui fait que la plupart d'entre 
eux ignorent tout des résultats de leurs prédécesseurs **. C'est d'ail- 
leurs dans les mêmes conditions qu'écrit G. Boole, qui doit être 
considéré comme le véritable créateur de la logique symbolique 
moderne [29]. Son idée maîtresse consiste à se placer systématique- 
ment au point de vue de 1' « extension », donc à calculer directement 
sur les ensembles, en notant xy l'intersection de deux ensembles, 
et x -+ y leur réunion lorsque x et y n'ont pas d'élément commun. 
II introduit en outre un « univers » noté 1 (ensemble de tous les 
objets) et l'ensemble vide noté 0, et il écrit 1 - x  le complémentaire 
de x. Comme l'avait fait Leibniz, il interprète la relation d'inclusion 
par la relation xy = x (d'où il tire sans peine la justification des 
règles du syllogisme classique) et ses notations pour la réunion et le 
complémentaire donnent à son système une souplesse qui avait 
manqué à ses devanciers ***. En outre, en associant à toute propo- 
sition l'ensemble des « cas » où elle est vérifiée, il interprète la rela- 
tion d'implication comme une inclusion, et son calcul des ensembles 
lui donne de cette façon les règles du « calcul propositionnel B. 

Dans la seconde moitié du xlxe siècle, le système de Boole sert de 
base aux travaux d'une active école de logiciens, qui l'améliorent et 

* Il s'agit des règles dites « de conversion » basées sur le postulat que « Tout A 
est un B » entraîne «Quelque A est un B », ce qui suppose naturellement que 
A n'est pas vide. 
** L'influence de Kant, à partir du milieu du xvme siécle, entre sans doute 
pour une part dans le peu d'intérêt suscité par la logique formelle à cette époque; 
il estime que « nous n'avons besoin d'aucune invention nouvelle en logique», 
la fmme donnée à celle-ci par Aristote étant suffisante pour toutes les appli- 
cations qu'on en peut faire ([178], t. VIII, p. 340). Sur les conceptions dogma- 
tiques de Kant à propos des mathématiques et de la logique, on pourra consul- 
ter [69 b]. 
*** Notons en particulier que Boole utilise la distributivité de l'intersection 
pdr rapport à la rbunion, qui parait.avoir été remarquée pour la première fois 
par J. Lambert. 



le complètent sur divers points. C'est ainsi que Jevons (1864) élargit 
le sens de l'opération de réunion x + y en l'étendant au cas où x 
et y sont quelconques ; A. de Morgan en 1858 et C .  S. Peirce en 1867 
démontrent les relations de dualité 

De Morgan aborde aussi, en 1860, l'étude des relations, définissant 
l'inversion et la composition des relations binaires (c'est-à-dire les 

-1 

opérations qui correspondent aux operations G et GI0G, sur les 
graphes) **. Tous ces travaux se trouvent systématiquement exposés 
et développés dans le massif et prolixe ouvrage de Schroder 12771. 
Mais il est assez curieux de noter que les logiciens dont nous venons 
de parler ne paraissent guère s'intéresser à l'application de leurs rCsu1- 
tats aux mathématiques, et que, tout au contraire, Boole et Schroder 
notamment semblent avoir pour but principal de dkvelopper I'algè- 
bre « booléienne » en calquant ses méthodes et ses problèmes sur 
l'algèbre classique (souvent de façon assez artificielle). 11 faut sans 
doute voir les raisons de cette attitude dans le fait que le calcul boo- 
léien manquait encore de commodité pour transcrire la plupart des 
raisonnements mathématiques ***, et ne fournissait ainsi qu'une 
réponse très partielle au grand rêve de Leibniz. La construction de 
formalismes mieux adaptés aux mathématiques - dont l'introduc- 
tion des variables et des quantificateurs, due indépendamment A 
Frege [ I l 7  a, b, cl et C. S. Peirce [248 b], constitue I'ktape capitale - 
fut l'œuvre de logiciens et de mathématiciens qui, A la différence des 
précédents, avaient avant tout en vue les applications aux fonde- 
ments des mathématiques. 

II faut noter que des énoncés équivalents a ces règles se trouvent déjk chez 
certains philosophes scolastiques ([25], p. 67 sqq.). 
** Toutefois, la notion de produit (( cartésien N de deux ensembles quelconques 
ne paraît explicitement introduite que par G. Cantor ([47l, p. 286); c'est aussi 
Cantor qui définit le premier I'exponentiation AB (loc. cit., p. 287); la notion 
générale de produit infini est due à A. N. Whitehead ([333], p. 369). L'utili- 
sation des graphes de relations est assez récente ; si l'on excepte bien entendu 
le cas classique des fonctions numériques de variables réelles, elle semble 
apparaître pour la première fois chez les géomètres italiens, notamment C. Segre, 
dans leur étude des correspondances algébriques. 
*** Pour chaque relation obtenue à partir d'une ou de plusieurs relations données 
par application de nos quantificateurs, il faudrait, dans ce calcul, introduire 

une notation ad hoc, du type des notations G et G,  o G, (cf. par exemple 
[248 b]) . 



20 ÉLÉMENTS D'HISTOIRE DES MATH~MATIQUES 

Le projet de Frege [ I l 7  b et cl était de fonder l'arithmétique sur 
une logique formalisée en une « écriturc dcs concepts » (Begriff- 
schrift) et nous reviendrons plus loin (p. 45) sur la façon dont il 
définit les entiers naturels. Ses ouvrages se caractérisent par une 
précision et une minutie extrêmes dans l'analyse des concepts; 
c'est en raison de cette tendance qu'il introduit mainte distinction 
qui s'est rkvélée d'une grande importance en logique moderne : par 
exemple, c'est lui qui le premier distingue entre l'énoncé d'une pro- 
position et l'assertion que cette proposition est vraie, entre la rela- 
tion d'appartenance et celle d'inclusion, entre un objet x et l'ensemble 
; x ( réduit à ce seul objet, etc. Sa logique formalisée, qui compprte 
non seulement des N variables N au sens utilisé en matliématiques, 
mais aussi des « variables propositionnelles » représentant des rela- 
tions indéterminées, et susceptibles de quantification, devait plus 
tard (à travers l'œuvre de Russell et Whitehead) fournir l'outil fon- 
damental de la métamathématique. Malheureusement, les symboles 
qu'il adopte sont peu suggestifs, d'une effroyable complexité typo- 
graphique et fort éloignés de la pratique des mathématiciens ; ce qui 
eut pour effet d'en détourner ces derniers et de réduire considérable- 
ment l'influence de Frege sur ses contemporains. 

Le but de Peano était à la fois plus vaste et plus terrc à terre ; il 
s'agissait de publier un  « Formulaire de mathématiques », écrit 
entièrement en langage fornialisé et contenant, non seulement la 
logique mathématique, mais tous les résultats des branches des mathé- 
matiques les plus importantes. La rapidité avec laquelle il parvint a 
réaliser cet ambitieux projet, aidé d'une pléiade de collaborateurs 
enthousiastes (Vailati, Pieri, Padoa, Vacca, Vivanti, Fano, Burali- 
Forti) témoigne de l'excellence du symbolisme qu'il avait adopté : 
suivant de près la pratique courante des mathématiciens, et intro- 
duisant de nombreux symboles abréviateurs bien choisis, son lan- 
gage reste en outre assez aisément lisible, grâce notamment à un 
ingénieux système de remplacement des parenthèses par des points 
de séparation [246 f]. Bien des notations dues à Peano sont aujour- 
d'hui adoptées par la plupart des mathématiciens : citons E, 3 (mais, 
contrairement à l'usage actuel, au sens de « est contenu )) ou a impli- 
que )) *), u , n, A - B (ensemble des différences a-b, où a E A et 
b E B). D'autre part, c'est dans le « Foimulaire D qu'on trouve pour 

Cela indique bien à quel point était enracinée, même chez lui, la vieille habi- 
tude de penser « en compréhension D plutôt qu'c< en extension ». 



la première fois une analyse poussée de la notion générale de fonc- 
tion, de celles d'image directe * et d'image réciproque, et la remar- 
que qu'une suite n'est qu'une fonction définie dans N. Mais la quan- 
tification, chez Peano, est soumise à des restrictions gênantes (on 
ne peut en principe quantifier, dans son système, que des relations 
de la forme A * B, A e B ou A - B). En outre, le zèle presque 
fanatique de certains de ses disciples prêtait aisément le flanc au 
ridicule ; la critique, souvent injuste, de H. Poincaré en particulier, 
porta un coup sensible à l'école de Peano et fit obstacle à la diffusion 
de ses doctrines dans le monde mathématique. 

Avec Frege et Peano sont acquis les éléments essentiels des Inn- 
gages formalisés utilisés aujourd'hui. Le plus répandu est sans doute 
celui forgé par Russell et Whitehead dans leur grand ouvrage {t Pria- 
cipia Mathematica », qui associe heureusement la précision de Fregc 
et la commodité de Peano [266]. La plupart des langages formalisés 
actuels ne s'en distinguent que par des modifications d'importance 
secondaire, visant à en simplifier l'emploi. Parmi les plus ingénieuses, 
citons l'écriture «fonctionnelle » des relations (par exemple ~ x y  
au lieu de x E y), imaginée par Lukasiewicz, grâce à laquelle on peut 
supprimer totalement les parenthèses ; mais la plus intéressante est 
sans doute l'introduction par Hilbert du symbole 7,  qui permet de 
considérer comme des signes abréviateurs les quantificateurs 3 et V, 
d'éviter l'introduction du symbole fonctionnel auniversel » 1 de 
Peano et Russell (qui ne s'applique qu'à des relations fonctionnelles), 
et enfin dispense de formuler l'axiome de choix dans la théorie des 
ensembles ([163 a], t. III, p. 183.) 

LA NOTION DE VÉRITÉ EN MATHÉMATIQUE 

Les mathématiciens ont toujours été persuadés qu'ils démontrent 
des a vérités » ou des N propositions vraies )) ; une telle conviction 
ne peut évidemment être que d'ordre sentimental ou métaphysique, 
et ce n'est pas en se plaçant sur le terrain de la mathématique qu'on 
peut la justifier, ni même lui donner un sens qui n'en fasse pas une 
tautologie. L'histoire du concept de vérité en mathématique relève 
donc de l'histoire de la philosophie et non de celle des mathématiques ; 

* L'introduction de celle-ci semble due à Dedekind, dans son ouvrage Was 
sind und was sollen die Zahlen u, dont nous parlerons plus loin ([79], 
t. III, p. 348). 



mais l'évolution de ce concept a eu une influence indéniable sur celle 
des mathématiques, et à ce titre nous ne poùvons la passer sous silence. 

Observons d'abord qu'il est aussi rare de voir un mathématicien 
en possession d'une forte culturc philosophique que de voir un philo- 
sophe qui ait des connaissances étendues en mathématique ; les vues 
des mathématiciens sur les questions d'ordre philosophique, même 
quand ces questions ont trait à leur science, sont le plus souvent des 
opinions reçues de seconde ou de troisième main, provenant de 
sources de valeur douteuse. Mais, justement de ce fait, ce sont ces 
opinions moyennes qui intéressent l'historien des mathématiques, 
au moins autant que les vues originales de penseurs tels que Des- 
cartes ou Leibniz (pour en citer deux qui ont été aussi des mathéma- 
ticiens de premier ordre), Platon (qui s'est du moins tenu au courant 
des mathématiques de son époque), Aristote ou Kant (dont on ne 
pourrait en dire autant). 

La notion traditionnelle de vérité mathCrnatique est celle qui 
remonte la Renaissance. Dans cette conception, il n'y a pas grande 
différence entre les objets dont traitent les mathématiciens et ceux 
dont traitent les sciences de la nature ; les uns et les autres sont con- 
naissables, et l'homme a prise sur eux à la fois par l'intuition et le 
raisonnement; il n'y a lieu de mettre en doute ni l'intuition ni le 
raisonnement, qui ne sont faillibles que si on ne les emploie pas 
comme il faut. « II faudrait », dit Pascal, «avoir tout à fait l'esprit 
faux pour mal raisonizer sur des principes si gros qu'il est presque 
impossible qu'ils échappent » ([244], t. XII, p. 9). Descartes, dans son 
poêle, se convainc qu' « il n'y a eu que les seuls Mathématiciens qui 
ont pu trouver quelques démonstrations, c'est-à-dire quelques raisons 
certaines et évidentes » ([85 a], t. VI, p. 19), et cela (si l'on s'en tient à 
son rCcit) bien avant d'avoir bâti une métaphysique dans laquelle 
« cela n~éme », dit-il, « que j'ai tantôt pris pour règle, 6 savoir que les 
choses que nous concevons très clairement et très d~.;rinctement sont 
toutes vraies, n'est assuré qu'à cause que Dieu est ou existe et qu'il est 
un être parfait » ([85 a], t. VI, p. 38). Si Leibniz objecte à Descartes 
qu'on ne voit pas à quoi on reconnaît qu'une idée est « claire et dis- 
tincte » *, il considère, lui aussi, les axiomes comme des conséquences 

* (( Ceux qui nous ont donné des méthodes )) dit-il à ce propos (( donnent sans 
doute de beaux préceptes, mais non pas le moyen de les observer N ([198 b], t. VII, 
p. 21). Et ailleurs, raillant les règles cartésiennes, i l  les compare aux recettes 
des alchimistes : Prends ce qu'il faut, opbre comme tu le dois, et tu obtiendras 
ce que tu souhaites! )) ([198 b], t. IV, p. 329). 



évidentes et inéluctables des définitions, dès que l'on en comprend 
les termes *. Il ne faut pas oublier d'ailleurs que, dans le langage de 
cette époque, les mathématiques comprennent bien des sciences que 
nous ne reconnaissons plus comme telles, et parfois jusqu'à l'art de 
l'ingénieur ; et dans la confiance qu'elles inspirent, le surprenant 
succès de leurs applications à la « philosophie naturelle », aux « arts 
mécaniques », à la navigation, entre pour une grande part. 

Dans cette manière de voir, les axiomes ne sont pas plus suscep- 
tibles d'être discutés ou mis en doute que les règles du raisonnement ; 
tout au plus peut-on laisser à chacun le choix, suivant ses préférences, 
de raisonner (< à la manière des anciens » ou de laisser libre cours à 
son intuition. Le choix du point de départ est aussi question de pré- 
férence individuelle, et on voit apparaître de nombreuses « éditions )) 
d'Euclide où la solide charpente logique des Eléments est étrange- 
ment travestie ; on donne du calcul infinitésimiil, de la mécanique 
rationnelle, des exposés prétendument déductifs dont les bases sont 
singulièrement mal assises ; et Spinoza était peut-être de bonne foi 
en donnant son Ethique pour démontrée à la manière des géomètres 
« more geometrico demonstrata ». Si l'on a peine à trouver, au 
xv~ie siècle, deux mathématiciens d'accord sur quelque question que 
ce soit, si les polémiques sont quqtidiennes, interminables et acri- 
monieuses, la notion de vérité n'en reste pas moins hors de cause. 
« N'y ayant qu'une vérité de chaque chose », dit Descartes, « quiconque 
la trouve en sait autant qu'on peut en savoir » ([85 a], t. VI, p. 21). 

Bien qu'aucun texte mathématique grec de haute époque ne se 
soit conservé sur ces questions, il est probable que le point de vue des 
mathématiciens grecs sur ce sujet a été beaucoup plus nuancé. C'est 
à l'expérience seulement que les règles de raisonnement ont pu s'éla- 
borer au point d'inspirer une complète confiance ; avant qu'elles 
pussent être considérées comme au-dessus de toute discussion, i l  a 

Sur ce point, Leibniz est encore sous l'influence scolastique ; il pense toujours 
aux propositions comme établissant un rapport de « sujet » à « prédicat » 
entre concepts. Dès que l'on a résolu les concepts en concepts ((primitifs » 
(ce qui, nous l'avons vu, est une de ses idées fondamentales), tout se ramène, 
pour Leibniz, à vkrifier des relations d' «inclusion » au moyen de ce qu'il 
appelle les « axiomes identiques » (essentiellement les propositions A = A et 
A c A) et du principe de ((substitution des équivalents » (si A = B, on peut 
partout remplacer A par B ([69 a], p. 184-206)). Il est intéressant A ce propos 
de remarquer que, conformément à son désir de tout ramener A la Logique et 
de « démontrer tout ce qui est démontrable », Leibniz démontre la symétrie 
et la transitivité de la relation d'égalité, à partir de l'axiome A = A et du prin- 
cipe de substitution des équivalents ([198 a], t. VII,  p. 77-78). 



fallu nécessairement passer par bien des tâtonnements et des para- 
logismes. Ce serait méconnaître aussi l'esprit critique des Grecs, leur 
goût pour la discussion et pour la sophistique, que d'imaginer que 
les « axiomes » mêmes que Pascal jugeait les plus évidents (et que, 
suivant une légende répandue par sa sœur, il aurait, avec un instinct 
infaillible, découverts de lui-même dans son enfance) n'ont pas fait 
l'objet de longues discussions. Dans un domaine qui n'est pas celui 
de la géométrie proprement dite, les paradoxes des Eléates nous ont 
conservé quelque trace de telles polémiques ; et Archimède, lorsqu'il 
fait observer ([5 b], t. I I ,  p. 265) que ses prédécesseurs se sont servi 
en plusieurs circonstances de l'axiome auquel nous avons l'habitude 
de donner son nom, ajoute que ce qui est démontré au moyen de 
cet axiome « n été adtnis non moins que ce qui est démontré sans lui P, 
et qu'il lui suffit que ses propres résultats soient admis au même 
titre. Platon, conformément à ses vues métaphysiques, présente la 
mathématique comme un moyen 'd'accès à une « vérité en soi P, 
et les objets dont elle traite comme ayant une existence propre dans 
le monde des idées ; il n'en caractérise pas moins avec précision la 
méthode mathématique dans un passage célibre de la République : 
« Ceux qui s'occupent de géontétr ie et d'arithrnétiqtte.. . supposcw le 
pair et l'impair, trois espèces d'angles ; ils les traitent comnie choses 
connties : une fois cela supposé, ils estiment qu'ils n'ont plus ri en ren- 
dre compte ni  à eux~mêmes ni aux autres, [le regardant] cornme clair 
ci chactrti ; et, partant de lic, ils procèdent par ordre. pour en arriver d'un 
commun accord au but que leur recherche s'était proposé » ([250], Li- 
vre VI, 510 c-e). Ce qui constitue la démonstration, c'est donc d'abord 
un point de départ présentant quelque arbitraire (bien que « clair 5 
chacun »), et aii-delà duquel, d i t 4  un peu plus loin, on ne cherche 
pas à remonter; cnsuitc, une démarche qui parcourt par ordre une 
suite d'étapes intermédiaires ; enfin, à chaque pas, le consentement 
de l'interlocuteur garantissant la correction du raisonnement. II 
faut ajouter qu'une fois les axiomes posés, aucun nouvel appel à 
l'intuition n'est en principe admis : Proclus, citant Géminus, rappelle 
que « nous avons nppris des pionniers nlérnes de cette science, ci ne 
tenir aucun compte rie conclusions situplemcv~t plat~sibles lorsqu'il s'agit 
des raisoni~emertts qui doi\'ent faiw partie de notre doctrine géométri- 
que » ( [ / 5 3  el, t. 1, p. 203). 

C'est donc à l'expérience et au feu de la critique qu'ont dû s'éla- 
borer les règles du raisonnement mathématique; et, s'il est vrai, 
comme on l'a soutenu d'une manière plausible 131 7 dl, que le Livre VI11 



d'Euclide nous a conservé une partie de l'arithmétique d'Archytas, 
il n'est pas surprenant d'y voir la raideur de raisonnement quelque 
peu pédantesque qui ne manque pas d'apparaître dans toute école 
mathématique où l'on découvre ou croit découvrir la « rigueur ». 
Mais, une fois entrées dans la pratique des mathématiciens, il ne 
semble pas que ces règles de raisonnement aient jamais été mises 
en doute jusqu'à une époque toute récente : si, chez Aristote et les 
Stoïciens, certaines de ces règles sont déduites d'autres par des schémas 
de raisonnement, les règles primitives sont toujours admises comme 
évidentes. De même, après être remontés jusqu'aux ((hypothèses D, 
<( axiomes », « postulats » qui leur parurent foiirnir un fondement 
solide à la science de leur époque (tels par exemple qu'ils ont dû se 
présenter dans les premiers « Éléments D, que la tradition attribue à 
Hippocrate de Chio, vers 450 av. J.-C.), les mathématiciens grecs de 
la période classique semblent avoir consacré leurs efforts à la décou- 
verte de nouveaux résultats plutôt qu'à une critique de ces fonde- 
ments qui, à cette époque, n'aurait pu manquer d'être stérile ; et, 
toute préoccupation métaphysique mise à part, c'est de cet accord 
général entre mathématiciens sur les bases de leur science que témoi- 
gne le texte de Platon cité ci-dessus. 

D'autre part, les mathématiciens grecs ne semblent pas avoir cru 
pouvoir élucider les « notions premières » qiii leur servent de point 
de départ, ligne droite, surface, rapport des grandeurs ; s'ils en don- 
nent des « définitions )), c'est visiblement par acquit de conscience 
et sans se faire d'illusions sur la portée de celles-ci. 11 va sans dire 
qu'en revanche, sur les définitions autres que celles des « notions 
premières » (définhions souvent dites « nominales »), les mathéma- 
ticiens et philosophes grecs ont eu des idées parfaitement claires. 
C'est à ce propos qu'intervient explicitement, pour la première fois 
sans doute. la question d' « existence » en mathématique. Aristote 
ne manque pas d'observer qu'une difinition n'entraîne pas l'exis- 
tence de la chose définie. et qu'il faut là-dessus, soit un postulat, 
soit une démonstration. Saris doute son observation était-elle dérivke 
de la pratique des msthématiciens ; en tout cas Euclide prend soin 
de pobtiiler l'existence du cercle, et de démontrer celle du triangle 
équilatCra1, des p:~iillèles, du carré, etc. à mesure qu'il les introduit 
dans ses raisonnements ([/53 el, Livre 1); ces démonstrations sont 
des « constructions » : autrement dit, il exhibe. en s'appuyant sur 
les axiomes, des objets mathématiques dont i l  démontre qu'ilc satis- 
font aux définitions qu'il s'agit de justifier. 



Nous voyons ainsi la mathématique grecque, à l'époque classique, 
aboutir i une sorte de certitude empirique (quelles qu'en puissent 
être les bases métaphysiques chez tel ou tel philosophe); si on ne con- 
çoit pas qu'on puisse mettre en question les règles du raisonnement, 
le succès de la science grecque, et le sentiment que l'on a de I'inoppor- 
tunité d'une révision critique, sont pour beaucoup dans la confiance 
qu'inspirent les axiomes proprement dits, confiance qui est plutôt 
de I'ordrc de celle (presque illimitée, elle aussi) qu'on attachait au 
siècle dernier aux principes de la physique théorique. C'est d'ailleurs 
ce que suggère l'adage de l'école « nilzil est in intelleciu quod non 
prius fuerit in  sensu », contre lequel justement s'élève Descartes, 
comme ne donnant pas de base assez ferme à ce que Descartes enten- 
dait tirer de l'usage de la raison. 

' 

Il faut descendre jusqu'au débùt du xrxe siècle pour voir les 
mathématiciens revenir de l'arrogance d'un Descartes (sans parler 
de celle d'un Kant, ou de celle d'un Hegel, ce dernier quelque peu 
en retard, comme il convient, sur la science de son époque *), à une 
position aussi nuancée que celle des Grecs. Le premier coup porté 
aux conceptions classiques est l'édification de la géométrie non- 
euclidienne hyperbolique par Gauss, Lobatschevsky et Bolyai au 
début du siècle. Nous n'entreprendrons pas de retracer ici en détail 
la genèse de cette découverte, aboutissement de nombreuses tentatives 
infructueuses pour démontrer le postulat des parallèles (voir [IO5 a 
et b]). Sur le moment, son effet sur les principes des mathématiques 
n'est peut-être pas aussi profond qu'on le dit parfois. Elle oblige 
simplement à abandonner les prétentions du siècle précédent à la 
./ vérité absolue » de la géométrie euclidienne, et à plus forte raison, 
le point de vue leibnizien des définitions impliquant les axiomes ; 
ces derniers n'apparaissent plus du tout comme « évidents », mais 
bien comme des hypothèses dont il s'agit de voir si elles sont adaptées 
à la représentation mathématique du monde sensible. Gauss et 
Lobatschevsky croient que le débat entre les divers géométries pos- 
sibles peut être tranché par l'expérience ([206], p. 76). C'est aussi le 
point de vue de Riemann, dont la célèbre Leçon inaugurale « Sur 
les hypothèses qui servent de fondenlent à la géométrie » a pour but de 
fournir un cadre mathématique général aux divers phénomènes 
naturels : « Reste à résoudre », dit-il, « la question de savoir en quelle 

* Dans sa dissertation inaugurale, il « dkmontre » qu'il ne peut exister que sept 
planètes, l'annke même où on en 'dkcouvrait une huitième. 



mesure et jusqu'à quel point ces hypothèses se trouvent conjirmées par 
I'expérience » ([259 a], p. 284). Mais c'est là un problème qui visible- 
ment n'a plus rien à faire avec la Mathématique ; et aucun des auteurs 
précédents ne semble mettre en doute que, même si une « géométrie D 
ne correspond pas à la réalité expérimentale, ses théorèmes n'en 
continuent pas moins à être des « vérités mathématiques » *. 

Toutefois, s'il en est ainsi, ce n'est certes plus à une confiance 
illimitée en i' <\ intuition géométrique » classique qu'il faut attribuer 
une telle conviction ; la description que Riemann cherche à donner 
des « multiplicités n fois étendues », objet de son travail, ne s'appuie 
sur des considérations « intuitives » ** que pour arriver à justifier 
l'introduction des « coordonnées locales » ; à partir de ce moment, il se 
sent apparemment en terrain solide, savoir celui de l'Analyse. Mais 
cette dernière est fondée en définitive sur le concept de nombre réel, 
resté jusque-là de nature très intuitive ; et les progrès de la théorie des 
fonctions conduisaient à cet égard à des résultats bien troublants : 
avec les recherches de Riemann lui-même sur l'intégration, et plus 
encore avec les exemples de courbes sans tangente. construits par 
Bolzano ct Weierstrass. c'est toutc la pathologie des mathématiques 
qui commençait. Dcpiii\ un sic'cle. nous avons vu tant de monstres 
de cette espèce que nous sommes u n  pcu blasés, et qu'il faut accu- 
muler les caractères tératologiques les plus biscornus pour arriver 
encore à nous étonner. Mais l'effet produit sur la plupart des mathé- 
maticiens du xrxe siècle allait du dégoût à la consternation : « Conz- 
ment », se demande H. Poincaré, « I'htuitiort peut-de trous tromper 
à ce point? » ([251 dl, p. 19); et Hermite (non sans une pointe 
d'humour dont les commentateurs de cette phrase célèbre ne semblent 
pas tous s'être aperçus) déclare qu'il se « détourne avec effroi et horrcut 
de cette plaie lamentable des fonctions continues qui n'ont point clr 
dérivée » ([160], t. II, p. 318). Le plus grave était qu'on ne pouvait 
plus mettre ces phénomènes, si contraires au sens commun. sur le 
compte de notions mal élucidées, comme au temps des << indivisibles » 
(voir p. 215), puisqu'ils survenaient après la réforme de Bolzano, Abel 
et Cauchy, qui avait permis de fonder la notion de limite de façon 

* Cf. les arguments de Poincaré en faveur de la (( simplicité » et de la « com- 
modité » de la gdométrie euclidienne ([251 cl, p. 67), ainsi que l'analyse par 
laquelle, un peu plus loin, i l  arrive à la conclusion que l'expérience ne fournit 
pas de critère absolu pour le choix d'une géométrie plutôt qu'une autre comme 
cadre des phénomènes naturels. 
** Encore ce mot n'est-il justifié que pour n <  3 ; pour de plus grandes 
valeurs de n, il s'agit en réalité d'un raisonnement par analogie. 



aussi rigoureuse que la théorie des proportions (voir p. 193). C'est 
donc bien au caractère grossier et incomplet de notre intuition 
géométrique qu'il fallait s'en prendre, et on comprend que depuis lors 
elle soit restée discréditée à juste titre en tant que moyen de preuve. 

Cette constatation devait inéluctablement réagir sur les mathé- 
matiques classiques, à commencer par la géométrie. Quelque respect 
que l'on témoignât à la constructioil axiomatique d'Euclide, on 
n'avait pas été sans y relever plus d'une imperfection, et cela dès 
l'antiquité. C'est le postulat des parallèles qui avait été l'objet du 
plus grand nombre de critiques et de tentatives de démonstration ; 
mais les continuateurs et commentateurs d'Euclide avaient aussi 
cherché à démontrer d'autres postulats (notamment celui de l'égalité 
des angles droits) ou reconnu l'insuffisance de certaines définitions, 
comme celles de la droite ou du plan. Au xvie siècle, Clavius, un 
éditeur des Eléments, note l'absence d'un postulat garantissant I'exis- 
tence de la quatrième proportionnelle ; de son côté, Leibniz remarque 
qu'Euclide utilise l'intuition géométrique sans le mentionner explici- 
tement, par exemple lorsqu'il admet (Eléments, Livre 1, prop. 1) que 
deux cercles dont chacun passe par le centre de l'autre ont un point 
commun ([198 b], t. VII,  p. 166). Gauss (qui lui-même ne se privait 
pas de se servir de telles considérations topologiques) attire I'atten- 
tion sur le rôle joué dans les constructions euclidiennes par la notion 
d'un point (ou d'une droite) situé N entre N deux autres, notion qui 
n'est cependant pas définie ([124 a], t. VIII, p. 222). Enfin, l'usage des 
déplacements - notamment dans les «cas d'égalité des triangles » 
- longtemps admis comme allant de soi *, devait bientôt apparaître 
à la critique du xlxC siècle comme reposant aussi sur des axiomes 
non formulés. On aboutit ainsi, dans la période de 1860 à 1885, à 
diverses révisions partielles des débuts de la géométrie (Helmholtz, 
Méray, Houël) tendant à remédier à certaines de ces lacunes. Mais 
c'est seulement chez M. Pasch [245] que l'abandon de tout appel à l'in- 
tuition est un programme nettement formulé et suivi avec une parfaite 
rigueur. Le succès de son entreprise lui valut bientôt de nombreux 
émules qui, principalement entre 1890 et 1910, donnent des présenta- 
tions assez variées des axiomes de la géométrie euclidienne. Les 
plus célèbres de ces ouvrages furent celui de Peano, écrit dans son 
langage symbolique [246 dl, et surtout les « Grundlagen der Geo- 

* II  F ~ u t  noter cependant que. dès le xvre siècle, un commentateur d'Euclide, 
J .  Peletier, proteste contre ce moyen de démonstration, en termes voisins de 
ceux des critiques modernes ([153 el, t .  1, p. 249)- 



metrie N de Hilbert [163 cl, parus en 1899, livre qui, par la lucidité et 
la profondeur de l'exposé, devait aussitôt devenir, à juste titre, la 
charte de l'axiomatique moderne, jusqu'à faire oublier ses devan- 
ciers. C'est qu'en effet, non content d'y donner un systbme complet 
d'axiomes pour la géométrie euclidienne, Hilbert classe ces axiomes 
en divers groupements de nature différente, et s'attache à déterminer 
la portée exacte de chacun de ces groupes d'axiomes, non seulement 
en développant les conséquences logiques de chacun d'eux isolément, 
mais encore en discutant les diverses géométries » obtenues lors- 
qu'on supprime ou modifie certains de ces axiomes (géométries dont 
celles de Lobatschevsky et de Riemann n'apparaissent plus que 
comme des cas particuliers *) ; il met ainsi clairement en relief, dans 
un domaine considéré jusque-là comme un des plus proches de la 
réalité sensible, la liberté dont dispose le mathématicien dans le choix 
de ses postulats. Malgré le désarroi causé chez plus d'un philosophe 
par ces « métagéométries » aux propriétés étranges, la thèse des 
N Grundlagen D fut rapidement adoptée de façon à peu près una- 
nime par les mathématiciens ; H. Poincaré, pourtant peu suspect 
de partialité en faveur du formalisme, reconnaît en 1902 que les 
axiomes de la géométrie sont des conventions, pour laquelle la notion 
de vérité D, telle qu'on l'entend d'habitude, n'a plus de sens ([251 cl, 
p. 66-67). La vérité mathématique N réside ainsi uniquement dans la 
déduction logique à partir des prémisses posées arbitrairement par 
les axiomes. Comme on le verra plus loin (p. 52-56), la validité des 
règles de raisonnement suivant lesquelles s'opèrent ces déductions 
devait elle-même bientôt être remise en question, amenant ainsi 
une refonte complète des conceptions de base des mathématiques. 

OBJETS, MODÈLES, STRUCTURES 

A) Objets et structures mathématiques. - De l'Antiquité au 
xlxe siècle, il y a un commun accord sur ce que sont les objets prin- 
cipaux du mathématicien ; ce sont ceux-là mêmes que mentionne 
Platon dans le passage cité plus haut (p. 24) ; les nombres, les gran- 
deurs et les figures. Si, au début, il faut y joindre les objets et phéno- 
mènes dont s'occupent la Mécanique, l'Astronomie, l'optique et 

+ Celle qui semble avoir le plus frappé les contemporains est la gkométrk 
N non-archimedienne », c'est-à-dire la géométrie ayant pour c ~ t p s  de base un 
corps ordonne non archimédien (commutatif ou non), qui (dans le cas com- 
mutatif) avait été introduite quelques années auparavant par Veronese [318]. 



la Musique, ces disciplines a mathématiques » sont toujours nette- 
ment séparées, chez les Grecs, de l'Arithmétique et de la Géométrie, 
et à partir de la Renaissance elles accèdent assez vite au rang de 
sciences indépendantes. 

Quelles que soient les nuances philosophiques dont se colore la 
conception des objets mathtmatiques chez tel ou tel mathématicien 
ou philosophe, il y a au moins un point sur lequel il y a unanimité : 
c'est que ces objets nous sont donnés et qu'il n'est pas en notre pou- 
voir de leut. attribuer des propriétés arbitraires, de même qu'un phy- 
sicien ne peut changer un phénomène naturel. A vrai dire, il entre 
sans doute pour une part dans ces vues des réactions d'ordre psycholo- 
gique, qu'il ne nous appartient pas d'approfondir, mais que connaît 
bien tout mathématicien lorsqu'il s'épuise en vains efforts pour saisir 
une démonstration qui semble se dérober sans cesse. De là à assimiler 
cette résistance aux obstacles que nous oppose le monde sensible, 
il n'y a qu'un pas ; et même aujourd'hui, plus d'un, qui affiche un 
intransigeant formalisme, souscrirait volontiers, dans son for inté- 
rieur, à cet aveu d'Hermite : « Je crois que les nombres et les fonctions 
de l'Analyse ne sont pas le produit arbitraire de notre esprit ; je pense 
qu'ils existent en dehors de nous, avec le même caractère de nécessité que 
les choses de la réalité objective, et nous les rencontrons ou les découvrons, 
et les étudions, comme les physiciens, les chimistes et les zoologistes » 
([160], t. II, p. 398). 

Il n'est pas question, dans la conception classique des mathCrna- 
tiques, de s'écarter de l'étude des nombres et des figures ; mais cette 
doctrine officielle, à laquelle tout mathtmaticien se croit tenu d'appor- 
ter son adhésion verbale, ne laisse pas de constituer peu à peu une 
gêne intolérable, à mesure que s'accumulent les idtes nouvelles. 
L'embarras des algébristes devant les nombres négatifs ne cesse guère 
que lorsque la Géométrie analytique en donne une a interprétation » 
commode ; mais, en plein X V I I I ~  siècle encore, d'Alembert, discutant 
la question dans l'Encyclopédie ([75 a], article NÉGATIF), perd courage 
tout à coup après une colonne d'explications assez confuses, et se 
contente de conclure que t( les règles des opérations algébriques sur les 
quantités négatives sont admises généralement par tout le monde et 
repes généralement comme exactes, quelque idke qu'on attache d'ailleurs 
à ces quantités ». Pour les nombres imaginaires, le scandale est bien 
plus grand encore ; car si ce sont des racines ((impossibles » et si 
(jusque vers 1800) on ne voit aucun moyen de les ((interpréter », 
comment peut-on sans contradiction parler de ces êtres indéfinis- 



sables, et surtout pourquoi les introduire ? D'Alembert ici garde un 
silencz prudent et ne pose même pas ces questions, sans doute parce 
qu'il reconnaît qu'il ne pourrait y répondre autrement que ne le 
faisait naïvement A. Girard un siècle plus tôt ([129], f. 22) : (( On 
pourroit dire : à quoy sert ces solutions qui sont impossibles ? Je res- 
pond : pour trois choses, pour la certitude de la reigle generale, et qu'il 
n'y a point d'autre solutions, et pour son utilitk. » 

En Analyse, la sitation, au X V I I ~  siècle, n'est guère meilleure. 
C'est une heureuse circonstance que la Géométrie analytique soit 
apparue, comme à point nommé, pour donner une a représentation » 
sous forme de figure géométrique, de la grande création du xvrie siècle, 
la notion de fonction, et aider ainsi p u i s ~ a r n ~ ~ z n t  (chez Fermat, 
Pascal ou Barrow) A la naissance du Calcul infinitésimal (cf. p. 242). 
Mais on sait par contre à quelles controverses philosophico-mathé- 
matiques devaient donner lieu les notions d'infiniment petit et d'indi- 
visible. Et si d'Alembert est ici plus heureux, et reconnaît que dans 
la « métaphysique D du Calcul infinitésimal il n'y a rien d'autre que 
la notion de limite ([75 a], articles DIFFÉRENTIEL et LIMITE, et [75 b]), 
il ne peut, pas plus que ses contemporains, comprendre le sens véri- 
table des développements en séries divergentes, et expliquer le para- 
doxe de résultats exacts obtenus au bout de calculs sur des expressions 
dépourvues de toute interprétation numérique. Enfin, même dans le 
domaine de la (( certitude géométrique D, le cadre euclidien éclate : 
lorsque Stirling, en 1717, n'hésite pas à dire qu'une certaine courbe 
a un « point double imaginaire à l'infini )) ([299], p. 93 de la nouv. 
éd.), il serait certes bien en peine de rattacher un tel (( objet D aux 
notions communément reçues; et Poncelet, qui, au début du 
xixe siecle, donne un développement considérable A de telles idées en 
fondarit la géométrie projective (voir p. 165), se contente encore 
d'invoquer comme justification un a principe de continuité )) tout 
métaphysique. 

On conçoit que, dans ces conditions (et au moment même où, 
paradoxalement, on proclame avec le plus de force la « vérité absolue » 
des mathématiques), la notion de démonstration semble s'estomper de 
plus en plus au cours du xvirie siècle, puisqu'on est hors d'état de 
fixer, à la manière des Grecs, les notions sur lesquelles on raisonne, 
et leurs propriétés fondamentales. Le retour vers la rigueur, qui st: 
déclanche au début du xixe siècle, apporte quelque amélioration à 
cet état de choses, mais n'arrête pas pour autant le flot des notions 
nouvelles : on voit ainsi apparaître en Algèbre les imaginaires de 



Galois (11 231, p. 1 13- UT), les nombres idéaux de Kummer [1'88 b], que 
suivent vecteurs et quaternions, espaces 12-dimensionnels, multivec- 
teurs et tenseurs (voir p. 83-89), sans parler de l'algèbre booléienne. 
Sans doute un des grand progrès (qui permet justement le retour à la 
rigueur, sans rien perdre des conquêtes des âges précédents) est la 
possibilité de donner des ((modèles » de ces nouvelles notions eii 
termes plus classiques : les nombres idéaux ou les imaginaires de 
Galois s'interprètent par la théorie des congruences (voir p. 108-109), la 
géométrie 12-dimensionnelle n'apparaît (si l'on veut) que comme u n  
pur langage pour exprimer des résultats d'algèbre « à n variables » ; 
et pour les nombres imaginaires classiques - dont la représentation 
géométrique par les points d'un plan (voir p. 200-202) marque le début 
de cet épanouissement de l'Algèbre - on a bientôt le choix entre ce 
« modèle » géométrique et une interprétation en termes de congruences 
(cf. p. 108). Mais les mathématiciens commencent enfin à sentir 

- nettement que c'est là lutter contre la pente naturelle où les entraînent 
leurs travaux, et qu'il doit être légitime, en mathématiques, de raison- 
ner sur des objets qui n'ont aucune « interprétation » sensible : 
« Il n'est pas de l'essence de la mathélïlatique », dit Boole en 1854, 
« de s'occuper des idées de nombre et de quantité » ([29], t. II, p. 13)*. 
La même préoccupation conduit Grassmann, dans son « Ausdehnungs- 
lehre » de 1844, à présenter son calcul sous une, forme d'où les 
notions de nombre ou d'être géométrique sont tout d'abord ex- 

* Leibniz, a cet égard, apparaît encore comme un précurseur : (( la Mathéma- 
tique universelle i )  dit-il, u est, pour ainsi dire, la Logique de l'imagination », et 
doit traiter (( de tout ce qui, dans le domaine de l'imagination, est susceptible 
de détermination exacte » ([198 cl, p. 348; cf. 169 a], p. 290-291); et pour 'lui, 
la pièce maîtresse de  la Mathématique ainsi conçue est ce qu'il appelle la « Com- 
binatoire » ou « Art des formules », par quoi il entend essentiellement la sciencc 
des relations abstraites entre les objets mathématiques. Mais alors que jusque-là 
les relations considérées en mathématiques étaient presque exclusivcment des 
relations de grandeur (égalité, inégalité, proportion), Leibniz conçoit bien d'autres 
types de relations qui, à son avis, auraient dû  être étudiées systeniatiquemeiit 
par les mathématiciens, comme la relation d'inclusion, ou ce qu'il appelle la 
relation de « détermination » univoque ou plurivoque (c'est-à-dire les notions 
d'application et de correspondance) ([69 a], p. 307-310). Beaxoup d'autres 
idées modernes apparaissent sous sa plume à ce propos : il remarque que les 
diverses relations d'équivalence de la géométrie classique ont en comqun les 
propriétés de symétrie et de transitivité; il conçoit aussi la notion de relation 
compatible avec une relation d'équivalence, et note expressément qu'une 
relation quelconque n'a pas nécessairement cette propriété ([69 a], p. 313-315): 
Bien entendu, il préconise la comme partout l'usage d'un langage formalisé, 
et introduit même un signe destiné a noter une relation indéterminée (169 a], 
p. 301). 



clues *. Et un peu plus tard, Riemann, dans sa Leçon inaugurale, prend 
soin au début de ne pas parler de « points », mais bien de « détermina- 
tions » (Bestimmungsweise), dans sa description des « multiplicités n fois 
étendues », et souligne que, dans une telle multiplicité, les « relations 
métriques » (Massverhaltnisse) « ne peuvent s'étudier que pour des 
grandeurs abstraites et se représenter que par des forrriules ; sous cer- 
taines conditions, on peut cependant les décomposer en relations dont 
chacune priie isolément est susceptible d'une représentation géométrique, 
et par lu il est possible d'exprimer les rksultats du calcul sous forme 
géométrique » ([259 a], p. 276). 

A partir de ce moment, l'élargissement de la méthode axiomatique 
est un fait acquis. Si, pendant quelque temps encore, on croit utile 
de contrôler, quand il se peut, les résultats « abstraits » par l'intuition 
géométrique, du moins est-il admis que les objets « classiques » ne 
sont plus les seuls dont le mathématicien puisse légitimement faire 
l'étude. C'est que - justement à cause des multiples ((interpréta- 
tions » ou « modèles » possibles - on a reconnu que la « nature )) 
des objets mathématiques est au fond secondaire, et qu'il importe 
assez peu, par exemple, que I'on présente un résultat comme théo- 
rème de géométrie « pure », ou comme un théorème d'alg6bre par le 
truchement de la géométrie analytique. En d'autres termes, l'essence 
des mathématiques - cette notion fuyante qu'on n'avait pu jus- 
qu'alors exprimer que sous des noms vagues tels que « reigle gene- 
rale » ou « métaphysique » - apparaît comme l'étude des relations 
entre des objets qui ne sont plus (volontairement) connus et décrits 
que par quelques-unes de leurs propriétés, celles précisément que I'on 
met comme axiomes à la base de leur théorie. C'est ce qu'avait déjà 
clairement vu Boole en 1847, quand ii écrivait que la mathématique 
traite « des opérations considérées en elles-mêmes, indipendarnment 
des matières diverses auxquelles elles peuvent être appliquées » ([29], 
t .  1, p. 3). Hankei, fin 1867, inaugurant l'axiomatisation de l'algèbre, 

Il faut reconnaître que son langage, d'allure très philosophique, n'était guère 
fait pour séduire la plupart des mathématiciens, qui se sentent mal à l'aise deiiint 
une formule telle que la suivante : <t L a  mathématique pure est la science de 
l'être particulier en tant qu'il est né dans la pensée » (Die Wissenschaft des 
besonderen Seins als eines durch das Denken gewordenen). Mais le contexte 
fait voir que Grassmann entendait par là de façon assez nette la mathkmatique 
axiomatique au sens moderne (sauf qu'il suit assez curieusement Leibniz en 
considkrant que les bases de cette « science formelle », comme il dit, sont les 
définitions et non les axiomes) ; en tout cas, il insiste, comme Book, sur le 
fait que « le nom de science des grandeurs ne convient pas à l'ensemble des mathé- 
matiques )) ([134], t .  Il ,  p. 22-23). 
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défend une mathématique ((purement intellectuelle, une pure thborie 
des formes, qui a pour objet, non la combinaison des grandeurs, oude 
leurs images, les nombres, mais des choses de la pensée (« Gedanken- 
dinge ») auxquelles il peut correspondre des objets ou relations effec- 
tioes, bien qu'une telle correspondance ne soit pas nécessaire » ([146], 
p. 10). Cantor, en 1883, fait écho à cette revendication d'une «libre 
mathématique », en proclamant, que « la mathimatique est entière- 
ment libre dans son développement, et ses concepts ne sont liés que par 
la nécessité d'être non contradictoires, et coordonnés aux concepts anté- 
rieurement introduits par des d e i t i o n s  précises » ([47], p. 182). 
Enfin, la révision de la géométrie euclidienne achève de répandre et 
de populariser ces idées. Pasch lui-même, pourtant encore attaché à 
une certaine « réalité » des êtres géométriques, reconnaît que la géo- 
métrie est en fait indépendante de leur signification, et consiste 
purement en l'etude de leurs relations ([245], p. 90); conjeption que 
Hilbert pousse à son terme logique en soulignant que les noms mêmes 
des notions de base d'une théorie mathématique peuvent être choisis 
A volonté *, et que Poincaré exprime en disant que les axiomes sont 
des définitions déguisées », renversant ainsi complètement le point 
de vue scolastique. 

On serait donc tenté de dire que la notion moderne de « structure D 
est acquise en substance vers 1900 ; en fait, il faudra encore une tren- 
taine d'années d'apprentissage pour qu'elle apparaisse en pleine 
lumière. Il n'est sans doute pas difficile de reconnaître des structures 
de même espèce lorsqu'elles sont de nature assez simple ; pour la 
structure de groupe, par exemple, ce point est atteint dés le milieu 
du xrxe siècle. Mais au même moment, on voit encore Hankel lutter 
- sans y parvenir tout LL fait - pour dégager les idées ghérales de 
corps et d'extension, qu'il n'arrive à exprimer que sous forme d'un 
« principe de permanence » à demi métaphysique [146], et qui seront 
seulement formulées de façon définitive par Steinitz [294 a] 40 ans plus 
tard. Surtout il a été assez difficile, en cette matière, de se libérer de 
l'impression que les objets mathématiques nous sont « donnés » avec 

Suivant une anecdote céltbre, Hilbert exprimait volontiers cette idée en 
disant que l'on pouvait remplacer les mots « point », « droite » et « plan D 
par « table », « chaise » et « verre à bière » sans rien changer à la gkometrie. 
Il est curieux de trouver déjh chez d'Alembert une anticipation de cette bou- 
tade : «On peut donner aux mots tels sens qu'on veut » écrit-il dans 1'Encyclo- 
pédie ([75 a], article DEFINITION); « [on pourrait] faire h la rigueur des él&nents 
de Ghomhtrie exacts (niais ridicules) en appelant triangle ce qu'on appelle ordi- 
nairement cercle n. 



leur structure ; seule une assez longue pratique de l'Analyse fonction- 
nelle a pu familiariser les mathématiciens modernes avec i'idée que, par 
exemple, il y a plusieurs topologies « naturelles » sur les nombres ration- 
nels, et plusieurs mesures sur la droite numérique. Avec cette dissociation 
s'est finalement réalisé le passage à la définition générale des structures. 

B) Modèles et isomorphismes. - On aura remarqué à plusieurs 
reprises l'intervention de la notion de « modèle » ou d' « interpréta- 
tion » d'une théorie mathématique à l'aide d'une autre. Ce n'est pas 
18 une idée récente, et on peut sans doute y voir une manifestation 
sans cesse renaissante d'un sentiment* profond de l'unité des diverses 
« sciences mathématiques ». S'il faut tenir pour authentique la tradi- 
tionnelle maxime « Toutes choses sont nombres » des premiers Pytha- 
goriciens, on peut la considerer comme la trace d'une première tenta- 
tive pour ramener la géométrie et l'algèbre de l'époque à l'arithmé- 
tique. Bien que la découverte des irrationnelles semblât clore pour 
toujours cette voie, la réaction qu'elle déclancha dans les rnathéma- 
tiques grecques fut un second essai de synthése prenant cette fois la 
géométrie pour base, et y englobant entre autres les méthodes de 
résolution des équations algébriques héritées des Babyloniens *. On 
sait que cette conception devait subsister jusqu'à la réforme fonda- 
mentale de R. Bombelli et de Descartes, assimilant toute mesure de 
grandeur Il une mesure de longueur (autrement dit, à un nombre 
réel ; cf. p. 189). Mais avec la création de la géométrie analytique par 
Descartes et Fermat, la tendance est de nouveau renversée, et une 
fusion bien plus étroite de la géométrie et de l'algébre est obtenue, 
mais cette fois au profit de l'alg&bre. Du coup, d'ailleurs, Descartes 
va plus loin et conçoit l'unité essentielle de atoutes ces s&nces qu'on 
nomme commun&ment Mathématiques ... Encore que leurs objers soient 
difSérents », dit-il, « elles ne laissent pas de s'accorder toutes, en ce qu'elles 
n'y considèrent autre chose que les divers rapports ou proportions qui 
s'y trouvent » (185 a], t. VI, p. 19-20)**. Toutefois, ce point de vue 

* L'arithmétique reste toutefois en dehors de cette synthèse; et on sait 
qu'Euclide, apres avoir développé la théorie générale des proportions entre 
grandeurs quelconques, developpe independamment la théorie des nombres 
rationnels, au lieu de lés considérer comme cas particuliers de rapports de 
grandeurs (voir p. 185-187). 
** II est assez curieux, A ce propos, de voir Descartes rapprocher de ïarithmt- 
tique et des «combinaisons de nombws », les « arts... où i'ordra Iitgrsc rdPwntage, 
comme sont ceux des artisans qui font 1 la toi& on rdes tapis, ou ceux &s & m m  
qui b r d n t  ou font & la &nteI& )) ((85 a], t. X, p. 403), corn* por une anîici- 
pation des ttudes modernes sur la symétrie et ses rapports avec la notion de 
groupe (cf. [331 cl). 
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tendait seulement à faire de l'Algèbre la science mathématique fon- 
damentale ; conclusion contre laquelle proteste vigoureusement 
Leibniz, qui lui aussi, on i'a vu, conçoit une « Mathématique uni- 
verselle », mais sur un plan bien plus vaste et déjà tout proche des 
idées modernes. Précisant 1' «accord » dont parlait Descartes, il 
entrevoit, en effet, pour la première fois, la notion générale d'iso- 
morphie (qu'il appelle « similitude »), et la possibilité d' « identifier )) 
des relations ou opérations isomorphes ; il en donne comme exemple 
l'addition et la multiplication ([69 a], p. 301-303). Mais ces vues 
audacieuses restèrent sans écho chez les contemporains, et il faut 
attendre l'élargissement de l'Algèbre qui s'effectue vers le milieu du 
xrxe siècle (voir p. 72-74) pour voir s'amorcer la réalisation des rêves 
leibniziens. Nous avons déjà souligné que c'est ce moment que les 
« modèles » se multiplient et qu'on s'habitue A passer d'une théorie 
à une autre par simple changement de langage ; l'exemple le plus frap- 
pant en est peut-être la dualité en géométrie projective (voir p. 1671, 
où la pratique, fréquente à l'époque, d'imprimer face à face, sur deux 
colonnes, les théorèmes « duaux » l'un de l'autre, est sans doute 
pour beaucoup dans la prise de conscience de la notion d'isomorphie. 
D'un point de vue plus technique, il est certain que la notion de 
groupes isomorphes est connue de Gauss pour les groupes abéliens, 
de Galois pour les groupes de permutations (cf. p. 72-74) ; elle est 
acquise de façon générale pour des groupes quelconques vers le 
milieu du xixe siècle *. Par la suite, avec chaque nouvelle thdorie 
axiomatique, on se trouva naturellement amené à définir une notion 
d'isomorphisme ; mais c'est seulement avec la notion moderne de 
structure que l'on a finalement reconnu que toute structure porte en 
elle une notion d'isomorphisme, et qu'il n'est pas besoin d'en don- 
ner une définition particulière pour chaque espèce de structure. 

C )  L'arithmktisation des mathén~atiques classiques. - L'usage de 
plus en plus répandu de la notion de « modèle » allait aussi permettre 
au xlxe siècle de réaliser l'unification des mathématiques rêvée par 
les Pythagoriciens. Au début du siècle, le nombre entier et la gran- 
deur continue paraissaient toujours aussi inconciliables que dans 
l'antiquité ; les nombres réels restaient liés à la notion de grandeur 

* Le niot même d' « isomorphisme » est introduit dans la thtorie des groupes 
vers la même époque ; mais au début, il sert à désigner aussi les homomor- 
phismes surjectifs, qualifiés d' « isomorphismes mériédriques », alors que les 
isomorphismes proprement dits sont appelés « isomorphismes holotdriques » ; 
cette terminologie restera en usage jusqu'aux travaux d'E. Noether. 



géométrique (tout au moins à celle de longueur), et c'est à cette der- 
nière qu'on avait fait appel pour les « modèles » des nombres négatifs 
et des nombres imaginaires. Même le nombre rationnel était tradi- 
tionnellement rattaché à l'idée du « partage » d'une grandeur en 
parties égales ; seuls les entiers restaient à part, comme des « produits 
exclusifs de notre esprit » ainsi que dit Gauss en 1832, en les opposant 
à la notion d'espace (Cl24 a], t. V111, p. 201). Les premiers efforts pour 
rapprocher l'Arithmétique de l'Analyse portèrent d'abord sur les 
nombres rationnels (positifs et négatifs) et sont dûs à Martin Ohm 
(1822) ; ils furent repris vers 1860 par plusieurs auteurs, notamment 
Grassmann, Hankel et Weierstrass (dans ses cours non publiés) ; 
c'est à ce dernier que paraît due I'idée d'obtenir un «modèle » des 
nombres rationnels positifs ou des nombres entiers négatifs en consi- 
dérant des classes de couples d'entiers naturels. Mais le pas le plus 
important restait à faire, à savoir trouver un « modèle » des nombres 
irrationnels dans la théorie des nombres rationnels ; vers 1870, c'était 
devenu un problème urgent, vu la nécessité, après la découverte 
des phénomènes pathologiques » en Analyse, d'éliminer toute trace 
d'intuition géométrique et de la notion vague de « grandeur » dans 
la définition des nombres réels. On sait que ce problème fut résolu 
vers cette époque, à peu près simultanément par Cantor, Dedekind, 
Méray et Weierstrass, et suivant des méthodes assez différentes 
(voir p. 194). 

A partir de ce moment, les entiers sont devenus le fondement de 
toutes les mathématiques classiques. En outre, les « modèles » fondés 
sur l'Arithmétique acquiérent encore plus d'importance.avec l'exten- 
sion de la méthode axiomatique et la conception des objets mathé- 
matiques comme libres créations de l'esprit. II subsistait en effet une 
restriction à cette liberté revendiquée par Cantor, la question d'a exis- 
tence N qui avait déjà préoccupé les Grecs, et qui se posait ici de façon 
bien plus pressante, puisque précis4ment tout appel à une representa- 
tion intuitive était maintenant abandonné. Nous verrons plus loin 
(p. 53-54) de quel maelstrom philosophico-mathématique la notion 
d' ((existence » devait être le centre dans les premières années du 
xxe siècle. Mais au X I X ~  siMe on n'en est pas encore là, et démontrer 
l'existence d'un objet mathématique ayant des propriétés données, 
c'est simplement, comme pour Euclide, « construire » un objet ayant 
les propriétes indiquées. C'est à quoi servaient précisément les 
« modhles » arithmétiques : une fois les nombres réels « interprétes » 
en termes d'entiers, les nombres complexes et la géomdtrie euclidienne 



l'étaient aussi, grâce à la Géométrie analytique, et il en était de même 
de tous les êtres algébriques nouveaux introduits depuis le début du 
siècle ; enfin- découverte qui avait eu un grand retentissement - 
Beltrami et Klein avaient même obtenu des « modèles »euclidiens des 
géométries non-euclidiennes de Lobarschevsky et de Riemann 
(voir p. 169), et par suite « arithmétisé » (et par là complètement 
justifié) ces théories qui au premier abord avaient suscité tant de 
méfiance. 

D) L'axiomatisation de l'arithmétique. - Il était dans la ligne de 
cette évolution que l'on se tournât ensuite vers les fondements de 
l'arithmétique elle-même, et de fait c'est ce que l'on constate aux 
environs de 1880. Il ne semble pas qu'avant le xrxe siècle on ait 
cherché à définir l'addition et la multiplication des entiers naturels 
autrement que par un appel direct à l'intuition ; Leibniz est le seul qui, 
fidèle à ses principes, signale expressément que des « vérités » aussi 
« évidentes » que 2 $ 2 = 4 n'en sont pas moins susceptibles de 
démonstration si on réfléchit aux définitions des nombres qui y 
figurent ([198 b], t. IV, p. 403; cf. [69 a], p. 203); et il ne considérait 
nullement la commutativité de l'addition et de la multiplication 
comme allant de soi *. Mais il ne pousse pas plus loin ses réflexions 
à ce sujet, et vers le milieu du xrxe siècle, aucun progrès n'avait 
encore été fait dans ce sens :-Weierstrass lui-même, dont les cours 
contribuèrent beaucoup à répandre le point de vue « arithmétisant N, 
ne paraît pas avoir ressenti le besoin d'une clarification logique de la 
théorie des entiers. Les premiers pas dans cette direction semblent 
dus ii Grassmann, qui, en 1861 ([134], t. II,, p. 295) donne une défini- 
tion de l'addition et de la multiplication des entiers, et démontre 
leurs propriétés fondamentales (commutativité, associativité, distri- 
butivité) en n'utilisant que l'opération x I-+ x + 1 et le principe de 
récurrence. Ce dernier avait été clairement conçu et employé pour la 
première fois au xvire siècle par B. Pascal ([244, t. III, p. 456)** - 
encore qu'on en trouve dans l'Antiquité des applications plus ou 
moins conscientes - et était couramment utilisé par les mathémati- 
ciens depuis la seconde moitié du xvir(' siècle. Mais ce n'est qu'en 
1888 que Dedekind ([79], t. III, p. 359-361) Cnonce un système complet 
d'axiomes pour l'arithmétique (système reproduit 3 ans plus tard 

Comme exemple d'opérations non commutatives, i l  indique la soustraction, 
la division et I'exponentiation ([198 b], t. VII, p. 31); il avait même un moment 
essa* d'introduire de telles opérations dans son calcul logique ([69 a], p. 353). 
** Voir aussi [44. 



par Peano et connu d'ordinaire sous son nom [246 cl), qui comprenait 
en particulier une formulation précise du principe de récurrence (que 
Grassmann emploie encore sans l'énoncer explicitement). 

Avec cette axiomatisation, il semblait que l'on eût atteint les 
fondements définitifs des mathématiques. En fait, au moment même 
où l'on formulait clairement les axiomes de l'arithmétique, celle-ci, 
pour beaucoup de mathématiciens (à commencer par Dedekind et 
Peano eux-mêmes) était déjà déchue de ce rôle de science primordiale, 
en faveur de la dernière venue des théories mathématiques, la théorie 
des ensembles ; et les controverses qui allaient se dbrouler autour de 
la notion d'entier ne peuvent être isolées de la grande « crise des 
fondements » des années 1900-1930. 

LA THGORIE DES ENSEMBLES 

On peut dire gue de tout temps, mathématiciens et philosophes 
ont utilisé des raisonnements de théorie des ensembles de façon 
plus ou moins consciente ; mais dans l'histoire de leurs conceptions 
à ce sujet, il faut nettement séparer toutes les questions liées à Vidée 
de nombre cardinal (et en particulier à la notion d'infini) de celles 
qui ne font intervenir que les notions d'appartenance et d'inclusion. 
Ces dernières sont des plus intuitives et ne paraissent jamais avoir 
soulevé de controverses : c'est sur elles qu'on peut le plus facilement 
fonder une théorie du syllogisme (comme devaient le montrer Leibniz 
et Euler), ou des axiomes comme « le tout est plus grand que la par- 
tie », sans parler de ce qui, en géométrie, concerne les intersections 
de courbes et de surfaces. Jusqu'à la fin du xrxe siècle, on ne fait 
non plus aucune difficulté pour parler de l'ensemble (ou « classe )) 
chez certains auteurs) des objets possédant telle ou telle propriété 
donnée * ; et la « définition » célèbre donnée par Cantor (a Par 
ensemble on entend un groupement en un tout d'objets bien distincts 
de notre intuition ou de notre pensée » ([47], p. 282)) ne soulévera, au 
moment de sa publication, à peu près aucune objection**. II en est 

*Nous avons vu plus haut que Boole n'hésite même pas à introduire dans son 
calcul logique 1' « Univers )) 1 ,  ensemble de tous les objets ; il ne semble pas 
qu'à l'époque on ait critiqué cette conception, bien qu'elle soit rejetée par 
Aristote, qui donne une démonstration, assez obscure, visant à en prouver 
l'absurdité (161, Met. B, 3, 998 6). 
** Frege semble être un des rares mathématiciens contemporains qui, non 
sans raison, se soit élevé contre le vague de semblables II dkfinitions » ( [ I l 7  cl, 
t. 1, p. 2). 
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tout autrement dès qu'à la notion d'ensemble viennent se mêler celles 
de nombre ou de grandeur. La question de la divisibilité indéfinie de 
l'étendue (sans doute posée dès les premiers Pythagoriciens) devait, 
comme on sait, conduire à des difficultés philosophiques considé- 
rables : des Eléates à Bolzano et Cantor, mathématiciens et philo- 
sophes se heurteront sans succés au paradoxe de la grandeur finie 
composée d'une infinité de points dépourvus de grandeur. Il serait 
sans intérêt pour nous de retracer, même sommairement, les polé- 
miques interminables et passionnées que suscite ce problème, qui 
constituait un tarrain particulièrement favorable aux divagations 
métaphysiques ou théologiques ; notons seulement le point de vue 
auquel, dès l'Antiquité, s'arrêtent la plupart des mathématiciens. Il 
consiste essentidlement à refuser le débat, faute de pouvoir le trnn- 
cher de façon irréfutable - attitude que nous retrouverons chez Ics 
formalistes modernes : de même que ces derniers s'arrangent pour éli- 
miner toute intervention d'ensembles « paradoxaux » (voir ci-dessous 
pp. 47-50), les mathématiciens classiques évitent soigneusement 
d'introduire dans leurs raisonnements 1' « infini actuel » (c'est-à-dire 
des ensembles comportant une infinité d'objets conçus comme 
existant simultanément, au moins dans la pensée), et se contentent de 
1'« infini potentiel n, c'est-à-dire de la possibilité d'augmenter toute 
grandeur donnée (ou de la diminuer s'il s'agit d'une grandeur « con- 
tinue ») *. Si ce point de vue comportait une certaine dose d'hypo- 
crisie **, il permettait toutefois de développer la plus grande partie 
de la mathématique classique (y compris la théorie des proportions 

* Un exemple typique de cette conception est l'énoncé d'Euclide : « Pour 
toute quantité donnée de nombres premiers, il y en a un plus grand » que nous 
exprimons aujourd'hui en disant que l'ensemble des nombres premiers est 
infini. 
** Classiquement, on a évidemment le droit de dire qu'un point appartient 
à une droite, mais tirer de là la conclusion qu'une droite est «composée de 
points » serait violer le tabou de l'infini actuel, et Aristote consacre de longs 
développements à justifier cette interdiction. C'est ~raisemblablc~nent pour 
échapper à toute objection de ce genre qu'au xrxe siècle, beaucoup de mathé- 
maticiens évitent de  parler d'ensembles, et raisonnent systématiqucrnent « en 
compréhension » ; par exemple, Galois ne parle pas de corps de nombres, mais 
seulement des propriktés communes à tous les éléments d'un tel corps. Même 
Pasch et Hilbert, dans leurs présentations axiomatiques de la géométrie eucli- 
dienne, s'abstiennent encore de dire que les droites et plans sont des ensembles 
de points ; Peano est le seul qui utilise librement le langage de la théorie des 
ensembles en géombtrie élémentaire. 



et plus tard le Calcul infinitésimal) * ; il paraissait même un excellent 
garde-fou, surtout aprés les querelles suscitées par les infiniment 
petits, et était devenu un dogme A peu prés universellement admis 
jusque bien avant dans le XIX~ siècle. 

Un premier germe de la notion générale d'équipotence apparaît 
dans une remarque de Galilée ([122 b], t. VIII, p. 78-80) : il observe 
que l'application n I- n2 établit une correspondance biunivoque entre 
les entiers naturels et leurs carrés et par suite que l'axiome (( le tout 
est plus grand que la partie » n ~ s a u r a i t  s'appliquer aux ensembles 
infinis. Mais bien loin d'inaugurer ;ne étude rationnelle des ensembles 
infinis, cette remarque ne parait avoir eu d'autre effet que de renforcer 
la méfiance vis-à-vis de l'infini actuel ; c'est dkjà la conclusion de 
Galilée lui-même, et Cauchy, en 1833, ne le cite que pour approuver 
son attitude. 

Les nécessités de l'Analyse - et particulièrement l'étude appro- 
fondie des fonctions de variables réelles, qui se poursuit durant tout 
le xlxe siècle - sont à l'origine de ce qui allait devenir la thborie 
moderne des ensembles. Lorsque Bolzano, en 1817, démontre l'exis- 
tence de la borne inférieure d'un ensemble minoré dans R [27 cl, il 
raisonne encore, comme la plupart de ses contemporains, « en com- 
préhension », parlant non pas d'un ensemble quelconque de nombres 
réels, mais d'une propriété arbitraire de ces derniers. Maisquand, 
30 ans plus tard, il rddige ses « Paradoxien des Unendlichen » 
[27 b] (publiés en 1851, trois ans après sa mort), il n'hésite pas à 

Il faut voir sans doute la raison de ce fait dans la circonstance que les 
ensembles envisagés dans les mathématiques classiques appartiennent a un 
petit nombre de types simples, et peuvent pour la plupart être complèlement 
décrits par un nombre fini de « paramètres » numériques, si bien que leur consi- 
dération se ramène en définitive A celle d'un ensemble fini de nombres (il en 
est ainsi par exemple des courbes et surfaces algébriques, qui pendant long- 
temps sont à peu prbs seules à constituer les « figures » de la gdométrie classique). 
Avant que les progrès de l'Analyse n'imposent, au xrxe siècle. la considération 
de parties arbitraires de la droite ou de Rn, on ne trouve que rarement des 
ensembles qui s'écartent des types précédents ; par exemple, Leibniz, toujours 
original, envisage comme « lieu géométrique j> le disque fermé privé de son 
centre, ou (par un curieux pressentiment de la théorie des idéaux) considère 
qu'en arithmétique un entier est «le  genre » de l'ensemble de ses multiples. 
et remarque que l'ensemble des multiples de 6 est l'intersection de I'ensemble 
des multiples de 2 et de I'ensemble des multiples de 3 ([198 b], t. VII, p. 292). 
A partir du début du xixe siècle, on se familiarise, en algèbre et en thbrie des 
nombres, avec les ensembles de ce dernier type, comme les classes de formes 
quadratiques, introduites par Gauss, ou les corps et idéaux, définis par Dede- 
kind avant la révolution cantorienne. 



revendiquer le droit à l'existence pour i'« infini actuel » et à parler 
d'ensembles arbitraires. Il définit, dans ce travail, la notion générale 
d'équipotence de deux ensembles, et démontre que deux intervalles 
compacts dans W sont équipotents ; il observe aussi que la différence 
caractéristique entre ensembles finis et ensembles infinis consiste en 
ce qu'un ensemble infini E est équipotent à un sous-ensemble dis- 
tinct de E, mais il ne donne aucune démonstration convaincante de 
cette assertion. Le ton général de cet ouvrage est d'ailleurs beaucoup 
plus philosophique que mathématique, et faute de dissocier de façon 
suffisamment nette la notion de puissance d'un ensemble de cclle 
de grandeur ou d'ordre d'infinitude, Bolzano échoue dans ses tenta- 
tives pour former des ensembles infinis de puissances de plus en 
plus grandes, et se laisse entraîner à cette occasion à mêler à ses 
raisonnements des considérations sur les séries divergentes qui 
sont totalement dépourvues de sens. 

C'est au génie de G. Cantor qu'est due la création de la théorie 
des ensembles telle qu'on l'entend aujourd'hui. Lui aussi part de 
l'Analyse, et ses travaux sur les séries trigonométriques, inspirés par 
ceux de Riemann, l'amènent naturellement, en 1872, à un premier 
essai de classification des ensembles « exceptionnels » qui se présen- 
tent dans cette théorie *, au moyen de la notion d' « ensembles déri- 
vés » successifs, qu'il introduit à cette occasion. C'est sans doute à 
propos de ces recherches, et aussi de sa méthode pour définir les 
nombres réels ([47], p. 92-97), que Cantor commence à s'intéresser aux 
problèmes d'équipotence, car 'en 1873, il remarque que l'ensemble des 
nombres rationnels (ou 'l'ensemble des nombres algébriques) est 
dénombrable; et dans sa correspondance avec Dedekind, qui débute 
vers cette date [48], on le voit poser la question de l'équipotence entre 
l'ensemble des entiers et l'ensemble des nombres réels, qu'il parvient 
à résoudre par la négative quelques semaines plus tard. Puis, dès 1874, 
c'est le problème de la dimension qui le préoccupe, et pendant trois 
ans, il cherche en vain à établir l'impossibilité d'une correspondance 
biunivoque entre R et Rn (n > l), avant d'arriver, à sa propre stupé- 
faction **, à définir une telle correspondance. En possession de ces 

7-00 

Il s'agit des ensembles E c  R tels que. si une série trigonométrique 2 cnenia 
-w 

converge vers O sauf aux points de E, on ait nécessairement c, = O pour tout n 
([47l, * 99). 
** (< Je le vois, mais je ne le crois pas » écrit-il à Dedekind ([48], p. 34; en français 
dans le texte). 



résultats aussi nouveaux que surprenants, il se consacre entièrement 
à la théorie des ensembles. Dans une série de 6 mémoires publiés 
aux Mathematiscl~e Annalen entre 1878 et - 1884, il aborde à la fois 
les problèmes d'équipotence, la théorie des ensembles totalement 
ordonnis, les propriétés topologiques de R et de Rn et le problème 
de la mesure ; et il est admirable de voir avec quelle netteté se déga- 
gent peu à peu, entre ses mains, ces notions qui paraissaient si inextri- 
cablement enchevêtrées dans la conception classique du (( continu ». 
Dès 1880, il a I'idée d'itérer « transfiniment » la formation des 
a ensembles dérivés )) ; mais cette idée ne prend corps que deux ans 
plus tard, avec l'introduction des ensembles bien ordonnés, une des 
découvertes les plus originales de Cantor, grâce à laquelle il peut 
aborder une étude détaillée des nombres cardinaux et formuler le 

probléme du continu » [47]. 
II était impossible que des conceptions aussi hardies, renversant 

une tradition deux fois millénaire, et conduisant à des résultats aussi 
inattendus et d'apparence si paradoxale, fussent acceptées sans résis- 
tance. De fait, parmi les mathématiciens alors influents en Allemagne, 
Weierstrass fut le-seul A suivre avec quelque faveur les travaux de 
Cantor (son ancien élève) ; ce denier devait se heurter par contre 
à l'opposition irréductible de Schwarz et surtout de Kronecker *. 
C'est, semble-t-il, autant la tension constante engendrée par l'oppo- 
sition à ses idées, que ses efforts infructueux pour démontrer l'hypo- 
thèse du continu, qui amenèrent chez Cantor les premiers symptômes 
d'une maladie nerveuse dont sa productivité mathématique devait se 
ressentir **. Il ne reprit vraiment intérêt à la théorie des ensembles 
que vers 1887, et ses dernières publications datent de 1895-97 ; il y 
développe surtout la théorie des ensembles totalement ordonnés ct le 
calcul des ordinaux. Il avait aussi démontré en 1890 l'inégalité 
rn < 2" ; cependant, non seulement le problème du continu restait 
sans réponse, mais il subsistait dans la théorie des cardinaux une 
lacune plus sérieuse, car Cantor n'avait pu établir l'existence d'une 

* Les contemporains de Kronecker ont fait de fréquentes allusions A sa position 
doctrinale sur les fondements des mathematiques ; il est A présumer qu'il s'est 
exprimé plus explicitement dans les contacts personnels que dans ses publi- 
cations (où, en ce qui concerne le rôle des entiers naturels, il ne Fait que reprendre 
des remarques sur 1' (( arithmetisation n, assez banales vers 1880) (cf. (327 b]. 
en particulier p. 14-15). 
** Sur cette période de la vie de Cantor, voir [275 b]. 



relation de bon ordre entre cardinaux quelconques. Cette lacune 
devait être comblée, d'une part par le théorème de F. Bernstein (1897) 
montrant que les relations a < b et b < a entraînent a = b *, et 
surtout par le théorème de Zermelo [342 a] prouvant l'existence d'un 
bon ordre sur tout ensemble - théoréme conjecturé dès 1883 par 
Cantor ([47], p. 169). 

Cependant Dedekind, dés le début, n'avait cessé de suivre avec 
un intérêt soutenu les recherches de Cantor ; mais alors que ce der- 
nier concentrait son attention sur les ensembles infinis et leur classi- 
fication, Dedekind poursuivait ses propres réflexions sur la notion 
de nombre (qui l'avaient déjà conduit à sa définition des nombres 
irrationnels par les coupures »). Dans son opuscule Was sind und 
was sollen die Zahlen, publié en 1888, mais dont l'essentiel date de 
1872-78 ([79], t. III, p. 339, il montre comment la notion d'entier 
naturel (sur laquelle, on l'a vu, avait fini par reposer toute la Mathé- 
matique classique) pouvait elle-même être dérivée des notions fonda- 
mentales de la théorie des ensembles. Développant (sans doute le 
premier de façon explicite) les propriétés élémentaires des applica- 
tions quelconques d'un ensemble dans un autre (négligées jusque-la 
par Cantor, qui ne s'intéressait qu'aux correspondances biunivoques), 
il introduit, pour toute application f d'un ensemble E dans lui-même, 
la notion de chaîne n d'un élément a E E relativement à f, savoir 
l'intersection des ensembles K c E tels que a E K et f(K) c K **. 
II prend ensuite 'comme définifion d'un ensemble infini E le fait qu'il 
existe une application biunivoque cp de E dans E telle que rq (E) Z E *** ; 
si en outre il existe une telle application cp et un élément a$cp(E) 
pour lequel Esoit la chaîne de a, Dedekind dit que E est ((simplement 
infini D, remarque que les « axiomes de Peano )) sont alors satisfaits 
et montre (avant Peanc) coinment à partir de là s'obtiennent tous les 
théorémes élémentaires d'arithmétique. Seul manque à son exposé 
i'axiome de i'infini, que Dedekind (à la suite de Bolzano) croit pou- 

* Ce thkorème avait dkjh étk obtenu par Dedekind en 1887, mais sa dtmons- 
tration ne fut pas publiée ([79], t. III, p. 447). 
** C'est sur une notion très analogue que repose la seconde démonstration 
donnée par Zermelo de son théorème [342 b]. 
*** Nous avons vu que Bolzano avait dkjii notC cette caractérisation 
des ensembles infinis, mais son travail (assez peu rkpandu, semble-t-il, dans 
les milieux mathématiques) &ait inconnu de Dedekind au moment oO celui-ci 
kcrivait « Was sind und was sollen die Zahlen ». 



voir démontrer en considérant le {(monde des pensées )) humaines 
(« Gedankenwelt D) comme un ensemble *. 

D'un autre côté, Dedekind avait été amené par ses travaux d'arith- 
métique (et notamment la théorie des idéaux) A envisager la notion 
d'ensemble ordonné sous un aspect plus général que Cantor. Alors 
que ce dernier se borne exclusivement aux ensembles totalement 
ordonnés **, Dedekind aborde le cas général, et fait notamment une 
étude approfondie des ensembles réticulés ([79], t. II, p. 236-271). 
Ces travaux ne furent guère remarqués à. l'époque ; bien que leurs 
résultats, retrouvés par divers auteurs, aient fait l'objet de nom- 
breuses publications depuis 1935, leur importance historique tient 
bien moins aux possibilités d'application, assez minces sans doute, 
de cette théorie, qu'au fait qu'ils ont constitué un des premiers 
exemples de construction axiomatique soignée. Par contre, les pre- 
miers résultats de Cantor sur les ensembles dénombrables ou ayant la 
puissance du continu devaient rapidement avoir de multiples et impor- 
tantes applications jusque dans les questions les plus classiques de 
l'Analyse "** (sans parler naturellement des parties de l'œuvre canto- 
rienne q u i  inauguraient la-Topologie généraleet- la- thdorie d e -  la- 

* Une autre méthode pour définir la notion d'entier naturel et pour en 
établir les propriétés fondamentale avait été proposée par Frege en 1884 
(117 b]. II cherche tout d'abord à donner à la notion de cardinal d'un ensemble 
un sens plus précis que Cantor; à cette époque ce dernier n'avait défini que les 
notions d'ensembles équipotents et d'ensemble ayant une puissance au plus 
égale à celle d'un autre, et la définition de (( nombre cardinal n qu'il devait 
donner plus tard ([47], p. 282) est aussi obscure et inutilisable que la définition 
de la droite chez Euclide. Frege, toujours soucieux de précision, a l'idée de 
prendre comme définition du cardinal d'un ensemble A l'ensemble de tous les 
ensembles dquipotents à A ([il7 b], 1 68); puis, ayant défini cp (a) = a + 1 
pour tout cardinal (5 76), il se place dans l'ensemble C de tous les cardinaux, 
et définit la relation « b est un cp-successeur de a » comme signifiant que b 
appartient à l'intersection de tous les ensembles X c  C tels que ~ ( a )  E X et 
cp(X) c X (ô 79). Enfin, il définit un entier naturel comme un cp-successeur 
de O ( 8  83 ; toutes ces definitions sont bien entendu exprimées par Frege dans 
son langage de la (< logique des concepts »). Malheureusement, cette construc- 
tion devait se révéler défectueuse, l'ensemble C ou l'ensemble des ensembles 
équipotents à un ensemble A étant « paradoxaux D (voir ci-dessous). 
** 11 est 'curieux de noter que, parmi ces derniers, Cantor ne voulut jamais 
admettre l'existence des groupes ordonnés « non archimédiens v parce qu'ils 
introduisaient la notion d' infiniment petit actuel )) ([47l, p. 156 et 172). De 
telles relations d'ordre s'étaient naturellement présentées dans les recherches 
de Du Bois-Reymond sur les ordres d'infinitude (cf. p. 254) et furent étudiées 
de façon systématique par Veronese 13/81. 
*** Dès 1874, Weierstrass avait signalé, dans une lettre A Du Bois-Reymond, 
une application aux fonctions de variable réelle du théorème de Cantor sur la 
possibilité de ranger les nombres rationnels en une suite ([329 b], p. 206). 
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mesure ; voir là-dessus p. 178 et .278). En outre, dès les dernières 
années du xlxe siécle apparaissent les premiéres utilisations du prin- 
cipe d'induction transfinie, devenu, surtout après la démonstration 
du théorème de Zermelo, un outil indispensable dans toutes les parties 
des mathématiques modernes. Kuratowski devait, en 1922, donner 
une version souvent plus maniable de ce principe, évitant l'uti- 
lisation des ensembles bien ordonn6s ([189 a], p. 89); c'est sous cette 
forme, retrouvke plus tard par Zorn [344l, qu'il est principalement 
employé à I'époque actuelle *. 

Vers la fin d u  xrxe siècle, les conceptions essentielles de Cantor 
avaient donc gain de cause **. Nous avons vu que, vers cette 
même époque, la formalisation des mathématiques s'achève et que 
l'emploi de la méthode axiomatique est il peu près universellement 
admis. Mais, au même moment, s'ouvrait une « crise des fonde- 
ments » d'une rare violence, qui allait secouer le monde mathéma- 
tique pendant plus de 30 ans, et sembler par moments compromettre, 
non seulement toutes ces acquisitions récentes, mais même les parties 
les plus classiques de la Mathématique. 

LES PARADOXES D E  LA THÉORIE DES ENSEMBLES 
ET LA CRISE DES FONDEMENTS' 

Les premiers ensembles « paradoxaux » apparurent dans la 
théorie des cardinaux et des ordinaux. En 1897, Burali-Forti remar- 
que que Son ne peut considérer qu'il existe un ensemble formé de 
tous les ordinaux, car cet ensemble serait bien ordonné, et par suite 
isomorphe à un de ses segments distincts de lui-même, ce qui est 
absurde [42] ***. En 1899, Cantor observe (dans une lettre ti Dede- 
kind) que l'on ne peut non plus dire que les cardinaux forment un 
ensemble, ni parler de « l'ensemble de tous les ensembles » sans 

* De a fait, I'intdrst qui s'attachait aux ordinaux de Cantor a beaucoup 
décru; d'une façon générale, d'ailleurs, beaucoup des rksultats de Cantor 
et de ses successeurs sur l'arithmétique des ordinaux et les cardinaux non 
dénombrables sont jusqu'ici restés assez isolés. 
** La consécration officielle de la thborie des ensembles se manifeste des le 
premier Congrès international des mathematiciens (Zurich, 1897), où Hada- 
mard [141] et Hurwitz en signalent d'importantes applications à l'Analyse. L'in- 
fluence grandissante de Hilbert à cette époque contribua beaucoup à répandre 
les idées de Cantor, surtout en Allemagne. 
*** Cette remarque avait déjà été faite par Cantor en 1896 (dans une lettre a 
Hilbert, non publii). 



aboutir à une contradiction (l'ensemble des parties de ce dernier 
« ensemble » Q serait équipotent à une partie de Cl,  ce qui est contraire 
à l'inégalité m < 2m) ([47l, p. 444-448). En 1905 enfin, Russell, 
analysant la démonstration de cette inégalité, montre que le raison- 
nement qui l'établit prouve (sans faire appel A la théorie des cardi- 
naux) que la notion de «l'ensemble des ensembles qui ne sont pas 
éléments d'eux-mêmes » est, elle aussi, contradictoire [264 *. 

On pouvait penser que de telles « antinomies » ne se manifeste- 
raient que dans des régions périphériques des mathématiques, carac- 
térisées par la considération d'ensembles d'une « grandeur » inacces- 
sible A l'intuition. Mais d'autres « paradoxes » devaient bientôt 
menacer les parties les plus classiques des mathématiques. Berry 
et Russell ([266], t. 1, p. 63-64), simplifiant un raisonnement de J. Bi- 
chard [258], observent en effet que l'ensemble des entiers dont la 
définition peut s'exprimer en moins de seize mots fiançais est fini, 
mais qu'il est cependant contradictoire de définir un entier comme 
« le plus petit entier qui n'est pas définissable en moins de seize mots 
français », car cette définition ne comporte que quinze mots. 

Bien que de tels raisonnements, si tloignés de l'qsage courant 
des mathématiciens, aient pu paraître à beaucoup d'entre eux comme 
des sortes de calembours, ils n'en indiquaient pas moins la nécessité 
d'une révision des bases des mathématiques, destinée à éliminer les 
« paradoxes » de cette nature. Mais s'il y avait unanimité su~l'urgence 
de cette révision, des divergences radicales devaient bimt8t surgir 
touchant la maniere de la réaliser. Pour un premier groupe dc mathé- 
maticiens, soit « idéalistes », soit ((formalistes » **, la situation créée 
par les « paradoxes » de la théorie des ensembles est très analogue 
à celle qui résultait, en géométrie, de la découverte des &ornétries 
non-euclidiennes ou des courbes u pathologiques » (comme les 
courbes sans tangente) ; elle doit conduire B une conclusion sem- 
blable, mais plus génkrale, savoir qu'il est vain de chercher A fonder 

* Le raisonnement de Russell est A rapprocher des paradoxes antiques dont 
le type est le célèbre « Menteur », sujet d'innombrables commentaires dans la 
Logique formelle classique : il s'agit de savoir si I'homme qui dit « Je mens n 
dit ou non la vtrit6 en prononçant ces paroies (cf. [Bq). 
+* Les divergences entre ces deux écoles sont surtout d'ordre philosophique, 
et nous ne pouvons ici entrer dans plus de dttails A ce sujet; l'essentiel est 
qu'elles se rejoignent sur le terrain proprement mathhatique. Par exempk, 
Hadamard, reprkntant typique des « idéalistes », adopte, en a qui concerne 
la validité des raisonnements de théorie des ensembles, un point de vue trb 
voisin des formalistes, mais sans l'exprimer sous une forme axiomatique 
( ~ 1 ,  P. 271). 



une théorie mathématique quelconque par un appel (explicite ou 
non) à 1' « intuition B. On peut résumer cette position avec les mots 
mêmes du principal adversaire de Sécole formaliste : (( Le formaliste », 
dit Brouwer ([39 a], p. 83), a soutient que la raison humaine n'a pas 
d sa disposition d'ünages exactes des lignes droites ou des nombres 
supérieurs à dix, par exemple.,. Il est vrai que de certaines relations 
entre entités mathématiques, que nous prenons comme axiomes, nous 
déduisons d'autres relut ions d'après des règles fixes, avec la conviction 
que de cette façon nous dérivons des vérités d'autres vérités par un rai- 
sonnement logique.. . [Mais] pour le formaliste, I'exact it ude mathéma- 
tique ne réside que dans le développement de la suite des relations, et 
est indépendante de la signification que l'on pourrait vouloir donner à 
ces relations ou aux entités qu'elles relient. » 

Il s'agit donc, pour le formaliste, de donner à la théorie des ensem- 
bles une base axiomatique tout à fait analogue à celle de la géométrie 
élémcntaire, où on ne s'occupe pas de savoir ce que sont les choses » 
que l'on appelle ensembles D, ni ce que signifie la relation x E y, 
mais où on énumère les conditions imposées à cette dernière rela- 
tion ; bien entendu, cela doit être fait de façon à inclure, autant que 
possible, tous les résultats de la théorie de Cantor, tout en rendant 
impossible l'existence des ensembles (( paradoxaux ». Le premier 
exemple d'une telle axiomatisation fut donné par Zermelo en 1908 
[342 cl; il évite les ensembles (( trop grands )) par l'introduction d'un 
« axiome de sélection (Aussonderung) », une propriété P(x) ne 
déterminant un ensemble formé des éléments qui la possèdent que 
si P(x) entraine déjà une relation de la forme x E A *. Mais 1'6li- 
mination des paradoxes analogues au « paradoxe de Richard D ne 
pouvait se faire qu'en restreignant le sens attachC A la notion de 
« propriété )) ; là-dessus, ,Zermelo se contente de décrire de façon 
fort vague un type de propriétés qu'il appelle defnit D, et d'indiquer 
qu'il faut se limiter à ces dernières dans l'application de l'axiome de 
sélection. Ce point fut précis6 par Skolem [286 a] et Fraenkel 11.13 b]; 
comme I'observérent ceux-ci, son 6lucidation exige qu'on se place 
dans un système complètement formalisé, où les notions de pro- 
priété )) et de « relation )) ont perdu toute <( signification )) et sont 

* Par exemple, le paradoxe de Russell ne deviendrait valable dans le systéme 
de Zermelo que si l'on y démontrait la relation (3 z)((x$x) ( X E  2)) ; 
bien entendu, une telle démonstration, si l'on venait A l'obtenir, aurait pour 
conséquence immtdiate la nkcessitk d'une modification substantielle du systkme 
en question. 



devenues de siniplcs désignations pour des assemblages hrinés sui- 
vant des règles explicites. Cela nccessite bien entendu qu'on fasse 
ciitrcr dans Ic système les règles dc Logiquc utilisées, ce qui n'était 
pas encore le cas dans le système de Zermelo-Fraenkel. 

D'autres axiomatisations de la théorie des ensembles ont été 
proposées par la suite. Citons principalemerit celle de von Neumann 
[324 a et cl qui, plus que le système de Zermelo-Fraenkel, se rappro- 
che de la conception primitive de Cantor : ce dernier, pour Cviter 
les ensembles paradoxaux, avait déjà propos6 ([47], p. 445-448), 
dans sa correspondance avec Dedekind, de distinguer deux brtes 
d'ensembles, les (( multiplicités )) (« Viellieiten 1)) et les a ensembles » 
(«.Mengen ») proprement dits, les seconds se caractérisant en ce 
qu'ils peuvent être pensés comme un seul objet. C'est cette idée que 
précise von Neumann en distinguant deux types d'objets, les (( ensem- 
bles D et les i( classes H ; dans son système (à peu près complètement 
formalisé), les classes se distinguent des ensembles en ce qu'elles ne 
peuvent être placées à gauche du signe E. Un des avantages d'un tel 
système est qu'il réhabilite la notion de (( classe universelle )) utilisée 
par les logiciens du xrxe siècle (qui naturellement n'est pas un ensem- 
ble) ; signalons aussi que le système de von Neumann évite (pour la 
théorie des ctiwmbles) l'introduction de schémas d'axiomes, rem- 
plactis par des iixiomes convenables (ce qui en rend l'étude logique 
plus facile). Dçs variantes du système de von Neumann ont été don- 
nées par Bernays et Godel [130 b]. 

L'élimiiiatioii des paradoxes scnible bien obtenue par les s ysi èmes 
précédents, inai5 au prix de restrictions qui ne peuvent manquer de 
paraîtrc très arbitraircs. A la décharge du système de Zermelo- 
Fraenkel, on peut dire qu'il se borne à formuler des interdictions 
qui ne font que sanctionner la pratique çourante dans les applica- 
tions de la notion d'ensemble aux diverses théories mathématiques. 
Les systèmes de von Neumann et de Gode1 sont plus éloignés dcs 
conceptions usuelles : en revanchc, il n'est pas exclu qu'il soit plus 
aisé d'insérer certaines théories mathématiques encore à leur début 
dans le cadre fourni par de tels systèmes plutôt que dans le cadre 
plus étroit du système de Zermelo-Fraenkel. 

On ne saurait certes affirmer qu'aucune de ces solutions donne 
l'impression d'être définitive. Si elles satisfont les formalistes, c'est 
que ces derniers refusent de prendre en considération les réactions 
psychologiques individuelles de chaque mathématicien ; ils estiment 
qu'un langage formalisé a rempli sa tâche lorsqu'il peut transcrire 



les raisonnements mathématiques sous nne forme dépourvue d'ambi- 
guïté, et servir ainsi de véhicule à la pensée mathématique ; libre à 
chacun, diraient-ils, de penser ce qu'il voudra sur la u nature N des 
êtres mathématiques ou la « vérité » des théorèmes qu'il utilise, 
pourvu que ses raisonnements puissent être transcrits dans le langage 
commun *. 

En d'autres termes, du point de vue philosophique, l'attitude 
des formalistes consiste à se désintéresser du problème posé par les 

paradoxes », en abandonnant la position p!atonicienne qui visait 
à attribuer aux notions mathématiques un a contenu >) intellectuel 
commun à tous les mathématiciens. Beaucoup de mathématiciens 
reculent devant cette rupture avec la tradition. Russell, par exemple, 
cherche A éviter les paradoxes en analysant leur. structure de façon 
plus approfondie. Reprenant une idée émise d'abord par J. Richard 
(dans l'article [258] où il exposait son (( paradoxe n) et développée 
ensuite par H. Poincaré [251 cl, Russell et Whitehead observent 
que les définitions des ensembles paradoxaux violent toutes le prin- 
cipe suivant, dit N principe du cercle vicieux N : (( Un élément dont la 
définition implique la totalité des éléments d'un ensemble, ne peut 
appartenir à cet ensemble )) ([266], t. 1, p. 40). Aussi est-ce cet 6noncé 
qui sert de base aux Principia, et c'est pour le respecter qu'est déve- 
loppée dans cet ouvrage la « théorie des types D. Comme celle de 
Frege dont elle est inspirée, la logique de Russell et Whitehead pos- 
sède des a variables propositionnelles )) ; la théorie des types procède 
à un classement entre ces diverses variables, dont les grandes lignes 
sont les suivantes. Partant d'un (( domaine d'individus H non précisés 
et qui peuvent être qualifiés d' « objets d'ordre O », les relations où 
les variables (libres ou liées) sont des individus, sont dites objets 
du premier ordre )> ; et de façon générale, les relations où les varia- 
bles sont des objets d'ordre < n (une au moins étant d'ordre n) 
sont dites « objets d'ordre n + 1 )) **. Un ensemble d'objets d'ordre n 

* Hilbert, toutefois, parait avoir toujours cru à une (c vérité n mathématique 
objective ([163 cl, p. 315 et 323). Même des formalistes qui, comme H. Curry, 
ont une position très voisine de celle que nous venons de résumer, repoussent 
avec une sorte d'indignation l'idée que les mathématiques pourraient être 
considérées comme un simple jeu, et veulent absolument y voir une (( science 
objective N ([73], p. 57). 
** Ce n'est là en réalité que le début de la classification des (( types D, dont on 
ne saurait rendre compte fidèlement sans entrer dans de très longs dévelop- 
pements; le lecteur désireux d'explications plus détaillées pourra se reporter 
notamment à l'introduction du t. I I  des Principia Mathematica [266]. 



ne peut alors être défini que par une relation d'ordre n + 1, condi- 
tion qui permet d'éliminer sans peine les ensembles paradoxaux *. 
Mais le principe de la « hiérarchie des types D est si restrictif qu'en 
y adhérant strictement on aboutirait à une mathématique d'une 
inextricable complexité **. Pour échapper à cette conséquence, 
Russell et Whitehead sont contraints d'introduire un <( axiome de 
rdductibilité D atfirmant l'existence, pour toute relation entre t( indi- 
vidus B, d'une relation du premier ordre qui lui soit équivalente ; 
condition tout aussi arbitraire que les axiomes des formalistes, et 
qui rkduit considérablement l'intérêt de la construction des Prin- 
cipia. Aussi le système de Russell et Whitehead a-t-il eu plus de succès 
chez les logiciens que chez les mathématiciens ; il n'est d'ailleurs pas 
entièrement formalisé ***, et il en résulte de nombreuses obscurités 
de détail. Divers efforts ont été faits pour simplifier et clarifier ce 
système (Ramsey, Chwistek, Quine, Rosser) ; tendant à utiliser des 
langages de plus en plus complètement formalisés, ces auteurs rem- 
placent les règles des Principia (qui avaient encore un certain fonde- 
ment intuitif) par des restrictions ne tenant compte que de l'écriture 
des assemblages considérés ; non seulement ces règles paraissent 
alors tout aussi gratuites que les interdictions formulées dans les 
systèmes de Zermelo-Fraenkel ou de von Neumann, mais, étant 
plus éloignées de la pratique des mathématiciens, elles ont, dans 
plusieurs cas, conduit à des conséquences inacceptables, que n'avait 
pas prdvues I'auteur (comme le paradoxe de Burali-Forti, ou la nkga- 
tion de l'axiome de choix). 

Pour les mathbmaticiens des écoles précédentes, il s'agit avant 
tout de ne renoncer à aucune part de l'héritage du passé : G Du para- 
dis que Cantor a créé pour nous », dit Hilbert ([163 cl, p. 274)' i< nul 

* Dans le système de Russell et Whitehead, la relation x E x ne peut donc être 
&rite légitimement, au contraire du systkme de Zermelo-Fraenkel, par exemple. 
** Par exemple, l'égalité n'est pas une notion primitive dans le système des 
Principia : deux objets a, b sont égaux si pour foule propriété P(x), P(a) et 
P(b) sont des propositions équivalentes. Mais cette définition n'a pas de 
sens en théorie des types : il faudrait, pour lui en donner un, spécifier au moins 
1' a ordre » de P, et on serait ainsi amené ii distinguer une infinité de relations 
d'égalité! Zermelo avait d'ailleurs remarqué, des 1908 [342 b], que de nom- 
breuses définitions des mathématiques classiques (par exemple celle de la borne 
inférieure d'un ensemble dans R) ne respectent pas le (( principe du cercle 
vicieux D, et que l'adoption de ce principe risquait donc de jeter l'interdit sur 
des parties importantes des théories mathérnatiques les plus traditionnelles. 
*** Russell et Whitehead (comme déjà Frege) s'en tiennent à la position clas- 
sique touchant les formules mathématiques, qui doivent toujours pour eux avoir 
un (( sens 1) se rapportant à une activité sous-jacente de la pensée!. 
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ne doit pouvoir nous chasser B. Pour ce faire, ils sont disposés a accep- 
ter des limitations aux raisonnements mathématiques, peu essentielles 
parce que conformes à l'usage, mais qui ne paraissent pas imposées 
par nos habitudes mentales et l'intuition de la notion d'ensemble. 
Tout leur semble préférable à l'intrusion de la psycholo&e dans les 
critères de validité des mathématiques ; et plutôt que de ((faire entrer 
en ligne de compte les propriétés de nos cerveaux », comme dit Hada- 
mard ([12], p. 270)' ils se résignent à imposer au domaine mathéma- 
tique des bornes en grande partie arbitraires, pourvu qu'elles enfer- 
ment la Mathématique classique et ne risquent pas d'entraver les 
progrès ultérieurs. 

Toute différente est l'attitude des mathématiciens se rattachant 
a la tendance dont il nous reste à parler. Si les formalistes acceptent 
de renoncer au contrôle des « yeux de l'esprit » en ce qui concerne 
le raisonnement mathématique, les mathématiciens que l'on a appelé 
« empiristes », « réalistes » ou « intuitionnistes » se refusent à cette 
abdication ; il leur faut une sorte de certitude intérieure garantissant 
1'« existence » des objets mathématiques dont ils s'occupent. Tant 
qu'il ne s'agissait que de renoncer à l'intuition spatiale, il n'y avait 
pas eu d'objection sérieuse, puisque les « modèles » arithmétiques 
permettaient de se retrancher derrière la notion intuitive des entiers. 
Mais des oppositions irréductibles se manifestent lorsqu'if est ques- 
tion de ramener la notion d'entier à celle (beaucoup moins précise 
intuitivement) d'ensemble, puis d'imposcr au maniement des ensem- 
bles des barrières sans fondement intuitif. Le premier en date de ces 
opposants (et celui qui, par l'autorité de son génie, devait exercer 
le plus d'influence) fut H. Poincaré ; ayant admis, non seurement 
le point de vue axiomatique touchant la géomktrie et I'aritlimétisa- 
tion de l'Analyse, mais aussi une bonne partie de la théorie de Cantor 
(qu'il fut un des premiers à appliquer avec fruit dans ses travaux), 
il se refuse par contre à concevoir que l'arithmétique puisse, elle 
aussi, être justiciable d'un traitement axiomatique ; le principe 
d'induction complète lui paraît en particulier une intuition fonda- 
mentale de notre esprit, où il est impossible de voir une pure conven- 
tion * [251 cl. Hostile par principe aux langages formalisés, dont il 

Poincaré \ta jusqu'à dire en substance qu'il est impossible de définir une struc- 
ture vérifiant tous les axiomes de Peano, a l'exception du principe d'inductioq 
complète ([251 cl, p. 65); l'exemple (dû à Padoa) des entiers avec l'application 
x t+ x + 2 remplaçant x I-+ x + 1 montre que cette assertion est inexacte. 11 est cu- 
rieux de la trouver déjà chez Frege, presque dans les mêmes termes ( [I l7  b], p. 21 e).~ 



contestait l'utilité, il confond constamment la notion d'entier dans 
les mathématiques formalisées, et l'utilisation des entiers dans la 
théorie de la démonstration, qui s'ébauchait alors, et dont nous 
parlerons plus loin ; sans doute était-il difficile à cette époque de 
faire aussi nettement qu'aujourd'hui - après 50 années d'études et 
de discussion - cette distinction qu'avaient pourtant bien sentie 
un Hilbert ou un Russell. 

Les critiques de cette nature se multiplient après l'introduction 
de l'axiome de choix par Zermelo en 1904 [342 a]. Son utilisation 
dans mainte démonstration antérieure d'Analyse ou de théorie des 
ensembles était jusque-là passée à peu près linaperçue * ; c'est en 
suivant une idée suggérée par Erhard Schmidt que Zermelo, énon- 
çant explicitement cet axiome, en déduisit de façon ingénieuse une 
démonstration satisfaisante de l'existence d'un bon ordre sur tout 
ensemble. Venant en même temps que les « », il semble 
que ce nouveau mode de raisonnement, par son allure insolite, ait 
jeté la confusion chez beaucoup de mathématiciens ; il n'est que de 
voir les étranges malentendus qui surgissent à ce propos, dans le 
tome suivant des ~athémntische Annalen, sous la plume de mathé- 
maticiens aussi familiers avec les méthodes cantoriennes que Schoen- 
flies et F. Bernstein. Les critiques d'E. Borel. publiées dans ce même 
volume, sont plus substantielles et se rattachent nettement au point 
de vue exprimé par H. Poincaré sur les entiers ; elles sont dévelop- 
pées et discutées dans un échange de lettres entre E. Borel, Baire, 
Hadamard et Lebesgue, resté classique dans la tradition mathéma- 
tique française [12]. Borel commence par nier la validitti de l'axiome 
de choix parce qu'il comporte en général une infinité non dénom- 
brable de choix, ce qui est inconcevable pour l'intuition. Mais Hada- 
mard et Lebesgue observent que l'infinité dénombrable de choix 
arbitraires successifs n'est pas plus intuitive, puisqu'elle comporte 
une infinité d'opérations, qu'il est impossible de concevoir comme 
s'effectuant réellement. Pour Lebesgue, qui élargit le débat, tout re- 
vient à savoir ce qu'on entend quand on dit qu'un être mathéma- 

* En 1890, Peano, démontrant son théorkmc sur l'existence des intégrales 
des équations différentielles, remarque qu'il serait naturellement amené E 
« appliquer ntie itrfinité de fois utre loi arbitraire avec laquelle d une classe on fait 
correspondre un individu de cette classe » ; mais i l  ajoute aussitôt qu'un tel 
raisonnement est inadmissible A ses yeux ([246 cl, p. 210). En 1902, B. Levi 
avait remarqué que ce même raisonnement était implicitement utilise. par 
F. Bernstein dans une démonstration de théorie des cardinaux 1199). 
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tique « existe » ; il faut, pour lui, qu'on « nomme » explicitement 
une propriété le définissant de façon unique (une propriété « fonc- 
tionnelle », dirions-nous) ; pour une fonction comme celle qui sert 
à Zermelo dans son raisonnement, c'est ce que Lebesgue appelle 
une « loi » de choix ; si, continue-t-il, on ne satisfait pas à cette exi- 
gence, et qu'on se borne à « penser » à cette fonction au lieu de la 
« nommer », est-on sûr qu'au cours du raisonnement on pense tou- 
jours à la même ([12], p. 267)? D'ailleurs, ceci amène Lebesgue à 
de nouveaux doutes ; déjà la question du choix d'un seul élément 
dans un ensemble lui paraît soulever des difficultés : il faut qu'on soit 
sûr qu'un tel élément « existe », c'est-à-dire qu'on puisse « nommer )) 
au moins un des éléments de l'ensemble *. Peut-on alors parler 
d' « existence » d'un ensemble dont on ne sait pas « nommer » cha- 
que élément ? Déjà Baire n'hésite pas à nier 1' « existence » de l'en- 
semble des parties d'un ensemble infini donné (!oc. cit., p. 263-264) ; 
en vain Hadamard observe-t-il que cessexigences conduisent à renon- 
cer même à parler de l'ensemble des nombres réels : c'est bien à cette 
conclusion que finit par se rallier E. Borel. Mis à part le fait que le 
dénombrable semble avoir acquis droit de cité, on est à peu près 
revenu à la position classique des adversaires de 1' « infini actuel B. 

Toutes ces objections n'avaient rien de très systématique ; il 
était réservé à Brouwer et à son école d'entreprendre une refonte 
complhte des mathématiques guidée par des principes semblables, 
mais encore bien plus radicaux. Nous ne saurions ici entreprendre 
de rtsumer une doctrine aussi complexe que l'intuitionnisme, qui 
participe autant de la psychologie que des mathématiques, et nous 
nous bornerons à en indiquer quelques-uns des traits les plus frap- 
pants, renvoyant pour plus de détails aux travaux de Brouwer lui- 
même [39 a et b] et à l'exposé de Heyting [162]. Pour Brouwer, la 
Mathématique est identique à la partie « exacte » de notre pensée, 

* Le prétendu « choix » d'un élément dans un ensemble n'a en fait rien A 
vou avec l'axiome de choix ; il s'agit d'une simple façon de parler, et partout 
où on s'exprime de cette manière, on ne fait en réalité qu'utiliser Ics règles 
logiques les plus élémentaires (où le signe T n'intervient pas). Bien entendu, 
I'application de Ces règles à un ensemble A exige que l'on ait démontré que 
A # 0 ; c'est sur ce point que porte l'argumentation de Lebesgue. car une telle 
démonstration n'est valable pour lui que si précisément on a «nommé » un 
élément de A. Par exemple, Lebesgue ne considère pas comme valable le rai- 
sonnement de Cantor ([471, p. 115-118) prouvant l'existence des nombres 
transcendants; cette existence n'est prouvée pour lui que parce qu'il est possible 
de nommer N des nombres transcendants, tels que les nombres de Liouville 
ou les nombres e ou TC. 



basée sur l'intuition première de la suite des entiers naturels, et qu'il 
est impossible de traduire sans mutilations en un système formel. 
Elle n'est d'ailleurs exacte » que dans l'esprit des mathématiciens, 
et il est chimérique d'espérer forger un instrument de communi- 
cation entre eux qui ne soit pas sujet à toutes les imperfections et 
ambiguïtés du langage ; on peut, tout au plus, espérer éveiller chez 
l'interlocuteur un état d'esprit favorable par des descriptions plus 
ou moins vagues ([162], p. 11-13). La mathématique intuitionniste 
n'attache guère plus d'importance à la logique qu'au langage : une 
démonstration n'est pas concluante en vertu de règles logiques fixées 
une fois pour toutes, mais en raison de 1' « évidence immédiate » de 
chacun de ses chaînons. Cette « évidence » doit en outre être inter- 
prétie de façon encore plus restrictive que par E. Borel et ses parti- 
sans : c'est ainsi qu'en mathématique intuitionniste, on ne peut dire 
qu'une relation de la forme « R ou (non R) » ést vraie (principe du 
tiers exclu), à moins que, pour tout système de valeurs données 
aux variables figurant dans R, on ne puisse démontrer que l'une 
des deux propositions R, « non R » est vraie ; par exemple, de l'équa- 
tion ab = O entre deux nombres réels, on ne peut conclure « a = O 
ou b = O », car il est facile de former des exemples explicites de nom- 
bres réels a, b pour lesquels on a ab = O sans que l'on sache, à l'heure 
actuelle, démontrer aucune des deux propositions a = O, b = O 
([1621, P. 21). 

On ne s'étonnera pas si, à partir de tels principes, les mathéma- 
ticiens intuitionnistes aboutissent à des résultats fort différents des 
théorèmes classiques. Toute une partie de ces derniers disparaît, 
par exemple la plupart des théorèmes « existentiels » en Analyse 
(comme les théorèmes de Bolzano et de Weierstrass pour les fonc- 
tions numériques) ; si une fonction d'une variable réelle « existe D 
au sens intuitionniste, elle est ipso facto continue ; une suite bornée 
monotone de nombres réels n'a pas nécessairement de limite. D'autre 
part, beaucoup de notions classiques se ramifient, pour l'intuition- 
niste, en plusieurs notions fondamentalement distinctes : il y a ainsi 
deux notions de convergence (pour une suite de nombres réels) et 
huit de dénombrabilité. Il va sans dire que l'induction transfinie et 
ses applications à l'Analyse moderne sont (comme la plus grande 
partie de la théorie de Cantor) condamnées sans appel. 

C'est seulement de cette façon, selon Brouwer, que les proposi- 
tions mathématiques peuvent acquérir un « contenu » ; les raison- 
nements formalistes qui vont au-delà de ce qu'admet l'intuition- 
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nisme sont jugés sans valeur, puisque l'on ne peut plus leur donner 
un « sens )) auquel la notion intuitive de « vérité » pourrait s'appli- 
quer. Il est clair que de pareils jugements ne peuvent reposer que 
sur une notion préalablc de « vérité », de nature psychologique oii 
métaphysique. C'est dire pratiquement qu'ils échappent à toute 
discussion. 

Il n'est pas douteux que les vigoureuses attaques venues du camp 
intuitionniste n'aient forcé quelque temps non seulement les écoles 
mathématiques d'avant-garde, mais même les partisans de la mathé- 
matique traditionnelle, à se mettre sur la défensive. Un mathémati- 
cien célèbre a reconnu avoir été impressionné par ces attaques ail 
point d'avoir volontairement renfermé ses travaux dans des branches 
des mathématiques jugées « sûres ». Mais de tels cas ont dû être peu 
fréquents. L'école intuitionniste, dont le souvenir n'est sans doute 
destiné à subsister qu'à titre de curiosité historique, aura du moins 
rendu le service d'avoir obligé ses adversaires, c'est-à-dire en défini- 
tive l'immense majorité des mathématiciens, à préciser leurs posi- 
tions et à prendre plus clairement conscience des raisons (les uncs 
d'ordre logique, les autrcs d'ordre sentimental) de leur confiance 
dans la mathematique. 

L'absence de contradiction a de tout temps été considérée commc 
une condition sine qua non de toute mathématique, et dès l'époque 
d'Aristote, la logique était assez développée pour qu'on sût parfai- 
tement que d'une théûrie contradictoire, on peut déduire n'importe 
quoi. Les preuves d' « existence ». considérées comme indispensa- 
bles depuis l'Antiquité, n'avaient visiblement pas d'autre but que de 
garantir que l'introduction d'un nouveau concept ne risquait pas 
d'entraîner contradiction. particulièrement quand ce concept Ctait 
trop compliqué pour tomber immédiatement sous 1' « intuition D. 
Nous avons vu comment cette exigence était devenue plus impi- 
rieuse avec l'avènement du point de vue axiomatique au xixe siL:cle, 
et comment la construction de « modèles » arithmétiques y avait 
répondu. Mais l'arithmétique elle-même pouvait-elle être contra- 
dictoire ? Question qu'on n'aurait sans doute pas songé ii se poser 
avant la fin du xrxe siècle, tant les entiers paraissaient appartenir 5 
ce qu'il y a de plus sûr dans notre intuition ; mais après les « para- 



doxes » tout semblait remis en question, et on comprend que le 
sentiment d'insécurité qu'ils avaient crée ait conduit les mathémati- 
ciens, vers 1900, à se pencher avec plus d'attention sur le problème 
de la rion-contradiction de I'arithmetique, afin de sauver au moins 
du naufrage les mathématiques classiques. Aussi ce problème est-il 
le second de ceux qu'énumérait Hilbert dans sa célèbre conférence 
au  Congrès international de 1900 ([163 a], t. III, p. 229-301). Ce 
faisant, i l  posait un principe nouveau qui devait rivoir un grand 
retentissement : alors que dans la logique traditionnelle la non- 
contradiction d'un concept ne faisait que le rendre « possible », elle 
équivaut pour Hilbert (tout au moins pour les concepts mathéma- 
tiques définis axiomatiquement) à Z'exisrence ,de ce concept. Cela 
impliquait apparemment la nécessité de démontrer a priori la non- 
contradiction d'une théorie mathématique avant même de pouvoir 
la développer de façon légitime ; c'est bien ainsi que l'entend H. Poin- 
caré qui, pour battre en brèche le formalisme, reprend à son compte 
l'idée de Hilbert, en soulignant avec un malin plaisir à quel point 
les formalistes étaient loin à cette époque de pouvoir la réaliser 
([251 cl, p. 163). Nous verrons plus loin comment Hilbert devait 
relever Ic défi ; mais auparavant il nous faut noter ici que, sous l'in- 
fluence de son autorité et de celle de Poincaré, les exigences posées 
par ce dernier devaient pendant longtemps être acceptées sans réserve 
aussi bien par les formalistes que par leurs adversaires. Une consé- 
quence fut la croyance, très répandue aussi chez les formalistes, 
que la théorie de la démonstration de Hilbert faisait partie intégrante 
de la mathématique, dont elle constituait les indispensables prolé- 
gomènes. Ce dogme ne nous parait pas justifié *, et nous considé- 
rons que l'intervention de la métamathématique dans l'exposé de 
la logique et des mathématiques peut et doit être réduite la partie 
très élémentaire qui traite du maniement des symboles abréviateurs 
ct des critères déductifs. Il ne s'agit pas ainsi, contrairement à ce que 
prétend Poincaré, de « revendiquer la liberté de la contradiction », 
mais bien plutôt de considérer, avec Hadamard, que l'absence de 
contradiction, lors même qu'elle ne se démontre pas, se constate 
(WI, P. 270). 

* En pure doctrine formaliste, les mots « il existe » dans un texte formalisé 
n'ont pas plus de «signification ».que les autres, et il n'y a pas à considérer 
d'autre type d' « existence )) dans les démonstrations formalisees.. 



Il nous reste à donner une brève esquisse historique des efforts 
de Hilbert et de son école, et à retracer sommairement, non seule- 
ment l'évolution qui devait finalement conduire au résultat négatif 
de Gode1 et justifier a posteriori le scepticisme d'Hadamard, mais 
aussi tous les progrès qui en ont découlé, touchant la connaissance 
du mécanisme des raisonnements mathématiques, et qui font de la 
métamathématique moderne une science autonome d'un intérêt 
incontestable. 

Dès 1904, dans une conférence au Congrès international ([163 cl, 
p. 247-261), Hilbert s'attaque au problème de la non-contradiction 
de l'arithmétique. Il constate d'abord qu'il ne peut être question de 
la démontrer en ayant recours à un modèle *, et indique à grands 
traits le principe d'une autre méthode : il propose de considérer les 
propositions vraies de l'arithmétique' formalisée comme des assem- 
blages de signes sans signification, et de prouver qu'en utilisant les 
règles gouvernant la formation et l'enchaînement de ces assembla- 
ges, on ne peut jamais obtenir un assemblage qui soit une proposi- 
tion vraie et dont la négation soit aussi une proposition vraie. Il 
ébauche même une démonstration de cette nature pour un formalisme 
moins étendu que celui de l'arithmétique ; mais, comme l'observe 
peu après H. Poincaré ([251 cl, p. 185), cette démonstration fait 
essentiellement usage du principe de récurrence, et parait donc repo- 
ser sur un cercle vicieux. Hilbert ne répondit pas immédiatement 
à cette critique, et une quinzaine d'années s'écoula sans que per- 
sonne tentât de développer ses idées ; c'est en 1917 seulement que 
(mû par le désir de répondre aux attaques des intuitionnistes) il 
s'attelle de nouveau au problème des fondements des mathémati- 
ques, dont il ne cessera désormais de s'occuper jusqu'à la fin de sa 
carrière scientifique. Dans ses travaux sur ce sujet, qui s'échelonnent 
de 1920 à 1930 environ, et auxquels participe activement toute une 
école de jeune mathématiciens (Ackermann, Bernays, Herbrand, 
von Neumann), Hilbert dégage peu à peu les principes de sa « théorie 
de la démonstration » de façon plus précise : reconnafs~ant impli- 
citement le bien-fondé de la critique de Poincaré, il admet qu'en 

Les « modèles » fournis par les définitions de Dedekind ou de Frege ne 
feraient que déplacer la question, en la ramenant à la non-contradiction de la 
Théorie des ensembles, probléme sans aucun doute plus difficile que la non- 
contradiction de l'Arithmétique, et qui devait le paraître bien davantage encore 

une époque où aucune tentative strieuse pour tviter les << paradoxes » n'avait 
été proposée. 



métamathématique, les raisonnements arithmétiques utilisés ne 
peuvent se fonder que sur notre intuition des entiers (et non sur 
l'arithmétique formalisée) ; pour ce faire, il parait essentiel de res- 
treindre ces raisonnements à des procédés finis )) (a finite Pro- 
zesse ») d'un type admis par les intuitionnistes : par exemple, une 
démonstration par l'absurde ne peut prouver Sexistence métamathé- 
matique d'un assemblage ou d'une suite d'assemblages, il faut en 
donner une loi de construction explicite *. D'autre part Hilbert 
élargit dans deux directions son programme initial : non seulement 
i l  aborde la non-contradiction de Sarithmétique, mais il aspire aussi 
à démontrer la non-contradiction de la théorie des nombres réels et 
même celle de la théorie des ensembles ** ; en outre, aux problè- 
mes de non-contradiction viennent s'ajouter ceux d'indépendance 
des axiomes, de catégoricité et de décision. Nous allons passer rapi- 
dement en revue ces diverses questions et signaler les principales 
recherches qu'elles ont suscitées. 

Démontrer Z'indépendance d'un système de propositions A,, 
A,, ..., A, consiste à montrer que, pour chaque indice i, Ai n'est pas 
un théorème dans la théorie '23, obtenue en prenant comme axiomes 
les Aj d'indice j # i. Ce point sera établi si on connaît une thCone 
non contradictoire dans laquelle les A, ( j  # i) sont des théo- 
rèmes, ainsi que « non Ai » ; on peut ainsi considérer le problème 
sous deux aspects suivant que l'on admet ou non que certaines théo- 
ries (comme l'arithmétique ou la théorie des ensembles) sont non 
contradictoires. Dans le second cas, on a affaire à un problème de 
non-contradiction a absolue ». Au contraire, le premier type de 
problbmes se résout comme les problèmes de non-contradiction 
(( relative », par construction de (( modèles )) appropriés, et de nom- 
breuses démonstrations de cette nature ont été imaginées, bien avant 
que la mathématique n'eût pris un aspect complètement formalisé : 
il suffit de rappeler les modèles de la géométrie non-euclidienne (voir 
p. 169), les questions d'indépendance des axiomes de la géométrie 

Pour une description détaillée et précise des procédés finis admis en métama- 
thématique, on pourra consulter, par exemple, la thèse de J. Herbrand 11581. 
** Lorsqu'on parle de la non-contradiction de la thtorie des nombres réels, 
on suppose que celle-ci est définie axiomatiquement, sans utiliser la théorie des 
ensembles (ou tout au moins en s'abstenant de faire usage de certains axiomes 
de cette dernière, comme l'axiome de choix ou l'axiome de l'ensemble des 
parties). 



élémentaire traitées par Hilbert dans les Grundagen der Geome- 
trie )) [163 cl, ainsi que les travaux de Steinitz sur l'axiomatisation 
de l'Algèbre et ceux de Hausdorff et de ses successeurs sur celle de 
la Topologie. 

Une théorie 'P. est dite cntégoriquc si, pour toute proposition A 
de 'G (ne contenant aucune lettre autre que les constantes de 'G), 
l'une des deux propositions A, (non A), est un théorème de 'G *. 
Si l'on met à part certains formalismes très rudimentaires, dont on 
prouve aisément la catégoricité ([164], p. 35), les résultats obtenus 
dans cette voie sont essentiellement négatifs; le premier en date. est 
dû à K. Godel [130 a] qui a montré que, si 6 est non contradictoire 
et si les axiomes de l'arithmétique formalisée sont des théorèmes 
de 'G, alors G n'est pas catégorique. L'idée fondamentale de son 
ingénieuse méthode consiste à établir hne correspondance biunivoque 
(bien entendu, au moyen de (( procédés finis D) entre les énoncés 
métamathématiques et certaines propositions de l'arithmétique 
formalisée ; nous nous bornerons à en esquisser les grandes lignes **. 
A chaque assemblage A qui est un terme ou une relation de G, on 
commence par associer (par un procédé de construction explicite, 
applicable quasi mécaniquement) un entier g(A), de façon biuni- 
voque. De même, à chaque démonstration D de % (considérée comme 
succession d'assemblages) on peut associer un entier h(D) de façon 
biunivoque. Enfin, on peut donner un procédé de construction 
explicite d'une relation P(x, y, z )  de LG ***, telle que, dans G, 
P(x, y, z )  entraîne quc x, y, z sont des entiers, et vérifie les deux 
conditions suivantes : 

10 si D est une démonstration de A@), où A(x) est une rela- 
tion de 'G, et A est un entier explicité (c'est-à-dire un terme de 'G qui 
est un entier), alors P(A,g(A(x)), Ir(D)) est un théorème de 'G ; 

20 si l'entier explicité p n'est pas de la forme h(D), ou si p = h(D) 
et si D n'est pas une démonstration de A(A), alors (non P(A,g(A(x)),p)) 
est un théorème de %. 

Soit alors S ( x )  la relation (non (3 z ) P ( x ,  x, z)), et soit 
y = g(S(x)), qui est un terme de 'Ci. Si 'G n'est pas contradictoire 

* On exprime souvent cela en disant que si A n'est pas un thtor6me de &;, 

la thtorie G' obtenue en ajoutant A aux axiomes de %; est contradictoire. 
** Pour plus de dttails, voir [ I J O  a] ou ([181], p. 181-258). 
*** 1.a description dttaillte de g(A), h(D) et P(x, y, z )  est fort longue et minu- 
tieuse, et l'écriture de P(x,y,z) exigerait un nombre de signes tellement 
grand qu'elle est pratiquement impossible, mais aucun mathtmaticien ne pense 
que cela diminue en rien la valeur de ces constructions. 



i l  n'y a aucune déinonstrution de la proposition S(y) dans %. En 
effet, si D était une telle dénionstration, P(y, g(S(x)), h(D)) serait 
un théoréme de 'G ; mais cette relation n'est autre que P(y,y, h(D)), 
et par suite (3z)P(y,y,s) serait aussi un théorème de 'CG ; comme 
cette dernière relation est équivalente à (non S(y)), 'G serait contra- 
dictoire. D'autre part, ce qui vient d'être dit montre que pour tout 
entier explicité p, (non P(y,y,p)) est un théorème de 'G. Il en 
résulte qu'il n'y a aucune démonstration, dans 'G, de (non S(y)), 
car cette dernière relation est équivalente à (3 z)P(y,y,z) et 
l'existence d'un entier p tel que P(y,y,p) entraînerait que 'G est 
contradictoire, en vertu de ce qui précède *. Ce théorème méta- 
mathématique de Godel a été généralisé ultirieurcment dans diverses 
directions ([181], chap. XI) **. 

* En fait, cettc dernière partic du raisonnement suppose un peu plus que la 
non-contradiction de 'CG, savoir ce que l'on appelle la « w-non-contradiction D 
de : cela signifie qu'il n'y a pas de relation R(x) dans telle que R(x)  
entraîne x c N  et que, pour chaque entier explicité p, R(p) soit un théorè- 
me de bG bien que (3 x) ( x é N  et (non R(x)))  soit aussi un théorème de 'z. 
Rosser a d'ailleurs montré qu'on peut modifier le raisonnement de Gode1 de 
façon à ne supposer que la non-contradiction de "e ([181], p. 208). 
** On notera l'analogie du raisonnement de Gode1 avec le sophisme du men- 
teur : la proposition S(y) affirme sa propre fausseté, quand on l'interprète en 
termes métamathématiques! On remarquera aussi que la proposition 

(V zX(z E N )  (non P(y,y,z))) 
est intuitivement vraie, puisque l'on a une démonstration dans 75 de 
(non P(y, y, p)) pour tout entier explicité p; et cependant cette proposition n'est 
pas démontrable dans "e. Cette situation est à rapprocher d'un résultat obtenu 
antérieurement par Lowenheim et Skolem (voir [286 a]) : ce dernier définit 
métamathkmatiquement une relation entre deux entiers naturels x, y qui, si 
on l'écrit X E  y, satisfait aux axiomes de von Neumann pour la théorie des 
ensembles. D'où à première vue un nouveau «paradoxe », puisque dans ce 
« modèle » tous les ensembles irrfinis seraient dénombrables, contrairement à 
i'inkgalité de Cantor m < 2"". Mais en fait, la «relation » définie par Skolem 
ne peut être kcrite dans la théorie formalisde des ensembles, pas plus que le 
(4 théorème » affirmant que l'ensemble des parties d'un ensemble infini n'a 
qu'une infinité dénombrable d' « éléments ». Au fond, ce « paradoxe » n'est 
qu'une forme plus subtile de la remarque banale que i'on n'écrira jamais qu'un 
nombre fini d'assemblages d'une théorie formalisée, et qu'il est donc absurde 
de concevoir un ensemble non dknombrable de termes de la théorie ; remarque 
voisine de celle qui avait déj& conduit au «paradoxe de Richard ». De pareils 
raisonnements prouvent que la formalisation de la théorie des ensembles est 
indispensable si l'on veut conserver l'essentiel de la construction cantorienne. 
Les mathématiciens paraissent d'accord pour en conclure aussi qu'il n'y a 
guère qu'une concordance superficielle entre nos conceptions «intuitives » 
de la notion d'ensemble ou d'entier, et les formalismes qui sont supposés en 
rendre compte ; le désaccord commence lorsqu'il est question de choisir entre 
les unes et les autres. 



62 ÉLÉM'ENTS D'HISTOIRE DES MAT&MATIQUES 

La relation S(y) de T5 dont on montre ainsi qu'il n'existe aucune 
démonstration dans Z, ni de cette relation, ni de sa négation, est 
visiblement fabriquée pour les besoins de la cause et ne se rattache 
de façon naturelle à aucun problème mathématique. Beaucoup plus 
intéressant est le fait que si b désigne la théorie des ensembles (avec 
le système d'axiomes de von Neumann-Bernays), ni l'hypothèse du 
continu ni sa négation ne sont démontrables dans b. Ce remarquable 
résultat a été établi en deux étapes : en 1940, Gode1 prouva que la 
théorie obtenue en adjoignant à b l'hypothèse du continu 2x0 = NI 
n'était pas contradictoire 1130 b]; puis, en 1963, P. Cohen a démontré 
qu'il en est de même lorsqu'on adjoint à Z là relation 2 N ~  = W2 

(ou ZX0 = Nn pour Un entier n > 1 quelconque) [67]. 
Le problème dc !a décisiutt (« En tscliciduiigsproblem ») est 

sans doute Ic plus atnbitieux dc tous ceux que sc posc 1 a 
métamathématique : il s'agit de savoir si, pour un langage 
formalisé donné, on peut imaginer un « procédé universel » quasi 
mécanique qui, appliqué A n'importe quelle relation du forma- 
lisme considéré, indique en un nombre fini d'opérations si cette rela- 
tion est vraie ou r.on *. La solution de ce problème faisait déjà partie 
en substance des grands desseins de Leibniz, et il semble qu'un mo- 
ment l'école de Hilbert ait cru sa réalisation toute proche. Il est de 
fait que l'on peut décrire de tels procédés pour des formalismes com- 
portant peu de signes primitifs et d'axiomes ([181], p. 136-141). Mais 
les efforts faits pour préciser le probléme de la décision, en dblimi- 
tant exactement ce qu'il faut entendre par « procédé universel » n'ont 
jusqu'ici abouti qu'à des résultats négatifs ([181], p. 432-439). D'ail- 
leurs, la solution du problème de la décision pour une théorie & 
permet aussitôt de savoir si G est ou non contradictoire, puisqu'il 
suffit d'appliquer le « procédé universel » à une relation de G et A 
sa négation ; et nous allons voir qu'il est exclu qu'on puisse résoudre 
la question de cette manière pour les théories mathematiques 
usuelles ** 

C'est en effet dans la question de la non-contradiction des théo- 

* Une question voisine est celle de l'existence d'cc algorithmes 1) pour la réqolution 
de certains problèmes, que nous ne pouvons examiner ici (Turing, Post, P. No- 
vikovl 
**on' distinguera soigneusement le probléme de la décision de la croyance, 
partagée par de nombreux mathématiciens, et souvent exprimée avec viguew 
par Hilbert en particulier, que pour toute proposition mathématique, on finira 
un jour par savoir si eiie est vraie, fausse ou indécidable. C'est là un pur acte 
de foi, dont la critique échappe à notre discussion. 



ries mathématiques - l'origine et le cœur même de la Métamathé- 
matique - que les résultats se sont rCvélés les plus décevants. Pen- 
dant les années 1920-1930, Hilbert et son école avaient développé 
des méthodes nouvelles pour aborder ces problèmes ; après avoir 
démontré la non-contradiction de formalismes partiels, couvrant 
une partie de l'arithmétique (cf. [158], [324 dl), ils croyaient toucher 
au but et démontrer, non seulement la non-contradiction de l'arith- 
métique, mais aussi celle de la théorie des ensembles, lorsque Godel, 
s'appuyant sur la non-catégoricité de l'arithmétique, en déduisit 
l'impossibilité de démontrer, par les « procédés finis » de Hilbert, 
la non-contradiction de toute théorie 'G contenant cette dernière *. 

Le théorème de Gode1 ne ferme cependant pas entièrement la 
porte aux tentatives de démonstration de non-contradiction, pourvu 
que l'on abandonne (tout au moins partiellement) les restrictions 
de Hilbert touchant les « procédés finis ». C'est ainsi que Gentzen, 
en 1936 [127], parvint a dCmontrer la non-contradiction de I'arithmé- 
tique formalisée, en utilisant « intuitivement » l'induction trans- 
finie jusqu'à l'ordinal dénombrable E, **. La valeur de « certitude )) 
que l'on peut attribuer à un tel raisonnement est sans doute moins 
probante que pour ceux qui satisfont aux exigences initiales de Hil- 
bert, et est essentiellement affaire de psychologie personnelle pour 
chaque mathématicien ; il n'en reste pas moins vrai que de sembla- 
bles « démonstrations » utilisant l'induction transfinie « intuitive )) 
jusqu'à un ordinal donné, seraient considérées comme un important 
progrès si elles s'appliquaient, par exemple, à la théorie des nom- 
bres réels ou à une partie substantielle de la théorie des ensembles. 
* Avec les notations introduites ci-dessus, le résultat précis de Gode1 est le 
suivant. Dire que n'est pas contradictoire signifie qu'il n'y a pas de démons- 
tration, dans %, de la relation O # O ; cela entraîne par suite, pour tout entier 
explicité p, que (non P(0, g(x#x), p)) est un théorème de G. Considérons 
alors la proposition (Vz)((zéN) + non P(0, g(x#x), z)), que nous dési- 
gnerons par C ; en traduisant » en arithmétique formalisée le raisonnement 
(reproduit plus haut) par lequel on montre métamathématiquement que « si 

est non contradictoire, i l  n'y a pas de démonstration de S(y) dans $; », on 
peut établir que C (non (3 z)(P(y, y, z))) est un théorème de 'G, autrement 
dit, que C + S(y) est un théorème de G. Il en résulte que, si %n'est pas contra- 
dictoire, C n'est pas irn théoréme de %;, puisque dans ces conditions S(y) n'est 
pas un théorhme de 'G. C'est là l'énoncé exact du théorème de Godel. 
** Gentzen associe à chaque démonstration D de i'arithmétique formalisée un 
ordinal a(D) < go ; d'autre part, il décrit un procédé qui, à partir de toute 
démonstration D aboutissant A une contradiction, fournit une démonstration 
D' aboutissant aussi à une contradiction et telle que a@') < a(D) ; la 
théorie des ensembles bien ordonnés permet de conclure à l'inexistence d'une 
telle démonstration D (type de raisonnement qui étend la classique « descente 
infinie » de la théorie des nombres). 



N U M ~ ~ R A T I O N ;  A N A L Y S E  COMBINATOIRE 

L'histoire ct  I'arcliéologie nous font connaître un grand nombre dc 
« systèmes dc numération » ; leur but initial est d'attacher à chaque 
entier individuel (jusqu'à une limite qui dépend des besoins de la 
pratique) un nom et une représentation écrite, formés de combi- 
naisons d'un nombre restreint de signes, s'effectuant suivant des 
lois plus ou moins régulières. Le procédé de beaucoup le plus fié- 
quent consiste à dccomposer les entiers en sommes d' « unités succes- 
sives » b,. b2 ,..., b ,,,..., dont chacun: est un multiple entier de la pré- 
cédent~ : et si en général h,,/h,,-, ebt pris égal à un même nombrc b 
(la « base » du système, lc plus souvcnt IO),  on observe mainte excep- 
tion A ceiic rL\,dc. commc C ~ C Z  les Babyloniens, où b,/b,,-, est tantot 
dgal à 10, tantôt à 6 [232], et dans le systéme chronologique des 
Mayas, où b, Ibn-, est égal à 20 sauf pour n = 2, et où b,/b, = 18 
[228]. Quant à l'écriture correspondante, elle doit indiquer le nombre 
d' « unités » A ,  de chaquc ordre i ; dans bcaucoup de systbmes 
(commc chcz leu Égyptiens, Ics Grecs et les Romains), Ics multiples 
buccessifs k.6, (où X- varie de 1 à (b,+,/b,)-1) sont désignés par 
dcs symboles qui dépendent à' la fois de k et de i. Un premier et irnpor- 
tant progrès consiste à désigner tous les nombres k.b, (pour la même 
valeur de k )  par le même signe : c'est le principe de la « numération 
de position D, où l'indice i est indiqué par le fait que le symbole repré- 
hcntant lc.6, apparaît à la i-ème place dans la successiqn des « tran- 
ches » coiisiituant le nombre représenté. Le premier système de 
cctte nature se rencontre chez les Babyloniens, qui, sans doute dès 
2 000 avant J.-C., notent par un même signe tous les multiples 
k.60*i correspondant à des valeurs quelconques de l'exposant i 
([232], p. 93-109). L'inconvénient d'un tel système réside bien entendd 
dans l'ambiguïté des symboles employés, tant que rien n'indique que 
les unités d'un certain ordre peuvent être absentes, en d'autres ter- 



mes, tant que le systéme n'est pas complété par l'introduction d'un 
« zéro ». On voit pourtant les Babyloniens se passer d'un tel signe 
pendant la plus grande partie de leur histoire ; ils n'emploient en 
effet un « zéro » que dans les deux derniers siècles avant J.-C., et encore 
seulement à l'intérieur d'un nombre ; jusque-là, le contexte devait 
seul préciser la signification du nombre considéré. Deux autres sys- 
tèmes seulement utilisent systématiquement un « zéro » : celui des 
Mayas (en usage, semble-t-il, dès le début de l'ère chrétienne [228]), 
et notre système décimal actuel, qui (par l'intermédiaire des Arabes) 
dérive de la mathématique hindoue, où son usage est attesté dès les 
premiers siècles de notre ère. Il faut noter en outre que la conception 
du zéro comme un nombre (et non comme un simple signe de sépa- 
ration) et son introduction dans les calculs, comptent aussi parmi 
les contributions originales des Hindous ([78], t. 1). Bien entendu, 
une fois acquis le principe de la numération de position, il 6tait facile 
de l'étendre à une base quelconque ; la discussion des mérites des 
différentes « bases » proposées depuis le xviie siècle relève des tech- 
niques du Calcul numérique et ne saurait être abordée ici. Bornons- 
nous à remarquer que l'opération qui sert de fondement à ces sys- 
tèmes, la division dite « euclidienne », n'apparaît pas avant les Grecs, 
et remonte sans doute aux premiers Pythagoriciens, qui en firent 
l'outil essentiel de leur Arithmdtique théorique (voir p. 110). 

Les problèmes généraux d'énumération, groupés sous le nom 
d' « Analyse combinatoire », ne paraissent pas avoir été abordés 
avant les derniers siècles de l'Antiquité classique : seule la formule 

(;)= n<n - 1)/2 est attestée au s i e  siècle de notre ère. Le mathéma- 

ticien hindou Bhaskara ( X I I ~  siècle) connaît la formule générale pour 

(;).Une étude plus systématique se trouve dans un manuscrit de 

Levi ben Gerson, au début du xme siècle : il obtient la formule de 
récurrence permettant de calculer le nombre V: des arrangements 
de n objets p à p, et en particulier le nombre des permutations de 
n objets ; il énonce aussi des règles équivalentes aux relations 

(;)=.:/PI et (,:,) =(: ) (pl , ] ,  t. VI, p. 64-65) Mais 

ce manuscrit paraît être resté ignoré des contemporains, et les résultats 
n'en sont que peu à peu retrouvés par les mathématiciens des siècles sui- 
vants. Parmi les progrès ultérieurs, signalons que Cardan démontre 



que le nombre des parties non vides d'un ensemble de n éléments 
est 2" - 1 ; Pascsl et Fermat, fondant le calcul des probabilités, 

retrouvent l'expression de , et Pascal est le premier à observer la t > 
relation entre ces nombres et la formule du binôme : cette dernikre 
paraît avoir été connue des Arabes dès le X I I I ~  siècle, des Chinois 
au xive siècle, et elle avait été retrouvée en Occident au début du 
xvre siècle, ainsi que la méthode de calcul par récurrence dite du 
« triangle arithmétique », que l'on attribue d'ordinaire à Pascal 
([311], t. VI, p. 35-38). Enfin, Leibniz, vers 1676, obtient (sans la 
publier) la formule générale des « coefficients multinomiaux n, 
retrouvée indépendamment et publiée 20 ans plus tard par de Moivre. 



Il est peu de notions, en Mathématique, qui soient plus primitives 
que celle de loi de composition : elle semble inséparable des premiers 
rudiments de calcul sur les entiers naturels et les grandeurs mesura- 
blcs. Les documents les plus anciens qui nous restent sur la Mathé- 
matique des Égyptiens et des Babyloniens nous les montrent ddjà 
cn possession d'un système complet de règles de calcul sur les entiers 
naturels > O, les nombres rationnels i O, les longueurs et les aires ; 
encore que les textes babyloniens qui nous sont parvenus ne trai- 
tent que de problèmes dans lesquels les données ont des valeurs 
nuinériques explicitées *, ils ne laissent aucun doute sur la généra- 
lité attribuée aux règles employces, et dénotent une habileté techni- 
que tout à fait remarquable dans Ic maniement des équations du 
premier et du second degré ([232], p. 179 et suiv.). On n'y trouve 
d'ailleurs aucune trace d'un souci de justification des règles utili- 
sées, ni même de définition précise des opérations qui intcrvienncnt : 
celles-ci comme celles-là restent du domainc de l'empirisme. 

Pareil souci, par contre, se manifeste déjà très nettement chci 
les Grecs de l'époque classique ; on n'y rencontre pas encore, il est 
vrai, de traitement axiomatique de la théorie des entiers naturels 
(une telle axiomatisation n'apparaîtra qu'à la fin du X I X ~  siècle ; 
voir p. 38) ; mais, dans les Elétnents d'Euclide, nombreux sont les 
passages donnant des démonstrations formelles de règles de calcul 

* Il ne faut pas oublier que ce n'est qu'avec Viète [319] que s'introduit l'usage 
de désigner par des lettres tous les éléments (donnés ou inconnus) qui inter- 
viennent dans un problème d'Algèbre. Jusque 18, les seules équations qui soient 
résolues dans les traités d'Algèbre sont à coefficients numeriques ; lorsque 
l'auteur enonce une règle genérale pour traiter les equations analogues, il le 
fait (du mieux qu'il peut) en langage ordinaire; en l'absence d'un tnoncé 
explicite de ce genre, la conduite des calculs dans les cas numériques traités 
rend plus ou moins vraisemblable la possession d'une telle règle. 
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tout aussi intuitivement « évidentes » que celles du calcul des entiers 
(par exemple, la commutativité du produit de deux nombres ration- 
nels). Les plus remarquables des démonstrations de cette nature sont 
celles qui se rapportent à la théorie des grandeurs, la création la pl~1.s 
originale de la Mathématique grecque (équivalente, comme on 
sait, à notre théorie des nombres réels > O ; voir p. 186-187) : Euclide 
y considère, entre autres, le produit de deux rapports de grandeurs. 
montre qu'il est indépendant de la forme sous laquelle se présentent 
ces rapports (premier exemple de « quotient » d'une loi de compo- 
sition par une relation d'équivalence), et qu'il est commutatif ([107], 
Livre V, prop. 22-23) *. 

II ne faut pas dissimuler, cependant, que ce progrès vers la rigueur 
s'accompagne, chez Euclide, d'une stagnation, et même sur certains 
points d'un recul, en ce qui concerne la technique du calcul algé- 
brique. La prépondérance écrasante de la Géométrie (en vue de 
laquelle est manifestement conçue la théorie des grandeurs) paralyse 
tout développement autonome de la notation algébrique : les élé- 
ments entrant dans les calculs doivent, à chaque moment, être « repré- 
sentés >) géométriquement ; en outre, les deux lois de composition 
qui interviennent ne sont pas définies sur le même ensemble (I'addi- 
rion des rapports n'est pas définie de façon générale, et le produit 
de deux longueurs n'est pas une longueur, mais une aire) : il en résulte 
un manque de souplesse qui rend à peu près impraticable le manis- 
ment des relations alçébriques de degré supérieur au secorid. 

Ce n'est qu'au déclin de la Mathématique grecque classique qu'on 
voit Diophante revenir à la tradition des « logisticiens » ou calcu- 
lateurs professionnels, qui avaient continué à appliquer telles quelles 
les règles héritées des Égyptiens et des Babyloniens : ne s'embarras- 
sant plus de représentations giornitriques pour les « nombres » 
qu'il considère, il est naturellement amen6 à développer les règles 
du calcul algébrique abstrait : par exemple, il donne des règles qui 
(en langage moderne) kquivdent à la formule xm+" - .umx" pour 
les petites valeurs (positives ou négatives) de m et n ([91 a], t. 1, 
p. 8-13); un peu plus loin (p. 12-13) se trouve énoncée la « règle 

* Euclide ne donne pas r'i cct endroit. i l  est vrai. de définition formelle du 
produit de deux rapports, el celle qui se trouve un peu plus loin dans les Eh;- 
rnents (Livre VI, déf. 5) est considérée comme interpolée : il n'en a pas moins, 
bien entendu. une conception p;irfaitcinent claire de cette opération et de ses 
propriétds. 



des signes », premier germe du calcul sur les nombres négatifs * ; 
enfin Diophante utilise, pour la première fois, un symbole littéral 
pour représenter une inconnue dans une équation. Par contre, il 
ne semble guère préoccupé de rattacher. à des idées générales les 
méthodes qu'il applique à la résolution de ses problèmes ; quant à 
la conception axiomatique des lois de composition, telle qu'elle 
commençait à se faire jour chez Euclide, elle parait étrangère à la 
pensée de Diophante comme à celle de ses continuateurs immédiats ; 
on ne la retrouvera en Algèbre qu'au début du xrxe siècle. 

Il fallait d'abord, durant les siècles intermédiaires, que d'une 
part se développât un système de notation algébrique adéquat à 
l'expression de lois abstraites, et que, d'autre part, la notion de 
« nombre » reçût un élargissement tel qu'il permît, par i'observation 
de cas particuliers assez diversifiés, de s'élever à des conceptions 
générales. A cet égard, la théorie axiomatique des rapports de gran- 
deurs, créée pa'r les Grecs, était insuffisante, car elle ne faisait que 
préciser la notion intuitive de nombre réel > O et les opérations sur 
ces nombres, déjà connues des Babyloniens sous forme plus confuse ; 
il va s'agir au contraire maintenant de « nombres » dont les Grecs 
n'avaient pas eu l'idée, et dont, au début, aucune « représentation )) 
sensible ne s'imposait : d'une part, le zéro et les nombres négatifs, 
qui apparaissent dès le haut Moyen âge dans la Mathématique 
hindoue ; de l'autre, les nombres imaginaires, création des algébristes 
italiens du xvle siècle. 

Si on met à part le zéro, introduit d'abord comme symbole de 
numération avant d'être considéré comme un nombre (voir p. 66): 
le caracthre commun de ces extensions est d'être (au début tout au 
moins) purement formelles ». Il faut entendre par là que les nou- 
veaux « nombres » apparaissent tout d'abord comme résultats 
d'opérations appliquées dans des conditions où elles n'ont, en s'en 
tenant A leur définition stricte, aucun sens (par exemple, la différence 
a - b de deux entiers naturels lorsque a < b) : d'où les noms de 
nombres « faux », « fictifs », « absurdes », « impossibles », « ima- 
ginaires », etc., qui leur sont attribués. Pour les Grecs de l'époque 
classique, épris avant tout de pensée claire, de pareilles extensions 
étaient inconckvables ; elles ne pouvaient provenir que de calcu- 
lateurs plus disposés que ne l'étaient les Grecs à accorder une con- 

+ Diophante ne connaît pas les nombres négatifs ; cette règle ne peut donc 
s'interpréter que comme se rapportant au calcul des polynômes, et permettant 
de « développer » des produits tels que (a - 6) (c - d).  
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fiance quelque peu mystique à la puissance de leurs méthodes (« la 
généralité de l'Analyse », comme dira le xvme siècle), et à se laisser 
entraîner par le mécanisme de leurs calculs sans en vérifier à chaque 
pas le bien-fondé ; confiance d'ailleurs justifiée le plus souvent a 
posteriori, par les résultats exacts auxquels conduisait l'extension, 
\à ces nouveaux êtres mathématiques, de règles de calcul valables 
uniquement, en toute rigueur, pour les nombres antérieurement 
connus. C'est ce qui explique comment on s'enhardit peu à peu à 
considérer pour elles-mêmes (indépendamment de toute application 
à des calculs concrets), ces généralisations de la notion de nombre, 
qui, au début, n'intervenaient qu'à titre d'intermédiaires dans une 
suite d'opérations dont le point de départ et l'aboutissement étaient 
de véritables « nombres » ; une fois ce pas franchi, on commence 
à rechercher des interprétations, plus ou moins tangibles, des entités 
nouvelles qui acquièrent ainsi droit de cité dans la Mathématique *. 

A cet égard, les Hindous sont déjA conscients de l'interprétation 
que doivent recevoir les nombres négatifs dans certains cas (une 
dette dans un problème commercial, par exemple). -4ux siécles sui- 
vants, à mesure que se diffusent en Occident (par l'intermédiaire 
des Arabes) les méthodes et les résultats des mathématiques grecque 
et hindoue, on se familiarise davantage avec le maniement de ces 
nombres, et on commence à en avoir d'autres « représentations N 
de caractère géométrique ou cinématique. C'est d'ailleurs là, avec 
une amélioration progressive de la notation algébrique, le seul progrès 
notable en Algèbre pendant la fin du Moyen âge. 

Au début du xvre siècle, l'Algèbre connaît un nouvel essor, grâce 
à la découverte, par les mathématiciens de l'école italienne, de la 
résolution « par radicaux » de l'équation di! 3e, puis celle du 4 e  degré 
(voir p. 96-97) ; c'est à cette occasion que, malgré leurs répugnan- 
ces, ils se trouvent pour ainsi dire contraints d'introduire dans leurs 
calculs les imaginaires ; peu-à peu, d'ailleurs, la confiance naît dans 
le calcul de ces nombres impossibles », comme dans celui des 
nombres négatifs, et bien qu'ici aucune « représentation » n'en ait 
été imaginée pendant plus de deux siècles. 

* Cette recherche n'a d'ailleurs constitué qu'un stade transitoire dans I'évolu- 
tion des notions dont il s'agit ; dés le milieu du xrxe siècle, on est revenu, 
de façon pleinement consciente cette fois, à une conception formelle des diverses 
extensions de la notion de nombre, conception qui a fini par s'intégrer dans 
le point de vue « formaliste » et axiomatique, qui domine l'ensemble des mathé- 
matiques modernes. 



D'autre part, ln nototion algébrique reçoit ses perfectionnements 
décisifs de Viète et de Descartes ; à partir de ce dernier, l'écriture 
algébrique est déjà, à peu de choses près, celle que nous utilisons 
aujourd'hui. 

Du milieu du xvirc à la fin du xviiie siticle, il semble que les vastes 
horizons ouverts pûr Iri  création du Calcul infinitésimal fassent quelque 
peu négliger l'Algèbre en général, et singulièrement la réflextion 
mathématique sur les lois de composition, ou sur la nature des 
nombres réels et complexzs *. C'est ainsi que la composition des 
forces et la composition des vitesses, bien connues en Mécanique 
c1Es la fin du xvi i~ièc le ,  n'exercèrent aucune répercussion sur l'Al- 
gL'bre, bien qu'elles renfermassent dijà en germe le calcul vectoriel. 
I I  faut attendre en effet le mouvement d'idées qui, aux environs de 
1800, conduit à la représentation géométrique des nombres complexes 
(voir p. 200), pour voir utiliser, en Mathimatiques pures, l'addition 
des vecteurs *+. 

C'est vers cettè même époque que, pour la première fois en Algèbre, 
In notion de loi de composition s'étend, dans deux directions dif- 
ferentes, à des éléments qui ne présentent plus avec les (( nombres » 
(au sens le plus large donné jusque-là à ce mot) que des analogies 
lointaines. La premièi-e de ces extensions est due à C. F. Gauss, à 
l'occasion de ses recherches arithmétiques sur les formes quadrn- 
tiques ax2 + bxy + cy2 à coefficients entiers. Lagrange avait dtfini, 
dans l'ensemble dés formes dr  même discriminant, une relation 
d'équivalence ***, et avait, d'autre part, démontré une identité qui 
fournissait, dans cet ensemblc, une loi de composition commutative 
(non partout définie) : partant de ces résultats, Gauss montre que 
cette loi est compatible avec une relation d'équivalence un peu diffé- 
rente ([124a], t. 1, p. 272): (( On voit par Id », dit-il alors, N cequ'on doit 
entendre par une classe composée de deux ou de plusieurs classes ». 

11 faut mettre t i  part les tentatives de Leibniz, d'une part pour mettre sous 
forme algébrique les raisonnements de logique formelle (voir p. 17). d'autre part 
pour fonder un (( calcul géométrique N opérant sur les éléments géométriques, 
sans l'intermédiaire des coordonnées (1198 a], t. V, p. 141). Mais ces tentatives 
restèrent B l'état d'ébauches, et n'eurent aucm écho chez les contemporains ; 
elles ne devaient être reprises qu'au cours dti XiXe siMe (voir ci-dessous). 
** Cette opération est d'aillciirs introduite sans aucune réference à la Méca- 
nique ; le lien cntrc les dcux théories n'est expiicitement reconnu que par les 
fondateurs du Calcul vectoriel, dans le second tiers du xrxe siècle (voir p. 84). 
*** Deux formes sont éq~iivalentes lorsque l'une d'elles se deduit de l'autre 
par un «changement variables fi r' = rr + py, Y' = yx + 8y, où a. (3, y, 8 
sont des entiers tels que a8 - py = 1. 



11 procède ensuite à l'étude de la loi « quotient » qu'il vient ainsi 
de définir, établit en substance que c'est (en Iriiigage moderne) une 
loi de groupe abélien. et ce par des raisonnements dont la généralité 
dépasse de loin, le plus souvent, le cas spécial que Gauss envisage 
(par excmple, lc raisonnement par lequel il prouve I'unicitc dc l'élément 
symétrique s'applique à une loi de composition quelconque (ibid., 
p. 273)). Mais i l  ne s'arrête pas là : revenant un pcu plus loin sur lit 
question, il reconnaît l'analogie entre la composition des classes et 
la multiplicatioii des entiers modulo un nombre premier * (ibid., 
p. 371), mais constate aussi que le groupe des classes de formes 
quadratiques de discriminant donné n'est pas toujours un groupe 
cyclique : les indicalioiis qu'il donne à cc sujet donnent à penser 
qu'il avait peut-être reconnu, au moiiis sur ce cas particulier, la 
structure générale des groupes abéliens finis ([124 a], t. 1, p. 374 et 
t. II, p. 266). 

L'autre série de recherches dont nous voulons parler aboutit, 
elle aussi, à la notion de groupe. pour l'introduire de façon défi- 
nitive en Mathématique: c'est la « théorie des substitutions », déve- 
loppement des idées de Lagrange. Vandermonde et Gauss sur la 
résolution des équations algébriques. Nous n'avons pas à faire ici 
l'historique détaillé de cette question (voir p. 99-103) ; il nous faut 
en retenir la définition par Rufini [265], puis Cauchy ([56 a], (2)' t. 1, 
p. 64), du « produit » de deux permutations d'un ensemble fini **, 
et des premières notions concernant les groupes finis de permuta- 
tions : transivité, primitivité, élément neutre, éléments permutables, 
etc. Mais ces premières recherches restc t, dans l'ensemble, assez 
siiperficielles, et c'est Evariste Galois qui doit être considéré comme 

* II est tout à fait remarquable que Gaiiss note ocicii~ivenietit la composition 
des classes de formes quadratiques, malgré l'analogie qu'il signale lui-même, 
et malgr6 le fait que l'identité de Lagrange. qui définit 13 composée de deux 
formes. suggère beaucoup plus naturellement la notation multiplicative 
(à laquelle sont d'ailleurs revenus tous les successeurs de Gauss). II faut voir 
dans cette indiKcrence en matière de notation un témoignage de plus de la 
généralit6 à laquelle Gauss était certainement pnrvenu dans ses conceptioiis 
relatives aux lois de composition. II ne bornait d'ailleurs pas ses vues aux lois 
conimutatives, comme le montre un fragment non publié de son vivant, mais 
datant des années 1819-1820, où i l  donne, plus de vingt ans avant Hamilton, 
les formules de multiplication des quaternions ([124 a], t. VIII, p. 357). 
** La notion de fonction composée &ait naturellement connue bien antérieu- 
rement, tout au  moins pour les fonctions de variables ïéelles ou complexes; 
mais l'aspect algébrique de cette loi de composition, et le lien avec le produit 
de deux permutations, ne sont mis en lumière que par les travaux d'Abel ( [ I l ,  
t. 1, p. 478) et de Galois. 



le véritable initiateur de la théorie : ayant, dans ses mémorables 
travaux [123], ramené l'étude des équations algébriques a celle des 
groupes de permutations qu'il leur associe, il approfondit considé- 
rablement cette dernière, tant en ce qui concerne les propriétés 
générales des groupes (c'est Galois qui définit le premier la notion 
de sous-groupe distingué et en reconnaît l'importance), que la déter- 
mination de groupes possédant des propriétés particulières (où les 
résultats qu'il obtient comptent encore aujourd'hui parmi les plus 
subtils de la théorie). C'est aussi à Galois que revient la première 
idée de la « représentation linéairé des groupes )) *, et ce fait prouve 
clairement qu'il était en possession de la notion d'iso~norphie de 
deux structures de groupe, indépendamment de leurs « réalisations)). 

Toutefois, s'il parait incontestable que les méthodes géniales de 
Gauss et de Galois les avaient amenés à une conception très large 
de la notion de loi de composition, ils n'eurent pas l'occasion de 
développer particulièrement leurs idées sur ce point, et leurs travaux 
n'eurent pas d'action immédiate sur l'évolution de l'Algèbre 
abstraite **. C'est dans une troisième direction que se font les 
progrès les plus qets vers l'abstraction : à la suite de réflexions sur 
la nature des imaginaires (dont la représentation géométrique avait 
suscité, au début du X I X ~  siècle, d'assez nombreux travaux), les 
alçébristes de l'école anglaise dégagent les premiers, de 1830 à 1850, 
la notion abstraite de loi de composition, et élargissent immédiate- 
ment le champ de l'Algèbre en appliquant cette notion à une foule 
d'êtres mathématiques nouveaux : algèbre de la Logique avec Boole 
(voir p. 18), vecteurs, quaternions et systèmes hypercomplexes 
gdntraux avec Hamilton [145 a], matrices et lois non associatives 
avec Cayley ([58], t. 1, p. 127 et 301, et t. II, p. 185 et 475). Une 
évolution parallèle se poursuit indépendamment sur le Continent, 
notamment en ce qui concerne le Calcul vectoriel (Mobius, Bellavitis), 
l'Algèbre linéaire et les systèmes hypercomplexes (Grassmann) 
(voir p. 84-86) ***. 

* C'est à cette occasion que Galois, par une extension hardie du <t forina- 
lisme » qui avait conduit aux nombres complexes, considère des «racines 
imaginaires » d'une congruencc modulo un nombre premier, et découvre 
ainsi les corps f inis (voir p. 108). 
** Ceux de Galois restèrent d'ailleurs ignorés jusqu'en 1846, et ceux de 
Gauss n'exercèrent une influence directe qu'en Théorie des Nombres. 
*** Les principales théories développées au cours de cette période se trouvent 
remarquablement exposées dans l'ouvrage contemporain de H.  Hankel [146], 
où la notion abstraite de loi de composition est conçue et présentée avec une 
parfaite netteté. 



De tout ce bouillonnement d'idées originales et fécondes qui vient 
revivifier l'Algèbre dans la premiére moitié du xlxe siècle, celle-ci 
sort renouvelée jusque dans ses tendances. Auparavant, méthodes 
et résultats gravitaient autour du problème central de la résolution 
des équations algébriques (ou des équations diophantiennes en Théorie 
des Nombres) : « l'Algèbre », dit Serret dans l'Introduction de son 
Cours d'Algèbre supérieure [284], est, à proprement parler, l'Analyse 
des équations ». Après 1850, si les traités d'Algèbre laissent encore 
pendant longtemps la prééminence à la théorie des équations, les 
recherches nouvelles ne sont plus dominées par le souci d'applica- 
tions immédiates à la résolution des équations numériques, et s'orien- 
tent de plus en plus vers & que nous considérons aujourd'hui comme 
le problème essentiel de l'Algèbre, l'étude des structures algébriques 
pour elles-mêmes. 

Ces travaux se répartissent assez nettement en trois courants, qui 
prolongent respectivement les trois mouvements d'idées que nous 
avons analysés ci-dessus, et se poursuivent parallèlement sans 
influences réciproques sensibles jusque dans les dernières années du 
xlxe siècle *. 

C'est d'abord l'édification, par l'école allemande du xrxe siècle 
(Dirichlet, Kummer, Kronecker, Dedekind. Hilbert) de la théorie 
des nombres algébriques, issue de l'œuvre de Gauss, à qui est due la 
première étude de ce genre, celle des nombres a + bi (a et b rationnels). 
Nous n'avons pas à suivre ici l'évolution de cette théorie : il nous 
faut seulement relever, pour notre objet, les notions algébriques 
abstraites qui s'y font jour. Dès les premiers successeurs de Gauss, 
l'idée de corps (de nombres algébriques) est à la base de tous les tra- 
vaux sur la question (comme aussi des recherches d'Abel et de Galois 
sur les équations algébriques) ; son champ d'application s'agrandit 
lorsque Dedekind et Weber [80] calqu'ent la théorie des fonctions 
algébriques d'une variable sur celle des nombres algébriques. C'est à 
Dedekind aussi ([79], t. 111, p. 251) qu'est due l'introduction de la 
notion d'idéal, qui fournit un nouvel exemple de loi de composition 
entre ensentbles d'éléments ; Zi lui et à Kronecker remonte le rôle de 

Nous laissons ici volontairement de côté tout ce qui concerne, pendant 
cette période, l'évolution de la géométrie algebrique. et de la théorie des inva- 
riants, qui lui est étroitement liée ; ces deux théories se développent suivant 
leurs méthodes propres, orientees vers l'Analyse alitant que vers l'Algèbre, 
et ce n'est qu'à une époque récente qu'elles ont trouvé leur place dans le vaste 
Cdifiœ de I'Alg&bre moderne. 



plus en plus grand joué par les groupes abéliens et les modules dans 
la théorie des corps algébriques ; nous y reviendrons Plus loin 
(voir p. 86-87 et 120-130). 

Nous renvoyons aussi à plus tard l'historique du développement 
de l'Algèbre linkaire (p. 78) et des systèmes hypercomplexes (p. 149). 
qui se poursuit sans introduire-de notion algébrique nouvelle pendant 
la fin du xixe et le début du xxe siècle, en Angleterre (Sylvester, 
W. Clifford) et en Amérique (B. et C. S. Peirce, Dickson, Wedder- 
burn) suivant la voie tracée par Hamilton et Cayley, en Allemagne 
(Weierstrass, Dedekind, Frobenius, Molien) et en France (Laguerre, 
E. Cartan) d'une manière indépendante des Anglo-saxons, et, en 
suivant des méthodes assez différentes. 

Quant à la théorie des groupes, c'est surtout sous l'aspect de la 
théorie des groupes finis de permutations qu'elle se développe d'abord, 
A la suite de la publication des œuvres de Galois et de leur diffusion 
par les ouvrages de Serret [28q, et surtout le grand « Traité des 
Substitutions » de C. Jordan [174 a]. Ce dernier y résume, en les per- 
fectionnant beaucoup, les travaux de ses prédécesseurs sur les paso- 
priétés particulières aux groupes de permutations (transitivité, pri- 
mitivité, etc), obtenant des résultats dont la plupart n'ont guère été 
dépassés depuis ; il étudie également, de façon approfondie, des 
groupes particuliers fort importants, les groupes linéaires et leurs 
sous-groupes (voir p. 174) ; en outre, c'est lui qui introduit la notion 
fondamentale de représentation d'un groupe sur un autre, ain4 que 
(un peu plus tard) celle de groupe quotient, et qui démontre une 
partie du théorème connu sous le nom de t< théorème de Jordan- 
Holder » *. C'est enfin à Jordan que remonte la première étude des 
groupes infinis 1174 b], que S. Lie d'une part, F. Klein et H. Poincaré 
de l'autre, devaient considérablement développer, dans deux direc- 
tions différentes, quelques années plus tard. 

Entre temps, on s'était peu à peu rendu compte que ce qui est 
essentiel dans un groupe, c'est sa loi de composition et non la nature 
des objets constituant le groupe (voir par exemple [58], t. II, p. 123 et 
131 et [79], t. III, p. 439). Toutefois, même les recherches sur lesgroupes 
abstraits finis sont encore pendant longtemps conçues comme études 
de groupes de permutations, et ce n'est que vers 1880 que commence 

Jordan n'avait établi que l'invariance (6 l'ordre prks) des ordres des groupes 
quotients d'iinc « suite de Jordan-Holder » pour un groupe fini ; c'est O. H6lder 
qui montra que les groupes quotients eux-mêmes étaient (A l'ordre près) inde- 
pendants de la suite considérée 1/65]. 



76 LLÉMENTS D'HISTOIRE DES MATHÉMATIQUES 

à se développer consciemment la théorie autonome des groupes finis. 
Nous ne pouvons poursuivre plus loin l'historique de cette théorie; 
bornons-nous à mentionner deux des outils qui aujourd'hui encore 
sont parmi les plus utilisés dans l'étude des groupes finis, et qui 
tous deux remontent au xixe siècle : les théorèmes de Sylow * sur 
les p-groupes, qui datent de 1872 [303] et la théorie des caractères, 
créée dans les dernières années du siècle par Frobenius ([119], t. III, 
p. 1-37). Nous renvoyons le lecteur désireux d'approfondir la théorie 
des groupes finis et les nombreux et difficiles problèmes qu'elle soulève, 
aux monographies [44 b], [131], [291] et [34/]. 

C'est vers 1880 aussi qu'on commence à étudier systématique- 
ment les présentations des groupes; auparavant, on n'avait rencontré 
que des présentations de groupes particuliers, par exemple pour le 
groupe alterné 2ïj  dans un travail de Hamilton [145 b], ou pour 
les groupes de monodromie des équations différentielles et des sur- 
faces de Riemann (Schwarz, Klein, Schlafli). W. Dyck ie premier [97] 
définit (sans lui donner encore de nom) le groupe libre engendré par 
un nombre fini de générateurs, mais s'y intéresse moins pour lui- 
même qu'en tant qu'objet « universel » permettant de définir de 
façon précise ce qu'est un groupe donné « par générateurs et rela- 
tions ». Développant une idée d'abord émise par Cayley, et visible- 
ment influencé par ailleurs par les travaux de l'école de Riemann 
mentionnés ci-dessus, Dyck décrit une interprétation d'un groupe 
de présentation donnée, ou chaque générateur est représenté par un 
produit de deux inversions par rapport à des cercles tangents ou 
sécants (voir aussi [44 b], chap. XVIII). Un peu plus tard, après le 
développement de la théorie des fonctions automorphes par Poincaré 
et ses successeurs, puis l'introduction par Poincaré des outils de la 
Topologie algébrique, les premières études du groupe fondamental 
iront de pair avec celles des présentations de groupes (Dehn, Tietze), 
les deux théories se prêtant un mutuel appui. C'est d'ailleurs un 
topologue, J. Nielsen, qui en 1924 introduit la terminologie de 
groupe libre dans la première étude approfondie de ses propriétés [234]; 
presque aussitôt après E. Artin (toujours à propos de questions de 
topologie) introduit la notion de produit libre de groupes, et 

* L'existence d'un sous-groupe d'ordre p n  dans un groupe fini dont l'ordre est 
divisible par pn  est mentionnée sans démonstration dans les papiers de Galois 
(11231, p. 72). 



O. Schreier détinit plus généralement le produit libre avec sous- 
groupes amalgamés. Ici encore. nous ne pouvons aborder l'histoire 
des développements ultérieurs dans cette direction, renvoyant à 
l'ouvrage [ 2 / 6 ]  pour plus de détails. 

Ce n'est pas davantage le lieu de parler de l'extraordinaire for- 
tune que connaît, depuis la fin du xixC siècle, l'idée de groupe (et 
celle d'invariant. qui lui est intimement liie) en Analyse, en Géomé- 
trie. en Mécanique et en Physique théorique. C'est par un envahisse- 
ment analogue de cette notion, et des notions algébriques qui lui sont 
apparentées (groupes à opérateurs, anneaux, idéaux, modules) dans 
les parties de l'Algèbre qui paraissaient jusqu'alors assez éloignées 
de leur domaine propre, que se marque la dernière période de I'évo- 
lution que nous retraçons ici, et qui aboutit à la synthèse des trois 
tendances que nous avons suivies ci-dessus. Cette unification est 
hurtout I'aiuvre de l'école allemande moderne : commencé avec 
Dedekind et Hilbert dans les dernières années du xlxC siècle, le tra- 
kail d'axiomatisation de l'Algèbre a été vigoureusement poursuivi 
par E. Steinitz [294 a], puis, à partir de 1920, sous l'impulsion 
d'E. Artin, E. Noether et des algébristes de leurs écoles (Hasse, Krull, 
O. Schreier, van der Waerden). Le traité de van der Waerden [317 a], 
publié en 1930, a réuni pour la première fois ces travaux en un exposé 
d'ensemble. ouvrant la voie et servant de guide aux multiples recher- 
ches d'Algèbre abstraite ultérieures. 



L'algèbre linéaire est à la fois l'une des plus anciennes branches des 
mathématiques, et l'une des plus nouvelles. D'une part, on trouve 
l'origine des mathématiques les problémes qui se résolvent par une 
seule multiplication ou division, c'est-à-dire par le calcul d'une valeur 
d'une fonction f(x) = ax, ou par la résolution d'une équation ax = b : 
ce sont là des problèmes typiques d'algèbre linéaire, et il n'est pas 
possible de les traiter, ni même de les poser correctement, sans « pen- 
ser linéairement D. 

D'autre part, non seulement ces questions, mais presque tout ce 
qui touche aux équations du premier degré, avait depuis longtemps 
été relégué dans l'enseignement élémentaire, lorsque le développement 
moderne des notions de corps, d'anneau, d'espace vectoriel topo- 
logique, etc ..., est venu dégager et mettre en valeur des notions essen- 
tielles d'algèbre linéaire (par exemple la dualité) ; c'est alors qu'on 
s'est aperçu du caractère essentiellement linéaire de presque toute 
l'algèbre moderne, dont cette « linéarisation » est même i'un des 
traits marquants, et qu'on a rendu à l'algèbre linéaire la place qui lui 
revient. Eii faire l'histoire, du point de vue où nous nous plaçons, 
serait donc une tâche aussi importante que difficile ; et nous devrons 
nous contenter ici d'indications assez sommaires. 

De ce qui précède, il résulte que l'algèbre linéaire a sans doute pris 
naissance pour répondre aux besoins de praticiens calculateurs ; 
c'est ainsi que nous voyons la règle de trois ([311], t. 1, p. 150-155) et 
la règle de fausse position, plus ou moins clairement énoncées, jouer 
un rôle important dans tous les manuels d'arithmétique pratique, 
depuis le papyrus Rhind des Égyptiens jusqu'a ceux qui sont en 
honneur dans nos écoles primaires, en passant par Aryabhata, les 
Arabes, Léonard de Pise et les innombrables « livres de calcul » du 



Moyen âge et de la Renaissance ; mais elles n'ont peut-être jamais 
constitué autre chose qu'un extrait, à l'usage des praticiens, de théo- 
ries scientifiques plus avancées. 

Quant aux mathématiciens proprement dits, la nature de leurs 
recherches sur l'algebre linéaire est fonction de la structure générale 
de leur science. La mathématique grecque ancienne, telle qu'elle est 
exposée dans les E h e n t s  d'Euclide, a développé deux théories 
abstraites de caractère linéaire, d'une part celle des grandeurs ([107], 
livre V; cf. p. 191), d'autre part celle des entiers ([107], livre VII). Chez 
les Babyloniens, nous trouvons des méthodes beaucoup plus voisines 
de notre algèbre élémentaire; ils savent résoudre, et d'une maniére 
fort élégante ([232], p. 181-183) des systèmes d'équations du premier 
degré. Pendant fort longtemps, néanmoins, les progrès de l'algèbre 
linéaire tiennent surtout à ceux du calcul algébrique, et c'est sous cet 
aspect, étranger à la présente Note, qu'il convient de les considérer; 
pour ramener, en effet, un système linéaire à une équation du type 
ax = b, il suffit, s'il s'agit d'une seule inconnue, de connaître les 
règles (déjà, en substance, énoncées par Diophante) par lesquelles 
on peut faire passer des termes d'un membre dans l'autre, et combiner 
les termes semblables ; et, s'il s'agit de plusieurs inconnues, il suffit 
de savoir de plus les éliminer successivement jusqu'h n'en avoir 
plus qu'une. Aussi les Traités d'algèbre, jusqu'au XVIII~ siècle, pen- 
sent-ils avoir tout fait, en ce qui concerne le premier degré, dès qu'ils 
ont exposé ces règles ; quant à un système à autant d'équations que 
d'inconnues (ils n'en considèrent pas d'autres) où les premiers membres 
ne seraient pas des formes linéairement indépendantes, ils se contentent 
invariablement d'observer en passant que cela indique un problème 
mal posC. Dans les traités du xlxe siècle, et même certains ouvrages 
plus récents, ce point de vue ne s'est modifié que par les progrès de 
la notation, qui permettent d'écrire des systèmes de n équations à n 
inconnues, et par l'introduction des déterminants, qui permettent 
d'en donner des formules de résolution explicite dans le «cas géné- 
ral »; ces progrès, dont le mérite appartiendrait A Leibniz ([198 a], 
t. 1, p. 239) s'il avait développé et publié ses idées à ce sujet, sont dus 
principalement aux mathématiciens du XWII~ et du début du 
xixe siècle. 

Mais il nous faut d'abord examiner divers courants d'idées qui, 
beaucoup plus que l'étude des systèmes d'équations linéaires, ont 
contribué au développement de l'algèbre linéaire au sens où nous 
l'entendons. Inspiré par l'étude d'Apollonius, Fermat ([109], t. 1, 



p. 91-110; trad. francaise, t. III, p. 85-IOl), conçoit, avant mèmc 
Descartes ([85 a], t. VI), le principe de la géométrie analytique, a 
l'idée de la classification des courbcs planes suivant leur degré (qui, 
devenue peu à peu familière à tous les mathématiciens, peut êtrc 
considérée comme définitivement acquise vers la fin du xvrre siècle), 
et pose le principe fondamental qu'une équation du premier degré, 
dans le plan, rcprCsentc une droite, et une équation du second degrC 
une conique : principe dont il déduit aussitôt de « très belles » cons& 
quences relatives à des lieux géométriques. En même temps, il 
énonce ([109], t. 1, p. 184-188; trad. française, t. III, p. 159-163)aIa 
classification des problèmes en problèmes déterminés, problèmes qui 
se ramènent à une équation à deux inconnues, à une équation à trois 
inconnues, etc. ; et il ajoute : les premiers consistent en la détermina- 
tion d'un point, les seconds d'une ligne ou lieu plan, les suivants 
d'une surface; etc. (« ... un tel problème ne r.ec/zercIte pas un poinf .wule- 
ment, ou une ligne, mais toute une surface propre a la questioti ; r'c.cr de lu 
que naissent les lieux superficiels, et de même pour les suivants », 
loc. cit.,  p. 186 ; là déjà se trouve le germe de la géométrie à n dimeii- 
sions). Cet écrit, posant le principe de la dimension en algèbre et en 
géométrie algébrique, indique une fusion de l'algèbre et de la géomé- 
trie, absolument conforme aux idées modernes, mais qui, on l'a dkji 
vu, mit plus de deux siEclcs à pénétrer dans les esprits. 

Du moins ces idées aboutissent-elles bicnt9t à I'épanouisscmciit 
dc la géométrie analytiquc, qui prend toutc son amplcur au xvuip 
siècle avec Clairaut, Euler, Cramer, Lagrange ct bicn d'autres. Lc 
caractère linéaire des forn~ules dc transformation de coordonnées 
dans le plan et dans l'espace, qui n'a pu manquer d'être apercu 
déjà par Fermat, est mis en relief par exemple par Euler ([108a], (1). 
t. IX, chap. 11-111, et Append. chap. IV), qui fonde là-dessus la 
classification des lignes planes, et celle des surfaces, suivant leur 
degré (invariant justement en raison de la linéarité de ces formules) ; 
c'est lui aussi (loc. cit., chap. XVIII) qui introduit Ic mot d' « affi- 
nité », pour désigner la relation entre courbes qui peuvent sc dSduire 
l'une de l'autre par une transformation x' = ux, y' = Dy (mais sans 
apercevoir rien de géométriquement invariant dans cette définition 
qui reste attachée a un choix d'axes particulier). Un peu plus tard, 
nous voyons Lagrange ([191], t. I I I ,  p. 661-692) consacrer tout un 
mémoire, qui longtemps resta justement célèbre, à des problémes 
typiquement linéaires et multilinéaires de géométrie analytique à 
trois dimensions. C'est vers la même époque, à propos du problème 



linéaire constitué par la recherche d'une courbe plane passiii~i 1 1  ir 
des points donnés, que prend corps, d'abord d'une manière en quelque 
sorte empirique, la notion de déterminant, avec Cramer [72] et 
Bézout [21]; développée ensuite par plusieurs auteurs, cette notion 
et ses propriétés essentielles sont définitivement mises au point par 
Cauchy ([56 a], (2), t. 1, p. 91-169) et Jacobi ([l71], t. III, p. 355-392). 

D'autre part, tandis que les mathématiciens avaient quelque peu 
tendance à dédaigner les équations du premier degré, la résolution 
des équations différentielles constituait au contraire un problème 
capital ; il était naturel que, parmi ces équations, on distinguât de 
bonne heure les équations linéaires, à coefficients constants ou non, 
et que leur étude contribuât à mettre en valeur la linéarité et ce qui 
s'y rattache. C'est bien ce qu'on aperçoit chez d'Alembert [75 cl, 
Lagrange ([191], t. 1, p. 471-668) et Euler ([IO8 a], (1), t. XII); mais 
seul le premier juge utile de dire que la solution générale de l'équation 
non homogène est somme d'une solution particulière et de la solu- 
tion générale de l'équation homogène correspondante : en outre, 
lorsque ces auteurs énoncent que la solution générale de l'équation 
linéaire homogène d'ordre n est combinaison linéaire de n solutions 
particulières, ils n'ajoutent pas que celles-ci doivent être linéairement 
indépendantes, et ne font aucun effort pour expliciter cette dernière 
notion ; sur ce point comme sur tant d'autres, c'est seulement, semble- 
t-il, l'enseignement de Cauchy à l'École Polytechnique qui jzttera 
de la clarté ([56 b], pp. 573-574). Mais déjà Lagrange (loc. cit.) intro- 
duit aussi (purement par le calcul, il est vrai, et sans lui donner de 
nom) l'équation adjointe L* (y) = O d'une équation différentielle 
linéaire L(y) = O, exemple typique de dualitC en vertu de la relation 

I z ~ ( y ) d i  = J' ~*(z)ydx 

valable pour y et z s'annulant aux extrémités de l'intervalle d'intégra- 
tion ; plus précisément, et 30 ans avant que Gauss ne définît explici- 
tement la transposée d'une substitution linéaire à 3 variables, nous 
voyons là le premier exemple sans doute d'un (( opérateur fonction- 
nel >) L* transposé ou « adjoint » d'un opérateur L donné au moyen 

d'une fonction bilinéaire (ici l'intbgrale yzdx). J' 
En même temps, et avec Lagrange aussi ([191], t. III, p. 695-795)' 

les substitutions linéaires, à 2 et 3 variables tout d'abord, étaient en 
passe de conquérir l'artihmétique. Il est clair que l'ensemble des 
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valeurs d'une fonction F(x,y), lorsqu'on donne à x et y toutes les 
valeurs entières, ne change pas lorsqu'on fait sur x, y une substitu- 
tion linéaire quelconque, à coefficients entiers, de déterminant 1 ; 
c'est sur cette observation fondamentale que Lagrange fonde la 
théorie de la représentation des nombres par les formes, et celle de 
la réduction des formes ; et Gauss, par un pas dont il nous est devenu 
difficile d'apprécier toute la hardiesse, en dégage la notion d'équi- 
valence et celle de classe de formes (cf. p. 72) ; à ce propos, il recon- 
naît la nécessité de quelques principes élémentaires relatifs aux 
substitutions linéaires, et introduit en particulier la notion de trans- 
posée ou d'adjointe ([124 a], t. 1, p. 304). A partir de ce moment, 
I'étude arithmétique et l'étude algébrique des formes quadratiques, 
à 2, 3 et plus tard n variables, celle des formes bilinéaires qui leur sont 
étroitement liées, et plus récemment la généralisation de ces notions 
à une infinité de variables, devaient, jusqu'à notre époque, constituer 
l'une des plus fécondes sources de progrès pour l'algèbre linéaire 
(cf. p. 172-174). 

Mais, progrès encore plus décisif peut-être, Gauss, dans ces mêmes 
Disquisitiones, créait (cf. p. 72) la théorie des groupes abéliens 
finis, qui y interviennent de quatre manières différentes, par le groupe 
additif des entiers modulo m (pour m entier), par le groupe multi- 
plicatif des nombres premiers à m modulo m, par le groupe des 
classes de formes quadratiques binaires, enfin par le groupe multi- 
plicatif d a  racines m-èmes de l'unité ; et, comme nous l'avons déjà 
marqué, c'est clairement comme groupes abéliens, ou pour mieux 
dire comme modules sur Z, que Gauss traite de tous ces groupes, 
étudie leur structure, leurs relations d'isomorphisme, etc. Dans le 
module des « entiers complexes » a + bi, on le voit plus tard étudier 
un module infini sur Z, dont il n'a pas manqué sans doute d'apercevoir 
l'isomorphisme avec le module des périodes (découvertes par lui 
dans le domaine complexe) 'des fonctions elliptiques ; en tout cas 
cette idée apparaît'déjà nettement chez Jacobi, par exemple dans sa 
célèbre démonstration de l'impossibilité d'une fonction à 3 périodes 
et dans ses vues sur le problème d'inversion des intégrales abéliennes 
([171], t. II, p. 25-50), pour aboutir bientôt aux théorèmes de Kro- 
necker ([186 a], t. III,, p. 49-109). 

Ici, aux courants dont nous avons cherché à suivre le tracé et 
parfois les mé'andres, vient s'en mêler un autre, qui était longtemps 
demeuré souterrain. Comme il sera ailleurs exposé plus en détail 
(voir p. 165), la géométrie « pure » au sens où on l'a comprise durant. 



le siècle dernier, c'est-à-dire essentiellement la géométrie projective 
du plan et de l'espace sans usage de coordonnées, avait été créée au 
XVII' siècle par Desargues [84, dont les idées, appréciées à leur 
juste valeur par un Fermat, mises en œuvre par un Pascal, étaient 
ensuite tombées dans l'oubli, éclipsées par les brillants progrès de 
la géométrie analytique ; elle est remise en honneur vers la fin du 
X V I I I ~  siècle, par Monge, puis Poncelet et ses émules, Brianchon, 
Chasles, parfois séparée complètement et volontairement des méthodes 
analytiques, parfois (surtout en Allemagne) s'y mêlant intimement. 
Or les transformations projectives, de quelque point de vue qu'on 
les considère (synthétique ou analytique), ne sont pas autre chose 
bien entendu que des substitutions linéaires sur les coordonnées 
projectives ou « barycentriques » ; les coniques (au X V I I ~  siècle), et 
plus tard les quadriques, dont la théorie projective a longtemps fait 
le sujet d'étude principal de cette école, ne sont autres que les formes 
quadratiques, dont nous avons déjà signalé plus haut l'étroite con- 
nexion avec l'algèbre linéaire. A ces notions se joint celle de polarité : 
créée, elle aussi, par Desargues, la théorie des pôles et polaires devient, 

- mtre les-mains &e Monge et de ses successeurs, et bientôt sous le 
nom de principe de dualité, un puissant instrument de transformation 
des théorèmes géométriques ; si l'on n'ose affirmer que ses rapports 
avec les équations différentielles adjointes aient été aperçus sinon 
tardivement (ils sont indiqués par Pincherle à la fin du siècle), on 
n'a pas manqué du moins, Chasles en porte le témoignage ([60 b], 
p. 5 9 ,  d'apercevoir sa parenté avec la notion de triangles sphériques 
réciproques, introduite en trigonométrie sphérique par Viète ([319], 
p. 418) et Snellius dès le X V I ~  siècle. Mais la dualit' en géométrie 
projective n'est qu'un aspect de la dualité des es d. aces vectoriels, 
compte tenu des modifications qu'impose le passage de l'espace 
affine à l'espace projectif (qui en est un espace quotient, par la relation 
« multiplication scalaire »). 

Le xrxe siècle, plus qu'aucune époque de notre histoire, a été 
riche en mathématiciens de premier ordre ; et il est difficile en quelques 
pages, même en se bornant aux traits les plus saillants, de décrire 
tout ce que la fusion de ces mouvements d'idées vient produire entre 
leurs mains. Entre les méthodes purement synthétiques d'une part, 
espèce de lit de Procuste où se mettent eux-mêmes à la torture leurs 
adeptes orthodoxes, et les méthodes analytiques liées à un systkme 
de coordonnées arbitrairement infligé à l'espace, on sent bientôt le 
besoin d'une espèce de calcul géométrique, rêvé mais non créé par 
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Leibniz, imparfaitement ébauché par Carnot [SI] : c'est d'abord 
l'addition des vecteurs qui apparaît, implicite chez Gauss dans sa 
représentation géométrique des imaginaires et l'application qu'il en 
fait à la géométrie élémentaire (cf. p. 201), développée par Bellavitis 
sous le nom de « méthode des équipollence~ », et qui prend sa forme 
définitive chez Grassmann, Mobius, Hamilton ; en même temps, sous 
Ie nom de « calcul barycentrique », Mobius en donne une version 
adaptée aux besoins de la géométrie projective ([223], t. 1). 

A la même époque, et parmi les mêmes hommes, s'effecfue le 
passage, si naturel (dès qu'.on est engagé dans cette voie) que nous 
l'avons vu annoncé déjà par Fermat, du plan et de l'espace «ordi- 
naire » à l'cspace à n dimensions ; passage inhitable même, puisque 
les phénomènes algébriques, qui pour deux ou trois variables s'inter- 
prètent comme d'eux-mêmes en termes géométriques, subsistent 

.is changement pour des variables en nombre quelconque ; s'im- 
poser donc, dans l'emploi du langage géométrique, la limitation à 
2 ou 3 dimensions, se~ai t  pour le mathématicien moderne un joug 
aussi iiicommode que celui qui empêcha toujours les Grecs d'étendre 
la notion de nombre aux rapports de grandeurs incommensurables. 
Aussi le langage et les idées relatifs à l'espace à n dimensions appa- 
raissent-ils à peu près simultanément de tous côtés, obscurément 
chez Gauss, clairement chez les mathématiciens de la génération 
suivante ; et leur plus ou moins grande hardiesse à s'en servir a 
moins tenu peut-être à leurs penchants mathématiques qu'a des vues 
philosophiques ou même purement pratiques. En tout cas, Cayley 
et Grassmann, vers 1846, manient ces concepts avec la plus grande 
aisance (et cela, dit Cayley à la différence de Grassmann ([58], t. 1, 
p. 321), « sans recourir à aucune notion mé(aphysiques ») ;chez Cayley, 
on reste constamment très près de l'interprétation analytique et des 
coordonnées, tandis que chez Grassmann c'est dès l'abord, avec 
l'addition aes vecteurs dans l'espace à n dimensions, l'aspect géomé- 
trique qui prend le dessus, pour aboutir aux développemenrs dont 
nous allons parler dans un moment. 

Cependant, l'impulsion venue de Gauss poussait, de deux manières 
différentes, les mathématiciens vers l'étude des algèbres ou systèmes 
hypercomplexes. D'une part, on ne pouvait manquer dc chercher à 
étendre le domaine des nombres réels autrement que par l'introduc- 
tion de l ' «  unité imaginaire » i = 4-1, et à s'ouvrir peut-être 
ainsi des domaines plus vastes et aussi féconds que celui des nombres 
complexes. Gauss lui-même s'était convaincu ([124 a], t. I I ,  p. 17%) 



de l'impossibilité d'une telle extension, tant du moins qu'on cherche 
à conserver les principales propriétés des nombres complexes, c'est- 
à-dire, en langage moderne, celles qui en font un corps commutatif ; 
et, soit sous son influence, soit indépendamment, ses contemporains 
semblent avoir partagé cette conviction, qui ne sera justifiée que bien 
plus tard par Weierstrass ([329 a], t. II, p. 31 1-332) dans un théorème 
précis. Mais, dès qu'on interprète la multiplication des nombres 
complexes par des rotations dans le plan, on est amené, si on se 
propose d'étendre cette idée à l'espace, à envisager (puisque les 
rotaticns dans I'espace forment un groupc non abélien) des multi- 
plications non commutatives ; c'est la une des idées qui guident 
Hamilton* dans sa découverte des quaternions [145 a], premier exemple 
d'un corps non commutatif. La singularité de cet exemple (le seul, 
comme Frobenius devait le démontrer plus tard, qu'on puisse cons- 
truire sur le corps des réels) en restreint quelque peu la portée, en 
dépit ou peut-être à cause même de la formation d'une école de 
(( quaternionistes D fanatiques : phénomène étrange, qui se reproduit 
plus tard autour de l'œuvre de Grassmann, puis des vulgarisateurs 
q u i  tirent cte Hamilton et Grassmann ce qu'on a appelé le G calcul 
vectoriel P. L'abandon un peu plus tard de I'associativité, par Gravcs 
et Cayley qui construisent les « nombres de Caylcy D, n'ouvre pas 
de voie intéressante. Mais, après que Sylvester eut introduit les 
matrices, et (sans lui donner de nom) en eut clairement défini le 
rang ([304], t. 1, p. 145-151), c'est encore Cayley ([58], t. II, p. 475-496) 
qui en crée le calcul, non sans observer (fait essentiel, souvent perdu 
de vue par la suite) qu'une matrice n'est qu'une notation abrégée 
pour une substitution linéaire, de même en somme que Gauss notait 
(a, b, c) la forme oX2 + 2hXY + cY2. Il n'y a là d'ailleurs que l'un 
des aspects, le plus intéressant pour nous sans doute, de l'abondante 
production de Sylvester et Cayley sur les déterminants et tout ce 
qui s'y rattache, production hérissée d'ingénieuses identités et d'im- 
pressionants calculs. 

C'est aussi (entre autres choses) une algèbre sur les réels que 
découvre Grassmann, l'algèbre extérieure à laquelle son nom reste 
attaché. Son œuvre, antérieure même à celle de Hamilton ([134], 
t. Il), créée dans une solitude morale presque complète, resta long- 

+ Cf. l'intéressante préface de ses Lectures on quaternions 1145 a] où il retrace 
tout l'historique de sa découverte. 



temps mal connue, à cause sans doute de son originalité, à cause 
aussi des brumes philosophiques dont elle commence par s'envelop- 
per, et qui par exernplc en détournent d'abord Mobius. MO par des 
préoccupations analogues 3 celles de Hamilton mais de plus ample 
portée (et qui, comme il s'en aperçoit bientôt, avaient été celles 
mêmes de Leibniz), Grassmann construit un vaste édifice algébrico- 
géométrique, reposant sur une conception géométrique ou a intrin- 
sèque )) (dé$ à peu près zxiomatisée) de l'espace vectoriel à n dimen- 
sions ; parmi les plus élémentaires des résultats auxquels il aboutit, 
citons par exemple la définition de l'indépendance linéaire des 
vecteurs, celle de la dimension, et la relation fondamentale 
dim V+dim W = dim (V+W)+dim (V n W) (loc. cit., p. 209; cf. [134j, 
t. l,, p. 21). Mais ce sont surtout la multiplication extérieure, puis 
la multiplication intérieure, des multivecteurs, qui lui fournissent 
les outils au moyen desquels il traite..aisément, d'abord les problèmes 
de l'algèbre linéaire proprement dite, ensuite ceux qui se rapportent 
h la structure euclidienne, c'est-à-dire à l'orthogonalité des vecteurs 
(où il trouve l'équivalent de la dualité qui lui manque). 

L'autre voie ouverte par Gauss, dans l'étude des systèmes hyper- 
complexes, est celle qui part des entiers complexes a + hi ; de 
ceux-ci, on passe tout naturellement aux algèbres ou systèmes hyper- 
complexes plus généraux, sur l'anneau Z des entiers et sur le corps Q 
des rationnels, et tout d'abord à ceux déjà enbisagés par Gauss qui 
sont engendrés par des racines de I'iiilité, puis aux corps de nombres 
algébriques et aux modules d'entiers algébriquss : ceux-là font 
l'objet principal de l'œuvre de Kummer, l'étude de ceux-ci est abordée 
par Dirichlet, Hermite, Kronecker, Dedekind. Ici, contrairement à 
ce qui se passe pour les algèbres sur les réels, il n'est nécessaire de 
renoncer à aucune des propriétés caractéristiques des corps commu- 
tatifs, et c'est à ceux-ci qu'on se borne pendant tout le xrxe siècle. 
Mais les propriétés linéaires, et par exemple la recherche de la base 
pour les entiers du corps (indispensable à une définition générale 
du discriminant) jouent sur bien des points un rôle essentiel ; et, 
chez Dedekind en tout cas, les méthodes sont destinées à devenir 
typiquement. (( hypercomplexes » ; Dedekind lui-même d'ailleurs, 
sans se poser de manière générale le problème des algèbres, a cons- 
cience de ce caractère de ses travaux, et de ce qui les apparente par 
exemple aux résultats de Weierstrass sur les systèmes hypercomplexes 
sur les réels ([79], en particulier vol. II, p. 1-19). En même temps 
la détermination de la structure du groupe multiplicatif des unités 



dans un corps de nombres alge~riques, effectuée par Dirichlet dans 
des notes célèbres ([92], t. 1, p. 619-644) et presque en même temps 
par Hermite ([159], t. 1, p. 159-160), était éminemment propre a 
éclaircir les idées sur les modules sur 2, leurs s~stèmes de généra- 
teurs, et, quand ils en ont, leurs bases. Puis la notion d'idéal, que 
Dedekind définit dans les corps de nombres algébriques (comme 
module sur l'anneau des entiers du corps) ([79], t. III, p. 251)' tandis 
que Kronecker introduit dans les anneaux de polynômes (sous le 
nom de « systèmes de modules n) une notion équivalente ([186 a], 
t. II, p. 334-342), donne les premiers exemples de modules sur des 
anneaux plus généraux que Z ; et avec les mêmes auteurs, puis avec 
Hilbert, se dégage peu à peu dans des cas particuliers la notion de 
groupe à opérateurs, et la possibilité de construire toujours à partir 
d'un tel groupe un module sur un anneau convenablement défini. 

En même- temps, l'étude arithmético-algébrique des formes 
quadratiques et bilinéaires, et de leur N réduction )) (ou, ce qui revient 
au même, des matrices et de leurs « invariants B) amène à la décou- 
verte des principes généraux sur la résolution des systèmes d'équa- 
tions linéaires, principes qui, faute de la notion de rang, avaient 
échappé à Jacobi *. Le problème de la résolution en nombres entiers 
des systèmes d'équations linéaires à coefficients entiers est abordé 
et résolu, d'abord dans un cas particulier par Hermite, puis dans 
toute sa généralité par H. J. Smith ([287], t. 1, p. 367-409); les résul- 
tats de ce dernier sont retrouvés, en 1878 seulement, par Frobenius, 
dans le cadre du vaste programme de recherches institué par Kro- 
necker, et auquel participe aussi Weierstrass ; c'est incidemment 
que Kronecker, au cours de ces travaux, donne leur forme défini- 
tive aux théorèmes sur les systèmes linéaires à coefficients réels (ou 
complexes), qu'élucide aussi, dans un obscur manuel, avec le soin 
minutieux qui le caractérise, le célèbre auteur d' Alice in Wonderland ; 
quant à Kronecker, il dédaigne de publier ces résultats, et les aban- 
donne à ses collègues et disciples ; le mot même de rang n'est introduit 
que par Frobenius. C'est aussi dans leur enseignement à l'université 
de Berlin que Kronecker [186 b] et Weierstrass introduisent la défi- 
nition « axiomatique )) des déterminants (comme fonction multili- 
néaire alternée de n vecteurs dans l'espace à n dimensions, normée 

* D e  la classification des systémes de n éauation à n inconnues auand le déter- 
minant s'annule. i l  dit ([171], t. I I I .  p. 370) : « paullo prolixurn videtur negotium D 
(elle ne saurait s'dlucider brièvement). 



de manière à prendre la valeur 1 pour la matrice unité), définition 
équivalente à celle qui se déduit du calcul de Grassmann ; c'est dans 
ses cours cncore que Kronecker, sans éprouver le besoin de lui donner 
un nom, et sous forme cncore non intrinsèque, introduit le produit 
tensoriel d'espaces et le produit « kroneckérien )) des matrices (subs- 
titution linéaire induite, sur un produit tensoriel, par des substitu- 
tions linéaires données appliquées aux facteurs). 

Ces recherches ne sauraient être séparées non plus de la théorie 
des invariants, créée par Cayley, Hermite et Sylvester (la (( trinité 
invariantive )) dont parle plus tard Hermite dans ses lettres) et qui, 
d'un point dc vue moderne, est avant tout une théorie des représen- 
tations du groupe linéaire. Là se dégage, comme équivalent algé- 
brique de la dualité en géométrie projective, la distinction entre 
séries de variables cogrédientes et contragrédientes. c'est-à-dire 
vecteurs dans un espace et vecteurs dans l'espace dual ; et, après 
que l'attention se fut portée d'abord. sur Ies formes de bas degré. 
puis de degré quelconque, à 2 et 3 variables, on ne tarde guère à 
examiner les formes bilinéaires, puis multilinéaires, à plusieurs séries 
de variables « cogrédientes N ou a contragrédientes v,  ce qui équivaut 
à l'introduction des tenseurs ; celle-ci devient consciente et se popu- 
larise lorsque, sous l'inspiration de la théorie des invariants, Ricci 
et Levi-Cività, en 1900, introduisent en géométrie différentielle le 

calcul tensoriel )) [257], qui connut plus tard une grande vogue à 
la suite de son emploi par les physiciens « relativistes B. C'est encore 
l'interpénétration progressive de la théorie des invariants, de la géo- 
métrie différentielle, et de la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles (surtout le problème dit de Pfaff, et ses généralisations) qui 
amènent peu à peu les géomètres à considérer, d'abord les formes 
bilinéaires alternées de différentielles, en particulier le (( covariant 
bilinéaire )) d'une forme de degré 1 (introduit en 1870 par Lipschitz, 
puis étudié par Frobenius), pour aboutir à la création, par E. Cartan 
([52 a], t. II,, p. 303-396) et Poincaré ([251 b], t. III, chap. XXII) du 
calcul des forl;ies diffikentielles extérieures. Poincaré introduit celles- 
ci, en vue de la formation de ses invariants intégraux, comme étant 
les expressjons qui figurent dans les intégrales multiples, !:indis que 
Cartan, guidé sans doute par ses recherches sur les algèbres, les intro- 
duit d'une manière plus formelle, mais non sans observer aussi que 
la partie algébrique de leur calcul est identique à la multiplication 
extéricure de Grassmann (d'où le nom qu'il adopte), remettant par 
1 à définitivement à sa vraie place l'œuvre de celui-ci. La traduction, 



dans les notations du calcul tensoriel. des formes différentielles 
extérieures, montre d'ailleurs immédiatement leur liaison avec les 
tenseurs antisymétriques, ce qui, dès qu'on revient au point de vue 
purement algébrique, fait voir qu'elles sont aux formes multilinéaires 
alternées ce que les tenseurs covariants sont aux formes multili- 
néaires quelconques ; cet aspect s'éclaircit encore avec la théorie 
moderne des représentations du groupe lineaire ; et on reconnait 
par là, par exemple, l'identité substantielle entre la définition des 
aéterminants donnée par Weierstrass et Kronecker, et celle qui 
résulte du calcul de Grassmann. 

Nous arrivons ainsi à l'époque moderne, où In méthode axioma- 
tique et la notion de structure (sentie d'abord. définie à date récente 
seulement), permettent de séparer des concepts qui jusque-là 
avaient été inextricablement mêlés, de formuler ce qui était vague 
ou inconscient, de démontrer avec la généralité qui leur est propre 
les théorèmes qui n'étaient connus que dans des cas particuliers. 
Peano, l'un des créateurs de la méthode axiomatique. et l'un des 
premiers mathématiciens aussi à apprécier à sa valeur l'œiivre de 
Grassmann, donne dès-1888 ([246 b], chap. IX) la définition axioma- 
tique des espaces vectoriels (de dimension finie ou non) sur le corps 
des réels, et, avec une notation toute moderne, des applications 
linéaires d'un tel espace dans un autre ; un peu plus tard, Pinclicrle 
cherche à développer des applications de l'algèbre linéaire. ainsi 
conçue, à la théorie des fonctions, dans une direction il est vrai qui 
s'est montrée peu féconde ; du moins son point de vue lui permet-il 
de reconnaître dans 1' « adjointe de Lagrangr » un cas particulier 
de la tran5position des applications linéaires : ce qui apparaît bien- 
tôt. plus clairement encore. et pour les équations aux dérivées par- 
tielles aussi bien que pour les Cqu:itions différentielles. au cours des 
mémorables travaux de Hilbert et de sonkcole sur l'espace de Hilbert 
et ses applications à l'analyse. C'est il l'occasion dc ces dernières 
recherches que Toeplitz [309 a], introduisant aussi (mais au moyen 
de coordonnées) l'espace vectoriel le plus général sur les réels, fait 
l'observation fondamentale que la théorie des dkterminants est 
inutile à la démonstration des principaux théorèmes de l'algkbrc 
linéaire, ce qui permet d'étendre ceux-ci sans difficulté aux espaccs 
de dimension infinie ; et il indique aussi quc I'nlgèbre linéaire ainsi 
comprise s'applique bien entendu à un corps de base commutatif 
quelconque. 

D'autre part, avec l'introduction par Banach, en 1922, des espaces 



qui portent son nom *, on rencontre, il est vrai dans un problème 
topologique autant qu'algébrique, des espaces non isomorphes B leur 
dual (voir p. 269-272). Déjà entre un espace vectoriel de dimension 
finie et son dual, il n'est pas d'isomorphisme i( canonique », c'est-à- 
dire déterminé par la structure, ce qui s'était reflété depuis longtemps 
dans la distinction entre cogrédient et contragrédient. Il semble 
néanmoins hors de doute que la distinction entre un espace et son 
dual ne s'est définitivement établie qu'à la suite des travaux de Ba- 
nach et de son école ; ce sont ces travaux aussi qui ont fait appa- 
raître l'intérêt de la notion de codimension. Quant à la dualité ou 

orthogonalité D entre les sous-espaces vectoriels d'un espace et 
ceux de son dual, la manière dont on la formule aujourd'hui pré- 
sente une analogie qui n'est pas seulement extérieure avec la formu- 
lation moderne du théorème principal de la théorie de Galois, et 
avec la dualité dite de Pontrjagin dans les groupes abéliens locale- 
ment compacts ; celle-ci remonte à Weber, qui, à l'occasion de recher- 
ches arithmétiques, en pose les bases en 1886 pour les groupes finis 
[327 dl; en théorie de Galois, la a dualité )) entre sous-groupes et 
sous-corps prend forme chez Dedekind et Hilbert ; et l'orthogonalité 
entre sous-espaces vectoriels dérive visiblement, d'abord de la dua- 
lité entre variétés linéaires en géométrie projective, et aussi de la 
notion et des propriétés des variétés complètement orthogonales 
dans un espace euclidien ou un espace de Hilbert (d'où son nom). 
Tous ces faisceaux se rassemblent à l'époque contemporaine, entre 
les mains d'algébristes tels que E. Noether, Artin et Hasse, de topo- 
logistes tels que Pontrjagin et Whitney, non sans influences mutuelles 
s'exerçant entre Ics uns et les autres. 

En même temps se fait un examen critique, destiné à éliminer, 
sur chaque point, les hypothèses non vraiment indispensables, et 
surtout celles par lesquelles on se fermerait certaines applications. 
On s'aperçoit ainsi de la possibilité de substituer les anneaux aux 
corps dans la notion d'espace vectoriel, et, créant la notion générale 
de module, de traiter du même coup ces espaces, les groupes abéliens, 
les modules particuliers déjà étudiés par Kronecker, Weierstrass, 
Dedekind, Steinitz, et même les groupes à opérateurs, et par exemple 
de leur appliquer le théorème de Jordan-Holder ; en même temps 
se fait, au moyen de la distinction entre module A droite et module 

Ce sont les espaces vectoriels normts complets, sur le corps des nombres 
réels ou celui des nombres complexes. 



à gauche, le passage au non commutatif, à quoi conduisait le déve- 
loppement moderne de la théorie des algèbres par l'école américaine 
(Wedderburn, Dickson) et surtout par I ' h l e  allemande (E. Noether, 
Artin). 

Enfin se fait jour, à date rdcente. In dernière des tendances dont 
nous avons a parler ici : contenue en germe dans le théorème de 
Dedekind ([79], vol. III, p. 29) d'après lequel des automorphismes 
quelconques d'un corps commutatif sont toujours linéairement 
indépendants, la linéarisation de la théorie de Galois s'accomplit 
avec Artin [7 a], puis se généralise bientôt aux extensions quelconques 
des corps commutatifs, et même aux extensions des corps non com- 
mutôtifs ([172 dl, chap. VII). 



P O L Y N O M E S  ET C O R P S  C O M M U T A T I F S  

Lu théorie des corps commutatifs - et la théorie des polynômes, qui 
lui est étroitement liée -- sont dérivées directement de ce qui a cons- 
titué, jusqu'au milieu du xixe siècle:'l'objet principal de l'Algèbre 
classique : la résolution des équations algébriques, et des problèmes 
de constructions géométriques qui en sont l'équivalent. 
Dès qu'on cherche à résoudre une équation algébrique de degré 
1, on se trouve en présence de dificultés de calcul toutes nouvelles, 

Iri  détermination de l'inconnue ne pouvant plus se faire par des cal- 
culs (( rationnels » à partir des données. Cette difficulté a dû être 
aperçue de très bonne heure ; et i l  faut compter comme une des 
contributions les plus importantes des Babyloniens le fait qu'ils aient 
su ramener la résolution des équations quadratiques et bicarrées à 
une seule opération algébrique nouvelle, l'extraction des racines 
carrées (comme le prouvent les nombreuses équations numériques 
qu'on trouve résolues de cette manière dans les textes qui nous sont 
parvenus ([232], p. 183-193)). En ce qui concerne le calcul formel, 
l'Antiquité ne dépassera jamais ce point dans le probkme de la réso- 
lution des équations algébriques ; les Grecs de l'époque classique se 
bornent en effet à retrouver les formules babyloniennes en terines 
géométriques. et leur emploi sous forme algébrique n'est pas attesté 
avant Héron (100 ap. J.-C.) et Diophante. 

C'est dans une tout autre direction que les Grecs apportent un 
progrès décisif. Nous sommes mal renseignés sur la façon dont les 
Babyloniens concevaient et calculaient les racines carrées de nombres 
entiers non carrés * : dans les rares textes qui nous sont parvenus 
sur cette question. ils semblent se contenter de méthodes d'approxi- 

* Dans tous les exemples d'éqiiations qundratiq~ies ct bicnrrées des textes 
babyloniens, Ics données sont toiijours choisies clc sorte qiic les r:iclic:iux 
portent sur des carrbs. 
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mation assez grossières ([232], p. 33-38). L'école pythagoricienne, 
qui avait fixé avec rigueur le concept de grandeurs commensurables, 
et y attachait un caractère quasi religieux, ne pouvait se tenir à ce 
point de vue ; et il est possible que ce soit l'échec de tentatives répé- 
tées pour exprimer rationnellement f i q u i  les conduisit enfin à 
démontrer que ce nombre est irrationnel *. 

Nous dirons ailleurs (cf. p. 185) comment cette découverte, qui 
marque un tournant capital dans l'histoire des Mathématiques, +fi- 

git profondément sur la conception du « nombre )) chez les Grecs, 
et les amena à créer une algèbre de caractère exclusivement géomé- 
trique, pour y trouver un mode de représentation (ou peut-être une 
preuve d' « existence ») pour les rapports incommensurables, qu'ils 
se refusaient à considérer comme des nombres. Le plus souvent, 
un problème algébrique est ramené par eux a l'intersection de deux 
courbes planes auxiliaires, convenablement choisies, ou à plusieurs 
déterminations successives de telles intersections. Des traditions tar- 
dives et de'pru d'autorité font remonter à Platon l'introduction d'une 
première classification de ces constructions, destinées à une longue 
et brillante carrière : pour des raisons plus philosophiques que mathé- 
matiques, semble-t-il, il aurait mis à part les constructions dites par 
la règle et le compas D, c'est-à-dire celles où n'interviennent conime 
courbes auxiliaires que des droites et des cercles **. En tout cas, 
Euclide, dans ses Éléments [107], se borne exclusivement à traiter des 
problèmes résolubles de cette manière (sans toutefois les caractériser 
par un nom particulier) ; circonstance qui ne contribua pas peu sans 
doute à fixer sur ces problèmes l'attention des mathématiciens des 

* Un auteur rtcent a fait la remarque ingénieuse que la coristruction du pen- 
tagone étoilé régulier, connue des Pythagoriciens (dont c'était un des symboles 
mystiques) conduit immédiatement A une démonstration de l'irrationalité 
de v 5, et a émis l'hypothèse (qui malheureusement n'est appuyée par aucun 
texte) que c'est de cette manière que les Pythagoriciens auraient découvert les 
nombres irrationnels [323]. 
** En liaison avec ce principe, on attribue aussi à Platon la classification 
des courbes planes en (c lieux plans » (droite et cercle), « lieux solidcs H !les 
coniques. obtenues par section plane d'un corps solide, le corle), toiiics les 
autres courbes étant groupées sous le nom de ccrbtor ypaypxol B. Il est curieux 
de voir l'influence de cette classification s'exercer encore sur Descartes. qui, 
dans sa Géométrie. range dans un même (( genre » les équations de degr6 211 - 1 
et de degr6 2 4  sans doute parce que celles de degr6 1 ou 2 se résolvent par 
des intersections de (c lieux plans )> et celles de degré 3 ou 4 par des ;~i:~rsectioiis 
de (( lieux solides )) (185 a], t. VI, p. 392-393). 



siècles suivants. Mais nous savons aujourd'hui * que les équations 
algébriques qu'on peut résoudre « par la règle et le compas » sont 
d'un type très spécial ; en particulier, une équation irréductible du 
3" degré (sur le corps des rationnels) ne peut se résoudre de la sorte, 
et les Grecs avaient rencontré très tôt des problèmes du 3e degré ' 
restes célèbres, tels la duplication du cube (résolution de x3 = 2) et 
la trisection de l'angle ; la quadrature du cercle les mettait d'autre 
part en présence d'un problème transcenda,nt. Nous les voyons, pour 
résoudre ces problèmes, introduire de nombreuses courbes algébriques 
(coniques, cissoïde de Dioclès, conchoïde de Nicomède) ou transcen- 
dantes (quadratrice de Dinostrate, spirale d'Archimède) ; ce qui ne 
pouvait manquzr de les conduire à une étude autonome de ces 
diverses courbes, préparant ainsi la voie aux développements futurs 
de la Géométrie analytique, de la Géométrie algébrique et du Calcul 
infinitésimal. Mais ces méthodes ne font faire aucun progrès à la 
résolution des équations algébriques **, et le seul ouvrage dei'Anti- 
quité qui ait apporté une contribution notable à cette question et 
exercé une influence durable sur les algébristes du Moyen âge et de 
la Renaissance est le Livre X des Éléments d'Euclide [107]; dans ce 
Livre (dont certains historiens voudraient faire remonter les princi- 
paux résultats à Théétète), il considère des expressions obtenues par 

combinaison de plusieurs radicaux, telles que \ / ~ \ / a f  db (a et b 
rationnels), donne des conditions moyennant lesquelles ces expres- 
sions sont irrationnelles, les classe en de nombreuses catégories 

* La détermination des points d'intersection d'une droite et d'un cercle 
(ou de deux cercles) équivaut à la rtsolution d'une équation du second degr6 
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des coefficients des équations 
de la droite et du cercle (ou des deux cercles) considérés. On en conclut aisé- 
ment que les coordonnées d'un point construit « par la règle et le compas » 
à partir de points donnés appartiennent à une extension L du corps Q des 
nombres rationnels, obtenue comme suit : si K est le corps obtenu en adjoi- 
gnant à Q les coordonnées des points donnés, il existe une suite croissante 
(L,)osisn de corps intermédiaires entre K et L, satisfaisant aux conditions 
K = L,, L = Ln, [Li : L,-,] = 2 pour 1 < i < n. Par récurrence sur n, on en 
déduit que le degré sur K de l'extension galoisienne N engendrée par L est 
une puissance de 2 ; réciproquement, on peut démontrer que, si cette condition 
est vérifiée, i l  existe une suite (L,) de corps intermediaires entre K et L ayant 
les propriétés précédentes, et par suite le problème 2osé est résoluble,par la 
règle et le compas (cf. [312], p. 351-366). 
** Faute d'un calcul algébrique maniable, on ne trouve pas trace chez les Grecs 
d'une tentative de classification des problèmes qu'ils ne savaient pas résoudrk 
par la règle et le compas : les Arabes sont les premiers à ramener de nombreux 
problèmes de cette espèce (par exemple la construction des polygones réguliers 
à 7 et 9 côtés) à des équations du 3e degré. 
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(qu'il démontre être distinctes), et étudie les relations algébriques 
entre ces diverses irrationnelles, telle que celle que nous écririons 
aujourd'hui 

le tout exprimé dans le langage géométrique habituel des Elérnents, ce 
qui rend l'exposé particulièrement touffu et incommode. 

Après le déclin des mathématiques grecques classiques, les concep- 
tions relatives aux équations algébriques se modifient. Il ne fait pas 
de doute que, pendant toute la période classique, les Grecs possé- 
daiect des méthodes d'approximation indéfinie des racines carrées, 
sur lesquelles nous sommes malheureusement mal renseignés *. 
Avec les Hindous, puis les Arabes et leurs émules occidentaux du 
Moyen Age, l'extraction des racines de tous ordres devient uiie 
opération qui tend à être considérée comme fondamentale au même 
titre que les opérations rationnelles de l'algèbre, et à être notée, 
comme ces dernières, par des symboles de plus en plus maniables dans 
les calculs **. La théorie de l'équation du second degré, qui se per- 
fectionne durant tout le Moyen Age (nombre de racines, racines 
négatives, cas d'impossibilité, racine double), et celle des équations 
bicarrées, donnent des modèles de formules de résolution d'équations 

par radiaux », sur lesquelles les algébristes vont essayer pendant 
des siècles de calquer des formules analogues pour la résolution des 
équations de degré supérieur, et en premier lieu pour l'équation du 
3e degré. Léonard de Pise, le principal introducteur de la science 
arabe en Occident au X I I I ~  siècle, reconnaît en tout cas que les irra- 

* Par excniple, la méthode d'Archimède pour le calcul approché du nombre x 
nécessite la connaissance de plusieurs racines carrées, avec une assez grande 
approximation, mais nous ignorons le prockdé employé par Archimède pour 
obtenir ces valeurs. La méthode d'approximation de 4 2 q u i  fournit le dévelop- 
pement de ce nombre en cc fraction continuée » est connue (sous forme géomé- 
trique) par un texte de Théon de Smyrne (ne siècle après J.-C.), mais remonte 
peut-être aux premiers pythagoriciens. Quant à la méthode d'approximation 
indefinie des racines carrées encore en usage de nos jours dans l'enseignement 
élkmentaire, elle n'est pas attestée avant Théon d'Alexandrie (rve siècle aprés 
J.-C.), bien qu'elle ait sans doute été déjà connue de Ptolémée. Notons enfin 
qu'on trouve chez Hkron (vers 100 ap. J.-C.) un calcul approche d'une racine 
cubique [IOA. 
** L'irrationalité de \R. Ü, lorsque a est un entier qui n'est pas une puissance 
n-ème exacte, n'est pas mentionnée ni démontrée avant Stifel (XVI~ siècle); la 
démonstration de ce dernier ([298], f. 103) est d'ailleurs calquée sur celle d'Euclide 
pour n = 2, et il est assez peu vraisemblable que cette généralisation facile n'ait 
pas été aperçue plus tôt. 



96 ÉLÉMENTS D'HISTOIRE DES MATHÉMATIQUES 

tionnelles classées par Euclide dans son Xe livre ne peuvent servir 
à cette fin (nouvelle démonstration d'impossibilité, dans une théorie 
qui en compte tant), et nous le voyons déjà s'essayer à des calculs 
analogues sur les racines cubiques, obtenant des relations telles que 

,376 + 7-54 = 

analogues aux formules d'Euclide pour les radicaux car& (et dont 
on trouve d'ailleurs des exemples antkrieurs chez les Arabes). Mais 
trois sitkles d'efforts infructueux passeront encore avant que Scipion 
del Ferro, au ddbut du XVP siècle, n'arrive enfin, pour 19éq<ation 
x3 + ax =-= b, A la formule de résolution' 

Nous ne pouvons décrire ici le côté pittoresque de cette sensa- 
tionnelle découverte - les querelles qu'elle provoqua entre Tartaglia, 
d'une part, Cardan et son école de l'autre - ni les figures, souvent 
attachantes, des savants qui en furent les protagonistes. Mais il nous 
faut noter les progrès 'décisifs qui s'ensuivent pour la théorie des 
équations, entre les mains de Cardan et de ses élèves. Cardan, qui a 
moins de répugnance que la plupart de ses contemporains à employer 
les nombres négatifs, observe ainsi que les Cquations du troisième 
degré peuvent avoir trois racines, et les équations bicarrées quatre 
([SOI, t. IV, p. 259), et il remarque que la somme des trois racines de 
X3 + bx = ax2 + c (équation dont il sait d'ailleurs faire disparaître 
le terme en x2) est toujours égale à a (ibid.). Sans doute guidé par 
cette relation et l'intuition de son caractère genéral, il a la première 
idée de la notion de multiplicité d'une racine ; surtout il s'enhardit 
(non sans prkautions oratoires) à calculer formellement sur des 
expressions contenant des racines carrées'de nombres négatifs. Il est 
vraisemblable qu'il y fut amené par le fait que de telles expressions se 
présentent naturellement dans l'emploi de la formule (1) lorsque 

+ - < O (cas - dit << irréductible » - où Cardan avait re- (5)" (3)" 
&nu l'existence de trois racines réelles); c'est ce qui apparaît en tout cas 
avec netteté chez son disciple R. Bombelli, qui, dans son Algèbre 
([28 a], p. 293) démontre la relation - 

V 2 + \ / ' = m = 2 + + - 1  

* Si on posc .i = y + i avec la condition .r.z = - n / 3  on obtient y3 + z" b 
et y"=" -. (,, /3)\ d'où y' et z:'. 
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et prend soin de donner explicitement les règles de calcul des nombres 
complexes sous une forme déjà très voisine des exposés modernes *. 
Enfin, dès 1545, un autre élève de Cardan, L. Ferrari, parvient à 
résoudre l'équation générale du 4e degré, à l'aide d'une équation 
auxiliaire du 3e degré **. 

Après une avance aussi rapide, la période suivante, jusqu'au 
milieu du xvme siècle, ne fait guère que développer les nouvelles 
idées introduites par l'école italienne. Grâce aux progrès essentiels 
qu'il apporte à la notation algébrique, Viète peut exprimer de façon 
générale les relations entre coefficients et racines d'une équation algé- 
brique, tout au moins lorsque les racines sont toutes positives *** 
([319], p. 158). Plus hardi, A. Girard [129] n'hésite pas à affirmer (bien 
entendu sans démonstration) qu'une équation de degré n a exacte- 
ment n racines, à condition de compter les « racines impossibles », 
chacune avec son degré de multiplicité, et que ces racines satisfont 
aux relations données par Viète ; il obtient aussi, pour la première 
fois, l'expression des sommes de puissances semblables des racines, 
jusqu'à l'exposant 4. 

Mais l'esprit du X V I I ~  siècle est tourné vers d'autres directions et 
ce n'est que par contrecoup que l'Algèbre profite quelque peu des 
nouvelles découvertes de la Géométrie analytique et du Calcul 
infinitésimal. Ainsi, à la méthode de Descartes pour obtenir les tan- 
gentes aux courbes algébriques (cf. p. 221) est lié le critère dc multi- 
plicité d'une racine d'une équation algébrique, qu'énonce son dis- 
ciple Hudde ([85 b], t. 1, p. 433 et 507-509). C'est sans doute aussi 
à l'influence de Descartes qu'il faut faire remonter la distinction 
entre fonctions algébriques et fonctions transcendantes, parallèle 
à celle qu'il introduit dans sa Géométrie entre les courbes géomé- 
* Bombelli ([28 al, p. 169 et 190) considère les nombres complexes comme 
« combinaisons linéaires » à coefficients positifs, de quatre éléments de base : 
« piu » (+ 1), « meno » (-l), « piu de meno » ( + i )  et « meno de rneno » 
(- i )  ; il pose notamment en axiome que « piu » et « piu de meno » ne s'addi- 
tionnent pris, première apparition de  la notion d'indépendance linéaire. 
** L'équation étant ramenée à la forme x4 = ax2 + bx + c, on détermine 
un nombre z de sorte que le second membre de l'équation 

(x2 + z), = (a + 2z)x2 + bx + (C + z2) 
soit un carré parfait, ce qui donne pour z une équation du 3e degré. 
*** Viète, admirateur passionné des Anciens, s'abstient systématiquement 
d'introduire des nombres négatifs dans ses raisonnements ; il n'en est pas 
moins .capable, à l'occasion, d'exprimer dans son langage des relations entre 
:oefficients et racines lorsque certaines de ces dernieres sont négatives ; par 
exemple, si l'équation x3+b = ar a deux racines positives x,, x, (a > 0, 
b > O), Viète montre que x i  + 3 + x1x2 = a et xIx1(x, + x l )  = b (13191, p. 106). 
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triques » et les courbes « mécaniques » (cf. p. 219 et 242.) En tout 
cas, cette distinction est parfaitement nette chez J. Gregory qui, en 
1667, cherche même à démontrer que l'aire d'un secteur circulaire 
ne peut être fonction algébrique de la corde et du rayon ([136 a]; 
cf. [155]). L'expression « transcendant » est de Leibniz, que ces 
questions de classification ne cessent d'intéresser-tout au long de 
sa carrière, et qui, vers 1682, découvre une démonstration simple du 
résultat poursuivi par Gregory, en prouvant que sin x ne peut être 
fonction algébrique de x ([198 a], t. V, p. 97-98) *. Avec son ami 
Tschirnhaus, il est d'ailleurs un des seuls mathématiciens de son 
époque qui s'intéresse encore au problème de la résolution «par 
radicaux » des équations algébriques. A ses débuts, nous le voyons 
étudier le « cas irréductible » de l'équation du 3e degré, et se con- 
vaincre (d'ailieu,~ sans preuve suffisante) qu'il est impossible dans 
ce cas de débarrasser les formules de résoiution de quantités imagi- 
naires ([198 dl, p. 547-564). Vers la même époque, il s'attaque aussi 
sans succès à la risolution par radicaux de l'équation du 5 e  degré ; 
et quarid, plus tard, Tschirnhaus prétend rSsoudre le problème 
en faisant disparaître tous les termes de l'équation sauf les deux 
extrêmes par une transformation de la forme y = P(x), où P est un 
polynôme du 4 e  degré convenablement choisi, Leibniz s'aperçoit 
aussitôt que les équations qui déterminent les coefficients de P(x) 
sont de degré > 5, et estime la méthode vouée à l'échec ([198 dl, 
p. 402-403). 

11 semble que ce soient les besoins de la nouvelle Analyse qui aient 
peu à peu ranimé l'intérêt porté à l'algèbre. L'intégration des fractions 
rationnelles, effectuée par Leibniz et Johann Bernoulli, et la question 
des logarithmes imaginaires qui s'y ratbche étroitement, donnent 
l'occasion d'approfondir le calcul sur les nombres imaginaires, et 
de reprendre la question de la dtcomposition d'un polynôme en 

* La définition que donne Leibniz des (( quantités transcendantes » ([198 a], 
t. V, p. 228 ; voir aussi ibid., p. 120) semble plutôt s'appliquer aux fonctions 
qu'aux nombres (en langage moderne, ce qu'il fait revient à définir les élkments 
transcendants sur le corps obtenu en adjoignant au corps des nombres ration- 
nels les données du probléme); il est cependant vraisemblable qu'il avait 
une notion assez claire des nombres transcendants (encore que ces derniers 
ne paraissent pas avoir été définis de façon précise avant la fin du xvrne siècle) ; 
en tout cas, il observe explicitement qu'une fonction transcendante peut prendre 
des valeurs rationnelles pour des valeurs rationnelles de la variable, et par 
suite que sa démonstration de la transcendance de sin x n'est pas suffisante 
pour prouver que x est irrationnel ([198 a], t. V; p. 97 et 124-126). 
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facteurs du premier degré (« théorème fondamental de l'algèbre ») *. 
Dès le début du xwre siècle, la résolution de l'équation binôme 
xn - 1 = O est ramenée par Cotes et de Moivre à la division du cercle 
en n parties égales ; pour obtenir des expressions de ses racines 
« par radicaux », il suffit donc de savoir le faire lorsque n est premier 

1 
impair, et de Moivre remarque que la substitution y = x + - 

X 

réduit alors le problème à la rCsolution « par radicaux » d'une équa- 
tion de degré (n - 1)/2. En ce qui concerne le « théorème fondamen- 
tal », après les échecs répétés de résolution générale « par radicaux H 
(y compris plusieurs tentatives d'Euler ([IO8 a], (l), t. VI, p. 1-19 
et 170-196)), on commence à en chercher des démonstrations a priori, 
n'utilisant pas de formules explicites de résolution. Sans entrer dans 
le détail des méthodes proposées (qui devaient aboutir aux démons- 
trations de Lagrange et de Gauss ; cf. p. 118 et 200), il convient de 
noter ici le point de vue duquel le problème est envisagé au milieu 
du xvriie siècle : on admet (sans aucune justification autre qu'un 
vague sentiment de généralité, provenant sans doute, comme chez 
A. Girard, de l'existence des relations entre coefficients et racines) 
qu'une équation de degré n a toujours n racines « idéales », sur les- 
quelles on peut calculer comme sur des nombres, sans savoir si 
ce sont des nombres (réels ou complexes) ; et ce qu'il s'agit de démon- 
trer, c'est (en se servant au besoin de calculs sur les racines idéales) 
qu'au moins une de ces racines est un nombre complexe ordinaire **. 
Sous cette forme défectueuse, on reconnaît là le premier gernie de 
l'idée générale d' « adjonction formelle » qui, malgré les objections 
de Gauss ([124 a], t. III, p. 1)' devait devenir la base de la théorie 
moderne des corps commutatifs. 

Avec les mémoires fondamentaux de Lagrange ([191], t. III, 
p. 205-421) et de Vandermonde [315], l'année 1770 voit s'ouvrir 
une nouvelle et décisive période dans l'histoire de la théorie des 

On se rend bien compte de l'état rudimentaire où se trouvait encore le calcul 
sur les nombres complexes à cette époque lorsqu'on voit Leibniz (un des plus 
exercés pourtant à cette technique, parmi les mathkmaticiens de son temps) 
s'exprimer comme s'il n'était pas possible de decomposer x4 + 1 en deux 
facteurs réels du second degré ([198 a], t. V, p. 359-360). 
** Il est à noter que ce que les mathématiciens du xvwe siècle appellent « racines 
imaginaire » ne sont souvent que les racines (( idéales » précédentes, - et ils 
cherchent à démontrer que ces racines sont de la forme a + b \/ - 1 (voir par 
exemple [191], t. III, p. 479). 



Cquations algébriques. A l'empirisme des essais plus ou moins heureux 
dc formules de résolution, qui avait jusque-là régné sans partage, 
va succéder une analyse systématique des problèmes posés et des 
méthodes susceptibles de les résoudre, analyse qui en soixante ans 
conduira aux résultats définitifs de Galois. Lagrange et Vandermonde 
partent tous deux de l'ambiguïté qu'introduisent les déterminations 
miiltiples des radicaux dans les formules de résolution des tquations 
de degré \< 4; ce fait avait attiré l'attention d'Euler ( [ I O 8  a], (1), 
t. VI, p. 1-19) qui avait montré entre autres comment, dans la foimule 
de del Ferro, on doit associer les déterminations des radicaux qui 
y figurent de façon à obtenir 3 racines, et non 9:~agrange remarque 
que chacun des radicaux cubiques de la formule de del Ferro peut 
s'écrire sous la forme 5 (x, + ox, + m2x& où 61 est une racine cubique 
de l'unité, x,, x2, x, les trois racines de l'équation proposée, prises 
daiis un certain ordre, et il fait l'observation capitale que la fonction 
(x, + ox, + W ~ X , ) ~  des trois racines ne peut prendre que deux valeurs 
distinctes pour toute permutation des trois racines, ce qui explique 
a priori le succès des méthodes de résolution de cette équation. Une 
analyse semblable des méthodes de résolution de l'équation du 
4 e  degré l'amène à la fonction x,x2 + x,x, des quatre racines, qui ne 
prend que trois valeurs distinctes pour toute permutation des racines, 
et est par suite racine d'une équation du troisième degré à coeffi- 
cients fonctions rationnelles de ceux de l'équation donnée*"; ces 
faits constituent, dit Lagrange, « les vrais principes, et, pour ainsi 
dire, la métaphysique*** de la résolution des équations d u  3e et du 
4' degré » ([191], t. III, p. 357). S'appuyant sur ces exemples, il 
se propose d'étudier en général, pour une équation de degré n, 
le nombre v de valeurs ****que peut, prendre une fonction 
rationnelle V des n racines quand on permute arbitrairement 
celles-ci ; il inaugure ainsi en réalité (sous cette terminologie 

* Voir note * de la p. 96 : on doit avoir y; = -a /3 .  
**Waring fait aussi cette observation dans ses Meditationes algebraicae, parues 
en cette même année 1770, mais il est loin d'en tirer les mêmes conséquences 
que Lagrange. 
**'Sous ce mot, qui revient si souvent sous la plume des auteurs du xvme siècle, 
il est permis de voir une premi.!re intuition (encore bien vague) de la conception 
moderne de structure. 
****Lagrange fait dbjà la distinction entre les diverses fractions rationnelles 
qu'on obtient à partir de V par permutation des indéterminées xi (1 < i < n), 
et les diverses valeurs que prennent ces fractions lorsque les xi sont les racines 
d'une équation algébrique à coefficients numériques donnes ; mais il subsiste 
encore dans son exposé un certain flottement à ce sujet, et c'est seulement 
avec Galois que la distinction deviendra plus nette. 
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encore étroitement adaptée à la théorie- des équations) la théo- 
rie des groupes et celle des Corps, dont il obtient déjà plusieurs 
résultats fondamentaux par l'utilisation des memes principes que 
ceux qui sont employés aujo;rd'hui. Par exemple, il montre que le 
nombre v est un diviseur de n !, par le raisonnement qui sert aujour- 
d'hui à prouver que l'ordre d'un sous-groupe d'un groupe fini divise 
l'ordre de ce groupe. Plus remarquable encore est le théorème où 
il montre que, si VI et V, sont deux fonctions rationnelles des racines 
telles que V, et V, restent invariantes par'les mêmes permutations, 
alors chacune d'elles est fonction rationnelle de l'autre et des coeffi- 
cients de l'équation (cas particulier du théorème de Galois caracte- 
risant une sous-extension d'une extension galoisienne comme corps 
des invariants de son groupe de Galois) : « C e  problème », dit-il, 
« me parait un des plus importants de la théorie des équations, et la 
Solution générale que nous allons en donner servira à jeter un nouveau 
jour sur cette partie de l'Algèbre » ([191], t. 111, p. 374). 

Toutes ces recherches sont naturellement, dans l'esprit de Lagrange, 
des préliminaires à l'analyse des méthodes possibles de résolution 
des équations algébriques par réduction successive à des équations 
de moindre degré, une telle méthode étant liée, comme il le montre, 
à la formation de fonctions rationnelles des racines prznant moins 
de n valeurs par permutation des racines. Guidé sans doute par ses 
résultats sur l'équation du 9 degré, il introduit en général les « résol- 

n 

vantes de Lagrange » y, = 2 w:x,, où w, est une racine n-ème de 

l'unité (1 < k < n), montre clairement comment la connaissance 
de ces n nombres entraîne celle des racines x,, et recherche en général 
le degré de l'équation à laquelle satisfont les y, ; il montre par exemple 
que, si n est premier, les y, sont racines d'une équation de degré n - 1 ,  
dont les coefficients sont fonctions rationnelles d'une racine d'une 
équation de degré (n - 2)! à coefficients qui s'expriment rationnel- 
lement à l'aide des coefficients de l'équation donnée. « Voilà, si 
je ne me trompe », conclut-il, « les vrais principes de la résolution 
des équations, et l'analyse la plus propre à y conduire ; tout se réduit, 
comme on le voit, à une espèce de calcul des combinaisons, par lequel 
on trouve a priori les résultats auxquels on doit s'attendre » ([191], 
t. 111, p. 403). 

Quant au mémoire de Vandermonde, indépendant de celui de 
Lagrange, il se rencontre en de nombreux points avec ce dernier, 



notamment en ce qui concerne l'idée de rechercher des fonctions 
rationnelles des racines prenant aussi peu de valeurs distinctes que 
possible par les permutations des racines *, et l'étude des « résol- 
vantes de Lagrange » qu'il introduit aussi à cet effet. Son travail 
est loin d'avoir la clarté et la généralité de celui de Lagrange ; sur 
un point cependant il va nettement plus loin, en appliquant les mêmes 
idées à l'équation de la division du cercle xn - 1 = O pour n premier 
impair. Alors que Lagrange se contente de rappeler que cette équation 
se ramène à une équation de degré in = (n - 1)/2, à coefficients 
rationnels, sans chercher à la résoudre lorsque n 2 11, Vandermonde 
affirme que les puissances 111-èmcs des résolvantes de Lagrange de 
cette équation sont rationnelles, en raison des relations entre les 
diverses racines de xn - 1 = O ; mais il se borne à vtrifier le bien- 
fondé de cette assertion pour le cas n = 11, sans la justifier de manière 
générale. 

C'est seulement 30 ans plus tard que le résultat annoncé par 
Vandermonde fut complètement démontré par C. F. Gauss **. Ses 
résultats décisifs sur l'équation xn - 1 = O (n premier jnqxiir) 
s'insèrent dans le programme général de ses mémorables recherches 
arithmétiques ([124 a], t. 1, p. 413 et suiv.), et illustrent tout spécialc- 
ment sa maittrke dans le maniement de ce que nous appelons main- 
tenanl la théorie des groupes cycliques. Aprés avoir dimontré que 
le polynôme O,(x) = (xn  - l)/(x - 1) est irréductible pour n pre- 
mier impair ***, il a l'idée d'écrire ses n - 1 racines sous la forme 
c g k  = Ck (O < k < n -- 2), où g est racine primitive de la congruence 

= 
- 1 (mod. n) (ce qui, en langage moderne, revient à mettre en 

évidence le fait que le groupe r de l'équation O,(x) = O est cycli- 
que). A tout diviseur e de n - 1, il fait correspondre les f = (n - l)/e 
(( périodes )) q ,  = &,+Sv - , + 5 ~ ~ ~ ~  + ... + S v -  , E . -  l , f  ( 1 <  v < f) et 

* Dans cette recherche [qu'il ne développe en fait que pour l'équation du 5 e  
degré) apparaît pour la première fois la notion d'imprimitivité ([315]. p. 390-391). 
On est d'ailleurs naturellement tenté de rapprocher les méthodes de Lagrange 
et Vandermonde de leurs travaux contemporains sur les déterminants, qui 
devaient leur rendre familière l'idée de permutation et tout ce qui s'y rattache. 
** Gauss ne cite pas Vandermonde dans ses Disquisifiones, mais il est vrai- 
semblable qu'il avait lu le mémoire de ce dernier (cf. [124a], t. X?, Abh. 4, p. 58). 
*** La notion de polynôme irréductible (à coefficients rationnels) remonte 
au xvire siècle, et Newton et Leibniz avaient déjà donné des procédés permettant 
(tout au moins théoriquement) de déterminer les facteurs irréductibles d'un 
polynôme à coefficients rationnels explicités ([198 a], t. IV, p. 329 et 355); mais 
la démonstration de Gauss est la première démonstration d'irréductibilité s'ap- 
pliquant à tout un ensemble de polynômes de degré arbitrairement grand. 
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montre en substance que Irs combinaisons linéaires à coefficients 
rationnels des qv forment un corps, engendré par une quelconque 
des f périodes qv et de degré f sur le corps des nombres rationnels 
(ce corps correspondant naturellement au sous-groupe de r d'or- 
dre e). Nous ne pouvons ici entrer dans lc détail de son analyse, et 
des importantes conséquences arithmétiques qu'elle entraîne ;signa- 
lons seulement qu'elle lui donne en particulier le célèbre théorème 
sur la possibilité de construire « par la règle et le compas » les poly- 
gones ayant un nombre de côtés égal à un nombre prcmier de la 
forme 2~" 1 *. Quant à la résolution par radicaux de I'équation 
@,(-Y) - O. elle découle aisément de la théorie des périodes, appliquée 

f-1 

à la puissance f ime  d'une résolvante de Lagrange ovqv(où 
V-n 

wf = 1) **. 
C'est directement à Lagrange que se rattachent les recherches de 

son compatriote Ruffini [265], contemporaines des Disquisitiones; 
reprenant la quehion au point où Lagrange l'avait laissée, elles se 
proposent pour but la démonstration de l'impossibilité de la résolu- 
tion « par radicaux » de l'équation « générale » *** du 5 e  degré. 
La démonstration de Ruffini, prolixe et obscure, reste incomplète 
bien que remaniée à plusieurs reprises ; mais elle est déjà très voisine 
dr la démonstration (correcte dans son principe) qu'obtiendra plus 
tard Abel ****. Son principal intérêt réside surtout dans I'introduc- 
tion du calcul sur les substitutions et des premières notions de théorie 

* Gauss affirme explicitement posséder une démonstration du fait que ce cas 
est le seul où l'on puisse construire par la règle et le compas un polygone ayant 
un nombre premier impair de côtés ([124 a], t. 1, p. 462); mais cette démons- 
tration ne fut jamais publiée et n'a pas été retrouvée dans ses papiers. 
* *  En réalité, si on veut uniquement prouver que l'équation est résohble 
par radicaux, on peut se borner à prendre e = 1, en raisonnant par récurrence 
sur n. 
*** Les mathématiciens du xrxe siècle entendent par IA, en substance, une 
équation dont les coefficients sont des indéterminées sur le corps des rationnels. 
Mais la notion moderne d'indéterminée ne se dégage guère avant les dernières 
années du xrxe s i d e  ; jusque-la, on entend toujours par « polynôme n ou 
« fraction rationnelle » une fonction de variables complexes. Une tquation 
algébrique « générale n est conçue comme une équation dont les coefficients 
sont des variables complexes indépendantes, et dont les racines sont des << fonc- 
tions algébriques » de ces variables - notion A vrai dire totalement dénuée 
de sens ~ r é c i s  si on donne au mot «fonction » son sens actuel. Bien entendu. 
les raisonnements sur ces « fonctions algébriques » sont en général intrinsèque: 
ment corrects, comme on s'en assure en les traduisant dans le langage algébrique 
moderne. 
**** Les articles de Ruffini ont été très soigneusement analysés dans [43]. 



des groupes, que Ruffini développe pour montrer qu'il n'existe pas 
de fonction des 5 racines de l'équation prenant plus de 2 et moins 
de 5 valeurs lorsqu'on permute arbitrairement les racines. 

Nous avons déjà dit (voir p. 73) comment cette première ébauche 
de la théorie des -groupes de permutations fut développée et systé- 
matisée par Cauchy quelques années plus tard. Mais, si les notions 
nécessaires au développement des idées de Lagrange se clarifiaient 
ainsi peu à peu en ce qui concerne les substitutions, il fallait encore 
poser de façon aussi nette les premiers principes de la théorie des 
corps. C'est ce qui avait manqué à Ruffini, et c'est ce que vont faire 
Abel et Galois, dans la dernière phase du problème de la résolution 
des équations algébriques. 

Pendant toute sa courte vie, Abel ne cesse d'être préoccupé par 
ce problème. Presque enfant encore, il avait cru obtenir une forriiule 
de résolution par radicaux de l'équation générale du 5e degré. S'étant 
plus tard aperçu de son erreur, il n'a de cesse qu'il ne soit parvenu 
à démontrer qu'une telle formule n'existe pas ([Il, t. 1, p. 66). Mais 
il ne s'en tient pas là. Alors que son émule Jacobi développe la théorie 
des fonctions elliptiques en analyste, c'est le point de vue algébrique 
qui domine les travaux d'Abel sur cette question, centrés sur la 
théorie des équations de la division des fonctions elliptiques ([Il, 
t. 1, p. 265, 377 et passim). Il obtient ainsi de nouveaux types d'équa- 
tions résolubles par radicaux par une méthode calquée sur celle de 
Gauss pour les équations de la division du cercle ( [ I l ,  t. 1, p. 310 
et 358) * ; résultat d'où il s'élève à la conception des équations « abé- 
liennes », dont il démontre, dans un mémoire célèbre, la résolubilitC 
par radicaux ( [ I l ,  t. 1, p. 478) ; c'est à cette occasion qu'il définit de 
façon précise la notion de polynôme irréductible sur un corps donné 
(le corps engendré par les coefficients de l'équation qu'il étudie) :k* 

* Gauss avait déjà indiqué, dans les Disquisitiones, la possibilité de géné- 
raliser ses méthodes aux équations de la division de la lemniscate ([124 a], t. 1, 
p. 413), et développé, dans des notes publiées seulement de nos jours, le cas 
particulier de la division par 5 ([124a], t. X, p. 161-162 et 517). Comme tant 
d'autres des brèves et kiiigmatiques indications dont Gauss se plais~d à parse- 
mer ses écrits, la phrase des Disquisitiones frappa vivement l'esprit des contem- 
porains ; et nous savons qu'elle ne contribua pas peu à inciter Abcl et Jacobi 
3 leurs recherches sur la question. 
** La notion même de corps (comme, plus généralement, celle d'ensemble) 
est à peu prés étrangére à la pensée mathématique avant Cantor et Dedekind. 
Abel et Galois définissent les kléments de leur « corps de base » comme étant 
tous ceux qui peuvent s'exprimer rationnellement en fonction des quantités 
données, sans songer à considérer explicitement l'ensemble que forment ces 
éléments. 
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Enfin, la mort le terrasse en 1829, alors qu'il s'attaque au problème 
général de la caractérisation de toutes les équations rtsolubles par 
radicaux, et vient de communiquer à Crelle et Legendre des résultats 
déjà tout proches de ceux de Galois ( [ I l ,  t. II, p. 219-243, 269-270 
et 279). 

C'est à celui-ci qu'était réservé, trois ans plus tard, de couronner 
l'édifice [123]. Comme Abel, mais de façon encore plus nette, il com- 
mence par définir (à la terminologie près) l'appartenance d'une 
quantité à un corps engendré par des quantités données, la notion 
d'adjonction, et les polynômes irréductibles sur un corps donné. 
Étant donnée une équation F(x) = O, sans racines multiples, à 
coefficients dans un corps donné K, il montre successivement qu' « on 
peut toujours former une fonction V des racines, telle qu'aucune des 
valeurs que l'on obtient en permutant duns cette fonction les racines 
de toutes manières, ne soient égales », que cette fonction « jouira 
de la propriété que toutes les racines de l'équation proposée s'expri- 
meront rationnellement en fonction de V », et que, V, V', Vu,  ... 
étant les racines de l'équation irréductible à laquelle satisfait V, 
« si a = f(V) est une racine de la proposée, f(V') de même sera une 
racine de la proposée » ([123], p. 47-51); en langage moderne, il prouve 
donc que V, ainsi que l'un quelconque de ses conjugués sur K, engen- 
dre le corps N des racines de F. Il définit alors le groupe r de F 
comme l'ensemble des permutations des racines xi que l'on obtient 
en substituant à V, dans l'expression rationnelle de chacunc des x, 
en fonction de V, un quelconque des conjugués de V ; et il obtient 
aussitôt la caractérisation fondamentale des éléments de K par la 
propriété d'être invariants par toute permutation de r ([123], p. 51). 
II prouve ensuite que, si N contient le corps des racines L d'un 
autre polynôme, le groupe de N sur L est un sous-groupe distingué 
de l- (notion qu'il introduit à cette occasion) ([123], p. 175). De 
là il déduit enfin le critère de résolubilité d'une équation par 
radicaux, au moyen d'un raisonnement dont voici l'essentiel : le 
corps de base K étant supposé contenir toutes les racines de l'unité, 
il doit exister par hypothèse une suite croissante (K,),,,,,, de 
corps intermédiaires entre K et N, avec K,, = K, K m  = N, le corps 
Ki+, s'obtenant par adjonction à Ki de toutes les racines d'une 
équation binôme xni - a,  = O (avec ai E K,). Il existe donc dans I' 
une suite décroissante (ri)  de sous-groupes tels que r, = I', 
I', = ; E ( (élément neutre), ri+, étant distingué dans ri et le groupe 
quotient r,/ri+, étant cyclique (cas où on dit que le groupe I? est 



résoluble). Réciproquement, s'il en est ainsi, l'usage d'une résolvante 
de Lagrange montre que Ki+, s'obtient par adjonction à K, de toutes 
les racines d'une équation binôme, et par suite l'équation F(x) = O 
est résoluble par radicaux *. L'impossibilité de la résolution par 
radicaux de l'équation (( générale 1) de degré n > 4 est alors une 
conséquence de ce que le groupe ï de cette équation, isomorphe 
au groupe symétrique G,, n'est pas résoluble. 

A partir du milieu du xrxe siècle, les algébristes, comme nous 
l'avons déjà marqué (cf. p. 79, élargissent considérablement le 
champ de leurs investigations, jusque-là a peu près entièrement 
confinées à l'étude des équations. A la lumière des découvertes de 
Galois, on s'aperçoit que le problème de la résolution « par radicaux )) 
n'est qu'un cas particulier, assez artificiel, du problème général de la 
classification des irrationnelles. C'est ce dernier qui, pendant toute 
la fin du xlxe siècle, va être attaqué de divers côtés, et de nombreux 
résultats disparates s'accumuleront peu à peu, préparant la voie à 
la synthèse de Steinitz. 

En ce qui concerne tout d'abord les irrationnelles algébriques, 
un principe fondamental de classification était fourni par la théorie 
de Galois, ramenant l'étude d'une équation algébrique à celle de son 
groupe. De fait, c'est surtout la théorie des groupes de permutations, 
dont nous n'avons pas à parler ici (cf. p. 76)' qui, en Algèbre pure, 
fait l'objet principal des recherches de cette période. Les autres 
progiés de la théorie des corps algébriques proviennent du dévelop- 
pement, à la même époque, de la Théorie des nombres et de la Géo- 
métrie algébrique. Ces progrès concernent surtout d'ailleurs le mode 
d'exposition de la théorie, et sont pour la plupart dus à Dedekind 
[79], qui introduit les notions de corps et d'anneau **, et (en liaison 
avec ses recherches sur les systèmes hypercomplexes) développe 

* Si K ne contient pas toutes les racines de l'unité, et si E est le corps obtenu 
en adjoignant à K toutes ces racines, E n N est une extension abélienne de K : 
d'où on déduit aisément (en utilisant la structure des groupes abeliens finis) 
que, pour que le groupe de N sur K soit résoluble, il faut et il suffit que le groupe 
de E(N) sur E le soit. Tenant compte du fait que les racines de I'unité sont 
exprimables (( par radicaux », on voit que le critère de Galois est indépendant 
de toute hypothèse sur le corps de nombres K (et est valable plus gtnikalement 
pour tout corps de caractéristique 0). En réalite, Galois ne fait aucune hypo- 
thése simplificatrice sur K, et raisonne par recurrence sur l'ordre des radicaux 
successivement adjoints à K ([123], p. 60-61). 
** Le mot de (( corps )) est de Dedekind lui-même; celui d' (( anneau )) fut intro- 
duit par Hilbert (Dedekind appelait les anneaux des (( ordres n). 
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systématiquement i'aspect linéaire de la théorie des extensions 
([79], t. III, p. 33 et suiv.). C'est lui aussi qui considère 'le groupe 
de Galois comme formé d'automorphismes de l'extension consi- 
dérée, et non plus seulement comme groupe de permutations des 
racines d'une équation ; et il démontre (pour les corps de nombres) 
le théorème fondamental d'indépendance linéaire des automorphismes 
([79], t. III, p. 29) ainsi que l'existence des bases normales d'une 
extension galoisienne ([79], t. II, p. 433). Enfin, il aborde le problème 
des extensions algébriques de degré infini, et constate que la théorie 
de Galois ne peut s'y appliquer telle quelle (un sous-groupe quelconque 
du groupe de Galois n'étant pas toujours identique au groupe de 
l'extension par rapport à une sous-extension) ; et, par une intuition 
hardie, il songe déjP à considérer le groupe de Galois comme groupe 
topologique * - idée qui ne viendra à maturité qu'avec la théorie 
des extensions galoisiennes de degré infini, développée par Kru11 
en 1928 El87 dl. 

Parallèlement à cette évolution se précise la notion d'élément 
transcendant sur un co'rps. L'existence des nombres transcendants 
est démontrée pour la première fois par Liouville en 1844, par un 
procédé de construction explicite, basé sur la théorie des appro- 
ximations diophantiennes [204 cl; Cantor, en 1874, donne une autre 
démonstration a non constructive )) utilisant de simples considérations 
sur la puissance des ensembles [47]; enfin, Hermite démontre en 
1873 la transcendance de e, et Lindemann en 1882 celle de n par une 
méthode analogue à celle d'Hermite, mettant ainsi un point final à 
l'antique problème de la quadrature du cercle **. 

Quant au rôle des nombres transcendants daqs les calculs algé- 
briques, Kronecker observe en 1882 que, si x est transcendant sur 
un corps K, le corps K(x) est isomorphe au corps des fractions 
rationnelles K(X) ([186 a], t. II, p. 253). 11 fait d'ailleurs de l'adjonc- 
tion d'indéterminées à un corps la pierre angulaire de son exposé 
de la théorie des nombres algébriques ([186 a], t. II, p. 245-387). 
D'autre part, Dedekind et Weber montrent la même année [80] 
comment les méthodes arithmétiques peuvent servir à fonder la 
théorie des courbes algébriques. On voit ainsi apparaître dans plu- 
sieurs directions des analogies entre l'Arithmétique et la Géométrie 

* N ... L'ensemble de ces permutations forme en un certain sens une multiplicité 
continue, question que nous n'approfondirons pas ici n ([79], t .  II, p. 288). 
** On trouvera des démonstrations simples de ces théorèmes par exemple dans 
[163 a], t. 1, p. 1 .  



algébrique, qui se révéleront extrêmement fécondes pour l'une et 
l'autre. 

Dans toutes ces recherches, les corps qui interviennent sont formés 
d'éléments ((concrets )) au sens des mathématiques classiques - nom- 
bres (complexes) ou fonctions de variables complexes *. Mais déjà 
Kronecker, en 1882, se rend bien compte du fait (obscurément pres- 
senti par Gauss et Galois) que les ((indéterminées )) ne jouent dans 
sa thzorie que le rôle d'éléments de base d'une algèbre, et non celui 
de variables au sens de l'Analyse ([186'a], t. I I ,  p. 339-340); et, en 
1887, il développe cette idée, en liaison avec un vaste programme 
qui ne vise a rien moins qu'à refondre toutes les mathématiques en 
rejetant tout ce qui ne peut se ramener à des opérations algébriques 
sur les nombres entiers. C'est à cette occasion que, reprenant une 
idée de Cauchy ([56 a], (1), t. X, p. 312 et 35 1) qui avait défini le corps C 
des nombres complexes comme le corps des restes R[X]/(X2 + l), 
Kronecker montre comment la théorie des nombres algébriques 
est tout à fait indépendante du (( théorème fondamental de l'algèbre » 
et même de la théorie des nombres réels, tout corps de nombres 
algébriques (de degré fini) étant isomorphe à un corps de restes 
Q[X]/(f) (f polynome irréductible sur Q)  (1186 a], t. III,, p. 21 1-240). 
Ainsi que le remarque quelques années plus tard H. Weber [327 a], 
développant une première esquisse de théorie axiomatique des corps, 
cette méthode de Kronecker s'applique en réalité à tout corps de 
base K. Weber indique en particulier qu'on peut prendre pour K 
un corps Z / ( p )  (p nombre premier), faisant ainsi rentrer dans la 
théorie des corps le calcul des congruences (( modulo p )) ; ce dernier 
avait pris naissance dans la seconde moitié du X V I I I ~  siècle, chez 
Euler, Lagrange, Legendre et Gauss, et on n'avait pas manqué 
d'observer l'analogie qu'il présentait avec la théorie des équations 
algébriques ; développant cette analogie, Galois (en vue de recherches 
sur la théorie des groupes) n'avait pas hésité à introduire des ((racines 

Pas plus que leurs prédécesseurs, Kronecker ni Dedekind et Weber ne 
dkfinissent en réalité la notion de fonction algébrique n d'une ou plusieurs 
variables complexes. On ne peut en effet définir correctement une « fonction 
algébrique » d'une variable complexe (au sens de  l'Analyse) qu'une fois définie 
la surface de Riemann correspondante, et c'est précisément la définition de 
la surface de Riemann (par des moyens purement algébriques) qui est le but 
poursuivi par Dedekind et Weber. Ce cercle vicieux apparent disparaît bien 
entendu quand on définit un corps de « fonctions algébriques » comme une 
extension algébrique abstraite d'un corps de fractions rationnelles : en fait, 
c'est uniquement de cette dtfinition que se servent Dedekind et Weber, ce 
qui légitime pleinement leurs resultats. 
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idéales » d'une congruence irréductible modulo p *, et en avait indiqué 
les principales propriétés ([123], p. 1 13-127) **. Lorsqu'on applique la 
méthode de Kronecker à Z / ( p ) ,  on retrouve d'ailleurs (à la termino- 
logie près) la présentation qu'avaient déjà donnée Serret et Dedekind 
([79], t. 1, p. 40) de la théorie de ces « imaginaires de Galois D. 

A tous ces exemples de « corps abstraits » viennent encore s'ajou- 
ter, au tournant du siècle, des corps d'un type nouveau très difiérent, 
les corps de séries formelles introduits par Veronese [318], et surtout 
les corps p-adiques de Hensel[157 f]. C'est la découverte de ces derniers 
qui conduisit Steinitz (comme il le dit explicitement) à dégager les 
notions abstraites communes à toutes ces théories, dans un travail 
fondamental [294 a] qui peut être considéré comme ayant donné 
naissance à la conception actuelle de l'Algèbre. Développant systé- 
matiquement les conséquences des axiomes des corps commutatifs, 
il introduit ainsi les notions de corps premier, d'éléments (algébriques) 
séparables, de corps parfait, définit le degré de transcendance d'une 
extension, et démontre enfin I'existence des extensions algébriquement 
closes d'un corps quelconque. 

A une époque récente, la théorie de Steinitz s'est complétée sur 
quelques points importants. D'une part, les travaux d'Artin ont 
mis en évidence le caractère linéaire de la théorie de Galois [7 a]. 
D'un autre côté, la notion générale de dérivation (caiquée sur les 
propriétés formelles du Calcul différentiel classique) pressentie par 
Dedekind ([79], t. II,  p. 412), introduite par Steinitz dans le cas 
particulier d'un corps de fractions rationnelles ([294 a], p. 209-212), 
a été utilisée avec succès dans l'étude (essentielle pour la Géométrie 
algébrique moderne) des extensions transcendantes, et notamment 
dans la généralisation à ces dernières de la notion de séparabilité 
[330 dl. 

* Dans un manuscrit datant vraisemblablement de 1799, mais publié seulement 
après sa mort, Gauss, sans encore introduire de (:racines idéales», obtient, sous 
une forme équivalente, une bonne partie des résultats de Galois ([124 a], t. I I ,  
p. 212-240, en particulier p. 217).1 
** Galois a pleinement conscience du caractère formel des calculs algébriques, 
n'hésitant pas, par exemple, A prendre la dérivée du premier membre d'une 
congruence pour montrer que cette dernière n'a pas de racines « imaginaires » 
multiples ([123], p. 117). 11 souligne en particulier que le théorème de l'élkment 
primitif est valable aussi bien pour un corps fini que pour un corps de nombres 
((1231, p. 117), sans en donner d'ailleurs de démonstration. 



DIVISIBILITÉ ; C O R P S  ORDONNÉS 

Les opérations arithmétiques élémentaires, et surtout le calcul des 
fractions, ne peuvent manquer de conduire à de nombreuses constata- 
tions empiriques sur la divisibilité des nombres entiers. Mais ni les 
Babyloniens (pourtant si experts en Algèbre), ni les Égyptiens (mal- 
gré leur acrobatique calcul des fractions) ne semblent avoir connu 
de règles générales gouvernant ces propriétés, et c'est aux Grecs que 
revient ici l'initiative. Leur œuvre arithmétique, dont on trouve un 
exposé magistral dans les Livres VI1 et IX d'Euclide [107], ne le cède 
en rien à leurs plus belles découvertes dans les autres branches des 
mathématiques. L'existence du p.g.c.d. de deux entiers est démontrée 
dès le début du Livre VI1 par le procédé connu sous le nom d'a algo- 
rithme d'Euclide D * ; elle sert de base 2i tous les développements 
ultérieurs (propriétés des nombres premiers, existence et calcul du 
p.p.c.m., etc.) ; et le couronnement de l'édifice est formé par les deux 
remarquables théorèmes démontrant l'existence d'une infinité de 
nombres premiers (Livre IX, prop. 20) et donnant un procédé de 
construction de nombres parfaits pairs à partir de certains nombres 
premiers (ce procédé donne en fait tous les nombres parfaits pairs, 
comme devait le démontrer Euler). Seule l'existence et l'unicité de 
la décomposition en facteurs premiers ne sont pas démontrées de 
façon générale ; toutefois Euclide démontre explicitement que tout 
entier est divisible par un nombre premier (Livre VII, prop. 31), 
ainsi que les deux propositions suivantes (Livre IX, prop. 13 et 14) : 

* Si a, et a, sont deux entiers, tels que a! F. a,, on définit par récurrence a, 
(pour n 2 3) comme étant le reste de la division euclidienne de a,-- par a,-, ; 
si ni est le plus petit indice tel que a, = O, a,-, est le p.g.c.d. de a, et a,. C'est 
là la transposition dans le domaine des entiers de la méthode de soustractions 
successives (dite parfois aussi &v6u<palp~ar~) pour la recherche de la commune 
mesure A deux grandeurs. Celle-ci remonte sans doute aux Pythagoriciens, et 
semble avoir été à la base d'une thdorie prd-eudoxienne des nombres irrationnels. 



Si, à partir de l'unité, des nombres aussi nombreux qu'on veut, sont 
en progression de rapport constant [i.e. géométrique], et que celui après 
l'unité soit premier, le plur grand ne sera divisible par aucun excepté 
ceux qui figurent dans la progression 1) (autrement dit, une puissance 
pn d'un nombre premier ne peut être divisible que par les puissances 
de p d'exposant < n). 

a Si un nombre est le plus petit q u i  soit divisible par des rlotnbres 
premiers [donnés], il ne sera divisible par aucun autre nombre premier 
à l'exception de ceux initialement [donnés comme] le divisant )) (autre- 
ment dit, un produit de nombres premiers distincts p l .  . .p, n'a 
pas d'autre facteur premier que p,, . . . ,pJ. 

Il semble donc que si Euclide n'énonce pas le théorème général 
c'est seulement faute d'une terminologie et d'une notation adéquates 
pour les puissances quelconques d'un entier *. 

Bien qu'une étude attentive rende vraisemblable i'existence, dans 
le texte d'Euclide, de plusieurs couches successives, dont chacune 
correspondrait à une étape du développement de l'Arithmétique **, 
il semble que cette évolution se soit tout entière accomplie entre le 
début du ve siècle et le milieu du I V ~ ,  et on ne peut qu'admirer la 
finesse et la sûreté logique qui s'y manifestent : il faudra attendre 
deux millénaires pour assister à des progrès comparables en 
Arithmétique. 

Ce sont les problèmes dits << indéterminés )) ou M diophantiens » 
qui sont à la source des ddveloppements ultérieurs de la Théorie des 
nombres. Le terme d'équations diophantiennes », tel qu'il est uti- 
lisé aujourd'hui, n'est pas, historiquement, tout à fait justifié ; on 
entend généralement par là des équations (ou systèmes d'équations) 
algébriques à coefficients entiers, dont on ne cherche que les solu- 

A l'appui de cette hypothèse, on peut encore remarquer que la démons- 
tration du théorème sur les nombres parfaits n'est au fond qu'un autre cas 
particulier du théorème d'unique décomposition en facteurs premiers. D'ail- 
leurs, tous les témoignages concordent pour prouver que dés cette époque 
la décomposition d'un nombre explicité cn facteurs premiers était connue 
et utilisée couramment ; mais on ne trouve pas de démonstration complète 
du théoréme de décomposition avant celle donnée par Gauss au début des 
Disquisitiones ([124 a], t. 1, p. 15). 
** Cf. [JI7 dl. Un exemple de résidu d'une version antdrieure est fourni par 
lés prop. 21 à 34 du Livre IX, qui traitent des propriétés les plus tlémentaires 
de la divisibilite par 2. et remontent sans doute & une &poque ou la théorie 
géntrale des nombres premiers n'était pas encore développée. On sait d'ailleurs 
que les catégories du Pair et de l'Impair jouaient un grand r61e dans les spécu- 
lations philosophico-mystiques des premiers Pythagoriciens, A qui on est 
naturellement tenté de faire remonter ce fragment (cf. [17 b]). 



tions en nombres entiers : problème qui est d'ordinaire impossible 
si les équations sont (( déterminees », c'est-à-dire n'ont qu'un nombre 
fini de solutions (en nombres réels ou complexes), mais qui, au 
contraire, admet souvent des solutions lorsqu'il y a plus d'inconnues 
que d7Cquations. Or, si Diophante semble bien être le premier à avoir 
considhé des problèmes (( indéterminés 9, il ne cherche qu'excep- 
tionnellement des solutions entières, et se contente le plus souvent 
d'obtenir une seule solution en nombres rationnels [91 a]. Clest l a  
un type de problèmes qu'il peut résoudre le plus souvent par des 
calculs algébriques où la nature arithmétique des inconnues n'inter- 
vient pas * ; aussi la théorie de la divisibilité n'y joue qu'un rôle 
très effacé (le mot de nombre premier n'est prononcé qu'une seule 
fois ([FI a], Livre V, problème 9, t. 1, p. 334-335), et la notion de 
nombres premiers entre eux n'est invoquée qu'à propos du théorème 
affirmant que le quotient de deux nombres premiers entre eux ne 
peut être un carré que si chacun d'eux est un carré) **. 

L'étude des solutions entières des équations indéterminées ne 
commence vraiment qu'avec les mathématiciens chinois ethindous du 
haut Moyen Age. Les premiers semblent avoir été conduits à des spé- 
culations de ce genre par les problèmes pratiques de confection des 
calendriers (ou la détermination des périodes communes à plusieurs 
cycles de phénomènes astronomiques constitue précisément un pro- 
blème « diophantien » du premier degré) ; on leur doit en tout cas 
(sans doute entre le lve et le vrie siècle de notre ère) une règle de réso- 
lution des congruences linéaires simultanées. Quant aux Hindous, 
dont la mathématique connaît son plein épanouissement du ve au 

Si Diophante, dans les problèmes indétermines, se ramène toujours à des 
problèmes à une seule inconnue, par un choix numérique des autres inconnues 
qui rende possible son équation finale, il semye bien que cette méthode soit 
due surtout à sa notation qui ne lui permettait pas de calculer sur plusil-lirs 
inconnues a la fois ; en tout cas. il ne perd pas de vue, au cours du calcul, 1c.i 
substitutions numériques qu'il a faites, et les modifie, le cas échéant, si elles 
ne conviennent pas, en écrivant une condition de compatibilité pour les variables 
substituées, et en résolvant ce problème auxiliaire au préalable. En d'autres 
terrnes,il manie ces valeurs numériques substituées comme nous le ferions 
de pararnétrcs, si bien que ce qu'il fait en definitive revient à trouver une repré- 
sentation paramétrique rationnelle d'une variété algébrique donnée. ou d'une 
sous-variété de celle-ci (cf. [153 f]). 
** Divers indices témoignent cependant de connaissances arithmétiques plus 
avancées chez Diophante : il sait par exemple que l'équation x2 + y2 = n n'a 
oas de solutions rationnelles si n est un entier de la forme 4k + 3 (Livre V .  oro- 
bleme 9 et Livre VI, problème 14 ([91 a], t. 1, p. 332-335 et p. 425; cf. aussi [i53 fl, 
p. 105-1 10)). 



xiire siècle, non seulement ils savent traiter méthodiquement (par 
application de l'algorithme d'Euclide) les systèmes d'équations dio- 
phantiennes linéaires a un nombre quelconque d'inconnues *, 
mais ils sont les premiers a aborder et résoudre des problèmes du 
second degré, dont certains cas particuliers de 1' N équation de Fer- 
mat )) NxZ + 1 = yZ ([78], vol. II, p. 87-307). 

Nous n'avons pas à poursuivre ici l'historique de la théorie des 
équations diophantiennes de degré > 1, qui, travers les travaux de 
Fermat, Euler, Lagrange et Gauss, devait aboutir au xrxe siècle à la 
théorie des entiers algébriques (cf. p. 120-130). Comme nous l'avons 
déjà marqué (cf. p. 79), l'étude des systèmes linéaires, qui ne paraît plus 
présentèr de problèmes dignes d'intérêt, est quelque peu négligée pen- 
dant cette période : en particulier, on ne cherche pas à formuler de 
conditions générales de possibilité d'un système quelconque, ni à 
décrire l'ensemble des solutions. Toutefois, vers le milieu du XiXe si&- 
de, Hermite est conduit à utiliser, en vue de ses recherches de Théorie 
des nombres, divers lemmes sur les équations diophantiennes linéaires, 
et notamment une forme réduite )) d'une substitution linéaire 
coefficients entiers ([159], t. 1, p. 164 et 265); enfin, après que Heger 
eut donné en 1858 la condition dc possibilité d'un système dont le 
rang est égal au nombre d'équations, H.J. Smith, en 1861, définit les 
facteurs invariants d'une matrice à termes entiers, et obtient le théo- 
rème général de réduction d'une t e k  matrice à la « forme canonique » 
([287], t. 1, p. 367-409). 

Mais dans l'intervalle se précisait peu à peu la notion de groupe 
abélien, A la suite de son introduction par Gauss (cf. p. 82). et de 
l'importance prise par cette notion dans le développement ultérieur 
de la Théorie des nombres. Dans l'étude particulièrement approfondie, 
exposée dans les Disquisitiones, du groupe abélien fini des classes de 
formes quadratiques de discriminant donné, Gauss s'était i ite aperçu 
que certains de ces groupes n'étaient pas cycliques : « dans ce cas », 
dit-il, une base [c'est-à-dire un générateur] ne peut suffire, il faut en 
prendre deux ou un plus grand nombre qui, par la rnultiplication et la 
composition **, puissent produire toutes les classes D ([124 a], t. 1, p. 374- 
375). 11 n'est pas certain que, par ces mots, Gauss ait voulu décrire 

* Les problèmes astronomiques ont été aussi parmi ceux qui ont amené 
les Hindous a s'occuper de ce genre d'équations (cf. [78], t .  II ,  p. 100, 117 et 
135). 
** Gauss note additivement la loi de composition des classes, par « multipli- 
cation )) i l  entend donc le produit d'une classe par un entier. 



la décomposition du groupe en produit direct de groupes cycliques ; 
toutefois, dans 1s même article des Disquisitiones, il démontre qu'il 
existe un élément du groupe dont l'ordre est le p.p.c.m. des ordres 
de tous les éléments - en d'autres termes, il obtient l'existence du 
plus grand facteur invariant du groupe ([124 a], t. 1, p. 373)-; et 
d'autre part, la notion de produit direct lui était connue, car dans un 
manuscrit datant de 1801 mais non publie de son vivant, il esquisse 
une démonstration générale de la décomposition d'un groupe abélien 
fini en produit direct de p-groupes * ([124 a], t. II, p. 266). En tout 
cas, en 1868, Schering, l'éditeur des œuvres de Gauss, inspiré par ces 
résultats (et notamment par ce manuscrit qu'il venait de retrouver) 
démontre (toujours pour le groupe des classes de formes quadra- 
tiques) le théorème général de décomposition ([272], t. 1, p. 135-148) 
par une méthode qui, reprise deux ans plus tard en termes abstraits 
par Kronecker ([186 a], t. 1, p. 273-282), est essentiellement celle qui 
est encore utilisée aujourd'hui. Quant aux groupes abéliens sans 
torsion, nous avons déjà dit (cf. p. 86-87) comment la théorie des fonc- 
tions elliptiques et des intégrales abéliennes, développée par Gauss, 
Abel et Jacobi, amenait peu à peu à prendre conscience de leur struc- 
ture ; le premier et le plus célèbre exemple de décomposition d'un 
groupe infini en somme directe de groupes monogènes est donné en 
1846 par Dirichlet dans son mémoire sur les unités d'un corps de 
nombres algébriques ([92], t. 1, p. 619-644). Mais ce n'est qu'en 1879 
que le lien entre la théorie des groupes abéliens de type fini et le 
théorème de Smith est reconnu et utilisé explicitement par Frobenius 
et Stickelberger ([120], 5 10). 

Vers la même époque s'achève également la théorie de la simili- 
tude des matrices (A coefficients réels ou complexes). La notion de 
valeur propre d'une substitution linéaire apparaît explicitement dans 
la théorie des systèmes d'équations différentielles linéaires à coeffi- 
cients constants, appliquée par Lagrange ([191], t. 1, p. 520) à la théorie 
des petits mouvements, par Lagrange ([IPI], t. VI, p. 655-666) et 
Laplace ([193], t. VIII, p. 325-366) aux inégalités « séculaires » des 
planètes. Elle est implicite dans bien d'autres problèmes abordés 
aussi vers le milieu du xviiie siècle, comme la recherche des axes d'une 
conique ou d'une quadrique (effectuée d'abord par Euler ([IO8 a), 
( l ) ,  t. IX, p. 384)), ou l'étude (développée aussi par Euler ([IO8 a], (2), 

* Abel démontre aussi en passant cette propriéte dans son mémoire sur 
les kquations abtliennes ( [ I l ,  t. 1, p. 494-497). 



t. III, p. 200-201)) des axes principaux d'inertie d'un corps solide 
(découverts par De Segner en 1755) ; nous savons aujourd'hui que 
c'est elle aussi (sous une forme beaucoup plus cachée) qui intervenait 
dans les débuts de la théorie des équations aux dérivées partielles, 
et en particulier dans l'équation des cordes vibrantes. Mais (sans 
parler de ce dernier cas) la parenté entre ces divers problèmes n'est 
guère reconnue avant Cauchy ([56 a], (2), t. V, p. 248 et t. IX, p. 174). 
En outre, comme la plupart font intervenir des matrices symétriques, 
ce sont les valeurs propres de ces dernières qui sont surtout étudiées 
au début ; notons ici que dès 1826, Cauchy démontre l'invariance par 
similitude des valeurs propres de ces matrices, et prouve qu'elles sont 
réelles pour une matrice symétrique du 3" ordre ([56 a], (2), t. V, 
p. 248), résultat qu'il généralise aux matrices symétriques réelles 
quelconques trois ans plus tard ([56 a], (2), t. IX, p. 174) *. La notion 
gbnérale de projectivité, introduite par Mobius en 1827 ([223], t. 1, 
p. 217), amène rapidement au problème de la classification de ces 
transformations (pour 2 et 3 dimensions tout d'abord), ce qui n'est 
autre que le problème de la similitude des matrices correspondantes ; 
mais pendant longtemps cette question n'est traitée que par les 
méthodes a synthétiques )) en honneur au milieu du xrxe siècle, et ses 
progrès (d'ailleurs assez lents) ne paraissent pas avoir eu d'influence 
sur la théorie des valeurs propres. II n'en est pa. de même d'un autre 
problème de géométrie, la classification des faisceaux de coniques ou 
de quadriques, qui, du point de vue moderne, ~evient à l'étude des 
diviseurs élémentaires de la matrice U + AV, où U et V sont deux 
matrices symétriques ; c'est bien dans cet esprit que Sylvester, en 
1851, aborde ce problème, examinant avec soin (en vue de trouver 
des tt formes canoniques )) du faisceau considéré) ce que deviennent 
les mineurs de la matrice U + AV quand on y substitue à A une 
valeur annulant son déterminant ([304]. t. 1, p. 219-240). L'aspect 
purement algébrique de la théorie des valeurs propres progresse 
simultanément ; c'est ainsi que plusieurs auteurs (dont Sylvester lui- 
même) démontrent vers 1850 que les valeurs propres de Un sont les 

* Un essai de démonstration de ce résultat, pour le cas particulier des iné- 
galités (( séculaires )) des planètes, avait déjà été fait en 1784 par Laplace ([193], 
t. XI, p. 49-92). En ce qui concerne l'équation du 3e degré donnant les axes d'une 
quadrique réelle, Euler avait admis sans démonstration la réalité de ses racines, 
et une tentative de démonstration de Lagrange, en 1773 ([191], t. I I I ,  p. 579- 
616) est insuffisante; ce point fut, démontré rigoureusement pour la première 
fois par Hachette et Poisson, en 1801 [140]. 
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puissances n-èmes des valeurs propres de U, tandis qu'en 1858 
Cayley, dans le mémoire où il fonde le calcul des matrices ([58], 
t. II, p. 475-496), énonce le « théorème de Hamilton-Cayley » pour 
une matrice carrée d'ordre quelconque *, en se contentant de le 
démontrer par calcul direct pour les matrices d'ordre 2 et 3. Enfin, 
en 1868, Weierstrass, reprenant la méthode de Sylvester, obtient des 
« formes canoniques » pour un « faisceau )) U + A V, ou, cette fois, 
U et V sont des matrices carrées non nécessairement symétriques, 
soumises à la seule condition que det(U + A V) ne soit par identique- 
ment nul ; il en déduit la définition des diviseurs élémentaires d'une 
matrice carrée quelconque (à termes complexes), et prouve qu'ils 
caractérisent celle-ci à une similitude près ([329 a], t. II, p. 19-44); 
ces résultats sont d'ailleurs retrouvés partiellement (et apparemment 
de façon indépendante) par Jordan deux ans plus tard ** ([174 a], 
p. 114-125). Ici encore, c'est Frobenius qui, en 1879, montre qu'on 
peut déduire simplement le théorème de Weierstrass de la théorie 
de Smith, étendue aux polynômes ([119], t. 1, p. 482-544, 5 13). 

Nous veinons de faire allusion à la théorie de la divisibilité des 
polynômes d'une variable ; la question de la division des polynômes 
devait iiaturellement se poser dès le début de I'alghbre, comme opé- 
ration inverse de la n~ultiplication (cette dernière étant déjà connue 
de Diophante, tout au moins pour les polynômes de petit degré) ; 
mais on conçoit qu'il n'était guère possible d'aborder le problème 
de façon générale avant qu'une notation cohérente se fût imposée 
pour les divcrses puissances de la variable. Dc fait, on ne trouve 
guère d'exemple du processus dc division « euclidienne » des poly- 
nômes, tel que nous le coimaissons, avant le milieu du xvre siècle *** ; 
et S. Stévin (qui utilisc esseiitiellement la notation des exposants) 
paraît être le premier qui ait eu l'idée d'en déduire l'extension de 
1' « algorithme d'Euclide » pour la recherche du p.g.c.d. de deux 
polynômes ([295], t. 1, p. 54-56). A cela près, la notion de divisibilité 

* Hamilton avait incidemment démontré ce théokme pour les matrices d'ordre 3 
quelques années auparavant ([145 a], p. 566-567). 
** Jordan ne mentionne pas l'invariance de la forme canonique qu'il obtient. 
I I  est intéressant d'observer par ailleurs qu'il traite la question, non pour des 
matrices à termes complexes, mais pour des matrices sur un corps fini. Signa- 
lons d'autre part que, dès 1862, Grassmann avait donné une méthode de réduc- 
tion d'une matrice (à termes complexes) à la forme triangulaire, et mentionnd 
explicitement le lien entre cette réduction et la classification des projectivites 
((134, t. Io, p. 249-254). 
*** Cf. par exemple [33]. 



Ctait restée propre aux entiers rationnels jusqu'au milieu du X V I I I ~  siè- 
cle. C'est Euler qui, en 1770, ouvre un nouveau chapitre de 1'Arith- 
métique en étendant, non sans témérité, la notion de divisibilité 
aux entiers d'une extension quadratique : cherchant à déterminer 
les diviseurs d'un nombre de la forme x2 + cy2 (x, y, c entiers ration- - . .  

i- 1 

nels), il pose x + y \i - c = ( p  + q 4 5 )  ( r  + s - c) (p, q, 
r, s entiers rationnels) et en prenant les normes des deux membres, 
il n'hésite pas à affirmer q;'il obtient ainsi tous 1;s diviseurs de 
x2 + cy2 SOUS la forme p2 + cq2 ([IO8 a], (11, t. 1, p. 422). En d'autres 

1 termes, Euler raisonne comme si l'anneau Z[v -- c] était principal ; 
un peu plus loin, il utilise un raisonnement analogue pour appliquer 
la méthode de « descente infinie » à l'équation xJ + y3 - z3 (il se 
ramène à écrire que p2 + 3q2 est un cube, ce qu'il fait en posant 
p + 4\/-3 = (r + s 4 - 3)3). Mais dès 1773, Lagrange démon- 
tre ([191], t. III, p. 695-795) que les diviseurs des nombres de la 
forme x K t  cy2 ne sont pas toujours de cette forme, premier exemple 
de la difficulté fondamentale qui allait se présenter avec bien plus 
de netteté dans les études, poursuivies-par Gauss e t   ses^ successeurs, 
Sur~ladivisibilité dans les corps de racines de l'unité * ; il n'est pas 
possible, en général, d'étendre directement à ces corps les propriétés 
essentielles de la .divisibilité des entiers rationnels, existence du 
p.g.c.d. et unicité de la décomposition en facteurs premiers. Ce n'est 
pas ici le lieu de décrire en détail comment Kummer pour les corps 
de racines de l'unité Il88 b] **, puis Dedekind et Kronecker pour les 
corps de nombres algébriques quelconques, parvinrent à surmonter 
ce formidable obstacle par la création de la théorie des idéaux, un 
des progrès les plus dkcisifs de l'algèbre moderne (cf. p. 120-130). 

* Gauss semble avoir un moment espéré que l'anneau des entiers dans le 
corps des racines n-èmes de l'unité soit un anneau principal; dans un manus- 
crit non publié de son vivant ([124 a], t. II, p. 387-397), on le voit demontrer 
I'existence d'un processus de division euclidienne dans le corps des racines 
cubiques de l'unité, et donner quelques indications sur un processus analogue 
dans le corps des racines 5-èmes ; il utilise ces rtsultats pour demontrer par 
un raisonnement de <( descente infinie » plus correct que celui d'Euler I'impossi- 
bilité de l'tquation x3 + y3 = z3 dans le corps des racines cubiques de I'unitd, 
signale qu'on peut ttendre la méthode à l'équation x6 + y" z*, mais s'arrête 
à l'tquation xi + y' = z7 en constatant qu'il est impossible alors de rejeter 
a priori le cas où x ,  y, z ne sont pas divisibles par 7. 
+* Dès son premier travail sur les « nombres idéaux », Kummer signale expli- 
citement la possibilite d'appliquer sa méthode, non seulement aux corps de 
racines de I'unitk, mais aussi aux corps quadratiques, et de retrouver ainsi les 
résultats de Gauss sur les formes quadratiques binaires ([188 b], p. 324-325). 



Mais Dedekind, toujours curieux des fondements des diverses théories 
mathématiques, ne se contente pas de ce succès; et, analysant le méca- 
nisme des relations de divisibilité, il pose les bases de la théorie 
moderne des groupes réticulés, dans un mémoire (sans retentissement 
sur ses contemporains, et tombé pendant 30 ans dans l'oubli) qui est 
sans doute un des premiers en date des travaux d'algèbre axiomatique 
([79], t. II, p. 103-147). 

Dès le milieu du X V I I I ~  siècle, la recherche d'une démonstration 
du « théorème fondamental de l'algèbre » est à l'ordre du jour (cf. 
p. 99). Nous n'avons pas à rappeler ici la tentative de d'Alembert, 
qui inaugurait la série des démonstrations utilisant le calcul infini- 
tésimal (cf. p. 200). Mais, en 1749, Euler aborde le pioblème d'une 
tout autre façon ([IO8 a], (1)' t. VI, p. 78-147) : pour tout polynôme f 
à coefficients réels, il cherche à démcntrer l'existence d'une décom- 
position f =AS, en deux polynômes .(non constants) à coefficients 
réels, ce qui lui donnerait la démonstration du « théorème fonda- 
mental » par récurrence sur le degré de f. Il suffit même, comme il 
le remarque, de s'arrêter au premier facteur de degré impair. et par 
conséquent toute la difficulté revient à considérer le cas où le degré n 
de f est pair. Euler se borne alors à l'étude du cas où les facteurs 
cherchés sont tous deux de degré 4 2 ,  et il indique que, par un calcul 
d'élimination convenablement mené, on peut exprimer les coeffi- 
cients inconnus de f, et f, rationnellement en fonction d'une racine 
d'une équation à coefficients réels dont les termes extrêmes sont de 
signes contraires, et qui par suite a au moins une racine réelle. Mais 
la démonstration d'Euler n'est qu'une esquisse, où de nombreux 
points essentiels sont passés sous silence ; et ce n'est qu'en 1772 que 
Lagrange parvint à résoudre les difficultés soulevées par cette démons- 
tration ([191], t. III, p. 479-516) au moyen d'une analyse fort longue 
et fort minutieuse, où il fait preuve d'une remarquable virtuosité 
dans l'emploi des méthodes « galoisiennes » (pour ainsi dire) nouvel- 
lement créées par lui (cf. p. 100-101). 

Toutefois Lagrange, comme Euler et tous ses contemporains, 
n'hésite pas à raisonner formellement dans un « corps de racines D 
d'un polynôme (c'est-à-dire, dans son langage, à considérer des 
« racines imaginaires » de ce polynôme) ; la Mathématique de son 
époque n'avait fourni aucune justification de ce mode de raison- 
nement. Aussi Gauss, délibérément hostile, dès ses débuts, au forma- 
lisme effréné du X V I I I ~  siècle, s7élève-t-il avec force, dans sa disserta- 



DIVISIBILITÉ ; CORPS ORDON& 119 

tion, contre cet abus ([124 a], t. III, p. 3). Mais il n'eût pas été lui-même 
s'il n'avait senti qu'il ne s'agissait là que d'une présentation exté- 
rieurement défectueuse d'un raisonnement intrinsèquement correct. 
Aussi le voyons-nous, quelques années plus tard ([124 a], t. III, p. 3 3 ;  
cf. aussi [124 b]) reprendre une variante plus simple du raisonnement 
d'Euler, suggérée dès 1759 par de Foncenex (mais que ce dernier 
n'avait pas su mener à bien), et en déduire une nouvelle démonstra- 
tion du théorème fondamental B, où il évite soigneusement tout 
emploi de racines ((imaginaires » : ce dernier étant remplacé par 
d'habiles adjonctions et spécialisations d'indéterminées. 

Le rôle de la Topologie dans le « théorème fondamental » se 
trouvait ainsi ramené à l'unique théorème suivant lequel un poly- 
nôme à coefficients réels ne peut changer de signe dans un intervalle 
sans s'annuler (théorème de Bolzano pour les polynômes). Ce thCo- 
rème est aussi à la base de tous les critères de Séparation des racines 
réelles d'un polynôme (à coefficients réels), qui constituent un des 
sujets de prédilection de l'Algèbre pendant le X I X ~  siècle *. Au cours 
de ces recherches, on ne pouvait manquer de constater que c'est 
la structure d'ordre de R, bien plus que sa topologie, qui y joue le 
rôle essentiel ** ; par exemple, le théorème de Bolzano pour les 
polynômes est encore vrai pour le corps de tous les nombres algé- 
briques réels. Ce mouvement d'idées a trouvé son aboutissement 
dans la théorie abstraite des corps ordonnés, créée par E. Artin et 
O. Schreier ([7 b] et [8 a et b]); un des plus remarquables résultats 
en est sans doute la découverte que l'existence d'une relation d'ordre 
sur un corps est liée à des propriétés purement algébriques de ce 
corps. 

* Sur ces questions, le lecteur pourra par exemple consulter (2841 ou [317 a], 
D. 223-235. 
i* La tendance A attribuer à la structure d'ordre des nombres réels une place 
prépondérante se marque aussi dans la definition des nombres réels par le 
procédé des « coupures » de Dedekind, qui est au fond un procédé applicable 
à tous les ensembles ordonnes. 
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T H É O R I E  D E S  N O M B R E S  A L G É B R I Q U E S  

L'algèbre commutative u abstraite 1) est de création récente, mais 
son développement ne peut se comprendre qu'en fonction de celui 
de la théorie dei nombres algébriques et de la géométrie algébrique 
qui lui ont donné naissance. 

On a pu conjecturer sans trop d'invraisemblance que la fameuse 
<( démonstration » que prétendait posséder Fermat de l'impossibilité 
de l'équation xp + 1.p = zp pour p premier impair et x, y, z entiers 
#O, aurait reposé sur la décomposition 

6x -t- y)(x + GY) . . . (x + <p-'y) = zp 

dans l'anneau Z[a (où c f 1 est une racine p-ème de l'unité), et sur 
un raisonnement de divisibilité dans cet anneau, en le supposant 
principal. On trouve en tout cas un raisonnement analogue ébauché 
chez Lagrange ([191], t. II, p. 531); c'est par des raisonnements 
de ce genre, avec diverses variantes (notamment des changements 
de variables destinés à abaisser le degré de l'équation) qu'Euler ([IO8 a], 
t. 1, p. 488) * et Gauss ([124 a], t. II, p. 387) démontrent le théorème 
de Fermat pour p = 3, Gauss (loc. cit.) et Dirichlet ([92], t. 1, p. 42) 
pour p = 5, et Dirichlet l'impossibilité de l'équation x14 + y14 = z14 

([92], t. 1, p. 190). Enfin, dans ses premières recherches sur la théorie 
des nombres, Kummer avait cru obtenir de cette façon une démons- 
tration générale, et c'est sans doute cette erreur (qui lui fut signalie 
par Dirichlet) qui l'amena à ses études sur l'arithmétique des corps 
cyclotomiques, d'ou il devait enfin réussir à déduire une version 

- 
Dans sa démonstration, Euler procède comme si Z[V- 31 était principal, ce qui 

n'est pas le cas; toutefois, son raisonnement peut être rendu correct par la consi- 
dération du conducteur de Z[p] (3 racine cubique de l'unité) sur z[V- 31 
(cf. 12881, p. 190). 
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correcte de sa démonstration pour les nombres premiers p < 100 
[188 dl. 

D'un autre côté, le cilèbre mémoire de Gauss de 1831 sur les 
résidus biquadratiques, dont les résultats sont déduits d'une étude 
détaillée de la divisibilité dans l'anneau Z[i] des ((entiers de Gauss )) 
([124 a], t. II, p. 109) montrait clairement l'intérêt que pouvait présenter 
pour les problèmes classiques de la théorie des nombres l'extension 
de la notion de divisibilité aux nombres algébriques *; aussi n'est-il 
pas surprenant qu'entre 1830 et 1850 cette théorie ait fait l'objet de 
nombreux travaux des mathématiciens allemands, Jacobi, Dirichlet 
et Eisenstein d'abord, puis, un peu plus tard, Kummer et son élève 
et ami Kronecker. Nous n'avons pas à parler1 ici de la théorie des 
unités, trop particulière a la théorie des nombres, où les progrès 
sont rapides, Eisenstein obtenant la structure du groupe des unités 
pour les corps cubiques, Kronecker pour les corps cyclotomiques, 
peu avant que Dirichlet, en 1846 ([92], t. 1, p. 640) ne démontre le 
théorème général, auquel était presque parvenu de son côté Hermite 
([159], t. 1, p. 159). Beaucoup plus difficile apparaissait la question 
(centrale dans toute la théorie) de la décomposition en facteurs 
premiers. Depuis que Lagrange avait donné des exemples de nombres 
de la forme x" Dyyx ,  y, D entiers) ayant des diviseurs qui ne sont 
pas de la forme rnz + Dnz ([191], t. II, p. 465), on savait en substance 
qu'il ne fallait pas s'attendre en général à ce que les anneaux Z[V- Dl 
fussent principaux, et à la témérité d'Euler avait succédé une grande 
circonspection; quand Dirichlet, par exemple, démontre que la relation 
pz - 5q8 = r5 ( p ,  q, r entiers) équivaut à p + ql / j  = (x + y r j ) 5  
pour x,  y entiers, il se borne à signaler en note qu'c( il y  g des théorèmes 
analogues pour beaucoup d'autres nombres premiers [que 51 » (1921, 
t. 1, p. 3 1). Avec le mémoire de Gauss de 1831 et le travail d'Eisenstein 
sur les résidus cubiques [IO2 a], on avait bien, il est vrai, des études 
poussées de l'arithmétique dans les anneaux principaux Z [ i ]  et Z[p] 
(p = (- 1 -t i1/3)/2, racine cubique de I'unité) en parfaite analogie 
avec la théorie des entiers rationnels, et sur ces exemples au moins, 
le lien étroit entre l'arithmétique dans les corps quadratiques et la 

* Les recherches de Gauss sur la division de la lemniscate et les fonctions ellip- 
tiques liées à cette courbe, non publiées de son vivant, mais datant des environs 
de 1800, avaient dü l'amener des cette époque à réfléchir sur les propriétés arith- 
métiques de l'anneau ZIi] ,  la division par les nombres de cet anneau jouant un 
r6le important dans la thtoriej voir ce que dit B ce propos Jacobi ([171F t. VI, 
p. 275) ainsi que les calculs relatifs a ces questions trouvés dans les papiers de 
Gauss ([124 a], t. I I ,  p. 411; doir aussi [124 a], t. Xr, p. 33 et suiv.). 



théorie des formes quadratiques binaires développée par Gauss était 
très apparent; mais il manquait pour le cas général un (( dictionnaire N 
qui eût permis de traiter du corps quadratique par une simple traduc- 
tion de la théorie de Gauss * 

En fait, ce n'est pas pour les corps quadratiques, mais bien pour 
les corps cyclotomiques (et pour des raisons qui n'apparaîtront 
nettement que bien plus tard (cf. p. 127)) que l'énigme allait d'abord 
.être résolue. Dès 1837, Kummer, analyste à ses débuts, se tourne 
vers l'arithmétique des corps cyclotomiques; qui ne va plus cesser 
de l'occuper de façon presque exclusive pendant 25 ans. Comme 
ses prédécesseurs, il étudie la divisibilité dans les anneaux Z[<], où 

est une racine p-&me de l'unité # 1 (p premier impair); il s'aperçoit 
vite que, là aussi, on rencontre des anneaux non principaux, bloquant 
tout progrès dans l'extension des loi's' de l'arithmétique [188 a], et 
c'est seulement en 1845, au bout de 8 ans d'efforts, qu'apparaît enfin 
la lumière, grâce à sa définition des « nombres idéaux » [I88 c et dl. 

Ce que fait Kummer revient exactement, en langage moderne, à 
définir les valuations sur le corps Q[q : elles sont en correspondance 
biunivoque avec ses (< nombres premiers idéaux », 1 ' ~  exposant » avec 
lequel un tel facteur figure dans la (( décomposition )) d'un nombre 
x EZ[<] n'étant autre que la valeur en x de la valuation correspondante. 
Comme les conjugués de x appartiennent aussi à Z[a, et que leur 
produit N(x) (la (( norme 1) dex **) est un entier rationnel, les <( facteurs 
premiers idéaux 1) à définir devaient aussi être (( facteurs )) des nombres 
premiers rationnels, et pour en donner la définition, on pouvait se 
borner à dire ce qu'étaient les (( diviseurs premiers idéaux N d'un 

* Le lecteur trouvera une description précise de cette correspondance entre 
formes quadratiques et corps quadratiques dans [288], p. 205-229. 
** La notion de norme d'un nombre algébrique remonte a Lagrange : si 
Ü, (1 .; i G n )  sont les racines d'un polynôme de degré n, il considère même la 

n 

a forme norme N N(xo, s,, . . ., .Y,-,) = n (xo + alx, i . . . + a(-lx,-,) en les 
1-1 

variables x,, qui lui avait sans doute été suggérée par ses recherches sur la réso- 
lution des équations et les « résolvantes de Lagrange )) ([191], t. VII, p. 170). 11 
est A noter que c'est la propriété multiplicative de la norme qui conduit Lagrange 
i son identité sur les formes quadratiques binaires, d'où Gauss devait tirer la 
a composition N de ces formes ([124 a], t. II, p. 522). D'autre part, lorsque la thdorie 
des nombres algébriques débute aux environs de 1830, c'est très souvent sous 
forme de résolution d'équations N(x,, . . ., x,-,) = h (en particulier avec h = 1 
pour la recherche des unités) ou d'étude des (( formes normes N (dites aussi (( formes 
décomposables 1)) que sont présentés les problèmes; et même dans des travaux 
récents, les propriétés de ces équations diophantiennes particulières sont utilisées 
avec fruit, notamment en théorie des nombres p-adiques (Skolem, Chabauty). 
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nombre premier ~ E Z .  Pour q = p, Kummer avait déjà prouvé en 
substance [188 a] que l'idéal principal (1 - c) était premier et que sa 
puissance (y - 1)-ème était l'idéal principal (p); ce cas ne soulevait 
donc aucun problème nouveau. Pour q f y, l'idée qui semble avoir 
guidé Kummer est de remplacer l'équation cyclotomique @,(z) = O 
par la congruence @,(u) O (mod. q), autrement dit de décomposer 
le polyi~ôme cyclotomique @,(X) sur le corps Fq, et d'associer à 
chaque facteur irréductible de ce polynôme un « facteur premier 
idéal P. Un cas simple (explicitement cité dans la Note [188 b] où 
Kummer annonce ses résultats sans démonstration) est celui où 
q - 1 (mod. p ) ;  si q = nlp + 1 et si ycF, est une racine (q - 1)-ème 
primitive de 1, on a, dans F,[X], 

P- 1 

Qp(X) = I-'j (X - yh-m) 
h-=1 

puisque ypm = 1. Associant alors à chaque facteur X - ykm un 
(( facteur premier idéal n qk de q, Kummer dit qu'un élément x ~ Z [ n ,  
dont P est le polynôme minimal sur Q, est divisible par q, si dans F, 
on a P(yknl) = O; en somme, en langage moderne, il écrit l'anneau 
quotient Z[q /qZ[g comme composé direct de corps isomorphes à F,. 
Pour q f 1 (mod. p), les facteurs irréductibles de @,(X) dans F,[X] 
ne sont plus du premier degré, et il faudrait donc substituer à X 
dans P(X) des racines (( imaginaires de Galois 1) des facteurs de a, 
dans *,[XI. Kummer évite cette difficulté en passant, comme nous 
dirions aujourd'hui, dans le corps de décomposition K de q : si f est 
le plus petit entier tel que qf -- 1 (mod. p), et si l'on pose p - 1 = ef, 
K n'est autre que le sous-corps de Q(c) formé des invariants du sous- 
groupe d'ordre f du groupe de Galois (cyclique d'ordre p - 1) de 
Q(c) sur Q ;  autrement dit c'est l'unique sous-corps de Q(c) qui soit 
de degré e sur Q ;  il était fort bien connu depuis les Disquisitiones 
de Gauss, étant engendré par les (< périodes )) 

(O < k < e - 1, 5, = cg" où g est une racine primitive de la congru- 
ence zp-' = 1 (mod. p)), qui en forment une base normale. Si R(X) 
est le polynôme minimal (unitaire et à coefficients entiers rationnels) 
d'une quelconque de ces (( périodes )> q, Kummer, se basant sur les 
formules de Gauss, prouve que, sur le corps F,, R(X) se décompose 
encore en facteurs distincts du premier degré X - üj (1 < j < e),  
et c'est à chacun des uj qu'il associe cette fois un (( facteur premier 



124 ELÉMENTS D'HISTOIRE DES MATH~MATIQUES 

idéal » q,. Pour définir la « divisibilité par qj », Kummer écrit tout 
f i l  

xcZ[(J sous la forme x = rkyk, OU chaque y k ~ K  s'écrit lui 
X-=O 

même d'une façon unique comme polynôme de degré < e - 1 en 
q, à coefficients entiers rationnels; .il dit que x est divisible par qi 
si et seulement si, Iorsqu'on substitue Ilj à q dans chacun des yk, les 
éléments de P, obtenus sont tozrs nuls. Mais il fallait encore définir 
1 ' ~  exposant » de qj dans x. Pour cela, Kumher introduit ce que nous 
appellerions maintenant une uniformisante pour q,, c'est-à-dire un 
élément p,eK tel que N(pj) = O (mod. q), N(pj) f 0 (mod. q2), et 
enfin tel que pj soit divisible par q, (au sens défini ci-dessus) mais par 
aucun autre des facteurs idéaux f qj.de q. L'existence d'un tel p, avait 
en substance été prouvée par Kronecker dans sa dissertation l'année 
précédente ([186 a], t. 1, p. 23); posant alors p; = N(pj) /p,, Kummer dit 
que l'exposant de q, dans x est égal à h si Son a xpih = O (mod. qh), 
mais xp;"+l s O (mod. qh+l); il commence bien entendu par prouver 
que la relation xp; -- O (mod. q )  équivaut au fait que x est divisible par 
q, (au sens antérieur). Une fois ces définitions posées, l'extension à 
Z[<] des lois usuelles de divisibilité pour les (( nombres idéaux » n'offrait 
plus de difficulté sérieuse; et dès son premier mémoire il88 a] Kummer 
put même, en utilisant la (( méthode des tiroirs )) de Dirichlet, démon- 
trer que les (( classes » de (( facteurs idéaux ;) étaient en nombre fini*. 

Nous ne poursuivrons pas l'histoire des travaux ultérieurs de 
Kummer sur les corps cyclotomiques, en ce qui concerne la détermi- 
nation du nombre de classes et l'application à la démonstration du 
théorème de Fermat dans divers icas. Mentionnons seulement la 
manière dont, en 1859, il étend sa méthode pour obtenir (au moins 
partiellement) les (( nombres premiers idéaux 1) dans un (( corps kum- 
merien n Q(<, p), où p est une racine d'un polynôme irréductible 
P(X) = Xp - a, avec UEZ[Q [188 el. Il est intéressant que Kummer 
envisage le problème en considérant précisément Q(<, p) comme une 
extension cyclique du corps Q(<) pris comme c( corps de base » ** : 
* 11 ne fait d'ailleurs en cela que reprendre un raisonnement de Kronecker dans 
sa dissertation, relatif aux classes de solutions d'équations de la forme 
N(xo, x,, . . . , x,,) = a ([188 a], t, II, p. 25). D'autre part, Kummer fait plusieurs 
fois allusion à des résultats qu'aurait -obtenus Dirichlet sur des équations de ce 
type (pour un corps de nombres algébriques quelconque); mais ces résultats 
n'ont 6t6 ni publiés, ni retrouvés dans les papiers de Dirichlet. 
** Dans son mémoire sur les formes quadratiques à coefficients dans l'anneau des 
entiers de Gauss ([92), t. 1, p. 533-618)' Dirichlet avait, à divers endroits, 6té amen6 
à considérer la norme relative du corps Q(I/D, i )  sur son soustorps quadratique 
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il part d'un « nombre premier idéal >) q de Z[Q, qu'il suppose ne pas 
diviser p ni cc, et cette fois, il examine (en termes modernes) le poly- 
nôme P(X) = XP - OL dans le corps résiduel k de la valuation de 
Q(c) correspondant à q (oi étant l'image canonique de cc dans k). 
Comme Q(c) est le corps des racines plèmes de l'unité, P est, soit 
irréductible sur k, soit produit de facteurs du premier degré. 
Dans le premier cas, Kummer dit que q reste premier dans Z[[, pl; 
dans le second, il introduit des éléments wi (1 < i < p) de Z[g dont 
les images dans k sont les racines de P, et il associe à chaque indice i 

un facteur premier idéal r i  de q; posant ensuite W i(X) = (X - w,), 
j# i 

il dit que, pour un polynôme f à coefficients dans Z[n, f(p) contient 
m fois le facteur idéal ri si l'on a 

f(wi)W:(wi) O (mod. qm)  

mais 
f (wi)W f +l( i i . i )  + O (mod. q n'+l). 

En somme, il obtient de cette façon les valuations de O(<. F) non 
ramifiées sur Q, ce qui lui suffit pour les applications qu'il a en vue. 

Kummer avait eu la chance de rencontrer, dans l'étude des corps 
particuliers auxquels ses recherches sur le théoritme de Fermat l'avaient 
conduit d'abord, nombre de circonstances fortuites qui en rendaient 
l'étude beaucoup plus abordable. L'extension au cas général des 
résultats de Kummer présentait de redoutables difficultés et allait 
coûter des années d'efforts. 

Avec Kronecker et Dedekind, qui y tiennent les rôles principaux, 
l'histoire de la théorie des nombres algibriques, pendant les 40 années 
qui suivent la découverte de Kummer, n'est pas sans rappeler (mais 
heureusement sans le même caractère d'acrimonie) celle de la rivalité de 
Newton et de Leibniz 180 ans plus tôt, autour de l'invention du Calcul 
infinitésimal. Élève et bientôt collègue de Kummer à Berlin, Kronecker 
(dont la thèse, comme nous l'avons vu, avait servi à Kummer pour 
un point essentiel de sa théorie) s'intéressait de très près aux (( nom- 
bres idéaux )> dans le dessein de les appliquer à ses propres recherches; 
et nous admirons son étonnante pénétration lorsque nous le voyons, 

Q(~/DJ De même, Eisenstein, étudiant les racines 8-èmes de l'unité, considère 
le corps qu'elles engendrent comme extension quadratique de Q(i )  et utilise la 
norme relative A ce sous-corps ([IO2 b], p. 253). Mais le travail de Kummer est le 
premier exemple d'dtude arithmétique approfondie d'un « corps relatif D. 
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dès 1853 ([186 a], t. IV, p. IO), énoncer le théorème général sur la struc- 
ture des extensions abéliennes de Q, et. ce qui est peut-être plus remar- 
quable encore, créer, dans les années qui suivent, la théorie de la 
multiplication complexe et découvrir le premier germe de la théorie 
du corps de classes ([186 a], t. IV, p. 177-1 83 et 207-217). Une lettre 
de Kronecker à Dirichlet, en 1857 (Cl86 a], t. V, p. 418-421), le montre 
déjà, a cette époque, en possession d'une généralisation de la théorie 
de Kummer, ce que confirme d'ailleurs Kummer lui-même dans un 
de ses propres travaux ([188 el, p. 57), et Kronecker fera mainte fois 
allusion à cette théorie dans ses mémoires entre 1860 et 1880 *. 

Mais bien qu'à cette époque aucun des mathématiciens de l'école 
allemande de Théorie des nombres n'ignorât l'existence de ces tr- G V ~ U X  

de Kronecker, ce dernier ne semble avoir communiqué les principes de 
ses méthodes qu'à un cercle restreint d'amis et d'élèves, et lorsqu'il 
se décide enfin à les publier, dans son mémoire de 1881 sur le discri- 
minant ([186 a], t. II, p. 193-236), et surtout dans son grand « Fest- 
schrift » de 1882 ([186 a], t. II, p. 237-387), Dedekind ne peut s'empêche 
d'exprimer sa surprise ([79], t. III, p. 427), ayant imaginé de tout 
autres procédés d'après les échos qu'il en avait eus ([79], t. III, p. 287). 
Kronecker était dYaiHeurs loin de posséder au même degré les remar- 
quables dons d'exposition et de clarté de Dedekind, et il n'est donc 
pas étonnant que ce soient surtout les méthodes de ce dernier, publiées 
dès 1871, qui aient formé l'armature de la théorie des nombres algé- 
briques; pour intéressante qu'elle soit, la méthode d'c( adjonction 
d'indéterminées » de Kronecker, en ce qui concerne la Théorie des 
nombres, n'est plus guère à nos yeux qu'une variante de celle de Dede- 
kind, et c'est surtout dans une autre direction, orientée vers la Géo- 
métrie algébrique, que les idées de Kronecker acquièrent toute leur 
importance pour l'histoire de l'Algèbre commutative, comme nous 
le verrons plus loin. 

Pour des raisons qui ne pouvaient apparaître clairement que 
beaucoup plus tard, un premier préalable à tout essai de théorie 
générale était bien entendu la clarification de la notion d'entier algé- 
brique. Celle-ci est acquise vers 1845-50, bien qu'il soit assez difficile 
de dater son .apparition de façon précise; il paraît vraisemblable que 
c'est l'idée de système stable par addition et multiplication (ou, plus 
précisément, ce que nous appelons maintenant une Z-algèbre de rang 
fini) qui, plus ou moins consciemment, ait conduit à la définition 

* Sur l'évolution de ses idées sur ce sujet, voir la très intéressante introduction 
de son mémoire de 1881 sur le discriminant ([la6 al, t. II. p. 195). 
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générale des entiers algébriques : on tombe en effet inévitablement 
sur cette définition quand on impose à une Z-algèbre de la forme 
Z[0] d'être de rang fini, par analogie avec I'anneau Z[a engendré par 
une racine de l'unité, qui était au centre des préoccupations des arith- 
méticiens de cette époque. Toujours est-il que lorsque, de façon 
indépendante, Dirichlet ([92], t. 1, p. 640), Hermite ([159], t. 1, p. 11 5 et 
146) et Eisenstein ([IO2 cl, p. 236) introduisent la notion d'entier algé- 
brique, ils n'ont pas l'air de considérer qu'il s'agisse d'une idée nou- 
velle ni de juger qu'il soit utile d'en faire une étude détaillée; seul 
Eisenstein démontre en substance (loc. cit.) que la somme et le produit 
de deux entiers algébriques sont des entiers algébriques, sans pré- 
tendre d'ailleurs que ce résultat soit original. 

Un point beaucoup plus caché était la détermination des anneaux 
dans lesquels on pouvait espérer généraliser la théorie de Kummer. Ce 
dernier, dans sa première note [188 b], n'hésite pas à affirmer qu'il 
peut retrouver par sa méthode la théorie des formes quadratiques 
binaires de Gauss en considérant les anneaux ~ [ l b ]  (D entier); il ne 
développa jamais cette idée, mais il semble bien que ni lui, ni personne 
avant Dedekind ne se soit aperçu que la décomposition unique en 
facteurs premiers (( idéaux » n'est pas possible dans les anneaux 
ZLVDI lorsque D - 1 (mod. 4) (bien que l'exemple des racines 
cubiques de l'unité montrât que l'anneau Z[p] considéré depuis Gauss 
est distinct de ~[1/-3]) *. Avant Dedekind et Kronecker, les seuls 
anneaux étudiés sont toujours du type Z[0] ou parfois certains anneaux 
particuliers du type Z[0,8'] **. En ce qui concerne Kronecker, il est 
possible que l'idée de considérer l'anneau de tous les entiers d'une 
extension algébrique lui ait d'abord été suggérée par l'étude des corps 
de fonctions algébriques, où cet anneau s'introduit de façon naturelle 
comme l'ensemble des fonctions N finies à distance finie 1): il insiste 
en tout cas dans son mémoire de 1881 sur le discriminant (écrit et 
annoncé à l'Académie de Berlin dès 1862) sur cette caractérisation 
des « entiers » dans ces corps ([186 a], t. II, p. 193-236). Dedekind 

* Bien que Kronecker ait dû être amené A étudier l'arithmétique des anneaux 
2[1/-] (D > 0) par ses travaux sur la multiplication complexe, il n'a "en publié 
à cesujet, et la caractérisation des entiers d'un corps quadratique quelconque 
Q(VD) est donnée explicitement pour la première fois par Dedekind en 1871 
([79], t. 1, p. 105-106). 
** On a vu plus haut l'exemple de I'anneau Z[7,, p] introduit par Kummer [188 el. 
Auparavant, Eisenstein avait kt6 amen6 envisager un sous-anneau engendré par 
deux élkments de I'anneau des entiers dans le corps des racines Zlérnes de l'unit6 
[IO2 bl . 
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ne donne pas d'indication quant à l'origine de ses propres idées sur 
ce point, mais dès ses premières publications sur les corps de nombres 
en 1871, l'anneau de tous les entiers d'un tel corps joue u n  rôle capital 
dans sa théorie; c'est aussi Dedekind qui clarifie le rapport entre un 
tel anneau et ses sous-anneaux ayant même corps des fractions, 
par l'introduction de la notion de conducteur ([79], t. 1, p. 105-157). 

Mais là n'était pas la seule difficulté., Pour généraliser les idées de 
Kummer, il fallait d'abord se débarrasser du passage par le corps de 
décomposition, qui ne pouvait naturellement avoir d'analogue dans le 
cas d'un corps non abélien. Ce détour parait d'ailleurs à première 
vue très surprenant et artificiel, car si l'on part du polynôme irréduc- 
tible Q p ( X )  de Z[X], on se demande pourquoi Kummer ne pousse pas 
jusqu'au bout les conséquences logiques de ses idées, et ce qui l'em- 
pêche de se servir de la théorie des (( imaginaires de Galois n, bien 
connue à cette époque. L'obstacle apparait plus clairement à la lumière 
d'une tentative malheureuse de généralisation faite dès 1865 par 
Selling, un élève de Dedekind : étant donné un polynôme irréductible 
P E Z[X], Selling décompose le polynôme correspondant F(X) en 
facteurs irréductibles dans F,[X]; les racines de ce polynome appar- 
tiennent donc à une extension finie F, de F,; mais Selling, pour 
définir à la façon de Kummer l'exposant d'un (( facteur premier idéal D 
de q dans un entier du corps des racines de P(N). ii'hésite pas à parler 
dans le corps Fr. de congruences modulo une puissance de q ([282], 
p. 26); et un peu plus loin, lorsqu'il essaie d'aborder la question de 
la ramification, il « adjoint » à Pr des « racines imaginaires » d'une 
équation de la forme xh = q ([282], p. 34). 11 est clair que ces hardiesses 
(qui se justifieraient en remplaçant, le corps fini F, par le corps q- 
adique) ne pouvaient à cette époque aboutir qu'à des non-sens. 
Heureusement, Dedekind venait en 1857 ([79], t. 1, p. 40-66), sous 
le nom de (( théorie des congruences supérieures M, de reprendre sous 
une autre forme la théorie des corps finis * : il interprète les éléments de 
ces derniers comme (( restes N des polyn8mes de Z[X] suivant un 
(( double module N formé des combinaisons linéaires, à coefficients 
dans Z[X], d'un nombre premier p et d'un polynôme unitaire irréduc- 
tible P E Z[X] (ce qui est sans doute pour lui, comme pour Kronecker, 

* On sait que certains rksultats dc cette théorie, publies d'abord par Galois, avaient 
étk obtenus (dans le langage des congruences) par Gauss vers 1800; après la mort' 
de Gauss, Dedekind s'était chargé de la publication d'une partie de ses œuvres et 
avait en particulier retrouvé dans les papiers laissés par Gauss le mémoire sur les 
corps finis (1124 a], t. II, p. 212-240). 
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à l'origine de l'idée géntrale de module à laquelle ils vont aboutir 
indépendamment un peu plus tard). A son propre témoignage ([79], 
t. 1, p. 218) il semble que Dedekind ait commencé par attaquer 
le problème des (( facteurs idéaux » de p dans un corps Q(E,), où 
PEZ[X] est le polynôme minimal de 5, de la façon suivante (tout 
au moins dans le cas non ramifié », c'est-à-dire lorsque dans F,[X] 
le polynôme P correspondant à P n'a pas de racine multiple) : on 
écrit, dans Z[X], 

P =  PlPz . . .  Pn + p . G  

où les Pi sont irréductibles et distincts dans F,[X]; on peut supposer 
que G n'est divisible (dans Z[X]) par aucun des Pr, et pour tout i, 

on pose W i = n Pj; alors, si f EZ[X], on dira que f(5) contient k fois 
j+i 

le (( facteur idéal N p i  de p correspondant à Pt si l'on a 

f ~ t = O  (modd.pk,P) 
et 

f wY' # O (modd. pk+l, P). 

La parenté avec la méthode suivie par Kummer pour les (( corps 
kummeriens N est ici manifeste, et l'on peut également, de cette façon, 
rejoindre aisément la définition initiale de Kummer pour les corps 
cyclotomiques (voir par exemple le travail de Zolotareff [343] qui, 
d'abord indépendamment de Dedekind, développe ces idées un peu 
plus tard). 

Toutefois, ni Dedekind, ni Kronecker qui paraît avoir aussi fait 
des essais analogues, ne devaient poursuivre plus avant dans cette voie, 
arrêtés l'un et l'autre par les difficultés présentées par la ramification 
([79], t. 1, p. 218 et [186a], t. II, p. 325) *. Si l'anneau des entiers A 
du corps de nombres K que l'on considère admet une base (sur Z) 
formée des puissances d'un même entier 0, il n'est pas difficile de géné- 
raliser la méthode précédente pour les nombres premiers ramifiés dans 
Z[0] (comme l'indique Zolotareff ([oc. cit.)). Mais il y a des corps K 
où aucune base de ce type n'existe dans l'anneau A; et Dedekind finit 
même par découvrir qu'il y a des cas où certains nombres premiers p 
(les « facteurs extraordinaires du discriminant 1) du corps K) sont tels 
que, quel que soit 8 6 A, l'application de la méthode précédente au 
polynôme minimal de 0 sur Q conduirait à attribuer Li p des facteurs 

* ïolotareff tourne la difficulté par un raffinement de sa méthode, qui paraît ne 
plus guère présenter qu'un intérêt anecdotique [343l. 
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idéaux multiples alors qu'en fait p ne se ramifie pas dans A *; il avoue 
avoir été longtemps arrêté par cette dificulté imprévue, avant de 
parvenir à la surmonter en créant de toutes pièces la théorie des 
modules et des idéaux, exposée de façon magistrale (et déjà toute 
moderne, contrastant avec le style discursif de ses contemporains) 
dans ce qui est sans doute son chef-d'œuvre, le fameux (( XIe supplé- 
ment » au livre de Dirichlet sur la Théorie des nombres ([79], t, III, 
p. 1-222). Cet ouvrage connaîtra trois versions successives, mais dès 
la première (publiée comme (( Xe supplén~ent N à la seconde édition 
du livre de Dirichlet en 187 1)  l'essentiel de la méthode est déjà acquis, 
et presque d'un seul coup la théorie des nombres algébriques passe 
des ébauches et des tâtonnements antérieurs à une discipline en pleine 
maturité et déjà eii possession de ses outils essentiels : dès le début, 
l'anneau de tous les entiers d'un corps de nombres est placé au centre 
de la théorie; Dedekind prouve l'existence d'une base de cet anneau 
sur 2, et en déduit la définition du discriminant du coips, comme 
carré d u  déterminant formé des éléments d'une base de I'anneau 
des entiers et de leurs conjugués; il ne donne toutefois dans le XIe sup- 
plément la caractérisation des nombres premiers ramifiés (comme 
facteurs premiers du discriminant) que pour les corps quadratiques 
([79], t. III, p. 202). alors qu'il était en possession du thdorème général 
depuis 1871 **. Le résultat central de l'ouvrage est le théorème d'exis- 
tence et d'unicité de la décomposition des idéaux en facteurs premiers, 
pour lequel Dedekind commence par développer une théorie élémen- 
taire des (< inodules »; en fait, dans le XIe supplément, il réserve ce 
nom aux sous-Z-modules d'un corps de nombres, mais la conception 
qu'il s'en forme et les résultats qu'il démontre sont déjà exposés de 
façon immédiatement applicable aux modules les plus généraux *** ; 
il faut noter entre autres, dès 1871, l'introduction de la notion de 
(( transporteur N qui joue un rôle important (ainsi d'ailleurs que la 
(( condition des chaînes ascendantes D) dans la première démonstration 
du théorème d'unique factorisation. Dans les deux éditions suivantes, 

* Kronecker dit avoir rencontré le même phénomène dans un souscorps du corps 
des racines 13&" de l'unité, qu'il ne précise d'ailleurs pas ([la6 a], t. II, p. 384). 
L'exemple de facteur extraordinaire du discriminant donné par Dedekind est traité 
en détail dans [ISO dl, p. 333; un peu plus loin, Hasse donne un exemple de corps 
K où il n'y a pas de facteur extraordinaire du discriminant, mais où il n'existe 
aucun 0 E A tel que A = Z[B] ([ISO dl, p. 335). 
** II ne publia la démonstration de œ théorème que dans son mémoire de 1882 
sur la différente ([79], t. 1, p. 351-3%). 
*** Dans son mémoire de 1882 sur les courbes algtbriques (en commun avec H. 
Weber) [80], il utilise de la même maniére la théorie des modules sur l'anneau CF]. 



ALGÈBRE COMMUTATIVE. THÉORIE DES NOMBRES ALGEBRIQUES 131 

Dedekind devait encore donner deux autres démonstrations de ce 
théorème, qu'il considérait à juste titre comme la pierre angulaire 
de sa théorie. II faut noter ici que c'est dans la troisième démonstration 
qu'interviennent les idéaux fractionnaires (déjà introduits par Kummer 
dès 1859 pour les corps cyclotomiques) et le fait qu'ils forment un 
groupe; nous reviendrons plus loin sur la seconde démonstration 
(p. 137). 

Tous ces résultats (au langage près) étaient sans doute déjà connus 
de Kronecker vers 1860 comme cas particuliers de ses conceptions 
plus générales dont nous parlons plus bas (alors que Dedekind recon- 
naît n'avoir surmonté les dernières difficultés de sa théorie qu'en 1869- 
70 ([79], t. 1, p. 351)) *; en ce qui concerne les corps de nombres,,il 
faut en particulier souligner que, dès cette époque, Kronecker savait 
que toute la théorie est applicable sans changement essentiel quand 
on part d'un (( corps de base » k qui est lui-même un corps de nombres 
(autre que Q), point de vue auquel conduisait naturellement la théorie 
de la multiplication complexe; il avait ainsi reconnu, pour certains 
corps k, l'existence d'extensions algébriques K f k non ramifiées sur 
k ([186 a], t. Il, p. 269) ce qui ne peut pas se produire pour k = Q 
(comme il résulte de minorations de Hermite et Minkowski pour le 
discriminant). Dedekind ne devait jamais développer ce dernier point 
de vue (bien qu'il en 'indique la possibilité dans son mémoire de 1882 
sur la différente), et le premier exposé systématique de la théorie 
du « corps relatif » est dû à Hilbert ([163 a], t. 1, p. 63-363). 

Enfin, en 1882 ([79], t. 1, p. 359-396), Dedekind complete la thCorie 
par l'introduction de la diHirente, qui lui donne une nouvelle définition 
du discriminant et lui permet de prbciser les exposants des facteurs 
premiers idéaux dans la décomposition de ce dernier. C'est aussi vers 
cette époque qu'il s'intéresse aux particularités présentées par les 
extensions galoisiennes, introduisant les notions de groupe de décom- 
position et de groupe d'inertie (dans un mémoire ([79], t. II, p. 43-48) 
qui ne fut publié qu'en 1894)' et même (dans des papiers non publiés 
de son vivant ([79], t. II, p. 410-41 1)) une ébauche des groupes de 
ramification, que Hilbert (indépendamment de Dedekind) développera 
un peu plus tard ([163 a], t. 1, p. 13-23 et 63-363). 

Kronecker n'avait toutefois pas réussi B obtenir par ses méthodes la caractéri- 
sation complète des idéaux ramifiés dans le cas des corps de nombres. Par contre, 
il a cette caractérisation pour les corps de fonctions algébriques d'une variable. et 
prouve en outre que dans ce cas il n'y a pas de « facteur extraordinaire » du discri- 
minant QI86 a], t. II. p. 393-236h 



Ainsi, vers 1895, la théorie des nombres algébriques a terminé la 
première étape de son développement; les outils forgés au cours de 
cette période de formation vont lui permettre d'aborder presque 
aussitôt l'étape suivante, la théorie générale du corps de classes (ou, 
ce qui revient au même, la théorie des extensions abéliennes des corps 
de nombres) qui se poursuit jusqu'à nos jours et que nous n'avons 
pas à décrire ici. Du point de vue de l'Algèbre commutative, on peut 
dire qu'A la même époque la thCorie des anneaux de Dedekind est 
pratiquement achevée, mises à part leur caractérisation axiomatique, 
ainsi que la structure des modules de type fini sur ces anneaux (qui, 
pour le cas des corps de nombres, sera seulement élucidée en substance 
par Steinitz en 1912 [294 b]) *. 

Les progrès ultérieurs de l'Algèbre commutative vont surtout 
provenir de problèmes assez différents, issus de la Géométrie algé- 
brique (qui d'ailleurs influencera de façon directe la Théorie des 
nombres, même avant les développements (( abstraits )) de l'époque 
contemporaine). 

Nous n'avons pas ici à faire l'histoire détaillée de la Géométrie 
algébrique, qui, jusqu'à la mort de Riemann, ne touche guère notre 
sujet. Qu'il suffise de rappeler qu'elle avait surtout pour but l'étude des 
courbes algébriques dans le plan projectif complexe, abordée le plus 
souvent par les méthodes de la géométrie projective (avec ou sans 
usage de coordonnées). Parallèlement s'était développée, avec Abel, 

- - 

Jacobi, Weierstrass et Riemann, la théorie des « fonctions algébriques n 
d'une variable complexe et de leurs intégrales; on était évidemment 
conscient du lien entre cette théorie et la géométrie des courbes algé- 
briques planes, et on savait à l'occasion (( appliquer l'Analyse à la 
Géométrie »; mais les méthodes utilisées pour l'étude des fonctions 
algébriques étaient surtout de nature (( transcendante H, même avant 
Riemann **; ce caractère s'accentue encore dans les travaux de ce 

* Un début d'étude des modules sur un anneau d'entiers algébriques avait déjà 
été amorcé par Dedekind ([79], t. II, p. 59-85). 
*+ II faut noter toutefois que Weierstrass, dans ses recherches sur les fonctions 
abéliennes (qui remontent à 1857 mais ne furent exposées dans ses cours que vers 
1865 et publiées seulement dans ses Euvres complètes ([329 a], t. IV)), donne au 
contraire de Riemann, une définition purement algébrique du genre d'une courbe 
comme le plus petit entier p tel qu'il y ait des fonctions rationnelles sur la courbe 
ayant des pôles en p + 1 points arbitraires donnés. II est intéressant de signaler 
que, cherchant à obtenir des éléments qui lui tiennent lieu de fonctions n'ayant 
qu'un seul pôle sur la courbe, Weierstrass, avant d'utiliser finalement à cet effet 
des fonctions transcendantes, avait, au témoignage de Kronecker ([186 a], t. II, 
p. 197)' incité ce dernier à Ctendre aux fonctions algébriques d'une variable les 
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dernier, avec l'introduction des (( surfaces de Riemann )) et des 
fonctions analytiques quelconques définies sur une telle surface. Pres- 
que aussitôt après la mort de Riemann, Roch, et surtout Clebsch, 
reconnurent la possibilité de tirer des profonds résultats obtenus 
par les méthodes transcendantes de Riemann de nombreuses et frap- 
pantes applications à la géométrie projective des courbes, ce qui 
devait naturellement inciter les géomètres contemporains à donner 
de ces résultats des démonstrations purement (( géométriques n; 
ce programme, incomplètement suivi par Clebsch et Gordan, fut 
accompli par Brill et M. Noether quelques années plus tard [37l, à 
l'aide de l'étude des systèmes de points variables sur une courbe 
donnée et des courbes auxiliaires (les (( adjointes ») passant par de 
tels systèmes de points. Mais même pour les contemporains, les 
méthodes transcendantes de Riemann (et notamment son usage de 
notions topologiques et du (( principe de Dirichlet ») paraissaient 
reposer sur des fondements incertains; et bien que BriH et Noether 
soient plutôt plus soigneux que la plupart des géomètres a synthé- 
tiques )) contemporains (voir plus loin p. 136), leurs raisonnements 
géométrico-analytiques ne sont pas à l'abri de tout reproche. C'est 
essentiellement pour donner à la théorie des courbes algébriques 
planes une base solide que Dedekind et Weber publient en 1882 
leur grand mémoire sur ce sujet [80] : a Les recherches publiées ci- 
dessous », disent-ils, (( ont pour but de poser lesfondements de la théorie 
des fonctions algébriques d'une variable, une des créations principales 
de Riemann, d'une façon à la fois simple, rigoureuse et entièrement 
générale. Dans les recherches antérieures sur ce sujet, on fait en général 
des hypothèses restrictives sur les singularités des fonctions considérées, 
et les prétendus cas d'exception sont, ou bien mentionnés en passant 
comme des cas limites, ou bien entièrement négligés. De même, on 
admet certains théorèmes fondamentaux sur la continuité ou l'analyticité, 
dont I'« évidence N s'appuie sur des intuitions géométriques de nature 
variée » ([80], p. 181)*. L'idée essentielle de leur travail est de calquer 

résultats qu'ilwenait à cette époque d'obtenir sur les corps de nombres (les (( facteurs 
premiers'idéaux )) jouant effectivement le rôle désire par Weierstrass). 
* On sait que, malgré les efforts de Dedekind, Weber et Kronecker, le relâchement 
dans la conception de ce qui constituait une démonstration correcte, déj$sensible 
dans l'école allemande de Géométrie des années 1870-1880, ne devait que s'&.ggraver 
de plus en plus dans les travaux des géomètres français et surtout italiens des deux 
générations suivantes, qui, à la suite des géomètres allemands, et en développant 
leurs méthodes, s'attaquent à la théorie des surfaces algébriques : N scandale » 
mainte fois dénoncé (surtout à partir de 1920) par les algébristes, mais que n'étaient 
pas sans justifier en une certaine mesure les brillants succès obtenus par ces métho- 



la théorie des fonctions algébriques d'une variable sur la théorie des 
nombres algébriques telle que venait de la développer Dedekind; 
pour ce faire, ils doivent d'abord se placer au point de vue (( affine )) 
(au contraire de leurs contemporains, qui consideraient invariablement 
les courbes algébriques comme plongées dans l'espace projectif com- 
plexe) : ils partent donc d'une extension algébrique finie K du corps 
C(X) des fractions rationnelles, et de l'anneau A des (( fonctions algé- 
briques entières )) dans K, i.e. des éléments de ce corps entiers sur 
l'anneau C[X] des polynômes; leur résultat fondamental, qu'ils obtien- 
nent sans utiliser aucune considération topologique*, est que A est 
un anneau de Dedekind, auquel s'appliquent mutatis mutandis (et 
même, comme le remarquent Dedekind et Weber sans en voir encore 
clairement la raison ([79], t. 1, p. 268), d'une façon plus simple) tous les 
résultats du (< XIe supplément n. Cela fait, ils prouvent que leurs 
théorèmes sont en fait birationnellement invariants (autrement dit, 
ne dépendent que du corps K) et en particulier ne dépendent pas du 
choix de la (( droite à l'infini )) fait au départ. Ce qui est sans doute 
encore plus intéressant pour nous, c'est que, voulant définir les points 
de la surface de Riemann >) correspondant à K (et en particulier 
les points à l'infini », qui ne pouvaient correspondre à des idéaux 
de A), ils sont amenés à introduire la notion de place du corps K : 
ils se trouvent devant la situation que retrouvera Gelfand en 1940 
pour fonder la théorie des algèbres normées, savoir un ensemble K 
d'éléments qui ne sont pas donnés à l'avance comme fonctions, 
mais que pourtant on veut pouvoir considérer comme telles; et, 
pour obtenir l'ensemble de définition de ces fonctions hypothétiques, 
ils ont pour la première fois l'idée (que reprendra Gelfand, et qui est 
devenue banale à force d'être utilisée à tout propos dans la mathéma- 
tique moderne) d'associer à un point x d'un ensemble E et à un 
ensemble 9 d'applications de E dans un ensemble G l'application 
f w f(x) de 9 dans G, autrement dit de considérer, dans l'expression 
f(x), f comme variable et x comme $xe, au rebours de la tradition 
classique. Enfin, ils n'ont pas de peine, à partir de la notion de place, 

définir les « diviseurs positifs 1) ((( Polygone 1) dans leur terminologie) 

des (( non rigoureuses )), constrastant avec le fait que, jusque vers 1940. les succes- 
seurs orthodoxes de Dedekind s'étaient révélés incapables de formuler avec assez 
de souplesse et de puissance les notions algébriques qui eussent permis de donner 
de ces résultats des dtmonstrations correctes. 
* Ils soulignent que, grâce a ce fait, tous leurs résultats resteraient valables en 
remplaçant le corps c par le corps de tous les nombres algkbriques ((791, t. 1, 
p. 240). 



qui raffinent la notion d'idéal de A et correspondent aux « systèmes 
de points » de Brill et Noether; mais, bien qu'ils écrivent les diviseurs 
principaux et les diviseurs de différentielles comme « quotients n 
de diviseurs positifs, ils ne donnent pas la définition générale des 
diviseurs, et c'est seulement en 1902 que Hensel et Landsberg intro- 
duiront, par analogie avec les idéaux fractionnaires, cette notion 
qui embarrassera toujours les tenants des méthodes purement « géo- 
métriques » (obligés malgré eux de les définir sous le nom de « sys- 
témes virtuels », mais gênés de ne pouvoir leur donner une inter- 
prétation « concrète »). 

La même année 1882 voit aussi paraître le grand mémoire de 
Kronecker attendu depuis plus de 20 ans (1186 a], t. II, p. 237-387). 
Beaucoup plus ambitieux que le travail de Dedekind-Weber, il est 
malheureusement aussi beaucoup plus vague et plus obscur. Son 
thème central est (en langage moderne) l'étude des idéaux d'une algè- 
bre finie intëgre sur un des anneaux de polynômes C[Xi, . . . , Xn] ou 
Z[X 1, . . . , XnJ; Kronecker se limite a priori à ceux de ces idéaux qui 
sont de type fini Qe fait qu'ils le sont tous devait seulement être prouvé 
(pour les idéaux de C[Xi, . . ., Xn]) quelques années plus tard par 
Hilbert au cours de ses travaux sur les invariants ([163 a], t. II, 
p. 199-257)). En ce qui concerne CIXi, . . . , X,] ou Z[Xi. . . . , Xn] 
on était naturellement amené à associer à tout idéal de l'un de ces 
anneaux la (( variété algébrique )) formée par les zéros communs 
à tous les éléments de l'idéal; et les études de géométrie en dimensions 2 
et 3 faites au cours du xixe siècle devaient conduire intuitivement 
& l'idée que toute variété est réunion de variétés (( irréductibles n 
en nombre fini dont les (( dimensions » ne sont pas nécessairement 
les mêmes. Il semble que la démonstration de ce fait soit le but que 
se propose Qonecker, bien qu'il ne le dise explicitement nulle part, 
et qu'on ne puisse trouver dans son mémoire aucune définition de 
(( variété irréductible » ni de <( dimension ». En fait, il se borne à 
indiquer sommairement comment une méthode générale d'élimina- 
tion * donne, à partir d'un système de générateurs de l'idéal considéré, 

Par un changement linéaire de coordonnées, oti peut supposer que les générateurs 
F, (1 i r )  de l'idéal sont des polynômes ou le terme de plus haut degré en X, est 
de la forme cc XY,  ou cc est une constante f O. On peut aussi supposer que les F, 
n'ont aucun facteur commun. On considère dors pour 2r indéterminées ut, v, 

(1 < i -z r )  les polynômes u,F, et 1 v,F,, en tant que polynômes en X,; .on 
i-1 i-1 

forme leur résultant de Sylvester, qui est un polynôme en les ut et ut, à coefficients 
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un nombre fini de variétés algébriques, pour chacune desquelles, 
dans un système de coordonnées convenable, un certain nombre de 
coordonnées sont arbitraires et les autres en sont des (( fonctions 
algébriques B*. Mais, si c'est vraiment la d~composition en variétés 
irréductibles que vise Kronecker, force est de reconnaître qu'il n'y 
arrive que dans le cas élémentaire d'un idéal principa1,où il prouve 
en substance, en étendant un lemme classique de Gauss sur Z[X] 
([124 a], t. 1, p. 34)' que les anneaux CIXl, . . ., X,] et ZIX1, . . ., X,] 
sont factoriels; et, dans le cas général, on peut même se demander si 
Kronecker était a ce moment en possession de la notion d'idCa1 
premier (.ce qu'il appelle « Primmodulsystem » est un idéal indécom- 
posdle en produit de deux autres ([186 a], t. II, p. 336); cela est d'au- 
tant plus étonnant que la définition donnée depuis 1871 par Dedekind 
était parfaitement générale). Un peu plus tard, Kronecker devait 
d'ailleurs corriger cette inadvertance. 
convenablement appliquée, conduit bien à la décomposition d'une 
variété algébrique en ses composantes irréductibles : c'est ce qui est 
clairement établi par E. Lasker au début de son grand mémoire de 
1905 sur les idéaux de polynômes [194]; il définit correctement la 
notion de variété irréductible (dans Cn) comme une variété algébrique 
V telle qu'un produit de deux polynômes ne puisse s'annuler dans 
toute la variété V que si l'un d'eux s'y annule, et il a aussi une définition 
de la dimension indépendante des axes choisis. Dans les intéressantes 
considérations historiques qu'il insère dans ce travail, Lasker indique 
d'autre part qu'il se rattache, non seulement à la tendance purement 
algébrique de Kronecker et Dedekind, mais aussi aux problèmes 
soulevés par les méthodes géométriques de l'école de Clebsch et 
M. Noether, et notamment au fameux théorème démontré par ce 
dernier en 1873 [239]. Il s'agit essentiellement, comme nous dirions 
aujourd'hui, de la détermination de 1'idCal a des polynômes de 
C[Xi, . . ., X,] qui s'annulent aux points d'un ensemble donné M 
dans CR; le plus souvent, M était la (( variété algébrique N des zéros 
communs à des polynômes f i  en nombre fini, et pendant longtemps 
il semble quel'on ait admis (bien entendu sans justification) que, 
tout au moins pour n = 2 ou n = 3, l'idéal u était tout bonnement 

dans C[X ,,..., X,,] (resp. Z[X,, ..., X,,]); en annulant ces coefficients, on obtient 
un système d'équations dont les solutions (x-. ..., s,,) sont exactement les projections 
des solutions (x,.   du systerne d'équations F,(x,, .Y,, ..., x,) = 0 ( 1  - i .< r) .  
On peut alors poursuivre l'application de la méthode par récurrence sur n. 

C'est ce nombre de coordonnées arbitraires qu'il appelle la ditnensioti ( c c  Stufe D). 



engendré par les f i  *; M. Noether avait montré que déjà pour 
n = 2 et pour deux polynômes f,, f,, cela est généralement inexact, 
et il avait donné des conditions suffisantes pour que a soit engendré 
par fl et f,. Dix ans plus tard, Netto prouve que, sans hypothèse sur 
f, et f,, une puissance de a est en tout cas contenue dans l'idéal engendré 
par f, et f, [231], théorème que généralise Hilbert en 1893 dans son 
célèbre « théoréme des zéros » ([163 a], t. II, p. 287-344). C'est sans 
doute inspiré par ce résultat que Lasker, dans son mémoire, introduit 
la notion générale d'idéal primaire ** dans les anneaux C[X,, . . . , X,] 
et Z[X,, . . . , X,] (après avoir donné dans ces anneaux la définition 
des idéaux premiers, en transcrivant la définition de Dedekind), et 
démontre *** l'existence d'une décomposition primaire pour toutjdéal 
dans ces anneaux ****. 11 ne semble pas s'être soucié des questions 
d'unicité dans cette décomposition; c'est Macaulay qui, un peu plus 
tard [211] introduit la distinction entre idéaux primaires « immergés )) 

* Voir les remarques de M. Noether au début de son mémoire [239]. Il est intéres- 
sant de noter P ce propos que, selon Lasker, Cayley, vers 1860, aurait conjecturé 
que pour-toute courbegauche algébrique dans-Ca, il y avait un nombre fini de 
polynômes engendrant i'idéal des polynômes de C[X, Y, Z] qui s'annulent sur la 
courbe (autrement dit, un cas particulier du th. de finitude de Hilbert ([163 a], t. II, 
p. 199-257)). 
** Des exemples d'idéaux primaires non puissances d'idéaux premiers avaient été 
rencontrés par Dedekind dans les (( ordres », i.e. les anneaux de nombres algébriques 
ayant un corps de nombres donné comme corps des fractions ([79], t. III, p. 306). 
Kronecker donne aussi comme exemple d'idéal « indécomposable » en produit de 
deux autres non triviaux, I'idéal de Z[X] engendré par ps et X' + p, où p est un 
nombre premier (idéal qui est primaire pour l'idéal premier engendre par X et 
p ([186 a], t. II, p. 341)). 
*** Lasker procède par récurrence sur la dimension maxima h des composantes 
irréductibles de la variété V des zéros de l'idéal considéré o. En termes modernes, 
il considère d'abord les idéaux premiers p, ( 1  < i G r )  contenant a, qui corres- 
pondent aux composantes irréductibles de dimension maxima h de V. A chaque p', 
il associe le saturé q, de a relativement à pi; il considère ensuite le transporteur 
bi = a : qi de qi dans O, prend dans 1 bi un élément c n'appartenant à aucun 

des p, et montre d'une part que a est intersecti~n des q, et de a +- (c) = a', et 
d'autre part que la variété V' des zéros de a' n'a que des composantes irréductibles 
de dimension G h - 1, ce qui lui permet de conclure par récurrence. 
**** 11 est intéressant de remarquer que la seconde dénionstration de Dedekind pour 
le théorème d'unique décomposition procède en établissant d'abord l'existence 
d'une décomposition primaire réduite unique; et dans un passage non publié dans 
le XIe supplément, Dedekind observe explicitement que cette partie de la démons- 
tration vaut non seulement pour l'anneau A de tous les entiers d'un corps de 
nombres K, mais aussi pour tous les (( ordres » de K ([79], t. III, p. 303). C'est 
seulement ensuite, après avoir prouve explicitement que A est (( complètement 
intégralement clos » (P la terminologie près) qu'il démontre en utilisant ce fait, 
que les idéaux primaires de la décomposition pr8cédente sont en fait des puissances 
d'idéaux premiers ((791, t. III, p. 307). 
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et « non immerges » et montre que les seconds sont déterminés de 
façon unique, mais non les premiers. Il est enfin à noter que Lasker 
étend aussi ses résultats à l'anneau des séries entières convergentes 
au voisinage d'un point, en s'appuyant sur le (( théorème de prépa- 
ration » de Weierstrass. Cette partie de son mémoire est sans doute 
le premier endroit où cet anneau ait été considéré d'un point de vue 
purement algébrique, et les méthodes que développe à cette occasion 
Lasker devaient fortement influencer Krull lorsqu'en 1938 il créera 
la théorie générale des anneaux locaux (cf. [187 hl, p. 204 et passim). 

Le mouvement d'idées qui aboutira à l'Algèbre commutative 
moderne commence à prendre forme aux environs de 1910. Si la 
notion générale de corps est acquise dès le début du xxe siècle, par 
contre le premier travail où soit définie la notion générale d'anneau 
est sans doute celui de Fraenkel en 1914 [II3 a]. A cette époque, on 
avait déjà comme exemples d'anneaux, non seulement les anneaux 
intègres de la Théorie des nombres et de la Géométrie algébrique, 
mais aussi les anneaux de séries (formelles ou convergentes), et enfin 
les algèbres (commutatives ou non) sur un corps de base. Toutefois, 
tant pour la théorie des anneaux que pour celle des corps. le rôle 
catalyseur semble avoir été joué par la théorie des nombres p-adiques 
de Hensel, que Fraenkel aussi bien que Steinitz [294 a] mentionnent 
tout spécialement comme poiht de départ de leurs recherches. 

La première publication de Hensel sur ce sujet remonte à 1897; 
il y part de l'analogie mise en lumière par Dedekind et Weber entre les 
points d'une surface de Riemann d'un corps de fonctions algébriques 
K et les idéaux premiers d'un corps de nombres k ;  il se propose de 
transporter en Théorie des nombres les <( développements de puiseux )) 
(classiques depuis le milieu du xixe siècle) qui, au voisinage d'un 
point quelconque de la surface de Riemann de K, permettent d'exprimer 
tout élément x E K sous forme d'une série convergente de puissances 
de l'cc uniformisante » au point considéré (séries n'ayant qu'un nombre 
fini de termes à exposants négatifs). Hemel montre de même que si 
p est un idéal premier de k au-dessus d'un nombre premier p, on peut 
associer à tout x e k  une (( série p-adique )) de la forme aipi (ou 

1 agi" lorsque p est ramifié au-dessus de p) les ai étant 'pris daris 
i 

un système de représentants donne du corps de restes de l'idéal p ;  
mais sa grande originalité est d'avoir eu i'idée de considérer de tels 
« développements » même lorsqu'ils ne correspondent à aucun élément 
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de k, par analogie avec les développements en série entière des fonc- 
tions transcendantes sur une Surface de Riemann [157 a]. 

Pendant toute la suite de sa carrière, Hensel va s'attacher à polir 
et perfectionner peu à peu son nouveau calcul; et si sa démarche 
peut nous paraître hésitante ou pesante, il ne faut pas oublier qu'au 
début tout au moins il ne dispose encore d'aucun des outils topolo- 
giques ou algébriques de la mathématique actuelle qui lui auraient 
facilité sa tâche. Dans ses premières publications il ne parle guère 
d'ailleurs de notions topologiques, et en 'somme pour lui l'anneau 
des entiers p-adiques (p idéal premier de l'anneau des entiers A d'un 
corps de nombres k), c'est, en termes modernes, la limite projective 
des anneaux A/pn pour n croissant indéfiniment, au sens purement 
algébrique; et pour établir les propriétés de cet anneau et de son corps 
des fractions, il doit à chaque pas utiliser plus ou moins péniblement 
des raisonnements ad hoc (par exemple pour prouver que les nombres 
p-adiques forment un anneau intègre). L'idée d'introduire dans un 
corps p-adique des notions topologiques n'apparaît guère chez 
Hensel avant 1905 [157 dl; et c'est seulement en 1907, après avoir 
entièrement-écrit .te livre oh il réexpose suivant ses idées la théorie des 
nombres algébriques [157 f] qu'il arrive à la définition et aux propriétés 
essentielles des valeurs absolues p-adiques [157 el, à partir desquelles 
il pourra développer, en la calquant sur la théorie de Cauchy, toute 
une (( analyse p-adique )) qu'il saura appliquer avec fruit en Théorie 
des nombres (notamment avec l'utilisation de l'exponentielle et du 
logarithme p-adiques). et dont l'importance n'a cessé de croître depuis. 

Hensel avait fort bien vu, dès le début, les simplifications qu'appor- 
tait sa théorie aux exposés classiques, en permettant de t( localiser M 
les problèmes et de se placer dans un corps où non seulement les 
propriétés de divisibilité sont triviales, mais encore où, grâce au lemme 
fondamental qu'il ddgagea dès 1902 [157 cl, l'étude des polynômes 
dont le polynôme « réduit )) mod. p est sans racine multiple se ramène 
à l'étude des polynômes sur un corps fini. Il avait donnC dés 1897 
[157 b] des exemples frappants de ces simplifications, notamment dans 
les questions relatives au discriminant (en particulier, une courte 
démonstration du critère donné par lui quelques années auparavant 
pour l'existence des <( diviseurs extraordinaires D). Mais pendant 
longtemps il semble que les nombresp-adiques aient inspiré aux mathé- 
maticiens contemporains une grande méfiance; attitude courante 
sans doute vis-à-vis d'idées trop (( abstraites D, mais que l'enthousiasme 
un peu excessif de leur auteur (si fréquent en mathématiques parmi 
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les zélateurs de théories nouvelles) n'était pas sans justifier en partie. 
Non dontent en effet d'appliquer sa théorie avec fruit aux nombres 
algébriques, Hensel, impressionné comme tous ses contemporains 
par les démonstrations de transcendance de e et n, et peut-être abusé 
par le qualificatif (( transcendant 1) appliqué à la fois aux nombres et 
aux fonctions, en était arrivé à penser qu'il existait un lien entre ses 
nombres p-adiques et les nombres réels transcendants, et il avait cru 
un moment obtenir ainsi une démonstration simple de la transcen- 
dance de e et même de ee ([157 dl, p. 556) *. 

Peu après 1910, la situation change, avec la montée de la génération 
suivante, influencée par les idées de Fréchet et de F. Riesz sur la 
topologie, par celles de Steinitz sur l'algèbre, et dès l'abord conquise 
à 1 ' ~  abstraction D; elle va savoir rendre assimilables et mettre à leur 
vraie place les travaux de Hensel. Dès 1913, Kürschak [190] définit 
de façon générale la notion de valeur absolue, reconnaît l'importance 
des valeurs absolues ultramétriques (dont la valeur absolue p-adique 
donnait l'exemple), prouve (en calquant la démonstration sur le cas 
des nombres réels) l'existence du complété d'un corps par rapport 

une valeur absolue, et surtout démontre de façon générale la possibi- 
lité du prolongement d'une valeur absolue à une extension algébrique 
quelconque du corps donné. Mais il n'avait pas vu que le caractère 
ultramétrique d'une valeur absolue se décelait déjà dans le corps 
premier; ce point fut établi par Ostrowski, à qui l'on doit aussi 
la détermination de toutes les valeurs absolues sur le corps Q, 
et le théorème fondamental caractérisant les corps munis d'une 
Laleur absolue non ultramétrique comme sous-corps de C [242]. 
Dans les années qui vont de 1920 à 1935, la théorie s'achèvera par 
une étude plus détaillée des valeurs absolues non nécessairement 
discrètes, comprenant entre autres I'exanieii des diverses circonstances 
qui se produisent quand on passe à une extension alpibrique ou 
transcendante (Ostrowski, Deuring. F. K. Schmidt); d'autre part, 
en 1931, Krull introduit et étudie la notioii générale de valuation 
[187 f] qui sera fort utilisée dans les années qui suivent par Zariski et 

Cette recherche tout prix d'un étroit parallélisnie entre séries p-adiques et 
séries de Taylor pousse aussi Hensel li se poser d'étranges probli.ines : i l  prouve 

x 

par exemple que tout entier p-cidique peut s'écrire sous fornie d'une série akpk 
b 0  

non où les at sont des nombres rationnels choisis de sorte que la série converg- 
seulement dans Q,. n-iais aussi riarls R (sans doute par souvenir des séries de 
Taylor qui convergent en plusieurs places à la fois?) [157 e et f]. 



son tcole de Géométrie algébrique*. 11 nous faut aussi mentioïiner 
ici, bien que cela sorte de notre cadre, les études plus profondes sur 
la structure des corps valués complets et anneaux locaux complets, 
qui datent de la même époque (Hasse-Schmidt, Witt, Teichmüller, 
1. Cohen). 

Le travail de Fraenkel mentionné plus haut (p. 138) ne traitait 
qu'un type d'anneau très particulier (les anneaux artiniens n'ayant 
qu'un seul idéal premier, qui est en outre supposé principal). Si l'on 
excepte l'ouvrage de Steinitz sur les corps 1294 a], les premiers travaux 
importants dans l'étude des anneaux commutatifs généraux sont les 
deux grands mémoires de E. Noether sur la théorie des idéaux : celui 
de 1921 [236 a], consacré à la décomposition primaire, qui reprend 
sur le plan le plus général et complète sur bien des points les résultats 
de Lasker et Macaulay ; et celui de 1927 caractérisant axiomatiquement 
les anneaux de Dedekind [236 b]. De même que Steinitz l'avait montré 
pour les corps, on voit dans ces mémoires comment un petit nombre 
d'idées abstraites, comme la notion d'idéal irréductible, les conditions 
de chaînes et l'idée d'anneau intégralement clos (les deux dernières, 
comme nous l'avons vu, déjà mises en évidence par Dedekind)peuvent 
A elles seules conduire à des résultats généraux qui semblaient inextri- 
cablement liés à des résultats de pur calcul dans les cas où on les 
connaissait auparavant. 

Avec ces mémoires de E. Noether, joints aux travaux légèrement 
postérieurs d'Artin-van der Waerden sur les idéaux divisoriels ([317 a], 
t. I I ,  p. 105-109) et de Krull reliant ces idéaux aux valuations essen- 
tielles [187 f] s'achève ainsi la longue étude de la décomposition des 
idéaux commencée un siècle auparavant**, en même temps que 
s'inaugure 1 ' ~ l ~ è b r e  commutative moderne. 

Les innombrables recherches ultkrieures d'Algèbre commutative 
se groupent le plus aisément suivant quelques grandes tendances 
directrices : 

A) Anneaux locaux et topologies. Bien que contenue en germe 

* Un exemple de valuation de hauteur 2 avait déjà été incidemment introduit par 
H. Jung [175] en 1925. 
** A la suite de la définition des idéaux divisoriels, d'assez nombreuses recherches 
(Prüfer, Krull, Lorenzen, etc.) ont été entreprises sur les idéaux qui sont stables 
par d'autres opérations a H a' vérifiant des conditions axiomatiques analogues 
aux propriétés-de l'opération a H A : (A : a )  qui donne naissance aux idéaux 
divisoriels; les résultats obtenus dans cette voie n'ont pas trouvé d'application 
jusqu'ici en Géométrie algébrique ou en Théorie des nombres. 
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dans tous les travaux antérieurs de Théorie des nombres et de Géomé- 
trie algébrique, l'idée générale de localisation se dégage fort lentement. 
La notion générale d'anneau de fractions n'est définie qu'en 1926 par 
H. Grell, un élève de E. Noether, et seulement pour les anneaux 
intègres [137]; son extension aux anneaux plus généraux ne sera 
donnée qu'en 1944 par C. Chevalley pour les anneaux noethériens et 
en 1948 par Uzkov dans le cas général. Jusqu'en 1940 environ, Krull 
et son école sont pratiquement seuls à utiliser dans des raisonnements 
généraux la considération des anneaux locaux Ap d'un anneau intègre 
A ; ces anneaux ne commenceront à apparaître explicitement en Géomé- 
trie algébrique qu'avec les travaux de Chevalley et Zariski à partir 
de 1940*. 

L'étude générale des anneaux locaux eux-mêmes ne commence 
qu'en 1938 avec le grand mémoire de Krull [187 hl. Les résultats les 
plus importants de ce travail concernent la théorie de la dimension et 
les anneaux réguliers, dont nous n'avons pas à parler ici ; mais c'est la 
aussi qu'apparaît pour la première fois le complété d'un anneau local 
noethérien quelconque, ainsi qu'une forme encore imparffiite de l'an- 
neau gradué associé à un anneau local**; ce dernier ne sera défini que 
vers 1948 par P. Samuel [270] et indépendamment dans les recherches 
de Topologie algébrique de Leray et H. Cartan. Krull, dans le travail 
précité, n'utilise guére le langage topologique; mais dès 1928 [187 el, 
il avait prouvé que, dans un anneau noethérien A, l'intersection des 
puissances d'un même idéal a est l'ensemble des XEA tels que 
x(l - a) = O pour un aca ; on déduit aisément de là que pour tout 
idéal m de A, la topologie m-adique sur A induit sur un idéal a la 
topologie nt-adique de a ;  dans son mémoire de 1938, Krull complète 
ce résultat en prouvant que dans un anneau local noethérien, tout 
idéal est fermé. Ces théorèmes furent peu après étendus par Chevalley 
aux anneaux semi-locaux noethériens, puis par Zariski aux anneaux 
qui portent son nom [340 b]; c'est aussi à Chevalley que remonte 

* Dans les travaux de Hensel et de ses élèves sur la Théorie des nombres, les anneaux 
locaux Ay sont systématiquement négligés au profit de leurs complétés, sans doute 
en raison de la possibilité d'appliquer le lemme de Hensel à ces derniers. 
** Si m est l'idéal maximal de I'anneau local noethérien A considtré, (ut)] 
un système minimal de générateurs de m, Krull définit pour tout x # O dans 
A les « formes initiales » de x de la façon suivante : si j est le plus grand entier 
tel que xmiir, les formes initiales de x sont tous les polynômes homogènes de 
degré j, P(X,, . . ., X,), à coefficients dans le corps résiduel k = A lm, tels que 
x P(cx,, .... a,) (mod. m j+l). A tout idéal a de A il fait correspondre i'iddal 
gradut de km,,  .. ., X,] engendré.par les formes initiales de tous les éléments de 
a ((( Leitideal »); ces deux notions lui tiennent lieu de l'anneau gradué associé. 
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l'introduction de la (( compacité linéaire » dans les anneaux topologi- 
ques, ainsi que \a détermination de la structure des anneaux semi- 
locaux complets 162 cl. 

B) Passage du local au global. Depuis Weierstrass, on a pris 
l'habitude d'associer une fonction analytique d'une variable (et en 
particulier une fonction algébrique) à l'ensemble de ses « développe- 
ments )) en tous les points de la surface de Riemann ou elle est définie. 
Dans l'introduction de son livre sur la Théorie des nombres ([157 f], 
p. V), Hensel associe de même à tout élSment d'un corps k de nombres 
algébriques l'ensemble des éléments qui lui correspondent dans les 
complétés de k pour toutes les valeurs absolues* sur k. On peutadire 
que c'est ce point de vue qui, en Algèbre commutative moderne, a 
remplacé la formule de décomposition d'un idéal en produits d'idéaux 
premiers (prolongeant en un certain sens le point de vue initial de 
Kummer). La remarque de Hensel revient implicitement A plonger k 
dans le produit de tous ses complétés; c'est ce que fait explicitement 
Chevalley en 1936 avec sa théorie des « idèles » [62 b], qui perfec- 
tionne des idées antérieures analogues de Prüfer et von Neumann 
(ces derniers se bornaient à plonger k dans le produit de ses complétés 
p-adiques)**. Bien que cela sorte quelque peu de notre cadre, il 
importe de mentionner ici que, grâce à une topologie approprite sur 
le groupe des idèles, on peut ainsi appliquer à la Théorie des nombres 
toute la technique des groupes localement compacts (y compris la 
mesure de Haar) de façon très efficace. 

Dans un ordre d'idées plus général, le théorème de Krull [187 f], 
caractérisant un anneau intégralement clos comme intersection 
d'anneaux de valuation (ce qui revient encore à plonger l'anneau 
considéré dans un produit d'anneaux de valuation) facilite souvent 
l'étude de ces anneaux, bien que la méthode ne soit vraiment 
maniable que pour les valuations essentielles des anneaux de Krull. 
On trouve d'ailleurs fréquemment chez Krull [187 il des exemples 
(assez élémentaires) de la méthode du (( passage du local au global n 

Hensel prend, comme valeurs absolues non ultramétriques sur un corps K de 
degré n sur Q, les fonctions x c ,  ix(')i (où les x([) pour 1 c i < n sont lesconjugués 
de X) couramment utilisées depuis Dirichlet; Ostrowski montra un peu plus tard 
que ces fonctions sont essentiellement les seules valeurs absolues non ultramé- 
triques sur K. 
** En raison de cette remarque de Hensel, on a pris l'habitude d'appeler (par abus 
de langage) (< places A l'infini 1) d'un corps de nombres K les valeurs absolues non 
ultramCtriques de K, par analogie avec le processus par lequel Dedekind et Weber 
définissent les (( points il l'infini )) de la surface de Riemann d'une courbe affine 
(cf. p. 134). 
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consistant à démontrer une propriété d'un anneau intègre A en se 
ramenant à la vérifier pour les cc localisés )) Ap de A en tous ses idéaux 
premiers*; plus récemment, Serre s'est aperçu que cette méthode 
est valable pour les anneaux commutatifs quelconques A, qu'elle 
s'applique aussi aux A-modules et à leurs homomorphismes et qu'il 
suffit même souvent de c( localiser )) en les idéaux maximaux de A : 
point de vue qui se rattache étroitement aux idées sur les (( spectres )) 
et sur les faisceaux définis sur ces spectres (voir plus bas, p. 147). 

C) Entiers et clôture intégrale. Nous avons vu que la notion d'entier 
algébrique, d'abord introduite pour les corps de nombres, avait déjà 
été ktendue par Kronecker et Dedekind aux corps de fonctions 
algébriques, bien que dans ce cas eue pût paraître assez artificielle 
(ne correspondant pas à une notion projective). Le mémoire de 
E. Noether de 1927, suivi par les travaux de Krull à partir de 1931, 
devaient montrer l'intérêt que présentent ces notions pour les anneaux 
les plus généraux**. C'est à Krull en particulier que l'on doit les 
théorèmes de relèvement des idéaux premiers dans les algèbres 
entières [187 g], ainsi que l'extension de la théorie des'groupes de 
décomposition et d'inertie de Dedekind-Hilbert [187 f]. Quant à 
E. Noether, on lui doit la formulation générale du lemme de normali- 
sation*** (d'où découle entre autres le théorème des zéros de Hilbert) 
ainsi que le premier critère général (transcription des raisonnements 
classiques de Kronecker et Dedekind) permettant d'affirmer que ta 
clôture intégrale d'un anneau intègre est finie s,ur cet anneau. 

Enfin, il faut signaler ici qu'une des raisons de i'importance 
moderne de la notion d'anneau intégralement clos est due aux études 

*Quand on parle du (< passage du local au global D, on fait souvent allusion à des 
questions beaucoup plus difficiles, liées à la théorie du corps de classes, et dont 
les exemples les plus connus sont ceux traités dans les mémoires de Hasse [ISO a et b] 
sur les formes quadratiques sur un corps de nombres algébriques k ;  il y montre 
entre autres que pour qu'une équation f(xl, . . ., x.) = a ait une solution dans k a  
(f forme quadratique, aek), il faut et il suffit qu'elle ait une solution danschacun 
des complétds de k .  Au témoignage de Hasse, l'idée de ce type de théorèmes lui 
aurait été suggérée par son maître Hensel [150 cl. L'extension de ce principe de 
Hasse )) à d'autres groupes que le groupe orthogonal est l'un des objectifs de la 
théorie moderne des (( adélisés )) des groupes algébriques. 
** Krull et E. Noether se limitent aux anneaux intègres, mais l'extension de leurs 
mCthodes au cas général n'est pas difficile; le mémoire le plus intéressant a cet égard 
est celui où 1. Cohen et Seidenberg étendent les théorèmes de Krull, en indiquant 
exactement leurs limites de validité [66]. 11 convient de noter que E. Noether avait 
explicitement mentionné la possibilité de telles généralisations dans son mémoire 
de 1927 ([236 b], p. 30). 
*** Un cas particulier avait déjh été énoncé par Hilbert en 1893 ([163 a], t. I I ,  
p. 290). 



de Zariski sur les variétés algébriques; il a découvert en effet que les 
variétés (( normales )) (c'est-à-dire celles dont les anneaux locaux 
sont intégralement clos) se distinguent par des propriétés particiiliè- 
rement agréables, notamment le fait qu'elles n'ont pas de (( singularité 
de codimension 1 B; et l'on s'est aperçu ensuite que des phénomènes 
analogues ont lieu pour les (( espaces analytiques v.  Aussi la « normali- 
sation » (c'est-à-dire l'opération qui, pour les anneaux locaux d'une 
variété, consiste à prendre leurs clôtures intégrales) est-elle devenue 
un outil puissant dans l'arsenal de la Géométrie algébrique moderne. 

D) L'étude des modules et L'influence de l'Algèbre homologique. 
Une des caracthistiques marquantes de l'œuvre de E. Noether et 
W. KruH en Algèbre est la tendance à la « linéarisation », prolongdant 
la direction analogue imprimée li la théorie des corps par Dedekind et 
Steinitz; en d'autres termes, c'est comme modules que sont avant tout 
considérés les idéaux, et on est donc amené à leu; appliquer toutes les 
constructions de l'Algèbre linéaire (quotient, produit, et plus récem- 
ment produit tensoriel et formation de modules d'homomorphismes) 
donnant en général des modules qui ne sont plus des idéaux. On 
s'aperçoit ainsi rapidement que dans beaucoup de questions (qu'il 
s'agisse d'ailleurs d'anneaux commutatifs ou non commutatifs), 
on n'a pas intérêt A se borner à l'étude des idéaux d'un anneau A, 
mais qu'il faut au contraire énoncer plus généralement les théorèmes 
pour des A-modules (éventuellement soumis à certaines conditions 
de finitude). 

L'intervention de l'Algèbre homologique n'a fait que renforcer la 
tendance précédente, puisque cette branche de l'Algèbre s'occupe 
essentieuement de questions de nature linéaire. Nous n'avons pas ici 
à en retracer l'histoire; mais il est intéressant de signaler que plusieurs 
des notions fondamentales de l'Algèbre homologique (telles que celle 
de module projectif et celle du foncteur Tor) ont pris naissance à 
l'occasion d'une étude serrée du comportement des modules sur un 
anneau de Dedekind relativement au produit tensoriel, étude entre- 
prise par H. Cartan en 1948. 

Inversement, on pouvait prévoir que les nouvelles classes de 
modules introduites de façon naturelle par l'Algèbre homologique 
comme (( annulateurs universels » des foncteurs Ext (modulesprojectifs 
et modules injectifs) et des foncteurs Tor (modules plats) jetteraient 
une lumière nouveHe sur l'Algèbre commutative. Il se trouve que ce 
sont surtout les modules projectifs et plus encore les modules plats 
qui se sont rCvélés utiles : l'importance de ces derniers tient avant tout 



à la remarque, faite d'abord par Serre [283 b], que localisation et 
complétion introduisent naturellement des modules plats, (( expli- 
quant » ainsi de façon beaucoup plus satisfaisante les propriétés déjà 
connues de ces deux opérations et rendant beaucoup plus aisée leur 
utilisation. 11 convient de mentionner d'ailleurs que les applications 
de l'Algèbre homologique sont loin de se limiter là, et qu'elle joue 
un rôle de plus en plus profond dans la Géométrie algébrique. 

E) La notion de spectre. La dernière en date des notions nouvelles 
de l'Algèbre commutative a une histoire complexe. Le théorème 
spectral de Hilbert introduisait des ensembles ordonnés de projecteurs 
orthogonaux d'un espace hilbertien, formant une (( algèbre booléien- 
ne » (ou mieux un riseau booléien)*, en correspondance biunivoque 
avec un réseau booléien de classes de parties mesurables (pour une 
mesure convenable) de R. Ce sont sans doute ses travaux antérieurs 
sur les opérateurs dans les espaces hilbertiens qui, vers 1935, amènent 
M. H. Stone à étudier de façon générale les réseaux booléiens, et notam- 
ment à en chercher des (( représentations » par des parties d'un ensem- 
ble (ou des classes de parties pour une certaine relation d'équivalence). 
Il observe qu'un réseau Booléien devient un anneau corrttnutatif(d'un 
type très spécial d'ailleurs), lorsqu'on y définit la multiplication par 
xy = inf(x,y) et l'addition par x + y = sup(inf(x,yl), inf(xl,y)). 
Dans le cas particulier où l'on part du réseau booléien V(X) de toutes 
les parties d'un ensemblefini X, on voit aussitôt que les éléments de 
X sont en correspondance biunivoque naturelle avec les idéaux 
maximaux de l'anneau « booléien » correspondant; et Stone obtient 
précisément son théorème général de représentation d'un réseau 
booldien l'ensemble des idéaux maximaux qui le contiennent [301 a]. 

D'autre part, on connaissait, comme exemple classique de 
réseau booléien, l'ensemble des parties à la fois ouvertes et fermées 
d'un espace topologique. Dans un secorid travail [301 b], Stone 
montra qu'en fait tout réseau booléien est aussi isomorphe à un réseau 
booléien de cette nature. Il fallait naturellement pour cela définir une 
topologie sur l'ensemble des idéaux maximaux d'un anneau <( boo- 
Mien »; ce qui se fait très simplement en prenant pour ensembles 

Un réseau booléien est un ensemble ordonné réticulé E, ayant un plus petit 
&nent  r et un plus grand élément CO, où chacune des lois sup et inf est distributive 
par rapport à l'autre et où. pour tout UEE. il existe un ~ ' E E  et un seul tel que 
inf(o, 03 = a et sup(a. a') = (a. 



fermés, pour chaque idéal a: I'ensemble des idéaux maximaux conte- 
nant a. 

Nous n'avons pas à parler ici de l'influence de ces idées en Analyse 
fonctionnelle, où elles jouirent un rôle important dans la naissance de 
la théorie des algèbres normées développée par 1. Gelfand et son école. 
Mais en 1945, Jacobson observe [172 c] que le procédé de définition 
d'une topologie, imaginé par Stone, peut en fait s'appliquer à tout 
anneau A (commutatif ou non) pourvu que l'on prenne comme 
ensemble d'idéaux non pas l'ensemble des idéaux maximaux, mais 
l'ensemble des idéaux (( primitifs )) bilatères (Le. les idéaux bilatères b 
tels que A/b soit un anneau primitif); pour un anneau commutatif, 
on retrouve bien entendu les idéaux maximaux. De son côté, Zariski, 
en 1944 1340 a], utilise une méthode analogue pour définir une topolo- 
gie sur l'ensemble des places d'un corps de fonctions algébriques. 
Toutefois, ces topologies restaient pour la plupart des algébristes 
de simples curiosités, en raison du fait qu'elles sont d'ordinaire 
non séparées, et qu'on éprouvait une répugnance assez compréhen- 
sible travailler sur des objets aussi insolites. Cette méfiance ne fut 
dissipée que lorsque A. Weil montra, en 1952, que toute variété algé- 
brique peut être munie de façon naturelle d'une topologie du type 
précédent et que cette topologie permet de définir, en parfaite 
analogie avec le cas des variétés différentielles ou analytiques, la 
notion d'espace fibré [330 el; peu aprés, Serre eut l'idée d'étendre à 
ces variétés ainsi topologisées la théorie des fpisceaux cohérents, 
grâce laquelle la topologie rend dans le cas des variétés (( abs- 
traites )) les mêmes services que la topologie usuelle lorsque le corps 
de base est C, notamment en ce qui concerne l'application des 
méthodes de la Topologie algébrique [283 a et b]. 

Dès lors il était naturel d'utiliser ce langage géométrique dans 
toute l'Algèbre commutative. On s'est rapidement aperçu que la 
considération des idéaux maximaux est d'ordinaire insuffisante pour 
obtenir des énoncés commodes*, et que la notion adéquate est celle 
de l'ensemble des idéaux premiers de l'anneau, topologisé de la même 
manière. Avec l'introduction de la notion de spectre, on dispose 

L'inconvCnient de se borner au N spectre maximal >) provient de ce que, si 9 : A -+ B 
-1 

est un homomorphisme d'anneaux et n un idéal maximal de B, cp(n) n'est pas 
nécessairement un idCa1 maximal de A, alors que pour tout idéal premier p de -. 
B, <(p) est un idéal premier de A. On ne peut donc en général associer 3, (3 de 
façon naturelle une application de I'ensemble des idéaux maximaux de B dans 
I'ensemble des idéaux maximaux de A. 
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maintenant d'un dictionnaire permettant d'exprimer tout théorème 
d'Algèbre commutative dans un langage géométrique très proche de 
celui de la Géométrie algébrique de l'époque Weil-Zariski;' ce qui 
d'ailleurs a amené aussitôt à élargir considérablement le cadre de 
cette dernière, de sorte que l'Algèbre commutative n'en est plus guère 
de ce point de vue, que la partie la plus élémentaire [138 a]. 



A L G È B R E  N O N  C O M M U T A T I V E  

Nous avons vu (p. 85) que les premières algèbres non commutatives 
font leur apparition en 1843-44, dans les travaux de Hamilton [145 a] 
et de Grassrnann ([134], t. 1,). Hamilton, en introduisant les quater- 
nions, a déjà une conception fort claire des algèbres quelconques de 
rang fini sur le corps des nombres réels ([145 a], Préface, p. (26)-(31))*. 
En développant sa théorie, il a un peu plus tard l'idée de considérer 
ce qu'il appelle des « biquaternions », c'est-à-dire l'algèbre sur le 

e o r p s  des nombres complexes ayant même table de multiplication 
que Ie corps des quaternions ; et il observe à cette occasion que cette 
extension a pour effet de provoquer l'apparition de diviseurs de zéro 
([145 a], p. 650). Le de vue de Grassmann est quelque peu diffé- 
rent, et pendant longtemps son (( algèbre extérieure )) restera assez à 
l'écart de la théorie des aIgèbres **, mais sous son langage qui manque 
encore de précision, on ne peut manquer de reconnaître la première 
idée d'une algèbre (de dimension finie ou non, sur le corps des nombres 
réels) définie par un systéme de générateurs et de relations ([134], 
t. Il,, p. 199-217). 

* Le concept d'isomorphie de deux algèbres n'est pas mentionne par Hamilton ; 
inais dès cette époque les ~nathkniaticiens de l'école anglaise, et  notamment de 
Morgan et Cayley, savent bien qu'un changement de base ne moditie pas sub- 
stantiellement l'algèbre t t u d i k  (voir par exemple le travail de Cayley sur les 
algèbres de rang 2 ([58], t. 1, p. 128-130)). 
** Peut-être faut-il en voir la raison dans le fait qu'en dehors de la multipli- 
cation a extérieure u, Grassrnann introduit aussi entre les multivecteurs ce qu'il 
appelle les multiplications (( régressive 1) et (( intérieure )) (qui lui tiennent lieu 
de tout ce qui touche à la dualité). II est en tout cas assez remarquable que, vers 
1900 encore, dans l'article Study-Cartan de l'Encyclopédie ([52 a], t. I I , ,  p. 107- 

246), l'algèbre extérieure ne soit pas rangte parmi les algèbres associatives. mais 
reçoive un traitement séparé, et qu'il ne soit pas signalé que l'un des types 
d'algèbres dc rang 4 (le type V II 1 de la p. 180) n'est autre que I'algtbre extkrieure 
sur lin csprice de dimension 2. 



De nouveaux exemples d'algèbres s'introduisent dans les années 
1850-1860, de façon plus ou moins explicite : si Cayley, développant 
la théorie des matrices ([58], t. II, p. 415-496)' ne considère pas encore 
les matrices carrées comme formant une algèbre (point de vue qui 
ne sera clairement exprimé que par les Peirce vers 1870 (248 cl), du 
moins note-t-il déjà, à cette occasion, l'existence d'un système de 
matrices d'ordre 2 vSrifiant la table de multiplication des quaternions, 
remarque que l'on peut considérer comme le premier exemple de 
représentation linéaire d'une algèbre *. ~ ' h t r e  part, dans le mémoire 
où il définit la notion abstraite de groupe fini, il donne aussi en pas- 
sant la définition de l'algèbre d'un tel groupe, sans d'ailleurs rien 
tirer de cette définition ([58], t. II, p. 129). 

II n'y a aucun autre progrès notable à signaler avant 1870 ; mais 
A ce moment commencent les recherches sur la structure générale des 
algèbres de dimension finie (sur les. corps réel ou complexe). C'est 
B. Peirce qui fait les premiers pas dans cette voie ; il introduit les 
notions d'élément nilpotent, d'élément idempotent, démontre qu'une 
algèbre (avec ou sans élément unité) dont un élément au moins n'est 
pas nilpotent possède un idempotent .f O, écrit la célèbre décompo- 
sition 

(e idempotent, x élément quelconque), et a l'idée (encore un peu 
imprécise) d'une décomposition d'un idempotent en somme d'idem- 
potents « primitifs » deux à deux orthogonaux [247]. En outre, selon 
Clifford ([65], p. 274)**, c'est à B. Peirce qu'il faut attribuer la notion 
de produit tensoriel de deux algèbres, que Clifford lui-même appli- 
que implicitement à une généralisation des « biquaternions » de 

A vrai dire, Cayley ne demontre pas cettc existence, n'écrit pas explicitenient 
les matrices en question, et iic paraît pas avoir rcmarqué B ce moment-là que 
cer~aines sont nécessairement imaginaires (dans tout ce mémoire, il  n'est jamais 
précisé si les « quantities » qui interviennent dans les matrices sont réelles ou 
complexes ; il intervient toutefois incidemment un nombre complexe à la 
p. 494). On penserait qu'il n'y a plus qu'un pas à faire pour identifier les <( biqua- 
tcrnioris » Je Hamilton aux ~a t r i c c s  complexes d'ordre 2 ; en fait, ce résultat 
ne sera explicitement énoncé que par les Peirce en 1870 ([247], p. 132). L'idée 
générale de représentation r6gulière d'une algèbre est introduite par C. S. Peirce 
vers 1879 [248 cl; elle avait ét6 pressentie par Laguerre dés 1876 ([192], t. 1, 
p. 235). 
** B. Peirce rencontra Clifford à Londres en 1871, et l'un et l'autre font plu- 
sieurs fois allusion à leurs conversations, dont l'une eut sans doute lieu ù une 
séance de la London Mathematical Society, où Peirce avait présenté ses résultats. 
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Hamilton ([65j, p. 181-200), et explicitement à l'étude des algèbres 
qui portent son nom, quelques années plus tard ([65], p. 397-401 et 
266-276). Ces nouvelles notions sont utilisées par B. Peirce pour 
la classification des algèbres de petite dimension (sur le, corps des 
nombres complexes), problème auquel s'attaquent aussi, aux envi- 
rons de 1880, d'autres mathématiciens de l'école anglo-américaine, 
Cayley et Sylvester en tête. On s'aperçoit ainsi rapidement de la 
grande variété des structures possibles, et c'est sans doute ce fait 
qui, dans la période suivante, va orienter les recherches vers l'obten- 
tion de classes d'algèbres à propriétés plus particulières. 

Sur le continent, où l'évolution des idées est assez différente, de 
telles recherches apparaissent dès avant 1880. En 1878, Frobenius 
prouve que les quaternions constituent le seul exemple de corps non 
commutatif (de dimension finie) sur le corps des nombres réels 
([llv], t. 1, p. 343-405) - résultat publié indépendamment deux ans 
plus tard par C. S. Peirce [248 dl. Dès 1861, Weierstrass, précisant une 
remarque de Gauss, avait, dans ses cours, caractérisé les algèbres 
commutatives sans élément nilpotent * sur R ou C comme composées 
directes de corps (isomorphes à R ou C) ; Dedekind était de son &té 
arrivé aux mêmes conclusions vers 1870, en liaison avec sa concep- 
tion i( hypercomplexe )) de la théorie des corps commutatifs ; leurs 
démonstrations sont publiées en 1884-85 ([329 a], t. II, p. 311-332 
et [79], t. II, p. 1-19). C'est en 1884 aussi que H. Poincaré, dans une 
courte note fort elliptique ([251 a], t. V, p. 77-79), attire l'attention 
sur la possibilité de considérer les équationsz, = qi(xi, . . ,xn,ji, . . ,y,) 
qui expriment la loi multiplicative (Ç,x,e,)!S,y,e,) = C,z,e, dans une 
algèbre, comme définissant (localement, bien entendu) un groupe de 
Lie. Cette remarque semble avoir fait grande impression sur Lie et 
ses disciples (Study, Scheffers, F. Schur et un peu plus tard Molien 
et E. Cartan), occupés précisément à cette époque à développer la 
théorie des groupes «continus », et notamment les problèmes de 
classification (voir en particulier [271], p. 387); pendant la période 
1885-1905, elle conduit les mathématiciens de cette école à appliquer 
à l'étude de la structure des algèbres des méthodes de même nature 
que celles utilisées par eux dans i'étude des groupes et algèbres de Lie. 

En fait, Weierstrass impose A ses algebres une condition plus stricte, à savoir 
que I'kquation 

a, + a,x + ... + a,xn = O 

(où les ai et l'inconnue x sont dans I'algkbre) ne' peut avoir une infinité de racines 
que si les ai sont  tous multiples d'un même diviseur de zéro. 



Ces méthodes reposent avant tout sur la considération du polynôme 
caractéristique d'un élément de l'algèbre relativement à sa représen- 
tation régulière (polynôme déjà rencontré dans les travaux de Weier- 
strass et Dedekind cités plus haut), et sur la décomposition de ce 
polynôme en facteurs irréductibles ; décomposition où, comme Fro- 
benius le découvrira un peu plus tard, se reflète la décomposition de 
la représentation régulière en composantes irréductibles. 

Au cours des recherches de l'école de Lie sur les algèbres se 
dégagent peu à peu les notions a intrinsèques » de la théorie. La notion 
de radical apparaît dans un cas particulier (celui où le quotient par le 
radical est composé direct de corps) chez G. Scheffers en 1891 [271], 
plus clairement chez Molien [224 a] et Cartan ([52 a], t. II,, p. 7-105), 
qui étudient le cas général (le mot même de « radical » est de Fro- 
benius ([119], t. III, p. 284-329)). Study et Scheffers [271] mettent en 
relief le concept d'algèbre composée directe de plusieurs autres (déjà 
entrevu par B. Peirce ([247], p. 221)). Enfin s'introduisent avec Molien 
[224 a] les algèbres quotients d'une algèbre, notion essentiellement 
équivalente à celle d'idéal bilatère (définie pour la première fois par 
Cartan ([52 a], t. II,, p. 7-105)) ou d'homomorphisme (nom dû aussi à 
Frobenius); I'analogieavec les groupes est très nette ici, et un peu plus 
tard, en 1904, Epsteen et Wedderburn considèreront des suites de com- 
position d'idéaux bilatères et leur étendront le théorème de Jordan- 
Holder. Les résultats les plus importants de cette période sont ceux 
de T. Motien [224 a] : guidé par la notion de groupe simple, il définit 
les algèbres simples (sur C) et démontre que ce sont les algèbres de 
matrices, puis prouve que la structure d'une algèbre quelconque de 
rang fini sur C se ramène essentiellement au cas (déjà étudié par 
Scheffers) où le quotient par le radical est une somme directe de corps. 
Ces résultats sont peu après retrouvés et établis de façon plus rigou- 
reuse et plus claire par E. Cartan ([52 a], t. II,, p. 7-105), qui introduit 
à cette occasion la notion d'algèbre sedi-simple, et met en évidence 
des invariants numériques (les « entiers de Cartan ») attachés à une 
algèbre quelconque sur le corps C - amenant ainsi la,théorie de ces 
algèbres à un point au-delà duque1 on n'a plus guère progressé 
depuis * ; enfin il étend les résultats de Molien et les siens propres aux 
algèbres sur R. 

Aux environs de 1900 se développe le mouvement d'idées qui 

Les difficultés essentielles proviennent de l'étude du radical, pour la structure 
duquel on n'a jusqu'ici trouvC aucun principe satisfaisant de classification. 
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mène à l'abandon de toute restriction sur le corps des scalaires dans 
tout ce qui touche à l'algèbre linéaire ; il faut en particulier signaler 
l'impulsion vigoureuse donnee à l'étude des corps finis par l'école 
américaine, autour de E. H. Moore et L. E. Dickson ; le résultat le 
plus marquant de ces recherches est le théorème de Wedderburn 
[328 a] prouvant que tout corps fini est commutatif. En 1907, Wedder- 
burn reprend les résultats de Cartan et les étend à un corps de base 
quelconque [328 b]; ce faisant, il abandonne complètement les 
méthodes de ses devanciers (qui devienne111 inapplicables dès que le 
corps de base n'est plus algébriquement clos ou ordonné maximal), 
et revient, en la perfectionnant, à la technique des idempotents de 
B. Peirce, qui lui permet de mettre sous forme définitive le théorème 
sur la structure des algèbres semi-simples, dont l'étude est ramenée 
à celle des corps non commutatifs. En outre, le problème de l'exten- 
sion du corps des scalaires se pose naturellement dans la perspective 
où il se place, et il prouve que toute algèbre semi-simple reste semi- 
simple après une extension séparable du corps de base *, et devient 
composée directe d'algèbres centrales de matrices si cette extension 
est prise assez grande ([328 b], p. 102)**. Un peu plus tard, Dickson, 
pour n = 3 [88 a] et Wedderburn lui-même pour n quelconque [328 cl 
donnent les premiers exemples de corps non commutatifs de rang n2 
sur leur centre ***, inaugurant ainsi dans un cas particulier la théorie 
des « produits croisés » et des « systèmes de facteurs » que devaient 
développer plus tard R. Brauer [34 a] et E .  Noether [236 cl. Enfin, en 

* Au moment où écrivait Wedderburn, la notion d'extension séparable n'avait 
pas encore été définie; mais il utilise implicitement l'hypothèse que, si un 
polynôme irréductible f sur le corps de base a une racine x dans une extension 

de ce corps, on a nécessairement f '(x) # O ((328 b], p. 103). C'est seulement en 
1929 que E. Noether signala les phénomènes liés à I'inséparabilité de l'extension 
du corps des scalaires [236 cl. 

Mentionnons ici un autre résultat lié aux questions de séprtrnbilité (et main- 
tenant rattache j. I'Algebre homologique), la décomposition d'une algèbre en 
somme directe (mais non composke directe!) de son radical et d'une sous-algèbre 
semi-simple. Ce résultat (qui avait été démontré par Molien lorsque le corps 
des scalaires est C et par Cartan pour Ics algèbres sur R) est énoncé sous $a 
forme gknkrale par Wedderburn, qui ne le démontre en fait que lorsque le 
quotient de l'algèbre par son radical est simple ([328 b], p. 105-109) en utilisant 
d'ailleurs sur les polynômes irréductibles la même hypothèse que ci-dessus. 
** Les recherches arithmétiques sur les représentations linéaires des groupes, 
qui commencent à la même époque, amènent aussi à considérer la notion équiva- 
lente de corps neutralisant d'une représentation [279 dl. 
*** Notons que dans les (( Grundlagen der Geometrie », Hilbert avait donné 
un exemple de corps non commutatif de rang infini sur son centre ([l63 cl, 
p. 107-109). 



1921, Wedderburn démontre un cas particulier du théorème de 
commutation [328 dl. 

Entre temps, de 1896 à 1910, s'était développée, entre les mains 
de Frobenius, Burnside et 1. Schur, une théorie voisine de celle des 
algèbres, la théorie de la représentation linéaire des groupes (limitte 
au début aux représentations de groupes finis). Elle tire son origine 
de remarques de Dedekind : celui-ci (avant même la publication de 
son travail sur les algèbres) avait, vers 1880, rencontré au cours de 
ses recherches sur les bases normales d'extensions galoisiennes, 
le « Gruppendeterminant » det(x,,-I), où (x,),, , est une suite 
d'indéterminées dont i'ensemble d'indices est un groupe fini G 
(en d'autres termes, la norme de rélément générique de l'algèbre 
du groupe G relativement à sa repr'ésentation régulière) ; et il avait 
observé que lorsque G est abélien, ce polynôme se décompose en 
facteurs linéaires (ce qui généralisait une identité démontrée longtemps 
auparavant pour les déterminants « circulants », qui correspondent 
aux groupes cycliques G). Au cours de sa très intéressante correspon- 
dance avec Frobenius ([79], t. II, p. 414-442), Dedekind, en 1896, 
attire son attention sur cette propriété, son lien avec la théorie des 
caractères des groupes abéliens [327 c] et quelques résultats analogues 
sur des groupes non commutatifs particuliers, qu'il avait obtenus 
en 1886. Quelques mois plus tard, Frobenius résolvait complètement 
le problème de la décomposition du « Gruppendeterminant » en 
facteurs irrdductibles ([119], t. III, p. 38-77), grâce à sa brillante généra- 
lisation de la notion de caractère ([ll9], t. III, p. l-37),dont nous n'avons 
pas à parler ici. Mais il nous faut noter que dans le développement 
ultérieur de cette théorie *, Frobenius reste toujours conscient de sa 
parenté avec la théorie des algèbres (sur laquelle Dedekind n'avait 
cessé d'ailleurs d'insister dans ses lettres); et, après avoir introduit 
pour les groupes les notions de représentation irréductible et de 
représentation complètement réductible ([119], t. III, p. 82-103), et 
montré que la représentation régulière contient toutes les représen- 
tations irréductibles, c'est par des méthodes analogues qu'il proposait, 
en 1903, de reprendre la théorie de Molien-Cartan ([119], t. III, 
p. 284-329). Chez Burnside [44 a] et 1. Schur [279 cl, l'aspect « hyper- 
complexe » de la théorie n'intervient pas explicitement; mais c'est 
chez eux que se font jour les propriétés fondamentales des repré- 

* Une partie des résultats de Frobenius avait été obtenue indépendamment 
par T. Molien en 1897 [224 b]. 
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sentations irréductibles, lemme de %bur et théorème de Burnside. 
Enfin, il faut noter pour notre objet que c'est dans cette ttdorie 
qu'apparaissent pour la première fois deux cas particuliers du 
théorème de commutation : dans la thèse de 1. Schur [279 a] qui 
relie (précisément par la commutation dans l'anneau des endomor- 
phismes d'un espace tensoriel) les représentations du groupe linéaire 
et celles du groupe symétrique, et dans son travail de 1905 [279 cl, où 
il montre que les matrices permutables à toutes les matrices d'une 
représentation irréductible sur le corps C sont des multiples scalaires 
de I (résultat qui découle aussi du théorème de Burnside). 
théories : ce fut l'œuvre de l'école allemande autour de E. Noether 
et E. Artin, dans la periode 1921-1933 qui voit la création de l'algèbre 
moderne. Déjà, en 1903, dans un mémoire sur l'intégration algébrique 
des équations différentielles linéaires ([251 a], t. III, p. 140-149), 
H. Poincaré avait défini, dans une algèbre, les idéaux à gauche et 
à droite et la notion d'idéal minimal ; il avait aussi remarqué que dans 
une algèbre semi-simple, tout idéal à gauche est somme directe de 
ses intersections avec les composants simples, et que dans l'alghbre 
des matrices d'ordre n, les idéaux minimaux sont de dimension 
n ; mais son travail passa inaperçu des algébristes *. En 1907, Wedder- 
burn définit à nouveau les idéaux à gauche et A droite d'une algèbre 
et en démontre quelques propriétés (notamment que le radical est 
le plus grand idéal à gauche nilpotent ([328 b], p. 113-1 14)). Mais il 
faut attendre 1927 pour que ces notions soient utilisées de façon 
essentielle dans la théorie des algèbres **. Mettant sous forme géné- 
rale des procédés de démonstration apparus antérieurement çà et 
la ***, W. Krull en 1925 [187 a] et E. Noether en 1926 [236 b] intro- 
duisent et utilisent systématiquement les conditions maximale et 

* Notons aussi que, dans ce mkmoire, Poincark observe que l'ensemble des 
opérateurs, dans l'algèbre d'un groupe, qui annulent un vecteur d'un espace 
de representation linéaire du groupe, forment un idéal A gauche ; il signale 
que cette remarque pourrait être appliquée A la théorie des reprksentations 
linéaires ([251 a], t. I I I ,  p. 149), mais ne développa jamais cette idée. 
** II est intéressant de remarquer que, dans l'intervalle, la notion d'idéal 
à gauche ou à droite apparaît, non dans l'étude des algèbres, mais dans un tra- 
vail de E. Noether et W. Schmeidler [238], consacré aux anneaux d'opérateurs 
diffërentiels. 
*** La condition maximale (sous forme de « condition de chaîne ascendante >)) 
remonte à Dedekind, qui l'introduit explicitement ([79], t. III, p. 90) dans 
l'étude des idéaux d'un corps de nombres algébriques; un des premiers exemples 
de raisonnement de (( chaine descendante )) est sans doute celui qu'on trouve 
dans le mémoire de Wedderburn de 1907 ([328 b], p. 90) à propos d'idéaux 
bilatères. 



minimale ; le premier s'en sert pour étendre aux groupes abéliens à 
opérateurs (qu'il définit A cette occasion) le théorème de Rzmak 
sur la décomposition d'un groupe fini en produit direct de groupes 
indécomposables, tandis que la seconde fait intervenir ces conditions 
dans la caractérisation des anneaux de Dedekind. En 1927, E. Artin 
[7 cl, appliquant la même idée aux anneaux non commutatifs, montre 
comment, par une étude systématique des idéaux minimaux, on peut 
étendre les théorèmes de Wedderburn à tous les anneaux dont les 
idéaux A gauche satisfont 21 la fois aux conditions maximale et 
minimale *. 

D'autre part, Krull, en 1926 [187 b], fait le lien entre la notion de 
groupe abélien A opbrateurs et celle de representation linCaire des 
groupes ; point de vue généralisé aux algèbres et développé en détail 
pal E. Noether dans un travail fondamental de 1929 [236 c] qui, par 
l'importance des idées introduites et la lucidité de l'exposé, mérite 
de figurer à côté du mémoire de Steinitz sur les corps commutatifs 
comme un des piliers de l'algèbre linéaire moderne **. 

Enfin, dans une série de travaux qui débutent en 1927 ([237], 
[34 a], [236 dl), E. Noether et R. Brauer (auxquels se joignent à partir 
de 1929-31 A. Albert et H. Hasse) reprennent l'ttude des corps gauches 
au point où l'avaient laisste Wedderburn et Dickson. Si la partie 
la plus importante de leurs résultats consiste en une étude approfondie 
du groupe de Brauer (en particulier sur les corps de nombres algé- 
briques) et dépasse donc le cadre de cette note, signalons en tout cas 
que c'est au cours de ces travaux que se précisent les théorèmes de 
commutation, ainsi que la notion de corps neutralisant d'une algèbre 
simple et ses relations avec les sous-corps commutatifs maximaux ; 
enfin, en 1927, Skolem caractérise les automorphismes des anneaux 

* En 1929, E. Noether montrait que pour les anneaux sans radical, ces théo- 
rèmes s'appliquent en supposant seulement vérifiée la condition minimale 
([236 cl, p. 663); C. Hopkins prouva en 1939 que cette condition à elle seule 
entraîne que le radical est nilpotent [167]. 
** C'est la qu'on trouve entre autres pour la première fois sous leur forme 
générale les notions d'homomorphisrne de groupe à opérateurs. d'anneau 
opposé, de bimodule, ainsi que les fameux (( théorèmes d'isomorphie )) (qui 
figurent déjà pour les groupes commutatifs dans [236 b]). Des cas particuliers 
ou corollaires de ces derniers étaient bien entendu intervenus longtemps aupa- 
ravant, par exemple (pour le second théorème d'isomorphie) chez Holder à 
propos des groupes finis [165]. chez Dedekind à propos des groupes abéliens 
([79], t. III,  p. 76-77), chez Wedderburn à propos d'idéaux bilatères ([328 b]. 
p. 82-83); quant au premier théorème d'isomorphie. i l  est par exemple énoncé 
explicitement par de Séguier en 1904 ([86]. p. 65). 



simples [286 b], théorème retrouvé quelques années plus tard par 
E. Noether [236 cl et R. Brauer [34 a]. 

Ainsi, en 1934, la théorie élémentaire des anneaux simples et 
semi-simples est à peu près arrivée à son aspect définitif (pour un 
exposé d'ensemble de l'état de la théorie à cette époque, voir [87]); 
depuis lors, elle s'est développée dans deux directions différentes, 
que nous nous bornerons à mentionner brièvement. D'une part, 
la théorie des «,systèmes de facteurs D de R. Brauer et E. Noether 
a récemment reçu une impulsion nouvelle ,à la suite de son incorpo- 
ration dans i'Algèbre homologique moderne *. D'autre part, on a 
beaucoup cherchi, avec plus ou moins de succès, à étendre - tout 
au moins en partie - les résultats de la théorie classique aux anneaux 
sans condition minimale ** ou aux anneaux sans élément unité. 
Mais jusqu'ici ces extensions n'ont guère eu de répercussions dans 
les autres branches des mathématiques ; pour plus de détails sur ces 
travaux, nous renvoyons à l'exposé récent de N. Jacobson [172 b]. 

Nous n'avons pas A faire ici l'histoire de cette thkorie et de ses relations 
avec la notion d'extension d'un groupe par un autre ; mais il convient de noter 
que les premiers «systèmes de facteurs » font précisément leur apparition A 
propos d'un problème d'extension de groupes, dans le mémoire de 1904 où 
1. Schur fonde la théorie des (( représentations projectives N des groupes 1279 bl. 
** Dès 1928, Krull avait étendu aux modules semi-simples quelconques les 
théorèmes généraux sur les modules semi-simples de longueur finie ([187 CI, 
p. 63-66). 



F O R M E S  ' Q U A D R A T I Q U E S  ; 

G É O M É T R I E  É L É M E N T A I R E  

La théorie des formes quadratiques, sous son aspect moderne, 11.: 

remonte guère au-delà de la seconde moitié du xvrire siecle, et, comme 
nous le verrons, elle s'est développée surtout pour répondre aux 
besoins de l'Arithmétique, de i'Analyse et de la Mécanique. Mais les 
notions fondamentales de cette théorie ont en réalité fait leur appa- 
rition dès les débuts de la géométrie « euclidienne)), dont elles forment 
l'armature. Pour cette raison, on ne peut en retracer l'histoire sans 
parler, au moins de façon sommaire, du développement de b « géo- 
métrie élémentaire » depuis l'antiquité. Bien entendu, nous ne pour- 
rons nous attachcr qu'à l'évolution de quelques idées générales, et le 
lecteur nc doit pris s'attendre à trouver ici de renseignements précis 
sur l'histoire de tel ou tel théorème particulier, au sujet desquels il 
nous suffira de renvoyer aux ouvrages historiques ou didactiques 
spécialisés *. Il va dc soi aussi, lorsque nous parlons ci-dessous des 
diverses iiiterpri?tationç possibles d'un même théorème dans divers 
langages algébriques ou géométriques, que nous n'entendons nulle- 
merit dirc que ces « traductions » aient été de tout temps aussi fami- 
lières qu'aujourd'hui ; bien au contraire, c'est le principal but de 
cette Note que de faire voir comment, très graduellement, les mathé- 
maticiens ont pris conscience de ces parentés entre questions d'aspect 
souvent très différent ; nous aurons aussi à montrer comment, ce 
faisant, i l %  ont été amenés a meltrc quefquc cohérence dans I'ams 
des tliCorèines de géométrie légués par les anciens, et finalement A 
cssayer de délimiter exactement ce qu'il fallait entendre par « géo- 
métrie ». 

Si l'on met à part la découverte, par les Babyloniens, de la for- 
mule de résolution de l'équation du second degré ([232], p. 183-189) 

+ Voir ([3lI], t. IV à VIX ainsi que [185] et [II%), t. F E  
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c'est donc sous leur déguisement géométrique qu'il faut noter la 
naissance des principaux concepts de la théorie des formes quadra- 
tiques. Celles-ci se présentent d'abord* comme carrés de distances 
(dans le plan ou l'espace à trois dimensions) et la notion d'« orthogo- 
nalité B correspondante s'introduit au moyen de l'angle droit, défini 
par Euclide comme moitié de l'angle plat (Eléments, Livre 1, Déf. 10) ; 
les notions de distance et d'angle droit étant reliées par le théorème 
de Pythagore, clé de voûte de l'édifice euclidien *. L'idée d'angle 
parait s'être introduite trés tôt dans la mathématique grecque (qui 
I'a sans doute reçue des Babyloniens, rompus à l'usage des angles 
par leur longue expérience astronomique). On sait qu'à l'époque 
classique, seuls les angles inférieurs à 2 droits sont définis (la (( défi- 
nition )) d'Euclide est d'ailleurs aussi vague et inutilisable que celle 
qu'il donne pour la droite ou le plan) ; la notion d'orientation n'est 
pas dégagée, bien qu'Euclide utilise (sans axiome ni définition) le 
fait qu'une droite partage le plan en deux régions, qu'il distingue soi- 
gneusement lorsque cela est nécessaire **. A ce stade, l'idée du groupe 
des rotations planes ne se fait donc jour que d'une manière très impar- 
faite, par l'addition (introduite, elle aussi, sans explication par 
Euclide) des angles non orientés de demi-droites, qui est seulement 

* La plupart des civilisations antiques (Égypte, Babylonie, Inde, Chine) 
semblent être parvenues indépendamment à des énoncés couvrant au moins 
certains cas particuliers du théorème de Pythagore », et les Hindous ont 
même eu l'idée de principes de démonstration de ce théorème, tout à fait dis- 
tincts de ceux qu'on trouve chez Euclide (qui en donne deux démonstrations, 
l'une par construction de figures auxiliaires, l'autre utilisant la théorie des 
proportions) (cf. [311], t. IV, p. 135-144). 
** La notion d'angle orienté, avec ses diverses variantes (angle de droites, angle 
de demi-droites) n'est apparue que très tardivement. En géométrie analytique, 
Euler ([IO8 a], (1)' t. IX, p. 21 7-239 et 305-307) introduit les coordonnées polaires, 
et -la conception moderne d'un angle (mesuré en radians) prenant des valeurs 
arbitraires (positives ou négatives). L. Carnot [JI] inaugure la tendance qui 
opposera, pendant tout le xrxe siècle, géomktrie synthétique » à gkom6trie 
analytique ; cherchant B dtvelopper la première aussi indépendamment que 
possible, il est conduit, pour éviter les (( cas de figure )> des gbomètres anciens, à 
introduire systématiquement les grandeurs orientées, longueurs et angles ; 
malheureusement, son ouvrage est considérablement compliqué par son parti 
pris de ne pas utiliser les nombres négatifs (qu'il tenait pour contradictoires !) 
et de les remplacer par un systéme peu maniable de (( correspondance de signes » 
entre diverses figures. II faut attendre Mobius (12231, t. II, p. 1-54) pour que le 
concept d'angle orienté s'introduise dans les raisonnements de géom6trie 
synthétique; toutefois, de même que ses successeurs jusqu'h une kpoque toute 
récente, il ne sait introduire l'orientation que par un appel direct à l'intuition 
spatiale (règle dite u du bonhamme d'Ampère BI; ce n'est qu'avec le 'dévelop- 
pement de la géométrie n-dimensionnelle et de la topologie algébrique qu'on 
est enfin parvenu il une définition rigoureuse d'un espace orienté ». 



définie, en principe, lorsque la somme est au plus égale A deux 
droits *. Quant à la trigonométrie, elle est dédaignée des géomètres, 
et abandonnée aux arpenteurs et aux astronomes ; ce sont ces der- 
niers (Aristarque, Hipparque, Ptolémée surtout [255]) qui établissent 
les relations fondamentales entre côtés et angles d'un triangle rec- 
tangle (plan ou sphérique) et dressent les premières tables (il s'agit 
de tables donnant la corde de l'arc découpé par un angle 6 < x sur 

8 
un cercle de rayon r,  autrement dit le nombre 2r sin 5 ; l'introduction 

du sinus, d'un maniement plus commode, est due aux mathématiciens 
hindous du Moyen âge) ; dans le calcul de ces tables, la formule 
d'addition des arcs, inconnue à cette époque, est remplacée par 
l'emploi équivalent du théorème de Ptolémée (remontant peut-être 
à Hipparque) sur les quadrilatères inscrits à un cercle. Il faut noter 
aussi qu'Euclide et Héron donnent des propositions équivalentes à 
la formule 

a2 = b2 + c2 - 2bc cos A 

entre côtés et angles d'un triangle plan quelconque ; mais on ne peut 
guère y voir une première apparition de la notion de forme bilinéaire 
associée à une forme métrique, faute de l'idée d'un calcul vectoriel 
qui n'émergera qu'au xlxe siècle. 

Les déplacements (ou mouvements, la distinction entre les deux 
notions n'étant pas claire dans l'antiquité - ni même beaucoup plus 
tard) sont connus d'Euclide ; mais, pour des raisons que nous igno- 
rons, il semble éprouver une nette répugnance à en faire usage (par 
exemple dans les « cas d'égalité des triangles », où on a l'impression 
qu'il n'emploie la notion de déplacement que faute d'avoir su for- 
muler un axiome approprié (Cl53 e], t. 1, p. 225-227 et 249)); toute- 
fois, c'est i la notion de déplacement (rotation autour d'un axe) 
qu'il a recours pour la définition des cônes de révolution et des 
sphbres (Eléments, Livre XI, déf. 14 et 18), ainsi qu'Archimhde pour 
ceile des quadriques de révolution. Mais l'idée générale de transfor- 

+ On trouve cependant chez Euclide au moins deux passages où il parle 
d'angles dont la «somme » peut excéder 2 droits, savoir les inégalitks satis- 
faites par les faces d'un trièdre (Eléments, Livre XI, prop. 20 et 21) (sans parler 
du « raisonnement » concernant la « mesure » des angles, qui est sans doute 
une interpolation (cf. p. 204)) ; dans ces deux passages, Euclide parait donc 
être entraîné par l'intuition au-delà de ce qu'autorisent ses propres définitions: 
Ses successeurs sont encore bien moins scrupuleux, et Proclus, par exemple 
(ve siècle ap. J - C )  n'hésite pas à énoncer le « théorème » général donnant la 
somme des angles d'un polygone convexe (il53 el, t. 1, p. 322). 



mation, appliquéc à tout l'espace, est à peu près élraiigére a la pensée 
mathématique avant la fin du XVIII" siècle * ; ct avant Ic xviiR siècle, 
on ne trouve pas trace non plus de la notioii de composition des mou- 
menents, ni à plus forte raison de composition des déplacements. 
Cela ne veut pas dire, bien entendu, que les Grecs n'aient pas été par- 
ticulièrement sensibles aux « régularités » et (( symétries )) des figures, 
que nous rattachons maintenant à la notion de groupe des déplace- 
ments ; leur théorie des polygones réguliers et plus encore celle des 
polyèdres réguliers - un des chapitres les plus remarquables de toute 
leur mathématique - est là pour prouver le contraire **. 

Enfin, la dernière des contributions essentielles de la mathéma- 
tique grecque, dans le domaine qui nous concerne, est la théorie des 
coniques (en ce qui concerne les quadriques, les Grecs ne connais- 
sent que certaines quadriques de révolution, et n'en poussent pas très 
loin l'étude, la sphère exceptée). Il est intéressant de noter ici que, 
bien que les Grecs n'aient jamais eu l'idée du principe fondamental 
de la géométrie analytique (essentiellement faute d'une algèbre 
maniable), ils utilisaient couramment, pour l'étude de t( figures D par- 
ticuliéres, les « ordonnées » par rapport à deux (ou même plus de 
deux) axes dans le plan (en rapport étroit avec la figure, ce qui est 
un des points fondamentaux où leur méthode diffère de celle de 
Fermat et Descartes, dont les axes sont fixés indépendamment de la 
figure considérée). En particulier, les premiers cxcmples de coniques 
(autres que le cercle) qui s'introduisent à propos du problème de la 
duplication du cube, sont les courbes données par les équations 
y2 = ax, y - bx2, xy = c (Ménechme, Clèvc d7Eudoxc, milieu du 
IVC siècle) *** ; et c'est l'équation des coiiiqucs (d'ordinaire par rap- 

* On ne peut guère citer comme exemples d'une telle notion que les <( projec- 
tions N des cartographes et des dessinateurs; la projection stéréographique est 
connue de Ptolémée (et au xVie siècle on sait qu'elle conserve les angles), 
et la projection centrale joue un rôle de premier plan dans l'œuvre de Desargues 
[84; mais il s'agit la de correspondance entre I'espace tout entier (ou une 
surface) et un plan. Une des propriétés de i'inversion, que nous exprimons 
aujourd'hui en disant que le transformé d'un cercle est un cercle ou une droite, 
est connue en substance de Viète, et utilisée par lui dans des problémes de 
construction de cercles ; mais ni lui, ni Fermat qui étend ses constructions aux 
sphères, n'ont l'idée d'intrcduire l'inversion comme une transformation du 
plan ou de I'espace. 
** Voir là-dessus [291], où on trouvera aussi d'intéressantes remarques sur les 
rapports entre la théorie des groupes de déplacements et les divers types d'orne- 
ments imaginés par les civilisations de l'Antiquité et du Moyen Age. 
*** Il semble que l'idée de considérer ces courbes comme sections planes de 
cônes a base circulaire (due aussi à Ménechme) soit postérieure 21 leur définition 
au moyen des équations précédentes (cf. [153 b], p. XVII-XXX). 



port à deux axes obliques formés d'un diamètre et de la tangente en 
un de ses points de rencontre avec la courbe) qui est le plus souvent 
utilisée dans l'étude des problèmes relatifs à ces courbes (alors que les 
propriétés « focales » ne jouent qu'un rôle très effacé, contrairement 
à ce que pourraient faire croire des traditions scolaires ne remontant 
qu'au xrxe siècle). De cette vaste théorie, il nous faut surtout retenir 
ici la notion de diamètres conjugués (déjà connue d'Archimède), 
et la propriété qui sert à présent de définition à la polaire d'un point, 
donnée par Apollonius [153 b] lorsque le point est extérieur à la 
conique (la polaire étant donc pour lui la droite joignant les points de 
contact des tangentes issues de ce point) ; de notre point de vu;, ce 
sont deux exemples d' « orthogonalité » par rapport à une forme 
quadratique distincte de la forme métrique, mais bien entendu le 
lien entre ces notions et la notion classique de perpendiculaires ne 
pouvait absolument pas être conçu à cette époque. 

11 n'y a guère d'autre progrès à signaler avant Descartes et Fermat ; 
mais dès les débuts de ta géométrie analytique, la théorie algbbrique 
des formes quadratiques commence A se dégager de sa gangue géo- 
métrique : Fermat sait qu'une équation du second degré dans le plan 
représente une conique ([109], t. 1, p. 100-102; trad. française, t. III, 
p. 84-101) et ébauche des idées analogues sur les quadriques ([109], 
t. 1, p. 11 1-1 17 ; trad. française, t. III, p. 102-108). Avec le dévelop- 
pement de la géométrie analytique à 2 et 3 dimensions au cours du 
xvme siècle apparaissent (surtout à propos des coniques et des qua- 
driques) cieux des problèmes centraux de la théorie : la réduction 
d'une forme quadratique A une somme de carrés et la recherche de 
ses « axes » par rapport à la forme mét-ique, Pour les coniques, ces 
deux problèmes sont trop élémentaires pour susciter d'importants 
progrès aIgébriques ; pour un nombre quelconque de variables, le 
premier est résolu par Lagrange en 1759, A propos des maxima de 
fonctions de plusieurs variables ([191], t. 1, p. 3-20). Mais ce pro- 
blème est presque aussitôt éclipsé par celui de la recherche des axes, 
avant même que l'on n'eût formulé l'invariance du rang * ; quant 

Traitant d'un problème indtpendniit, par sa nature, du choix des axes de 
courdonnécs. Lagrange ne pouvait niaiiquer d'observer que son proc6d6 
présentait beaucoup d'arbitraire, mais i l  manque encore des notions permettant 
de préciser cette idée : <( Au reste », dit-il, « pour ne pas se méprendre dans ces 
reclrerches, il f a d  ret)rarqirer que les tratrsformJes [en somme de carrbs] pourraient 
bien venir rlifférenteu de celles que nous avoti.s donitkes ; rtrais, en exanrinant la chose 
de plus P A ,  on trouvwa ir~fuillihlernent que, quelles q~'elles soient, elles pmrrrofrt 
toujoitrs sr rédiiirr à ceII~s-ci. oir ni1   ri oins y être conlprises [ ? ]  » (loc. cil.. p. 8). 



la loi d'inertie, elle n'est découverte qu'autour de 1850 par Jacobi 
([171], t. III, p. 593-598), qui la démontre par le même raisonnement 
qu'à présent, et Sylvester ([304], t. 1, p. 378-381) qui se borne à 
l'énoncer comme quasi-évidente *. 

Le problème de la réduction d'une quadrique à ses axes présente 
déjà des difficultés algébriques sensiblement plus grandes que le 
problème analogue pour les coniques : et Euler, qui est le premier 
à l'aborder, n'est pas en état de prouver la réalité des valeurs propres, 
qu'il admet après une ébauche de justification sans valeur probante 
([IO8 a], ( l ) ,  t. IX, p. 379-392)**. Si ce point est correctement établi 
vers 1800 [140], il faut attendre Cauchy pour démontrer le théorème 
correspondant pour les formes à un nombre n quelconque de variables 
([56 a], (2), t. IX, p. 174-195). C'est aussi Cauchy qui, vers la même 
époque, démontre que l'équation caractéristique donnant les valeurs 
propres est invariante par tout changement d'axes rectangulaires 
([56 a], (2), t. V, p. 252)***; mais pour n = 2 ou n = 3, cette invariance 
était intuitivement «évidente » en raison de l'interprétation géométrique 
des valeurs propres au moyen des axes de la conique ou de la qua- 
drique correspondante. D'ailleurs, au cours des recherches à ce sujet, 
les fmctions symétriques 'élémentaires des valeurs propres s'étaient 
aussi présentées de façon naturelle (avec diverses interprétations géo- 
métriques, en relation notamment avec les théorèmes d'Apollonius 
sur les diamètres conjugués), et en particulier le discriminant, qui 
(connu de longue datc pour n = 2 en liaison avec la théorie de 
l'équation du second degré) apparaît pour la première fois pour 
n = 3 chez Euler ([IO8 a], (1), t. IX, p. 382); ce dernier le rencontre à 
propos de la classification des quadriques (en exprimant la condi- 
tion pour qu'une quadrique n'ait pas de point à l'infini) et n'en men- 

* Gauss était parvenu de son côtC à ce rksultat, et le démontrait dans ses 
cours sur la méthode des moindres carrés, au témoignage de Riemann, qui 
suivit ces cours en 1846-47 ((259 b], p. 59). 
** Il est plus heureux dans la détermination des axes principaux d'inertie 
d'un solide : ayant ramené le problème à une equation du troisième degré, il 
observe qu'une telle équation a au moins une racine réelle, donc qu'il y a au 
moins un axe d'inertie; prenant cet axe comme axe de coordonnées. il est ensuite 
ramené au problème plan, de solution facile (ri08 a], (2), t. III, p. 200-202). 
*** I I  faut noter que, jusque vers 1930, on n'entend jamais par «forme 
quadratique », qu'un polynOme homogène du second degré par rapport aux 
coordonnées prises relativement à un système d'axes donné. II semble que œ 
soit seulement la théorie de l'espace de Hilbert qui ait conduit à une conception 
« intrinsèque » aes formes quadratiques, même dans les espaces de dimension 
finie. 
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tionne pas l'itvariance vis-à-vis des changements d'axes rectangu- 
laires. Mais un peu plus tard, avec les débuts de la théorie arithmé- 
tique des formes quadratiques à coefficients entiers, Lagrange note 
(pour n = 2) un cas particulier d'invariance du discriminant par chan- 
gement de variables linéaire mais non orthogonal ([l91], t. III, p. 699), 
et Gauss établit, pour n = 3, la « covariance » du discriminant pour 
toute transformation linéaire ([124 a], t. 1, p. 301-302) *. Une fois 
dkmontrée, par Cauchy et Binet, la formule générale de multiplica- 
tion des déterminants, l'extension de la formule de Gauss à un 
nombre quelconque de variables était immédiate ; c'est elle qui, vers 
1845, va donner la première impulsion à la théorie générale des 
invariants. 

Aux deux notions qui, chez les Grecs, tenaient lieu de la théorie des 
déplacements - celle de mouvement et celle de « symétrie » d'une 
figure - vient s'en ajouter une troisième aux X V I I ~  et X V I I I ~  siècles 
avec le problème du changement d'axes rectangulaires, qui est sub- 
stantiellement équivalent à cette théorie. Euler consacre plusieurs 
travaux à cette question, s'attachant surtout à obtenir des représen- 
tations paramétriques maniables pour les formules du changement 
d'axes. On sait quel usage la Mécanique devait faire des trois angles 
qu'il introduit à cet effet pour n = 3 ([IO8 a], (1), t. IX, p. 371-378). 
Mais il ne se borne pas là, envisage en 1770 le problème général des 
transformations orthogonales pour n quelconque, remarque qu'on 
parvient ici au but en introduisant n(n - 1)/2 angles comme para- 
mètres, et enfin, pour n = 3 et n = 4, donne pour les rotations des 
représentations rationnelles (en fonction, respectivement, de 4 para- 
mètres homogènes et de 8 paramètre': homogènes liés par une rela- 
tion), qui ne sont autres que celles obtenues plus tard au moyen de 
la théorie des quaternions, et dont il n'indique pas l'origine ([IO8 a], (1  ), 
t. VI, p. 287-315) **. 

D'autre part, Euler indique aussi comment traduire analytique- 

* C'est aussi à propos de ces recherches que Gauss définit l'inverse d'une forme 
quadratique ([124 a], t.  1, p. 301) et obtient la condition de positivité d'une telle 
forme faisant intervenir une suite de mineurs principaux du discriminant (ibid., 
p. 305-307). 
** Euler ne donne d'ailleurs pas la f ~ r m u l e  de composition des rotations 
exprimée à l'aide de ces paramètres ; pour n = 3, on ne la trouve pas avant 
une note de Gauss (non publiée de son vivant ([124 a], t. VIII, p. 357-362)) et 
un travail d'Olinde Rodrigues de 1840, qui retrouve la représentation paramé- 
trique d'Euler, à peu près tombée dans l'oubli à cette époque. 



ment la recherche des « symétries » des figures planes, et c'est à ce 
propos qu'il est amené à démontrer, en substance, qu'un déplacement 
plan est une rotation, ou une translation, ou une translation suivie 
d'une symétrie ([IO8 a], (I), t. IX, p. 197-199). L'essor de la Mécanique 
à cette époque mène d'ailleurs à l'étude générale des déplacements ; 
mais tout d'abord il n'est question que des déplacements « infiniment 
petits » tangents aux mouvenients continus : ce sont apparemment 
les seuls qui interviennent dans les recherches de Torricelli, Roberval 
et Descartes sur la composition des mouvements et le centre instaii- 
tané de rotation pour les mouvements plans (cf. p.219). Ce dernier 
est défini de façon générale par Joliann Bernoulli ; d'Alembert en 
1749, Euler l'année suivante, itendent cette notion en démontrant 
l'existence d'un axe instantané de rotation pour les mouvements 
laissant un point fixe. Le théorème analogue pour les déplacements 
finis n'est énoncé qu'en 1775 par Euler [IO8 b], dans un mémoire où 
il dicouvre en même temps que le déterminant d'une rotation est 
égal à 1 ; l'annéè suivante, il dimontre l'existence d'un point fixe 
pour les similitudes planes ([IO8 a], (l), t. XXVI, p. 276-285). Mais 
il faudra attendre les travaux de Chasles, a partir de 1830 [60 a], 
pour avoir enfin une théorie cohirente des déplacements f i t i is  et 
infiniment petits. 

Nous arrivons ainsi à ce qii on peut appeler l'âge d'or de In gio- 
métrie, qui s'insère grosso nroclo entre les dates de publication de 1.1 
Géométrie descriptive de Monge (1795) [225] et du N programme 
d'Erlangen » de F. Klein (1872) ([182], t. 1, p. 460-497). Les progrès 
essentiels que nous devons h ce brusque renouveau de la géornitriz 
sont les suivants : 

A) La notion d'élément à l'infini (point, droite ou plan), introduite 
par Desargues au xviie siècle [84], mais qui ne se manifeste guère au 
xvirie siècle que comme abus de langage, est réhabilitée et systéma- 
tiquement utilisée par Poncelet [a521 qui fait ainsi de l'espace projectif 
le cadre général de tous les phénomènes géométriques. 

B) En même temps, avec Monge, et surtout Poncelet, s'effectue 
le passage à la gkomitrie projective comple~e.  La notion de point 
imaginaire, sporadiquement utilisée au cours du xvirie siècle, pst 
ici exploitée (coiicurremment avec celte de point à l'infini) pour 
donner des énoncis indépendants des « cas de figure » de la giométrie 
affine rCellc.. Si tout d9:ibord les justifications apportées i l'appui 
de c x  innovation? rccteiit fort embarrassées (surtout de 13 part des 



tenants de l'école de géométrie « synthétique B, où l'emploi des coor- 
données en arrive à être regardé comme une souillure), on ne saurait 
manquer de reconnaître là, sous le nom de « principe des relations 
contingentes » chez Monge, ou de « principe de continuité » chez 
Poncelet, le premier germe de l'idée de « spécialisation » de la géo- 
métrie algébrique moderne *. 

Un des premiers r2sultats découlant de ces conceptions est la 
remarque que, dsns l'espacc projectif complexe, toutes les coniques 
(resp. quadriques) non dégénérces son1 de même nature ; ce qui 
amène Poncelet it la découverte des éléments « isotropes » : « Des 
cercles placés arbitrairement sur un plat1 P, dit-il, « ne sont donc pas 
tout ù fait itzdépendants entre eux, con~inf on pourrnit le croire au pre- 
mier abord, ils ont idéalement deux points imaginaires communs à 
l'injini » ([252], t. 1, p. 48). Plus loin, il introduit de même 1' « ombi- 
licale », conique imaginaire à l'infini commune à toutes les sphères 
((2521, t. 1, p. 370); et s'il ne parle pas particulièrement des géné- 
ratrices isotropes de la sphère, du moins souligne-t-il explicitement 
l'existence de génératrices rectilignes, réelles ou imaginaires, pour 
toutes les quadriques (ihid., p. 371) * *  ; notions dont ses continuateurs 
(notamment Plücker et Chasles), plus encore que lui-même, font 
grand usage, en particulier dans l'étude des propriétés « focales B 
des coniques et des quadriques. 

C) Les notions de transfortnation ponctuelle et de composition 
des transformations sont. eilzs aussi, rormulées de façon générale 
et introduites systématiqueinent comme moyens de démonstration. 
En dehors des déplacements et des projections, on ne connaissait 
jusque-là que quelques transformations particulières : certaines 
transformations projectives planes, du type x' = alx, y' = ylx, 
utilisées par La Hire et Newton, 1'« affinité » x' = ax. y' = by de 
Clairaut et Euler ([IO8 a], ( l ) ,  t. IX, chap. XVIII), et enfin quelques 
transformûtions quadratiques particulières, chez Newton encore, 
Maclaurir? ct Braikenridge. Monge, dans sa Géoruétrie descriptive, 
montre tout l'usage qu'on peut tirer des projections planes dans 

* Ces « principes » se justifient bien entenau (comme l'avait dCjA remarqué 
Cauchy) par application d u  principc dc proloiigement des identités algébriques. 
en raison du fait que les géomètres <( syntliitiques » ne considérent jômais que 
dcs propriétés qui se traduisent analytiquement en identités de cette nature. 
'* La première nlenlion des gtnératrices rectilignes des quadriques semble 
due il Wren (1669). qui remarque que I'hyperboloïde de révolution à unc nappc 
peut être engendré par la rotation d'une droite autour d'lin axe non dans Ic 
nieme plan ; mais leur etude fut seulement dCveloppée par Monge el son école. 



la géométrie à 3 dimensions. Chez Poncelet, un des Frocédés sys- 
tématiques de démonstration, employé à satiété, consiste à ramener 
par projection les propriétés des coniques à celles du cercle (méthode 
déjà appliquée à l'occasion par Desargues et Pascal) ; et pour pou- 
voir passer de même d'une quadrique à une sphère, il invente le 
premier exemple de transformation projective dans l'espace, 1'« homo- 
logie » ([252], t. 1, p. 357); enfin c'est lui aussi qui introduit les pre- 
miers exemples de transformations birationnelles d'une courbe en 
elle-même. En 1827, Mobius ([223], t. 1, p. 217) (et indépendamment 
Chasles en 1830 ([60 b], p. 695))' définissent les transformations 
linéaires projedives les plus générales ; a la même époque apparaissent 
l'inversion et d'autres types de transformations quadratiques, dont 
l'étude va inaugurer la théorie des transformations birationnelles, 
qui se développcra dans la seconde moitié du xrxe siècle. 

D) La notion de dualité apparaît en pleine lumière et se trouve 
consciemment rattachée A la thdorie des formes bilinéaires. La théorie 
des pôles et polaires par rapport aux coniques, qui, depuis Apollonius, 
n'avait fait quelque progrès que chez Desargues et La Hire, est éten- 
due aux quadriques par Monge, qui, ainsi que ses élèves, aperçoit 
ka possibilité de transformer par ce moyen des théorèmes connus 
en résultats nouveaux *. Mais c'est encore à Poncelet que revient 
le mérite d'avoir érigé ces remarques en méthode générale dans sa 
théorie des transformations « par polaires réciproques », et d'en 
avoir fait un outil de découverte particulièrement efficace. Un peu 
plus tard, notamment avec Gergonne, Plücker, Mobius et Chasles, 
1s notion générale de dualité se dégage du lien avec les formes qua- 
dratiques, encore trop étroit chez Poncelet. En particulier, Mobius, 
en examinant les diverses possibilités de dualité dans l'espace à 3 
dimensions (définie par une forme bilinéaire), découvre en 1833 
la dualité par rapport à une forme bilinéaire alternée ([223], t. 1, 
p. 489-515) **, surtout étudiée, au xrxe siècle, sous forme de la théorie 
des « complexes linéaires » et développée en relation avec la «géo- 
métrie des droites » et les « coordonnées plückeriennes » introduites 
par Cayley, Grassrnann et Plücker aux environs de 1860. 

E) Dès les débuts de la géométrie projective, l'étude intensive 
des propriétés de la géométrie classique dans leurs rapports avec 

* Le plus connu est le théorème de Brianchon (1810), transformé du théorème 
de Pascal par dualite. 
** En 1828, Giorgini avait dkjà rencontre la polarite par rapport à une forme 
alternée, a propos d'un problème de Statique 11281. 



l'espace projectif avait rapidement amen6 A les diviser en « propriétés 
projectives » et « propriétés métriques » ; et il n'est sans doute pas 
exagéré de voir dans cette séparation une des plus nettes manifes- 
tations, à cette époque, de ce qui devait devenir la notion moderne 
de structure. Mais Poncelet, qui introduit le premier cette distinction 
et cette terminologie, a déjà conscience de ce qui relie ces deux types 
de p-opriétés ; et, abordant dans son Traité les problèmes concernant 
les angles, dont les propriétés « ne semblent pas faire partie de celles 
que nous avons appelées projectives.. . , elles découlent néanmoins d'une 
manière si simple », dit-il, «des  principes qui font la base [de cet 
ou-xage]. .. , que je ne crois pas qu'aucune autre théorie g2ométrique 
puisse y conduire d'une manière à la fois plus directe et plussimple. 
Otr n'en sera nrrllement étonné, si I'on considère que les propriétés 
ro j ec t  ives des jïg ures sont nécessa irement les plus générales de celles 
qui peuvent leur appartenir ; en sorte qu'elles doivent comprendre, 
comme simples corollaires, toutes les autres propribtés ou relations 
particulières de l'étendue » ([252], t. 1, p. 248). A vrai dire, après cette 
déclaration, on est un peu surpris de le voir aborder les questions 
d'angles de façon très détournee, en les rattachant aux propriétés 
focales des coniques, au lieu de faire intervenir directement les points 
cycliques ; et en fait, ce n'est que 30 ans plus tard que Laguerre 
(encore élève à l'École Polytechnique) donna l'expression d'un angle 
de droites à l'aide du birapport de ces droites et des droites isotropes 
de même origine ([192], t. I I ,  p. 13). Enfin, avec Cayley ([58], t. II, 
p. 561-592) s'exprime clairement l'idée fondamentale que lcs pro- 
priétés « métriques » d'une figure plane ne sont autres que les pro- 
priétés « projectives » de la figure augmentée des points cycliques - 
jalon décisif vers le « programme d'Erlangen ». 

F )  La géornéirie non-euclidienne hyperbolique, qui voit le jour aux 
environs de 1830, reste d'abord un peu à l'écart du mouvement 
dont nous retraçons les grandes lignes. Issue de préoccupations 
d'ordre essentiellement logique touchant les fondements de la géo- 
métrie classique, cette nouvelle géométrie est présentée par ses inven- 
teurs * sous la même forme axiomatique et « synthétique » que la 
géométrie d'Euclide, et sans lien avec la géométrie projective (dont 

* On sait que Gauss, dès 1816, s'était convaincu de I'impossibilite de démontrer 
le postulat d'Euclide, et de la possibilité logique de développer une géométrie 
où ce postulat ne serait pas vkrifié. Mais il ne publia pas ses résultats sur cette 
question, et ceux-ci furent retrouvés indépendamment par Lobatschevsky en 
1829 et Bolyai en 1832. Pour plus de détails, voir [IO5 a et b]. 



l'introduction suivant le modèle classique paraissait même exclue 
a priori, puisque la notion de parallèle unique disparaît dans cette 
géomktrie) ; c'est sans doute pour cela qu'elle n'attire guère, pendant 
longtemps, l'intérêt des écoles française, allemande et anglaise de 
géométrie projective. Aussi, lorsque Cayley, dans le mémoire fonda- 
mental cité plus haut ([%], t. II, p. 561-592) a l'idée de remplacer 
les points cycliques (considérés comme conique « dégénérée tangen- 
tiellement ») par une conique quelconque (qu'il nomme « absolu D), 
il ne songe nullement à relier cette idée à la géométrie de Lobats- 
chevsky-Bolyai, bien qu'il indique comment sa conception conduit 
à de nouvelles expressions pour la « distance » de deux points, et 
qu'il mentionne ses liens avec la géométrie sphérique. La situation 
change vers 1870, lorsque les géométries non-euclidiennes, à la suite 
de la diffusion des œuvres de Lobatschevsky, et de la publication 
des œuvres de Gauss et de la leçon inaugurale de Riemann, sont 
venues au premier plan de l'actualité mathématique. Suivant la voie 
tracée par Riemann, Beltrami, sans connaître le travail de Cayley, 
retrouve en 1868 les expressions de la distance données par ce dernier, 
mais dans un tout autre contexte, en considérant l'intérieur d'un 
cercle comme une image d'une surface à courbure constante, dans 
laquelle les géodésiques sont représentées par des droites [18 a]; 
c'est Klein, qui deux ans plus tard, fait (indépendamment de Beltrami) 
la synthèse de ces. divers points de vue, qu'il complète par la décou- 
verte de l'espace non euclidien elliptique ([182], t. 1, p. 254-305) *. 

G) Dans la seconde moitié de l'époque que nous considérons ici, 
s'instaure une période de réflexion critique, au cours de laquelle les 
partisans de la géométrie « synthétique », non contents d'avoir 
banni les coordonnées de leurs démonstrations, prétendent se passer 
des nombres réels jusque dans les axiomes de la géométrie. Le prin- 
cipal représentant de cette école est von Staudt, qui parvint essen- 
tiellement à réaliser ce tour de force [325], très admiré de son temps 
et même bien avant dans le xxe siècle ; et si aujourd'hui on n'attribue 
plus la même importance aux idées de cet ordre, dont les possibilités 
d'application fructueuse se sont révélées assez minces, il faut cepen- 
dant reconnaître que les efforis de von Staudt et de ses disciples ont 
contribué à éclaircir les idces sur le rôle des « scnlnires » réeJs ou 

* L'exemple de la gtomttrie sphérique avait fait croire pendant quelques 
temps que, dans un espace à courbure constante positive, il existe toujours 
des couples de points par lesquels passe plus d'une gkodésique. 



complexei; dail\ la geoiiidi-ic ~lassiquc, et i't introduire par là même 
la conception moderne dcs géoinétrics sur un corps de base arbi- 
traire. 

Vers 1860, la géomCtrie « synthétique » est à son apogée, mais la 
fin de son règne approche à grands pas. Restée lourde et disgracieuse 
pendant tout le xviire siècle, la géométrie analytique, entre les mains 
des Lamé, Bobillier, Cauchy, Plücker et Mobius, acquiert enfin 
l'élégance et la concision qui vont lui permettre de lutter à armes 
égales avec sa rivale. Surtout, à partir de 1850 environ, les idées de 
groupe et d'invariant, formultes enfin de façon précise, envahissent 
peu à peu la scène, et on s'aperçoit que les théorèmes de gdométrie 
classique ne sont pas autre chose que l'expression de relations iden- 
tiques entre invariants ou covariants du groupe des similitudes *, 
de même que ceux de géométrie projective expriment les identités 
(ou « syzygies ») entre covariants du groupe projectif. C'est la thèse 
qui est magistralement exposée par F. Klein dans le célèbre «pro- 
gramme d'Erlangen » ([182], t. 1, p. 460-497), où il préconise l'aban- 
don des controverses stériles entre la tendance « synthétique » et 
la tendanee (t analytique » ; si, dit-il, l'accusation portée contre cette 
dernière de donner un rôle privilégié à un système d'axes arbitraires 
« n'était quc trop souvctzt justifir4 en ce qui concerne la façon défectueuse 
dont on se serruit airtrcfois (le In niétliodedes coordonnées, elle s'effondre 
lorsqii'il s'agit d'une opplicat ion rationnelle de cette rndhode ... Le 
ciornaine t/c l'intuition spot inle n'est pas interdit à la méthode ana- 
lytique ... », ct i l  souligne que « l'on ne doit pas sous-estimer I'avan- 
toge ( ~ M ' U I I  for1?1nli,sntc him rrdopé apporte aux recherches ultérieures, 
en ce rl u'il dercitrcc pour (iittsi dire In pensée » (!oc. cit ., p. 488-490). 

On aboutit ainsi Li une classification rationnelle et «structurale )) 
des théorèmes de « géométrie » suivant le groupe dont ils relévent : 
groupe linéaire pour la géométrie projective, groupe orthogonal 
pour les questions métriques, groupe symplectique pour la géométrie 
du « complexe linéaire )>. Mais sous cette impitoyable clarté, la géo- 
métrie classique - exceptions faites de la géométrie algébrique et 

Par exemple, les prcmiers membres des équations àes trois hauteurs d'un 
triangle sont des covariants des trois sommets du triangle pour le groupe des 
simiiitudes, et le théorème afirmant que ces trois hauteurs ont un point com- 
mun équivaut à dire que les trois covariants en question sont linéairemnt 
dépendants. 



de la géométrie différentielle *, désormais constituées en sciences 
autonomes - se fane brusquement et perd tout son éclat. Déjà la 
généralisation des méthodes fondées sur l'usage des trniisformations 
avait rendu quelque peu mécanique la formation de nouveaux 
th2orL:mes : « Aujourd'hui », dit Chasles en 1837 dans son Aperru 
hi.r.:c>rique, « chacun peut se présenter, prendre une vérité y uelconque 
connue, el la soumettre aux divers principes généraux de transformation ; 
il eri retirera d'autres vérités, dfférentes ou plus générules ; et celles-ci 
seront susceptibles de pareilles opérations ; de sorte qu'on pourra mul- 
t iplier, presque à l'infini, le nombre des vkrités riouvelles déduites de la 
première ... Peut donc qui voudra, dans l'état actuel de la science, génd- 
raliser et créer en Ge'ométrie ; le génie n'est plus indispensable pour 
ajouter une pierre à I'édi~îce » ([60 b], p. 268-269). Mais la situation 
devient bien plus nette avec les progrès de la théorie des invariants, 
qui parvient enfin (tout au moins pour les groupes «classiques ») 
à formuler des méthodes générales permettant en principe d'écrire 
tous les covariants algébriques et toutes leurs « syzygies » de façon 
purement automatique ; victoire qui, du même coup, marque la 
mort, comme champ dz recherches, de la théorie classique des inva- 
riants elle-même, et de la géométrie « élémentaire » **, qui en est deve- 
nue pratiquement un simple dictionnaire. Sans doute, rien ne permet 
de prévoir u priori, parmi l'infinité de « théorémes » que l'on peut 
ainsi dérouler à volonté, quels seront ceux dont i'énoncé, dans un 
langage géomitrique approprié, aura une simplicité et une élégance 
comparables aux résultats classiques, et il reste làundomaine restreint 
où continuent à s'exercer avec bonheur de nombreux amateurs 
(géométrie du triangle, du tétraèdre, des courbes et surfaces algébriques 
de bas degré, etc.) Mais pour le mathématicien professionnel, la 

Nous n'avons pas ici à faire l'histoire de ces deux disciplines ni A examiner 
en détail l'infiuence du «programme d'Erlangen » sur leur dkveloppement 
ultérieur. Mentionnons seulement que la géométrie algébrique, apres plus de 
100 ans de recherches, est plus activement ttudiee que jamais ; quant à la 
géométrie diffkrentielle, après une brillante floraison avec Lie, Darboux et 
leurs disciples, elle semblait menacde de la même scl&rose que ta gcornktrie 
élémentaire classique, lorsque les travaux contemporains (prenant surtout leur 
origine dans les idées de E. Cartan) sur les espaces fibrés et les problémes 
« globaux » sont venus lui redonner toute sa vitalite. 
** Ce mot est pris ici au sens de Klein, précisé p. 170; certains mathématiciens 
lui donnent un sens beaucoup plus vaste, englobant toutes les questions rnathé- 
matiques qui peuvent se poser a propos du plan ou de l'espace à trois dimen- 
sions, y compris de difficiles problèmes touchant à la théorie des ensembles 
convexes. à la topologie et à la théorie de la mesure. Bien entendu, il n'est pas 
question de ces problèmes ici. 
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mine est tarie, puisqu'il n'y a plus là de problèmes de structure, 
susceptibles de retentir sur d'autres parties des mathématiques ; 
et ce chapitre de la théorie des groupes et des invariants peut être 
considéré comme clos jusqu'à nouvel ordre * 

Ainsi, après le programme d'Erlangen, les géométries euclidienne 
et non euclidiennes, du point de vue purement algébrique, sont deve- 
nues de simples langages, plus ou moins commodes, pour exprimer 
les résultats de la théorie des formes bilinéaires, dont les progrès vont 
de pair avec ceux de la théorie des invariants **. Tout ce qui concerne 
la notion de rang d'une forme bilinéaire et les rapports entre ces 
formes et les transformations linéaires est définitivement éclairci 
par les travaux de Frobenius ([119], t. 1, p 343-405). C'est aussi à Fro- 
benius qu'est due l'expression canonique d'une forme alternée sur un 
2-module libre ([1/9], t. 1, p. 482-544) ; toutefois, les déterminants symé- 
triques gauches étaient déjà apparus chez Pfaff, au début du siècle, à 
propos de la réduction des formes différentielles à une forme normale; 
Jacobi, qui, en 1827, reprend ce problème ([171], t. IV, p. 17-29), sait 
qu'un déterminant symétrique gauche d'ordre impair est nul, et c'est 
lui qui forme l'expression du pfaffien et montre que c'est un facteur du 
déterminant symétrique gauche d'ordre pair; mais il n'avait pas aperçu 
que ce dernier est le carré du pfaffien, et ce point ne fut établi que par 
Cayley en 1849 ([58], t. 1, p. 410-413). La notion de forme bilinéaire 
symétrique associée à une-forme quadratique est le cas le plus élé- 
mentaire du processus de ((polarisation », un des outils fondamen- 
taux de la théorie des invariants. Sous le nom de t( produit scalaire D, 
cette notion connaîtra une fortune immense, d'abord avec les vulga- 
risateurs du « calcul vectoriel », puis, à partir du xxe siècle, grâce 
à la généralisation insoupçonnée qu'en apporte la théorie de l'espace 
de Hilbert (voir p. 265). C'est aussi cette dernière théorie qui mettra 
en lumière .la notion d'adjoint d'un opérateur (qui auparavant ne 
s'était guère manifestée que dans la théorie des équations différen- 
tielles linéaires, et, en calcul tensoriel, par la valse des indices CO- et 
contravariants sous la baguette du tenseur métrique) ; c'est elle 
* Bien entendu, cette iriéluctable déchtance de la géométrie (euclidienne ou 
projective), qui semble évidente à nos yeux, est pendant longtemps restée 
inaperçue des contemporains, et jusque vers 1900, cette discipline a continué 
à faire figure de branche importante des mathématiques, ainsi qu'en témoigne 
par exemple la place qu'elle occupe dans 1'Enzyklopadie ; jusqu'à ces derniires 
années, elle occupait encore cette place dans l'enseignement des Universités, 
** En particulier, l'intérêt qui s'attache à la géométrie non-euclidienne provient, 
non de cet aspect algébrique banal, mais bien de ses relations avec la géométrie 
differentielle et la théorie des fonctions de variables complexes. 



enfin qui donnera tout son relief à la notion de fornie liermitiei~ii~-. 
introduite d'abord par Hermite en 1853 à propos de recherches aritli- 
métiques ([159], t. 1, p. 237), mais restée un peu en marge des grands 
courants mathématiques jusque vers 1925 et les applications des 
espaces hilbertiens complexes aux théories quantiques. 

L'étude du groupe orthogonal et du groupe des similitudes - 
clairement conçus et traités comme tels depuis le milieu du xixe siècle, 
et devenus le cœur de la théorie des formes quadratiques - ainsi 
que des autres groupes «classiques » (groupe linéaire, groupe sym- 
plectique et groupe unitaire), prend d'autre part une importance dc 
plus en plus grande. Nous ne pouvons que mentionner ici le rôlc 
essentiel joué par ces groupes, dans la théorie des groupes de Lie et 
la géométrie différentielle d'une part, la théorie arithmétique des 
formes quadratiques (voir par exemple [285] et [IOO]) de l'autre *; 
à cette circonstance, ainsi qu'à l'extension du concept de dualité 
aux questions les plus diverses, est dû le fait qu'il n'est plus guère de 
théorie mathématique moderne où les formes bilinéaires n'inter- 
viennent d'une façon ou d'une autre. Nous devons en tout cas noter 
que c'est 1'Ctude du groupe des rotations (à trois dimensions) qui 
conduisit Hamilton à la découverte des quaternions [145 a]; cette 
découverte est généralisée par W. Clifford qui, en 1876, introduit les 
algébres qui portent son nom, et prouve que ce sont des produits 
tensoriels d'algèbres de quaternions, ou d'algèbres de quaternions et 
d'une extension quadratique (1651, p. 266-276). Retrouvées quatre ans 
plus tard par Lipschitz [205 b], qui les utilise pour donner 
une représentation paramétrique des transforiiiations orthogonales 
à n variables (généralisant celles que Cayley avait obtcniics pour 
n = 3 ([58], t. 1, p. 123-126) et n = 4 (t. II, p. 202-21 5) par la théorie 
des quaternions), ces algèbres, et la notion de « spineur » qui en dérive 
([52 b] et [62 a]), devaient aussi connaître une grande vogue à l'époque 
moderne en vertu de leur utilisation dans les théories quantiques. 

Il nous reste enfin à dire un mot de l'évolution des idéx qui a 
conduit à l'abandon à peu près total de toute restriction sur l'anneau 
des scalaires dans la théorie des formes sesquilinéaires - tcndaiick 
commune à toute l'algèbre moderne, mais qui s'est peut-être manifestée 
ici plus tôt qu'ailleurs. Nous avons déjà signalé l'introductiod fruc- 

Sans parler des théories quantiques, où les représentations linéaires des 
groupes orthogonaux ou unitaires sont fort utilisées, ni de la theorie de la relativité, 
qui attira l'attention sur le (< groupe de Lorentz )) (groupe orthogonal pour une 
forme de signature (3, 1)). 



tueuse de la géométrie sur le corps des nombres complexes (qui 
d'ailleurs, pendant tout le xixe siècle, n'allait pas sans une confusion 
psrpctuelle et parfois périlleuse entre cette géométrie et la géométrie 
réelle) ; la clarté ici provient surtout des études axiomatiques de la 
fin du xixe siècle sur les fondements de la géométrie 1\63 cl. Au cours 
de ces recherches, Hilbert et ses émules, notamment, en examinant 
les relations entre les divers axiomes, furent amenés à construire des 
contre-exemples appropriés, où le « corps de base » (commutatif 
ou non) possédait des proprfëtés plus ou moins pathologiques, el 
ils accoutumèrent ainsi les mathématiciens à des « géométries » d'un 
type tout nouveau. Du point de vue analytique, Galois avait déjà 
considéré des transformations linéaires où coefficients et variables 
prenaient leurs valeurs dans un corps premier fini ([123], p. 145); en 
développant ces idées, Jordan [174 a] est amené de façon naturelle 

envisager les groupes classiques sur ces corps, groupes dont I'inter- 
vention se manifeste dans des domaines variés des mathématiques. 
Dickson, vers 1900, étendit les recherches de Jordan à tous les corps 
finis, et plus récemment, on s'est aperçu qu'une grande partie de la 
théorie de Jordan-Dickson s'étend au cas d'un «corps de base n 
absolummt quelconque ; ceci est dû essentiellement aux propriétés 
générales des vecteurs isotropes et au théorème de Witt, qui, tri- 
viaux dans les cas classiques, n'ont été établis pour un corps de base 
arbitraire qu'en 1936 [337 a] *. 

Mais en poussant ainsi vers une «abstraction » toujours plus 
grande l'étude des formes sesquilinéaires, il s'est avéré extrêmement 
suggestif de conserver telle quelle la terminologie qui, dans le cas des 
espaces à 2 et 3 dimensions, provenait de la géométrie classique, et 
de l'étendre au cas n-dimensionnel et même aux espaces de dimension 
infinie. Dépassée en tant que science autonome et vivante, la géomé- 
trie classique s'est ainsi transfigurée en un langage universel de la 
mathématique contemporaine, d'une souplesse et d'une commodité 
incomparables. 

* Pour plus de détails sur ces questions, voir [90 b]. 



ESPACES TOPOLOGIQUES 

Les notions de limite et de continuité remontent à l'antiquité ; on ne 
saurait en faire une histoire complète sans étudier systématiquement 
de ce point de vue, non seulement les mathématiciens, mais aussi les 
philosophes grecs et en particulier Aristote,ni non plus sans poursuivre 
l'évolution de ces idées à travers les mathématiques de la Renaissance 
et les débuts du Calcul différentiel et intégral. Une telle étude, qu'il 
serait certes intéressant d'entreprendre, dépasserait de beaucoup le 
cadre de cette note. 

C'est Riemann qui doit être considéré comme le créateur de la 
topologie, comme de tant d'autres branches de la mathématique 
moderne : c'est lui en effet qui, le premier, chercha à dégager la notion 
d'espace topologique, conçut l'idée d'une théorie autonome & ces 
espaces, définit des invariants (les « nombres de Betti ») qui devaient 
jouer le plus grand rôle dans le développement ultérieur de la topo- 
logie, et en donna les premières applications à l'analyse (périodes des 
intégrales abéliennes). Mais le mouvement a idées  de la premiére 
moitié du xrxe siècle n'avait pas été sans préparer la voie à Riemann 
de plus d'une manière. En effet, le désir d'asseoir les mathkmatiques 
sur une base solide, qui a été cause de tant de recherches importantes 
durant tout le X I X ~  siècle et jusqu'à nos jours, avait conduit à définir 
correctement la notion de série convergente et de suite de nombres 
tendant vers une limite (Cauchy, Abel) et celle de fonction continue 
(Bolzano,Cauchy). D'autre part, la représentation géométrique (par des 
points du plan) des nombres complexes, ou, comme on avait dit jusque- 
là, « imaginaires » (qualifiks parfois aussi, au X V I I I ~  siècle, de nombres 
« impossibles »), représentation due à Argand et Gauss (voir p. 201.), 
etait devenue familiére A la plupart des mathématiciens : elle consti- 
tuait un progrès du même ordre que de nos jours l'adoption du lan- 
gage géométrique dans l'étude de l'espace de Hilbert, et contenait 



en germe la possibilité d'une représentation géométrique de tout 
objet susceptible de variation continue ; Gauss, qui par ailleurs était 
naturellement amené à de telles conceptions par ses recherches sur 
les fondements de la géométrie, sur la géométrie non-euclidienne, sur 
les surfaces courbes, semble avoir eu déjà cette possibilité en vue, car 
il se sert des mots de « grandeur deux fois étendue » en définissant 
(indépendamment d'Argand et des mathématiciens français) la repré- 
sentation géométrique des imaginaires ([124 a], t. II, p. 101-103 et 
p. 175-178). 

Ce sont d'une part ses recherches sur les fonctions algébriques et 
leurs intégrales, d'autre part ses réflexions (largement inspirées par 
l'étude des travaux de Gauss) sur les fondements de la géométrie, qui 
amenèrent Riemann à formuler un programme d'études qui est celui 
même de la topologie moderne, et A donner à ce programme un com- 
mencement de réalisation. Voici par exemple comment il s'exprime 
dans sa Théorie des fonctions abéliennes ([259 a], p. 91) : 

« Dans l'étude des fonctions qui s'obtiennent par l'intégration de 
diffërentielles exactes, quelques théorèmes d'analysis situs Sont presque 
indispensables. Sous ce nom, qui a été employé par Leibniz, quoique 
peut-être avec un sens quelque peu différent, il est permis de désigner la 
partie de la théorie des grandeurs continues qui étudie ces grandeurs, non 
pas comme indépendanles de leur position et mesurables les unes au 
moyen des autres, mais en faisant abstraction de toute idée de mesure et 
étudiant seulement leurs rapports de position et d'inclusion. Je me 
réserve de traiter cet objet plus tard, d'une manière complètement indé- 
pendante de toute mesure...)). 

Et dans sa c6lèbre Leçon inaugurale Sur les hypothèses qui 
servent de fondement à la géométrie » ([259 a], p. 272) : 

« ... La notion générale de grandeur plusieurs fois étendue *, qui 
contient celle de grandeur spatiale comme cas particulier, est restée 
contplètement inexplorée ... (p.  272) ». 

« ... La notion de grandeur suppose un élément susceptible de dif- 
férentes déterminations. Suivant qu'on peut ou non passer d'une déter- 
mination à une autre par transirions continues, ces déterminations 
forment une multiplicité continue (dont elles s'appelleront les points) 
ou une multiplicté discrète (p. 273) P. 

« ... La mesure consiste en une superposition des grandeurs à compa- 
rer ; pour mesurer, il faut donc un moyen d'amener une grandeur sur 

* Riemann ekend par la, comme la suite le montre, une partie d'un espace 
topologique A un nombre quelconque de dimensjons. 
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une autre. En l'absence d'un tel tnoyrn, on ne peut comparer deux grun- 
deurs que si l'une est une partie de l'uutre ... Les études qu'on peut alors 
faire à leur sujet forment une pariie de la théorie des grandeurs, indé- 
pendante de la mesure, et où les grandeurs ne sont pas considérées cotnrne 
ayant une existence indépendante de leur position, ni comme exprimables 
au  moyen d'une unité de mesure, mais comtne des parties d'une multi- 
plicité. De telles études sont devenues une nécessité dons plusieurs parties 
des mathématiques, en particulier pour la théorie des fonctions analy- 
tiques multiformes.., (p. 274)~.  

« ... La détermination de la position dans une ~nultiplicité donnée est 
ainsi ramenée, chaque fois que cela est possible, à des déterminations 
numériques en nombre fini. Z! y a, il est vrai, des multiplicités, dans les- 
quelles la détermination de la position exige, non pas un nombre jîni, 
mais une suite infinie ou bien une multiplicité continue de déterminatioïzs 
de grandeurs. De telles multiplicitis sont jormées par exemple par les 
diterminations possibles d'une fonction dans un domaine donné, les 
positions d'une figure dans l'espace, etc. » (p. 276). 

On remarquera, dans cette dernière phrase, la première idée d'une 
étude des espaces fonctionnels ; déjà dans la Dissertation de Riemann, 
d'ailleurs, la même idée se trouve exprimée ({L'ensemble de ces 
fonctions », dit-il à propos du problème dc minimum connu sous lc 
nom de principe de Dirichlet, «,forine un dotnaine connexe, jèrmé en 
soi » ([259 a], p. .30), ce qui, sous une forme imparfaite, est néanmoins 
le germe de la démonstration que Hilbert devait donner plus tard 
du principe de Dirichlet, et même dc la plupart des applications 
des cspaces fonctionnels au calcul dcs variations. 

Comme nous avons dit, Riemanii donna un commcncemei~t 
d'exécution à ce programme grandiose, cn définissant les « nombres 
de Betti », d'abord d'une surface ([259 a], pp. 92-93)), puis (ibid., 
pp. 479-482; cf. aussi [259 cl) d'une multiplicité à un nombre quel- 
conque de dimensions, et en appliquant cette définition à la théorie 
des intégrales ; résultats qui inauguraient la Topologie algébrique, 
branche des mathématiques dont le développement n'a cessé de 
s'accelérer depuis le début du xxe siècle, et ne saurait être retracé 
ici. 

Quant à la théorie générale des espaces topologiques, telle qu'elle 
avait été entrevue par Riemann, il fallait, pour qu'elle se développât, 
que la théorie des nombres réels, des ensembles de nombres, des 
ensembles de points sur la droite, dans le plan et dans l'espace, fût 
d'abord étudiée plus systématiquement qu'elle ne l'était du temps 
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de Riemann : cette étude était liée, d'autre part, aux recherches 
(à demi philosophiques chez Bolzano, essgntiellement mathématiques 
chez Dedekind) sur la nature du nombre irrationnel, ainsi qu'aux 
progrès de la théorie des fonctions de variable réelle (à laquelle 
Riemann lui-même apporta une importante contribution par sa 
définition de l'intégrale et sa théorie des séries trigonométriques. 
et qui fit l'objet, entre autres, de travaux de du Bois-Reymond, Dini, 
Weierstrass) ; elle fut l'œuvre de la seconde moitié du xixe siècle 
et tout particulièremer~t de Cantor, qui le premier définit (tout d'abord 
sur la droite, puis dans l'espace euclidien à n dimensions) les notions 
de point d'accumulation, d'ensemble fermé, parfait, et obtint les 
résultats essentiels sur la structure de ces ensembles sur la droite 
(cf. p. 194) : on consultera là-dessus, non seulement les (Euvres de 
Cantor [47], mais aussi sa très intéressante correspondance avec 
Dedekind [48], où l'on trouvera nettement exprimée aussi l'idée du 
nombre de dimensions considéré comme invariant topologique. 

Les progrès ultérieurs de la théorie sont exposés par exemple, sous 
forme mi-historique, mi-systématique, dans le livre de Schoenfiies 
[275 a] : de beaucoup le plus important fut le théorème de Borel- 
Lebesgue (démontré d'abord par Borel pour un intervalle fermé sur 
la droite et une famille dénombrable d'intervalles ouverts le recou- 
vrant). 

Les idées de Cantor avaient d'abord rencontré une assez vive 
opposition (cf. p. 43). Du moins sa théorie des ensembles de points 
sur la droite et dans le plan fut-elle bientôt utilisée et largement 
répandue par les écoles françaises et allemandes de théorie des fonc- 
tions (Jordan, Poincaré, Klein, Mittag-Leffler, puis Hadamard, 
Borel, Baire, Lebesgue, etc.) : les premkrs volumes de la collection 
Borel, en particulier, contiennent chacun un exposé élémentaire de 
cette théorie (v. p. ex. [32 a]). A mesure que ces idées se répandaient, 
on commençait de divcrs côtés à songer à leur application possible 
aux ensembles, non plus de points, mais de courbes ou de fonctions : 
idée qui se fait jour, par exemple, dès 1884, dans le titre « Sur les 
courbes limites d'une variété de courbes » d'un mémoire d'Ascoli [IO], 
et qui s'exprime dans une communication d'Hadamard au congrès 
des mathématiciens de Zurich en 1896 [141]; elle est étroitement 
liée aussi à l'introduction des « fonctions de ligne » par Volterra en 
1887, et à la création du ((calcul fonctionnel)), ou théorie des fonctions 
dont l'argument est une fonction (IA-dessus, on pourra consulter l'ou- 
vrage de Volterra sur l'Analyse fonctionnelle [322 b]). D'autrepart,dansS 
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le célèbre mémoire ([163 a], t. III, p. 10-37) où Hilbert, reprenant sur 
ce point les idées de Riemann, démontrait l'existence du minimum 
dans le principe de Dirichlet et inaugurait la « méthode directe )) 
du calcul des variations, on voyait apparaître nettement l'intérêt 
qu'il y a considérer des ensembles de fonctions où soit valable le 
principe de Bolzano-Weierstrass, c'est-à-dire où toute suite contienne 
une suite partielle convergente ; de tels ensembles devaient bientôt 
en effet jouer un rôle important, non seulement en calcul des varia- 
tions, mais dans la théorie des fonctions de variable réelle (Ascoli, 
Arzelà) et dans celle des fonctions de variable complexe (Vitali, 
Carathéodory, Montel). Enfin I'étude des équations fonctionnelles, 
et tout particulièrement la résolution par Fredholm du type d'équation 
qui porte son nom [116], habituait à considérer une fonction comme 
un argument, et un ensemble de fonctions comme I'anaiogue d'un 
ensemble de points, à propos duquel il était tout aussi naturel d'em- 
ployer un langage géométrique qu'à propos des points d'un espace 
euclidien à n dimensions (espace qui, lui aussi, échappe à 17« intui- 
tion », et, pour cette raison, est resté longtemps un objet de méfiance 
pour beaucoup de mathématiciens). En particulier, les mémorables 
travaux de Hilbert sur les équations intégrales [/63 b] aboutissaient 
à la définition et à l'étude géométrique de l'espace de Hilbert par 
Erhard Schmidt [274 b], en analogie complète avec la géométrie 
euclidienne (voir p. 266). 

Cependant, la notion de théorie axiomatique avait pris une 
importance de plus en plus grande, grâce surtout à de nombreux 
travaux sur les fondements de la géométrie, parmi lesquels ceux 
de Hilbert [/63 cl exercèrent une influence particulièrement décisive; 
au cours de ces travaux mêmes, Hilbert avait été amené à poser 
justement, dès 1902 ([/63 cl,' p. 180), une première définition axio- 
matique de la « multiplicité deux fois étendue » au sens de Riemann, 
définition qui constituait, disait-il, « le fondement d'un traitement 
axiomatique rigoureux de I'analysis situs », et utilisait déjà les voi- 
sinages (en un sens restreint par les exigences du problème auqiicl 
se limitait alors Hilbert). 

Les premières tentatives pour dégager ce qu'il y a de commun aux 
propriétés des ensembles de points et de fonctions (sans intervention 
d'une notion de « distance »), furent faites par Fréchet [ I l5  a] et 
F. Riesz 1260 b]; mais le premier, partant de la notion de limite 
dénombrable, ne réussit pas à construire, pour les espaces non 
métrisables, un système d'axiomes commode et fécond ; du moins 
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reconnut-il la parenté entre le principe de Bolzano-Weierstrass et 
le théorème de Borel-Lebesgue ; c'est à ce propos qu'il introduisit - - 

le mot de « compact B, bien que dans un sens quelque peu différent 
de celui qu'on lui donne aujourd'hui. Quant à F. Riesz, qui partait 
de la notion de point d'accumulation (ou plutôt, ce qui revient au 
même. d'ensemble (( dérivé D), sa théorie était encore incomplète, 
et resta d'ailleurs à l'état d'ébauche. 

Avec Hausdorff (1152 a], chap. 7-8-9) commP.ice la topologie 
générale telle qu'on l'entend aujourd'hui. Reprenant la notion de 
voisinage, il sut choisir, parmi les a x i o ~ e s  de Hilbert sur les voisi- 
nages dans le plan, ceux qui pouvaient donner 2t sa théorie h la fois 
toute la précision et toute la généralité désirables. Le chapitre où 
il en développe les conséquences est resté un modèle de théorie 
axiomatique, abstraite mais d'avance adaptée aux applications. Ce 
fut là, tout naturellement, le point de départ des recherches ulté- 
rieures sur la topologie générale, et principalement des travaux de 
l'école de Moscou, orientés en grande partie vers le probléme de 
méirisation (cf. p. 206) : nous devons en retenir surtout ici la défi- 
nition, par Alexandroff et Urysohn, des espaces compacts (sous le 
nom d'« espaces bicompacts »), puis la démonstration par Tychonoff 
[313] de la compacité des produits d'espaces compacts. Enfin l'intro- 
duction des filtres par H. Cartan [53], tout en apportant un instrument 
très précieux en vue de toute sorte d'applications (où il se substitue 
avantageusement à la notion de {(convergence h la Moore-Smith 
[227] »), est venue, grâce au théorème des ultrafiltres, achever 
d'éclaircir et de simplifier la théorie. 



ESPACES U N I F O R M E S  

Les principales notions et propositions relatives aux espaces uni- 
formes se sont dégagées peu à peu de la théorie des variables réelles, 
et n'ont fait l'objet d'une étude systématique qu'à date récente. 
Cauchy, cherchant à fonder rigoureusement la théorie des séries 
(cf. p. 192), y prit comme point de départ un principe qu'il semble 
avoir considéré comme évident, d'après lequel une condition néces- 
saire et suffisante pour la convergence d'une suite (a,)estque la,,+,-a,l 
soit aussi petit qu'on veut dès que n est assez grand (v. p. ex. (156 a], 
(2), t. VII,  p. 267)). Avec Bolzano [27 cl, il fut sans doute l'un des 
premiers à énoncer ce principe explicitement, et à en reconnaître 
l'importance : d'où le nom de « suite de Cauchy » donné aux suitci 
de nombre réels qui satisfont à la condition dont il s'agit, ct, par 
extension, aux suites (x,) de points dans un espace métrique telles 
que la distance de x,+, à x, soit aussi petite qu'on veut dès que n 
est assez grand ; de là enfin le nom de « filtre de Cauchy » donné à 
la généralisation des suites de Cauchy dans les espaces uniformes. 

Lorsque par la suite on ne se contenta plus de la notion intuitiie 
de nombre réel, et qu'on chercha, afin de donner à l'Analyse un 
fondement solide, à définir les nombres réels à partir des nombres 
rationnels, ce fut précisément le principe de Cauchy qui fournit la 
plus féconde des définitions proposées dans la deuxième moitit 
du xrxe siècle; c'est la définition de Cantor ([47],  p, 93-96) (dévelop- 
pée aussi, entre autres, d'après les idées de Cantor, par Heine [154 b], 
et, indépendamment, par Méray), d'après laquelle on fait corres- 
pondre un nombre réel a toute suite de Cauchy (« suite tonda- 
mentale » dans la terminologie de Cantor) de nombres rationnels ; 
un même nombre réel correspondra A deux suites de Cauchy de 
nombres rationnels (a,) et (b,) si la,-b,l tend vers O, et dans ce cas 
seulement. L'idée essentielle est ici que, d'un certain point de vue, l'en- 



semble Q des nombres rationnels est « incomplet », et que l'ensemble 
des nombres réels est l'ensemble « complet » qu'on déduit de Q en 
le « complétant ». 

D'autre part, Heine, dans des travaux largement inspirés par les 
idées de Weierstrass et de Cantor, définit le premier la continuité 
uniforme pour les fonctions numériques d'une ou plusieurs variables 
réelles [154 a], et démontra que toute fonction numérique, continue 
sur un intervalle fermé borné de R, y est uniformément continue 
[154 b] : c'est le « théorème de Heine ». Ce résultat est lié à la compa- 
cité d'un intervalle fermé borné dans R ( a  théorème de Borel-Le- 
besgue N, cf. p. 178), et la démonstration donnée par Heine de son 
théorème peut aussi servir, avec quelques modifications, à démon- 
trer le théorème de Borel-Lebesgue (ce qui a paru à quelques auteurs 
une raison suffisante pour donner à celui-ci le nom de « théorème de 
Heine-Borel B). 

L'extension de ces idées à des espaces plus généraux se fit lors- 
qu'on étudia, d'abord sur des cas particuliers, puis en général, les 
espaces métriques, où une distance (fonction numérique des couples 
de points, satisfaisant à certains axiomes) est donnée et définit à la 
fois une topologie et ufie structure uniforme. Fréchet, qui le premier 
posa la définition générale de ces espaces, reconnut l'importance 
du principe de Cauchy [ I l 5  a], et introduisit aussi pour les 
espaces métriques; la notion d'espace précompact (ou « totalement 
borné » [ I l5  a et b]). Hausdorff, qui, dans sa «Mengenlehre» [152 a et b] 
développa beaucoup la théorie des espaces métriques, reconnut en 
particulier qu'on peut appliquer à ces espaces la construction de 
Cantor dont il a été question plus haut, et déduire ainsi, de tout 
espace métrique non «complet » (c'est-à-dire ou le principe de 
Cauchy n'est pas valable), un espace métrique « complet D. 

Les espaces métriques sont des « espaces uniformes » de nature 
particulikre ; les espaces uniformes n'ont été définis d'une manière 

générale que récemment, par A. Weil [330 b]. Auparavant on ne savait 
utiliser les notions et les résultats relatifs à la « structure uniforme » 
que lorsqu'il s'agissait d'espaces métriques : ce qui explique le rôle 
important joué dans beaucoup de travaux modernes sur la topologie, 
par les espaces métriques ou mSérisables (et en particulier par les 
espaces compacts métrisables) dans des questions où la distance 
n'est d'aucune utilité véritable. Une fois posée la définition des 
espaces uniformes, il n'y a aucune difficulté (surtout lorsqu'on 
dispose aussi de la notion de filtre) à étendre à ces espaces presque 
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toute la théorie des espaces métriques, telle qu'elle est exposée par 
exemple par Hausdorff (et à étendre de même, par exemple, à tous 
les espaces compacts, les résultats exposés pour les espaces compacts 
métriques dans la Topologie d'Alexandroff-Hopf [4]). En particulier, 
le théorème de compldtion des espaces uniformes n'est que la trans- 
position, sans aucune modification essentielle, de la construction 
de Cantor pour les nombres réels. 



NOMBRES 

Toute mesure de grandeur implique une notion confuse de nombre 
réel. Du point de vue mathématique, on doit faire remonter les ori- 
gines de la théorie des nombres réels à la formation progressive, dans 
la science babylonienne, d'un système de numération capable (en 
principe) de noter des valeurs aussisapprochées qu'on veut de tout 
nombre réel [232]. La possession d'un tel système, et la confiance 
dans le calcul numérique qui ne peut manquer d'en résulter, abou- 
tissent inévitablement, en effet, à une notion «naïve » de nombre 
réel, qui n'est guère différente de celle qu'on retrouve aujourd'hui 
(liée au système de numération décimal) dans l'enseignement élé- 
mentaire ou chez les physiciens et ingénieurs ; cette notion ne se 
laisse pas définir avec exactitude, mais on peut l'exprimer en disant 
qu'un nombre est considéré comme défini par la possibilité d'en 
obtenir des valeurs approchées et d'introduire celles-ci dans le calcul : 
ce qui, d'ailleurs, implique nécessairement un certain degré de confu- 
sion entre les mesures de grandeurs données dans l'expérience, qui ne 
sont naturellement pas susceptibles d'approximation indéfinie, et 
des « nombres » tels que \/?(en supposant qu'on possède un algo- 
rithme pour l'approximation indéfinie de celui-ci). 

Un pareil point de vue « pragmatiste » reparaît donc dans toutes 
les écoles mathématiques où l'habileté calculatrice l'emporte sur le 
souci de la rigueur et les préoccupations théoriques. Ce sont ces der- 
nières, au contraire, qui dominent dans la mathématique grecque : 
aussi lui doit-on la première thborie rigoureuse et cohérente des rap- 
ports de grandeurs, c'est-à-dire, essentiellement, des nombres réels ; 
elle est l'aboutissement d'une série de découvertes sur les proportions 
et en particulier sur les rapports incommensurabIes, dont il est dif- 
ficile d'exagérer l'importance dans i'histoire de la pensée grecque, 
mais dont, en l'absence de textes précis, nous ne pouvons qu'à peine 



discerner les grandes lignes. La mnthématiquc grecque i ses débuts 
est inséparablemcnt liée à des spCculations, partie scientifiques, 
partie philosophiques et mystiques, sur les proportions, les simili- 
tudes et les rapports, en particulier les « rapport simples >) (expri- 
mables pst- des fractions à petits i-iumérateur et dénominateur) ; 
et ce fut l'une des tendances caract6ristiqiies de l'école pythagori- 
cienne de prétendre tout expliquer par le nombre entier et les rapports 
d'entiers. Mais ce fut l'école pytl~aporicienne, justement, qui décou- 
vrit l'incommensurabilité du côté du carré avec sa diagonale (I'irra- 
tionalité de 42) : premier exemple, sans doute, d'une démonstra- 
tion d'impossibilité en mathématique ; le seul fait de se poser une telle 
question implique la distinction nettc entre un rapport et ses valeurs 
approchées, et sufit à indiquer l'immense fossé qui sépare les mathé- 
maticiens grecs de leurs devanciers *. 

Nous sommes mal renseignés sur le mouvement d'idées qui accom- 
pagna et suivit cette importante découverte **. Nous nous bornerons 
à indiquer sommairement les idées principales qui sont à la base de 
la théorie des rapports des grandeurs, ihéorie  qui,  édifiée par- le 
- - 

grand mathématicien Eudoxe (contemporain et ami de Platon), fut 
définitivement adoptée par la mathématique grecque classique, et 
nous est connue par les Éléments d'Euclide [107], où elle se trouve 
magistralement exposée (dans le Livre V de ces Éléments) : 

1) Le mot et l'idée de nombre sont strictement réservés aux entiers 
naturels > 1 (1 est la monade et non un nombre à proprement 
parler), à l'exclusion, non seulement de nos nombres irrationnels, 
mais même de ce que nous nommons nombres rationnels, ceux-ci 
étant, pour les mathématiciens grecs de l'époque classique, des rap- 
ports de nombres. II y a là beriucoiip plus qu'une simple question de 

- 
* La découverte de l'irrationalité de 4 2 ,  est attribuée par les uns à Pythagore 
lui-même, sans autorité suffisante semble-t-il ; par les autres, B quelque pytha- 
goricien du ve siècle ; on s'accorde, sur le tkmoignage de Platon dans son 
TltéPtPre, à attribuer à Théodore de Cyrène la démonstration de l'irrationalité 

de \/i, 45, « e t  ainsi de s u i r ~  jusqrr'ù 417 », à la suite ,-.-. dé quoi Thkètète aurait, 

soit obtenu une démonstration générale pour \/ N (N = entier non carré 
parfait), soit en tout cas (si, comme il se peut, la démonstration de Théodore 
etait gknérale dans son principe) procédé d ilne classification de certains types 
d'irrationnelles. On ne sait pas si ces premières démonstrations d'irrationalitk 
procédaient par voie arithmétique ou géométrique : v. là-dessus [148], chap. IV ;  
cf. aussi [153 a], [32I] et [ / S I ] .  
** On consultera en particulier là-dessus [153 a], [309 b et cl, et en outre les 
ouvrages cités dans la note prkédente, ainsi que [317 cl. 
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terminologie, le mot dc ilombre htaiit lié pour les Grecs (et pour les 
modernes jusqu'à une époque récente) à l'idée de système à double 
loi de contposition (addition et multiplication) : les rapports d'entiers 
sont conçus par les mathématiciens grecs classiques comme des opé- 
rateurs, définis sur l'ensemble des entiers ou sur une partie de cet 
ensemble (le rapport de p à q est l'opérateur qui, à N, fait corres- 
pondre, si N est multiple de q, l'entier p.(N/q)),  et formant un groupe 
multiplicatif, mais non un système à double loi de composition. En 
ceci, les mathématiciens grecs se séparaient volontairement des 
« logisticiens » ou calculateurs professionnels, qui n'avaient, comme 
leurs prédécesseurs égyptiens ou babyloniens, aucun scrupule à traiter 
comme des nombres les fractions ou les sommes d'un entier et d'une 
fraction. Il semble d'ailleurs qu'ils Se soient imposé cette restriction 
de l'idée de nombre pour des motifs philosophiques que matlié- 
matiques, et à la suite des réflexions des premiers penseurs grecs sur 
l'un et le multiple, l'unité ne pouvant (dans ce système de pensée) 
se partager sans perdre par là même son caractère d'unité *. 

2) La théorie des grandeurs est fondée axiomatiquement, et à la 
fois pour toute espèce de grandeurs (on trouve des allusions à des 
théories antérieures qui, à ce qu'il semble, traitaient séparément 
des longueurs, des aires, des volumes, des temps, etc.). Les grandeurs 
d'une même espèce sont caractérisées par le fait d'être susceptibles de 
comparaison (c'est-à-dire qu'on suppose définie l'égalité, qui est à 
proprement parler une équivalence, et les relations > et <), d'être 
ajoutées ct retranchées (A + B est défini, et A - B si A > B), et 
satisfont i l'axiome dit « d'Archimède » ; celui-ci est clairement 
conçu, dès le début, comme clef de voûte de l'édifice (il est en effet 
indispensablc à toute caractérisation axiomatique des nombres réels) ; 
c'est par un pur accident qu'on lui a attribué le i?om d'Archimède, 
et celui-ci insiste, dans l'introduction de sa ((Quadrature de la Para- 
bole » ([S b], t. II, p. 265), sur le fait que cet axiome a été employé 
par ses prédécesseurs, qu'il joue un rôle essentiel dans les travaux 
d'Eudoxe, et que ses conséquences ne sont pas moins assurées que les 

* Platon ([250], livre VII, 525e) se moque des calculateurs (( qui changent l'unité 
pour de la menue monnaie » et nous dit que, là ou ceux-ci divisent, les savants 
multiplient : ce qui veut dire que, par exemple, pour le mathématicien, l'égalitk 
de deux rapports a /b  et cld se constate, non en divisant a par b et c par d, ce 
qui conduit en général à un calcul de fractions (c'est ainsi qu'auraient op&& 
aussi les Égyptiens ou les Babyloniens), mais en vérifiant que a.d = b . c ;  
et autres faits semblables. 



déterminations d'aires et de volumes faites sans son secours *. 
11 est facile de voir que, de ce fondement axiomatique, découle 

nécessairement là théorie des nombres réels. On notera qw, pour 
Eudoxe, les grandeurs d'une espèce donnée forment un système A 
une loi de composition interne (l'addition), mais que ce système 
possède une loi de composition externe avec pour opérateurs les 
rapports de grandeurs, ceux-ci étant conçus comme formant un groupe 
multiplicatif abélien. A et A' étant des grandeurs de même espèce, 
et de même B et B', les rapports de A et A' et de B A B' sont défnis 
comme égaux si, quels que soient les entiers m et m', mA < m'A' 
entraîne mB < m'BI et mA > m'A' entraîne mB > m'BI ; on définit 
par des moyens analogues les inégalités entre rapports. Que ces rap- 
ports forment un domaine d'opérateurs pour toute espéce de grandeur 
équivaut à l'axiome (non explicité mais plusieurs fois utilisé dans la 
rédaction d'Euclide) de l'existence de la quatrième proportionnelle : 
un rapport A/Ar étant donné et B' étant donné, il existe un B, de même 
espèce que B', tel que B/B1 = A/At. Ainsi l'idée gCniale d'Eudoxe 
permettait d'identifier entre eux les domaines d'opérateurs definis 
par toute espèce de grandeur ** ; d'une manière analogue, on peut 
identifier l'ensemble des rapports d'entiers (voir plus haut) avec une 
partie de I'ensemble des rapports de grandeurs, à savoir avec l'en- 
semble des rapports rationnels (rapports de grandeurs commensu- 
rables) ; cependant, du fait que ces rapports, en tant qu'opérateurs 
sur les entiers, sont (en général) définis seulement sur une partie de 
l'ensemble des entiers, il restait nécessaire d'en développer la théorie 
séparément (Livre VII d'Euclide). 

Le domaine d'opérateurs universel ainsi construit etait donc pour 
les mathématiciens grecs l'équivalent de ce qu'est pour nous l'ensemble 
des nombres réels ; il est clair d'ailleurs qu'avec l'addition des gran- 
deurs et la multiplication des rapports de grandeurs, ils possédaient 
l'équivalent de ce qu'est pour nous le corps des nombreux réels, bien 

* Allusion manifeste B des polémiques qui ne nous ont pas été conservées : 
on croirait un moderne parlant de l'axiome de Zermelo. 
*+ Elle permet ainsi de faire en toute rigueur ce que faisaient couramment les 
premiers mathématiciens grecs lorsqu'ils considbraient comme dkmontré 
un théorème sur les proportions dès que celui-ci était dbmontté pour tout rap- 
port rationnel. Il semble qu'avant Eudoxe on ait tente de construire une théorie 
qui aurait atteint les mêmes objets en dtfinissant le rappon A/AJ de deux 
gi,andeurs par ce que nom appellerions en langage moderne les termes de la 
fraction continuée quil'exprime ; sur ces essais, auxquels conduisait naturel- 
lement l'algorithme dit « d'Euclide )) pour la recherche d'une commune mesure 
de A et A' si elle existe (ou pour la détermination du p.g.c.d.), cf. [17 a]. 



que sous une forme beaucoup moins maniable *. On peut, d'autre 
part, se demander s'ils avaient conçu ces ensembles (ensemble des 
grandeurs d'une espèce donnte, ou ensemble des rapports de gran- 
deurs) comme complets à notre sens ; on ne voit pas bien, autrement, 
pourquoi ils auraient admis (sans même éprouver le besoin d'en faire 
un axiome) l'existence de la quatribme proportionnelle ; de plus, cer- 
tains textes paraissent se référer à des idées de ce genre ; enfin, ils 
admettaient certainement comme évident qu'une courbe, suscep- 
tible d'être décrite d'un mouvement continu, ne peut passer d'un 
côté à l'autre d'une droite sans couper celle-ci, principe qu'ils ont 
utilisé par exemple dans leurs recherches sur la duplication du cube 
(construction de i /2 par des intersections de courbes) et qui est 
essentiellement équivalent à la propriétt dont il s'agit ; cependant, 
les textes que nous possédons ne nobs permettent pas de connaître 
avec une entiére précision leurs idées sur ce point. 

Tel est donc lTtat de la théorie des nombres réels à l'époque clas- 
sique de la mathématique grecque. Pour admirable que fût la cons- 
truction d'Eudoxe, et ne laissant rien à désirer du point de vue de la 
rigueur et de la cohérence, il faut avouer qu'elle manquait de sou- 
plesse, et était peu favorable au développement du calcul numérique 
et surtout du calcul algébrique. De plus, sa nécessité logique ne pou- 
vait apparaître qu'à des esprits Cpris de rigueur et exercés à l'abstrac- 
tion ; il est donc naturel qu'au déclin des mathématiques grecques, on 
voie reparaître peu à peu le point de vue « naïf » qui s'était conservé 
à travers la tradition des logisticiens ; c'est lui ,qui domine par exemple 
chez Diophante [91 a], véritable continuateur de cette tradition bien 
plutôt que de la science grecque officielle ; celui-ci, tout en reprodui- 
sant pour la forme la définition euclidienne du nombre, entend en 
réalité par le mot « nombre », l'inconnue de problèmes algébriques 
dont la solution est, soit un entier, soit un nombre fractionnaire, 

* Si peu maniable que les mathématiciens grecs, pour traduire dans leur 
langage la science algébrique des Babyloniens, s'étaient trouvés obligés d'uti- 
liser systématiquement un moyen d'un tout autre ordre, à savoir la cowesgon- 
dance entre deux longueurs et l'aire du rectangle construit sur ces deux lon- 
gueurs pour côtés : ce qui n'est pas une loi de composition à proprement parler, 
et ne permet pas d'kcrire commodément les relations algkbriques d'un degré 
plus élevé que le second. 

On notera d'autre part que, dans tout cet exposk, nous faisons abstraction 
de la question des nombres négatifs (voir p. 70). 



soit même une irrationnelle *. Bien que ce changement d'attitude, au 
sujet du nombre, soit lié à i'un des progrès les plus importants dc 
I'histoire des mathématiques, à savoir le développement de l'Algèbre 
(voir p. 69)' il ne constitue bien entendu pas un progrès en lui-même, 
mais plut& un recul. 

Il ne nous est pas possible de suivre ici les vicissitudes de i'idée de 
nombre à travers les mathématiques hindoue, arabe et occidentale 
jusqu'à la fin du Moyen âge : c'est la notion « naïve » de nombre 
qui y domine ; et, bien que les Éléments d'Euclide servissent de base 
à l'enseignement des mathématiques durant cette période, il est vrai- 
semblable que la doctrine d'Eudoxe resta généralement incompi-;se 
parc2 que la nécessité n'en apparaissait plus. Les « rapports » d'Euclide 
étaient le plus souvent qualifiés de « nombres » ; on leur appliquait 
les règles du calcul des entiers, obtenant ainsi des résultats exacts, 
sans chercher à analyser à fond les raisons du succès de ces méthodes. 

Nous voyons cependant déj8 R. Bombelli, au milieu du xvre siècle, 
exposer sur ce sujet, dans son Algèbre [28 b] **, un point de vue qui 
(à condition de supposer acquis les résultats du livre V d'Euclide) 
est essentiellement correct ; ayant reconnu qu'une fois choisie l'unité 
de longueur il y a correspondance biunivoque entre les longueurs et 
les rapports de grandeurs, il définit sur les longueurs les diverses opé- 
rations algébriques (en supposant fixée l'unité, bien entendu), ct, 
représentant les nombres par Ics longueurs, obtient la définition géo- 
métrique du corps des nombres réels (point de vue dont on fait le 
plus souvent revenir le mérite à Descartes), et donne ainsi à son 
Algèbre une base géométrique solide ***. 

Mais l'Alg6bre de Bombelli, encore que siiigulièrement avaiicée 
pour son époque, n'allait pas au delà de l'extraction des radicaux et 
de la résolution par radicaux des équations du 2e, 3e et 4p degrés ; 
bien entendu la possibilité de l'extraction des radicaux est admise 

* (( Le (( nombre n se trouve non rationnel >), Diophante, livre IV, problème IX. 
Sur ce retour à la notion naïve de nombre, cf. aussi Eutocius, dans son Cornrnen- 
taire sur Archimède ([5 b], t. III, pp. 120-126). 
** Il s'agit ici du livre IV de cette Algèbre, qui demeura inédit jusqu'ii nos 
jours ; il importe peu, pour l'objet de l'exposé ci-dessus, que les idées de Bom- 
belli sur ce zujet aient étk ou non connues de ses contemporains. 
*** Nous n'entrons pas ici dans I'histoire de I'emploi des nombres négatifs, 
qui est du ressort de I'Algtbre. Notons pourtant que Bombelli, en ce meme lieu, 
donne avec une parfaite clarté la définition, purement formelle (telle qu'on 
pourrait la trouver dans une Algèbre moderne), non seulement des quantites 
négatives, mais aussi des nombres complexes. 
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par lui sans discussion. Simon Stévin [295], lui aussi, adopte un point 
de vue analogue au sujet du nombre, qui est pour lui ce qui note une 
mesure de grandeur, et qu'il considère comme essentiellement 
« continu » (sans qu'il précise le sens qu'il donne à ce mot) ; s'il 
distingue les « nombres géométriques » des « nombres arithmétiques D, 
c'est seulement d'après l'accident 'de leur mode de définition, sans 
qu'il y ait là pour lui une différence de nature ; voici d'ailleurs son 
dernier mot sur ce sujet : « Nous concluons, dottcques qu'il n'y a aucuns 
r?ornbres ahsurds, irrat ionels, irreg uliers, inexplicables ou sourds ; 
mais qu'il y a en eux telle ~xcellence, et concordance, que nous avons 
matiere de mediter nuict et jour en leur admirable parfection » ([295], 
p. 10). D'autre part, ayant le premier constitué en méthode de calcul 
l'outil des fractions décimales, et proposé pour celles-ci une notation 
déjà voisine de la nôtre, il conçut clairement que ces fractions four- 
nissent un algorithme d'approximation indéfinie de tout nombre 
réel, comme il ressort de son Appendice algehraique de 1594 « conte- 
nant regle generale de toutes Equations » (brochure dont l'unique 
exemplaire connu fut brûlé à Louvain en 1914; mais v. [295], p. 88). 
Une telle équation étant mise sous la forme P(x) = Q(x) (où P est 
un polynôme de degré supérieur h celui du polynôme Q, et 
P(0) < Q(O)), on wbstitue à x Ics nombres 10, 100, 1 000,. . . jusqu'à 
trouver P(x) >- Q(x), ce qui, dit-il, détermine le nombrc de chiffres 
dc la racine ; puis (si par exemple la racine se trouve avoir deux 
chiffres) on substitue 10, 20, ... ce qui détermine le cliiffre des dizaines ; 
puis de même pour le chiffre suivant, puis pour les chiffrcs décimaux 
successifs : (< Et prncetJunt ainsi injînirnent \>, dit-il. ((l'on approche infi- 
niment plus pres au requis » ([295], p. 88). Comme on voit, Stévin a 
CU (le premier sans doute) l'idée nette du théorème de Bolzano et a 
reconnu dans ce théorème l'outil essentiel pour la résolution systé- 
matique des équations numériques ; on reconnaît là, en même temps, 
une conception intuitive si claire du continu numérique, qu-il rcstait 
peu de chose à faire pour la préciser définitivement. 

Cependant, dans les deux siècles qui suivjrent, l'é~ablisscment 
définitif de méthodes correctes se trouva deux fois retardé par le 
développemefit de deux théories dont nous n'avons pas à faire l'his- 
toire ici : le calcul infinitésimal, et la théorie des séries. A travers les 
discussions qu'elles soulèvent, on reconnaît, comme à toutes les 
époques de l'histoire des mathématiques, le perpétuel balancement 
entre les chercheurs occupés d'aller de l'avant, au prix de quelque 
insécurité, persuadés qu'il sera toujours temps plus tard de conso- 



lider le terrain conquis, et les esprits critiques, qui (sans nécessaire- 
ment le céder en rien aux premiers pour les facultés intuitives et les 
talents d'inventeur) ne croient pas perdre leur peine en consacrant 
quelque effort à i'expression précise èt à la justification rigoureuse 
de leurs conceptions. Au xvne siècle, l'objet principal du débat est 
la notion d'infiniment petit, qui, justifiée a posteriori par les résultats 
auxquels elle permettait d'atteindre, paraissait en opposition ouverte 
avec l'axiome d'Archimède ; et nous voyons les esprits les plus éclai- 
rés de cette époque finir par adopter un point de vue peu différent 
de celui de Bombelli, et qui s'en distingue surtout par l'attention plus 
grande apportée aux méthodes rigoureuses des anciens ; Isaac Rar- 
row (le maître de Newton, et qui lui-même prit une part importante 
à la création du calcul infinitésimal) en donne un brillant exposé dans 
ses Leçons de Mathématique professées a Cambridge en 1664-65-66 
[16 a et b]; reconnaissant la nécessité, pour retrouver au sujet du 
nombre la proverbiale ((certitude géométrique », de retourner à la 
théorie d'Eudoxe, il présente longuement, et fort judicieusement, 
la défense de celle-ci (qui, à son témoignage, paraissait inintelli- 
gible à beaucoup de ses contemporams) contre ceux qui la taxaielit 
d'obscurité ou même d'absurdité. D'autre part, définissant les 
nombres comme des symboles qui dénotent des rapports de gran- 
deurs, et susceptibles de se combiner entre eux par les opérations de 
l'arithmétique, il obtient le corps des nombres réels, en des termes 
repris après lui par Newton dans son Arithmétique et auxquels ses 
successeurs jusqu'à Dedekind et Cantor ne devaient rien changer. 

Mais c'est vers cette époque que s'introduisit la méthode des 
développements en série, qui bientôt, entre les mains d'algébristes 
impénitents, prend un caractère exclusivement formel et détourne 
l'attention des mathématiciens des qutstions de convergence que sou- 
lève le sain emploi des séries dans le domaine des nombres réels. 
Newton, principal créateur de la méthode, était encore conscient de 
la nécessité de considérer ces questions : et, s'il nt= les avait pas suffi- 
samment élucidées, il avait reconnu du moins que les séries depuis- 
sances qu'il introduisait convergeaient « le plus souvent » au moins 
aussi bien qu'une série géométrique (dont la convergence était déjà 
connue des anciens) pour de petites valeurs de la variable ([233 a], t. 1, 
p. 3-26) ; vers la même époque, Leibniz avait observé qu'une série 
alternée, à termes décroissants en valeur absolue et tendant vers O, 
est convergente ; au siècle suivant, d'Alembert, en 1768, exprime des 
doutes sur l'emploi des séries non convergentes. Mais l'autorité des 



Bernoulli et surtout d'Euler fait que de tels doutes sont exceptionnels 
à cette époque. 

Il est clair que des mathématiciens qui auraient eu l'habitude de 
faire servir les séries au calcul numérique n'auraient jamais négligé 
ainsi la notion de convergence ; et ce n'est pas un hasard que le pre- 
mier qui, en ce domaine comme en beaucoup d'aütres, ait amené le 
retour aux méthodes correctes, ait été un mathématicien qui, dès 
sa prime jeunesse, avait eu l'amour du calcul numérique : C. F. Gauss, 
qui, presque enfant, avait pratiqué l'algorithme de la moyenne arith- 
mético-géométrique *, ne pouvait manquer de se @mer  de la limite 
une notion claire ; et nous le voyons, dans un fragment qui date 
de 1800 (mais fut publié seulement à notre époque) ([124 a], t. XI, 
p. 390), définir avec précision, d'une part la borne supérieure et la 
borne inférieure, d'autre part la limite supérieure et la limite infé- 
rieure d'une suite de nombres réels ; l'existence des premières (pour 
une suite bornée) paraissant admise comme évidente, et les dernières 
étant correctement définies comme limites, pour n tendant vers 

+ CO, de sup un+,, inf un+,. Gauss, d'autre part, donne aussi, dans 
P>O P>O 

son mémoire de 1812 sur la série hypergéométrique ([124 a], t. III, 
p. 139) le premier modèle d'une discussion de convergence conduite, 
comme il dit, « en toute rigueur, et faite pour salisfaire ceux dont les 
préférences vont aux méthodes rigoureuses des géomèrres anciens » : 
il est vrai que cette discussion, constituant un point secondaire dans 
le mémoire, ne remonte pas aux premiers principes de la théorie des 
séries ; c'est Cauchy qui établit ceux-ci le premier, dans son Cours 
d'Analyse de 1821 ([56 a], (2), t. III), d'une manière en tout point 
correcte, à partir du critère de Cauchy clairement énoncé, et admis 
comme évident ; comme, sur la définition du nombre, il s'en tient au 
point de vue de Barrow et de Newton, on peut donc dire que pour liii 
les nombres réels sont définis par les axiomes des grandeurs et le 
critère de Cauchy : ce qui suffit en effet à les définir. 

C'est au même moment qu'est définitivement éclairci un autre 
aspect important de la théorie des nombres réels. Comme nous 
l'avons dit, on avait toujours admis comme géométriquement évi- 

* x,, y, étant donnés et > O, soient x,,, = (x, + yn)/2, y,,, ==&= ; pour 4 
tendant vers + co, x, et y, tendent (très rapidement) vers une limite commune, 
dite moyenne arithmético-géométrique de x, et y, ; cctte fonction est intime- 
ment liée aux fonctions elliptiques et forma le point de départ des importants 
travaux de  Gauss sur ce sujet. 



dent que deux courbes continues ne peuvciit sc traverscrsans sc ren- 
contrer-; principe qui (convenablement précisé) cquivaudrait, lui 
aussi, à la propriété de la droite d'être un espace complet. Ce principe 
est encore à la base de la démonstration rigoureuse D donnée par 
Gauss en 1799 du théorème de d'Alembert, d'après lequel tout poly- 
nôme à coefficients réels admet une racine réelle ou complexe ([124 a], 
t. III, p. 1); la démonstration du même théorème, donnée par Gauss 
en 1815 ([124 a], t. III, p. 31), s'appuie, de même qu'un essai antérieur 
de Lagrange, sur le principe, analogue mais plus Simple, d'après 
lequel un polynôme ne peut changer de signe sans s'annuler (principe 
que nous avons vu utiliser déjà par Srévin). En 1817, Bolzano donne, 
à partir du critère de Cauchy, une démonstration complète de ce der- 
nier principe, qu'il obtient comme cas particulier du théorème ana- 
logue pour les fonctions numériques continues d'une variable numé- 
rique [27 cl. Énonçant clairement (avant Cauchy) le critère de 
Cauchy n, il cherche à le justifier par un raisonnement qui, en l'absence 
de toute définition arithmétique du nombre réel, n'était et ne pouvait 
être qu'un cercle vicieux ; mais, ce point une fois admis, son travail 
est entièrement correct et fort remarquable, comme contenant, non 
seulement la définition modernc d'une fonction continue (doniide 
ici pour la première fois), avec la démonstration de la çontinuitc des 
polynômes, mais même la démonstration d'existence dc la borne 
inférieure d'un ensemble borné quelconque dc nornbrc réels (il ne parlc 
pas d'ensembles,' mais, ce qui revienl am même, de propriétés de 
nombres réels). D'autre part, Cauchy, dans son Cours d'Analyse 
([56 a], (2), t. III), définissant, lui aussi, les fonctions continues d'une 
ou plusicurs variables numériques, demontre également qu'une fonç- 
tion continue d'une variable ne peut changer de signe sans s'annuler, 
et ce par le raisonnement même de Simon Stévin, qui devient natu- 
rellement correct, une fois définie la continuité, dès qu'on se sert du 
critère de Cauchy (ou bien dès qu'on admet, comme Cauchy le fait 
à cet endroit, le principe équivalent dit des « intervalles emboîtés », 
dont la convergence des fractions décimales indéfinies n'est bien 
entendu qu'un cas particulier). 

Une fois parvenus à ce point, il ne restait aux mathématiciens qu'à 
préciser et développer les résultats acquis, en corrigeant quelques 
erreurs et comblant quelques lacunes. Cauchy, par exemple, avait cru 
un moment qu'une série convergente, à termes fonctions continues 
d'une variable, a pour somme une fonction continue : la rectification 
de ce point par Abel, au cours de ses importants travaux sur les séries 



( [ I l ,  t. 1, p. 219 ; cf. aussi t. II, p. 257, et passim), aboutit finalement 
à l'élucidation par Weierstrass, dans ses cours (inédits, mais qui eurent 
une influence considérable), de la notion de convergence uniforme 
(voir p. 257). D'autre part, Cauchy avait, sans justification suffisante, 
admis i'existence du minimum d'une fonction continue dans l'une des 
démonstrations données par lui de l'existence des racines d'un poly- 
nôme ; c'est encore Weierstrass qui apporta la clarté sur les questions 
de ce genre en démontrant dans ses cours l'existence du minimum 
pour les fonctions de variables numériques, définies dans des inter- 
valles fermés bornés ; c'est à la suite de sa critique de l'application 
injustifiée de ce thSorème à des ensembles de fonctions (dont le 
« principe de Dirichlet >) est l'exemple le plus connu) que commence 
le mouvement d'idées qui aboutit (voir p. 179) A la définition géné- 
rale des espaces compacts et à l'énoncé moderne du théorhe.  

En même temps, Weierstrass, dans ses cours, avait reconnu l'in- 
térêt logique qu'il y a à dégager entièrement l'idée de nombre réel de 
la théorie des grandeurs : utiliser celle-ci, en effet, revient à définir 
axiomatiquemat l'ensemble des points de la droite (donc en défi- 
nitive l'ensemble des nombres réels) et admettre l'existence d'un &el 
ensemble ; bien que cette manière de faire soit essentiellement cor- 
recte, il est évidemment préférable de partir seulement des nombres 
rationnels, et d'en déduire les nombres réels par complétion *. C'est 
ce que firent, par des méthodes diverses, et indépendamment les uns 
des autres, Weierstrass, Dedekind, Méray et Cantor ; tandis que le 
procédé dit des « coupures », proposé par Dedekind ([79], t. II,  
p. 315-334) se rapprochait beaucoup des définitions d'Eudoxe, les 
autres méthodes proposées se rapprochent de la mCthode utilisée 
depuis Hausdorff pour compléter un espace métrique. C'est 3 ce 
moment aussi que Cantor commence à développer la thémie des 
ensembles de nombres réels, dont Dedekind avait conçu la première 
idée [48], obtenant ainsi les principaux résultats élémentaires sur la 

En effet, on ramclnc ainsi ka %question de t'existence, c'est-à-dire. en langage 
moderne, la non-contradiction de la théorie des nombres réels, 1 la question 
analogue pour les nombres rationnels, à condition routr$ois qu'on suppose 
ncqui.sc* la rlrioric des etisettihlu., abstraits (puisque la complktion suppose la 
notion de partie générique d'un ensemble infini) ; autrement dit. on ramène tout 
;i cctte dernière -thkarie, puisqu'on en peut tirer la théorie des nombres ration- 
nels. Au contraire, si l'on ne suppose pas qu'on dispose de la Thborie des 
ensembles. il est inipossiblc de ramener la  on-contradiction de la théorie des 
nombres réels il celle de I'nrithniétique. et ildevient à nouveau nkessnire d'en 
donner une cara&hi.sat.icm axiomatique indkpend.~te. 



topologie de la droite, la structure des ensembles ouverts, des 
ensembles fermés, les notions d'ensemble dérivé, d'ensemble parfait 
totalement discontinu, etc. 

Avec Cantor, la théorie des nombres réels a pris, à peu de chose 
près, sa forme définitive ; indiquons brièvement dans quels sens elle 
a été prolongée. En dehors des travaux de topologie générale (voir 
p. 179), et des applications à l'Intégration (voir p. 278), il s'agit sur- 
tout des recherches sur la structure et la'classification des ensembles 
de points sur la droite et des fonctions'numériques de variables 
réelles; elles ont leur origine dans les travaux de Borel [32 a], orientés 
surtout vers la théorie de la mesure, mais qui aboutissent entre autres 
à la définition des ensembles boréliens » : ce sont les ensembles 
appartenant à la plus petite famille de parties de R, comprenant les 
intervalles, et fermée par rapport à la réunion et à l'intersection 
dénombrables et à l'opération C. A ces ensembies sont intimement 
liées les fonctions dites « de Baire », c'est-à-dire celles qui peuvent 
être obtenues à partir des fonctions continues par l'opération de 
limite dc suite, répétée « transfiniment » ; elles furent définies par 

- Baire-au-cours d'importants travaux où il abandonne entièrement le 
point de vue de la mesure pour aborder systématiquement I'aspect 
qualitatif et « topologique » de ces questions [II a] : c'est à cette 
occasion qu'il définit et étudie le premier les fonctions semi-continues, 
et qu'en vue de caractériser les fonctions limites de fonctions conti- 
nues, il introduit l'importante notion d'ensemble maigre (ensemble 
« de première catégorie » dans la terminologie de Baire) (voir p. 306'). 
Quant aux nombreux travaux qui ont suivi ceux de Baire, et qui sont 
dus principalement aux écoles russe et surtout polonaise, nous ne 
pouvons ici qu'en signaler l'existence (voir p. 206). 



E X P O N E N T I E L L E S  ET L O G A R I T H M E S  

L'histoire de la théorie du groupe multiplicatif RZ des nombres réels 
> O est étroitement liée à celle du développement de la notion des 
puissances d'un nombre > O, et des notations employées pour les 
désigner. La conception de la « progression géométriqiie » formée 
par les puissances successives d'un même nombre remonte aux 
Égyptiens et aux Babyloniens ; elle était familière aux mathémati- 
ciens grecs, et on trouve déjh chez Euclide (Eléments, Livre IX, 
prop. 11) un énoncé général équivalent a la règle aman = nm+" pour 
des exposants entiers > O. Au Moyen Age, le mnthématicien fran- 
çais N. Oresme ( X I V ~  siècle) retrouve cette règle ; c'est aussi chez lui 
qu'apparaît pour la première fois la notion d'exposant fractionnaire 
> O, avec une notation déjà voisine de 13 nôtre et des règles de calcul 
(énoncées de façon générale) les concernant (par exemple les deux 
règles que nous écrivons maintenant (ab)lln = allnblln, ( a m ) p l g  = 
(amP)l/9 [74]. Mais les idées d'Oresme étaient trop en avance sur la 
Mathématique de son époque pour exercer une influence sur ses 
contemporains, et son traité sombra rapidement dans l'oubli. Un 
siècle plus tard, N. Chuquet énonce de nouveau la règle d'Euclide ; 
il introduit en outre une notation exponentielle pour les puissances des 
inconnues de ses équations, et n'hésite pas à faire usage de l'exposant O 
et d'exposants entiers < O *. Cette fois (et bien que l'ouvrage de 
Chuquet soit resté manuscrit et ne paraisse pas avoir étC très répandu). 
l'idée de l'isomorphie entre la « progression arithmétique » des expo- 
sants, et la « progression géométrique » des puissances, ne sera plus 
perdue de vue ; étendue aux exposants négatifs et aux exposants frac- 
tionnaires par Stifel ([298], fol. 35 et 249-250), elle aboutit enfin à la 

* Chuquet écrit par exemple !2', 12'. l i a ,  etc., pour 12 x. 12 x z ,  12 x3, etc., 
12O pour le nombre 12. et l P L  pour I Z  sa' ((641. p. 737-738). 
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définition des logarithmes et à la construction des premières tables, 
entreprise indépendamment par l'Écossais J. Neper, en 1614-1620, 
et le Suisse J. Bürgi (dont l'ouvrage ne parut qu'en 1620, bien que sa 
conception remontât aux premières années du xviiP siècle). Chez 
Bürgi, la continuité de l'isomorphisme établi entre R et RT est impli- 
citement supposée par l'emploi de l'interpolation dans le maniement 
des tables ; elle est au contraire explicitement formulée dans la défi- 
nition de Neper (aussi explicitement du moins que le permettait la 
conception assez vague qu'on se faisait 'de la continuité à cette 
époque) *. 

Nous n'avons pas à insister ici sur les services rendus par les loga- 
rithmes dans le Calcul numériquz ; du point de vue théorique, leur 
importance date surtout des débuts du Calcul infinitésimal, avec la 
découverte des développements en serie de log (1 + x) et de E", et 
des propriétés différentielles de ces fonctions (voir p. 21 3 -214). En ce 
qui concerne la définition des exponentielles et des logarithmes, on 
se borna, jusqu'au milieu du xrxe siécle, à admettre intuitivement la 
possibilité de prolonger par continuité à l'ensemble des nombres 
réels ta fonetion a" définie pour tout x rationnel ; et ce n'est qu'une 
fois la notion de nombre réel definitivement précisée et déduite de 
celle de nombre rationnel, qu'on songea à donner une justification 
rigoureuse de ce prolongement. 

Neper considère deux points M, N mobiles simultankment sur deux droites, 
le mouvement de M ktant unifornie, celui de N tel que la vitesse de N soit 
proportionnelle à son abscisse ; l'abscisse de M est alors par définition le 
logarithme de celle de N (i-230 al, P. 3). 



ESPACES A  N D I M E N S I O N S  

Nous avons eu déji l'occasion de dire comment le développement de 
la Géométrie analytique du plan et de l'espace conduisit les mathéma- 
ticiens à introduire la notion d'espace à n dimensions, qui leur four- 
nissait un langage géométrique extrêmement commode pour exprimer 
de façon concise et simple les théorèmes d'algèbre concernant des 
équations à un nombre quelconque de variables, et notamment tous 
les résultats généraux de l'Algèbre linéaire (voir p. 84). Mais si, 
vers le milieu du xixe siècle, ce langage était devenu courant chez de 
nombreux géomètres, il restait purement conventionnel, et l'absence 
d'une représentation « intuitive » des espaces à plus de trois dimen- 
sions semblait interdire dans ces derniers les raisonnements « par 
continuité » qu'on se permettait dans le plan ou dans l'espace en se 
fondant exclusivement sur 1'« intuition ». C'est Riemann qui le pre- 
mier, dans ses recherches sur 1'Analysis situs et sur les fondements 
de la Géométrie, s'enhardit à raisonner de la sorte par analogie 
avec le cas de l'espace à trois dimensions (voir p. 176) * ; à sa suite, 
de nombreux mathématiciens se mirent à utiliser, avec un grand 
succès, des raisonnenlents de cette nature, notamment dans la théorie 
des fonctions algébriques de plusieurs variables complexes. Mais le 
contrôle de l'intuition spatiale étant alors très limité, on pouvait à 
bon droit rester sceptique quant à la valeur démonstrative de pareilles 
considérations, et ne les admettre qu'à titre purement heuristique, en 
tant qu'elles rendaient très plausible l'exactitude de certains théo- 
rèmes. C'est ainsi que Fi. Poincaré, dans son mémoire de 1887 sur 
les résidus des intégrales doubles de fonctions de deux variables 
complexes, évite autant qu'il le peut tout recours à l'intuition dans 

* Voir aussi les travaux de L. Schlafli ([273], t. 1, p. 169-387), datant de la même 
époque, mais qui ne furent publiés qu'au xxe siècle. 
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l'espace à quatre dimensions : « Comme cette langue hypergéomhtrzipe 
répugne encore à beaucoup de bons esprits », dit-il, « je n'en ferai qu'un 
usage peu fréquent » ; les « aqifices » qu'il emploie à cette fin lui per- 
mettent de se ramener à des raisonnements topologiques dans l'espace 
A trois dimensions, où il n'hésite plus alors à faire appel à l'intuition 
([251 a], t. III p., 443 et suiv.). 

Par ailleurs, les découvertes de Cantor, et notamment le célèbre 
théorème établissant que R et Rn sont équipotents (qui semblait 
mettre en cause la notion même de dimension)*, montraient qu'il 
était indispensable, pour asseoir sur une base solide les raisonnements 
de Géométrie et de Topologie, de les libérer entièrement de tout 
recours à l'intuition. Nous avons déjà dit (cf. voir p. 175) que ce 
besoin est à l'origine de la conception moderne de la Topologie 
générale ; mais avant même la création de cette derniére, on avait 
commencé à étudier de façon rigoureuse la topologie des espaces 
numériques et de leurs généralisations les plus immédiates (les 
« variétés à n dimensions ») par des méthodes relevant surtout de la 
branche de la Topologie dite « Topologie combinatoire » ou mieux 
« Topologie algebrique », dont nous ne pouvons parler ici. 

Il est inttressant de noter que, dés qu'il avait eu corinaissance de ce résultat, 
Dedekind avait compris la raison de son apparence si paradoxale, et signalé à 
Cantor que l'on devait pouvoir demontrer l'impossibilit& d'une correspondance 
biunivoque et bicontinue entre Rm et Rn pour m # n ([48], p. 37-38). 



NOMBRES COMPLEXES. MESURE DES ANGLES 

Nous ne reprendrons pas ici l'exposé complet du développement his- 
torique de la théorie des nombres complexes ou de celle des qua- 
trrnions, ces théories étant essentiellement du ressort de l'Algèbre 
(voir p. 96 et 84) ; mais nous dirons quelques mots de la représentation 
géométrique des imaginaires, qui à beaucoup d'égards constitue un 
progrès décisif dans l'histoire des Mathématiques. 

C'est à C. F. Gauss que revient sans conteste la première concep- 
tion claire de la correspondance biunivoque entre nombres complexes 
et points du plan *, et surtout le mérite d'avoir su le premier appli- 
quer cette idée à la théorie des nombres complexes, et d'avoir entrevu 
nettement tout le parti qu'allaient en tirer les analystes du xixe siècle. 
Au cours des xvrie et xvrrre siècles, les mathématiciens étaient peu à 
peu parvenus à la conviction que les nombres imaginaires, qui per- 
mettaient la résolution des équations du 2e degré, permettaient aussi 
de résoudre les équations algébriques de degré quelconque. De nom- 
breux essais de démonstration de ce théorème avaient été publiés 
au cours du. X V I I I ~  siècle ; mais, sans mêmeparler de ceux qui ne repo- 
saient que sur un cercle vicieux, il n'en était aucun qui ne prêtât 
flanc A de sérieuses objections. Gauss, après un examen détaillé de 
ces tentatives et une critique serrée de leurs lacunes, se propose, dans 
sa Dissertation inaugurale (écrite en 1797, parue en 1799), de donner 
enfin une démonstration rigoureuse ; reprenant une idée émise en 
passant par d'Alembert (dans la démonstration publiée par ce dernier 

* Le premier qui ait eu l'idée d'une semblable correspondance est sans doute 
Wallis, dans son Traité d'Algèbre publi6 en 1685 ; mais ses idées sur ce point 
restèrent confuses, et n'exercérent pas d'influence sur les contemporains. 



en 1746 *. i l  remarque que les points (a, bj du plan tels que n + ib 
soit racine du polynome P(s + iy) = X(x, y )  + iY(x, y), sont les 
intersections des courbes X -= O et Y -- O ; par une étude qualitative 
de ces courbes, il montre alors qu'un arc continu de l'une d'elles joint 
des points de deux régions distinctes limitées par l'autre, et en conclut 
que les courbes se rencontrent'([l24 a], t. III, p. 3;  voir aussi [124 b]) : 
démonstration qui, par sa clarté et son originalité, constitue un pro- 
grès considérable sur les tentatives antérieures, et est sans doute un 
des premiers exemples d'un raisonnement de pure Topologie appliqué 
à un problème d'Algèbre **. 

Dans sa Dissertation, Gauss ne définit pas explicitement la cor- 
respondance entre points du plan et nombres imaginaires ; à l'égard 
de ces derniers, et des questions d' ((existence » qu'ils soulevaient 
depuis deux siècles, il adopte même une position assez réservée, pré- 
sentant intentionnellement tous ses raisonnements sous une forme où 
n'entrent que des quantités réelles. Mais la marche des idées de sa 
démonstration serait entièrement inintelligible si elle ne présupposait 
une identification pleinement consciente des points du plan et des 
nombres complexes ; et ses recherches contemporaines sur la théorie 
des nombres et les fonctions elliptiques, où interviennent aussi les 
nombres complexes, ne font que renforcer cette hypothèse. A quel 
point la conception géométrique des imaginaires lui était devenue 
familière, et h qucls résultats elle pouvait conduire entre ses mains, 
c'est ce que montrent clairement les notes (publiées seulement de 
nos jours) où il applique les nombres complexes à la résolution de 
problèmes de Géométrie élémentaire ([124 a], t. IV, p. 396 et t. VIII, 
p. 307). Plus explicite encore est la lettre à Bessel de 181 1 ([124 a], 
t.  V111, p. 90-91), où il esquisse I'cssentiel de la théorie de I'intégra- 
tion des fonctions de variable complexe : « Dc m&te », dit-il, « qu'on 

* Cette démonstration (où d'Alembert ne tire d'ailleurs aucun parti de la 
remarque qui sert de point de départ à Gauss) est la première en date qui ne 
se réduise pas à une grossière pétition de principes. Gauss, qui en critique 
justement les points faibles, ne laisse pas cependant de reconnaître la valeur 
de l'idée fondamentale de d'Alembert : (( le véritable nerf de la démonstration n, 
dit-il, (< ne me semble pas afecté par toutes ces objections >) ([124 a], t. III, p. 11); 
un peu plus loin, il esquisse une méthode pour renJre rigoureux le raisonnement 
de d'Alembert; c'est déjà, à peu de choses prés. le raisonnement de Cauchy 
dans une de ses démonstrations du même théorème. 
** Gauss a publié en tout quatre dénicnstrations du  « théorème de d'Alembert- 
Gauss »; la dernitre est une variante de la premitre, et, comme celle-ci, fait 
appel aux propriétés topologiques intuitives du plan ; mais la seconde et In 
troisième reposent sur des principes tout à fait différents (voir p. 118). 
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peui SC repré,siwter tuut le durnuine des quantités réelles au  muyeri d'une 
liga<l droite indéfinie, de ~nêttie ott peut se _figurer (« sinnlich machen ») 
le donlaine complet de toutes les quantités, les réelles et les imaginaires, 
uu rnoyen d'un plan indkjni, où chaque point, détermine! par son 
abscisse n et son ordonnée b, représente en même temps la quantilé 
u + ib. Le passage continu d'une valeur de x à une autre se fait par 
conséquent suivant une ligne, et peut donc s'effectuer d'une infinitt! 
dc manières ... fi 

Mais ce n'est qu'en 1831 que Gauss (à propos de l'introduction 
des nombres de Gauss » a + ih, où a et h sont entiers) exposa 
publiquement ses idées sur ce point d'une manière aussi nette ([124 a], 
t. 11, Theoria Residuorum Biquadrat icorunt, Con~mentatio secunda, 
art. 38, p. 109, et Anwige, p. 174 et suiv.). Dans l'intervalle, l'idée de 
la représentation géométrique des imaginaires avait été retrouvée 
indépendamment par deux modestes chercheurs, tous deux mathéma- 
ticiens amateurs, plus ou moins autodidactes, et dont ce fut la seule 
contribution à la science, tous deux aussi sans grand contact avec 
les milieux scientifiqués de leur temps. De ce fait, leurs travaux ris- 
quaient fort de passer totalement inaperçus ; c'est précisément ce 
qui se produisit pour le premier en date, le Danois C. Wessel, dont 
I'opiiscule, paru en 1798, très claireinent conçu et rédigé, ne fut tiré de 
l'oubli qu'un siècle plus tard ; et la même mésavcnture faillit arriver 
au second, Ic Suisse J. Argand, qui ne dut qu'à un hasard de voir, 
en 1813, exhumer l'ouvrage qu'il avait publié sept ans auparavant *. 
Cet ouvrage provoqua unc active discussion dans les Annales de 
Gergonne, et la question fit l'objet, cn Francc et en Angleterre, de 
plusieurs publications (dites à des auteurs assez obscurs) entre 1820 
et 1830 ; mais il manquait l'autorité d'un grand nom pour mettre 
fin à ces controverses et rallier les nmthêmaticiens au nouveau point 
de vue ; et il fallut attendre jusque vers le milieu du siècle pour que la 
représentation géométrique des imaginaires fût enfin universellement 
adoptée, à la suite des publications de Gauss (citées plus haut) en 
Allemagne, des travaux de Hamilton et Cayley sur les systèmes 
hypercomplexes, en Angleterre, et enfin, en France, de l'adhésion de 

+ A l'opposé de Gauss, Wessel et Argand sont plus préoccupés de justifier 
les calculs sur les nombres complexes, que de faire servir à de nouvelles 
recherches la représentation géométrique qu'ils proposent ; Wessel n'en indique 
aucune application. et la seule qu'en donne Argand est une démonstration du 
thdorème de d'Alembert-Gauss, qui n'est guère qu'une variante de la démons- 
tration de d'Alembert, et prête aux mêmes objections. 
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Cauchy *, quelques années seulement avant que Riemann, par une 
extension géniale, vînt encore élargir le rôle de la Géométrie dans la 
théorie des fonctions analytiques, et créer du-même coup la Topologie. 

La mesure des angles, par les arcs qu'ils découpent sur un cercle, 
est aussi ancienne que la notion d'angle elle-même, et est déjà con- 
nue des Babyloniens, dont nous avons conservé l'unité d'angle, le 
degré ; il n'est d'ailleurs question chez eux que de mesures d'angles 
comprises entre O et 360°, ce qui leur suffisait, puisque les angles leur 
servaient avant tout à repérer les positions d'objets célestes en des 
points déterminés de leurs trajectoires apparentes, et à en dresser des 
tables pour servir à des fins scientifiques ou astrologiques. 

Chez les géomètres grecs de l'époque classique, la définition de 
l'angle (Eucl. El., 1, déf. 8 et 9) est encore plus restreinte, puisqu'elle 
ne s'applique qu'aux angles inférieurs à deux droits ; et comme 
d'autre part leur théorie des rapports et de la mesure reposait sur la 
comparaison de multiples arbitrairement grands des grandeurs mesu- 
rées, les angles ne pouvaient être pour eux une grandeur mesurable, 
bien qu'on trouve naturellement chez eux les notions d'angles égaux, 
d'angles plus gran'ds ou plus petits l'un que l'autre, et de la somme de 
deux angles quand cette somme ne dépasse pas deux droits. De même 
que l'addition des fractions, la mesure des angles a donc dû être à 
leurs yeux un procédé empirique sans valeur scientifique. Ce point de 
vue est bien illustré par l'admirable mémoire d'Archimède sur les 
spirales ([5 b], t. II, p. 1-12), où, faute de pouvoir définir celles-ci 
par la proportionnalité du rayon vecteur à l'angle, il en donne une 
définition cinématique (déf. 1, p. 44 ; cf. l'énoncé de Ia prop. 12, 
p. 46) d'où il réussit à tirer, comme le montre la suite de son ouvrage, 
tout ce que la notion générale de mesure des angles lui aurait donne 
s'il l'eût possédée. Quant aux astronomes grecs, ils semblent, sur ce 
point comme sur bien d'autres, s'être contentés de suivre leurs préd6- 
cesseurs babyloniens. 

Ici aussi, comme dans l'évolution du concept de nombre réel 
(cf. p. 188), le relâchement de l'esprit de rigueur, au cours de la déca- 
dence de la science grecque, amène le retour au point de vue a naïf », 
qui à certains égards, se rapproche plus du nôtre que la rigide concep- 

Dans ses premiers travaux sur les intégrales de fonctions de variables 
complexes (entre 18 14 et 1826). Cauchy considere les nombres complexes 
comme des exprcssions « symboliques » et ne les identifie pas aux points du 
plan ; ce qui ne l'empêche pas d'associer constamment au nombre x + iy le 
point (x, y )  et d'utiliser librement le langage de la Geométrie à ce propos. 



tion euclidienne. C'est ainsi qu'un interpolateur mal avisé insère dans 
Euclide la fameuse proposition (Eucl. El., VI, 33) : (( Les angles sont 
proportionnels aux arcs qu'ils découpent sur un cercle D *, et un scho- 
liaste anonyme qui commente la (( démonstration )) de cette propo- 
sition n'hésite pas à introduire, sans aucune justification bien entendu, 
des arcs égaux à des multiples arbitrairement grands d'une circonfé- 
rence, et les angles correspondant à ces arcs ([107], t. V, p. 357). Mais 
Viète même, au xvie siècle, tout en paraissant toucher à notre concep- 
tion moderne de l'angle lorsqu'il découvre que l'équation sin nx=sin a 
possède plusieurs racines, n'obtient que les racines qui correspondent 
à des angles inférieurs à 2 droits ([3/9], p. 305-3 13). Clest seulement au 
xvue siècle que ce point de vue est dépassé d'une manière définitive ; 
et, après que la découverte par Newton des développements en série 
de sin x et cos x eut fourni des expressions de ces fonctions, valables 
pour toutes les valeurs de la variable, on trouve enfin chez Euler, i i  

propos de logarithmes des nombres ((imaginaires », la conception 
précise de la notion de mesure d'un angle quelconque ([IO8 a], ( l ) ,  
t. XVII, p. 220). 

Bien entendu, la définition classique de la mesure d'un angle 
par la longueur d'un arc de cercle est non seulement intuitive, mais 
essentiellement correcte ; toutefois, elle exige, pour être rendue rigou- 
reuse, la notion de longueur d'une courbe, c'est-à-dire le Calcul 
intégral. Du point de vue des structures qui entrent en jeu, c'est là 
un procédé très détourné, et il est possible de ne pas utiliser d'autres 
moyens que ceux de la théorie des groupes topologiques ; l'exponen- 
tielle réelle et l'exponentielle complexe apparaissent ainsi comme 
découlant d'une même source, le théorème caractérisant les (< groupes 
à un paramètre ». 

Qu'il s'agisse bien d'une interpolation, c'est ce que met hors de doute l'absur- 
dité de la démonstration, maladroitement calquée sur les paradigmes classiques 
de la méthode d'Eudoxe ; il est visible d'ailleurs que ce résultat n'a rien à faire 
à la fin du Livre VI. Il est piquant de voir Théon, au rve siècle de notre ère, 
se f ~ i r e  naïvement un mérite d'avoir greffé, sur cette interpolation, une autre 
où il prétend, prouver que « les aires des secteurs d'un cercle sont proportion- 
nelles à leurs angles au centre >) ([107], t. V, p. 24). et cela six siècles après la 
détermination par Archimède de l'aire des secteurs de spirales. 



ESPACES M É T R I Q I J E S  

Comme nous l'avons dit (voir p. 182), la notion d'espace métriquc 
fut introduite en 1906 par M. Fréchet, et développée quelques années 
plus tard par F. Hausdorff dans sa (( Mengenlehre B. Elle acquit 
une grande importance après 1920, d'une part à la suite des travaux 
fondamentaux de S. Banach et de son école sur les espaces normes 
et leurs applications à l'Analyse fonctionnelle (koir p. 271-272)' de 
l'autre en raison de l'intérêt que présente la notion de valeur absolue 
en Arithmétique et en Géométrie algébrique (où notamment la 
complétion par rapport une valeur absolue se montre très féconde). 

De la période 1920-1930 datent toute une série d'études cntrc- 
prises par l'école de Moscou sur les propriétés dé la topologie d' i i i i  

espace métrique, travaux qui visaient en particulier à obtenir des 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une topologie donnée 
soit métrisable. C'est ce mouvement d'idées qui fit apparaîtrc l'inté- 
rêt de la notion d'espacc normal, définie en 1923 par Tietzc, mais 
dont le rôle important ne fut rcconnu qu'à la suite des travaux 
d'urysohn [314] sur le prolongement des fonctions continues numé- 
riques. En dehors du cas trivial des fonctions d'une variable réelle. 
le problème de l'extension à tout l'espace d'une fonction continue 
numérique définie dans un ensemble fermé, avait été traité pour la 
première fois (pour le cas du plan) par H. Lebesgue [196 dl; avant 
le résultat définitif d'urysohn, il avait été résolu pour les espaces 
métriques par .H. Tietze [307]. L'extension de ce problème au cas 
des fonctions à valeurs dans un espace topologique quelconque a 
pris dans ces dernières années une importance considérable en Topo- 
logie algébrique. Les travaux récents ont en outre mis en évidence 
que, dans ce genre de questions, la notion d'espace normal est peu 
maniable, parce qu'elle offre encore trop de possibilités de N patho- 
logie )) ; on doit le plus souvent lui substituer la notion plus restric- 



tive d'espace paracompact, introduite en 1944 par J. Dieudonné [90 a]; 
dans cette théorie, le résultat le plus remarquable est le théorème, 
dû à A. H. Stone [300], selon lequel tout espace métrisable est para- 
compact *. 

Nous avons déji signalé (voir p. 195) les importants travaux de 
la fin du xixe siècle et du début du xxe siècle (E. Borel, Baire, 
Lebcsçue, Osgood, W. H. Young) sur la classification des ensembIes 
de points dans les espaces Rn, et sur la classification et la caractéri- 
sation des fonctions numériques obtenues en itérant, à partir des 
fonctions continues, le processus de passage à la limite (pour des suites 
de fonctions). On s'aperçut rapidement que les espaces métriques 
fournissaient un cadre naturel pour les recherches de cette nature, 
dont le développement après 1910 est surtout dû aux écoles russe et 
polonaise. Ce sont ces écoles qui ont entre autres mis en lumière 
le rôle fondamental joué en Analyse moderne par la notion d'en- 
semble maigre, et par le théoréme sur l'intersection dénombrable 
d'ensembles ouvcrts partout denses dans un espace métrique comylct, 
démontré d'abord (indépendamment) par Osgood [240] po'ur la droite 
numerique et par Baire [l! b] pour les espaces Rn. 

D'autre part, en 1917, Souslin 12891, corrigeant une erreur de 
Lebesguc, iiiontr;iit quc I'iniage continue d'un ensemble borélien 
n'est pas ~~Ccchsairenicnt borélienne, ce qui le conduisit à la défini- 
tion et à I'étudc dc la catkgorie plus vaste d'ensembles, appelés depuis 
« aiialytiqucs » ou « sousliniens » ; après la mort prématurée de 
Souslin cette ktudc fu t  surtout poursuivie par N. Lusin (dont les 
idées avaicnt inspiré Ic travail de Souslin) et par les mathématiciens 
polonais (voir [209] et [189 b]). L'importance actuelle de ces ensembles 
tient surtout A leurs applications à la théorie de l'intégration (où, 
grâce à leurs propriétés spéciales, ils permettent des constructions qui 
seraient impossibles sur des enscmbles mesurables quclconques), 
ct à la théorie moderne du potentiel, où le théorème fondamental 
sur la capacitabiliti des ensembles sousliniens, démontré tout récern- 
ment par G. Choquet [63], s'est déjà révélé riche en applications 
vari ées. 

* Cc tliiorcnic a permis de donner au probléme de inetrisation une solution 
plus satisfaisante que les critères obtenus vers 1930 par l'école russo-polonaise 
(« critère de Nagata-Smirnov H). Mais il faut noter que jusqu'ici ces crittres 
n'ont guère reçu d'applications ; comme si souvent dans l'histoire des mathé- 
matiques, il semble que le probltme de métrisation ait eu moins d'importance 
par sa solution que par les notions nouvelles dont il aura amene le develop- 
pernent. 



C A L C U L  INFINITÉSIMAL 

En 1604, à l'apogée de sa ciirrière scientifique, Galilée croit démon- 
trer que, dans un mouvement rectiligne où la vitesse croît propor- 
tionnellement au chemin parcouru, la loi du mouvement sera bien 
celle (x  = cr2) qu'il a découverte dans la chute des graves ([/22 b], 
t. X, p. 1 15-1 16). Entre 1695 et 1700, il n'est pas un volume des Acta 
Eruditorum mensuellement publiés à Leipzig, où ne paraissent des 
mémoires de Leibniz, des frères Bernoulli, du marquis de l'Hôpital, 
iraitant,-à peu de chose' prés avec les notations dont nous nous ser- 
vons encore, des problèmes les plus variés du calcul différentiel, 
du calcul intégral, du calcul des variations. C'est donc presque exacte- 
ment dans I'intervalIe d'un siècle qu'a été forgé le calcul infinitésimal, 
ou, comme ont fini par dire les Anglais, le Calcul par excellence 
(« calculus ») ; et près de trois siècles d'usage constant n'ont pas 
encore compléternent émoussé cet instrument incomparable. 

Les Grecs n'ont rien possédé ni imaginé de semblable. S'ils ont 
connu sans doute, ne fût-ce que pour s'en refuser l'emploi, UR calcul 
algébrique, celui des Babyloniens, dont une partie de leur Géométrie 
n'est peut-être qu'une transcription, c'est strictement dans le domaine 
de l'invention géométrique que s'inscrit leur création mathématique 
peut-être la plus géniale, leur méthode pour traiter des problèmes 
qui pour nous relèvent du calcul intégral. Eudoxe, traitanf du volume 
du cône et de la pyramide, en avait donné les premiers modèles, 
qu'Euclide nous a plus ou moins fidèlement transmis ([107], livre XII, 
prop. 7 et 10). Mais surtout, c'est à ces problèmes qu'est consacrée 
presque toute l'œuvre d'Archimède [5 b et cl; et, par une fortune 
singulière, nous sommes A même de lire encore dans leur texte ori- 
ginal, dans le sonore dialecte dorien où il les avait si soigneusement 
rédigés, la plupart de ses écrits, et jusqu'à celui, retrouvé récemment, 
où il expose les procédés « heuristiques » par lesquels il a été conduit 
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à quelques-uns de ses plus beaux résultats ([S b], t. II, p. 425-507). 
Car c'est 1à une des faiblesses de 1' « exhaustion » d'Eudoxe : méthode 
de démonstration irréprochable (certains postulats étant admis), ce 
n'est pas une méthode de découverte ; son application repose néces- 
sairement sur la connaissance préalable du résultat à démontrer ; 
aussi, dit Archimède, « des résultats dont Eudoxe a trouvé le premier 
la démonstration, a u  sujet du cône et de la pyramide ..., une part non 
petite revient d Dkmocrite, qui fut le premier à les énoncer sans démons- 
tration » (loc. cit., p. 430). Cette circonstance rend particulièrement 
difficiIe I'analyse détaillée de l'œuvre d'Archimède, analyse qui, A 
vrai dire, ne semble avoir ét6 entreprise par aucun historien moderne ; 
car de ce fait nous ignorons jusqu'à quel point il a pris conscience 
des liens de parenté qui unissent les divers problèmes dont il traite 
(liens que nous exprimerions en disant que la même intégrale revient 
en maints endroits, sous des aspects géométriques variés), et quelle 
importance il a pu leur attribuer. Par exemple, considérons les pro- 
blèmes suivants, le premier résolu par Eudoxe, les autres par Archi- 
mède : le volume de la pyramide, l'aire du segment de parabole, le 
centre de gravité du triangle, et l'aire de la spirale dite d'Archimède 
(p = cw en coordonnées polaires) ; ils dépendent tous de l'intégrale 

x2dx, et, sans s'écarter en rien de l'esprit de la méthode d'exhaus- S 
tion, on peut tous les ramener au calcul de « sommes de Riemann » 

de la forme 2 an2. C'est ainsi en effet qu'Archimède traite de la spirale 
n 

([5 b], t. I I ,  p. 1-121)' au moyen d'un lemme qui revient à écrire 

Quant au centre de gravité du triangle, il démontre (par exhaus- 
tion, au moyen d'une décomposition en tranches parallèles) qu'il se 
trouve sur chacune des médianes, donc à leur point de concours 
([5 b], t. I I ,  p. 261-315). Pour la parabole, il donne trois procédés : 
l'un, heuristique, destiné seulement à « donner quelque vraisemblance 
au résultat », ramène le problème au centre de gravité du triangle, 
par un raisonnement de statique au cours duquel il n'hésite pas à 
considérer le segment de parabole comme la somme d'une infinité de 



segments de droite parallèles à l'axe ([5 b], t. 11, p. 435-439); une 
autre méthode repose sur un principe analogue, mais est rédigée en 
toute rigueur par exhaustion ([5 b], t. II, p. 261 -3 15); une dernière 
démonstration, extraordinairement ingénieuse mais de moindre 
portée, donne l'aire cherchée comme somme d'une série géométrique 
au moyen des propriétés particulières de la parabole. Rien n'indique 
une relation entre ces problèmes et le volume de la pyramide ; il est 
même spécifié ([S b], t. II, p. 8) que les problèmes relatifs à la spirale 
n'ont arien de commun » avec certains autres relatifs à la sphère 
et au paraboloïde de révolution, dont Archimède a eu l'occasion de 
parler dans la même introduction et parmi lesquels il s'en trouve un 

(le volume du paraboloïde) qui revient à l'intégrale [xdx. 
C 

Comme on le voit sur ces exemples, et sauf emploi d'artifices 
particuliers, le principe de l'exhaustion est le suivant : par une décom- 
position en « sommes de Riemann », on obtient des bornes supé- 
rieure et inférieure pour la quantité étudiée, bornes qu'on compare 
-directement à l'expression annoncée pour cette quantité, ou bien aux 
bornes correspondantes pour un problème analogue déjà résolu. La 
comparaison (qui, faute de pouvoir employer les nombres négatifs, 
se fait nécessairement en deux parties) est introduite par les paroles 
sacramentelles : « sinon, en effet, elle serait, ou plus grande, ou plus 
petite ; supposons, s'il se peut, qu'elle soit plus grande, etc. ; suppo- 
sons, s'il se peut, qu'elle soit plus petite, etc. », d'où le nom de méthode 
« apagogique » ou « par réduction à l'absurde » (« dtxaywy3) EY 
& ~ U V ~ T O V  ») que lui donnent les savants du xvii" siècle. C'est sous une 
forme analogue qu'est rédigée la détermination de la tangente à la 
spirale par Archimède ([5 b], t. II, p. 62-76), résultat isolé, et le seul 
que nous ayons à citer comme source antique du « calcul différentiel )) 
en dehors de la détermination relativement facile des tangentes aux 
coniques, et quelques problèmes de maxima et minima. Si en effet, 
en ce qui concerne 1' « intégration », un champ de recherches immense 
etait offert aux mathématiciens grecs, non seulement par la théorie 
des aires et des volumes, mais encore par la statique et l'hydrosta- 
tique, ils n'ont guère eu, faute d'une cinématique, I'occasion d'abor- 
der sérieusement la différentiation. 11 est vrai qu'Archimède donne 
une définition cinématique de sa spirale ; et, faute de savoir comment 
il a pu être conduit à la connaissance de sa tangente, on a le droit 
de se demander s'il n'a pas eu quelque idée de la composition des 



mouvements. Mais en ce cas n'aurait-il pas appliqué une méthode 
si puissante à d'autres problèmes du même genre ? 11 est plus vrai- 
semblable qu'il a dû se servir de quelque procédé heuristique de pas- 
sage à la limite que les résultats connus de lui sur les coniques pou- 
vaient lui suggérer ; ceux-ci, bien entendu, sont de natureessentielle- 
ment plus simple, puisqu'on peut construire les points d'intersection 
d'une droite et d'une conique, et par conséquent déterminer la condi- 
tion de coïncidence de ces points. Quant à 13 définition de la tangente, 
celle-ci est conçue comme une droite qui, au voisinage d'un certain 
point de la courbe, laisse la courbe tout entière d'un même côté ; 
l'existence en est admise, et il est admis aussi que toute courbe se 
compose d'arcs convexes ; daris ces conditions, pour démontrer 
qu'une droite est tangente à une courbe, il faut démontrer certaines 
inégalités, ce qui est fait bien entendu avec la plus complète précision. 

Du point de vue de la rigueur, les méthodes d'Archimède ne laissent 
rien à désirer ; et, au xwie siècle, encore, lorsque les mathomaticiens 
les plus scrupuleux veulent mettre entièrement hors de doute un résul- 
tat jugé particulièrement délicat, c'est une démonstration « apago- 
gique » qu'ils en donnent ([109], t. 1, p. 21 1-254; trad. française, 
t. III, p. 181-215 et 12441, t. VIII ,  p. 249-282). Quant à leur fécon- 
dité, l'œuvre d'Archimède en est un suffisant témoignage. Mais 
pour qu'on ait le droit de voir là un «calcul intégral », il faudrait 
y mettre en évidence, à travers la multiplicité des apparences gComé- 
triques, quelque ébauche de classification des problèmes suivant la 
nature de 1' « intégrale » sous-jacente. Au xvne siècle, nous allons 
le voir, la recherche d'une telle classification devient peu à peu l'un 
des principaux soucis des géomètres ; si l'on n'en trouve pas trace 
chez Archimède, n'est-ce pas un signe que de telles spéculations lui 
seraient apparues comme exagérément ((abstraites », et qu'il s'est 
volontairement, au contraire, en chaque occasion, tenu le plus près 
possible des propriétés spécifiques de la figure dont il poursuivait 
l'étude ? Et ne devons-nous pas conclure que cette œuvre admirable, 
d'où le calcul intégral, de l'aveu de ses créateurs, est tout entier 
sorti, est en quelque façon à l'opposé du calcul intégral ? 

Ce n'est pas impunément, par ailleurs, qu'on peut, en mathéma- 
tique, laisser se creuser un fossé entre découvzrte et démonstration. 
Aux. époques favorables, le mathématicien, sans manquer à la rigueur, 
n'a qu'à mettre par écrit ses idées presque telles qu'il les conçoit ; 
parfois encore i l  peut espérer faire en sorte qu'il en soit ainsi, au prix 
d'un changement heureux dans le langage et les notations admises. 



Mais souvent aussi il doit se résigner il choisir entre des méthodes 
d'exposition incorrectes et peut-&tre fécondes, et des méthodes cor- 
rectes mais qui ne lui permettent plus d'exprimer sa pensée qu'en la 
déformant et au prix d'un fatigant effort. L'une ni l'autre voie n'est 
exempte de dangers. Les Grecs ont suivi la seconde, et c'est peut-être 
lh, plus encore que dans l'effet stérilisant de la conquête romaine, qu'il 
faut chercher la raison du surprenant arrêt de leur mathématique 
presque aussitôt après sa plus brillante floraison. 11 a été suggéré, 
sans invraisemblance, que l'enseignement oral des successeurs d'Archi- 
méde et d'Apollonius a pu contenir maint résultat nouveau sans qu'ils 
aient cru devoir s'infliger l'extraordinaire effort requis pour une 
publication conforme aux canons reçus. Ce ne sont plus de tels scru- 
pules en tout cas qui arrêtent les mathématiciens du xvrie siècle, 
lorsque, devant les problèmes nouveaux qui se posent en foule, ils 
cherchent dans l'étude assidue des écrits d'Archimède les moyens de 
le dépasser. 

Tandis que les grands classiques de la littérature et de la philoso- 
phie grecque ont tous été imprimés en Italie, par Alde Manuce et ses 
émules, et presque tous avant 1520, c'est en 1544 seulement, et chez 
Hervagius à Bâle, que paraît l'édition princeps d'Archimède, grecque 
et latine [5 a], sans qu'aucune publication antérieure en latin soit 
venue la préparer ; et, loin que les mathématiciens de cette époque 
(absorbés qu'ils étaient par leurs recherches algébriques) en aient 
ressenti aussitôt l'influence, il faut attendre Galilée et Képler, tous 
deux astronomes et physiciens bien plus que mathématiciens, pour 
que cette influence devienne manifeste. A partir de ce moment, et 
sans cesse jusque vers 1670, il n'est pas de nom, dans les écrits des 
fondateurs du Calcul infinitésimal, qui revienne plus souvent que 
celui d'Archimède. Plusieurs le traduisent et le commentent ; tous, 
de Fermat à Barrow, le citent à l'envi ; tous déclarent y trouver à la 
fois un modèle et une source d'inspiration. 

Il est vrai que ces déclarations, nous allons le voir, ne doivent 
pas toutes être prises tout à fait à la lettre ; là se trouve l'une des 
diffcultés qui s'opposent à une juste interprétation de ces écrits. 
L'historien doit tenir compte aussi de l'organisation du monde scien- 
tifique de cette époque, fort défectueuse encore au début du x\rie siècle, 
tandis que vers la fin du même siècle, par la création des sociétés 
savantes et des périodiques scientifiques, par la consolidation et le 
développement des universités, elle finit par ressembler fort à ce 
que nous connaissons aujourd'hui. Dépourvus de tout périodique 



jusqu'en 1665, les mathématiciens n'avaient le choix, pour faire con- 
naître leurs travaux, qu'entre la voie épistolaire, et l'impression d'un 
livre, le plus souvent à leurs propres frais, ou à ceux d'un mécène 
s'il s'en trouvait. Les éditeurs et imprimeurs capables de travaux de 
cette sorte étaient rares, parfois peu sûrs. Après les longs délais et 
les tracas sans nombre qu'impliquait une publication de ce genre, 
l'auteur avait le plus souvent à faire face à des controverses intermi- 
nables, provoquées par des adversaires qui n'étaient pas toujours de 
bonne foi, et poursuivies parfois sur un ton d'aigreur surprenant : 
car, dans l'incertitude générale où l'on se trouvait au sujet desprin- 
cipes mêmes du calcul infinitésimal, il n'était pas difficile 2i chacun 
de trouver des points faibles, ou du moins obscurs et contestables, 
dans les raisonnements de ses rivaux. On comprend que dans ces 
conditions beaucoup de savants épris de tranquillité se soient conten- 
tés de communiquer à quelques amis choisis leurs méthodes et leurs 
résultats. Certains, et surtout certains amateurs de science, tels Mer- 
senne à Paris et plus tard Collins à Londres, entretenaient une vaste 
correspondance en tous pays, dont ils communiquaient des extraits 
de part et d'autre, non sans qu'à ces extraits ne se mêlassent des sot- 
tises de leur propre cru. Possesseurs de « méthodes » que, faute de 
notions et de définitions générales, ils ne pouvaient rédiger sous 
forme de théorèmes ni même formuler avec quelque précision, les 
mathématiciens en étaient réduits à en faire l'essai sur des foules de 
cas particuliers, et croyaient ne pouvoir mieux faire, pour en mesurer 
la puissance, que de lancer des défis à leur confrères, accompagnés 
parfois de la publication de leurs propres résultats en langage chiffrb. 
La jeunesse studieuse voyageait, et plus peut-être qu'aujourd'hui ; 
et les idées de tel savant se répandaient parfois mieux par l'effet des 
voyages de tel de ses élèves que par ses propres publications, mais non 
sans qu'il y eût là une autre cause encore de malentendus. Enfin, 
les mêmes problèmes se posant nécessairement à une foule de mathé- 
maticiens, dont beaucoup fort distingués, qui n'avaient qu'une con- 
naissance imparfaite des résultats les uns des autres, les réclamations 
de priorité ne pouvaient manquer de s'élever sans cesse, et il n'était 
pas rare que s'y joignissent des accusations de plagiat. 

C'est donc dans les lettres et papiers privés des savants de ce 
temps, presque autant ou même plus que dans leurs publications 
proprement dites, que l'historien a à chercher ses documents. Mais, 
tandis que ceux d'Huygens par exemple nous ont été conservés et 
ont fait l'objet d'une publication exemplaire [ / 6 9  b], ceux de Leibnie 



n'ont été publiés encore que d'une manière fragmentaire, et beau- 
coup d'autres sont perdus sans remède. Du moins les recherches 
les plus récentes, fondées sur l'analyse des manuscrits, ont-elles 
mis en évidence, d'une manière qui semble irréfutable, un point 
que des querelles partisanes avaient quelque peu obscurci : c'est 
que, chaque fois que l'un des grands mathématiciens de cette 
epoque a porté témoignage sur ses propres travaux, sur I'évolu- 
tion de sa pensée, sur les influences qu'il a subies et celles qu'il n'a 
pas subies, il l'a fait d'une manière honnête et sincère, et en toute 
bonne foi *; ces témoignages précieux, dont nous possédons un 
assez grand nombre, peuvent donc être utilisés en toute confiance, 
et l'historien n'a pas à se transformer à leur égard en juge d'ins- 
truction. Au reste, la plupart des questions de priorité qu'on a 
soulevées sont tout à fait dépourvues de sens. ,Il est vrai que ~ é i b -  
niz, lorsqu'il adopta la notation dx pour la « différentielle », 
ignorait que Newton, depuis une dizaine d'années, se servait de -2 
pour la « fluxion » : mais qu'importerait qu'il l'eût su ? Pour prendre 

un exemple plus instructif, quel est l'auteur du théorème log x = 

et quelle en est la date ? La formule, telle que nous venons de l'écrire, 
est de Leibniz puisque l'un et l'autre membre sont écrits dans sa nota- 
tion. Leibniz lui-même, et Wallis, l'attribuent à Grégoire de Saint- 
Vincent. Ce dernier, dans son Opus Geometricum LI351 (paru en 1647, 
mais rédigé, dit-il, longtemps auparavant), démontre seulement 
l'équivalent de ce qui suit : si f(a, b) désigne l'aire du segment hyper- 
bolique a < x < b, O < y < Alx, la relation h'la' = (bla)" entraîne 
f(a', b') = n . f(a, b) ; à quoi son éléve et commentateur Sarasa ajoute 
presque aussitôt [269] la remarque que les aires .f(a, 6) peuvent donc 
« tenir lieu de logarithmes ». S'il n'en dit pas plus, et si Gr6goii.e lui- 
même n'en avait rien dit, n'est-ce pas parce que, pour la plupart des 
mathématiciens de cette époque, les logarithmes étaient des (< aides 
au calcul » sans droit de cité en mathématique ? II est vrai que Torri- 
celli, dans une lettre de 1644 12081, parle de ses recherches sur une 
courbe que nous noterions y = ae-cz, x O, en ajoutant que là où 
Neper (que d'ailleurs il couvre d'éloges) « ne poursuivait que lu prri- 
tique arirhtnktique », 1 ui-même « en tirait une spkcl~lnr ion de g~ot?~étrie » ; 

* Ceci s'applique par exemple à Torricelli (voir [244], t. VIII, p. 181-194) et 
à Leibniz [217l. Ce n'est pas à dire, bien entendu, qu'un mathématicien ne puisse 
se faire des illusions sur l'originalité de ses idées; mais ce ne sont pas les plus 
grands qui sont le plus enclins à se tromper à cet 6gard. 



et il a laissé sur cette courbe un manuscrit évidemment préparé pour 
la publication, mais resté inédit jusqu'en 1900 ([310], t. 1, p. 335-347). 
Descartes d'ailleurs avait rencontré la même courbe dès 1639 à propos 
du « problème de Debeaune >) et l'avait décrite sans parler de loga- 
rithmes ([85 a], t. II, p. 514-517). Quoi qu'il en soit, J. Gregory, en 
1667, donne, sans citer qui que ce soit ([136 a], reproduit dans [169 a], 
p. 307-462), une règle pour calculer les aires des segments hyperbo- 
liques au moyen des !o~arithmes (décimaux) : ce qui implique à la 
fois la connaissance théorique du lien entre la quadrature de I'hyper- 
bole et les logarithmes. et la connaissance numérique du lien entre 
io_garithnies « naturels N et « décimaux H. Est-ce à ce dernier point 
seulemcnt que s'applique In revendication de Huygens, qui conteste 
aussitôt la nouveauté du résultat de Gregory ([169 b], t. VI, p. 228- 
230) ? C'est ce qui n'est pas plus clair poiir nous que pour les contem- 
porains ; ceux-ci en tout cas ont eu i'impression nette que l'existence 
d'un lien entre logarithmes et quadra'ture de l'hyperbole était chose 
connue depuis longtemps, sans qu'ils pussent là-dessus se référer 
qu'à des alliisions épistolaires ou bien au livre de Grégoire de Saint- 
Vincent. En 1668. lorsque Brouncker donne (avec une démonstra- 
tion de convergence soignée, par comparaison avec une série géo- 
métrique) des séries pour log 2 et log (514) ([38]; reproduit dans 
[218], t. 1, p. 2 13-21 81, il les présente comme expressions des segments 
d'hyperbole correspondants, et ajoute que les valeurs numériques 
qu'il obtient sont « dans le même rapport que les logarithmes » de 
2 et de 514. Mais la même année, avec Mercator ([220], reproduit 
dans [218], t. 1, p. 167-196) (ou plus exactement avec l'exposé donné 
aussitôt par Wallis du travail de Mercator ([326 b], reproduit dans 
[218], t. 1, p. 219-226)' le langage change : puisque les segments 
d'hyperbole sont proportionnels à des logarithmes, et qu'il est bien 
connu que les logarithmes ne sont dcfinis par leurs propriétés carac- 
téristiques qu'à un facteur coiistant près, rien n'empêche de considé- 
rer les segments d'hyperbole comme des logarithmes, qualifiés de 
« naturcls » (par opposition aux logarithmes « artificiels » ou (< déci- 
niaux H), ou hyperboliques ; ce dernier pas franchi (à quoi contribue 
I:i série pour log ( 1  S .r). donnée par Mercator), le théorème 

1 - 1''; est obtenu. A la not:ition prks. OU plut& il est devenu 

définition. Que conclure. sinon que c'est par transitions presque 
iiisciisibles que s'en est faite la découverte, et qu'une dispute de prio- 



rité sur ce sujet ressemblerait fort à une querelle entre le violon et 
le trombone sur le moment exact où tel motif apparaît dans une 
symphonie ? Et à vrai dire, tandis qu'à la même époque d'autres 
créations mathématiques, l'arithmétique de Fermat, la dynamique 
de Newton, portent un cachet fortement individuel, c'est bien au 
déroulement graduel et inévitable d'une symphonie, où le « Zeitgeist », 
à la fois compositeur et chef d'orchestre, tiendrait le bâton, que fait 
songer le développement du calcul infinitésimal au xvIre siècle : 
chacun y exécute sa partie avec son timbre propre, mais nul n'est 
maître des thèmes qu'il fait entendre, thèmes qu'un contrepoint 
savant a presque inextricablement enchevêtrés. C'est donc sous forme 
d'une analyse tlifmatique que l'histoire en doit être écrite ; nous nous 
contenterons ici a'une esquisse sommaire, et qui ne saurait prétendre 
à une exactitude minutieuse *. Voici en touf cas les principaux 
thèmes qu'un examen superficiel fait apparaître : 

A) Le thème de la rigueur mathématique, contrastant avec celui 
des infiniments petits, indivisibles ou diflérentielles. On a vu que tous 
deux tiennent une place importante chez Archimède, le premier 
dans toute son œuvre, le second dans le seul traité de la Méthode, 
que le X V I I ~  siècle n'a pas connu, de sorte que, s'il a été transmis 
et non réinventé, il n'a pu l'être que par la tradition philosophique. 
Le principe des infiniment petits apparaît d'ailleurs sous deux formes 
distinctes suivant qu'il s'agit de différentiation » ou d'a intégration D. 
Quant à celle-ci, soit d'abord à calculer une aire plane : on la divisera 
en une infinité de tranches parallèles infiniment petites, au moyen 
d'une infinité de parallèles équidistantes ; et chacune de ces tranches 
est un rectangle (bien qu'aucune des tranches finies qu'on obtiendrait 
au moyen de deux parallèles à distance finie ne soit un rectangle). 
De même, un solide de révolution sera décomposé en une infinité 
de cylindres de même hauteur infiniment petite, par des plans per- 
pendiculaires à, l'axe ** ; des façons de parler analogues pourront 

* Dans ce qui suit, l'attribution d'un résultat à tel auteur, à telle date, indique 
seulement que ce résultat lui était connu à cette date (ce qui a été le plus souvent 
possible vérifié sur les textes originaux) ; nous n'entendons pas affirmer abso- 
lument que cet auteur n'en ait pas CU connaissance plus tôt, ou qu'il ne l'ait 
pas reçu d'autrui ; encore bien moins voulons-nous dire que le même résultat 
n'a pu être obtenu indépendamment par d'autres, soit plus tôt, soit plus tard. 
** V. p. ex. l'exposé de Pascal, dans la << lettre à M. de Carcavy n (12441, t. VIII, 
p. 334-384). On notera que, grâce au prestige d'une langue incomparable, Pascal 
arrive a créer l'illusion de la parfaite clarté, au point que l'un de ses éditeurs 
modernes s'extasie sur (( la minutie et la précision dans l'exactitude de la dérnons- 
tration n! 
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être employées lorsqu'il s'agit de décomposer une aire en triangles 
par des droites concourantes, ou de raisonner sur la longueur d'un 
arc de courbe comme s'il s'agissait d'un polygone à une infinité de 
côtés, etc. Il est certain que les rares mathématiciens qui possédaient 
à fond le maniement des méthodes d'Archimède, tels Fermat, Pascal, 
Huygens, Barrow, ne pouvaient, dans chaque cas particulier, trouver 
aucune difficulté à remplacer l'emploi de ce langage par des démons- 
trations rigoureuses ; aussi font-ils fréquemment remarquer que 
ce langage n'est là que pour abréger. « Il serait aisé », dit Fermat, 
« de donner des démonstrations à la manière d'Archimède ... ; ce dont 
il suffira d'avoir averti une fois pour toutes ajïn d'éviter des répétitions 
continuelles ... » ([109], t. 1, p. 257); de même Pascal : « ainsi l'une 
de ces méthodes ne difère de l'autre qu'en la manière de parler » ([244], 
t. VIII, p. 352) *; et Barrow, avec sa concision narquoise : « longior 
discursus apagogicus adhiberi possit, sed quorsum? » (on pourrait 
allonger par un discours apagogique, mais à quoi bon?) ([16 b], 
p. 251). Fermat se garde même bien, semble-t-il, d'avancer quoi 
que ce soit qu'il ne puisse justifier ainsi, et se condamne par là à 
n'énoncer aucun résultat général que par allusion ou sous forme 
de « méthode » ; Barrow, pourtant si soigneux, est quelque peu moins 
scrupuleux. Quant à la plupart de leurs contemporains, on peut dire 
à tout le moins que la rigueur n'est pas leur principal souci, et que le 
nom d'Archimède n'est le plus souvent qu'un pavillon destiné à 
couvrir une marchandise de grand prix sans doute, mais dont Archi- 
mède n'eût certes pas assumé la responsabilité. A plus forte raison 
en est-il ainsi lorsqu'il s'agit de différentiation. Si la courbe, lorsqu'il 
s'agit de sa rectification, est assimilée à un polygone à une infinité 
de côtés, c'est ici un arc ((infiniment petit » de la courbe qui est 
assimilé à un segment de droite « infiniment petit », soit la corde, 
soit un segment de la tangente dont l'existence est admise ; ou bien 
encore c'est un intervalle de temps « infiniment petit i> qu'on consi- 
dère, durant lequel (tant qu'il ne s'agit que de vitesse) le mouvement 
« est » uniforme ; plus hardi encore, Descartes, voulant déterminer 
la tangente à la cycloïde qui ne se prête pas à sa règle générale, assi- 
mile des courbes roulant l'une sur I'autre à des polygones, pour en 
déduire que « dans l'infiniment petit » le mouvement peut être assi- 
milé à une rotation autour du point de contact ([85 a], t. I I ,  p. 307- 

* Mais, dans la Lettre à Monsieur A.D.D.S. : « ... sans m'arréter, ni aux méthodes 
des mouvements, ni à celles des indivisibles, mais en suivant celles des anciens, 
afin que la chose put être désormais ferme et sans dispute » ([244], t .  VIII, p. 256). 
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338). Ici, encore, un Fermat, qui fait reposer sur de telles considé- 
rations infinitésimales ses règles pour les tangentes et pour les maxima 
et minima, est en état de les justifier dans chaque cas particulier 
([109], t. 1, p. 133-179; trad. française, t. III, p. 121-156); cf. aussi 
([109], t. II, passim, en particulier p. 154-162, et Supplément aux Euvres 
p. 72-86) ; Barrow donne pour une grande partie de ses théorèmes 
des démonstrations précises, à la manière des anciens, à partir d'hy- 
pothèses simples de monotonie et de convexité. Mais le moment 
n'était déjà plus à verser le vin nouveau dans de vieilles outres. 
Dans tout cela, nous le savons aujourd'hui, c'est la notion de limite 
qui s'élaborait ; et, si l'on peut extraire de Pascal, de Newton, d'autres 
encore, des énoncés qui semblent bien proches de nos définitions 
modernes, il n'est que de les replacer dans leur contexte pour aper- 
cevcir les obstacles invincibles qui s'opposaient à un exposé rigou- 
reux. Lorsqu'à partir du xvirie siècle des mathématiciens épris de 
clarté voulurent mettre quelque ordre dans l'amas confus de leurs 
richesses, de telles indications, rencontrées dans les écrits de leurs 
prédécesseurs, leur ont été précieuses ; quand d'Alembert par exemple 
explique qu'il n'y a rien d'autre dans la différentiation que la notion 
de limite, et définit celle-ci avec précision [75 b], on peut croire qu'il 
a été guidé par les considérations de Newton sur les (( premières et 
dernières raisons de quantités évanouissantes » [233 b]. Mais, tant 
qu'il ne s'agit que du xwie siècle, il faut bien constater que la voie 
n'est ouverte à l'analyse moderne que lorsque Newton et Leibniz, 
tournant le dos au passé, acceptent de chercher provisoirement la 
justification des nouvelles méthodes, non dans des démonstrations 
rigoureuses, mais dans la fécondité et la cohérence des résultats. 

B) La cinétnatique. Déjà Archimède, on l'a vu, donnait une 
définition cinématique de sa spirale ; et au Moyen-Age se développe 
(mais sauf preuve du contraire, sans considérations infinitésimales) 
une théorie rudimentaire de la variation des grandeurs en fonction 
du temps, et de leur représentation graphique, dont on doit peut-être 
faire remonter l'origine à l'astronomie babylonienne. Mais il est 
de la plus grande importance pour la mathématique du xvitf' siécle 
que, dès l'abord. les problèmes de différentiation se soient présentés, 
tiori seuleme~i~ à propos de tangentes, m:iis ii propos de vitesses. 
Galilée pourtant ([122 a et b]), recherchant la loi des vitesses dans la 
chute des graves (après avoir obtenu la loi des espaces .Y = nt" par 
I'e~ptiri~nce du plan iiicliné), ne procède pas par différentiation : 



dx 
il fait diverses hypothèses sur la vitesse, d'abord v = - = cx ([122 b], 

dt , 
t. VIII, p. 203), puis plus tard v = ct (id., p. 208), et cherche à re- 
trouver la loi des espaces en raisonnant, dhne manière assez obscure, 
sur le graphe de la vitesse en fonction du temps ; Descartes (en 1618) 
raisonne de même, sur la loi v = ct, mais en vrai mathêmaticien et 
avec autant de clarté que le comporte lc langage des indivisibles * 
([85 a], t. X, p. 75-78); chez tous deux, le graphe de la vitesse (en 
l'espèce une droite) joue le principal rôle, et il y a lieu de se demander 
jusqu'à quel point ils ont eu conscience de la proportionnalité entre 
les espaces parcourus et Ics aires comprises entre l'axe des temps 
et la courbe des vitesscs ; mais il est difficile dc rien affirmer sur ce 
point, bien que le langage de Descartes semble inpliquer la connais- 
sance du fait en question (que certains historiens veulent faire remon- 
ter au Moyen Age [3353), tandis que Galiide n'y fait pas d'allusion 
nette. Barrow l'énonce explicitement en 1670 ([16 b], p. 171) ; peut- 
être n'était-ce plus à cette époque une nouveauti pour personne, 
et Barrow ne la donne pas pour telle ; mais, pas plus pour ce résultat 
que pour aucun autre, il ne convient de vouloir marquer une date 
avec trop de précision. Quant ii l'hypothèse v - cx, envisagée aussi 
par Galilée, il se contcnte (loc. ci l )  de démontrer qu'elle est insoute- 

cix 
nable (ou, en langagc inodernc, que I'equatioii - - = cx n'a pas de 

dt 
soiution # O qui s'annule pour t I O), par un raisonnement obscur 
que Fermat plus tard ([109], t. II, p. 267-276) prend la peine de dévelop- 
per (et qui revient à peu prés A dire que, 2s étant solution en même 
temps que x, x $I O serait contraire à l'unicité physiquement évidente 

dx 
de la solution). Mais c'est cette même loi = cx qui, en 1614, sert 

dt 
Neper à introduire ses logarithmes, dont il donne une définition 

cinématique 1230 a), qui, dans notre notation, s'écrirait comme suit : 
dx 

si, sur deux droites, deux mobiles se déplacent suivant les lois - = a, 
dt 

+ Descartes ajoute même un inttressant raisonnement gtométrique par lequel 
du il deduit la loi x = at3 de l'hypothèse - = cf. En revanche, il est piquant, 
dr 

dix ans plus tard, de le voir s'em.brouiller dans ses notes, et recopier à l'usage 
de Mersenne un raisonnement inexact sur la même question, où le graphe de 
la vitesse en fonction du temps est confondu avec le graphe en fonction de 
l'espace parcouru ([85 a], t. 1, p. 71). 
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dv -- 
al - -ay/r, xo = O, y. = r, alors on dit que x est le logarithme » 

de y (en notation moderne, on a x = r log @/y)). On a vu que la courbe 

dy c solution de - = - apparaît en 1639 chez Descartes, qui la décrit 
dx x 

cinématiquement ([85 a], t. II, p. 514-517); il est vrai qu'il qualifiait 
assez dédaigneusement de « mécaniques » toutes les courbes non algé- 
briques, et prétendait les exclure de la géométrie ; mais heureusement 
ce tabou, contre lequel Leibniz, beaucoup plus tard, croit encore 
devoir protester vigoureusement, n'a pas été observé par les contem- 
porains, ni par Descartes lui-même. La cycloïde, la spirale loga- 
rithmique apparaissent ét sont étudiées avec 'ardeur, et leur étude 
aide puissamment à la cornpénétration des méthodes géométrique 
et cinématique. Le principe de composition des mouvements, et 
plus précisément de composition des vitesses, était à la base de la 
théorie du mouvement des projectiles exposée par Galilée dans le 
chef-d'œuvre de sa vieillesse, les Discorsi de 1638 ([122 b], t. VIII, 
p. 268-313) théorie qui contient donc implicitement une nouvelle 
détermination de la tangente à la parabole ; si Galilée n'en fait pas 
expressément la remarque, Torricelli au contraire ([310], t. HI, 
p. 103-159) insiste sur ce point, et fonde sur le même principe une 
méthode générale de détermination des tangentes pour les courbes 
susceptibles d'une définition cinématique. Il est vrai qu'il avait été 
devancé en cela, de plusieurs années, par Roberval ([263], p. 3-67) 
qui dit avoir été conduit à cette méthode par l'étude de la cycloïde ; 
ce même problème de la tangente à la cycloïde donne d'ailleurs à 
Fermat l'occasion de démontrer la puissance de sa méthode de 
différentiation ([109], t. 1, p. 162- l65), tandis que Descartes, incapable 
d'y appliquer sa méthode algébrique, invente pour la circonstance 
le centre instantané de rotation ([85 a], t. II, p. 307-338). 

Mais, à mesure que le calcul infinitésimal se développe, la ciné- 
matique cesse d'être une science à part. On s'aperçoit de plus en plus 
qu'en dépit de Descartes, les courbes et fonctions algébriques n'ont, 
du point de vue « local » qui est celui du calcul infiaitésimal, rien 
qui les distingue d'autres beaucoup plus générales ; les fonctions et 
courbes à définition cinématique sont des fonctions et courbes comme 
les autres, accessibles aux mêmes méthodes ; et la variable «temps )) 
n'est plus qu'un paramètre, dont l'aspect temporel est pure affaire 
de langage. Ainsi chez Huygens, même lorsqu'il s'agit de mécanique, 



c'est la géométrie qui domine ([169 b], t. XVIII); et Leibniz ne donne 
au temps dans son calcul aucun rôle privilégié. Au contraire Barrow 
imagina de faire, de la variation simultanée de diverses grandeurs 
en fonction d'une variable indépendante universelle conçue comme 
un (( temps D, le fondement d'un calcul infinitésimal à tendance géo- 
métrique. Cette idée, qui a dû lui venir lorsqu'il cherchait à retrouver 
la méthode de composition des mouvements dont il ne connaissait 
l'existence que par ouï-dire, est exposée en détail, en termes fort 
clairs et fort généraux, dans les trois premières de ses Lectiones 
Geometricae [16 b]; il y démontre par exemple avec soin que, si un 
point mobile a pour projections, sur deux axes rectangulaires AY, 
AZ, des points mobiles dont l'un se meut avec une vitesse constante a 
et l'autre avec une vitesse v qui croît avec le temps, la trajectoire a 
une tangente de pente égale à vla, el' est concave vers la direction 
des Z croissants. Dans la suite des Lectiones, il poursuit ces idées fort 
loin, et, bien qu'il mette une sorte de coquetterie à les rédiger presquz 
de bout en bout sous une forme aussi géométrique et aussi peu algé- 
brique que possible, il est permis de voir là, avec Jakob Bernoulli 
([J9 a], t. 1, p. 431 et 453), l'équivalent d'une bonne partie du calcul 
infinitésimal de Newton et Leibniz. Les mêmes idées exactement 
servent de point de départ à Newton ([233 a], t. 1, p. 201-244 et 
[233 b]) : ses (( fluentes )) sont les diverses grandeurs, fonctions d'un 
(( temps D qui n'est qu'un paramètre universel et les « fluxions N en 
sont les dérivées par rapport au ((temps ; la possibilité que s'accorde 
Newton de changer au besoin de paramètre est présente également 
dans la méthode de Barrow, quoiqu'utilisée par celui-ci avec moins 
de souplesse *. Le langage des fluxions, adopté par Newton et 
imposé par son autorité aux mathématiciens anglais du siècle suivant, 

* La question des rapports de Barrow et de Newton est controversée; voir [241] 
et [233 dl. Dans une lettre de 1663 (cf. [262], vol. II, p. 32-33), Barrow parle de 
ses réflexions déjà anciennes sur la composition des mouvements, qui l'ont amené 
à un théorème très général sur les tangentes (si c'est celui des Lect. Geom., Lect. X 
(116 b], p. 247), il est si général en effet qu'il comprend comme cas particulier 
tout ce qui avait été fait jusquc-là sur ce sujet). D'autre part Newton a pu être 
l'élève de Barrow en 1664 et 1665. mais dit avoir obtenu indépendamment sa règle 
pour déduire, d'une relation entre (< fluentes n, une relation entre leurs (( fluxions )). 
II est possible que Newton ait pris dans l'enseignement de Barrow l'idée générale 
de grandeurs variant en fonction du temps. et de leurs vitesses de variation, notions 
que ses réflexions sur la dynamique (auxquelles Barrow a dû rester tout à fait 
étranger) ont bientôt contribué à préciser. 
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représente ainsi le dernier aboutissement, pour la période quiiious 
occupe, des méthodes cinématiques dont le rôle véritable était déjà 
terminé. 

C) La Géométrie algébrique. C'est là un thème parasite, étranger 
à notre sujet, qui s'introduit du fait que Descartes, par esprit de 
système, prétendit faire des courbes algébriques l'objet exclusif de 
la géométrie ([85 a], t. V I ,  p. 390); aussi est-ce une méthode de géo- 
métrie algébrique, et non comme Fermat une méthode de calcul 
différentiel, qu'il donne pour la détermination des tangentes. Les 
résultats légués par les anciens sur l'intersection d'une droite et d'une 
conique, les réflexions de Descartes lui-même sur 1'intersection.dc 
deux coniques et les problèmes qui s'y ramènent, devaient tout 
naturellement le conduire à l'idée de prendre pour critèrc de contact 
la coïncidence de deux intersections : nous savons aujourd'hui qu'en 
géométrie algébrique c'est là le critère correct, et d'une si grande 
généralité qu'il est indépendant du concept de limite et de la nature 
du «corps de base D. Descartes l'applique d'abord d'une manière 
peu commode, en cherchant à faire coïncider en un point donné deux 
intersections de la courbe étudiée et d'un cercle ayant son centre sur 
Ox ([85 a], t. V I ,  p. 413-424); ses disciples, van Schooten, Hudde, 
substituent au cercle une droite, et obtiennent sous la forme -F:/ FL 
la pente de la tangente à la courbe F(x,y) = O, les « polynômes 
dérivés D Fi, Fi étant définis par leur règle formelle de formation 
([198 dl, t. 1, p. 147-344 et [85 b], p. 234-237); de Sluse arrive aussi 
a ce résultat vers la même époque ( [ /98 dl, p. 232-234). Bien entendu 
les distinctions tranchées que nous marquons ici, ct qui seules donnent 
un sens à la controverse entre Descartes et Fermat, ne pouvaient 
en aucune façon exister dans l'esprit des mathématiciens du xviiC 

siècle : nous ne les avons mentionnées que pour éclairer un des plus 
curieux épisodes de l'histoire qui nous occupe, et pour constater 
presque aussitôt après la complète éclipse des méthodes algébriques, 
provisoirement absorbées par les méthodes différentielles. 

D) Classification des problèmes. Ce thème, nous l'avons vu ,  
semble absent de l'œuvre d'Archimède, à qui il est assez indifféfent de 
résoudre un problème directement ou de le ramener à un problème 
déjà traité. Au xvire siècle, les problèmes de différentiation apparaissent 
d'abord sous trois aspects distincts : vitesses, tangentes, maxima et 
minima. Quant à ces derniers, Képler [179 a et b] fait l'observation 
(qu'on trouve déjja chez oresme ([335], p. 141) et qui n-avait pas 
échappé même aux astronomes babyloniens) que la variation d'une 



fonction est particulièrement lente au voisinage d'un maximum. 
Fermat, dès avant 1630 ([109], t. II ,  p. 71 et p. 1 13-1 79), inaugure à 
propos de tels problèmes sa méthode infinitésimale, qui en langage 
moderne revient en somme il rechercher les deux premiers termes 
(le terme constant et le terme du premier ordre) du développement 
de Taylor, et d'écrire qu'en un extremum le second s'annule ; il 
part de là pour étendre sa méthode à la détermination des tangentes, 
et l'applique même à la recherche des points d'inflexion. Si on tient 
compte de ce qui a été dit plus haut à propos decinématique,on voit 
que l'unification des trois types de problèmes relatifs à la dérivée 
première a été réalisée d'assez bonne heure. Quant aux problèmes 
relatifs à la dérivée seconde, ils n'apparaissent que fort tard, et sur- 
tout avec les travaux de Huygens sur la développée d'une courbe 
(publiés en 1673 dans son Horologium Oscillatorium ([169 b], t. XVIII)); 
à ce moment, Newton, avec ses fluxions, était déjà en possession de 
tous les moyens analytiques nécessaires pour résoudre de tels pro- 
blèmes ; et, malgré tout le talent géométrique qu'y dépense Huygens 
(et dont plus tard la-géométrie différentielle à ses débuts devait 
profiter), ils n'ont guère servi à autre chose, pour la période qui nous 
occupe, qu'à permettre à la nouvelle analyse de constater la puis- 
sance de ses moyens. 

Pour l'intégration, elle était apparue aux Grecs comme calcul 
d'aires, de volumes, de moments, comme calcul de la longueur du 
cercle et d'aircs de segments sphériques ; à quoi le xvlle siècle ajoute 
la rectification des courbes, le calcul de l'aire des surfaces de révo- 
lution, et (avec les travaux de Huygens sur le pendule composé 
([169 b], t. XVIII)) Ee calcul des moments d'inertie. II s'agissait d'abord 
de reconnaître le lien entre tous ces problèmes. Pour les aires et les 
volumes, ce premier ;t immense pas en avant est fait par Cavalieri, 
dans sa Géométrie des indivisibles [57 a]. II  y énonce, et prétend 
démontrer, à peu près le principe suivant : si deux aires planes sont 
telles que toute parallèle à une direction donnée les coupe suivant 
des segments dont les longueurs sont dans un rapport constant, 
alors ces aires sont dans Ie même rapport ; un principe analogue 
est posé pour les voPumes coupés par les plans parallèles à un plan 
fixe suivant des aires dont les mesures soient dans un rapport cons- 
tant. II est vraisemblable que ces principes ont été suggérés à Cavalieri 
par des théorèmes tels que celui d'Euclide (ou plutôt d'Eudoxe) 
sur le rapport des volumes des pyramides de même hauteur, et qu'a- 
vant de les poser d'une manière générale, ik en: a d'abord vérifié Pa 



validité sur un grand nombre d'exemples pris dans Archimède. Il 
les «justifie » par l'emploi d'un langage, sur la légitimité duquel 
on le voit interroger Galilée dans une lettre de 1621, alors qu'en 1622 
déjà il l'emploie sans hésitation ([122 b], t. XIII, p. 81 et 86) et dont 
voici l'essentiel. Soient par exemple deux aires, I'une O $ x < a, 
O ,<y < f(x), l'autre O ,<x ,<a, O ,<y ,<g(x) ; les sommes d'or- 

données &f(ka/n), g(ka/n) sont l'une à l'autre dans un rapport - - & 
qui, pour n assez grand, est aussi voisin qu'on veut du rapport des 
deux aires, et il ne serait même pas difficile de le démontrer par exhaus- 
tion pour f et g monotones ; Cavalieri passe à la limite, fait n = co, 
et parle de « la somme de toutes les ordonnées » de la première 
courbe, qui est à la somme analogue pour la deuxième courbe dans 
un rapport rigoureusement égal au rapport des aires ; de même pour 
les volumes ; et ce langage est ensuite universellement adopté, même 
par les auteurs, comme Fermat, qui ont le plus nettement conscience 
des faits précis qu'il recouvre. II est vrai que par Ia suite beaucoup 
de mathématiciens, tels Roberval (12631, p. 3-67) et Pascal ([244], 
t. VJII, p. 334-384), préféreni voir, dans ces ordonnées de la courbe 
dont on fait la « somme », non des segments de droite comme Cava- 
lieri, mais des rectangles de même hauteur infinirpent petite, ce qui 
n'est pas un grand progrhs du point de vue de la rigueur (quoi qu'en 
dise Roberval). mais empêche peut4tre l'imagination de dérailler 
trop facilement. En tout cas, et comme il ne s'agit que de rapports, 
l'expression « la somme de toutes les ordonnées » de la courbe 
y = f(x), ou en abrégé « toutes les ordonnées » de la courbe, est en défi- 
nitive, comme il apparaît %ien par exemple dans les écrits de Pascal, 

1'6quivalent exact du ydx leibnizien. S 
Du langage adopté par Cavalieri, les principes énoncés plus haut 

s'ensuivent inévitablement, et entraînent aussitôt des conséquences 
que nous allons énoncer en notation moderne, étant entendu que 

P d x  y signifiera seulement Sain comprise entre Or et la courbe 

y =f(x). Tout d'abord, toute aire phne, coupée par chaque droite 
x = constante suivant des segments dont la somme des longueurs 



est f(x), est égale à fdx ; et il en est de même de tout volumecoupé J* 
par chaque plan x = constante suivant une aire de mesure f(x). 

De- plus, f& dépend linéairement de f ; on a J' 
fdx + gdx, cfdx = c fdx. En particulier, tous les problèmes S J S  s 

d'aires et de volumes sont ramenés aux quadratures, c'est-à-dire à des 

calculs d'aires de la forme fdx ; et, ce qui est peut-être encore plus S 
nouveau et important, on doit considérer comme équivalents deux 
problèmes dépendant de la même quadrature, et on a le moyen 
dans chaque cas de décider s'il en est ainsi. Les mathématiciens 
grecs n'ont jamais atteint (ou peut-être n'ont jamais consenti à 
atteindre) un tel degré d' « abstraction D. Ainsi ([57 a], p. 133) Cavalieri 
« démontre » sans aucune peine que deux volumes semblables sont 
entre eux dans un rapport égal au cube du rapport de similitude, 
alors qu'Archimède n'énonce cette conclusion, pour les quadriques 
de révolution et leurs segments, qu'au terme de sa théorie de ces 
solides ([5 b], t. 1, p. 258).  Mais pour en arriver là il a fallu jeter la 
rigueur archimédienne par-dessus bord. 

On avait donc là le moyen de classifier les problèmes, provisoi- 
rement du moins, suivant le degré de difficulté réel ou apparent que 
présentaient les quadratures dont ils relevaient. C'est à quoi l'algèbre 
de l'époque a servi de modèle : car en algèbre aussi, et dans les pro- 
blémes algébriques qui se posent en géométrie, alors que les Grecs 
ne s'étaient intéressés qu'aux solutions, les algébristes du xvie et 
du xvlie siècle ont commencé à porter principalement leur attention 
sur la classification des problèmes suivant la nature des moyens qui 
peuvent servir à les résoudre, préludant ainsi à la théorie moderne 
des extensions algébriques ; et ils n'avaient pas seulement procédé 
à une première classification des problèmes suivant le dcgré de I'équa- 
tion dont ils dépendent, mais ils s'étaient déjà posé de difficiles ques- 
tions de possibilité : possibilité de résoudre toute équation par radi- 
caux (à laquelle certains ne croyaient plus), etc. ; ils s'étaient 
préoccupés aussi de ramener à une forme géométrique type tous les 



problèmes d'un degré donné. De même en Calcul intégral, les principes 
de Cavalieri le mettent à même de reconnaître aussitôt que beaucoup 
des problèmes résolus par Archimède se ramènent à des quadratures 

xndx pour n = 1, 2, 3 ; et il imagine une ingénieuse méthode pour J' 
effectuer cette quadrature pour autant de valeurs de n qu'on veut 

(la méthode revient à observer qu'on a xndx = ~,~a"+l  par homo- 

généité, et à écrire 
l' 

Lza x7~dx = l: (a + X ~ J X  =la [(a + x). + (a -x)qdx, 

d'où, en développant, une relation de récurrence pour les c,,) ([57 a], 
p. 159 et [57 b], p. 269-273). Mais déjà Fermat était parvenu beaucoup 

plus loin, en demontrant d'abord (avant 1636) que xndx = -- 
n + l  

pour n entier positif ([109], t. II, p. 83), au moyen d'une formule 
pour les sommes de puissances des N premiers entiers (procédé imité 
de la quadrature de la spirale par Archimède), puis en étendant la 
même formule à tout n rationnel # -1 ([109], t. 1, p. 195-198); de 
ce dernier résultat (communiqué à Cavalieri en 1644) il ne rédige 
une démonstration que fort tard, à la suite de la lecture des écrits 
de Pascal sur l'intégration * ([109], t. 1, p. 255-288; trad. française, 
t. III, p. 216-240). 

Ces résultats, joints à des considérations géométriques qui tiennent 
lieu du changement de variables et de l'intégration par parties, 
permettent déjà de résoudre un grand nombre de problèmes qui se 
ramènent aux quadratures élémentaires. Au delà, on rencontre 
d'abord la quadrature du cercle et celle de l'hyperbole : comme c'est 
surtout d'« intégrales indéfinies » qu'il s'agit à cette époque, la solu- 
tion de ces problèmes, en termes modernes, est fournie respectivement 
par les fonctions circulaires réciproques et par le logarithme ; celles- 
là étaient données géométriquement, et nous avons vu comment 

* 11 est remarquable que Fermat, si scrupuleux, utilise l'additivité de l'intégrale, 
sans un mot pour la justifier, dans les applications qu'il donne de ses résultats 
généraux : se base-t-il sur la monotonie par morceaux, implicitement admise, 
des fonctions qu'il étudie, moyennant laquelle il n'est pas difficile en effet de jus- 
tifier I'additivitb par exhaustion ? ou bien est-il dkj8, en dépit de lui-même, 
entraîné par le langage dont il se sert ? 
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celui-ci s'est peu à peu introduit en analyse. Ces quadratures font 
l'objet de nombreux travaux, de Grégoire de Saint-Vincent [135], 
Huygens (1169 b], t. XI, p. 271-337 et t. XII, p. 91-180), Wallis 
([326 a], t. 1, p. 355-478), Gregory [136 a]; le premier croit effectuer 
la quadrature du cercle, le dernier croit démontrer la transcendancr 
de x ; chez les uns et les autres se développent des procédés d'appro- 
ximation indéfinie des fonctions circulaires et logarithmiques, les 
uns de tendance théorique, d'autres orientés vers le calcul numérique, 
qui vont aboutir bientôt, avec Newton ([233 a], t. 1, p. 3-26 et 29-199) 
Mercator ([220], reproduit dans [218], t. 1, p. 167-196), J. Gregory 
[136 dl, puis Leibniz [198 dl, à des méthodes générales de dévelop- 
pement en série. En tout cas, la conviction se fait jour peu à peu de 
1'« impossibilité » des quadratures en question, c'est-à-dire du carac- 
tère non algébrique des fonctions qu'elles définissent ; et en même 
temps, on s'accoutume à considérer qu'un problème est fésolu pour 
autant que sa nature le comporte, lorsqu'il a été ramené à l'une de 
ces quadratures « impossibles ». C'est le cas par exemple des problémes 
sur la cycloïde, rt5solus par les fonctions circulaires, et de la rectifi- 
cation de la parabole, ramenée B la quadrature de l'hyperbole. 

Les problèmes de rectification, dont nous venons de citer deux 
des plus fameux, ont eu une importance particulière, comme formant 
une transition géométrique naturelle entre la différentiation, qu'ils 
présupposent, et l'intégration dont ils relèvent ; on peut leur associer 
Ies problèmes sur I'aire des surfaces de révolution. Les anciens 
n'avaient traité que le cas du cercle et de la sphère. Au xviie siècle, ces 
questions n'apparaissent que fort tard ; il semble que la difficulté, 
insurmontable pour l'époque, de la rectification de l'ellipse (considérée 
comme la courbe la plus simple après le cercle) ait découragé les 
efforts. Les méthodes cinématiques donnent quelque accès à ces pro- 
blèmes, ce qui permet à Roberval ([263], p. 363-399) et Torricelli 
([310], t. III, p. 103-159), entre 1640 et 1645, d'obtenir des résultats 
sur l'arc des spirales; mais c'est seulement dans les années qui pré- 
cédent 1660 qu'ils passent à l'ordre du jour; la cycloïde est rectifiée 
par Wren en 1658 ([326 a], t. 1, p. 533-541); peu après la courbe 
y3 = ax2 l'est par divers auteurs ([326 a], t. 1, p. 551-553; [85 b], 
t, 1, p. 517-520; [109], t. 1, p. 21 1-255; trad. franç., t. III, p. 181-215), 
et plusieurs auteurs aussi ([109], t. 1, p. 199; [169 b], t. II, p. 334) 
ramènent la rectification de la parabole à la quadrature de l'hyper- 
bole (c'est-à-dire ii une fonction algébrico-logarithmique). Ce dernier 
exemple est le plus important, car c'est un cas particulier du 



principe genéral d'aprh lequel la rectification d'une courbe 
y = f(x) n'est pas autre chose que la quadrature de y = v 1 + (f '(xfia -; 
et c'est bien de ce principe que Heurat la déduit. Il n'est pas moins 
intéressant de suivre les tâtonnements de Fermat vieillissant, dans 
son travail sur la courbe y3 = ax2 ([109], t. 1, p. 21 1-255; trad. franç., 
t. III, p. 181-215) ; à la courbe y = f(x) d'arc s = g(x), il associe 
la courbe y = g(x), et détermine la tangente à celle-ci à partir de la 
tangente à la première (en langage moderne, il démontre que leurs 
pentes f '(x), g'(x) sont liées par la relation ( g ' ( ~ ) ) ~  = 1 +( f '(x))~) ; 
on se croit tout près de Barrow, et il n'y aurait qu'à combiner ce 
résultat avec celui de Heurat (ce que fait à peu près Gregory en 1668 
([136 dl, p. 488-491)) pour obtenir la relation entre tangentes et qua- 
dratures ; mais Fermat énonce seulement que si, pour deux courbes 
rapportées chacune à un système d'axes rectangulaires, les tangentes 
aux points de même abscisse ont toujours même pente, les courbes 
sont égales, ou autrement dit que la connaissance de ff(x) détermine 
f(x) (à une constante près) ; et il ne justifie cette assertion que par 
un raisonnement obscur sans aucune valeur probante, 
- Moins de cfix ans pius tard, les Lectiones Geometricae de Barrow 
116 b] avaient paru. Dès le début (Lect. 1)' il pose en principe que, 
dans un mouvement rectiligne, les espaces sont proportionnels aux 

aires Lt dt comprises entre l'axe des temps et la courbe des vitesses. 

On croirait qu'il va déduire de là, et de sa méthode cinématique déjà 
citée sur la détermination des tangentes; le lien entre la dérivéeconçue 
comme pente de la tangente, et l'intégrale conçue comme aire ; 
mais il n'en est rien, et il démontre plus loin, d'une manière purement 
géométrique ([16 b], Lect. X, 11, p. 243) que, si deux courbes 
y =f(x), Y = F(x) sont telles que les ordonntes Y soient propor- 

tionnelles aux aires ydx, c'est-à-dire si c.F(x) = 

la tangente A Y = F(x) coupe Ox au point d'abscisse x - T déter- 
minée par y/Y = c/T ; la démonstration est d'ailleurs parfaitement 
précise, à partir de l'hypothèse explicite que f(x) est monotone, et 
il est dit que le sens de variation de f(x) détermine le sens de la conca- 
vité de Y = F(x). Mais on notera que ce théorème se perd quelque 
peu parmi une foule d'autres, dont beaucoup fort intéressants ; le 
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lecteur non prévenu est tenté de n'y voir qu'un moyen de résoudre 
par quadrature le problème Y/T =f(x)/c, c'est-à-dire un certain pro- 
blème de détermination d'une courbe à partir de données sur sa tan- 
gente (ou, comme nous dirions, une équation différentielle d'un genre 
particulier) ; et cela d'autant plus que les applications qu'en donne 
Barrow concernent avant tout des problèmes du même genre (c'est-à- 
dire des équations différentielles intégrables par « sépaiation des 
variables »). Le langage géométrique que s'impose Barrow est ici 
cause que le lien entre différentiation et intégration, si clair tant qu'il 
s'agissait de cinématique, est quelque peu obscurci. 

D'autre part, diverses méthodes avaient pris forme, pour ramener 
les problèmes d'intégration les uns aux autres, et les « résoudre n 
ou bien les réduire à des problèmes ((impossibles » déjà classés. 
Sous sa forme géométrique la plus simple, l'intégration par parties 
consiste à écrire l'aire comprise entre Ox, Oy, et un arc de courbe 
monotone y = f(x) joignant un point (a, O) de Ox à un point (O, b) 

b 

de Oy comme 1 ydx = xdy ; et elle est fréquemment utilisée d'une 

manière implicite. Chez Pascal ([244], t. IX, p. 17-18) apparaît la 
généralisation suivante, déjà beaucoup plus cachée : f(x) étant comme 

P Z  

ci-dessus, soit g(x) une fonction 2 O, et soit G(x) = 1 g(x)dx ; 
J O  

b 

alors on a[ yg(x)dx = G(x)dy, ce qu'il démontre ingénieuse- 

ment en évaluant de deux manières le volume du solide O < x < a, 

A .  

O < y Gfix), O < z < g(x) ; le cas particulier g(x) = xn, G(x) = - 
n + l  

joue un rôle important, à la fois chez Pascal (loc. cit., p. 19-21) et 
chez Fermat ([109], t. 1, p. 271); ce dernier (dont le travail porte le 
titre significatif de « Transmutation et émendation des équations des 
courbes, et ses applications varikes à la comparaison des espaces curvi- 
lignes entre eux et avec les espaces rectilignes ... ») ne le démontre pas, 
sans doutz parce qu'il juge inutile de répéter ce que Pascal venait de 
publier. Ces théorèmes de « transmutation », où nous verrions une 
combinaison d'intégration par parties et de changement de variables, 
tiennent lieu en quelque mesure de celui-ci, qui ne s'introduit que fort 



tard ; il est en effet contraire au mode de pensée, encore trop géomé- 
trique et trop peu analytique, de l'époque, de se permettre l'usage de 
variables autres que celles qu'impose la figure, c'est-à-dire l'une ou 
l'autre des coordonnées (ou parfois des coordonnées polaires), puis 
l'arc de la courbe. C'est ainsi que nous trouvons chez Pascal ([244], 
t. IX, p. 60-76) des résultats qui, en notation moderne, s'écrivent, en 
posant x = cos t. y - sin t, et pour des fonctions f (x)  particulières : 

et, chez J. Gregory ([136 dl, p. 489), pour une courbe y = f (x )  et 

1 son arc s , l y d s  = & P d x ,  avec z = y \i 1 + y''. C'est seulement en 

1669 que nous voyons Barrow en possession du théorème général 
de changement de variables ([16 b], p. 298-299); son énoncé, géomé- 

- trique comme toujours, revient à ce qui suit : soient x et j r  reliés par 
iine relation monotone,et soit p la pente du graphe de cette relation 
au point (x ,  y) ; alors, si les fonctioiis f(x), g(y) sont telles qu'on ait 
f(x)/g(y) = p pour tout couple de valeurs (.Y, y) correspondantes. 

les sires f(x)dx, g(y)dy, prises entre limites correspondantes, .r J' 
sont égales ; et réciproquement, si ces aires sont toujours égales 
(j' et g étant implicitement supposées de signe constant), on a 
p = f(x)/g(y) ; la réciproque sert naturellement à appliquer le théo- 
rème à la résolution d'équations différentielles (par séparation. des 
variables »). Mais le théorème n'est inseré par Barrow que dans un 
appendice (Lect. XII, app. III, theor. IV), oh, en faisant observer 
que beaucoup de ses résultats précédents n'en sont que des cas parti- 
culiers, il s'excuse de l'avoir découvert trop tard pour en faire plus 
d'usage. 

Donc, vers 1670, la situation est la suivante. On sait traiter, par 
des procédés uniformes, les problèmes qui relèvent de la dCrivCc pre- 
mière, et Huygens a abord: des questions géoniétriqiies q u i  relèvent 
de la dérivée seconde. On sait ramener tous les problèmes d1iiil6gration 
aux quadratures ; on est en possession de techniques variks, d'aspect 
géométrique, pour ramener des quadratures les unes aux autres, dans 



des cas mal classifiés, et on s'est habitué, de ce point de vue, au 
nianienient des fonctions circulaires et logarithmique ; on a pris 
conscience du lien entre différentiatioii et intégration ; on a com- 
mencé à aborder In (( méthode inverse des tangentes D, nom donné 
à cette époque aux problèmes qui se ramènent aiix équations diffé- 
rentielles di1 premier ordre. La découverte sensationnelle de la série 

m 
\ ' 1% (1 $- .Y) -=  - , (-x)"/n par Mercator vient d'ouvrir des perspec- 

I 

tives toutes nouvelles siir l'application des séries, et principalement 
de$ shies de puissances, aux problèmes dits « impossibles ». En 
revcinclie les rangs des mathématiciens se sont singulièrement éclair- 
cis : Barrow a quitti la chaire du professeur pour celle du prédicateur ; 
Huygens mib à part (qui a presque toute son œuvre mathématique 
derrière lui, ayant obtenu déjà tous les principaux résultats de 1'Horolo- 
gium Oscillntorium qu'il se dispose à rédiger définitivement), ne sont 
actifs que Newton à Cambridge, et J. Gregory isolé à Aberdeen, aux- 
quels Leibniz s'adjoindra bientôt avec une ardeur de néophyte. Tous 
trois, Newton à partir de 1665 déjà, J. Gregory à partir de la publi- 
cation de Mercator en 1668, Leibniz à partir de 1673 environ, se 
consacrent principalement au sujet d'actualité, l'étude des séries de 
puissances. Mais, du point de vue de la classification des problèmes, 
le principal effet des nouvelles méthodes semble être d'oblitérer 
entre eux toute distinction ; et en effet Newton, plus analyste qu'algé- 
briste, n'hésite pas à annoncer à Leibniz en 1676 ([198 dl, p. 224) qu'il 
sait résoudre toutes les équations différentielles *, à quoi Leibniz 
répond ([198 dl, p. 248-249) qu'il s'agit au contraire d'obtenir la solu- 
tion en termes finis chaque fois qu'il se peut (( en supposant les qua- 
dratures », et aussi de savoir si toute quadrature peut se ramener 
à celles du cercle et de l'hyperbole comme cela a été constat6 dans 
la plupart des cas déjà étudiés ; il rappelle à ce propos que Gregory 
croyait (avec raison, nous le savons aujourd'hui) la rectification de 
l'ellipse et de l'hyperbole irréductibles aux quadrcitures du cercle 
et de l'hyperbole ; et Leibniz demande jusqu'ii quel point la méthode 
des séries, telle que Newton l'emploie, peut donner 13 réponse à ces 

Au cours de cet &change de lettres, qui nc se fait pas directement entre Irs 
intkressks mais officiellement par l'intermédiaire du secrétaire de la Royal 
Society, Newton « prend date w en énoncant sa méthode comme suit : Saccdae 
IOeffilt 12i ... rrrssssstturr, anagramme où se trouve renfermée la méthode de 
résolution par une série de puissances à coefficients indéterminés ([198 dl, p. 224). 



questions. Newton, de son côté ([198 dl, p. 209-21 1)' se déclare en 
possession de critères, qu'il n'indique pas, pour décider, apparem- 
ment par l'examen des séries, de la « possibilité )) de certaines quadra- 
tures (en termes finis), et donne en exemple une série (fort intéres- 

sante) pour l'intégrale xa(l + x)Bdx. S 
On voit l'immense progrès réalisé en moins de dix ans : les ques- 

tions de classification se posent déjà dans,ces lettres en termes tout 
modernes ; si l'une de celles que soulève Leibniz a été résolue au 
XIXe siècle par la théorie des intégrales abéliennes, l'autre, sur la 
possibilité de ramener aux quadratures une équation différentielle 
donnée, est encore ouverte malgré d'importants travaux récents. 
S'il en est ainsi, c'est que déjà Newton et Leibniz, chacun pour son 
propre compte, ont réduit à un algorithme les opérations fondamen- 
tales du calcul infinitésimal ; il suffit d'écrire, dans les notations dont 
se sert l'un ou l'autre, un problème de quadrature ou d'équation 
différentielle, pour que sa structure algébrique apparaisse aussitôt, 
dégagée de sa gangue géométrique ; les méthodes de tt transmutation » 
aussi s'écrivent en termes analytiques simples ; les problèmes de 
classification se posent de façon précise. Mathématiquement parlant, 
le xvue siècle a pris fin. 

E) Interpolation et calcul des diffërences. Ce thème (dont nous ne 
séparons pas l'étude des coefficients du binôme) apparaît de bonne 
heure et se continue à travers tout le siècle, pour des raisons ii la fois 
théoriques et pratiques. L'une des grandes tâches de l'époque est en 
effet le calcul des tables trigonométriques, logarithmiques, nautiques, 
rendues nécessaires par les rapides progrès de la géographie, de la 
navigation, de l'astronomie théorique et pratique, de la physique, .de 
la mécanique céleste ; et beaucoup de mathématiciens les plus émi- 
nents, de Képler à Huygens et Newton, y participent, soit directe- 
ment, soit par la recherche théorique des procédés d'approximation 
les plus effcaces. 

L'un des premiers problèmes, dans l'usage et même la confection 
des tables, est celui de l'interpolation ; et, a mesure que s'accroît la 
précision des calculs, on s'aperçoit au x v l r e  siècle que l'antique pro- 
cédé de l'interpolation linéaire perd sa validité dès que les différences 
premières (différences entre les valeurs successives figurant dans la 
table) cessent d'être sensiblement constantes ; aussi voit-on Briggs 
par exemple ([36], chap. 13) faire usage de différences d'ordres su@- 
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rieur, et même d'ordre assez élevé, dans le calcul des logarithmes. 
Plus tard, nous voyons Newton ([233 a], t. 1, p. 271-282 et [233 b],, 
livre III ,  lemme 5; voir aussi [114]) et J. Gregory ([136 dl, p. 119-120), 
chacun de son côté, poursuivre parallèlement des recherches sur 
l'interpolation et sur les séries de puissances ; l'un et l'autre aboutit, 
par des méthodes d'ailleurs différentes, d'une part A la formule 
d'interpolation par polynômes, dite « de Newton », et de l'autre à la 
série du binôme (il36 dl, p. 131; [198 dl, p. 180) et aux principaux 
développements en séries de puissances de l'analyse classique 
([136 dl; [233 a], t. 1, p. 3-26 et 271-282 et [198 dl, p. 179-192 et 
203-225) ; il n'est guère douteux que ces deux ordres de recherches 
n'aient réagi l'un sur l'autre; et n'aient été intimement liés aussi dans 
l'esprit de Newton à la découverte des principes du calcul infinité- 
simal. Chez Gregory conime chez Newton se fait jour un grand souci 
de la pratique numérique, de la construction et de l'usage des tables, 
du calcul numérique des séries et des intégrales ; en particulier, bien 
qu'on ne trouve chez eux aucune démonstration soignée de conver- 
gence, dans le genre de celle de Lord Brouncker citée plus haut, 
tous deux font constamment mention de la convergence de leurs 
séries dii point de vue pratique de leur aptitude au calcul. C'est ainsi 
encore que nous voyons Newton, en réponse à une question posée 
par Collins pour des fins pratiques ([262], t. II, p. 309-3 IO), appliquer 

N 
v 1 au calcul approché de p51 , pour de grandes valeurs de N, un 

cas particulier de la méthode de sommation dite d'Euler-Maclaurin. 
On rencontre aussi de bonne heure le calcul des valeurs d'une fonc- 

tion à partir de leurs différences, employé comme procédé pratique 
d'intégration, et même, peut-on dire, d'intégration d'équation diffé- 
rentielle. Ainsi Wright, en 1599, ayant à résoudre en vue de tables 

dx 1 
nautiques un problème que nous noterions - - = sec t =- , pro- 

dt cos t 

cLde par addition des valeurs de sec t,  par intervalles successifs d'une 
seconde d'arc ([338]; cf [230 b], p. 97), obtenant naturellement à 

peu de chose prés une table des valeurs de log tg (1 + i) ; et cette 

coïncidence, observée dbs le calcul des premières tables de log tg t ,  



demeura inexpliquée jusqu'à I'intégration de sec t par Gregory en 
1668 (1136 cl et [136 dl, p. 7 et 463). 

Mais ces questions ont aussi un aspect purement théorique et 
même arithmétique. Convenons de noter par Arx, les suites de diffé- 
rences successives d'une suite (x,), ,, définies par récurrence au 
moyen de Ax, = x,,, - x,, Arxh = A(AT-lx,), et de noter par 
Sr l'opération inverse de A et ses itérées, en posant donc y,, = Sx, 
si y, - O, Ay, = x,, et Srxn == S(Sr-lx,) ; on a 

en particulier, si x ,  = 1 pour tout n, on a Sxn = il. les suites Sixn et 
S'xn sont celles des nombres « triangulaires » et « pyramidaux N 
étudiés déjà par les arithméticiens grecs, et on a en général 

Srx,, - (:) pour n 2 r (et Srxn - O  pour n <  r ) ;  
- - - - - - - - - - - - - - - -  - - ~  ~ 

ces suites s'étaient introduites, de ce point de vue, en tout cas dks le 
xvie siècle ; elles apparaissent d'elles-mêmes aussi dans les problèmes 
combinatoires, qui, soit par eux-mêmes, soit à propos de probabi- 
lités, ont joué un assez grand rôle dans les mathématiques du 
xvrie siècle, par exemple chez Fermat et Pascal, puis chez Leibniz. 
Eiles se présentent aussi dans l'expression de la somme des m-bmes 
puissances des N premiers entiers, dont le calcul, comme nous l'avons 

vu, est à la base de l'intégration de xffldx pour ni entier, par la pre- ,I' 
mière méthode de Fermat ([109], t. I I ,  p. 83). Cest  ainsi que procède 
aussi Wallis en 1655 dans son Arithmetica Infinirorurn ([326 a], t .  1, 
p. 355-478), sans connaître les travaux (non publiés) de Fermat, et 
sans connaître non plus, di'-il, la méthode des indivisibles autrement 
que par la lecture de Torricelli ; i l  est vrai que Wallis, pressé d'aboutir, 
ne s'attarde pas à une recherche minutieuse : une fois le résultat atteint 
pour les premières valeurs entières de rn, il le pose vrai par induc- 
tion.)) pour tout tn entier, passe correctement de là i nt - l / n  pour n 
entier, puis, par une « induction » encore plus sommaire que la pre- 
miiire, à tn rationnel quelconque. Mais ce qui fait 17intér3t et l'origina- 
lité de son travail, c'est qu'il s'élève progressivement de là à l'étude 
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1 

de I'intégralc « eulérienne 1) I(m. n) = (1 - x")"dx(dont la valeur, i1 
pour m et n > O, est r(m + I)r(n + l)/r(m + n + 1)) et autres 
semblables, dresse, pour rn et n entiers, le tableau des valeurs de 

I/l(m, n) qui n'est autre que celui des entiers + " , et, par des ( 4  
méthodes presque identiques à celles qu'on emploie aujourd'hui pour 
exposer la théorie de la fonction I', aboutit au produit infini pour 

I(i I) = a = ($)y ; il n9est pas difficile d~ailleurs de rendre sr 

méthode correcte au moyen d'intégrations par parties et de change- 
ments de variables très simples, et de la considération de I(m,n) 
pour toutes les valeurs réelles de m et n, ce à quoi il ne pouvait guère 
songer, mais que l'analyse newtonienne allait bientôt rendre possible. 
C'est en tout cas 1' « interpolation » effectuée par Wallis des entiers 

( m  n, ii des valeurs non entièrcs d e i ~  (plus précisiment aux valeurs 

de la forme n = p/2, avec p entier impair) qui sert de point de départ 
à Newton débutant ([198 dl, p. 204-206), l'amenant, d'abord par 
l'étude du cas particulier (1  - x 2 ) p J 2 ,  à la série du binôme, puis de là 
à l'introduction de xa (ainsi noté) pour tout a réel, et à la différentia- 
tion de x" au moyen de la série du binôme ; tout cela sans grand effort 
pour obtenir des démonstrations ni même des définitions rigoureuses ; 
de plus, innovation remarquable, c'est de la connaissance de la déri- 

vée de x" qu'il déduit Y d x  pour a # - 1 ([233 a], t. 1, p. 3-26 et .I' 
[198 dl, p. 225). Du reste, et bien qu'il ait été bientôt en possession de 
méthodes beaucoup plus générales de développement en série de 
puissances, telles la méthode dite du polygone de hewton (pour les 
fonctions algébriques) ([198 dl, p. 221) et celle des coefficients indé- 
terminés, il revient maintes fois par la suite, avec une sorte de prédi- 
lection, A la série du binôme et à ses généralisations ; et c'est de là, par 

Ii 

exemple, qu'il semble avoir tiré le développement de / e l  + x)edr 
I 

w 

dont il a été question plus haut ([198 dl, p.- 209). 



L'évolution des idées sur le continent, cependant, est .fort diffë- 
rente, et beaucoup plus abstraite. Pascal s'était rencontré avec Fermat 
dans l'étude des coefficients du binôme (dont il forme ce qu'il nomme 
le « triangle arithmétique ») et leur emploi en calcul des probabilités 
et en calcul des différences ; lorsqu'il aborde l'intégration, il y intro- 
duit les mêmes idées. Commè ses prédécesseurs, quand il emploie le 

langage des indivisibles, il conçoit l'intégrale F(x) = f'(x)dx comme l 
valeur du rapport de la « somme de toutes les ordonnées de la 
courbe D 

à 1' « unité H N = C 1 pour N = r ([244], t. VIII, p. 352- 
O.<p< N 

- - - - - -  - - - - - - - - - - - - - -  ~ 

355) (ou, lorsqu'il abandonne ce langage pour le langage correct par 
exhaustion, comme limite de ce rapport pour N augmentant indéfini- 
ment). Mais, ayant en vue des problèmes de moments, il observe 
que, lorsqu'il s'agit de masses discrètes yi réparties à intervalles équi- 

, distants, le calcul de la masse totale revient à l'opération Sy, définie 
plus haut, et le calcul du moment à l'opération SZy, ; et, par analogie, 

.* 
il i the l'opération / pour former ce qu'il nomme les « sommes trian- 

d 

gulaires des ordonnées », donc, dans notre langage, les limites des 

N-'S2(f (i)), c'est-A-dire les intégrales F2(x) = F w d x ;  1 
une nouvelle itération lui donne les « sommes pyramidales » 

que d'ailleurs suffisamment que, s'il s'arrête là, ce n'est pas par défaut de 
généralité dans sa pensée ni dans son langage, mais seulement parce 
qu'il ne compte se servir que de celles-là, dont l'emploi systématique 



est à la base d'une bonne partie de ses résultats, et dont il démontre 
aussitôt les propriétés que nous écririons 

([244], t. VIII, p. 361-367); tout cela sans écrire une seule formule, 
mais dans un langage si transparent et si précis qu'on peut immédiate- 
ment le transcrire en formules comme il vient d'être fait. Chez Pascal 
comme chez ses prédécesseurs, mais d'une manière beaucoup plus 
nette et systématique, le choix de la variable indépendante (qui est 
toujours l'une des coordonnées, ou bien l'arc sur lz courbe) est impli- 
cite dans la convention qui fixe les points de subdivision équidistants 
(bien quY« infiniment voisins ») de l'intervalle d'intégration ; ces 
points, suivant le cas, sont, soit sur Ox, soit sur Oy, soit sur l'arc de 
courbe, et Pascal prend soin de ne jamais laisser subsister aucune 
ambiguïté à ce sujet (12441, t. VIII, p. 368-369). Lorsqu'il a à changer 
de variable, il le fait au moyen d'un principe qui revient à dire que 

l'aire f(x)dx peut s'écrire S(f(xi)Axi) pour toute subdivision de S 
l'intervalle d'intégration en intervalles « infiniment petits » Ax,, 
égaux ou non ([244], t. IX, p. 61-68). 

Comme on voit, on est déjà tout près de Leibniz ; et c'est, peut-on 
dire, un hasard heureux que celui-ci, lorsqu'il voulut s'initier aux 
mathématiques modernes, ait rencontré Huygens, qui lui mit aussitôt 
les écrits de Pascal entre les mains ([198 dl, p. 407-408); i l  y était 
particulièrement préparé par ses réflexions sur l'analyse combina- 
toire, et nous savons qu'il en fit une étude approfondie, qui se reflète 
dans son œuvre. En 1675, nous le voyons transcrire le théorème de 
Pascal ci-dessus, sous la forme omn(xw) = x . omn w - omn(omn o), 
où omn w est une abréviation pour l'intégrale de o prise de0 àx, 

à laquelle Leibniz, quelques jours plus tard, substitue w (initiale de S 
« summa omnium o ») en même temps qu'il introduit d pour la « dif- 
férence » 'infiniment petite, ou, comme il dira bientôt, la différentielle 
([198 dl, p. 147-167). Concevant ces « différences » comme des gran- 
deurs comparables entre elles mais non aux grandeurs finies, il prend 
d'ailleurs le plus souvent, explicitement ou non, la différentielle8dx 



de la variable indépendante x comme unité, dx = I ce qui revient à ( 
idelitifier la différentielle dy avec la dérivée , et au début l'omet de 

dx 

sa notation de l'intégrale, qui apparaît donc comme y plutôt que , i 
comme ydx ; mais il ne tarde guère ii introduirecelle-ci, et s'y tient S 
systématiquement une fois qu'il en aperçoit le caractère invariant 
par rapport au choix de la variable indépendante, qui dispense 
d'avoir ce choix constamment présent à l'esprit * ; et il ne marque 
pas peu de satisfaction, lorsqu'il revient à l'étude de Barrow qu'il 
avait jusque-là négligé, en constatant que le théorème général de 
changement de variable, dont Barrow faisait si grand cas, découle 
immédiatement de sa propre notation ([198 dl, p. 412). En tout ceci 
du reste, il se tient très près du calcul des différcnces, dont son calcul 
différentiel se déduit par un passage à la limite que bien entendu il 
serait fort en peine de justifier rigoureusement ; et par la suite il insiste 
volontiers sur le fait que ses principes s'appliquent indifféremment 
a l'un et à l'autre. II cite expressément Pascal, par exemple, lorsque 
dans sa correspondance avec Johann Bernoulli ([198 a], t. I I I ,  p. 156), 
se référant A ses premières recherches, il donne une formule de calciil 
des différences qui est un cas particulier de celle de Newton, et en 

m 

V dny xPi déduit par « passage à la limite » la formule y = (- 1)"- .- 
dxn n! 

dny 
(où y est une fonction s'annulant pour x = O, et les -- sont ses déri- 

dxn 

vées pour la valeur x de la variable), formule équivalente à une sein- 
blable que vient de lui communiquer Bernoulli ([198 a], t. I I I ,  p. 150 
et [20 a], t. 1, p. 125-128), et que celui-ci démontre par intégrations 
par parties successives. Cette formule, comme on voit, est très voi- 

* « J'avertis qu'on prenne garde de ne pas omettre dx ... faute fréquetnmenr com- 
mise, et qui empêche d'aller de l'avant, du fait qu'on ôte par là a ces indivisibles, 
comme ici dx, leur généralité.. . & laquelle naissent n'innombrables transfigurations 
et équipollences de figures. )) ([198 a], t. V, p. 233). 
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sine de la série de Taylor ; et c'est le raisonnement même de Leibniz, 
par passage à la limite à partir du calcul des différences, que Taylor 
retrouve en 1715 pour obtenir « sa » série [305] *, sans d'ailleurs 
faire de celle-ci grand usage. 

F) On aura déjà aperçu, implicite dans l'évolution décrite plus 
haut. I'algébrisation progressive de l'analyse infinitésimale, c'est-à- 
dire sa réduction à un calcul opérationnel muni d'un système de nota- 
tions uniforme de caractère algébrique. Comme Leibniz l'a maintes 
fois indiqué avec une parfaite netteté ([198 a], t. V, p. 230-233), il 
s'agissait de faire pour la nouvelle analyse ce que Viète avait fait 
pour la théorie des équations, et Descartes pour la géométrie. Pour 
en comprendre la nécessité, il n'est que de lire quelques pages de 
Barrow ; à aucun moment on ne peut se passer d'avoir sous les yeux 
une figure parfois compliquée, décrite au préalable avec un soin minii- 
tieux ; il ne faut pas moins de 180 figures pour les 100 pages (Lect. 
V-XII) qui forment l'essentiel de l'ouvrage. 

11 ne pouvait guère être question d'algébrisation, il est vrai, avant 
que quelque unité ne fût apparue à travers la multiplicité des appa- 
rences géométriques. Cependant Grégoire de St. Vincent [135] déjà 
introduit (sous le nom de « ductus piani in planurn ») une sorte de loi 
dc composition qui revient à l'emploi systématique d'intégrales 

.I(x),q(.v):/.r considérées comme volumes de solides o < A- < b, 
i IL 

O < y  .:;.f(x), O < z -< g(x) ; mais il est loin d'en tirer les consé- 
quences que plus tard Pascal déduit, comme on a vu, de l'étude du 
même solide. Wallis en 1655, et Pascal en 1658, se forgent, chacun à 
son usage, des langages de caractère algébrique, dans lesquels, sans 
Ecrire aucune formule, ils rédigent des énoncés qu'on peut immédia- 
tement transcrire en formules de calcul intégral dès qu'on en a com- 
pris le mécanisme. Le langage de Pascal est particulièrement clair et 
précis ; et, si I'on ne comprend pas pourquoi il s'est refusé l'usage des 

* Pour le calcul des différences, Taylor pouvait naturellement s'appuyer sur 
les résultats de Newton, contenus dans un lemme fameux des Principia ([233 b], 
Livre III, lemme 5) et publiés plus amplement en 171 1 ([233 a], t. 1, p. 271-282). 
Quant à l'idée de passer à la limite, elle semble typiquement leibnizienne ; et 
I'on aurait peine à croire à l'originalité de Taylor sur ce point si on ne connais- 
sait de tout temps maints exemples de disciples ignorants de tout hormis des 
écrits de leur maître et patron. Taylor ne cite ni Leibniz ni Bernoulli ; mais la 
controverse Newton-Leibniz faisait rage, Taylor était secrétaire de la Royal 
Society et Sir Isaac en était le tout-puissant prbsident. 



notations algébriques, non seulement de Descartes, mais même de 
Viète, on ne peut qu'admirer le tour de force qu'il accomplit, et dont 
sa maîtrise de la langue l'a seule rendu capable. 

Mais qu'on laisse passer quelques années, et tout change de face. 
Newton le premier conçoit l'idée de remplacer toutes les opkrations, 
de caractère géométrique, de l'analyse infinitésimale contemporaine, 
par une opération analytique unique, la différentiation, et par la 
résolution du problème inverse ; opération que bien entendu la 
méthode des séries de puissances lui permettait d'exécuter avec une 
extrême facilité. Empruntant son langage, nous l'avons vu, à la fic- 
tion d'un paramètre a temporel D universel, il qualifie de (( fluentes » 
les quantités variables en fonction de ce paramètre, et de «fluxjork » 
leurs dérivées. 11 ne paraît pas avoir attaché une importance parti- 
culière aux notations, et ses séides plus tard vantent même comme un 
avantage l'absence d'une notation systkmatique ; il prend néanmoins 
de bonne heure, pour son usage personnel, l'habitude de noter la 

dx d2x 
fluxion- par un- point, donc - par X, xs par x, etc. Quant à l'intégra- 

dt 

tion, il semble bien que Newton, tout comme Barrow, ne l'ait jamais 
envisagé que comme problème (trouver la fluente connaissant la 
fluxion, donc résoudre x = f(t)), et non comme opération ; aussi 
n'a-t-il pas de nom pour l'intégrale, ni, semble-t-il, de notation habi- 

parce qu'il répugne à donner un nom et un signe il un être qui n'est 
pas défini d'une manière unique, mais seulement à une constante 
additive près ? Faute d'un texte, on ne peut que poser la question. 

Autant Newton est empirique, concret, circonspect en ses plus 
grandes hardiesses, autant Leibniz est systématique, généralisateur, 
novateur aventureux et parfois téméraire. Dès sa jeunesse, il eut en 
tête l'idée d'une tt caractéristique n ou langue symbolique universelle, 
qui devait être à l'ensemble de la pensée humaine ce que la notation 
algébrique est à l'algèbre, où tout nom ou signe eût étt la clef de toutes 
les qualités de la chose signifiée, et qu'on n'efit pu employer correcte- 
ment sans du même coup raisonner correctement (voir p. 16). Il 
est aisé de traiter un tel projet de chimérique ; ce n'est pas un hasard 
pourtant que son auteur ait été I'homme même qui devait bientôt 
reconnaître et isoler les concepts fondamentaux du calcul infinité- 



simal, et douer celuidi de notations à peu près définitives. Nous avons 
déjà assisté plus haut à la naissance de celles-ci, et observé le soin 
avec lequel Leibniz, qui semble conscient de sa mission, les modifie 
progressivement jusqu'a leur assurer la simplicité et surtout l'inva- 
riance qu'il recherche ([198 a], t. V, p. 220-226 et 226-233). Ce qu'il 
importe de marquer ici, c'est, dès qu'il les introduit (sans rien con- 

naltre encore des idées de Newton), la claire conception d e I e t  de d, 

de l'intégrale et de la différentielle, comme opérateurs inverses l'un de 
l'autre. 11 est vrai qu'en procédant ainsi il ne peut éviter l'ambiguïté 
inhérente à l'intégrale indéhie, qui est le point faible de son systkme, 
sur lequel il glisse adroitement, de même que ses successeurs. Mais ce 
qui frappe, dès la première apparition des nouveaux symboles, c'est 
de voir Leibniz occupé aussitôt à en formuler les règles d'emploi, se 
demander si d(xy) = dxdy ([198 dl, p. 165-166), et se répondre à lui- 
même par la négative, pour en venir progressivement à la règle cor- 
recte ([198 a], t. V, p. 220-226)' qu'il devait plus tard généraliser par 
sa fameuse formule pour dn(xy) ([198 a], t. I I I ,  p. 175). Bien entendu, 
au moment où Leibniz tâtonne ainsi, Newton sait depuis dix ans déjh 
que z = xy entraîne i = Xy + xy ; mais il ne prend jamais la peine 
de le dire, n'y voyant qu'un cas particulier, indigne d'être nommé, de 
sa règle pour différentier une relation F(x, y, z) = O entre fluentes. 
Au contraire, le principal souci de Leibniz n'est pas de faire servir 
ses méthodes à la résolution de tels problèmes concrets, ni non plus 
de les déduire de principes rigoureux et inattaquables, mais avant 
tout de mettre sur pied un algorithme reposant sur le maniement 
formel de quelques règles simples. C'est dans cet esprit qu'il améliore 
la notation algébrique par l'emploi des parenthèses, qu'il adopte 
progressivement log x ou lx pour le logarithme *, et qu'il insiste sur le 
« calcul exponentiel », c'est-&-dire la considCration systématique 
d'exponentielles, a", xz, xY, où l'exposant est une variable. Surtout, 
tandis que Newton n'introduit les fluxions d'ordre supérieur que 
strictement dans la mesure où elles sont nécessaires dans chaque cas 
concret, Leibniz s'oriente de bonne heure vers la création d'un « cal- 

cul opérationnel » par l'itération de d et de ; prenant peu & peu S 
Mais il n'a pas de signe pour les fonctions trigonométriques, ni (faute d'un 

symbole pour e) pour le ((nombre dont le logarithme est x B. 



claire conscience de l'analogie entre la ~nultiplicatioii des nombres 
et la composition des opérateurs de son calcul, il adopte, par une har- 
diesse heureuse, la notation par exposants pour écrire les itérés de d, 
écrivant donc d" pour le n-ème itéré (1198 dl, p. 595 et 601 *, et 

[198 a], t. V, p. 221 et 378) et même d - l ,  d-" pour et ses itérés 
* / '  

([198 a], t. III, p. 167); et il cherche même à donner un sens à d* 
pour a réel quelconque ([198 a], t. I I ,  p. 301-302, et t. I I I .  p. 228). 

Ce n'est pas à dire que Leibniz ne s'intéresse aussi aux applica- 
tions de son calcul, sachant bien (comme Huygens le lui répète sou- 
vent ([198 dl, p. 599)) qu'elles en sont la pierre de touche; mais il 
manque de patience pour les approfondir, et y cherche surtout l'occa- 
sion de formuler de nouvelles règles générales. C'est ainsi qu'en 1686 
([198 a], t. VII, p. 326-329) il traite de la courbure des courbes, et du 
cercle osculateur, pour aboutir en 1692 ([198 a], t. VII, p. 331-337) 
aux principes généraux sur le contact des courbes planes **; en 
1692 ([198 a], t. V, p. 266-269) et 1694 ([198 a], t. V ,  p. 301-306) il 
pose les bases de la théorie des enveloppes ; concurremment avec 
Johann Bernoulli, il effectue en 1702 et 1703 l'intégration des frac- 
tions rationnelles par décomposition en éléments simples, mais 
d'abord d'une manière formelle et saris bien se rendre compte des 
circotistances qui accompagnent la présencc de facteurs linéaires 
complexes au dénominateur ([198 a], t. V, p. 350-366). C'est ainsi 
encore qu'un jour d'août 1697, méditant en voiture sur des questions 
de calcul des variations, il a l'idée de la règle de différentiationpar 

rapport A un paramètre sous le signe , et, enthousiasmé, la mande -1' 

* « ... c'est Ù peu pvrs conime si, au lieu cies racines et  puissance^, on vouloil 
toujours substituer des lettres, et au lieu de xx,  ou x" pretrdre m, ou n, aprPs avoir 
rieclavé que ce doivent estre les puissances de la grandeur x.  Jugés, Mons., combien 
cela rrnbarasseroit. I l  en est de mesnle de dx ou de ddx, et les differences ne sont 
pas nioins des aflcctiorrs des grariderrrs indetertnirries duits leurs lieux, que les 
pctirsances sont des aflections d'une prn~rdeur prik à part. I[ me semble donc 
q:i'il est plus naturel de /es riesiglwr en sorrc y u'elles fassent connoistre irnmedia- 
rement la grandeur dont elles sorrr les affecrions. » 
** 11 commet d'abord là-dessus une erreur singulière, croyant que le «cercle 
qui baise » (le cercle osculateur) a au point de contact quatre points comrnuns 
avec In ccurbe ; et i l  ne se rend qu'avec peine, par la suite, aux objections des 
frères Bernoulli à ce sujet ([198 a], t. I I I ,  p. 187-188, 201-202 et 207). 
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aussitôt à Bernoulli ([198 a], t. III ,  p. 449-454). Mais lorsqu'il en est 
la, les principes fondamentaux de son calcul sont acquis depuis 
longtemps, et l'usage a commencé à s'en répandre : l'algabrisation 
de l'analyse infinitésimale est un fait accompli. 

G) La notion de fonction s'introduit et se précise d'une foule de 
manihres au cours du xviie siècle. Toute cinématique repose sur une 
idée intuitive, et en quelque sorte expérimentale. de quantités variables 
avec le temps, c'est-à-dire de fonctions du temps, et nous avons vu 
déjà comment on aboutit ainsi à la fonction d'un paramètre, telle 
qu'elle apparaît chez Barrow, et,sous le nom de fluente, chez Newton. 
La notion de (( courbe quelconque )) apparaît souvent, mais est rare- 
ment précisée ; il se peut que souvent elle ait été conçue sous forme 
cinématique ou en tout cas expérimentale, et sans qu'on jugeât néces- 
saire qu'une courbe soit susceptible d'une caract@risation géométrique 
ou analytique pour pouvoir servir d'objet aux raisonnements ; il 
en est ainsi, en particulier (pour des raisons que nous sommes mieux 
A même de comprendre aujourd'hui) lorsqu'il s'agit d'intégration, 
par exemple chez Cavalieri, Pascal et Barrow ; ce dernier, raisonnant 

dv sur la courbe définie par x = et, y -. f(t), avec l'hypothèse que - - 
dt 

soit coissante, dit même expressément qu' (( il n'importe en rien » 

dr que - croisse « régulièrement suivant une loi quelconque, ou bien 
dt 

irrégulièrement )) ([16 b], p. 191) c'est-à-dire, comme nous dirions, 
soit susceptible ou non d'une définition analytique. Malheureusement 
cette idée claire et féconde, qui devait, convenablement précisée, 
reparaître au xixe siècle, ne pouvait alors lutter contre la confusion 
créée par Descartes, lorsque celui-ci avait, en premier lieu, banni de 
la a géométrie )) toutes les courbes non susceptibles d'une définition 
analytique précise, et en second lieu restreint aux seules opérations, 
algébriques les procédés de formation admissibles dans une telle 
définition. Il est vrai que, sur ce dernier point, il n'est pas suivi par la 
majorité de ses contemporains ; peu à peu, et souvent par des détours 
fort subtils, diverses opérations transcendantes, le logarithme, 
~'ex~onentielle, les fonctions trigonométriques, les quadratures, la 
résolution d'équations différentielles, le passage à la limite, la somma- 
tion des séries, acquièrent droit de cité, sans qu'il soit facile sur chaque 



point de marquer le moment précis où se fait le pas en avant ; et 
d'ailleurs le premier pas en avant est souvent suivi d'un pas en 
arrière. Pour le logarithme, par exemple, on doit considérer comme 
des étapes importantes l'apparition de la courbe logarithmique 
(y = a* ou y = log x suivant le choix des axes), de la spirale loga- 
rithmique, la quadrature de l'hyperbole, le développement en série 
de log (1 + x),  et même l'adoption du symbole log x ou lx. En ce qui 
concerne les fonctions trigonométriques, et bien qu'en un certain 
sens elles remontent à l'antiquité, il est intéressant d'observer que 
fa sinusoïde n'apparaît pas d'abord comme définie par une équation 
y = sin x, mais bien, chez Roberval ([263], p. 63-65), comme t( com- 
pagne de la roulette N (en l'espèce, il s'agit de la courbe 

c'est-à-dire comme courbe auxiliaire dont la définition est déduite de 
celle de la cycloïde. Pour rencontrer la notion générale d'expression 
analytique, il faut e n  yenir à J. Gregory, qui la définit en 1667 
( [ / 69  a], p. 4131, comme une quantité qui s'obtient à partir d'autres 
quantités par une succession d'opérations algébriques ( ( o u  de toute 
autre opération imaginable )) ; et il essaie de préciser cette notion dans 
sa préface ([169 a], p. 408-409), en expliquant la nécessité d'adjoindre 
aux cinq opérations de l'algèbre * une sixième opération, qui en défi- 
nitive n'est autre que le passage à la limite. Mais ces intéressantes 
réflexions sont bientôt oubliées, submergées par le torrent des déve- 
loppements en série découverts par Gregory lui-même, Newton, 
et d'autres ; et le prodigieux succès de cette dernière méthode crée 
une confusion durable entre fonctions susceptibles de définition ana- 
lytique, et fonctions développables en série de puissances. 

Quant à Leibniz, il semble s'en tenir au point de vue cartésien, 
élargi par l'adjonction explicite des quadratures, et par l'adjonction 
implicite des autres opérations familières à l'analyse de son époque, 
sommation de séries de puissances, résolution d'équations différen- 
tielles. De même Johann Bernoulli, lorsqu'il veut considérer une 
fonction arbitraire de x, l'introduit comme « une quantitéforri~;e d'une 
manière quelconque à partir de x et de constantes D ([198 al, t. 111, 

Il s'agit des quatre opérations rationnelles, et de l'extraction de racines 
d'ordre quelconque ; J. Gregory n'a jamais cesst de croire A la possibilitk 
de résoudre par radicaux les equations de tous les degrks. 
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p. 150), en précisant parfois qu'il s'agit d'une quantité formée <( d'me 
manière algébrique ou transcendante )) ([198 a], t. III, p. 324) : et, 
en 1698, il se met d'accord avec Leibniz pour donner à une telle quan- 
tité le nom de << fonction de x » ([198 a], t. III, p. 507-510 et p. 525- 
526) *. Déjà Leibniz avait introduit les mots de «constante », 
« variable », <( paramètre B, et précisé à propos d'enveloppes la notion 
de famille de courbes dépendant d'un ou plusieurs paramètres ([198 a], 
t. V,  p. 266-269). Les questions de notation se précisent aussi dans la 
correspondance avec Johann Bernoulli : celui-ci écrit volontiers X, 
ou 6 ,  pour une fonction arbitraire de x ([198 a], t. III, p. 531); 
Leibniz approuve, mais propose aussi All, -1 là où nous écririons 

dz 
fi(x), f,(x) ; et il propose, pour la dérivée - d'une fonction z de x, dx 

la notation dz (par opposition A dz qui est la différentielle) alors que 
Bernoulli écrit Az ([198 a], t .  III, p. 537 et 526). 

Ainsi, avec l e  sihcle, l'époque héroïque a pris fin. Le nouveau 
calcul, avec ses notions et ses notations, est constitué, sous la forme 
que Leibniz lui a donnée. Les premiers disciples, Jakob et Johann 
Bernoulli, rivalisent de découvertes avec le maître, explorant à l'envi 
les riches contrées dont il leur a montré le chemin. Le premier traité 
de calcul différentiel et intégral a été écrit en 1691 et 1692 par Johann 
Bernoulli **, A l'usage d'un marquis qui se montre bon élève. Peu 
importe d'ailleurs que Newton se soit décidé enfin; en 1693, à publier 
parcimonieusement un bref aperçu de ses fluxions ([326 a], t. II, 
p. 391-396); si ses Principia ont de quoi fournir aux méditations de 

* Jusque-là, et dkjà dans un manuscrit de 1673, Leibniz avait employ6 ce 
mot comme abrkviation pour désigner une grandeur ((remplissant telle ou 
telle fonction D auprès d'une courbd, par exemple la longueur de la tangente 
ou de la normale (limitée à la courbe et à Ox), ou bien la sous-normale, la sous- 
tangente, etc ... donc en somme une fonction d'un point variable sur une courbe, 
à definition géomktrico-diffkrentielle. Dans le même manuscrit de 1673, la 
courbe est supposke definie par une relation entre x et y,  ((donnée par une 
équation )) (c'est-à-dire, en notre langage, algébrique) (cf. [217]). 
** La partie de ce traité qui se rapporte au calcul intégral fut publiée en 1742 
seulement ([20 a], t. III,  p. 385-558 et [20 b]); celle qui a trait au calcul diffé- 
rentiel n'a été retrouvée et publiée que récemment [20 cl; il est vrai que le marquis 
de ['Hôpital I'avait publiée en français, Iégèrement remaniée, sous son propre 
nom, ce dont Bernoulli marque quelque amertume dans ses lettres à Leibnii. 



plus d'un siècle, sur le terrain du calcul infinitésimal il est rejoint, 
et sur bien des points dépassé. 

Les faiblesses du nouveau système sont d'ailleurs visibles, du 
moins à nos yeux. Newton et Leibniz, abolissant d'un coup une tra- 
dition deux fois millénaire, ont accordé à la différentiation le rôle pri- 
mordial, et réduit l'intégration à n'en être que l'inverse ; il faudra tout 
le xrxe siècle, et une partie du xxe, pour rétablir un juste équilibre, 
en mettant l'intégration à la base de la théorie générale des fonctions 
de variable réelle, et de ses généralisations modernes (voir p. 281). 
C'est de ce renversement de point de vue aussi que découle le rôle 
excessif, et presque exclusif, que prend déjà chez Barrow, et surtout à 
partir de Newton et Leibniz, l'intégrale indéfinie aux dépens de l'inti- 
grale définie : là aussi le xrxe siècle eut à remettre les choses au point. 
Enfin la tendance proprement leibnizienne au maniement formel des 
symboles devait aller en s'accentuant à travers tout le xvirre siècle, 
bien au delà de ce que pouvaient autoriser les ressources de !'ana- 
lyse de ce temps. En particulier, il faut bien reconnaître que la notion 
leibnizienne de différentielle n'a à vrai dire aucun sens ; au début du 
xrxe siècle, elle tomba dans un discrédit dont elle ne s'est relevée 
que peu à peu ; et, si l'emploi des différentielles premières a fini par 
être complètement légitimé, les différentielles d'ordre supérieur, d'un 
usage pourtant si commode, n'ont pas encore été vraiment réhabili- 
tées jusqu'à ce jour. 

Quoi qu'il en soit, l'histoire du calcul différentiel et intégral, à 
partir de la fin du X V I I ~  siècle, se divise en deux parties. L'une se 
rapporte aux applications de ce calcul, toujours plus riches, nom- 
breuses et variées. A la géométrie différentielle des courbes planes, 
aux équations différentielles, aux séries de puissances, au calcul des 
variations, dont il a déjà été question plus haut, viennent s'ajouter la 
géométrie différentielles des courbes gauches, puis des surfaces, les 
intégrales multiples, les équations aux dérivées partielles, les séries 
trigonométriques, l'étude de nombreuses fonctions spéciales, et bien 
d'autres types de problèmes. Nous n'avons à nous occuper ici que 
des travaux qui ont contribué à mettre au point, approfondir et conso- 
lider les principes mêmes du calcul infinitésimal, en ce qui concerne 
les fonctions d'une variable réelle. 

De ce point de vue, les grands traités du milieu du xvriie siècle 
n'offrent que peu de nouveautés. Maclaurin en Angleterre [214], 
Euler sur le continent ([IO8 a], ( l ) ,  t. X à XIII), restent fidèles aux tra- 
ditions dont chacun d'eux est l'héritier. 11 est vrai que le premier 
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s'efforce de clarifier quelque peu les conceptions newtoniennes * 
tandis que le second, poussant le formalisme leibnizien à l'extrême, 
se contente, comme Leibniz et Taylor, de faire reposer le calcul diffé- 
rentiel sur un passage à la limite fort obscur à partir du calcul des 
différences, calcul dont i l  donne du reste un exposé fort soigné. Mais 
surtout Euler achève l'œuvre de Leibniz en introduisant et faisant 
adopter les notations encore aujourd'hui en usage pour e, i, et les 
fonctions trigonométriques. et répandant la notation x.  D'autre 
part, et si le plus souvent il ne fait pas de distinction entre fonctions 
et expressions analytiques, il insiste, à propos de séries trigonomé- 
triques et du pi-oblkme des cordes vibrantes, sur la nécessité de ne pas 
se borner aux fonctions ainsi définies (et qu'il qualifie de « continues 1)) 

mais de considérer aussi, le cas échéant, des fonctions arbitraires, ou 
((discontinues », données expérimentalement par un ou plusieurs 
arcs de courbe ([IO8 a], ( I ) ,  t. XXl1.1, p. 74-91). Enfin, bien que cela 
sorte quelque peu de notre cadre, i l  n!est pas possible de ne pas meri- 
tionner ici son extension de la fonction exponentielle au domaine 
complexe, d'où il tire les célèbres formules liant l'exponentielle aux 
fonctions trigonométriques, ainsi que la définition du logarithme 
d'un nombre complexe ; par là se trouve élucidée définitivement la 
fameuse analogie entre logarithme et fonctions circulaires réciproques, 
ou, dans le langage du X V I I ~  siècle, entre les quadratures du cercle 
et de I'hyperbole,,observée déjà par Grégoire de St. Vincent, précisée 
par Huysens et surtout par J. Gregory, et qui, chez Leibniz et Ber- 
noulli, était apparue dans l'intégration formelle de 

1 - i - i 

1 + .x2 2(x + i) 2(x - i)' 

D'Alembert ccpendant, ennemi de toute mystique en mathéma- 
tique comme ailleurs, avait, dans de remarquables articles ([75 a], 
articles DIFFÉRENTIEL et LIMITE, et [75 b]), défini avec la plus grande 
clarté les notions de limite et de dérivée, et soutenu avec force qu'au 
fond c'est là toute la « métaphysique » du calcul infinitésimal. Mais 
ces sages avis n'ont pas eu de suite immidiate. Le monumental 
ouvrage de Lagrange ( [ / 9 1 ] ,  t. 4X-X) représente une tentative de 

Elles avaient fort besoin, en effet, d'être dCfendiies contre les attaques philo- 
sophico-théologico-humoristiques du h m e u x  éveque Berkeley. D'aprks celui-ci, 
qui croit aux fluxions ne duit pas trouver fort difficile de prêter foi aux rnystkres 
de la religion : argument ~1 hominem, qui ne nianquait ni de logique ni de 
piquant. 



fonder l'analyse sur l'une des plus discutables conceptions newto- 
niennes, celle qui confond les notions de fonction arbitraire et de 
fonction développable en série de puissances, et de tirer de là (par la 
considération du coefficient du terme du premier ordre dans la série) 
la notion de diffhrentiation. Bien entendu, un mathématicien de la 
valeur de Lagrange ne pouvait manquer d'obtenir à cetteoccasion 
de; résultats importants et utiles, comme par exemple (et d'une 
manière en réalité indépendante du point de départ que nous venons 
d'indiquer) la démonstration générale de la formule de Taylor avec 
I'expression du reste par une intégrale, et son évaluation par le théo- 
rème de la moyenne ; du reste l'œuvre de Lagrange est à l'origine de 
la méthode de Weierstrass en théorie des fonctions d'une variable 
complexe, ainsi que de la théorie algébrique moderne des séries for- 
melles. Mais, du point de vue de son objet immédiat, elle représente 
un recul plutôt qu'un progrès. 

Avec Ies ouvrages d'enseignement de Cauchy, au contraire 
([56 a], (2), t. IV) on se retrouve enfin sur un terrain solide. I l  définit 
une fonction essentiellement comme nous le faisons aujourd'hui, 
bien que dans un langage encore un peu vague. La notion de limite, 
fixée une fois pour toutes, est prise pour point de départ ; celles de 
fonction continue (au sens moderne) et de dérivée s'en déduisent immé- 
diatement, ainsi que leurs principales propriétés élémentaires ; et 
l'existence de la dérivée, au lieu d'être un article de foi, devient une 
question à htudier par les moyens ordinaires de l'analyse. Cauchy, à 
vrai dire, ne s'y intéresse guère ; et d'autre part, si Bolzano, parvenu 
de son côté aux mêmes principes, construisit un exemple de fonction 
continue n'ayant de dérivée finie en aucun point 127 a], cet exemple 
ne fut pas publié, et la question ne fut publiquement tranchée qae 
par Weierstrass, dans un travail de 1872 ([329 a]. t. I I .  p. 71-74). 

En ce qui concerne l'intégration, l'œuvre de Cauchy représente 
un retour aux saines traditions de l'antiquité et de la première partie 
du xwie siècle, mais appuyé sur des moyens techniques encore insuf- 
fisants. L'intégrale définie, passée trop longtemps au second plan, 
redevient la notion primordiale, pour laquelle Cauchy fait adopter 

définitivement la notation f(x)dx proposée par Fourier (au lieu de lb 
l'incommode /f(X)dx [X b] parfois employé par Euler) ; et, pour 

C 



la définir, Cauchy revient à la mdthode d'exhaustion, ou comme nous 
dirions, aux « sommes de Riemann » (qu'il vaudrait mieux nommer 
sommes d'Archimède, ou sommes d'Eudoxe). Il est vrai que le 
xvne siècle n'avait pas jugé à propos de soumettre un examen cri- 
tique la notion d'aire, qui lui avait paru au moins aussi claire que celle 
de nombre réel incommensurable ; mais la convergence des sommes 
« de Riemann » vers l'aire sous la courbe, tant qu'il s'agit d'une 
courbe monotone ou monotone par morceaux, était une notion fami- 
lière à tous les auteurs soucieux de rigueur au X V I I ~  siècle, tels Fermat, 
Pascal, Barrow ; et J. Gregory, particulièrement bien préparé par 
ses réflexions sur le passage à la limite et sa familiarité avec une forme 
déjà fort abstraite du principe des «intervalles emboîtés », en avait 
même rédigé, paraît-il, une démonstration soignée, restée inédite 
([136 dl, p. 445-446)' qui eût pu servir à Cauchy presque sans change- 
ment s'il l'avait connue *. Malheureusement pour lui, Cauchy pré- 
tendit démontrer l'existence de l'intégrale, c'est-à-dire la conver- 
gence des « sommes de Riemann », pour une fonction continue quel- 
conque ; et sa démonstration, qui deviendrait correcte si elle s'appuyait 
sur le théorème de continuité uniforme des fonctions continues dans 
un intervalle fermé, est dénuée de toute valeur probante faute de cette 
notion. Dirichlet ne semble pas s'être aperçu non plus de la difficulté 
au moment 05 il rédigeait ses célèbres mémoires sur les séries trigo- 
nométriques, puisqu'il y cite le théorème en question comme « facile 
à démontrer » ([92], t. 1, p. 136); il est vrai qu'il ne l'applique en défi- 
nitive qu'aux fonctions bornées, monotones par morceaux ; Riemann, 
plus circonspect, ne mentionne que ces dernières lorsqu'il s'agitde 
faire usage de sa condition nécessaire et suffisante pour la ,conver- 
gence des « sommes de Riemann » ([259 a], p. 227-271). Un; fois le 
théorème siir la continuité uniforme établi par Heine (cf. p. 182), la 
question n'offrit bien entendu plus aucune difficulté ; et elle est aisé- 
ment tranchée par Darboux en 1875 dans son mémoire sur l'intégra- 
tion des fonctions discontinues [77], mémoire où il se rencontre du 
reste sur bien des points avec les importantes recherches de P. du Bois- 
Reymond, parues vers la même époque. Du même coup se trouve 
démontrée pour la première fois, mais cette fois définitivement, la 
linéarité de l'intégrale des fonctions continues. D'autre part, la notion 
de convergence uniforme d'une suite ou d'une série, introduite entre 
autres par Seidel en 1848, et mise en valeur en particulier par 

C'est du moins ce qu'indique le résume donne par Turnbuiî d'après le manuscrit. 



Weierstrass (cf. p. 257) avait permis de donner une base solide, sous 
des conditions un peu trop restrictives il est vrai, à l'intégration des 
séries terme à terme, et à la différentiation sous le signe J, en atten- 
dant les théories modernes dont nous n'avons pas à parler ici, et qui 
devaient éclaircir ces questions d'une manière provisoirement 
définitive. 

Nous avons ainsi atteint à l'étape finale du calcul infinitésimal 
classique, celle qui est représentée par les grands Traités d'Analyse 
de la fin du xlxe siècle ; du point de vue qui nous occupe, celui de 
Jordan [174 c] occupe parmi eux une place éminente, pour des raisons 
esthétiques d'une part, mais aussi parce que, s'il constitue une admi- 
rable mise au point des résultats de l'analyse [classique, il annonce 
à bien des égards l'analyse moderne et lui prépare la voie. 



D E V E L O P P E M E N T S  A S Y M P T O T I Q U E S  

La distinction entre les « infiniment petits » (ou « infiniment grands ») 
de divers ordres, apparaît implicitemeat dès les premiers écrits sur le 
Calcul différentiel, et par exemple dans'ceux de Fermat ; elle devient 
pleinement consciente chez Newton et Leibniz, avec la théorie des 
« différences d'ordre supérieur » ; et on ne tarde pas à observer que, 
dans les cas les plus simples, la limite (ou « vraie valeur ») d'une 
expression de la forme f(x)/g(x), en un point où f et g tendent toutes 
deux vers 0, est donnée par le développement de Taylor de ces fonc- 
tions au voisinage du point considéré (« règle de l'Hôpital », due vrai- 
semblablement à Johann Bernoulli). 

En dehors de ce cas élémentaire, le principal problème d'« éva- 
luation asymptotique » qui se pose aux mathématiciens dés la fin du 
xviie siècle est le calcul, exact ou approché, de sommes de la forme 

n 

iC,/(k),  lorsque n est très grand; un tel calcul est en effet nécessaire 

aussi bien pour l'interpolation ct l'évaluation numérique de la somme 
d'une série, que dans le Calcul des probabilités, où les « fonctions de 

grands nombres » telles que n !  ou jouent un rôle prépondérant. 
n 

?- DéjA Newton, pour obtenir des valeurs approchées de y - 
= l  a + k  

lorsque n est grand, indique une méthode qui revient (sur ce cas 
particulier) à calculer les premiers termes de la formule d'Euler- 
Maclaurin ([262], t. II, p. 309-310). Vers la fin du siècle, Jakob 
Bernoulli, au cours de recherches sur le Calcul des probabilités, se 

n 

propose de déterminer les sommes S,(n) = 2 pi, polynômes en n * 
p= 1 

Ce sont les primitives des « polynômes de Bernoulli » B,(x). 



dont il découvre la loi générale de formation (sans en donner de 
démonstration), introduisant ainsi pour la première fois, dans l'expres- 
sion des coefficients de ces polynômes, les nombres qui portent son 
nom, et la relation de récurrence qui permet de les calculer ([19 b], 
p. 97). En 1730, Stirling obtient un développement asymptotique 

pour 2 log (x  + ka), n croissant indefiniment, avec un procédé de 

calcul des coefficients par récurrence. 

De 1730 à 1745 se placent les travaux décisifs d'Euler sur les séries 

r et les questions qui s'y rattachent. Posant S(n) = u f(k), il applique 
k= 1 

à la fonction S(n) la formule de Taylor, ce qui lui donne 

equation qu'il « inverse » par la methode des coefficients indéter- 
minés, en cherchant une solution de la forme 

il obtient ainsi de proche en proche 

sans pouvoir tout d'abord déterminer la loi de formation des coeffi- 
cients ([IO8 a], ( l ) ,  t. XIV, p. 42-72 et 108-123). Mais vers 1735, par 
analogie avec la décomposition d'un polynome en facteurs du pre- 
mier degré. il n'hésite pas à écrire la formule 

S 

sin a X-a - x - a  2x+a 

et en égalant les coefficients des d6veloppements des deux membres 

X 
cn série entière, il obtient en particulier (pour a = -) les célèbres 2 



" 1 
expressions des séries g, àî'aide des puissances de x * (foc. ci?., 

p. 73-86). Quelques années plus tard, il s'aperçoit enfin que les coeffi- 
cients de ces puissances de x sont donnes par les mêmes équations 
que ceux de sa formule sommatoire, et reconnaît leur lien avec les 
nombres introduits par Bernoulli, et avec les coefficients du dévelop 
pement en série de z/(ez - 1) (foc. cit., p. 407-462). 

Indépendamment d'Euler, Maclaurin était arrivé vers la même 
époque à la même formule sommatoire, par une voie un peu moins 
hasardeuse, voisine ce celle suivie aujourd'hui : il itère en effet la 
formule « taylorienne » qui exprime f(x) à l'aide des différences 
f czk+l)(x + 1) - f ( 2 k + l ) ( ~ ) ,  formule qu'il obtient en « inversant » les 
développements de Taylor de ces difErences par la mkthode des 
coefficients indéterminés ( [2/4] ,  t. JI, p. 672-675); i l  n'aperçoit 
d'ailleurs pas la loi de formation des coefficients, découverte par Euler. 

Mais Maclaurin, comme Euler et tous les mathbmaticiens de 
son temps, présente toutes ses formules comme des développements 
en série, dont la convergence n'est même pas étudiée. Ce n'est pas 
que la notion de série convergente fQt totalement négligée à cette 
époque : on savait depuis Jakob Bernoulli que la série harmonique 
est divergente, et Euler avait lui-même précisé ce résultat en évaluant 
la somme des n premiers termes de cette série à l'aide de sa formule 
sommatoire ([IO8 a], ( l ) ,  t. XIV, p. 87-100 et 108-123); c'est aussi 
Euler qui remarque que le rapport de deux nombres de Bernoulli 
consécutifs croît indéfiniment, et par suite qu'une série entière ayant 
ces nombres pour coefficients ne peut converger (loc. cit., p. 357) **. 
Mais la tendance au calcul formel est la plus forte, et l'extraordinaire 
intuition d'Euler lui-même ne l'empêche pas de tomber parfois dans 

En 1743, Euler, pour répondre à diverses critiques de ses contemporains, 
donne une dérivation un peu plus plausible des a dtveloppements eultriens » 
des fonctions trigonométriques ; par exemple. le developpement en produit 

1 
infini de sin x est tire de l'expression sin x = d e i a  - e-'3, et du fait 

\ .- 
** Comme la série que considkre ~uler 'en cet endroit est introduite en vue 
du calcul numérique, il n'en prend que la somme des termes qui vont en dtcrois- 
sant, et à partir de l'indice où les termes commencent à croître, il les remplace 
par un reste dont il n'indique pas I'origine (le reste de la formule d'Euler- 
Maclaurin sous sa forme générale n'apparaît pas avant Cauchy). 
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l'absurde, lonqu'il écrit par exemple O = 2: x L  (lm. c l . ,  p. 362) *. 
n=--a 

Nous avons dit ailleurs (voir p. 192) comment les mathématiciens 
du début du X I X ~  siècle, lassés de wformalisme sans frein et sam 
fondement, ramenèrent l'Analyse dans les voies de la rigueur. Une 
fois la notion de série convergente précisée, apparut la nécessité de 
critères simplrs permettant de démontrer la convergence des intégrales 
et des séries par comparaison avec des intégrales ou séries connues ; 
Cauchy donne un certain nombre de ces critères dans son Analyse 
algébrique ([56 a], (2), t. III), tandis qu'Abel, dans un mémoire pos- 
thume ([Il, t. II, p. 197-205), ,obtient les critères logarithmiques de 
convergence. Cauchy, d'autre part ([56 a], (1), t. VIII, p. 18-25), 
élucide le paradoxe des séries telles que la série de Stirling, obtenues 
par application de la formule d'Euler-Maclaurin (et souvent appe- 
lées « séries semi-convergentes ») : il montre que si (en raison de la 
remarque d'Euler sur les nombres de Bernoulli) le terme général 
u,(n) d'une telle série, pour une valeur $xe de n, croît indéfiniment 
avec k, il n'en reste pas moins que, pour une valeur fixe de k, la somme 

k 

V partielle s,(n) = .u u,(n) donne un développement asymptotique 
h = l  

(pour n tendant vers + a) de la fonction « représentée >) par la série, 
d'autant plus précis que k est plus grand. 

Dans la plupart des calculs de l'Analyse classique, il est possible 
d'obtenir une loi générale de formation des développements asympto- 
tiques d'une fonction, ayant un nombre de termes arbitraireme~~t 
grand ; ce fait a contribué à créer une confusion durable (tout au moins 
dans le langage) entre séries et développements asymptotiques ; si 
bien que H. Poincaré, lorsqu'il prend la peine, en 1886 ([251 a], t. 1, 
p. 290-296), de codifier les règles élémentaires des développements 
asymptotiques (suivant les puissances entières de l / x  au voisinage 
de + a), emploie encore le vocabulaire de la théorie des séries. Ce 
n'est guère qu'avec l'apparition des développements asymptotiques 
provenant de la théorie analytique des nombres que s'est enfin opérée 
la distinction nette entre la notion de développement asymptotique 
et celle de série, en raison du fait que, dans la plupart des problémcs 

* Il est piquant que cette formule suive, B une page de distance, un passage 
ou Euler met en garde contre l'usage inconsidéré des séries divergentes ! 



quc traite ccttc tliCoric, on nc pcut obtenir explicitement qu'un très 
petit iionibrc dc termes (le plus souvent u n  seul) du développement 
cherché. 

Ces problèmes ont aussi familiarisé les mathématiciens avec 
I'usagi: d'échelles de comparaison autres que celle des puissances de 
la variable (réelle ou entière). Cette extension remonte surtout aux 
travaux de P. du Bois-Reymond [94 a et b] qui, le premier, aborda 
systématiquement les problèmes de comparaison des fonctions au 
voisinage d'un point, et, dans des travaux très originaux,reconnut le 
caractère (< non archimédien » des échelles de comparaison, en même 
temps qu'il étudiait de façon générale l'intégration et la dérivation 
des relations de comparaison, et en tirait une foule de conséquences 
intéressantes [94 b]. Ses démonstrations manquent toutefois de clarté 
et de rigueur, et c'est à G .  H. Hardy [147] que revient la présentation 
correcte des résultats de du Bois-Reymond : sa contribution principale 
a consisté à reconnaître et démontrer l'existence d'un ensemble de 
« fonctions élémentaires », les fonctions (H), où les opérations usuelles 
de l'Analyse (notarnmcnt la déri vat ion) sont applicables aux relations 
de comparaison. 



LA FONCTION G A M M A  

L'idée d' « interpoler » une suite (un) par les valeurs d'une intégrale 
dépendant d'un paramètre réel A et égale à u, pour A = n, remonte à 
Wallis (cf. p. 233-234). C'est cette idée qui guide principalement Euler 
lorsque, en l73O-([lO8 a], ( I ) ,  t .  XIV, p. 1-24), il se propose d'interpoler 
la suite des factorielles. 11 commence par remarquer que n ! est égal 

au produit infini que ce produit est défini 

pour toute valeur de n (entière ou non), et qu'en particulier, pour 

1 1 
n = - il prend la valeur - 4; d'après la formule de Wallis. L'analo- 

2 2 

gie de ce résultat avec ceux de Wallis le conduit alors à reprendre 

r 1 
L'intégrale JO xe(l - x)"dx (n entier, e quelconque), déjà considkrke 

, n !  
par ce dernier. Euler en obtient la valeur 

( e + l ) ( e + 2 ) . . . ( e + n )  

par le dkveloppement du binôme ; un changement de variables lui 
montre alors que n ! est la limite, pour z tendant vers O, de l'intégrale 

l1 (F)n dx, d'où la « seconde intégrale eulérienne » 

n ! -1' (log :).dr; par IR meme rnlthode, et l'usage de In formule de 

Wallis, il obtient la formule \iq dx = ! 4;. Dans ses tra- 
a/ O 2 



vaux ultérieurs, Euler revient fréquemment à ces intégrales; i l  
découvre ainsi la relation des compléments ([/O8 a], (l), t. XV, p. 82 et 
t. XVII, p. 342), la formule B (p, q) = F(p)F(q)/T(p + q)([108a], (l), 
t. XVII, p. 355), et le cas particulier de la formule de Legendre-Gauss 
correspondant à x = 1 ([/O8 a], (1) '  t. XIX, p. 483); le tout bien 
entendu sans s'inquiéter de questions de convergence. 

Gauss poursuit l'étude de la fonction I' à l'occasion de ses 
recherches sur la fonction hypergéométrique, dont la fonction I' est 
un cas limite ([124 a], t. I I I ,  p. 125-162); c'est au cours de ces recher- 
ches qu'il obtient la formule générale de multiplication (déjà remar- 
quCe par Legendre peu auparavant pour p = 2). Les travaux ulté- 
rieurs sur l? ont surtout porté sur le prolongement de cette fonction 
au domaine complexe. Ce n'est que récemment que l'on s'est aperçu 
que la propriété de convexité logarithmique caractérisait r ( x )  (dans 
le domaine del) à un facteur près parmi toutes les solutions de l'équa- 
tion fonctionnelle f'(x + 1 )  = xf(x) (1261, p. 149-164); et Artin a 
montré [7 dl comment on peut rattacher simplement tous les résul- 
tats classiques sur F(x) à cette propriété. 



ESPACES F O N C T I O N N E L S  

On sait que la notion de fonction arbitraire ne se dégagea guère avant 
le début du xixe siècle. A plus forte raison l'idée d'étudier de façon 
générale des ensembles de fonctions, et de les munir d'une structure 
topologique, n'apparaît pas avant Riemann (voir p. 177) et ne com- 
mence à être mise en œuvre que vers la fin du xrxe siècle. 

Toutefois, la notion de convergence d'une suite de fonctions numé- 
riques était utilisée de façon plus ou moins consciente depuis les 
débuts du Calcul infinitésimal. Mais i l  ne s'agissait que de conver- 
gence simple et il ne pouvail en êtrc a~itrcineiit avant que les notions 
de série convergente ct de ronctioii coiitinuc n'eussent cté définies 
de façon précise par Bolzano et Cauchy. Ce dernier n'aperçut pas au  
premier abord la distinction entre coiivcrgeiicc simple et convcr- 
gence uniforme, et crut pouvoir déiiiontrcr que toute série conver- 
gente de fonctions continues a pour somme une fonction continue 
([56 a], (2), vol. 111, p. 120). L'erreur fut presque aussitôt décelée 
par Abel, qui prouva en même tcmps que toute série entière est coiiti- 
nue à l'intérieur de son intervalle de convergencc, par le raisonnc- 
ment devenu classique qui utilise essentiellement, dans ce cas parti- 
culier, l'idée de la convergence uniforme ( [ I l ,  t. 1, p. 223-224). Il ne 
restait plus qu'à dégager cette dernière de façon générale, ce qui fut 
fait indépendamment par Stokes et Seidel en 1847-1848, et par 
Cauchy lui-même en 1853 ([56 a], ( l ) ,  vol. XII, p. 30) *. 

Sous l'influence de Weierstrass et de Riemann, l'étude systéma- 
tique de la notion de convergence uniforme et des questions connexes 

* Dans un travail daté de 1841. mais publié seulement en 1894 ([329 a], t .  1, 
p. 67-74), Weierstrass utilise avec une parfaite netteté la notion de convergencc 
uniforme (a laquelle il  donne ce nom pour la première fois) pour Ics séries de 
puissances d'une ou plusieurs variables complexes. 



est développée dans le dernier tiers du xixe siècle par l'école alle- 
mande (Hankel, du Bois-Reymond) et surtout l'école italienne : 
Dini et Arzelà précisent les conditions nécessaires pour que la limite 
d'une suite de fonctions continues soit continue, tandis qu'Ascoli 
introduit la notion fondamentale d'équicontinuité et démontre le 
thtorème caractérisant les ensembles compacts de fonctions conti- 
nues [IO] (théorème popularisé plus tard par Montel dans sa théorie 
des « familles normales », qui ne sont autres que des ensembles relati- 
vement compacts de fonctions analytiques). 

Weierstrass lui-même découvrit d'autre part ([329 a], t. III, p. 1- 
37) la possibilité d'approcher uniformément par des polynômes une 
fonction numérique continue d'une ou plusieurs variables réelles 
dans un ensemble borné, résultat qui suscita aussitôt un vif intérêt, 
et conduisit à de nombreuses études « quantitatives » qui restent en 
dehors du point de vue où nous nous plaçons ici. , 

La contribution moderne à ces questions a surtout consisté A leur 
donner toute la portée dont elles sont susceptibles, en les abordant 
pour des fonctions dont l'ensemble de définition et l'ensemble des 
valeurs ne sont plus restreintes à R ou aux espaces de dimension finie, 
et en les plaçant ainsi dans leur cadre naturel, à l'aide des concepts 
topologiques généraux. En particulier, le théorème de Weierstrass, 
qui déjà s'était révélé un outil de premier ordre en Analyse classique, 
a pu, dans ces dernières années, être étendu à des cas beaucoup plus 
généraux par M. H. Stone : développant une idée introduite par 
H. Lebesgue (dans une démonstration du théorème de Weierstrass), 
il a mis en lumière le rôle important joué dans l'approximation des 
fonctions continues numériques par les ensembles réticulés (approxi- 
mation par des « polynômes latticiels »), et a montré d'autre part 
comment le théoréme de Weierstrass généralisé entraîne aussitôt 
toute une série de théorèmes d'approximation analogues, qui se 
groupent ainsi de façon beaucoup plus cohérente [301 cl. 



ESPACES VECTORIELS T O P O L O G I Q U E S  

La théorie générale des espaces vectoriels topologiques a été fondée 
dans la période qui va de 1920 à 1930 environ. Mais elle avait été pré- 
parée de longue date par l'étude de nombreux problèmes d'Analyse 
fonctionnelle ; et on ne peut retracer son histoire sans indiquer, au 
moins de façon sommaire, comment l'étude de ces problèmes amena 
peu à peu les mathématiciens (surtout à partir du début du xxe siècle) 
à prendre conscience de la parenté entre les questions considérées, 
-et de la possibilité de les formuler de façon beaucoup plus générale 
et de leur appliquer des procédés de solution uniformes. 

On peut dire que les analogies entre Algèbre et Analyse, et l'idée 
de considdrer des équations fonctionnelles (c'est-à-dire où l'inconnue 
est une fonction) comme des « cas limites » d'équations algébriques, 
remontent aux débuts du Calcul infinitésimal, qui en un certain sens 
répond à ce besoin de généralisation « du fini à l'infini ». Mais l'an- 
cêtre algébrique direct du Calcul infinitCsima1 est le calcul des diffé- 
rences finies (cf. p. 231 -238), et non la résolution des systèmes linéaires 
généraux ; et ce n'est pas avant le milieu du xvme siécle que se mani- 
festent les premières analogies entre cette dernière et des problèmes 
de Calcul différentiel, à propos de l'équation des cordes vibrantes. 
Nous n'entrerons pas ici dans le détail de l'histoire de ce problème ; 
mais il nous faut relever l'apparition de deux idées fondamentales, 
qui se retrouveront constamment par la suite, et qui toutes deux 
paraissent dues à D. Bernoulli. La premitire consiste à considérer 
l'oscillation de la corde comme « cas limite » de l'oscillation d'un 
système de n masses ponctuelles, lorsque n augmente indéfiniment ; 
on sait que, pour n fini, ce problème devait un peu plus tard donner 
le premier exemple de recherche de valeurs propres d'une transfor- 
lation linéaire (cf. p. 114) ; à ces nombres correspondent, dans le 
((passage à la limite » envisagi, les fréquences des (i oscillations 



propres » de la corde, observées expérimentalement de longue date, 
et dont l'existence théorique avait été établie (notamment par Taylor) 
au début du siècle. Cette analogie formelle, bien qu'assez rarement 
mentionnée par la suite ([302 b], p. 390), ne parait jamais avoir été 
perdue de vue au cours du xxxe siècle ; mais, comme nous le verrons 
plus loin, elle n'acquerra toute son importance que vers 1890-1900. 

L'autre idée de D. Bernoulli (peut-être inspirée par les faits expéri- 
mentaux) est le « principe de superposition », d'après lequel I'oscilla- 
tion la plus générale de la corde doit pouvoir se « décomposer » en 
superposition d' « oscillations propres H, ce qui, mathématiquement 
parlant, signifie que la solution générale de l'équation aux cordes 

C vibrantes doit pouvoir se développer en série dcncpn(x, t), où les 
n 

cpn(x, t) représentent les oscillations propres. On sait que ce principe 
devait d6clencher une longue querelle sur la possibilité de dévelop- 
per une fonction « arbitraire » en série trigonométrique, querelle qui 
ne fut tranchée que par les travaux de Fourier et de Dirichlet dans le 
premier tiers du xlxe siècle. Mais avant même que ce résultat ne fût 
atteint, on avait rencontré d'autres exemples de développements en 
séries de fonctions « orthogonales » * : fonctions sphériques et poly- 
nômes de Legendre, ainsi que divers systèmes de la forme (eixn*),  

où les A, ne sont plus multiples d'un même nombre, et qui avaient 
été introduits dès le X V I I I ~  siècle dans des problèmes d'oscillation, ainsi 
que par Fourier et Poisson au cours de leurs recherches sur la théorie 
de la chaleur. Vers 1830, tous les phénomènes observés dans ces divers 
cas particuliers sont systématisés, par Sturm [302 a et b] et Liouville 
[204 a et b] en une théorie générale des oscillations, pour les fonctions 
d'une variable : ils considèrent l'équation différentielle 

avec les conditions aux limites 

et démontrent les résultats fondamentaux suivants : 
1) le problème n'a de solution # O que lorsque h prend l'une des 

valeurs d'une suite (A,) de nombres > 0, tendalit vers + oo ; 
2) pour chaque A,, les solutions sont multiples d'une même fonc- 

Ce terme n'apparaît toutefois pas avant les travaux de Hilbert. 
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tion un, qu'on peut supposer « normée » par'la condition 

P b  

3) toute fonction5 deux fois diffdrentiable dans (a, 6)' et satisfai- 
sant aux conditions aux limites (21, est développable en série uni- 

\- 
b 

formément convergente f ( x )  = c,u~(A~), où c,, = pfv,,dx ; 

V 4) on a l'égalité pf%ir - r cN (déjà démontrte par Parseval 

en 1799 - de façon purement formelle, d'ailleurs - pour le système 
des fonctions trigonométriques, et d'où découle aussitôt 1' « inégalité de 
Bessel » énoncée par ce dernier (toujours pour les séries trigono- 
métriques) en 1828). 

Un demi-siècle plus tard, ces propriétés sont complétées par les 
travaux de Gram [133] qui, poursuivant des recherches de Tchebychef, 
met  en lumière la relation entre les développements en séries de'fonc- 
tions orthogonales et le problème de la « meilleure approximation 
quadratique » (issu directement de la « méthode des moindres carrés >) 

de Gmss, dans la théorie des erreurs) : ce dernier consiste, étant don- 
née une suite finie de fonctions ('$,)L Gi+,, à trouver, pour une 

\ ' fonction f, la combinaison linéaire 4 ni+, pour laquelle l'intégrale 
1 

\- lbp (f- y a&)gd.~ atteint son minimum. II ne s'agit là en principe 

que d'un problème d'algèbre linéaire banal, mais Gram le résout d'une 
façon originale, en appliquant aux qi le processus d'« ortlionormali- 
sation » généralement connu sous le tiom d'Erhard Schmidt. Passant 
ensuite au cas d'un système orthonormal infini (y,), il se pose la ques- 
tion de savoir quand 13 « meilleure approximation quadratique » IL, 
d'une fonction f par les combinaisons linéaires des tr premières fonc- 
tions de la suite, tend vers O lorsque n augmente indéfiniment * ; 

* 11 est à noter qiie. dans toute cette btude, Gram na se limite pas A la con- 
sidéfation des fonction continues, mais jiisiste sur l'importance de la condition 



il est ainsi amené à définir la notion de système orthonormal complet, 
et reconnaît que cette propriété équivaut à la non-existence de fonc- 
tions # O orthogonales à toutes les 3,. Il cherche même à élucider 
le concept de ((convergence en moyen:ie quadratique », mais, avant 
l'introduction des notions fondamentales de la théorie de la mesure. 
il ne pouvait guère obtenir dans cette direction que des résiiltats très 
particuliers. 

Dans la seconde moitié du xixe siècle, l'effort principal des ana- 
lystes se porte plutôt vers l'extension de la théorie de Sturm-Liouville 
aux fonctions de plusieurs variables, à quoi conduisait notamment 
l'étude des équations aux dérivies partielles de type elliptique de la 
Physique mathématique, et des problèmes aux limites qui leur sont 
naturellement associés. L'intérêt se concentre principalement sur 
I'éq~iation des « membranes vibrantes )) 

oii l'on cherche dans un domaine G assez régulier les solutions qui 
s'annulent au contour ; et ce n'est que peu ri peu que furent surmontées 
les difficultés analytiques considérables présentées par ce problème, 
auquel on ne pouvait songer à appliquer les méthodes qui avaient 
réussi pour les fonctions d'une seule variable. Rappelons les prin- 
cipales étapes vers la solution : I'ititroduction de la « fonction de 
Green » de G,  dont l'existence est démontrée par Schwarz ; la démons- 
tration, due aussi à Schwarz, de I'existence de la plus petite valeur 
propre; enfin, en 1894, dans un mémoire célèbre ([25I a], t. IX, 
p. 123-196), H. Poincaré parvient à démontrer l'existence et les pro- 
priétés essentielles de toutes les valeurs propres, en considérant, pour 
un « second membre » f donné, la solution u, de l'équation LA(u) = f  
qui s'annule au contour, et en prouvant, par une habile généralisa- 
tion de la méthode de Schwarz, que ~ r ,  est fonction méromorphe de 
la variable complexe A, n'ayant que des pôles simples réels A,, qui 
sont justemcnt les valeurs propres cherchées. 

Ces reclierches se relient étroitement aux débuts de la thkorie des 
équations intégrales linéaires, qui devait sans doute co2tribuer le 
plus 2 l'avènement des idées modernes. Nous nous bornerons ici à 
donner quelques bikves indications sur le développement dk cette 
th2orie. Ce type d'équations fonctionnelles, apparu d'abord sporadi- 
quement dans la premitre moitié du xixe siècle (Abel, Liouville), 
avait acquis de l'importance depuis que Beer et C.  Neumann avaient 
ramené la solution du « problème de Dirichlet » pour un domaine 
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assez régulier G,  à la résolution d'une « équation intégrale de 
deuxième espèce 

(4) 

pour la fonction inconnue u ; équation que C. Neumann était par- 
venu à résoudre au moyen d'un procédé d' « approximations succes- 
sives » en 1877. Mû sans doute autant par les analogies zlgébriques 
déjà mentionnées que par les résultats qu'il venait d'obtenir sur 
1'Cquation des membranes vibrantes, H. Poincaré, en 1896 ([251 a], 
t. IX, p. 202-272)' a l'idée d'introduire un paramètre variable 'r, 
devant l'intégrale dans l'équation précédente, et affirme que, comme 
pour l'équation des membranes vibrantes, la solution est alors fono 
tion méromorphe de h ; mais il ne parvint pas à démontrer ce résul- 
tat, qui ne fut établi (pour un « noyau » K continu et un intervalle 
(a, b )  fini) que par 1. Fredholm quatre ans plus tard f116]. Ce dernier, 
plus consciemment peut-être encore que ses prédécesseurs, se laisse 
complètement guider par l'analogie de (4) avec le système linéaire 

pour obtenir la solution de (4) comme quotient de deux expressions 
formées sur le modèle des déterminants qui interviennent dans les 
formules de Cramer. Ce n'était d'ailleurs pas là une idée nouvelle : 
dès le début du xixe siècle, la méthode des « coefficients indétermi- 
nés » (consistant à obtenir une fonction inconnue supposée dévelop- 

pable en série cris, où les y, sont des fonctions connues, en cal- 

culant les coefficients c,) avait conduit à des « systèmes linéaires à une 
infinité d'inconnues N 

Fourier, qui rencontre un tel système, le « résout » encore comme 
un mathématicien du xwrre siècle : il supprime tous les termes ayant 
un indice i ou j supérieur a n, résout explicitement le système fini 
obtenu, par les formules de Cramer, puis « passe à la limite » en fai- 
sant tendre n vers + co dans la solution ! Lorsque plus tard on ne se 
contenta plus de pareils tours de passe-passe, c'est encore par la théo- 
rie des déterminants qu'on chercha d'abord à attaquer le problème ; 



à partir de 1886 (à la suite de travaux de Hill), H. Poincaré, puis 
H. von Koch, avaient édifié une théorie des « déterminants infinis )) 
qui permet de résoudre certains types de systèmes (6) suivant le 
modèle classique ; et si ces résultats n'étaient pas directement appli- 
cables au problème visé par Fredholm, du moins est-il certain que 
la thCorie de von Koch, en particulier, lui servit de modèle pour la 
formation de ses « déterminants )). 

C'est à ce moment que Hilbert entre en scène et donne une impul- 
sion nouvelle à la théorie 1/63 b]. Il commence par compléter les 
travaux de Fredholm en réalisant effectivement le passage à la limite 
qui conduit de la solution de (5) à celle de (4) ; mais il y ajoute aussi- 
tôt le passage à la limite correspondant pour la théorie des formes 
quadratiques réelles, à quoi conduisaient naturellement les types 
d'équations intégrales à noyau symétrique (c'est-à-dire telles que 
K(y,x) = K(x,y)), de beaucoup les plus fréquentes en Physique 
mathématique. II parvient ainsi à la formule fondamentale qui géné- 
ralise directement la réduction d'une forme quadratique à ses axes 

les A, étant les valeurs propres (nécessairement réelles) du noyau K, 
les q,, formant le système orthonormal des fonctions propres corres- 
pondantes, et le second membre de la fornule (7) étant une sirie 

convergente pour x2(s)h- < 1. II montre aussi comment toute 

fonction « représentable » sous la forme f (x)  = 

m 

admet le « développement » <p,(y)j'(j)&, et, poursui- 
n= 1 

vant l'analogie avec la théorie classique des formes quadratiques, il 
indique un procédé de détermination des A, par une méthode varia- 
tionnelle, qui n'est autre que l'extension des propriétés extrémales 
bien connues des axes d'une quadrique ([163 b], p. 1-38). 

Ces premiers résultats de Hilbert furent presque aussitôt repris par 
E. Schmidt, sous une forme plus simple et plus générale, évitant 
l'introduction des « déterminants de Fredholm » ainsi que le passage 
du fini à l'infini, et déjà très proche d'un exposé abstrait, les pro- 
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priétés fondamentales de linéarité et de positivité de l'intégrale étant 
visiblement seules utilisées dans les démonstrations [274 a]. Mais déjà 
Hilbert était parvenu à des conceptions bien plus générales encore. 
Tous les travaux précédents faisaient ressortir l'importance des 
fonctions de carré intégrable, et la formule de Parseval établissait 

un lien étroit entre ces fonctions et les suites (en) telles que 2: c; < +m. 

C'est sans doute cette idée qui guide Hilbert dans ses mémoires de 
1906 ([163 b], chap. XI-XIII) ou, reprenant la vieille méthode des 
« coefficients indéterminés », il montre que la résolution de l'équa- 
tion intégrale (4) est équivalente au système d'une infinité d'équations 
linéaires 

pour les « coefficients de Fourier » x, =j:b u(t)o,(t)dt de la fonction 

- - - - - -  

inconnue u par rapport à un système orthonormal complet donné 

En outre, les seules solutions de (8) à considérer de ce point de vue 

V sont celles pour lesquelles xn < + CO ; aussi est-ce à ce type de 

solution que se limite systématiquement Hilbert ; mais il élargit par 
contre les conditions imposées à la « matrice infinie » (k,,) (qui, dans 

Y (8), est telle que A k:, < 4- CO). Dès ce moment, il est clair .que 
P.4 

1' «espace de Hilbert » des suites x -= (x,) de nombres réels telles 

V xi < + CO, bien que non explicitement introduit, est sous- que 

jacent à toute la thborie, et apparaît comme un passage à la limite f i  

à partir de l'espace euclidien de dimension finie. De plus, ce qui est 
particulitrement important pour les développements ultérieurs, 



Hilbert est amené A introduire dans cet espace, non pas seulement 
une, mais deux notions distinctes de convergence (correspondant à 
ce que l'on a appelé depuis la topologie faible et la topologie forte *), 
ainsi qu'un « principe de choix » qui n'est autre que la propriété de 
compacité faible de la boule unité. La nouvelle algèbre linéaire qu'il 
développe à propos de la résolution des systèmes (8) repose tout 
entière sur ces notions topologiques : applications linéaires, formes 
linéaires et formes bilinéaires (associées aux applications linéaires) 
sont classées et étudiées suivant leurs propriétés de « continuité » **. 
En particulier, Hilbert découvre que le succès de la méthode de 
Fredholm repose sur la notion de ((complète continuité », qu'il 
dégage en la formulant pour les formes bilinéaires *** et étudie de 
façon approfondie ; nous ne pouvons ici donner plus de détails. sur 
cette importante notion, ni sur les admirables et profonds travaux ou 
Hilbert inaugure la théorie spectrale des formes bilinéaires symétriques 
(bornées ou non). 

Le langage de Hilbert reste encore classique, et, tout au long des 
« Grundzüge N, il ne cesse d'avoir en vue les applications de la théorie, 
dont il développe de nombreux exemples (occupant à peu près la 
moitié du voluine). La génération suivante va déjà adopter un point 
de vue beaucoup plus abstrait. Sous l'influence dcs idées de Fréchet 
et de F. Riesz sur la topologic géiiérale.(voir p. 179), E. Schmidt 
[274 b] et Fréchet lui-même introduisent délibérément, en 1907-1908, 
le langage de la géométrie euclidienne dans 1'« espace de Hilbert N 
(réel ou complexe) ; c'est dans ces travaux qu'on trouve la première 
mention de la norme (avec la notation actuelle Ijx II), l'inégalité du 
triangle qu'elle vérifie, le fait que l'espace dc Hilbert est « séparable » 
et complet ; en outre, E. Schmidt démontre l'existence de la projec- 
tion orthogonale sur une variété linéaire fermée, ce qui lui permet de 

* Le Calcul des variations avait déjà conduit de façoii naturelle à envisager 
des notions de convergence différentes sur un même ensemble de fonctions 
(suivant que Von exigeait seulement la convergence uniforme des fonctions, ou 
la convergence uniforme des fonctions et d'un certain nombre de leurs dérivées) ; 
mais les modes de convergence définis par Hilbert étaient d'un type tout à fait 
nouveau a cette époque. 
** Il faut noter que, jusque vers 1935, par fonction «continue » on entend 
pratiquement toujours une application transformant toute suite convergente 
en une suite convergente. 
*** Pour Hilbert, une forme bilinéaire B(x,y) est complètement continue si, 
lorsque les suites (x,), (y,) tendent faiblement vers x et y respectivement, B(x,,, y,) 
tend vers B(x, y). 
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d o ~ e r  une forme plus simple et plus gknérale à la théorie des sys- 
tèmes linéaires de Hilbert. En 1907 aussi, Fréchet et F. Riesz remar- 
quent que l'espace des fonctions de carré sommable a une « géomé- 
trie » tout à fait analogue ; analogie qui s'explique parfaitement 
lorsque, quelque mois plus tard, F. Riesz et E. Fischer démontrent 
que cet espace est complet et'isomorphe à 1' (( espace de Hilbert », 
mettant en même temps en évidence de façon éclatante la valeur de 
l'outil nouvellement créé par Lebesgue. Dès ce moment les points 
essentiels de la théorie des espaces hilbertiens peuvent être considkrés 
comme acquis ; parmi les progrès plus récents, il faut notamment 
mentionner la présentation axiomatique de la théorie donnée vers 
1930 par M. H. Stone et J. von Neumann, ainsi que l'abandon des 
restrictions de « séparabilité », qui s'effectue aux environs de 1934, 
dans les travaux de Reilich, Lowig, et F. Riesz 1260 g]. 

Cependant d'autres courants d'idées venaient, dans les premières 
années du xxe siècle, renforcer la tendance qui menait à la théorie 
des espaces normés. L'idée générale de fonctionnelle (c'est-à-dire 
une fonction à valeurs numériques définie dans un ensemble dont les 

- déments sont eux-mêmes des fonctions numériques d'une ou de plu- 
sieurs variables réelles) s'était dégagée dans les dernières décades 
du x~xe siècle, en liaison avec le calcul des variations, d'une part, 
la théorie des équations intégrales de l'autre. Mais si c'est principale- 
ment à l'école italienne, autour de Pincherle et surtout de Volterra, 
que l'on doit d'avoir mis en lumière cette notion, ainsi que l'idée plus 
générale d' « opérateur D, les travaux de cette école restaient souvent 
de nature passablement formelle et attachés à des problèmes de type 
particulier, faute d'une analyse assez poussée des concepts topolo- 
giques sous-jacents. En 1903. Hadamard inaugure la théorie moderne 
de la dualité « topologique », en cherchant les « fonctionnelIes » 
linéaires continues les plus générales sur l'espace C(1) des fonctions 
continues numériques dans un intervalle compact 1 (espace muni de 
la topologie de la convergence uniforme), et en les caractérisant 

comme limites de suites d'intégrales x - J I  k.(t)x(t)d*. En 1907, 

Fréchet et F. Riesz montrent de même que, sur l'espace de Hilbert, 
les formes linéaires continues sont les formes a bornées )) introduites 
par Hilbert ; puis, en 1909, F. Riesz met sous une forme définitive 
le théorème de Hadamard, en exprimant toute fonctionnelle linéaire 
continue sur C(I) par une intégrale de Stieltjes, theorème qui devait 



plus tard servir de point de départ à la théorie moderne de 1'Inté- 
gration (voir p. 285). 

L'année suivante, c'est encore F. Riesz [260 cl qui fait faire de 
nouveaux qt importants progrès à la théorie par l'introduction et 
l'étude (calquée sur la théorie de l'espace de Hilbert) des espaces 
Lp(1) des fonctions de puissance p-ème sommable dans un intervalle 1 
(pour un exposant p tel que 1< p < + a), étude qu'il fait suivre 
trois ans plus tard [260 el d'un travail analogue sur les espaces de 
suites LP(N) ; ces recherches, comme nous le verrons plus loin, 
devaient grandement contribuer à éclaircir les idées sur la dualité, 
du fait que Son rencontrait ici pour la première fois deux espaces 
en dualité et non naturellement isomorphes *. 

Dès ce moment, F. Riesz pensait à une étude axiomatique englo- 
bant tous ces résultats ([260 cl, p. 452); et il semble que seul un scru- 
pule d'analyste soucieux de ne pas trop s'éloigner des mathématiques 
classiques l'ait retenu d'écrire sous cette forme son célèbre mémoire 
de 1918 sur la théorie de Fredholm [260 f]. II y considère en principe 
l'espace S( I )  des fonctions continues dans un intervalle compact ; 
mais, après avoir défini la norme de cet espace, et avoir remarqué 
que ê(I), muni de cette norme, est complet, il n'utilise plus jamais, 
dans ses raisonnements, autre chose que les axiomes des espaces 
normés complets **. Sans entrer ici dans l'examen détaillé de ce 
travail, mentionnons que c'est là que se trouve pour la première fois 
définie de façon générale la notion d'application linéaire complète- 
ment continue (par la propriété de transformer un voisinage en un 
ensemble relativement compact) *** ; et, par un chef-d'œuvre d'analyse 

* Bien que la dualité entre L1 et Lm soit implicite dans la plupart des travaux 
de cette époque sur l'integrale de Lebesgue, c'est seulement en 1918 que H. Stein- 
haus démontra que toute forme linéaire continue sur L1(I) (1 intervalle fini) 

est de la forme X H  f(r)x(t)dt. où f E LX(I). I 
* 1 

** F. Riesz remarque d'ailleurs explicitement que l'application de ses théo- 
rèmes aux fonctions continues n'est la que comme (( pierre de touche )) de con- 
ceptions beaucoup plus générales ([260 f], p. 71). 
*** Dans ses travaux sur les espaces L', F. Riesz avait défini les applications 
complttement continues comme étant celles qui transforment toute suite hible- 
ment convergente en suite fortement convergente ; ce qui (compte tenu de la 
compacité faible de la boule unit6 dans les LP pour 1 <p< + a) est équiva- 
lent, dans ce cas, a la définition précédente ; en outre, F. Riesz avait indiqué que, 
pour l'espace L2, sa définition était équivalente à celle de Hilbert (en la traduisant 
du langage des applications linéaires dans celui des formes bilinéaires ([260 cl, 
p. 487)). 
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axioinaliquc, toutc la théoric de Fredholm (sous son aspect qualitatif) 
est ramrnée à un seul thtorème fondamental, savoir que tout espacc 
normé localement compact est de dimension finie. 

La définition générale des espaces normés fut donnée en 1920-1922 
par S. Banach, H. Hahn et E. Helly (ce dernier ne considérant que 
des espaces de suites de nombres réels ou complexes). Dans les 
dix années qui suivent, la théorie de ces espaces se développe princi- 
palement autoiir de deux questions d'une importance fondamentale 
dans les applications : la théorie de la dualité et Ics théorèmes se rat- 
tachant à la notion de (( catégorie » de Baire. 

Nous avons vu que l'idée de dualité (au sens topologique) remonte 
au début du X X ~  siècle ; elle est sous-jacente à la théorie de Hilbert et 
occupe une place centrale dans l'œuvre de F. Riesz. Ce dernier 
observe par exemple, dès 19 1 1 ([260 dl, p. 41-42), que la relation 
1-f(x) 1 < M (1  x /I (prise comme définition des fonctionnelles linéaires 
((bornées )) dans I'espace de Hilbert) est équivalente à la continuitC 
de f lorsqu'on se place dans I'espace C(1), et ce par un raisonnement 
de caractère tout à fait général. A propos de la caractérisation dcs 
fonctionnelles linéaires continiies sur c(l), i l  remarquc aussi quc la 
condition pour qii'uii ensemble A soit dcnsc dans ~ ' (1 )  est qu'il 
n'existe aucune mesiirc de Stieltjes p =f- O sur 1 qui soit orthogo- 
nalc )) à toute fonct ion de A (génEralisant ainsi la condition de Grain 
pour Ics systèmes orthonorrnaux coniplcts) ; il constate enfin, dans 
le même travail, que le dual dc I'espace Lm est (( plus grand )) qiic 
I'espace des mesures de Stieltjes ([260 dl, p. 62). 

D'autre part, dans ses travaux sur les cspaces L"(1) ct L"(N), 
F. Riesz parvicnl à modifier la méthode de résolution des systèmcs 
linéaires dans l'espace de Hilbert, donnée par E. Schmidt [274 b], 
de façon à la rendre applicable à des cas plus généraux. L'idée de 
E. Schmidt consistait à déterminer une solution (( extrémale N de (6) 
en cherchant le point dc la variété linéaire fermée représentée par les 
équations (6), dont la distance à l'origine est minima. En utilisant la 
mêmc idée, F. Riesz montre qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe une fonction x E L''(a, b) satisfaisant aux équations 

1 1  
(où les a, appartiennent à Lu (avec - + - = 1))' et telle en outre quc 

P 4 
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[' 1 ~ ( t )  lpdt < MP, est que, pour toute suite finie (A,),,,,, de 

nombres réels, on ait 

En 191 1 [260 dl, il traite de façon analogue le (( problème des 
moments généralisés N, consistant à résoudre le système 

où les a, sont continues et l'inconnue est une mesure de Stieltjes * ; 
et il est visible ici que l'on peut énoncer le probléme en disant qu'il 
s'agit de déterminer une fonctionnelle linéaire continue sur C(1) par 
ses valeurs en une suite de points donnés dans cet espace. C'est aussi 
sous cette forme que Helly traite le problème en 1912, - obtenant les 
conditions de F. Riesz par une méthode assez différente,et de plus 
ample portee ** - et qu'il le reprend en 1921, dans des conditions 
beaucoup plus générales. Introduisant la notion de norme (sur les 
espaces de suites) comme nous l'avons vu plus haut, il remarque que 
cette notion généralise celle de ((jauge )) d'un corps convexe de 
l'espace à n dimensions, utilisée par Minkowski dans ses célèbres 
travaux sur la « géométrie des nombres )) [22/ a et b]. Au cours de 
ces travaux, Minkowski avait aussi défini (dans Rn) les notions d'hyper- 
plan d'appui et de 44 fonction d'appui 3 [221 b], et démontré l'existence 
d'un hyperplan d'appui en tout point frontière d'un corps convexe 
([221 a], p. 33-35). Helly étend ces notions à un espace de suites E, 
muni d'une norme quelconque; il établit une dualité entre E et 

* Le (( problème des moments )) classique correspond au cas où l'intervalle 
)a, b[  est )O, + (ou ) - a, + (, et où ai(t) = t' ; en outre on impose à la 

mesure Ç= d'être positive (F. Riesz indique dans son mémoire de 191 1 comment 
ses conditions gknérales doivent Btre modifiées lorsqu'on cherche des solutions 
de cette nature). Parmi les diverses méthodes de résolution du probléme des 
moments classique il faut en particulier signaler celle de M. Riesz, qui com- 
bine avec élégance les idQs générales du Calcul fonctionnel et la théorie des 
fonctions d'une variable complexe pour obtenir des conditions explicites sur 
les br [261]. 
** Comme F. Riesz ([260 dl, p. 49-50), Helly utilise dans cette démonstration 
un a principe de choix n qui n'est autre, bien entendu, que la compacité faible 
de la boule unité dans l'espace des mesures de Stieltjes ; F. Riesz avait aussi 
fait usage de la propriéte analogue dans les Lv (1 c p< + CO). 



i'espace E' des suites u = (un) telies que, pour tout x - (x,) E E, la 
série (u,x,) soit coflvergente ; ( u, x ) désignant la somme de cettc 
série, il définit dans E' une norme par la formule sup 1 ( u, x ) Ill] x II, 

x#O 

qui donne la fonction d'appui dans les espaces de dimension finie *. 
La résolution d'un système (6) dans E, où chacune des suites 
ui = (aij), est supposée appartenir à E', revient, comme le montre 
alors Helly, à résoudre successivement les deux problèmes suivants : 
l0 trouver une forme linéaire continue L sur l'espace normé E', 
telle que L(ui) = b, pour tout indice i, ce qui, comme il l'indique, 
conduit à des conditions du type (10) ; 2 O  chercher si une telle forme 
linéaire peut s'écrire u H<UJ > pour un x E E. Ce dernier problème, 
comme l'observe Helly, n'a pas nécessairement de solution même 
lorsque L existe, et il se borne à donner quelques conditions suffi- 
santes qui entraînent l'existence de la solution x E E dans certains cas 
particuliers [156]. 

Ces idées acquièrent leur forme définitive en 1927, dans un mémoire 
fondamental de H. Hahn [142] dont les résultats sont retrouvés (de 
faeon indépendante) par S. Banach deux ans plus tard [14 cl. Le pro- 
cédé de Minkowski-Helly est appliqué par Hahn à un espace normé 
quelconque, et donne donc sur le dual une structure d'espace normé 
(complet) ; ce qui permet aussitôt à Hahn de considérer les duals suc- 
cessifs d'un espace normé, et de poser de façon générale le problèmc 
des espaces réflexifs, entrevu par Helly. Mais surtout le problèmc 
capital du prolongement d'une fonctionnelle linéaire 'continue avec 
conservation de sa norme est définitivement résolu par Hahn de façon 
tout à fait générale, par un raisonnement de récurrence transfinie 
sur la dimension - donnant ainsi un des premiers exemples d'une 
appiication importante de l'axiome de choix à i'Analyse fonction- 
nelle **. A ces résultats, Banach ajoute une étude poussée des rela- 
tions entre une application linéaire continue et sa transposée, étendant 
aux espaces només généraux des résultats connus seulement jusque- 
là pour les espaces LP [260 CI, au moyen d'un théorème profond sur 
les parties faiblement fermées d'un dual ; ces résultats s'expriment 
d'ailleurs de façon plus frappante en utilisant la notion d'espace quo- 

* Pour obtenir ainsi une norme, il faut supposer que la relation ( u,x > = O 
pour tout x E E entraîne u=O, comme le remarque d'ailleurs explicitement 
Hel1 y. 
** Banach avait déjà fait un raisonnement analogue en 1923 [14 b], pour définir 
une mesure invariante dans le plan (ddfinie pour .toute partie bornée). 
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tient d'un cspacc normé, introduite quelques années plus tard par 
Hausdorff et Banacli lui-meme. Enfin, c'est encore Banach qui 
découvre le lien entre la compacité faible de la boule unité (observée 
dails de iionibreux cas particuliers, comme nous l'avons signalé 
ci-dessus) et la séflexivité, tout au moins pour les espaces de type 
dénombrable ([14 a], p. 189). La théorie de la dualité des espaces nor- 
més peut, dès ce moment, être considérée comme fixée dans ses 
grandes lignes. 

A la même époque s'éclaircissent aussi des théorèmes d'allure 
paradoxale dont les premiers exemples remontent aux environs de 
1910. Hellinger et Toeplitz avaient en effet démontré en substance, 
cette année-là, qu'une suite de formes bilinéaires bornées B,(x, y) 
sur un espace de Hilbert, dont les valeurs B,(a, b) pour tout couple 
donné (a, b) sont majorées (par un nombre dépendant a priori de a 
ct b), est en fait unifonnélnent bornée dans toute boule. Leur démons- 
tration procède par l'absurde et consiste à construire un couple 
(a ,  b )  particulier violant l'hypothèse, par une méthode de récurrence 
connue depuis sous le nom de « méthode de la bosse' glissante », 
et qui :end encore des services dans bien des questions analogues. 
Dès 1905, Lebesgue avait d'ailleurs utilisé un procédé analoguepour 
dkmoiitrer I'cxistence de fonctions continucs dont la série de Fourier 
diverge cn certains points ; et, la même ariiiEe quc Hellinger et Tocplitz, 
il appliquait la même méthode pour démontrer qu'une suite faible- 
ment convergente dans L ' est bornée en norme *. Ces cxcmples se 
multiplient dans les années qui suivent, mais sans introduction d'idées 
nouvclles jusqu'cn 1927, date où Banacli et Steinhaus (avcc la colla- 
boration particlle dc S. Saks) relient ces phénomènes h la notion 
d'cnscinblc inaigre ct au théorème de Baise dans les espaces mitriques 
complets, obtenant un énoncé général qui englobe tous les cas parti- 
culiers antérieurs [15]. L'étude des questions de « catégorie » dans 
les espaces normés complets conduit d'ailleurs Banach, à la même 
époque, à de nombreux autres résultats sur les applications linéaires 
continues ; le plus remarquable et sans doute le plus profond est le 
theorèmc du ((graphe fermé >) qui, comme le théorème de Banacli- 

Notons aussi le théorème analogue (plus facile) démontré par Landau en 
1907 et qui servit de point de départ à F. Riesz dans sa théorie des espaces LY : 
si la série de terme général unx, converge pour toute suite (x,) E Lu (N), la suite 

1 1 .  
(un) appartient à LP (N) (avec - i- - = 1). 

P 4 
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Steinhaus, s'est révélé un outil de premier ordre dans l'Analyse 
fonctionnelle moderne [14 cl. 

La publication du traité de Banach sur les (t Opérations linéaires » 
[14 a] marque, pourrait-on dire, le debut de l'âge adulte pour la 
theorie des espaces normés. Tous les résultats dont nous venons de 
parler, ainsi que beaucoup d'autres, se trouvent exposés dans ce 
volume, de façon encore un peu désordonnée, mais accompagnés de 
multiples exemples frappants tirés de domaines variés de l'Analyse, 
et qui semblaient présager un brillant avenir à la théorie. De fait, 
l'ouvrage eut un succès considérable, et un de ses effets les plus immé- 
diats fut l'adoption quasi-universelle du langage et des notations uti- 
lisés par Banach. Mais, malgré un grand nombre de recherches 
entreprises depuis 40 ans sur les espaces de Banach ([203 bis]), si Son 
excepte la théorie des algèbres de Banach et ses applications à l'analyse 
harmonique commutative et non commutative, l'absence presque totale 
de nouvelles applications de la théorie aux grands problèmes de 
I'Analyse classique a quelque peu déçu les espoirs fondés sur elle. 

C'est plutôt dans le sens d'un élargissement et d'une analyse 
axiomatique plus poussée des conceptions relatives aux espaces 
normés que se sont produits les développements les plus féconds. 
Bien que les espaces fonctionnels rencontrés depuis le début du 
xxe siècle se fussent présentés pour la plupart munis d'une norme 
(( naturelle P, on n'avait pas été sans remarquer quelques exceptions. 
Vers 1910, E. H. Moore avait proposé de généraliser la notion de 
convergence uniforme en la remplaçant par la notion de convergence 
uniforme relative >), où un voisinage de O est constitué par les fonc- 
tions f satisfaisant à une relation 1 f(t) 1 < &g(t), g étant une fonction 
partout > O, pouvant varier avec le voisinage. On avait d'autre part 
observé, avant 1930, que des notions telles que la convergence simple, 
la convergence en mesure pour les fonctions mesurables, ou la conver- 
gence compacte pour les fonctions entières, ne se laissaient pas définir 
au moyen d'une norme ; et en 1926, Fréchet avait noté que des espaces 
vectoriels de cette nature peuvent être métrisables et complets. Mais 
la théorie de ces espaces plus généraux ne devait se développer de 
façon fructueuse qu'en liaison avec l'idée de convexité. Cette dernière 
(que nous avons vu apparaître chez Helly) fit l'objet d'études de 
Banach et de ses élèves, qui reconnurent la possibilité d'interpréter 
ainsi de façon plus géométrique de nombreux énonces de la théorie 
des espaces normés, préparant la voie à la définition générale des 
espaces localement convexes, donnée par J. von Neumann en 1935. 



La théorie de ces espaces, et notamment les questions touchant à la 
dualité, ont surtout été développées dans les dix dernieres annkts. 
Il faut noter à ce propos, d'une part, les progr& en simplicité et en 
gdnéralité rendus possibles par la mise au point des notions fonda- 
mentales de Topologie générale, réalisée entre 1930 et 1940 ; en second 
lieu, l'importance prise par la notion d'ensemble borné, introduite 
par Kolmogoroff et von Neumann en 1935, et dont le rôle fonda- 
mental dans la théorie de la dualité a été mis en lumière par les tra- 
vaux de Mackey [213 a et b] et de Grothendieck [138 b et c]. Enfin et 
surtout, il est certain que l'impulsion principale qui a motivé ces 
recherches est venue de nouvelles possibilités d'application à l'Analyse, 
dans des domaines où la théorie de Banach était inopérante : il faut 
mentionner à cet égard la théorie des espaces de suites, développée par 
Kothe, Tœplitz et leurs élèves depuis 1934 dans une série de mémoires 
[184]. la mise au point récente de la théorie des *fonctionnelles 
analytiques de Fantappié, et surtout la théorie des distributions de L. 
Schwartz [280], où la théorie moderne des espaces localement convexes 
a trouvé un champ d'applications qui est sans doute loin d'être épuisé. 



I N T É G R A T I O N  
D A N S  LES  ESPACES 

L O C A L E M E N T  COMPACTS 

Le développement de la notion moderne d'intégrale est étroitement 
lié à l'évolution de l'idée de fonction, et à l'étude approfondie des 
fonctions numériques de variables réelles, qui s'est poursuivie depuis 
le début du xixe siècle. On sait qu'Euler concevait déjà la notion de 
fonction d'une manière assez générale, puisque pour lui la donnée 
d'une courbe ((arbitraire » rencontrée en un seul point par toute 
parallèle à l'axe 0 - v  définit une fonction y = f (x)  (cf. p. 246) ; mais, 
ainsi que la plupart de ses contemporains, il  se refusait à admettre 
que de telles fonctions pussent s'exprimer analytiquement n. Ce 
point de vue ne devait guère se modifier jusqu'aux travaux de Fou- 
rier; mais la découverte, par ce dernier, de la possibilité de représenter 
des fonctions discontinues comme sommes de séries trigonomé- 
triques *, allait exercer une influence décisive sur les générations 
suivantes. A vrai dire, les démonstrations de Fourier manquaient 
totalement de rigueur, et leur domaine de validité n'apparaissait pas 
clairement ; toutefois, les formules intégrales 

Il ne s'agit d'ailleurs de « decouverte » qu'en un sens tout à fait relatif : 
Euler connaissait d t j à  les développements en série trigonométrique de fonc- 
tions non ptriodiques telles que ,Y ou x2 ,  et les formules (1) se trouvent dans lin 
travail de Clairaut dès 1754, et chez Euler dans un mémoire de 1777. Mais la 
OU le xvriiP siècle, faute d'une conception claire de ce que signifie un déyelop- 
pement en série, négligeait de tels résultats et gardait intacte la croyance à 
I'inipossibilité d'obtenir de tels développements pour des fonctions << discon- 
tinues », Fourier, au contraire, proclame que ses développements sont conver- 
gents « quelle que puisse ;Ire la courbe rlotlt~ie qui répond ri ~ ( x ) ,  soit qli'oir p I I  isse 
lui assig~rer utle ~;quation analyf iqire, soit q~r'elle ne dépende rl'aircrrrie Io i rég rrliPre )) 
([112], t. 1, p. 210). 
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donnant les coefficients du développement de cp en série de Fourier, 
avaient un sens intuitivement évident dès qu'on supposait 9 continue 
et monotone par morceaux *. Aussi est-ce tout d'abord à ces fonc- 
tions que se borne Dirichlet, dans le célèbre mémoire ([92], t. 1, p. 1 1  7- 
132) où il établissait la convergence de la série de Fourier; mais déjà, 
à la fin de son travail, il se préoccupe de l'extension de ses résultats 
à des classes de fonctions plus étendues. On sait que c'est à cette 
occasion que Dirichlet, précisant les idées de Fourier, définit la notion 
générale de fonction telle que nous l'entendons aujourd'hui ; le pre- 
mier point à élucider était naturellement de savoir dans quels cas il 
était encore possible d'attacher un sens aux formules (1). « Lorsque 
Ies solutions de continuité [de cp] sont en nombre infini ... » dit Dirichlet 
(loc. cit., p. 131-132), « il est nécessaire qu'alors la fonction rp(x) soit 
te!le que, si l'on désigne par a et b deux quantités quelconques comprises 
entre - x et + x ,  on puisse toujours placer entre a et b d'autres quan- 
tités r et s assez rapprochées pour que la ,fonction reste continue dans 
l'intervalle de r à S. On sentira facilement la nécessité de cette restriction 
en considérant que les difïerents termes de la série [de Fourier] sont des 
intégrales définies et en remontant à la notion fondamentale dus inté- 
grales. On verra alors que l'intégrale d'une fonction ne signifie quelque 
chose qu'autatit que la fonction soi isfait ù la contlit ion précédemment 
énoncée. » 

En termes modernes, Dirichlet semble croire que l'intégrabilité 
équivaut au fait que les points de discontinuité forment un ensemble 
rare ; il signale d'ailleurs, quelques lignes plus loin, le célèbre exemple 
de la fonction égale à c pour x rationnel, à une valeur différente d 
pour x irrationnel, et afirme que cette fonction (< ne saurait être sub- 
stituée » dans l'intégrale. Il annonçait d'ailleurs des travaux ultérieurs 
sur ce sujet, mais ccs travaux ne furent jamais publiés **,et pendant 
25 ans, personne ne semble avoir cherché à avancer dans cette voie, 
peut-être parce que la considération de fonctions aussi cc patholo- 
giques » paraissait à l'époque tout à fait d h u é e  d'intérêt ; en tout cas, 
lorsque Riemann, en 1854 ([259 a], p. 227-264), reprend la question 

* Pour Fourier, l'intégrale est encore définie en faisant appel A la rnotion 
d'aire ; la définition analytique de l'intégrale n'apparaît, rappelons-le, qu'avec 
Cauchy (cf. p. 247). 
** Selon certaines indications (assez obscures) de Lipschitz [205 a], Dirichlet 
aurait peut-être cru que si l'ensemble des points de discontinuité est rare, son 
(( dérivé )) est fini, et aurait en tout cas limité ses investigations au cas où il en 
est ainsi. 



(toujours à propos des siries trigonométriques *), il éprouve le 
besoin de justifier son travail : a Quelle que soit notre ignorance tott- 
chant la façon dont les forces et les états de la matière varient avec le 
temps et le lieu dans l'infiniment petit, nous pouvons pourtant tenir 
pour certain que les fonct ions auxquelles les recherches de Dirichlet ire 
s'appliquent pas, n'inter viennent pas dans les phénomènes naturels. 
Toutefois », poursuit-il, il setnble que ces cas non traités par Dirichlet 
méritent l'attention potrr deux raisons. Piwn ièrement, conîme Dirichlet 
lui-même le remarque d la fin de son travail, ce sujet est en relut ion très 
étroite avec les principes du calcul infinitésimal, et peut servir à apporter 
plus de clarté et de certitude ù ces principes. De ce point de vue, son 
étude a un intérêt immédiat. En second lieu, l'application des séries de 
Fourier n'est pas limitée aux recherches de physique ; elles sont cl pré- 
sent appliquées aussi avec succès dans un domaine des tnathématiques 
pures, la théorie des nombres, et /à il semble que ce soient précisément 
Ics fonctions dont le développement en série trigonométrique n'a pas été 
étudié par Dirichlet, qui présentent de l'importance D ([259 a], p. 237-238). 

L'idée de Riemann est de partir du procédé d'approximation de 
l'intégrale, remis en honneur par Cauchy, et de déterminer quand les 
« sommes de Riemann )) d'une fonction f, dans un intervalle borne 
(a ,  b), tendent vers une limite (la longueur maxima des intervalles de 
la subdivision tendant vers 0); problème dont i l  obtient sans peine la 
solution, sous la forme suivante : pour tout a > O, i l  y a unc subdivi- 
sion de (a ,  b )  en intervalles partiels de longueur maxima assez petite 
pour que la somme des longueurs des intervalles de cette subdivisioii, 
où l'oscillation de f est > a,  soit arbitrairement petite. I l  montre en 
outre que cette condition est vérifiée, non seulement pour des fonc- 
tions continues et monotones par morceaux, mais aussi pour des fonc- 
tions pouvant avoir un ensemble partout dense de points de dis- 
continuité **. 

Le mémoire de Riemann ne fut publié qu'après sa mort, en 1867. 
Mais cette fois, l'époque était plus favorable à ce genre de recherches, 
et 1' (( intégrale de Riemann » prit naturellement sa place dans le 
courant d'idées qui conduisait alors A cric &tude poussée du (( continu » 

* De Dirichlet et Riemann à nos jours, nolis \errons se poursuivre cette 
etroite associiition ciitrc l'inikgraiion et cc qlir nous appelons maintenant 
1' N analyse harmonique D. qui en constitue en quelque sorte la pierre de touche. 
**  Par contre, H .  J .  Smith donna, dès 1875, le premier exrmplc d'une fonction 
non integrable au sens de Riemann, ct dont l'ensemble des pointq de discon- 
tinuité est rare ([287], t. II ,  p. 86-100). 



et des fonctions de variables féelles (Weierstrass, Du Bois-Reymond, 
Hankel, Dini) et allait aboutir, avec Cantor, à l'éclosion de la théorie 
des ensembles. La forme donnée par Riemann à la condition d'inté- 
grabilité suggérait l'idée de a mesure )) pour I'ensemble des points 
de discontinuité d'une fonction dans un intervalle ; mais près de 
30 ans devaient s'écouler avant que l'on parvînt à donner une défi- 
nition fkconde et commode de cette notion. 

Les premières tentatives dans cette direction sont dues a Stolz, 
Harnack et Cantor (1884-1885) ; les deux premiers, pour définir la 
K mesure )) d'une partie bornée E de R, considèrent des ensembles 
F 2 E  qui sont réunions Jitzies d'intervalles, prennent pour chaque 
F la somme des longueurs des intervalles correspondants, et appellent 

mesure )) de E la borne inférieure de ces nombres ; tandis que 
Cantor, se plaçant d'emblée dans l'espace Rn, considère pour un 
ensemble borné E et pour p > O le. voisinage V(p) de E formt des 
points dont la distance à E est p, et prend la borne inférieure du 
« volume » de V(p) *. Avec cette définition, la « mesure » d'un 
ensemble était égale à celle de son adhérence, d'ou résulte en particu- 
lier que la (( mesure )) de la réunion de deux ensembles sans point 
commun pouvait être strictement inférieure à la somme des 
t( mesures )) de ces deux ensembles. Sans doute pour pallier cette der- 
nière difficulté, Peano [246 a] et Jordan ([174 cl, t. 1, p. 28-31), quel- 
ques années plus tard, introduisent, à coté de la (( mesure )) de Cantor 
p(A) ci 'un ensemble A contenu dans un pavé 1, sa a mesure intérieure » 
II.( 1 )  -- p(I - A), et appellent (( mesurables )) les ensembles A (dits 
maintenant (( quarrables ») pour lesquels ces deux nombres coïn- 
cident. La réunion de deux ensembles quarrables A, B sans point 
commun est alors quarrable et a pour (( mesure » la somme des 
« mesures )) de A et de B ; mais un ensemble ouvert borné n'est pas 
iiécessairement quarrable, et l'ensemble des nombres rationnels 
contenus dans un intervalle borné ne l'est pas non plus, ce qui enle- 
vait beaucoup d'intérêt à la notion de Peano-Jordan. 

C'est à E. Borel [32 a] que revient le mérite d'avoir su discerner les 
défauts des définitions antérieures et vu comment on pouvait y remé- 
dier. On savait depuis Cantor que tout ensemble ouvert U dans R 
est rtunion de la famille dénombrable de ses (( composantes D, inter, 

* Cantor ne donne pas de définition précise de ce volume n et se borne A 
dire qu'on peut le calculer par une intégrale multiple ([47], p. 229-236 et 257- 
258). On voit facilement que sa définition équivaut à celle de Stolz-Harnack, 
par application du théorème de Borel-Lebesgue. 



valles ouverts deux à deux sans point commun ; au lieu de chercher 
à approcher U « par le dehors D en l'enfermant dans une suite finie 
d'intervalles, Borel, s'appuyant sur le résultat précédent, propose de 
prendre comme mesure de U (lorsque U est borné) la somme des lon- 
gueurs de ses composantes. Puis i l  décrit très sommairement * la 
classe d'ensembles (appelés depuis « boréliens ») qu'on peut obtenir, 
à partir des ensembles ouverts, en itérant indéfiniment les opérations 
de réunion dénombrable et de (( différence 9 A - B, et indique que, 
pour ces ensembles, on peut définir une mesure qui possède la pro- 
priété fondamentale d'additivité complète : si une suite (A,) est formée 
d'ensembles boréliens deux à deux disjoints, la mesure de leur réunion 
(supposée bornée) est égale à la somme de leurs mesures. 

Cette définition devait inaugurer une ère nouvelle en Analyse : 
d'une part, en liaison avec les travaux contemporains de Baire, elle 
formait le point de départ de toute une série de recherches de nature 
topologique sur la classification des ensembles de points (voir p. 206) ; 
et surtout, elle allait servir de base à l'extension de Ia notion d'inté- 
grale, réalisée par Lebesgue dans les premières années du xxe siècle. 

Dans sa thèse [196 a], Lebesgue commence par préciser et dévelop- 
per les indications succinctes d'E. Borel ; imitant la méthode de 
Peano-Jordan, la « mesure extérieure » d'un ensemble borné A c IR 
est définie comme borne inférieure des mesures des ensembles ouverts 
contenant A ; puis, si 1 est un intervalle contenant A, la « mesure 
intérieure D de A est la différence des mesures extérieures de 1 et de 
1.- A ; on obtient ainsi une notion d' « ensemble mesurable )) qui ne 
diffère de la définition «constructive » initiale de Borel que par 
adjonction d'une partie d'un ensemble de mesure nulle au sens de 
Borel. Cette définition s'étendait aussitôt aux espaces Rn ; la vieille 

conception de l'intégrale définie f(t)dt d'une fonction bornée Lb 
et 2 O comme (( aire D limitée par la courbe y = f(x) ,  les droites 
x = a, x = b et y = O. fournissait donc une extension immédiate de 
l'intégrale deWRiemann 4 toutes les foncti0ns.f pour lesquelles la mesure 
de l'ensemble précédent se trouvait définie. Mais l'originalité de 

+ La mesurc n'est encore pour Borel, à ce moment, qu'un moyen technique 
en vue de l'étude de certaines stries de fonctions rationnelles, et i l  souligne 
lui-même que, pour le but qu'il se propose, l'utilité de la mesure tient surtout 
au fait qu'un ensemble de mesure non nulle n'est pas dénombrable ([32 a], p. 48). 



Lebesgue ne réside pas tellement dans l'idée de cette extension *, 
que dans sa découverte du théorème fondamental sur le passage à la 
limite dans l'intégrale ainsi conçue, théorème qui apparaît chez lui 
comme conséquence de l'additivité complète de la mesure ** ; il en 
aperçoit aussitôt toute l'importance, et en fait la pierre angulaire de 
l'exposé didactique de sa théorie qu'il donne, dès 1904, dans les 
célèbres « Le~ons sur l'intkgration et Io recherche des -fonctions pri- 
mitives » [196 cl ***. 

Nous ne pouvons décrire ici dans le détail les innombrables 
progrès que les résultats de Lebesgue devaient entraîner dans l'étude 
des problèmes classiques du Calcul infinitésimal. Lebesguelui-même 
avait déjà, dans sa thèse, appliqué sa théorie à l'extension des notions 
classiques de longueur et d'aire à des ensembles plus généraux que 
les courbes et surfaces usuelles ; sur le développement considérable 
de cette théorie depuis un demi-siècle, nous renvoyons le lecteur à 
l'exposé récent de L. Cesari 1591. Mentionnons aussi les applications 
aux séries trigonométriques, développées par Lebesgue presque aussi- 
tôt après sa thèse [/96 b], et qui allaient ouvrir à cette théorie de 
nouveaux horizons, dont l'exploration est loin d'être terminée de 
nos jours (voir [345]), Enfin et surtout, la définition des espaces Lp et 
le théorème de Fischer-Riesz ( [ / I l ] ,  [260 a et cl; cf. p. 267) mettaient en 
lumière le rôle que pouvait jouer en Analyse fonctionnelle la nouvelle 
notion d'intégrale ; rôle qui ne devait que grandir avec les généralisa- 
tions ultérieures dc cette notion, dont nous allons parler dans un 
moment. 

* Indépendamment de Lebesgue, W. H. Young avait eu cette même idée pour 
les fonctions semi-continues [33Y a]. 
** Le cas particulier de ce théorème, où il s'agit d'une suite de fonctions inté- 
grables au sens de Riemann dans un intervalle compact, uniformément bornées, 
et dont la limite est intégrable au sens de Riemann, avait été démontré par 
Arzela [9 a]. 
*** Parmi les conséquences les plus importantes de ce théorème dans la théorie 
générale de l'intégration, il faut mentionner en particulier le théorème d'Egoroff 
sur la convergence des suites de fonctions mesurables [99], précisant des 
remarques antérieures de Borel et Lebesgue. D'autre part, les fonctions 
mcsurables (numériques) avaient d'abord été definies par Lebesgue la 
propriété que, pour une telle fonction f. I'imagc réciproque par ,f de tout inter- 
valle de R est un ensemble mesurable. Mais, dès 1903, Borel et Lebesgue avaient 
attiré l'attention sur les propriétés topologiques de ces fonctions ; elles furent 
mises sous leur forme définitive par Vitali, qui, en 1905 [320 a], formula le pre- 
mier la propriété des fonctions mesurables connue d'ordinaire sous le nom de 
(( théorème de Lusin )) (qui la retrouva en 1912). 



Auparavant, nous nous arrêterons un peu plus longuement sur 
un des problèmes auxquels Lebesgue consacra le plus d'efforts, la 
liaison entre les notions d'intégrale et de primitive. Avec la générali- 
sation de l'intégrale introduite par Riemann s'était naturellement 
poséz la question de savoir si la correspondance classique entre inté- 
grale et primitive, valable pour les fonctions continues, subsistait 
encore dans des cas plus généraux. Or, il est faciie de donner des 
exemples de fonctions f, intégrables au sens de Riemann, et telles que 

LX,f(r)dr n'ait pas de dérivée (ni meme de dérivée à droite ou de déri- 
r B  

vée à gauche) en certains points ; inversement, V,olterra avait montré, 
en 1881, qu'une fonction F(x) peut avoir une dérivée bornée dans un 
intervalle 1, mais non intégrable (au sens de Riemann) dans 1. Par 
une analyse dkne grande subtilité (où le théorème de passage à la 
limite dans l'intégrale est loin de suffire), Lebesgue parvint à montrer 

que. si ,f est intégrable (à .,.ii sens) dans (a, b).  F(x) = r>(r)dt 
4. a 

a presque partout une dérivée égale à f (x )  [196 cl. Inversement, si une 
fonction g est dérivable dans [a, b )  et s i  sa dérivée g' - f est borde, f 

est intégrable et on a la formule g(x) - g(a) = f(t)dt. Mais Lebesgue i' 
constate que le problème est beaucoup plus complexe lorsque g' n'est 
pas bornée ; g' n'est pas nécessairement intégrable dans ce cas, et le 
premier problème était donc de caractériser les fonctions continues g 
pour lesquelles g' existe presque partout et est intégrable. En se bor- 
nant au cas où un des nombre dérivés * de g est partout fini, Lebesgue 
montra que g est nécessairement une fonction 2 variation bornée **. 

Les nombres derivés à droite de g au point x sont les deux limites 
lim. sup (g(x + h )  - g(x))/h,  lim. inf (g(x 1 Ii) - g(x))/h. On dtfinit de même les 

h - 0 .  h>O h-O, h>O 
nombres dérivés à gauche. 
** Ces fonctions avaient été introduites par Jordan, a propos de la rectifica- 
tion des courbes [174 cl; i l  montra qu'on peut en donner les deux définitions 
Cquivalentes suivantes : a) f est diffkrence de deux fonctions croissantes ; 
b)  pour toute subdivision de l'intervalle [a, b )  par une suite finie croissante de 

n 
points avec a = .Y,,, b - .Y,, la somme Ç 1 f (x i )  - f (x i - , )  / est bornrie 

i= 1 
par un nombre indkpendant de la subdivision considérke. La borne supkrieurc 
de ces.sommes est la variation totale de f dans (a, b ) .  
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Enfin, il établit une réciproque de ce dernier résultat : une fonction 
à variation bornée g admet presque partout une dérivée, et g' est 
intégrable ; mais on n'a plus nécessairement 

la différence entre les deux membres de cette relation est une fonction 
à variation bornée non constante et de dérivée nulle presque partout 
(fonction « singulière D). II restait à caractériser les fonctions à varia- 
tion bornée g telles que la relation (2) ait lieu. Lebesgue établit que 
ces fonctions (dites « absolument continues N par Vitali, qui en fit 
une étude détaillée) sont celles qui ont la propriété suivante : la varia- 
tion totale de g dans un ensemble ou,vert U (somme des variations 
totales de g dans chacune des composantes connexes de U) tend vers 
O avec la mesure de U. 

Nous verrons ci-dessous comment, sous une forme affaiblie, 
ces rksultats devaient plus tard acquérir une portée beaucoup plus 
générale. Sous leur forme initiale, leur champ d'application est 
demeuré assez restreint, et n'a pas dépassé le cadre de la théorie « fine )) 
des fonctions de variables réelles, dont nous n'étudierons pas ici le 
développement ultérieur ; nous nous contenterons de mentionner 
les profonds travaux de Denjoy ct de ses émules et continuateurs 
(Perron, de la Vallée-Poussin, Khintchine, Lusin, Banach, etc.) ; 
le lecteur en trouvera un exposé détaillé dans le livre de S. Saks [268]. 

Un des progrès essentiels apportés par la théorie de Lebesgue 
concerne les intégrales multiples. Cette notion s'était introduite vers 
le milieu du X V I I I ~  siècle, et d'abord sous forme d' « intégrale indé- 
finie » (par analogie avec la théorie de l'intégrale des fonctions d'une 

seule variable, f(x,y)dxdy désigne une solution de l'équation JJ' 
a2z 
- = f(x,  y)) ; mais, dès 1770, Euler a une conception fort claire de 
axay 

l'intégrale double étendue à un domaine borné (limité par des arcs 
Oe courbe analytiques), et écrit correctement la formule évaluant 
une telle intégrale au moyen de deux intégrales simples successives 
([!O8 a], ( l ) ,  t. XVII, p. 289-3 15). 11 n'était pas difficile de justifier 
cette formule en partant des « sommes de Riemann », tant que la 
fonction intégrée était continue, et le domaine d'intégration pas trop 
compliqué ; mais dhs qu'on voulait aborder des cas plus généraux, le 



procédé de Kieniann reiicoiitrait de séricuscs difficultés ( f ( x ,  y) pciit 
* * 

Ctre intégrable au sens de Riemann, sails que dx f ( x ,  y)& ait uii .I J 
sens lorsque les intégrales simples sont prises au sens de Riemann). 
Ces difficultés s'évanouissent quand on passe à la définition de 
Lebesgue ; déjà ce dernier avait montré dans sa thèse que, lorsque 

f(x,y) est une « fonction de Baire N bornée, il en est de même des 

fonctions y r-, f(x,y) (pour.tout x) et x I-+ .f(x, y)dy, et on a la formule 
/ *  

(3) .. ,"/f(x, a. I > ) ~ X ~ Y  = .. / * d X j > ~ ,  YMY 

(intégrale prise dans un rectangle). Un peu plus tard, Fubini [IZI] 
apporta à ce résultat un complément important en prouvant que, si 
on suppose seulement f intégrable, alors l'ensemble des x tels que  
y hJf(x, y) ne soit pas intégrable est de mesure nulle, ce qui permettait 
d'étendre aussitôt la formule (3) à ce cas. 

Enfin, en 1910 [157 el, Lebesgue aborde l'extension aux intégrales 
niultiples de ses résultats sur les dérivées des intégrales simples. I I  
est ainsi amené à associer à une fonction f, intégrable dans toute 

Ir 

partie compacte de Rn, la foizctiott tl'ensunble F(E) .= f(x)dx, de- 
J E  

finie pour toute partic intégrable E de Rn, qui généralise le concept 
d'« intégrale indéfinie » ; et i l  obscrve à cctte occasion que cette fonc- 
tion possède les deux propriétés suivantes : lu  elle est co~nplètemcnt 
additive ; 2" elle est (( absolument confinue » en ce sens que F(E) 
tend vers O avec la mesurc dc E. La partie essentielle du mémoire 
de Lebesgue consiste à dimontrer la réciproque de cette proposi- 
tion *. Mais il ne s'en tient pas là, et, dans la même direction, signale 
la possibilité de généraliser la notion de fonction à variation bornée. 
en considérant les fonctions d'ensemble mesurable F(E), complètc- 

V ment additives et telles que 1 F(E,) ) reste bornée pour toute par- 

tition dénombrable de E en parties mesurables En. Et, s'il se borne 

* L'outil principal, dans cette démonstration, est un théorème de recouvre- 
ment, démontré quelque temps auparavant par Vitali [320 b], et qui est resté 
fondamental dans ce genre de questions. 



en fait ci ne considérer 3e tellcs fonctions que dans l'ensemble des 
pavés de R ,  il est bien clair qu'il ne restait plus qu'un pas a franchir 
pour aboutir à la notion générale de mesure que va définir J. Radon 
en 1913, englobant dans une même synthèse l'intégrale de Lebesgue 
et l'intégrale de Stieltjes, dont il nous faut parler maintenant. 

En 1894, T. Stieltjes publiait, sous le titre « Recherches sur les frac- 
tions continues >) [297], un mémoire très original où, à partir d'une 
question en apparence bien particulière, se trouvaient posés et résolus, 
avec une rare élégance, des problèmes d'une nature toute nouvelle 
dans la théorie des fonctions analytiques et celle des fonctionsd'une 
variable réelle *. Afin de représenter.1a limite d'une certaine suite de 
fonctions analytiques, Stieltjes y était amené, entre autres, à introduire, 
sur la droite, le concept d'une « distribution de maase » positive, 
notion familière depuis longtemps dans les sciences physiques, mais 
qui n'avait jusque-là été considérée en mathématiques que sous des 
hypothèses restrictives (en général, l'existence d'une « densité » en 
tout point, variant de façon continue) ; il remarque que la donnée 
d'une telle distribution équivaut à celle de la fonction croissante cp(x) 
qui donne la masse totale contenue dans l'intervalle d'extrémités O 
ct x pourx > O, et cette masse changée de signe pour x < O, les discon- 
tinuités de13 correspondant aux masses « concentrées en un point » **. 
Stieltjes forme alors, pour une telle distribution de masse dans un 

V intervalle (a ,  l>), les a sommes de Riemann » /(Si) ( c p ( ~ ~ + ~ )  - ~ ( x i ) )  

et montrc que, lorsque J' cst continue dans (a, b) ,  ces sommes 

tendent vers une limite qu'il note f(x)ikp(x). N'ayant besoin que lb 
d'intégrer des fonctions continues (et même des fonctions dérivables) 
Stieltjes ne poussa pas plus avant l'étude de cette intégrale *** et 

C'est là entre autres qu'est formulé et résolu le célèbre «problème des 
moments » (cf. p. 270 ). 
** Stieltjes ne fait pas encore de différence entre les diverses espèces d'inter- 
valles ayant mêmes extrémités a, 6, ce qui le conduit B concevoir qu'aux points 
de discontinuité c de 9, une partie de la masse concentrée en c appartient à 
l'intervalle d'origine c, et l'autre partie à l'intervalle d'extrémité c, suivant 
la valeur de ~ ( c ) .  
*** 11 faut cependant noter la première apparition, chez Stieltjes, de l'idée de 
(( convergence )) d'une suite de mesures ([297], p. 95; i l  s'agit en fait de la limite 
forte). 



pendant une dizaine d'années cette notion ne paraît pas avoir attiré 
l'attention *. Mais, en 1909, F. Riesz [260 dl, résolvant un problème 
posé quelques années auparavant par Hadamard (cf. p. 267), démon- 

* b  

trait que les intégrales de Stieltjes f i- / fdq sont les fonctionnelles 
a 

linéaires continues les plus générales sur l'espace C(I) des fonctions 
numériques continues dans 1 = (a, 6) (c'(1) étant muni de la topo- 

logie de la convergence uniforme **) ; et l'élégance et la simplicité 
de ce résultat en suscitèrent presque aussitôt diverses généralisations. 
La plus heureuse fut celle de J. Radon, en 1913 [256] : combinant les 
idées de F. Riesz et de Lebesgue, il montra comment on pouvait 
définir une intégrale par les procédés de Lebesgue, en partant d'une 
« fonction complètement additive d'ensemble » quelconque (définie 
sur les ensembles mesurables pour la mesure de Lebesgue) au lieu 
de partir de la mesure de Lebesgue. Dans la notion de « mesure de 
Radon » sur Rn, ainsi définie, se trouvait absorbée celle de fonction 
« à variation bornée >) : la décomposition d'une telle fonction en 
différence de deux fonctions croissantes est un cas particulier de la 
décomposition d'une mesure en différence de deux mesures positives ; 
de même, la « mesure de base p H correspond à la notion de fonction 
«absolument continue », ct la déconipositioii d'une niesure quel- 
conque en une mesure de base p et une mesure étrangère à p. à la 
décomposition de Lebcsguc d'une fonction à variation bornée en 
somme d'une fonction absolument continue et d'une fonction « sin- 
gulière ». En outrc, Radon montra que la « dcnsiti N par rapport à 
p d'une mesure de base y existe encore lorsque p est une mesure ayant 
pour base la mesure de Lebesgue, en utilisant une idée antérieure dc 
F. Riesz (reprise et popularisée plus tard par J. von Neumann entre 
autres), qui consiste à construire une image de la mesure p par une 

+ Elle prend toutefois de I'iniportancc avec le développement dc Iri théorie 
spectrale des opérateurs, à partir de 1906, par Hilbert et son école. C'est & 
cette occasion que Hellinger, vcrs 1907, définit des intégrales telles que celle 

,*(dg)" 
qu'il notait / -. et qui paraissaient au premier abord plus générales que . df 
celle de Stieltjes ; mais en fait, Hahn montra, des 1912, qu'elles se ramhent 
à cette dernière. 
** C'est aussi dans ce travail qu'apparaît la notion de limite w g m  d'unc 
suite de mesures ([260 dl. p. 49). 
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application O de Rn dans R, choisie de sorte que 8(p) soit la mesure 
de Lebesgue sur R. 

Presque aussitôt après la parution du mémoire de Radon, Frdchet 
remarquait que presque tous les résultats de ce travail pouvaient 
s'étendre au cas où la « fonction complètement additive d'ensemble », 
au lieu d'être définie pour les parties mesurables de Rn, est définie 
pour certaines parties d'un ensemble 'E quelconque (ces parties étant 
telles que les opérations de réunion dénombrable et de « différence )) 
donnent encore des ensembles pour lesquels la fonction est définie). 
Toutefois, l'expression d'une mesure de base p sous la forme g.p 
reposait, chez Lebesgue et Radon, sur des raisonnements faisant 
intervenir de façon essentielle la topologie de Rn (et nous avons vu 
que la démonstration de Radon ne s'applique que si y est une mesùre 
ayant pour base la mesure de Lebesgue) ; c'est seulement en 1930 
que 0. Nikodym [235] obtint ce théorème sous sa forme générale, 
par un raisonnement direct (notablement simplifié quelques années 
plus tard par J. von Neumann, grâce à l'utilisation des propriétés des 
espaces L2  ([324 g], p. 127-130)). 

Avec le mémoire de Radon, la théorie générale de l'intégration 
pouvait être ccnsidérée comme achevée dans ses grandes iignes ; 
comme acquisitions ultérieures substantielles, on ne peut guère men- 
tionner que la définition du produit infini de mesures, due à Daniel1 
[76 b], et celle de l'intégrale d'une fonction à valeurs dans un espace 
de Banach, donnée par Bochner en 1933 124 a], et qui préludait à l'étude 
plus générale de 1' « intégrale faible » développée quelques années plus 
tard par Gelfand [/25 a], Dunford et Pettis ([95] et [96]). Mais il restait à 
populariser la iiouvelle théorie, et à en faire un instrument mathéma- 
tique d'usage courant, alors que la majorité des mathématiciens, vers 
1910, ne voyait encore d e x  1' « intégrale de Lebesgue » qu'un instru- 
ment de haute précision, de maniement délicat, destiné seulement à des 
recherches d'une extrême subtilité et d'une extrême abstraction. Ce 
fut là I'ceuvre de Carathéodory, dans unllivre longtemps resté clas- 
sique [49] et qui enrichit d'ailleurs la théorie de Radon de nombreuses 
remarques originales. 

Mais c'est avec ce livre aussi que la notion d'intégrale, qui avait 
été au premier plan des préoccupations de Lebesgue (comme le miri  
quent suffisamment les titrer, de sa thèse [196 a] et de son principal 
ouvrage sur ces questions [/96 cl) cède le pas pour la première fois'a 
celle de mesure, qui avait été chez Lebesgue (comme avant lui chez 
Jordan) un moyen technique auxiliaire. Ce changement de point de 



vue etait d û  sans doute, chez Carathéodory, à l'excessive importance 
qu'il semble avoir attachée aux « mesures p-dimensionnelles » *. 
Depuis lors, les auteurs qui ont traité d'intégration se sont partagés 
entre ces deux points de vue, non sans entrer dans des débats qui ont 
fait couler beaucoup d'encre sinon beaucoup de sang. Les uns ont 
suivi Carathéodory ; dans leurs exposés sans cesse plus abstraits et 
plus axiomatisés, la mesure, avec tous les raffinements techniques 
auxquels elle se prête, non seulement joue le rôle dominant, mais 
encore elle tend à perdre contact avec les structures topologiques 
auxquelles en fait elle est liée dans la plupart des problhmes où elle 
intervient. D'autres exposés suivent de plus ou moins près une 
méthode déjà indiquée en 1911 par W. H. Young, dans un mémoire 
malheureusement peu remarqué 1339 b], et développée ensuite par 
Daniell. Le premier, traitant de l'intégrale de Lebesgue, partait de 
Y« intégrale de Cauchy » des fonctions continues à support compact, 
supposée connue, pour définir successivement l'intégrale supérieure 
des fonctions semi-continues inférieurement, puis des fonctions numé- 
riques quelconques, d'où une définition des fonctions intégrables, 
calquée sur celle de Lebesgue pour les ensembles, par des moyens 
purement « fonctionnels ». Daniell, en 1918 ([76 a]; cf. [207]) étendit 
cet exposé, avec quelques variantes, à des fonctions définies sur un 
ensemble quelconque ; dans le même ordre d'idées (et en liaison 
étroite avec les méthodes utilisées en théorie spectrale avant Gelfand), 
il nous faut aussi signaler le mémoire de F. Riesz [260 hl qui met sous 
une forme concise et élégante les quelques résultats de la théorie des 
espaces ordonnés qui jouent un rôle dans la théorie de l'Intégration. 

Plutôt que dans des ouvrages d'exposition, plus ou moins agréables 
A lire, mais dont le contenu substantiel ne pouvait plus beaucoup 
varier, c'est du côté des applications qu'il faut chercher les progrès 
réalisés par la théorie de l'Intégration. depuis 1920 : théorie des pro- 
babilités (autrefois prétexte à devinettes et à paradoxes, et devenue 
une branche de fa théorie de ['Intégration depuis son axiomatisation 
par Kolmogoroff [183], mais branche autonome avec ses méthodes 

ii s'agit là de la généralisation de la notion de « longueur d'une courbe 
plane » à des valeurs quelconques n et p de la dimension de l'espace ambiant 
et de la dimension de l'espace étudié; on suppose bien entendu qu'on a 
O < p < n, mais on ne suppose pas toujours que p soit entier. Cette question 
a fait I'objet de travaux de nombreux auteurs depuis Minkowski, Carathéodory et 
Hausdorff; Lebesgue lui-même, qui. en aborde des cas particuliers dans sa 
thèse, ne semble pas y avoir vu autre chose qu'une occasion de mettre B l'essai 
la puissance des outils qu'il venait de forger. 
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et ses problèmes propres) ; théorie ergodique ; théorie spectrale et 
analyse harmonique, depuis que la découverte par Haar de la mesure 
qui porte son nom, et le mouvement d'idées provoqué par cette 
découverte, ont fait de l'intégrale l'un des plus importants outils en 
théorie des groupes. 



M E S U R E  DE H A A R  
CONVOLUTION 

Les notions de longueur, d'aire et de volume chez les Grecs sont 
essentiellement fondées sur leur invariance par les déplacements : 
« Des choses qui coïncident (Ècpapp6~ovzu) sont égales 1) (Eucl. El., 
Livre 1, (( Notion commune )) 4); et c'est par un usage ingénieux de 
ce principe que sont obtenues toutes les formules donnant les aires 
ou volumes des figures » classiques (polygones, coniques, polyèdres, 
sphères, etc.), tantôt par des procédés de décomposition finie, tantôt 
par (( exhaustion »*. En langage moderne, on peut dire que ce que 
font les géomètres grecs, c'est démontrer l'existence de (( fonctions 
d'ensembles » additives et invariantes par déplacements, mais définies 
seulement pour des ensembles d'un type fort particulier. Le calcul 
intégral peut être considéré comme répondant au besoin d'élargir le 
domaine de définition de ces fonctions d'ensemble, et, de Cavalieri à 
H. Lebesgue, c'est cette préoccupation qui sera au premier plan des 
recherches des analystes ; quant à la propriété d'invariance par dépla- 
cements, elle passe au second plan, étant devenue une conséquence 
triviale de la formule générale de changement de variables dans les 
intégrales doubles ou triples et du fait qu'une transformation ortho- 
gonale a un déterminant égal à & 1. Même dans les géométries 
non-euclidiennes (ou pourtant le groupe des déplacements est 
différent), le point de vue reste le même : de façon générale, 
Riemann définit les éléments infinitésimaux d'aire ou de volume (ou 
leurs analogues pour les dimensions > 3) à partir d'un ds2 par les 

* On peut montrer que si deux polygones plans P, P' ont même aire, il y a deux 
polygones R IP, R'D P' qui peuvent être décomposés chacun en un nombre fini 
de polygones R, (resp. Ri) (1 G i < m) sans point intérieur commun, tels que 
R, et Ri se déduisent l'un de l'autre par un déplacement (dépendant de i), et tels 
que R (resp. R') soit réunion d'une famille finie de polygones S, (resp. S)) 
(O < j< n), sans point intérieur commun, avec SO = P, S i  = P', et S; se déduisant 
de SI par une déplacement pour 1 < j < n. Par Contre, M. Dehn a démontré [81] 
que cette propriété n'est plus valable pour le volume des polyèdres, et que les pro- 
cédés d'exhaustion employés depuis 'Eudoxe étaient. par suite inévitables. 



formules euclidiennes classiques, et leur invariance par les transfor- 
mations qui laissent invariant te ds2 est donc presque une tautologie. 

C'est seulement vers 1890 qu'apparaissent d'autres exteribions 
moins immédiates de la notion de mesure invariante par un groupe, 
avec le développement de la théorie des invariants intégraux, notam- 
ment par H. Poincaré et E. Cartan; H. Poincaré n'envisage que des 
groupes à un paramètre opérant dans une portion d'espace, tandis 
que E. Cartan s'intéresse surtout aux groupes de déplacements, mais 
opérant dans d'autres espaces que celui où ils sont définis. Par exemple, 
il dktermine ainsi entre autres ([52 a], t. Ir,, p. 265-302) la mesure 
invariante (par le groupe des déplacements) dans l'espace des droites 
de R2 OU de R3*; en outre, il signale que de façon générale les inva- 
riants intégraux pour un groupe de Lie ne sont autres que des inva- 
riants différentiels particuliers, et qu'il est donc possible de les déter- 
miner tous par les méthodes de Lie. Il ne semble pas toute@is que l'on 
ait songé à considérer ni à utiliser une mesure invariante sur le groupe 
lui-même avant le travail fondamental de A. Hurwitz en 1897 [168]. 
Cherchant à former les polynômes (sur Rn) invariants par le groupe 
orthogonal, Hurwitz part de la remarque que, pour un groupe fini 
de transformations linéaires, le problème se résout aussitôt en prenant 
la moyenne des transformés s.P d'un polynôme quelconque P par 
tous les éléments s du groupe; ce qui lui  donne l'idée de remplacer, 
pour le groupe orthogonal, la moyenne par une, intégrale relative il 
une mesure invariante; il donne explicitement l'expression de cette 
dernière à l'aide de la représentation paramétrique par les angles 
d'Euler, mais observe aussitôt (indépendamment de E. Cartan) que 
les méthodes de Lie fournissent l'existence d'une mesure invariante 
pour tout groupe de Lie. Peut-être à cause du déclin de la théorie des 
invariants au début du xxe siècle, les idées de Hurwitz n'eurent 
guère d'écho immédiat, et ne devaient être mises en valeur qu'à 
partir de 1924, avec l'extension aux groupes de Lie compacts, par 
1. Schur et H. Weyl, de la théorie classique de Frobenius (p. 154) 
sur les representations linéaires des groupes finis. Le premier se borne 
au cas du groupe orthogonal, et montre comment la méthode de 
Hurwitz pcrmet d'étendre les classiques relations d'orthogonalité 
des caractères; idée que H. Weyl combine avec les travaux de 

* La mesure invariantc sur l'espace des droites du plan ;iviiit dejBétéessentiellement 
déterminée à l'occasion de problèmes de II probabilités gtiométriques n, notamment. 
par Crofton, dont E. Cartan ne connaissait probablement pas les travaux i crt!e 
tpoque. 
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E. Cartan sur les algèbres de Lie semi-simples pour obtenir I'expres- 
sion explicite des caractères des représentations irréductibles des 
groupes de Lie compacts et le théorème de complète rkductibilité 
[331 b], puis, par une extension hardie de la notion de « représentation 
régulière », le célèbre théorème de Peter-Weyl, analogue parfait de 
la décomposition de la représentation régulière en ses composantes 
irréductibles dans la théorie des groupes finis [332]. 

Un an auparavant, 0. Schreier avait foiidé la théorie générale des 
groupes topologiques [276 a], et dès ce moment il était clair que les 
raisonnements du mémoire de Peter-Weyl devaient rester valables tels 
quels pour tout groupe topologique sur lequel on pourrait définir une 
« mesure invariante N. A vrai dire, les notions générales sur la topo- 
logie et la mesure étaient encore à cette époque en pleine formation, 
et ni la catégorie de groupes topologiques sur lesquels on pouvait 
espérer définir m e  mesure invariante, ni les ensembles pour lesquels 
cette (( nicsure 1) serait définie, ne semblaient clairement délimités. 
Le seul point évident était qu'on ne pouvait espérer étendre au cas 
général les méthodes infinitésimales prouvant l'existence d'une mesure 
invariante sur un groupe de Lie. Or, un autre courant d'idées, issu de 
travaux sur la mesure.de Lebesgue, conduisait précisément à des 
méthodes d'attaque plus directes. Hausdorff avait prouvé, en 1914, 
qu'il n'existe pas de fonction d'ensemble additive non identiquement 
nulle définie pour tous les sous-ensembles de R3 et invariante par 
déplacements, et il était naturel de chercher si ce résultat était encore 
valable pour R et R2 : problème qui fut résolu par S. Banach en 1923 
de façon surprenante, en montrant au contraire que dans ces deux 
cas une telle « mesure » existait bel et bien [14 b] ; son procédé, fort 
ingénieux, repose déjà sur une construction par induction transfinie 

1 n 

et sur la considération des « moyennes » .! 1 f(x + ilx) de translatées 
n k-1 

d'une fonction par des éléments du grou$;*. Ce sont des idées ana- 
logues qui permirent à A. Haar, en 1933 [139], de faire le pas décisif 
en prouvant l'existence d'une mesure invariante pour les groupes 
localement compacts à base dénombrable d'ouverts : s'inspirant de la 
méthode d'approximation d'un volume, en Calcul intégral classique, 
par une juxtaposition de cubes congruents de côté arbitrairement 
petit, il obtient, à l'aide du procédé diagonal, la mesure invariante 

J. von Neumann montra, en 1929, que la raison profonde de la différence de 
comportement entre R et Rx d'une part. et les R" pour n:  3 de l'autre, devait être 
cherchée dans la conimutativité du groupe des rotations de l'espace Rf. 
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comme limite d'une suite de (( mesures approchées N, procédé qui est 
encore essentiellement celui utilisé aujourd'hui. Cette découverte 
eut un très grand retentissement, en particulier parce qu'elle permit 
aussitôt à J. von Neumann de résoudre, pour les groupes compacts, 
le fameux (( 5e problème )) de Hilbert sur la caractérisation des groupes 
de Lie par des propriétés purement topologiques (à l'exclusion de 
toute structure différentielle préalablement donnée). Mais on s'aperçut 
aussitôt que, pour pouvoir utiliser la mesure invariante de façon 
efficace, il fallait non seulement connaître son existence, mais encore 
savoir qu'elle était unique à un facteur près; ce point fut d'abord 
démontré par J. von Neumann pour les groupes compacts, en utilisant 
une méthode de définition de la mesure de Haar par des (( moyennes » 
de fonctions continues, analogues à celles de Banach [324 el; puis 
J. von Neumann [324 f] et A. Weil [330 cl, par des méthodes différentes, 
obtinrent simultanément l'unicité dans le cas des groupes, localement 
compacts, A. Weil indiquant en même temps comment le procédé de 
Haar pouvait s'étendre aux groupes localement compacts généraux. 
C'est aussi A. Weil ([oc. cit.) qui obtint la condition d'existence 
d'une mesure relativement invariante sur un espace homogène, et 
montra enfin que l'existence d'une (( mesure )) (douée de propriétés 
raisonnables) sur un groupe topologique séparé, entraînait ipso facto 
que le groupe est localement précompact. Ces travaux achevaient 
essentiellement la théorie générale de la mesure de Haar; la seule 
addition plus récente à citer est la notion de mesure quasi-invariante, 
qui ne s'est guère dégagée qu'aux environs de 1950, en liaison avec 
la théorie des représentations des groupes localement compacts dans 
les espaces hilbertiens. 

L'histoire du produit de convolution est plus complexe. Dès le 
début du xixe siècle, on observe que si, par exemple, F(x, t )  est une 
intégrale d'une équation aux dérivées partielles en x et t, linéaire et 
à coefficients constants, alors 

est aussi une intégrale de la même équation; Poisson, entre autres, 
dès avant 1820, utilise cette idée pour écrire les intégrales de l'équation 
de la chaleur sous la forme 
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Un peu plus tard, l'expression 

2n + 1 
1 r + n  sin 7 (x  - t )  

J ,-,--- x - t  
sin 

de la somme partielle d'une série de Fourier et l'étude, faite par 
Dirichlet, de la limite de cette intégrale lorsque n tend vers + co, 
donne le premier exemple de (( régularisation » f H pn * f sur Ie tore T 
(à vrai dire par une suite de (( noyaux N p, non positifs, ce qui en 
complique singulièrement l'étude); sous le nom d'c( intégrales singu- 
lières n, les expressions intégrales analogues seront un sujet de pré- 
dilection des arialystes de la fin du xrxe siècle et du début du XX(? siècle, 
de P. du Bois-Reymond à H. Lebesgue. Sur R, Weierstrass utilise 
l'intégrale (1) pour la démonstration de son théorème d'approximation 
par les polynômes, et donne à ce propos le principe général de la 
régularisation par une suite de (( noyaux N positifs p, de la forme 
x H cnp(nx). Sur T,  le plus célèbre exemple d'une régularisation 
par noyaux positifs est donné un peu plus tard par Fejér, et à partir 
de ce moment, c'est le procédé standard qui sera à la base de la plupart 
des (( méthodes de sommation N des séries de fonctions. 

Toutefois, ces travaux, en raison de la dissymétrie des rXes qu'y 
jouent le noyau n et la fonction régularisée, ne faisaient guère 
apparaître les propriétés algébriques du produit de convolution. 
C'est à Volterra surtout que I'on doit d'avoir mis l'accent sur ce 
point. Il étudie de façon générale la composition n F * G de deux 
fonctions de deux variables 

qu'il envisage.comme une généralisation, par t( passage du fini à 
l'infini D, du produit de deux matrices [322 a]. I I  distingue très tôt 
le cas (dit (( du cycle fermé )) en raison de son interprétation dans la 
théorie de l'hérédité) où F et G ne dépendent que de y - x ;  il en est 
alors de même de H - F * G, et si I'on pose F(x, y) = f (y  - x), 
G ( x ,  Y )  = g(y - 4 ,  on a 



avec 

de sorte que, pour t > O, h coïncide avec la convolution des fonctions 
f,, g, égales respectivement à f et g pour r >, O, et à O pour r cr O. 

Cependant, le formalisme algébrique développé par Volterra ne 
faisait pas apparaître les liens avec la structure de groupe de R et 
la transformation de Fourier. Nous n'avoris pas à faire ici l'histoire 
de cette dernière; mais il convient de noter qu'à partir de Cauchy 
les analystes qui traitent de l'intégrale de Fourier s'attachent surtout 
à trouver des conditions de plus en plus larges pour la validité des 
diverses forn~ules ci'(( inversion, D, et négligent quelque peu ses pro- 
priétés algébriques. On ne pourrait certes en dire autant des travaux 
de Fourier lui-même (ou de ceux de Laplace sur l'intégrale analogue 

iwe-'ff(t)dt); mais ces transformations avaient été introduites essen- 

tiellement à propos de problèmes linéaires, et il n'est donc pas très 
surprenant que l'on n'ait pas songé avant longtemps à considérer 
le produit de deux transformées de Fourier (exception faite des 
produits de séries trigonométriques ou de séries entières, mais le 
lien avec la convolution des mesures discrètes ne pouvait évidemment 
pas être aperçu au xrxe siècle). La première mention de ce produit 
et de la convolution sur R se trouve probablement dans un mémoire 
de Tchebychef [306], à propos de questions de calcul des probabi- 
lités. En effet, dans cette théorie, la convolution p * v de deux « lois 
de probabilité )) sur R (mesures positives de masse totale 1) n'est 
autre que la loi de probabilité (( composée 1) de p et v (pour l'addition 
des <( variables aléatoires >) correspondantes). Bien eiiteildu, chez 
Tchebychef, il n'est encore question que de convolution de lois de 
probabilités ayant une densité (par rapport à la mesure de Lebesgue), 
donc de convolution de fonctions; elle n'intervient d'ailleurs chez lui 
que d'une façon épisodique, et il en sera ainsi dans les quelques 
rares travaux où elle apparaît avant la période 1920-1930. En 1920, 
P.-J. Daniel], dans une note peu remarquée [76 cl, définit la convo- 
lution de deux mesures quelconques sur R et la transformée de 
Fourier d'une telle mesure, et observe explicitement que la trans- 
formation de Fourier fait-passer de la convolution au produit ordi- 
naire; formalisme qui, à partir de 1925, va être intensivement utilisé 
par les probabilistes, à la suite de P. Lévy surtout. Mais l'importance 
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fondamentale de la convolution en théorie des groupes n'est reconnue 
pleinement que par H. Weyl en 1927; il s'aperçoit que, pour un groupe 
compact, la convolution des fonctions joue le rôle de la multiplication 
dans l'algèbre d'un groupe fini, et lui permet par suite de définir 
la « représentation régulière n; en même temps, il trouve dans la 
régularisation l'équivalent de l'élément unité de l'algèbre d'un groupe 
fini. 11 restait à faire la synthèse de tous ces points de vue, qui s'accom- 
plit dans le livre de A. Weil [330 cl, préludant aux généralisations 
ultérieures que constitueront, d'une part les algèbres iiormées de 
1. Gelfand, et de l'autre la convolution des distributions. 

La mesure de Haar et la convolution sont rapidement devenues 
des outils essentiels dans la tendance à l'algébrisation qui marque 
si fortement l'Analyse moderne; nous aurons à en mentionner de 
nombreuses applications dans des notes ultérieures. Nous nous bor- 
nerons ici à signaler celle qui concerne la (( variation n des sous- 
groupes fermés (et notamment des sous-groupes discrets) d'un groupe 
localement compact. Cette théorie, partant d'un résultat de K. Mahler 
en Géométrie des nombres, a été inaugurée en 1950 par C. Chabauty, 
et vient d'être considérablement développée et approfondie par 
Macbeath et Swierczkowski [212]. 



I N T É G R A T I O N  
D A N S  LES E S P A C E S  

N O N  L O C A L E M E N T  C O M P A C T S  

Si l'étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure 
remonte aux débuts de la théorie moderne des fonctions de variables 
réelles, ce n'est que fort récemment que l'intégration dans les espaces 
topologiques séparés a été mise au point de manière générale. Avant 
de faire l'historique des travaux qui ont précédé la synthèse actuelle, 
nous rappellerons quelques étapes de l'évolution des idées concernant 
les relations entre topologie et mesure. 

Pour Lebesgue, il. n'est question que d'intégrer des fonctions 
d'une ou plusieurs variables réelles. En 1913, Radon définit les 
mesures générales sur Rn et les intégrales correspondantes; cette 
théorie est exposée en détail dans l'ouvrage [82] de Ch. de la Vallée 
Poussin et s'appuie de manière constante sur les propriétés topo- 
logiques des espaces euclidiens. U n  peu plus tard, en 1915, Fréchet 
définit dans [ / / 5  cl les mesures « abstraites » sur un ensemble muni 
d'une tribu et les intégrales par rapport à ces mesures; i l  note qu'on 
peut établir ainsi les principaux résultats de la théorie de Lebesgue 
sans utiliser de moyens topologiques. I I  justifie son entreprise par 
les mots suivants, tirés de l'introduction de [ I l 5  dl, première partie : 
« Que par exemple dans l'espace a une, infinité de coordonnées où 
diverses applications de /*Analyse avaient conduir à diverses définitions 
non équivalentes d'une suire convergente, on remplace une de ces déJini- 
rions par une autre, rien ne sera changé dans les propriétés des familles 
er foncrions additives d'ensembles dans ces espaces ». Les recherches 
de Fréchet sont complétées par Carathéodory, à qui l'on doit un 
important théorème de prolongement d'une fonction d'ensemble 
en une mesure. Le début du livre de Saks [268] offre un exposé 
condensé de ce point de vue. 

La découverte de la mesure de Haar sur les groupes localement 
compacts (p. 289-295) et les nombreuses applications qu'elle reçoit 
aussitôt, puis les travaux de Weil et Gelfand en Analyse Harmonique, 
amènent vers 1940 a une modification profonde de ce point de vue : 
dans ce genre de questions, le plus commode est de considérer une 



mesure comme une forme linéaire sur un espace de fonctions conti- 
nues. Cette méthode oblige à se restieindre aux espaces compacts 
ou localement compacts, mais ce n'est pas une gêne pour la presque 
totalité des applications; bien mieux, l'introduction de l'Analyse 
Harmonique sur les groupes p-adiques et les groupes d'adèles par 
J. Tate et A. Weil a permis 'un renouvellement spectaculaire de la 
Théorie analytique des Nombres. 

C'est d'une tout autre direction que provient la nécessité d'élargir 
ce point de vue par la considération de mesures sur des espaces 
topologiques non localement compacts : peu à peu, le Calcul des 
Probabilités amène à l'étude de tels espaces et fournit de nombreux 
exemples non triviaux. Peut-être faut-il rechercher la raison de 
l'influence tardive de ces développements sur la théorie de la mesure 
dans l'isolement relatif du Calcul des Probabilités, resté en marge 
des disciplines mathématiques traditionnelles jusqu'à une époque 
récente. 

MESURES S U R  LES ESPACES DE SUITES 

Une des branches les plus développées du Calcul des Probabilités 
classique est celle des théorèmes limites (loi des grands nombres, 
tendance vers la loi de Gauss-Laplace, . . .); il s'agit d'un approfon- 
dissement de la notion de régularité statistiq!ie manifestée par les 
phénomènes mettant en jeu des populations très nombreuses. La 
formulation mathématique correcte de ces problèmes nécessite l'in- 
troduction de mesures sur des espaces de suites; ces espaces, qui 
constituent la généralisation la plus évidente des espaces de dimension 
finie, sont le sujet de pr'3lection des recherches d '  Analyse Géné- 
rale N entreprises vers 1920 par Fréchet, Lévy, Lusin, . . . Il n'est 
d'ailleurs pas fortuit que Khintchine et Kolmogoroff, les créateurs 
des méthodes nouveiles du Calcul des Probabilités, soient tous deux 
disciples de Lusin, et que Lévy se soit très vite tourné vers Es pro- 
blèmes probabilistes : ceux-ci constituaient la pierre de touche des 
nouvelles méthodes. 

La première intervention implicite d'une mesure sur un espace 
de suites apparaît dans le travail consacré par E. Borel en 1909 
aux probabilités dénombrables V2 b]. Une idée très originale de 
Borel consiste en l'application des résultats probabilistes qu'il vient 
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d'obtenir à la démonstration de propriétés possédées par le déve- 
loppement décimal de presque tout nombre réel compris entre O 
et 1. Cette application repose sur la remarque fondamentale suivante : 
définissons tout nombre réel compris entre O et 1 par la suite des 
chiffres de son développement dans une base q donnée (q > 2); 
si l'on tire au sort successivement les divers chiffres d'un nombre x,  
indépendamment les uns des autres et avec une égale probabilité 
I /q pour O, 1, . . . , q - 1, la probabilité que x se trouve dans un 
intervalle de ( 0,1( est égale à la longueur de cet intervalle. 

En 1923, Steinhaus [293] établit rigoureusement ces résultats 
et décrit le modèle mathématique précis de la suite illimitée de tirages 
au sort considérée par Borel : prenons q = 2 pour simplifier et 
notons 1 l'ensemble à deux éléments {O, 1); on munit 1 de la mesure p 
définie par p(0) = p(1) = f ;  les éléments de l'espace produit I N  
sont les suites E = ( C ( ~ ) ) ~ ~ N  de nombres égaux à O ou 1 et I'appli- 
cation Q : E I+ C ~ ( n ) . 2 - ~ - l  est, à un ensemble dénombrable 

n>O 

près, une bijection de IN sur l'intervalle @,l): de plus, 9-l  trans- 
forme la mesure de Lebesgue sur (0,l) en la mesure P sur I N  produit 
des mesures p sur chacun des facteurs. En fait, Steinhaus ne dispose 
pas d'une construction des mesures produits; il utilise l'existence 
de la quasi-bijection Q pour construire la mesure P sur IN à partir 
de la mesure de Lebesgue sur (0,l), puis il donne une caractéri- 
sation axiomatique de P. L'isomorphisme ainsi obtenu permet de 
traduire le langage des probabilités en celui de la mesure et d'appliquer 
les théorèmes connus sur l'intégrale de Lebesgue. 

Dans le même travail. Steinhaus considère la série aléatoire 
o n  .an ,  où les signes a, = L 1 sont choisis au hasard indépen- 

na0 

damment les uns des autres et avec même probabilité 4; entre 1928 
et 1935, il étudie de nombreuses autres séries aléatoires. De leur 
côté, Paley, Wiener et Zygmund considèrent les séries de Fourier 

x 

aléatoires * de la forme C a n  exp(2xi(nt + @ ,)) ; les ii ampli- 
n = - 2  

tudes » a, sont'fixes, et les (( phases )) 4, sont des variables aléatoires 
indépendantes uniformément réparties sur (O,]). Si les difficultés 
analytiques varient énormément de l'un à l'autre de ces problèmes, 
la traduction en termes de théorie de la mesure est la même dans 

Pour. une mise au point sur les séries de Fourier aléatnires. voir [176]. 



tous les cas et représente une extension du cas traité par Borel et 
Steinhaus; i l  s'agit de construire une mesure sur RN, produit d'une 
famille de mesures toutes identiques à une même mesure positive p 

de masse I sur R; par exemple, les séries de Fourier aléatoires précé- 
dentes correspondent au cas où IL est la mesure de Lebesgue sur 
m ) .  

Pour construire de telles mesures produits, on peut utiliser 
deux méthodes. La première est une méthode directe, mise au point 
pour la première fois par Daniell [76 b] en 1918; elle est retrouvée 
en 1934 par Jessen [/73] qui fera une étude détaillée du cas ou :1 est 
la mesure de Lebesgue sur (0,l). La deuxième méthode est la recherche 
d'artifices analogues à celui dé Steinhaus pour se ramener à la mesure 
de Lebesgue sur [O, 1): cette façon de procéder avait l'avantage de 
la commodité tant qu'on ne disposait pas d'exposé complet de la 
théorie de la mesure générale, car elle permettait d'employer sans 
nouvelle démonstration les théorèmes de Lebesgue *. 

LA THÉORIE  DU MOUVEMENT BROWNIEN 

Cette théorie occupe une place exceptionnelle dans le dévelop- 
pement scientifique contemporain par l'échange constant et fécond 
dont elle témoigne entre les problèmes physiques et les mathématiques 
<( pures ». L'étude du mouvement brownien. découvert en 1829 par 
le botaniste Brown, a été menée intensivement au xixe siècle par de 
nombreux physiciens **, mais le premier modèle mathématique satis- 
faisant a été inventé par Einstein en 1905 seulement. Dans le cas 
simple d'une particule se déplaçant le long d'une droite, les hypo- 
thèses fondamentales d'Einstein se formulent ainsi : si x ( t )  est 
l'abscisse de la particule à l'instant t ,  et si t,, < t ,  %- . . . < t , - ,  < t , , ,  

les déplacements successifs x ( t i )  - x ( t i  -,) (pour I . : i .; 11) sont 
des variables aléatoires gaussiennes i,idépendantes. Ce n'est pas le 
lieu d'évoquer ici en détail les importants travaux expérimentaux de 
J .  Perrin que motiva la théorie d'Einstein; pour notre propos, il 

* Wiener prend aussi soin de nornbreirses reprises (cf. par exemple [243], 
chap. IX) de montrer que la mesure du mouvement brownien est isomorphe a la 
mesure de Lebesgue sur c0.1) . La possibilité de tels artifices trouve son explication 
dans un théorème général de von Neumann qui donne une caractérisation axioma- 
tique des mesures isomorphes à la mesure de 1-ebesgue sur (0.1). 
** On trouvera un exposé très vivant de cette histoire dans (2291. 
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convient de retenir seulement une remarque de Perrin, selon laquelle 
l'observation des trajectoires du mouvement brownien lui suggère 
irrésistiblement « les fonctions sans dérivée des mathématiciens n. 
Cette remarque sera l'étincelle initiale pour Wiener. 

Un tout autre courant d'idées tire son origine de la théorie ciné- 
tique des gaz, développée entre 1870 et 1900 par Boltzmann et Gibbs. 
Considérons un gaz formé de N molécules de masse m àla température 
(absolue) T et notons v,, . . . , v~ les vitesses des N molécules du gaz; 
l'énergie cinétique du système est égale à 

où k est la constante de Boltzmann. D'après les idées de Gibbs, la 
multitude des chocs entre molécules ne permet pas de déterminer 
avec précision les vitesses des molécules, et il convient d'introduire 
une loi de probabilité P sur la sphère S de l'espace de dimension 3N 
définie par l'équation (1). L'hypothèse « microcanonique » consiste 
à supposer que P est la mesure de masse I invariante par rotation 
sur la sphère S. Par ailleurs, la loi des vitesses de Maxwell énonce que 
la loi de probabilité d'une composante de la vitesse d'une molécule 
est une mesure gaussienne de variance 2kTlm.  E. Borel semble avoir 
été le premier à remarquer en 1914 que la loi de Maxwell est consé- 
quence des hypothèses de Gibbs et de propriétés de la sphère lorsque 
le nombre des molécules est très grand. 11 considère une sphère S 
dans un espace euclidien de grande dimension et la mesure P de 
masse 1 invariante par rotation sur S; utilisant les méthodes classiques 
d'approximation fondées sur la formule de Stirling, il montre que 
la projection de P sur un axe de coordonnées est approximativement 
gaussienne. Ces résultats sont précisés un peu plus tard par Gâteaux 
et Lévy [201 a]. Étant donnés un entier m 1 et un nombre r > 0, 
notons Sm,, l'ensemble des suites de la forme (x,, . . ., x,, O, 0, . . .) 
avec x l  + . . . + x i  = r2;  notons aussi a,,, la mesure de masse 1 
invariante par rotation sur Sm+,. Énoncé en langage moderne, le 
résultat de Gâteaux et Lévy est le suivant : la suite des mesures a,., 

tend étroitement vers la masse unité à l'origine (0, O, . . .) et la suite 
des mesures a,,,; tend étroitement vers une mesure 1' de la forme 

(y est la mesure gaussienne de. variance i sur R). 



La mesure I' précédente joue le rôle d'une mesure gaussienne 
en dimension infinie. I l  semble bien que Lévy ait confusément espéré 
définir de manière intrinsèque une mesure gaussienne sur tout espace 
de Hilbert de dimension infinie. De fait, comme l'ont montré Lévy 
et Wiener, la mesure r est invariante en un certain sens * par les auto- 
morphismes de 12; malheureusement, l'ensemble l2 des suites 
(x1,x2,. . .,x,,. . .) de carré sommable est de mesure nulle pour r. 
On sait aujourd'hui qu'il faut se contenter d'une promesure gaussienne 
sur un espace de Hilbert de dimension infinie **. 

On doit à Wiener le progrès essentiel : si I'on n'a pas de mesure 
de Gauss raisonnable sur un espace de Hilbert de dimension infinie, 
on peut construire par l'opération de primitive une mesure HI sur 
un espace de fonctions continues à partir d'une promesure gaussienne. 
Nous allons expliquer succinctement la construirtion initiale de \c 
par Wiener 13361; elle est directement influencée par la relation 
r = lim O,,,, de Gâteaux et Lévy. Pour tout entier m > 1, notons 

m-b: 

H , l'ensemble des fonctions sur T = )O, 1) qui sont constantes dans 

chacun des intervalles lx%', i] (pour k - 1 .2 , .  m ) ,  et r,,, 

la mesure de masse 1 invariante par rotation sur la sphère eucli- 
dienne de rayon I dans Rm. Soit f, l'isomorphisme  de'^, sur Rm 
qui associe à toute fonction prenant la valeur a, sur l'intervalle 

] 5, :] le vecteur (a,, a, - a ,  . . . , a ,,, - a,,,-,, ,*OU le nom 

de « differential space » affectionné par Wiener); notons w m  la mesure 
sur Hm image de x m  par f;,". Wiener définit la mesure cherchée w 
comme la limite des mesures w m .  De manière précise, notons H I'en- 
semble des fonctions réglées sur T, avec la topologie de la convergence 
uniforme (on a Hm c H pour tout entier m 2 1); pour toute 
fonction uniformément continue et bornée F sur H, la limite 

* De manière précise, on a le résultat suivant. Soient U un automorphisme de 
l'espace de Hilbert la  et (u,,.) la matrice de U .  Soient E l'espace vectoriel de toutes 
les suites réelles (x , ) , , ,  et F le sous-espace de E formé des suites (x,),, , pour 
lesquelles les séries umnx. convergent pour tout m 1 .  La formule 

,al. - 
( U x ) ,  = C u,,,x, définit une application linéaire U de F dans E, la mesure 1' 

n SI ,. 
est concentrée sur F et I'on a U(r) = r. 
** Cette notion a été introduite sous le nom de (( weak canonical distribution )) 

par 1. Segal (2811. On doit à cet auteur une étude détaillée des promesures gaus- 
siennes, et leur application à certains problèmes de théorie quantique des champs. 



A(F)  = lim f F(x) dwm(x) existe; Wiener obtient ensuite certaines 
m-w Hm 

majorations par une analyse subtile des fluctuations du jeu de pile 
ou face, et, reprenant les arguments de compacité mis en évidence par 
Daniell, il montre que I'on est dans les conditions d'application du 
théorème de prolongement de Daniell. On conclut à l'existence d'une 

mesure w portée par W(T) et telle que A, 'F  ) - - km F(x) d w w -  

Wiener peut alors montrer que la mesure3w correspond aux hypo- 
thèses d'Einstein *, et ses estimations lui permettent de donner un 
sens précis à la remarque de Perrin sur les fonctions sans dérivées : 
l'ensemble des fonctions satisfaisant à une condition de Lipschitz 
d'ordre 4, est négligeable pour iry (par contre, pour tout a avec 
O c a < 3, presque toute fonction satisfait à une condition de 
Lipschitz d'ordre a). 

On connaît aujourd'hui de nombreuses constructions de la 
mesure de Wiener. Ainsi, Paley et Wiener utilisent les séries de 
Fourier aléatoires ([243], chap. 1 X) : pour toute suite réelle a = (a,,),>,, 
et tout entier m >, 0, définissons la fonction f,,, sur )o,I) par 

21" t 1 1 
fm, a(?) = ail + 2 1 -- a,-,sin x k t ;  

k 2 nk 

on peut montrer que, pour r-presque toute suite a, la suite des fonc- 
tions f,,, tend vers une fonction continue f, et que u. est l'image 
de r par l'application (définie presque partout) a I-P fa. Plus tard, 
Lévy a donné dans [20/ b et cl une autre construction. Enfin, Kac. 
Donsker et Erdos montrent vers 1950 comment remplacer dans la 
construction initiale de Wiener les mesures sphériques K, sur R m  

* Ceci se traduit par la formule 

f ( x ( ~ d .  . . . . x ( t A  d n W  
% 'I', 

où f est une fonction continue bornée arbitraire sur Rn et où I'on a 
0 = I 0 < I ,  < . . . < I n . . . < l  

(on fait la convention x a  = O). Wiener, formé à la rigueur analytique par Hardy, 
et défiant à juste titre à l'égard des fondements du Calcul des Probabilités à 
cette époque, prend soin de n'utiliser ni la terminologie ni les résultats probabi- 
listes. II en résulte que ses mémoires sont pleins de formidables formules dont 
la précédente est un échantillon; cette particularité est un des facteurs qui ont 
retardé la diffusion des idées de Wiener. 



par des mesures plus générales. Leurs résultats établissent un lien 
solide entre la mesure de Wiener et les théorèmes limites du Calcul 
des Probabilités; ils seront complétés et systématisés par Prokhorov 
[254] dans un travail sur lequel nous reviendrons plus loin. 

Ce n'est pas le lieu d'analyser les nombreux et importants tra- 
vaux probabilistes occasionnés par la découverte de Wiener; aujour- 
d'hui, le mouvement brownien n'apparaît plus que comme un des 
exemples les plus importants de processus markovien. Nous men- 
tionnerons seulement l'application faite par Kac de la mesure de 
Wiener à la résolution de certaines équations aux dérivées partielles 
paraboliques; il s'agit là d'une adaptation des idées de Feynman en 
théorie quantique des champs - un exemple de plus de cette influence 
réciproque des mathématiques et des problèmes de physique. 

LIMITES PROJECTIVES DE MESURES 

I I  s'agit d'une théorie qui s'est développée surtout en fonction 
des besoins du Calcul des Probabilités. Les problèmes concernant 
une suite finie de variables aléatoires X,, . . ., X, sont résolus en 
principe lorsqu'on connaît la loi Px de cette suite : c'est une mesure 
positive de masse 1 sur R n ,  telle que la probabilité d'obtenir simulta- 
nément les inégalités a, < X, < b,, . . ., a ,  < X, < b, soit égale à 
Px(C) où C est le pavé fermé (a,, b,) x . . . x (a,,  b,,) de Rn. En 
pratique, la mesure Px a un support discret ou bien admet une densité 
par rapport à la mesure de Lebesgue. Lorsqu'on a affaire à une suite 
infinie (X,),,, de variables aléatoires, on connaît en général la 
loi P, de la suite partielle (X,,. . . ,X ,) pour tout entier n > I ; 
ces données satisfont à une condition de compatibilité qui exprime 
que la suite (P,),,, est un système projectif de mesures. Jusque 
vers 1920, on définissait de manière plus ou moins implicite les 
probabilités d'événements liés à la suite infinie par des passages à 
la limite « naturels » à partir de probabilités du cas fini; on admettra 
ainsi que la probabilité qu'un jeu se termine est la limite, pour n 
tendant vers l'infini, de la probabilité qu'il se termine en au plus n 
parties. Naturellement, une telle théorie est assez peu cohérente, et 
rien n'exclut la présence de « paradoxes », une même probabilité 
recevant deux estimations distinctes selon qu'on l'évalue par I'un 
ou l'autre de deux procédés aussi « naturels » I'un que l'autre. 



Steinhaus [293] semble avoir été le premier à ressentir la nécessité 
de considérer (pour le jeu de pile ou face) non seulement le système 
projectif (P,),,, mais sa limite. Un peu auparavant, en 1919, 
Daniell [76 dl avait démontré en général l'existence de telles limites 
projectives *, mais ce résultat semble être resté inconnu en Europe. 
Il est retrouvé en 1933 par Kolmogoroff dans l'ouvrage [183] où 
cet auteur formule la conception axiomatique du Calcul des Proba- 
bilités. Les démonstrations de Daniell et Kolmogoroff utilisent un 
argument de compacité qui repose sur le théorème de Dini. 

Le théorème de Daniell-Kolmogoroff ne laissait rien à désirer 
pour le cas des suites aléatoires (X,),,,, mais l'étude des fonctions 
aléatoires entreprise à partir de 1935 par Kolmogoroff, Feller et 
Doob recèle des difficultés d'une tout autre ampleur. Considérons 
par exemple un intervalle T de R,  qui représente l'ensemble des 
instants d'observation d'un « processus stochastique »; l'ensemble 
des trajectoires possibles est l'espace produit RT, considéré comme 
limite projective des produits partiels RH, où H parcourt l'ensemble 
des parties finies de T; on se donne en général un système projectif 
de mesures (pH). Le théorème de Kolmogoroff fournit bien une mesure 
sur RT, mais elle est définie sur une tribu notablement plus petite 
que la tribu borélienne **. Une variante de la construction de Kolmo- 
goroff, qui fournit une mesure sur un espace topologique, est due à 
Kakutani [177], et a été redécouverte plusieurs fois depuis : on 
considère PH comme une mesure sur RH portée par RH **; l'espace 
compact E = RT est limite projective des produits finis RH et l'on peut 
définir une mesure p sur E limite projective des PH. Mais ce procédé 
possède un grave inconvénient; les éléments de RT ne possèdent 
aucune propriété de régularité permettant de pousser plus loin l'étude 
probabiliste d u  processus - ou même simplement d'éliminer les 
valeurs parasites -i co introduites par la compactification R de R. 
On peut y remédier en induisant la mesure p de RT sur tel OU tel sous- 

* Daniell traite le cas des mesures sur un produit :, 1, d'intervalles compacts 

de R, mais sa méthode s'étend immédiatement au cas d'un produit quelconque 
d'espaces compacts. 
** La mesure de Kolmoaoroff n'est définie que pour les ensembles boréÿens dans 
RT de la forme A x R ~ - ~  OU D est une partie dénombrable de T, et A une partie 
borélienne de RD; de ce fait, le théorème de Kolmogoroff pour un produit quel- 
conque RT est une conséquence -- immédiate du cas des produits dénombrables. 
*** On pourrait remplacer R par n'importe quel espace compact contenant R 
comme sous-espace dense. 



espace (par exemple V(T) dans le cas du mouvement brownien); 
la difficulté fondamentale provient de ce qu'un espace fonctionnel, 
même d'un type usuel, n'est pas nécessairement pmesurable dans RT, 
et le choix même de l'espace fonctionnel peut faire question *. 

Un pas décisif a été accompli en 1956 par Prokhorov dans un 
travail [254] qui a exercé une influence déterminante sur la théorie 
des processus stochastiques. En mettant sous forme axiomatique 
convenable les méthodes utilisées par Wiener dans l'article analysé 
plus haut, il établit un théorème général d'existence de limites pro- 
jectives de mesures sur les espaces fonctionnels. 

Une classe plus restreinte de systèmes projectifs a été introduite 
par Bochner [24 b] en 1947; il s'agit des systèmes projectifs formés 
d'espaces vectoriels réels de dimension finie et d'applications linéaires 
surjectives. La limite projective d'un tel système s'identifie de manière 
naturelle au dual algébrique E* d'un espace vectoriel réel E muni 
de la topologie faible a(E*, E); un système projectif correspondant 
de mesures a une limite qui est une mesure p définie sur une tribu 
notablement plus petite que la tribu borélienne de E*, Bochner 
carac&isa complètement de telles « promesures )) par leur trans- 
formée de Fourier, qui est une fonction sur E. Mais ce résultat n'est 
guère utilisable en l'absence d'une topologie sur E, auquel cas il 
faut examiner la possibilité de considérer ji comme une mesure sur 
le dual topologique E' de E. De manière indépendante, R. Fortet 
et E. Mourier, en cherchant à généraliser aux variables aléatoires a 
valeurs dans un espace de Banach certains résultats classiques du 
Calcul des Probabilités (loi des grands nombres, théorème central 
limite) mirent aussi en évidence le rôle fondamental joué par la 
transformation de Fourier dans ces questions. Mais un progrès 
substantiel ne fut réalis6 qu'en 1956 lorsque Gelfand [125 c] suggéra 
que le cadre naturel pour la transformation de Fourier n'est pas celui 
des espaces de Banach ou de Hilbert, mais celui des espaces de Fréchet 
nucléaires. II conjectura que toute fonction continue de type positif 
sur un tel espace est la transformée de Fourier d'une mesure sur son 
dual, résultat établi tôt après par Minlos [222]. Son importance 
provient surtout de ce qu'il s'applique aux espaces de distributions, 
et que la quasi-totalité des espaces fonctionnels sont des parties boré- 

* Pour une discussion détaillée du problème de la construction des mesures 
sur les espaces fonctionnels, et les méthodes utilisées avant Prokhorov, voir 
J. L. Doob [93]. 



liennes de l'espace des distributions (qui constitue donc un bien 
meilleur réceptacle que RT) *. La théorie des distributions aléa- 
toires est un domaine en pleine expansion, et nous nous conten- 
terons de renvoyer le lecteur à l'ouvrage de Gelfand et Vilenkin 
[l.?6]. 

Les résultats que nous venons de mentionner sur les limites 
projectives utilisent I'existence de topologies sur les espaces de base. 
On peut se demander s'il existe une théorie analogue dans le cas des 
mesures « abstraites ». Von Neumann a démontré dès 1935 I'existence 
de mesures produits dans tous les cas, mais la découverte d'un contre- 
exemple par Jessen et Andersen [290] a ruiné l'espoir que tout système 
projectif de mesures admette une limite. On a découvert deux pal- 
liatifs : en 1949, C. lonescu-Tulcea a établi I'existence de limites 
projectives dénombrables, moyennant I'existence de désintégrations 
convenables **, résultat fort intéressant pour l'étude des processus 
markoviens; par ailleurs, on s'est rendu compte que la topologie 
des espaces n'intervenait que par l'intermédiaire de l'ensemble des 
parties compactes. II était donc naturel de chercher à axiomatiser 
cette situation à l'intérieur de la théorie abstraite, au moyen de la 
notion de classe compacte de parties d'un ensemble. Ce travail fut 
fait en 1953 par Marczewski (qui établit par ce moyen un théorème 
de limites projectives abstrait) et Ryll-Nardzewski (qui traita de la 
désintégration des mesures) *** 

MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES GÉNÉRA UX 
ET CONVERGENCE ÉTROITE 

L'étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure 
a été surtout conçue comme l'étude des propriétés de régularité des 
mesures, et en particulier celle de la régularité « extérieure » et de la 

* On pourra consulter la mise au point de X. Fernique [IIO]. qui contient aussi 
de nombreux résultats sur la convergence étroite. 
** II  semble que ce soit l'absence d'une théorie satisfaisante des désintégrations 
qui marque la limite de la théorie des mesures (( abstraites N. Cette difficulté 
réapparaît de manière insistante dans le Calcul des Probabilités à propos des 
probabilités conditionnelles. 
*** Pour un exposé de cette théorie. on pourra se reporter à 1249). 
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régularité « intérieure » *; la régularité intérieure est équivalente à 
la régularité extérieure sur un espace localement compact dénom- 
brable à l'infini. La construction que Lebesgue donne de la mesure 
des ensembles sur la droite met en évidence ces deux espèces de 
régularité, et la propriété de régularité extérieure des mesures sur un 
espace polonais semble avoir été de n~toriété publique vers 1935. 
Mais ce n'est qu'en 1940. dans un  article dont la guerre retarda la 
diffusion, qu'A. D. Alexandroff [3] met en évidence le rôle de la 
régularité intérieure et montre que celle-ci est possédée par les mesures 
sur un espace polonais; ce résultat est retrouvé plus tard par Prokho- 
rov 12541 et est souvent attribué à tort a cet auteur. On ne s'est aperçu 
que fort récemment que cette propriété s'étendait aux espaces. sous- 
liniens; de ce fait, l'importance de ces espaces s'est beaucoup accrue, 
d'autant plus qu'on s'est 'rendu compte que leur théorie pouvait 
se faire sans hypothèse de métrisabilité, et que la quasi-totalité des 
espaces fonctionnels étaient sousliniens (et même le plus souvent 
lusiniens) **. 

La définition d'un mode de convergence (vague ou étroite) pour 
Fes mesures se fait de la manière la plus commode en mettant en 
dualité I'espace des mesures avec un espace de fonctions continues. 
Généralisant un résultàt ancien de F. Riesz, A. A. Markoff a établi 
en 1938 une correspondance biunivoque entre les fonctionnelles 
positives sur %'(X) et les mesures régulières sur un espace compact 
X. Dans le travail [3] déjà cité, A. D. Alexandroff étend ces résultats 
au cas d'un espace complètement régulier : il introduit une hiérarchie 
dans l'ensemble des formes linéaires positives sur l'espace %"X) 
des fonctions continues bornées sur un espace complètement régu- 

* Une mesure (( abstraite N p sur la tribu borélienne d'un espace topologique 
séparé est dite extérieurement régulière si la mesure de tout.ensemble borélien 
est la borne inférieure des mesures des ensembles ouverts qui le contiennent; la 
mesure p est dite intérieurement régulière si la mesiire de tout ensemble borélien 
est la borne supérieure des mesures de ses parties compactes. 
** Pour tenter de résoudre certaines difficultés probabilistes (particulièrement 
les liens entre diverses notions d'indépendance ou de dépendance stochastique), 
plusieurs auteurs introduisent des classes restreintes de mesures cc abstraites » : 
espaces u parfaits )) de Kolmogoroff-Gnedenko, espaces c c  lusiniens )) de Blackwell, 
espaces (( de Lebesgue )) de Rokhlin. En fait (tout au moins moyennant une hypo- 
thèse de dénombrabilité assez faible), toutes ces définitions donnent des caraête- 
risations des mesures (( abstraites )] isomorphes à une mesure positive bornée sur 
un espace souslinien. On pourra consulter à ce sujet [249]. 



lier X *, il définit la convergence étroite des mesures bornees et 
démontre entre autres les deux théorèmes suivants : 

a) si X est polonais, l'ensemble des formes linéaires sur g b ( X )  
correspondant aux mesures est fermé pour la convergence faible 
des suites; 

b)  si une suite de mesures bornées a une limite étroite, « il n'y 
a pas de masse fuyant à l'infini » (c'est une forme faible de la réci- 
proque du théorème de convergence étroite de Prokhorov). 

De cette foison de notions et de théorèmes, Prokhorov saura 
extraire les résultats importants pour la théorie des processus stochas- 
tiques, et les présenter sous une forme simple @ frappante. Dans 
son grand travail de 1956 déjà cité [254], une partie importante est 
consacrée aux mesures positives bornées sur un espace polonais; 
en généralisant une construction de Lévy, il définit sur l'ensemble 
des mesures. positives de masse 1 une distance qui en fait un espace 
polonais, puis il étabkit un critère important de compacité pour la 
convergence étroite. Indépendamment de Prokhorov, Le Cam [197] 
a obtenu un certain nombre de résultats de compacité pour la conver- 
gence étroite des mesures; il ne fait aucune hypothèse de métrisabilité 
sur les espaces qu'il considère, et ses résultats se réduisent à des 
théorèmes antérieurs de Dieudonné dans le cas localement compact. 

* Il distingue par ordre de généralité décroissante les o-mesures (mesures 
abstraites N sur la tribu borélienne de X), les T-mesures (mesures extérieurement 

régulières) et les mesures tendues (mesures intérieurement régulières). Lorsque X 
est polonais. ces trois notions coïncident. La ternlinologie elle-même est due à 
Mac Shane et Le Cam [ / 97 ] .  On trouvera une mise au point des travaux suscités 
par cette classification dans [316]. 



G R O U P E S  DE L I E  
ET A L G È B R E S  DE L I E  

La théorie, appelée depuis près d'un siècle « théorie des groupes 
de Lie », a été édifiée essentiellement par un mathématicien : 
Sophus Lie. 

Avant d'en aborder l'histoire, nous résumerons brièvement 
diverses recherches antérieures qui en préparèrent le développement. 

a) Groupes de transformations ( Klein-Lie, 1869- 1872) 

Vers 1860, la théorie des groupes de permutations d'un ensemble 
fini se développe et commence à être utilisée (Serret, Kronecker, 
Mathieu, Jordan). D'autre part, la théorie des invariants, alors en 
plein essor, familiarise les mathématiciens avec certains ensembles 
infinis de transformations géométriques stables par composition 
(notamment les transformations linéaires ou projectives). Mais, 
avant le travail de 1868 de Jordan [174 b] sur les « groupes de mouve- 
ments H (sous-groupes fermés du groupe des déplacements de l'espace 
euclidien à 3 dimensions), il ne semble pas que l'on ait établi de lien 
conscient entre ces deux courants d'idées. 

En 1869, le jeune Félix Klein (1849-1925), élève de Plücker, se 
lie d'amitié à Berlin avec le norvégien Sophus Lie (1842-1899). de 
quelques années plus âgé, dont le rapproche leur intérêt commun 
pour la « géométrie des droites » de Plücker et notamment la théorie 
des complexes de droites (p. 167). C'est vers cette période que Lie 
conçoit I'une de ses idées les plus originales, l'introduction de la 
notion d'invariant en Analyse et en géométrie différentielle; I'une 
des sources en est son observation que les méthodes classiques d'inté- 
gration (< par quadratures » des équations différentielles reposent 
toutes sur le fait que l'équation est invariante par une fainille « conti- 
nue » de transformations. C'est de 1869 que date le premier travail 



(rédigé par Klein) où Lie utilise cette idée; il y étudie le « complexe 
de Reye » (ensemble des droites coupant les faces d'un tétraèdre 
en 4 points ayant un birapport donné) et les courbes et surfaces 
admettant pour tangentes des droites de ce complexe ([202], vol. 1, 
Abh. V, p. 68-77) : sa méthode repose sur l'invariance du complexe 
de Reye par le groupe commutatif à 3 paramètres (tore maximal 
de PGL(4,C)) laissant invariants les sommets du tétraèdre. Cette 
même idée domine le travail écrit en commun par Klein et Lie alors 
qu'ils se trouvent à Paris au printemps 1870 ([182], t. 1, p. 416-420); 
ils y déterminent essentiellement les sous-groupes connexes commu- 
tatifs du groupe projectif du plan P G L  (3, C), et étudient les propriétés 
géométriques de leurs orbites (sous le nom de courbes ou surfaces V); 
cela leur donne, par un procédé uniforme, des propriétés de courbes 
variées, algébriques ou transcendantes. telles que y = e x m  ou les 
spirales logarithmiques. Leurs témoignages s'accordent à souligner 
l'impression profonde qu'ont produite'sur eux les théories de Galois 
et de Jordan (le commentaire de Jordan sur Galois avait paru aux 
Math. Annalen en 1869; du reste. Lie avait entendu parler de la théorie 
de Galois dès 1863). Klein, qui en 187 1 commence à s'intéresser aux 
géométries non-euclidiennes, y voit le début de sa recherche d'un 
principe de classification de toutes les géométries connues, recherche 
qui devait le conduire en 1872 au « programme d'Erlangen ». De 
son côté, Lie, dans une lettre de 1873 à A. Mayer ([202], vol. 5, 
p. 584), date de son séjour à Paris l'origine de ses idées sur les groupes 
de transformations, et dans un travail de 1871 ([202], vol. 1, Abh. XII, 
p. 153-214), il utilise déjà le terme de « groupe de transformations D 
et pose explicitement le problème de la détermination de tous les 
sous-groupes (« continus ou discontinus ») de G L  (11. C). A vrai dire, 
Klein et Lie ont dû l'un et l'autre éprouver quelque difficulté à s'in- 
sérer dans ce nouvel univers mathématique, et Klein parle du « Traité » 
de Jordan, nouvellement paru, comme d'un « livre scellé de sept 
sceaux » ([182], t. 1, p. 51); il écrit par ailleurs à propos de ([182], t. 1, 
p. 424-459) : « C'est à Lie qu'appartient tout ce qui se rapporte à l'idée 
heuristique d'un groupe continu d'opérateurs, en particulier tout ce 
qui touche à l'intégration des équations différentielles ou aux dérivées 
partielles. Toutes les notions qu'il développa plus tard dans sa théorie 
des groupes continus se trouvaient déjà en germe chez lui, mais toutefois 
,ri peu élaborées, que je dus le convait~cre de maints détails, par exemple 
au début l'existence niéme des courbes V ,  au cours de Iot~gs entretiens N 
([l82], t. 1, p. 415). 



b) Transformations infinitésimales 

La conception d'une transformation « infiniment petite » remonte 
au moins aux débuts du Calcul infinitésimal; on sait que Descartes 
découvre le centre instantané de rotation en admettant que « dans 
l'infiniment petit » tout mouvement plan peut être assimilé à une 
rotation; l'élaboration de la Mécanique analytique, au xvrire siècle, 
est tout entière fondée sur des idées semblables. En 1851, Sylvester, 
cherchant à former des invariants du groupe linéaire GL(3,C) 
ou de certains de ses sous-groupes, donne aux paramètres zj figurant 
dans ces matrices des accroissements « infiniment petits » de la forme 
ajdt, et exprime qu'une fonction f((zj)) est invariante en écrivant 
l'équation f((zj + ajdt)) = f((zj)); ceci lui donne pour f l'équation 
linéaire aux dérivées partielles Xf = O, où 

X étant donc un opérateur différentiel, « dérivée dans la direction de 
paramètres -directeuri cij )i (a04], vol. 3, p. 3 2 6 e t  327); Sylvester 
semble sentir qu'il y a là un principe général d'une assez grande 
portée, mais ne parait pas être revenu sur la question. Un peu plus 
tard, Cayley ([58], t. I I ,  p. 164-1 78) procède de même pour les inva- 
riants de SL(2,C) dans certaines représentations de ce groupe et 
montre que ce sont les solutions de deux équations aux dérivées 
partielles du premier ordre Xf = O, Yf = O, où X et Y sont obtenus 
comme ci-dessus a partir des transformations « infiniment petites )) 

En termes modernes, cela s'explique par le fait que X et Y 
engendrent l'algèbre de Lie sI(2, C); d'ailleurs Cayley calcule explicite- 
ment le crochet XY - YX et montre qu'il provient lui aussi d'une 
transformation (< infiniment petite B. 

Dans son mémoire de 1868 sur les groupes de mouvements [174 b], 
Jordan utilise d'un bout à l'autre le concept de « transformation 
infiniment petite », mais exclusivement d'un point de vue géométrique. 
C'est sans doute chez lui qu'apparaît l'idée d'un groupe à un para- 
mètre « engendré » par une transformation infiniment petite : pour 
Jordan, c'est l'ensemble des transformations obtenues en « répétant 
convenablement » la transformation infiniment petite (loc. cit., p. 243). 



Klein et Lie, dans leur mémoire de 1871, utilisent la même expreksion 
a transformation inJiniment petite répétée n ([182], t. 1, p. 424-459), 
mais le contexte montre qu'ils entendent par' là une intégration d'un 
système différentiel. Si le groupe à un paramètre qu'ils considèrent 
est formé des transformations x' = f(x,y,t), y' = g(x,y,t), la 
« transformation infiniment petite )> correspondante est donnée par 

dx = P(X, YW, dy = q(x, y)dt 

transformation identique du groupe. Comme Klein et Lie connaissent 
explicitement les fonctions f et g, ils n'ont pas de peine à vérifier que 
les fonctions 

t++f(x ,y ,O et t -g(x,y, t )  

donnent sous forme paramétrique la courbe intégrale de l'équation 
différentielle . .  

q(5, W S  = P(S, ri)dri 
passant par le point (x, y ) ,  mais n'en donnent aucune raison générale; 
ils n'utilisent d'ailleurs plus ce fait dans la suite de leur mémoire. 

c) Transformations de contact 

Dans les deux années suivantes, Lie paraît abandonner la théorie 
des groupes de transformations (bien qu'il reste en contact très suivi 
avec Klein, qui publie en 1872 son « Programme ») pour étudier les 
transformations de contact, l'intégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre et les relations entre ces deux théories. Nous 
n'avons pas à faire l'historique de ces questions ici, et nous nous bor- 
nerons à mentionner quelques points qui paraissent avoir joué un rôle 
important dans la genèse de la théorie des groupes de transformations. 

La notion de transformation de contact généralise à la fois les 
transformations ponctuelles et les transformations par polaires réci- 
proques. Grosso modo, une transformation de contact * dans C n  est 

* II s'agit ici de transformations de contact (( homogènes n. Antérieurement. la 
considération d'équations du type (2), mais où z intervient dans F, avait amené 
Lie à considérer des transformations de contact a 2n + 1 variables z,x,, . . ., 
x,, p , , .  . ., p., où il s'agit de trouver Zn + 2 fonctions Z,  P,,  XI (1 < i < n) et p 
(cette dernière f O en tout point) telles que dZ - C PrdX, = p(dz - p, dxl ) .  

1 I 

Ce cas en apparence plus général se ramène d'ailleurs aisément al! cas (( homo- 
gène )> ([203], t .  2, p. 135-146). 



un isomorphisme d'un ouvert Cl de la variété T'(Cn) des vecteurs 
cotangents à Cn sur un autre ouvert R' de T'(Cn) transformant la 
1-forme canonique de R en celle de R'. En d'autres termes, si 
(x,,. . ., x , , p , ,  . . . . p , )  désignent les coordonnées canoniques de 
Tf(C "), une transformation de contact est un isomorphisme 

n n 

( x i , p , )  I+ (Xi, Pi) satisfaisant à la relation PidXi = pidxi.  
i=  1 i= 1 

De telles transformations interviennent dans l'étude de l'intégration 
des équations aux dérivées partielles de la forme 

Lie se familiarise au cours de ses recherches sur ces questions avec 
le maniement des parenthèses de Poisson 

et des crochets * [X, Y] = XY - YX d'opérateurs différentiels du 
type (1); il interprète la parenthèse de Poisson (3) comme l'effet 
surf d'une transformation de type (1) associée à g, et observe à cette 
oc,casion que l'identité de Jacobi pour les parenthèses de Poisson 
stgnifie que le crochet des opérateurs différentiels correspondant 
à g et h est associé à la parenthèse (g, h). La recherche de fonctions g 
telles que (F, g )  = 0, qui intervient dans la méthode de Jacobi pour 
intégrer l'équation aux dérivées partielles (2), devient pour Lie celle 
d'une transformation infinitésimale de contact laissant invariante 
l'équation donnée. Enfin, Lie est amené à étudier des ensembles de 
fonctions ( u , ) , ~  jBm des x ,  et des p, tels que les parenthèses (uj ,  uJ 
soient fonctions des u,, et nomme « groupes » ces ensembles (déjà 
considérés en substance par Jacobi). 

* Ceux-ci intervenaient déjà dans la théorie de Jacobi-Clebsch des (( systèmes 
complets BI d'équations aux dérivées partielles du premier ordre X, f = O (1 9 j < r) ,  
notion équivalente A celle de II système complètement intégrable n de Frobenius : 
le théorème fondamental (équivalent au (( théorème de Frobenius n) qui carac- 
térise ces systèmes est que les crochets [XI, XI] doivent être des combinaisons 
linéaires (à coefficients variables) des X,. 



II. GROUPES CONTINUS 
ET TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES 

Brusquement, à l'automne 1873, Lie reprend l'étude des groupes 
de transformations et obtient des résultats décisifs. Pour autant 
qu'on puisse suivre le cheminement de sa pensée dans quelques 
lettres à A.  Mayer des années 1873-1874 ([202], vol. 5, p. 584-608), 
il part d'un « groupe continu » de transformations sur n variables 

dépendant effectivement * de r paramètres a,, . . ., a,; il observeque, 
si la transformation (4) est I'identiré pour les valeurs a l ,  . . ., a: des 
paramètres **, alors les développements de Taylor des xi ,  limités 
au premier ordre : 
( 5 )  fi(x,, . . ., x,, a: + z,, . . ., a: + z,) = 

r 

donnent une transformation infiniment petite « générique » dépendant 
linéairement des r paramètres zj 

Procédant comme dans son mémoire avec Klein, Lie intègre le système 
différentiel 

ce qui lui donne, pour tout point (z,, . . . , z,), un groupe à un para- 
mètre 

* Lie entend par la que lesA ne peuvent s'exprimer à l'aide de moins de r fonctions 
des aj ,  ou encore que la matrice jacobienne @fi @aj) est de rang r (( en général n. 
* *  Dans ses premières notes, Lie pense pouvoir démontrer a priori l'existence 
de l'identité et de l'inverse dans tout ensemble de transformations (4) stable par 
composition; il reconnaît plus tard que sa démonstration était incorrecte, et Engel 
lui fournit un contre-exemple reproduit dans ([203], t. 1 , s  44). Toutefois, Lie montre 
comment on ramène les systèmes (( continus » (4) stables par composition aux 
groupuscules de transformations : un tel systeme est de la forme Goh,  où G est 
un groupuscule de transformations et h une transformation du système ([203l, 
t. 1 ,  th. 26, p. 163 et t. 3, th. 46, p. 572). 
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tel que g,(x,, . . ., x,, z,, . . ., z,, O) = xi pour tout i. Il montre de 
façon ingénieuse, en utilisant le fait queles transformations(4) forment 
un ensemble stable par composition, que le groupe à un paramètre (8) 
est un sous-groupe du groupe donné ([202], vol. 5, Abh. VII, p. 32-63). 
L'idée nouvelle, clé de toute la théorie, est de pousser jusqu'au 
second ordre les développements de Taylor des fonctions (4). La 
marche de son raisonnement est assez confuse et heuristique ([202], 
vol. 5, Abh. VII, p. 32-63 et [202], vol. 5, p. 600-601); on peut 
la présenter de la façon suivante. Pour les zj assez petits, on peut 
faire t = 1 dans (8), et on obtient ainsi de nouveaux paramètre z,, 
. . ., z, pour les transformations du groupe (c'est en fait la première 
apparition des « paramètres canoniques 
VU 17) 

»). [On a par définition, 

, x9, 

d'où 

ce qui donne 

d'où, pour t = 1, les développements de Taylor par rapp0r.t aux 
paramètres z, 

Écrivons en abrégé ces relations x' = G(x, z) entre vecteurs 

x = x ,  . . . x ) ,  x' = (xi, . . ., x;), z = (z , ,  . . ., z,); 

la propriété fondamentale de stabilité de l'ensemble de ces transfor- 
mations par composition s'écrit 

(10) G ( W ,  u), 0) = G(x, W u ,  0)) 



où H = (Hl,  . . ., H,) est indépendant de x; il est immédiat que 
H(u, O) = u, H(0, v) = v, d'où les développements 

les termes non écrits étant non linéaires en u ou en u. Transformant (IO) 
à l'aide de (9) et (1 1), puis comparant les termes en uhvk des deux 
membres, Lie obtient les relations 

Sa pratique de la théorie des équations aux dérivées partielles l'amène 
à écrire ces conditions sous une forme plus simple : suivant le modèle 
de (l), il associe à chacune des r transformations infiniment petites 
obtenues en faisant z, = 1, zh = O pour h # k dans (6) ,  l'opérateur 
différentiel 

et récrit les conditions (12) sous la forme 

pierre angulaire de sa théorie. Jusque-là, il avait utilisé indifférem- 
ment les termes « transformation infiniment petite » et « transfor- 
mation infinitésimale » (e.g. [202], vol. 5, Abh. 1, p. 1-4); la simplicité 
des relations (14) le conduit à appeler I'opérateur (13) le « symbole )) 
de la transformation infinitésimale dxi = Xk,dt (1 < i < n) ([202], 
vol. 5, Abh. III, p. 42-75) et très rapidement, c'est I'opérateur (13) 
lui-même qu'il appellera « transformation infinitésimale » ([202], 
vol. 5, Abh. I I I ,  p. 42-75 et [202], vol. 5, p. 589). 

11 devient alors conscient des liens étroits qui unissent la théorie 
des « groupes continus » à ses recherches antérieures sur les trans- 
formations de contact et les équations aux dérivées partielles. Ce 
rapprochement le remplit d'enthousiasme : « Mes anciens travaux 
étaient pour ainsi dire tout prêts d'avance pour fonder la nouvelle 
théorie des groupes de transformations » écrit-il à Mayer en 1874([202], 
vol. 5, p. 586). 

Dans les années suivantes, Lie poursuit l'étude des groupes 
de transformations. Outre les théorèmes généraux résumés ci-après 
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(5 Ill), il obtient un certain nombre de résultats plus particuliers : 
détermination des groupes de transformations de la droite et du 
plan, des sous-groupes de petite codimension des groupes projectifs, 
des groupes à au plus 6 paramètres, etc. II n'abandonne pas pour 
autant les équations différentielles. En fait, il semble même que, 
pour lui, la théorie des groupes de transformations devait être un 
instrument pour intégrer les équations différentielles, où le groupe 
de transformations jouerait un rôle analogue à celui du groupe de 
Galois d'une équation algébrique *. Notons que ces recherches 
l'amènent également à introduire certains ensembles de transforma- 
tions à une infinité de paramètres, qu'il appelle « groupes infinis 
et continus » **; il réserve le nom de « groupes finis et continus » 
aux groupes de transformation à un nombre fini de paramètres du 
type (4) ci-dessus. 

111. LE « DICTIONNAIRE » GROUPES 
DE .LIE-ALGEBRES DE LIE 

La théorie des groupes « finis et continus », développée par 
Lie dans de nombreux mémoires à partir de 1874, est exposée systé- 
matiquement dans l'imposant traité « Theorie der Transformations- 
gruppen » ([203], 1888- 1893), écrit en collaboration avec F. Engel *** ; 
elle y fait l'objet du premier volume et des cinq derniers chapitres 
du troisième, le second étant consacré aux transformations de contact. 

Comme l'indique le titre, il n'est jamais question dans cet ouvrage 
que de groupes de transformations, au sens des équations (4), où 
l'espace des « variables » x, et l'espace des « paramètres » aj jouent 

* Ces recherches n'ont eu que peu d'influence sur la théorie générale des équations 
différentielles, le groupe d'automorphismes d'une telle équation étant le plus 
souvent trivial. En revanche, pour certains types d'équations (par exemple linéaires), 
des résultats intéressants ont été obtenus ultérieurement par Picard, Vessiot, puis. 
plus récemment, Ritt et Kolchin. 
** On les appelle aujourd'hui (( pseudo-groupes de Lie n; on aura soin de ne pas 
les confondre avec les groupes de Lie (( banachiques )). 
*** De 1886 à 1898, Lie occupa à Leipzig la chaire laissée vacante par Klein et 
eut Engel pour assistant; cette circonstance favorisa l'éclosion d'une active école 
mathématique ainsi que la diffusion des idées de Lie, assez peu connues jusque-là 
(en raison, notamment, du fait que ses premiers mémoires étaient le plus souvent 
écrits en norvégien, et publiés dans les Comptes Rendus de l'Académie de Chris- 
tiania, peu répandus ailleurs). C'est ainsi qu'à une époque ou i l  n'était guCre 
d'usage p'our les jeunes mathématiciens français d'aller s'instruire en Allemagne, 
E. Vessiot et A. Tresse passèrent une année d'études a Leipzig, avec Sophus Lie. 



des rôles initialement aussi importants. D'ailleurs le concept de groupe 
« abstrait » n'est pas clairement dégagé à cette époque; quand en 1883 
([202], vol. 5, Abh. XII, p. 31 1-313) Lie remarque qu'avec les nota- 
tions de (IO), l'équation w = H(u, v )  qui donne les paramètres de 
la composée de deux transformations du groupe définit un nouveau 
groupe, c'est comme groupe de transformations sur l'espace des para- 
mètres qu'il le considère, obtenant ainsi ce qu'il appelle le « groupe des 
paramètres » (il en obtient mème deux, qui ne sont autres que le groupe 
des translations à gauche et le groupe des translations a droite) *. 

Les variables xi et les paramètres aj dans les équations (4) sont 
en principe supposés complexes (sauf dans les chap. XIX-XXIV du 
t. 3), et les fonctionsf, analytiques; Lie et Engel sont bien entendu 
conscients du fait que ces fonctions ne sont pas en général définies 
pour toutes les valeurs complexes des xi  et des a j  et que, par suite, 
la composition de telles transformations soulève de sérieuses diffi- 
cultés ([203], t. 1, p. 15-1 7 ,  p. 33-40 et passim); et bien que, par la 
suite, ils s'expriment presque toujours comme si la composition des 
transformations qu'ils étudient était possible sans restriction, ce n'est 
sans doute que pour la commodité des énoncés, et ils rétablissent 
explicitement le point de vue « local » chaque fois que c'est nécessaire 
(cf. /oc. cit., p. 168 ou 189 par exemple ou ibid., t. 3, p. 2, note de bas 
de page); en d'autres termes, l'objet mathématique qu'ils étudient 
est voisin de ce que nous appelons maintenant, un morceau de loi 
d'opération. Ils ne se font pas faute, à l'occasion, de considérer des 
groupes globaux, par exemple les 4 séries de groupes classiques ([203], 
t. 3, p. 682), mais ne paraissent pas s'être posé la question de ce que 
peut être en général un « groupe global »: il leur suffit de pouvoir 
obtenir, pour les « paramètres » des groupes c~assiques (les « variables )) 
de ces groupes n'introduisent aucune difficulté, puisqu'il s'agit de 
transformations linéaires de C"), des systèmes de paramètres « locaux D 
au voisinage de la transformation identique, sans qu'ils s'inquiètent 
du domaine de validité des fornlules qu'ils écrivent. Ils se posent 
toutefois un problème qui sort nettement de la théorie locale "* : 
l'étude des groupes « mixtes », c'est-à-dire des groupes ayant un 

* La notion analogue pour les groupes de permutations avait été introduite 
et étudiée par Jordan dans son (( Traité D. 
** Rappelons (p. ISI ) ,  qu'à la suite d'une Note de H.  Poincaré([ZSI], t. V, p. 77-79) 
divers auteurs ont étudié le groupe des éléments inversibles d'une algèbre asss- 
ciative de dimension finie. 11 est intéressant de noter à ce propos que E. Study. 
dans ses travaux sur ce sujet, introduit un symbolisme qui revient en substance à 
envisager le groupe abstrait défini par le groupe des paramètres. 
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nombre fini de composantes connexes, tel le groupe orthogonal ([203], 
t. 1, p. 7). Ils présentent cette étude comme celle d'un ensemble de 
transformations stable par composition et passage à l'inverse, qui est 
réunion d'ensembles Hj dont chacun est décrit par des systèmes de 
fonctions (fi<,)) comme dans (4); le nombre de paramètres (essentiels) 
de chaque H, est même a priori supposé dépendre de j, mais ils mon- 
trent qu'en fait ce nombre est le même pour tous les H,. Leur résultat 
principal est alors l'existence d'un groupe fini et continu G tel que 
H j  = G 0 h j  pour un hj  E Hj et pour tout j ;  ils établissent aussi 
que G est distingué dans le groupe mixte et remarquent que la déter- 
mination des invariants de ce dernier se ramène à celle des invariants 
de G et d'un groupe discontinu ([203], t. 1 ,  chap. 18). 

La théorie générale développée dans [203] aboutit (sans que 
cela soit dit de façon très systématique par les auteurs) à forger un 
« dictionnaire » faisant passer des propriétés des groupes « finis et 
continus » à celles de l'ensemble de leurs transformations infini- 
tésimales. Il est basé sur les « trois théorèmes de Lie », dont chacun 
est formé d'une assertion et de sa réciproque. 

Le premier théorème ([203], t. 1 ,  p. 33 et 72 et t. 3, p. 563) affirme 
en premier lieu que si dans (4) les paramètres sont effectifs, les fonc- 
tions j; vérifient un système d'équations aux dérivées partielles de 
la forme 

où la matrice (kkr) est de rang maximum et det($,,) f O; réciproque- 
ment, si Ies'fonctionsJ;. ont cette propriété, les formules (4) définissent 
un groupuscule de transformations. 

Le deuxième théorème ([203], t. 1, p. 149 et 158, et t. 3, p. 590) 
donne des relations entre les c,, d'une part, les i l / , ,  de l'autre : les 
conditions sur les c,, s'écrivent sous la forme 

où les c f j  sont des constantes (1 < i, j, k < r )  antisymétriques en i, j. 
Les conditions sur les qij, SOUS la forme donnée par Maurer. sont : 
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En introduisant la matrice (aij) contragrédiente de (Jlij) et les trans- 
formations infinitésimales 

on peut écrire (16) et (17) respectivement : 

Réciproquement, si l'on se donne r transformations infinitési- 
males X, (1 < k < r)  linéairement indépendantes et vérifiant les 
conditions (19), les sous-groupes à un paramètre engendrés par ces 
transformations engendrent un groupe de transformations à r para- 
mètres essentiels. 

Enfin, le troisième rhéorème ([203], t. 1, p. 170 et 297et t. 3, p. 597) 
ramène la détermination des systèmes de transformations infinitési- 
males (X,),, ,,, vérifiant (29) à un problème purement algébrique : 
on doit avoir 

Réciproquement *, si (21) et (22) sont vérifiées, il existe un système 
de transformations infinitésimales satisfaisant aux relations (19), 
d'où un groupe de transformations à r paramètres (en d'autres termes, 
les combinaisons linéaires à coefficients constants des X,  forment 
une algèbre de Lie, et inversement toute algèbre de Lie de dimension 
finie peut être obtenue de cette manière). 

Ces résultats sont complétés par l'étude des questions d'iso- 

* Cette réciproque n'a pas été obtenue sans peine. La première démonstration 
qu'en donne Lie ([202], vol. 5, Abh. III, p. 42-75)consiste àpasser au groupe adjoint 
et n'est en fait valable que si le centre de l'algèbre de Lie donnée est réduit à 0 
II en donne ensuite deux démonstrations générales ([203], t. 2, chap. XVII et 
t. 3, p. 599-604); il est assez significatif que la première soit basée sur les transfor- 
mations de contact et que Lie la trouve plus naturelle que la deuxième. 



morphisme. Deux groupes de transformations sont dits semblables 
si l'on passe de I'un à I'autre par une transformation inversible de 
coordonnées sur les variables et une transformation inversible de 
coordonnées sur les paramètres : dès le début de ses recherches, 
Lie avait rencontré naturellement cette notion à propos de la défini- 
tion des « paramètres canoniques ». II montre que deux groupes 
sont semblables si, par une transformation sur les « variables », on 
peut amener les transformations infinitésimales de I'un sur celles 
de I'autre ([203], t. 1, p. 329). Une condition nécessaire pour qu'il 
en soit ainsi est que les algèbres de Lie des deux groupes soient 
isomorphes, ce que Lie exprime en disant que les groupes sont « gleich- 
zusammengesetzt »; mais cette condition n'est pas suffisante, et tout 
un chapitre (12031, t. 1, chap. 19) est consacré à obtenir des condi- 
tions supplémentaires assurant que les groupes sont « semblables D. 
La théorie des groupes de permutations fournissait d'autre part la 
notion d' « isomorphisme holoédrique » de deux tels groupes (iso- 
morphisme des groupes « abstraits » sous-jacents); Lie transpose 
cette notion aux groupes de transformations, et montre que deux tels 
groupes sont « holoédriquement isomorphes » si et seulement si leurs 
algèbres de Lie sont isomorphes ([203], t. 1, p. 418). En particulier, 
tout groupe de transformations est holoédriquement isomorphe à 
chacun de ses groupes de paramètres, et cela montre que, lorsqu'on 
veut étudier la structure du groupe, les « variables » sur lesquelles 
il opère importent peu et qu'en fait tout se ramène à l'algèbre de 
Lie *. 

Toujours par analogie avec la théorie des groupes de permu- 
tations, Lie introduit les notions de sous-groupes, sous-groupes dis- 
tingués, « isomorphismes mériédriques » (homomorphismes sur- 
jectifs), et montre qu'elles correspondent a celles de sous-algèbres, 
idéaux et homomorphismes surjectifs d'algèbres de Lie; il avait 
d'ailleurs rencontré très tôt un exemple particulièrement important 
d' « isomorphisme mériédrique », la représentation adjointe, et 
reconnu ses liens avec le centre du groupe (12021, vol. 5, Abh. III, 
p. 42-75). Pour ces résultats, comme pour les théorèmes fonda- 
mentaux, l'outil essentiel est le théorème de Jacobi-ClebsCh donnant 

* On peut constater une évolution semblable dans la théorie des groupes 
(( abstraits n, en particulier finis. Ils ont été tout d'abord définis comme groupes 
de transformations, mais déjà Cayley remarquait que l'essentiel est la manière dont 
les transformations se composent entre elles, et non la nature de la représentation 
concréte du groupe de permutations d'objets particuliers. 
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la complète intégrabilité d'un système différentiel (l'une des formes 
du théorème dit « de Fro,benius »); il en donne du reste une démons- 
tration nouvelle utilisant les groupes à un paramètre ([203], t. 1, 
chap. 6). 

Les notions de transitivité et de primitivité, si importantes pour 
les groupes de permutations, se présentaient aussi naturellement 
pour les groupes « finis et continus » de transformations, et le traité 
de Lie-Engel en fait une étude détaillée ([203], t. 1, chap. 13 et passim); 
les relations avec les sous-groupes stabilisateurs d'un point et la 
notion d'espace homogène sont aperçues (pour autant qu'elles 
pouvaient l'être sans se placer au point de vue global) ([203], t. 1, 
p. 425). 

Enfin, le « dictionnaire » se complète, dans 12031, par l'intro- 
duction des notions de groupe dérivé et de groupe résoluble (appelé 
« groupe intégrable » par Lie; cette terminologie, sug&rée par la 
théorie des équations différentielles, restera en usage jusqu'aux tra- 
vaux de H. Weyl) ([203], t. 1,  p. 261 et t. 3, p. 678-679); la relation 
entre commutateurs et crochets avait d'ailleurs été perçue par Lie 
dès 1883 ([202], vol. 5, p. 358). 

Autres démonstrations des théorèmes fondamentaux 

Dans j278 b], F. Schur montre qu'en coordonnées canoniques les 
JI, ,  de (15) satisfont aux équations différentielles 

Celles-ci s'intègrent et donnent une formule équivalente à la formule 

pour la différentielle droite a ( X )  de l'application exponentielle au 
point X ;  en particulier, en coordonnées canoniques, les $1, se pro- 
longent en fonctions entières des a,.  F. Schur en déduit un résultat 
précisant une remarque antérieure de Lie : si, dans la définition (4) 
des groupes de transformations, on suppose seulement que les f, 
sont de classe C2, alors le groupe est holoédriquement isomorphe 



à un groupe analytique *. A la suite de ses recherches sur l'intégration 
des systèmes différentiels, E. Cartan (1.52 a], t. II,, p. 371) introduit 
en 1904 les formes de Pfaff 

(avec les notations de (15)), appelées plus tard .formes de Maurer- 
Cartan. Les conditions (17) de Maurer peuvent alors s'écrire 

E. Cartan montre que I'on peut développer la théorie des groupes 
finis et continus à partir des o, et établit l'équivalence de ce point 
de vue et de celui de Lie. Mais, pour lui, l'intérêt de cette méthode 
est surtout qu'elle s'adapte aux « groupes infinis et continus » dont 
il pousse la théorie beaucoup plus loin que ne l'avait fait Lie, et 
qu'elle permet d'édifier sa théorie du « repère mobile » généralisé. 

IV. LA THÉORIE DES ALGÈBRES DE LIE 

Une fois acquise la correspondance entre groupes de transfor- 
mations et algèbres de Lie, la théorie va prendre un tour nettement 
plus algébrique et sera centrée sur une étude approfondie des algèbres 
de Lie ** 

* Lie avait déjà énoncé sans démonstration un résultat de ce genre ([202], vol. 6, 
Abh. V, p. 230-236). Il y avait été amené par ses recherches sur les fondements 
de la géométrie (« problème de Helmholtz ))), où i l  avait remarqué que les hypo- 
thèses d'analyticité ne sont pas naturelles. 

Le résultat de F. Schur devait amener Hilbert. en 1900, à demander si la 
même conclusion restait valable si I'on suppose seulement les f; continues ((( Se pro- 
blème de Hilbert ))). Ce problème a suscité de nombreuses recherches. Le résultat 
le plus complet dans cet ordre d'idées est le théorème suivant, démontré par 
A. Gleason, D. Montgomery et L. Zippin : tout groupe topologique localement 
compact possède un sous-groupe ouvert qui est limite projective de groupes de 
Lie; il entraîne que tout groupe localement euclidien est un groupe de Lie. Pour 
plus de détails sur cette question, cf. [226]. 
** Le terme c( algèbre de Lie )) a été introduit par H. Weyl en 1934 : dans ses tra- 
vaux de 1935, il avait utilisé l'expression (( groupe infinitésimal 1). Auparavant. 
on parle simplement des (< transformations infinitésimales X,f, . . ., X, f » du 
groupe, ce que Lie et Engel abrègent fréquemment en disant le groupe' X,f, 
. . .*  X,f n! 
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Une première et courte période, de 1888 à 1894, marquée par 
les travaux d'Engel, de son élève Umlauf et surtout de Killing et 
E. Cartan, aboutit à une série de résultats spectaculaires sur les 
algèbres de Lie complexes. Nous avons vu plus haut que la notion 
d'algèbre de Lie résoluble était due à Lie lui-même, qui avait démontré 
(dans le cas complexe) le théorème de réduction des algèbres de 
Lie linéaires résolubles à la forme triangulaire ([203], t. 1, p. 270) *. 
Killing observe [180] qu'il existe dans une algèbre de Lie un plus 
grand idéal résoluble (qu'on appelle aujourd'hui le radical), et que 
le quotient de I'algèbre de Lie par son radical a un radical nul; i l  
appelle semi-simples les algèbres de Lie de radical nul, et prouve 
que ce sont des produits d'algèbres simples (cette dernière notion 
avait déjà été introduite par Lie, qui avait prouvé la simplicité des 
algèbres de Lie « classiques » ([203], t. 3, p. 682)). 

D'autre part, Killing introduit, dans une algèbre de Lie, l'équation 
caractéristique det(ad(x) - o. 1) = O ,  déjà rencontrée par Lie en 
étudiant les sous-algèbres de Lie de dimension 2 contenant un élément 
donné d'une algèbre de Lie. Nous renvoyons à d'autres Notes histo- 
riques pour l'analyse des méthodes par lesquelles Killing, en étudiant 
de manière pénétrante les propriétés des racines de l'équation caracté- 
ristique « générique » pour une algèbre semi-simple, aboutit au plus 
remarquable de ses résultats, la détermination complète des algèbres 
de Lie simples (complexes) **. 

KiIling prouve que I'algèbre dérivée d'un algèbre résoluble est 
« de rang O » (ce qui signifie que ad x est nilpotent pour tout élément x 
de I'algèbre). Peu de temps après, Engel démontre que les algèbres 
« de rang O » sont résolubles (cet énoncé est en substance ce que 
l'on appelle aujourd'hui le théorème d'Engel). Dans sa thèse, E. Cartan 
introduit d'autre part ce qu'on appelle maintenant la « forme de 
Killing », et établit les deux critères fondamentaux qui caractérisent 
au moyen de cette forme les algèbres de Lie résolubles et les algèbres 
de Lie semi-simples. 

Killing avait affirmé ([/80], IV) que I'algèbre dérivée d'une 

* Presque au début de ses recherches, Lie avait rencontré des groupes linéaires 
résolubles, et même en fait nilpotents ([202].  vol. 5, Abh IV, p. 78-133). 
** A cela près qu'il trouve deux algèbres exceptionnelles de dimension 52, dont 
il ne remarque pas l'isomorphisme. (11 s'agit uniquement d'algèbres de Lie simples 
complexes, car on n'envisageait pas de problème plus général à cette époque; 
les méthodes de Killing valent en fait pour tout corps algébriquement clos de 
caractéristique 0). 



algèbre de Lie est somme d'une algèbre semi-simple et de son radical, 
qui est nilpotent, mais sa démonstration était incomplète. Un peu 
plus tard, E. Cartan annonçait sans démonstration ([52 a], t. Il, 
p. 104) que plus généralement toute algèbre de Lie est somme de 
son radical et d'une sous-algèbre semi-simple; le seul résultat dans 
cette direction établi de façon indiscutable à cette époque est un 
théorème d'Engel affirmant l'existence, dans toute algèbre de Lie 
non résoluble, d'une sous-algèbre de Lie simple de dimension 3. 
La première démonstration publiée (pour les algèbres de Lie com- 
plexes) de l'énoncé de Cartan est due à E. E. Levi [200]; une autre 
démonstration (valable également dans le cas réel) fut donnée par 
J. H. C .  Whitehead en 1936 [334 a]. En 1942, A. Malcev compléta 
ce résultat par le théorème d'unicité des « sections de Levi » à conju- 
gaison près. 

Dès ses premiers travaux, Lie s'était posé le problème de I'iso- 
morphisme de toute algèbre de Lie avec une algèbre de Lie linéaire. 
Il avait cru le raoudre affirmativement en considérant la représen- 
tation adjointe (et en déduire ainsi une preuve de son troisième 

- - -  

théorème ») ([202], vol. 5, Abh. III, p. 42-75); il reconnut rapidement 
que sa démonstration n'était correcte que pour les algèbres de Lie 
de centre nul; après lui, la question resta très longtemps ouverte, et 
fut résolue affirmativement par Ado en 1935 12 a]. D'autre part, 
Lie s'était posé en substance le problème de déterminer les repré- 
sentations linéaires de dimension minimale des algèbres de Lie 
simples, et l'avait résolu pour les algèbres classiques; dans sa Thèse, 
Cartan résout aussi ce problème pour les algèbres simples exception- 
nelles *; les méthodes qu'il emploie à cet effet seront généralisées 
par lui vingt ans plus tard pour obtenir toutes les représentations 
irréductibles des algèbres de Lie simples réelles ou complexes.. 

La propriété de réductibilité complète d'une représentation 
linéaire semble avoir été rencontrée pour la première fois (sous une 
forme géométrique) par Study. Dans un manuscrit non publié, mais 
cité dans ([203], t. 3, p. 785-788) il démontre cette propriété pour les 
représentations linéaires de l'algèbre de Lie de SL(2,C), et obtient 
des résultats partiels pour SL(3, C) et SL(4, C). Lie et Engel conjec- 
turent à cette occasion que le théorème de réductibilité complète 

* Le point de vue de Cartan consiste à étudier les algèbres de Lie extensions non 
triviales d'une algèbre de Lie simple et d'un radical (commutatif) de dimension 
minimale. 



vaut pour SL(n,C) quel que soit n. La réductibilité complète des 
représentations linéaires des algèbres de Lie semi-simples fut établie 
par H. Weyl en 1925 * par un argument de nature globale (voir plus 
loin). La première démonstration algébrique a été obtenue en 1935 
par Casimir et van der Waerden [ S I ;  d'autres démonstrations algé- 
briques ont été données ensuite par R. Brauer [34 b] et J .  H. C. Whi- 
tehead [334 b]. 

Enfin, au cours de ses recherches sur l'application exponentielle 
(cf. infra), H.  Poincaré ([25/], t. Ill) considère l'algèbre associative 
d'opérateurs différentiels de tous ordres, engendrée par les opérateurs 
d'une algèbre de Lie; il montre en substance que, si (Xt)lS14 ,, 
est une base de I'algèbre de Lie, I'algèbre associative engendrée par 
les Xi a pour base certaines fonctions symétriques des Xi (sommes 
des « monômes » non commutatifs déduits d'un monôme donné 
par toutes les permutations de facteurs). L'essentiel de sa démonstra- 
tion est de nature algébrique, et permet d'obtenir la structure de 
I'algèbre enveloppante. Des démonstrations analogues ont été 
données en 1937 par G. Birkhoff [22 b] et E. Witt [337 b] **. 

La plupart des travaux cités ci-dessus se limitent aux algèbres 
de Lie réelles ou complexes, qui seules correspondent à des groupes 
de Lie au sens usuel. L'étude des algèbres de Lie sur un corps autre 
que R ou C est abordée par Jacobson [172 a] qui montre que la plus 
grande partie des résultats classiques restent valables sur un corps 
de caractéristique zéro. 

V. EXPONENTIELLE ET FORMULE DE HAUSDORFF 

Les premières recherches concernant l'application exponentielle 
sont dues à E. Study et F. Engel ; Engel [IO4 b] remarque que I'expo- 

nentielle n'est pas surjective pour SL(2, C) (par exemple (-A -7 
* H. Weyl remarque à cette occasion que la construction donnée par E. Cartan 
des représentations irréductibles utilise implicitement cette propriété. 
** La première utilisation des opérateurs différentiels d'ordre supérieur engendrés 
par les X, est sans doute l'emploi de 1' (( opérateur de Casimir n pour la démonstra- 
tion du th. de réductibilité complète. Après 1950, les recherches de Gelfand et 
de son école, et de harish-Chandra, sur les représentations linéaires de dimension 
infinie, ont porté ces opérateurs au premier plan. 



n'est pas une exponentielle si a f O), mais qu'elle l'est pour GL(n, C), 
donc aussi pour PGL(n, C) (cette dernière propriété avait déjà été 
notée par Study pour n = 2); ainsi SL(2, C) et PGL(2, C) donnent 
un exemple de deux groupes localement isomorphes, mais qui sont 
néanmoins très différents du point de vue global. Engel montre aussi 
que l'exponentielle est surjective dans les autres groupes classiques, 
augmentés des homothéties; ces travaux sont repris et poursuivis 
par Maurer, Study et d'autres, sans apporter de substantielles 
nouveautés. 

En 1899, H. Poincaré ([251], t. 111, p. 169-1 72 et 173-21 2), aborde 
l'étude de l'application exponentielle d'un point de vue différent. 
Ses mémoires paraissent avoir été hâtivement rédigés, car à plusieurs 
endroits il affirme que tout élément d'un groupe connexe est une 
exponentielle, alors qu'il donne des exemples du contraire ailleurs. 
Ses résultats portent principalement sur le groupe adjoint : il montre 
qu'un élément semi-simple d'un tel groupe G peut être l'exponentielle 
d'une infinité d'éléments de l'algèbre de Lie L(G), alors qu'un élément 
non serni-simple peut ne pas être une exponentielle. Si ad(X) n'a 
pas de valeur propre mdtiple non nul de 2ni, alors exp est étale en X. 
Il prouve aussi que, si U et V décrivent des lacets dans L(G), et si 
l'on définit par continuité W tel que eu.ev = eW, on ne retombe 
pas nécessairement sur la détermination initiale de W. I I  utilise une 
formule de résidus qui revient essentiellement à 

où ad(X) est un élément semi-simple dont les valeurs propres non 
nulles sont de multiplicité 1, @ une série entière de rayon de conver- 
gence suffisamment grand, l'intégrale étant étendue à un lacet enve- 
loppant les valeurs propres de ad X; il étudie aussi ce qui se passe 
lorsque X tend vers une transformation ayant des valeurs propres 
multiples. 

La recherche d'expressions de W en fonction de U et V dans 
la formule eu.ev = eW avait déjà, peu avant le travail de Poincaré, 
fait l'objet de deux mémoires de Campbell [46 a et b]. Comme l'écrit 
un peu plus tard Baker « . . .la théorie de Lie suggère de façon évidente 
que le produit eueV esr de la forme eW où W est une série d'alternanrs 
en U et V... n. Les travaux ultérieurs sur ce sujet visent à préciser 
cette assertion et à donner une formule explicite (ou une méthode 
de construction) pour W (N formule de Hausdorff N). Après Campbell 
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et Poincaré, Pascal, Baker [13] et Hausdorff [152 a] reviennent sur la 
question; chacun considère que les démonstrations de ses prédé- 
cesseurs ne sont pas convaincantes; la difficulté principale réside 
dans ce qu'il faut entendre par G alternants )) : s'agit-il d'éléments 
de l'algèbre de Lie particulière que l'on considère, ou d'expressions 
a symboliques D universelles? Ni Campbell, ni Poincaré, ni Baker 
ne s'expriment clairement sur ce point. Le mémoire de Hausdorff, 
par contre, est parfaitement précis; il travailled'abord dans l'algèbre 
des séries formelles associatives (non commutatives) en un nombre 
fini d'indéterminées et considère U, V, W comme des éléments de 
cette algèbre. I I  démontre l'existence de W par un argument d'équa- 
tion différentielle analogue à celui de ses prédécesseurs. Le même 
argument lu i  sert à prouver la convergence de la série lorsqu'on y 
remplace les indéterminées par des éléments d'une algèbre de Lie 
de dimension finie. Comme l'avait remarqué Baker, et indépendam- 
ment Poincaré, ce résultat peut servir à donner une démonstration 
du troisième théorème de Lie; il éclaire la correspondance entre 
groupes et algèbres de Lie, par exemple en ce qui concerne le groupe 
des commutateurs. 

En 1947, Dynkin [98 a] reprend la question, et obtient les coeffi- 
cients explicites de la formule de Hausdorff, en considérant d'emblée 
une algèbre de Lie normée (de dimension finie ou non, sur R, C o u  
un corps ultramétrique) " 

VI.  REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES 
ET GROUPES DE LIE GLOBAUX 

Aucun des travaux dont nous venons de parler n'abordait 
franchement le problème de la définition et de l'étude des groupes 
de Lie globaux. C'est à H. Weyl que reviennent les premiers pas 
dans cette voie. I I  s'inspire de deux théories, qui s'étaient jusque-là 
développées indépendamment : celle des représentations linéaires des 
algèbres de Lie semi-simples complexes, due à E. Cartan, et celle 
des représentations linéaires des groupes finis, due à Frobenius et 

* Dans le cas ultramétrique, la méthode classique des majorantes ne peut s'étendre 
sans précautions, a cause du comportement asymptotique de la valeur absolue 
p-adique de I ! I I  quand 11 tend vers l'infini. 
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qui venait d'être transposée au groupe orthogonal par .  1. Schur, 
en utilisant une idée de Hurwitz. Ce dernier avait montré [168] 
comment on peut former des invariants pour le groupe orthogonal 
ou le groupe unitaire en remplaçant l'opération de moyenne sur 
un groupe fini par une intégration relativement à une mesure inva- 
riante. II avait aussi remarqué qu'en appliquant cette méthode au 
groupe unitaire, on obtient des invariants pour le groupe linéaire 
général, premier exemple du (( unitarian trick n. En 1924, 1. Schur 
[279 el utilise ce procédé pour montrer la complète réductibilité des 
représentations du groupe orthogonal O(n) et du groupe unitaire 
U(n), par construction d'une forme hermitienne positive non-dégénérée 
invariante; il en déduit, par le unitarian trick D, la complète réduc- 
tibilité des représentations holomorphes de O(n, C), et de SL(n, C), 
établit des relations d'orthogonalité pour les caractères de O(n) et 
de U(n) et détermine les caractères de O(n). H. Weyl étend aussitôt 
cette méthode aux algèbres de Lie semi-simples complexes [331 b]. 
Étant donnée une telle algèbre g, il montre qu'elle possède une 
(( forme réelle compacte » (ce qui revient à dire qu'elle provient par 
extension des scalaires de R a C d'une algèbre go sur R dont le groupe 
adjoint Go est compact). De plus, il montre que le groupe fondamental 
de Go est fini, donc que le revêtement universel * de Go est compact. 
Il en déduit, par une adaptation convenable du procédé de Schur, 
la réductibilité complète des représentations de g, et donne aussi, 
par voie globale, la détermination des caractères des représentations 
de g. Dans une lettre à 1. Schur 1331 a], H. Weyl résume les résultats 
de Cartan, que Schur ne connaissait pas (cf. [279 el, p. 299, note de 
bas de page) et compare les deux points de vue : la méthode de 
Cartan fournit toutes les représentations holomorphes du groupe 
simplement connexe d'algèbre de Lie g; dans le cas du groupe ortho- 
gonal, on obtient ainsi des représentations d'un revêtement à deux 
feuillets (appelé plus tard le groupe des spineurs), qui échappent à 
Schur; d'un autre côté, la méthode de Schur a l'avantage de démontrer 
la complète réductibilité et de donner explicitement les caractères. 

Après les travaux de H. Weyl, E. Cartan adopte un point de vue 

* H. Weyl ne définit pas explicitement cette notion, avec laquelle il était familier 
depuis la rédaction de son cours sur les surfaces de Riemann (1913). C'est 
O. Schreier [276 a et b] qui, en 1926-1927, donne, pour la première fois, la défini- 
tion d'un groupe topologique et celle d'un groupe (( continu )) (Le. localement 
homéomorphe a un espace euclidien), ainsi que la construction du revêtement 
universel d'un tel groupe. 
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franchement global dans ses recherches sur les espaces symétriques 
et les groupes de Lie. C'est ce point de vue qui est à la base de son 
exposé de 1930 ([52 a], t. I,, p. 1 165-1225) de la théorie des groupes 
(( finis et continus ». On y trouve en particulier la première démons- 
tration de la variante globale du troisième théorème fondamental 
(existence d'un groupe de Lie d'algèbre de Lie donnée); Cartan 
montre aussi que tout sous-groupe fermé d'un groupe de Lie réel 
est un groupe de Lie, ce qui généralise un résultat de J. von Neumann 
sur les sous-groupes fermés du groupe linéaire [324 b]. Dans ce 
Mémoire, von Neumann montrait aussi que toute représentation 
continue d'un groupe semi-simple complexe est analytique réelle. 

Après ces travaux, la théoiie des groupes de Lie au sens (( clas- 
sique )) (c'est-à-dire de dimension finie sur R ou C) est à peu près 
fixée dans ses grandes lignes. Le premier exposé détaillé en est donné 
par Pontrjagin dans son livre sur les groupes topologiques [253]; 
il y garde un point de vue encore assez proche de celui de Lie, mais 
en distinguant soigneusement le local du global. II est suivi par le 
livre de Chevalley [62 dl qui renferme aussi la première discussion 
systématique de la théorie des variétés analytiques et du calcul diffé- 
rentiel extérieur; les transformations infi~itésimales N de Lie y 
apparaissent comme des champs de vecteurs et l'algèbre de Lie d'un 
groupe de Lie G est identifiée à l'espace des champs de vecteurs inva- 
riants à gauche sur G. II laisse de côté l'aspect G groupuscules )) et 
l'aspect N groupes de transformations )). 

VII. EXTENSIONS DE LA NOTION DE GROUPE DE LIE 

De nos jours, la vitalité de la théorie de Lie se manifeste par la 
diversité de ses applications (en topologie, géométrie différentielle, 
arithmétique, etc.), ainsi que par la création de théories parallèles 
où la structure de variété différentielle sous-jacente est remplacée 
par une structure voisine (variété p-adique, algébrique, schéma, 
schéma formel, . . .). Nous n'avons pas à faire ici l'historique de 
tous ces développements, et nous nous bornerons à deux d'entre 
eux : groupes de Lie banachiques et groupes de Lie p-adiques. 



a) Groupes de Lie banachiques 

II s'agit de groupes de Lie « de dimension infinie ». Du point 
de vue local, on remplace un voisinage de O dans un espace euclidien 
par un voisinage de O dans un espace de Banach. C'est ce que fait 
G. Birkhoff en 1936 [22 a], àboutissant ainsi à la notion d'algèbre 
de Lie normée cotnplète et à sa correspondance avec un « grou- 
puscule » défini sur un ouvert d'un espace de Banach. Vers 1950, 
Dynkin complète ces résultats par une extension à ce cas de la formule 
de Hausdorff (cf. supra). 

Les définitions et résultats de Birkhoff et Dynkin sont locaux. 
Jusqu'à une date récent$, il ne semble pas que l'on ait cherché à expli- 
citer la théorie globale correspondante, sans doute faute d'applications, 

b) Groupes de Lie p-adiques 

De tels groupes se rencontrent pour la première fois en 1907 
dans les travaux. de Hensel [/57 e] sur les fonctions analytiques 
p-adiques (définies par des développements en séries entières). Celui-ci 
étudie notamment l'exponentielle et le logarithme; malgré le compor- 
tement a priori surprenant des séries qui les définissent (par exemple 
la série exponentielle ne converge pas partout), leurs propriétés 
fonctionnelles fondamentales restent valables, ce qui fournit un 
isomorphisme local entre le groupe additif et le groupe multiplicatif 
de Q, (ou, plus généralement, de tout corps ultramétrique complet 
de caractéristique zéro). 

C'est également de groupes commutatifs (mais non linéaires 
cette fois) qu'il s'agit dans les travaux de A. Weil [330 a] et E. Lutz [Zli:' 
sur les courbes elliptiques p-adiques (1936). Outre des applications 
arithmétiques, on y trouve la construction d'un isomorphisme lpcal 
du groupe avec le groupe additif: basé sur l'intégration d'une forme 
différentielle invariante. Cette méthode s'applique également aux 
variétés abéliennes, comme le remarque peu après C. Chahauty 
qui l'utilise sans plus d'explication pour démontrer un cas particulier 
de la « conjecture de Mordell » [ 6 / ] .  

Dès ce moment, il était clair que la théorie locale des groupes 
de Lie s'appliquait a peu près sans changement au cas p-adique. 
Les théorèmes fondamentaux du « dictionnaire » groupes de Lie- 
algèbres de Lie sont établis en 1942 dans la thèse de R. Hooke [166], 



élève de Chevalley; ce travail contient aussi l'analogue p-adique du 
théorème de E. Cartan sur les sous-groupes fermés des groupes de 
Lie réels. 

Plus récemment, M. Lazard [195 b] développe une forme plus 
précise du « dictionnaire » pour les groupes analytiques compacts 
sur Q,. I l  montre que l'existence d'une structure analytiquep-adique 
sur un groupe compact G est étroitement liée à celle de certaines 
filtrations sur G, et en donne diverses applications (par exemple à 
la cohomologie de G). L'un des outils de Lazard est une amélio- 
ration des résultats de Dynkin sur la convergence de la série de 
Hausdorff p-adique [195 a]. 

VIII. ALGÈBRES DE LIE LIBRES 

II nous reste à parler d'une série de travaux sur les algèbres 
de Lie où le lien avec la théorie des groupes de Lie est fort ténu; ces 
recherches ont par contre des applications importantes en théorie 
des groupes « abstraits » et plus spécialement des groupes nilpotents. 

L'origine en est le travail de P. Hall [144], paru en 1932. Il n'y 
est pourtant pas question d'algèbres de Lie : P. Hall a en vue l'étude 
d'une certaine classe de p-groupes, ceux qu'il appelle « réguliers ». 
Mais cela l'amène à examiner en détail les commutateurs itérés et 
la suite centrale descendante d'un groupe; il établit à cette occasion 
une variante de l'identité de Jacobi, ainsi que la « formule de Hall » 

(xy) " = x "Y "(x, Y) "(1- n ) 1 2  

Peu aprés (en 1935- 1937) paraissent les travaux fondamentaux 
de W. Magnus [215 a et b] et E. Witt [337 b]. Dans [215 a] Magnus 
utilise la même algèbre de séries formelles Â que Hausdorff (appelée 
depuis « algèbre de Magnus »); il y plonge le groupe libre F et utilise 
la filtration naturelle de Â pour obtenir une suite décroissante (F,) 
de sous-groupes de F; c'est l'un des premiers exemples de filtration. 
II conjecture que les F, coïncident avec les termes de la suite centrale 
descendante de F. Cette conjecture est démontrée dans sonfsecond 
mémoire [215 b]; c'est également là qu'il fait explicitement le rappro- 
chement entre ses idées et celles de P. Hall, et qu'il définit l'algèbre 
de Lie libre L (comme sous-algèbre de A) dont il montre en substance 
qu'elle s'identifie au gradué de F. Dans [337 b], Witt complète ce 
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résultat sur divers points. Il montre notamment que l'algèbre enve- 
loppante de L est une algèbre associative libre et en déduit aussitôt 
le rang des composantes homogènes de L (« formules de Witt n). 

Quant à la dktermination de la base de L connue sous le nom 
de « base de Hall », il semble qu'elle n'apparaisse pour la première 
fois qu'en 1950, dans une note de M. Hall [143], bien qu'elle soit 
implicite dans les travaux de P. Hall et W. Magnus cités ci-dessus. 



G R O U P E S  E N G E N D R É S  
P A R  D E S  R É F L E X I O N S ;  
S Y S T È M E S  D E  R A C I N E S  

Les groupes considérés dans cette Note sont apparus à propos 
de questions variées de Géométrie, d'Analyse et de Théorie des 
groupes de Lie, tantôt sous forme de groupes de permutations, tantôt 
sous forme de groupes de déplacements en géométrie euclidienne 
ou hyperbolique, et ces divers points de vue n'ont été coordoenés 
qu'à date récente. 

Historiquement, les débuts de la théorie sont bien antérieurs à 
l'introduction du concept de groupe : elle prend en effet sa source 
dans les études sur la « régularité » ou les « symétries » des figures 
géométriques, et notamment dans la détermination des polygones 
et des polyèdres réguliers (remontant sans doute aux Pythagoriciens), 
qui constitue le couronnement des Éléments d'Euclide, et une des 
créations les plus admirables du génie grec. Plus tard, notamment 
chez les auteurs arabes du haut Moyen âge, puis chez Képler, appa- 
raissent les débuts d'une théorie mathématique des « pavages » régu- 
liers du plan ou de la sphère par des polygones congruents deux à deux 
(mais non nécessairement réguliers), sans doute liés à l'origine aux 
divers types d'ornements imaginés par les civilisations antiques et 
arabe (que l'on peut à bon droit considérer comme une partie authen- 
tique des mathématiques développées par ces civilisations [291]). 

Vers 1830- 1840, les études de cristallographie (Hessel, Bravais, 
Mobius) conduisent à étudier un problème qui est exactement celui 
de la détermination des groupes finis de déplacements dans l'espace 
euclidien à 3 dimensions, bien que les auteurs précités n'usent pas 
encore du !angage de la théorie des groupes; ce dernier n'entre guère 
dans l'usage que vers 1860, et c'est sous forme de classification de 
groupes que Jordan, en 1869 [174 b], détermine les sous-groupes 
discrets de déplacements de R3 conservant l'orientation (et plus 
généralement, tous les sous-groupes fermés du groupe des déplace- 
ments conservant l'orientation). 

Jusqu'aux dernières années du xixe siècle, ce courant d'idées se 
développe dans plusieurs directions, dont les plus marquantes sont les 
suivantes : 



1" Conformément à une tendance qui apparaît de très bonne 
heure dans la théorie des groupes finis, on cherche à « présenter » 
les groupes finis de déplacements par des générateurs et relations 
d'un type simple. C'est ainsi que Hamilton, dès 1856 [145 b], prouve 
que les groupes finis de rotations dans l'espace euclidien R3 sont 
engendrés par deux générateurs S, T liés par les relations SR = Tu 
= (ST)3 = 1 pour des valeurs convenables de p et q. 

2" Les groupes discrets de déplacements peuvent ou non contenir 
des réflexions. Dès 1852, Mobius détermine en substance les groupes 
finis de déplacements en géométrie sphérique engendrés par des 
réflexions (ce qui est équivalent au même problème pour les grDupes 
finis de déplacements euclidiens dans R3); il trouve qu'exception 
faite des groupes cycliques, un tel groupe a pour domaine fondamental 
un triangle sphérique ayant des angles de la forme x/p, x/q, xlr, 

1 1 1  
où p, q, r sont trois entiers > 1 tel que - + - + - > 1 ([223], t. II,  

P 4 r  
p. 349-360 et p. 561-708). 11 constate aussi que ces groupes contiennent 
tous les groupes finis de déplacements comme sous-groupes. 
- - 

3" Ce dernier courant d'idées trouve une amplificatian nouvelle 
lorsqu'à la suite des travaux de Riemann et Schwarz sur les fonctions 
hypergéométriques et la représentation conforme, commence l'étude 
des « pavages » du plan complexe ou du demi-plan par des figures 
limitées par des arcs de cercle; Klein et Poincaré en font le fondement 
de la théorie des « fonctions automorphes », et y reconnaissent (pour 
le cas des arcs de cercle orthogonaux à une droite fixe) un probléme 
équivalent à celui de la recherche des sous-groupes discrets du groupe 
des déplacements du plan non-euclidien hyperbolique (identifié au 
« demi-plan de Poincaré ») [118]. 

4" Les notions de polyèdre régulier et de pavage de R3 par de 
tels polyèdres sont étendues à tous les espaces euclidiens Rn par 
Schlafli, dans un travail qui remonte aux environs de 1850, mais 
ne fut publié que beaucoup plus tard et resta longtemps ignoré ([273], 
t. 1, p. 167-387); il détermine complètement les « polytopes » régu- 
liers dans chaque Rn, le groupe des déplacements laissant invariant 
un tel polytope, et un domaine fondamental de ce groupe, qui, 
comme dans le cas n = 3 étudié par Mobius, est une « chambre D 
dont la trace sur la sphère Sn- ,  est un simplexe sphérique. Toutefois, 
il n'aborde pas le problème inverse de la recherche des groupes finis 
de déplacements engendrés par des réflexions dans Rn; ce problème 
ne sera résolu que beaucoup plus tard, par Goursat [ /32]  pour n = 4, 



et, pour n quelconque, sa solution devra attendre les travaux de 
E. Cartan ([52 a], t. 1,, p. 1003-1020) et de Coxeter [70c], sur lesquels 
nous reviendrons plus bas. 

Vers 1890, avec les premiers travaux de Killing et de E. Cartan 
sur les groupes de Lie, débute un nouveau courant d'idées qui pendant 
longtemps se développera sans lien avec les précédents. Killing [180] 
et Cartan ([52 a], t. Il, p. 137-287), dans leur étude de la structure 
des algèbres de Lie semi-simples complexes, font tout de suite jouer 
un rôle primordial à certaines formes linéaires w, sur une « sous- 
algèbre de Cartan » lj d'une telle algèbre de Lie g; ce sont les « racines » 
relatives à b, ainsi nommées parce que chez Killing elles apparaissent 
comme les 'racines de l'équation caractéristique det(ad,(x) - T) = 0, 
considérées comme fonctions de x E b. Les propriétés de ces « racines D 
établies par Killing et Cartan reviennent à affirmer que, dans le lan- 
gage géométrique actuel, elles forment un « système, de racines 
réduit »; ils montrent ensuite que la classification des algèbres de 
Lie semi-simples complexes se ramène à celle des ((systèmes de racines)) 
associés, qui elle-même se réduit à la détermination de certaines 
matrices à coefficients entiers (appelées plus tard « matrices de 
Cartan »). Killing et Cartan mettent aussi en évidence, pour toute 
racine a,, l'existence d'une permutation involutive S, de l'ensemble 
des racines; ils se servent de façon essentielle de la transformation 
C = S,,S,,. . . S,,, produit des permutations associées à I racines 
formant un système fondamental (transformation appelée à présent 
« transformation de Coxeter ))); ils étendent même cette permutation 
en une transformation linéaire de l'espace vectoriel engendré par 
les racines fondamentales oXi (1 < i < 1), et étudient ses valeurs 
propres ([l80], II, p. 20; [52 a], t. Il, p. 58). Mais ni Killing, ni tout 
d'abord Cartan, ne paraissent songer à considérer le groupe 9' 
engendré par les Sm; et lorsque Cartan, un peu plus tard ([52 a], 
t. Il, p. 293-353), détermine le groupe de Galois 6 de l'équation 
caractéristique 

det(adg(x) - T) = O 

d'un « élément général » x et), il l'étudie d'abord sans faire inter- 
venir les s,; trente ans plus tard, déjà sous l'influence des travaux de 
H. Weyl, il prouve ([52 a], t. Il, p. 555-568) que Ç a pour sous-groupe 
distingué le groupe Ç' et détermine dans tous les cas la structure du 



groupe quotient Ç/Ç' qui (pour une algèbre simpIe g) est d'ordre 
1 ou 2 sauf pour le type D, où il est isomorphe à G,; c'est aussi à 
cette occasion qu'il interprète Ç' comme groupe induit par les auto- 
morphismes intérieurs d'une algèbre de Lie semi-simple complexe, 
laissant stable une sous-algèbre de Cartan. 

Les travaux de H. Weyl, auxquels nous venons de faire allusion, 
sont ceux qui inaugurent l'interprétation géométrique du groupe Ç' 

(appelé depuis groupe de Weyl )) de g); de même que Killing et 
Cartan l'avaient fait pour la transformation C, il a l'idée de consi- 
dérer les S,comme des réflexions dans l'espace vectoriel des formes 
linéaires sur lj. C'est aussi dans le mémoire de H. Weyl [331 b] que 
l'on voit apparaître le domaine fondamental du (( groupe de Weyl 
affine D (sans d'ailleurs que le lien avec le (( groupe de Weyl D 9' 
soit très clairement indiqué); Weyl l'utilise pour prouver que le groupe 
fondamental d'un groupe compact semi-simple est fini, point capital 
dans sa démonstration de la complète réductibilité des représen- 
tations linéaires d'une algèbre de Lie semi-simple complexe. Peu 
après, E. Cartan réalise la synthèse des points de vue globaux de 
H. Weyl, de sa propre théorie des algèbres de Lie semi-simples 
réelles ou complexes, et de la théorie des espaces riemanniens symé- 
triques qu'il édifiait a cette époque. Dans le mémoire ([52 a], t. I,, 
p. 793-840), il complète la détermination des polytopes fondamentaux 
du groupe de Weyl et du groupe de Weyl affine, et introduit les réseaux 
des poids et des pÔids radiciels; il étend cette discussion aux espaces 
symétriques, et rencontre ainsi notamment les premiers exemples de 
systèmes de racines non réduits ([52 a], t. 1,, p. 1003-1010). Enfin 
l'article ([52 a], t. I,, p. 867-989) donne la première démonstration 
du fait que tout groupe fini engendré par des réflexions dans Rn 
et irréductible a un domaine fondamental ayant pour trace sur 
Sn-, un simplexe sphérique; c'est aussi dans ce travail qu'il prouve 
l'unicité de la plus grande racine (pour un ordre lexicographique 
quelconque sur un système de racines) par des considérations 
géométriques. 

Un peu plus tard, van der Waerden [317 b], s'appuyant sur le 
mémoire de H. Weyl, montre que la classification des algèbres de 
Lie semi-simples complexes équivaut à celle des systèmes de racines 
réduits, qu'il effectue par des considérations géométriques élémen- 
taires (alors que, chez Killing et Cartan, cette classification résulte 
de calculs compliqués de déterminants). A peu près en même temps, 
Coxeter détermine explicitement tous les groupes finis irréductibles 



de déplacements euclidiens qui sont engendrés par des réflexions 
[70 cl; il complète ainsi les résultats du mémoire ([52 a], t. I,, p. 793- 
840) de E. Cartan, qui n'avait déterminé que les groupes « cristallo- 
graphiques D (i.e. associés à un système de racines, ou encore sus- 
ceptibles d'être plongés dans un groupe discret infini de déplace- 
ments). L'année suivante [70 dl, Coxeter montre que les groupes 
finis engendrés par des réflexions sont les seuls groupes finis (à iso- 
morphie près) admettant une présentation par des générateurs invo- 

lutifs R, soumis à des relations de la forme ( R , R ~ ) ~ ~ J  = 1 (mi, 
entiers), d'où le nom de a groupes de Coxeter )) donnés depuis aux 
groupes (finis ou non) admettant une telle présentation. 

Le premier lien entre les deux courants de recherche que nous 
avons décrits ci-dessus semble avoir été établi par Coxeter [70 el, 
puis par Witt [337 cl. Ils constatent que les groupes irréductibles 
infinis de déplacements euclidiens engendrés par des réflexions corres- 
pondent biunivoquement (à isomorphisme près) aux algèbres de Lie 
simples complexes. Witt donne une nouvelle détermination des 
groupes discrets de ce type, et étend en outre le théorème de Coxeter 
de [70 dl rappelé ci-dessus en caractérisant également les groupes de 
Coxeter isomorphes aux groupes discrets infinis de déplacements 
euclidiens. Ce résultat, et le fait que les groupes analogues en géomé- 
trie hyperbolique sont aussi des groupes de Coxeter*, ont conduit à 
aborder franchement l'étude de ces derniers, tout d'abord en mettant 
l'accent sur une réalisation géométrique ([7/], [308 a]), puis, à la suite 
de J .  Tits [308 b et c] dans un cadre purement algébrique. 

A partir des travaux de Witt, la théorie des groupes de Lie semi- 
simples et celles des groupes discrets engendrés par des réflexions 
ne vont cesser de réagir de façon extrêmement fructueuse l'une sur 
l'autre. Dès 1941, Stiefel [296] remarque que les groupes de Weyl 
sont exactement les groupes finis engendrés par des réflexions, et 
qui laissent invariant un réseau. Chevalley [62 e] et Harish-Chandra 
[149 a] donnent en 1948-51 des démonstrations a priori de la corres- 
pondance biunivoque entre groupes « cristallographiques )) et algèbres 
de Lie semi-simples complexes; on ne savait jusque-là que vérifier 

* Ces groupes, étudiés à fond dans le cas de dimension 2, n'ont été considérés en 
dimension 3 qu'incidemment jusqu'à ces dernières années. 



séparément cette correspondance sur chaque type d'algèbre de Lie 
simple. 

Vers 1950, on remarque d'autre part que les polynômes invariants 
par le groupe de Weyl jouent un rôle important en théorie des repré- 
sentations linéaires de dimension infinie [149 a] et dans la topologie 
des groupes de Lie. De son côté, Coxeter [70 g], reprenant l'étude 
de la transformation C, produit des réflexions fondamentales d'un 
groupe fini W engendré par des réflexions, ,constate (par un examen 
séparé de chaque type) que l'algèbre des polynômes invariants par W 
est engendré par des éléments algébriquement indépendants, dont 
les degrés sont liés de façon simple aux valeurs propres de C. Des 
démonstrations a priori de ces résultats furent ensuite données par 
Chevalley [62 f] pour le premier, et par Coleman [68] et Steinberg [292] 
pour le second. 

Avec le travail de A. Borel sur les groupes algébriques 
linéaires [30] commencent de nouveaux développements de la théorie 
des groupes de Lie qui devaient conduire à un notable élargissement 
de celle-ci. A. Borel met en évidence l'importance des sous-groupes 
résolubles connexes maximaux (appelés depuis « sous-groupes de 
Borel ») dans un groupe de Lie, et en fait l'outil principal pour 
transposer une grande partie de la théorie classique aux groupes 
algébriques sur un corps algébriquement clos (sans toutefois obtenir 
encore une classification des groupes algébriques simples *). Les 
sous-groupes de Borel (dans le cas des groupes classiques réels ou 
complexes) étaient déjà intervenus quelques années auparavant 
dans les travaux de Geifand et Neumark sur les représentations de 
dimension infinie; et en 1954, F. Bruhat avait découvert le fait remar- 
quable que, pour les groupes simples classiques, la décomposition 
du groupe en doubles classes suivant un groupe de Borel est indexée 
de façon canonique par le groupe de Weyl [40]. Ce résultat fut  ensuite 
étendu à tous les groupes semi-simples réels et complexes par Harish- 
Chandra [149 b]. D'autre part, en 1955, Chevalley [62 g] avait réussi 
à associer à toute algèbre de Lie semi-simple complexe g et à tout 

* Un groupe algébrique de dimension > O est dit simple (au sens de la géométrie 
algébrique) s'il ne contient aucun sous-groupe distingué algébrique de dimen- 
sion > O autre que lui-même. II est dit semi-simple s'il est isogene à un produit de 
groupes simples non commutatifs. 



corps commutatif k, un groupe de matrices à coefficients dans k, 
possédant une décomposition de Bruhat; et il utilisa ce dernier fait 
pour montrer qu'à un petit nombre d'exceptions près, le groupe ainsi 
défini était simple (au sens de la théorie des groupes abstraits). II 
« expliquait » ainsi la coïncidence, déjà observée depuis Jordan et 
Lie, entre les groupes de Lie simples (au sens de la théorie des groupes 
de Lie) des types A, B, C, D et les groupes simples classiques définis 
de façon purement algébrique sur un corps quelconque (coïncidence 
qui n'avait pu jusque-là être étendue qu'aux types exceptionnels 
G, et E, par Dickson [88 c et dl. En particulier, en prenant un corps 

fini k, la construction de Chevalley fournit, pour chaque type d'al- 
gèbre de Lie simple complexe, une famille de groupes simples finis, 
contenant une grande partie des groupes simples finis connus jus- 
qu'alors, ainsi que trois nouvelles séries (corres2ondant aux types 
d'algèbres de Lie simples F,, E, et E,). Peu après, par divers procédés, 
utilisant des modifications des méthodes de Chevalley, plusieurs 
auteurs (Hertzig, Suzuki, Ree, Steinberg et Tits) d'une part montrèrent 
que l'on peut obtenir de façon analogue les autres groupes simples 
finis connus à cette époque, à l'exception des groupes alternés et des 
groupes de Mathieu, et d'autre part construisirent d'autres séries de 
nouveaux groupes simples finis (cf. [54]). 

Presqu'en même temps, Chevalley [62 hl, utilisant toujours la 
technique des décompositions de Bruhat, jointe à un résultat clé 
sur le normalisateur d'un sous-groupe de Borel, reprenait l'étude 
des groupes linéaires algébriques et parvenait au résultat que sur 
un corps algébriquement clos k de caractéristique quelconque, la 
théorie des groupes linéaires algébriques semi-simples * conduit 
essentiellement aux mêmes types que dans la classification de Killing- 
Cartan pour k = C. Par la suite, J. Tits [308 a et b], en analysant 
les méthodes de Chevalley, est parvenu à une version axiomati'sée 
(les « BN-paires ») des décompositions de Bruhat, sous une forme 
remarquablement souple, ne faisant intervenir que la structure de 
groupe; c'est cette notion qui est à présent connue sous le nom de 
« système de Tits B. Tous les groupes simples (aux divers sens du 
mot) dont il a été question plus haut sont canoniquement munis 
de systèmes de Tits. et Tits lui-même [308 cl a prouvé que l'existence 

L'existence de nombreuses algèbres de Lie simples (( pathologiques » sur un 
corps de caractéristique p > O avait pu faire douter certains du caractère universel 
de la classification de Killing-Cartan. 



d'un tel système dans un groupe abstrait G ,  jointe à quelques pro- 
priétés supplémentaires de pure théorie des groupes, permet de 
démontrer que G est simple, théorème qui couvre la plupart des 
démonstrations de simplicité données jusque-là pour ces groupes. 
En collaboration avec A. Borel, il a d'autre part généralisé les résul- 
tats de Chevalley de [62 hl, en montrant l'existence de systèmes 
de Tits dans le groupe des points rationnels d'un groupe algébrique 
linéaire semi-simple sur un corps quelconque [31]. 

Tous les systèmes de Tits rencontrés dans ces questions ont un 
groupe de Weyl fini. Une autre catégorie d'exemples a été découverte 
par Iwahori et Matsumoto [170]; ils ont montré que si, dans la 
construction de Chevalley de [62 g], k est un corps p-adique, alors 
le groupe obtenu a un système de Tits dont le groupe de Weyl est 
le groupe de Weyl afine de l'algèbre de Lie spmi-simple complexe 
d'où l'on est parti. Ce résultat vient d'être étendu par Bruhat et 
Tits [4/] à tous les groupes algébriques semi-simples sur un corps 
local. 
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