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Avant-Propos 

Cet ouvrage est avant tout construit dans l'idée de mettre les bases fermes de la logique 
à la portée des étudiants non mathématiciens. on seulement aucun bagage mathématique 
n'est requis pour y entrer de plein pied mais ce livre a été spécialement élaboré pour les 
étudiants entretenant une relation agitée avec les ciences et ceux à qui les mathématiques 
et le formalisme cassent (a priori) les pieds. 

Pour autant, au lieu de maintenir le lecteur à distance et de ne lui proposer de la logique 
que quelques aperçus lointains , ce livre se propose de "faire la trace" et de le guider pas à 
pas afin de l'amener au cœur de la matière. Pour ce faire, aux présentations traditionnelles 
arides et sévères sont préférée ici des expositions modernes articulées autour de la notion 
d 'arbre et des concepts de jeux, privilégiant à la fois l'aspect visuel et le caractère ludique 
des choses. 

Cet ouvrage est le fruit dun cours d introduction à la logique dispensé à l'Université de 
Lausanne à des étudiants de Bachelor provenant d'horizons très variés tels que la philosophie, 
la psychologie, la sociologie, le management , les sciences criminelles, la théologie, etc. Il 
a bénéficié des bons soins de assistants suivants : Christian W. Bach, Emilie Bruchez, 
Jérémie Cabessa, Raphaël Carroy Alessandro Facchini , Kevin Fournier , Camille Jaccard, 
Rahel Kallweit , Coline Ladetto, Jennifer Lopes, Virginie Michaud, Nathalie Michel, Aline de 
Montmollin Chloé Morend, Yann Péquignot. Enfin, ce livre est également issu des influences 
des professeurs Erich Gradel, Jean-Louis Krivine et Wolfgang Thomas. 





Préambule 

"La logique est le dernier refuge des gens sans imagination." 

Oscar Wilde1 

Pour quelle raison des étudiants auraient-ils besoin d'un cours d'introduction à la logique? 
Qu'est-ce que cela pourrait leur apporter qu ils ne avent pas déjà? Et pui d'abord, qu'est­
ce que c'est, la logique? Est-ce un suffixe qui permet de transformer une quelconque activité 
humaine en science? Parce qu'en effet, la logique induit toute une zoologie, une ornithologie, 
une longue généalogie, qui donne lieu à une interminable phraséologie ... 

Mais laisson plutôt la parole à ce philosophes vénérés qui assurent commentaires et 
explications de rencontres - sportives s entend. 

o " c'est un match nul logique ... " 
o " un résultat logique . . . " 
o " une défaite amère mais logique . .. ' 
o " une suite logique . .. " 

Il y a donc de la logique dans tout ça? Pas grand chose de scientifique pourtant, n 'est-ce 
pas? Qu'est-ce que peut bien vouloir dire le mot "logique ' dans cette acception? Pourquoi 
un match nul peut-il être qualifié de logique' ? Est-ce que c'est au vu du match que le 
résultat est logique? Est-ce que c'est dû au fait que les deux équipes ont joué de manière 
équilibrée de sorte qu'aucune ne l'emporte sur l'autre (ni physiquement, ni techniquement, ni 
stratégiquement)? Ou bien le ré ultat est-il déclaré logique au vu des forces en présence avant 
même que le match ne se soit déroulé? S'agissait-il de deux équipes de forces équivalentes 
et qui se sont ainsi neutralisées? Quelle que soit l interprétation, il semble bien que le mot 
"logique" soit ici employé pour désigner un rapport de conséquence une relation de cause 
à effet, que le score reflète le match ou les forces relatives des équipes. Le résultat était 
ainsi conforme à l'équilibre des forces , il était inéluctable, inévitable, à moins d 'une grosse 
surprise. En un sens, on peut dire que cette interprétation comme rapport de conséquence 
est bien au cœur de la logique. Des causes et des principes provoquent répercussions et effets. 
Certaines choses entraînent, impliquent, produisent, ont pour résultat d'autres choses. Cette 
relation entre ce qui précède et ce qui succède est le rapport de conséquence. 

1. "Consistency is the Last Refuge of the Unimaginative." Oscar Wilde, in Conversation. 
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C'est ce même rapport de conséquence, ce lien de cause à effet qui est encore présent 
dans les expressions suivant s : 

o " la logique libérale . .. " 
o " la logique capitaliste . . . " 
o " la logique de l 'honneur . . . " 
o " la logique de l'action sociale . .. " 
o " la logique de la désobéissance . . . ", 
o " la logique du tueur . .. " 
o " la logique du pire . . . " 

Soit des principes entraînent des conséquences, soit des conséquences induisent des prin­
cipes dont ils sont précisément la conséquence. Pourtant quelque chose d'autre transparaît 
dans ces utilisations du mot "logique". Il y a comme une connexion étroite des éléments, 
une cohérence des idées qui ne met pas en jeu uniquement un rapport de conséquence, mais 
tous les rapports de conséquence possibles. Ainsi, la logique libérale fait intervenir non seule­
ment les principes du libéralisme, mais aussi tout ce qui peut s'en déduire, l'ensemble des 
conséquences d'un mode de raisonnement. 

La logique traite de formes de raisonnements. Elle ne s'intéresse pas tant au contenu 
qu'au squelette, à ce qui fait qu 'un discours argumenté tienne debout. Si l'on pousse un peu 
cette métaphore, la logique décrit les articulations du discours, les superpositions d'argu­
ments, qui eux-mêmes reposent sur des membres solidement ancrés dans le sol. -L'humain 
est certes un animal bipède, mais surtout raisonnable, et la logique exhibe la structure de 
ces raisonnements, l'architecture des ponts de la pensée qui relient les unes aux autres les 
assertion déployées dans le discours. 

Sous cette perspective, la logique met à jour le cadre, la structure - et procure également 
les outils - de la pensée dite déductive, en ce qu'elle s'occupe de déductions ou encore de 
démonstrations. C'est en effet en tant qu'art du bien raisonner , doctrine de la déduction, 
matière des démonstrations rigoureuses et discipline de la mécanisation des preuves que la 
logique est le plus généralement présentée. 

"If I claim full justice for my art, it is because it is an impersonal thing - a thing 
beyond myself. Crime is common. Logic is rare. Therefore it is upon the logic rather 
than upon the crime that you should dwell. You have degraded what should have been 
a course of lectures into a series of tales." 

Sherlock Holmes, The Adventure of the Copper B eeches, [DP75] . 

Pourtant, la logique n'est pas seulement le domaine de la mécanique des démonstrations , 
c'est aussi le règne de l'imagination exubérante. C'est le lieu des interprétations, de la signi­
fication des énoncés, celui des modèles et des mondes possibles. Tout un univers imaginaire 
est ainsi convoqué pour donner sens aux énoncés. C'est ce que l'on retrouve en anglais dans 
l'expression "it makes sense" que l'on traduit souvent par "c'est logique". 

Ainsi , la logique se construit dans l'opposition entre syntaxe et sémantique : 
o La syntaxe est le monde des symboles, de ces "coquilles vides" que manipulent les 

ordinateurs. C'est le lieu des opérations grammaticales indemnes de tout contenu, 
dépourvues de sens. 

o La sémantique c'est au contraire le lieu des interprétations et des réalisations, des 
modèles ou mondes possibles là où toute la syntaxe "prend corps". C'est le lieu de la 
signification. 
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Pour autant, cette dichotomie ne renvoie pas à deux visions de la logique. Syntaxe et 
sémantique sont comme deux faces d'une même feuille de papier. Ce sont deux axes différents 
qui permettent , dans l entre-deux qu ils génèrent de faire faire apparaître le sens. Cette 
opposition, entre syntaxe d'une part et sémantique d 'autre part, est ainsi semblable à celle 
que l'on trouve en linguistique entre signifiant (l'image acoustique dun mot) et signifié (le 
concept, c'est-à-dire la représentation mentale d'une chose) . 

Une présentation métaphorique de la logique 

1. Syntaxe 

Une logique débute par la donnée de ce que lon appelle un langage. C'est-à-dire 
précisément la mise à disposition d 'un ensemble de symboles comme par exemple ceux-ci : 

P, :3, Q, 1\, ----t, -, 0, D ), (, P0 , V, f------+, V, . . . 

De manière métaphorique, un langage fonctionne pour la logique comme des mots pour 
la langue courante. Ce sont les briques avec lesquelles on con truit l'entier de l'édifice. Et 
précisément, que fait-on avec de mots? On les met bout-à-bout pour en faire des phrases. 

Du côté de la logique, l'équivalent des phrases s appelle des formules. De la même manière 
que les phrases sont des mots les uns à la suite de autres - mais pas disposés n'importe 
comment! - , les formules sont des suites d éléments du langage, autrement dit, des suites 
de symboles , disposés selon des règles de construction précises. Par exemple "table de joue 
huître l'tennis au hystérique " n 'e t pas une phrase, au contraire de "l'huître hystérique joue 
au tennis de table '. Du côté de formules cela donne quelque chose comme "1\P)(Q" n'est 
pas une formule, au contraire de ' ( P 1\ Q) qui en est une. 

Ainsi, une phrase est un énoncé bien formé, une uite de mots correctement agencés, dis­
posés suivant des règles grammaticales préci es qui concourent à la production des phrases. 
De manière similaire, toute logique comprend la donnée de règles de construction qui per­
mettent de distinguer, parmi les suite quelconques de symboles du langage, celles qui 
forment des formules et celles qui n 'en ont pas. 

Pour plus de précision encore, il nous faudrait pousser cette métaphore de la production 
des phrases jusqu'à la voir fonctionner dans un langage dont la signification nous serait 
inconnue. Sur la base d'un manuel de grammaire et la donnée de mots de base - dont nous 
ne connaîtrions pas pour autant la signification - nous pourrions très bien construire des 
phrases qui soient tout à fait correctes d 'un point de vue grammatical, mais que nous ne com­
prendrions pas pour autant. Car la signification des formules vient avec leur interprétation. 
Or celle-ci relève du champ sémantique et non pas du champ syntaxique. 

Que faisons-nou dès lors que nous avons des phrases à notre disposition? Dan la langue 
courante nous construisons de beaux discours. Nous rédigeon des traités. Cela signifie sim­
plement que nous prenons un certain nombre de phrases et le mettons les unes à la suite 
des autres. Nous les rassemblons pour en faire ... et bien disons pourquoi pas? Un livre! 

Du côté de la logique, une fois que nous avons des formule à disposition, nous faisons 
sensiblement la même chose. En effet, nous en prenons un certain nombre - et parfois même 
une infinité - et nou les rassemblons pour en faire un beau paquet que nous appelons une 
théorie. Une théorie n'est donc ni plus ni moins qu'un ensemble de formules - de la même 
manière que le livre Le P etit Prince n 'est qu un ensemble de phrase - , avec toutefois la 
différence notoire que l'ordre dan lequel les phrases se succèdent dans le livre a une impor­
tance capitale, alors que l'ordre des formules dans une théorie n 'en a pas. C'est d'ailleurs 
pour cela qu 'une théorie n'est qu'un ensemble de formules et non une suite de formules. Et 
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un ensemble n 'est autre qu 'un sac dont le contenu est anarchique, c'est-à-dire sans ordre, 
sans prééminence. Deux ensembles qui contiendraient les mêmes formules n'en forment en 
réalité qu'un seul, alors que deux livres qui contiendraient les mêmes phrases mais ordonnées 
différemment seraient différents. 

2. Sémantique 

Et maintenant , que faisons-nous lorsque nous avons un livre en notre possession? Afin que 
la métaphore soit précise, supposons que ce livre soit en fait un scénario. Que pouvons-nous 
faire de ce scénario - autrement dit de cette théorie? D 'un point de vue logique, nous avons 
la possibilité de nous engager dans deux directions très différentes. Nous pouvons d'une 
part rester dans le champ syntaxique et nous intéresser à ce que nous pouvons déduire de 
notre théorie. Ou d'autre part, nous pouvons quitter le champ syntaxique pour rejoindre le 
champ sémantique. Pour filer l'image du scénario, cette dernière attitude - celle qui consiste 
à investir le champ sémantique - amènera à réaliser ce scénario, autrement dit à l'interpréter 
sous la forme d 'un film. Mais en général, le film n'est pas dicté par le scénario. Il existe le 
plus souvent non pas un film unique, mais bien une multitude de films qui puissent être issus 
d'un même scénario. En effet, un bon nombre de choses qui se dévoilent dans une production 
cinématographique ne sont pas consignées dans le scénario, à commencer par le choix des 
acteurs. Et même si le choix de chaque acteur est inscrit dans le scénario ou que le scénario 
soit encore plus précis que cela, il restera le plus souvent des éléments indéterminés, comme 
par exemple la couleur des lacets des chaussures de l 'actrice principale dans la dernière scène. 
Ainsi il pourrait y avoir un film qui respecte scrupuleusement cet unique scénario dans lequel 
les lacets en question sont noirs, et un autre tout aussi rigoureusement fidèle dans lequel 
les lacets sont gris. Bien sûr, dans l'absolu, il se pourrait que le scénario soit si précis, qu'il 
contienne un story-board tellement minutieux, que chaque détail y soit consigné avec la plus 
extrême attention, et alors un seul et unique film serait désormais conforme à ce scénario. 
Mais dans la plupart des cas, les variations sont des plus nombreuses. 

Il en va de même avecl'interprétation d 'une théorie. Tout comme le scénario peut engen­
drer différents films , une théorie donne lieu à différents modèles; chacun d'eux fonctionnant 
comme un monde possible, une réalisation de ce qui se trouve consigné dans le scénario. 
Dès lors , on voit que ce que nous appelons "le sens" de la théorie - ou celui du scénario ­
n'est autre que la variété des modèles qu'elle engendre, comme autant de films possibles se 
détachant sur le fond de tous ceux qui ne conviennent pas. 

3. Syntaxe encore 

Au lieu de nous engager dans la voie sémantique à partir de ce scénario - autrement dit de 
cette théorie - , nous pouvons demeurer dans le domaine syntaxique. Dès lors, nous n'allons 
pas nous intéresser aux films possibles , ni regarder des interprétations de notre scénario. 
Bien au contraire, nous allons nous cantonner à l'aspect discursif de notre texte. Et que 
pouvons-nous faire , qui ne relève pas de l'interprétation, lorsque nous restons en quelque 
sorte "englués" dans le texte? Et bien tout simplement des déductions et des démonstrations. 
Entièrement située dans le champ syntaxique, l'entreprise de déduction concerne tout ce qui 
s'occupe des liens entre la théorie et ses implications, et ce qu'on peut déduire à partir d'elle 
et ce qui en découle. Ainsi pour prendre un exemple métaphorique et en considérant que 
notre théorie n 'est autre que le livre Le Petit Prince de Saint-Exupéry, à partir des formules 
- bien évidemment des phrases - s'uivantes : 
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"Ainsi le petit prince apprivoisa le renard. 
Et quand l'heure du départ fut proche 
Ah ! dit le renard . .. Je pleurerai. 
C'est ta faute, dit le petit prince, je ne te souhaitais point de mal, 
mais tu as voulu que je t 'apprivoise . .. 
Bien sûr, dit le renard. 
Mais, tu vas pleurer! dit le petit prince. 
Bien sûr, dit le renard. 
Alors tu n'y gagnes rien ! 
J'y gagne, dit le renard, à cause de la couleur des blés. " 

Antoine de Saint-Exupéry Le Petit Prince [dSE99]. 

15 

Avec un peu de perspicacité nous pouvons déduire de ce petit texte que la couleur des 
cheveux du petit prince et celle de blé sont identiques. Par contre, nous n 'avons aucun 
moyen d 'en déduire que le petit prince ne reverra plus jamais le renard. Nous ne pouvons 
pas non plus en déduire le contraire, à savoir que le petit prince reverra bien un jour le renard. 
Les deux possibilités restent ouvertes. Un certain nombre de choses sont des conséquences 
du texte. Elles procèdent de ce quie t décrit. n bon nombre d 'autres choses par contre ne 
peuvent en être déduites. Elles demeurent ainsi dans 1 indétermination. 

4. Syntaxe et sémantique réconciliées 

L'idée générale d'une sémantique - et ce pour une logique quelconque - est d'interpréter les 
symboles de base, de leur donner un sen en les faisant correspondre à de entités variées. 
Ensuite à partir de 1 interprétation de ce briques de base on passe à l'interprétation des 
formules qui, elles , ne sont rapportées qu au vrai ou au faux. Intuitivement, une formule dit 
quelque chose d'un monde possible elle en est une description partielle - comme la phrase 
dun livre ou l'indication d 'un cénario s illustrent dans un détail. Puis, une théorie n 'étant 
qu 'un ensemble de formules , elle est interprétée par des modèles, ou univers possibles , qui 
ne sont autres que les mondes qu 'elle décrit. 

Utili ons à nouveau le livre du Petit Prince pour exemplifier à nouveau métaphorique­
ment notre théorie. Un modèle du Petit Prince serait un film , exactement comme celui que 
nous imaginons dans notre tête lors de la lecture du livre. Il en serait la réalisation. Un film 
tiré du Petit Prince consiste à faire correspondre au personnage du petit prince un véritable 
acteur , à faire correspondre au renard un vrai renard, etc. Mai quand bien même il s'agirait 
d un film qui soit au plus proche au texte, il se trouve d innombrables manières de tourner 
un film à partir du Petit Prince, et donc autant de réalisations possibles. 

Nous pouvons ainsi bénéficier de plusieurs modèles dune théorie, comme plusieurs films 
extrait du Petit Prince par exemple : 

o un film dans lequel le petit prince rencontre le renard sur sa planète des années après, 
o un autre dans lequel le renard se laisse mourir de chagrin après le départ du petit 

prince. 

Autrement dit, 'il y a une formule qui n'est pas déductible de ma théorie et telle que sa 
négation ne l'est pas non plus alors ma théorie admet au moins deux modèles : l'un dans 
lequel cette formule est vérifiée et 1 autre dans lequel elle e t invalidée. 
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Par contre si nous pouvons déduire une formule de notre théorie, alors tout modèle de 
cette théorie verra également cette formule satisfaite. Ainsi, dans tout film tiré du Petit 
Prince, la couleur des champs de blé doit être la même que celle des cheveux du petit prince. 
Même si dans l'un de ces films les champs de blé sont violets à pois verts! 

Tout ce que nous pouvons déduire de notre théorie doit se retrouver dans les interpré­
tations que nous en faisons. Nous ne pouvons concevoir un film qui soit fidèle au Petit 
Prince mais dans lequel le personnage du petit prince serait brun et les blés seraient blonds. 
C'est là une exigence de liaison harmonieuse entre syntaxe et sémantique : si un fait est 
prouvable, démontrable, déductible à partir d'une théorie, alors il doit être présent dans 
tous les modèles de cette théorie. Si une formule est conséquence de notre théorie, alors elle 
doit être réalisée dans tout modèle de cette même théorie. Mais cette relation harmonieuse 
entre syntaxe et sémantique ne s'arrête pas là. Chose plus étonnante encore, l'inverse est 
également vrai. Si dans tous les modèles que nous pouvons concevoir, une même formule est 
toujours vérifiée, alors cette formule doit être prouvable à partir de la théorie. Si dans tous 
les films que nous pouvons imaginer , tout en respectant scrupuleusement les indications du 
scénario, un même fait est avéré, alors ce fait est une conséquence des consignes du scénario. 
L'idée étant que si ce fait en question n 'était pas une conséquence du scénario, alors nous 
pourrions envisager au moins deux films différents : l'un dans lequel ce fait serait v~rifié, 
et l'autre dans lequel il serait infirmé. Cette correspondance entre le domaine des preuves 
syntaxiques et celui des réalisations sémantiques fonctionne dans les deux directions. L'écart 
entre syntaxe et sémantique ménage un lieu où le sens voit le jour et où il croît ensuite dans 
le va-et-vient de cette correspondance bidirectionnelle. 

Dès lors une question surgit : que se passe-t-il lorsque nous pouvons à la fois déduire une 
formule et la négation de celle-ci (c'est-à-dire son contraire) à partir d 'une même théorie? 
Que se passe-t-il si, d'un même scénario, nous concluons à deux faits ou événements qui se 
contredisent? Il semble en effet bien difficile de réaliser un film qui doit satisfaire quelque 
chose et son contraire. Dans la littérature traditionnelle, ce drame porte un nom : la contra­
diction. Et ce drame doit être à tout prix évité. Pour cela, rien de tel qu'une loi : la loi de 
non contradiction. Elle porte sur ce qui ne devrait pas avoir lieu, elle légifère à propos d'un 
phénomène qu'il faudrait à tout prix éviter. Mais laissons cette vision "légaliste" des choses 
de côté. Si nous pouvons déduire une formule et sa négation - une assertion et son contraire 
- cela a pour conséquence deux phénomènes distincts, suivant que l'on considère l'aspect 
syntaxique ou l'aspect sémantique de la théorie. 

Dans le champ syntaxique - du point de vue déductif - la conséquence est que nous 
pouvons dès lors déduire toutes les formules que nous voulons. Tout devient prouvable, 
démontrable, sans aucune restriction. Une telle théorie est appelée contradictoire ou inco­
hérente. De manière métaphorique, cela veut dire que si d 'un livre je peux déduire deux 
phrases qui se contredisent, alors de cette contradiction je peux en conclure tout ce qui me 
passe par la tête, je peux absolument tout dire. Mais bien évidemment, si je peux tout dire, 
alors plus rien n 'a de sens, puisque je peux dire à la fois n 'importe quoi et son contraire. 

Dans le champ sémantique, la conséquence est radicale dans un autre sens. En effet, si 
nous pouvons déduire à la fois quelque chose et son contraire d 'une théorie, alors ces deux 
choses doivent se trouver dans tous les modèles de notre théorie. Par conséquent, chaque 
film particulier doit satisfaire à la fois cette chose démontrée et son contraire. Mais comment 
réaliser cela? Comment un même film pourrait-il mettre en scène un fait et le contraire 
exact de celui-ci? Comment pourrait-il faire co-exister deux réalités qui se contredisent? 
C'est bien évidemment impossible. Il semble donc que nous soyons confrontés à un problème 
insoluble. D'une part tous les films produits à partir d 'un scénario doivent satisfaire ce qu'il 
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s'en peut être déduit, et d'autre part , tout et n 'importe quoi peuvent être déduits (puisque 
deux choses contradictoires). Il n 'existe dès lors qu'une seule solution : il n'y a en réalité 
aucun film qui soit conforme au scénario. Ainsi il est bien vrai que dans chaque film que 
nous pouvons réaliser tout ce qui est déductible du scénario soit vérifié puisqu'il n'y a aucun 
film à considérer. Une théorie contradictoire n 'a tout simplement pas de sens, puisque nous 
ne pouvons lui donner une signification quelconque et ce, pour la bonne raison qu'il est 
impossible de l'interpréter. Si , du point de vue syntaxique, une théorie qui se contredit est 
appelée contradictoire ou incohérente, du point de vue sémantique, elle est dite inconsistante 
puisqu'elle ne correspond à rien, elle ne se réalise en rien, elle ne "consiste" en rien. 

Pour le redire de nouveau : puisque tout ce qui peut être déduit d 'une théorie devrait 
être vérifié dans chacun de ses modèles , il en va de même d'une théorie contradictoire. Or , 
cela signifie précisément que tout et son contraire devraient être vérifiés dans chacun de 
ses modèles. En conséquence, de tels modèles n 'existent tout simplement pas. Ainsi, une 
théorie inconsistante (contradictoire) est une théorie à la fois extrêmement riche au niveau 
de la syntaxe, puisqu 'on y peut prouver tout ce que l'on veut, mais extrêmement pauvre 
au niveau de la sémantique, puisqu'elle n 'admet aucune interprétation. D 'un coté, on peut 
tout dire à partir d'une théorie contradictoire car l'on peut tout prouver, mais de l'autre 
- et précisément parce que l'on peut tout dire - plus rien n 'a de sens, plus rien n'a de 
signification. 





Introduction 

1. Une minuscule histoire de la logique 

Si des arguments logiques étaient déjà connus et employés par des mathématiciens grecs tels 
que Thalès de Milet (625 - 547 av. J.-C) ou Pythagore de Samos (580 - 497 av. J.-C) , ou par 
des philosophes comme Platon d'Athènes (428/427- 347/ 346 av. J.-C. ), celui unanimement 
considéré comme le père fondateur de la logique est Aristote de Stagire (384 - 322 av. J.-C). 
Pour développer sa logique, Aristote s'appuie sur le modèle de rigueur scientifique en vogue 
à l'époque : la mathématique ou plus précisément la géométrie 2 . Cette même géométrie 
est consignée par Euclide (325 - 265 av. J.-C) dans les Éléments [Euc90) - une sorte de 
compilation du savoir géométrique qui demeurent pendant près de deux millénaires au cœur 
de l'enseignement mathématique comme un modèle de rectitude et de précision pour de très 
nombreux philosophes 3 . 

S'appuyant sur les types d argumentations à 1 œuvre dans la géométrie de son temps, et 
mettant à jour des méthodes de démonstrations restées implicites, Aristote a rédigé divers 
traités de logique que la tradition scolastique a rassemblés en un ouvrage intitulé Organon 
[Ari70, Ari92 , Ari95, Ari97, AriOO) 4 . Il représente un exposé systématique des formes de la 
pensée démonstrative sous forme de six traités : 

(1) Les Catégories : une analyse des termes, les éléments les plus simples des propositions. 

(2) De l'Interprétation : une analyse des énoncés. 

(3) Premiers Analytiques 5 : un exposé des règles et des formes de la démonstration 
syllogistique, des conditions formelles auxquelles toute preuve est subordonnée. 

( 4) Seconds Analytiques 6 : pièce maîtresse de la logique d 'Aristote qui expose la méthode 
démonstrative appelée syllogistique, fondée sur des prémisses nécessaires et qui abou­
tit, grâce à cette science démonstrative, à des conclusions elles aussi nécessaires 7 . 

2. "Que nul n'entre s'il n'est géomètre" est une phrase dont la t radition veut qu'elle ait été gravée à 
l 'entrée de l'Académie, l'école fondée à Athènes par Platon. 

3. "On peut avoir trois principaux objets dans l'étude de la vérité : l'un, de la découvrir quand on la 
cherche; l'autre, de la démontrer quand on la possède; le dernier, de la discerner d'avec le faux quand on 
l'examine. [. .. ] La géométrie, qui excelle en ces trois genres ... ", Blaise Pascal , Réflexions sur la géométrie 
en général. De l'esprit géométrique et de l'art de persuader [Pas79] vers 1657-58. 

4. Outil ou instrument en grec ancien. 
5. "Il faut d'abord établir quel est le sujet de notre enquête et de quelle discipline elle relève : son sujet 

c'est la démonstration, et c 'est la science démonstrative dont elle dépend " [Ari92]. 
6. "Par démonstration j 'entends le syllogisme scientifique, et j'appelle scientifique un syllogisme dont la 

possession même constitue pour nous la science" [AriOOJ. 
7. L'exemple le plus célèbre de tous étant : Tout homme est mortel, Socrate est un homme, donc Socrate 

est mortel. 
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(5) Les Topiques 8 : une analyse des méthodes argumentatives qui procèdent à partir 
d 'arguments probables plutôt que certains. 

(6) Les Réfutations Sophistiques 9 : une analyse des faux-semblants du raisonnement que 
sont les sophismes et des moyens de les réfuter. 

La seconde figure marquante de la logique dans l'antiquité est le philosophe stoïcien 
Chrysippe de Soles (280 - 206 av. J.-C.) qui n'étudiait pas la logique à dessein de constituer 
un système formel , mais afin de connaître les opérations de la raison ( Àoroç) : le logos qui 
gouverne l'univers dont les êtres humains font partie. Il cherchait à trouver les règles correctes 
d 'inférence et les formes de preuves qui pourraient nous guider dans la vie philosophique, 
qui n'est elle-même que la recherche de la raison droite [Chr04). Chrysippe et les stoïciens 
ont une approche de la logique qui se concentre sur les arguments conditionnels du type : 
si le vent vient de l'Est le soir, alors il pleuvra demain. Le vent vient de l'Est ce soir, 
donc il pleuvra demain. Ainsi, contrairement à la logique aristotélicienne qui se concentrait 
sur les relations entre les termes sujets et prédicats (tout homme est mortel, tout Grec est 
un homme, donc tout Grec est mortel), la logique stoïcienne s'occupait des relations entre 
les propositions (si les loups aboient alors les loups attaqueront; les loups aboient, donc 
les loups attaqueront) . Supplantée par la logique aristotélicienne, dont elle semblait n 'être 
qu'un habillage, ce n'est qu 'au xxe siècle qu'il est apparu que l'entreprise de Chrysippe 
constituait un remarquable travail en direction de ce qui deviendra le calcul propositionnel, 
une logique certes rudimentaire mais au caractère nettement plus achevé et accompli que la 
logique aristotélicienne avec laquelle elle ne se confond pas pour autant . 

Par la suite, les développements de la logique se sont bornés à quelques commentaires 
lors de recopies ou de traductions, qui pour l'essentiel concernaient les œuvres d 'Aristote. 
Une large part de ces travaux émanent du monde arabe et c'est un perse, Avicenne (980 
- 1037) , qui renouvelle l'étude de la logique en s'intéressant en particulier à ce que nous 
appellerions aujourd'hui les logiques temporelles [Avi07). Ces logiques mettent en jeu des 
concepts comme quelquefois , toujours , jamais. Le XIIe siècle marque un intérêt renouvelé 
pour la logique et plus particulièrement pour les raisonnements fallacieux, reprenant le 
travail amorcé par Aristote dans Les Réfutations Sophistiques. Ensuite, graduellement aux 
xvre et xvne siècles, les réponses aux mystères du monde se trouvent de moins en moins 
dans les enseignements de la religion, mais plutôt dans une explication mécanique. La logique 
devient alors fondamentale en tant qu 'outil de la Raison. 

A la Renaissance, suivant en cela l'exemple de l'algèbre qui met en jeu des symboles 
abstraits et prend peu à peu le pas sur la géométrie, Gottfried Leibniz (1646 - 1716) engage 
pour la première fois la logique vers la logique symbolique. Ce tournant est accompagné 
du grand espoir que la logique permettrait de transformer la philosophie, la politique et la 
religion en de simples entreprises de calcul. Leibniz envisage de rectifier nos raisonnements, 
de sorte à les rendre irrévocables et intangibles comme le sont les mathématiques [Lei11]. 
Cela permettrait à terme de résoudre les controverses ou disputes entre les hommes par 
l'exécution d'un calcul : "il n'y aura plus besoin entre deux philosophes de discussions plus 
longues qu'entre deux mathématiciens, puisqu'il suffira qu 'ils saisissent leur plume, qu'ils 

8. "Le but de ce traité est de trouver une méthode qui nous mette en mesure d'argumenter sur tout 
problème proposé, en partant de prémisses probables et d 'éviter, quand nous soutenons un argument, de 
rien dire nous-mêmes qui y soit contraire" [Ari97]. 

9. "Parlons maintenant des réfutations sophistiques, c'est-à-dire des réfutations qui n 'en ont que l 'ap­
parence, mais qui sont en réalité des paralogismes" [Ari95]. 
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s'asseyent à leur table de calcul (en faisant appel, s'ils le souhaitent, à un ami) et qu'ils se 
disent l'un à l'autre: Calculons!" (Couturat 1961 , p.98, note 3) [Cou13] 10 . 

Néanmoins, cette logique symbolique dont Leibniz avait l'espoir doit attendre le XIXe 
siècle pour voir le jour. Tout d 'abord avec la figure emblématique de George Boole (1815 
- 1864), précurseur de la logique symbolique en ce qu'il met à jour une algèbre qui traite 
d 'opérations logiques élémentaires sur le vrai et le faux [Boo47, Boo54] et qui porte aujour­
d'hui son nom (algèbre de Boole). Puis vinrent ensuite le père de la théorie des ensembles 
Georg Cantor (1845 - 1918) [Can32], l'inventeur des premiers systèmes formels de logique 
Gottlob Frege (1848 - 1925) [Fre71], reformulés par Bertrand Russell (1872 - 1970) [RW12]. 
Pourtant le plus connu des logiciens de ce siècle est un tout autre personnage : Charles 
Dodgson (1832 - 1898), professeur à Oxford 11

, plus connu sous le nom de Lewis Carroll 
[Car03]. 

"Contrariwise," continued Tweedledee, "if it was so, it might be, and if it were so, it 
would be, but as it isn't, it ain't. That 's logic. " 

Lewis Carroll, Through the Looking Glass [Car03] . 

Le xxe siècle voit une explosion du développement de la logique symbolique, encore 
accéléré par la venue de 1 informatique. Pour faire image, nous dirions que le décalage entre 
ce qu 'était la logique de ses origines à la première moitié du XIXe siècle et ce qu'elle est 
devenue à la fin du xxe iècle est du même ordre que celui qui sépare la physique des 
Grecs de celle du début du troisième millénaire. Une immense accélération du processus 
d 'expansion de cette discipline s'est opérée. 

2. L'algèbre de Boole des ensembles 

Qu'est-ce qu 'un ensemble? Une première réponse serait de dire que c'est une collection 
d 'objets , un tas de choses, un ensemble d 'éléments réunis et regroupés. Il s'agit d 'un rassem­
blement de certaines choses sous une bannière commune. Ainsi, la bonne métaphore d'un 
ensemble serait un vulgaire sac, ou plutôt n importe quel contenant dans la mesure où il 
contient. C'est le contenant en tant qu'il contient, dans son essence de contenant , et non pas 
pour ce qu'il est lui-même. Ce n est pas tel sac par opposition à tel autre, mais en tant qu 'il 
est un sac et sert à retenir - ensemble précisément - des objets. Les exemples sont légion. 
La vie quotidienne fourmille d 'ensembles de toute sorte, à commencer par tout ce qui est 
rassemblé dans un sac - un vrai cette fois - comme l'ensemble des provisions qui quittent 
le supermarché. Mais aussi tout ce que nous pouvons regrouper par la pensée (l'ensemble 
des dents de notre bouche, des individus sur la planète des tâches à faire aujourd'hui, des 
Marx Brothers ... ). Lorsque le contenu d'un ensemble n 'est pas trop grand, on note cet en­
semble de manière extensive en énumérant les objets qu 'il contient à l'intérieur d 'accolades : 
{ Chico, Groucho, H arpo, Zeppo} ou bien { noûs thumos, epithumia}. 

Dès que nous regroupons divers objets par la pensée, nous les mettons dans un sac 
immatériel : un ensemble. Tous les ensembles dont nous venons de parler sont finis. Ils ne 

10. ':.. quando orientur controversiae, non magis disputatione opus erit inter duos philosophas, quam 
inter duos Computistas. Sufficiet enim calamos in manus sumere sedereque ad abacas, et sibi mutuo ( accito 
si placet a mica) dicere : c a l c u l e m u s." [Lei84]. 

11. Plus exactement à Christ Church : là même où furent tournés les épisodes des films Harry Patter ... 
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comportent chacun qu'un nombre fini d 'objets. Néanmoins, nous sommes entourés également 
d 'ensembles infinis , comme l'ensemble des entiers naturels (IN = {0, 1, 2, 3, ... } ), des entiers 
relatifs (1 = { . .. , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... } ), des rationnels (Q), des réels (IR). 

Parmi tous les ensembles, il en est un de très particulier : celui qui ne contient rien. Il faut 
imaginer un sac vide, un contenant sans contenu. Un contenant qui ne contient rien n 'est pas 
pour autant rien. Il n 'y a rien dans le sac, mais il y a bien un sac. Un sac vide est quelque 
chose qui peut même vous coûter jusqu'à 30.- centimes ! En tant qu 'ensemble, un ensemble 
qui ne contient rien est un ensemble qui est dit vide. On l'appelle d 'ailleurs l'ensemble vide 
et on le note 0. Cette manière de le noter fait référence au nombre 0, c'est-à-dire au nombre 
d 'élément que contient cet ensemble. Si on voulait l'écrire de manière extensive, ce serait 
des accolades sans rien à l'intérieur; exactement comme cela : {}. 

Une première chose à noter lorsqu'on parle d 'ensemble, c'est qu 'il n 'y a pas d 'ordre sur 
les éléments que contient un ensemble. En particulier, il n 'y a pas d 'ordre de préséance entre 
ces divers éléments. Si j 'écris { noûs, thumos, epithumia} ou bien { thumos, noûs, epithumia }, 
je parle bien du même ensemble : l'ensemble des trois parties de l'âme, chez Platon - le 
noûs (vovç, l'intellect , cause de la raison) dont le siège corporel est la tête et la vertu est la 
sagesse; le thumos, (Bvp,6ç, le coeur) dont le siège est la poitrine et la vertu est le courage; 
l'epithumia (f:rr~Bvp,ia, cause des appétits et des pulsions) , dont le siège est le ventre et la 
vertu est la tempérance [Pla82]. 

Dans un sac, les objets ne sont pas rangés, ils sont en tas. C'est exactement l'image qu'il 
faut avoir à l'esprit lorsque l'on parle d 'ensemble. En cela un ensemble se distingue d 'une 
suite qui, comme son nom l'indique, mentionne l'ordre dans lequel défilent les éléments. La 
suite ( noûs, thumos, epithumia) est différente de la suite ( thumos, noûs, epithumia) car dans 
la première, le premier élément est noûs, alors que dans la seconde, c'est epithumia. Un autre 
phénomène à noter est que si je mets deux fois le même élément dans un ensemble, je ne 
fais pas autre chose que si je l'avais simplement mis une fois. 

FIGURE 1 - Les Marx Brothers. 

Ainsi l'ensemble { Chico, Groucho, Harpa , Zeppo} et l'ensemble {Groucho , Chico, Groucho, 
Harpa Zeppo} ne sont qu 'un seul et même ensemble qui contient quatre éléments. Au 
contraire des deux suites ( Chico, Groucho, Harpa , Zeppo) et (Groucho, Chico, Groucho, Harpa , 
Zeppo) qui sont bien différentes. Pour donner un autre exemple, disons que la suite 
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(Groucho, Groucho) est une suite de longueur 2 puisqu elle fait se suivre deux éléments 
- quand bien même il s'agit deux fois du même élément! - , au contraire de la suite (Groucho) 
qui est de longueur 1. Ces deux suites ne sont donc pas les mêmes. Tout au contraire, les 
deux ensembles {Groucho, Groucho} et {Groucho} sont un même ensemble qui ne contient 
qu'un seul élément : Groucho. C est exactement ce qui se passerait i l'épicier vous disait : 
"dans votre sac, je vous mets cette courge, et je vous mets également encore une fois cette 
même courge, ça vous fait donc le prix de deux courges". Vous n accepteriez certainement 
pas son offre. Vous auriez au contraire le sentiment d être floué et vous lui répondriez "vous 
me prenez pour une courge ? ". 

C'est qu'en fait un ensemble n 'est défini que par ce qu il contient . On appelle cela son 
extension. Deux ensembles qui contiennent les mêmes choses - qui ont donc la même exten­
sion - ne forment tout bonnement qu 'un seul et unique ensemble. Cette propriété s'appelle 
l' extensionnalité : deux ensembles sont égaux si et seulement s'ils contiennent les mêmes 
éléments. Par conséquent l'ensemble {0} et l ensemble 0 - qui e note également {} - sont 
deux ensembles différents. Car l'ensemble vide (0) ne contient aucun élément, alors que {0} 
contient un élément. De même { noûs thumos epithumia} et { noûs, epithumia} sont diffé­
rents, car le premier contient trois éléments et le second deux. Par contre { noûs, thumos, 
epithumia} et { noûs, epithumia thumos, noûs, epithumia} ne sont qu'un même ensemble. 
En effet, il n'y a aucun élément que le premier ensemble contiendrait mais qui ne serait pas 
dans le second; et réciproquement : tout élément qui se trouve dans le second ensemble est 
aussi présent dans le premier. Une conséquence notoire du principe d ' extensionnalité est qu'il 
n'y a qu un seul ensemble vide. En effet i nou considérons deux ensembles quelconques 
qui ne possèdent chacun aucun élément, alor tous deux possèdent exactement les mêmes 
éléments, puisqu'ils n en possèdent aucun. Ce t donc que ces deux ensembles n'en forment 
qu'un (noté 0). 

La relation qu'entretien un ensemble avec ses éléments est appelée relation d'apparte­
nance. On la note "E". Nous écrirons Groucho E { Chico, Groucho, Harpa , Zeppo} pour dire 
que l'élément Groucho appartient à l'ensemble des quatre Marx Brothers. Ainsi pour n'im­
porte quel élément a, la relation 'a E 0 est fau se; ce que l'on écrira "a~ 0 '. 

Dans toute la suite de cette section, E désignera un ensemble quelconque - possiblement 
infini - que l'on peut considérer comme une sorte d ensemble universel, c'est-à-dire l'ensemble 
des objets auxquels on s intéresse dans une application particulière. 

Les ensembles sous forme de patatoïdes 
On représente le plus souvent les ensembles abstraits sous forme de patatoïdes que l'on 
appelle du nom savant de diagrammes de Venn. Cette représentation remonte à 1880, elle est 
due au logicien anglais John Venn (1834 - 1923) [Ven94] . Sous une forme à peine différente, 
cette représentation est déjà présente un siècle auparavant dans les Lettres à une princesse 
d 'Allemagne sur divers sujets de physique et de philosophie que le mathématicien suisse 
Leonhard Euler (1707 -1783) échange avec la princesse d'Anhalt-Dessau, la nièce de Frédéric 
II [Eul03]. A des fins d'explication de la logique syllogistique, Euler emploie des figures à 
deux dimensions qui se superposent ou non, s'intersectent ou s'incluent. Apparemment , cette 
représentation des en emble , Euler l'avait reprise de son maître le mathématicien suisse Jean 
Bernoulli (1667 - 1748) qui l aurait lui-même retirée de Gottfried Leibniz (1646 - 1716). 

Les variations entre le formes de représentation de Venn ou d'Euler sont minimes. L'idée 
forte reste la même : un ensemble est représenté par une forme curviligne fermée que l'on 
appelle "patate". A l'intérieur de cette forme, sur la surface qu'elle délimite , sont disposés 
les éléments que l'ensemble contient. 



24 LV LOGIQU3 PAS À PAS 

FIGURE 2 - une patate représentant un ensemble. 

Très généralement, le dessin d'une forme curviligne fermée ne suffit pas. Il faut dénommer 
l'ensemble que l'on a ainsi représenté. Pour cela on utilise une flèche qui pointe sur la courbe 
de la patate et l'on note le nom de l'ensemble à l'origine de celle-ci. 

A 

FIGURE 3 - un ensemble dénommé A. 

Un ensemble en général peut être vide ou bien contenir des éléments. Si l'on veut signi­
fier que l'ensemble en question n 'est pas vide, on indique par de petites croix certains des 
éléments qu 'il contient. 

A 

FIGURE 4 - l'ensemble A contient au moins 4 éléments. 
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Si l'on veut indiquer les noms préci des éléments, on le fait également au moyen de 
flèches qui pointent vers les noms considéré comme dans la figure ci-dessous : 

Harpa 

FIG RE 5 - 1 ensemble A contient les 4 Marx Brothers. 

On peut aussi indiquer les noms des éléments directement à coté des petites croix. Lorsque 
différents moyens d expression seront po ibles on choisira toujours celui qui rendra la 
lecture la plus aisée ou celui qui permettra de dissiper les ambiguités. 

A 

FIGURE 6 - l'ensemble A contient les 4 Marx Brothers. 

Les sous-ensembles et l'inclusion 

A partir d 'un ensemble quelconque E on forme les sous-ensembles de cet ensemble. Un 
sous-ensemble n 'est pas autre chose qu'un ensemble. Dire que c'est un ous-ensemble d 'un 
ensemble E signifie simplement que chacun de ses éléments a été délicatement prélevé dans 
l'ensemble E. Ain i, i l'on prend pour E 1 ensemble des trois parties de l âme chez Platon : 

E = { vov ç ()v f..LOÇ , Ènï()v J..Lin} 
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x 

f:rr t8v p,io: 

FIGURE 7 - l'ensemble E contenant les 3 parties de l'âme selon Platon. 

Les sous-ensembles de E sont les ensembles dont les éléments sont parmi les trois parties 
de l'âme chez Platon : vov ç, ()vJ-L6ç , et È1f~()vJ-L[a. Parmi ces sous-ensembles , il y a ceux 
qui contiennent exactement un élément (on les appelle les singletons). Puisque l'ensemble 
E contient trois éléments, les singletons qui nous intéressent sont au nombre de trois tels 
qu'indiqués dans le dessin suivant : {vovç}; {evJ-L6ç}; {f.1r~evJ-Lia}. 

E 

FIGURE 8 - les singletons de E. 

On trouve également des sous-ensembles à deux éléments (dénommés paires - à ne pas 
confondre avec les couples qui sont des paires ordonnées, autrement dit des suites à deux 
éléments, alors que les paires ne sont que des ensembles): {vo'Ûç, ()VJ-LOÇ}. {f.Jn()VJ-L[Œ , ()VJ-LOÇ} 
et {vov ç, È1f~evJ-Lia} , qui sont tous trois représentés dans le schéma suivant. 

E 

FIGURE 9 - les paires de E. 
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Il reste encore deux autres type de sou -ensembles de l'ensemble E. Puisque E possède 
trois éléments et que nous n'avons considéré que les sous-en embles à un élément (singletons) 
ou à deux éléments (paires) il reste ceux à trois éléments et à zéro éléments. En effet, il 
nous resteE tout entier ({vov evp,6 È'rnev p,[a}) et l ensemble vide (0). Ils sont tou deux 
représentés dans le schéma suivant. 

E 

FIGURE 10 - les sous-ensembles de E à 0 ou 3 éléments. 

Lorsqu'un ensemble 'A fait partie des sous-ensembles d'un ensemble E, on dit que A est 
inclus dans E et on le note Ac E. Si ce n 'est pas le cas, cela signifie qu'il existe un élément 
de A qui n 'appartient pas à l'en emble E et on le note A ct E. Dans l exemple ci-de sous, 
l'ensemble A est inclus dans l'ensemble C, mais l en emble B ne l'est pa . 

E c A B 

FIGURE 11 - AC C mais B ct C. 

Il est important de noter que pour n'importe quel ensemble E, la relation 0 c E est 
vraie. En effet pour le vérifier il nous faut nous assurer que chaque élément qui appartient 
à l'ensemble vide, appartient également à l'ensemble E. Et cela est vrai pour la simple et 
bonne raison qu il n 'y a pas de tel élément dans l'ensemble vide. Une autre manière de voir 
la chose consiste à dire que deux ensembles A et B ne vérifient pas la relation A c B s'il 
existe au moins un élément qui soit dans A mais ne soit pas dan B. Donc si 0 ct E devait 
être vrai, on devrait alors trouver un élément dans l'ensemble vide qui ne soit pas dans 
l'ensemble E. Nous pouvons chercher longtemps un tel élément , nous ne risquons pas de le 
trouver puisque l'ensemble vide e t ab olument, résolument et dé espérément ... vide. 
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Le complémentaire 
Situons-nous dans un ensemble E quelconque et considérons A comme un sous-ensemble de 
E. Le complémentaire de A est le plus grand (au sens de l'inclusion) sous-ensemble de E 
qui ne contient aucun élément en commun avec A. Autrement dit, le complémentaire de A 
- que l'on note Ac - est l'ensemble de tous le éléments de E qui n 'appartiennent pas à A. 

E A 

FIG RE 12 - l'ensemble A et son complémentaire. 

Il va sans dire que pour tout ensemble A, le complémentaire du complémentaire de A 
c 

n 'est autre que A lui-même : AC =A. 

L'intersection 

Si deux patates se superposent, la région qui fait partie à la fois de l'une et de l'autre 
représente l'intersection de ces deux patates : les éléments qu 'elle contient sont tous ceux 
qui appartiennent aux deux ensembles. Elle délimite ce que l'on appelle l' intersection de ces 
deux ensemble . Cette intersection des deux ensembles A et B est elle-même un ensemble 
que l'on note A n B. 

E A B E A n B 

FIGURE 13 - l'ensemble An B. 

Lorsqu'un élément appartient à la fois à A et B, l'ensemble An B est différent de l'en­
semble vide puisqu'il contient au moins cet élément . Pour cela on dit que An B e t non 
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vide. Dans la représentation ous forme de patatoïdes, on indiquera par une croix située dans 
l'intersection de A et de B que A n B est non vide. 

E A B E A n B 

FIGURE 14 - 1 ensemble An B est non vide. 

Cette opération peut se répéter. On peut ain i partir de trois en embles A , B, Cet former 
tout d'abord l'intersection de A et de B, ce qui donne A n B , puis former l'intersection de 
An B avec C, pour obtenir ce que l'on notera (An B) n C . 

E A B c E A n B c E (A n B)n C 

FIGURE 15 - l'ensemble (An B ) n C. 

On peut également, à partir de trois ensembles A, B , C quelconques, former tout d 'abord 
l'intersection deBet de C - ce qui donne B n C - puis former l'int rsection de A avec B nC, 
pour obtenir ce que l'on notera A n (B n C) . 

E A B c E A B n C E A n (B n C) 

FIGURE 16 - l'ensemble An (B n C). 
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Que remarque-t-on? Les patates représentant (AnB)nC et An(BnC) sont rigoureuse­
ment identiques. Est-ce là un heureux hasard ou bien le fait d'une propriété fondamentale de 
cette opération qu'est l'intersection? Réfléchissons en revenant à la définition. Tout d'abord, 
(An B) n C désigne l'ensemble des éléments qui sont à la fois dans An B et dans C. Comme 
An B désigne l'ensemble des éléments qui sont à la fois dans A et dans B , il apparaît que 
(An B) n C n 'est autre que l'ensemble des éléments qui sont à la fois dans les trois ensembles 
A, B et C. D'autre part, An (B n C) désigne l'ensemble des éléments qui sont à la fois dans 
A et dans B n C, donc l'ensemble des éléments qui sont à la fois dans A, B et C. 

Cela ne vous a pas convaincu? Nous allons alors prouver que ces deux ensembles (AnB)n 
Cet An(BnC) n'en forment en vérité qu 'un seul. Comment prouve-t-on que deux ensembles 
sont identiques? Et bien, en appliquant le principe d'extensionnalité. Nous devons montrer 
qu'ils possèdent exactement les mêmes éléments. En langage ensembliste, pour montrer que 
deux ensembles sont égaux, il faut montrer que le premier est inclus dans le second (ce qui 
montre que tous les éléments du premier se trouvent dans le second) et inversément , que le 
second est inclus dans le premier (ce qui montre que tous les éléments du second se trouvent 
dans le premier). Cela s'écrit : pour montrer X = Y , il faut montrer X C Y et Y C X. 
Nous allons donc montrer qu'un élément quelconque de (An B) n C fait aussi partie de 
An (B n C), puis qu'un élément quelconque pris dans An (B n C) appartient également à 
(An B) n C. 

(1) Commençons par prendre un élément x qui appartient à (An B) n C. Puisque x E 
(An B) n C, il s'en suit qu 'à la fois x E (An B) et x E C. Nous allons maintenant 
utiliser le fait que x E (An B) pour en déduire que x E A et x E B. Nous obtenons 
donc que x E A et x E B et x E C. De là, nous en déduisons que x E (B n C) et 
x E A . D'où x E An (B n C). 

(2) Dans l'autre sens maintenant! Prenons un élément quelconque y qui appartienne à 
A n (B n C). Il s'en suit que y E A et y E (B n C) , d 'où y E A et y E B et 
y E C. A partir de quoi nous en déduisons y E An B et y E C. Et par conséquent 
yE(AnB)nC. 

Nous venons de prouver que l'opération d 'intersection est associative : pour tous les 
ensembles A, B , C, on a : 

(An B) n C = An (B n C). 

C'est une propriété qu 'elle partage avec l'addition ([x + y] + z = x + [y + z]) et la 
multiplication ([x x y] x z = x x [y x z]) par exemple, mais pas avec la soustraction (0 = 
[3- 2]- 1 =i 3 - [2- 1] = 2). 

Puisque écrire (An B) n Cou bien An (B n C) revient à désigner le même ensemble, on 
se passera par la suite de parenthèses et on écrira An B n C en lieu et place de (An B) n C. 

Une seconde propriété tout aussi notoire que partage l'opération d'intersection avec l'ad­
dition et la multiplication est la commutativité : quels que soient les ensembles A, B on 
a: 

A nB = EnA. 

En effet, pour un élément quelconque, dire qu'il appartient à la fois à A et B ou dire qu 'il 
appartient à B et A, ce sont là deux manières de dire rigoureusement la même chose. 
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La réunion 

L'opération duale de l'intersection est la réunion. Au lieu de former le sous-ensemble qui 
contient à la fois les éléments de A et de B on forme cette fois-ci le sous-ensemble qui 
contient tous les éléments qui se trouvent dan A ou dans B. 

L'union des deux ensembles A et B est bien ûr elle-même un ensemble que l'on note 
AUB. 

E A B E AUB 

FIGURE 17 - l ensemble AU B. 

Cette opération peut se répéter . On peut ainsi à partir de trois en embles A, B C , former 
tout d 'abord l'union de A et de B, ce qui donneAU B , puis former l'union de AU B avec 
C, pour obtenir (AU B ) U C . 

E A B c E (AU B)UC 

FIGURE 18 - l ensemble (AU B ) U C. 

On peut également à partir des mêmes trois ensembles A , B , C , former tout d 'abord 
l'union de B et de C ce qui donne BUC, puis l'union de A avec B UC pour obtenir 
AU (B UC). 



32 LV LOGIQU~ PAS À PAS 

E A B c E A BUC E Au (BuC) 

FIGURE 19 - l'ensemble AU (BUC) . 

Que remarque-t-on à nouveau? Les patates représentant (A U B) U C et AU (B U C) 
sont rigoureusement identiques. C'est encore une fois une conséquence de ce que la réunion 
est une opération transitive : pour tous ensembles A, B , C, (AU B ) U C =AU (B UC) . La 
preuve en est également directe puisque (AU B) U C n'est autre que l'ensemble des éléments 
qui sont soit dans A, soit dans B, soit dans Cet il en va de même pour AU (B UC). 

Puisque (AU B) U Cet AU (BUC) désignent le même ensemble, on écrira AU BUC 
pour (AU B) U C. 

La réunion est également commutative puisque pour tous ensembles A, B on a : 

AUB = BUA. 

La différence 

La réunion ressemble à l'addition, puisque l'ensemble AU B contient tous les éléments qui 
sont dans A plus tous ceux qui sont dan B. Quelle serait l'opération qui fonctionnerait avec 
les ensembles de la même manière que la soustraction ? Pour faire image, cette opération 
donnerait à partir de A et de B l'ensemble des éléments qui sont dans A moins tous ceux 
qui sont dans B. Cette opération s'appelle la différence. Elle se définit de diverses manières 
toutes équivalentes. On peut d'une part dire que A " B est l'ensemble des éléments qui sont 
dans A sans être dans B. Et comme "ne pas être dans B " signifie être dans le complémentaire 
de B, on peut également dire que A " B contient précisément tous les éléments qui sont à 
la fois dans A et dans le complémentaire de B, ce qui s'écrit : A" B =An Be. 

E A B 

FIGURE 20 - l'ensemble A " B. 
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Cette fois-ci, contrairement à l intersection et à la réunion la différence n'est pas une 
opération associative. Pour prouver cela, il nous suffit d 'exhiber trois ensembles A, B , C, tels 
que (A " B) "- C est différent de A " (B "- C). Par exemple, si A = {evp,6ç}, B = 0 et 
C = { ev p,6ç }, alors (A " B ) = { evp,6ç} et donc (A " B ) "- C = { evp,6ç} " { ev p,6ç} = 0; alors 
que (B "- C) = 0 "- {evp,6 } = 0 d où A "- (B "- C) = {evp,6ç} "- 0 = {evp,6ç}. L'exemple 
suivant offre une représentation picturale du même phénomène. 

E A B c E A -....... B c E (A -....... B )-....... C 

FIGURE 21 - construction de l'en emble (A " B ) "- C. 

E A B c E A B -....... C E A -....... (B -....... C) 

FIGURE 22 - construction de l'en emble A "- (B "- C). 

Pas plus qu'elle n 'est a sociative la différence n est commutative : 

{ev p,6ç} = {ev p,6ç} " 0 # 0 " {ev p,6ç} = 0. 

E A B E A -....... B E B -....... A 

FIGURE 23 - les ensembles A " B et B " A. 
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La différence symétrique 

N'y aurait-il pas un moyen de récupérer l'associativité tout en conservant l'idée d 'une dif­
férence? La différence symétrique est là précisément pour répondre positivement à cette 
question. Elle se définit en disant qu'à partir de A et de B , on ne conserve que ce qui est 
dans A mais pas dans Bou bien dans B mais pas dans A. Ainsi, la différence symétrique de 
A et de B - que l'on note Ab..B - est l'ensemble qui contient tous les éléments de A-....... B plus 
tous ceux de B -....... A. Autrement dit Ab..B n 'est autre que l'ensemble de tous les éléments de 
A U B moins tous ceux de A n B. On obtient ainsi les égalités suivantes : 

Ab..B =(A -....... B) U (B-....... A)= (AU B) -....... (An B) . 

E A B E A~B 

FIGURE 24 - l'ensemble Ab..B. 

En est-il de même pour l'associativité? Pouvons-nous dire que pour tous ensembles 
A, B , C, on a bien (Ab..B)b..C = Ab..(Bb..C)? Il y a deux solutions : soit la réponse est 
affirmative et il nous faut alors une preuve qui consisterait à montrer que tout élément qui 
appartient à (Ab..B)b..C appartient également à A.6.(B.6.C) , et réciproquement que tout élé­
ment qui appartient à A.6.(B.6.C) appartient aussi à (A.6.B).6.C; soit la réponse est négative, 
et dans ce cas il nous faudrait produire un contre-exemple, c'est-à-dire un exemple de trois 
ensembles A, B, C qui ne vérifieraient pas cette égalité. 

Mais avant d'aller plus en avant dans l'une de ces directions, tentons de nous convaincre 
en considérant un schéma suffisamment général. 

E A B c E At::.B c E (At::.B)t::.C 

FIGURE 25 - construction de l'ensemble (A.6.B).6.C. 
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E A B c E A B!J.C E A!J.(B!J.C) 

FIGURE 26 - construction de l'ensemble A~(B~C). 

Il semble, au vu de ces figures , que la différence symétrique soit associative. Mais si nous 
avons bien une idée, nous n 'avons pour l instant rien montré. Pour cela, nous allons considérer 
les ensembles suivants qui constituent , par leur réunion, l'union des trois ensembles A , B 
et C. Il est clair que par définition (A~B)~C et A~(B~C) sont des sous-ensembles de 
AU BUC, puisqu 'un élément qui n 'appartient ni à A , ni à B, ni à C, n 'appartient également 
ni à (A~B)~C ni à A~(B~C) . 

A" (BuC) B " (AU C) 

AnBnC 
(An C) " B 

FIGURE 27 - un éclaté de l'ensemble A~(B~C). 

Un élément qui appartient à A U B U C appartient : 

(1) soit à un seul de ces ensembles : 

(a) uniquement à A c'est-à-dire à A " (BUC) 

(b) uniquement à B, c'est-à-dire à B " (AU C) 

( c) uniquement à C, c'est-à-dire à C " (A U B) 

(2) soit à deux seuls de ces ensembles : 

(a) uniquement à A et à B, c est-à-dire à (An B) " C 

(b) uniquement à B et à C c e t-à-dire à ( B n C) " A 
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(c) uniquement à A et à C, c'est-à-dire à (An C) "- B 

(3) soit à ces trois ensembles à la fois , c'est-à-dire à An B n C 

Nous allons donc considérer les sept cas ci-dessus et pour chacun d 'eux montrer que 
(A~B)~C et A~(B~C) se rejoignent. 

Soit x un élément quelconque de A U B U C, 

(1) (a) si x E A"- (BUC) alors x E A~B, d'où x E (A~B)~C; par ailleurs x tf:. B~C, 

d 'où x E A~(B~C). 0 
(b) si xE B "-(AU C) alors xE A~B, d 'où xE (A~B)~C; par ailleurs xE B~C, 

d'où x E A~(B~C). 0 
(c) si xE C "-(AU B) alors x tf:. A~B, d 'où xE (A~B)~C; par ailleurs xE B~C, 

d'où x E A~(B~C). 0 
(2) (a) si xE (An B) "- C alors x tf:. A~B, d'où x tf:. (A~B)~C; par ailleurs xE B~C, 

d'où x tf:. A~(B~C). 0 
(b) si xE (B n C) "- A alors xE A~B, d'où x tf:. (A~B)~C; par ailleurs x tf:. B~C, 

d'où x tf:. A~(B~C). 0 
(c) si xE (An C) "- B alors xE A~B, d'où x tf:. (A~B)~C; par ailleurs xE B~C, 

d'où x tf:. A~(B~C). 0 
(3) si xE An B n C alors x tf:. A~B, d'où xE (A~B)~C; par ailleurs x tf:. B~C, d'où 

x E A~(B~C). 0 
Voilà qui termine cette laborieuse preuve de l'associativité de la différence symétrique. 

Passons à quelques exercices maintenant. 

Exercise 1 On considère les ensembles représentés par les patates suivantes : 

E A B 

Comment qualifier les représentations qui suivent? 
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? ? 

(2) 

? ? 

(3) 

? ? 

(5) (6) 

? 
? 

(7) ( ) 
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Pour obtenir les réponses à l'exercice 1, voir ci-dessous 12 . 

Exercise 2 On considère les ensembles représentés par les patatoïdes suivantes : 

E A B C 

Comment qualifier les représentations qui suivent ? 

? ? 

(1) (2) 

? ? 

(3) 
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? ? 

? ? 

(7) 

E ? 

(9) 

? ? 

(11) 
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? ? 

(13) 

Pour obtenir les réponses à l'exercice 2, voir ci-dessous 13 . 

Propriété et principe de compréhension 

Appelé aussi principe de séparation ou principe de spécification, le principe de compréhension 
énonce une chose très simple: à partir d'un ensemble donné quelconque E et d 'une propriété 
P que peuvent satisfaire ou non ses éléments, on forme le sous-sensemble de E de tous 
les éléments qui satisfont cette propriété et que l'on note {x E E 1 P(x)}. La notation 
P (x) signifie que x satisfait - ou vérifie - la propriété désignée par P. Pour des raisons 
qui deviendront claires plus tard, nous convenons d'écrire · P(x) pour "x ne satisfait pas la 
propriété P". Par exemple, si E désigne l'ensemble des Grecs à l'époque de Socrate, et P la 
propriété "être athénien" , alors {xE E 1 P(x)} désigne l'ensemble des athéniens de l'époque 
socratique. 

E {xE E 1 P(x)} 

FIGURE 28 - {xE E 1 P(x)}. 

De même, si maintenant E désigne toujours l'ensemble des Grecs à l'époque de Socrate 
et P la propriété de vivre la tête en bas pendu par les pieds, alors {xE E 1 P(x)} n 'est autre 
que l'ensemble vide. Une propriété n 'est pas un ensemble, mais lorsqu'elle est rapportée à un 
ensemble de base (ici E) , elle détermine de manière unique un ensemble: le sous-ensemble de 
E des individus qui la satisfont. Une propriété est en quelque sorte une promesse d 'ensembles , 

13. ·:/(OUSUV) '-- 8") (vi) ~(V'-O)n g (f:I) ~(V'- S) UO (01) ~(onsnv) (11) 
~(snv)uo (OI) ~ 8 ((onv) '- S) (6) ~ousuv (8) ~ 8 ((V '- S) '- O) (L) ~(ou v) '- S (g) 

~ (O " (su v)) n 8(o n g n v) (g) ~(on v) " g (v) ~ o" (su v) (f:) ~ou (s " v) (0) ~on (su v) (I) 
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puisqu'elle sépare tout ensemble E en deux sous-ensembles : celui des éléments de E qui la 
satisfont - {xE E 1 P(x)} - et celui de ceux qui ne la satisfont pas - {xE E 1 · P(x)}. 

E {xE E 1 P(x)} 

{xE E 1 •P(x)} 

FIGURE 29 - Séparation de E par la propriété P. 

Le fait d 'appartenir ou non à un ensemble A quelconque est une propriété particulière : 
P(x) équivaut à x E A. Si maintenant munis de cette propriété et dun ensemble E nous 
formons {xE E 1 P(x)} , nous obtenons alors {x E E 1 xE A} qui n 'est autre que l'ensemble 
EnA. 

E A {xE E ix EA} 

FIG RE 30 - lorsque P(x) signifie xE A. 

Inversement, le fait de ne pas appartenir à un ensemble A est également une propriété 
particulière: la négation d'une propriété est elle-même une propriété. A partir d'un ensemble 
E, si nous formons {xE E 1 • P(x)} nous obtenons alors {x E E 1 x f/: A} qui n'est autre 
que l'ensemble E " A. 
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E A {xE E 1 x 1- A} 

FIGURE 31 - Séparation par la propriété x tf:_ A . 

Les opérations booléennes ensemblistes revisitées 

Nous allons réécrire les opérations ensemblistes au moyen de principe de compréhension, en 
utilisant le fait que x E A, x tf:_ B sont des propriétés particulières. Pour cela, nous partons 
avec A, B deux sous-ensembles d'un ensemble E - ce que nous écrivons A, B CE. 

o A n B = {x E E 1 x E A et x E B} 

o AU B = {x E E 1 x E A ou x E B} 

o Ac= {xE E 1 x tf:_ A} 

o A " B = {x E E 1 x E A et x tf:_ B} 

o AtlB ={xE E 1 xE A ou xE B , mais x tf:_ An B} . 

Proposition 3 (lois de De Morgan) Les deux relations suivantes sont vérifiées : 

{1) (AU B )c =ACnBC 

{2) (An B )c = Ac u Be. 

Preuve de la Proposition 3 : Si l'on veut démontrer ces propositions, il nous faut montrer les 
inclusions dans les deux sens sous-jacentes à l'égalité. Par exemple, pour la première égalité, 
il nous faut montrer les deux inclusions suivantes: (AUB) C c AC n BC et AC n BC c (AUB) c. 

(A u B)c c Ac n Be : Il nous faut montrer que tout élément de (AU B )c est également 
un élément de Ac n Be. Pour ce faire, prenons un élément quelconque xE (AU B)c. 
Puisque x E (AU B)C, cela signifie que x tf:_ (AU B ), donc x n'est ni dans A, ni 
dans B, autrement dit x tf:_ A et x tf:_ B. D'où xE Ac et xE Be. Par conséquent, 
xE (Ac n Be). 

AC n Be c (A U B)c : Il nous faut montrer que tout élément de Ac n Be est également 
un élément de (AUB) c. Pour ce faire, prenons un élément quelconque xE (Ac nBC). 
Cet x appartient à la fois à Ac et Be. Donc x tf:_ A et x tf:_ B sont tous les deux vérifiés. 
Puisque x n'appartient ni à A, ni à B, x n'appartient pas à l'union de A et de B. Cela 
s'écrit x tf:_ (AU B) et n'est pas autre chose que x E (AU B)C. 

Pour la seconde égalité nous pouvons directement utiliser ce que nous venons de prouver. 
En effet, considérons Ac uBC, ou plutôt son complémentaire, c'est-à-dire (Ac UBC)C. D'après 
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la Proposition (1) 
c c (Ac u Bc )c =Ac n Be . 

Et comme le complémentaire du complémentaire n 'est autre que l'ensemble lui-même on 
obtient : . 

Par conséquent, si ces en emble sont égaux leur complémentaire aussi sont égaux : 

c 
(Ac u Bc )c =(An B)c. 

D'où il ressort que (Ac u Be ) = (An B)c. 
-1 3 

E A B E A UB 

FIGURE 32 - construction de (AU B )C. 

E A B 

FIGURE 33 - construction de AC n Be . 
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E A B E A nB 

FIGURE 34 - construction de (An B )c. 

E A B E 

FIGURE 35 - construction de AC U Be. 

Proposition 4 Pour tous ensembles A, B les relations suivantes sont vérifi ées : 

( 1) élimination de la double complémentation 

o A ce = A 

{2) idempotence de l'intersection et de la réunion 
o (An A)= A 

o (AU A)= A 

{3) commutativité de l'intersection et de la réunion 
o (An B ) = (B nA) 
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o (Au B) = (BU A) 

( 4) associativité de l'intersection et de la réunion 

o (An B ) n C = An (B n C) 

o (Au B ) u C = Au (B UC) 

( 5) distributivité de l'intersection par rapport à la réunion et réciproquement 

o An (BuC) = (An B) u (An C) 

o Au (B n C) = (Au B ) n (AU C) 

( 6) lois d'absorption 

o An (AU B ) =A 

o Au (An B) =A 

{1) lois de De Morgan 

o (Au B)c =Ac n Be 

o (An B )c =Ac u Be 

{8) contraposée 

o Ac B si et seulement si Be cAc. 

Preuve de la Proposition 4 : laissée au lecteur à titre d 'exercices. 

--14 

3. Application aux syllogismes 

Tous les hommes sont mortels... En guise d 'échauffement, nous allons nous intéresser 
au syllogisme d'Aristote le plus connu : 

o tous les hommes sont mortels 
o or tous les Grecs sont des hommes, 
o donc tous les Grecs sont mortels. 

Ce syllogisme mentionne trois propriété : "être homme" "être grec " "être mortel". Cha­
cune de ces propriété , à l'intérieur d 'un ensemble Epris suffisamment large - par exemple 
l ensemble de toutes les chose sur terre à l époque d Aristote - définit un ensemble : l 'en­
semble des hommes, l 'ensemble des Grec l'ensemble des mortels. Nous commençons par 
dessiner de la manière la plu générale po ible trois patate : A =l'ensemble des hommes, 
B = l 'ensemble des Grecs, C =l ensemble des mortels. En sorte qu'apparaissent distincte­
ment 23 régions de l'espace correspondant à : 

(1) AnBnC 

(2) An B " C 

( 3) A " ( B u C) 

(4) B nC"A 

(5) B " (AU C) 

(6) C nA" B 

(7) C " (Au B) 

(8) (Au B u C)c 
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hommes Grecs mortels 

FIGURE 36 - les trois ensembles du syllogisme. 

Ensuite nous considérons la première prémisse : tous les hommes sont mortels. Elle nous 
indique que l 'ensemble des hommes est inclus dans l 'ensemble des mortels. Nous faisons alors 
en sorte d'effacer la partie de la patatoïde représentant l 'ensemble des hommes qui n'est pas 
incluse dans l'ensemble des mortels. Autrement dit , nous effaçons la région correspondant à 
A '-.... C (ens. des hommes "-ens . des mortels). 

E hommes Grecs mortels 

FIGURE 37 - après la prise en compte de la première prémisse. 

Puis nous considérons la seconde prémisse : tous les Grecs sont des hommes. Elle nous 
indique que l'ensemble des Grecs est inclus dans l'ensemble des hommes. Nous faisons dès 
lors en sorte d'effacer la partie de la patate représentant l 'ensemble des Grecs qui n 'est pas 
incluse dans l'ensemble des hommes. Nous effaçons la région correspondant à B '-.... A (ens. 
des Grecs '-....ens. des hommes). 

E 

FIGURE 38 - après la prise en compte de la seconde prémisse. 
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Nous considérons enfin la conclusion : tous les Grecs sont mortels. Elle affirme que 
l )ensemble des Grecs est inclus dans l)ensemble des mortels. Nous vérifion que c'est bien le 
cas sur notre figure. Donc effectivement, si l'on admet les deux prémisses, on doit également 
admettre la conclusion. 

Chacune des deux prémisse définit une condition sur l inclusion d'ensemble : tous les 
hommes sont mortels dit que l'ensemble des hommes est inclus dans celui des mortels; tous 
les Grecs sont des hommes dit que l en emble des Grecs e t inclus dans celui des hommes. 
Les deux inclusions sont telle que des inée dans la figure qui suit - mais l'étaient tout 
autant dans la figure précédente. 

E 

FIGURE 39 - les inclusions induites par les deux prémisse . 

Considérons maintenant un second type de yllogisme : 
o tout athénien est grec, 
o or quelque athénien est philosophe 
o donc quelque philosophe est grec. 

Ce syllogisme mentionne trois propriété : être athénien" , "être grec ", "être philosophe". 
Ces propriétés, à l'intérieur d 'un en emble E suffisamment large définissent les ensembles : 
A =l)ensemble des athéniens, G =l ensemble des Grecs, P =l)ensemble des philosophes. 
Nous dessinons de la manière la plu générale po sible trois patates, en sorte qu'apparaissent 
distinctement 23 régions de l e pace correspondant à : 

(1) AnGnP 

(2) An G " P 

(3) A" (Gu P) 

(4) G n P "A 

E A G 

(5) G " (AU P) 

(6) P nA" G 

p 

FIGURE 40 - les trois ensembles du syllogisme. 

(7) P " (Au G) 

(8) (AU Gu P)c 
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En prenant en compte la première prémisse (tous les athéniens sont grecs) qui indique 
que l'ensemble des athéniens est inclus dans l'ensemble des Grecs, nous obtenons le schéma 
suivant : 

E A G p 

FIGURE 41 - après la prise en compte de la première prémisse. 

Puis nous considérons la seconde prémisse : quelque athénien est philosophe. Elle nous 
informe que l'intersection de l'ensemble des athéniens et de l'ensemble des philosophes est 
non vide. Nous mettons donc une croix dans cet ensemble pour indiquer qu'il y a au moins 
un élément qui s'y trouve. 

E A G p 

FIGURE 42 - après la prise en compte de la seconde prémisse. 

Nous considérons enfin la conclusion : quelque Grec est philosophe. Elle affirme que l'in­
tersection de l'ensemble des Grecs avec celui des philosophes est non vide. Ce que nous 
reconnaissons immédiatement grâce à la présence de la petite croix dans cette intersection. 

Attelons-nous à un troisième exemple de syllogisme : 
o aucun béotien n'est athénien, 
o or tout athénien est grec, 
o donc quelque Grec n'est pas béotien. 

Ce syllogisme mentionne trois propriétés : "être béotien", "être athénien", "être grec". 
Ces propriétés, à l'intérieur d'un ensemble E suffisamment large définissent les ensembles : 
B =l'ensemble des béotiens, G =l'ensemble des Grecs, A =l'ensemble des athéniens. Nous 
dessinons toujours de la manière la plus générale possible trois patates, en sorte qu'appa­
raissent distinctement 23 régions de l'espace correspondant à : 
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(1) AnGnB 

(2) An G " B 

(3) A " (GU B) 

(4) GnB " A 

E A G 

(5) G " (Au B) 

(6) B n A " G 

B 

FIGURE 43 - les trois ensembles du syllogi me. 
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(7) B " (Au G) 

(8) (Au Gu B)c 

Prenons en compte la première prémi se : aucun béotien n'est athénien. Elle indique que 
l'intersection entre l'ensemble des béotiens et celui des athéniens est vide. Nous obtenons 
donc le schéma qui suit : 

E A G B 

FIGURE 44 - après la prise en compte de la première prémisse. 

Puis nous considérons la seconde prémisse : tout athénien est grec. Elle nous indique que 
l 'ensemble des athéniens est inclus dans l 'ensemble des Grecs. Ce qui donne : 

E A G B 

FIGURE 45 - après la prise en compte de la seconde prémisse. 
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Nous considérons enfin la conclusion : quelque Grec n'est pas béotien. Et là, à notre 
grande surprise , nous ne pouvons conclure du dessin que nous avons fait que cette conclusion 
s'impose. En effet, il faudrait pour cela que l'un des deux ensembles précisés ci-dessous soit 
non vide. 

E G "- (AU B) E GnA 

FIGURE 46 - la conclusion exige que l'un des ensembles soit non vide. 

Or rien ne nous permet de dire cela ... Il n'y a aucune raison pour laquelle l'ensemble 
G "- (AU B) soit non vide. En tout cas rien ne permet d'affirmer dans les hypothèses qu'il 
existe au moins un Grec qui ne soit ni athénien ni béotien. De même, rien ne nous permet 
de dire qu 'il existe un athénien qui soit béotien. En effet, il se pourrait très bien qu'il n 'y 
ait pas d'athénien du tout. On se retrouverait avec le schéma suivant : 

E G B 

FIGURE 4 7 - un cas de figure dans lequel la conclusion ne s'applique pas. 

Nous venons de montrer que ce syllogisme n'est pas valide. La conclusion ne ressort pas 
de la prise en considération des deux prémisses. 

Et pourtant ... ce syllogisme était considéré par les Grecs et leurs suivants comme valide. 
Mais aujourd'hui nous ne le considérons plus comme valide. Que s'est-il passé entre eux et 
nous? Avaient-ils tort de considérer ce syllogisme comme concluant et nous raison? Avons­
nous tort ? Avons-nous tous les deux raisons? Cette dernière possibilité semble devoir tout de 
suite être écartée. Sauf si ... nous admettons que nous comprenons les énoncés des prémisses 
dans deux sens différents. Et c'est en effet bien ce qui se passe. Actuellement, lorsque nous 
disons tout trozoï est glichnik, cela signifie qu'il n'y a pas de trozoï qui ne soit glichnik, 
et cela reste vrai dans le cas où il n'y a pas de trozoï du tout. Alors que pour les Grecs, 
lorsqu'on dit tout trozoï est glichnik, cela suppose également qu 'il existe au moins un trozoï 
(qui par conséquent se trouve être également glichnik). Autrement dit, pour les Grecs , "tout 
trozoï est glichnik )) implique "quelque trozoï est glichnik)). 
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Si maintenant nous reprenons les schéma successifs que nous avons pris en compte en y 
ajoutant cette donnée supplémentaire, cela nous conduit à : 

E A G B E A G B 

FIGURE 48 - après la pri e en compte de la première, puis de la seconde prémisse. 

Et la conclusion s'impo e alors dans toute sa clarté. 

Pourquoi avons-nous adopter une convention différente de celle des Grecs ou du Moyen­
Âge? Pourquoi préférons-nous convenir que "tout trozoï est glichnik" soit vrai, quand bien 
même il n'existe pas de trozoï? Une raison simple à cela consiste à regarder ce qui se passe 
lorsque nous prenons la négation de cet énoncé. Il emble naturel que s'il n'est pas vrai que 
"tout trozoï est glichnik", alors nous devrions être capable de produire un individu qui soit 
trozoï mais non glichnik. Or nous ne pouvons le faire dans le ca où il n'existe pas de trozoï 
du tout. Si nous voulons que "tout trozoï est glichnik" soit la négation de "il existe un trozoï 
qui n'est pas glichnik", alors cette première affirmation doit être vraie lorsqu'il n'y a pas de 
trozoï. 

L'acception des Grecs fait de la négation de 'tout trozoï est glichnik" l'affirmation "il 
existe un trozoï qui n'est pas glichnik ou bien il n existe pas de trozoï du tout". 

4 . Les syllogism es 

La science des syllogismes s'appelle la syllogistique. Elle a été enseignée d Aristote jusqu'à 
la fin du xrxe siècle 14 . 

En logique aristotélicienne le syllogi me (terme provenant du grec ancien "avÀÀO'"'fW"fJ,Oç" 

lui-même construit sur la ba e des terme syn et logos "parole qui va avec" - une autre parole) 
est une forme de raisonnement qui fait intervenir trois propositions : 

o deux hypothèses que l on appelle les prémi ses (P 1 = tout homme est mortel, P 2 = 
Socrate est un homme), 

o et une conclusion (C = Socrate est mortel). 

Plus tard, nous écrirons formellement toute preuve de ce type sous la forme : P 1 P 2 f- C . 
A gauche du symbole de preuve 'f-", nous indiquerons les hypothèses que nous prenons en 
considération, et à a droite nous placeron la conclusion. Et nous lirons ' P 1 , P 2 f- C ' 
comme signifiant : "en supposant P 1 et P 2 , nous parvenons à la conclusion C". Ou plus 
généralement : ' les hypothèses P 1 et P 2 prou vent C '. 

14. Aristote : Premiers Analytiques [Ari92]; Antoine Arnauld indexauArnauld, Antoine et Pierre Nicole 
: La logique ou L 'art de penser [AN92] ; Leibniz : Dissertatio de A rte Combinatoria [Leil2]. 
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P 1 tous les hommes sont mortels 

P 2 tous les Grecs sont des hommes 

C tous les Gre cs sont mortels 

La manière dont le raisonnement se déroule consiste à mettre en rapport dans la conclu­
sion deux termes : le majeur et le mineur, au moyen d'un terme que l'on appelle précisément 
le moyen terme. Le majeur et le mineur ne doivent apparaître qu'une fois chacun dans les 
prémisses, le moyen terme est présent dans chaque prémisse. La prémisse qui contient le 
terme majeur est appelée prémisse majeure, et celle qui contient le terme mineur : prémisse 
mineure. 

P 1 tous les hommes sont mortels 

P 2 tous les Grecs sont des hommes 

C tous les Grecs sont mortels 

Ainsi, les termes majeur, mineur et moyen désignent des propriétés qui sont attribuées 
à des objets, ou pour le dire autrement, ces termes désignent chacun un ensemble d 'objets : 
précisément ceux qui tombent sous leur extension. Il est ainsi facile de voir dans l'exemple 
qui précède que le moyen terme concerne la propriété "être un homme" - autrement dit 
l'ensemble des hommes - puisque c'est la seule propriété qui se situe dans les deux prémisses 
à la fois. Mais où sont le majeur et le mineur? Généralement, le majeur se trouve dans la 
première prémisse et le mineur dans la seconde. Mais ce n'est pas l'ordre des arguments qui 
définit majeur et mineur. Le terme majeur est celui le plus général - celui dont l'extension 
est la plus grande - , alors que le mineur est le plus particulier - celui dont l'extension est la 
plus restreinte. 

1 
p l 

1 
Aucun Dieu 

1 
n 'est 

1 
mortel 

1 

1 
p 2 

1 
quelque homme 

1 
est 

1 
mortel 

1 

1 
c 

1 
quelque homme 

1 
n 'est pas 

1 
un Dieu 

1 

quelque homme n'est pas philosophe 

tout homme est bipède 

c quelque bipède n'est pas philosophe 

Le moyen terme est présent dans chacune des prémisses. Dans chacune des prémisses, il 
est mis en relation avec un autre terme - le majeur et le mineur. Mais la manière dont il est 
mis en relation avec chacun de ces autres termes peut prendre les deux formes suivantes : 

o l'ensemble de ce qui tombe sous l'extension du moyen terme tombe également sous 
celle du second terme, ou bien 
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o l'ensemble de ce qui tombe sous l'extension du second terme tombe sous celle du 
moyen terme. 

C'est là la différence entre les deux propo itions "quelque homme est philosophe" et 
"quelque philosophe est homme·' dans le deux syllogi mes qui uivent. 

quelque homme est philosophe 

tout homme e t bipède 

c quelque bipède est philosophe 

P 1 quelque philosophe e t homme 

P 2 tout homme est bipède 

C quelque philosophe est bipède 

Le terme majeur et le terme mineur e retrouvent seuls dans la conclusion. Le moyen 
terme n'aura servi que de transition de tremplin en quelque orte, pour faire se rejoindre 
majeur et mineur. Majeur et mineur e rejoignen donc dan la conclu ion qui n'est autre 
qu 'une proposit ion de la forme sujet (S ) copule prédicat (P). Nous avons vu que le sujet 
comme le prédicat indui aient chacun, par l exten ion de leur désignation un ensemble. 
Comme il en est de même du moyen terme (M) ile t tout naturel de comparer les extensions 
de ces différents ensembles au moyen de l inclusion : est-ce que M e S ou bien S e M ? 
Est-ce que M e P ou bien P e M ? 

C'e t précisément la position de ce moyen terme qui donne lieu à ce que la tradition a 
convenu d'appeler les quatre figures du yllogi me [A 92] : 

o 1èrefigure : M e P et 

o 2ème figure : P e M et 

S e M 

S e M 

o 3ème figure : M e P et M e S 

o 4èmefigure : P e M et M e S 

Que ce soient le deux prémi e ou la conclusion chacune des troi est une proposition 
de la forme sujet relié par une copule à un prédicat 

o quelque Dieu est courroucé o Socrate e t un homme 

o tout homme est bipède o quelque Grec n'est pas béotien 

Il e t clair que la copule 15 indique ceci : des individus 16 vérifiant la propriété pécifiée par 
le sujet vérifient également - ou ne vérifient pas du tout - celle que mentionne le prédicat. 
S est P ignifie que tous les individu qui satisfont la propriété S sati font également la 
propriété P. 

Pour Aristote et tous les tenants de la syllogistique une même proposition S est P peut 
subir des modifications de quantité et de qualité. 

15. Le plus souvent "est " ou "sont". 
16. Tous ou certains ou quelque ou aucun, suivant les cas. 
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La qualité est ce qui distingue les deux propositions suivantes : Socrate est bipède et 
Socrate n'est pas bipède. Ces deux propositions ont les mêmes sujets et les mêmes 
prédicats , mais la première est affirmative alors que la seconde est négative. Il en est 
de même par exemple de tout homme est bipède et de aucun homme n'est bipède, 
puisque la seconde n 'est autre que la négation de la première. Nous utiliserons la 
notation suivante : si cp tient lieu de la proposition "S est P ", nous écrirons •cp pour 
la négation de "S est P", autrement dit "S n'est pas P ". 

La quantité est ce qui distingue tout homme est bipède de quelque homme est bipède. 
Ces deux propositions partagent les mêmes sujets ainsi que les mêmes prédicats , mais 
la première quantifie le sujet de manière universelle, alors que la seconde le fait de 
manière particulière 17 . Un autre exemple serait aucun Dieu n'est mortel 18 et quelque 
Dieu n'est pas mortel. Si cp tient lieu de la proposition S est P , nous écrirons :lx cp 
pour la proposition particulière quelque {individu vérifiant) S est P , et \fx cp pour la 
proposition universelle tout {individu vérifiant) S est P. 

En résumé, si cp désigne S est P , où le sujet (S) est homme et le prédicat (P) est mortel, 
en distinguant suivant la qualité et la quantité, nous obtenons les quatre propositions qui 
suivent : 

(1) proposition universelle affirmative : \fx cp 

(2) proposition universelle négative : \fx •cp 

(3) proposition particulière affirmative : :lx cp 

( 4) proposition particulière négative : :lx •cp 

(tout homme est mortel), 

(aucun homme n'est mortel 19 ), 

(quelque homme est mortel), 

(quelque homme n'est pas mortel) . 

FIGURE 49 - qualités identiques et quantités identiques. 

Il va sans dire que la notation - \fx cp, \fx •cp , :lx cp , :lx •cp - est très récente. Elle 
est en fait issue de la logique des prédicats (encore appelée logique du 1er ordre). Pendant 

17. ous dirions aujourd'hui que cette quantification est existentielle. 
18. Quantification universelle, puisque aucun Dieu n'est mortel signifie tous les Dieux sont immortels, la 

quantification porte sur tous les Dieux et non sur certains d'entre eux. 
19. Stricto sensu il nous faudrait écrire tout homme est non mortel ou bien tout homme est immortel. 
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tout l'enseignement de la syllogistique, de voyelles sont attribuée à chacun de ces types de 
propositions. 

(1) proposition notée A, universelle affirmative : Vx <P 

(2) proposition notée E, universelle négative : Vx •</Y, 

(3) proposition notée I particulière affirmative : ~x </Y, 

( 4) proposition notée 0, particulière négative : ~x •</J. 

Le choix des lettres (A,E,I, 0) provient du latin Affirma et nEgO qui ignifient respecti­
vement j'affirme et je nie. La première voyelle de chacun de ces deux termes correspond à 
la proposition universelle et la seconde à la proposition particulière. 

La tradition scolastique s'est également pourvue de dénominations pour caractériser les 
relations de ces propo itions entre elle : 

o Deux proposition qui s opposent à la foi par la qualité et la quantité sont dites 
contradictoires. C'est le cas de Vx <Pet 3x •<P dune part; et de Vx •<P et ~x <P d 'autre 
part. (Tous les hommes sont mortels et quelque homme est immortel; et aucun homme 
n'est immortel et quelque homme est immortel). 

o Deux propositions contraires sont des propositions universelles qui s'opposent par la 
qualité. C'est donc le cas de V x <P (tous le hommes sont mortels) et de V x •<P (aucun 
homme n'est mortel). 

o Deux propositions particulières qui s oppo ent par la qualité sont dites subcontraires. 
C'est ainsi le ca de :lx <P (quelque homme est mortel) et de :lx •<P (quelque homme 
n'est pas mortel). 

o Deux propositions qui s'opposent par la quantité sont dites subalternes. C'est le cas 
des propositions affirmatives Vx <Pet :lx <P ainsi que des propositions négatives Vx •<P 
et :lx •</J. Cela donne par exemple l oppo ition subalterne entre tous les homme sont 
mortels et quelque homme est mortel ou bien celle entre aucun homme n'est mortel 
et quelque homme est immortel. 

Ces relations sont présentées traditionnellement sous la forme dune figure géométrique 
appelée le carré des oppositions [AN92]. 

FIG RE 50 - carré des oppositions. 
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Il est temps de faire le point. Nous savons désormais les choses suivantes : 

o chaque syllogisme est constitué de trois propositions (les deux prémisses et la conclu­
sion), 

o que chacune de ces propositions peut prendre l'une des quatre formes A ,E,I, 0; 
o les rapports entre mineur, majeur et moyen termes s'organisent suivant quatre figures 

possibles. 

Cela laisse donc la place à 4 types (A, E,I, 0) pour la première prémisse x 4 types pour 
la seconde prémisse x 4 types pour la conclusion x 4 figures . Ce qui nous fait 4 x 4 x 4 x 4 = 

44 = 256 modes possibles. 

Parmi ces 256 modes possibles , seuls 24 sont concluants, c'est-à-dire qu'ils produisent 
un raisonnement correct - également appelé valide. Ces 24 modes concluants se distribuent 
harmonieusement puisqu'il y en a exactement 6 pour chacune des 4 figures. De plus , à chacun 
de ces 24 modes valides, la tradit ion scolastique a attribué un nom qui n 'a pas de signification 
particulière mais constitue un moyen mnémotechnique pour se souvenir de l'agencement des 
types (A,E,I,O) dans les prémisses et la conclusion. Ainsi "Barbari" signifie que les prémisses 
sont de type A - ce sont des propositions affirmatives universelles - et la conclusion est de 
type I - affirmative particulière - tandis que "Celarent"indique que la seconde prémisse est 
de type A, la première prémisse et la conclusion étant toutes deux de type E - négatives 
universelles. 

Les modes concluants de la : 

o 1ère figure : M C P et S C M 

(1) Barbara : tout M est P , or tout S est M , donc tout S est P 

(2) Celarent : aucun M n'est P , or tout S est M , donc aucun S n 'est P 

(3) Darii : tout M est P , or quelque S est M , donc quelque S est P 

(4) Ferio : aucun M n 'est P , or quelqueS est M , donc quelqueS n 'est pas P 

(5) Barbari : tout M est P , or tout S est M , donc quelqueS est P 

(6) Celaront : aucun M n 'est P , or tout S est M , donc quelqueS n'est pas P 

o 2ème figure : P C M et S C M 

(1) Baroco : tout P est M , or quelque S n'est pas M , donc quelque S n 'est pas P 

(2) Camestres : tout P est M , or aucun S n 'est M , donc aucun S n 'est P 

(3) Cesare : aucun P n'est M , or tout S est M , donc aucun S n'est P 

( 4) Festino : aucun P n'est M , or quelque S est M , donc quelque S n 'est pas P 

(5) Cesaro : aucun P n'est M , or tout S est M , donc quelque S n 'est pas P 

(6) Camestrop : tout P est M , or aucun S n'est M , donc quelque S n 'est pas P 

o 3ème figure : M C P et M C S 

(1) Bocardo : quelque M n 'est pas P , or tout M est S, donc quelqueS n'est pas P 

(2) Darapti : tout M est P , or tout M est S, donc quelqueS est P 

(3) Dat isi : tout M est P , or quelque M est S, donc quelqueS est P 

(4) Disamis: quelque M est P , or tout M est S, donc quelqueS est P 
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(5) Felapton : aucun M n'est P , or tout M est S , donc quelque S n'est pas P 

(6) Ferison : aucun M n 'est P , or quelque M et S , donc quelque S n'est pas P 

o 4ème figure (dite Galénique) : P C M et M C S 

(1) Bamalip : tout P est M , or tout M est S , donc quelque S est P 

(2) Camenes : tout P est M , or aucun M n est S , donc aucun S n'est P 

(3) Dimatis : quelque P est M , or tout M est S donc quelque S est P 

( 4) Fesapo : aucun P n est M , or tout M est S donc quelque S n 'est pas P 

(5) Fresison : aucun P n 'est M , or quelque M est S , donc quelque S n'est pas P 

(6) Calemop : tout P est M or aucun M n est S donc quelque S n 'est pas P 
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Il serait extrêmement fastidieux de passer en revue ces 256 modes et de montrer, pour 
chaque figure, que 58 d 'entre eux ne sont pas concluants et seuls les 6 mentionnés le sont. 
Nous allons simplement, en guise d exemple, nous intéresser à deux cas. 

Tout d'abord attachons-nous au ca (2) Celarent de la première figure : 

(A) Celarent : aucun M n 'est P , or tout S est M , donc aucun S n'est P . 

La résolution de ce syllogisme donne la sucees ion des diagrammes de Venn suivants : 

E s M P E s M p 

FIGURE 51 - Celarent : aucun Mn est P , or tout S est M , donc aucun S n'est P . 

Il apparaît clairement dans le troisième schéma qu'aucun S n 'est P . Le syllogisme est 
donc concluant . 

Il n 'en est pas de même si nous remplaçons le mode EAE par le mode EAA. Autrement 
dit, aucun M n'est P , or tout S est M, donc tout S est P , n'est pas un raisonnement valide. 
On s'en convainc aisément puisque la prise en compte des deux premières prémisses nous 
conduit aux mêmes schémas ci-dessus que pour le mode EAE, mais bien sûr si la conclusion 
aucun S n 'est P s'imposait, la nouvelle conclusion tout S est P montre son invalidité. 

Plus généralement, si l'on s'attache à la première figure et que les deux premières pré­
misses sont de type EA, il s'en suit que la conclusion ne peut être que de type E (aucun S 
n est P ) ou bien de type 0 (quelque S n'est P ) 20 . 

20. Ici encore, il faut faire attention à ce que "aucun S n est P " relève pour les Grecs d 'une quantification 
universelle qui implique une quantification existentielle. Autrement dit , "aucun S n 'est P " signifie que tous 
les individus qui tombent sous l'extension de S sortent de l'extension de P ; or 'tous les individus" entraîne 
qu 'il existe au moins un individu qui satisfait cette propriété. 
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Attachons-nous ensuite au dernier cas (6) Calemop de la quatrième figure : 

(B) Calemop : tout P est M , or aucun M n'est S, donc quelqueS n 'est pas P. 

La résolution de ce syllogisme donne la succession des diagrammes de Venn suivants : 

E s M p 

FIGURE 52 - Calemop : tout P est M , or aucun M n 'est S, donc quelqueS n 'est pas P. 

Comme tel , le syllogisme ne semble pas concluant. C'est ici qu 'il faut se souvenir que 
pour les Grecs , si aucun S n'est P , il s'ensuit que quelque S n'est pas P , puisque parler de 
tout S entraîne qu'il existe un individu qui satisfait S et donc que cet individu ne satisfait 
pas la propriété P. 

Par contre, si nous conservons les mêmes deux prémisses et que nous changeons le type 
de la conclusion, nous ne parvenons pas nécessairement à un syllogisme concluant : 

o tout P est M , or aucun M n'est S , donc (A) tout S est P. Ce syllogisme n 'est pas 
concluant, car le schéma issu des deux prémisses montre que l'intersection entre S et 
P est vide. 

o Tout P est M, or aucun M n'est S, donc (E) aucun S n'est P. Ce syllogisme est 
concluant, c'est d 'ailleurs celui qui s'appelle Camenes. 

o Tout P est M , or aucun M n'est S, donc (I) quelque S est P. Ce syllogisme n 'est 
pas concluant, puisque au contraire aucun S n'est P. 

5. Les limitations du syllogisme 

Afin de mesurer à quel point le syllogisme a revêtu une importance capitale pendant toute 
la période qui court de la Grèce antique avec Aristote jusqu'au xrxe siècle et les premiers 
linéaments de la logique symbolique, attardons-nous sur un petit texte du philosophe anglais 
Thomas Hobbes (1588 - 1679), plus connu pour ses écrits de philosophie politique que pour 
ses textes sur la logique, qui ont pourtant influencé Leibniz. 

Le premier chapitre du recueil The English Works of Thomas Hobbes of Malmesbury : 
Elements of philosophy, s'intitule Computation or Logic et présente entre autres choses la 
méthode syllogistique [Hob39]. Dans la section intitulée of Errings, Falsity, and Captions, 
l'auteur s'attache à la résolution d'un raisonnement qui a l'apparence de la validité mais se 
trouve être fallacieux 21 : 

21. The English Works of Thomas Hobbes of Malmesbury : Elements of philosophy; Ed. William Moles­
worth; facsimile reprint of a 1839 edition by John Bohn, London, p. 62. 
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"The hand toucheth the pen, 
The pen toucheth the paper, 
Therefore, The ha nd touch eth the paper." 

La main touche le stylo, 
Le stylo touche la feuille, 
Donc, la main touche la feuille. 
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Il va de soi que la main peut très bien toucher le stylo qui lui-même touche la feuille sans 
que la main ne touche la feuille. Ce raisonnement est évidemment fallacieux. Il s'agit donc 
de débusquer la supercherie, de montrer ce qui ne va pas. Confronté à un tel raisonnement, 
nous commencerions par dire que "toucher" est en fait une relation binaire. 

Cela veut dire qu'elle met en relation deux individus deux éléments : le premier touchant 
le second. De telles relations binaires sont légions par exemple "aimer", "être le père de ", 
"avoir le même âge que ", "tuer" "soudoyer", "précéder" "éclairer" . .. 

Nous dirions ensuite que de telles relations binaires sont sujettes à vérifier de nombreuses 
propriétés parmi lesquels la réflexivité, la symétrie, la transitivité .. . Or c'est précisément 
cette dernière, la transitivité qui est en question dans l'exemple de Hobbes. Une relation 
binaire est transitive si quelque soient trois éléments quelconques a, b, c, si a est en relation 
avec b et b est en relation avec c, alors il s'en suit que a est en relation avec c. C'est le cas 
par exemple de la relation "avoir le même âge que" : si Paul a le même âge que Zoé et Zoé 
a le même âge que Stéphanie, alors Paul a bien le même âge que Stéphanie. C'est également 
celui de la relation "précéder" : si a précède b qui précède c alors a précède c. Par contre 
la relation "être le père de" n'est pas transitive, car en général le grand père d'un individu 
n'est pas également son père. Il en va de même de la relation "aimer", car il se peut très 
bien que Pierre aime Catherine qui aime à son tour Lionel, mais que Pierre n'aime pas du 
tout Lionel. 

Qu'en est-il de la relation binaire "toucher"? Elle n 'est pas transitive! Voilà ce que 
nous dirions aujourd'hui. Et ce raisonnement fallacieux qu'étudie Hobbes ne tient pas tout 
simplement parce que la relation "toucher" n'est pas transitive, alors que le raisonnement 
s'appuie sur le fait qu'elle le serait . 

Mais si c'est bien là la manière dont nous aborderions cet exemple aujourd'hui, Hobbes, 
lui, le regarde avec les yeux de l'expert en syllogisme. Or comme nous l'avons vu, le syllogisme 
fait intervenir des propositions du type 'Sujet copule Prédicat ", le Sujet comme le Prédicat 
sont pensés de manière extensive comme des ensembles, alors qu 'une relation binaire ne 
peut être considérée comme un ensemble d 'invidus , au mieux comme un ensemble de couples 
d'individus. Cependant, un objet et un couple d 'objets sont des choses très éloignées. On 
peut toujours récupérer la notion d 'objet à partir du couple, mais des objets dans un grand 
sac ne nous donnerons jamais une relation binaire. 

La manière dont Hobbes analyse son exemple consiste à le rapporter à la forme syllo­
gistique pour en déduire qu 'il constitue un syllogisme mal formé , donc non concluant. Pour 
cela Hobbes se doit de "casser" la relation binaire. Il lui faut exprimer le fait La main touche 
le stylo non pas comme une relation entre ces deux objets que sont la main d 'une part et le 
stylo d 'autre part , mais bien sous forme d 'un rapport "Sujet copule Prédicat". La solution 
que propose Hobbes consiste donc à réécrire la phrase "la main touche le stylo "22 en "la 
main est touchant le stylo "23

. Le sujet est "la main", le prédicat étant "touchant le stylo". 
La seconde prémisse subit le même sort . "Le stylo touche la f euille "24 devient "le stylo 

22. The hand toucheth the pen. 
23 . The hand is touching the pen. 
24. The pen toucheth the paper. 
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est touchant le papier"25
. Et selon Hobbes, il ressort de tout cela qu'il n'y a pas trois termes 

en jeux (majeur, moyen et mineur) mais bien quatre : "la main", "touchant le stylo", "le 
stylo", "la feuille". Ce serait donc un syllogisme prétendu qui n 'en serait pas un du tout 
puisque "touchant le stylo" et "le stylo" ne sont pas les mêmes termes. 

main touchant le stylo le stylo main touchant le stylo le stylo 

touchant la feuille touchant la feuille 

FIGURE 53 - diagrammes de Venn du "syllogisme" fallacieux. 

On voit dans l'écart entre la manière dont Hobbes comprend la fausseté de ce raison­
nement et celle qui nous apparaît aujourd'hui tout le poids que représentait la figure du 
syllogisme dans la logique de son temps. 

Faisons maintenant quelques pas de plus en direction des limitations du syllogisme. 

(1) Le syllogisme apporte une conclusion qui découle de deux hypothèses. En toute gé­
néralité un raisonnement pourra faire intervenir plus de deux hypothèses, un nombre 
fini voire même infini. 

(2) Le syllogisme ne fait intervenir que des propositions du type Sujet copule Prédicat. Il 
s'agit du point de vue extensionnel de deux ensembles. Il ne permet pas de prendre 
en compte des relations binaires, encore moins des relations ternaires - à trois élé­
ments26. 

(3) Le syllogisme ne prend pas en compte des hypothèses formellement plus sophistiquées 
que Sujet copule Prédicat. Il ne rend pas compte de propositions du type : 

o si telle chose alors telle autre, 
o telle chose ou telle autre, 
o si ou bien telle chose ou alors si telle autre alors une troisième, alors une qua­

trième ... 

( 4) Le yllogisme utilise la négation a minima, il ne prend pas en compte de hypothèses 
de la forme: 

o il est faux qu 'aucun homme ne soit pas non mortel, 

25. The pen is touching the paper. 
26. Par exemple celle qui met en relation le triptyque enfant , mère et père: R( enfant, mère, père), ou bien 

la relation qu'entretiennent le début, le milieu et la fin d'une histoire: H(début, milieu, fin). 
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o si ou bien telle chose est fausse ou alors s il est faux que telle autre soit fausse 
alors une troisième, alors il est faux que telle quatrième . .. 

(5) Le syllogisme utilise également la quantification a minima. Cela vient entre autre de 
ce qu'il ne prend pas en compte les relations binaires. Comment rendre compte, à 
l'intérieur d 'un syllogisme, de l'énoncé suivant : 

o tout Grec a un béotien qu 'il méprise ? 

Cette phrase e t en effet bien différente de : 

o il y a un béotien que tous les Grecs méprisent. 

Et comment rendre compte également d'un énoncé dans lequel les quantifications 
universelles et exi tentielles 27 s enchevêtrent : 

o toute femme aime un homme qui aime une femme qui n'aime pas tous les hommes? 

Chacune des différente limitations de la syllogistique que nou venons de pointer du doigt 
sera levée lorsque nous étudierons la logique du 1er ordre, appelée la logique des prédicats. 
S'il s'agira bien de prédicats dans cette logique ce ne seront pas nécessairement les prédicats 
tels que nous les avon rencontrés jusqu ici. Ceux auxquels la syllogistique s'intéresse sont des 
prédicats appelés umonadiques " en logique du 1er ordre. Ce sont des prédicats qui portent 
sur des individus par oppositions à des couple d 'individus ou mêmes des triplets, voire des 
n-uplets d individus. 

Ainsi la science du yllogisme prendra place au sein de la logique du 1er ordre. Elle s'y 
présentera ensuite comme un fragment de sa théorie de la démonstration. Un fragment qui 
pourtant était d 'un poid écrasant pendant plus de deux millénaires , et demeuré quasiment 
indemne de toute évolution pendant tout ce temps, mais qui n 'apparaît désormais que comme 
un cas très particulier d'un plan beaucoup plus général. 

6. Quelques rudiments sur les fonctions 

Afin d'avoir les idées claires, nous rappelons ici quelques notions élémentaires au sujet des 
objets formels que sont les fonctions. De manière imagée, nous pouvons dire d'ores et déjà 
qu'une fonction fait quelque chose. Une fonction prend un objet et nous en rend un autre . 
C'est comme une machine qui aurait une entrée et une sortie. Ce qu 'elle fait réellement, on 
ne sait pas. On sait seulement ce que l'on obtient à la sortie en fonction de ce que l'on place 
à 1 entrée. 

o Une fonction f d un ensemble A (appelé ensemble ou e pace de départ) vers un 
ensemble B (appelé en emble ou espace d arrivée) associe à chaque élément a E A un 
unique élément de B que l'on note f(a). On note cela de la manière suivante : 

f A ----+ B 
a ----+ f(a). 

L élément b est appelé l image de a par la fonction f, tandis que a est appelé antécédent 
de b par f. Chaque élément de l'espace de départ a donc une unique image. Par contre, 
un élément de l espace d arrivée peut avoir un nombre quelconque d 'antécédents, y 
compris aucun. 

27. Particulières. 
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o Le graphe d 'une telle fonction est l'ensemble des couples que forme la fonction f : 

9 f = { (a, b) E A x B 1 f (a) = b}. 

o chaque sous ensemble G Ç A x B n 'est pas nécessairement le graphe d 'une fonction . 
Seuls le sont ceux qui vérifient que pour tout a E A, il existe un unique b E B , tel 
que (a, b) E G. La fonction f telle que g f = G est alors définie par le fait que pour 
tout a E A, f(a) est l'unique b E B , tel que (a, b) E G. 

o On appelle image de f (noté ~mf) l'ensemble des éléments de l'espace d 'arrivée 
qui ont au moins un antécédent . On parle également de l'image par f d 'un sous­
ensemble A' de A pour désigner l'ensemble des éléments de l'espace d 'arrivée qui ont 
un antécédent à l'intérieur de A'. 

Exemples 5 Quelques exemples de graphes dont certains sont des fonctions et d 'aut res 
pas. Il est à noter que la fonction qui envoie tous les éléments de A sur un unique élément 
de B est appelée fonction constante. 

une fonction 'l:t'FW fe 'ftctie'ft une fonction 

une fonction "constante" 'l:t'ftC fe'ftctie'ft 28 une fonction 

D éfinit ion 6 Une fonction f A ----+ B est dite : 
a ----+ f(a) . 

( 1) injective s'il n'existe pas d'élément de l 'espace d'arrivée ayant plusieurs antécédents. 29 

{2) surj ective si chaque élément de l'espace d'arrivée admet un antécédent. 

{3) bijective si elle est à la fo is injective et bijective. 

28. Deux éléments de l'espace de départ n 'ont pas d 'image. 
28. Un élément de l'espace d'arrivée a deux antécédents. 
29. Ceci équivaut à dire que pour tous éléments a , a' E A, si f (a) = f (a' ), alors a= a'. 
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On utilise souvent le termes injection surjection bijection pour désigner des fonctions 
respectiv ment injective surjective, bijective. 

Intuitivement , si une fonction est injective, l espace de départ s'injecte en quelque sorte 
dans l'espace d 'arrivée. Si elle est surjective, l'espace d'arrivée est entièrement touché par la 
fonction. 

Il est également à noter qu toute bijection f A ---+ B induit une fonction inverse 30 

B ---+ 
b ---+ 

définie par f- 1 (b) e t l'unique 31 antécédent de b. De plus il est très facile de montrer que 
f - 1 est elle-même une bijection. 

Exemples 7 Quelques exemples de fonctions : 

injective, surjccti'I:Jc injccti?:Jc, surjective injccti'I:Jc surjccti'I:Jc 

injective surjective bijective injective surjective, bijective 

Lorsqu on a deux fonctions f : A ---+ B et g : B ---+ C dont l'espace de départ 
de la seconde corre pond à celui d'arrivée de la première, on peut alors composer ces deux 
fonction pour en obtenir une troisième h : A ---+ C notée h = go f et définie par le fait 
que pour tout a E A : 

go f (a) = g(f(a)). 

30. Elle est définie sur l'entier de B grâce au fait que f soit surjective. 
31. L'unicité provient du fait que f est injective. 
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Exemple 8 Considérons deux fonctions ci-dessous : 

f A ----t B g B ----t C 

Pour en former la composition, on commence par relier les graphes des deux fonctions : 

g o f A ---t C 

Puis on trace une flèche (en pointillé ci-dessous) d'un élément a de l'espace de départ A 
vers un élément c de l'espace d'arrivée C , si et seulement si il existe un chemin menant de 
a vers c: 

Après avoir effacé B , f , g on obtient alors la fonction composée g o f : 
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gof A ---t C 

Il est très facile de voir que la composée de deux fonctions qui ont toutes deux injectives 
est injective; celle de deux fonctions qui sont toutes deux surjectives est surjective. Par 
conséquent , la composée de deux bijections e t elle-même une bijection. 

Pour aller plus avant : 

Au sujet des syllogismes, le lecteur qui le souhaite lira avec attention les ouvrages qui constituent l' "Organon" 
d'Arisote et plus particulièrement le "Volume 4, Les Seconds Analytiques " [AriOO]. Il en est de même de 
l'ouvrage dû aux logiciens Arnauld et icole, intitulé "La logique ou l'art de penser" [A 92], ainsi qu 'au 
texte "Lettres à une princesse d 'Allemagne : sur divers sujets de physique et de philosophie " que Euler 
écrivit pour enseigner la ré olution des syllogismes à la Princesse d 'Anhalt-Dessau [Eul03]. 

Pour des ouvrages plus récents, le lecteur pourra se reporter aux livres d'introduction à la logique 
suivants : "La logique ou l 'art de raisonner" de Yannis Delmas-Rigoutsos et René Lalement [DRLOO], 
"Introduction à la logique " de François Rivenc [Riv03] "Introduction à la logique standard : calcul des 
propositions des prédicats et des relations " de Denis Vernant [Verül], "La logique" de Pierre Wagner [Wagll] 
ou encore "Logic For Dummies " de Mark Zegarelli [Zeglü]. 

Par ailleurs, le lecteur qui souhaiterait retrouver dan des manuels plus avancés le opérations ensem­
blistes rudimentaires que nous avons présentées en introduction à cet ouvrage, pourra porter son regard 
vers les livres suivants : "Théorie des ensembles" de icolas Bourbaki [Bou70], "Théorie des ensembles" de 
Jean-Louis Krivine [Kri07], "Basic set theory " de Azriel Levy [Lev12J "Notes on set theory" de Yannis 
Moschovakis [Mos94], ou encore "Basic set theory" de Alexander Shen et ikolai K Vereshchagin [SV02]. 





Première partie 

Calcul Propositionnel 





Chapitre 1 

Syntaxe 

1 Le langage 

Résumé N~ 1 Le langage du Calcul Propositionnel comporte trois ingrédients : 
les variables propositionnelles - P Q R . . . Po P1 P2, P3 P4, . . . - · les connec­
teurs logiques - -, V /\, -----+, +------+ - , et les parenthèses - ) et ( - qui ne sont 
utiles que pour la représentation linéaire des formules . Il y a deux types de 
connecteurs. Le connecteur -, qui est unaire {il permet de construire une for­
mule sur la base d'une autre) et se prononce 'non'~ Les connecteurs binaires {ils 
ont besoin de deux formules pour en construire une troisième) V, 1\ -----+, +------+ 
qui se prononcent respectivement 'ou' et' "implique" et "équivaut '~ * 

Le langage du Calcul Propositionnel est composé de trois différents types de symboles : 
les variables propositionnelles, les connecteurs logiques et les parenthèses. 

1. 1 Les variables proposit ionnelles 

La nature exacte de l'ensemble des variables propositionnelles importe peu. Ce qui compte 
avant tout , c'est de pouvoir distinguer les symboles qui sont des variables propositionnelles 
de ceux qui sont des connecteurs logiques ou encore des parenthèses. Le but est que la lecture 
d 'une formule ne soit pas équivoque, ambigüe. 

Traditionnellement, on utilise des lettres majuscules pour dénoter les variables propo­
sitionnelles (P, Q, R, .. . ) auxquelles on adjoint un indice entier (Po , P1, P2, .. . ) lorsqu 'on 
veut en utiliser un grand nombre - voire même une infinité. Mais il ne s'agit là que d'une 
convention parfaitement arbitraire. La seule chose qui importe lorsqu 'on se trouve face à un 
symbole quelconque est de pouvoir déterminer la nature de ce symbole : à quelle famille se 
rapporte-t-il? 
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On désignera donc par VAR 1' ensemble des variables propositionnelles : 

1.2 Les connecteurs logiques 

Il en est de même des symboles de connecteurs logiques. Il existe dans la littérature différentes 
manières de les représenter , et celle que nous donnons ci-dessous n 'en est qu 'une parmi 
d 'autres. On se donne donc les cinq symboles suivants : ---. ,V,/\ , -----7 , +----+ 

(1) ---. est appelé symbole de négation, on le prononce "non". 

(2) V est appelé symbole de disjonction, on le prononce "ou ". 

(3) 1\ est appelé symbole de conjonction, on le prononce "et". 

( 4) -----7 est appelé symbole d'implication, on le prononce "implique". 

(5) +----+ est appelé symbole de double implication, ou encore symbole d' équivalence, on 
le prononce "si et seulem ent si " ou encore "équivaut à". 

L'usage de ces connecteurs , et plus généralement de tous les connecteurs logiques ima­
ginables , est de mettre en "connection" un certain nombre de formules pour en obtenir une 
nouvelle. 

Ainsi le premier de ces symboles ( ---.) est un connecteur unaire, cela signifie qu 'il est à une 
place, qu 'il permet de fabriquer une formule à partir d'une seule formule : avec cp , il permet 
de constuire la formule ---.cp . 

Par contre, les quatre autres connecteurs sont des connecteurs binaires ou encore à deux 
places. Chacun d 'eux nécessite deux formules pour en construire une troisième (même s'il 
s'agit de deux fois la même formule!). Ainsi à partir des formules cp et 'lj; , on construit la 
nouvelle formule (cp 1\ 'lj;) . 

Mais on peut , et nous le ferons plus tard , considérer des connecteurs logiques à 3, 4, 5 . . . 
places. 

1.3 Les parenthèses 

Ce dernier type de symboles est certainement le plus simple. Il n 'intervient que lorsque 
les formules sont écrites sous forme linéaire. Il n'est pas nécessaire lorsque les formules 
sont présentées sous forme d 'arbre. Il s'agit de la parenthèse fermante et de la parenthèse 
ouvrante : 

) ' ( 

Ainsi le langage .C du Calcul Propositionnel est l'ensemble suivant : 

.C VAR u {---. ,v,/\, -----t , +----+} u {), (} 

{P, Q, R , . . . , Po , P1, P2 , P3 , P4 , .. . } U {---. ,V,/\, -----t , +----+} U {) , (} 
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2 Les formules 

Résumé ,N.!. 2 Les formules du Calcul Propositionnel sont des arbres dont 
toutes les f euilles sont des variables propositionnelles et dont tous les autres 
nœuds sont des connecteurs logiques. Chaque branchement de l 'arbre est soit 
unaire, soit binaire, en fonction précisément de l arité du connecteur en jeu. 
La hauteur d 'une formule e {notée ht(B)) est donnée par la longueur de s(ajes) 
plus longue(s) branche{s). Ainsi une formule de hauteur 0 est une variable pro­
positionnelle. Une formule de hauteur n + 1 est soit de la forme qui suit - avec 
4; un formule de hauteur n, 

1 

<P 

soit de l 'une des quatre formes suivante - avec le maximum des hauteurs de 
4; et de 'lj; qui vaut n : 
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Nous allons représenter les formules sous forme d arbre et non sous forme linéaire comme 
on a coutume de le faire. Néanmoins, ces deux représentations sont deux manières équi­
valentes d 'écrire une même chose. Le seul avantage de la représentation linéaire est sa 
conformation à la manière dont le français - comme bien d 'autre langues - s'écrit : sous 
forme de ligne précisément. Par symétrie l inconvénient majeur de la représentation ar­
borescente est on étalement spatial son manque de concision. Par contre s'il s'agit de 
comprendre comment une formule fonctionne la regarder sous forme d un arbre est toujours 
plu parlant. 

Mais qu 'est-ce qu un arbre au juste? Les arbres qui nous intéressent ici sont les arbres 
finis non vides. Chaque arbre commence par la donnée d'un ensemble de nœuds (N) ainsi 
que d 'une relation binaire (R) ent re ces nœuds . On note a ----t ble fait que le nœud a soit 
en relation R avec le nœud b. On dit dans ce cas que a est le parent de b et b le descendant 
(immédiat - fils ou fi lle) de a. On dit qu il y a un chemin de a vers b lorsqu'il existe une 

suite de nœuds (ao a1, .. . , an) tel que a = ao b = an et ao ----t a1 ----t a2 ----t · · · ----t an 
est vérifié . 

Cette relation doit vérifier que pour tous nœuds a, b, s' il existe un chemin de a vers b 
alors ce chemin est unique. Cette condit ion ent raîne : 

o l'irréfiexivité : a ----t a n est jamai vérifié. 
o l anti ymétrie : si a ----t b est vérifié, alors b ----t a ne l'est pas (ce que l'on note 

bf---ta) . 
o l'antitran itivité : pour aucun nœud a b, c le trois relation a ----t b, b ----t cet a ----t c 

ne sont vérifiées. 
o l ab erree de cycle : pour aucune suite de nœuds (ao, a1, ... , an) le chemin a0 ----t 

a1 ----t a2 ----t · · · ----t an ----t ao n existe. 
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De plus nous exigeons qu'il n'y ait qu'un seul nœud r tel que a -f--+ r soit vérifié pour 
tout nœud a. Cet unique nœud qui n 'a pas d 'ancêtre s'appelle la racine de l'arbre. 

Exemple 9 Trois exemples d 'arbres dont le dernier est réduit à sa seule racine. 

a 

b~C 
d~e 1 

f 
~ 

g h 

a 

b~c 
{\ ~ 1 

g f 'l 

1 1 
J 

h 

a 

Les nœuds a de l'arbre qui vérifient a -f--+ b pour tout nœud b, autrement dit qui n'ont 
pas de descendants, sont appelés feuill es. 

Une branche est un chemin qui part de la racine et se termine à une feuille. La hauteur 
d 'un arbre est donnée par la longueur de sa plus longue branche. Ainsi , dans l'exemple 9 
ci-dessus, les deux premiers arbres ont une hauteur 3, alors que le troisième, réduit à sa seule 
racine a une hauteur O. 

On parle également des sous-arbres d'un arbre. Pour obtenir un sous-arbre à partir d 'un 
arbre donné, l'idée est de pointer du doigt l'un des nœuds de cet arbre, de couper le lien de 
ce nœud à son parent - ou de ne rien faire du tout si ce nœud n'a pas de parent (auquel cas 
il s'agit de la racine de cet arbre) - puis de retirer toute partie de l'arbre qui ne se trouve 
pas reliée à ce nœud que l'on avait désigné. On obtient ainsi un arbre dont la nouvelle racine 
est ce nœud en question. On l'appelle le sous-arbre engendré par ce nœud. Cela est montré 
dans l'exemple qui suit. 

Exemple 10 A partir d 'un arbre donné et de l'un de ses nœuds (le nœud d), on obtient le 
sous-arbre engendré par le nœud d. 

a 

b~c 
(\ ~ 1 

g f 'l 

1 1 
J 

h 

a 

~~~ 
J e ~ . 

g f 'l 

1 1 
J 

h 

d 
~ 

g f 

1 

h 
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Les arbres qui nous intéressent sont un peu plus sophistiqués que ceux que nous venons 
de définir . En effet, nous allons nous donner un alphabet A, puis nous allons coller des éti­
quettes provenant de l'alphabet sur les noms des nœuds de l'arbre. Mais dans ce changement, 
plusieurs nœuds de l'arbre pourront avoir maintenant la même étiquette. Précisément, nous 
nous donnons une fonction f de l'ensemble des nœuds N dans l'alphabet A. Cette fonction f 
assigne à chaque nœud a un élément f(a) del alphabet A. Ce qu'il reste de l'arbre originel 
est la structure de celui-ci, mais le nom des nœuds a en quelque sorte disparu puisque nous 
ne nous intéressons qu 'aux étiquettes. 

Exemple 11 Un arbre, un étiquetage des nœuds et l'arbre étiqueté qui en résulte. 

a \/ 

b~C 
a ~ Q 

.~0 b ~ • c ~ 0 /'.. 
1 d ~ Q ~ 

1 d e 

" v .. 
f e ~ .. 

f ~ " /'.. g ~ Q ~ 
g h h ~ • \/ • 

Nous sommes maintenant en mesure de définir les formules du Calcul Propositionnel. Ce 
sont des arbres finis étiquetés par des éléments du langage du Calcul Propositionnel. 

Définit ion 12 L'ensemble F des formules du Calcul Propositionnel est le plus petit en­
semble d'arbre qui 

o contient chaque arbre réduit à sa racine qui est une variable propositionnelle. 
o chaque fois qu'il contient des formules cjY et '1/J contient également les formules sui­

vantes : 

1 

<P 

On définit la hauteur d'une formule comme étant la longueur de sa plus longue branche 
- ou de ses plus longues branches lorsqu'il y en a plusieurs. 
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Exemple 13 Deux formules, la première de hauteur 2, la seconde de hauteur 4 : 

v 

~ 
-----* 1\ 

/ " /""" R v 
/"'. v ---, 

---, 
Q 

/"'. 1 

p ---, 

1 

R 
p 

Q 

On s'aperçoit aisément que les feuilles d 'une formule sont des variables propositionnelles 
et que tous les autres nœuds sont des connecteurs. (Dans le cas où la formule est de hauteur 
0, la feuille et la racine ne font qu 'une). 

Exemple 14 La racine et les feuilles d 'une formule : 

La définition que nous venons de donner de l'ensemble des formules est ce qu'on ap­
pelle une définition inductive, également dénommée définition par récurrence. Elle repose 
sur la définition de briques de base - ici il s'agit des formules de hauteur 0 qui sont les 
variables propositionnelles - ainsi que des modalités de construction de l'édifice arborescent. 
On construit ainsi un arbre étiqueté sur la base de un ou deux arbres étiquetés en utilisant 
un connecteur comme nouvelle racine où viennent se brancher ce ou ces arbres étiquetés. La 
construction d une formule ressemble ainsi à une succession de boutures ou de greffes. 
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3 Les sous-formules 

Résumé N~ 3 Une sous-formule d'une formule <P est un sous-arbre de <P dont 
l 'un des nœuds de <P est la racine. 

75 

Définition 15 Une sous-formule d'une formule <P est un sous-arbre de <P engendré par un 
nœud de </J . 

Cela ignifie qu' on obtient une sous-formule de <P en pointant l'un de ses nœuds et ne 
gardant de la formule <P que ce nœud-ci et tous ses descendants. On obtient ainsi une nouvelle 
formule dont le nœud pointé est la racine. 

Exemple 16 Les sous-formules de hauteurs respectives 0 1 2, 3 4 d 'une même formule </J . 

v v v 
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v 
~ 
~ 

v 
/ v 

-, 
Q / 

p -, 

p 

Remarque 17 Lors de sa construction, une formule est établie sur la base de ses sous­
formules. Ou, pour le dire autrement, chaque sous-formule d 'une formule intervient à un 
moment ou à un autre dans la construction de cette formule. Considérer les sous-formules 
d 'une formule, c'est en quelque sorte déshabiller celle-ci , lui ôter les différentes couches qui 
la constituent . 

Une formule donnée peut apparaître à plusieurs reprises comme sous-formule d 'une for­
mule c/J. Chacune de ces "apparitions" s'appelle une occurrence. 

Exemple 18 Deux occurrences d 'une même sous-formules d 'une formule c/J. 

v 
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Exemple 19 Dan la formule ci-de sous il y a : 

o la sous-formule P qui possède exactement 8 occurrences · 
1\ 

o la sous-formule A qui po sède exactement 4 occurrences · p p 

1\ 

o la sous-formule "~" quipos ède exactement 2 occurrences. 
A A 

p p p p 

77 
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4 La linéarisation d'une formule 

Résumé N.!!. 4 L 'écriture d'une formule sous forme linéaire consiste à tmns­
fomer: 

1 

</> 

en respectivement 

(rpV'lj;) 

où rp et 'lj; sont elles-mêmes écrites sous forme linéaire. Les variables proposi­
tionnelles demeurent inchangées de leur écriture sous forme d'arbre (P) à celle 
linéaire ( P). 
Ainsi : 

~ 
Q 

1 

p 

se linéarise en : (•((P V Q) -+ Q) -+ (Q t------+ ·P)) . 

Les formules sont des arbres. Ces arbres ont une représentation linéaire, c'est-à-dire qu'ils 
peuvent être représentés par des suites de caractères placés sur une ligne. En cela un arbre 
peut "s'écrire" comme une phrase du français - mais bien sûr avec des symboles autres 
que ceux de l'alphabet latin. Il y a bien entendu de nombreuses manières de linéariser un 
arbre, qui toutes reposent sur le fait d'ordonner les descendants immédiats d'un nœud. Pour 
nous, il est très simple d 'ordonner les fils (ou filles) d'un nœud puisque trois cas seulement 
existent : soit il n'y a pas de descendant , soit il y en a un seul - et dans ces deux cas il 
n'y a rien à ordonner du tout - soit il y a deux descendants et l'on considère naturellement 
l'ordre gauche / droite. On pourrait commencer la linéarisation d 'un arbre en partant des 
feuilles et en remontant à la racine, ou bien en partant de la feuille la plus à gauche et en 
remontant vers son parent pour redescendre ensuite vers la feuille immédiatement à droite de 
la première, etc. Mais nous allons choisir une autre voie - qui correspond à la manière dont 
les formules sont généralement présentées - nous allons partir de la racine pour descendre 
vers les feuilles. 

Nous allons ainsi procéder par induction sur la hauteur de la formule concernée. Cela 
signifie que nous allons expliquer comment faire pour linéariser une formule d 'une certaine 
hauteur en supposant que nous savons le faire pour les formules de hauteur strictement plus 
petites. Cela présuppose que nous sachions procéder pour les formules de hauteur nulle, puis 
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que nous indiquions comment passer des formules d'une certaine hauteur à celles dont la 
hauteur est juste supérieure. C'est exactement comme si le formules étaient disposées sur 
une échelle en fonction de leurs hauteur et qu 'il nous fallait pour les linéariser toutes, être 
capable de gravir l'échelle jusqu'au sommet (qui dans notre exemple est bien évidemment 
infini) . Parcourir tou te l'échelle présuppose deux cho es : 

(1) être capable de mettre le pied sur le premier barreau. 1 

(2) être ensuite à même de progresser d 'un barreau à l'autre. 

Pour vérifier la seconde condition il nou faudra présupposer que nous avons atteint un 
certain barreau - sans savoir duquel il pourrait bien s'agir - et montrer que nous pouvons 
alors atteindre le suivant. Dès lors si nous satisfaisons les deux conditions (1) et (2), nous 
pourrons désormais affirmer que nous ommes en me ure de parcourir l échelle toute entière. 

Nous dirons que nous procéderons par induction chaque fois que nous emprunterons 
une telle échelle de la manière que nous venons d 'indiquer. Nous parlerons aussi bien de 
construction par induction lorsque nous l'utiliseron pour définir une famille d'objets , que de 
preuve par induction lorsque nous parcourrons cette échelle afin de montrer que les éléments 
d'une famille donnée vérifient bien une certaine propriété. 

Dans la littérature, on trouve souvent le terme de récurrence en lieu et place de ce­
lui d'induction que nous utilisons ici. On y mentionne généralement le raisonnement par 
récurrence. Stricto sensu il nous semble plus utile de distinguer : 

o la preuve par induction, qui emprunte l'échelle de entiers naturels pour démontrer 
qu'une propriété vaut pour des objets qui ont été préalablement disposés sur les 
barreaux de cette échelle. 

o la construction par récurrence, qui élabore un objet se ituant ur un niveau de 
l'échelle à partir des objets qui ont été déjà préalablement construits et disposés 
sur des niveaux inférieurs. 

En ce sen , la récurrence est liée à la notion plus générale de récursivité que nous abor­
derons dans le chapitre 15. Afin de ne pas créer de confusion entre les notions de récurrence 
et de récursivité nous prenons le parti de n'employer ici que le terme d 'induction pour 
caractériser à la fois les preuves et les constructions qui relève de ce procédé. 

Définition 20 Soit (} une formule , on définit la linéarisation de (} {notée B) par induction 
sur la hauteur de (} . 

ht(B) =O : (} n'est autre qu'un arbre réduit à sa seule racine qui est nécessairement une 
variable propositionnelle P . La linéarisation de (} donne B =P. 

ht( B) > 0 : il nous faut distinguer sui~ant l'étiquette de la racine. 

la racine est -, : (} est de la forme 

1. C'est le cas des formules de hauteur O. 

1 

cp 

la linéarisation de e donne e = • 4J, 
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la racine est V : () est de la forme 

la linéarisation de () donne 7J = ((fi V 1[;) , 

la racine est 1\ : () est de la forme 

la linéarisation de () donne 7J = ((fi 1\ 1[;) , 

la racine est ---+ : () est de la forme 

la linéarisation de () donne 7J = ((fi ---+ 1[;) , 

la racine est +------+ : () est de la forme 

la linéarisation de () donne e = ({fi +------+ 7jj) . 

Exemple 21 Linéarisation de la formule cp suivante : 

v 

1\ 
/ " /"" R v 

/""- v -, 

-, 
Q /""-

p -, 

1 

R 
p 

Q 
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On voit que l'écriture linéaire d 'une formule peut très rapidement devenir embarras­
sante. Dès qu'il y a beaucoup de parenthè es par exemple, il devient difficile de reconnaître 
rapidement quel est le connecteur qui était à la racine de l'arbre. Bien sûr en comptant 
attentivement les parenthèses ouvrantes et les parenthèses fermante on retrouve ce que l'on 
cherche. Mais cela reste fastidieux. 

Pour aller plus avant : 

La présentation de la syntaxe du Calcul Propositionnel , telle qu'on la trouve dans les multiples ouvrages qui 
traitent de cette logique, est généralement inverse à celle que nous avons privilégiée ici. Les formules sont 
tout d 'abord présentées comme des expressions linéaires et l'on parle ensuite de leur arbre de décomposition. 
Cette manière de faire tient essentiellement au caractère linéaire du discours ainsi que de sa représentation 
sous forme écrite. Le lecteur qui voudrait se faire une idée de la manière classique dont ces notions sont 
introduites pourra consulter avec profit : 

o quelques ouvrages de langue française suivants : "Introduction à la logique contemporaine" de Robert 
Blanché [Bla87], "La logique ou l'art de raisonner" de Yannis Delmas-Rigoutsos et René Lalement 
[DRLOO], "Logique, méthodes pour l'informatique fondamentale" de Paul Gochet et Pascal Gri­
bomont [GGOO], "Logique moderne" ou "Logique des classes et des propositions" tous deux de 
Jean-Blaise Grize [Gri73, Gri67], "Eléments de logique contemporaine" de François Lepage [Lepül], 
"Introduction à la logique" de Jean Leroux [Ler98], "Introduction à la logique" de François Rivenc 
[Riv03], "Introduction à la logique formelle et symbolique : avec des exercices et leurs corrigés" de 
Jean Salem [Sal94], "Logique symbolique" de Xavier Ver ley [Ver99], "Introduction à la logique stan­
dard : calcul des propositions des prédicats et des relations" de Denis Vernant [Verül] , "La logique" 
de Pierre Wagner [Wagll], "Logic For Dummies" de Mark Zegarelli [Zeglü]; 

o ainsi que ces deux publications plus difficiles d'accès : "Logique mathématique, tome 1 : Calcul 
propositionnel; algèbre de Boole; calcul des prédicats" de René Cori et Daniel Lascar [CLK03a] et 
"Logique élémentaire : cours de base pour informaticien" de Jacques Zahnd [Zah98]. 

o un livre en allemand : "Einführung in die mathematische Logik" de Heinz-Dieter Ebbinghaus, Jôrg 
Flumet Wolfgang Thomas [EFT78]. 

o quelques manuels de langue anglaise suivants : "Intermediate logic" de David Bostock [Bos97J, "Ma­
thematicallogic" de lan Chiswell et Wilfrid Hodges [CH07], "A mathematical introduction to logic" 
de Herbert B . Enderton [End72], "A first course in logic : an introduction to madel theory, proof 
theory, computability, and complexity" de Shawn Hedman [Hed04], "Introduction to mathematical 
logic" d'Elliot Mendelson [Men97], "Mathematicallogic: a first course" de Joel W. Robbin [Rob69], 
"An introduction to formallogic" de Peter Smith [Smi03], "M athematicallogic" de George Tourlakis 
[Toullb]. 

o Puis pour finir, trois ouvrages de langue anglaise de rédaction plus ancienne, mais dont les auteurs 
demeurent des figures majeures de la logique au xxe siècle : "Introduction to Mathematical Logic " 
d'Alonzo Church [Chu96], "Mathematical Logic" de Stephen C. Kleene [Kle67], "Introduction à la 
logique" d 'Alfred Tarski [Tar69]. 





Chapitre 2 

Sémantique 

L'interprétation des formules du Calcul Propositionnel commence par l interprétation des 
briques de base de ces formules. En ce qui nous concerne, il s'agit des variables proposi­
tionnelles. Or, tout de suite, ça commence très mal : les variables propositionnelles sont 
interprétées de manière extrêmement primitive. En fait, une variable propositionnelle ne 
peut être interprétée que par 0 ou par 1. Intuitivement , 0 signifie faux et 1 signifie vrai. 
Pourtant , on aimerait une logique dans laquelle les interprétations des éléments de base 
nous permettent de retrouver les paquets de biscuits de notre enfance ou les millions de 
flocons sur lesquels on a skié. Mais cela e t impossible avec le Calcul Propositionnel. Il faut 
attendre le Calcul des Prédicats pour cela. Pour l instant nous sommes malheureusement 
réduits à visiter des mondes frustres où no misérables variables propositionnelles prennent 
l'allure de 0 ou de 1. A partir de là, une formule est aussi un objet que l'on interprète par 0 
ou 1 en fonction de la valeur des variables propositionnelles et suivant des règles particulières 
pour chaque connecteur logique. 

Afin d'alléger le texte, nous conviendrons désormais de nous passer des parenthèses exté­
rieures dans l'écriture linéaire dune formule. Ainsi nous écrirons par exemple 
P f------t (P 1\ Q) en lieu et place de (P f------t (P 1\ Q) ). 

Syntaxe 
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1 Distribution de valeurs de vérité 

Résumé N~ 5 Une distribution de valeurs de vérité est la donnée, pour cha­
cune des variables propositionnnelles considérées, d'une valeur symbolisée par 
1 pour "vrai", ou par 0 pour "faux'~ * 

D éfin it ion 22 Un modèle M du Calcul Propositionnel est la donnée d'un élément particu­
lier appelé distribution de valeurs de vérité : 6 

o la distribution de valeurs de vérité est une fonction d'ensemble de départ VAR ·et 
d'ensemble d'arrivée {0, 1} , ce que l 'on notera 6: VAR---+ {0, 1}. 

R emarques 23 

(1) Lorsque l'on considère un modèle, c'est toujours par rapport à une formule ou un 
ensemble de formules. On s'intéresse à savoir quelles sont, parmi ces formules, celles 
qui sont satisfaites dans le modèle et celles qui ne le sont pas. Or pour cela, on n'a 
besoin que de connaître les valeurs de vérité des seules variables propositionnelles 
qui interviennent dans ces formules. Les autres ne nous sont d 'aucun intérêt. On 
peut donc se restreindre à ne mentionner que la distribution de valeurs de vérité de 
ces seules variables qui apparaîssent dans notre formule ou dans notre ensemble de 
formules. 

(2) Imaginons que nous ne nous intéressons qu'à un ensemble de formules dans lesquelles 
les seules variables propositionnelles qui apparaîssent soient P et Q. Combien de 
modèles différents possibles puis-je considérer ? Chaque variable peut prendre deux 
valeurs (0 ou 1) et il y a deux variables. Cela fait donc quatre modèles : 

(a) M 1 pour lequel la distribution de valeurs de vérité 61 est définie par : 

p Q Syntaxe 

(b) M2 pour lequel la distribution de valeurs de vérité 62 est définie par : 
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p Q Syntaxe 

( c) M 3 pour lequel la distribution de valeurs de vérité 63 est définie par : 

p Q Syntaxe 

( d) M 4 pour lequel la distribution de valeurs de vérité 64 est définie par : 

p Q Syntaxe 

Si maintenant on considère trois variables propositionnelles au lieu de deux, c'est-à-dire 
si l on ajoute R à P et Q alors nous aurons quatre modèles comme ceux ci-dessus, dans 
lesquels R sera vrai; et quatre autres modèles identiques (pour Pet Q) dans lesquels R sera 
faux. Cela nous fait donc 2 x 4 = modèles possibles. Ce calcul se généralise aisément à n 
variables propositionnelle : i l'on en a une seule, on a deux modèles, et chaque fois qu'on 
en ajoute une on double le nombre de modèles. On obtient donc 

modèles possibles. 

2 X 2 X ... X 2 = 2n 
~ 

n fois 
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Est-ce que 2n vous fait peur? Bien sûr, ce n 'est là qu'un nombre fini et pourquoi devrait­
on avoir peur d'un nombre fini? Mais d'un point de vue pratique cette fois , est-ce qu'il 
faudrait beaucoup de temps pour passer en revue 2n modèles? Si nous imaginons que nous 
consacrons pas plus d'une seconde d'attention à chacun de ces 2n modèles; et pour faire 
simple prenons 50 comme valeur pour n. A raison d 'une seconde par modèle, combien de 
temps faudrait-il pour passer en revue tous ces 250 modèles? Il est très facile d 'écrire une 
formule comportant 50 variables propositionnelles différentes. Cela prend certainement un 
petit peu de temps, mais raisonnablement cette tâche peut être réalisée en quelques minutes 
et de toute évidence en bien moins qu'une heure. Par contre, la considération cas par cas de 
chacun des 250 modèles possibles n 'est pas du ressort d'une vie humaine 1 . 

Notation 24 Etant donné un modèle M du Calcul Propositionnel défini par sa distribution 
de vérité 8, pour une variable propositionnelle P quelconque on notera : 

o M f= P pour 8(P) = 1, et 
o Mf= -,p (ou également MF P) pour 8(P) =O. 

Intuitivement M f= P signifie que dans le modèle M , P est vraie, alors que M f= -,p 
(M F P) signifie que P est fausse. Ainsi, si nous considérons par exemple trois variables 
distinctes P, Q, R, nous écrirons M f= P, •Q, R pour dire que dans le modèle M , les deux 
variables P et R sont vraies mais que Q est fausse. 

1. Il faudrait en fait deux milliards d 'années, à raison d'une minute par modèle ... Ce phénomène se 
reproduit si l'on replie en deux une feuille de papier et que l'on répète cette opération une trentaine de fois , 
alors l'épaisseur obtenue dépasse la centaine de kilomètres ... 
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2 Evaluation des formules du Calcul Propositionnel 

Résumé N~ 6 On étend la distribution de valeurs de vérité des variables pro­
positionnelles {qui sont les formules de hauteur 0) aux formules quelconques. 

1 est vraie si et eulement i cp e t faus e 

<P 

v 
A est toujour vraie sauf lorsque cp et sont toutes les deux fausses , 

cp '1/J 

1\ 
A n'est vraie que lor que cp et 

cp/ " '1/J 
ont toutes deux vraies, 

est toujour vraie sauf lor que cp e t vraie et est fau e 

est vraie si cp et ont la même valeur de vérité. 
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Après s'être donné un modèle du Calcul Propo itionnel M muni de sa distribution de vérité 
8, on étend la fonction de distribution de valeurs de vérité 8 de l'ensemble des variables 
propositionnelles à toutes les formule (le variables propositionnelles sont des formules parmi 
d'autres). Ainsi étendue, 8 devient une fonction de F (l'ensemble des formules) vers {0, 1}. 
Si l'on se rappelle que 0 et 1 tiennent bien du faux et du vrai, 8 devient donc une fonction 
qui attribue à chaque formule soit la valeur vrai (1) soit la valeur faux (0) . Stricto sensu, 
il faudrait donner un autre nom à 8 l appeler par exemple, 8F. Mai le fait est que cette 
fonction 8F est simplement construite sur la base de 8 en appliquant les règles ci-dessous. 

D éfinition 25 Soit 8 : VAR -------+ {0 1} , la fonction 8F : F -------+ {0 1} est définie par 
induction sur la construction des formules par : 

( 1) 8 F (cp) = 8 (cp) si cp est une variable propositionnelle, 

{2) 8F(• cp ) = 1- 8F(cp), 

{3) 8F(cp V 'lj;) = max(8F(cp ), 8F('I/J )), 

(4) 8F(cp 1\ ) = 8F(cp) · 8F( ), 

( 5) 8 F (cp -------+ '1/J ) = max ( 1 - 8 F (cp) , 8 F ( '1/J)) , 

( 6) 8 F (cp f------+ '1/J ) = max ( ( 8 F (cp ) · 8 F ( '1/J ) , ( 1 - 8 F (cp)) · ( 1 - 8 F ( '1/J))) . 

R emarques 26 Ces définitions correspondent aux ca suivants : 

(1) cp V est toujour vraie auf dans le cas où les deux ou -formules cp et '1/J sont fausses , 

(2) cp 1\ 'ljJ est toujour fausse sauf dans le cas où les deux sous-formules cp et '1/J sont vraies, 

(3) cp -------+ 'ljJ e t toujours vraie sauf quand à la fois cp est vraie et '1/J est fausse , 

(4) cp f------+ 'ljJ est vraie lorsque cp et '1/J ont la même valeur de vérité (sont toutes les deux 
vraies ou bien toutes les deux fausses) . 
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Nous allons désormais regarder directement sur les formules (présentées sous forme ar­
borescente) ce que la signification des connecteurs nous apprend. Pour cela, nous allons 
regarder les différents modèles possibles induits. S'il s'agit de la formule • cp , nous devrons 
considérer deux modèles possibles : le premier dans lequel cp est vraie et le second dans lequel 
cp est fausse. Utilisons pour cela le procédé de coloriage suivant : si la formule est vraie, 
colorions-la en vert et si elle est fausse , colorions-la en rouge. Puis colorions de manière 
adéquate le symbole de négation ( •) situé à la racine de • cp . Cela nous donnes les deux 
coloriages suivants : 

Valeurs de vérité de • cp en fonction de celles de cp : 

Q Q 
1 1 

(!) (!) 

Dans le modèle de gauche, cp est vraie et • c/J est fausse. Dans celui de droite, c'est l'inverse. 

Reprenons la même idée pour les quatre connecteurs binaires. Il va nous falloir à chaque 
fois considérer non pas deux mais quatre modèles possibles afin de déterminer la valeur de 
vérité de la formule en question. 

Valeurs de vérité de ~V 1/J en fonction de celles de ~ et 1/J : 

Valeurs de vérité de cp 1\ 'ljJ en fonction de celles de cp et 'ljJ : 
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Valeurs de vérité de cp -----+ 'lj; en fonction de celle de cp et 'lj; : 

Valeurs de vérité de cp +------+ en fonction de celle de cp et 

Nous allons utiliser ce petit procédé de coloriage pour déterminer si étant donnés un 

modèle et une formule , la formule e t vraie ou non dans ce modèle. Cela s'appelle évaluer 
la formule dans le modèle. On détermine a valeur en quelque sorte. Nous allons pour cela 
passer par l évaluation de toutes les sous-formule de la formule à évaluer en commençant 
par les sous-formules de hauteur 0, puis celles de hauteur 1 puis celles de hauteur 2, etc., 
ju qu'à ce que nou arrivion à la hauteur de la formule dont nou somme partis. 

Pour cela, nous savon facilement déterminer la valeur de chacune des sous-formules 
de hauteur 0 puisqu elle nous est donnée par le modèle lui-même dans lequel nous effec­
tuons cette évaluation. Ensuite, pour tout connecteur apparaîssant dans la formule, si nous 
connaissons la valeur de vérité de son ou se de cendants immédiat , nous n'avons qu 'à nous 
référer à la définition de ce connecteur pour en déduire immédiatement la valeur de cette 
sous-formule. 

C'est en gardant ce principe simple de raisonnement que nou proposons, étant donnés 
un modèle M ainsi qu une formule cp , l'algorithme de coloriage suivant : 

o Tout d'abord nous colorions chaque feuille de cp- qui est néce sairement une variable 
pro po itionnelle X - en vert si M f= X , et en rouge si M ~ X. 

o Ensuite, nous colorions chaque nœud - qui est nécessairement étiqueté par un connec­
teur - dont tous les descendants ont préalablement été coloriés, en fonction de la 
définition de la valeur de vérité de ce connecteur. 

o Ce processus s'arrête lorsqu il n 'y a plus de nœud à colorier. La valeur de vérité de cp 
est alors donnée par la couleur de sa racine. 
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Exemple 27 Soit le modèle M définit par M f= P, •Q, R et la formule cp suivante : 

v 

-t 1\ 

/ " /""'-R v 
/'\.. v 

Q /'\.. 
p 

1 
R 

p 
Q 

L'évaluation de cp dans M étape par étape donne la suite de formules coloriées suivantes: 

v v v 

1\ 

hauteur 0 hauteur 1 hauteur 2 

v 

hauteur 3 hauteur 4 

La racine est rouge, cp est donc fausse dans ce modèle : M ~ cp 

Dans l'exemple qui suit , nous considérons toujours la même formule, mais nous faisons 
varier les modèles. 
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Ex emple 28 Evaluation de 4; dans les huit modèles possibles : 

M pP,Q R MpP,-.Q,R 

MF P,-.Q ·R MF -,p Q R 

MF -,p •Q,R 

Cette formule n est fa us e que dans le seul modèle M F P, •Q, R. 

On se rend compte ici que l'évaluation d 'une formule dans un modèle n'est pas une 
chose facile. Chaque étape du procédé algorithmique lui-même est rudimentaire, mais il faut 
beaucoup d'étapes pour déterminer si la formule est vraie ou fausse dans un modèle donné. 
Si la formule a une hauteur n, combien y a-t-il de nœuds qui ne sont pas des feuilles? La 
borne supérieure est atteinte si l'on considère que chacun de ces nœuds correspond à un 
connecteur binaire. 
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Ce cas nous donne un nœud pour la racine, puis deux nœuds pour ses descendants, puis 
deux nœuds pour chacun de ses descendants , etc. Cela fait donc 0+1+2+22 +23 + . . . +2n-l = 
2n - 1 nœuds 2 qui ne sont pas des feuilles. 

Dès que n est grand, il est matériellement impossible de procéder au coloriage de l'arbre. 
Et quand bien même on se servirait d'un ordinateur ultra-puissant, cela n 'y changerait rien 3 . 

Pour aller plus avant : 

La manière dont la sémantique du Calcul Propositionnel est exposée dépend fortement de la façon dont la 
syntaxe est présentée. Cette dernière étant généralement exhibée sous forme linéaire, la sémantique prodi­
guée est également tributaire de cette forme. Le lecteur qui souhaiterait appréhender la manière classique 
d'introduire la sémantique du Calcul Propositionnel pourra se référer avec intérêt à certains ouvrages parmi 
les suivants : 

"Introduction à la logique contemporaine" de Robert Blanché [Bla87], "Intermediate logic " de David 
Bostock [Bos97], "Mathematicallogic" de lan Chiswell et Wilfrid Hodges [CH07], "Introduction to Mathe­
matical Logic" d 'Alonzo Church [Chu96], "Logique mathématique, tome 1 : Calcul propositionnel; algèbre 
de Boole; calcul des prédicats" de René Cori et Daniel Lascar [CLK03a], "La logique ou l'art de raison­
ner" de Yannis Delmas-Rigoutsos et René Lalement [DRLOO], "Einführung in die mathematische Logik" 
de Heinz-Dieter Ebbinghaus, Jôrg Flum et Wolfgang Thomas [EFT78], "A mathematical introduction to 
logic" de Herbert B. Enderton [End72], "Logique moderne" de Jean-Blaise Grize [Gri73], "Logique, méthodes 
pour l'informatique fondamentale" de Paul Cochet et Pascal Gribomont [GGOO], "A first course in logic : 
an introduction to madel theory, proof theory, computability, and complexity" de Shawn Hedman [Hed04], 
"Mathematical Logic" de Stephen C. Kleene [Kle67], "Eléments de logique contemporaine" de François­
Lepage [Lepül], "Introduction à la logique" de Jean Leroux [Ler98], "Introduction to mathematical logic" 
d'Elliot Mendelson [Men97], "Introduction à la logique" de François Rivenc [Riv03], "Mathematical logic : 
a first course" de Joel W. Rabbin [Rob69], "Introduction à la logique formelle et symbolique : avec des 
exercices et leurs corrigés" de Jean Salem [Sal94], "An introduction to formallogic" de Peter Smith [Smi03], 
"Introduction à la logique " d 'Alfred Tarski [Tar69], "Mathematical logic" de George Tourlakis [Toullb], 
"Logique symbolique" de Xavier Verley [Ver99], "Introduction à la logique standard: calcul des propositions 
des prédicats et des relations" de Denis Vernant [Ver01], "La logique" de Pierre Wagner [Wagll], "Logique 
élémentaire : cours de base pour informaticien" de Jacques Zahnd [Zah98], "Logic For Dummies" de Mark 
Zegarelli [Zeg10] . 

2. Ce résultat se démontre encore une fois de manière inductive. Pour cela il nous faut vérifier : 

(1) que l'on peut monter sur le premier barreau de l'échelle, celui qui correspond à la valeur n =O. En 
effet, si nous calculons 2°- 1 nous obtenons 1- 1, c'est-à-dire 0 qui est bien le nombre de nœud qui 
ne soit pas des feuilles dans un arbre de hauteur 0, puisqu'un arbre de hauteur 0 possède un seul 
nœud qui est à la fois racine et feuille, par conséquent aucun nœud qui ne soit pas une feuille. 

(2) que si l'on se trouve déjà sur un barreau n quelconque, on peut alors monter sur le barreau situé un 
étage au-dessus. Pour cela on suppose vérifié 0 + 1 + 2 + 22 + 23 + .. . + 2n-l = 2n- 1 et l'on cherche 
à montrer que l'on a bien 0 + 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2n-l + 2n = 2n+l - 1; ce qui est aisé puisque : 

0 + 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2n-l + 2n = ( 0 + 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2n-l ) + 2n. 

En utilisant l'hypothèse d'induction, on obtient alors le résultat escompté : 

0 + 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2n-l + 2n = ( 2n- 1) + 2n = ( 2n + 2n) - 1 = 2n+l- 1. 

3. Si une telle machine avait été lancée au début du Big Bang - et qu 'elle ne se soit jamais arrêtée - elle 
serait encore très loin d'en avoir fini pour les valeurs de n au-delà de 75. 
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3 Comment utiliser le Calcul Propositionnel ? 

Résumé N~ 7 Les variables propositionnelles représentent des objets insé­
cables capables de vérité ou de fausseté . Le connecteur ---, " transcrit la négation. 
Les deux connecteurs "/\" et "+------+ ' traduisent respectivement la conjonction 
t'et") et la double implication t'si et seulement si"). Le connecteur "V" repré­
sente la disjonction : le "ou ' inclusif - qui se distingue du 'ou ' exclusif qui 
n'est vrai que lorsque l 'une seulement des deux sous-formules en jeu est vraie. 
Le connecteur " ---+ représente l implication si. . . alors ... ~ * 
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Un regard, même des plu étourdis, sur l agencement du langage courant - en l'occurrence le 
français - permet de remarquer que les phrases ont souvent élaborées ur la base de phrases 
plus courtes par l utilisation de connecteurs du type et, ou, mais or, si . .. alors .. . , par contre, 
etc. On remarque en effet qu il existe nombre de phrases indécomposables qui fonctionnent 
comme des pièce de Lego® et peuvent en uite être juxtaposées - reliée au moyen de terme 
qui ne sont là que pour effectuer la connexion - afin de permettre la constitution de phrases 
plus longues. 

Les phrases construites ur la base de phrases imples sont dites composées. Les phrases 
simples sont par opposition dites atomiques. Ainsi , nous pourrons dire que les deux phrases 
"Carole vient dîner ce soir" et "il n'y a rien dans le frigo" sont atomiques. Alors que "il n'y 
a rien dans le frigo et Carole vient dîner ce soir" e tune phra e composée par la conjonction 
de deux énoncés simples. 

Néanmoins, si le phrases atomiques ont plu courtes que les phrases dans la composition 
desquelles elles entrent, elles peuvent elles-mêmes être relativement longues, comme par 
exemple : "Le soir du 19 septembre 2013, à 16:40 précises, le pilote suisse du vol LX 40 
entreprit de poser son appareil sur la piste 24 L de LAX . 

3.1 Les phrases at omiques 

Avec la sémantique que nous avons introduite précédemment, l 'utilisation du Calcul Propo­
sitionnel e t toute tracée. En effet, puisque l'interprétation de éléments atomiques de cette 
logique est restreinte à 0 ou 1 (qui symbolisent le Faux et le Vrai) les variables proposi­
tionnelles ne peuvent être utili ées que rapportées à des cho es susceptibles d 'être vraies 
ou fausses. En termes plus savants : les variables propositionnelles représentent des objets 
simples du savoir susceptibles de vérité ou de fausseté. Par objets simples, nous entendons 
des énoncé qui ne ont pas décomposable . Ils sont usceptible de vérité ou de fausseté si 
ces énoncés peuvent être dits vrais ou faux (sous-entendu à 1 aide de moyen d 'inve tigation 
qui ne sont pas néce sairement à notre portée 4 ) . Ce sont des énoncés pour lesquels quelqu 'un 
d 'omniscient serait en mesure d attester de leur véracité ou de leur fausseté. 

Les exemples suivants sont des énoncé vrais ou faux. Il peuvent donc être associés à 
une variable propositionnelle. 

4. Par exemple l'énoncé "il y a actuellement une personne sur le sommet du Cervin" est soit vrai soit 
faux, bien que nous n'en sachions strictement rien . De même, l'énoncé 'l 'une de ces trois étudiantes échouera 
à l'examen" est vrai ou faux, mais il nous faudrait nous reporter à la fin du semestre pour pouvoir en 
déterminer sa valeur de vérité. 
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Exemples 29 

(1) Nelson mange un pain au chocolat. 

( 2) Aucun d 'entre vous ne réussira. 

(3) De nos jours, les âmes charitables 
sont plus rares que les êtres arrogants. 

(4) La reine d 'Angleterre est assise sur 
son trône. 

(5) 2 + 2 = 3. 
(6) Les gens heureux n'ont pas d 'histoire. 

CALCUL PROPOSITIONNEL 

(7) C'est bien plus beau lorsque c'est 
inutile. 

(8) Ce sont toujours les meilleurs qui 
partent les premiers. 

(9) Les tonneaux vides sont ceux qui font 
le plus de bruit. 

(10) 2 + 2 = 4. 

Ainsi, on pourra écrire P := 2 + 2 = 3, Q :=les vaches regardent passer le train et 
construire la formule " P ----+ Q " qui correspond à l'énoncé "si 2 + 2 = 3 alors les vaches 
regardent passer le train"; ou comme " P V Q " qui se traduit par " 2 + 2 = 3 ou les vaches 
regardent passer le train". 

Au contraire les exemples suivants ne sont pas des énoncés susceptibles d 'être vrais ou 
faux . On ne peut donc pas leur assigner une variable propositionnelle : 

Exemples 30 

(1) Nelson mange-t-il un pain au 
chocolat? 

(2) Ah oui? 

(3) Viendra-t-il ce soir? 

( 4) C'est combien le kilo ? 

(5) Est-ce bien vrai? 

(6) Sommes-nous dans une telle 
déréliction ? 

La raison pour laquelle les exemples précédents ne sont pas susceptibles d 'être vrais ou 
faux provient du fait qu 'ils sont des énoncés interrogatifs. Ce ne sont ni des affirmations ni 
des négations. 

Les exemples qui suivent, bien qu 'ils ne soient pas des interrogations, ne sont pas non 
plus susceptibles d 'être vrais ou faux. 

Exemples 31 

(1) Soyez sages ! 

(2) Qu 'on ouvre toutes les portes de la 
cité ! 

(3) Allez en paix mes bien chères soeurs! 

(4) Ouh là là! ... 

(5) Oui ! 

(6) Non! 

(7) Catastrophe! 

(8) Gentil! Tout doux le chien! 
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Aucun des énoncés précédents n 'est déclaratif. Ce sont tous des énoncés exclamatifs, des 
ordres, des commandements. Comme tels ils ne peuvent être ni vrais ni faux. 

Voici encore quelques exemples de phrase imple qui ne peuvent être traitées à l'aide 
du Calcul Propositionnel : 

Exemples 32 

(1) Oui. (3) Merci. 

\2) Non. 
( 4) Et ron et ron petit patapon. 

Il se trouve également que même parmi le énoncés simples susceptibles d'être vrais ou 
faux, il faut comprendre leur signification pour en conclure leur valeur de vérité. Ainsi, 
pour prendre un exemple immédiat , il est parfoi néces aire de distinguer le locuteur afin de 
déterminer si l'énoncé en question est vrai ou faux. 

Exemples 33 

(1) J 'ai lu tous les livres. Cet énoncé pris à la lettre e rapporte à moi-même. On pourrait 
donc convenir d 'écrire P :=j'ai lu tous les livres. Mais si 1 on fait attention à spécifier 
le locuteur cet énoncé, lor qu il apparaît au sein du poème Brise Marine se rapporte 
à son auteur (Stéphane Mallarmé) . On conviendra dès lors d 'écrire : P := Mallarmé 
a lu tous les livres. 

(2) Souvent je me suis couché de bonne heure. On retrouve ici le même argument . La 
signification véritable est bien : Q :=Marcel Proust s'est souvent couché de bonne 
heure. 

Le seul critère à retenir pour savoir si un énoncé simple tombe sous le coup du Calcul 
Propositionnel, c'est de savoir i cet énoncé peut être dit vrai ou faux. 

Constatons à nouveau que cela ne dépend pas obligatoirement de notre connaissance 
actuelle. Si je dis par exemple : ' il y a une bombe sous le bureau ", on va m 'accorder que cet 
énoncé est soit vrai soit faux, et cela, avant même d 'avoir passé la tête sous le bureau pour 
le vérifier. 

Par conséquent un énoncé est susceptible de vérité ou de fau seté dès que l'on peut 
envisager un moyen de le vérifier, même si ce moyen n'est pas à la mesure de no forces . 
Ainsi l'énoncé il y a d'autres humains qui vivent actuellement dans d'autres galaxies est 
quelque cho e que l'on pourrait vérifier si l'on était omnipotent. 

Le futur ne pose pas non plus de problème. Si je dis l 'un d'entre vous réussira ce semestre, 
il nous suffit de tou voyager dan le temps pour nous situer à la fin de cette année, puis de 
considérer le cas de chacun d'entre vous eu égard à la réus ite en question. Il devient alors 
très facile pour nous de conclure par vrai ou par faux. 
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Par contre, ce qui peut poser question dans la transcription d 'un énoncé- fut-il simple 
- c'est la signification même de cet énoncé. Il peut très bien être de la forme "sujet-verbe­
complément", mais le fait de le prendre au pied de la lettre lui fait manquer sa véritable 
signification. Concentrons-nous par exemple sur le premier vers du poème Brise Marine 5 . 

Exemples 34 
o La chair est triste : je peux toujours traduire cet énoncé par P := la chair est triste. 

Cela ne crée certes pas de perturbation dans l'univers de la logique. Mais est-ce pour 
autant judicieux? Si P intervient ensuite dans un raisonnement, au sein d 'autres 
formulations , n 'aurais-je pas manqué l'essentiel de ce que dit La chair est triste? Mais 
au fait , que dit vraiment cet énoncé? Mallarmé veut certainement déclarer quelque 
chose comme son désarroi, son affliction quant à la sexualité. Pourtant le mot de 
tristesse qu'il emploie pour dire son absence de goût , dit à la fois un abattement, une 
prostration, une apathie, un découragement, un ennui. Et la chair dont il est question 
est-ce vraiment la sexualité? Ne serait-ce pas également la libido, la concupiscence, 
la volupté, la sensualité, l'érotisme? En un mot , si cet énoncé est susceptible d'être 
vrai ou faux, de quelle vérité s'agit-il? 

Considérons à nouveau le premier vers d 'un poème - le Rondel à l 'adieu 6 - en guise de 
second exemple. 

Exemple 35 
o Partir c'est mourir un peu : il semble à première vue difficile de vérifier un tel énoncé. 

Il faut en premier lieu s'entendre sur ce qu'il signifie. Il nous fait partager le sentiment 
de perte de soi, de dépérissement qui accompagne le fait de partir, de quitter ce que 
l'on aime. Mais est-ce bien là tout ce qui se joue dans cet énoncé? 

5. Brise marine 

La chair est triste, hélas! et j 'ai lu tous les livres . 
Fuir! là-bas fuir! Je sens que des oiseaux sont ivres 
D 'être parmi l 'écume inconnue et les cieux ! 
Rien, ni les vieux jardins reflétés par les yeux 
Ne retiendra ce coeur qui dans la mer se trempe 
0 nuits ! ni la clarté déserte de ma lampe 
Sur le vide papier que la blancheur défend 
Et ni la jeune f emme allaitant son enfant. 

6. Rondel à l'adieu 

Je partirai ! Steamer balançant ta mâture, 
Lève l 'ancre pour une exotique nature ! 
Un Ennui, désolé par les cruels espoirs, 
Croit encore à l 'adieu suprême des mouchoirs f 
Et, peut-être, les mâts, invitant les orages 
Sont-ils de ceux qu 'un vent penche sur les naufrages 
Perdus, sans mâts, sans mâts, ni fertil es îlots . .. 
Mais, ô mon coeur, entends le chant des matelots f 

Stéphane Mallarmé (1 42-1 9 ) 

Partir, c'est mourir un peu, 
C'est mourir à ce qu 'on aime : 

C'est toujours le deuil d'un voeu, 
Le dernier vers d'un poème : 

Et l'on part, et c'est un jeu, 
Et jusqu 'à l'adieu suprême 
C'est son âme que l'on sème, 
Que l 'on sème à chaque adieu f 
Partir, c'est mourir un peu ... 

On laisse un peu de soi-même 
En toute heure et dans tout lieu. 

Partir, c 'est mourir un peul 
C'est mourir à ce qu 'on aime. 

Edmond Haraucourt (1856-1941) 
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Mais finalement , ce qui se joue avec "la chair est triste" comme avec "partir, c'est mourir 
un peu", n'est-ce pas la simple description d'un sentiment? Ne s'agit-il pas moins de décrire 
un état du monde, qu 'un état mental? Celui de la personne qui énonce ces paroles. Et en 
ce sens, la vérité ou la fausseté d'un tel énoncé n est-t-elle pas illusoire? Ce dont il s'agit 
n 'est-t-il pas, à travers la signification de l'énoncé de décrire un sentiment? 

Par contre, si je dis que "les huîtres ont souvent des peines de coeur", il ne semble pas 
que je cherche à exposer un sentiment qui me soit propre, mais bien un état de fait du 
monde. Pour autant, ce dont je parle peut être plus ou moins clair. Bien sûr, tout le monde 
connaît les huîtres les peines de coeur et la signification du mot "souvent". Mais les peines 
de coeur des huîtres semblent quelque chose de mal défini. Il y a deux manières de voir cela. 
Soit , étant plus informé de la vie amoureuse des huîtres, je serais en mesure de répondre 
par oui ou par non à la question les huîtres ont-elles souvent des peines de coeur? et alors 
je pourrais effectivement considérer P := Les huîtres ont souvent des peines de coeur. Soit 
une telle question n 'a pa de sens et je ne vois pas du tout comment elle pourrait en avoir. 
Dans ce cas-ci, je ne peux pas utiliser le Calcul Propositionnel pour traiter cet énoncé. 

Il ne faudrait néanmoins pas croire que la pect farfelu dun énoncé oit un critère per­
mettant de conclure que celui-ci ne peut pas être traité par le Calcul Propositionnel. Ainsi 
l'énoncé suivant - tout à fait farfelu - ne pose pas de problème : chaque année, au moins 
65 % des huîtres écrivent au moins une lettre à leurs parents. Imaginez que l'on s'aperçoive 
que les huîtres, grâce à de magnifiques contorsions, arrivent à modifier leur aspect jusqu'à 
distinguer de miniscules petit bras verts terminés par de fins doigts velus avec lesquels 
elles prélèvent l'encre des seiches pour écrire de petits mots à leurs parents sur des algues 
préalablement traitées ... 

Venons-en maintenant à une critique beaucoup plus fondamentale. Si je dis "il fait chaud 
dans cette pièce". Si la température est supérieure à trente degrés tout le monde s'accordera 
pour dire qu'il fait chaud, et si elle descend en dessous de 10 degré tout le monde s'accordera 
également pour dire qu 'il ne fait pas chaud. Mais à partir de quelle température puis-je dire 
qu'il fait chaud? Il semble qu il y ait bien une fourchette de températures pour lesquelles 
l'énoncé "il fait chaud dans cette pièce" admette non pas une valeur de vérité soit 1 soit 0, 
mais des valeurs intermédiaires que l'on appelle précisément des degrés 7 de vérité. Ces degrés 
de vérité sont des valeurs probabilistes comprises entre 0 (totalement faux) et ! (totalement 
vrai). 

Le degré de vérité de l énoncé ((elle roulait à vive allure sur l'autoroute" est 1 si la vitesse 
de l'automobiliste était de 200 km/ h, et il est 0 si sa vitesse était au contraire de 80 km/h. 
Mais quel est le degré de vérité de cet énoncé dans le cas dune automobiliste roulant à 125 
km/h ? Est-ce que cet énoncé est vrai à 30% et faux à 70% ? 

Le langage ordinaire regorge de références qui seraient de type probabiliste s'il fallait les 
préciser et dont le statut exact de vérité demeure problématique. C est le ca dans l'utilisation 
des formes : parfois, souvent, le plus souvent maintes fois, la plupart du temps, couramment, 
habituellement, d'ordinaire, généralement, fréquemment, beaucoup, communément. 

C'est aussi le cas lorsqu'on attribue simplement une propriété à un objet. Ainsi, en 
regardant la figure ci-après, "cette patatoïde est rouge" est un énoncé que vous attribueriez 
à combien d entre elle ? 

7. Sans jeu de mot. 
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00000000 
00000000 
00000000 
Pour certaines, il est clair qu'elles ne sont pas rouges, mais d'autres possèdent du rouge 

sans être complètement rouges. Diriez-vous de celles-là qu'elles sont rouges? Diriez-vous 
qu'elles ne sont pas rouges? Il est tentant dans certains cas d'associer à cet énoncé (Cette 
patatoïde est rouge) une valeur de vérité qui se situe entre 0 et 1 - mais où précisément? 

Même un énoncé aussi peu problématique que Nelson mange un pain au chocolat peut 
très bien prêter à discussion. Il semble en effet qu'il n 'y ait aucune raison de mettre en doute 
que cet énoncé tombe sous le coup du Calcul Propositionnel. Il va de soi qu'on peut écrire 
P := N elson mange un pain au chocolat sans la moindre hésitation. Il est d'ailleurs évident 
de vérifier si un tel énoncé est vrai ou faux. Mais est-ce vraiment non problématique? Que 
se passe-t-il si Nelson mange une patisserie qui ressemble beaucoup à un pain au chocolat 
mais contient des raisins secs? ou des morceaux de dragées? Et si Nelson mastique bien un 
pain au chocolat, mais le recrache ensuite après en avoir avalé le "jus"? On voit bien qu 'on 
peut toujours être confronté à des cas limites, y compris pour des énoncés apparemment 
anodins. 

Là se situe le point d 'achoppement : la précision, la rigueur, l'exactitude. D'un coté, la 
logique - bi-valuée telle que présentée dans ce cours - semble inappropriée à rendre compte de 
la fragilité 8 des énoncés du langage courant. La logique semble donc incapable d 'atteindre 
un texte dans son épaisseur, sa vraie richesse sémantique, sa densité, sa profondeur , ses 
multiples clés. 

D 'un autre côté, la démarche inverse, qui consiste à faire entrer le langage dans la forme 
logique, impose cet exercice de rigueur, de précision et d'exactitude, puisque tout doit y 
devenir explicite au risque de souffrir de platitude. C'est afin de mettre en œuvre une lente 
mais sûre progression dans l'argumentation que cette exigence d'une explicitation est requise. 

Nous considérerons donc que le but de notre entreprise consiste à clarifier ce dont nous 
parlons, à préciser ce que nous disons, avec toujours comme direction maîtresse de lever 
autant que possible les ambiguïtés afin d offrir un discours sans équivoque. 

3.2 Les phrases composées 

Les phrases simples que l'on vient de distinguer sont souvent reliées les unes aux autres 
par l'intermédiaire de connecteurs grammaticaux que nous allons tenter de rapprocher des 

8. D'aucuns diraient imprécision et incertitude. 
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connecteurs logiques. Ce sont ent re aut res : mais, ou, or, donc, alors, ou bien, cependant, 
ainsi, puis, en revanche, et, néanmoins, par contre, pourtant, toutefo is, par conséquent, etc. 

La négation 

La règle d 'évaluation de la négation c est-à-dire celle du connecteur logique "• ", est tout à 
fait évidente. Elle correspond point pour point à la négation dans son aspect grammatical : 
dans le langage courant , nier un énoncé, c est affirmer la vérité de sa négation. 

Exemples 36 Soit P :=les ornithorynques 9 sont des mammifères chacun des énoncés sui­
vants se laisse traduire par -,p : 

(1) Les ornithorynques ne sont pas des mammifères. 

(2) Il n'est pas vrai que les ornithorynques sont des mammifères. 

(3) Il est faux que les ornithorynques sont des mammifères. 

La conjonction 

La règle d 'évaluation de la conjonct ion est elle aussi t rè naturelle. Intuitivement , la conjonc­
tion n 'est vraie que si les deux énoncé qu elle lie sont vérifié . Ainsi les phrases composées 
à l'aide du connecteur grammatical et sont t raduites à l'aide du connecteur logique "A". 

Exemples 37 Soit P := Albert se voyait déjà en haut de l'affiche et Q := Marie mourut 
avant d'avoir vécu. 

Chacun de énoncés uivant e lai e traduire par P A Q. 

(1) Albert se voyait déjà en haut de l'affiche et Marie mourut avant d'avoir vécu. 

(2) A la fois Albert se voyait déjà en haut de l'affiche et Marie mourut avant d'avoir 
vécu. 

(3) Albert se voyait déjà en haut de l affiche mais Marie mourut avant d'avoir vécu. 

( 4) Albert se voyait déjà en haut de l'affiche malgré que Ma rie mourut avant d'avoir 
vécu. 

(5) Bien qu'Albert se voyait déjà en haut de l'affiche, Marie mourut avant d'avoir vécu. 

(6) Pendant qu'Albert se voyait déjà en haut de l'affiche, Marie mourut avant d'avoir 
vécu. 

(7) Alors qu'Albert se voyait déjà en haut de l'affiche, Marie mourut avant d 'avoir vécu. 

Mai la simple pré ence du mot 'et ' dans une phra e ne suffit pa à en faire un connecteur 
grammatical encore moins un connecteur grammatical que l'on pourrait traduire par le 
connecteur logique A". 

9. Mammifère australien amphibie et ovipare, à bec corné et doigts palmés munis de griffes. 
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Exemples 38 Dans ces exemples, le u et" n 'est pas traduisible par "A" : 

(1) Carole et Laurent sont dans la même classe. 

(2) Deux et deux font quatre. 

(3) Tout ce qui est jouissif est illégal, immoral et fait grossir. 

La première phrase ((Carole et Laurent sont dans la même classe", ne peut pas s'écrire 
directement sous la forme P /\ Q en prenant par exemple P := Carole est dans la même 
classe et Q := Laurent est dans la même classe. Il faudrait d'abord pouvoir la transformer 
en: ((Carole et Laurent sont dans la classe X"; ou encore mieux: ((Caro le est dans la classe 
X et Laurent est dans la classe X". 

La seconde phrase "Deux et deux font quatre" n 'a aucune chance de pouvoir être modifiée 
pour faire apparaître une conjonction. Deux et deux font quatre signifie simplement que " 
2 + 2 = 4". C'est un énoncé simple, insécable et surtout non recomposable à l'aide de la 
conjonction. 

La dernière phrase des exemples précédents peut par contre être traduite par la phrase 
équivalente suivante dans laquelle chaque uet" correspond bien à une conjonction logique : 
(( Tout ce qui est jouissif est il légal et tout ce qui est jouissif est immoral et tout ce qui est 
jouissif fait grossir". 

Les disjonctions 

Apparemment , il en va de même de la disjonction de deux énoncés. Celle-ci n 'est fausse que 
lorsque les deux énoncés sont faux . Mais dans la réalité, ce n'est pas toujours le cas. Le 
((ou" n'est pas systématiquement employé au même sens que notre connecteur logique "V". 

Il peut avoir deux significations différentes qui correspondent à deux connecteurs logiques 
différents : le uou exclusif" et le uou inclusif", notre "V" logique correspondant au "ou 
inclusif". Par exemple, dans la phrase suivante : 

((Cette année je fais l 'ascension de la face nord de l 'Eiger ou celle du Cervin." 

Ici, la proposition n 'est fausse que si je ne réussis l'ascension d'aucune de ces deux montagnes. 
Par contre, que je réussisse à gravir seulement l'une des deux ou bien toutes les deux, mon 
assertion sera vérifiée. C'est ce qu 'on appelle l'usage inclusif du ou. Si je pose P := cette 
année je fais l 'ascension de la face nord de l'Eiger et Q := cette année je fais l 'ascension de 
la face nord du Cervin, la phrase ((Cette année je fais l 'ascension de la face nord de l'Eiger 
ou celle du Cervin" se laisse tout naturellement traduire par P V Q. 

Au contraire, si l'on avait affaire à un uou exclusif", la possibilté des deux ascensions 
réus ies dans l'année serait exclue. L'usage exclusif du "ou " se rencontre par exemple dan 
une phrase telle que 

((Le gagnant remporte une voiture neuve ou $25'000". 

Ici, la proposition est fausse dans le cas où le gagnant ne remporte aucun lot, mais elle est 
également fausse dans le cas où le gagnant remporte les deux lots à la fois. Elle n 'est valide 
que si le gagnant remporte ou bien la voiture neuve, ou bien $25'000, mais pas les deux. Si 
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l'on pose P := le gagnant remporte une voiture neuve et Q := le gagnant remporte $25 '000, la 
phrase "le gagnant remporte une voiture neuve ou $25'000" e lais e naturellement traduire 
par la formule un petit peu plus compliquée : 

(P V Q) 1\ -, (P 1\ Q). 

Ou pour le dire en mots : "l'un ou l'autre, mais pa les deux ': 

Considérons tout d'abord de exemples de phrases dan lesquelles le connecteur gram­
matical peut être traduit par le "ou inclusif" qu'est 'V". 

Exemples 39 Soit P := il pleuvra demain et Q := il neigera demain. 

Chacun des énoncés uivant se lai se traduire par P V Q : 

(1) Il pleuvra ou il neigera demain. 

(2) Il pleuvra ou bien il neigera demain. 

(3) Ou bien il pleuvra ou bien il neigera demain. 

( 4) Il pleuvra ou alors il neigera demain. 

On peut discuter sur le fait que le troisième énoncé de l exemple précédent corresponde 
bien à un usage inclusif du ((ou " plutôt qu'à un usage exclusif. Mais c'est là matière à 
interprétation. 

Considérons ensuite des exemples de phra es dans lesquelles le connecteur grammatical 
est un "ou " au sens exclusif : 

Exemples 40 

(1) Le gagnant remporte une voiture neuve ou $25'000. 

(2) Le gagnant remporte une voiture neuve ou bien $25 000. 

(3) Le gagnant remporte ou bien une voiture neuve ou bien $25'000. 

(4) Le gagnant remporte une voiture neuve ou alors $25'000. 

Chacune des phrases précédentes a exactement la même signification que la phrase sui­
vante: 

"Le gagnant remporte une voiture neuve ou $25 '000, mais pas les deux ". 

Si lon pose P := le gagnant remporte une voiture neuve et Q := le gagnant remporte 
$25 '000, cette phrase se traduit sans aucune difficulté par la formule : 

(P V Q) 1\ -,(P 1\ Q). 

Cette formule est fausse si et seulement si à la fois P et Q ont tous deux faux ou tous deux 
vrai . Autrement dit , la formule (P V Q) 1\ -,(P 1\ Q) et la formule -, (P +-------7 Q) ont vraies 
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dans exactement les mêmes modèles. Aucun modèle ne peut vérifier l'une et falsifier l'autre. 
La dernière étant une traduction possible de l'énoncé : un est faux que le gagnant remporte 
une voiture neuve si et seulement s'il remporte $25 '000 ': 

Il est intéressant de remarquer qu'un même connecteur (par exemple :((ou n, a ou bienn, ou 
((alors))) peut être traduit par un ((ou inclusif)) ou par un ((ou exclusif)). Cela montre qu'il n'y a 
pas de signification univoque qui soit attachée à un connecteur grammatical. La manière dont 
il doit être traduit dépend de ce qu 'il signifie dans l'énoncé que l'on considère. Tout est donc 
affaire d'interprétation. Dès lors, l'intérêt de la traduction d'un énoncé composé en formule 
du Calcul Propositionnel réside précisément dans le fait de lever toutes les ambiguïtés. 

L'implication et la double implication 

Tout comme pour la (les) disjonction(s), la règle d'évaluation de l'implication ne va pas 
réellement de soi. La règle d'évaluation de ce connecteur logique n'est pas toujours vraiment 
conforme à ce que l'on en attendrait. Intuitivement, l'implication semble correspondre à des 
énoncés de la forme ((si ... alors ... n. Ce sont des énoncés dans lesquels une cause implique 
une conséquence, comme par exemple : (( s'il fait beau demain, je viens skier avec toi a. 

Il y a un rapport de causalité entre le temps demain et le fait d'aller skier. Généralement , 
on interprète un tel énoncé comme signifiant : si le temps est au beau demain, je vais 
effectivement venir skier, mais si le temps n'est pas fameux, je n 'irai tout simplement pas 
skier. 

Pour se convaincre de cela, considérons l'énoncé que l'on peut emprunter à un père frustre 
et quelque peu brutal s'adressant à son fils: ((si tu n'arrêtes pas immédiatement de gesticuler, 
je te donne une paire de claques n. Si ce rapport de causalité entre les gesticulations du fils et 
la paire de claques est perçu comme une implication au sens du Calcul Propositionnel, alors 
en se conformant à la définition de la règle d'évaluation de l'implication, le père ne serait en 
faute (logique) que si le fils n'arrête pas de gesticuler et qu 'il ne lui administre pas la paire 
de claques promise. Ainsi , le père serait tout à fait dans son bon droit de donner une paire 
de claques à son fils, quand bien même celui-ci aurait cessé de s'agiter. La morale de cette 
histoire, c'est que l'implication de la logique n'est pas toujours conforme à l'implication du 
langage courant. Elle ne se confond pas avec les énoncés de la forme ((si ... alors ... n. Cela 
dépend des cas, et comme pour les autres connecteurs, il faut à chaque fois interroger ce 
qu'est sensé signifier l'énoncé pour en déterminer sa traduction logique. 

La phrase ((si tu n'arrêtes pas immédiatement de gesticuler, je te donne une paire de 
claques n est certainement comprise par nous tous comme une double implication entre la 
perpétuation de l'agitation et l'administration de la paire de claques. On entend en effet : si 
tu arrêtes de gesticuler, je ne te donne pas de claques, mais si tu n'arrêtes pas, alors je te 
gifle. Cela signifie simplement que le connecteur logique en jeu n'est pas l'implication mais 
la double implication. 

L'implication correspond à ce que les Stoïciens appelaient proposition conditionnelle 
(s'il fait jour, il fait clair), qu'ils distinguaient de la proposition subconditionnelle (puisqu'il 
fait jour, il fait clair) qui indique non seulement qu'il y a un rapport d'implication entre 
l'antécédent (il fait jour) et le conséquent (il fait clair), mais qu 'en plus l'antécédent est 
avéré. Cette subconditionnelle correspond à la formule ( P ------+ Q) 1\ P (s'il fait jour, il fa it 
clair; et il fait jour). 
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Exemples 41 Soit P := vous avez une m eilleure idée et Q := je suis toutes ouïes. 

Chacun des énoncés suivants se laisse traduire par P ~ Q. 

(1) Si vous avez une meilleure idée alors je suis toutes ouïes. 

(2) Si vous avez une meilleure idée, je suis toutes ouïes. 

(3) Dans la mesure où vous avez une meilleure idée, je suis toutes ouïes. 

(4) Vous avez une meilleure idée, par conséquent je suis toutes ouïe . 

(5) Si vous avez une meilleure idée, il s'en suit que je suis toutes ouïes. 

103 

Ci-dessous quelques exemples de phrases composées traduites par une formule avec 
connecteur de double implication. On verra un peu plus loin dans quels cas on utilise l'ex­
pression si et seulement si pour rendre compte de la double implication en logique. 

Exemples 42 Soit P := Carole est enceinte et Q := le test de grossesse est positif 

Chacun des énoncés suivants e lai e traduire par P +-----+ Q : 

(1) Carole est enceinte si et seulement si le test de grossesse est positif 

(2) Carole est enceinte exactement lorsque le test de grossesse est positif 

(3) Carole est enceinte précisément s i le test de grossesse est positif 

( 4) Carole est enceinte dans la mesure exacte où le test de grossesse est positif 

(5) Carole est enceinte dans le cas uniquement où le test de grossesse est positif 

On ut ilisera l'abréviation ssi au lieu décrire si et seulement si. 

Quelques exemples de traduction de phrases composées 

Les phrases qui utilisent "à moins que". Les phrases comme "à moins que tu ne t'ex­
cuses tout de suite, je te trainerais devant les tribunaux", sont comprise comme signifiant 
"si tu ne t'excuses pas tout de suite alors je te traînerais devant les tribunaux" indiquant 
par là que les démarches judiciaires sont le con équences certaines de l'absence d 'excuse. 
Elles sont donc t raduites en formules propostionnelles comme le serait cette dernière. 

Exemples 43 Chacun des énoncés suivants se laisse traduire par -.Q ~ P : 

(1) Carole vient manger ce soir à moins que le test de grossesse ne soit positif 

p Q 

(2) A moins que vous ne soyez accompagné, vous ne pouvez pas voyager en avion. 

Q p 

(3) A moins qu' on ne m agresse je tâcherai d'être plaisant. 

Q p 
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Les phrases qui utilisent ((seulement si". Les phrases comme (~e viendrai ce soir seule­
ment si je fais partie des invités", sont perçues comme voulant dire ((si je viens ce soir 
alors c'est que je fais partie des invités, sinon je ne viens pas". Il est sous-entendu que cette 
proposition est fausse dans le seul cas où je viens ce soir sans avoir été invité. Elles sont 
donc traduites en formules propositionnelles comme la phrase ((si j e viens ce soir, alors je 
fais partie des invités': 

Exemples 44 Chacun des énoncés suivants se laisse traduire par P--+ Q : 

(1) Carole vient manger ce soir seulement si le test de grossesse est négatif 
p Q 

(2) J 'arriverai à mes fins seulement si je m'en donne la peine. 
p 

( 3) Le Diable existe seulement si Dieu existe. 
~ 

p Q 

Q 

Remarque 45 La raison pour laquelle on traduit en parole la double implication logique par 
un usi et seulement si" réside en ce qu 'une formule cp ~ '1/J est équivalente à la conjonction 
des deux formules cp --+ '1/J et cp +----- '1/J (où cp +----- '1/J est simplement une autre manière d'écrire 
la formule '1/J --+ cp). Maintenant si l'on veut prononcer ces deux formules, on dira pour 
cp --+ '1/J : "cp implique '1/J ", ou encore "cp seulement si '1/J ". Et pour cp +----- '1/J , on dira " si '1/J 
alors cp", ou encore "cp si '1/J ". 

En combinant les deux, on obtient donc que cp ~ '1/J correspond à "cp si et seulement si 
'1/J " (le si étant la direction +----- de l'implication, le seulement si correspondant à la direction 
--+). 

On appelle également la formule cp ~ '1/J une double implication (parce qu'il y a une 
implication dans les deux sens : de droite à gauche " +-----" et de gauche à droite " --+" ; 
ou encore une biconditionnelle pour les mêmes raisons, car l'implication est aussi appelée 
conditionnelle. 

Les phrases qui utilisent uni . .. ni . .. ". De telles phrases comme ((il n'y a plus ni miel 
ni confiture" se laissent traduire par la formule -,p 1\ •Q 10 où P := il y a du miel et Q := 
il y a de la confiture. 

Quelques exemples de traduction de phrases composées 

Exemples 46 Considérons les phrases atomiques suivantes : 

P := Les tortues sont têtues. 

Q :=Les sirènes ont de grands yeux en amande. 

R := La paperasse s'accumule. 

10. Ou de manière équivalente par -.(P V Q). 
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On t raduit alors les phrases composées suivantes par : 

(1) Il est faux que i les sirènes ont de grand yeux en amande, alors la paperasse ne 
s'accumule pas. 

--.(Q -----7 --.R) . 

(2) les tortues sont têtues et la papera se s accumule toujours, ou alors les sirènes ont de 
grands yeux en amande. 

(P/\R)VQ . 

(3) Les tortues ne sont pa têtues si et seulement s il est faux que la paperasse s'accumule. 

-,p ~ --.R. 

( 4) Si les sirènes ont de grands yeux en amande alors non seulement les tort ues sont 
têtues mais en plus il e t faux que la paperasse s accumule. 

Q -----7 (P 1\ --.R) . 

Nous savons désormais comment effectuer la traduction du langage courant en formule 
et réciproquement. Nous pouvons maintenant passer à l étape uivante qui est de comparer 
les énoncés en comparant les formules qu ils génèrent . 

Pour aller plus avant : 

Le lecteur intéressé aux relations entre logique et langage naturel est invité à regarder les ouvrages suivants : 
"Introduction à la logique naturelle et approche logique du langage" de Jean-Bla ise Grize [Gri82b], "Intro­
duction à la logique pertinente" de François Rivenc [Riv05] , "Raisonnement et pensée critique : introduction 
à la logique informelle" de Martin Montminy [Mon09], "Construire le sens " de Jean-Bla ise Grize et Josiane 
Boutet [BG94] et "Logic and philosophy : A modern introduction" de Paul Tidman et Howard Kahane 
[TK03]. 

Il pourra également porter son intérêt vers le chapitre de l'Encyclopédie de la Pléiade consacrée à Jean 
Piaget intitulé "Logique des classes et des propositions" et rédigé par J ean-Blaise Grize [Gri67]. 



106 CALCUL PROPOSITIONNEL 

4 Formules logiquement équivalentes 

Résumé }(!! 8 Deux formules sont logiquement équivalentes si elles sont vraies 
dans exactement les mêmes modèles. Elles ne sont pas logiquement équivalentes 
s'il existe un modèle qui vérifie l'une et falsifie l'autre . * 

Ce que nous avons fait jusque là consistait à nous poser la question de la valeur de la formule 
dans un modèle : étant donnée une formule quelconque cjJ du Calcul Propositionnel, et un 
modèle M de celui-ci, nous posions la question de la valeur de vérité de cette formule dans 
ce modèle. A savoir, cjJ est-elle satisfaite dans M? (c'est-à-dire si 6 est la distribution de 
valeurs de vérité qui caractérise M , la question se présente comme "est-ce que 6F( cP ) = 1 ?"). 
Nous introduisons une notation très pratique pour dire cela qui généralise celle que nous 
avions employée pour décrire quelle était la distribution de valeurs de vérité sur les variables 
propositionnelles d 'un modèle. 

Notat ion 4 7 Soient M , un modèle du Calcul Propositionnel et 6 sa distribution de valeurs 
de vérité, ainsi que cjJ une formule. 

MF= cjJ signifie 6 F( cP ) = 1 ; M If cjJ signifie 6 F( cP) =O. 

Dans la définition d 'un modèle, la distribution de valeur de vérité est une fonction de VAR 
dans {0, 1}, donc une fonction de l'ensemble de toutes les variables propositionnelles de notre 
logique. Or, pour connaître la valeur d 'une formule donnée dans ce modèle, seules les valeurs 
de vérité des variables propositionnelles qui apparaîssent dans cette formule sont nécessaires. 
Pour ce qui est des autres, peu nous importe leur valeur. Voilà pourquoi, lorsque l'on consi­
dère la valeur de vérité dune formule ou d 'un ensemble de formules , on peut toujours se 
restreindre à ne considérer que les valeurs de vérité des seules variables propositionnelles 
apparaîssant dans ces formules. 

Comparer deux formules quelconques cjJ et 'ljJ revient à regarder ce qui les différencie. 
Les comparer sur le plan sémantique consiste donc à scruter ce qui, au niveau de leurs 
interprétations, permet de les distinguer. Autrement dit, cela revient à consulter le catalogue 
de tous les modèles possibles et discriminer parmi eux ceux qui permettent de les différencier : 
les modèles dans lesquels l'une des formules est vraie alors que l'autre est fausse. S'il n 'est 
pas possible de trouver un modèle qui distingue ces formules , alors ces formules sont dites 
équivalentes, ce que l'on note cjJ = '1/J . 

D éfinit ion 48 Soient c/J , 'ljJ E F, 

cjJ et 'ljJ sont équivalentes ssi elles sont satisfaites dans les mêmes modèles 

i.e. elles prennent les mêmes valeurs dans les mêmes modèles 

cjJ = 'ljJ ssi (MF= cjJ ssi MF= 'ljJ ) pour tout modèle M. 

Une conséquence immédiate de cette définition est que deux formules sont équivalentes 
précisément lorsque l'équivalence logique de ces deux formules est vérifiée dans tout modèle. 



SÉMANTIQUE 107 

Corollaire 49 Soient cp , 'ljJ E F , 

cp = 'ljJ ssi (pour tout modèle M, M F= cp~ 'ljJ ) 

Preuve du Corollaire 49 : Con idérons un modèle quelconque M . Si les deux formules 
cp et 'ljJ sont équivalentes, elles prennent donc la même valeur dans ce modèle. Ce qui 
veut dire fJF( cp) = fJF( 'l/J ). Par con équent, la formule cp~ 'ljJ est vraie dans ce modèle 
: fJF( cp ~ '1/J ) = 1. 

Inversément, si la formule cp~ est vraie dans tout modèle , cela signifie que dans 
n'importe quel modèle les valeurs que prennent cp et sont identiques. --4 49 

E xemple 50 

(1) On a les équivalences uivantes : 

(a) p /\ p = p 

(b) p v p = p 

(c) ,,p = p 

( d) p ---+ Q = ,p v Q 

(e) P ~ Q = (P---+ Q) /\ (Q---+ P) 

(f) •(P /\ Q) = ,p V •Q 

(2) On a les inéquivalences suivantes : 

(a) p /\ p ~ Q /\ Q ~ 

(b) p ---+ p ~ p ~ 

(c) p ~ Q ~ p---+ Q ~ 

( d) P ---+ (P ---+ P) ~ (P ---+ P) ---+ P ~ 

prendre M tel que M f= P •Q 
prendre M tel que M f= , p 

prendre M tel que M f= • P, Q 
considérer le modèle M f= ,p 

La remarque qui suit montre que la relation = est une relation réflexive, symétrique et 
transitive. C'est donc une relation d'équivalence, ce qui justifie sa dénomination. 

Remarque 51 Pour toutes formules cp , '1/J , e E F , les propriétés suivantes sont vérifiée 

réflexivité : cp = cp 

symétrie : cp = 'ljJ si et seulement si 'ljJ = cp 

transitivité : Si (cp = 'ljJ et 'ljJ = e) alors cp = e. 

Il est bon de noter que la disjonction comme la conjonction sont des opérations commu­
tatives. En conséquence, du point de vue sémantique, nous pourrons ne pas faire grand cas 
de l'ordre dans lequel des formules apparaîssent au sein d'une disjonction ou d'une conjonc­
tion. De même, ces deux opérations étant également associatives, nous avons les équivalences 
suivantes pour toutes formules cp e : 

o (cp v '1/J) v e = cp v ( '1/J v e) = v ( e v cp) = e v (cp v '1/J) = (ev cp) v '1/J = (cp v e) v '1/J = 
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Cette remarque nous conduit à la notation suivante dans laquelle l'ordre sur les formules 
n'importe guère du point de vue sémantique. 

Notation 52 Afin d'éviter de surcharger le texte entre parenthèses, nous utilisons les no­
tations suivantes : 

(1) (epo 1\ epl 1\ ep2 1\ ... 1\ epk) ou bien (\ epi à la place de (epo 1\ (epl 1\ (ep2 1\ ( .. . 1\ epk ))) ... ). 
O<i<k ~ -- k 

(2) (epo V epl V ep2 V . . . V epk) ou bien V epi au lieu de (epo V (epl V (ep2 V( .. . V epk ))) ... ). 
O<i<k ~ - - k 

Nous obtenons donc les équivalences suivantes : 

que l'on mémorisera aisément en disant que la négation se distribue à l'intérieur d'une 
disjonction (respectivement une conjonction) en inversant le signe (de haut en bas ou de 
bas en haut). La disjonction devient alors une conjonction, et la conjonction se change en 
disjonction. 
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5 Théorie et conséquence logique 

Résumé N.! 9 
o Une théorie T du Calcul Propositionnel est un ensemble de formules. 

Elle est satisfaite dans le modèle M - noté M F= T - si pour toute 
formule </> E T, MF= </> . On dit alors que M est un modèle de T. 

o Une théorie est atisfai able si elle est satisfaite dans un modèle, elle est 
inconsistante sinon. 

o Deux théories sont dites équivalentes si elles sont satisfaites dans les 
mêmes modèles. 

o Une formule </> est conséquence de T - noté T F= </> - si tout modèle 
satisfaisant T satisfait également </> . * 

109 

En introduction, nous avons vu qu'une formule se comporte métaphoriquement comme une 
phrase du langage courant . La comparaison entre logique et langage se poursuit avec le 
livre ou le discours comme ensemble de phrases. La théorie constitue l équivalent logique du 
discours, avec la différence notoire qu une t héorie est un ensemble de formules alors qu 'un 
discours ou un livre sont des suites de phrases : l ordre des phrases est primordial, alors que 
dans une t héorie, l'ordre des formules n'a aucune importance. Il n 'y a d 'ailleurs pas d 'ordre 
du tout ent re les formules. 

D éfinition 53 Une théorie T du Calcul Propositionnel est un ensemble de f ormules : 

T Ç F . 

La sémant ique associée à la not ion de théorie est la plus naturelle qui oit : on interprète 
une théorie comme on interprète les formule qui la constit uent . On rappelle qu 'un modèle 
du Calcul Proposit ionnel e t de la forme M , où la di tribut ion de valeurs de vérité 8 associe 
à chaque variable propositionnelle la valeur 0 ou 1. 

D éfinition 54 Soit T Ç F , T' Ç F , </> E F et M un m odèle du Calcul Propositionnel, 

{1) T est satisfaite dans le modèle M , ou encore M est un modèle de T - noté M F= T 
- si pour toute formule </> E T , M F= </> . 

{2) T est satisfaisable ou consistante s'il existe au moins un modèle M tel que M F= T . 

{3) T est inconsistante si T n'est pas satisfaisable. 

Remarques 55 

(1) Tout se passe donc au niveau sémant ique comme si la théorie n 'était pas aut re chose 
que la conjonction des formules qui la constit uent. C'est effectivement le cas lorsque la 
théorie e t finie. Une t héorie finie se comporte exactement comme la formule donnée 
par la conjonction des formules qu 'elle contient . Par cont re, la conjonction d 'une 
infinité de formules ne t pas une formule, pui que toute formule est un uite finie 
de symboles. Pourtant, par extension, il est commode de penser à une théorie infinie 
comme à une "formule" qui erait la conjonct ion infinie des formules la constituant. 
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La raison de cela réside dans le fait qu'une théorie est satisfaite dans un modèle si et 
seulement si chacune de ses formules l'est; ce qui revient à dire que la conjonction de 
celles-ci l'est. 

(2) Intuitivement, une théorie est consistante si elle ne se contredit pas et possède donc 
une certaine consistance. Autrement dit, si elle n 'est pas que du vent. Cela signifie 
qu 'elle a au moins un modèle, donc qu'elle énonce quelque chose, qu 'elle dit réellement 
quelque chose qui fasse sens. 

(3) Cette notion n'a d 'intérêt que pour les théories infinies. Nous verrons plus loin qu 'elle 
permet un résultat très surprenant sur la satisfaction de théories; où l'infini se nourrit 
du fini. 

( 4) Une théorie est inconsistante lorsqu'elle n'a pas de modèle. Elle dit à la fois quelque 
chose et son contraire, ce qui ne peut être vérifié nulle part. Donc elle ne raconte 
rien, elle ne dit rien, elle ne décrit rien. Les théories inconsistantes sont celles qu'on 
souhaiterait fuir comme la peste. Malheureusement, il n'est pas toujours facile de 
savoir si une théorie est consistante ou non. 

Du point de vue sémantique, une théorie désigne l'ensemble des modèles qui la satisfont 
et qui constituent en quelque sorte la signification de cette théorie. En conséquence, deux 
théories peuvent être comparées d 'un point de vue sémantique en mettant en parallèle leurs 
ensembles de modèles respectifs au moyen de l'inclusion. 

Définition 56 Soit T Ç F , T' Ç F et M un modèle du Calcul Propositionnel, 

( 1) T' est une conséquence sémantique de T - noté T f= T' - si tout modèle satisfaisant 
T satisfait également T'. 

{2) T et T' sont deux théories équivalentes - noté T = T' - si elles ont exactement les 
mêmes modèles. 

Intuitivement, plus une théorie raconte de choses, moins elle possède de modèle. A la limite, 
si elle raconte trop de choses, elle devient inconsistante et n 'est donc plus satisfaite dans 
aucun modèle. 

Notation 57 
o Lorsqu 'une théorie se réduit à un singleton, on omet généralement les accolades pour 

alléger l'écriture. On écrit ainsi T F= cf> au lieu de T F= { cf>} et T = cf> au lieu de 
T={ cf> }. 

o on écrit F cf> pour 0 F= cf> . 

La théorie vide ne dit rien du tout. En cela non seulement elle n'est pas inconsistante, 
mais elle est satisfaite dans tout modèle quel qu 'il soit. Dès lors, dire que cf> est conséquence 
logique de la théorie vide, c'est dire que cf> est vraie dans tout modèle. On appelle une telle 
formule une tautologie. 

La notion de conséquence repose sur l'étude des modèles que satisfait une théorie. C'est 
donc une notion sémantique de conséquence. En toute rigueur, on devrait l'appeler consé­
quence logique sémantique. Mais pour alléger le texte, nous parlons simplement de consé­
quence. Nous verrons dans le chapitre suivant une autre espèce de conséquence, qui n 'est 
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pas sémantique mais syntaxique. Il s'agira de la notion de conséquence telle qu'elle apparaît 
dans les démonstration . Cette conséquence yntaxique n a pas affaire avec des modèles, elle 
n 'a pas à voir avec la signification des énoncés. Elle repose sur des règles de réécriture. Elle 
ne s'intéresse pas au contenu de formules - leurs ignification, le modèles dans lesquelles 
elles sont vraies - mais à leur forme. Ici, la conséquence émantique ne s intéresse qu 'à la 
signification des énoncés. Une formule est conséquence sémantique d'une théorie si elle est 
vraie partout où cette théorie est vraie. Autrement dit cette formule est sati faite dans tout 
modèle vérifiant chacune des formules qui constitue la théorie. Une autre vue de la chose 
consiste à faire remarquer queT F= </> si et seulement si l'ensemble des modèles de </> contient 
l'ensemble des modèles de T. 

modèles de T 

Inclusion des ensembles de modèles respectifs de T et de T' lorsque T F= T' est vérifié. 

La notion d équivalence (sémantique) entre deux théories reprend l'idée qui préside à 
l'équivalence de deux formules. Des formule équivalentes ont exactement le mêmes modèles. 
Stricto sensu nous devrions changer de notation et utiliser un symbole pour dénoter que 
deux formules ont équivalente et un symbole différent pour dire que deux théories sont 
équivalentes. Mais on comprendra aisément que le cas de deux formules équivalentes - </> = 'lj; 
- tombe sous celui de deux théorie équivalentes - { </>} = { 'lj; } - en prenant les théories 
formées des singletons de chacune de ces formule . Deux formules équivalentes sont vraies 
dans les mêmes modèles et fausses dans les même modèles également. C'est la même chose 
pour les théories. Deux théories équivalentes ont exactement les mêmes modèles , ce qui 
revient à dire qu'il n 'existe pas de modèle permettant de les discriminer. Elle signifient la 
même chose · elle parlent des même choses , même si elles le font de manière différente. Elles 
ne sont pas néce sairement égales, car elles ne sont pas nécessairement le même ensemble de 
formules· mais elles sont égales sur le plan sémantique puisqu'elles signifient la même chose. 
Il apparaît immédiatement que T = T' correspond à avoir à la fois T f= T' et T' f= T 
vérifiés. 

Pour plus de clarté dans le discours nous con idérons dan les exemples qui suivent 
que Po traduit en Calcul Propositionnel la proposition uje skierai aujourd'hui", P1 traduit 
(Je skierai demain" et plus généralement Pk traduit (Je skierai dans k jours à compter 
d 'aujourd 'hui". Nous imaginons également que Q représente udès leur plus jeune âge, les 
huîtres savent parfaitement skier, sans bâtons." 
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Exemple 58 Les théories suivantes sont toutes équivalentes : 

(1) T o = {-.(Po A P3) , P1 A P2 , P3} 

(2) / 1 = {-.Po ~ P3 , -.(Pl ~ -.P2) , -,pl ~Po , -.Po} 

(3) T 2 = {P3 , P1 , P2 , -.Po V -.P3} 

(4) / 3 = {Pb P2 , P3 , -.Po V -.P3} 

(5) 7 4 = {-.Po , Pb P2 , P3 } 

Intuitivement, des théories équivalentes ((racontent" la même chose, mais avec des termes 
différents. C'est le cas de 7 1 dans l'exemple ci-dessus qui dit : usi je ne skie pas aujourd'hui, 
je skie dans 3 jours, par ailleurs il est faux que si je skie demain alors je ne skie pas après­
demain, et également si je ne skie pas demain, je ne skie pas aujourd'hui, mais je ne skie 
pas aujourd'hui." Et de 7 4 qui dit la même chose, mais de manière beaucoup plus directe, 
moins alambiquée : uje ne skie pas aujourd'hui, je skie demain, après-demain et dans trois 
jours." Dire qu'elles sont équivalentes, cela revient à dire qu'il n'existe pas de modèle capable 
de les différencier. Si l'on convient qu'une théorie "parle" des modèles dans lesquels toutes 
ses formules sont vérifiées, alors deux théories équivalentes parlent exactement des mêmes 
modèles. Elles "décrivent" les mêmes mondes possibles, elles racontent donc la même chose. 

Exemple 59 Les théories suivantes sont toutes inconsistantes. Elles sont donc par ailleurs 
également toutes équivalentes les unes aux aut res. 

o T s ={Po , Po~ P1 , P2 ~ -.P1 ,P2 V -.Po}o / 1 = {Po A -.Po} 

o 7 6 ={Po , Po~ P2 , Po ~ -.P2} o T s = {Q, -.Q} 

Une théorie inconsistante est une théorie sans modèle. Elle ne décrit rien, elle ne parle 
de rien. Ou pour le dire autrement, elle parle pour ne rien dire. Très naturellement, nous 
écrivons /"Ff 4J pour dire que 7 F= 4J est faux. 

(4) 7 FI -.Po~ -,pl 

(5) 7 F/ -.(-.Po V Po) 

(6) T FI Po v P1 
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La notion de conséquence logique est e entielle. Elle est la version sémantique de la 
notion de déduction. Dire qu 'une formule est une conséquence logique d 'une théorie, c'est 
dire que partout où cette théorie est satisfaite cette formule l'est également. Ou pour le dire 
en termes métaphorique : dans chaque univers où notre théorie est vérifiée, la formule en 
question est également assertée. Cette formule découle donc de la théorie. Nous verrons plus 
tard que dans une logique correctement constituée, une formule est une conséquence d'une 
théorie si elle peut être déduite de cette théorie et réciproquement. 

Exemple 61 Les t héorie suivantes sont équivalente : 

(1) T g= {Po 1\ P1 , (Po 1\ P1 1\ P2) . ..... . .. , (Po 1\ P1 1\ P2 1\ ... 1\ Pk) . . .. .. } 

(2) T 10 ={Po Po---+ P1 P1 ---+ P2 . ..... . .. Pk---+ Pk+l Pk+l ---+ Pk+2 , . . . . . . .. . } 

(3) T n = {Po , P1 , P2 . . . . . . . . . Pk . .. ... } 

Chacune de ces théories est satisfaisable. Par contre aucune d entre elles n 'est équivalente 
à une t héorie finie. 

R emarques 62 

(1) (a) Si T est sati faisable et T' Ç T alors T' est également satisfaisable. 
En restreignant une théorie on conserve la non-contradiction. C'est là un résultat 
qui découle directement de la définition même. Par contre le contraire n 'est pas 
vrai, si une théorie T' est satisfai able il n est pas nécessairement vrai que T -
qui contient T' - le soit. L'image qu'il faut avoir en tête est que plus on ajoute 
de formule nouvelles à une théorie plu le nombre des modèles qui la satisfait 
diminue. Et inversément, plus on retranche de formules à une même théorie, plus 
le nombre de ses modèles s accroît pour atteindre à la limite tous les modèles 
possibles lorsque la théorie devient vide. 

(b) Si T' est inconsistante et T' Ç T , alors T' est inconsistante. 
C'est là une conséquence du cas précédent. Etendre une théorie inconsistante ne 
peut jamais permettre de la rendre satisfaisable. 

( c) Si T est satisfaisable, alors toute théorie finie T ' Ç T est satisfaisable. 
C'est là un cas particulier du cas (1)(a). 

( d) Si T' F= cp et T' Ç T , alors TF= cp. Si cp est conséquence dune théorie, alors elle 
est conséquence de toute théorie qui étend celle-ci. En effet, lorsqu'on étend une 
théorie, on restreint l ensemble des modèles qui satisfont cette théorie étendue. 

(2) (a) Test inconsistante ssi TF= cp 1\ • cp. 

(b) T est inconsistante ssi il existe une contradiction cp telle que TF= cp. 

( c) T est inconsistante ssi pour toute formule cp , TF= cp. 

( d) Fest inconsistante. 

Etre inconsistant signifie ne pas avoir de modèle. Si une théorie a pour conséquence 
une contradiction, alors elle n 'est vraie nulle part, et inversément. Fest la plus grande 
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théorie possible, elle contient chaque formule et sa négation, elle est donc évidemment 
inconsistante. 

( 3) (a) T F= cp 1\ 'ljJ ssi T F= cp et T F= 'ljJ . 
C'est là une conséquence immédiate de l'interprétation du connecteur "/\". 

(b) En remplaçant dans T chaque formule par une formule logiquement équivalente, 
on obtient une théorie équivalente à T. 
C'est une conséquence immédiate des définitions . Il n'y a rien d'étonnant à cela 
puisque la notion d 'équivalence repose sur une approche sémantique. En effectuant 
les substitutions de formules équivalentes, on ne change pas les modèles visés. 

( c) { cpa , cpl , .. . , cpk } et { '1/Jo , 'l/J1 , ... , '1/Jn } sont deux théories équivalentes si et seulement 
si l'équivalence suivante est vérifiée: (cp0 1\ cp1 1\ ... 1\ cpk) = ('1/Jo 1\ 'l/J1 1\ ... 1\ '1/Jn) · 

( 4) T F= cp ssi T U {-.cp} est inconsistante. 

Il nous faut montrer les deux sens du "si et seulement si". Montrons tout d 'abord que 
si T F= cp alors TU {-.cp} est inconsistante. Dire que cp est conséquence sémantique de 
T , c'est dire que cp est vraie dans tous les modèles de T. Donc -.cp est fausse dans tous 
les modèles de T. Ainsi, si l'on considère un modèle quelconque, soit c'est un modèle 
qui ne satisfait pas T, donc a fortiori ne satisfait pas TU {-.cp}, soit c'est un modèle 
qui satisfait T , mais alors comme il ne satisfait pas -.cp, il ne satisfait pas TU {-.cp}. 
Montrons maintenant que si T U {-.cp} est inconsistante alors T F= cp . Si T U {-.cp} est 
inconsistante, alors -.cp est fausse dans chaque modèle de T , ce qui signifie que cp est 
vraie dans tous modèles de Tet donc TF= cp . 

( 5) T U {cp} F= 'ljJ ssi T F= cp -------7 'ljJ . 

Montrons les deux sens du si et seulement si. Supposons tout d 'abord que 'ljJ est consé­
quence sémantique de TU {cp}, regardons alors les modèles de T. Ils se subdivisent 
entre ceux dans lesquels cp est vraie et ceux où cp est fausse. Lorsque cp est vraie 'ljJ est 
également vraie puisque 'ljJ est conséquence sémantique de TU {cp}. Par conséquent 
dans ce cas là, (cp -------7 'ljJ) est vraie. Dans l'autre cas, lorsque cp est fausse, (cp -------7 'ljJ) 
est vraie par définition de l'implication. Donc dans les deux cas (cp -------7 'ljJ) est vraie, 
ce qui est le résultat que nous cherchions à montrer. 

Inversement , supposons que (cp -------7 'ljJ) soit conséquence de T. Considérons les seuls 
modèles de TU {cp}. Dans ceux-ci, 'ljJ est nécessairement vraie puisque (cp -------7 'ljJ) est 
vraie dans tous les modèles de cp . Donc 'ljJ est conséquence de TU {cp}. 
La bonne manière de regarder ce résultat est la suivante. La théorie T représente 
l'ensemble des hypothèses dans lesquelles on se place et dont on souhaite déterminer 
les conséquences. Ainsi , ce résultat nous dit qu'ajouter cp à nos hypothèses pour 
obtenir 'ljJ comme conséquence, c'est la même chose que d'avoir pour conséquence à 
nos hypothèses (cp -------7 '1/J) . Autrement dit , déduire (cp -------7 '1/J) de nos hypothèses T 
c'est la même chose que déduire 'ljJ en faisant l 'hypothèse supplémentaire qu 'on a cp . 
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6 Substitutions de sous-formules équivalentes 

Résumé N!. 10 A l'intérieur d'une formule, substituer une sous-formule par 
une fo rmule équivalente produit une formule équivalente à l'originale. Pour 
chaque formule cl> E F il existe deux formules qui lui sont équivalentes : 

o une formule cl>-., v dont tous les connecteurs logiques sont parmi {---,,V}, 
o une formule c/>-. ,1\ dont tous les connecteurs logiques sont parmi { ---,, 1\} . 

~ 
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Une des choses qu 'on aimerait pouvoir faire avec une formule , c est la simplifier. Cela veut 
dire trouver une formule qui lui soit équivalente mais dont la lecture et l'intelligibilité soient 
plus aisées . Une autre chose serait, lorsqu on souhaite pouvoir comparer deux formules , de 
trouver un jeu de réécriture qui rapproche ces deux formules et facilite ainsi le travail de 
comparaison. Cette idée de réécriture est toute entière contenue dans la notion de substitu­
tion. Substituer dans une formule une sous-formule par une autre formule consiste à effectuer 
l'opération décrite dans les trois figures suivantes. 

On arrache la sous-formule cl> de la formule 8 pour la remplacer par '1/; . Lorsqu'on arrache 
cl> de 8, la racine de cl> laisse un trou : la terminaison vide d 'une branche. C est sur le bout 
vide de cette branche que vient se fixer la racine de la formule '1/; . Cette opération ressemble 
finalement à la taille d un arbre pour venir ensuite en quelque sorte y fixer un greffon. 

Exemple 63 Substitution de P -----+ Q à -,p V Q : 

v 

Rll!J/ \ / v 
-, Q /'\_ 
1 p 
p 

1\ 

1 

Q 

v 

R 

v 

~ 

v 
/'\_ 

p 

1\ 

1 

Q 

R 

Proposition 64 Soient 8, c/> , '1/; trois formules du Calcul Propositionnel, si cl> est une sous­
formule de 8 et 'lj; = cl> alors la formule 8' obtenue en substituant 'lj; à cl> dans 8 vérifie 
8' = 8. 
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Preuve de la Proposition 64 : Montrer que 8' et e sont équivalentes consiste à prendre un 
modèle quelconque M et prouver que les formules prennent toutes deux la même valeur 
dans ce modèle. Attachons-nous au coloriage de la formule e engendré par le modèle M. Ce 
procédé de coloriage procède des feuilles vers la racine. 

Nous allons nous intéresser à la fois au coloriage de <P et à celui de e. Le coloriage de cp 
termine à la racine de <P qui est soit verte soit rouge. Considérons maintenant la formule .e 
à laquelle nous arrachons la sous-formule <P pour lui substituer un simple nœud c ( c n'étant 
pas le nom d'une variable propositionnelle). Ce nœud c est maintenant une feuille de cet 
arbre nouveau. Colorions cette feuille en vert si la racine de cp est verte, et en rouge si 
la racine de cp est rouge. Et colorions toutes les autres feuilles de cet arbre (qui sont des 
variables propositionnelles) conformément au modèle M. Appliquons ensuite l'algorithme 
de coloriage à cet arbre. De quelle couleur sera sa racine? Il est tout à fait évident qu'elle 
aura exactement la même couleur que la racine de la formule 8 évaluée par l 'algorithme de 
coloriage dans le modèle M . 

Maintenant, si nous venons fixer à la place de ce nœud c l'arbre de la formule '1/J toute 
entière pour obtenir la formule 8' , puis que nous évaluons 8' dans M au moyen de l 'algorithme 
de coloriage, nous remarquons que la couleur de la racine de '1/J sera exactement la même 
que celle de c puisque '1/J et cp sont équivalentes. Les feuilles qui sont communes à 8 et 8' -
c'est-à-dire celles qui concernent 8 privée de '1/J - sont coloriées de la même manière dans 
8' et dans 8, il s 'en suit de ces différentes considérations que la racine de 8 et celle de 8' 
obtiennent une couleur identique à la fin du processus de coloriage. Elles sont donc toutes 
les deux vraies ou toutes les deux fausses dans ce modèle M. 

Puisque nous avons procédé avec un modèle M quelconque, notre conclusion ne dépend 
pas du modèle. Elle est donc vraie quel que soit le modèle. En conséquence, aucun modèle 
ne permet de séparer les deux formules 8 et 8' . Ces deux formules sont donc équivalentes. 

--l 64 

Puisque la substitution d 'une sous-formule par une formule équivalente ne change pas la 
formule initiale du point de vue sémantique, nous pouvons procéder à différentes opérations 
de simplification afin de réduire le nombre des types de connecteurs en jeu dans une formule. 
Tout d 'abord , nous pouvons nous passer de la double implication et réécrire toute formule 
en remplaçant chaque sous-formule de la forme ~ par 1\ 

c/JA ?/J ~ 
----7 

Ce procédé conserve évidemment la valeur de vérité de la formule ainsi nouvellement 
créée. 

Puis nous pouvons également nous passer de l'implication en réécrivant chaque sous-
formule de la forme ----+ par v 

c/JA ?/J _('?/; 
1 

cp 

Dès lors, nous pouvons pour toute formule 8 construire une formule 8' qui lui soit équivalente 
mais ne comporte ni symbole d 'implication, ni symbole de double implication. Est-ce que 
nous pouvons aller plus loin? La réponse est oui, et ce de deux manières différentes en 
utilisant les deux équivalences qui suivent : 
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(\ v 

~ ~ 
-, -, 

1 1 1 1 

<P v <P 1/J 

Rien de tel qu un petit exemple pour voir fonctionner ces tran formations. Nous allons, 
dans un premier temps, transformer une formule en une formule équivalente dont les seuls 
connecteurs sont parmi {---, , V}. 

Exemple 65 On élimine d abord ' t---t puis ' -----+ ' et enfin 1\ . 

Pour faire "joli ', dans la cinquième figure on élimine les doubles négations. 

v 

~ 
--> +---> 

/ " /""-R v 
/" v --, 

--, 

Q /" 1 

1 
p --, 

1 
R 

p 
Q 

v 

v~ 
/" ~(\~ 

v v v 
/'-. /""- /" R ..., Q '-

p 

--, 
v 

1 
1 /" 

v R --, p --, 

/" 1 1 
p --, Q 

1 
R 

Q 

v 

{~~ 
--> 

/ " / "" / "" -, Q v -, 

p /" 1 

p 1 R R 

Q 

v 

/ " --, v 1 
v 

v 
/'\_ 

p 

R 
/'\_ 

-, Q ~~ 
p 

v 
/""---, --, 

1 1 

1 

Q 

v 
/'\_ 

v R 
/'\_ 

p -, 

/ " v 
/'-. 

R ..., Q 

p 

v 

v 

/""-
--, --, 

1 1 

v 
/'\_ 

p 

1 

Q 

R 

v 

/"'-
R v 

/'\_ 

p 1 

Q 

p --, 

1 

Q 

R 

1 

Q 
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Dans un deuxième t emps nous transformons la formule de l'exemple précédent en une 
formule équivalente dont les seuls connecteurs sont parmi { ---, , /\ }. Pour cela nous repartons 
de l'étape dans laquelle notre formule originale ne comportait que des connecteurs parmi 
{---, ,V, 1\} et nous éliminons la disjonction ét ape par étape pour faciliter la compréhension. 

Exemple 66 On élimine "V" des feuilles vers la racine, puis les doubles négations. 

v 

/ " 1 

1 1 
R Il 

v 

-------
~ 

/'\. 
~ ~ 

1 1 

1 
Q 

p 

1 

~ 

1 v v 
/ "'-. /"'-. 

~ 

1 1 
~ ~ 

1 1 ~ 

1 
R ~ 

Il 

1 /'\. Il 

/ '\. R 
1 1 

1 1 p ~ 

p ~ 1 

1 Q 

Q 

1\ 

~ 
1 1 
1 
1\ 

/"-
-, -, 

1 1 
-, 

-, 

1 1 
R 1\ 

/"-
-, 

1 1 
-, 

Q 
1 
p 

1 

1 
1\ 

/~ 

1 
1\ 

/"-

1 

1 

1 
1\ 

/"-

1 

p 
1 

1 

Q 

1 

1 

R 

1 

1 

1 
1\ 

/"-

1 1 
-, 

1 1 
-, 1\ 

1 /" 

R ~ ~ 
p -, 

1 

Q 

Il 

/'\. 
~ ~ 

1 1 
~ 

1 1 
R Il 

/'\. 
~ 

1 
~ 

1 
p 

Il 

/'\. 

~ 

1 

Q 

R Il 

/'\. 
p 

1 

Q 
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Il 

~ 

1 
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/'\. 
~ ~ 

1 1 
~ ~ 

1 1 
~ 

1 
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Il 

/'\. 

1 1 
p ~ 

1 
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~ 
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/'\. 
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/~ 
Il 
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R 1 Q 

p 

1\ 

/'\. 

1 1 

1 1 
R 1\ 

/"-

1 1 
~ Q 
1 
p 

v 

Ce que nous venons de montrer s 'énonce dans la proposition qui suit. 

1 

1 
1\ 

/"-

1 1 
~ -, 

1 1 

1\ 

/"-
1 1 
p ~ 

1 
Q 

R 

1 

1 
1\ 

/'\. 

1 1 
-, ..., 

1 1 
..., 1\ 

1 / " 

R ~ ~ 
p ..., 

1 
Q 
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P roposit ion 67 Pour toute formule cp E F , il exi te : 

{1) une formule c/J-.,v ,A = cp avec tous ses connecteurs logiques dans { •, V,/\}, 

{2) une formule c/J-.,v = cp avec tous ses connecteurs logiques dans { •, V}, 

{3) une formule c/J-.,A = cp avec tous ses connecteurs logiques dans {-, !\}. 
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Preuve de la Proposition 67 : effectuée immédiatement avant l'énoncé de la Proposition. 
~ 67 

Cette proposition sera très utile pour la ection qui suit. Nous allons en effet tirer profit du 
fait que toute formule du Calcul Propo itionnel e t équivalente à une formule ne comportant 
que les deux seuls connecteurs binaires !\ et V ainsi que la négation ( •). 
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7 Jeux d'évaluation 

Résumé N!! 11 L'évaluation d 'une formule cf; , à l'intérieur d'un modèle M est 
présentée comme la résolution d'un jeu : [v (M , cf;) . Ce jeu comporte deux 
joueurs - le V érificateur et le F alsificateur - qui opèrent des choix de bifurca­
tion sur l'arbre de la formule cf; . Un partie consiste en un chemin de la racine 
vers une feuille. Elle est gagnée par le V érificateur si cette feuille correspond à 
une variable propositionnelle vraie dans M , elle est gagnée par son adversaire 
sinon. 
M 1= </> si et seulement si le V érificateur possède une stratégie gagnante dans 
le jeu [v (M , </> ). 

7.1 Jeux finis à deux joueurs et à information parfaite 

L'évaluation d'une formule dans un modèle peut être regardée comme un jeu fini à deux 
joueurs, l'un cherchant à montrer la véracité de la formule , l'autre au contraire tentant 
d 'établir sa fausseté. Pour les jeux auxquels on s'intéresse ici , il faut que soient présents 
trois ingrédients qui sont comme les trois piliers sur lesquels repose cette notion : 

D éfin it ion 68 Jeu : = 3 ingrédients : 

{ 1) Joueurs : ce sont les éléments interactifs qui participent au jeu. On leur donne 
différents noms dans la littérature : Joueur et Opposant, Adam et Eve, Abélard et 
Eloise, Il et Elle, I et II , 0 et 1. Leurs actions sont appelées des coups du jeu. 

{2) Règles du jeu : ce sont elles qui déterminent lequel des joueurs peut jouer, quel 
coup, à quel moment. Elles spécifient la forme du jeu. 

{3) Conditions de gain : elles décident qui remporte quoi à la fin de la partie. 

Les jeux qui nous préoccupent pour l'évaluation des formules sont des jeux : 

o à deux joueurs (dès qu'il y a plus de deux joueurs, des problèmes de coalition appa­
raissent). 

o sans chance : il n'y a pas de dés lancés, pas de cartes tirées au sort, .... 
o à information parfaite : il n 'y a pas de coups simultanés et tous les joueurs ont , à 

tout instant, une connaissance pleine et entière de tout le déroulement de la partie, 
de toutes les configurations du jeu. Exactement comme aux échecs, par opposition à 
la bataille navale par exemple, où un joueur ne connaît pas toute la configuration de 
la partie puisqu'il n'a pas connaissance des positions des bateaux de son adversaire. 

o à condition de gain de type 0-1 :un joueur gagne et l'autre perd, il n'y a pas de match 
nul. A la fin de la partie, un joueur l'emporte, son adversaire est vaincu. 

o finis : la partie s'arrête après un nombre fini de coups joués. 

Pour toute la suite de cette section consacrée aux jeux, nous ne considérerons plus que 
les seuls jeux de cette forme . 
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7.2 Un exemple : le jeu de Nim 

Dans le film L'année dernière à Marienbad ll, un personnage prénommé M persuade de 
manière répétée un autre personnage appelé X, de jouer à un jeu simple. Il arrange les cartes 
sur une table en une forme triangulaire : 

FIGURE 2.1 - Configuration initiale du jeu de Marienbad. 

Les joueurs jouent à tour de rôle, prélevant chacun autant de carte qu'ils le souhaitent 
mais d'une seule ligne à chaque fois. Cela continue ainsi jusqu'à ce qu'un des joueurs prenne 
la dernière carte et perde. 

Dans le film, poliment, M laisse toujours X débuter la partie. Malheureusement, X perd 
à chaque fois . 

Ce jeu est une des nombreuses versions du jeu de Nim, l'un des plus anciens des jeux 
mathématiques à deux joueurs quel on connaisse aujourd hui. Le mot Nim remonte à l'alle­
mand nehmen (prendre) . Le nom ainsi que la théorie complète de ce jeu sont dûs à Charles 
L. Bouton (Harvard) 12 il y a plus d'un siècle. 

11. Dir. A. Resnais , sc. Alain Robbe-Grillet - 1961. 
12. Nous considérons la version du jeu de Nim dans laquelle les joueurs (I et II) prélèvent à tour de rôle 

des allumettes disposées en tas. Le joueur I débute, celui des deux joueurs qui prend la dernière allumette 
gagne la partie. 

Par convention, nous appelons configuration perdante une configuration telle que si un quelconque joueur 
(I ou II) se trouve, à un moment donné de la partie, en charge d'une telle configuration et que c'est à lui 
de jouer, alors quoi qu 'il fasse, son adversaire peut toujours jouer de manière à le battre. Toute autre 
configuration s'appelle configuration gagnante. Une configuration est donc gagnante lorsque le joueur qui 
se trouve en charge d'une telle configuration possède une stratégie gagnante. Par exemple, la configuration 
(2 , 2) est perdante car il suffit à l'adversaire d enlever 2 allumettes au cas où le premier joueur en enlève deux, 
et d'en enlever une au cas où le premier joueur n 'en enlève qu 'une seule. Dans ce dernier cas, le deuxième 
tour de la partie fait enlever par le premier joueur une allumette dans un des tas , auquel son adversaire 
répond en enlevant la dernière. 

ous définissons maintenant une configuration correcte : 

(1) Tout d 'abord , nous exprimons en binaire le nombre d 'allumettes dans chaque colonne. Par exemple, 
la configuration (3, 9) donne (11 , 1001). 

(2) Ensuite, nous écrivons ces nombres les uns en dessous des autres, 

(3) et finalement , nous additionnons un à un les chiffres se trouvant dans chaque colonne. 

Ainsi , la configuration (2 , 3, 6, 7) donne lieu à : 

1 0 
1 1 
1 0 
1 1 

2 4 2 
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Dans la version la plus générale de ce jeu, les joueurs jouent à tour de rôle en enlevant des 
objets (jetons, cailloux, pièces de monnaies, morceaux de papier, ... ) de tas (piles, rangées, 
boîtes), mais uniquement d 'un seul tas à la fois. Il y a deux variantes à ce jeu, suivant celui 
des 2 joueurs qui est déclaré vainqueur à la fin de la partie : 

o dans la version normale, le joueur prenant le dernier objet remporte le gain de la 
partie; 

o dans la version misere, le joueur prélevant le dernier objet perd. 

La configuration est correcte si la somme de chaque colonne est paire, dans tous les autres cas, la configuration 
est dite incorrecte. 

Théorème 69 Une configuration du jeu de Nim est perdante si et seulement si elle est correcte. 

Preuve du Théorème 69 : 

(1) Considérons tout d'abord le cas spécial dans lequel chaque tas ne contient qu'une seule allumette. Il 
est immédiat de voir qu'une telle configuration est perdante si et seulement si le nombre d'allumette 
est pair, autrement dit, s'il s'agit d'une configuration correcte. 

(2) Ensuite, si un joueur prend d'une configuration correcte, alors il remplace nécessairement le nombre 
d'allumette d'un des tas par un nombre plus petit. Par conséquent, dans le calcul tel que décrit 
ci-dessus , une et une seule des lignes est modifiée : le nombre en binaire qui y est indiqué étant 
remplacé par un plus petit. Cela a pour effet qu'au moins un des 1 est remplacé par un 0, entraînant 
du même coup le caractère incorrecte de la configuration ainsi obtenue. 

(3) Si une configuration est incorrecte , en considérant la colonne dont la somme impaire est la plus à 
gauche, et l'une des lignes qui possède un 1 dans cette même colonne, il est alors possible en ne préle­
vant que dans le tas correspondant à cette ligne de restaurer la rectitude de cette configuration. Pour 
fixer les idées, imaginons que le configuration soit du type (pair , pair, impaire, pair, impaire, pair), 
en sorte que c'est à la troisième colonne la plus à gauche que nous nous intéressons. Il y a nécessaire­
ment un 1 dans cette colonne. Supposons, toujours pour fixer les idées, qu'une des lignes possédant 
un 1 dans cette colonne soit: 011101. Alors en remplaçant ce nombre par le nombre 010111 (qui est 
effectivement plus petit), nous restaurons la rectitude de la configuration. La solution consiste donc 
à prélever exactement 

allumettes de ce tas. 

0 1 
0 1 

1 1 0 
0 1 1 

0 0 0 1 

1 
1 

0 6 

Cela prouve qu 'un joueur à qui l'on présente une configuration incorrecte peut toujours jouer de 
manière à rendre à son adversaire une configuration correcte. 

(4) Finalement, si un joueur transmet une configuration correcte, son adversaire se retrouve contraint et 
forcé de la transformer en une configuration incorrecte. Le premier joueur peut alors jouer en sorte 
de rendre à nouveau cette configuration correcte. Ce processus continue jusqu'à ce que chaque tas 
soit vidé, ou bien ne contienne qu'une seule allumette. Le théorème est ainsi réduit au cas (1) qui 
est d'ores et déjà démontré. 

-1 69 

Ce théorème prouve deux choses : 

(1) si la configuration originale est incorrecte, alors le premier joueur possède une stratégie gagnante, 

(2) si la configuration originale est correcte, alors c'est le joueur qui joue en deuxième qui cette fois 
possède une stratégie gagnante. 

En conséquence de quoi : 

(1) il prouve que ce jeu est déterminé, 

(2) il indique lequel des deux joueurs possède une stratégie gagnante, 

(3) il exhibe une telle stratégie gagnante. 
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Représenté sous forme extensive ce jeu prend l allure d'un arbre, dont les branches sont 
les parties possibles selon les règles du jeu. C'est l arbre de toutes les suites possibles de 
coups légaux, c'est-à-dire l'arbre de toutes les suites autorisées de configurations. On appelle 
position, une suite légale de configuration. 

Prenons le cas du jeu de Marienbad avec seulement deux lignes. C'est bien sûr un exemple 
trop simple pour être réellement intéressant. Mais l'arbre de ce jeu, c'est-à-dire ce jeu pré­
senté sous forme extensive, est déjà suffisamment compliqué. 

FIGURE 2.2 - Arbre pour le jeu de Marienbad avec 2 lignes. 

A l'intérieur de tout nœud, chaque petit rectangle de couleur rouge représente une carte. 
Chacun des nœud représente une configuration du jeu puisqu'il indique : 

o le nombre de cartes présentes sur chaque ligne 
o le joueur à qui il appartient de jouer : les nœuds bleus sont des positions pour le 

joueur qui débute la partie, les nœuds rouges sont des positions pour son adversaire, 
enfin les nœuds gris correspondent à des positions terminales du jeu, lorsqu'il ne reste 
plus de carte à retirer et que la partie s arrête. 

Finalement, les fils d 'un nœud donné représentent toutes les configurations possibles 
atteignables en un coup conformément aux règles , c'est-à-dire, toutes les configurations 
légales. On doit également indiquer les conditions de gain qui se trouvent être dans notre 
cas : le joueur qui aura joué le dernier coup de la partie sera déclaré perdant. 

Si nous avons l arbre de jeu sous le yeux, il apparaît qu 'une stratégie n'est pas autre 
chose qu'un sous-arbre de cet arbre de jeu : un sous-arbre ayant , bien évidemment, la même 
racine que l'arbre de jeu. C'est donc en quelque sorte un sous-jeu, c'est-à-dire un jeu dans 
lequel le joueur en question s'est imposé volontairement des restrictions : chaque fois que 
c'est à son tour de jouer, il ne s autorise qu'un seul coup possible, il n'a plus d'autre choix 
que celui-ci. Par contre, lorsque c'est à son adversaire de jouer, celui-ci conserve l'entière 
liberté de mouvement qu'il avait dans le jeu au complet. 
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Regardons maintenant quelques exemples de stratégies pour chacun des joueurs. 

1 
Ill 

FIGURE 2.3 - Trois stratégies pour le premier joueur dans le jeu de Marienbad-2 lignes. 

FIGURE 2.4 - Une stratégie pour le second joueur dans le jeu de Marienbad-2 lignes. 

FIGURE 2.5 - Une stratégie pour le second joueur dans le jeu de Marienbad-2 lignes. 
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On remarquera que dans la figure 2.3 aucune de trois stratégies proposées n'est une 
stratégie gagnante pour le joueur qui débute la partie pui que dans chacune d 'entre elles le 
second joueur peut prendre toute les carte de la table à l exception d 'une seule, laissant 
ainsi la main à son adversaire qui perdra aussitôt. 

Il en va de même dans les figures 2.4 et 2.5 , pui qu aucune de ces deux stratégies pour 
le second joueur ne lui permette d 'emporter la partie. En effet , pour chacune d 'entre elle, 
le premier joueur peut choi ir au premier coup d 'ôter de la table la rangée de trois cartes, 
laissant alors à son adversaire la seule dernière carte à retirer. 

On voit aisément que le premier joueur possède une stratégie gagnante - qui par ailleurs 
est unique - qui consiste à prendre les troi cartes de la rangée du bas. Cette stratégie est 
présentée dans la figure 2.6. 

FIGURE 2.6 - Une stratégie gagnante pour le premier joueur dans le jeu de Marienbad-2 
lignes. 

On remarque également que si les deux joueur appliquent une stratégie, alors le jeu se 
déroule de manière univoque il n 'y a jamais de choix fait par aucun de deux joueurs . Cela 
définit donc une unique partie c'est-à-dire une unique branche de l arbre. Par exemple, si 
le premier joueur applique la seconde stratégie de la figure 2.3 alors que le second joueur 
applique celle de la figure 2.4, on obtient la partie présentée dan la figure 2. 7. 

FIGURE 2.7 - Une partie dans le jeu de Marienbad-2 ligne . 
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7.3 Jeu sous forme extensive, parties, stratégies 
et stratégies gagnantes 

La représentation d 'un jeu sous forme extensive est un arbre dont les nœuds sont des confi­
gurations du jeu (voir fig. 2.8) . 

FIGURE 2.8 - Un jeu sous forme extensive. 

La racine de l'arbre est la configuration initale de la partie. Chaque nœud est associé au 
joueur dont c'est au tour de jouer; les fils d'un nœud sont toutes les configurations possibles 
que le joueur, auquel ce nœud est associé, peut atteindre en un coup en respectant bien sûr 
les règles du jeu. 

Nous appelons partie une branche maximale de l'arbre (de la racine jusqu'à une feuille, 
voir figs 2.9 et 2.10). Dès lors, une position au cours d'une partie est une branche de l'arbre 
(pas nécessairement maximale!). Une position est donc donnée par un nœud de l'arbre ainsi 
que tous les parents de ce nœud. Cette branche indique quel a été le cheminement de la 
partie depuis le début jusqu'à la configuration dans laquelle on se trouve (voir fig. 2.10). 

FIGURE 2.9 - Une parti ,, une position pour 0, une po ition pour 1. 
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FIGURE 2.10 - Une partie, une position pour 0 dans cet te part ie, ainsi qu 'une position pour 
1. 

Exemple 70 Prenons 1 exemple du jeu d échec (pour éviter le problème de parties nulles, 
convenons que les blancs 1 emportent en ca de match nul) : 

o une configuration d 'une partie d échecs e t implement composée de deux choses : 

(1) la place exacte de chacune des pièces sur l'échiqui r, 

(2) le joueur qui doit maintenant jouer. 

o l'arbre de j eu est caractérisé par le fait : 

(1) qu'il a pour racine la configuration initiale de ce jeu : celle dans laquelle les pièces 
sont disposées au début de la partie avec en plus l'information que c est au tour 
du joueur en charge des blanc de jouer. 

(2) les sucees eurs d'une configuration (le fils ou fille du nœud) sont toutes les confi­
guration que le joueur qui doit maintenant jouer peut atteindre en un coup. Elles 
correspondent à tou les coup po sibles pour ce joueur à partir de cette configu­
ration. Et ces sucees eurs ont bien sûr des configurations pour 1 adver aire. 

(3) Les feuilles de l'arbre (les nœuds de 1 arbre sans descendant) sont les configurations 
finales : configurations dans lesquelles la partie s arrête. 

o une position du jeu constitue la donnée de tout le déroulement de la partie jusqu'à la 
configuration dans laquelle on se trouve. 

o une partie constitue une position maximale du jeu autrement dit une position dont 
la configuration associée n est autre qu une feuille de 1 arbre, c'est-à-dire une confi­
guration finale. 

D éfinition 71 Soit T un arbre représentant un j eu sous fo rme extensive. On appelle 0 et 
1 les deux j oueurs. Une stratégie a pour un joueur i E {0, 1} est un ous-arbre de T qui 
vérifi e les conditions suivantes : 

o la racine de a est la même que celle de T , 
o chaque nœud de a qui est une position pour le joueur i n'a qu un seul successeur, 
o chaque nœud de a qui est une position pour le j oueur 1 - i a exactement les mêmes 

successeurs que dans T. 
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Intuitivement une stratégie pour un joueur est donc un sous-jeu dans lequel ce joueur, à 
chaque fois qu'il doit jouer, restreint ses coups possibles à un seul ; tandis que lorsque c'est 
au tour de son adversaire de jouer, entière mobilité lui est laissée. 

On dit qu 'un joueur applique la stratégie a si toute la partie se déroule dans le sous-arbre 
a. 

Dans la figure 2.11 les flèches pointillées représentent les flèches qui ne peuvent pas être 
parcourues par aucun des deux joueurs lorsque le joueur 0 applique la stratégie a telle que 
représentée dans le second dessin. La figure 2.12 représente la même idée, mais cette fois-ci 
pour une stratégie T pour le joueur 1 , qui est représentée également dans le second dessin. 

FIGURE 2.11 - Une stratégie a pour O. 

FIGURE 2.12 - Une stratégie T pour 1. 

Définition 72 Soit T un arbre représentant un jeu sous forme extensive et a une stratégie 
pour le joueur i E {0, 1} : 

a est une stratégie gagnante ssi toutes les configurations finales de a sont gagnantes 
pour i. 

Autrement dit, a est une stratégie gagnante pour le joueur i si ce même joueur, appliquant 
scrupuleusement la stratégie a , remporte toutes les parties, quoique fasse son adversaire . 

Dans la figure 2.13, un arbre de jeu dont les conditions de gains pour le joueur 0 et 
pour le joueur 1 sont indiquées par les couleurs des configurations finales (nous convenons 
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que les configurations verte sont gagnantes pour 0 alors que les configurations rouge sont 
gagnantes pour 1). Dans la figure 2.14 nous donnon une stratégie pour le joueur 1 qui n'est 
pas gagnante - on remarquera que certaines feuille ont de couleur verte. Dans la figure 
2.14, nous donnons une stratégie gagnante pour le joueur 1 - on remarquera que cette fois-ci 
toutes les feuilles sont de couleur rouge . 

FIGURE 2.13 - Un jeu avec conditions de gain vertes pour le joueur 0 et rouge pour le 
joueur 1. 

FIGURE 2.14 - Une stratégie pour le joueur 1 qui n'est pas gagnante. 

FIGURE 2.15 - ne stratégie gagnante pour le joueur 1. 
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7.4 Détermination des jeux finis à deux joueurs et 
à information parfaite 

Une notion essentielle en théorie des jeux consiste à savoir si l'un des joueurs possède une 
stratégie gagnante. Sans cela, on ne peut pas faire grand chose. Heureusement, les jeux que 
nous considérons possèdent cette propriété. On dit qu'ils sont déterminés. 

Définition 73 Un jeu est déterminé si l'un des joueurs possède une stratégie gagnante. 

Remarque 7 4 Pour les jeux qui nous intéressent, si un tel jeu est déterminé, alors un des 
deux joueurs possède une stratégie gagnante. Le joueur est donc certain qu'en appliquant 
cette stratégie, il remportera toutes les parties quoique fasse son adversaire . 

Par conséquent les deux joueurs ne peuvent avoir chacun une stratégie gagnante, puis­
qu'en appliquant tous les deux leurs stratégies gagnantes respectives, ils remporteraient tous 
les deux la partie. Ce qui contredit le fait que dans ces jeux si 1 un gagne, l'autre perd. 

Pour ce qui concerne les jeux finis, on dispose, depuis environ un siècle, d 'un résultat à 
la fois très simple et très utile : 

Théorème 75 (Zermelo) Tous les jeux finis à deux joueurs et à information parfaite sont 
déterminés. 

Ainsi, le jeu d'échecs est déterminé si l'on convient, par exemple, que les joueurs blancs 
gagnent en cas de match nul. Cela signifie que : 

o Soit les noirs ont une stratégie gagnante, c'est-à-dire une stratégie telle qu'ils puissent 
gagner chaque partie, 

o Soit les blancs ont une stratégie pour ne pas perdre, c'est-à-dire une stratégie telle 
qu'ils remportent chaque partie ou fassent, au pire, match nul. 

Pour résumer , on peut dire que soit les blancs soit les noirs possèdent une stratégie pour ne 
jamais perdre ... 

Or, si l'on connait ce résultat depuis un siècle on ne dispose toujours pas d'une telle 
stratégie. Pire encore : on ne sait toujours pas lequel des deux joueurs possède cette stratégie 
pour ne pas perdre .. . La raison de cela se trouve dans la complexité de l'arbre de ce jeu. 
Si l'on disposait en effet de cet arbre, il serait immédiat, comme nous le verrons dans un 
instant , de conclure au résultat, mais cet arbre est horriblement compliqué. Il contient un 
nombre exponentiel de nœuds par rapport au nombre de coups joués. Il est donc totalement 
impossible de demander à un ordinateur de faire le calcul, tout au moins pour autant qu'on 
souhaite avoir le résultat avant quelques milliards de milliards d 'années. 

Preuve du Théorème 75 : On se donne tout d'abord le jeu sous forme extensive, c'est-à-dire 
sous forme d'arbre de jeu. Nous allons décrire un algorithme, c'est-à-dire un processus de 
calcul basé sur la répétition d'opérations très simples, qui permet de déterminer , pour chaque 
sous-arbre induit par un nœud de l'arbre, lequel des deux joueurs possède une stratégie 
gagnante dans le sous-jeu qui débute à ce nœud. 

(1) On commence par colorier en rouge les feuilles (c'est-à-dire les nœuds finaux de 
l'arbre) qui sont gagnantes pour le joueur 1. Les autres, qui sont donc gagnantes 
pour le joueur 0 sont coloriées en vert . 
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(2) On répète ensuite cette procédure : si tous les successeurs d 'un nœud c ont déjà été 
coloriés, on exécute une des actions suivantes : 

(a) si arrivé au nœud c, c'est au tour du joueur 1 de jouer, 
o il faut colorier c en ro ge i au moins l un de uccesseurs est colorié en r u 
o il faut colorier c en vert si au contraire tous les successeurs de c sont coloriés 

en vert . 

(b) si arrivé au nœud c, c est au tour du joueur 0 de jouer, 
o il faut colorier c en v rt si au moins l un des successeurs est colorié en vert, 
o il faut colorier c en roug si au contraire, tous le successeurs de c sont coloriés 

en rou 

Petit à petit , chacun des nœuds del arbre reçoit la couleur v rte ou ou 

Il est facile de voir que ce procédé attribue la couleur vert à chacun des nœuds qui 
correspond à une position gagnante pour le joueur 0 ( c est-à-dire une position à partir 
de laquelle ce joueur po sède une tratégie gagnante)· et de manière duale, la couleur 
roug est attribuée à chacun des nœuds correspondant à des positions gagnantes pour 
le joueur 1. 

En effet, le joueur 0 po ède une tratégie gagnante depuis le nœud c si et seulement 
si l'une des trois situations suivantes est vérifiée : 

o c est une feuille gagnante pour le joueur 0, 
o c'est au tour de 0 de jouer et il y a un coup po sible qui mène directement à un 

nœud, d 'où 0 po sède une stratégie gagnante 
o c'est au tour de 1 de jouer mais tou les coups po ible pour le joueur 1 mènent 

à des nœuds d'où 0 possède une tratégie gagnante. 

--1 75 

Exemple 76 Considérons l'arbre de jeu uivant dans lequel est indiqué à l'intérieur de 
chaque nœud le nom du joueur dont ce t le tour de jouer (à partir de cette po ition) . On 
voit ainsi que c'est le joueur 0 qui débute la partie. Il peut jouer deux coups possibles comme 
premier coup chacun menant à une po ition dévolue au joueur 1 : 



132 CALCUL PROPOSITIONNEL 

On colorie ensuite les feuilles de l'arbre en fonction du gagnant de la partie : 

Puis, étage par étage, on remonte des feuilles vers la racine en appliquant l'algorithme 
présenté dans la preuve du Théorème 75. 
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On aboutit finalement à colorier la racine de cet arbre en vert c est donc le joueur 0 qui 
po ède une stratégie gagnante dans ce jeu : 
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Ce joueur possède quatre stratégies gagnantes - à chaque fois la figure de gauche signale 
en pointillé les flèches qui doivent être retirées pour obtenir la stratégie décrite dans la figure 
de droite. 

1ère stratégie gagnante : 

2ème stratégie gagnante : 

3ème stratégie gagnante : 
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4 ème stratégie gagnante : 

Dans l'exemple qui suit nous allons reprendre le même jeu - pour ce qui est des règles ­
mais nous allons changer l conditions de gain pour chacun de deux joueurs. Comme on le 
verra, changer la couleur de quelque feuille peut modifier le jeu du tout au tout, puisque 
le joueur qui possédait une stratégie gagnante dans la première ver ion du jeu perd celle-ci, 
et c'est désormais son adversaire qui se retrouve l heureux bénéficiaire d'une stratégie lui 
permettant de l'emporter dans tous les cas. 

Exemple 77 Considéron le même arbre de jeu que dans l exemple 76 mais dont les condi­
tions de gain ont été modifiées pour obtenir le jeu suivant : 
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Appliquons étage par étage, en remontant des feuilles vers la racine, l'algorithme présenté 
dans la preuve du Théorème 75 : 
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Finalement on en vient à colorier la racine de cet arbre en rouge c est donc le joueur 1 
qui possède une stratégie gagnante dans ce jeu : 
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Ce joueur possède une unique stratégie gagnante - la première figure signale en pointillé 
les flèches qui doivent être retirées pour obtenir la stratégie décrite dans la seconde figure. 

Maintenant que nous savons comment déterminer celui des deux joueurs qui possède une 
stratégie gagnante dans un jeu fini à information complète et dans lequel il y a soit victoire, 
soit défaite, regardons un exemple de jeu réel et déterminons lequel des deux joueurs sait à 
coup sûr comment l'emporter sur son adversaire. 
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Exemple 78 On considère un jeu dans lequel les joueur dévorent à tour de rôle des carrés 
de la plaque de chocolat suivante : 

Chaque carré de cette plaque de chocolat e t aussi appétissant que le autres. (A l'ex­
ception d 'un seul, ils sont tous également excellents.) Mai le carré en bas à gauche est 
redoutable car il se trouve être empoisonné. De sorte qu 'il ne faut urtout pas le manger. 
Or, ces joueurs ne peuvent dévorer la plaque comme bon leur semble. Il doivent respecter 
une règle bien préci e : lor qu il choi i ent un carré ils doivent manger tous les carrés qui 
se trouvent à droite ou au dessu du carré choisi - ce carré choisi y compri . Ainsi le premier 
coup du premier joueur permet d accéder aux neufs configurations suivantes : 

la configuration 
sonné! 

L 1 
consiste à manger toute la plaque et donc le carré d chocolat empoi-

Même pour un jeu au si simple, l arbre de jeu est en fait trop compliqué pour pouvoir 
être dessiné de manière élégante sur une simple page. Il comporte en effet de trop nombreux 
nœuds. 

Voici, ci-dessous un exemple de stratégie pour le joueur qui débute la partie. On vérifiera 
aisément que cette stratégie n e t pa gagnante. 
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li 

Existe-t-il une stratégie pour le premier joueur qui à la fois débute par ce premier coup 

- menant à la configuration 1 et soit gagnante pour lui? 

Dans ce jeu, le joueur qui débute la partie possède une stratégie gagnante. Une telle 
stratégie gagnante est détaillée dans la figure qui suit. 
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L'idée qui sous-tend la définition de cette stratégie est la suivante : 

(1) Le joueur qui débute la partie - en l occurrence le joueur 0 - mange en sorte qu'il 
ne reste à dispo ition de son adver aire qu'une seule ligne et qu une seule colonne. 

(2) Son adversaire - en l occurrence le joueur 1 - e t alor obligé de manger : 

(a) soit tout le chocolat - auquel ca il meurt immédiatement 

(b) soit une partie terminale de la ligne 

( c) soit une partie terminale de la colonne 

(3) Les cas (2)(b) et (2)(c) produisent une dis ymétrie: dan le ca (2)(b), la ligne devient 
plus courte que la colonne et dans le cas (2) ( c) la colonne se réduit par rapport à la 
ligne. Le joueur 0 n a plus dès lors qu à rétablir la symétrie entre ligne et colonne 
pour renvoyer à nouveau son ad ver aire dans la position de l'étape (2) ·le contraignant 
ainsi en un temp fini à manger le dernier carré de chocolat et périr sur le champ. 

On voit ainsi que cette stratégie fonctionne pour toute plaque de chocolat pourvu qu'elle 
soit carrée et de format ( n n) pour un entier n > 1. Le cas n = 1 corre pond à n avoir qu'un 
seul carré de chocolat. Ce carré étant par ailleur empoisonné il est évident que dans le cas 
n = 1, le premier joueur meurt immédiatement et n a donc pa de tratégie gagnante. 
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7.5 Evaluation d 'une formule dans un modèle par un jeu 

Etant donné un modèle M du Calcul Propositionnel et une formule cp E F, la valeur que 
prend la formule cp dans le modèle M peut être obtenue grâce à un jeu. Ce jeu, noté 
[v (M, cp), est appelé jeu d'évaluation. 

Ce jeu, dû à Jaakko Hintikka, est un exemple de jeu fini à deux joueurs et à information 
parfaite. Par conséquent , ce jeu est déterminé. 

D éfinit ion 79 Soit cp E F une formule dont tous les connecteurs logiques sont parmi 
{-..,, V, A} et M un modèle du Calcul Propositionnel (un modèle possible pour cp). 

Le jeu d'évaluation [v (M, cp ) est défini comme suit : 

( 1) Il comprend deux joueurs appelés V érificateur et F alsificateur. Le V érificateur {V) 
cherche à montrer que la formule est satisfaite dans le modèle (M f= cp), alors que 
le but du F alsificateur (F) au contraire est de montrer que cette formule est fausse 
(M ~ cp). 

{2) Les coups de ces deux joueurs consistent à choisir des sous-formules en respectant les 
règles suivantes : 

si cp est de la forme ... c 'est au tour de ... le jeu continue avec ... 

variable propositionnelle personne le jeu s'arrête 

( 0 v 1) V choisit entre 7/Jo et 7/Jl le choix de V 

(7/Jo ;\ 7/Jl) F choisit entre 7/Jo et 7/Jl le choix de F 

•<p F et V échangent leurs rôles <p 

{3) Les conditions de gain de la partie n'apparaîssent qu'une fois celle-ci terminée, lorsque 
la sous-formule en jeu se réduit à une variable propositionnelle de la forme P : 

o V gagne si P est vraie dans ce modèle (c'est-à-dire lorsque M f= P ), et 
o F l'emporte dans le cas contraire {c'est-à-dire lorsque M ~ P ). 

Ainsi, une partie peut être regardée comme le fait de pousser un jeton le long d'une 
branche de la formule cp. Au début, le jeton se trouve placé sur la racine. Celui des deux 
joueurs qui est désigné comme le V érificateur à l'origine pose le chapeau du V érificateur 
sur sa tête, l'autre joueur pose celui du F alsificateur sur la sienne. Le connecteur associé 
au nœud détermine le joueur qui va pousser le jeton plus avant. S'il s'agit de "V", c'est le 
V érificateur, si c'est "A", c'est le F alsificateur, et si c'est un "-..,", les deux joueurs échangent 
leurs chapeaux et le jeton est poussé vers le seul descendant de ce connecteur de négation. 
De la sorte, après un nombre fini de coup, le jeton termine sa course sur une feuille. La 
partie s'arrête. Et le vainqueur est désigné en regardant la valeur de vérité de cette feuille 
dans le modèle considéré. Cette feuille étant nécessairement une variable propositionnelle, 
si elle est vraie dans le modèle, le joueur qui a le chapeau du V érificateur à ce moment-là 
de la partie sur la tête est déclaré vainqueur. Dans le cas où cette variable est fausse, c'est 
le joueur au chapeau "Falsificateur" qui est déclaré vainqueur. 
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C 'est ici qu'il faut faire attent ion à une cho e t rès importante. Suivant la parité du 
nombre de négations rencont rées pendant la part ie le V érificateur à l'origine peut ou ne 
peut pas être celui de la fin de la part ie. On distinguera donc toujours le joueur qui avait 
le chapeau de V érifi cateur à l'origine, et c est par rapport à ce joueur que l'on dira que la 
partie est gagnée ou perdue. 

Exemple 80 Soit M = ( {0 1} 6) avec 6(P) = 6( Q) = 1 6(R) = 0 et 

cp = ((P 1\ (R V -.P)) V (R 1\ Q)) 

Une partie possible dans le jeu [v (M ((P 1\ (R V • P )) V (R 1\ Q)) ) : 

(1) V choisit (P 1\ (R V • P)) 

(2) F choisit (R V • P) 

(3) V choisit -,p 

( 4) V échange avec F 

(5) V gagne 

A noter que le joueur qui remporte cette partie n est pas le joueur qui avait en charge 
le rôle de V érificateur au début de la partie : il y a eu un échange de rôles. La partie se 
termine bien avec, comme vainqueur le joueur V érificateur. Mais ce joueur n est autre que 
celui auquel était attribué le rôle de F al ificateur au tout début de la partie. Pour le dire 
encore autrement, le joueur qui remporte cette partie est celui qui était le F alsificateur au 
début de la partie. 

Considérons à nouveau la formule ((P 1\ (R V • P )) V (R 1\ Q)) mais cette fois sous sa 
forme d'arbre. 

Nous apercevons alors que cette partie se déroule le long dune branche maximale de 
cet arbre (ce qui ne devrait pas surprendre si 1 on e souvient que choisir une sous-formule 
revient à choisir un nœud de 1 arbre). Ci-aprè la partie est indiquée par le chemin de couleur 
bleu ciel : 

v v 

~ ~ 
1\ 1\ 1\ 1\ 

/"' /"' / 
/ v /"' v 

p /"' 
R Q p R Q 

R -, R -, 

p p 

Le long de ce chemin ont indiqués dans le schéma ci-de sous, par qui sont effectués les 
choix de bifurcation le long de la formule : dé igne un choix pour le V érificateur, un 
choix pour le F alsificateur et un changement de chapeaux. 
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Ces jeux sont clairement déterminés puisqu'ils sont un cas particulier de ceux pris en 
considération dans le Théorème 75. Par conséquent, étant donnés une formule et un modèle, 
soit le Vérificateur, soit le Falsificateur possède une stratégie gagnante dans le jeu sous­
jacent. 

Dans notre cas, c'est le Falsificateur qui possède une stratégie gagnante : 

o si V , au premier coup, choisit (RA Q) , il lui suffit de choisir ensuite R pour l'emporter. 
o si V , au premier coup, choisit (PA (R V •P)) , alors il choisit (R V -.P) . Puis 

• si V choisit R, V perd immédiatement, 
• si V choisit -.P, c'est finalement le joueur en charge du rôle de Vérificateur qui 

l'emporte, mais comme il y a dans ce cas un échange de rôle, c'est en fait le joueur 
qui était le Falsificateur au début de la partie qui gagne. Donc V perd également 
la partie. 



SÉMANTIQUE 145 

En fait, les règles de ce jeu sont définies pour que l 'on ait le résultat suivant : 

Théorème 81 

M f= cjJ ssi V a une stratégie gagnante dans [v (M, cjJ). 

Preuve du Théorème 81 : La preuve est par induction sur la hauteur de la formule c/J . On 
montre simultanément que : 

(a) siM f= cjJ alors V a une stratégie gagnante dans [v (M, cjJ), 

(b) siM f= -,cjJ alors Fa une stratégie gagnante dans [v (M cjJ). 

(1) ht( cfJ )=O correspond au cas où cjJ est une variable propo itionnelle . Vérifier dès lors les 
points (a) et (b) est immédiat. 

(2) ht( cjJ)=n + 1 correspond aux différents cas où cjJ est une négation, une disjonction ou 
bien une conjonction. 

(a) Si cjJ = -,'lj;, alors 1 hypothèse d'induction opère sur 'lj; : 

(a) siM f= 'lj; alor V a une stratégie gagnante dans [v (M 'lj;) 
( b) si M f= -,'lj; alors F a une stratégie gagnante dans [v ( M , 'lj;). 

La seule différence entre le jeu dévaluation impliquant 'lj; et celui impliquant cjJ 
est un changement de chapeau au début de la partie. Il est alors évident que si V 
a une stratégie gagnante dans [v (M ), alors F a une stratégie gagnante dans 
[v (M, cjJ), et vice-versa. Ce qui montre que cjJ vérifie (a) et (b) . 

(b) Si cjJ = c/Jo 1\ ePI alors l hypothè e d induction opère sur c/Jo et ur ePI : 
(a) si M f= c/Jo alors V a une stratégie gagnante dans [v (M, c/Jo); si M f= ePI 

alors V a une stratégie gagnante dans [v (M , ePI ) 
(b) siM f= -,cfJo alors F a une stratégie gagnante dans [v (M, c/Jo ); siM f= -,cjJI 

alors F a une stratégie gagnante dans [v (M, cjJI). 

V a une stratégie gagnante dans [v (M, c/Jo 1\ ePI ) si et seulement si V possède une 
stratégie gagnante dans chacun des jeux [v (M c/Jo) et [v (M, ePI )· F posséde une 
stratégie gagnante dans [v (M c/Jo 1\ ePI ) dans les trois autres cas. Ce qui montre 
immédiatement que (a) et ( b) sont vérifiés pour c/J . 

(c) Si cjJ = c/Jo V ePI , alors l'hypothèse d 'induction opère sur c/Jo et sur ePI : 
(a) i M f= c/Jo alors V a une stratégie gagnante dans [v ( M c/Jo ) ; si M f= ePI 

alors V a une stratégie gagnante dans [v (M ePI ), 
(b) siM f= -,c/Jo alors F a une stratégie gagnante dans [v (M c/Jo ); siM f= -,ePI 

alors F a une stratégie gagnan e dans [v (M , ePI )· 
F a une stratégie gagnante dans [v (M c/Jo V ePI ) si et seulement si F possède une 
stratégie gagnante dans chacun des jeux [v (M, </>o ) et [v (M, <f>I )· V possédant 
une stratégie gagnante dans [v (M c/Jo V <!>I ) dans les trois autres cas. Ce qui 
montre immédiatement que (a) et (b) sont vérifiés pour cjJ . 

~ 81 
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Exemple 82 Considérons la formule ci-dessous, ainsi que le modèle M, dans lequel P et 
R sont toutes les deux vraies, mais Q est fausse : 

v 

v~ 
/" ~(\~ 

--, v v v 
1 / '\_ /"'- /" 
R --, Q "-

p 
v 

/'\_ 
p 

1 

Q 

R 

R 

v 
/'\_ 

p 

1 

Q 

Nous allons déterminer lequel des deux joueurs a une stratégie gagnante dans le jeu 
[v (M, cp). La formule prise en compte dans le domaine correspond à l'arbre dont les 
feuilles sont coloriées ci-dessous. Nous pouvons ensuite remplacer chacune des occurrences 
des connecteurs V, 1\, •, respectivement par les symboles , w. 

v 

1 

® 

Le procédé précédent associe à chaque nœud qui n 'est pas une feuille ni le symbole de 
négation, le nom du joueur qui doit effectuer le choix à ce moment de la partie. Nous allons 
maintenant associer à chacun de ces nœuds non pas le nom du joueur qui joue à ce moment 
de la partie, mais son nom à l'origine de la partie. Pour cela et pour chacun des nœuds, 
nous comptons combien de symboles w se trouvent sur le chemin qui mène de ce nœud à 
la racine. Si ce nombre est pair, nous laissons ce nœud inchangé. Si ce nombre est impair 
nous changeons ce nœud de en , et vice-versa. 
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Ensuite nous posons des ymboles et ur les feuilles del arbre afin d indiquer quel 
est le gagnant de la partie. Pour cela nou compton le nombre de nœud se trouvant sur 
le chemin qui mène de cette feuille a la racine. Nou plaçons le symbole lorsque ou bien 
la feuille est de couleur verte et ce nombre est pair ou bien la feuille est de couleur rouge et 
ce nombre est impair. Nous plaçons le symbole lorsque ou bien la feuille est de couleur 
verte et ce nombre est impair ou bien la feuille est de couleur rouge et ce nombre est pair. 

Nou pouvons finalement retirer le symbole 
jeu d'évaluation [v (M </>). 

pour obtenir l arbre de jeu associé au 

Il ne nous reste plus qu'à trouver lequel des deux joueurs possède une stratégie gagnante 
dans ce jeu. Pour cela nous commençons par noircir chaque nœud qui n 'est pas une feuille. 
Ensuite nous appliquons l algorithme de coloriage présenté dans la preuve du Théorème 
75 qui consiste à associer à chaque nœud la couleur du joueur qui possède une stratégie 
gagnante dans le sou -jeu induit par ce nœud. Nous obtenons ainsi le graphe uivant, à 
partir duquel il est aisé de récupérer les stratégies gagnantes pour le vainqueur. 
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Nous voyons que le F alsificateur possède exactement deux stratégies gagnantes. Elles 
sont indiquées dans les deux schémas ci-dessous. 

Ce qui donne stricto sensu les deux stratégies : 
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Exemple 83 Considérons la formule cjJ ci-de sous ainsi que le modèle M f= P, Q, -,R : 

p 

(fi = ---, ( ( ---, (-,p A ( ( Q A (R A -,p )) v ( Q A -,p ))) A (P A (R V -,R)) v (R /\ Q))) . 

Nous déterminon lequel des deux joueur a une stratégie gagnante dans le jeu [v (M, cjJ ). 

Tout d abord nous colorion les feuilles del arbre conformément au modèles M. 
Nous remplaçons ensuite chacune de occurrences des connecteur V /\ ---, respective­

ment par les symbole 

Nous remplaçon ensuite chacune de feuilles vertes par et chacune des feuilles 
rouges par . Puis - dan le second de sin - pour chaque nœud (y compris les feuilles) 
nous compton le nombre de nœud se trouvant sur le chemin qui mène de ce nœud vers 
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la racine. Nous plaçons le symbole lorsque ou bien le nœud est de couleur verte et ce 
nombre est pair, ou bien le nœud est de couleur rouge et ce nombre est impair. Nous plaçons 
le symbole lorsque ou bien le nœud est de couleur verte et ce nombre est impair, ou bien 
le nœud est de couleur rouge et ce nombre est pair . 

Nous retirons finalement les symboles w pour obtenir l'arbre de jeu associé au jeu 
d'évaluation [v (M, </;). 
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Il ne reste qu'à trouver lequel des deux joueur po sède une tratégie gagnante dans ce 
jeu. A cette fin, nous colorions préalablement en noir tous les nœuds qui ne sont pas des 
feuilles. Puis nous appliquon l'algorithme de coloriage présenté dans la preuve du Théorème 
75. 

Le Falsificateur possède donc une tratégie gagnante. Les régions qu il doit éviter sont 
spécifiées dans le de sin qui uit. 
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On distingue alors trois stratégies gagnantes pour le F alsificateur : 

Dans le jeu d'évaluation, les négations jouent un rôle très particulier. Aucun joueur n'ef­
fectue réellement de choix aux nœuds étiquetés par ce connecteur 13 . Les joueurs échangent 
simplement leurs chapeaux. Pour autant, lorsque nous cherchons à résoudre le jeu - chercher 
celui du V érificateur ou du Falsificateur qui possède une stratégie gagnante - les négations 
nous compliquent rudement la tâche. Pour remédier à cela, une solution consiste à évaluer 
non pas la formule qui nous est donnée, mais une formule équivalente dans laquelle les 
négations poseront beaucoup moins de problème. A cette fin, il suffit de se souvenir des 
équivalences de formules suivantes : 

-, 

1 

cp 

-, 

1 

'ljJ 

et 

v 
~ 

-, 

1 

cp 

-, 

1 

'ljJ 

Chacune de ces équivalences indique comment le symbole de négation peut être "poussé" 
plus avant dans la formule. Lorsqu'il est placé au dessus d'un symbole de disjonction, il 
"passe au travers" du symbole de disjonction pour se retrouver dédoublé en dessous de 
celui-ci qui est aussi immédiatement transformé en un symbole de conjonction. La même 
opération mutatis mutandis se déroule lorsque le symbole de négation est au dessus d'un 
symbole de conjonction. Cette opération peut être répétée jusqu'à ce que plus aucun symbole 
de négation ne se trouve au dessus d'un symbole de disjonction ni de conjonction. Dans ce 
cas, chaque symbole de négation se trouve au dessus soit d'une variable propositionnelle, 
soit d'un autre symbole de négation. Nous pouvons dès lors éliminer les doubles négations 
pour obtenir une formule dans laquelle les négations ne sont plus qu'au-dessus des variables 
propositionnelles, ce qui facilite ensuite beaucoup la résolution du jeu d'évaluation associé. 

13. Peu importe qui descend le jeton, puisqu'il n'y a aucun autre choix possible que de le pousser vers le 
connecteur suivant. 
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Exemple 84 Considérons la formule ci-dessous dans le modèle M f= P, •Q, R : 

v 

v~ 
1\ 

/". ~~ 
v v v 

/". /""'- /""'-
R ' Q ' -, 

p 
1 1 

v 
/". 

p 

1 

Q 

R 

R 

v 
/". 

p 

1 

Q 
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Nous commençons par pousser les symboles de négation vers les feuilles. Ensuite nous 
éliminons les doubles négations. 

v 

v~ 
1\ 

/". ~~ 
v v v 

/ " / "" / "" R ' Q 

p 

1\ v 
/". /". 

1 
R p 

1 
p -, 

Q 
1 R 

Q 

v 

p 

1\ 

/". 
Q 

p 

Nous colorions ensuite les feuilles conformément au modèle M . 

R 

R 

v 
/". 

p 

1 

Q 

Puis nous considérons en même temps les variables propositionnelles et les négations 
de variables propositionnelles pour indiquer lequel des joueurs gagne la partie à ce point de 
l arbre. Pour cela : 

o si la feuille n est pas urmontée d'un ymbole de négation nous plaçons sur elle le 
symbole si la feuille est coloriée en vert et si la feuille est coloriée en rouge. 

o si la feuille est surmontée d un symbole de négation, nous plaçons un jeton qui la 
recouvre elle-même ainsi que le ymbole de négation. Ce jeton est si la feuille est 
coloriée en rouge, et si la feuille est coloriée en vert. 



154 CALCUL PROPOSITIONNEL 

v v 

Nous désignons ensuite les joueurs associés aux nœuds qui ne sont pas des feuilles. Pour 
cela, nous plaçons respectivement les symboles e et • sur les nœuds occupés par res­
pectivement "V" et"/\". Puis , nous appliquons l'algorithme de coloriage pour déterminer le 
vainqueur. 

Ce qui nous donne les stratégies gagnantes suivantes pour le Falsificateur. 
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Exemple 85 Considérons à nouveau la formule cp ci-dessou ain i que le modèle M f= 
P,Q,-,R: 

(ÏJ = ---, ( ( ---, ( -,p 1\ ( ( Q 1\ (R 1\ -,p)) V ( Q 1\ -,p ))) 1\ (P 1\ (R V -,R)) V (R 1\ Q))) . 

ou commençons par pous er le ymbole de négation vers les feuille . Ensuite nous 
éliminons les double négation . 

p p 
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Nous colorions les feuilles conformément au modèle, puis nous indiquons quel joueur 
gagne la partie aux variables et négations de variables propositionnelles. Pour cela : 

o si la feuille n'est pas surmontée d'un symbole de négation, nous plaçons sur elle le 
symbole si la feuille est coloriée en vert, et si la feuille est coloriée en rouge. 

o si la feuille est surmontée d'un symbole de négation, nous plaçons un jeton qui la 
recouvre elle-même ainsi que le symbole de négation. Ce jeton est si la feuille est 
coloriée en rouge, et si la feuille est coloriée en vert. 

Nous désignons ensuite les joueurs associés aux nœuds qui ne sont pas des feuilles. Pour 
cela, nous plaçons respectivement les symbole e et • sur les nœuds occupés par respec­
tivement "V" et "/\". Puis, nous appliquons l'algorithme de coloriage pour déterminer le 
vainqueur. 
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Ce qui nous donne les tratégie gagnante uivante pour le F alsificateur. 
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8 Table de vérité 

R ésum é ,N.!!. 12 Pour présenter l 'évaluation d'une formule 4; dans ses diffé­
rents modèles possibles, on utilise un tableau dénommé table de vérité . Puisque 
l'évaluation d'une formule passe par l 'évaluation de ses sous-formules, chaque 
rangée de ce tableau correspond à un modèle possible, chaque colonne représen­
tant une sous-formule. 

Pour discerner si deux formules sont équivalentes ou non, il faut en principe regarder tous 
les modèles possibles de ces deux formules. Cela devient vite assez compliqué. La table de 
vérité est une réponse pratique à ce problème. Elle constitue une sorte de signature séman­
tique de la formule, parce qu 'elle représente tout simplement l'ensemble des informations 
sur tous les modèles possibles de cette formule , informations disposées de manière astucieuse 
sous forme de tableau. 

Si l'on s'arrête quelques secondes sur l'évaluation d'une formule dans un modèle, on 
s'aperçoit que pour évaluer correctement la formule , il nous faut évaluer t outes ses sous­
formules. En effet, si l'on regarde la formule comme un arbre, on voit bien que pour trouver 
la valeur de vérité de la racine de cet arbre (et donc de la formule elle-même) , il nous faut 
petit à petit calculer la valeur de vérité pour chacun des nœuds de l'arbre, en commençant 
par les feuilles (qui ne comportent que des variables propositionnelles) et en remontant à la 
racine. Si l'on se rappelle qu'un nœud de l'arbre définit une sous-formule (celle dont l'arbre 
est précisément le sous-arbre dont ce nœud forme la racine) et réciproquement, on s'aperçoit 
qu 'évaluer une formule revient à évaluer chacune de ses sous-formules. 

Cela néces ite encore plus d'effort , lorsqu il s'agit de procéder à l'évaluation d 'une formule 
dans chacun des modèles possibles. En supposant que cette formule contienne n variable 
propositionnelle, 2n modèles doivent être considérés et, dans chacun d 'eux, toutes les sous­
formules doivent être évaluées. 

La table de vérité est simplement une mise à disposition plus ou moins élégante de ce 
processus quelque peu rébarbatif. Au sens strict , lorsqu'on parle de la table de vérité d 'une 
formule , il s'agit uniquement d 'une présentation des évaluations de cette formule dans chacun 
de ses modèles possibles. Au sens large, la table de vérité inclut les étapes de la construction 
de ces évaluations qui passent nécessairement par l'évaluation des sous-formules. 

Plutôt que de donner une définition générale et rigoureuse qui serait extrêmement en­
nuyeuse, prenons tout de suite un exemple : 

Exemple 86 Considérons la formule 4; := P--+ (Q +----+ •P) . 
La table de vérité de 4; est définie de la manière suivante : 
Tout d 'abord on s'inquiète de savoir quel est le nombre de variables propositionnelles qu'il 
y a dans 4; . Dans notre cas il y en a 2, cela induit une table de vérité avec 1 + 4 lignes. Si la 
formule avait k variables propositionnelles, cela donnerait une table avec 1 + 2k lignes. Les 
k premières colonnes sont réservées aux variables propositionnelles, la k + 1 ème est pour la 
formule elle-même. Mais cette dernière colonne est subdivisée en autant de colonnes qu'il y 
a d 'occurrences de connecteurs logiques dans la formule elle-même. 
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1 p 1 Q 1 (P ---+ (Q ~ ' P)) 1 

1 ! 1 1 1 

Le but de ce calcul est de donner une présentation de toute les différentes valeurs de la 
formule cp en fonction des valeurs de vérité de variables propo itionnelles. Mais pour cela, 
il faut procéder par ordre en calculant le valeur des sou -formules des plus petites aux 
plus grandes. On commence donc par chercher le ous-formule de hauteur 1. En regardant 
l'arbre que constitue la formule, c est immédiat : 

~ 
p f------7 

~ 
Q --, 

1 

p 

Il n y a qu une eule sous-formule de hauteur 1 c est , p cela donne le début de tableau 
suivant : 

1 p 1 Q 1 (P ---+ (Q ~ ' P )) 1 

1 ! 1 1 1 

1 
1 
0 
0 

On pa e alors aux ous-formule de hauteur 2. Là aussi, il n y en a qu'une, il s'agit de 
Q ~ • P . On peut donc ai ément con truire maintenant le tableau ci-dessous : 

1 p 1 Q 1 (P ---+ (Q ~ • P )) 1 

0 0 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
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Ensuite, on passe aux sous-formules de hauteur 3. Là pour le coup il n'y en a encore 
qu'une seule et c'est celle qui nous interesse, la formule cp elle-même. Donc, sous le connecteur 
----+ de P ----+ ( Q +----+ -,p) se trouve la dernière colonne : 

1 P 1 Q 1 (P ----+ (Q +----+ ---, P)) 1 

0 0 1 0 1 
0 1 1 1 1 
1 0 1 1 0 
1 1 0 0 0 

Considérons un second exemple, un peu plus sophistiqué que le précédent : 

Exemple 87 Considérons la formule cp := ( (P 1\ -,Q) ----+ ( -,(P V R) +----+ -,Q)) . 
Comme cp contient 3 variables propositionnelles, la table de vérité de cp doit contenir 1+23 = 9 
lignes. 

0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

Jetons un oeil à l'arbre de notre formule afin de repérer les sous-formules de hauteur 1 : 

---* 

~ 
(\ +----+ 

~ ~ 
p ---, ---, ---, 

1 

Q 
v 

Q 

~ 
p R 

Ici il y a trois sous-formules de hauteur 1 : -,Q qui apparaît deux fois , et P V R. Cela 
permet de remplir les trois colonnes suivantes : 
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0 0 0 1 0 1 
0 0 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 0 
1 0 0 1 1 1 
1 0 1 1 1 1 
1 1 0 0 1 0 
1 1 1 0 1 0 

On passe ensuite aux sou -formules de hauteur 2. Il y en a deux : P 1\ •Q et •(P V R) . 
On passe donc aux deux sous-colonnes correspondant à ces deux sous-formules : 

0 0 0 0 1 1 0 1 
0 0 1 0 1 0 1 1 
0 1 0 0 0 1 0 0 
0 1 1 0 0 0 1 0 
1 0 0 1 1 0 1 1 
1 0 1 1 1 0 1 1 
1 1 0 0 0 0 1 0 
1 1 1 0 0 0 1 0 

On passe ensuite aux sou -formules de hauteur 3. Là cette foi il n y en a qu'une seule. 
Il s'agit de ( •(P V R) +------+ •Q) . Le tableau devient donc : 

0 0 0 0 1 1 0 1 1 
0 0 1 0 1 0 1 0 1 
0 1 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 1 0 0 0 1 1 0 
1 0 0 1 1 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 0 1 0 1 
1 1 0 0 0 0 1 1 0 
1 1 1 0 0 0 1 1 0 
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On arrive enfin à la formule elle-même puisqu'elle est de hauteur 4. En s'appuyant sur 
les colonnes coloriées en bleu foncé, pour le dernier connecteur, nous obtenons la table de 
vérité suivante : 

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 
0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 
1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 
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9 Tautologies et contradictions 

Résumé N!. 13 Les formules vraies dans tous les modèles possibles sont ap­
pelées tautologies. Les formules fausses dans tous les modèles possibles sont 
appelées contradiction . 

163 

Une tautologie est une formule vraie dans tout modèle possible. Autrement dit , aucun 
modèle ne permet de l'invalider. Elle est toujours vraie quelles que soient les circonstances. 

Définition 88 Soit cp une formule du Calcul Propositionnel, 

cp est une tautologie ssi pour tout modèle M , M F= cp . 

Notation 89 On dénote par T (''top", "true ") une formule vraie dans tout modèle; Et _l 

("bottom ", "false ") une formule qui n'est vraie dans aucun modèle. 

Ou pour le dire autrement, cp est une tautologie si et seulement si cp = T ; elle est donc 
universellement valide. 

Remarque 90 Il y a un lien très for t entre la notion de tautologie et celle d 'équivalence : 
deux formules cp et 'ljJ sont équivalentes si et seulement si la formule cp f-----t 'ljJ est une tauto­
logie. 

Définition 91 Soit cp E F 

cp est une contradiction ssi • cp est une tautologie. 
i.e. cp est une contradiction ssi cp =l_. 

Une contradiction est donc une formule qui est fausse dans tout modèle possible, elle n 'a 
par conséquent pas de modèle, ce qui correspond à la notion intuitive de contradiction comme 
quelque chose qui ne peut jamais avoir lieu. Du point de vue logique, une contradiction est 
quelque chose qui ne peut jamais être réalisée , si lon entend par réalisation d 'une formule 
son interprétation dans un modèle qui la satisfait, c'est-à-dire dans lequel elle est vraie. 

Exemples 92 les formules uivantes sont des tautologies : 

(1) idem potence de la conjonction et de la disjonction 

(a) (P 1\ P ) f-----t P (b) ( P V P ) f-----t P 

(2) commutativité de la conjonction di jonction et de la double implication 

(a) (P V Q) f-----t (Q V P ) 

(b) (P 1\ Q) f-----t ( Q 1\ P) 

( c) ( p f-----t Q) f-----t ( Q f-----t p ) 
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(3) associativité de la disjonction, de la conjonction et de la double implication 

(a) ((P V Q) v R) +------* (P V (Q V R)) 

(b) ((P 1\ Q) 1\ R) +------* (P 1\ (Q 1\ R)) 

( c) (( P +------* Q) +------* R) +------* ( P +------* ( Q +------* R )) 

( 4) distributivité de la disjonction par rapport à la conjonction et réciproquement 

(a) (P v (Q 1\ R)) +------* ((P V Q) 1\ (P V R)) 

(b) (P 1\ (Q v R)) +------* ((P 1\ Q) v (P 1\ R)) 

(5) lois d 'absorption 

(a) (P 1\ (P V Q)) +------* P 

(6) lois de De Morgan 

(7) contraposée 

(a) (P----+ Q) +------* (•Q----+ ·P) 

(b) (P V (P 1\ Q)) +------* P 

(b) •(P 1\ Q) +------* (•P V •Q) 

(8) version sémantique de l'absurde classique 14 

(a) ,,p +------* p (b) ( p ----+ Q) +------* ( ,p v Q) . 

Le dual de la notion de tautologie est parfois appelé du vieux nom d'antilogie, d'autres 
fois de celui de contradiction. 

Remarque 93 Un raisonnement consiste généralement à partir d'une tautologie et à che­
miner par implication jusqu'à la formule désirée. Comme le point de départ, c'est-à-dire 
la prémisse de notre suite d'implications, est une tautologie (donc une formule vraie dans 
n'importe quel modèle), chaque conséquence d'une implication est également une tautologie. 
Par conséquent , la formule finale est elle-même une tautologie. Ou pour le dire autrement, 
un raisonnement (pour autant qu'il soit valide) chemine généralement de tautologie en tau­
tologie. 

Dans le raisonnement par l'absurde - encore appelé preuve par l 'absurde ou preuve par 
contradiction - la notion de contradiction joue un rôle primordial. Dans ce type de raison­
nement , on souhaite montrer qu'une formule 4> est une tautologie. 

14. Voir le chapitre sur la théorie de la démonstration à la page 200. 
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On procède comme suit: on suppose premièrement que cp ne t pas une tautologie et donc 
que •cp est vraie dans au moin un modèle. Pui , au terme d 'une suite de déductions, on 
aboutit à une contradiction ('If; ). Le raisonnement a donc montré que la supposition entraînait 
une contradiction. Pour être plus précis, on se retrouve avec le fait que dans les modèles où 
•cp est vraie, la formule •cp ---+ 'lj; est également vraie puisque le raisonnement est valide. Or 
cette formule est équivalente à la formule ••cp V , elle-même équivalente à cp V 1_ , puisque 
'lj; est une contradiction. Finalement, la formule cp V l_ est trivialement équivalente à cp , ce 
qui montre que dans les modèles où •cp est vraie la formule cp est vraie. Par conséquent, 
il n'y a pas de modèle où • cp e t vraie. Ce t donc que •cp e t une contradiction, d 'où l'on 
déduit immédiatement que cp e t une tautologie. 

En suivant ce raisonnement, nous trouvons la tautologie suivante : •cp ---+ 'lj; . Il s'agit 
bien d'une tautologie puisque dans les modèles où •cp est fausse , la formule • cp ---+ 'lj; est 
vraie chaque fois; et dans ceux où • cp e t vraie le raisonnement a montré qu'on aboutissait 
à 'If; , qui est toujours fausse. 
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10 Formes normales 

Résumé N~ 14 Etant donnée une formule cjJ , ses formes normales sont de la 
forme cPA,v et c/Jv,A · Elles satisfont c!JA,v = c/Jv,A = cjJ et répondent au souhait 
suivant : quel que soit le modèle M, dans le jeu d'évaluation [v (M , c/Jv,A ) le 
V érificateur choisit d'abord, le F alsificateur ensuite, puis le jeu s'arrête. Dans 
le jeu d'évaluation [v (M, cPA,v ), le Falsificateur choisit d'abord, le V érificateur 
ensuite, puis le jeu s'arrête. 

Ce que l'on appelle généralement forme normale, c'est simplement la présentation d'un objet 
sous un aspect plus alléchant, sous une forme plus sympathique. Transcrire une formule 
sous une forme normale consistera donc, pour nous, à la mettre à disposition dans un habit 
attrayant de simplicité. Pour le dire encore autrement, nous allons remplacer cette formule 
par une formule équivalente dont les connecteurs sont joliment disposés, bien proprement 
rangés , magnifiquement ordonnés. 

10 .1 Forme normale disjonctive 

Supposons que l'on se donne un ensemble fini de variables propositionnelles : {P1 , . .. , Pn} 
ainsi qu'un modèle M du Calcul Propositionnel - par conséquent, une distribution de valeurs 
de vérité 8 sur ces variables P1 , ... , Pn. On aimerait trouver une formule cjJ qui contienne 
toutes ces variables (et elles seules) et ne soit vraie que dans ce seul modèle M. A ce 
problème, il y a une réponse toute simple : 

cP = (éoPo 1\ é1 P1 1\ . . . 1\ énPn) = 1\ éi Pi. 
l:S:i:S:n 

Où éi désigne "•" si 8(Pi) = 0 et f si 8(Pi) = 1 avec pour convention fP =P. 
Une manière de décrire la formule cjJ ci-dessus est de dire que sa table de vérité ne 

comporte que des 0 sauf sur la ligne correspondant aux valeurs de P1 , ... Pn définies par 8. 

Exemple 94 Soit M = 8 avec 8(P) = 8(Q) = 8(8) = 8(U) = 8(W) = 1 et 8(R) = 8(T) = 
8(V) = 0, 

la formule suivante n'est vraie que dans ce seul modèle (parmi les 28 modèles possibles) : 

Progressons à présent dans notre raisonnement en considérant toujours un ensemble fini 
de variables propositionnelles: {P1 , ... , Pn} · Choisissons parmi les 2n modèles possibles un 
certain nombre d'entre eux {Mi : i E J}. On aimerait maintenant se doter dune formule 
cjJ qui contienne uniquement ces variables propositionnelles et dont les modèles soient pré­
cisément ceux que l'on s'est donné. Ou pour le dir~ autrement, nous recherchons cjJ qui soit 
vraie dans tous les modèles M i pour i E I et fausse dans tous les autres. 

M F= cjJ ssi il existe i E I M = M i 
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Là encore, nous avons une réponse toute trouvée puisque nous savons déjà, pour chaque 
modèle M i, écrire une formule c/Ji qui ne soit vraie que dan ce euls modèles. Il nous suffit 
d 'écrire : 

Exemple 95 Soit 

(1) M 1 = <h avec (h(P) = 81(Q) = 1 et 81(R) = 0, 

(2) M 2 = 82 avec 82(P ) = 1 et 82(Q) = 82(R) = 0 

(3) M 3 = 83 avec 83(Q) = 1 et 83(P ) = 83(R ) = 0 

la formule suivante n 'est vraie que dans ce seul modèle (parmi les 23 

possibles) : 

( P 1\ Q 1\ ·R ) v ( P 1\ •Q 1\ · R ) v ( ,p 1\ Q 1\ ·R ) . 

8 modèles 

En fait , sans nous en rendre compte nous venons en chemin de démontrer le théorème 
suivant : 

Théorème 96 

Pour tout cp il existe 'ljJ sous forme normale disjonctive telle que cp = 'lj; . 
Définit ion 97 Une formule cp est sous forme normale disjonctive (en abrégé FND) s'il 
existe : 

{1) un entier k 2:: 1, 

{2) des entiers n 1 ... nk, 

{3) et pour chaque i E {1 , 2 ... , k} il existe : 

(a) n i variables propositionnelle : P i,j 1 , .. . P i, ] ni 

{b} ni éléments : Ei ,j 1 • . • Ei ,] ni parmi { •, f} 

tels que : 

cp = v ( 1\ Ei j P i,j) 

l~i~k l~j~ni 

(où par convention f P = P ). 

Preuve du Théorème 96 : Avant tout traitons le cas de cp lorsque celle-ci n 'a pas de modèles. 
Dans ce cas, cp est équivalente à n importe quelle contradiction par exemple P 1\ • P . Au 
contraire, lorsque cp admet au moins un modèle, il suffit de con idérer la table de vérité de 
la formule cp et de relever le modèles dans lesquels cette formule est vraie pour ensuite 
procéder comme nous l'avons fait au début de cette section. 

~ 96 
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10.2 Forme normale conjonctive 

Nous venons de voir que toute formule pouvait être mise sous forme normale disjonctive 
(en abrégé FND), c'est-à-dire sous forme d 'une disjonction de conjonctions de littéraux. 
Un littéral étant soit une formule atomique, soit la négation d'une formule atomique. Il est 
possible de faire de même en inversant disjonctions et conjonctions. 

Définit ion 98 Une formule cp est sous forme normale conjonctive s'il existe : 

{1) un entier k 2: 1, 

{2) des entiers n1, . . . , nk, 

{3) et pour chaque i E {1 , 2, . .. , k} il existe : 

(a) ni variables propositionnelles : P i,j1 , . .. , Pi ,Jni, 

{b) ni éléments : éi,j 1 , .• • , éi,Jni parmi { •, f} 
tels que : 

cp = 1\ ( V é· .p, ·) t,] t,] 

(où par convention fP = P). 

Nous remarquons que nous avons le même genre de résultat pour les formes normales 
conjonctives (en abrégé FND) que pour les formes normales disjonctives . 

Théorème 99 

Pour toute formule cp , il existe 'ljJ sous FNC telle que cp = '1/J . 

Preuve du Théorème 99 : Nous allons donner deux preuves différentes de ce théorème. La 
première est similaire à celle du théorème précédent sur les FND. Elle est donc sémantique 
au sens où l'on regarde les modèles d'une formule pour conclure. La seconde est syntaxique, 
elle est basée sur quelques règles de réécriture. 

(1) Soit cp la formule à mettre sous FNC, dont les variables propositionnelles sont P1 , ... , Pn· 
Considérons {Mi : i E I} l'ensemble des modèles dans lesquel cette formule est 
fausse. Si cet ensemble est vide, alors cp est une tautologie et 'ljJ = T marche. Sinon, 
considérons pour chaque i dans I, la formule : 

'ljJ •(é1P1 1\ é2 P2 1\ · · · 1\ ék P k) 

(é1'P1 V é2•P2 V ··· V ék Pk) 

V l '.SJ'.Sk EJ PJ 

où Ei • ssi M i 1= Pi ssi éi =f 
Ei f ssi M i tf Pi ssi é i = • 

Par construction, la formule '!/J i est vraie dans tous les modèles possibles de cp , à 
l'exception de M i· Ainsi la formule 'ljJ = 1\iE I '!/Ji est vraie dans tous les modèles 
possibles , à l'exception de tous les Mi pour i appartenant à I. Autrement dit , 'ljJ est 
vraie dans tous les modèles de cp : 

M 1= 'ljJ ssi M 1= cp 

ce qui signifie bien 'ljJ = cp . 
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(2) La seconde preuve repose sur un jeu de réécriture, lui-même défini à partir de substi­
tutions de formules équivalente . C'est d ailleur une méthode qui pourra tout aussi 
bien être utilisée pour mettre une formule ous forme normale disjonctive. 

L'idée est la suivante : 

(a) on part de cjJ qui est écrite dan le langage du Calcul Propositionnel, donc po­
tentiellement cjJ recèle les connecteurs ----+ ' et f----t". La première chose à faire 
consiste à se pas er d'eux. Pour cela on utilise (par exemple) les équivalences 
suivantes : 

(A) <po ----+ 'Pl = •<po V <p1 

(B) <po f--+ 'Pl = ( •<p1 V <po) 1\ ( •<po V epi) . 

Cela permet de transformer cjJ en la formule c/J' qui ne comporte plus que des 
connecteurs parmi { • , V, 1\}. 

(b) On peut également, et ce, à chaque étape e pa er des doubles négations puisque 
••cp est équivalent à <p . 

Exemple 100 Soit cjJ = •((•P----+ Q)----+ •(Q f--+ P)) , 

cP •( •( -,p ----+ Q) V •( Q f--+ P)) 

•( •( -,-,p V Q) V •( Q f--+ P)) 

•( •( -,-,p V Q) V •( ( •Q V P) 1\ ( -,p V Q)) 

•(•(P V Q) V •((•Q V P) 1\ (•P V Q)) . 

( c) On peut ensuite utili er le lois de De Morgan pour faire entrer les négations à 
l'intérieur des formules : 

o •( <po V <pi) = •<po 1\ •<p1 

o •(<po 1\ 'Pl) = • <po V ''Pl · 

Exemple 101 Soit cp = •( •(P V Q) V •( ( •Q V P) 1\ ( -,p V Q)) 

cp ••(P V Q) 1\ ••((•Q V P) 1\ (•P V Q)) 

(P V Q) 1\ ((•Q V P) 1\ (•P V Q)) 

(P V Q) 1\ (•Q V P) 1\ (•P V Q) . 

En répétant ce processus on se retrouve avec une formule cp" dont tous les sym­
boles de négation sont placés devant une variable propositionnelle et dont les seuls 
connecteurs binaires sont parmi {V, 1\}. 

( d) Il ne reste plus qu'à distribuer la disjonction par rapport à la conjonction en 
utilisant : 

et le tour est joué ... 
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Bien sûr, il est souvent nécessaire de répéter de nombreuses fois cette opération 
de distribution de la disjonction par rapport à la conjonction, mais il est clair qu 'à 
chacune de ces opérations, les symboles "V" descendent dans l'arbre de la formule, 
pour finalement ne plus relier entre eux que des littéraux. 

Une preuve en bonne et due forme de ce théorème se fait par induction sur la 
hauteur de la formule c/J considérée. On montre que la propriété est vraie pour 
les formules de hauteur 0, ce qui est évident . Puis on considère que c/J est de 
hauteur n + 1 en supposant que toutes les formules de hauteur n peuvent se 
mettre sous FNC. Il faut alors considérer les différents cas possibles pour c/J : 

négation, disjonction, conjonction, implication et double implication, chacun d 'eux 
renvoyant à de multiples sous-cas. La preuve est longue et ennuyeuse, mais facile 
et surtout correcte. 

~ 99 

Remarque 102 Le même argument que précédemment mutatis mutandis permet d'obtenir 
une formule sous FND. Il suffit, en effet, au lieu d'appliquer la distributivité de la disjonction 
par rapport à la conjonction, d'appliquer la distribut ivité inverse : 

Ainsi, au lieu de faire rentrer le "V" et faire sortir le "/\", on fait l'inverse. Pour le reste, le 
processus est identique. 

A noter également que si, au lieu de partir d'une formule quelconque, on part d'une 
formule déjà sous FNC, alors on obtient une formule sous FND en n 'appliquant que cette 
seule règle de distributivité du "/\"par rapport au "V". 

Exemple 103 Considérons la formule ci-dessous (sous forme linéaire et arborescente) : 

--+ 

--+ 
~ 

v v 

R 

~ 
-, +----+ 

1 ~ 
/\ Q p 

~ 
-, Q 
1 

p 

~ 
R p 
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cp _ -{-{•P ---+ (•R V Q)) V •((• (R A P ) V (Q ~ P)))) 

_ •(•(• • P V (•R V Q)) V • ((•(R A P ) V (Q ~ P )))) 

_ •(•(•• P V (•R V Q)) V • ((•(R A P ) V ((•Q V P ) A (•P V Q))))) 

_ •(•(••P V (•R v Q)) V • (((•R v · P ) V ((•Q V P ) A (•P v Q))) )) 

_ •(•(P V (•R V Q)) V •(((•R V · P ) V ((•Q V P ) A (•P V Q))))) 

- (• • (P V (•R V Q)) A ••(((•R V · P ) V ((•Q V P ) A (•P V Q))))) 

_ ((P V • R V Q) A (((•R V · P ) V (( •Q V P ) A (•P V Q))))) 

_ ((P V · R V Q) A (((•R V · P ) V (•Q V P )) A (((•R V • P ) V (•P V Q))))) 

- (P V ·R V Q) A ( · R V --, p V • Q V P ) A ( · R V --, p V --,p V Q) P FNC 

- (PV•R V Q ) A T A (•R V •P V Q ) P FNC 

_ (P V ·R V Q) A (•R V --,p V Q) P FNC 

_ (( P v · R V Q) A · R ) V ((P V · R V Q) A ·P) V (( P V ·R V Q) A Q) 

- ( P A ·R) V ( ·R A · R ) V ( Q A ·R) V ( P A ·P) V ( · R A · P ) 

V (Q A • P ) V (P A Q) V (•R A Q) V (Q A Q) P FND 
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- (PA ·R) V ·R V (Q A ·R) V (•R A ·P) V (Q A • P ) V (P A Q) V Q P FND 

_ ·R V (Q A • P ) V (P A Q) V Q P FND 

_ ·R V Q P FND . 
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11 Les connecteurs binaires 

Résumé N.! 15 Passage en revue des 16 connecteurs binaires possibles. 

Par abus de langage, on parle de la table de vérité du connecteur "1\" pour désigner la 
table de vérité de la formule P 1\ Q. De même, on parle de la table de vérité du connecteur 
"V" pour désigner celle de la formule P V Q . Ce procédé se généralise à n'importe quel 
connecteur. Ainsi, si* est un connecteur n-aire, on parlera de la table de vérité du connecteur 
* pour désigner en fait la table de vérité de la formule *(P1 , ... , Pn) · Par exemple, la table 
de vérité de la négation est la table de vérité de ,p : 

Il P Ill· 
Il o Ill 1 

Il 1 Ill o 

La table de vérité de "--+" est celle de P--+ Q : 

IP Il Q Ill--+ Il 
0 Il 0 Ill 1 Il 
0 Il 1 Ill 1 Il 
1 Il 0 Ill 0 Il 
1 Il 1 Ill 1 Il 

Si l'on songe maintenant à un connecteur binaire quelconque, que nous appelons *, sa 
table de vérité témoigne de la valeur de *(P, Q) - formule que l'on note généralement P * Q 
plutôt que *(P, Q) lorsqu'on a affaire à un connecteur binaire - dans les modèles possibles. 
Comme les variables propositionnelles P et Q peuvent prendre chacune deux valeurs, cela 
fait donc quatre modèles à considérer. Et comme également, dans chaque modèle, la formule 
P * Q peut prendre la valeur 0 ou 1, cela nous donne 24 = 16 possibilités pour la table de 
vérité de ce connecteur binaire. Autrement dit, il y a exactement 16 connecteurs binaires 
différents. Voici leurs tables de vérité résumés en un seul et unique tableau : 

1 P Il Q Ill j_ '/! +-1-- i1 Il +-+ Il 12 Il ++ II 0X' 1 1\ Il +------+ 7r2 --+ 7rl +--- 1 v Il T 
0 

0 

1 

1 

Il 0 Ill 0 1 0 1 0 Il 1 Il 0 1 o Il 1 0 1 0 1 o Il 
Il 1 Ill 0 0 1 1 0 Il 0 Il 1 1 0 Il 0 1 1 0 0 1 Il 
Il 0 Ill 0 0 0 0 1 Il 1 Il 1 1 o Il 0 0 0 1 1 1 Il 
Il 1 Ill 0 0 0 0 0 Il 0 Il 0 0 1 Il 1 1 1 1 1 1 Il 

Que remarque-t-on? 
o Tout d 'abord, on retrouve les quatre connecteurs binaires que nous utilisons depuis 

le début de ce chapitre (v , /\, --+ +------+ ). 

1 

1 

1 

1 
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Mais également le dual de chacun d'eux ( '/! 1/. -f-7 +f--t ), c'est-à-dire les opposés 
exacts de précédents, ceux qui prennent la valeur exactement inver e dans un même 
modèle. Pour être tout à fait préci on a 1 équivalence suivante entre un connecteur 
et son dual : 

P 1 Q = -.(P * Q). 

o On trouve aussi 1 implication inverse ( ~) avec son dual (tf- ). 

o On trouve également un connecteur (T ) qui prend toujour la valeur 1. On l'appelle 
d 'ailleurs T pour true, car il donne toujours le Vrai dans n 'importe quel modèle. Et 
puis il y a son dual (.l) qui prend toujour la valeur 0 dans n importe quel modèle. 
Il est par conséquent associé au Faux. 

o Et finalement, on trouve les deux connecteur - 1r1 1r2 - qui donnent à la formule 
P * Q, respectivement la valeur de P et la valeur de Q ainsi que leurs duaux - '11 , 

'12 · 
Remarque 104 Chacun des 16 connecteurs binaires peut être exprimé par une formule 
du Calcul Propositionnel. Ou pour le dire plus précisément, à chaque connecteur binaire * 
correspond une ou plusieurs formule du Calcul Propositionnel cp (avec pour seule variable 
proposit ionnelle P et Q) , telle que P * Q et cp ont équivalentes. Ce qui revient à dire que 
tout ce qui peut être exprimé en utili ant ces connecteurs, peut également l être en n utilisant 
que ceux du Calcul Propositionnel. 

Exemples 105 

(1) p .l Q = p f----t -,p 

(2) P '/! Q = -.(P V Q) 

(3) P -f-7 Q = -.(P ----+ Q) 

(4) p 'Il Q = -,p 

(5) P tf- Q = -.(Q----+ P) 

(6) p fr2 Q = -.Q 

(7) P +f--t Q = -.(P f----t Q) 

( ) p 1/ Q = -.(P 1\ Q) 

(9) p ~ Q = Q --+ p 

(10) P T Q = P f----t P 

(11) p 1fl Q = p 

(12) p 7f2 Q = Q 

On peut donc aisément déduire de ce qui précède que pour n 'importe quelle formule 
écrite en utilisant la négation et n importe lesquels de ces connecteurs, on peut trouver une 
formule écrite avec les seuls connecteurs du Calcul Propositionnel (---, V, 1\, ----+,f----t) qui lui 
soit totalement équivalente. 

Un ré ultat encore plus intére ant nous attend. Ce que nou venon de faire pour les 
connecteurs binaires peut également être entrepris pour les connecteurs d 'arités supérieures 
quelconques. On peut très bien imaginer de connecteurs n-aires pour un entier n quel­
conque. n connecteur n-aire est implement quelque chose qui prend n formules et vous en 
rend une. La seule petite différence ré ide dans la manière de les écrire. En effet, avec les 
connecteurs unaires ( c est-à-dire pour nous la négation), nous écrivions le connecteur juste 
devant la formule, tandis qu 'avec les connecteurs binaires, nous disposions ceux-ci entre les 
deux formule qu'ils reliaient. Là il nous faut imaginer un autre artifice. Mais l'idée du 
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connecteur reste la même, le connecteur relie toujours des formules. On peut par exemple 
utiliser la notation $(P 1 , .. . , Pn) , c'est là simplement le même genre de notation que si l'on 
écrivait -.(P ) au lieu de -,p ou v(P, Q) au lieu de P V Q. Dès lors, donner l'interprétation 
sémantique de ce connecteur revient tout simplement à procurer sa table de vérité. 

Si l'on définit tous les connecteurs d'arité quelconque que l'on souhaite, et qu'ensuite on 
forme la formule de notre choix avec tous ces connecteurs (en les réutilisant à volonté), alors 
cette formule obtenue est toujours équivalente à une formule du Calcul Propositionnel. La 
raison de tout cela réside dans la remarque suivante : 

Trouver une formule cp du Calcul Propositionnel équivalente à une formule quelconque'"'(, 
c'est trouver une formule qui ait exactement les mêmes modèles que '"Y · Il suffit simplement 
que cp décrive ces modèles et rien que ceux-là pour obtenir le résultat escompté. Dans le 
cas particulier où la formule '"Y n'a pas de modèle, n'importe quelle formule cp qui est une 
contradiction fait l'affaire. 

Supposons que les variables propositionnelles de '"Y soient P1 , P2, P3 , P4, P5, P6 et imagi­
nons que M soit un modèle de '"Y (M F= '"Y) dans lequel P2 et P5 sont faux et toutes les autres 
variables vraies. La formule suivante n'est vraie que dans ce seul modèle de cp (parmi les 26 

modèles possibles : 

cpM = (pl Â -,p2 1\ P3 1\ P4 1\ -,p5 1\ p6) · 

Maintenant, considérons M 1 , M 2 , ... , Mn une énumération de tous les modèles de cp (tous 
les M i tels que M i F= '"Y) et formons la disjonction des formules cpMi pour tous ces modèles, 
on obtient alors une formule qui est vraie dans un modèle possible de '"'( si et seulement si '"'( 
est vraie dans ce modèle : 

cp = v cpMi· 
l ::=;i::=;n 

Notation 106 
o T (pour "True ") désigne le connecteur 0-aire (cela signifie qu'il ne prend pas de 

formule et vous en rend une) que l'on interpète toujours par 1. 

o l_ désigne le dual de T, c'est donc le connecteur 0-aire que l'on interpète toujours 
par O. 
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12 Systèmes complets de connecteurs 

Résumé N'!. 16 Un système de connecteurs est complets il permet, à équiva­
lence près, d'engendrer toute formule. fl est de plus minimal si aucun connec­
teur ne peut en être retiré sans détruire la complétude du système. Les systèmes 
{ •, /\}, { •, V} et { •,----+} ont complets minimaux. Les deux seuls connecteurs 
binaires, qui chacun engendre un système complet, sont les barres de Sheffer 
disjonctive et conjonctive 1/ '/! . Les règles du jeu d'évaluation associé à la barre 
de Sheffer conjonctive déterminent un jeu alternant parfait le V érificateur 
commençant la partie. Celles du jeu associé à la barre de Sheffer disjonctive 
sont rigoureusement les mêmes le F alsificateur débutant la partie. 
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Nous avons vu qu étant donné un ensemble de connecteurs quelconques, n 'importe quelle for­
mule écrite dans ce langage pouvait être équivalente à une formule du Calcul Proposit ionnel. 
Cela signifie que tout ce que l on peut exprimer dan le cadre de la logique proposit ionnelle 
peut l'être également sou la forme du Calcul Proposit ionnel (basé ur le système de connec­
teurs { •, V /\, ----+ , +----+}) que nou avons choi i. 

Mais nous avons en fait beaucoup mieux que cela pui que nous savons qu 'une formule du 
Calcul Proposit ionnel e t toujour équivalente non eulement à une formule écrite avec pour 
seuls connecteurs "• " et "V ', mai aussi à une formule écrite avec pour tous connecteurs 
"•" et "/\ '. 

Est-ce que cette propriété est encore vérifiée si lon ne considère plus que "V" ou bien 
plus que "1\' ? La répon e e t négative et nou allon voir pourquoi. 

Définition 107 Soit {$1 ... , $k} un ensemble de connecteurs d arités quelconques, 

{1) {$1, .. . , $k} est un système complet ssi pour toute formule cp E F , il existe une formule 
r écrite dans le langage VA R U {$1, .. . , $k} U {) (} telle que 

{2) {$1, . . . , $k} est un système complet minimal si aucun sous-ensemble strict A Ç 
{$1, .. . $k} n'est un système complet de connecteurs. 

Remarques 108 

(1) { • , V} est un système complet de connecteurs. 

(2) { • 1\} est un système complet de connecteurs. 

( 3) { • , V, 1\ ----+ , +----+} est un système corn pl et de connecteurs mai ce n ' e t pas un 
système complet minimal puisque { • , V} en est un sous-ensemble strict qui est un 
système complet de connecteur . 
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P ropos it ion 109 

{1) { •, V} est un système complet minimal de connecteurs. 

{2) { •, /\} est également un système complet minimal de connecteurs. 

{3) { •, V,/\,---+,+------+} est un système complet de connecteurs, mais ce n'est pas un sys­
tème complet minimal puisque { •, V} en est un sous-ensemble strict qui est un sys­
tème complet de connecteurs. 

Preuve de la Proposition 109 : Les preuves de (1) et (2) sont rigoureusement les mêmes, en 
intervertissant "V" et "/\". Nous prouvons donc uniquement (1). Il nous suffit de montrer 
qu'aucun sous-ensemble strict de { •, V} n 'est un système complet. Nous étudions donc les 
différents cas, les seuls sous-ensembles de { •, V} étant : 

(1) { } = 0 : dans ce cas, le résultat est évident puisque les seules formules que l'on peut 
construire avec ce système de connecteurs sont les variables propositionnelles. Or, il 
est par exemple rigoureusement impossible de trouver une formule qui ne soit qu 'une 
variable propositionnelle R et soit équivalente à P V Q. Puisque dans tous les cas 
(R = P, ou bien R = Q, ou bien encore R =/= P, Q), la formule R+------+ (P V Q) n 'est 
pas une tautologie : 

(a) si R = P, considérer le modèle dans lequel P est faux, alors que Q est vrai, 

(b) si R = Q, considérer le modèle dans lequel Q est faux, alors que P est vrai, 

( c) si R =/= P, Q, considérer n 'importe quel modèle dans lequel R est faux, alors que 
Pest vrai. 

(2) { •} : ce cas est très semblable au précédent , puisqu'une formule écrite avec ce système 
de connecteurs est de la forme -, ... -, R. 

'-.r--' 
n 

Elle est donc elle-même équivalente à R si elle contient un nombre pair de symbole 
de négation, et à ·R si elle en contient un nombre impair. Il nous suffit de trouver 
une formule du Calcul Propositionnel qui ne puisse être équivalente à une formule de 
la forme R ou •R. La même formule P V Q convient tout à fait : 

(a) siR= P: 

(A) si le nombre de négation est pair : considérer le modèle dans lequel P est faux, 
alors que Q est vrai, 

(B) si le nombre de négation est impair : considérer n'importe quel modèle dans 
lequel P est vrai. 

(b) siR= Q: 

(A) si le nombre de négation est pair : considérer le modèle dans lequel Q est faux, 
alors que P est vrai, 

(B) si le nombre de négation est impair : considérer n'importe quel modèle dans 
lequel Q est vrai. 

( c) si R =/= P, Q : 
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(A) si le nombre de négation est pair: considérer n importe quel modèle dans lequel 
R est faux, alors que P e t vrai. 

(B) si le nombre de négation est impair : considérer n'importe quel modèle dans 
lequel R est vrai alors que P est vrai. 

(3) {V} :ce cas est un peu plus compliqué car nous pouvons créer une infinité de formules 
non équivalentes, deux à deux, avec ce seul connecteur. Mais nous allons montrer que 
nous ne pouvons pas créér de formule équivalente à •P. Remarquons tout d'abord 
que les seules formules que nous pouvon construire sont de la forme (P1 V ... V Pk)· 
Procédons alors par 1 absurde, c e t-à-dire que nous allons supposer le contraire : il 
existe une formule (P1 V ... V Pk ) équivalente à •P. Il uffira de considérer un modèle 
dans lequel P, P1 ... Pk sont toutes vraies pour obtenir une contradiction. 

-1 109 

Nous avons donc trouvé un système à deux connecteurs qui soit non seulement complet, 
mais aussi minimal. Existe-t-il un ensemble qui ne contienne qu 'un seul connecteur et soit 
complet (et donc nécessairement minimal)? Il apparaît clairement que s il en existe un, ce 
ne peut pas être un connecteur unaire. Qu'en est-t-il des connecteurs binaires? La réponse 
est positive : il y en a en fait deux. 

Définition 110 Les connecteurs binaires '/1 et lj sont appelés, respectivement, barre de 
Sheffer disjonctive et barre de Sheffer conjonctive, ils sont définis par : 

{1) P '/I Q = •(P V Q), 

{2) P lj Q = •(P 1\ Q). 

Ces connecteurs sont appelés barre de Sheffer, car ils sont souvent notés sous forme 
d'une barre verticale. Nous préférons le noter '/1 et lj afin de mieux représenter ce qu' ils 
signifient. 

Proposit ion 111 

{ 1) { '/1 } est un système complet minimal. 

{2) { lj} est également un système complet minimal. 

Preuve de la Proposition 111 : Les deux cas se traitent de manière similaire. Nous allons 
considérer simplement le cas de la barre de Sheffer conjonctive. Le caractère minimal est 
immédiat, il nous suffit donc de montrer que { '/1} est un système complet. Il nous faut mon­
trer que pour toute formule cp E F , il existe une formule écrite avec pour seul connecteur 
'ji. Pour faciliter la preuve, on peut déjà supposer, sans perte de généralité, que la formule 

cp ne comporte que la négation et la disjonction pour seuls connecteurs logiques. (Nous pou­
vons effectivement faire cette supposition car { • , V} est un y tème complet). La preuve se 
déroule par induction sur la hauteur des formules : 

(1) Si cp est de hauteur 0, alors cp = P et la formule (P 'ji P) 'ji (P 'ji P ) convient tout à 
fait puisque nous avons : 

(P '/1 P) 'j!(P '/1 P) •((P ji P) V (P ji P)) 

•(P '/1 P ) 

••(P V P ) 
-,-,p 

P . 
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(2) Nous supposons maintenant que la propriété que nous voulons montrer est vérifiée de 
toutes les formules de hauteur au plus n. Nous cherchons à montrer qu'elle est alors 
également vérifiée pour des formules de hauteur n + 1. Soit donc cp de hauteur n + 1. 
Nous devons distinguer deux cas : 

(a) Si cp = -. cp : par hypothèse d'induction, puisque cp est de hauteur n, elle est 
équivalente à une formule '1/J' qui ne s'écrit qu'avec le connecteur ji. La formule 
'1/J' '/! '1/J' convient puisque : 

-.('lj; ' v '1/J') 

cp. 

(b) Si cp = cpo V cp1 : par hypothèse d'induction, puisque cp0 et cp1 sont de hauteur 
au plus n, elles sont équivalentes respectivement à cp~ et cp~ , deux formules qui 
ne s'écrivent qu'avec le connecteur '/!. La formule ( cp~ ji cp~) ji ( cp~ ji cp~) convient 
puisque: 

--, ( ( cp~ '/! cp~ ) v ( cp~ '/! cp~ ) ) 
--, ( cp~ '/! cp~ ) 
-.-.( cp~ v cp~) 
cp~ v cp~ 
cpo V cpl 
cp 

~ 111 

Cette preuve conclut l'étude des systèmes complets de connecteurs et avec elle, celle de 
la sémantique du Calcul Propositionnel. Ce chapitre concernait la notion de modèle. Dans 
le chapitre suivant, nous nous intéresserons à la notion de preuve. Le but est ensuite de faire 
se rejoindre ces deux approches au travers du théorème de complétude (Théorème 139). 

Pour aller plus avant : 

La sémantique du Calcul Propositionnel telle que nous l'avons présentée - c'est-à-dire sous forme ludique 
ou dynamique par le biais de jeux d'évaluation, par opposition à la manière statique via les notions de 
distributions de valeurs de vérité étendues et de tables de vérité - fait partie de ce que l'on appelle la 
sémantique des jeux. Parmi les auteurs récents qui adoptent une telle approche, le lecteur pourra se reporter 
avec intérêt aux travaux de Johan van Benthem [vB01][vB03] [vB06]. Avant lui , la sémantique des jeux fut 
popularisée par Jaakko Hintikka [HS79]. Elle remonte encore plus avant, puisqu'elle trouve son origine dans 
la notion de logique dialogique - ou "dialogische Logik" en allemand - introduite dans les années 1950 par 
Paul Lorenzen et Kuno Lorenz [LL78]. 

Le lecteur qui souhaiterait pénétrer le vaste domaine que constitue la théorie des jeux pourra se référer 
à "Came theory : a very short introduction" de Ken Binmore [Bin07], "Playing for Real : A Text on Came 
Theory" de Ken Binmore [Bin12], "Came theory. 1991" de Drew Fudenberg et Jean Tirole [FT91], "A 
primer in game theory" de Robert Gibbons [Gib92], "A course in game theory " de Martin J. Osborne et 
Ariel Rubinstein [OR94], "Theory of games and economie behavior " de John von Neumann et Oskar 
Morgenstern [vNM07], "An introduction to game theory" de Martin J. Osborne [Osb04]. 

Le lecteur curieux retrouvera, dans la plupart des manuels de logique traitants du Calcul Propositionnel, 
les résultats entrevus dans ce chapitre. S'il souhaite aiguiser son appétit, il pourra le frotter aux ouvrages 
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suivants : "Intermediate logic" de David Bostock [Bos97], "M athematical logic" de lan Chiswell et Wilfrid 
Hodges [CH07], "Introduction to Mathematical Logic' d 'Alonzo Church [Chu96], "Logique mathématique, 
tome 1 : Calcul propositionnel ; algèbre de Boole ; calcul des prédicats" de René Cori et Daniel Lascar 
[CLK03a], "La logique ou l 'art de raisonner" de Yannis Delmas-Rigoutsos et René Lalement [DRLOO], 
"Einführung in die mathematische Logik" de Heinz-Dieter Ebbinghaus, Jorg Flum et Wolfgang Thomas 
[EFT78], "A mathematical introduction to logic" de Herbert B. Enderton [End72], "A first course in logic : 
an introduction to madel theory, proof theory, computability, and complexity" de Shawn Hedman [Hed04] , 
"Mathematical Logic " de Stephen C. Kleene [Kle67] "Introduction to mathematicallogic"d'Elliot Mendelson 
[Men97], "Mathematicallogic : a first course" de Joel W . Robbin [Rob69], "An introduction to formallogic" 
de Peter Smith [Smi03], "Introduction à la logique " d 'Alfred Tarski [Tar69], "Mathematicallogic" de George 
Tourlakis [Toullb], "Logique élémentaire : cours de base pour informaticien" de Jacques Zahnd [Zah98]. 

Enfin et pour des raisons historiques , nous recommandons au lecteur philosophe tourné vers Kant de 
jeter un œil à "Sur la logique et la théorie de la science" de Jean Cavaillès [ Cav4 7]. 

Tout autre chose, parmi les applications de la logique il en est une relativement immédiate : la résolution 
d'énigmes. En règle général, leurs résolutions passent par le fait d 'expliciter l 'ensembles des modèles possibles 
à considérer, puis à éliminer ceux qui ne satisfont pas telle ou telle condition de l'énigme. Les livres de 
Raymond M. Smullyan recèlent d 'énigmes à foison : "This book needs no title : a budget of living paradoxes " 
[Smu86], "What is The Name of This Book ?(The Riddle of Dracula and Other Logic Puzzles)" de Raymond 
M. Smullyan [Smullb], mais encore "The Lady or the Tiger ? : and Other Logic Puzzles" [Smu09a], "Alice 
in puzzle-land: A Carrollian tale for children under eighty" [Smulla], "To Mock a Mockingbird : and other 
logic puzzles including an amazing adventure in combinatory logic" [SmuOO], "Logicallabyrinths" [Smu09b] . 





Chapitre 3 

Théorie de la démonstration 

1 Avant-goût s sur la notion de preuve 

Nous rappelons que pour des raison de lisibilité, nous omettons d'écrire les parenthèses 
extérieures dans les formule ous forme linéaire. Ain i nou écrivons par exemple cjJI\'ljJ au 
lieu de (cjJ/\'Ij;) , ou bien cjJ-----+ (c/JV• ) au lieu de (c/J-----+ (c/JV•'I/J)) . 

Qu'est-ce qu 'une argumentation, un rai onnement , une preuve? Dans ce chapitre, nous 
répondons à la question "qu'est-ce qu une preuve? ' en quoi con iste une démonstration?", 
"comment se déroule un rai onnement? comment se construit une argumentation?". Nous 
faisons même mieux que simplement définir ce qu 'est une démonstration, on en explicite 
la théorie. Ainsi , la démonstration elle-même devient un objet d'étude un objet sur lequel 
nous allons nou pencher pour en étudier la nature. 

Intuitivement une preuve est un argument qu un interlocuteur propo e à quelqu'un pour 
le convaincre de la véracité d une assertion. Cet argument repose sur un certain nombre 
d 'hypothèses admises par le différent protagoni tes. Donc une preuve est un objet : 

o de longueur finie , 
o vérifiable par des moyens mécanique rudimentaires, 
o qui comporte une conclusion 
o 'appuyant sur des hypothè e . 

Autrement dit une preuve repose ur l'usage de règles de déduction simples, appliquées 
en chaîne à des hypothèses pour aboutir à une conclusion. 

ous allon dan un deuxième temp nous intéresser à ce règle de déductions impies et 
exprimer de manière formelle ce qu est une preuve et ce qu 'e tune démonstration en logique 
propo itionnelle. Mais avant cela, nous allons entrer dans un premier temps en contact avec 
ce qui se joue de manière informelle dan les argumentations, les rai onnements que nous 
rencontron quotidiennement. 

Quelques exemples d'argumentation 

Prenons tout de suite un exemple d 'argumentation - de type démon tratif - emprunté à 
"Critical Thinking : A concise guide" de Tracy Bowell et Gary Kemp [BK lü] que nous 
présenton ici traduite en françai . 
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"Une fois de plus, nous devons faire fa ce à l 'attitude sordide des jeunes s'adonnant à la 
boisson en centre ville et se révélant un facteur de chaos. Les récents troubles à l 'ordre public 
perpétrés à York étaient parmi les pires que nous ayons connus. Cela se produit tellement 
souvent qu 'il semble maintenant que les gens en soient réduits à hausser les épaules et 
accepter de telles prouesses comme un fait de la vie, ou une loi de la nature. 

Alors, devons-nous simplement nous résigner à accepter cela ? En sommes-nous réduits 
à accepter que nos jeunes perdent les meilleures années de leur vie à se conduire en voyous ? 
Devons-nous rester les bras croisés ? 

Pour ma part j e ne le crois pas. D 'autant qu 'il y a une solution toute trouvée. Tournons­
nous en effet vers un vieux remède afin de traiter un mal nouveau : le service militaire 
obligatoire. Puisqu 'on enseignerait à ces jeunes des habitudes de discipline et qu 'on les for­
m erait à l 'esprit communautaire, il est évident que ces jeunes gens seraient bien moins sujets 
à créer toute sorte de troubles lorsqu 'ils en auraient fini avec la vie militaire. " 1 

Lorsqu'on tente de reconstruire l'argumentation d 'un texte comme celui-ci, la première 
chose que l'on fait consiste à se débarrasser des oripeaux sans rapport avec le raisonnement . 
C'est le cas par exemple des expressions du type "Tournons-nous en effet vers un vieux 
remède . .. " ou de " ... il y a une solution toute trouvée". Cela permet de retrouver la structure 
argumentative de ce discours qui fonctionne comme une sorte de squelette du raisonnement. 
Nous pouvons en effet dégager les deux hypothèses ou prémisses suivantes qui mènent à une 
première conclusion intermédiaire : 

(Pl) Si les jeunes britanniques parvenaient à acquérir des habitudes de discipline et un 
esprit communautaire, alors le problème de l'alcoolisme et de l'hooliganisme serait 
réduit . 

(P2) S'ils effectuaient leur service militaire, les jeunes britanniques parviendraient à 
acquérir des habitudes de discipline et un esprit communautaire. 

(Cl) Si les jeunes britanniques effectuaient leur service militaire, le problème de l'al­
coolisme et de l'hooliganisme parmi eux serait réduit. 

Cette première conclusion intermédiaire est ensuite utilisée comme prémisse ou hypothèse 
pour, mise en rapport avec une troisième hypothèse, mener à la conclusion finale. 

(Cl) Si les jeunes britanniques parvenaient à acquérir des habitudes de discipline et un 
esprit communautaire, alors le problème de l'alcoolisme et de l'hooliganisme serait 
réduit. 

(P3) Quelque chose doit être fait pour réduire le problème de l'alcoolisme et de l'hooli­
ganisme parmi la jeunesse britannique. 

(C2) La Grande-Bretagne devrait réintroduire le service militaire obligatoire pour les 
jeunes britanniques. 

1. Extrait de Critical Thinking : A concise guide de Tracy Bowell et Gary Kemp. 
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Nous formaliserons ce raisonnement de la manière suivante : nous avons tout d 'abord 
deux hypothèses Pl et P2 desquelles découle une première conclusion Cl, nous écrirons 
cela 

Pl P2 ~Cl 

La première attitude à tenir face à une argumentation con i te à la dépouiller de son 
ornementation oratoire, puis en distinguer le hypothè es de conclusions. Ensuite, dans un 
deuxième temps, on pourra considérer la validité du raisonnement . 

Mais restons encore un peu sur cette première pha e de la structuration des arguments 
démonstratifs. Si vous entendez un ami vous dire ucette pauvre Carole s'est fait coincée en 
train de piquer dans la caisse. Elle est foutue". Vous reconstruirez l'argument comme suit, 
ce qui nécessite au préalable d avoir désamorcé la rhétorique associée. 

(Pl ) Si Carole est pri e en flagrant délit pour le vol de l'argent de la société, alors elle 
sera licenciée. 

(P2) Carole a été pris en flagrant délit pour le vol de l argent de la société. 

(Cl ) Carole sera licenciée. 

En plus de désamorcer la rhétorique il nous faut également, dans la reconstruction 
d 'arguments, faire intervenir des énoncé qui ne sont pas explicitement présents. Ils sont 
pourtant nécessaires à la bonne compréhen ion de l argument. n exemple de tel énoncé 
implicite se trouve dan l'argumentation suivante : 

- "Est-ce qu 'Evelyne est une personne bien éduquée?' 
- "Bien évidemment! Ne savez-vous pa qu 'Evelyne est une femme politique réputée?" 

La reconstruction de l'argument fait apparaître un énoncé implicite : toute femme poli­
tique réputée est bien éduquée. Il se pré ente donc ainsi : 

(Pl ) Evelyne e t une femme politique réputée. 

(P2) Toute femme politique réputée est bien éduquée. 

(Cl ) Evelyne est bien éduquée. 

Comme nous l'avons vu, il se peut aus i qu un argument fasse intervenir des énoncés qui 
ne sont pas précis. C'est le ca des énoncés qui ont flous. C est au ile cas des énoncés qui 
sont ambigus . Le caractère vague ou flou dun énoncé ne doit pourtant pas être confondu 
avec on ambiguïté. Un énoncé est ambigu s'il admet deux ignifications distinctes. C'est le 
cas par exemple de l'énoncé suivant : 

Le président Obama a annulé son voyage en Suisse pour faire du ski. 

Est-ce que le but du voyage d 'Obama en Sui e était de skier? Ou bien, le président a-t-il 
annulé son voyage en Suisse précisément parce qu il souhaitait aller skier? 

Pour continuer avec les présidents des Etat -Unis, 1 énoncé suivant joue sur le caractère 
flou vague, imprécis de l'expression "relations sexuelles" : 

u1 want you ta listen ta me. I'm going ta say this again : 1 did not have sexual relations 
with that woman, Miss Lewinsky." 2 

2. Bill Clinton le 26 janvier 1998. 
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Cette phrase n 'est pas ambiguë, elle ne prête pas à diverses interprétations contradic­
toires, mais le président de l'époque joue sur le caractère incertain, indéterminé de l'expres­
sion "relations sexuelles". 

Lors d 'un raisonnement , un type d'argument qui ne procède pas de la démonstration à 
proprement parlé intervient fréquemment. Il s'agit de l'argument inductif. Au contraire de 
l'argument déductif qui procède du général vers le particulier, celui-ci fonctionne à rebours : 
il procède du particulier vers le général. C'est le cas par exemple dans l'énoncé qui suit. 

- "Mon scarabée est passé au sèche-linge." 
- "Il est mort." 
- "Donc tous les scarabées meurent s'ils passent au sèche-linge." 

C'est le type d 'argument que l'on retrouve lorsqu'on induit du fait qu 'un certain échan­
tillon de la population possède une propriété P , que tout individu de la population en 
question possède cette même propriété P. Si l'on voulait reconstruire un argument induc­
tif sous forme de démonstration, il faudrait faire intervenir un facteur probabiliste dans 
l'attribution de la validité du raisonnement. 

- "Mon scarabée est passé au sèche-linge." 
- "Il est mort." 
- "Donc probablement tous les scarabées meurent s'ils passent au sèche-linge." 

La question serait alors celle de la probabilité de la conclusion. Quelle est la probabilité 
que je peux associer au fait que tous les scarabées meurent si on les passe au sèche-linge? 

La démonstration plus formellement 

Venons-en maintenant à ce qui se joue au coeur de la notion de démonstration. Regardons 
tout d 'abord les choses de manière intuitive. Nous verrons ensuite comment ces intuitions 
prennent formes lorsque nous étudierons le Calcul des Séquents. 

Un raisonnement est constitué d 'énoncés. Chaque énoncé est soit une destination, un 
objectif, un but à atteindre, soit au contraire une hypothèse, quelque chose qui est considéré 
comme donné et peut donc être utilisé dans la preuve. A tout moment d 'un raisonnement , 
il est toujours de la plus grande importance de bien faire la distinction entre ce qui doit être 
prouvé (et il peut y avoir de multiples objectifs) et ce qui au contraire peut être utilisé dans 
la preuve. Si on ne porte pas suffisamment attention à cette distinction, on court le risque de 
prendre comme hypothèse ce qui précisément est à démontrer, ce qui rend la démonstration 
caduque. 

Au début d 'une démonstration, il y a un but unique et un certain nombre d 'hypothèses. 
Mais ces hypothèses peuvent ensuite varier et l'objectif unique du départ se diviser en divers 
buts à atteindre. 

C'est le cas par exemple des étapes suivantes, qui toutes subdivisent un but en fonction 
de sa forme logique. Si le but est de la forme : 

+------+ : on remplace ce but 4J +------+ 'ljJ par les deux buts 4J --+ 'ljJ et 'ljJ --+ qy. 

--+ : deux directions sont alors possibles : 

o on remplace le but 4J --+ 'ljJ par le but 'ljJ tout en ajoutant l'énoncé <P à notre liste 
d'hypothèses. Cela signifie que pour démontrer un argument de la forme "Si A, 
alors B ", je suppose A et je cherche à démontrer B. 

o Ou bien on remplace tout simplement le but 4J --+ 'ljJ par sa contraposée • '1/J --+ • 4J. 
Pour montrer "Si A, alors B ", je cherche à montrer "Si non B, alors non A". 
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1\ : on remplace le but cp 1\ 'ljJ par les deux buts cp et 

V : deux direction sont alors possibles : 
o soit on remplace le but cp V 'ljJ par le but cp et l'on ajoute l'énoncé • '1/J aux hypo­

thèses. 

o soit on remplace le but cp V par le but 'ljJ et l'on ajoute l'énoncé • cp aux hypo­
thèses. 

-, : deux direction sont également po ible : 

o soit on remplace le but •cp par un nouveau but en "rentrant" le symbole de 
négation à l'intérieur de cp à l aide de lois de De Morgan. 

o soit on remplace le but • cp par le but l_ - c est-à-dire que l'on cherche à obtenir 
une contradiction - et on ajoute aux hypothè es 1 énoncé cp . Autrement dit , pour 
montrer la négation d 'un énoncé je uppo e cet énoncé et je cherche à obtenir 
une contradiction. 

l_ : il s'agit du cas où l'objectif est une contradiction. C'est typiquement ce qui apparaît 
lorsque la démonstration procède par l absurde. Dan ce cas, 1 objectif est de montrer 
à la fois une formule et sa négation. On cherche donc à montrer à la fois cp et •cp pour 
une formule cp bien choisie. 

Il faut ajouter à ces différentes utilisations du but dune démon tration, celui qui découle 
de la démonstration par 1 ab urde. Dans ce type de démonstration pour montrer un but cp -
et ce quel que soit la forme de ce but - on ajoute simplement l hypothèse • cp aux hypothèses 
et on remplace le but cp par le nouveau but l_ c est-à-dire la contradiction. 

Comment pouvons-nous également utili er le hypothèses au cours d 'une démonstration? 
De manière similaire à ce que nous venon de voir pour les objectifs, nous distinguons l'usage 
que nous faisons de hypothèses en fonction de leur forme logique. Si une hypothèse est de 
la forme: 

+------+ : on remplace 1 hypothèse cp +------+ 'ljJ par les deux hypothè e cp ---+ 'ljJ et 'ljJ ---+ cp . 

---+ : deux directions sont alor possibles à partir de 1 hypothèse cp ---+ '1/J . 
o soit on dispose du but '1/J et on remplace alors le but '1/J par le but cp . 

o soit on dispose également de l'hypothèse cp et on ajoute alors 'ljJ aux hypothèses. 

1\ : on remplace l'hypothè e cp 1\ par les deux hypothèse cp et 

V : on utilise l'hypothè e cp V afin de prouver le but courant () en prouvant ce dernier 
par deux fois : 

o une première foi en prenant cp comme hypothèse , 

o une seconde fois en prenant 'ljJ comme hypothèse. 

: on remplace 1 hypothèse •cp par une nouvelle hypothèse en 'rentrant" le symbole de 
négation à l'intérieur de fjJ à l'aide des lois de De Morgan. 

Après ce petit préambule qui faisait appel à ce qui se joue intuitivement lorsque nous 
effectuons une démon tration, revenons maintenant vers la notion de preuve en un sens plus 
formel et tachons d entrevoir ce qui se joue dans l entre-deux entre démonstration d 'une 
part et conséquence sémantique d 'autre part. 
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La notion de preuve ou de démonstration se situe du côté de ce que nous appellerons la 
vérité syntaxique, par opposition à la notion de vérité que nous connaissions jusque-là, qui 
elle, fait intervenir les modèles d'une formule ou d'une théorie : c'est la vérité sémantique. 

Ainsi, prenons une théorie finie quelconque T et une formule cp . Dire que la formule 
cp est vraie dans la théorie T a deux significations, suivant que l'on s 'occupe du champ 
sémantique ou du champ syntaxique. La formule cp est vraie - au sens sémantique du mot­
dans la théorie T , si elle est vraie dans tous les modèles de la théorie T . Nous notons cela 
TF= cp . C'est la notion de vérité qui correspond à la conséquence logique, que l'on pourrait 
désormais rebaptiser conséquence logique sémantique, pour insister sur le fait qu'elle ne se 
réfère qu'aux modèles . 

Il existe un autre type de conséquence logique : la conséquence logique syntaxique. On 
dira que la formule cp est une conséquence syntaxique de la théorie T si elle se déduit de 
T , c'est-à-dire s'il existe une preuve - encore appelée démonstration - de cp sur la base des 
hypothèses contenues dans la théorie T. On notera T ~ cp le fait que cp est prouvable dans 
la théorie T. C'est la notion de vérité syntaxique. Il n 'y a donc plus de modèles auxquels on 
se réfère, ils ont disparu et on ne s'intéresse plus qu'à la syntaxe de la formule en question, 
à celle des différentes formules qui composent la théorie T , et on applique un tout petit 
nombre fini de règles de déductions étonnantes de simplicité. 

La notion de vérité syntaxique que constitue la démonstration repose ainsi sur un jeu de 
réécriture, bien éloigné de l'univers des modèles possibles. 

Un problème survient alors immédiatement : qu'en est-il de la relation entre ces deux 
notions de vérité? Il est clair que l'on souhaite que ces deux notions coïncident . Cela signifie 
que si je peux déduire la formule cp de la théorie T (par des procédés syntaxiques), je 
souhaite également que dans ce cas, la formule cp soit une conséquence logique sémantique 
de la théorie T , c'est-à-dire qu 'elle soit vraie dans tous les modèles de T. Autrement dit , on 
veut que T ~ cp entraîne T F= cp . Mais on souhaite également la réciproque : si T F= cp alors 
T ~ cp , c'est-à-dire si cp est une conséquence logique sémantique de T , si elle est vérifiée dans 
tous les modèles de T , alors elle doit être prouvable à partir des hypothèses contenues dans 
cette théorie. 

Tout cela revient donc à dire que les règles de déduction, les règles de démonstration que 
nous devons mettre en place doivent être rigoureusement choisies pour atteindre cet objectif. 
Le but ultime d 'un système de règles de démonstration est d'obtenir la coïncidence entre 
vérité syntaxique et vérité sémantique : 

T F= cp si et seulement si T ~ cp . 

En particulier, si l'on considère la théorie vide, c'est-à-dire la théorie qui n 'a aucune 
formule , on veut qu 'une formule soit une tautologie si et seulement si elle est prouvable sans 
utiliser d'hypothèses. Cela se note : 

F= cp si et seulement si ~ cp . 

Les différents systèmes de démonstration 

Nous distinguerons trois familles de systèmes de démonstration différents pour le Calcul 
Propositionnel. 

( 1) les Systèmes axiomatiques, 
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(2) la Déduction Naturelle, 

(3) le Calcul des Séquents. 

187 

Nous devons ces deux derniers systèmes à la même personne : Gerhard Gentzen, le Cal­
cul des Séquents étant postérieur à la Déduction Naturelle de quelques années . Ces deux 
systèmes sont apparus au début des années 1930. Ils reposent tous deux sur la notion de 
séquents que nous introduirons prochainement. Le premier, comme son nom l'indique, pré­
sente la notion de démonstration de manière tout à fait naturelle, tandis que le second a été 
mis en place pour dégager des propriétés structurelles de la notion même de démonstration. 

Les systèmes axiomatiques, quant à eux sont dus au célébre mathématicien David Hil­
bert. Ils sont presque aussi nombreux que les ouvrages qui les mentionnent et se rapprochent 
beaucoup de la pratique mathématique. Ils sont définis à partir de schémas d'axiomes et de 
quelques règles de démonstration. Par contre, ils ne reposent pas sur la notion de séquent 
et ne s'appuient donc pas sur la dualité hypothèses/conclusion. 

Pour aller plus avant : 

Il existe, dans le monde anglo-saxon, de nombreux ouvrages traitant de "critical thinking" , que l'on traduit 
parfois en français par "esprit critique". Dans ces ouvrages, il s'agit en fait de mentionner des usages et 
concepts logiques, sans nécessairement faire appel à une quelconque formalisation. Dans ce préambule à 
la théorie de la démonstration, nous nous sommes largement inspiré de l'ouvrage "Critical thinking : A 
concise guide" de Tracey Bowell et Gary Kemp [BKlO]. Le lecteur, qui souhaiterait investiguer le domaine 
du raisonnement informel , pourra se reporter au livre boîte à outils de Julian Baggini et Peter S. Fosl : "The 
Philosopher 's Toolkit :A compendium of philosophical concepts and methods" [BFll], ainsi qu'à l'ouvrage 
destiné plutôt à un public scientifique : "How to prove it : a structured approach" de Daniel J. Velleman 
[Vel06]. Mais également aux ouvrages suivants : "De la logique à l'argumentation" de Jean-Blaise Grize 
[Gri82a], la "Logique de l'argumentation" de Pierre Blackburn [Bla02] ou encore "Thinking from A to Z" de 
Nigel Warburton [War07]. 
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2 Les systèmes axiomatiques 

Résumé N.!!. 17 Les systèmes axiomatiques possèdent l'avantage de la conci­
sion. Par contre, ils sont très éloignés de la pratique de la démonstration. Ils 
apportent une manière d'établir la vérité, mais non d'étudier les processus à 
l'oeuvre dans la construction effective de cette vérité. 

Ces systèmes ont été construits sur le modèle des systèmes axiomatiques dont raffolent les 
mathématiciens. Ils ont l'avantage de fournir une formalisation très simple de la notion de 
démonstration. En effet, on se donne un petit nombre de vérités élémentaires (les axiomes) 
et de constructions qui préservent la vérité (les règles) . Ici, une démonstration ressemble 
à la preuve d'un théorème en mathématiques. Ces systèmes de preuve sont une manière 
d 'établir la vérité, et non de découvrir ou d'étudier des méthodes pour manipuler la vérité 
(au contraire de la Déduction Naturelle ou du Calcul des Séquents). 

Nous allons donner un exemple d'une telle théorie axiomatique. Afin de simplifier les 
choses de manière notoire, nous allons travailler uniquement avec les seuls connecteurs ----+ et 
•. Il est clair que { ----+, •} forme un système complet de connecteurs (minimal de surcroît). 
En effet, il suffit de remarquer que •f/J ----+ 'ljJ est équivalent à f/JV'I/J , et que {V, • } est un 
système complet. 

A x iomes 

(1) f/J----+('1/J----+f/J) 

(2) (f/J ----7 ('1/J ----7 8)) ----7 ((f/J ----7 '1/J ) ----7 (f/J ----7 8)) 

( 3) ( • '1/J ----7 -, fjJ) ----7 ( ( • '1/J ----7 fjJ) ----7 '1/J ) . 

Règle 

Le seul modus panens : de fjJ et fjJ ----+ 'ljJ on déduit '1/J . 

Une déduction de la formule <p à partir d'un ensemble de formules r , est une suite finie 
de formules (<po , 'Pl , ... , 'Pn ) telle que : 

o chaque 'Pi vérifie l'une des trois conditions suivantes : 

• 'Pi est un axiome, 

• 'Pi est une hypothèse ('Pi E r), 

• 'Pi est obtenu à partir de l'application de la règle du modus panens à deux formules 
d 'indices inférieurs <pj et 'Pk (j,k < i) . . 

o 'Pn = 'P · 
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Exemple 112 Sans hypothèse c'est-à-dire à partir dun ensemble vide d'hypothèses (r = 
0}, une démonstration de la formule <p ----+ <p dans ce système prend la forme suivante : 

(1) (<p----+ ((<p----+ <p) ----+ <p)) ----+ ((<p----+ (<p----+ <p))----+ (<p----+ <p)) (Axiome 2) 

(Axiome 1) 

(modus panens 1-2) 

(2) cp ----+ ( (cp ----+ <p) ----+ <p) 

. (3) ( <p ----+ (cp ----+ <p)) ----+ ( <p ----+ cp) 

(4) <p----+ (<p----+ <p) 

(5) <p ----+ <p. 

(Axiome 1) 

(modus panens 3-4) 

R emarque 113 La démonstration de la formule cp ----+ cp dans l'Exemple 112 semble tota­
lement arbitraire. En effet elle ne nous dit rien ur la formule que l'on démontre, à savoir 
sur <p----+ cp . Il manque donc une chose essentielle que l'on aimerait voir présente dans toute 
démonstration : une explication du pourquoi ce que l'on a démontré est vrai, une explici­
tation des raisons qui font que notre formule est vraie. Dans ces systèmes axiomatiques, il 
n'y a pas de renseignement direct sur ce qui est démontré. Tout cela semble très loin de 
l'usage que l'on fait de la démonstration. En un mot , ces systèmes axiomatiques ne rendent 
pas compte de l'aspect usuel de la démonstration. 

Pour aller plus avant : 

Le. lecteur qui souhaiterait plonger de plein pied dans les systèmes de Hilbert pourra consulter avec délices 
le livre original de 1928 de Hilbert et Ackermann, intitùlé "Grundzüge der Theoretischen Logik" [HA28], ou 
sa traduction anglaise remontant à 1950 : "Principles of mathematicallogic" [HAL50]. Il pourra également 
retrouver ces systèmes dans l'ouvrage "Introduction to mathematicallogic" d 'Elliot Mendelson [Men97], ainsi 
que dans "Basic proof theory" de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOOJ. 
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3 la Déduction Naturelle 

Résumé N~ 18 La Déduction Naturelle fait reposer la notion de démon­
stration sur l'agencement de règles simples, si proches de la pratique démons­
trative qu 'elle s 'intitule ''naturelle" . 
Le coeur de ce système de démonstration est le séquent - r f- cjJ - dans lequel 
un ensemble d 'hypothèses - r - prouve une formule c/J . Une démonstration est 
un arbre dont les nœuds sont des séquents, la racine étant le séquent démon­
tré, et les feuilles , des axiomes. Les relations entre un nœud de l'arbre et ses 
successeurs étant définies par une petite vingtaine de règles, chacune d'e lles 
est composée de prémisses et d 'un séquent conclusion de la règle . Il existe un 
ensemble de règles minimal dont l 'emploi donne lieu à la logique minimale. En 
lui adjoignant la règle de l 'absurde intuitionniste qui affirme que d 'hypothèses 
menant à une contradiction, il est possible de déduire n'importe quelle formule , 
on obtient l 'ensemble des règles de la logique intuit ionniste. En remplaçant la 
règle de l 'absurde intuitionniste par l'absurde classique - si à partir d 'hypo­
thèses et supposant fausse une formule, on arrive à une contradiction, alors 
cette formule se déduit de ces hypothèses - on obtient la logique classique dont 
la particularité est de coïncider sur le plan syntaxique à la sémantique naturelle 
du Calcul Propositionnel. Ainsi une formule est conséquence sémantique d'une 
théorie si et seulement si elle est conséquence syntaxique de cette même théorie 
pour la logique classique. 

T 'F cjJ ssi T ~ c/J . 

Définition 114 Un séquent {noté r f- cjJ ) est un couple où : 

o r est un ensemble fini de fo rmules, 

o cjJ est une f ormule. 

Remarque 115 

0 r représente les hypothèses que l on peut ut iliser. 

o cjJ est la conclusion du séquent . C'est intuit ivement la formule que l'on veut démontrer . 

o Le signe f- se lit "démontre" ou "prouve". 

o Si r = 0, on notera f- cjJ au lieu de 0 f- c/J . 

o Si r = { c/Jo , ... , cPk }, on pourra noter c/Jo , . . . , cPk f- cjJ au lieu de { c/Jo , ... , cPk } f- c/J . 

o De même, si r 1, . .. r k sont des ensembles finis de formules, on pourra noter r 1, ... , r k f­
c/J au lieu de r l u r : 2 u .. . u r k f- c/J . 

o On notera finalement r , '1/J f- cjJ au lieu de r u { '1/J} f- c/J . 
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Définition 116 
o Un séquent est prouvable (ou démontrable, ou dérivable) s'il peut être obtenu par une 

application finie de règles de démonstration. 
o Une formule cjJ est prouvable si le séquent 1- cjJ est prouvable. 

Remarque 117 

o r 1- cjJ représente à la foi le séquent et la phra e r 1- cjJ est prouvable. Mais il n'y a en 
général pas d'ambiguïté. 

o On écrit rIf cjJ pour r 1- cjJ n'est pas prouvable. 

Les règles de démon tration sont les briques de base qui permettent de construire les 
dérivations. Une dérivation formelle est un assemblage fini de règles. La manière la plus 
courante et la plus parlante de repré enter cet as emblage est un arbre, pour la simple raison 
que l'on est amené sans c sse à effectuer de branchements de bouts de démonstrations les 
uns sur les autres. 

Dans la pratique, entre autres dan l'activité mathématique, on utilise d'autres règles, 
mais toutes peuvent se déduire des règle de démonstration propement dites. Pour cette 
raison, elles sont appelées règles dérivées . 

Anatomie d 'une règle 

(1) Chaque règle est compo ée : 
o d'un ensembl de prémisses (il peut y en avoir 0, 1 2 ou 3). Chacune de ces 

prémisses étant un équent. 
o d'un séquent conclusion de la règle . 
o d'une barre horizontale séparant le prémisses (en haut) de la con cl us ion (en bas). 

Et sur la droite de la barre le nom de la règle est indiqué en abrégé. 

Exemple 118 Une règle de démonstration. 

r 1- c/J r' I-
1\i 

r r' 1- c/JA 

(2) Une règle se lit de haut en bas : si on a prouvé les prémis es alors on a également 
prouvé la conclu ion. Mais elle a également une signification si on la lit de bas en 
haut : afin de prouver la conclusion il me faut chercher à prouver les prémisses. 

(3) A chaque connecteur logique correspondent deux types de règles : 

(a) les règles d introduction qui permettent de prouver une formule dont ce connecteur 
est l'opérateur principal. 

(b) le règles d'élimination qui permettent d'utiliser dans les prémisses une formule 
ayant ce connecteur comme opérateur principal. 

( 4) On ne considère que les seuls connecteurs ---,,A, V,-----+ étant entendu que les formules 
du genre cjJ f---t 'ljJ correspondent à ( cjJ -----+ 'ljJ ) A ( 'ljJ -----+ cjJ) . 
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Les règles En dehors des axiomes représentés par le séquent cp f- cp , le système a deux 
sortes de règles : des règles logiques (subdivisées en règles d'introduction et en règles d'éli­
mination des différents connecteurs) et des règles structurelles qui permettent de manipuler 
les hypothèses , d 'en décrire précisément la gestion (l 'affaiblissement permettant d 'ajouter 
de nouvelles hypothèses et la contraction permettant de confondre deux occurrences d 'une 
même hypothèse) . 

Axiome 

Un séquent, dans lequel la conclusion est aussi l'hypothèse, est prouvable. 

Introduction de la conjonction 

1\i 

Si l'on a montré cp et par ailleurs 'lj; , alors on a montré cpl\'lj; . 

Elimination de la conjonction 

r f- cpl\'!f; 
- --- Ae g 

r f- cpA'!f; 
--- - 1\ ed 

rf- cp rf- '!f; 

De cpl\'lj; , on peut déduire d 'une part cp , et d'autre part 'lj; . 

Introduction de l'implication 

-7 i 

Pour prouver cp ---+ 'lj; , il suffit de prendre cp comme hypothèse et de prouver 'lj; . 

Elimination de l'implication (modus panens) 

-t e 

Si l'on a prouvé cp et , par ailleurs, cp ---+ 'lj; , alors on a prouvé 'lj; . Ou encore, pour démontrer 
'lj; il suffit de montrer à la fois cp ---+ 'lj; et cp . 

· Introduction de la négation 

~ i 

Pour montrer •cp, il suffit de montrer une contradiction en supposant cp . 
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Elimination de la négation 

r , r' ~ j_ 

Si on a montré à la fois cl> et • c/> , alors on a montré une contradiction. 
On verra plus loin que •cl> est équivalent (au ens yntaxique comme au sens sémantique) 

à cl> ------tl_, on aurait donc pu se passer de ces deux règles concernant la négation. 

Introduction de la disjonction 

r~ ct> __ __..:.__ vi
9 

r ~ 
---- Vi d 

r~ ct>v'1f; r ~ c/>V'1f; 

Cette règle peut paraître très étrange car la conclu ion est clairement plus faible que la 
prémisse. Pourtant , il est de nombreux rai onnements dan lesquels on a besoin d'affaiblir 
la conclusion, ne serait-ce que pour la faire coïncider avec la prémisse d 'une autre règle. 
Par exemple, si vous avez un ticket restaurant vous savez que pour payer ce menu il vous 
faut ou bien un ticket restaurant ou bien 10 CHF. Vous allez déduire du fait que vous avez 
un t icket restaurant , le fait que vous avez ou un ticket re taurant ou 10 CHF, ce qui va 
vous permettre d 'obtenir le repa souhaité. Ou encore dan la pratique mathématique, il 
est courant d 'avoir une propriété du type i un nombre e t supérieur ou égal à 0 alors . . . " 
et de vouloir l'appliquer à un nombre dont vou avez montré qu 'il e t strictement posit if. 
Vous êtes alors obligés de passer du fait que ce nombre est strictement positif au fait qu 'il 
est positif ou nul pour montrer qu il vérifie la propriété dé irée. 

Elimination de la disjonction 

r'r- '1f;Vc/> r' 
---------------- Ve 

r , r' r" 'r- e 

Si on a montré c/>V'Ij; , alors pour montrer B il suffit de montrer B en suppo ant c/> , et encore 
de le montrer en supposant 'lj; . 

Affaiblissement 

aff 

Si je peux prouver 'lj; avec le hypothè e r alor je peux encore prouver si j ajoute d 'autres 
hypothèses à r . Autrement dit il y a des hypothèse qui peuvent ne pas servir dans une 
démonstration. 

Contraction 

ctr 

Cette règle est une conséquence immédiate de la définition du séquent, puisque lorsque l'on 
écrit r c/> , <P 'r- 'lj; on écrit en vérité r u { <P d>} 'r- . Or { <P <P} par définition ne t autre que 
l'ensemble qui contient un seul élément : </J . On a donc l'égalité suivante : { </J , <P} = { <P}. Par 
conséquent r u { cl> cl> } et r u { <P} ont le même en emble d où r u { c/> , cl> } 'r- 'lj; et ru {cl> } 'r- 'lj; 
sont la même chose. Pour utiliser les conventions d écriture que nou avons : r , c/> , cl> 'r- 'lj; et 
r U cl> ~ 'lj; ont en fait le même séquent. 
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r ~ <P r' ~ '1/J 

r , r' ~ </YA'!/J 

-+i 

~i 

Vi g 

r~ '!/J 
---- aff 

r , <P ~ '1/J 

1\i 

CALCUL PROPOSITIONNEL 

Axiome 

Règles logiques 

r ~ <P ---+ '1/J r' ~ <P 
-+ e 

r ,r' ~ '1/J 

r ~ · <P r' ~ <P 

r , r' ~ ..l 

r ~ '1/J v <P r' , '!fJ ~ e r" , <P ~ e 
--~------~------~~-- Ve 

r , r', r" ~ e 

Règles structurelles 

ctr 

FIGURE 3.1 - Règles de la logique minimale en Déduction Naturelle. 
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Chacune de ces règles - à 1 exception de 1 Axiome - fait intervenir un séquent conclusion 
et 1, 2 ou 3 prémisses. Ainsi , chaque règle peut être regardée comme définissant une structure 
arborescente simple. Par exemple la règle de 1 élimination de l'implication : 

peut être regardée comme un arbre de hauteur 1 avec une racine (r r' f- 7/J ) et deux feuilles 
(r f- cp ---+ 7/J et r' f- cp ). 

De même, la règle de 1 élimination de la disjonction : 

donne lieu, cette foi -ci, à un arbre avec une racine et trois feuille . 

Par contre la règle de 1 introduction de la négation : 

lor qu 'on la regarde comme un arbre donne une racine et une simple feuille. 

Et finalement, la seule de règles qui ne donne lieu qu'à une malheureuse racine (ou 
feuille) e t la règle de l'axiome : 
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Une déduction, dans le système de la Déduction Naturelle, est un arbre fini - représenté 
la racine en bas et les feuilles en haut - dont les nœuds sont des séquents, et chaque relation 
entre un nœud quelconque et ses descendants immédiats est une instance de l'une des règles 
de la Déduction Naturelle. 

Définition 119 Une déduction (en logique minimale), dans le système de la Déduction 
Naturelle, est un arbre fini dont les nœuds sont des séquents (Si) i~ k , et tel que : 

Pour chaque nœud Si de la déduction : 

0 si est une feuille si et seulement si si est un axiome, 

0 si si n'est pas une feuille, alors l'arbre dont si est la racine et les fils/ filles de si 
sont les feuilles est une instance de l'une des règles présentée dans le tableau 3.1. 

Une formule cp est déductible des hypothèses r s'il existe une déduction dont la racine 
soit le séquent ~~ cp pour un ensemble d'hypothèses ~ Ç r (ce que l 'on notera r ~m cp) . 

Considérons maintenant une preuve pour chacun des deux premiers axiomes du système 
axiomatique que nous avons présenté plus haut. 

Exemple 120 Une preuve du fait que (cp---+ ('lj;---+0))---+ ((cp---+ 'lj;)--+(cp---+ 0)) est un théo­
rème du Calcul Proposit ionnel. Autrement dit , une déduction du séquent 

~m cp---+ ('lj;---+0))---+ ((cp---+ 'lj;)--+(cp---+ 0)) 

--+i 

~ -t ( '1/J -t B) f- ( ~ -t '1/J) -t ( ~ -t B) 

--+i 
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Nous avons indiqué le nom de chacune de règles utilisées pour former cet arbre. Mais cette 
présentation n'est guère esthétique. On lui préférera la présentation suivante : 

ou encore la présentation plus uccincte qui suit : 

cP --+ ( '1/J--+8) ~ cP --+ ( '1/J--+8) 
--------------------------- ~e 

~ c/J--+'1/J 
-------------:---------- ~ e 

cP--+ '1/J , c/J ~ '1/J c/J --+ ( '1/J --+ 8) c/J ~ --+ 8 
----~--~-------------------------------- ~e 

c/J--+ ('1/J--+ 8) , c/J--+ '1/J c/J c/J ~ 8 
c/J --+ ( '1/J --+ 8) c/J --+ '1/J c/J ~ 8 

c/J --+ ( '1/J --+ 8) c/J --+ '1/J ~ c/J --+ 8 

ctr 

~ i 

------------------------ ~i 

c/J --+ ( '1/J --+ 8) ~ ( c/J --+ '1/J) --+ ( c/J --+ 8) 
-----------------------------~ i 

~ ( c/J --+ ( '1/J --+ 8)) --+ ( ( c/J --+ ) --+ ( c/J --+ 8)) 

Exemple 121 Une preuve du fait que cjJ --+ ( --+ cjJ ) est un théorème du Calcul Proposi-
tionnel. Autrement dit, une déduction du séquent ~m cjJ --+ ( '1/J --+ cjJ ) : 

cP ~ cP 
--- aff 

c/J'I/J ~ c/J 
~i 

cP ~ --+ cP 
------- ~i 

~ cP --+ ('1/; --+ cP) 

Exemple 122 Une preuve du fait que cjJ --+ ••cP est un théorème du Calcul Propositionnel. 
Autrement dit une déduction du séquent ~m cjJ --+ ••c/J : 

·cP ~ ·cP cP ~ cP 
•cP cP ~ j_ 

cP ~ ··cP 
~ cP --+ -,-,cj; 

~i 
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Remarques 123 

(1) On ne peut prouver l'implication inverse avec les règles que nous nous sommes don­
nées. En effet, dans le cadre de la logique minimale (c 'est-à-dire avec les seules règles 
vues jusqu'ici) , on ne peut montrer f--m ••c/J-'tcj; . On ne peut donc pas éliminer les 
doubles négations. Pour pouvoir le faire , il nous faudra considérer un système dé­
ductif plus fort que celui sur lequel nous nous sommes arrêtés. Ainsi, la logique dans 
laquelle nous nous aventurons n'a pas le pouvoir expressif de la logique classique. Il 
y manque encore une règle : la règle de l'absurde classique. 

(2) Afin de raccourcir les preuves, nous nous autoriserons désormais à intégrer les contrac­
tions et les affaiblissements aux autres règles . Ainsi nous utiliserons des mixtes de 
règles logiques et de règles structurelles. Par exemple, une preuve de cj;-'t••cP pourrait 
être : 

--- -- ax+aff ----- ax+aff 

cj; , · cP f-- cP • c/J , cP f-- ·cP 
----------'-------- ~ e+ctr 

• c/J , cP f-- j_ 
cP f-- -,-,q; 

Exemple 124 Montrons que f-m •cP f---t ( cj;-'t _l) : 

----- ax+aff ----- ax+aff -------- ax+aff ------ ax+aff 

•c/J , cP f-- ·cP •c/J , cP f-- cP cP-'t _l_, cP f-- cP-'t j_ cj;-'t _l_, cP f-- cP 
------------- ~e+ctr ----------------- --+ e+ctr 

•cP, cP f-- j_ cj;-'t _l_, cP f-- j_ 
-------+ i ------ ~i 

•cP f-- cj;-'t j_ cP-'t j_f-- ·cP 
---------+ i ---------+ i 

f-- •cP-'t(cj;-'t _i) f-- (cj;-'t _i) -'t•cP 
1\ i 

f-- ( •cP-'t ( cP-'t j_)) 1\ ( cj;-'t j_) -'t ·cP) 

La notion de démonstration, de preuve, repose sur une notion de conséquence : à partir 
d 'un ensemble d 'hypothèses r , on prouve une formule cj; . Mais cette conséquence n 'est pas 
la conséquence logique que nous avions vu dans le cadre sémantique. C'est une conséquence 
logique qui se situe dans le champ syntaxique. De même, nous avions défini une notion 
d 'équivalence entre formules. Deux formules sont équivalentes si elles sont vraies dans les 
mêmes modèles. Cette notion d 'équivalence est donc de nature sémantique, puisqu'elle se 
réfère aux modèles. Et nous avons vu que dire cj; = 'ljJ revenait à dire qu 'à la fois cj; f= 'ljJ 
et 'ljJ f= cj; étaient vérifiés . Nous pouvons désormais définir une notion d 'équivalence au sens 
syntaxique, de manière tout à fait similaire, en nous appuyant sur la notion de conséquence 
syntaxique. 

Définition 125 Deux formules cj; et 'ljJ sont dites équivalentes pour la logique minimale si 
on a à la fois cP f--m 'ljJ et 'ljJ f--m cP (relation d 'équivalence que l 'on note cj; = m 'ljJ ) . 

Nous verrons plus tard que les notions d 'équivalence syntaxique et sémantique coïncident 
pour autant que l'on choisisse la bonne sémantique . . . 
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3.1 La logique intuitionniste 

Les règles de déduction que nous avons vues ju qu à présent ne permettent pas de rendre 
compte de tous les raisonnements que nou faisons , en particulier de tous ceux que pratiquent 
les mathématiciens. Mais, sans même aller chercher les raisonnements mathématiques, il est 
des raisonnements qui nous semblent tout à fait évidents et dont nous ne pouvons pas rendre 
compte avec ce seul système de règles pré enté jusqu ici. Par exemple, nous ne pouvons 
prouver dans ce système le tiers exclu : ~ cpV-.cp . Il nous faut pour cela de nouvelles règles. 
Et ces règles concernent le symbole de contradiction : _L 

Le système de règles que nous avons vu jusqu'ici constitue les règles de la logique mini­
male. Si l'on ajoute la règle suivante dénommée absurdité intuitionniste (ou élimination de 
la contradiction), on obtient un système déductif plus expressif: la logique intuitionniste. 

r f- cp r' f- '1/J 

r,r' f- cp/\'1/J 

r, cp f- '1/J 
rf- cp --t 'lj; 

r , c/> f-.l 
r f- · 4> 

1\i 

rf- cp 
rf- cpv'I/J 

Vig 
r f- 'lj; 

rf- cpv 

rf-
---- aff 
r , cp f- '1/J 

Axiome 

Règle logiques 

1\eg 

r f- cp --t '1/J r' f- cp 

r r' f- '1/J 

r f- -.4> r' f- ct> 

r r' f- .l 
r f- v cp r' , '1/J f- e r", cp f- e 

------------------------------ Ve 
r , r' r" f- e 

Règles structurelles 

ctr 

Absurdité intuitionniste 

.Le 

FIGURE 3.2 - règles de la logique intuitionniste en Déduction Naturelle. 



200 CALCUL PROPOSITIONNEL 

Absurdité intuitionniste 

j_ e 

La notion de démonstration reste bien évidemment la même que précédemment, avec cette 
nouvelle règle qui s'ajoute à celles déjà à notre disposition. 

Cette règle n'est pas démontrable dan le cadre de la logique minimale. Elle enrichit donc 
strictement cette dernière. Cela signifie non seulement qu 'il existe des déductions possibles 
en logique intuitionniste qui ne le sont pas en logique minimale (toutes celles qui utilisent 
une instance de cette règle·!) , mais en plus qu 'il existe des séquents démontrables en logique 
intuitionniste mais non démontrables en logique minimale. Par conséquent, il est des formules 
qui sont des théorèmes de la logique intuitionniste , mais restent non prouvables dans le cadre 
restreint de la logique minimale. 

D éfinit ion 126 Une déduction {en logique intuitionniste), dans le système de la Déduction 
Naturelle, est un arbre fini dont les nœuds sont des séquents (Si)i.:Ç

0
k, et tel que : 

Pour chaque nœud Si de la déduction : 

0 si est une f euil le si et seulement si si est un axiome, 

0 si si n'est pas une f euille, alors l 'arbre dont si est la racine et les fils/filles de si 
sont les feuilles est une instance de l 'une des règles présentée dans le tableau 3. 2. 

Une formule cjJ est déductible des hypothèses r s'il existe une déduction dont la racine 
soit le séquent ô~ cjJ pour un ensemble d'hypothèses ô Ç r (ce que l 'on notera r G cjJ ). 

De même que nous avons défini l'équivalence =m sur la base de la conséquence ~m , nous 
définissons l'équivalence syntaxique de formules pour la logique intuitionniste. 

D éfinit ion 127 Deux formules cjJ et 'ljJ sont dites équivalentes pour la logique intuitionniste 
si on a à la fois cjJ G 'ljJ et 'ljJ G cjJ {relation d 'équivalence que l 'on note cjJ =i 'ljJ ) . 

Exemple 128 La formule ••( ••c/J ---+ cjJ) est démontrable en logique intuit ionniste : 

---- ax+aff 

-ti 

..,(..,..,q;,q;), 4> r- j_ 

..,..,q; , .., ( ..,..,q;,q;) r- j_ 

..,..,q; , ..,(..,..,q;,q;) r- 4> 

..,(..,..,q;,q;) r- ..,q; 

l_e 

-ti ..,(..,..,q;,q;) r- ..,..,q;,q; .., (..,..,q;,q;) r- .., (..,..,q;,q;) _.:.___ _____________ _ _________ ~e+ctr 

3.2 La logique classique 

..,(..,..,q;,q;) f-_l 

r- ..,..,( ..,..,q;,q;) 

La logique classique s'obtient en ajoutant à la logique minimale, non pas la règle de l'absur­
dité intuitionniste, mais la règle de l 'absurdité classique. 
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Absurdité classique 

..L c 

La notion de démonstration reste inchangée cette nouvelle règle étant simplement ajoutée 
à celles de la logique minimale. 

Cette règle n 'est pas démont rable dans le cadre de la logique minimale. Elle ne l'est pas 
non plus en logique intuit ionniste. Elle con titue donc un enrichissement strict de la logique 
intuit ionniste et, a fortiori un enrichissement encore plus important de la logique minimale. 

Définition 129 Une déduction {en logique classique), dans le système de la Déduction Na­
turelle, est un arbre fini dont les nœuds sont des séquents (Si )i..s_ k, et tel que : 

Pour chaque nœud Si de la déduction : 

0 s i est une f euille si et seulement si s i est un axiome, 

0 si s i n'est pas une feuille, alors l 'arbre dont s i est la racine et les fi ls/filles de s i 
sont les feuilles est une instance de l'une des règles présentée dans le tableau 3. 3. 

Une formule <P est déductible des hypothèses r s 'il existe une déduction dont la racine 
soit le séquent ô ~ <P pour un ensemble d 'hypothèses ô Ç r (ce que l'on notera r ~ </JJ. 

Maintenant que nous sommes pourvus de la notion de conséquence syntaxique pour 
la logique classique, nous définissons la notion d équivalence syntaxique de formules pour 
la logique classique. On montrera plus tard que con équence syntaxique pour la logique 
classique et conséquence sémantique coïncident . 

Définition 130 Deux formules <P et 'ljJ sont dites équivalentes pour la logique classique si 
on a à la fois <P ~ et 'ljJ ~c <P {relation d'équivalence que l'on note <P = c 'ljJ ) . 

Exemple 131 La règle de l absurde intuitionni te est un cas particulier de la règle de 
l'absurde classique qui correspond au cas où l hypothèse •<P n apparaît pas. Elle 'en déduit 
donc immédiatement par : 

r ~ j_ 
---- aff 

r ·<P ~ j_ 

r~ <P 
..Le 

Exemple 132 Un autre exemple de formule démontrable en logique classique et non en 
logique intuitionniste : ~ <P V •</J encore appelée la règle (ou la loi) du tiers exclu : 

~= 
---- Vig 

• ( </>V•</>) </> f-1. 

• (</>V•</>) f- •</> 

..Le 
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r ~ q; r' ~ '1/J 

r , r' ~ qy/\'1/J 

r , q; ~ '1/J 

r~ qy ---+ '1/J 
--+ i 

r , q; ~_l 

r ~ .q; ~i 

Vi g 

r~ 'I/J 
--- aff 
r , q; ~ '1/J 

1\i 

CALCUL PROPOSITIONNEL 

Axiome 

Règles logiques 

r ~ 4;1\'1/J 
___ 1\eg 

r ~ q; ---+ '1/J r' ~ q; 
-+ e 

r ,r' ~ '1/J 

r ~ . q; r' ~ q; 
r , r' ~ 1_ 

r', 'I/J ~ e r" , q; ~ e 
----------------------- Ve 

r , r' , r" ~ e 

Règles structurelles 

ctr 

Absurdité classique 

_l_ c 

FIGURE 3.3 - Règles de la logique classique en Déduction Naturelle. 
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Exemple 133 Encore un exemple de formule démontrable en logique classique et non en 
logique intuitionniste : f- ( •<P -----+ <P) -----+ <P encore appelée la loi de Peirce 3 : 

·<P ~ <P f- ·<P ~ <P -.<jJ f- ·<P 
·<P f- ·<P ·<P ~ <P ·<P f- <P 
------------------ ~e+ctr 

·<P ~ <P ·<P f- l_ 
.Le 

-.<jJ ~ <P f- <P 
-~------+ i 

f- ( -.<jJ ~ <P) ~ <P 

Exemple 134 L'élimination de doubles négation est démontrable en logique classique et 
non en logique intuitionniste : f- ••<P -----+ </J . 

··<P f- ··<P -.<jJ f- ·<P 
-,-,q; -.<jJ f- l_ 
------ .Le 

··<P f- <P 
f- -,-,<fy~</J 

-+i 

Exemple 135 La contraposition est encore un exemple de règle démontrable en logique 
classique et non en logique intuitionni te : f- (---, -----+ •<P) -----+ ( <P -----+ ) . 

-,~~·<fJ f- -,~~-,<jJ ~~ f- ·~ 
-+e 

-,~~-,<P ---, f- ·<P 

3. La loi de Peirce est plus générale que la version restreinte que nou en donnons. Elle est généralement 
présentée comme 1- ( ( <P -----+ 'lj;) -----+ <P) -----+ </J. Si l'on se souvient que la formule •<P est équivalente à <P -----+ l_ , 

on voit que notre version 1- ( •<P -----+ <P) -----+ <P n'est que le cas particulier où '1/J = l_ . 
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Exemple 136 L'axiome (3) du système 
avons présenté voir page 188 est 

d'axiome "à 
démontrable 

1- ( -, '1/J -----+ -,cp) -----+ ( ( -, '1/J -----+ cp) -----+ '1/J) . 

-,'If; -----+ -, 4> 1- -,'If; -----+ -, 4> •'1/J 1- -,'If; 

•'1/J -----+ •</>, •'1/J 1- •</> 
•'1/J -----+ •</>, •'1/J -----+ </> , •'1/J , •'1/J 1- _L 

-,'If; -----+ -, 4> ) -,'If; -----+ 4> ) -,'If; 1- _L 

-,'If; -----+ -, 4> ) -,'If; -----+ 4> 1- 'If; 

ctr 

J... c 

----------- -ti 
-,'If; -----+ -, 4> 1- ( •'1/J -----+ 4>) -----+ 'If; 

-------------- -ti 
1- ( -,'If; -----+ -, 4>) -----+ ( ( -,'If; -----+ 4>) -----+ 'If; ) 

la 
en 

Hilbert" 
logique 

que nous 
classique 

Remarque 137 La logique intuitionniste diffère de la logique classique en ce qu'elle cherche 
à rendre compte de l'accès qu'on a à la vérité plutôt que de la vérité elle-même. En logique 
classique, le séquent 1- cp signifie que cp est vrai, alors qu'en logique intuitionniste, il signifie un 
peu plus que ça: il signifie que l'on sait que cp , que l'on obtient - au terme d 'un cheminement 
- la vérité de cp. Il est clair que la règle de l'absurdité classique, celle qui est à l'oeuvre dans 
toutes les démonstrations précisément dites par l 'absurde, ne construit pas la vérité de cp. 
Tout au plus, elle met à disposition cette vérité sur la base d 'une contradiction mettant en 
jeu •cp. Pour prendre un autre exemple, le tiers exclu nous affirme que cpv-,cp, mais cela ne 
nous dit pas laquelle des deux formules cp et -,cp est vraie. 

L'exemple le plus courant de démonstration mathématique simple faisant intervenir le 
tiers exclu et pour lequel il existe une démonstration intuitionniste beaucoup plus compliquée 
est le suivant : 

On cherche s'il existe un couple de nombres irrationnels (a, b) (a, b E IR "'- Q) tels que ab 
soit rationnel (ab E Q). Etant bien connu que J2 est irrationnel, on distingue deux cas : 

o si J2v'2 est rationnel, alors on prend a = b = J2 

o si J2v'2 est irrationnel, alors on prend a= J2v'2 et b = J2, puisqu'on a 

On a bien ainsi répondu à la question, puisque, par le principe du tiers exclu, on se trouve 
dans un cas ou bien dans l'autre. Mais, pour savoir laquelle des deux options est la bonne, il 

f . . m2v'2 . l E f . . m2v'2 ' . l . a ut savmr SI v L. est ratwnne ou non. n mt, on smt que v L. · n est pas ratwnne , mais 
le prouver demande des moyens très au-dessus de la petite démonstration que nous venons 
de produire. Nous retrouverons cet exemple dans le cadre de la logique du 1erordre qui lui 
offrira le cadre idéal à sa formulation. 

Il ressort de ce qui précède que la logique intuitionniste vise à obtenir des preuves 
constructives. En logique intuitionniste, si l'on a réussi à démontrer le séquent 1- i cpV'l/J , 
c'est soit parce que l'on a démontré le séquent ~ cp , soit parce que l'on a démontré le séquent 
h '1/J . L'importance que revêt la logique intuitionniste - en tant que logique constructive -
sera exposé au chapitre 17. 
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Remarque 138 Il y a différente manière d 'obtenir la logique classique, que ce oit à partir 
de la logique minimale ou de la logique intuitionniste. Par exemple : 

log. cl.= log. int. + ~ <P v -,<fy (principe du tiers exclu) 

(loi de Peirce) = log. int. + -,<fy -----+ <P ~ <P 

= log. min. + -,-,<fy ~ -----+ <P (élimination des doubles négations) 

= log. min. + -,'lj; -----+ -,<fy ~ <P -----+ '1/J ( contraposition) 

Preuve de la Remarque 13 : Pour chacune de ces quatre égalités nous allons montrer que 
les inclusions sont vérifées dans les deux sens. Tout d abord les quatre inclusions suivantes : 

(1) log. cl. ::=> log. int. + ~ <P v -,<fy 

(2) log. cl. ::=> log. int. + -, <P -----+ <P ~ <P 

(3) log. cl. ::=> log. min. + -,-, <P ~ -----+ <P 

(4) log. cl. ::=> log. min. + -,'lj; -----+ -, <P ~ <P -----+ '1/J 

sont respectivement conséquence immédiate des Exemples 132 133, 134 et 135 dans les­
quels nous avons montré successivement que le principe du tiers exclu, la loi de Peirce, 
l'élimination de doubles négation ainsi que la contraposition étaient toutes quatre démon­
trables sans hypothèse en logique classique. 

Attachons nous maintenant à montrer les inclusions inverses. Il nous faut vérifier que pour 
chacune d 'elle la règle de 1 absurdité classique peut être obtenue dan la: logique considérée : 

(1) log. cl. C log. int. + ~ qy v -,<fy 

<P ~ <P 
.L i 

------------------------------- Ve 
r~ <P 

(2) log. cl. c log. int. + -,<fy -----+ <P ~ <P 

-, <P -----+ <P ~ <P 
-------------- -+ i 

~ (-, <P -----+ <P) -----+ <P 

r ...,</Y ~ l_ 

r ...,</Y ~ <P 
.L i 

------- -+ i r ~ ...., <P -----+ <P 
----------------=-----:---------------- -+ e 

r~ <P 

(3) log. cl. c log. min. + -,-,4> ~ -----+ 4> 

r ...,</Y ~ l_ 

~ ...., ...., <P -----+ <P r ~ ...., ...., <P 
------------- -+ e 

r ~ <P 
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( 4) log. cl. c log. min. + -.'lj; --+ -. cp ~ cp --+ '1/J 

Nous allons prendre en compte pour cette preuve, une instance de l'axiome 
de la contraposition ci-dessus dans laquelle 'ljJ .- cp et cp .- ---,1_ ; 

à savoir 

, cp ---+ , , l_ r- , l_ ---+ cp 
--- ------ --- -+ i r- ( , cp ---+ , , l_) ---+ (, l_ ---+ cp) 

r r- • 1_---+ cp 

l_ , -, l_ f-l_ 

l_f- -,-, l_ 
---,-------- -+ i r- l_ ---+ , , l_ r , •cp r- 1_ 
------------ -- -+ e r , •cp r- ,, 1_ 

------ -+ i r r- • cp ---+ ,, 1_ 

3.3 Le théorème de complétude de la logique classique 

~ 138 

Il est temps de nous intéresser aux liens entre vérité sémantique d 'une part et vérité syn­
taxique d 'autre part. Or, c'est précisément ce que prend en charge le théorème de complé­
tude. 

En effet, il faut nous assurer que les règles de la Déduction Naturelle (dans sa version 
logique classique) n'ont pas été définies au hasard mais au contraire, qu 'elles rendent compte 
de la notion de vérité que nous connaissions jusqu'ici, c'est-à-dire la vérité sémantique. Il 
nous faut nous assurer que la notion de conséquence logique (au sens sémantique) est bien 
en correspondance avec celle de conséquence (au sens de la théorie de la démonstration). Ou 
pour le dire encore autrement, il nous faut montrer que toute tautologie est démontrable 
sans utiliser d'hypothèse ; et inversement, toute formule démontrable sans hypothèse est bien 
une tautologie. 

Théorème 139 Soient r, un ensemble fini de formules et cj; , une formule du Calcul Pro­
positionnel, 

r F= cjJ ssi r f-;; c/J . 

Corollaire 140 Soit cp une formule du Calcul Propositionnel, 

Preuve du Corollaire 140 : C'est une conséquence immédiate du Théorème 139 en prenant 
pour ensemble d 'hypothèses r, l'ensemble vide. ~ 140 

Preuve du Théorème 139 : La preuve de ce théorème est longue et fastidieuse. Comme 
d'habitude, avec une condition de la forme si et seulement si, nous allons considérer les deux 
directions de cette double implication. 
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"f ~ cp implique r F= cp" 

Il s'agit tout d 'abord de montrer que si l'on a une preuve en logique classique du séquent 
r ~ cp , alors la formule cp est vraie dans tous les modèle de r ( c est-à-dire dans tous 
les modèles dans lesquel toutes les formule de r sont vérifiées) . Or, une preuve (ou une 
démonstration, c'est la même chose) est une suite finie de séquent . Nous allons donc utiliser 
cette propriété linéaire des preuves et faire une démonstration par induction sur la longueur 
de la preuve. Comme une preuve a une longueur d au moins 1, nous démarrons notre preuve 
par induction en considérant les preuves de longueur 1 : 

o Si la preuve a une longueur 1 il est absolument évident que le séquent en question ne 
peut être qu 'un axiome. Il s'agit donc de cp ~ cp . Il nous faut donc vérifier que cp F= cp 
est bien correct . Ceci e t une totale évidence puisque par définition, cp F= cp est vraie 
si cp est vraie dans chaque modèle dans lequel cp est vraie. 

o Nous supposons maintenant que la propriété que nous voulons prouver est vérifiée par 
des séquents obtenus suivant une démon tration en logique classique de longueur au 
plus n. Nous considéron le ca des preuve de longueur n+ 1. Si le dernier séquent est 
un axiome, nous nous retrouvons dan le ca traité ci-dessu . Les seuls cas intéressants 
sont ceux dans lesquels 1 une des regles e t appliquée. Nous allon donc distinguer les 
cas correspondants aux différentes règle 

1\i 

1\i 

Il nous faut montrer que r r' ~ cpl\'lj; implique r r' F= cpl\'lj; . Or, nous savons que 
chacun des deux séquents au-des us de la barre horizontale est issu d 'une preuve 
de longueur au plus n. Donc par hypothèse d'induction nous déduisons, du fait 
que r ~ cp et f' ~ 'lj; , le fait que r F= cp et r' F= 'lj; . Puisque cp est vraie dans tous 
les modèles de r ' elle est vraie dans tous le modèles de r et de r' (ces modèles 
sont ceux dans lesquels toutes le formules à la fois de r et de r' sont vraies). De 
même, comme 'lj; est vraie dans tous le modèles de r', elle est vraie dans tous les 
modèles de r et de f'. Par con équent les deux formules cp et 'lj; sont toutes deux 
vraies dans tous les modèles der et der'. Or, celan est pas autre chose que de 
dire que la formule cpl\'lj; e t vraie dan tou les modèles der et de r'. 

1\e g 

Comme r ~ cp est obtenu au terme d 'une démonstration de longueur n + 1, le 
séquent r ~ cpl\'lj; est, quant à lui obtenu par une démonstration de longueur, 
précisément, n. On peut donc appliquer l hypothèse d induction : de r ~ cpl\'lj; 
nous en déduisons que r F= cpl\'lj; . Mais alors si la formule cpl\'lj; est vraie dans tous 
le modèles de r , il en est de même de la formule cf> , c est-à-dire rF= cf> . 
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Ce cas est rigoureusement identique au précédent en échangeant cl> et '!j; . 

-+i 

r , c/> f--- '1/; 
ff--- c/>---+ '1/; 

-+ i 

Ce cas est un tout petit peu plus intéressant que les précédents. Toujours par 
hypothèse d 'induction, nous savons que r , c/> f--- '!j; implique r , c/> F= '1/; , ou pour 
être plus précis r U { c/>} F= '!j; . Ce qu'il nous faut montrer, c'est r F= c/>---+'1/; . Or la 
formule c/>---+'1/; est toujours vraie lorsque cl> est fausse, donc c/> ---+ '1/; est vraie dans 
tous les modèles de r dans lesquels cl> est fausse. Pour ce qui est des modèles de 
r dans lesquels cl> est vraie, nous savons par hypothèse que '!j; est vérifiée dans 
ces modèles (c'est précisément ce que dit rU { cl>} F= '!j;). Par conséquent, dans 
tous les modèles de r dans lesquels cl> est vraie , la formule c/> ---+'1/; est également 
vraie. En considérant maintenant tous les modèles de r (ceux dans lesquels cf> est 
fausse et ceux dans lesquels cf> est vraie), la formule c/>---+ '1/; est vraie, ce qui s'écrit 
précisément r F= c/>---+'1/; . 

-+e 

r r- c/> ---+'1/; r' r- cf> 
r,r' f--- '1/; 

Toujours par hypothèse d'induction, nous savons que r F= c/>-+'l/J et r' F= c/> sont 
vérifiés. Il nous faut alors montrer r , r' F= 'lj; . Or, dans les modèles der ur', à la 
fois cf>-+'l/J et cf> sont vérifiés. Par conséquent, puisque la formule c/>-+'l/J ne peut être 
vraie lorsque cf> est vraie que si 'ljJ est vraie, il en résulte que 'ljJ est vraie dans ces 
modèles. C'est précisément ce que l'on chercher à montrer : r , r' f--- 'lj; . 

~i 

Ce cas est plus troublant. Par hypothèse d'induction, nous savons que r , cf> f=l_, 
c'est-à-dire que ru { cl>} n 'a pas de modèle, ou pour le dire autrement, cette théorie 
a toujours au moins l'une de ses formules fausse dans n 'importe quel modèle 
possible. Il nous faut montrer r F= • c/> , c'est-à-dire que • cf> est vraie dans tous les 
modèles de r. Mais si • c/> était fausse dans un modèle de r , cela signifierait que 
dans au moins un modèle der, la formule cf> serait vraie. Or, ce modèle serait un 
modèle de la théorie rU {cf>}, ce qui contredirait le fait qu 'elle est contradictoire. 

r' f- cl> 

r , r' r- 1_ 

Ce cas est assez clair puisque par hypothèse d 'induction, nous savons que rF= •cf> 
et r' F= cf>. Par conséquent, dans les modèles de la théorie r U r' , à la fois • cf> et cf> 
sont vérifiés. C'est donc qu'il n 'existe pas de tels modèles. Autrement dit r , r' F=_l. 
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Ve 

aff 

ctr 

rt- <t> 
---- Vi g 

r t- <t>v'I/J 

Ce cas est très facile puisque par hypothèse d'induction nous savons que r F= </> . 

Il est donc immédiat d'en conclure r F= <j>V'Ij; . 

Ce cas est rigoureusement identique au précédent. 

r t- 'lj;v 4> r' '1/J t- e r" , 4> t- e 
---------------- Ve 

r r' , r" t- e 

Par hypothèse d induction nous savons que la formule 'lj;V <P est vraie dans tous 
les modèles de r (r F= 'lj;V </>) que la formule 8 est vraie dans tous les modèles de 
r' qui satisfont la formule 'lj; (r' , 'lj; F= B) et finalement que cette même formule e 
est vraie dans tous les modèles de r" qui satisfont la formule <P (r", <P F= B). 
Donc, si nous considérons les modèles de r' Ur" , nous voyons que la formule e est 
satisfaite dans ceux qui satisfont <P et dans ceux qui satisfont 'lj; . Par conséquent, 
la même remarque vaut pour tou les modèles de r u r' u r" : la formule e est 
vraie dans ces modèles qui vérifient 'lj; et également dans ceux qui vérifient </> . Or, 
la réunion des modèles qui vérifient 'lj; et de ceux qui vérifient <P constitue bien 
l'ensemble des modèles der Ur' Ur" puisque la formule 'lj;V</> est vraie dans tous 
ces modèles. Il s'en suit donc r r' ' r" 1= e. 

aff 

Ici tout est immédiat, puisque si lon ar F= 'lj; , on a a fortiori r , <P F= 'lj; . 

ctr 

Ici, il n'y a rien à montrer, puisque r , </> </> F= 'lj; et r </> F= 'lj; disent rigoureusement 
la même chose. 
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_le 

CALCUL PROPOSITIONNEL 

_1_ c 

Par hypothèse d 'induction, nous avons r , • cp F=_l. Autrement dit, il n 'y a aucun 
modèle de r dans lequel la formule • cp soit vraie. Cela revient à dire que la formule 
•cp est fausse dans tous les modèles der. Par la définition même de l'interprétation 
sémantique du connecteur de négation, dire que la formule • cp est fausse dans tous 
les modèles de r , c'est dire que la formule cp est vraie dans ces mêmes modèles. 

Ainsi se termine la preuve du sens facile du théorème de complétude. Nous savons 
désormais que la vérité syntaxique implique la vérité sémantique. 

"f F= cp implique r ~ cp" 

Soit cp , une formule quelconque du Calcul Propositionnel dont les variables sont parmi 
{P1 , ... , Pn}· Etant donné M , un modèle possible de cp (c'est-à-dire un modèle dans le­
quel des valeurs de vérité sont attribuées aux variables propositionnelles P1 , ... , Pn), on 
note 

o Pf1 = Pi si la variable propositionnelle Pi est vraie dans M, 

o P,tt = -,pi dans le cas contraire. 

On pose également : 

o cpM = cp si M F= cp , 
o cpM = •cp dans le cas contraire (si M 11 cp , c'est-à-dire si M F= • cp ). 

Par induction sur la hauteur de cp on montre le résultat préparatoire suivant : 

(1) Si la hauteur de cp est 0, alors cp est une variable propositionnelle Pi et il est immédiat 
que: 

(2) Si la hauteur de cp est n+ 1, alors : 

(a) Si cp = •'1/J deux cas se présentent : 

(A) Si M F= cp , alors cpM = cp = • '1/J . Comme la hauteur de '!jJ est n, nous pouvons 
appliquer l'hypothèse d'induction. En effet, nous savons que : 

Or, M F= cp entraîne que M 11 '!jJ et donc '1/JM = • '1/J = cp , d'où le résultat. 
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(B) Si M ~ </> , alors <f>M = •</> = -,-, . Par hypothèse d induction, nous savons 
que: 

{ Pl M l · · · P~ } 're '1/JM . 

Or, M ~ </> entraîne que M F= 'ljJ et donc '1/JM = '1/J . Il suffit alors d'utiliser 
le théorème démontré dans 1 exemple 122 pour obtenir le résultat. En effet, 
dans cet exemple, nous avons prouvé le séquent 'r 8----t -,-,8 et ici nous avons 
{ P 1 M , ... , P/: } 're M . Par modus panens il résulte alors : 

Ce qui donne le résultat recherché puisque -,-,'lj;M = ••'1/J = <f>M . 

(b) Si </> = <Po ---+ </>1 , deux cas se présentent : 

(A) Si M If <Po alors M F= </> et donc <PM 
d'induction nous avons : 

c'est-à-dire : 

Considérons la règle suivante : 

</> , et <Pf: •<Po. Par hypothèse 

----- =+aff ------ ax+aff 

•<Po, <Po 'r <Po • <Po, <Po 'r • <Po 
•<Po <Po 'r ..l 

•<Po <Po 'r </>1 
•<Po 'r </>o---+</>1 

l.c 

--+ i 

------- --+ i 

'r •<Po---+ (<Po ---+</>1) 

j_ i 

En utilisant cette règle et le modus panens nous obtenons : 

Ce qui est le résultat recherché puisque </>o---+</>1 = <f>M . 

(B) Si M F= </>0 , alors : 

( 1) Si M F= </>1, alors M F= </> et donc <PM = </> , <Pf: = <Po et </>~ = </>1 . Par 
hypothèse d'induction nous avons : 

c'est-à-dire : 

Le résultat est quasi immédiat, puisque de : 
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on déduit par affaiblissement 

puis par introduction de l'implication : 

(2) Si M 11 cP1, alors M 11 cjJ et donc cjJM = •c/J , c/J-Q = c/Jo et c/J~ = 'cPl· Par 
hypothèse d 'induction nous avons : 

c'est-à-dire : 

D 'où l'on déduit immédiatement que : 

Considérons la règle suivante : 

</>o 1\ -,</>1 f- </>o 1\ -,</>1 _____ ___.:.__ 1\e g 

</>oA-.</>1 f- </>o </>o---+</>1 f- </>o---+</>1 
<f>ol\-.cjJ1, c/Jo---+</>1 f- </>1 

</>ol\•</>1, </>o---+</>1 f- ..l 

</>oA-.</>1 f- -. ( </>o---+</>1) 

f- ( </>o 1\ -,</>1) ---7-, ( </>o---+</>1) 

~i 

-+i 

Ensuite, il suffit d'appliquer la règle du modus panens pour obtenir : 

qui est précisément le résultat recherché. 

( c) Si cjJ = c/Jo V cP1 deux cas se présentent : 

-+ e 

(A) SiM 11 cjJ alors nécessairement M 11 c/Jo et M 11 cPl· Par conséquent , M F= •c/J 
et donc cjJM = •c/J , c/J-Q = •c/Jo et c/J~ = • c/J1. Par hypothèse d'induction, nous 
avons : 

c'est-à-dire : 

D'où: 
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Considérons la règle suivante : 

---.<Po/\---.cp l 1- ---.cpo/\---.cp l = 
-------- 1\eg 

---.<Po 1\ ---.<P l 1- ---.<Po <Po 1- <Po 
<Po V<P1 1- <Po V<P1 ---.cpo/\---.cp l , <Po 1- l_ 
--------------~-~~~~~--------------- Ve 

---.<Po 1\ ---.<P l, <Po V <P1 1- l_ 

---.cpo/\---.cp l 1- ---. (<PoV<Pl) 
-+i 

1- (---. <Po /\---.cp l) ~---. ( <Po V<P l) 

Al aide de cette règle et du modus panens, nous obtenons le résultat recherché: 

(B) Si M F= cp alors nécessairement M F= cp0 ou bien M F= cp 1 . Par symétrie, 
supposons que MF= cp0 . On a donc par hypothèse d 'induction : 

avec cp{) = cp0 . En appliquant la règle de l'introduction de la disjonction on 
obtient : 

c'est-à-dire précisément : 

( d) Si cp = cp0 1\cp1 , deux cas se pré entent : 

(A) SiM F= cp , alors néce sairement MF= cpa et MF= cp1 . On a donc par hypothèse 
d'induction : 

c'est-à-dire : 

D 'où lon déduit immédiatement par application de la règle d'introduction de 
la conjonction : 

c est-à-dire : 

{ P1M · · · 1 P: } 'r-e cpM . 

(B) SiM fi cp alor nécessairement M fi cp0 ouM fi cp1 . Par conséquent , cpM = •cp, 
et ou bien cp{) = •cpo ou bien cpf1 = •cp1 . Par symétrie upposons que nous 
avon M fi cp0 et donc cp{) = •cpo. Par hypothèse d 'induction nous avons : 
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c'est-à-dire : 

D'où par application de la règle d'introduction de la disjonction : 

Considérons la règle suivante : 

r/Jo Ar/J1 1- r/Jo Arp1 
------ 1\e d 

r/Jo Ar/J I 1- r/J1 

A l'aide de cette règle et du modus panens, nous obtenons le résultat recherché: 

Ceci termine, pour tout formule 4J , la preuve du résultat préparatoire : 

Nous allons maintenant prouver que pour toute formule 4J , si 4J est une tautologie, alors 
4J est un théorème de la logique classique. 

Soit 4J , une formule quelconque du Calcul Propositionnel dont les variables sont P1, ... , Pn· 
Et M, un modèle possible de 4J (c'est-à-dire aussi un modèle de 4J puisque 4J est une tauto­
logie). Nous avons montré que : 

or, M F= 4J est vérifié, donc 4JM = 4J. D'où : 

Mais puisque ce résultat est valable pour n'importe quel modèle, considérons M et M' 
qui ne diffèrent qu'en ce que M F= Pn , alors que M' F= -,p n· Pour toutes les autres variables 
Pi (i < n), les deux modèles distribuent les mêmes valeurs de vérité (c'est-à-dire MF= Pi ssi 
M' F= Pi )· 

D'après le résultat préparatoire, nous avons à la fois : 

d 'où: 

{pl M' ... ' p::_l' Pn} f-e 4J et {Pl M' ... ' p::_l' -,Pn} f-e 4J 

ou pour l'écrire autrement : 
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Par application du tiers exclu on remarque que l'on a la règle suivante : 

r '1/J ~ <P 
------------------------------ Ve 

r ~ q; 

En appliquant cette règle à notre cas nous obtenons finalement : 

et ce résultat est vrai pour n importe quel modèle M ! En recommençant le même raisonne­
ment on obtient , successivement : 

On arrive ainsi finalement à : 

D'où l'on déduit t-c <P par application du tiers exclu. 

Nous avons donc montré que 1= <P implique ~c </J . Il nous reste encore à montrer que pour 
toute formule <P et pour tout ensemble fini d hypothèse r = { '1/Jo, .. . ' '1/J k}, r 1= <P implique 
r ~c </J . 

Or il apparait immédiatement que : 

r 1= cjJ si et seulement i 1= ( of\ 1/\ .. . 1\'lj;k) ---+c/J . 

Par le résultat précédent sur les tautologie nou en déduisons : 

Par ailleurs, de manière tout à fait évidente nous avons 

Par conséquent, une simple application du modus panens nous donne : 

r ~c c/J . 

-j 139 

Corollaire 14 1 Soient c/J , 'ljJ deux formules du Calcul Propositionnel, 

Preuve du Corollaire 141 : C'est une conséquence immédiate du Théorème 139 puisque 
<P = 'ljJ si et seulement si à la fois cP 1= 'ljJ et 'ljJ 1= cP i et eulement si à la fois <P ~c et 'ljJ ~c cP 
si et seulement si cP =c '1/J . --1 141 
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Remarque 142 On rappelle que M F= r si chaque formule cp de r est vraie dans le modèle 
M (M F= cp ). Une conséquence immédiate du théorème de complétude est que pour toute 
théorie finie r, et pour tout modèle M de cette théorie, si une formule est démontrable à 
partir des hypothèses r, alors elle est vraie dans ce modèle M. Autrement dit, toute formule 
qui est une conséquence syntaxique d'une théorie est vraie dans tous les modèles de cette 
théorie. Tout ce que l'on peut déduire d'une théorie est vrai dans un modèle quelconque de 
cette théorie. 

si r ~c cp et M F= r alors M F= cp . 

Le théorème de complétude de la logique classique nous dit finalement que la sémantique 
que nous avons prise en considération pour le Calcul Propositionnel correspond à la logique 
classique - on pourrait d 'ailleurs parler à cet égard de "sémantique classique". Donc, s'il 
est vrai que la logique classique a un pouvoir expressif supérieur à la logique intuitionniste, 
cette même sémantique ne peut correspondre à cette dernière. Autrement dit, si nous voulons 
établir un théorème de complétude pour la logique intuitionniste, il nous faudra prendre en 
compte une sémantique qui soit différente de la sémantique classique. Pour ce faire, nous 
allons introduire dans la section qui suit, la sémantique des mondes possibles, encore appelée 
sémantique de Kripke. 

Pour aller plus avant : 

La Déduction Naturelle est due à Gerhard Gentzen [Sza69]. Elle renonce à la linéarité des preuves dans les 
systèmes formels "à la Hilbert" au profit d'une structure arborescente rendant plus "naturelle" la formali­
sation du raisonnement usuel. Une variante de la déduction naturelle, due à Frederic Brenton Fitch [Fit52], 
est souvent enseignée en lieu et place de la présentation originelle de Gentzen. Pour une présentation appro­
fondie de la Déduction Naturelle, le lecteur pourra se reporter à l ' "Introduction à la logique : théorie de la 
démonstration : cours et exercices corrigés" de René David, Karim Nour et Christophe Raffalli [DNR04], 
"Proofs and types" de Jean-Yves Girard, Yves Lafont et traduit par Paul Taylor [GTL89], "Le point aveugle, 
tome 1 : vers la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06], "Logique moderne" de Jean-Blaise Grize [Gri73], 
"A first course in logic : an introduction ta madel theory, proof theory, computability, and complexity" de 
Shawn Hedman [Hed04], "Introduction ta mathematicallogic" d'Elliot Mendelson [Men97], "Natural Deduc­
tion : A Proof- Theoretical Study" de Dag Pra witz [Pra06], "Proof Theory" de Gaisi Takeuti [Tak13], "Basic 
proof theory" de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOOJ. 

La logique intuitionniste- développée à l'origine par le hollandais Luitzen Egbertus Jan Brouwer [Bro23], 
puis ses élèves Valéry Glivenko et Arend Heyting - est apparue comme une position mathématique rejetant 
comme n'étant pas intuitives, certaines formes du raisonnement classique au profit des seules formes dites 
constructives. A la notion classique de vérité, la logique intuitionniste préfère celle de "prouvabilité construc­
tive". Là où un énoncé quelconque est soit vrai soit faux en logique classique, en logique intuitionniste, il est 
soit prouvable (de manière constructive), soit il ne l'est pas. Il existe ainsi des énoncés (cp) qui ne sont pas 
prouvables de manière constructive tout comme leurs négations (-.cp). Par conséquent le principe du tiers 
exclu (cp V •cp) se trouve pris en défaut puisqu'une preuve constructive de cp V -.cp passe nécessairement par 
une preuve soit de cp soit de -.cp. Andreï Kolmogorov [Kol25], puis Kurt Gèidel [Gèid86] ont montré que l'on 
peut représenter la logique classique à l'intérieur de la logique intuitionniste : pour toute formule prouvable 
en logique classique, il existe une formule équivalente 4 - équivalente en logique classique! - qui est prouvable 
en logique intuitionniste 5 . Par ailleurs, la logique intuitionniste permet, grâce à l'isomorphisme de Curry­
Howard, de mettre en correspondance les preuves à l'intérieur d'un système logique et les programmes 
utilisés en informatique, comme nous le verrons dans le chapitre 17. Le lecteur qui souhaiterait creuser ce 
sujet, pourra se plonger dans l'ouvrage de Jean van Heijenoort , intitulé "From Freege ta Godel : A Source 
Book in Mathematical Logic, 1879-1931" [vH77] :ainsi que dans celui de Martin Davis: "Engines of Logic: 
Mathematicians and the Origin of the Computer" [Davül]. 

4. Voir Définition 466. 
5. Voir Théorème 468. 
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4 Les modèles de Kripke du Calcul Propositionnel 
intuitionniste 

Résumé }(!! 19 La sémantique des monde po ibles de Kripke relie entre eux 
de manière arborescente des modèles du Calcul Propositionnel. Un modèle de 
Kripke est un arbre de modèles de la logique classique. L'évaluation des formules 
change et repose sur la notion de ''forcing' , définie localement pour chaque 
monde possible en fonction toutefois des relation de ce monde avec tous ses 
descendants. Une formule est vraie dans un modèle de Kripke si elle est 'forcée' 
dans chaque monde possible. Les modèles de Kripke de la logique intuitionniste 
induisent une notion de conséquence sémantique - F=i - qui coïncide avec la 
notion de conséquence syntaxique en logique intuitionniste. 

T F. cP ssi T ~ c/J . 
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Nous venon de montrer que la notion de vérité émantique et la notion de vérité yntaxique 
coïncident . Autrement dit une formulee tune tautologie si et seulement i elle est prouvable 
dans la logique ela sique. Mai qu en est-il de la prouvabilité intuit ionniste? Que peut-on 
dire d 'une formule qui est prouvable dan la logique intuit ionniste? Bien sûr , une telle 
formule est prouvable dan la logique clas ique et donc e t une tautologie. Mais existe-t-il 
une approche sémantique différente de celle que nou avon présentée et qui corresponde à 
la prouvabilité en logique intuit ionniste? 

Les modèles de Kripke sont une telle répon e. Il permettent de copier trait pour t rait 
la propo ition une formule est démontrable en logique ela sique si et seulement si elle est 
vraie dans tous les modèles (classiques) possibles. On a en effet une formule est démon­
trable en logique intuitionniste si et seulement si elle est réalisée dan tous les modèles de 
Kripke possibles. Ainsi on peut voir le modèle de Kripke comme les modèles de la logique 
intuitionniste. 

Définition 143 Soit {P1 , . . . Pk) un ensemble de variables propositionnel les, lC = (T1C,If-) 
est un modèle de Kripke arborescent fini portant sur les variables P1 , . .. , Pk si : 

{1) TIC est un arbre fini dont la relation d'ancestralité entre deux nœuds est notée par 
a ::; /3, ce qui signifie que a est un ancêtre de /3, ou pour le dire autrement, il y a 
une branche de l 'arbre qui contient à la fois a et /3, telle que a soit plus proche de la 
racine que /3 ou bien a = /3 . 

{2) If- est une relation binaire appelée relation de forcing entre d 'une part les nœuds de 
TIC et d'autre part les variables propositionnelles, qui vérifie : 

(a) pour tout nœud a :a 1JL _L 

{b) pour tout nœuds a /3 et variable propositionnelle Pi , si à la fois a ::; f3 et a 1 f- Pi 
alors on a /3 If- Pi . 



218 CALCUL PROPOSITIONNEL 

Exemple 144 un modèle de Kripke portant sur les variables proposit ionnelles P, Q, R 

Remarque 14 5 

(1) Il faut voir un modèle de Kripke comme un arbre dont les nœuds sont comme des 
modèles classiques du Calcul Propositionnel. Au sens où à chacun des nœuds sont 
spécifiées les variables qui sont "vraies". Une bonne intuition des modèles de Kripke 
consiste à interpréter la relation d'ancestralité comme une relation de temporalité. 
Ainsi, intuitivement, a :::; {3 signifie a est antérieur à {3 et a If- Pi signifie que Pi 
est vrai au temps a. Mais attention, il ne s'agit pas d'un temps linéaire, plutôt d'un 
temps arborescent . Pour le dire autrement, la relation d'ordre:::; n 'est pas une relation 
totale, il peut y avoir des éléments incomparables pour cette relation d'ordre. C'est 
le cas lorsque a et {3 ne sont l'ancêtre ni de l'un, ni de l'autre. La condition (2) (b) dit 
alors précisément que si quelque chose est vrai au temps a, alors cette même chose 
doit être vraie aux temps futurs (les temps {3 tels que a :::; {3) . 

(2) Un modèle de Kripke qui n'aurait qu'un seul nœud peut être vu comme un modèle 
de la logique classique. En effet, les conditions de la relation de forcing (If-) sont alors 
identiques à celles de la relation de vérité sémantique (1=) . 

Tout comme dans le cas classique, nous avons étendu la notion de vérité transportée par 
les distributions de valeurs de vérité des simples variables popositionnelles aux formules , la 
relation de forcing est également étendue aux formules . 

D éfinition 146 Soit K = (TK, If-) un modèle de Kripke arborescent fini portant sur les 
variables P1 , .. . , Pk , a un nœud de TK et qy , 'ljJ des formules du Calcul Propositionnel dont 
les variables sont parmi { P1 , ... , Pk ), 

(1) a If- qy/\'ljJ ssi a If- qy et a If- '1/J . 

(2) a If- (jJV'ljJ ssi a If- qy ou a If- '1/J . 

(3) a If- qy ------+ 'ljJ ssi pour tout nœud {3 de TK tel que a:::; {3, si {3 If- qy alors {3 If- '1/J . 

( 4) a 1 f- • 4J ssi pour tout nœud {3 de T K tel que a :::; {3, {3 IJL qy . 
En fait la négation • cp est interprétée comme la formule cp ------+ _l. D 'où, par définition 
de la condition de forcing de l 'implication : a If- cp ------+ _l ssi pour tout nœud {3 de 
T K tel que a :::; {3, si {3 1 f- qy alors {3 1 f- _l. Or, la condition {3 1 f- _l est interdite par 
définition des modèles de la logique intuitionniste, donc {3 If-_l n'est satisfait nulle 
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part, d'où la formulation de la négation en termes de "/3 If- c/J n 'est safisfait en aucun 
nœud au-dessus de a '~ (On verra plus loin que la condition qu'aucun nœud ne fo rce 
le faux n'est plus de mise pour les modèles de la logique minimale). 

Exemple 147 Ainsi dans le modèle pré enté dans l exemple 144 nous avons les relations 
de forcing suivante : 

o () 1 f- Q 1\ P mai f3 1JL P 1\ Q 

o a 1 f- P ---+ Q mai a lfl Q ---+ P 

o f3 If- , p mais a l}l , p 

o {I f- •QV P mais a lfl PV•P 

o a 1JL P a lfl , p et a lfl ,,p 

Définition 148 Soit K = (TK. If-) un modèle de Kripke arborescent fini portant sur les 
variables P1 , ... , Pk, a un nœud de TK. , cp une formule et r un ensemble fini de formules 
dont toutes les variables sont parmi { P1, . . . Pk) 

{1) a If- r ssi a If- '1/J pour toute formule de r . 

{2) cp {respectivement r ) est réalisée dans K i pour tout nœud a de TK., a If- cp (respec­
tivement a 1 f- r ). 

( 3) cp est conséquence intuitionniste de r (noté r 'Fi cp) ssi pour tout modèle de K ripke 
K = (TK., If-) et tout nœud a si a If- r alors a If- cp . 

En particulier, on note Fl cp si cp est réalisée dans tout modèle de Kripke . 

Exemple 149 Un modèle de Kripke dan lequel ni le t iers exclu (P V •P) nil élimination 
des doubles négations ( ,,p ---+ P ) ne sont réalisés puisque on remarque en effet que : 

(1) a lfl P par définition et a l}l ,p 
puisque a ::; f3 et f3 If- P . Donc a lfl 
PV•P. 

(2) a IY , p et f3 1Y , p d où a If- ,,p 
et f3 If- ••P. D où f3 If- ••P---+P et 
a IY ,,p---+ P . 
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4.1 Le théorème de complétude de la logique intuitionniste 

Les modèles de Kripke , tels que nous les avons présentés, offrent une sémantique pour la 
logique intuitionniste au sens où ils permettent de prouver le résultat qui suit . 

Théorème 150 Soient r un ensemble fini de formules et cp une formule du Calcul Propo­
sitionnel, 

r F; cp ssi r ~ cp. 

Preuve du Théorème 150 : Les preuves de ce théorème sont longues et fastidieuses. Elles 
s'appuient sur le modèle du théorème de complétude de la logique classique (les preuves 
usuelles se font d 'ailleurs en logique classique). Nous renvoyons le lecteur intéressé vers les 
ouvrages suivants : [DNR04] [Bus98] [TvD88] [TSOO] [Tak13]. 

~ 150 

Corollaire 151 Soit cp une formule du Calcul Propositionnel, 

F; cp ssi ~ cp. 

Preuve du Corollaire 151 : Le résultat est un cas particulier du Théorème 150 en prenant 
pour r un ensemble d'hypothèses qui soit vide. ~ 150 

4 .2 Le théorème de complétude de la logique minimale 

Si la logique minimale possède un pouvoir expressif moindre par rapport à la logique intui­
tionniste, il nous faut une sémantique appropriée qui soit distincte de celle offerte par les 
modèles de Kripke tels que nous les avons vus . En ne changeant qu 'un tout petit rien à ces 
modèles , on obtient la sémantique recherchée. 

D éfinition 152 Soit {P1 , .. . , Pk) un ensemble de variables propositionnelles, K = (TIC, If-) 
est un modèle de Kripke m inimal arborescent fini portant sur les variables P1 , . . . Pk si : 

(1) TIC est un arbre fini dont la relation d'ancestralité entre nœuds est notée a ::; /3; 

(2) If- est une relation binaire entre les nœuds de TIC et les variables propositionnelles, 
qui vérifie : pour tout nœud a, f3 et variable propositionnelle Pi , si à la fois a ::; /3 et 
a If- Pi alors on a /3 If- Pi . 

R emarque 153 

(1) Comme on le voit aisément, la notion de modèle de Kripke de la logique minimale 
n 'est rien d'autre que celle de modèle de Kripke en général, dans laquelle la condition 
(2)(a) : pour tout nœud a : a IY _L, a été abandonnée. 

(2) Attention! La condition a If- •cp n'est plus définie par : a If- •cp ssi pour tout nœud 
f3 de TIC tel que a ::; /3, f3 IY cp. Il faut en effet se souvenir que la négation •cp est 
interprétée comme la formule cp ----t_l_. D'où, ici, la définition de la négation par la 
con di ti on a 1 f- •cp ssi a 1 f- cp -----+ _L, c'est-à-dire ssi pour tout nœud /3 de TIC tel que 
a ::; /3, si f3 If- c/J alors f3 If-_L. 

Sur cette base, on définit à chaque nœud les mêmes extensions de la relation de forcing 
des variables propositionnelles aux formules. On définit de même les notions de réalisabilité 
et de conséquence logique minimale, que l'on note cette fois-ci r F=m cp. Cela permet d 'obtenir 
le théorème de complétude de la logique minimale suivant. 



THÉORIE DE LA DÉMONSTRATION 221 

Théorème 154 Soient r un ensemble fini de formules et cp une formule du Calcul Propo­
sitionnel, 

Preuve du Théorème 154 : Nous renvoyon le lecteur ver [DNR04) [Bus9 ] [TvD88) [TSOO) 
[Tak13). --4 154 

Corollaire 155 Soit cp une formule du Calcul Propositionnel, 

Preuve du Corollaire 155 : La preuve est immédiate en prenant r = 0. --4 155 

Exemple 156 un modèle de Kripke de la logique minimale dans lequel --.-{-.--.P-+P) n 'est 
pas réalisé. 

(1) (a) {3 t~ P par définit ion 

(b) d où {3 Il- -.P. 
( c) Mais également {3 Il- -,-,p pui que 

{3 Il-_l. 

(d) Mais alors {31fl ••P-+P. 

(e) Par conséquent (311- • (••P-+P) 
(f) et toujours à cause du fait 

que {3 Il-_l on obt ient {3 Il­
-,-, ( ••P-+ P ). 

(2) (a) a lfl P et {3 lfl P par définit ion 

(b) d 'où a Il- -.P. 

( c) Mais a !Y -,-,p puisque a lfl _l. 

(d) On a aussi a lfl ••P-+P pour la 
raison que {3 Il- -,-,p et {3 lfl P . 

(e) Par con équent a Il- • (••P-+P) 
puisqu à la fois a lfl ••P-+P et 
f3 lfl ••P-+P. 

(f) d 'où a !Y ••( ••P-+P) puisqu'à 
la fois a Il- • ( ••P-+ P ) et a !Y _1_. 

Cela montre qu il existe un nœud du modèle qui ne force pa la formule ••( --.--.P -+P ). 
Par conséquent, en utili ant le théorème de complétude de la logique minimale, on obtient 
directement que ••( ••P-+P ) n est pas un théorème de la logique minimale. Comme nous 
avion montré que cette même formule était un théorème de la logique intuitionniste nous 
savons donc que le séquent 1- ---,---, ( -,-,p -+ P) e t prouvable en logique intuitionniste mais pa 
en logique minimale. Ce qui prouve que la logique minimale forme un ous-en emble trict 
de la logique intuitionniste elle-même strictement inclue dan la logique classique. P lus 
précisément i 1 on appelle logique classique (resp. intuitionni te, minimale) l'ensemble des 
formules qui sont des théorèmes --- c'est-à-dire des formules prouvable ans hypothè e --- de 
la logique classique (re p. intuitionniste, minimale), alors nous obtenon le schéma suivant : 
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logique classique 

Pour aller plus avant : 

Nous renvoyons le lecteur qui désirerait en savoir plus sur les modèles de Kripke des logiques intuitionniste 
et minimale, au manuel de René David, Karim Nour et Christophe Raffalli : ((Introduction à la logique : 
théorie de la démonstration : cours et exercices corrigés" [DNR04]. Il trouvera également quelques éléments 
dans les ouvrages suivants : uBasic proof theory " de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOO], 
uProof Theory" de Gaisi Takeuti [Tak13] et uModal logic " de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et Yde 
Venema [BdRV02] . 
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5 Le Calcul des Séquents 

Résumé }(!! 20 Le Calcul des Séquents repose sur la notion de séquent. Mais 
contrairement à la Déduction Naturelle qui mettait en jeu des séquents de la 
forme r ~ <P - où <P était une formule et r un ensemble de formules - , le Cal­
cul des Séquents symétrise la notion de séquent qui prend la former ~ ~' où 
~ est également un ensemble de formules. Un tel séquent s'interprète comme 
"la conjonction des formules de r prouve la disjonction des formules de ~". 
A l'exception de la règle de coupure, chacune des règles est une règle d'intro­
duction, que ce soit à gauche ou à droite du symbole de séquent. La logique 
intuitionniste se retrouve en Calcul des Séquents en ce qu elle ne conserve des 
démonstrations que les seules qui ne font jamais qu'intervenir qu'une seule 
formule - à contraction près - à droite du symbole de séquent. 
La règle de coupure peut être omise - au prix de démonstrations généralement 
beaucoup plus longues - résultat qui permet de montrer la consistance du Calcul 
Propositionnel : une contradiction ne peut être démontrée sans hypothèse. 
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Le Calcul des Séquents est postérieur de quelques années à la Déduction Naturelle. Son 
intérêt consiste non seulement à rendre compte de la notion de démonstration, mais, plus 
encore que la Déduction Naturelle , à en dégager les propriétés mathématiques essentielles. 

Ce faisant , le Calcul des Séquents s éloigne du cararctère naturel des démonstrations 
telles qu 'elles apparaîssaient avec la Déduction Naturelle. Il n 'y a plus vraiment de preuves 
de théorèmes ou de déductions de formules. Il ne reste qu 'un jeu sur les séquents, moins 
adapté à la construction de preuve qu à la description de ces constructions. 

Les deux différences principales avec la Déduction Naturelle sont, d'une part , que la 
partie droite des séquents n 'est plus constituée dune seule formule conclusion mais d 'un 
ensemble fini de formules , et d 'autre part que les règles d 'élimination sont remplacées par 
des règles d 'introduction à gauche, rendant ainsi le système de démonstration totalement 
symétrique, avec des règles d 'introduction à droite et à gauche se répondant en miroir. 

Définition 157 Un séquent (noté r ~ ~) est un couple où : 

o r est un ensemble fini de formules, appelé la partie gauche du séquent, 

o ~ est également un ensemble fini de formules, appelé la partie droite du séquent. 

Remarque 158 Intuitivement , un séquent r ~ ~où r = {</Jo, ... , <Pn} et ~= { ~o, ... , ~k} 

est interprété comme 1\ <Pi ~ V ~j . 
o::;i::;n o::;j::;k 

La partie gauche est donc une conjonction d 'hypothèses comme dans la Déduction Na-
turelle, mais la partie droite doit être vue comme une disjonction de conclusions plutôt 
qu 'une seule conclusion. Ainsi la conjonction vide d 'hypothèse est interprétée comme le 
vrai, alors que la disjonction vide de conclusion est interprétée comme le faux. Conformé-
ment à cela, le séquent ~ ~ signifie (~0V~ 1 V .. . V~k), alors que le séquent r ~ signifie 
(<fJol\<fJ l l\ ... 1\<fJn) -----+1_ , c'est-à-dire • (</Jo/\<fJl /\ ... 1\<fJn)· Pour finir , le séquent " ~", qui si-
gnifie "vrai implique faux", est interprété comme l'absurde (il correspond au séquent ~ l_ de 
la Déduction Naturelle) . 
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Les règles du Calcul des Séquents 

Les règles du Calcul des Séquents sont très proches de celles de la Déduction Naturelle. Elles 
conservent en particulier le fait que d 'un ensemble de prémisses (il peut y en avoir 0,1 ou 
2) , on déduit un séquent conclusion et elles sont représentées avec les prémisses au-dessus 
d 'une barre horizontale et la conclusion en dessous. De même, les règles d'introduction de 
la Déduction Naturelle sont conservées. Elles deviennent des règles d'introduction à droite. 
Les règles d 'élimination sont remplacées par des règles d'introduction à gauche. 

On retrouve également une règle pour les axiomes, des règles logiques et des règles 
structurelles. Mais chose nouvelle, une règle de coupure est introduite : 

r ~ cp , ~ r' , cp ~~~ 
----------- eut 

r ,r' ~ ~ , ~' 

Cette notion de coupure correspond à la partie non mécanique de l'activité démonstrative. 
C'est elle qui permet l'utilisation d 'énoncés généraux, de principes que l'on démontre une fois 
pour toute et que l'on applique ensuite à des cas particuliers. Ceci est une pratique courante 
des mathématiques où l'on fait grand usage de ces démonstrations indirectes. On démontre 
une formule cp d'hypothèses r en se servant d 'un résultat général 'lj; qu'on sait déduire de 
ces mêmes hypothèses r et dont on montre qu'il entraîne cp . En Déduction Naturelle, cela 
correspond aux deux prémisses r ~ 'lj; et 'lj; ~ cp desquelles on déduit r ~ cp . La propriété 
générale 'lj; est intervenue dans la démonstration telle un messager qui n'a de valeur que 
transitoire. Elle permet de relier r à cp , puis, une fois cette opération réalisée, elle disparaît. 
Les coupures évitent ainsi de devoir refaire des démonstrations complètes pour chaque cas 
particulier, permettant de s'appuyer sur des démonstrations plus générales. 

Le problème qui apparaît alors est que cette règle de coupure permet de faire dispa­
raître hypothèses et conclusion. Comment alors être certain qu 'on ne peut pas dès lors faire 
apparaître le séquent vide (~)? C'est une question grave, car si tel était le cas nous nous 
retrouverions avec un système de démonstration qui prouverait l'absurde, et donc prouverait 
n 'importe quoi. Un tel système serait bon à jeter aux oubliettes et à nous renvoyer à nos 
chères études ... 

A cause du remplacement des règles d 'élimination par des règles d 'introduction à gauche, 
les règles logiques du Calcul des Séquents ne permettent pas d'élimination. C'est la raison 
pour laquelle on introduit cette règle de coupure qui permet de rétablir la transitivité dans 
les déductions : si l'on a prouvé avec l'hypothèse A que B et avec l'hypothèse B que C, 
alors on a prouvé que C avec l'hypothèse A. Cette règle de coupure est donc extrêmement 
naturelle. Elle correspond à la manière habituelle dont les raisonnements se déroulent. 

Exemple 159 Une preuve en Calcul des Séquents du t iers exclu ~ cp V •cp : 
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r, 4> f- b. r , 'I/J f- b. 
-------- V g 

r , c~>v'I/J f-b. 

rf- cj> , b. r, 'I/J f-b. _ __.;_ ______ -+g 

ff-- 4> b. 
---- ~g 

r f- b. affg 

f cj> f- b. 

r , c~> 4> f-b. 
---- ctrg 

r , c~> f- b. 

Calcul des Séquents 

Axiomes 

-- .Lg 

_i f-

Règles logiques 

Règle tructurelle 

Règle de coupure 

r f- 4> , b. r f- 1/J b. 
-------- " d 

r f- 4> 1\ 1/J , b. 

rf- 4> ,1/J ,b. 
----- V d 

rf- b. 

ff-- 4> b. 

r f- 4> 4> , b. 
---- ctrd 

r f- 4> , b. 

FIG RE 3.4- Règles du Calcul des Séquents en logique ela ique. 
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Exemple 160 Une preuve en Calcul des Séquents de r- cp--+ ••c/J : 

cp t- cp 
cp, •c/J t-

ep r- ••c/J 
r- cp --+ ••c/J 

Exemple 161 Une preuve de l'élimination des doubles négations r- ••c/J--+ cp en Calcul des 
Séquents: 

cp t- cp 
r- cp, •c/J 

---'---'----'---'--- ~9 

••c/J r- cp 

Exemple 162 Une preuve en Calcul des Séquents de la contraposition •'1/J--+ •c/J r- cp--+ 'lj; : 

•'1/J --+ •c/J , cp r- '1/J 
•'1/J --+ •c/J r- cp --+ '1/J 

Exemple 163 Une preuve en Calcul des Séquents du troisième axiome du système de Hil­
bert - voir page 188 - r- ( •'1/J --+ •c/J) --+ ( ( •'1/J --+ cp) --+ 'lj;) : 

'lj; t- 'lj; cp t- cp 
~d ~g 

'lj; t- 'lj; 
~d 

r- •'1/J , '1/J 
affg 

cp , •c/J r-
affd 

r- •'1/J , '1/J 
affg 

cp r- •'1/J ' '1/J cp , •c/J r-' '1/J 
-+g 

•'1/J --+ •c/J r- •'1/J ' '1/J •'1/J --+ •c/J , cp r- '1/J 
-+g 

•'1/J --+ •c/J, •'1/J --+ cp r- '1/J 
---------- -+d 

•'1/J --+ •c/J r- ( •'1/J --+ cp) --+ '1/J 
------------ -+d 

r- ( •'1/J --+ •c/J) --+ ( ( •'1/J --+ cP) --+ '1/J) 
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Arrêtons-nou un instant sur les Exemples 160 et 161. La différence majeure entre les 
deux formules cp ----t • •<P et ••<P ----t cp - qui ont pourtant très semblables - est que la 
première est prouvable en logique intuitionniste alors que la econde ne lest pas. Si l'on 
regarde de près les deux preuves, nous devon bien admettre que nous avons fait quasiment 
la même chose dans l'une et l'autre . A la petite différence tout de même que dans la première 
preuve, nous avons d'abord effectué une introduction de la négation à droite avant d'effectuer 
la même introduction de la négation mais à gauche cette fois. Alor que dans la seconde 
démonstration, nous avons d 'abord effectué l'introduction de la négation à gauche avant 
celle de droite. 

C'est que les logiques intuitionniste et minimale e trouvent avoir chacune une caracté­
risation extrêmement simple en Calcul des Séquents. 

Théorème 164 la logique intuitionniste est la version du Calcul des Séquents dont les règles 
sont restreintes aux séquents avec au plus une formule à droite, la contraction à droite étant 
considérée comme implicite . 

La table de ces règles est présentée dan la Figure 3.5, dans laquelle le symbole b.. tient 
lieu d'un ensemble contenant au plus une unique formule . 

Théorème 165 la logique minimale est la version du Calcul des Séquents diminuée de la 
règle de l 'affaiblissement droit 6 et dont les règles sont restreintes aux séquents avec au plus 
une formule à droite 7 . 

Preuve des Théorèmes 164 et 165 : ous renvoyon ici encore le lecteur vers le manuel 
[DNR04], ainsi que [Bus98] [TvD 8] "B asic proof theory" de Anne S. 'Ifoelstra et Helmut 
Schwichtenberg [TSOO], [Tak13]. -i 164 & 165 

Exemple 166 Une preuve en Calcul des Séquent de ~ ••( ••<P --t cp) : 

<P ~ <P 
-,-, <P --t <P ~ -,-, <P --t <P ----- aff9 

<P ··<P ~ <P 
--+d ----------- ~ 9 

<P ~ ··<P --t <P •( ··<P --t <P) ··<P --t <P ~ 
-------------~------ eut 

-, ( ··<P --t <P) <P ~ 
-, ( ··<P --t <P) ~ •<P 

~ 9 

-, ( ··<P --t <P) ··<P ~ 
---------- ~d 

•( ··<P --t <P) ··<P ~ <P 
----------- --+ d 

-, ( ··<P --t <P) ~ ··<P --t <P 
------------- ~9 

•( ··<P --t <P) ·( ··<P --t <P) ~ 
ctr 9 

•( ··<P --t <P) ~ 
~ ··( ··<P --t <P) 

6. Si l'on y songe la règle de l'affaiblissement droit n est pas autre chose que la règle de l'absurde 
intuitionniste. 

7. La contraction à droite n 'est ici pas considérée comme implicite. 
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r , <t> f-- ~ r , 'l/; f-- ~ 
--~------------ Vg 

f , </>V'lj; f-- ~ 

r f-- <P r , f-- ~ 
-------------- ->g 

f , </>--t'l/; f-- ~ 

f f-- </> 

r , -.<t> f--

CALCUL PROPOSITIONNEL 

Calcul des Séquents 

Axiomes 

- -_l_g 

_i f-

Règles logiques 

ff-- </>1\'lj; 

ff-- </> 
v dl 

ff-- 'lj; 
v d2 

ff-- </>V'lj; ff-- </>V'lj; 

r , <P f-- 7/J 
->d 

ff-- </> --t 'l/; 

r , <P f--
~d 

r f-- -.<t> 

Règles structurelles 

rf-
affd 

ff-- </> 

f , </> ,4> f-- ~ 
----'---------- ctrg 

Règle de coupure 

r f-- 4> r' , 4> f-- ~ 
eut 

r , r' f-- , ~ 

FIGURE 3.5 - Règles du Calcul des Séquents en logique intuitionniste. 
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Exemple 167 Une preuve en Calcul de Séquent du premier axiome du système de Hilbert 
- voir page 188 - ~ cp--+ ('1/J--+ cp ) : 

Exemple 168 Une preuve en Calcul des Séquent du second axiome du système de Hilbert 
- voir page 188- ~ (cp--+ ('1/J--+ e)) --+ ((cp--+ ) --+ (c/J--+ e)) : 

~= 

Ainsi , dans l'Exemple 160 sur chaque nœud de 1 arbre de preuve, il n 'y a jamais qu'au 
plus une formule à droite du symbole de équent alors que dans l'Exemple 161, il y a un 
nœud de l'arbre de preuve qui en contient deux et dans l'Exemple 159 exactement trois 
nœuds de l'arbre de preuve de cp V -,cp en contiennent deux, dont 1 un des trois n 'en contient 
en réalité qu'une "à contraction près". Dans l exemple 166 chaque nœud de l'arbre de preuve 
ne contient qu'au plus une formule à droite du symbole de séquent par contre la règle de 
l'affaiblissement droit est utilisée, ce qui fait que cette preuve se situe dans le cadre de la 
logique intuitionniste mai pas de la logique minimale. 

5.1 L'élimination des coupures 

La règle de coupure en Calcul des Séquents correspond à la règle suivante en Déduction 
Naturelle : 
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Pour être plus précis, elle correspond donc, en Déduction Naturelle, à l'introduction de 
l'implication suivie aussitôt de son élimination : 

r , cp f-- '1/J 
~i 

r f-- cp ---+ '1/J r' f-- cp 
---------------------- ~e 

r,r' f-- '1/J 

C'est une règle absolument essentielle pour rendre compte de la manière dont nous rai­
sonnons. En effet, la plupart des raisonnements que nous faisons consistent à utiliser des 
conclusions de raisonnements antérieurs comme hypothèses pour de nouvelles démonstra­
tions, hypothèses que par ailleurs, nous faisons disparaître sur la base du fait que nous les 
avons démontrées. De manière presque caricaturale, les raisonnements de la vie courante 
prennent la forme suivante : nous montrons que si nous avons A alors nous avons B, et par 
ailleurs que si nous avons B, alors nous avons C. Nous déduisons de cela qu'avec l'hypo­
thèse A nous avons C. La conclusion intermédiaire B a disparu, mais elle était nécessaire 
pour atteindre Cà partir de A. "Si je veux réussir cet examen, il faut que je puisse répondre 
correctement à des questions du même type que celles qui se trouvent dans les feuilles d'exer­
cices distribuées chaque semaine. Or, une bonne manière de répondre à ce genre de question, 
c'est de s'y préparer en faisant les exercices régulièrement. Donc, si je veux réussir l'examen, 
il est bien que je m'y prépare en rendant une feuille d'exercices chaque semaine". 

Pour le dire autrement , la règle de coupure correspond à l'utilisation de principes abs­
traits et généraux dans les raisonnements. Cela est particulièrement frappant dans l'activité 
mathématique : avec certaines hypothèses, on prouve une propriété générale, puis on prouve 
que le résultat souhaité est une conséquence de cette propriété générale. Cette dernière 
n'apparaît plus dans le résultat final, mais elle lui aura pourtant servi de tremplin. 

Théorème 169 (Elimination des coupures) S'il existe, en Calcul des Séquents clas­
sique {resp. intuitionniste), une preuve du séquent r f-- ~~ alors il existe une preuve en 
Calcul des Séquents classique (resp. intuitionniste) de ce séquent sans utilisation de la règle 
de coupure. 

Preuve du Théorème 169: La preuve est longue et fastidieuse. Encore une fois nous renvoyons 
le lecteur vers d'autres ouvrages tels que [DNR04] [Bus98] [TvD88] [TSOO] [Tak13]. ~ 169 

Ce théorème extrêmement important justifie à lui seul la mise sur pied du Calcul des 
Séquents. Il affirme que l'on peut toujours se passer de la règle de coupure pour obtenir 
un séquent prouvable en logique classique. Mais, si l'on peut faire fi de la règle de coupure, 
cela signifie que tout séquent r f-- ~ prouvable peut l'être par l'utilisation des seuls axiomes, 
règles logiques et règles structurelles. La preuve de ce théorème n 'est pas vraiment difficile 
mais longue et fastidieuse puisqu'il faut remplacer dans une preuve donnée chaque utilisation 
de la règle de coupure par d'autres règles logiques. 

Ce résultat a deux conséquences majeures : 

Corollaire 170 Le séquent "f-- '' n'est pas prouvable en logique classique. 

Rappelons que le séquent " f-- " est intuitivement interprété par le vrai entraîne le faux. 
Il correspond à f--1_ en Déduction Naturelle. On peut voir ainsi directement, par utili ation 
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des règles d 'affaiblissement que si~ était prouvable en Calcul de Séquents, alors n'importe 
lequel des séquents r ~ 1:1 le serait également. La conséquence erait que toute la théorie 
de la démonstration s'écroulerait comme un château de carte. Il est absolument primordial 
que l'on ne puisse pas prouver ce séquent qui entraîne une absurdité généralisée, le non-sens 
absolu, en un mot le chaos le plus inextricable. 

Preuve du Corollaire 170 : La preuve est immédiate : s'il existait une preuve de ce séquent 
en Calcul des Séquents, il en existerait également une qui se ferait sans utilisation de la 
règle de coupure. Or toute les autres règle introduisent une formule oit à droite, soit 
à gauche, soit des deux côtés à la fois. La eule règle qui permet de faire disparaître une 
formule est la règle de contraction, mais celle-ci ne fait pas disparaître une formule, elle ne 
fait disparaître qu une des occurrences multiples d une formule. Il est donc immédiat qu 'il 
n'y a pas de preuve sans coupure du séquent" ~'. Par application du théorème d'élimination 
des coupures, il n 'y a donc pas de preuve (avec ou sans coupure) du séquent " ~". La Théorie 
de la démonstration est sauve. 

~ 170 

Corollaire 171 (P ropriété de la sous-formule) Si le séquent r ~ 1:1 est prouvable en 
logique classique (resp. en logique intuitionniste) alors il existe une preuve en logique clas­
sique (resp. en logique intuitionniste) de ce séquent dans laquelle n'apparaîssent que des 
séquents constitués de sous-formules des formules de r et de 1:1. 

Preuve du Corollaire 171 : Par application du théorème de l'élimination des coupures, 
il existe une preuve sans coupure de r ~ 1:1. Or une telle preuve satisfait les conditions 
souhaitées. Cela se vérifie immédiatement règle par règle, par induction sur la hauteur d'une 
preuve sans coupure. 

~ 171 

Une conséquence de la propriété de la sou -formule est qu'une preuve d'une disjonction en 
logique intuitionniste passe nécessairement par une preuve d un de terme de la disjonction : 

~ c/JV'Ij; si et seulement i ( ~ cjJ ou ~ 7/J) . 
Ain i, par exemple, lorsqu'on prouve une instance du tiers exclu de la forme r ~i cjJ v •c/J 
en logique intuitionniste c'e t parce qu on a été capable soit de prouver r ~i c/J , soit de 
prouver r ~ •cP ce qui bien ûr n'e t pas le cas en logique clas ique où r ~ cP v •c/J est une 
conséquence immédiate du principe du tier exclu. 

Une conséquence majeure de la propriété de la sous-formule qui elle-même repose di­
rectement sur l'élimination de coupures e t de permettre tout particulièrement en logique 
intuitionniste, une recherche de preuve automatique. On peut ainsi mettre en place des 
"prouveurs automatiques" dont la tâche est la production mécanique de preuves, comme 
par exemple les preuves de programmes. Le caractère nécessairement ab trait des preuves 
par coupures étant oublié, ces machines recherchent des preuves, certes plus longues mais 
au i plus simple dan le fait quelles ne font appel qu'aux sou -formules de formules du 
séquent qu il s'agit de prouver. 

5. 2 Th ad uction de Godel-Kolmogorov 

Entre logique classique intuitionniste et minimale, la logique minimale est la moins expres­
sive des troi . Pourtant , il existe pour chaque formule cjJ une formule c/J9 qui soit équivalente 
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- en logique classique ! - à cp et telle que cp9 est prouvable en logique minimale si cp est 
prouvable en logique classique. 

On peut donc se passer de la logique classique et intuitionniste, à condition d 'accepter 
d'effectuer, pour toute formule , la traduction qui suit. 

Définition 172 (Traduction de Godel-Kolmogorov) Soit cp une formule du Calcul Pro­
positionnel. La traduction de GodeZ-Kolmogorov de cp (notée cp9 ) est la formule définie par 
induction sur la hauteur de cp de la façon suivante : 

{1) _1_9 = j_ ; 

{2) p g = -,-, p , {P variable prop.); 

{3) (-,cp )9 = -,cp9 ; 

(4) (cp 1\ '1jJ)9 = cp9 1\ 'ljJ9 ; 

{5) (cpV'IjJ)9 = -,-.(cp9V'IjJ9) ; 

{6) (cp----t 'ljJ)9 = cp9 ----t '1jJ9 . 

Notation 173 Pour r un ensemble de formules du Calcul Propositionnel, rg désigne l 'en­
semble des traductions de GodeZ-Kolmogorov des formules de r : 

r 9 = { cp9 
1 cp E r}. 

Théorème 174 Pour tous r et cp , respectivement un ensemble de formules et une formule : 

Preuve du Théorème 174 : Nous renvoyons le lecteur à l'ouvrage de René David, Karim 
Nour et Christophe Raffalli : "Introduction à la logique : théorie de la démonstration : cours 
et exercices corrigés" [DNR04], ainsi qu'à [Tak13][TSOO] . 

--1174 

Exemple 175 La traduction de Godel-Kolmogorov de P V -,p donne: 

(P V -.P)9 = -,-, ( -,-,p v -,-,-.P) . 

Alors que ~ P V -,p n 'est prouvable qu 'en logique classique, ~ (P V -.P)9 est prouvable en 
logique minimale : 

p ~ p 

~ P, ,p 

~ p v -,p 

-,-,p ~ -,-,p 
--------- v dl 

-,-,p ~ -,-,p v -,-,-,p 
- - -=----=---'------ ~g 

-, ( -,-,p v -,-,-,p) ' -,-,p ~ 

-, ( -,-,p v -,-,-,p) ~ -,-,-,p 
-------------- Vd2 

-, ( -,-,p V -,-nP) ~ -,-,p V -,-,-,p 
---------------- ~9 

-, ( -,-,p v -,-,-,p) -, ( -,-,p v -,-,-,p) ~ 
---'--------'-----'--------- ctr9 

-, ( -,-,p v -,-,-,p) ~ 

~ -,-, ( -,-,p v -,-,-,p) 
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Exemple 176 La t raduct ion de Godel-Kolrnogorov de ,,p ---7 P donne : ,,,p ---7 -.-.P. 
La formule de l'élimination des doubles négations : ~ ,,p ---7 P n est prouvable qu 'en 

logique classique, alors que sa traduction de Godel-Kolmogorov ~ ( ,,p ---7 P)g est prouvable 
en logique minimale : 

.p ~ .p 
~9 

p ~ p ,,p .p ~ 
~d 

~d 

~ p ,p ,p ~ ,,,p 
~9 ~9 

,.p ~ p ,,,,p ,p ~ 
~d 

~d 

~ ,,p ---7 p ,,,,p ~ ,,p 
-td 

~ ,,,,p ---7 ,,p 

Exemple 177 La cont raposition : •Q --+ ,p ~ P --+ Q n e t prouvable qu en logique 
classique - voir Exemple 162 - alors que a t raduction de Godel-Kolrnogorov 

est prouvable en logique minimale : 

Pour aller plus avant : 

•Q ~ •••Q 
-------------------- aff9 

,,p ~ ,,p 
,,,p ,,p ~ 

----------------- aff9 

,,,p, •Q ~ •••Q •Q ,,,p ,,p ~ 
------------------------------------------- ctr9 

•Q ,,,p ···Q --+ ,,,p ,,p •Q ~ 
--------------------------------------- ctr9 

,,,p' ···Q --+ ,,,p ,,p •Q ~ 
------------------------------------+9 

···Q --+ ,,,p ,,p ~ ••Q 
------~--------~----~------~~ ~d 

•••Q --+ ,,,p ~ ,,p --+ ••Q 

A nouveau , nous renvoyons le lecteur qui désirerait s'aventurer plus loin dans le domaine du Calcul des 

Séquents , au manuel de René David, Karim Nour et Christophe Raffalli : "Introduction à la logique : 

théorie de la démonstration : cours et exercices corrigés" [D R04], ainsi qu 'aux ouvrages "Proof Theory" 

de Gaisi Takeuti [Tak13] et "Basic proof theory" de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOO]. 

Le lecteur particulièrement motivé pourra également consulter les ouvrages "Le point aveugle, tome 1 : vers 

la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06] ou "Proofs and types" de Jean-Yves Girard , Paul Taylor et Yves 

Lafont [GTL89], bien que leurs contenus correspondent plutôt à la logique dont nous traiterons dans la 

troisième partie de cet ouvrage 8 . 

8. La partie Logique du 1er ordre. 





Deuxième partie 

Logique Modale 





Préambule 

- N ow what is the message there ? 
- The message is that there are known "knowns." 
- There are things we know that we know. 
- There are known unknowns. 
- That i ta say there are thing that we now know we don't know. 
- But there are also unknown unknowns. 
- There are things we do not know we don't know. 
- Sa when we do the best we can and we pull all this information 

together and we then say well that 's basically what we see as the 
situation, that is really only the known knowns and the known 
unknowns. 

- And each year, we discover a few more of those unknown unk­
nowns. 

Donald Rumsfeld 1 

Qu'est-ce que la logique modale ? 

Le Calcul Propositionnel est une logique fruste d utilisation restreinte et pour tout dire, 
de pouvoir expressif très limité. Une de manière détendre le champ d'application du 
Calcul propositionnel consiste à lui adjoindre des opérateurs de modalité. Ainsi complété, le 
Calcul (ou Logique) Propositionnel(le) se transforme en Logique Modale. Ces opérateurs de 
modalité fonctionnent comme autant de condition particulière d appréhension de formules. 
Par exemple, étant donnée une formule du Calcul Propositionnel cl> nous pourrons écrire De/> , 
ou aussi Oc/>. opérateurs de modalité sont ce symboles D, ou 0 qui se lisent respectivement 
carré ou bien boîte pour le premier et losange ou diamant pour le econd. Les deux 
formule ain i constituées : De/> et Oc/> corre pondent alor à deux mode différents sur lesquels 
sont compris ce que raconte la formule c/> . 

Chacun de ces deux modes donne nai ance à une formule de la logique modale qui est 
différente de la imple formule c/> . Ainsi pré enté un opérateur de modalité n apparaît pas 
fort différent dun connecteur logique. Qu'est-ce qui distingue par exemple 0 ou 0 de la 
négation -,? Tous trois semblent être des connecteurs unaires c'est-à-dire des symboles qui, 
placé devant une formule quelconque, servent à créer une nouvelle formule. Qu'est ce qui 
distingue De/> de •4> par exemple? Et bien, d un point de vue yntaxique, pas grand chose. 

9. Conférence de presse au quartier général des forces de 1 OTA Bruxelles , le 6 juin 2002. 
http://www.nato.int/docu/speech/2002/s020606g.htm. 
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Par contre, d 'un point de vue sémantique, plusieurs choses les séparent. La manière dont le 
connecteur ---, est interprété est identique quels que soient les modèles, quelles que soient les 
théories. Il en est de même des connecteurs binaires V, 1\, ----+, +------+ . Bien sûr, cela dépend de 
la logique dans laquelle on se place. En logique classique, • cp est vraie si et seulement si cp est 
fausse , alors que nous avons vu qu'en logique intuitionniste, l'on pouvait très bien n 'avoir 
ni cp ni • cp de satisfaites. C'était entre autres le cas dans les modèles qui ne satisfaisaient 
pas le tiers exclu (cp V •cp). Mais bon gré mal gré, il s'agissait toujours de la négation d 'une 
formule, même si la négation au sens classique différait quelque peu de la négation au sens 
intuitionniste. 

Tandis qu 'avec les opérateurs de modalité, l'interprétation de 0 et 0 peut très bien se 
référer respectivement à la nécessité et la contingence, ou à la connaissance et la croyance, ou 
encore à des exécutions de programmes informatiques, ou tout simplement à des conditions 
temporelles comme le passé et le futur. 

Dès lors, on pourra interpréter Dcp comme voulant dire "il est nécessaire que cp " et Ocp 
signifiera alors ''il est possible que cp ". Nous pourrons ainsi dire "il est nécessaire de porter 
des lunettes de protection" ou bien "il est possible de porter des lunettes de protection". Dans 
un autre contexte, on comprendra Ocp comme "je sais que cp ", par contraste avec Ocp qui 
se pensera comme ''je crois que cp " : "je sais que vous portez habituellement des lunettes 
de protection", ou bien "je crois que vous portez habituellement des lunettes de protection". 
Enfin dans un troisième sens, nous pourrons entendre Ocp comme "cp est obligatoire" et Ocp 
comme "cp est permis" : "il est obligatoire de porter des lunettes de protection", ou bien "il 
est permis de porter des lunettes de protection". 

Par conséquent, nous voyons apparaître un lien de dualité entre 0 et 0 . Par exemple, 
si l'on dit qu 'il est nécessaire que •cp, cela signifie que quoi que l'on fasse, cp ne peut avoir 
lieu. Autrement dit, s'il est nécessaire que • cp, alors il n'est pas possible que cp. L'inverse est 
également vrai : si cp n 'est tout simplement pas possible, alors il est nécessaire que • cp. Il 
en résulte qu'affirmer qu ' "il est possible que cp " revient à dire qu ' "il n'est pas nécessaire que 
•cp ".Nous verrons donc l'équivalence entre les deux formules ---, 0 ---,cp et Ocp. Cela vaudra pour 
toutes les interprétations possibles de ces deux opérateurs de modalité. Ainsi , si je dis que 
''je crois que cp ", cela reviendra à dire qu ' "il est faux que j e sache que • cp ". En fait , l'un des 
opérateurs se définit aisément en fonction de l'autre et bien souvent, nous ne considérerons 
Ocp que comme une notation pour ---,0---,cp, ce qui facilitera grandement les preuves. 

Nous pourrons également répéter ce processus et donc, à partir des formules Ocp et Ocp, 
construire par exemple les formules ODcp ou DOcp, voire encore DOOcp qui diront chacune 
respectivement "il est nécessaire qu 'il soit nécessaire que cp ", ou "il est nécessaire qu 'il soit 
possible que cp ", ou bien encore "il est nécessaire qu'il soit possible qu 'il soit nécessaire que 
cp ". 

Pour compliquer encore un peu plus les choses, alors que les connecteurs sont en nombres 
finis - par ailleurs extrêmement réduits - les opérateurs de modalité pourront parfois appa­
raître en très grands nombres, voire en nombres infinis. Nous pourrons par exemple utiliser 
[i] ou (i) pour désigner respectivement ce que sait ou ce que croit la personne i. Cela 
permettra de parler de ce que sait Anne, de ce que croit Bertrand, ou de ce que sait Chloé. 

Plus intéressant encore, avec de nombreux types de modalités comme [i] et (i) (pour 
des indices i choisis dans un ensemble à dessein), nous pourrons dire "Anne croit que B er­
trand sait que Chloé croit que Anne sait que la roue avant du vélo est crevée" en écrivant 
(A)[B](C)[A]cp, où cp sera la formule du Calcul Propositionnel qui nous informe que la roue 
avant du vélo est crevée. Bien sûr, nous pourrons à loisir utiliser les connecteurs logiques de 
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la logique propositionnelle et ainsi former une formule comme 

([B]--.(C)<t> ---t ((B )[A]<t>A (C)[B]'Ij;)) 

qui dira que "si B ertrand sait que Chloé ne croit pas que la roue avant du vélo est crevée, 
alors à la fois Bertrand croit que Anne sait que la roue avant du vélo est crevée et Chloé croit 
que Bertrand sait que le nécessaire de réparation se trouve dans le placard de l 'entrée" (pour 
autant que 'lj; signifie : "le nécessaire de réparation se trouve dans le placard de l 'entrée"). 

La seconde différence majeure par rapport au Calcul Propositionnel sera la mise à jour 
de "systèmes" de logique modale. Chacun de ces ystèmes fonctionnent comme une théorie 
particulière, adaptée à l'interprétation des opérateurs de modalités que nous souhaiterons 
prendre en compte. Il y aura ain i par exemple un système adapté à l'emploi d opérateurs 
épistémiques comme savoir et croire un autre pour des opérateurs temporels, etc. 

La dernière cho e qui différera du Calcul Propositionnel classique viendra de l'aspect 
sémantique. Tout en travaillant dans une logique 'classique" - dans laquelle par exemple le 
tiers exclu et l élimination de doubles négations seront satisfaits - les modèles des différents 
systèmes mis à jour seront du genre de ceux employés pour la logique intuitionniste : les 
modèles de Kripke. Ce sont d 'ailleur ces modèles qui ont d abord été introduits par Saul 
Kripke à la fin des années cinquante et au début des année oixante, dans le cadre de la 
logique modale, qui ont ensuite été utilisés à profit dans celui des logiques intuitionnistes. 

Encore une fois , nous insistons sur la portée de l'opposition entre syntaxe et sémantique. 
Pour les différents systèmes de la logique modale comme pour le Calcul Propositionnel, une 
notion de preuve ou démonstration existe que ce oit sous forme d 'un système de déduction 
à la Hilbert, de Déduction Naturelle ou de Calcul de Séquents. Le sens, à proprement parler, 
des formules que nous utiliserons se situe dans cet écart entre les deux. Mais cet entre-deux 
ne peut faire sens que s'il jouit également dun théorème de complétude au même titre que 
celui du Calcul Propositionnel. (En fait au même titre que le trois théorème de complétude 
qui sont ceux de la logique classique, la logique intuitionniste et la logique minimale). 

Or, pendant longtemps, divers systèmes de logique modale coexistaient sans sémantique 
appropriée du moins sans sémantique uffi.samment claire et précise pour pouvoir justifier 
d'un théorème de complétude. Les modèles de Kripke également appelés modèles relation­
nels, ou encore sémantique des mondes possibles - mais qui sont en fait d 'un strict point de 
vue mathématique de simples graphes dirigés coloriés - ont révolutionné la logique modale. 





En route vers les mondes 
possibles 

Résumé N~ 21 Des enfants sont sortis jouer et certains se sont salis. Chacun 
peut voir qui de ses frères ou sœurs est propre ou sale mais personne ne peut 
se regarder soi-même... On étudie ce que savent ou croient possibles les uns et 
les autres. * 

Un exemple de logique modale appliquée : la logique 
épistémique et les "enfants sales" [FHMV95] 10 

Trois frères et sœurs d 'une même famille - Alice Bob et Chloé - ont très envie de sortir 
jouer dehors, dans la nature. Malheureu ement la pluie a rendu le sol boueux. Après avoir 
supplié leur maman de bien vouloir les lai ser sortir celle-ci abdique tout en les prévenant : 

- "Le sol est détrempé, il y a de la boue partout. Je veux bien que vous sortiez jouer mais 
à la condition que vous fassiez en sorte de ne pas vous salir." 

- "Oui, on fera attention.' Répondent en cœur les trois enfants. 
Mais les enfants se comportent comme des enfants et si chacun est très attentif à sa 

propre personne, il ou elle ne manque pas pour autant d essayer de faire trébucher son petit 
frère ou sa petite sœur dans la boue afin qu il ou elle se fasse gronder. 

Chose étonnante les enfants qui se sali sent ne le font que sur leur front , en sorte qu'ils 
ne peuvent voir directement cette partie de leurs corps et ainsi savoir s ils sont propres ou 
sales. Mais a contrario si un enfant est sale et ne peut donc pas voir sa figure pour le savoir, 
chacun de ses frère et sœur peut tout à fait le savoir en regardant simplement son front à 
lui. 

Il est l'heure, les enfants rentrent aucun enfant na communiqué avec ses autres frères et 
sœur au sujet de la saleté de son front. Plus encore les enfants rentrent dans le vestibule où 
ne se trouve pas le moindre miroir. Désormais le enfants restent silencieux ils ne commu­
niquent pas non plus entre eux par le moyen de mimiques ou de codes gestuels préalablement 
convenus. Les enfants se regardent mutuellement mais ne pipent mot. 

Il va de soi que dans cette ituation un enfant donné qui est ale ne peut savoir qu'il est 
sale. Par contre, chaque autre enfant sait que cet enfant est sale puisqu il le voit. 

10. Cette section est très largement inspirée du premier chapitre du livre : Ronald Fagin, Joseph Y. 
Halpern, Yoram Moses, Moshe Y. Vardi, Reasoning about knowledge, The MIT Press 1995. 
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Ensuite, le père rentre et voit ses trois enfants - Alice, Bob et Chloé - silencieux dans le 
vestibule. Il leur tient alors ces propos : 

- "L 'un au moins de vous trois est sale. " 

Puis il ajoute : 

- "Lequel d 'entre vous sait qu'il - ou elle - est sale?" 

Nous allons considérer différentes situations possibles que nous appellerons des mondes 
possibles. 

Seule Alice est sale Regardons ce qui se passe tout d'abord avant que le père n 'ait 
parlé et ce, du point de vue de chacun des enfants. 

Du point de vue d 'Alice : Alice sait que Bob et Chloé sont propres. Elle considère 
possible qu'elle soit propre. Elle considère possible qu'elle soit sale. De son point 
de vue, il y a donc deux mondes possibles et elle ne sait pas particulièrement dans 
lequel elle se trouve. Nous pouvons représenter cela par le schéma qui suit. Chacun 
des cercles représente un monde possible. Dans le cercle situé à droite, il s'agit du 
monde ITJ dans lequel aucun enfant n 'est sale. Le cercle situé à gauche représente 

le monde possible [Il dans lequel seule Alice est sale. C'est effectivement dans le 

monde [Il que se trouve Alice mais elle ne le sait pas. La notation 2 If- As signifie 

que dans le monde rn, le fait que Alice soit sale est réalisé. Le fait que nous 

n 'écrivions pas 2 If- B s ni 2 If- Cs signifie que dans ce monde rn, Bob et Chloé 

sont tous les deux propres. Ainsi la notation 1 If- signifie que dans le monde ITJ 
aucun enfant n 'est sale. 

Les flèches rouges qui relient ces mondes possibles sont au nombre de deux. Cha­
cune part du monde [Il. L'une y retourne alors que l'autre part vers le monde 

ITJ. Chacune de ces flèches indique quel est pour Alice le monde qu'elle considère 

possible à partir du monde rn. Ainsi l'on voit que dans la situation rn, Alice 

considère possible le monde rn et également le monde ITJ. 
Du point de vue d e Bob : Bob sait qu'Alice est sale et que Chloé est propre. Par 

contre il ne sait pas s'il est propre ou sale. Il considère donc possibles les deux 
mondes qui apparaissent dans le schéma qui suit : le monde [Il dans lequel seule 

Alice est sale, et le monde @] dans lequel Alice et lui sont sales et Chloé est 
propre. 
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Les flèche bleues indiquent quels sont pour Bob le mondes qu 'il considère pos­
sibles dans la situation œ. 

Du point de vue de Chloé : Chloé sait qu Alice est sale et que Bob est propre. 
Par contre elle ne sait pas si elle est propre ou ale. Elle con idère donc ~sibles 

les deux mondes qui apparai ent dan le chéma qui suit : le monde G_l dans 

lequel seule Alice est sale, et le monde [I] dans lequel Alice et elle sont sales alors 
que Bob est propre. 

c -

Les flèches vertes cette fois indiquent quels sont - pour Chloé - les mondes qu 'elle 
considère possibles lorsqu'elle se retrouve dans la situation œ. 
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Si l'on regroupe maintenant ces trois schémas en un, on obtient le schéma qui suit : 

A B C - - -

Restons un instant sur ce schéma et regardons ce qui évolue lorsque le père entre en 
cène et déclare : 

- "L 'un au moins de vous trois est sale. " 

Immédiatement, l'information qui est communiquée par le père aux trois enfants rend 
caduque le fait de croire possible le monde [IJ dans lequel aucun enfant n'est sale. 
Effectivement que le père dise : 

- "L'un au moins de vous trois est sale." 

Ou qu'il dise : 

- "Vous n'êtes pas dans la situation[]]." 

est strictement équivalent. Par conséquent, aucun des enfants ne peut plus désor­
mais considérer comme possible ce monde ŒJ. En conséquence, notre schéma doit 
maintenant être modifié pour devenir celui qui suit. 

A B C - - -
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Désormais, lorsque le père pose la que tion : 

- "Lequel d'entre vous sait qu'il - ou elle - est sale '? " 

Bob et Chloé con idèrent chacun deux mondes possibles. Ce ne sont pas les mêmes 
pour Bob et pour Chloé mais chacun deux considère possible un monde dans lequel 
il - ou elle - est sale et un second dan lequel il - ou elle - est propre. 

Par contre si 1 on 'attache maintenant au point de vue d Alice, on remarque qu'elle 
ne considère plu po ible qu un eul monde. Précisément celui dans lequel elle est 
le seul enfant sale. En conséquence Alice sait qu'elle e t sale et va donc répondre 
positivement à la question de son père. 

Alice s'est donc déclarée sale. Mais que pouvons nous dire de Bob et de Chloé? 
Est-ce que maintenant Bob et Chloé ont persuadés d être tous les deux propres? 
Effectivement c'est le cas. Mais pourquoi cela? 

Que s'est-t-il pa é depui que le père e t entré et a communiqué l'information selon 
laquelle il y avait au moin un enfant qui était ale? A première vue, il semble que 
l'information nouvelle est qu 'Alice e t ale pui qu elle vient de se déclarer comme 
telle. Mais ni Bob ni Chloé n avaient besoin de la déclaration d 'Alice pour savoir 
cela. Chacun d 'eux pouvait en effet trè bien se rendre compte par lui-même qu'Alice 
était sale. C'est donc qu'une chose plus importante s 'est déroulée lorsqu'Alice s'est 
déclarée sale. L'information qu'Alice leur a communiquée n est en fait pas seulement 
celle selon laquelle elle est sale, mais également celle selon laquelle Alice sait, qu'Alice 
est sale. Comment donc Alice peut-elle savoir qu elle e t ale? La seule manière de 
résoudre cela c'e t de con idérer qu Alice ne voit que deux visages propres et par 
conséquent en infère qu elle e t la eule enfant qui soit sale. 

Si nous reprenon la modéli ation que nou avions mise en œuvre pour tenter de 
résoudre ce dilemme, nous nous apercevon très rapidement que celle-ci était trop 
particulière trop restrictive. ous allon au contraire nous attacher à la modélisation 
la plus générale, telle qu 'elle apparaît dans le schéma ci-après. 
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Nous voyons tout de suite qu'il y a huit mondes possibles , puisque chaque enfant peut 
être propre ou sale et qu'il y a en tout trois enfants . Nous obtenons ainsi 2 x 2 x 2 = 
8 situations possibles. Ainsi par exemple, dans le monde DJ, tous les enfants sont 

propres , alors que dans le monde [[], tous les enfants sont sales et dans le monde 

[IJ, Bob et Chloé sont sales mais Alice est propre. Ensuite, entre deux mondes ŒJ et 

ŒJ, il existe une flèche rouge de ŒJ vers ŒJ si dans la situation ŒJ Alice considère 

possible le monde ŒJ. Par conséquent, il y a une flèche rouge du monde ŒJ vers le 

monde ŒJ si ou bien le monde ŒJ n'est autre que le monde ŒJ - Alice considère 
toujours possible la situation réelle dans laquelle elle se trouve - ou bien si le monde 

ŒJ ne diffère du monde ŒJ que par le fait que dans le monde ŒJ, Alice est sale mais 

qu'elle est propre dans le monde ŒJ, ou bien l'inverse - Alice est propre en ŒJ mais 

sale en ŒJ. 
Les flèches bleues sont définies de la même manière que les flèches rouges , mais en 
prenant le parti de Bob au lieu d'Alice. Et finalement les flèches vertes sont celles qui 
correspondent aux mondes que considère Chloé dans une situation donnée. 
Ainsi dans le monde [[], Alice considère possible les deux mondes [[] et [IJ, alors 

que Bob considère possible les deux mondes [[] et [I], tandis que Chloé considère 

possible les situations [[] et [IJ. 
Que se passe-t-il maintenant une fois que le père est entré? L'information qu 'il com­
munique: 
- "L'un au moins de vous trois est sale." 

est équivalent à : 
- "Vous n'êtes pas dans la situation[]]." 

Donc ce monde possible, [TI n'existe plus. Il disparaît ainsi que les flèches qui menaient 

à lui, car une flèche qui menait de la situation ŒJ au monde [TI signifiait simplement 
que l'enfant indiqué par la couleur de la flèche considérait possible ce monde-ci depuis 
la situation ŒJ. Mais cela ne peut plus être le cas depuis quelque situation que ce 
soit. 
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Afin d'utiliser pleinement la modélisation que nous avons mise en place - et que nous 
appellerons un modèle de Kripke - nous allons introduire deux opérateurs de modalité 
pour chaque enfant. Ce opérateurs sont les suivants : 

[A], (A) [B ], (B ), [C) (C). 

Il y en a de deux types : les carrés ([A] [B] [C]) et les losanges ((A), (B ), (C) ). Ces 
opérateurs de modalité servent à former de formules d'un nouveau genre par rapport 
au Calcul Propositionnel. Ainsi, si cp e t une formule du Calcul Propositionnel, alors 
[A] cp sera une formule de la logique modale - épistémique en l'occurrence - que nous 
interpréterons par 'Alice sait que cp ". De même (A)cp era également une formule de 
la logique épistémique que nous interpréterons par "Alice croît possible que cp ". 

Bien évidemment nous n'allons pa en rester là. Nou allon considérer que les for­
mules de la logique épistémique ont toute les formule du Calcul Propositionnel, 
qu'elle sont également closes par conjonctions, disjonctions , implications et doubles 
implications et par les opérations : à partir de cp obtenir [A] cp, [B]cp, [C]cp ainsi que 
(A) cp, (B)cp, (C)cp. 

Ainsi représentée de manière arbore cente, une formule de la logique modale qui nous 
intéresse ici - à savoir avec les opérateur de modalité [A], (A) [B], (B ), [C], (C) - est 
un arbre dont toutes les feuilles sont des variables propositionnelles et dont tous les 
autres nœuds sont oit des connecteurs logiques , soit des opérateurs de modalité. 
Chaque branchement de l'arbre e t soit unaire soit binaire en fonction précisément 
de l'arité du connecteur ou de l opérateur en jeu. La hauteur d'une formule B (notée 
ht (B)) est donnée par la longueur de s(a/es) plus longue(s) branche(s). Ainsi, une 
formule de hauteur 0 est une variable propositionnelle. Une formule de hauteur n + 1 
est soit de la forme qui suit - avec cp une formule de hauteur n : 

1 

<P 

[A] 
1 

<P 

[B] 
1 

<P 

[C] 
1 

<P 

'A 
1 

<P 

(B) 
1 

<P 

(C) 
1 

<P 

soit de l'une des quatre formes suivantes - avec le maximum des hauteurs de cp et de 
'ljJ qui vaut n: 

Par exemple la formule : 

(C) 
1 

[B] 
1 

As 

signifie que Chloé croit po sible que Bob sache qu Alice est sale. 
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Et la formule 
(A) 

1 

1\ 

~ 
---+ [B] 

1 
~ 

(C) 

1 

[A] 
1 

(B ) 

1 

(A) 
1 

(C) 

1 

[B] 

1 

LOGIQUE MODALE 

signifie qu'Alice croit possible qu 'à la fois Bob sache qu'Alice est sale et que si Chloé 
croit possible qu 'Alice sache que Chloé est sale, alors Bob croit possible qu'Alice croit 
possible que Chloé croit possible que Bob sache qu'Alice est sale. 

Comment allons-nous utiliser de telles formules? Et bien nous allons nous situer dans 
un monde possible et nous allons déterminer si cette formule est vraie ou non dans 
ce monde. Pour cela, savoir si une négation, conjonction, disjonction, implication ou 
double implication est vraie - on dit réalisée - ou non dans un monde possible ne 
varie pas par rapport au calcul propositionnel. La seule chose qui change d'un point 
de vue syntaxique, ce sont ces nouveaux opérateurs de modalité. Il nous faut donc 
expliquer quand est-ce qu'une formule de la forme [A] </>, [B ]4>, [C] 4> , (A) </> , (B)4>, (C) 4> 
est réalisée dans un monde ŒJ. 
L'idée est simple : une formule de la forme (A) </>, (B)</>, (C) 4> est réalisée dans un 
monde ŒJ s'il existe une flèche correspondant à l'enfant en question - rouge pour 
Alice, bleue pour Bob et verte pour Chloé - qui mène de ce monde ŒJ vers un monde 

ŒJ dans lequel 4> est réalisée. Ainsi dans le monde []], (A) As est réalisé - ce que 

l'on note 8 If- (A) As - car il y a une flèche rouge qui part du monde[]] et atteint le 

monde []], monde dans lequel Alice est sale. De même dans le monde []], la formule 
(A) (B) (•As 1\ •Bs) est réalisée car: 

o il y a une flèche rouge qui part de []] et atteint ŒJ, 
o du monde ŒJ vers le monde [[] il y a une flèche bleue, 

o dans le monde [[], à la fois Alice et Bob sont tous les deux propres. 

Autrement dit , 8 If- (A) (B) ( •As 1\ •Bs) parce qu 'il y a une flèche rouge de []] vers 

ŒJ et le monde ŒJ vérifie 71 f- (B) (•As 1\ •Bs) parce qu'il y a une flèche bleue de ŒJ 
vers[[] et que 5 If- •As 1\ • Bs. 

Par contre, le monde []] ne réalise pas ( C) •As, puisque les deux flèches vertes qui 

partent du monde []] ne permettent d'atteindre que les mondes [!] et []] qui tous 
deux réalisent le fait qu'Alice est sale. 
Une formule de la forme [A] </> , [B]4> [C] 4> est réalisée dans un monde ŒJ si tous 
les mondes atteignables par une flèche respectivement rouge, bleue, verte - suivant 
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l'enfant en question - depuis le monde ŒJ réalisent la formule cp . Ainsi dans le monde 

[[], [A]Bs est réalisée car les flèches rouges qui partent de ce monde mènent soit vers 

le monde [[] soit vers le monde [IJ et chacun de ces deux mondes réalise le fait que 
Bob est sale, Cee quel on note 8 If- [A] B 8 • 

Par contre, le monde[[] ne réalise pas [A] As puisque le monde [2] ne réalise pas le 
fait qu'Alice soit sale. 

On peut remarquer tout de suite que dans n 'importe quel monde ŒJ on a les équiva­
lences suivantes : 

o a If- • [A] cp si et seulement si a If- (A) • c/J 
Pour Alice, ne pas savoir quelque chose est équivalent à croire possible le contraire 
de cette chose. 

o a If- [A] cp si et seulement si a If- • (A) • c/J 
Pour Alice, savoir quelque chose est identique à ne pas croire possible le contraire 
de cette chose. 

o a If- • [A] • c/J si et seulement si a If- (A) cp 
Pour Alice croire possible quelque chose, cela revient à dire qu elle ne sait pas le 
contraire de cette chose. 

On a bien sûr les mêmes équivalences pour Bob et Chloé : 

o a If- • [B)<P si et seulement si a If- (B)• <P 

o a If- [B]<P si et seulement i a If- • (B )• <P 

o a If- • [B)• <P si et seulement si a If- (B )<P 

o a If- • [C)cp si et seulement si a If- (C)• c/J 

o a If- [C)<P si et seulement si a If- • (C)• c/J 

o a If- • [C)• <P si et seulement si a If- (C)cp 

Arrêtons-nous un instant sur ce que nous venons de voir. Si je sais quelque chose, c'est 
que cette chose est vraie dans n 'importe lequel des mondes que je considère possible 
(à partir du monde dans lequel je me trouve). Si au contraire une chose est réalisée 
dans un monde que je considère possible mais ne l'est pas dans un autre, alors je ne 
sais pas cette chose, puisque je crois possible quelle soit mais aussi qu 'elle ne soit 
pas. De même, si je ne considère pas quelque chose comme possible, alors cela revient 
à dire que je sais la négation de cette chose. 

Il est grand temps maintenant de revenir à notre modèle de Kripke qui rend compte 
des différents mondes possibles et de leurs interaction . Intéressons-nous à ce qui se 
passe une fois que le père a prononcé la phrase fatidique : 

- "L 'un au moins de vous trois est sale. " 
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Le monde [TI a disparu. On remarque les trois faits suivants : 

o Dans le monde[]] Alice sait qu'elle est sale : 2 If- [A] A8 • 

o Dans le monde rn Bob sait qu'il est sale : 3 If- [B]B8 • 

o Dans le monde[[] Chloé sait qu'elle est sale : 5 If- [C] C8 • 

Rappelons-nous que la situation réelle est en fait celle où seule Alice est sale et 
qu 'Alice a déclaré à son père qu'elle savait qu 'elle était sale. Si nous faisons un pas 
de plus, que peuvent en conclure Bob et Chloé? 

Tout d 'abord attachons-nous à Bob. Bob ne sait pas s'il se trouve dans le monde[]] 

ou dans le monde[]. Effectivement, dans chacun de ces mondes , il sait qu'à la fois 
Alice est sale et Chloé est propre 11 . Et dans chacun également, il considère possible 
qu'il soit lui-même sale et il considère également possible qu'il soit propre 12 . 

Par contre, ce qui distingue le monde []] du monde [Il est le fait que dans le monde 

[]],Alice sait qu 'elle est sale: 2 If- [A] A8 • Alors que dans le monde [Il, Alice considère 
possible le fait qu 'elle soit propre : 4 If- (A) --.A 8 . Précisément, il y a une flèche rouge 
qui part du monde [Ij pour aller vers le monde rn dans lequel Bob est le seul qui 

soit sale. En conclusion, Bob ne sait pas s'il se trouve dans le monde[]] ou dans la 

situation [Il avant qu 'il entende Alice déclarer qu 'elle sait qu 'elle est sale. Bob a donc 
l'information qu'il se trouve dans un monde dans lequel Alice sait qu'elle est sale. 
Cela ne peut pas être le monde [Il, c'est donc qu'il se trouve dans le monde[]]. 

Si nous regardons maintenant ce qui se passe pour Chloé, nous allons voir que son cas 
est tout à fait semblable à celui de Bob. En effet, Chloé hésite entre la situation[]] et 

la situation[]]. Comme nous venons de le voir, dans le monde[], Alice sait qu'elle 

est sale - 2 If- [A] As - mais dans le monde []], Alice ne le sait pas - 6 If- (A) •As -
puisqu'elle considère possible le monde[]] dans lequel seule Chloé est sale. Chloé en 

11. Les deux énoncés 2 1~ [B]( As 1\ •Cs) et 4 1 ~ [B](As 1\ •Cs) sont en effet tous deux réalisés. 

12. Les deux énoncés 2 1~ (B )Bs 1\ (B )-.Bs et 4 If- (B )Bs 1\ (B )•Bs sont aussi tous deux réalisés . 
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déduit donc qu'elle se trouve dan le monde Œ) dès quelle entend Alice déclarer à 
son père qu'elle sait quelle est sale. 

Imaginons maintenant une autre situation : 

Seuls Alice et Bob sont sales Dan ce ca là après que le père ait proféré la phrase 
sempiternelle : 
- aL 'un au moins de vous trois est sale." 

Chacun sait que la ituation [IJ n e t pas celle dans laquelle il - ou elle - se trouve. 

Mais Alice voit que Bob est sale et Bob voit qu Alice e t ale également. Tous les 
deux savent par contre que Chloé n e t pa ale. Donc Alice hésite entre la situation 
[I] et la situation[!], alors que Bob reste indéterminé par rapport aux deux mondes œ et[!]. 

Lorsque le père po e pour la première foi la que tion : 

- "Lequel d'entre vous sait qu 'il - ou elle - e t sale?" 

On voit clairement que les trois affirmations suivantes ont vérifiées : 
o 4 1~ · [A] As, 

o 4 1 ~ • [B]Bs, 

o 4 1~ · [C]Cs. 
Donc aucun d entre eux ne peut e déclarer ale . 

Par contre le fait qu aucun enfant ne se déclare sale apporte une nouvelle information. 
A savoir : Alice sait quelle est dans un monde dans lequel Bob ne sait pas qu'il est 
sale. Et Bob sait également qu'il se trouve dans une situation où Alice ne sait pas 
qu'elle est sale. Mais si Bob hé itait auparavant entre le situations [!] et ŒJ, il 
constate désormais que 4 1~ • [A] As mais que par contre 2 I,PL • [A] A8 • Donc Bob en 
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déduit qu'il se trouve dans le monde [!]. De même pour Alice, elle remarque que 
4 If- -, [B] B s alors que 3 l}l -, [B]Bs, elle en déduit donc qu'elle se trouve dans le monde 
[IJ. 

Ainsi, lorsque le père pose pour la seconde fois la question : 

- "Lequel d 'entre vous sait qu'il - ou elle - est sale ? " 

Alice et Bob se déclarent en cœur tous les deux sales. 

Une autre manière de voir la même chose consiste à dire que lorsqu'Alice ne se déclare 
pas sale à la première question du père, tous les enfants savent qu'ils ne sont pas dans 
la situation [IJ. De même, lorsque Bob ne se déclare pas sale non plus ils savent qu'ils 

peuvent éliminer le monde [I). Le monde ŒJ disparaît dès que Chloé ne s'annonce 
pas comme sale. Par conséquent, le modèle se transforme pour devenir : 

A B C - - -

On voit clairement que seule Chloé ne peut pas déterminer si elle est propre ou sale. 

Imaginons maintenant une troisième situation. 

Alice, Bob et Chloé sont tous sales Ici encore est proférée la sentence introductive: 

- "L 'un au moins de vous trois est sale", 

chacun sait que la situation ITJ n 'est pas celle dans laquelle il - ou elle - se trouve. 

Chacun voit que les deux autres sont sales. Alice hésite donc entre les mondes [2] et 

rn; Bob hésite entre W et rn et Chloé quant à elle hésite entre [iJ et rn. 
Lorsque le père pose pour la première fois la question : 

- "Lequel d'entre vous sait qu'il - ou elle - est sale ? " 
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On voit clairement que les troi affirmation suivantes sont vérifiées : 
o 8 If- · [A] As 

o 8 If- · [B]Bs 

o 8 If- • [C] Cs. 

Mai également les affirmation ci-de sous : 
o 7 If- • [A] As 

o 6 If- • [B]Bs, 

o 4 If- • [C] Cs. 

Donc aucun d'entre eux ne peut e déclarer sale à la première question du père. 
Cela donne une information supplémentaire à chaque enfant. Ils peuvent éliminer les 
mondes (]] [TI et []]. Chacun se retrouve donc avec le modèle ci-aprè . 
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Que se passe-t-il maintenant à la seconde question posée par le père? 

Clairement les trois affirmations suivantes sont vérifiées : 
o 81f- · [A] As, 

o 8 If- • [B]Bs , 

o 8 If- · [C] Cs. 

Ainsi que les trois autres : 
o 7 If- • [A] As , 

o 6 If- • [B]Bs , 

o 4 If- · [C] Cs. 

Aucun enfant ne peut donc se déclarer sale. Donc tout le monde se tait. 

Mais maintenant, le fait de ne pas se déclarer sale est une information que les autres 
enfants peuvent utiliser. Alice par exemple sait qu'elle se trouve dans un monde dans 
lequel Bob ne sait pas qu'il est sale. Or si Alice hésitait entre le monde ŒJ et le monde 

[2], elle peut tout de suite se rendre compte que le monde [IJ ne réalise pas le fait 
que Bob ne sache pas qu'il est sale : 7 If- [B]B8 • Par conséquent, Alice se retrouve 
immédiatement dépossédée de ce monde [2], il ne lui reste pas d 'autre alternative que 

d 'être dans le monde ŒJ. De même pour Bob, l'hésitation entre les mondes ŒJ et[]] 

est résolue puisque le monde[]] réalise que Chloé sait qu'elle est sale - de même pour 
Alice d 'ailleurs - donc le fait que 6 If- [C] Cs alors que Chloé ne s'est pas déclarée sale 
permet à Bob de déduire qu 'il se trouve bien dans le monde ŒJ. Finalement, pour 

que Chloé se départisse du monde[!], il lui suffit de remarquer que 4 If- [B]Bs et que 
Bob ne s'est pas déclaré. 

A ce point , chacun est persuadé que les mondes [!], []] et [IJ ne correspondent pas 
à la situation actuelle. 

Le modèle se transforme alors en : 

A B C __. __. __. 

Il est alors tout à fait clair qu 'à la troisième itération de la question du père : 

- "Lequel d 'entre vous sait qu 'il - ou elle - est sale ?" 

Tous les trois répondent en cœur qu 'ils le savent. 
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Exemple 178 
S'il y avait quatre enfant s au lieu de t rois 1 processus serait de même nature, le modèle 

de Kripke de départ serait celui ci-de ous. 

Pour a ller plus avant : 

L'exemple des "enfants sales' est emprunté à l'excellent ouvrage "Reasoning about knowledge" des auteurs 
Ronald Fagin , Joseph Y. Halpern , Yoram Mo es et Moshe Y. Vardi [FHMV95], lui même adapté d' un article 
de Jon Barwise [Bar 1] dans lequel se trouve l exemple du "the puzzle of the dirty children" qui est lui-même 
une variante du problème des femmes infidèles ( "unfaithtful wifes'') du livre "A mathematician's miscellany" 
de John Edensor Littlewood [Lit53]. Le lecteur particulièrement intéressé à cet exemple et au traitement 
logique de la connaissance trouvera une mine d 'information dans l'ouvrage "Reasoning about knowledge" 
sus-cité [FHMV95] et sera également certainement intrigué par "Reasoning about uncertainty" de Joseph Y. 
Halpern [Hal03]. 





Chapitre 4 

Syntaxe 

1 Le langage 

Résumé N!. 22 Le langage de la Logique Modale comporte quatre ingrédients : 
les variables propositionnelles - Po P1 P2 P3 P4 ... , les connecteurs modaux 
- [0], [1], [2], [3], [4], ... et (0) (1) (2) (3) (4) ... , les connecteurs logiques -
•, V, 1\ ----+ t------t - ainsi que les parenthèses fermante et ouvrante - ) et ( . Les 
connecteurs modaux fonctionnent comme des opérateurs unaires {ils permettent 
de construire une formule sur la base d'une autre). * 

Le langage de la Logique Modale est con titué de quatre groupes de symboles différents : 
les variables propositionnelles les connecteur logique le parenthèses et le opérateurs 
modaux. 

1.1 Les variables propositionnelles 

Tout comme dans le cadre du Calcul Propositionnel, les variables propositionnelles sont 
représentées par des symboles non ambigu qui les distinguent de connecteurs et des opéra­
teurs modaux, et bien évidemment également des parenthè es. Le but étant toujours que la 
lecture d une formule ne soit pas équivoque mai univoque qu il n y ait aucune ambiguïté. 

Tout à fait traditionnellement, nous utiliserons de lettres majuscules pour dénoter les 
variables propo itionnelles (P, Q, R, .. . ). Et lorsque nous souhaiterons en utiliser une infinité, 
nous adjoindron un indice entier (Po P1 , P2 ... ) . Ile t entendu qu il nes agit là que dune 
convention. L important pour démarrer cette définition du langage de la logique modale est 
de se donner un ensemble infini de symboles appelés variables propositionnelles et de faire 
en sorte par la suite de ne jamais employer Fun de ces symboles pour dénoter autre chose 
qu une variable propo itionnelle. Nous utiliserons la notation VAR pour dé igner l'ensemble 
des variables propositionnelles suivant : 
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1.2 Les connecteurs logiques 

Dans le cadre du Calcul Propositionnel, nous utilisions 5 connecteurs dont 4 étaient binaires 
et un seul unaire. Nous avions vu qu'il était possible, en particulier, de définir sur cette base 
16 connecteurs binaires différents . Mais également, par ailleurs, que toute formule écrite avec 
ces 5 connecteurs admettait une formule équivalente qui ne comportait que les connecteurs -, 
et /\, ou encore une autre avec les seuls -, et V. Nous avions également remarqué qu'il existe 
deux connecteurs binaires - les barres de Sheffer disjonctive et conjonctive - qui permettent , 
chacune séparément, d 'engendrer, à équivalence près , toutes les formules possibles. Il est 
donc, en quelque sorte, arbitraire de choisir tels connecteurs plutôt que tels autres pour 
autant que l'on se donne un système complet. 

Nous conservons les cinq connecteurs que nous avions introduits dans le cadre du Calcul 
Propositionnel, auxquels sont adjoints les deux seuls connecteurs 0-aires : T, l_. Le fait 
que ce soient des connecteurs 0-aires signifient qu'ils ne relient (connectent) aucune formule 
à une autre . Alors que le connecteur binaire 1\ a besoin de deux formules 4; et '1/J pour en 
former une troisième ( 4; 1\ '1/J), ou que le connecteur unaire -, n 'en a besoin que d 'une ( ,q;) , ces 
connecteurs 0-aires n 'en ont besoin d'aucune. Ils sont en ce sens extrêmement rudimentaires 
mai se révéleront très utiles par la suite. 

Nous nous donnons donc les sept symboles suivants : 

(1) T est appelé symbole de tautologie, on le prononce simplement "Té", ou "top" ou 
encore "true", 

(2) l_ est appelé symbole de contradiction, on le prononce "Té inversé", mais plus géné-
ralement "bottom ". 

(3) -, est appelé symbole de négation, on le prononce "non". 

( 4) V est appelé symbole de disjonction, on le prononce "ou". 

(5) 1\ est appelé symbole de conjonction, on le prononce "et". 

(6) --+ est appelé symbole d'implication, on le prononce "implique". 

(7) +-----+est appelé symbole de double implication, ou encore parfois symbole d'équivalence, 
on le prononce "si et seulement si" ou encore "équivaut à". 

L'intérêt de ces connecteurs est de mettre en "connection" un certain nombre de formules 
pour en obtenir une formule nouvelle. Les deux premiers de ces symboles (T) et ( l_) sont des 
connecteurs zéro-aires , le troisième ( -,) est un connecteur unaire, les quatre restants sont 
des connecteurs binaires. 

1. 3 Les parenthèses 

Il s agit simplement de la parenthèse fermante et de la parenthèse ouvrante : 

) ' ( 

Nous les ferons intervenir dans différentes tailles afin de faciliter la lecture, mais stricto 
sensu, elles ne sont que deux. Elles ne serviront d'ailleurs que pour une présentation linéaire 
du langage. 
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1.4 Les opérateurs de modalité 

Il s'agit de symboles opérants comme des connecteurs unaires: à partir d 'une formule , chacun 
d 'eux permet de construire une nouvelle formule. A 1 origine il n y en avait qu 'un : "D"; 
auquel s'est adjoint son dual : "0 '. Puis il est devenu nécessaire d'en considérer plusieurs, 
voire même une infinité. 

Ainsi, les symboles que nous utiliserons pour les opérateurs de modalité seront générale-
ment: 

[i), (i) 

où l'ensemble des indices i varie sur un ensemble I que 1 on pourra identifier par commodité à 
l'ensemble des entiers IN. Mais lorsque par exemple dans le cadre de la logique épistémique, 
nous voudrons parler de ce que sait Bob, ou de ce que croit pos ible Alice, nous nous 
permettrons d 'écrire [Bob], respectivement(Alice), ou également [B ], (A) , au lieu de [1], (0), 
tout en pensant que l'indice 1 se rapporte à Bob et l'indice 0 à Anne. Nous nous permettrons 
ce genre d abus exactement de la même manière que dans le Calcul Propositionnel, nous 
avions défini les variables propositionnelles comme des lettres P Q, R possiblement indicées , 
mais utilisions parfois A B comme nom de variable . 

Ici encore, nous ferons intervenir ces symboles dans différentes tailles afin d 'en faciliter 
la lecture. 

De plus, lorsque nous ne serons intéressé que par un seul indice au lieu d 'écrire [0], (0), 
nous omettrons cet indice et écrirons implement [] 0 et pour des raisons purement esthéti­
ques ces symboles prendront la forme de D pour [] et 0 pour 0. 

Ainsi le langage C de la Logique Modale e t l ensemble suivant : 

C VAR U {T, l_, •, V, t\ ---t, f-----t} U {) (} U {[i] : i E IN} U { (i) : i E IN} 

{P, Q R, ... , Po , P1 , P2 , P3 ... } U {T l_ • V, A ---t , +------t} U {) (} 

U { [i] : i E IN} U { (i) : i E IN} 

{ P, Q, R, ... , P0 , P1 , P2 , P3 . . . T l_ •, V A, ---t, +------t, ) , 
( [0] [1],[2] [3] ... ,(0),(1),(2),(3), . . . }. 
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2 Les formules 

Résumé ](!! 23 Les formules de la logique modale sont des arbres dont les 
feuilles sont des variables propositionnelles et tous les autres nœuds sont ou bien 
des connecteurs logiques, ou bien des opérateurs de modalité. Chaque branche­
ment de l 'arbre est soit unaire, soit binaire, en fonction précisément de l 'a-rité 
du connecteur en jeu. Dans le cas des opérateurs de modalité, le branchement 
est toujours unaire. La hauteur d'une formule (} (notée ht ( (} )) est donnée par la 
longueur de sa {ses) plus longue(s) branche{s) . Ainsi une formule de hauteur 
0 est une variable propositionnelle. Une formule de hauteur n + 1 est soit de la 
forme qui suit - avec <P une formule de hauteur n : 

1 

cp 

[i] 
1 
<P 

(i) 

1 

<P 

soit de l'une des quatre formes suivantes - avec le maximum des hauteurs de 
<P et de 'lj; qui vaut n : 

La profondeur modale d'une formule <P est le plus grand nombre d'opérateurs 
de modalité rencontré sur une branche. * 

Les formules de la logique modale sont construites de manière tout à fait similaire à celles du 
Calcul Propositionnel. D'ailleurs chaque formule du Calcul Propositionnel est également une 
formule de la logique modale. Cette dernière est simplement plus vaste du fait de l'adjonction 
des opérateurs de modalité. La différence, du point de vue syntaxique, provient donc de ce 
que l'on dispose en quelque sorte de deux types nouveaux d"'opérateurs unaires" qui viennent 
s'adjoindre au connecteur de négation : [ i] et ( i). 

D éfinition 179 L 'ensemble :F des formules de la Logique Modale est le plus petit ensemble 
d 'arbre qui : 

[i] 
1 

<P 

o contient chaque arbre réduit à sa racine qui est une variable propositionnelle. 
o chaque fois qu 'il contient des formules <P et 'lj; , contient également les formules sui­

vantes : 

(i) 

1 

<P 

1 

<P 

On définit la hauteur d 'une formule comme étant la longueur de sa plus longue branche 
- ou de ses plus longues branches lorsqu'il en a plusieurs. 
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Exemple 180 Trois formule la première de hauteur 3 le deux suivantes de hauteur 4 : 

0 v v 

1 ~ o/\ -, 

1 
~ 1\ 

/ " /""" 
1 p / \ D -, 

R 1\ 

1 

-, 

1 
/'\.. v 0 

1 0 p / \ 1 p Q D Q 
1 

-, 

1 1 1 p 
Q R p 

R emarques 181 
o Les nœuds d'une formule sont de deux sorte :les feuilles et les autres. Aux feuilles se 

trouvent uniquement de variables propositionnelles. Aux autres nœuds se trouvent 
des connecteurs logique ou des opérateur de modalité. 

o La longueur minimale dune formulee t O. Le seule formules de longueur 0 sont celles 
constituée dune simple variable propositionnelle. La longueur maximale qu 'une for­
mule peut atteindre n 'existe pas. Nous verrons plus loin qu il existe non seulement des 
formule de toutes longueurs mai aussi que d un point de vue sémantique, il existe 
des formules de toutes longueurs irréductible à des formules de longueurs moindres. 

Exemple 182 Pourquoi ces arbres ne repré entent-ils pas de formule de la logique mo-
dale? 1 

1\ ~ ~ 

~ 0/ \ v ~ 
~ ~ v 1\ 

/ " /"' 1 /\ / " /"' p 0 
-, 0 p 0 v 0 
1 

-, 
~ 0 

/ 
" Q /" 1 1 /" 

p / \ 1 R D R Q 

1 

Q 0 0 Q 
1 

' 
1 1 1 1 1 

p 
R p p 

p 
R Q 

En plus de la hauteur d'une formule on définit également sa profondeur modale qui témoigne 
de son éloignement par rapport aux formules du Calcul Propositionnel. 
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Définition 183 La profondeur modale d'une formule q; est le plus grand nombre d'opéra­
teurs modaux que possède une branche de q; . 

Remarque 184 Les formules de la logique modale dont la profondeur modale est nulle sont 
précisément les formules du Calcul Propositionnel. 

Exemple 185 la profondeur modale de la formule q; ci-dessous est 5 : 

0 

1 

v 

~ 
---+ 1\ 

/ " /"\. 0 0 

1 1 
v 0 

/'\. 1 
0 0 p 0 0 
1 1 1 

1 
Q 0 Q 

1 

Q 

0 

1 

p 
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3 Les sous-formules 

Résumé N!!. 24 Une sous-formule d'une formule 1> est un sous-arbre de 1> dont 
l 'un des nœuds de 1> est la racine. 

Une formule de la logique modale étant un arbre de nature semblable à celui qui définit une 
formule du Calcul Propositionnel le sou -formule dune formule de la logique modale ne 
sont par nature pas différentes de celles rencontrée dan le cadre du Calcul Propositionnel. 

Définition 186 Une sous-formule d'une formule cf> est un sous-arbre de cf> engendré par un 
nœud de cf> . 

Cette définition signifie à la fois qu 'en poin ant un nœud quelconque de la formule cf> , on 
obtient une sous-formule de cf> , mais au i que cet agissement est le eul qui permette de 
pointer l un de es nœud et de ne garder de la formule cf> que ce nœud-ci et tous ses 
descendants. On obtient ainsi une nouvelle formule dont le nœud pointé est la racine. 

Remarque 187 Par construction une formulee t construite à partir de ses sous-formules. 
Elle ne tient debout que parce que se sous-formule la outiennent. Ce t bien sûr le cas pour 
les formules de hauteur 0, qui sont elles-mêmes leurs uniques sous-formules. Les formules de 
hauteur strictement positive ne sont quant à elles que l articulation au moyen de connecteurs 
ou d 'opérateurs modaux de formules de hauteur strictement plus petites. 

Exemple 188 Les sou -formule de hauteur respective 0 1 2 3 4 dune même formule cf> . 

v v 

v 
/ 

p 

v 

----+ (\ 

:~évl 
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v 

v 
/'\. 

ï Q 
p 

LOGIQUE MODALE 

Comme dans le cas du Calcul Proposit ionnel, une formule '1/J donnée peut avoir plusieurs 
occurrences comme sous-formule d 'une formule cj; . 

Exemple 189 Dans la formule ci-dessous : 

o la sous-formule P possède 4 occurrences ; 

o la sous-formule 0 pos ède 3 occurrences. 

1 

p 

v 

~ 
----* /\ 

/ " / R v 

" 
v 

Q ® 
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4 La linéarisation d 'une formule 

Résumé ,N".!!. 25 L écriture d'une formule sous forme linéaire consiste à trans­
fomer : 

(i) 

1 

<P , 

[i] 
1 

<P 

en respectivement 

(i) {fi , [i]{fi, 

1 

</> 

où (fi et '1/J sont elles-mêmes écrites sous forme linéaire. Les variables propo­
sitionnelles étant inchangées de leur écriture sous forme d'arbre (P ) à celle 
linéaire (P ). 
Ainsi : 

D 

~ 
Q 0 

1 

p 

se linéarise en : (D((P V Q)-----+ Q) -----+ (Q f--t OP)) . 

265 

Tout comme dans le Calcul Propositionnel, les formules - qui ont des arbres - admettent 
une présentation sous forme linéaire. Cette linéarisation des formules de la logique modale 
s'effectue de manière similaire à celle des formules du Calcul Propositionnel puisqu'il suffit 
d'ajouter aux règles précédemment introduites celles touchant aux opérateurs de modalité. 

Définition 190 Soit () une formule, la linéarisation de () {notée 7J) est définie par induction 
sur la hauteur de () . 

ht(())=O : dans ce cas () = 7J = P pour une certaine variable propositionnelle P . 

ht(())>O : 

v 
o si () = A alors 7J = ({fi V "ii}) , 

cp 

Â 

o si () = A alors 7J = (Cb A "ii}) , 
cp '1/J 

0 

0 

~ 

si () = ~ 
<P 

alors 7J = ({fi -----+ "ii}) , 

~ 

si () = ~ 
cf; 

alors 7J = ({fi f--t "ii}) , 
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[i] - -
o si () = 1 alors () = [i] <P, 

<P 

(i) 
0 si e = 1 alors (j = (i) (fi, 

<P 

LOGIQUE MODALE 

o si () = 1 alors 7J = ---,~, 
<P 

Comme dans le cadre du Calcul Propositionnel, l'écriture linéaire d'une formule peut très 
rapidement devenir embarrassante. Dès qu 'il y a beaucoup de parenthèses, il devient difficile 
de repérer le connecteur qui est à la racine de l'arbre, même si en comptant attentivement 
les parenthèses ouvrantes et fermantes, on retrouve ce connecteur. 

Exemple 191 Linéarisation (fi de la formule <P suivante : 

v 

~ 
-+ 1\ 

/ " /"' 0 v 

1 
/"'. v D 

/"'. 1 D Q D 
1 

p D 0 
1 1 

1 
p 

Q Q Q 

~ = ((ODQ----* (OP V Q)) V ((P V DQ) A DOQ)) . 

Remarques 192 
o La hauteur d 'une formule <P qui serait présentée de manière linéaire peut également 

être définie par : 

(1) Si <P est une variable propositionnelle, alors ht ( <P ) = 0 

(2) Si <P n'est une variable propositionnelle, alors 

(a) si <P = ( 'lj;1 V 'I/J2) alors ht ( <P) = 1 + max { ht ( 'I/J1) , ht ( 'I/J2 )} 

(b) si <P = ('lj;1 A 'I/J2) alors ht (4;) = 1 + max{ht ('lj;I), ht ('lj;2)} 

(c) si <P = ('lj;1 ----* 'I/J2) alors ht (4;) = 1 + max{ht ('lj;I), ht ('lj;2)} 

( d) si <P = ('lj;1 t--t 'I/J2) alors ht ( 4;) = 1 +max{ ht ( 'I/J1) , ht ( 'I/J2)} 

( e) si <P = ---, alors ht ( <P) = 1 + ht ( 'ljJ ) 

( f) si 4; = D'lj; alors ht ( <P) = 1 + ht ( 'ljJ ) 

(g) si <P = 0 alors ht ( <P) = 1 + ht (. ) . 
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o La profondeur modale d'une formule cp qui serait présentée de manière linéaire peut 
également être définie par induction sur la hauteur de cp : 
(1) Si ht (cp)= 0 alors P! (cp)= 0 

(2) Siht(cp)> O alors 

(a) si cp = ('l/J1 V 'l/J2) alors P! (cp)= max{pJ ( 1) ,PJ ('l/J2)} 

(b) si cp = ('l/J1 1\ 7/J2) alors P! (cp) = max{pJ ( 1), P! ( 'l/J2 )} 

(c) si cp = ('ljJ1 -----+ 'l/J2) alors P! (cp)= max{pJ ('!/JI) ,pf ('l/J2)} 

(d) si cp = ('l/J1 f----t 2) alors P! (cp)= max{pJ ( 1) ,pf ( 2)} 

( e) si cp = • '1/J alors p f (cp) = p f ( ) 

( f) si cp = D alors p f (cp) = 1 + p f ( ) 

(g) si cp = 0'1/J alor P! (cp)= 1 + P! ('1/J). 

Exemple 193 La hauteur de la formule sou forme linéaire ci-dessous est 9, sa profondeur 
modale e t 5 : 

(O((DO(R 1\ DOP ) V Q) 1\ (P-----+ Q))-----+ O((OO(R 1\ DDR) -----+ Q) 1\ (P-----+ Q))). 
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5 Les substitutions 

'Irès souvent, nous aurons besoin de remplacer, à l'intérieur d 'une formule, une sous-formule 
par une autre. Par exemple, lorsque nous aurons acquis la certitude qu'une sous-formule 
comme (DP 1\ -,0 P) est une contradiction, il sera utile de remplacer dans la formule : 

(DQ ---t (DP 1\ -,OP)) 

la seule occurrence de cette sous-formule par une formule plus simple qui lui soit équivalente. 
En l'occurrence, nous aimerions remplacer (OP 1\ ·OP) par ..l , pour obtenir (DQ ---t ..l) . 

Cette notion de remplacement s'appelle la substitution. Elle consiste en une manipulation 
sur les arbres. Ci-dessous des diagrammes représentant les formules cp , 'ljJ et () : 

() 

On souhaite remplacer une occurrence particulière de 'ljJ dans la formule cp par () . 

(1) Po ition de l'occurrence particulière de 'ljJ à l'intérieur de cp . 
(2) On retire l'occurrence de la sous-formule 'ljJ de la formule cp. 
(3) On la remplace par la formule () et on obtient la nouvelle formule dont l'arbre de 

décomposition est ci-dessous. 
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Remplacer toutes les occurrences de la sous-formule par la formule (} consiste non pas à 
répéter cette opération, mais à effectuer d abord le retrait de toute les occurrences de '1/J , 
et ensuite remplacer chacune de celles-ci par (} . Cette opération s'appelle la substitution 
uniforme. 

Notation 194 Soient <P 'ljJ (} trois formules, on note : 

<!J [(J j l 

la substitution uniforme de la formule (} à toutes les occurrences de 'ljJ dans <P . 

Exemple 195 Substitut ion de (OP V Q) à (Q 1\ OP) 

v v 

/"- /""-R[J / v"- ~ 
p 0 R 

1 

Q 

Exemple 196 Quelques exemples de ub t itution uniformes. 

(1) (P V •P) (OP/ P ] = (OP V -,OP) 

(2) (P-----t Q) (DQ/ Q] = (P-----t DQ) 

(3) (P-----t (P-----t Q)) [DQ j (P -----t Q)] = (P-----t OQ) . 

Pour aller plus avant : 

v 

1\ 

fj /<f 
1 p O R 
p 1 

Q 

Le lecteur qui souhaite creuser la partie syntaxe de la logique modale trouvera matière à nourrir sa curiosité 
dans les livres "Modallogic : an introduction to its syntax and semantics" de ino B. Cocchiarella et Max 
A. Freund [CF08], dans "Modallogic : an introduction" de Brian F. Chellas [Che 0], ou encore dans le livre 
plus récent "A new introduction to modallogic" de Max J. Cresswell et George E. Hughes [CH03]. 

Pour une lecture plus approfondie encore il y a l'excellent ouvrage "Modallogic" de Patrick Blackburn, 
Maarten de Rijke et Yde Venema [BdRV02], ainsi que le "Handbook of modallogic' de Patrick Blackburn, 
Johan van Benthem et Frank Wolter [BvBW06] et le cours de Johan van Benthem "Modal Logic for Open 
Minds" [vBlO]. 

Le lecteur qui recherche une approche plus particulièrement destinée à des philosophes pourra consulter 
avec intérêt "Modal logics and Philosophy " ou "Possible worlds", tous deux de Rod Girie [GirOO, Gir03], 
"Modal logic for philosophers" de James W. Garson [Gar06] ou encore "Possibilities and paradox : An 
introduction to modal and many-valued logicphilosophers" de Je Beall et Bas C van Fraassen [BvF03]. 





Chapitre 5 

Sémantique 

1 Avant-propos 

R ésumé N~ 26 La sémantique de la Logique Modale repose sur la notion de 
modèle de Kripke qui se décompose en deux éléments : 

{1) Le graphe proprement dit. fl s'appelle système de transition et forme 
le cadre sur lequel s'articulent les différents mondes possibles. Ces der­
niers sont représentés par les nœuds du graphe, leurs articulations sont 
déterminées par les flèches qui les relient. 

(2) La valuation qui désigne l attribution à chaque monde possible des va­
riables propositionnelles qui sont vérifiées en ce nœud. La valuation est 
celle qui permet donc de donner la valeur vrai ou faux - réalisable ou 
non - à une variable dans un monde donné. 

L'interprétation des formules de la Logique Modale repose sur la notion de modèle de Kripke. 
Mais i les modèles de Kripke dont il 'agit ici sont les mêmes que ceux qui servent de 
sémantique à la logique intuitionniste, ils sont néanmoins utilisé de manière classique. Ainsi, 
les interprétations de la négation ou del implication seront tout à fait traditionnelles et non 
pas intuitionnistes. 

La notion de modèle de Kripke rejoint en fait deux autres terminologies équivalentes. 
ous aurons donc à notre di position le troi notions suivante qui se réfèrent toutes aux 

même objets, mais avec de saveurs particulières : 

(1) modèle de Kripke 

(2) graphe dirigé coloré 

(3) système de transition étiqueté. 

En effet, les modèles de Kripke font intervenir des graphes dirigés , c'est-à-dire des nœuds 
reliés entre eux par des flèche . Il ont dits dirigés car les flèche ont un sens une direction. 
Le coloriage dont il est question dans 1 appellation graphe coloré n'est autre que la caracté­
risation, pour chacun des nœuds du graphe, de celles parmi le variables propositionnelles 
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étudiées qui sont vraies en ces nœuds. La notion de coloriage est donc plus imagée que 
réelle. Il ne s'agit pas réellement de colorier en vert, bleu ou jaune le nœud d'un graphe, 
mais de lui attribuer une certaine caractéristique - précisément celle qui nous intéresse -
qui est de savoir quelles sont les variables qui sont vraies en ce nœud. La troisième notion, 
celle de système de transition étiqueté, nous rapproche de l'informatique. Les transitions 
dont il s'agit sont celles qui régissent les changements d 'état de la machine. Un ordinateur 
peut en effet être perçu comme une machine qui recèle un très grand nombre d'états pos­
sibles. De manière imagée, chacun de ces états représente une sorte d'état psychologique qui 
conditionne son comportement face à ce qui lui est proposé. Or ce qui est proposé à un 
ordinateur - qui se trouve donc dans un certain état - c'est de lire une lettre qui est soit 
la lettre "0" soit la lettre "1 ", de remplacer celle-ci soit par la lettre "0" soit par la lettre 
"1", puis de se déplacer pour continuer sa lecture soit vers la droite, soit vers la gauche, et 
enfin de changer d'état. Deux états différents entraînant généralement des comportements 
différents, exactement comme lorsque devant une même situation, un même individu réagira 
d'une certaine manière s'il est très énervé, mais d 'une toute autre manière si ce matin-là il 
est d 'humeur joviale et décontractée. Ce sont précisément ces changements successifs d 'états 
que le système de transition modélise. Un état est ici à la fois la donnée d 'un nœud et de sa 
couleur. 
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2 systèmes de transition 

Résumé ](!! 27 Un système de transition est un graphe dirigé. C 'est un en­
semble de nœuds reliés {ou non) par des flèches. * 

Le cadre des modèles de Kripke est formé par les systèmes de transition qui ne sont rien 
d 'aut re que des graphes dirigé . 

Définit ion 197 Soient I un ensemble non vide, un système de transition étiqueté parI (ou 
de signature I ) est une structure relationnelle (un graphe dirigé étiqueté) 

où 

S = (NA ) 

( 1) N est un ensemble non vide dont les éléments sont appelés nœuds, 

{2) A est un ensemble de relations binaires sur N indicées par I (A= {Ai Ç N x N 1 

i E J} ). 

R emarque 198 

(1) Les éléments de Ai s'appellent ' arêtes d étiquettes i '. On écrira resp. a~ bou a -J.+ b 
pour dire qu 'il y a une arête d 'étiquette i de a vers b, ou pour dire qu 'il n 'y a pas de 
telle arête. 

(2) Lorsque la signature d'un système de t ransition est un singleton (par exemple I = 

{ i} ), l'étiquette de chaque flèche étant identique, elle sera omise. On écrit alors a -+ b 

sans mention de l'ét iquette au lieu de a~ b . 

(3) Les élément deN sont appelés nœuds en référence au fait qu un système de transition 
a une nature de graphe. Mais suivant l 'ut ilisation que nous ferons de ces systèmes de 
t ransit ion, ces nœuds pourront prendre le nom d états, d instants, voire de mondes 
possibles ou encore de situations. 

Exemple 199 Un système de transition avec {0 1} pour signature et cinq nœuds dénotés 
a,b,c,d,e 
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Exemple 200 Un système de transit ion avec I = {0} pour signature et IN comme ensemble 
de nœuds. 

Il y a simplement une flèche d 'un nœud vers lui-même. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Nous nous intéresserons par la suite à trois propriétés essentielles des systèmes de transi­
tion - autrement dit des graphes dirigés. Ce sont en fait des propriétés de la relation binaire 
associée : 

(1) réflexivité : tout élément est en relation avec lui-même (a~ a); 

(2) symétrie : toute flèche est bi-directionnelle (a ~ b si et seulement si b ~ a ) ; 

(3) transitivité : tout chemin a son raccourci (si a~ b et b ~ c, alors a~ c). 

1 

Définition 201 Un sytème de transition S = (N, A) (avec A = {Ai Ç N x N 1 i E I }) est 
dit 

( 1) réflexif si, pour tous i E I et pour tous a E N, il vérifie a ~ a ; 

{2) symétrique si, pour tous i E I et pour tous a, bEN, dès qu'il vérifie a~ b, il vérifie 

aussi b ~a; 

{3) transitif si, pour tous i E I et pour tous a, b, cE N, dès qu 'il vérifie à la fois a~ b 

et b ~ c, il vérifie aussi a ~ c. 

Exemple 202 Un système de t ransition réflexif et un qui ne l'est pas . 

0,1 0,1 0,1 0,1 

0,1 0,1 
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Exemple 203 Un système de transition ymétrique et un qui ne lest pa . 

0,1 0,1 0,1 0,1 

0 0 

Exemple 204 Un système de transition transitif et un qui ne l'est pas. 

0,1 0,1 0,1 0,1 

0 
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3 Valuation et évaluation 

Résumé N!!. 28 
o Un système de transition devient un modèle de Kripke lorsqu 'il est 

équipé d 'une valuation qui associe à chaque variable l 'ensemble des 
nœuds du système où cette variable est vérifiée (forcée). Les nœuds des 
modèles de Kripke sont appelés mondes possibles. 

o L'évaluation d'une formule en un monde a : 

o a Il- 1 ssi a 1JL <P ; 

q; 
[i] 

o a 11- 1 ssi b Il- <P (tout b t .q. a~ b); 

<P 

(i) 
o a 11- 1 ssi b Il- <P (existe b t.q. a~ b) ; 

<P 

v 
o a Il- A ssi a Il- <P ou a Il- 'ljJ ; 

<P '1/J 

1\ 
o a Il- A ssi a Il- <P et a Il- 'ljJ ; 

<P '1/J 

------* 
o a Il- ~ ssi a IY: <P ou a Il- 'ljJ ; 

cp '1/J 

~ ------* ------* 
o a Il- ~ ssi a Il- ~ et a Il- ~ . 

cP '1/J cp '1/J '1/J (/J 

Un système de transition se mue en modèle de Kripke - modèle de la logique modale - dès 
qu 'il est équipé d 'une valuation portant sur les variables auxquelles nous sommes intéressés. 

D éfinition 205 Soient I un ensemble n on vide, S = (N, A) un systèm e de transition éti­
queté par I , une valuation (ou distribution de valeurs de vérité) sur ce système de transition 
S est une fo nction : 

V: VAR --+ 
p r--+ 

P(N) 
{a 1 a Il- P} 

Intuit ivement , une valuation V indique pour chaque nœud du système de t ransit ion, 
quelles sont les variables qui sont satisfaites en ce nœud. Le seul but d 'une valuation est 
d 'indiquer pour chaque nœud quelles sont les variables qui sont forcées en ce nœud. Ainsi une 
définit ion qui, au lieu d 'associer à chaque variable l'ensemble des nœuds où cette variable est 
forcée, aurait associé à chaque nœud l'ensemble des variables qui sont forcées en ce nœud, 
produirait rigoureusement le même effet . 
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D éfinition 206 Etant fixés : 

(1) S = (N, A) un système de tran ition étiqueté par un ensemble non vide I , 

(2) V une valuation sur S , 

(3) aEN, 
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(4) <P une formule de la logique modale dont les opérateurs modaux sont indicés par des 
éléments de I , 

La satisfa ction de la formule <P au nœud a (au ein de S et pour la valuation V) est notée 
a If- <P et se définit par induction sur la hauteur de <P : 

o a 1 f- T et a IJL l_ 

o a If- P si et seulement si a E V(P) (pour une variable P quelconque) 
o a If- •<P si et seulement si a IJL <P 
o a If- (<P V '1/J) si et seulement si (a If- <P ou a If- 'lj;) 
o a If- (<P 1\ 'lj;) si et seulement si (a If- <P et a If- 'lj;) 
o a If- ( <P -----+ ) si et seulement si (a IJL <P ou a If- ) 
o alf-- (<j;f---+'1/J) sietseulementsi ((alf- <j; etalf- ) ou (alfl <j; etalfl 'lj; )) 

o a If- [i)<j; si et seulement si pour tout b, si a ~ b alors b If- <P 

o a If- (i)<P si et seulement si il existe b tel que a ~ b et b If- <j; . 

Exemple 207 Dan le schéma ci-de sous le sy tème de transition comprend quatre nœuds 
(a, b c, d) les variables propo itionnelle considérées ont P et Q et la valuation e t définie 
par V(P) = {a,b} , V(Q) = {a,d } . 

o a If- P 
o a If- (P 1\ OP) 
o a IJL O·P 
o b If- P 
ob IJL Q 

R emarque 208 

o b If- OQ o d If- Q 
o c If- OQ o d IJL OP 
o c l}l OP o d If- OOQ 
o c If- OO(P V Q) o d If- 000-,P. 
o c If- OOO·(P V Q) 

(1) La atisfaction d une formule en un nœud d 'un système de transition équipé d 'une 
valuation V dépend bien évidemment de ces t rois ingrédients . Ainsi on ut ilisera la 
notation (S, V, a) If- <P pour le dénoter. 
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(2) Dans le cas où cp n'est qu'une formule du Calcul Propositionnel, la satisfaction de 
cette formule au nœud a n 'est pas autre chose que la satisfaction de cette formule 
dans un modèle du Calcul Propositionnel muni de la distribution de valeurs de vérité 
induite par V. A savoir, Pest vraie dans le monde a si et seulement si a E V(P). 

(3) S'il n 'existe pas de nœud b tel que a~ b, alors quelle que soit la formule cp , a If- (i)cp 
est toujours fausse. Autrement dit , a IJL (i)cp. 

( 4) Par contre, s'il n'existe pas de nœud b tel que a ~ b, alors a If- [i]cp est toujours vraie 
quelque soit la formule cp . En effet, la condition pour que a If- [i]cp soit vérifiée repose 

sur le fait que (pour un nœud b quelconque) si a ~ b est attesté; alors b If- cp. Mais 

la condition a ~ b n'est jamais vérifiée, donc l'implication "si ... , alors .. . " est vraie. 

Exemple 209 Dans le schéma ci-dessous, le système de transition comprend trois nœuds 
(a, b, c), les variables propositionnelles sont P et Q et la valuation est définie par V(P ) 
{a,b,c}, V(Q) = {b} . 

0 0 

o a If- P o b If- (PA ([O]P A [O][O]P)) o c If- [O][l](P A Q) 
o a If- (P ----+ [O]P) o b I,V (O)Q o c If- ([0][1][0]'/jJ +----7 'ljl) . 
o a I,V (l )·P o c I,V [O]Q 
o b If- P o c If- [l]Q 

Pour aller plus avant : 

Pour des références traitant de l'approche classique de la sémantique, nous renvoyons le lecteur vers les 
ouvrages suivants : "An introduction to non-classical logic " de Graham Priest [Priül], "Modal logic : an 
introduction toits syntax and semantics" de Nino B. Cocchiarella et Max A. Freund [CF08], "Modallogic: 
an introduction" de Brian F. Chellas [Che80], "A new introduction to modal logic" de Max J. Cresswell et 
George E. Hughes [CH03], ainsi que "Modallogic" de Alexander Chagrov et Michael Zakharyaschev [CZ97] 
et "Modallogic " de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et Yde Venema [BdRV02]. 

Pour une approche plus proche de la philosophie : "Modallogic for philosophers " de James W . Garsol) 

[Gar06] , ainsi que les deux ouvrages de Rod Girle : "Modal logics and Philosophy " [GirOO] et "Possible 

worlds" [Gir03]. 
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4 Jeux d'évaluation 

Résumé N.!!. 29 L évaluation d'une formule cp en un nœud a d'un mo­
dèle de Kripke M = (S V) est présentée comme la résolution d'un jeu : 
[v ((S , V , a) cp). Ce jeu comporte deux joueurs - le V érificateur et le 
F alsificateur - qui opèrent des choix de bifurcation sur l'arbre de la formule 
cp en fonction des connecteurs logiques de celle-ci, ainsi que des trajets à l'in­
térieur du modèle de K ripke M, en fonction des opérateurs modaux que cette 
formule renferme. 

Le jeu est identique au jeu d évaluation des formules du Calcul P ropositionnel, 
à la différence que lorsqu 'un opérateur modal est rencontré, le V érificateur (s'il 
s'agit de (i) )et le F al ificateur {s il agit de [i]} choisis ent également un monde 
uc" accessible depuis le monde b dans lequel il se trouve à ce moment de la 

partie {i.e ., b ~ c). 

Une partie se termine lorsqu 'une feuille de la formule est atteinte. Elle est ga­
gnée par le V érificateur si cette feuille correspond à une variable proposition­
nelle forcée dans le monde dans lequel il se trouve à cette étape. Autrement, 
elle est gagnée par son adversaire. 

On vérifie (S V a) If- cp si et seulement si le V érificateur possède une stratégie 
gagnante dans le jeu [v ( (S V a) cp). * 

279 

Etant donné un système de transition S une valuation V un nœud a et une formule cp , 
a If- cp revient à déterminer lequel de d ux joueurs possède une stratégie gagnante dans 
un jeu qui reprend trait pour trait le règles du jeu d 'évaluation d 'une formule du Calcul 
Propositionnel dans un modèle, et en ajoute simplement deux pour prendre en compte le cas 
des opérateurs modaux. Ce jeu noté [ v ((S V a), cp ) est le jeu d 'évaluation de la logique 
modale. C est un jeu fini à deux joueur et à information parfaite. Par conséquent c'est un 
jeu qui est déterminé. 

D éfinition 210 Soient cp une formule dont tous les connecteurs logiques sont parmi { • , V, 1\} , 
I un ensemble non vide, S = ( N A) un ystème de transition étiqueté par I et équipé d 'une 
valuation V, enfin a E N un nœud. Le jeu dévaluation [v ((S V, a) , cp ) est défini comme 
suit : 

( 1) il comprend deux joueurs appelés V érificateur et F alsificateur. Le V érificateur {V) 
cherche à montrer que la formule est forcée au nœud a, alors que le F alsificateur (F} 
au contraire cherche à montrer qu 'elle ne l'est pas. 

Les coups de ces deux joueurs consistent à choisir des positions de la forme (b '1/J ) , 
où '1/J est une sous-formule de la formule apparaissant au coup précédent {la formule 
de départ étant cp), et b E N est un nœud du graphe {le nœud de départ étant a}. 
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{2) Tout cela en respectant les règles suivantes : 

si la position actuelle du jeu est . .. c'est au tour de . .. le jeu continue avec . .. 

(b, (<po V <p1)) V choisitj E {0,1} (b, <pj ) 

(b, (<po 1\ <p1) ) F choisit jE {0, 1} (b <pj ) 

(b, ---.<p) F et V échangent leurs rôles (b, <p) 

(b, (i)<p) V choisit c tel que b ~ c ( c, <p) 

(b, [i]<p) F choisit c tel que b ~ c ( c, <p) 

(b, <p) personne le jeu s'arrête, 
<p E { T , _i } U VAR V gagne ssi b If- <p 

{3) La condition de gain apparaît une fois la partie terminée. Celle-ci s'arrête nécessaire­
ment sur une position de la forme (b, P ), (b, ..l), ou encore (b, T) . Si la position 
est (b, ..l), F gagne, et si elle est (b, T), V l 'emporte. Finalement, dans le cas d'une 
variable propositionnelle, V gagne si b If- P et F gagne si b IJL P . 

Remarque 211 Il est important de remarquer que lorsqu'un joueur ne peut choisir un 
monde possible, alors ce joueur perd la partie ! Cette règle du jeu est nécessaire pour que 
dans un monde "a" dont aucune flèche pour l'agent i ne part , les formules de la forme [i]</> 
soient réalisées et celles de la forme (i) </> ne soient pas réalisées. 

Exemple 212 Soit (S, V) le modèle de Kripke suivant : 
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(1) Un exemple de partie dans le jeu [v ((S V a) D(OP V (--.Q 1\ P )) ) : 

(a) F choisit le nœud c, on continue donc en c avec (OP V (--.Q 1\ P )) . 
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(b) V choisit la seconde partie de la disjonction on continue en c avec ( --.Q 1\ P) . 

( c) F choisit la première partie de la conjonction, on continue en c avec --.Q . 

( d) V et F échangent leurs rôles on continue en c avec Q . 

( e) Stop. Puisque c If- Q le V érificateur actuel gagne la partie 1 . 

(2) Un exemple de partie dans le jeu [v ((S V d) , D(OP V (--.Q 1\ P)) ) : 

(a) F choisit de déplacer le jeu au nœud b on continue en b avec ( 0 P V ( --.Q 1\ P )) . 

(b) V choisit la première partie de la disjonction on continue en b avec 0 P . 

( c) V choisit de déplacer le jeu au nœud c on continue en c avec P . 

( d) Stop. Puisque c If- P V l emporte. 

(3) Unexempledepartiedanslejeu [ v ((S ,V c) D(OP V(--.Q /\ P )) ): 

(a) F ne peut déplacer le jeu du nœud c donc F perd la partie et V l'emporte. 

1. Mais comme les joueurs ont échangé leurs rôles un nombre impair de fois , le V érificateur actuel n'est 

autre que le F alsificateur du début. Ainsi le F alsificateur au début de la partiel emporte. 

Théorème 213 Soient 4; une fo rmule dont tous les connecteurs logiques sont parmi {--.,V, 1\}, 
I un ensemble non vide, S = ( N , A) un système de transition étiqueté par I et équipé d'une 
valuation V , enfin a E N un nœud, 

(S, V , a) If- 4; ssi V a une stratégie gagnante dans [v ( (S, V , a), q; ) . 

Preuve du Théorème 213 : La preuve est par induction sur la hauteur de la formule 4; . On 
montre simultanément que : 

o si (S, V , a) If- 4; alors V a une stratégie gagnante dans [v ( (S , V , a), q; ), 
o si (S, V, a) If- --.q; alors F a une stratégie gagnante dans [v ( (S, V, a), q; ). 

--1 213 

Exemple 214 Soit (S, V) le modèle de Kripke suivant : 

1 
Une stratégie gagnante pour V dans le jeu [v ( (S, V a) , O(DOP v ODQ)) 
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(1) V choisit de déplacer le jeu au nœud b, on continue en b avec (D OP V O DQ) . 

(2) V choisit la première partie de la disjonction, le jeu cont inue en b avec DOP . 

(3) (a) Si F choisit de rester au nœud b, on cont inue en b avec OP . 

(A) V choisit de déplacer le jeu au nœud a, et V gagne puisque a If- P . 

(b) Si F choisit déplacer le jeu au nœud a, on continue en a avec OP . 

(A) V choisit de rester au nœud a, et donc l'emporte puisque a If- P . 

Pour aller plus avant : 

Pour retrouver l'approche t héorique des jeux de la sémantique de la logique moda le, le lecteur pourra se 
reporter aux ouvrages "Handbook of modallogic" de Patrick Blackburn, Johan van Bent hem et Frank Wolter 
[BvBW06] et "Modal Logic for Open Minds" de J ohan van Benthem [vBlO], a insi qu 'à l'art icle de Johan 

van Benthem "Logic and Cam e Theory : Close Encounters of the Third Kind " [vB03]. 
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5 Modèles et classes, vérité et validité 

Résumé N~ 30 
o Un modèle M de la logique modale {modèle de Kripke) est la donnée 

d'un système de transition muni d une valuation : 

M = (S V). 

o Une formule cp est vraie dans un modèle M = (S V) si elle est forcée 
en chacun des nœuds du système de transition : 

(S, V) If-va cp . 

o Une formule cp est valide dans un système de transition S si elle est 
vraie dans chacun des modèles construits sur ce sy tème de transition : 

S If-Va,VV cp . 

o Si une formule cp est valide dans tout système de transition S d'une 
classe de modèles ~, on le note : 

~ I f-Va VV cp . 
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D éfinit ion 215 Soient cp une formule, I un ensemble non vide, S = (N A) un système 
de transition étiqueté par I , a un nœud de S et V une valuation, on définit les relations 
suivantes : 

(S, V) If-va cf; si et seulement si pour chaque nœud a' , (S, V , a') If- cf; 

( S , a) 1 f-vv cp si et seulement si pour toutes valuations V' ( S V', a) 1 f- cp 

S If-Va,vv cp si et seulement si pour tous nœuds a' et toutes valuations V' , 
(S, V' a') If- cp . 

Exemple 216 Un système de transition S équipé de la valuation V : 

o (S V) If-va (P V Q) o (S V) lyva (DP -----+ 0 P) 
o (S V) If-Va (P V -.P) 
o (S, V) lyva (P -----+ Q) 

o (S, V) lyva (P-----+ DP) 
o (S V) lyva (DP f----+ P) 
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Exemple 217 Soit S le système de transition suivant : 

o S lf''v'a,'v'V p 
0 s wva,'v'V OP 
0 S IJL'v'a,'v'V 0 P 

lB ct?l 
o S lt--Va,VV ( 0 p -----+ P) 
o S lf--va,vv (P-----+ DP) 
o S If-Va,'v'V (DP -----+ P) 

Exemple 218 Soit T le système de transition suivant : 

1 
0 T wva,'v'V p o T lt--Va,VV (DP -----+ P) 
o T IJL'v'a,'v'V (P -----+ DP) o T lf--'v'a ,'v'V (DDP-----+ P) 
o T IJL'v'a,'v'V DP o T lt--Va,VV (DP-----+ DDP) 

Définition 219 Un modèle de la logique modale - également dénommé modèle de Kripke 
- est un système de transition équipé d'une valuation : 

M = (S, V) . 

Une formule <P est vraie - ou satisfaite - dans le modèle (S, V) - si elle est forcée en 
chacun des nœuds du système de transition : 

(S, V) lt--va cp. 

Définition 220 Un modèle de la logique modale - également dénommé modèle de Kripke 
- est un système de transition équipé d'une valuation : 

M = (S, V). 

Une formule <P est vraie - ou satisfaite - dans le modèle (S, V) - si elle est forcée en 
chacun des nœuds du système de transition : 

(S, V) If-va cp. 
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Remarques 221 

(1) La notion de vérité dans un modèle de Kripke est une notion globale, elle prend en 
compte l'ensemble des nœud du système de transition · par opposition à la notion de 
vérité locale - celle qui statue sur 1 état des choses en un nœud. Ainsi , par exemple 
une formule de la forme cp V est vraie localement si et seulement si l'une des deux 
formules est vraie localement : 

(S, V, a) If- cp V si et seulement si ( (S V a) If- cp ou (S V, a) If- 'lj;). 
Par contre il en va tout autrement de la validité globale de cette même formule : 

(S, V) If-va cp V n'implique pas ( (S, V) If-va cp ou (S, V) If-va 'lj;). 
Un contre exemple immédiat est fourni par la formule P V -,p avec le système de 
transition S équipé de la valuation V de l'exemple 214. Il est clair que (S , V) If-va 
Q V • Q, par contre b If- Q alors que a If- • Q donc (S V) JYva Q et (S, V) JYva • Q. 

(2) On retrouve les modèles du Calcul Propositionnel si l'on se restreint aux systèmes de 
transition qui ne comportent qu un eul nœud. En effet une formule cp de profondeur 
modale nulle est une formule du Calcul Propositionnel (et réciproquement). Soit M 
un modèle du Calcul Propo itionnel défini par la distribution de valeur de vérité 8M 
qui associe aux variable apparais ant dans cp la valeur 1 lorsqu elles sont vraies dans 
M et 0 lorsqu elles sont fausses 2 . La formule cp est vraie dans M (noté M f= cp ) si 
et seulement si cette même formule cp est vraie dans le système de transition S M = 

(NA) où N ={a} et A= 0, équipé de la valuation v 8M défini par: v 8M(P) ={a} 
si et seulement si 8M(P) = 1 et V8M (P ) = 0 si et seulement si 8M(P) =O. Ce qui 
s'écrit : 

Définition 222 Soient cp une formule de la logique modale et S un système de transition. 
La formule cp est valide dans le système de transition S si : 

S If-Va,VV cp . 

Remarque 223 La notion de validité se distingue de la notion locale de vérité. Une formule 
de la forme cp V peut être valide dans le y tème de tran ition S san que ni cp ni 'lj; ne 
le soit. En effet si nous considérons la formule P V -,p cette formule era valide dans tout 
système de tran ition, quels que oient le nombre de ses nœuds et les arêtes entre ceux-ci. 
Par contre dès que ce système po ède plus dun nœud, il suffit de considérer une valuation 
qui assigne le premier nœud à la variable P mais non le second, pour obtenir un modèle 
dans lequel ni P ni -,p ne eront globalement (en tou nœud ) vraies . 

Proposition 224 Soient cp une formule de profondeur modale nulle, S = (N, A) un système 
de transition. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 

{1) S lf-Va,VV cp , 

{2) il existe a E N tel que (S , a) lf-vv cp , 

{3) pour T =({a} 0), (Ta) lf-vv cp , 

(4) cp est une tautologie du.. Calcul Propositionnel. 

2. OM (P) = 1 si et seulement siM f= P. 
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Preuve de la Proposition 224 : La preuve s'effectue directement en montrant la suite 
des implications (1)-----+(2), (2)-----+(3), (3)-----+(4) et (4)-----+(1) . La circularité nous four­
nissant immédiatement les implications inverses - ainsi par exemple, (2)-----+(1) découle de 
(2)-----+(3)-----+(4)-----+(1) - nous obtenons dès lors les équivalences voulues. 

o Les implications (1)-----+(2) et (2)-----+(3) sont immédiates. 
o Pour montrer ( 3)-----+ ( 4), nous allons montrer -, ( 4)-----+ -, ( 3), c'est-à-dire montrer la 

contraposée. Nous supposons que cp n'est pas une tautologie du Calcul Proposit ionnel. 
Il existe donc un modèle M dans lequel cette formule est fausse. Nous équipons alors 
le système de transition T = ({a}, 0) de la valuation suivante: pour chacune des va­
riables propositionnelles P apparaissant dans cp , a E V(P) si et seulement si M f= P. 
Par simple définition de la satisfaction locale d'une formule, il apparaît immédiate­
ment que: 

(T , V , a) 1~ cp si et seulement si M f= cp . 

Or, comme il n'y a qu'un nœud dans le système T , il s'ensuit que : 

(T , V , a) 1~ cp si et seulement si (T ,, V) l ~va cp . 

Notre hypothèse étant M F cp , nous en déduisons à la fois (T , V , a) ifL cp et (T , V) l}i cp . 
Ce qui montre T lytva,VV cp . 

o Pour montrer ( 4)-----+ ( 1) , nous allons également passer par la contraposée et montrer 
•(1)-----+ •(4). Nous supposons que la relation S l~va,vv cp n'est pas satisfaite, et donc 
qu il existe une valuation V et un nœud a tel que (S , V, a) IJL cp . On définit le modèle 
du Calcul Propositionnel M par M f= Psi et seulement si a E V(P), et ce pour 
chaque variable propositionnelle apparaissant dans cp . On a donc que M F cp . Par 
conséquent, cp n'est pas une tautologie . 

~ 224 

Exemple 225 Soient I un singleton, S = (N , A ) un système de transit ion réflexif 3 , pour 
toute formule cp la relation suivante est vérifée : 

En effet , si un nœud a quelconque, pour une valuation quelconque, vérifie a 1~ Dcp, alors 
par définition, pour tout b tel que a --+ b, b 1 ~ cp . Puisque S est réflexif, a est lui-même l'un 
de ces ub" et donc a 1~ Dcp. 

3. Pour tout nœud a E N, a -+ a. 

L'exemple suivant est en quelque sorte la réciproque de ce que nous venons de voir. A 
savoir, nous venons de trouver une formule qui est valide dans tous les systèmes de transition 
réflexifs. Nous allons voir qu 'en fait cette formule n'est valide que dans ces seul systèmes 
de transition réflexifs et que par conséquent, elle les caractérise. 
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Exemple 226 Soient I un singleton S = (N A) un ystème de transition étiqueté par J. 
Si pour toute formule cp la relation suivante est vérifée : 

S If-Va, '<IV (Dcp -----+ cp) 

alors 
S e t réflexif . 

En effet, supposons que S ne soit pa réflexif. Il 'en uit qu'il exi te un nœud a tel 
que a fi a. Soient cp = P une formule de hauteur 0 et V une valuation telle que b E 

V(P) si et seulement si a ---7 b. Par définition de V (S V a) If- OP mais pourtant (S , V, a) I,V 
P et donc (S , V, a) I,V (DP -----+ P). Cela prouve ainsi que S lyva,vv (De/>-----+ cp) , ce qui 
contredit l'hypothèse. 

Nous venons en fait de démont rer le ré ultat qui uit . 

Lemme 227 Pour tout système de tran ition S , les affirmations suivantes sont équiva­
lentes : 

( 1) S est réflexif. 

{2} Pour toute formule cp, S If-Va vv (De/> -----+ cp) . 

Preuve du Lemme 227: L'Exemple 225 prouve (1)=? (2) et 1 Exemple 226 prouve (1)<= (2) . 
~ 227 

Nous venons de voir que les formule de la forme Dcp -----+ cp caractérisaient en quelque 
orte le système de t ransition qui ont réflexif . ou allons maintenant considérer l'impli­

cation inverse et nous demander s il exi te une propriété des sy tèmes de t ransition que les 
formules de la forme cp -----+ De/> caractérisent . 

Exemple 228 Convenons d appeler famélique tout système de transition qui satisfait : 

si a--+ b alors a= b. 

Un système de transition S muni de la valuation V atisfait la formule 4>-----+ De/> au nœud 
a, si lor que de (S , V, a) If- cp ils en suit (S V a) If- Dcp. Autrement dit dè qu une formule 
est satisfaite en un nœud elle doit être sati faite en chacun de uccesseurs de ce nœud. 

(1) Cela ne pose évidemment pas de problème si tout nœud na soit pas de uccesseur 
oit na que lui-même comme successeur. 

(2) Mais dans le cas où il existe un nœud a qui possède un sucee eur b différent de 
lui-même alor il uffit de con idérer la formule cp = P ainsi qu une valuation V qui 
vérifie implement a E V(P) et b tf. V(P), pour obtenir : 

o (S V a) If- cp o (S, V , a) I,V D</J o (S, V a) I,V c/>-----+ De/>. 
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Nous avons ainsi montré : 

Lemme 229 Pour tout système de transition S, les affirmations suivantes sont équiva­
lentes : 

{1) S est famélique 4
. 

{2) Pour toute formule cp , S lf-'v'a,'v'V (cp-----+ Dcp) . 

Preuve du Lemme 229 : (1)=? (2) est traité dans l'Exemple 228(1); (1)Ç= (2) est traité dans 
l'Exemple 228(2). --1 229 

Plus généralement, nous serons amenés à nous intéresser non pas simplement à un sys­
tème de transition particulier , mais à une collection de tels systèmes que nous appellerons 
une classe de systèmes de transition. De telles collections ne seront pas nécessairement fi­
nies. Par contre, elles seront toujours définies par des moyens finis comme des propriétés de 
théorie des graphes ou bien des propriétés relationnelles communes. 

Notation 230 Soient cp une formul e, ~ une classe de systèmes de transition, 

~ I f- cp si et seulement si pour tout S E ~' S If-'v'a ,'v'V cp . 

Pour le dire en un mot , la notation ~ If- cp désigne le fait que cp est valide ( S If-'v'a ,'v'V cp ) 
dans tout système de transition S de la classe ~-

Exemple 231 Soit ~' la classe de tous les systèmes de transition. 

~If- D(P -----+ Q) -----+ (OP-----+ DQ) . 

En effet soient S un système de transition, a un nœud de S et V une valuation quel­
conque. 

Si 
(S, V, a) If- O(P-----+ Q) , 

alors pour tout b tel que a -+ b, 

(S, V, b) If- P-----+ Q . 

Pour montrer 
(S, V, a) If- OP-----+ OQ 

il suffit de supposer 
(S, V, a) If- OP 

et de montrer 
(S, V, a) If- OQ . 

Or, 
si (S, V, a) If- OP, alors (S. V b) If- P (tous b tel que a-+ b). 

4. Un système de transition est dit famélique i pour chacun de ses nœuds a, on a si a--+ b alors a= b. 
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Comme par hypothèse 
(S V b) If- P -----+ Q 

nous en déduisons 
(S V b) If- Q . 

Comme cela est vrai de n 'importe quel nœud b tel que a-tb nous en déduisons 

(S V a) If- DQ. 

Exemple 232 Soit CCtr. la ela se de tous les sy tèmes de transition transitifs 

En effet , soient S un système de tran ition transitif quelconque V une valuation et a un 
nœud. 

Si 
(S V a) If- Dcp 

alors pour tout nœud b tel que a -t b 

(S V b) If- cp. 

Pour montrer 
(S V, a) If- DDcp 

il suffit de montrer que pour tout c tel qu il existe b vérifiant a-t b et b -t c on a 

(S V c) If- cp . 

Or puisque S est transitif, a-t b et b -t c implique a-tc. D où (S , V , a) If- Dcp entraîne 

(S V, c) If- cp . 

Exemple 233 Considérons une classe quelconque CC qui vérifie pour toute formule cp : 

CC If- Dcp -----+ DDcp. 

Cela entraîne que tous les systèmes de transition de CC sont transitifs. 
En effet supposons qu il existe un système de transition non transitif S appartenant à 

CC . Soient a b c trois nœuds de S tels que a-t b b -t cet a ft c. Soit V une valuation qui 
vérifie dE V(P ) i et seulement si a-t d. Pour cp = P nous obtenons donc à la fois : 

(S V a) If- Dcp et (S, V, c) !Ji cp 

ce qui montre : 
(S V a) If- Dcp et (S, V, a) IJL DD<f> 
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d 'où 
(S, V , a) lfl Ocp -t ODcp 

et donc 
CC If- Dcp -t DOcp. 

Lemme 234 Pour tout système de transition S , les affirmations suivantes sont équiva­
lentes : 

( 1) S est transitif 5 . 

{2) Pour toute formule cp, S lf-V'a,V'V Dcp -t DO cp . 

Preuve du Lemme 234 : (1)=> (2) est traité dans l'Exemple 232; (1){::: (2) est traité dans 
l'Exemple 233. ----l 234 

Exemple 235 On nomme dense un système de transition qui vérifie pour tous nœuds a, c: 
si a ---+ c, alors il existe b tel que a ---+ b et b ---+ c. La classe de tous les systèmes de transition 
denses - notée C:Cdense - est "caractérisée" par les formules de la forme ODcp -t Dcp au sens 
où: 

C:Cdense If- DOcp -t Ocp. 

En effet, prenons SE C:Cdense, a un nœud deS et V une valuation quelconque. Supposons 
que (S, V, a) If- DD<t> est vérifié et montrons que (S, V, a) If- D<t> l'est également . Pour cela, 
soit c quelconque qui vérifie a ---+ c. Il nous faut montrer (S, V, c) If- cp . Or, S étant dense, 
il existe b tel que a ---+ b et b ---+ c. Par conséquent, l'hypothèse (S, V , a) If- DOcp entraîne 
aussitôt (S, V, c) If- cp . 

Exemple 236 Si pour toute formule <t> , T vérifie 

T lf-V'a,V'V 004> -t 04>, 

alors TE C:Cdens e · 

Supposons que T vérifie T lf-Va,vv DOcp -t Dcp pour n 'importe quelle formule cp bien 
que T ne soit pas dense. Il existe donc deux nœuds a et c tels que a ---+ c mais pourtant 
aucun b ne vérifie à la fois a ---+ b et b ---+ c. Considérons V la valuation définie par d E 

V(P) si et seulement si d -=J c. Il s'en suit que 

si (T, V , c) lfl P alors (T, V , a) lfl OP, 

et pourtant, 
(T, V , a) If- DOP. 

D'où 
(T, V, a) lfl DDP -tOP. 

ce qui contredit l'hypothèse. 

5. Un système de transition est transitif lorsque pour tous nœuds a, b, c, si a--+ b et b--+ c alors , a--+ c. 
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Lemme 237 Pour tout système de transition S, les affirmations suivantes sont équiva­
lentes : 

{1) S est dense 6 . 

{2) Pour toute formule rj; , S If-va vv Drj; ----+ DDrj; . 

Preuve du Lemme 237 : (1)=:;. (2) est t raité dans 1 Exemple 235 ; ( 1 )~ (2) est traité dans 
l'Exemple 236. -l 237 

On définit les notations suivantes : 

Notation 238 Soient r un ensemble de formules , S un système de transition, V une va­
luation sur S , a un nœud de N ~ une classe de systèmes de transition, on écrit : 

o (S , V , a) If- r si et seulement si pour toute formule rj; E r , (S , V , a) If- rj; 

o (S , a) lf--VV r si et seulement si pour toute formule rj; E r , (S, a) lf--VV rj; 

o (S, V) If-va r si et seulement si pour toute formule rj; E r (S, V) If-va rj; 

0 s lf--Va,VV r si et seulement si pour toute formule rj; E r , s If-Va vv rj; 

o ~If- r si et seulement si pour toute formule rj; E r ~ I f- rj; . 

Les deux dernières notations sont le plu importantes. L énoncé s If-Va,VV r signifie que 
S est un système de transition tel qu en tous nœud et quelle que soit la valuation considérée, 
il satisfait ce que "raconte r '. C'est donc par a eule forme que ce système de transition 
vérifie ce que "dit" r. Plus généralement ~ If- r énonce le même genre d 'affirmation mais 
pour une classe de ystème de tran ition toute entière au lieu d 'un eul représentant . En ce 
sens, la plus grande classe ~ qui vérifie ~ I f- r octroie une espèce de caractérisation par la 
seule forme des graphes de ce que "relate r. 

Pour aller plus avant : 

Au sujet de la caractérisation de classes de ystèmes de transition par des formu les particulières, nous 
renvoyons le lecteur au très abordable "Modal logic for philosophers " de James W. Gar on [Gar06], ainsi 
qu 'aux ouvrages "A new introduction to modallogic " de Max J. Cre swell et George E. Hughes [CH03] et 
"Modallogic : an introduction" de Brian F. Chellas [Che80]. Pour une lecture plus avancée: "Modallogic" 
de Patrick Blackburn Maarten de Rijke et Yde Venema [BdRV02] et "Handbook of modallogic " de Patrick 
Blackburn, Johan van Benthem et Frank Wolter [BvBW06]. 

6. Un système de transition est dense lorsque pour tous nœuds a , c si a --+ c, alors il existe b tel que 

a---+ b et b---+ c. 



292 LOGIQUE MODALE 

6 Conséquences sémantiques 

Résumé N!! 31 
o Une formule cp est conséquence sémantique globale d'un ensemble de 

formules r , restreinte à une classe de modèles MO'D : 

r lf-~ov cp 

si pour tout modèle (S, V) E MO'D, 

si (S, V) If-va r , alors (S, V) If-va cp. 

o Une formule cp est conséquence sémantique locale d'un ensemble de for­
mules r , restreinte à une classe de modèles MO'D : 

r lf-~ov cp 

si pour tout modèle (S, V) E MO'D et tout nœud a, 

si (S, V , a) If- r , alors (S, V , a) If- cp . 

La notion de conséquence sémantique est différente en deux points de ce qu 'elle est dans le 
Calcul Propositionnel. Tout d'abord, elle est restreinte à une classe de modèles de Kripke ­
le plus souvent à une classe de systèmes de transition et par extension à la classe de tous les 
modèles de Kripke qu'elle génére - au lieu d'être applicable à tous les modèles indistinctement 
de leurs formes. Ensuite, il se trouve deux acceptions de la notion de conséquence sémantique. 
La première est globale, la seconde est locale. 

Définition 239 (Conséquence sémantique globale) Soient I un ensemble non vide, cp 
une formule, r un ensemble de formules, toutes ces formules ne comportant que des opéra­
teurs modaux indicés par les éléments de I , et MO'D une classe de modèles, c'est-à-dire de 
systèmes de transition associés à des valuations. 

cp est une conséquence sémantique globale de r (noté r If-~ov cp) 
si et seulement si 

pour tout modèle (S, V) E MO'D , si (S, V) If-var alors (S, V) If-va cp . 

La notion de conséquence sémantique globale dit simplement qu 'une formule est consé­
quence d 'un ensemble de formules - que l'on pourra regarder comme des hypothèses - si 
chaque fois que ces hypothèses sont vraies dans un modèle de la classe considérée, alors 
cette formule est également vraie dans ce modèle. 

Cette conséquence sémantique s'appelle globale car elle ne se réfère en rien aux nœuds 
particuliers. Elle regarde la vérité en sa globalité. En cela, elle est plus grossière que la notion 
de conséquence sémantique locale que nous définissons maintenant. 

Définition 240 (Conséquence sémantique locale) Soient I un ensemble non vide, cp 
une formule, r un ensemble de formules, toutes ne comportant que des opérateurs modaux 
indicés par les éléments deI , et MOV une classe de modèles. 



SÉMANTIQUE 

cp est une conséquence sémantique locale der (noté r If- MOD cp) 
si et seulement si 
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pour tout modèle (S V) E MOV , et tout nœud a E N :si (S V a) If- r alors (S, V , a) If- cp . 

La conséquence sémantique locale e t plu forte que la con équence sémantique globale 
au sens où, pour une classe de modèles MOV , sir If-MOD cp alors r lf-~OD cp . L'inverse est 
généralement faux comme le montre l exemple suivant. 

Exemple 241 Pour MOV la classe de tou les modèles r = {P } et cp = OP on a 

r lf-~ov cp. 

En effet, considérons un modèle quelconque (S V) qui vérifie (S V) If-Va r. Aut rement 
dit , (S, V , a) If- P est vrai de tout nœud a. En part iculier pour tout nœud b tel que a --+ b, 
la relation (S, V, b) If- P est vérifiée d où tout nœud a vérifie (S V, a) If- DP. 

Par contre r If-MO'D cp e t t rivialement faux puisque dans le modèle suivant on a 
(S , V , a) If- P et (S V a) 1Y OP . 

1 

Il y a pourtant un lien simple entre ce deux notions de conséquence sémantique. Pour 
l'établir, nous avon besoin de la notation uivante. 

Notation 242 Soit cp une formule et n E rN, on écrit : 

0 oncp pour 

• cp sin= 0 

• D . . . D 0 cp si n > 0 
~ 

n 

0 oncp pour 

• cp sin= 0 

• 0 ... 00 cp si n > 0. 
'--.-" 

n 

Proposition 243 Soient cp une formul e, r un ensemble de formules et M OV la classe de 
tous les modèles, 

r lf-~oD cp si et seulement si {o n 1 nE rN E f} If-MOD cp. 

Preuve de la Proposition 243 : 

( <==) Soient S = (N, A) un système de transition et V une valuation qui vérifient 
(S V) If-va r . Montron alors que (S V) If-va cp . Soit a un nœud quelconque. Puisque 
a est quelconque et que (S V, a) If- r, il sen suit que tout nœud b de N vérifie 
(S V , b) If- r. En particulier cela vaut pour tous les nœud b qui sont atteignables 
en empruntant un nombre fini d 'arêtes. En conséquence (S, V a) If- {Dn1/J 1 n E 

tN, 1/J E r}. Et ceci vaut également pour tout nœud a du modèle (S, V). Dès lors, en 
appliquant l'hypothè e on obtient (S, V, a) If- cp , ce qui démontre le résultat ouhaité. 
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( ===} ) Procédons par la contraposée. Montrons que si { Dn'lj; 1 n E rN, '1/J E f} lfl MOV cp , 
alors r lfL~ov cp . Soient donc S = (N, A) un système de transition, V une valuation 
et a EN un nœud, tels que (S, V, a) Il- {on'lj; 1 nE rN, '1/J Er} alors que (S, V, a) lfL cp . 
Formons le système de transition T induit par S au nœud a défini de la manière 
suivante : T = (N', A') , où N' est l'ensemble des nœuds que l'on peut atteindre 
depuis a en empruntant un nombre fini d 'arêtes de A, et A' les arêtes induites. 
Précisément : 

N'= {bEN 1 il existe nE rN, il existe ao , a1, ... , an EN a= ao ---t a1 ... ---tan= b} 

et A' défini comme l'ensemble des arêtes de A qui relient deux nœuds de N'. Ce 
système de transition T muni de la valuation V' définie pour tout b E N' par b E 
V' (P) si et seulement si bE V(P) , est un modèle (T , V') qui vérifie par construction 
(T , V') 11-va '1/J pour chaque formule '1/J der. Cela entraîne donc (T , V') 11-va r. Pourtant 
le nœud a vérifie (T , V' , a) 1fL cp , ce qui contredit r Il-~ov cp . 

~ 243 

Remarque 244 

(1) Sir n'est composé que d'une seule formule: r = { '1/l } , on écrira '1/J 11-~ov cp au lieu 
de { '1/J} Il-~ov cp . De même, lorsque r est l'ensemble vide, on écrira Il-~ov cp au lieu 
de 0 11-~ov cp . 

(2) Si MOD désigne la classe de tous les mdoèles , cp et '1/J sont deux formules telles que 
'1/J Il-~ov cp , alors tout modèle dans lequel '1/J est vraie est également un modèle dans 
lequel cp est vraie . Autrement dit , si MOD'I/J et MOD e/> désignent respectivement 
tous les modèles dans lesquels '1/J est vraie et tous ceux dans lesquels cp est vraie, alors 
'1/J 11-~ov cp est équivalent à l'inclusion MOD'I/J Ç MODe/> . En conséquence, si à la 
fois '1/J 11-~ov cp et cp 11-~ov '1/J sont toutes deux vérifées, alors MOD'I/J =MODe/> . 

Deux questions apparaissent dès lors : 

(1) Quelles sont les formules qui sont vraies dans tous les modèles? 

(2) Comment caractériser deux modèles qui se comportent de la même manière vis à vis 
de la logique modale? 

Nous répondrons à la première de ces questions un peu plus tard. Pour l'instant , nous 
allons nous intéresser à la seconde en clarifiant tout d'abord ce que nous entendons par le 
fait que deux modèles se comportent de la même manière. Nous voulons dire qu 'ils sont 
indiscernables par la logique modale. Cela signifie qu 'il n 'est pas possible de trouver une 
formule qui soit vraie dans l'un et fausse dans l'autre. Il n 'est pas possible de les distinguer 
à l'aide d 'une formule. Autrement dit , ils vérifient tous les deux exactement les mêmes 
formules. 
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7 Modèles théories et équivalence 

Résumé N!! 32 
o La théorie d 'un m odèle de Kripke M e t l ensemble de toutes les formules 

vraies dans ce m odèle : 

ThM = { </;> 1 (S V) If-va <f> } . 

o Deux modèles M et N sont équivalents ( M = N ) s ils ont la m êm e 
théorie : 
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La théorie d 'un modèle désigne ce que' raconte" un modèle. Elle comporte deux déclinaisons 
suivant qu 'on la regarde globalement ou localement. 

D éfinition 245 (Théorie d'un modèle) Soit M = (S, V) un modèle de la logique m odale 
dont les arêtes du système de transition ont étiquetées par I . 

On appelle théorie du modèle (S V) l'ensemble de toutes les formules dont les opérateurs 
modaux sont indicés par des éléments de I qui sont vraies dans ce modèle : 

La théorie dun modèle e t donc compo ée de toute les formules qui décrivent ce modèle. 
Deux modèles sont distinguables par la logique modale s'il n ont pas la même théorie. Et 
deux modèles qui possèdent la même théorie racontent exactement la même chose, même 
s'ils sont différents par ailleurs . Car leur différence, si elle existe, n'est pas du re sort de la 
logique modale. 

D éfinition 246 (Théorie locale d'un modèle) Soit M = (S, V) un modèle de la logique 
modale dont les arêtes du système de transition sont étiquetées par I et a un nœud de N . 

On appelle théorie locale du modèle (S, V) au nœud a l en emble de toutes les formules 
dont les opérateurs modaux sont indicés par des éléments de I qui sont vraies dans ce modèle: 

Th(M ,a) = { <P 1 (S, V a) If- 4> }. 

Cette notion de théorie locale renvoie simplement à la notion de satisfaction en un 
nœud particulier. 

Définition 247 (Modèles équivalents) Soient I un ensemble non vide M = (S, V) , N = 

(T , W) deux modèles de la logique modale dont les arêtes des systèmes de transition S = 

(N, A) et T = (M, B) sont toutes les deux étiquetées par I ; a EN et bE M deux nœuds. 

( 1) M et N sont équivalents s'ils ont la même théorie : 

M = N si et seulement si ThM = ThN . 

{2) (M, a) et (N, b) sont localement équivalents s'ils partagent la même théorie locale : 

(M , a) = (N b) si et seulem ent si Th(M ,a) = Th(N,b)" 
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Exemple 248 Les deux modèles suivants sont équivalents (M = N) 

Le modèle M. Le modèle N. 

Par ailleurs, (M, a) = (N, a'), (M, b) = (N, b'), (M, b) = (N, c'). Nous verrons plus 
tard comment, à l'aide d'un jeu, reconnaître que ces modèles sont localement équivalents. 

Exemple 249 Les deux modèles suivants ne sont pas équivalents : 

18-·@1 
Le modèle M. Le modèle N. 

La formule oo-,p est vraie dans M car pour chacun des deux nœuds a et b. Le 
Falsificateur perd l'unique partie du jeu d'évaluation de la formule oo-,p en ce nœud, 
tout simplement parce que le Falsificateur ne peut effectuer les deux déplacements requis 
par les deux symboles" DO". Alors que dans le modèle N , cette formule est fausse puisque 
a IY. oo,p (le Falsificateur avance nécessairement jusqu'en c' où il l'emporte puisque c' If-- P . 
Par contre les relations équivalences suivantes sont vérifiées : 

(M , a)= (N, b') et (M, b) = (N, c'). 
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8 Bisimulat ion 

Résumé N!. 33 Etant donnés deux mondes a et b provenant de deux modèles 
M et N, on définit le jeu - à deux joueurs mais dont la longueur peut être 
infinie - de bisimulation IBos ((M a) (N, b)) de manière à ce que le joueur 
Duplicateur ait une stratégie gagnante dans ce jeu si et seulement si (M , a) = 
(N,b). * 
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Imaginons deux modèles de Kripke M et N, et pour chaque modèle, un nœud particulier 
m pour M et n pour N. Imaginons finalement deux personne qui vivent l'une au monde 
possible m de M et l'autre qui réside au monde n de N. Bien que ces deux personnes 
n'habitent pas du tout au même endroit il est fort possible qu 'elles ne puissent pourtant 
le distinguer tant qu'elle n'en reste qu'au niveau de la logique modale. Il se peut en effet 
que depuis le monde m, tout paraisse exactement identique à ce que l'on perçoit depuis le 
monde n. Pour le dire autrement, il se peut que m et n soient comme deux univers parallèles 
dont les nuances sont impénétrables pour les personnes qui vivent en ces mondes. Bien 
sûr, pour quelqu'un qui est à l'extérieur de ces systèmes, il est évident qu 'il y a là deux 
modèles de Kripke qui peuvent également être radicalement différents 7 , mais pour celui qui 
réside à l'intérieur d 'un modèle de Kripke, rien d autre que ce seul modèle existe. Cette 
notion, qui permet de dire que deux mondes sont tellement semblables qu'on ne peut pas 
les différencier sans pour autant qu 'ils soient identiques, s'appelle l'indiscernabilité. Deux 
mondes sont indiscernables s'il n existe pas de formule qui soit vraie dans l'un et fausse dans 
l'autre. Ils satisfont les même formules - de la logique modale - il n 'est donc pas possible 
de les distinguer , bien qu'ils soient pourtant différents. 

Nous allons proposer un jeu à deux joueurs et information parfaite - appelé jeu de 
bisimulation - qui est défini en sorte que le joueur appelé Duplicateur possède une statégie 
gagnante si et seulement si les deux mondes - associés à leurs modèles respectifs - qui 
interviennent dans le jeu sont bisimilaires. Or précisément ce que caractérise la notion de 
bisimilarité est le fait d'être indiscernables. Au lieu de devoir en passer par toutes les formules 
possibles de la logique modale afin de déterminer si deux mondes sont ou non indiscernables, 
nous allons disposer d'un moyen beaucoup plus pratique : le jeu de bisimulation, qui se 
révèlera être une aubaine pour le discernement. 

Définition 250 Soient I un ensemble non vide, M = (S, V) , N = (T , W) deux modèles 
de la logique modale dont les arêtes des systèmes· de transition S = (N, A) et T = (M, B) 
sont toutes les deux étiquetées parI; a E N et bE M deux nœuds. 

Le jeu de bisimulation IBos (( M , a) (N b)) est défini comme suit : 

{1) il comprend deux joueurs appelés Duplicateur et Corrupteur. Le Duplicateur {Dup) 
cherche à montrer que les deux modèles sont localement bisimilaires, alors que le 
Corrupteur (Cor) au contraire cherche à montrer qu'ils ne le sont pas. 

Les coups de ces deux joueurs consistent à choisir des nœuds dans les systèmes de 
transition. Les nœuds de départ étant a dans S et b dans T. 

7. L'un peut être fini alors que l'autre est infini, par exemple. 
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{2) A chaque tour, lorsque les positions sont a' et b' des nœuds respectivement de N et 
M: 

o C or choisit d'abord de jouer dans S ou dans T. 

(a) Si C or choisit de jouer dans S , il produit i E I et a" E N tel que a' ~ a", 

et Dup répond en produisant b" E M tel qu'à la fois b' ~ b" et pour toute 
variable propositionnelle P : 

(S, V , a") Il- P si et seulement si (T , W, b") Il- P . 

{b) Si C or choisit de jouer dans T , il produit i E I et b" E M tel que b' ~ b" , 

et D up répond en produisant a" E N tel que à la fois a' ~ a" et pour toute 
variable propositionnelle P : 

(S, V , a") Il- P si et seulement si (T , W, b") Il- P . 

( 3) (a) S 'il existe une variable propositionnelle P telle que la position initiale vérifie 

(S , V , a) Il- P si et seulement si (T , W, b) 1Y P , 

alors C or l'emporte. 

{b) Si un joueur ne peut plus avancer alors ce joueur perd la partie. 

{c) Si la partie est infinie, alors D up l 'emporte. 

Exemple 251 Etant donnés les modèles de Kripke M et N ci-dessous, une partie dans le 
jeu de bisimulation IBos ((M , a) , (N, a')) peut se présenter sous la forme suivante : 

Le modèle M. 

Le corrupteur (C or ) possède une stratégie gagnante : 

(1) C or choisit de jouer dans Net produit b'. 

(2) D up n 'a pas d 'autre option que de choisir b. 

Le modèle N. 

(3) C or choisit à nouveau de jouer dans N et produit c' mais, 

( 4) D up perd car il ne peut plus avancer. 
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Exemple 252 Dans le jeu de bisimulation IBos ((M a') (N a)) 

18-·81 

Le modèle M. 

D up possède une stratégie gagnante qui consiste : 

(1) si C or choi it b' , ou c' à choisir b · 

(2) si C or choisit b à choisir par exemple b' · 

Le modèle N. 

De la sorte, le corrupteur ne peut jouer on deuxième coup et perd la partie. 

Exemple 253 Soit le jeu de bisimulation IBos ((M a), (N , 0)) 

1~1 
Le modèle M. 

Le modèle N. 

Le modèle N est défini par : 
o l'ensemble des nœud est rN, 
o pour tout nE tN deux arêtes : n--+ n + 1 et n--+ n + 2, 
o 2n 1 f- P et 2n + 1 IY P. 

D up possède une tratégie gagnante qui con iste à tout moment de la partie : 

(1) si C or joue dans Net choisit n à choisir a sin est pair et b sinon. 

(2) si C or joue dans M et choisit a à choisir à partir de la position n dans N 
o n + 1 in est impair 
o n + 2 si n est pair. 

(3) si C or joue dans M et choisit b, à choisir à partir de la position n dans N 
o n + 2 sin est impair, 
o n + 1 si n est pair. 

De la sorte le jeu continue indéfiniment, entraînant la défaite du corrupteur. 

299 
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Définition 254 Soit S = (N, A) un système de transition étiqueté par un ensemble non 
vide I , S est à branchement fini, si pour tout élément i E J, pour tout nœud a E N , 

{ b E N 1 a ~ b} est fini. 

Théorème 255 (Henessy-Millner) Soient I un ensemble non vide, M = (S, V), N = 

(T , W) deux modèles de la logique modale dont les arêtes des systèmes de transition S = 

(N, A) et T = (M, B) sont toutes les deux étiquetées par I ; a E N et bE M deux nœuds. 
On suppose en outre que S et T sont à branchement fini. 

(M , a) = (N, b) si et seulement si D up a une stratégie gagnante dans IBo5 ((M , a), (N, b)) . 

Nous rappelons que deux modèles sont localement équivalents - noté (M , a) = (N, b) -
s'ils ont la même théorie locale : 

Th(M ,a) = { </> 1 (S, V, a) If- </>} = { </> 1 (T , W , b) If- </>} = Th(N ,b) . 

Autrement dit, ces deux modèles sont localement équivalents si, pour toute formule </> , 

(S, V, a) If- <P si et seulement si (T , W , b) If- </> . 

Preuve du Théorème 255 : Nous montrons les deux sens de la double implication : 

( {::::=) On montre, par induction sur sa hauteur, que pour toute formule </> , 

(S, V, a) If- <P si et seulement si (T , W , b) If- </> . 

Toute formule est équivalente à une formule qui n'ut ilise que les connecteurs •, 1\ et 
l'opérateur modal D : 

o <Po V </>1 est équivalente à • ( • <Po 1\ •</>1) 

o <Po -----+ </>1 est équivalente à •( <Po 1\ •</>1) 

o <Po ~ </>1 est équivalente à -, ( •<Po 1\ •</>1) 1\ • ( •</>1 1\ •<Po ) 

o (i)cp est équivalente à •(i]•cp. 

Nous pourrons donc supposer que <P ne comporte que les connecteurs •, 1\ et l'opéra­
teur modal [ i] . 

(1) Si la hauteur de <P est nulle, alors il est clair que : 

(S, V, a) If- T et (T , W , b) If- T , et par ailleurs (S, V, a) l}i ..l et (T , W, b) !,V' ..l . 

Lorsque <P est une variable propositionnelle P, la définition même des conditions 
du jeu, associée au fait que Dupa une stratégie gagnante dans 1Bo5 ((M, a) , (N, b)) , 
vérifie 

(S, V, a) If- P si et seulement si (T , W, b) If- P . 

(2) Soit <P de hauteur n + 1, trois cas apparaissent : 
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(a) <P = <Po V </Y 1 : la hauteur de <Po et celle de </Y 1 sont toutes deux inférieures à 
n + 1. L'hypothèse d induction s applique donc à elles deux. Alors, puisque 
Dup a une stratégie gagnante dans !Bll:s ((M, a), (N, b)) nous avons à la fois : 

(S V a) If- <Po si et seulement si (T W b) If- <Po 

et 
(S, V , a) If- <P 1 i et seulement si (T W , b) If- <fy 1 . 

D'où l'on déduit que : 

(S, V , a) If- <Po V <P1 si et seulement si (T , W ,b) If- <Po V <fy1 . 

(b) <P = -,cp : la hauteur de <p e t n par conséquent l'hypothèse d 'induction s'ap­
plique à cp . Ainsi, puisque Dupa une stratégie gagnante dans IBB:s (( M , a) , (N, b) ) 
nous avons : 

(S V a) If- cp i et seulement si (T W b) If- cp 

qui donne immédiatement : 

(S V a) If- ''P i et seulement si (T W , b) If- ''P· 

(c) <P = [i)cp. la hauteur de cp est n par con équent l hypothèse d 'induction s'ap­
plique à cp . Remarquons préalablement que : 

(A) soit a et b ont tous les deux au moins un successeur le long d 'une flèche 

étiquetée i (il existe a' et b' tels que a ~ a' et b ~ b'). 

(B) soit a et b n 'ont pas de uccesseurs par i (il n 'existe ni a' ni b' tels que 

a~ a' et b ~ b' ). Dans ce cas on note que (S, V a) If- [i)cp et (T , W , b) lf­
[i)cp sont trivialement vérifié tous les deux et donc également : 

(S, V a) If- [i)cp si et seulement si (T W , b) If- [i)cp. 

(C) Le cas où a aurait un successeur a' tel que a ~ a' mais qu'il n 'existerait 

pas de b' tel que b ~ b' est impossible puisque i C or choisit précisément ce 
nœud a' Dup est incapable de répondre et perd la partie, ce qui contredit 
le fait qu 'il po sède une tratégie gagnante. 

(D) Le cas où b aurait un uccesseur b' tel que b ~ b' , mais qu 'il n'existerait 

pas de a' tel que a ~ a' est identique au précédent mutatis mutandis. 

Il res ort de cette étude préalable que nou n avons qu à considérer le cas 
(2)((c))(A) . Deux sous-cas apparaissent : 

(i) si (S, V , a) If-- [i)cp alors pour tout nœud a' tel que a ~ a' , (S, V , a') If- cp . 

Soit un nœud b' quelconque tel que b ~ b'. Considérons la partie du jeu 
IBB:s ((M a), (N b)) dans laquelle le premier coup de C or choisit précisément 
ce nœud b' et Dup répond en appliquant sa stratégie gagnante et choisit 
a'. Dans le jeu IBB:s ( (M a') (N , b' )) Dup possède toujours une stratégie 
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gagnante, par conséquent, par application de l'hypothèse d 'induction, nous 
obtenons : 

(S, V , a') If- cp si et seulement si (T, W , b') If- <.p 

Ce qui montre que (T , W , b') If- <p . Comme b' était quelconque, nous obte-
nons: 

(T , W , b) If- [i]<.p. 

(ii) (S, V , a) IY [i]<.p, alors il existe un nœud a' tel que a~ a' et (S, V , a') IY <p . 

Considérons la partie du jeu 1Bll5 ((M, a), (N, b)) dans laquelle C ar choisit 
précisément ce nœud a' au premier coup. Dup répond en appliquant sa 

stratégie gagnante et choisit un nœud b' tel que b ~ b'. Comme dans le jeu 
1Bll5 ((M, a'), (N, b')) , Dup possède toujours une stratégie gagnante, il nous 
suffit d 'appliquer l'hypothèse d'induction pour obtenir : 

(S, V , a') If- <p si et seulement si (T , W , b') If- <.p 

Ce qui montre que (T , W , b') !Y <p . Par conséquent : 

(T , W, b) IY [i]cp. 

Remarquons que l'hypothèse sur le caractère fini du branchement des systèmes de 
transition n 'a pas été utilisée pour démontrer ce sens de la double implication. 

( ===?) Il suffit de montrer que si deux nœuds a et b quelconques vérifient (M, a) = (N, b), 
alors : 

(1) cette position initiale du jeu 1Bll5 ((M, a), (N, b)) n 'est pas immédiatement perdue 
pour D up et 

(2) quelque soit le coup initial a' E N de C an Dup peut répondre par b' E M tel que 
(M, a') = (N, b'). 

(3) Et symétriquement si C ar choisit b' E M, Dup peut répondre par a' E N tel que 
(M, a')= (N, b'). 

En montrant cela, on construit une stratégie pour D up dans le jeu IBo5 ((M, a), (N, b)) 
qui n 'atteint toujours que des positions engendrant des modèles locaux équivalents, 
donc en particulier vérifiant les mêmes variables propositionnelles. Ainsi, soit le jeu 
s'arrête parce que Cor ne peut plus avancer, soit il continue indéfiniment. Dans les 
deux cas, D up l'emporte. Cette stratégie est alors une stratégie gagnante pour D up 
dans 1Bll5 ((M, a), (N, b)). 
Nous montrons donc que : 

(1) la position initiale du jeu 1Bll5 ((M, a), (N, b)) n'est pas immédiatement perdue 
pour Dup· Cela est faux si C ar peut avancer alors que Dup ne le peut pas. Pro­
cédons par l'absurde et supposons que ce soit le cas. Si Cor peut avancer, c'est 
que pour un certain i E J, il existe soit un successeur de a, soit un successeur de 

b, mais pas les deux. Par symétrie, supposons qu'il existe a' tel que a~ a' mais 

aucun nœud b' tel que b ~ b'. Dans ce cas-là, il suffit de considérer la formule 
(i)(P V • P ) pour obtenir la contradiction suivante : 

(S , V , a) If- (i)(P V •P) mais pourtant (T , W , b) !Y (i)(P V • P ). 
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(2) Montrons également que quelque soit le coup initial a' E N de C 0 r, D up peut 
répondre par b' E M tel que (M a') = (N, b') . 

Là encore procédons par l'absurde, et imaginons que C or choisit a' tel que a~ a', 

et que pour tout b' tel que b ~ b' nous avons (M, a') "t= (N, b'). Puisque N est 

à branchement fini , il n'existe qu'un nombre fini de nœuds b' tel que b ~ b' : 
b~, b~ , ... , b~ . Pour chaque j E {0 1, . . . , k }, on choisit une formule cP} telle que : 

(S, V, a') If- 1Y1 et (T , W bj) IY cP} · 

Cela est clairement toujours possible puisque (M, a') "t= (N, bj) implique qu 'il 
existe une formule <p telle que (S, V, a') If- <.p si et seulement si (T, W , b') IJL <p . En 
posant soit qy1 = <.p oit qy1 = •<.p on obtient la formule qy1 souhaitée. 

Finalement, il suffit de considérer la formule ( c/Jo 1\ 4J1 1\ ... 1\ cPk) et voir que : 

(S, V, a) If- (i)(c/Jo 1\ c/J1 1\ .. . 1\ cPk) alors que (T , W b) IJL (i)(c/Jo 1\ cP1 1\ . . . 1\ cPk) · 

ce qui bien sûr contredit l hypothè e. 

(3) Le cas où Cor choisit b' E M, mais D up ne peut répondre par a' E N tel que 
(M, a')= (N, b') est bien évidemment symétrique. 

---i 255 

Pour aller plus avant : 

La notion de bisimulation est très naturelle, elle remonte à la notion philosophique des "indiscernables ", 

puisqu'elle consiste à se poser la question de la distinction de deux modèles par une formule. Le fait de pouvoir 

discerner cela au moyen d'un jeu trouve son origine dans les jeux d 'Ehrenfeucht-Fraïssé qui permettre de 

résoudre le même genre de problème, mais pour une logique différente : la logique du 1er ordre. Au début 

de la seconde moitié du xxèmesiècle, Roland Fraïssé avait mis au point une méthode dite de "va et vient" 

permettant de tester si deux structures sont "élémentairement équivalentes", c'est-à-dire indiscernables au 

moyen de la logique du 1erordre [Fra50]. Quelque années plus tard, Andrzej Ehrenfeucht a reformulé cette 

technique au moyen d'un jeu [Ehr61]. C'est ce même jeu qui est considéré ici, mais dans le cadre de la 

logique modale, dont on verra qu'elle forme en fait une sous-partie de la logique du 1er ordre (dans laquelle 

elle est interprétable); la notion de bisimulation jouant elle-même un rôle clé dans la définition de de 

cette "sous-partie". Pour plus de détails sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur vers les ouvrages "First 

steps in modal logic " de Sally Popkorn [Pop94] "Modal logic" de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et 

Yde Venema [BdRV02] et "Handbook of modal logic" de Patrick Blackburn, Johan van Benthem et Frank 

Wolter [BvBW06]. Pour les jeux d Ehrenfeucht-Fraïssé nous recommandons tout particulièrement l'excellent 

"Elements of finite madel theory" de Leonid Libkin [Lib04]. 





Chapitre 6 

Systèmes logiques 

1 Logiques de classes 

Résumé N~ 34 La logique d 'une classe de systèmes de transition C(/ est 

Logee ={</> 1 pour tout S E C(/ S if-va vv </>}. 

Dès lors que nous avons défini les systèmes de transition comme sémantique adéquate pour 
notre syntaxe, la première question qui vien à l esprit est celle de déterminer quelles sont 
toutes les formules qui sont valides pour la clas e de tous les systèmes de transition. P lus 
précisément en Calcul Propositionnel les formules qui sont vraies dans tous les modèles sont 
appelées tautologies et sont par ailleurs obtenues grâce à l application de règles de déduction 
à des axiomes, que ce oit dans le cadre de systèmes de déduction à la Hilbert ou dans celui 
de la Déduction Naturelle ou encore dans celui du Calcul des Séquents. La question que nous 
posons dans le cadre de la logique modale est la même. Quelles sont ces formules qui sont 
valides partout, en tout nœud, d'un système de transition quelconque pour une valuation 
quelconque ? 

Cela signifie que nous considérons la clas e C(/ de tous le système de transition et nous 
aimerions savoir quelles sont les formules </> telles que quel que soit le système de transition 
S muni d'une valuation quelconque V et en un nœud quelconque a vérifient (S, V, a) If- </> . 

Un premier début de réponse consiste à dire que ce sont au moins toutes les formules qui 
sont des tautologies du Calcul Propositionnel. C'e t-à-dire que toute formule de profondeur 
modale nulle qui est une tautologie du Calcul Propositionnel sera nécessairement forcée dans 
tout nœud de n'importe quel modèle peu importe quels sont les successeurs de ce nœud, 
puisque l'absence d'opérateur de modalité limite la satisfaction ou non de cette formule en 
un nœud à ce seul nœud. Mais sont-ce là toutes les formules qui sont valides en tout système 
de transition? Loin s en faut ! Car nous avons de nombreuse formule de logique modale qui 
ne sont pas des formules du Calcul Propositionnel mais pourtant forcées en tout nœud de 
tout modèle. Par exemple, la formule D(P V • P ) est clairement forcée en tout nœud puisque 
la formule P V , p est une tautologie du Calcul P ropositionnel qui est donc elle-même forcée 
en tout nœud. 



306 LOGIQUE MODALE 

Avant d'étudier cela plus en détail nous commençons par une définition : 

Définition 256 Soit~ une classe de systèmes de transition. On appelle logique de la classe 
~, la classe de toutes les formules qui sont valides dans tous les systèmes de transition de 
~ .. 

Log"{! = { <P 1 pour toutS E ~' S lf- \fa,\fV <P}. 

Notre question devient : quelle est la logique de la classe de tous les systèmes de transi­
tion? Comme nous l'avons rapidement vu, cette logique doit contenir toutes les formules du 
Calcul Propositionnel qui sont des tautologies (comme par exemple P +----+ P , ou P V -.P). 
Par ailleurs, si elle contient une formule quelconque <P , elle devra contenir aussi toutes les 
substitutions uniformes <P [1P 1 P] d 'une variable de cette formule par une formule quelconque 
1/J - par exemple 1/J +----+ 1/J ou 1/J V -.1/J. Attention, nous ne parlons pas de n 'importe quelle 
forme de substitution, mais uniquement des substitutions uniformes, c'est-à-dire de celles qui 
substituent une formule à toutes les occurrences d 'une variable et non pas des substitutions 
qui porteraient sur certaines seulement des occurrences d'une variable, ou pire encore, celles 
qui substitueraient une fomule à une sous-formule quelconque au lieu d 'une simple variable. 

Là encore, la raison de la présence dans cette logique de toutes les substitutions uniformes 
opérées sur des variables est naturelle. Si une formule <P est valide dans un système de 
transition donné S , alors elle est vraie dans tout modèle M = (S , V) issu de ce système de 
transition. La satisfaction de <P en un nœud donné a est donc indépendante de la valuation 
V. Donc, que P soit vraie ou fausse , la formule <P est forcée au nœud a. Par conséquent, que 
1/J soit vraie ou fausse , la satisfaction de la formule <P [1P 1 P] ne varie pas. 

Une autre chose à considérer est ce qu'on appelle la généralisation d'une formule , ou 
encore sa nécessitation. Si la formule <P est vraie dans un modèle , elle est forcée en tout 
nœud de ce modèle. Par conséquent la formule O<P est elle aussi forcée en tout nœud. En 
effet, pour que O<P ne soit pas forcé en un nœud, il faudrait qu 'il existe un successeur de ce 
nœud qui ne force pas <P , ce qui n 'est pas le cas. 

En dernier lieu, il faut également admettre que la logique de la classe de tous les systèmes 
de transition soit close par modus panens. Cela signifie que si cjJ ----7 1/J et cjJ sont toutes deux 
des formules valides dans tout système de transition, alors la formule 1/J l'est également . 

Pour résumer ce que nous venons de dire, la logique de la classe de tous les systèmes de 
transition contient toutes les tautologies du Calcul Propositionnel, auxquelles il faut encore 
ajouter la formule permettant de passer de 0 à 0 : OP+----+ -.0-.P. Cette logique est en plus 
de cela close par substitution uniforme, close par généralisation et close par modus panens. 
Pourtant, nous verrons que ce n 'est pas tout. Cette logique est encore plus large que cela. 
La logique de la classe de tous les systèmes de transition contient encore d'autres formules. 

Une fois que nous aurons correctement caractérisé cette logique, nous allons l'enrichir 
étapes par étapes en ajoutant d'autres formules, obtenant ainsi des logiques de plus en plus 
riches mais qui auront pour effet de réduire la classe des systèmes de transition qu 'elles 
caractériseront. La question devient alors : existe-t-il une classe de systèmes de transition 
bien définie qui corresponde à chacune de ces extensions de notre logique de la classe de tous 
les systèmes de transition? 
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2 Axiomatique et systèmes de déduction 

Résumé N~ 35 
o Un axiome est une formule. 
o Un système formel est un ensemble d 'axiomes. 
o Les formules qui se déduisent dun système formel S sont celles obte­

nues à partir des axiomes qui constituent S par application des règles 
suivantes : 

• modus ponens, • substit. uniforme, • nécessitation. 

o On note ~s cp le fait que cp se déduit de S. 
0 On écrit r ~s cp s'il existe 0 '1/JI ' . . . '1/Jn E r telles que 

~S ( '1/Jo 1\ 'I/J1 1\ · · · 1\ n) ----t cp . 
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Pour mener à bien ce programme, nous avons besoin de définir la manière dont nous allons 
enrichir les différentes logiques que nous rencontrerons . Nous allons le faire sur une base 
purement syntaxique, et pour cela nous introduisons les notions suivantes. 

D éfinition 257 

{ 1) Un axiome est une formule. 

{2) Un système formel est un ensemble d 'axiomes. 

Pourquoi alors parler de système formel et d axiome au lieu d 'employer simplement les 
mots d 'ensemble de formules et de formule? C est que la notion d 'axiome fait référence à 
une formule , mais une formule qui tient un rôle particulier dans une preuve. De même, un 
système formel représente un ensemble de formules qui forment le cadre de cette preuve. 

Ce que nous venons de dire réclame quelques précisions sur ce que nous entendons par 
preuve en logique modale. L idéal serait d 'avoir une notion de preuve du type Déduction Na­
turelle ou Calcul des Séquents. Malheureusement le monde de la Logique Modale est moins 
rose que celui du Calcul Propositionnel. Les systèmes de déduction auxquels nous allons 
devoir faire appel sont des systèmes de Hilbert. Il existe pourtant , pour certaines logiques 
particulières, des systèmes de déduction du type que nous souhaiterions, mais ce n 'est pas le 
cas pour la logique modale en générale. Si nous voulions insister fermement sur la partie dé­
monstrative de chacune des ces logiques nous introduirions très certainement ces différentes 
versions de Calcul des Séquents, mais notre propos n est pas de nous attarder sur la théorie 
de la démonstration de la logique modale. Voila la raison pour laquelle nous nous contentons 
de système à la Hilbert, gracieux dans leur simplicité mais peu commode d'emploi, tout en 
renvoyant le lecteur curieux vers le livre "Gentzen calculi for modal propositional logic" de 
Francesca Poggiolesi [Poglü] . 

Définition 258 Soient I un ensemble non vide, cp une formule et S un système formel. 
Une preuve de la formule <p dans le système formel S est une suite finie de formules 

(c.po , <{JI , ... , C{Jn ) telle que : 

o C{Jn = cp 
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o chaque <pz vérifi e l 'une des quatre conditions suivantes : 

{1) <pz est un axiome de S . (cpz E S), 

{2) <pz est obtenue à partir de l 'application de la règle du modus ponens à deux fo r­
rn ules d 'indices inférieurs <p j et <pk (j , k < l) . i. e. <p j = (<pk -----+ <pz). 

{3) <pz est obtenue par substitut ion uniforme d 'une variable P quelconque par une 
formule fJ quelconque dans une formule d 'indice inférieur 'Pk ( k < l ) . i.e. <pz = 

'Pk [fJ / P ]. 

(4) <pz est obtenue à partir de l 'application de la règle dite de généralisation ou de 
nécessitation appliquée à une formule d 'indice inférieur 'Pj (j < l) . i. e. <pz = [i]tpj ), 
pour une valeur i E I quelconque. 

Exemple 259 Si S désigne l'ensemble des tautologies du Calcul Propositionnel, alors la 
suite 

(P-----+ (P V ·P) , OQ-----+ (OQ V •OQ), O(OQ-----+ (OQ V ·OQ)) , O(O<f>-----+ (O<f> V ·O<f>))) 

est une preuve de O ( O<f> -----+ ( O<f> V · O<f>) ) dans ce système, puisque : 

(1) <po = P-----+ (P V •P) est une tautologie du Calcul Propositionnel et donc un axiome 
du système formelS, 

(2) <p1 = OQ -----+ ( OQ V •OQ) est le résultat de la substitution de la formule OQ à P 
dans <po : OQ-----+ (OQV•OQ) = P-----+ (PV•P)[OQ/P], 

( 3) cp2 = 0 ( OQ -----+ ( OQ V ·OQ)) est obtenue à partir de cp1 par généralisation, 

( 4) cp3 = 0 ( O<f> -----+ ( O<f> V •O<f>)) est obtenue par substitution de la formule 1> à Q dans 

'P2 · 

Exemple 260 

SiS désigne l'ensemble des tautologies du Calcul Propositionnel auquel on ajoute la formule 
P -----+ 0 P , alors la sui t e 

décrite ci-dessous est une preuve de O(<f>-----+ OO<f>) dans ce système : 

(1) <po = A-----+ (B-----+ (A 1\ B)) est une tautologie du Calcul Propositionnel et donc un 
axiome du système formel S. 

(2) 'Pl = (P-----+ OP)-----+ (B-----+ ((P-----+ OP) 1\ B)) est obtenue par substit ution de 
P -----+ 0 P à A dans <po . 

( 3) <p2 = ( P -----+ 0 P) -----+ ( ( 0 P -----+ 00 P) -----+ ( ( P -----+ 0 P) 1\ ( 0 P -----+ 00 P))) est 
obtenue par substitution de ( 0 P -----+ 00 P) à B dans cp1 . 
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( 4) <p3 = P -----+ 0 P est un axiome. 

(5) <p4 = ( 0 P -----+ 00 P) -----+ ( (P -----+ 0 P) 1\ ( 0 P -----+ 00 P)) est obtenue par modus 
panens à partir de 'P2 et <p3 . 

(6) <p5 = OP-----+ OOP est obtenue par substitution de OP à P dans cp3. 

(7) i.fJ6 = (P -----+ 0 P) 1\ ( 0 P -----+ 00 P) est obtenue par modus panens à partir de <p4 et 
'P5 . 

(8) 'P7 = ((A' -----+ B') 1\ (B' -----+ C')) -----+ (A' -----+ C') est un axiome. 

(9) <ps = (P -----+ B' 1\ B' -----+ C') -----+ (P -----+ C') est obtenue par substitution de P à A' 
dans 'P7 · 

(10) <pg = (P -----+ 0 P 1\ 0 P -----+ C') -----+ (P -----+ C') est obtenue par substitution de 0 P 
à B' dans 'PB · 

(11) 'Plo = (P-----+ OP 1\ OP-----+ OOP)-----+ (P-----+ OOP) est obtenue par substitution 
de OOP à C' dans c.p9 . 

(12) c.p11 = P -----+ 00 P est obtenue par modus panens à partir de <p6 et <p10 . 

(13) <p12 = </; -----+ 00</J est obtenue par substitution à partir de <p11 . 

(14) <p13 = D(</J-----+ 00</J) est obtenue par nécessitation à partir de <p12 . 

Cette présentation des preuves sous forme linéaire n 'est ni gracieuse ni plaisante à lire. 
Nous lui préférerons une présentation sous forme d 'arbres. Ainsi, les deux preuves des deux 
exemples précédents deviendront : 

Supposons que S désigne l'ensemble des tautologies du Calcul Propositionnel. 

P -----+ (P V -.P ) 
--------- sub. 

OQ -----+ ( OQ V -.OQ) 

D(OQ-----+ (OQ V -.OQ)) 

o ( oq; -----+ ( oq; v -.oq;)) 
sub. 

Supposons que S désigne l'ensemble des tautologies du Calcul Propositionnel augmentée 
de la formule P -----+ 0 P . 

A --+(B--+ ( .A /\ 8 )) 

(P-t0P) --+ (B-t ((P --+ 0P)/\ B )) SUb 

-----=--~-----=~---=--~----::~- sub 
( P ~OP) ~ (( 0P ~ 00P) ~ ((P ~ 0P) A ( 0P ~ 00P))) 

-- ax 
P-t Op -- ax 

P---.0P 
~----------------- -mod . p . 

c 0P - 00P) ~ ((P-0P)A(0P-00P)l Op ~ OOP sub . (( A - s ')A( B -c·n - c -<'~c') 
~---~---------------- -mod . p. --------- sub. X3 

( P ~ 0P)A(0P ~ 00P) (P- 0P A OP- 00P) - ( P - 00P) 
~-___:_----------------------- -mod.p. 

Nous étendons la notion de preuve d'une formule dans un système formel par celle de 
preuve avec hypothèses. Avec un système de démonstration "à la Hilbert ", cela se définit 
comme suit. 
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D éfinition 261 Soit S un système form el et run ensemble de formules appelées hypothèses, 
on écrit : 

r t--s <P 

s'il existe un ensemble fini de formules { '!/Jo, 'I/J1 , ... , '1/Jn } Ç r tel que la formule 

puisse être prouvée dans le système form el S. Autrement dit le séquent 

est vérifié pour un nombre fini de formules bien choisies de r. 

Lorsque r = 0, nous retrouvons bien évidemment la notion de preuve dans un système 
formel. Lorsque l'ensemble r des hypothèses est lui-même fini (r = { Ba , 81 , . . . , Bk }), alors 
la condition r t--s <P revient à dire que t--s ( 80 1\ 81 1\ . . . 1\ Bk) -----* <P . 

Remarque 262 Cette notion de déduction - à l'intérieur d'un système formel S - au moyen 
d'un ensemble d'hypothèses r ne doit pas être confondue avec celle présentée dans le cadre 
de la logique propositionnelle. En effet, prouver le séquent <P t-s '1/J ne consiste pas à "ajouter" 
la formule <P aux axiomes dont on dispose pour ensuite tenter d 'atteindre la formule 'If; grâce 
aux règles de modus panens, substitution uniforme et nécessitation, mais bien à prouver la 
formule <P -----* '1/J sur la base des seuls axiomes. La première version - semblable en cela à 
ce qui se passe en logique propositionnelle - permettrait de prouver <P f-s D<P par simple 
application de la règle de nécessitation à "l'hypothèse <P", alors que la seconde version - qui 
est celle que nous adoptons - nécessite de montrer t--8 <P -----* D<P. Nous verrons, par exemple, 
lorsque nous aurons l'appui du théorème de complétude forte pour le système K - présenté 
dans la section à venir - que la formule P -----* OP n 'est pas prouvable dans ce système 
formel , et par conséquent nous avons P lt'K DP. 

Pour aller plus avant : 

Nous renvoyons le lecteur vers le livre de Francesca Poggiolesi "Gentzen calculi for modal propositional 
logic" [Poglü], ainsi qu'au chapitre intitulé "Modal Proof Theory" dans le "Handbook of modal logic" de 
Patrick Blackburn, Johan van Benthem et Frank Walter [BvBW06]. Pour la partie uniquement "systèmes 
de Hilbert" de la théorie de la démonstration pour la logique modale, le lecteur peut se reporter à "Modal 
logic" de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et Yde Venema [BdRV02]. 
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3 Le système K 

Résumé .N"!! 36 Le système K contient uniquement : 

( 1) les tautologies du Calcul Propositionnel 

{2) la formule "K " := D(P -----7 Q) -----7 (DP -----7 DQ) , 

{3) la formule ''Dual":= OP+------+ ---.0-.P. 
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Le premier système formel que nous rencontrons est un système minimal en ce qu'il est 
validé dans tout modèle. 

Définition 263 Le système K est le plus petit système formel qui contient : 

{1) chaque formule de profondeur modale nulle qui est une tautologie du Calcul Proposi­
tionnel, 

{2) (K) O(P-----+ Q) -----7 (OP -----7 DQ) , 

{3) (dual) O P+------+ -.0-.P. 

Remarque 264 

(1) Chaque tautologie du Calcul Propositionnel est forcée en tout nœud de tout système 
de transition, et ce quell que soit la valuation considérée. 

(2) L'axiome (K) est clairement valide dan tous les systèmes de transition. Plus préci­
sément encore, pour tout modèle M = (S V) et tout nœud a, si a If- D(P -----7 Q) et 
a If- OP, cela signifie que pour tout nœud b tel que a ---+ b, b If- P -----7 Q et b If- P , par 
conséquent b If- Q et donc a If- OQ. 

(3) Cet axiome (K) est appelé axiome de distribution car il permet de distribuer l'opé­
rateur modal O à l'intérieur del implication. Exactement comme la multiplication se 
distribue par rapport à l'addition dans a· (b + c) = (a· b +a· c). 

(4) L'axiome (dual) est simplement là pour permettre d'utiliser l'opérateur modal O. Il 
est valide dans tout système de transition. 

Ce système formel K n'est pourtant pas, en l'état, suffisamment riche pour contenir 
toutes les formules valides dans tous les modèles quels qu'ils soient. Pour cela, il faudrait 
également considérer toutes les substitutions uniformes possibles qui pourraient être effec­
tuées, entre autres, dans la formule (K ). Cela signifie que nous devrions prendre les formules 
de la forme: 

0 ( 1/J -----7 cp) -----7 ( 0 1/J -----7 0 cp) 

mais aus i bien d'autres encore. C'est pour cette raison que nous passons maintenant des 
systèmes formels aux logiques modales. 
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4 Logique modale normale 

Résumé N!! 37 Une logique modale normale IL est un systèm e formel satisfai­
sant: 

{1) K Ç IL et 

{2) IL est clos par déduction (pour toute c/J, si ~IL cjJ alors cP E IL) . 

Définition 265 Une logique modale normale est un ensemble de formules qui contient le 
système formel K suivant : 

( 1) chaque tautologie du Calcul Propositionnel, 

{2) (K) D(P ---+ Q) ---+ (DP---+ DQ) 

{3) (dual) OP+---+ ,o-,p 

et qui est clos par : 

{1) modus ponens 

{2) substitution uniforme 

{3) nécessitation 

cP ---+ '1/J 
------ mod.p. 

'1/J 

cP 
--- subst. 

cjy [B / P] 

cP 
D</J nec. 

Remarque 266 (1) Toute logique modale normale contient chaque formule cjJ prouvable 
dans le système formel K . Autrement dit, si ~K cjJ alors cjJ fait partie de toute logique 
modale normale. 

(2) Une autre manière de définir une logiques modale normale IL serait de dire qu'elle 
contient toutes les formules cjJ telles que ~s c/J , où S vaut pour un système formel bien 
choisi qui contient le système K (K Ç S). 

(3) La plus petite logique modale normale est donc celle construite sur la base du système 
formel K . Notons-la ILK . La relation entre la logique normale ILK et le système formel 
K qui l'engendre est immédiate : 

cP E ILK si et seulement si ~K c/J . 
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Pour aller plus avant : 

Au sujet du système K et des logiques modale normales, nous renvoyons le lecteur vers le très abordable 
"Modallogic for philosophers" de James W. Garson [Gar06] mais également vers les plus exigeants "A new 
introduction to modal logic " de Max J. Cresswell et George E . Hughes [CH03], ainsi que "Modallogic : an 
introduction" de Brian F. Chellas [Che 0] et également "Modal logic : an introduction to its syntax and 
semantics" de Nino B. Cocchiarella et Max A. Freund [CFO ]. 

Pour un point de vue plus avancé, nous conseillons également le "Handbook of modal logic " de Patrick 
Blackburn, Johan van Benthem et Frank Welter [BvBW06] et le "Modal logic" de Patrick Blackburn, 
Maarten de Rijke et Yde Venema [BdRV02]. 

Le lecteur intéressé à la fois aux logiques modales normales et "non-nomales" lira avec intérêt les ouvrages 
suivants très accessibles : "Modal logics and Philosophy " de Rod Girie [GirOO] et "An introduction to non­
classical logic " de Graham Priest [Priü l]. 
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5 Quelques axiomes usuels 

Résumé N.11 38 

o (K) D(P-----+ Q)-----+ (OP-----+ OQ) o (B ) P-----+ DOP 
o (D ) OP-----+ OP o ( 4) OP -----+ OOP 

o (T) OP -----+ P o (5) OP-----+ OOP. 

Nous présentons quelques formules ultra-classiques de la logique modale. Chacune de ces 
formules sert à produire, seule ou en combinaison avec d 'autres, un système formel. C'est 
pourquoi nous les qualifions d 'axiomes. 

D éfinit ion 267 Quelques formules notoires de la logique modale : 

o (K) 
o (D) 
o (T) 

0 ( p -----+ Q) -----+ ( 0 p -----+ 0 Q) 
OP -----+ 0 P 
OP-----+ P 

R emarque 268 

o (B) 
0 (4) 
0 (5) 

P-----+ OOP 
OP -----+ 0 OP 
OP-----+ OOP 

(1) La formule (D) dit en quelque sorte que si quelque chose est nécessaire (pour autant 
que O soit interprété comme modalité de nécessité) , alors cette même chose doit 
être possible. Ou dans le cadre d'une logique déontique, que quelque chose qui est 
obligatoire doit être permise. Ou bien, dans une logique épistémique, que si je sais 
P , alors il est faux que je sache •P. Ou encore dans une logique doxastique, que si 
je crois que P , alors il est faux que je crois que •P. 

Ceci dit en dehors de ces interprétations, la formule (D) dit précisément que le 
système de transition qui la valide n 'admet pas d'impasse. Autrement dit , les arêtes 
doivent être non bornées à droite. Cela signifie que si S = (N, A) est un système de 
transition qui valide (D), alors quel que soit le nœud a E N, il existe a 1 , a2 , a3 , . .. 

tels que a ---+ a1 ---+ a2 ---+ a3 .. .. Bien évidemment, il peut y avoir multiple répétition 
parmi le nœuds a 1 , a2 , a3 , . .. ; l'essentiel est qu'aucun chemin le long de ces arêtes 
ne mène à un nœud dépourvu d 'arête . Pour le dire encore autrement, un système de 
transition valide la formule (D) si et seulement si pour tout nœud a il existe un nœud 
b tel que a ---+ b. 

(2) La formule (T) dit que si quelque chose est nécessaire, alors cette même chose est. 
Dans le cadre d 'une logique déontique, que ce qui est obligatoire est . Dans celui d 'une 
logique épistémique, que si je sais P , alors P est avéré. Ou encore dans celui d 'une 
logique doxastique, que si je crois que P , alors P est également avéré. 

Par ailleurs, nous avons vu qu 'un système de transition valide la formule (T) si et 
seulement si ce système est réflexif. 
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(3) La formule (B ) dit que i quelque chose est le cas alors il est nécessaire que cette 
même chose soit possible. Dan le cadre d 'une logique déontique, que ce qui est, est 
obligatoirement permis. Dans celui d'une logique épistémique, que si P est avéré, 
alors je sais que je ne sai pas • P . Ou encore dan celui d 'une logique doxastique, 
que si P est avéré, alors je croi que je ne crois pas ,p. 

Si nous regardons ce que dit cette formule d un système de transition, nous nous 
apercevons qu 'un système quelconque valide la formule (B) si et seulement si pour 
tout couple de nœuds a et b, si a ----t b alors b ----t a. Autrement dit le système est 
symétrique. Nous pouvon rapidement contrôler cela : 

o si S est symétrique et i pour une valuation donnée a 1~ P , alors soit il n existe 
pas de nœud b tel que a ----t b, auquel cas P -----+ DO P est trivialement vérifié, 
soit il existe un tel nœud b, auquel ca quel que soit le nœud c, tel que a ----t c, 
il existe également une arête c ----t a , ce qui suffit à satisfaire a 1 ~ P -----+ DO P , 
puisque pour tout choix du Falsificateur à partir de a, le V érificateur peut ensuite 
immédiatement revenir en a et l emporter car, par hypothèse, a 1~ P . 

o Inversement , s'il existe deux nœuds a et b tels que a ----t b mais b ft a, il suffit 
de considérer une valuation telle que a 1~ P et c 1~ ,p pour tout nœud c, tel que 
b ----t c pour obtenir a IJL P -----+ D 0 P . 

( 4) La formule ( 4) dit que i quelque chose e t néces aire, alors cette même chose est 
nécessairement néce aire. Ou bien i elle e t obligatoire il e t obligatoire qu elle le 
soit. Son intérêt est néanmoins mieux perçu lorsqu on l'interprète dans le cadre d 'une 
logique épistémique. En effet la formule ( 4) énonce que i je ais P alors je sais que 
je sais P . C'est-à-dire que dès que lon ait quelque chose, on sait aussitôt qu'on le 
sait. Et donc transitivement, on sait que lon sait que l'on sait ... Autrement dit, avec 
la formule ( 4) nous décrivons des agent parfaitement rationnels. 

Par ailleur , du point de vue de l interprétation sous forme de validité dans des 
systèmes de transition, nous avons vu que cette formule caractérise précisément les 
systèmes de transition dont le graphe est transitif : pour tou nœuds a, b, c, si a----t b 
et b ----t c, alors a----t c. Ce qui exprime également par 'il existe un chemin de a vers 
x, alors il existe une arête de a ver x . 

(5) La formule (5) dit que 'il n 'est pas nécessaire que quelque chose ne soit pas , alors cela 
est néces aire. Ou bien, si quelque cho e est permise, alors il est obligatoire qu'elle 
soit permise. Néanmoins, cette formule retire sa pertinence de la logique épistémique, 
puisqu'elle signifie dans ce contexte que i je ne sais pas quelque chose, alors je sais 
que je ne le sais pas. Mieux encore, dans le cadre doxa tique, elle témoigne du fait que 
si je ne crois pas quelque cho e, alor je crois que je ne le crois pas. L'interprétation 
épistémique décrit un agent parfaitement conscient de ce qu 'il ne sait pas , alors que 
celle doxastique présente un agent complètement con cient de ce à quoi il ne croit 
pas. 

Si nous regardons maintenant les systèmes de tran ition que décrit la formule (5), 
nou nou apercevons qu 'ils vérifient la propriété suivante : 

si a ----t c et a ----t b, alors b ----t c. 

On appelle euclidiens les graphes qui vérifient cette propriété. 

o i un système de tran ition est euclidien, alors la formule (5) est vérifiée en tout 
nœud a, puisque s'il existe un nœud c tel que a ----t c et c 1~ P , alors pour tout 
nœud b tel que a----t b, il exi te bien un nœud d, tel que b ----t d et d 1~ P . En effet, 



316 LOGIQUE MODALE 

il suffit de prendre d = c, puisque le caractère euclidien du graphe nous assure 
que de a --+ c et a --+ b nous obtenons b --+ c. 

o Inversement, si un système de transition n'est pas euclidien, alors la formule (5) 
n'est pas vérifiée en un nœud a de ce système. En effet, s'il existe des nœuds a , b, c, 
avec a --+ c et a --+ b, mais pas d'arête b --+ c, alors il suffit de considérer une 
valuation telle que c If- P et pour tout nœud d # c, d IJL P . Nous obtenons alors 
a If- O P puisque c If- P , mais comme il n'y a pas d 'arête de b--+ c, b IJL O P et par 
conséquent a IJL DOP . 

(6) Si nous prenons ensemble la formule (5) et la formule (T), alors tout se passe comme 
si nous ne regardions que les systèmes de transition qui sont à la fois euclidiens et 
réflexifs. La conjonction de ces deux propriétés est en fait équivalente à la conjonction 
des trois suivantes : réflexivité, symétrie et transitivité. Autrement dit, un graphe 
euclidien et réflexif est en fait ni plus ni moins qu'un graphe dans lequel la relation 
d'accessibilité est une relation d'équivalence. Examinons cela plus en détail. 

(a) Pour cela supposons tout d'abord que nous avons un graphe euclidien et réflexif 
et montrons que ce graphe est également : 

réflexif : c'est immédiat, 

symét rique : comme le graphe est réflexif, pour tout nœud a nous avons une 
arête de a vers lui-même (a --+ a), par conséquent si nous avons une arête 
a --+ b, le caractère euclidien nous donne une arête b --+ a, 

transitif : si nous avons deux arêtes, a --+ b et b --+ c, comme nous savons dès lors 
que le graphe est symétrique, nous avons une arête b --+ a, et donc en utilisant 
le caractère euclidien, nous retrouvons une arête a --+ c. 

(b) Supposons maintenant que nous possédons un graphe réflexif, symétrique et tran­
sitif et montrons que ce graphe est également : 

réflexif : c'est immédiat, 

euclidien : si nous avons deux arêtes, a --+ b et a --+ c, alors la symétrie donne 
une arête b --+ a et ensuite la transitivité permet de récupérer une arête b --+ c. 
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6 Quelques systèmes formels et logiques usuelles 

Résumé N!! 39 

{1) KD := K U { DP -tOP} 

{2) KB := K U {P-t DOP} 

{3) KT := K U { DP -t P } 

(4) K4 := K U { OP -t DDP} 

{5) KB4 := K U {P-t DOP OP -t DOP} 

{6) KD4 := K U {OP-tOP OP -t DDP} 

{7) KDB := K U {OP-tOP P-t DOP} 

{8) KTB := K U { OP -t P P-----+ OOP} 

{9) S4 := KT4 := K U { OP -t P OP -t DDP} 

{10) S5 := KT5 := K U { OP -t P OP -t DOP} 
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Par la suite, nou donnerons le même nom au système formel et à la logique qu'il induit . Ces 
systèmes formel S, eront tous des exten ion du y tème K . Par conséquent, présenter un 
système formel S c est ipso facto pré enter la logique du même nom puisqu elle ne consiste 
qu 'en la clôture de ce y tème formel S par le règles de modus panens substitution uniforme 
et nécessitation. 

D éfinit ion 269 Quelques systèmes formels notoires de la logique modale et les logiques 
normales qu 'ils induisent : 

( 1) K : le plus petit système formel qui contient : 

(a) chaque tautologie du Calcul Propositionnel, 

{b) (K ) O(P -t Q) -t (OP -t DQ) 

(c) (dual) OP +-----+ -.0-.P 

{2) KD : K U { ( D)} = K U { OP -t 0 P } 

{3) KB : K U { ( B)} = K U { P -t DO P } 

{4) K T : K U { (T)} = K U { OP -t P } 

{5) K 4 : K U {(4)} = K U { OP -t DDP } 

{6) K B4: K U {(B) , (4)} = K U {P -t DOP , OP -t ODP } 

{7) KD4: K U {(D) (4)} = K U { OP -tOP , OP -t ODP } 

{8) KDB : K U {(D), (B )} = K U { OP -t OP , P -t OOP } 
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(9) KTB : K U {(T), (B)} = K U {DP---+ P ,P ---+ DOP } 

{10) S4 = KT4 : K U {(T) , (4)} = K U {DP---+ P , OP---+ DDP} 

{11) S5 = KT5 : K U {(T), (5)} = K U {DP---+ P , <>P---+ DOP} 

Notation 270 Soient S et S' deux systèmes formels, cf; une formule quelconque, 
S ~ S' si et seulement si ~s cf; ---+ ~S' cf; . 

Remarque 271 

(1) Cette relation est bien évidemment réflexive (S ~ S) et transitive 1 . 

(2) On lit S ::; S' : S se réduit à S'. Cela signifie que tout ce qui peut être prouvé à l'aide 
de S peut également l'être avec S'. 

Cette relation est une relation de comparaison, plus précisément , une relation de 
réduction. Si S se réduit à S', cela veut dire que S est en quelque sorte moins com­
pliqué que S' puisque le second permet d'exprimer au moins autant que ce que fait 
le premier. Tout ce qui est prouvable par S l'est aussi par S' . 

Il est aussi important de remarquer que si S se réduit à S' , cela signifie que S permet de 
prouver au moins autant de formules (appelées théorèmes) que S' et par conséquent, 
que la classe des sy tèmes de transition dans lesquels toutes ces formules prouvables 
dans S' sont valides est incluse dans celle des systèmes de transition qui tous valident 
les formules prouvables dans S. 

Autrement dit , si ?&'s, ?&'s' désignent respectivement la classe de tous les systèmes de 
transition qui valident S et S' : 

S ::; S' si et seulement si ?&'s ' Ç ?&'s . 

(3) Lorsque S et S' contiennent tous les deux le système formel K , les logiques modales 
normales qu 'ils engendrent (ILs et ILs') vérifient la relation suivante : 

S ::; S' i et seulement si ILs Ç ILs' . 

Proposition 272 

(1) K ::; K4, K ::; KB , K ::; KD, K4 ::; KB4, KB ::; KB4, K ::; KT 

(2) KD ::; KT 

(3) KD ::; KDB , KD ::; KD4, KDB ::; KTB , KD4 ::; KT4 = S4 

(4) S4 = KT4 ::; KT5 = S5 

(5) KB4 ::; KT5 = S5 

1. Si S ~ S' et S ' ~ S" alors S ~ S". 
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Preuve de la Proposition 272 : 

(1) Ces réductions sont toute immédiates. 

(2) Pour montrer que KD e réduit à KT il uffit de montrer que la formule (D ) peut 
être prouvée grâce au système KT. C'est-à-dire : t-KT OP ----+ O P . 

--- ax. 
Dr-r 

(A-~D -(B--.A. 

(8- C)- (A--+ DJ- (A-C)) 
---=------=-- subst. 

0 ·P- -B - ( 0 -. 0 ·f' 

0 ·f' _ -P _ 1' _ - D -P subst . 

--- ax. 
D r-P 

O .... r _ .... ,.. subst . 
--- ------- ----- rnod.p. 

10-- C\- u D r- o 1 - <O ro- C)) su b s t .. 

P-C'- (1 0 P- f') - ( 0 1'- Cl) subst .. r - .... 0 -r 

r- Or 
dual 

P-0PJ-!I D P-PJ ,D P-0Pll su bst . . 
------------------------ rnod.p. 

cOr- P)- •D r- Or 
--------- ------------------- rnod.p. 

D P-01' 

En regroupant les étape de substitution, cette même preuve pourra être présentée 
comme suit : 

--- ax. 
O P- r 

0 
subst. 

... p- .... p 

(A--D}- (D--A.) 

----=-----=-- subst . 
0 -r- -P•- (P- ... Q ... p, 

--------------- rnod.p. 
p- ... Q .... p 

P-OP 
dual 

lB- C)- (( \ - 0) -(A -. C)) 

- ,-1'--- o=-,.-, _- .. -=o-,. -_ - ,.-, ----:,o=-,.- _----::-0-,.,-, su bs t . . 
--- ax . ------------------------ rno d . p . 

D r- P ( 0 P-P-(0 P 

D P-01' 

(3) Ces réductions sont elles aus i toute immédiates. 

( 4) Pour montrer que KTB :::; KT5 = S5 il uffit de montrer que la formule (B) peut 
être prouvée grâce au système KT5. C est-à-dire : t-s5 P ----+ DO P . 
Nous allons procéder en deux temps. Tout d 'abord , nous allons montrer que t-KT 
P ----+ 0 P ; ce qui montre égalemen que t-KT5 P ----+ 0 P . Pui nou allons montrer 
que t-s5 P ----+ DO P en utili ant ce ré ultat intermédiaire. En fait P ----+ DO P n 'est 
qu 'un autre nom pour la formule (T ). En réalité, nous avons plus précisément t-KT 
(P ----+ OP ) +----* (OP ----+ P) cependant nous ne prouvons ci-des ous que le coté 
( +----) de l'implication. 

---- th. 
P ~ OP 

--- ax. 
Dr-r 

0 
subst .. 

r- ... p 

CA- -8)- (8- -A 

- ,-=0-_P- -- -P- , -- - ,-P _- _-::-0 -_,.- subst . . 
--------------- rnod.p. 

P- .... Q .... p 

,._Op dual 

( B ~ C ) ~ ((A~ B ) ~ (A~ C )) 

OP~ D O P 
------------------- subst .. 
(OP~ D O P ) ~ (( P ~OP) ~ ( P ~ DO P )) 

------------------------- rnod . p. 
( P ~ O P ) ~ ( P ~ D O P ) 

------- ------------------ rnod.p . 
P ~ D O P 

(5) Pour montrer que S4 :::; S5 , c'est-à-dire KT4 :::; KT5 il suffit de montrer que la 
formule ( 4) peut être prouvée avec le ystème KT5 . C est-à-dire : t-s5 DP ----+ DD P . 
Nou allons procéder en plusieurs temp . 

(a) Tout d 'abord, nous montrons : t-s5 OP ----+ DODP 

(B ~ C) ~ (( A ~ B ) ~ ( A ~ C )) 
------------------=-::-:---- subst . . 

O P ~ D O P (O P ~ D O P) ~ (( P ~ O P ) ~ ( P ~ DO P )) 
-p-~--0-P- th. --------(-P.:..._~--0-P-)-~--( P-~-D-O-P-)-------- rnod.p. 

-------------------- ----- rnod . p. 
p ~ D O P 

OP~ D OD P 
s ub s t . . 
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(b) Nous montrons ensuite : f- s5 ODP -----+ DP 

OP~ OOP 
------- dual 

-.0 -,p --+ ---,00 -,p 

(~A~ ~B) ~ (B ~A) 
-------------- subst .. 
(~o~P ~ ~oo~P) ~ (oo~P ~ o~P) 

-------------------'----------- m od. p. 
oo~P --+ o~P 

s ub s t .. 
oo-.....,p---+ o-.....,p 

e l irn.-. -. 
OD P ~OP 

(c) Nous montrons encore: f- s5 DODP-----+ DDP 

_O_D_P-~-0-P- th . D(A ~ B) ~{DA~ DB) 
------------- subst .. 

D{ODP ~OP) D{ODP ~OP)~ {DODP ~ DDP) 
---------------------- mod . p . 

OOD P ~ DOP 

( d) Nous montrons finalement : f-- 85 OP -----+ DDP 

(B ~ C) ~((A~ B ) ~(A~ C)) 
--- ----- - - - -------- s ub s t . . 

{DODP ~ DDP) ~({OP~ DODP) ~{OP~ DDP)) 
------------'---------------- ------ mod . p . 

(O P ~ DODP) ~(OP~ DDP) 
------ ---------------------- mod . p . 

------ t h . 
OODP ~ DDP 

----- t h . 
OP~ DODP 

OP~ DDP 

(6) Pour montrer que KB4 :::; S5 , il faut montrer deux choses : 

(a) la formule ( 4) peut être prouvée avec le système S5. C'est-à-dire: f-85 DP -----+ DDP. 
Cela a été vu lors de la réduction de S4 à S5 . 

(b) la formule (B) peut être prouvée avec le système S5. C'est-à-dire: f- s5 P-----+ DOP. 
Cela a également été traité plus haut lorsque nous avons montré que KTB :::; S5 

Une conséquence immédiate de ces deux remarques est que puisque d 'une part KB4 :::; S5 
et d 'autre part KTB :::; S5 , il en ressort que KTB4 :::; S5 . 

-1 272 

En conséquence, si l'on marque d 'une flèche de S vers S' le fait que la relation S :::; S' 
est avérée, on obtient la figure de l'exemple suivant. 
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Une fi èche d'un système formel vers un autre dénote la réduction du premier 
au second. 

Pour aller plus avant : 

321 

Afin de retrouver dans un cadre plus avancé les extensions du système K que nous présentons ici, le lecteur 
pourra se reporter à l'ouvrage de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et Yde Venema intitulé "Modallogic" 
[BdRV02]. Pour des ouvrages plus abordables, le lecteur est invité à porter son attention vers "Modallogic : 
an introduction" de Brian F. Chellas [Che80] ou "Modallogic : an introduction to its syntax and semantics" 
de Nino B. Cocchiarella et Max A. Freund [CFO ], ainsi que "A new introduction to modal logic" de Max 
J. Cresswell et George E. Hughes [CH03]. Pour une approche d accès plus facile encore, nous conseillons 
"Modal logic for philosophers" de James W. Garson [Gar06], "Modal logics and Philosophy" de Rod Girle 
[GirOO] ou encore "An introduction to non-classical logic" de Graham Priest [P riül]. 
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7 Les théorèmes de complétude 

Résumé N~ 40 

-; ... -:: 
r: .. ···:····_-·,,.._ ---- ' . ·:··::· ·,.._ ---

: I<T B ~: --.:· 85 _ 

o La relation entre systèmes formels S ------. S' indique que pour toute 
formule c/J , si t-s cjJ alors t-s, c/J . 

o La relation entre classes de modèles ~------. ~' représente l 'inclusion 
inverse (~ ;2 ~'). 

o La relation ~ -··········• S signifie : pour tout ensemble de formules r U { cjJ}, 
si r F=~ cjJ alors r t-s c/J . 

o La relation S --- - • ~ signifi e : pour tout ensemble de formules r U { cjJ}, 
sir t-s cjJ alors r F=~ c/J . 

Convenons de la notation suivante pour décrire la conséquence locale sémant ique. 

Notation 273 Soient~ une classe de systèmes de transition, cjJ une formule et r un en­
semble de formules. On écrit : 

r F=~ c/J . 

si pour tout système de transition S E ~, toute valuation V et tout nœud a, 

si (S, V , a) If- r alors (S, V , a) If- c/J . 
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Nous rappelons que (S, V, a) If- r signifie que pour toute formule 'ljJ de r, (S, V, a) If- 'lj; . 
Lorsque r est vide, nous utiliserons simplement la notation F'lff cp qui signifie que la formule 
cp est valide - à la fois localement et globalement - dans tous les modèles issus de la classe 
CC. 

Définition 27 4 Soient CC une classe de systèmes de transition et IL une logique modale 
normale, IL est solide par rapport à la classe CC {noté CC -solide) si pour toute formule cp et 
pour tout système de transition S de la classe Cff, 

si t-o._ cp alors S If-Va,vv cp . 

Il ressort de cette définition que si une logique modale normale IL est solide par rapport à 
une classe CC, et qu'il se trouve par ailleurs un système de transitionS de cette classe, muni 
d'une valuation V, qui ne valide pas une formule cp en un nœud a ( (S, V, a) W cp ), alors cette 
formule n'est pas prouvable. 

Muni de cette notation, le fait que IL soit solide par rapport à la classe CC s'exprime par 
le fait que pour toute formule cp , si t-o._ cp alors F'lff cp . 

Notation 275 Nous utilisons les abréviations suivantes pour désigner : 

( 1) CC : la classe de tous les systèmes de transition 

(2) CCtr. : la classe de tous les systèmes de transition transitifs 

( 3) CCn . b.d . : la classe de tous les systèmes de transition non bornés à droite 

(4) CCtr.,n.b.d. : la classe de tous les systèmes de transition transitifs et non bornés à droite 

(5) CCref. : la classe de tous les systèmes de transition réflexifs 

(6) CCref.,tr. : la classe de tous les systèmes de transition réflexifs et transitifs 

(7) CCsym. : la classe de tous les systèmes de transition symétriques 

(8) CCsym. ,tr. : la classe de tous les systèmes de transition symétriques et transitifs 

(9) CCsym. ,n.b.d. : la classe de tous les systèmes de transition symétriques et non bornés à 
droite 

(1 0) CCref.,sym. : la classe de tous les systèmes de transition réflexifs et symétriques 

(11) ~ f t : la classe de tous les systèmes de transition réfiex~f.s, symétriques et re .,sym., r. 

transitifs 
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Exemple 276 Ces classes se distribuent comme indiqué dans la figure suivante où une 
flèche d 'une classe vers une autre (<if --+ <if') indique que la seconde est contenue dans la 
première (<if' Ç <if). 

.· <Co 1 . 'r-· ----.~ 1 t· .• . re .,sym:,· .. re .,sym., ~.' 

. . 
:' ~rel.,tr. ": 
.. . -~' 

:::r 
<6: ·. 

tr.,n.b.d . . : 

.r 
.· 'Ctr. ) 

A chacune de ces onze classes , nous allons faire correspondre une logique modale normale 
qui se trouve être solide pour cette classe. 

Théorème 277 (solidité) Soit cp une formule quelconque. 

{1) si ~K cp , alors F 1&' cp {7) si ~KB cp , alors F <r&'sym . cp 
{2) si ~K4 cp , alors F 1&'tr. cp {8) si ~KB4 cp, alors F <r&'sym ,tr . cp 
{3) si ~KD cp , alors F <r&'n.b.d cp 

{9) si ~KDB cp , alors F <r&'sym . ,n.b.d. cp 
(4) si ~KD4 cp , alors F <r&'tr ., n.b.d. cp 
{5) si ~KT cp , alors F <r&'ref cp {10) si ~KTB cp' alors F <r&'rej . ,sym. cp 

{6) si ~84 cp , alors F <r&'rej. ,tr. cp {11) si ~85 cp , alors F <r&'ref. ,sym. ,tr cp 
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Exemple 278 On note par une flèche ' X ----7 1fx" la relation de solidité : 'si f-x cp , alors 
f=='ît'x cp". 

·· ............ ·• :::·.-::::.s·.·_-5_._._._. .. ~:: !'. k .i'i3 .. ~~ -----. 

··.·.·.·.·. 1·.·.·.~.·~~~····:· .. ·-t· ··~ .. · ù ·····} 

[' j{iJii ''t - j 
• ........... ~ ........ .. 

.· 

~ KB ~. - --+~ KB4 : 

: ~ ·~· ; - .. [ ~~ . -

Preuve du Théorème 277 : 
La preuve de chacun de ces onze cas s'effectue par induction sur la longueur de la preuve 

de f-IL cp dans la logique considérée. La longueur minimale étant bien entendu 1, puisqu'il ne 
s'agit dans ce cas que de considérer que cp est un axiome. 

Quelques remarques préalables très générales : 

(1) Toute tautologie du Calcul Propositionnel cp satisfait (S V, a) If- cp , quels que soient 
le système de transition S, la valuation V et le nœud a. 

(2) (dual) = 0 P f------t - ,o-,p est trivialement vérifié dans tout modèle. (Le fait que le 
V érificateur choisisse est rigoureusement la même chose que de dire : les joueurs 
échangent leurs rôles, puis le F alsificateur choisit et les joueurs échangent à nouveau 
leurs rôles) . 

(3) (K) = D(P---+ Q) ---+ (OP ---+ DQ) est vérifié dans tout modèle et en tout nœud, 
comme nous l'avons vu lors de son introduction. 

( 4) Si un modèle M = (S, V) vérifie en un nœud a, à la fois (S, V, a) If- 'ljJ et (S, V, a) lf­
'lj; ---+ cp , alors (par définit ion de l'interprétation de l implication) il vérifie également 
(S, V, a) If- cp . 
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( 5) Si un système de transi ti on S vérifie en un nœud a, à la fois ( S, a) 1 f-vv cP , alors 
il vérifie également (S, a) lf-VV cP [B / P] pour n'importe quelle formule B. En effet, si 
(S, a) lf-VV cP est vérifié, cela signifie que la satisfaction de cP au nœud a est totalement 
indépendante de la valeur de vérité que prend la variable P en un nœud quelconque 
de S. Elle est donc également indépendante de la valeur que prend la formule () en 
chaque nœud. 

(6) Si un modèle M = (S, V) vérifie (S , V) If-Va cP , alors il vérifie également (S , V) If-Va OcP. 

A partir des remarques précédentes, il ressort que les trois opérations (modus panens, 
substitution uniforme et nécessitation) préservent la validité. Comme également les tautolo­
gies, (K) et (Dual) sont valides dans tout système de transition, il s'ensuit immédiatement 
qu'une formule cP prouvable dans la logique K est valide dans tout système de transition. 

Pour montrer les dix autres implications, il suffit en fait de ne considérer que le cas des 
cinq axiomes: (T), (B), (D), (4) et (5). 

o L'axiome (T) = OP ----+P est valide dans tout système de transition réflexif, puisque 
si un nœud a vérifie a If- OP, comme a---+ a est attesté par la réflexivité , il s'en suit 
que a If- P . 

o L'axiome (B) = P----+ DOP est valide dans tout système de transition symétrique. 
En effet, si a If- P , alors pour tout b tel que a---+ b, b If- 0 P puisque b---+ a. 

o L'axiome (4) = OP----+ OOP est valide dans tout système de transition transitif. En 
effet, si a If- OP, alors pour tout b tel que a ---+ b, b If- P , d'où pour tout c tel que 
a ---+ b ---+ c, c If- P puisque a ---+ c est vérifié par la transitivité. 

o L'axiome (D) = OP----+ 0 P est valide dans tout système de transition non bornés 
à droite - ou n.b. d. en abrégé - c'est-à-dire tout système de transition dans lequel il 
n'existe aucun nœud d 'où ne parte aucune flèche. Ou pour le dire encore d 'une troi­
sième manière, un système de transition est n.b. d. précisément lorsqu'aucun chemin 
dans le graphe ne peut mener à une impasse. Dès lors, le fait que tout système de 
transition valide OP ----+ 0 P devient une trivialité. 

o L'axiome (5) = OP----+ OOP est valide dans tout système de transition euclidien, 
c'est-à-dire tel que si a ---+ b et a ---+ c alors c---+ b. Si un nœud a vérifie a If- 0 P , alors 
il existe un nœud b, tel que b If- P . Soit maintenant un nœud c quelconque tel que 
a ---+ c, puisque le système de transition est euclidien et à la fois a ---+ b et a ---+ c sont 
vérifiés, et donc c---+ b est également satisfait, ce qui donne c If- OP . 

Par ailleurs, nous avons déjà montré qu 'un graphe est à la fois réflexif et euclidien si 
et seulement si il est réflexif, symétrique et tmnsitif2 . 

Il suffit dès lors de prendre en considération les axiomes modaux intervenant dans chacune 
des onze logiques modales normales pour obtenir les résultats de solidité des logiques en 
question par rapport aux classes de systèmes de transition qui leur correspondent. 

--1 277 

2. cf. Remarque 268(6). 
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Définition 279 Soient C(f une classe de systèmes de transition et IL une logique modale 
normale, 

{1) IL est faiblement complète par rapport à la classe C(f {noté C(f -faiblement complète) si 
pour toute formule cP 

si F <t' cP alors ~ IL cP · 

{2) IL est fortem ent complète par rapport à la classe C(f {noté C(f -fortement complète, ou 
plus simplement C(f -complète) si pour toute formule cP et tout ensemble de formules r 

si r F <t' cP alors r ~IL cP · 

Remarque 280 

(1) En passant par la contraposée, la notion de faible complétude s'exprime par : 

si !fiL cP alors ~<t' cP · 

(2) Et celle de complétude au sens fort revient à dire : 

si r !fiL cP alors r ~<t' cP · 

T héorème 281 (forte com plétude) Soient cP une formule et r un ensemble de formules . 

. {1) sir F <t' cP alors r ~K cP 

{2) sir F <t'tr . cP alors r ~K4 cP 

{3) sir F <t'n. b.d. cP alors r ~KD cP 

(4) sir F <t'tr . ,n.b.d. cP alors r ~KD4 cP 

{5) sir F <t'ref cP alors r ~KT cP 

{6 J sir F <t'ref .,tr. cP alors r ~84 cP 

{7) sir F <t'sym. cP alors r ~KB cP 

{8) sir F <t'sym., tr. cP alors r ~KB4 cP 

{9) sir F <t'sym. ,n.b.d cP alors r ~KDB cP 

( 10) si r F <t'ref. ,sym. cP alors r ~KTB cP 

{11) sir F <t'ref . ,sym. ,tr. cP alors r ~85 cP 
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Exemple 282 On note par une flèche "l#'x ---+ X " la relation de forte complétude "si 
r F'6', cp alors r f-x cp". 

----- <t'ref.,sym . . '-' ----- _- -_- .,.- . ·<t'ref. , sym. ,t~, 

~r. 

La manière abrupte de prouver ce théorème serait de considérer n 'importe quel système 
de transition d'une classe donnée, une formule valide dans ce système de transition avec r 
pour hypothèses et de produire une preuve de cp dans la logique correspondante. 

Ce n'est pas du tout ce que nous allons faire. Bien au contraire, ces résultats de complétude 
vont chacun se ramener à la production d 'un seul modèle. Avant de voir cela, nous avons 
besoin d 'une définition et d'un résultat simple transformant la complétude en la recherche 
de ce modèle. 

Définit ion 283 Soient S un système formel et r un ensemble de formules, 

r est S -consistant si et seulement si f Ifs l_ . 

Dans le cas contraire, f est dit S-inconsistant. 

Lemme 284 Soient ~ une classe de systèmes de transition, [... une logique modale normale, 

[... est ~ -(fortement) complète 
si et seulement si 

pour tout f Ç [... qui est L-consistant, il existeS E ~' V et a tels que (S , V , a) If- f . 
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Preuve du Lemme 284 : Il y a deux sens à cette preuve : 

( =?) puisque n_ est 1f-complète, un ensemble de formules quelconque qui est fi_-consistant 
r Ç n_ est nécessairement satisfaisable par un système de transition de la classe 1f. En 
effet, si ce n 'était le cas, l'expression r F«< 1_ serait vraie, mais alors nous pourrions 
en déduire r f--11... l_ en utilisant la 1f-complétude de fi_. 

(-{:::) nous montrons la contraposée. C'est-à-dire : si n_ n'est pas 1f-complète alors il existe 
r Ç n_, fi_-consistant tel que quels que soient SE 1f, V et a, (S, V , a) l}l r. 
Soit donc r un ensemble de formules et ~ une formule tels que r F«< ~ mais r lilL c/J . Il 
apparaît dès lors que r U { •c/J} lilL .1 est vérifié, car sinon rU { •c/J} f--11... .1 entraînerait 
r f-IL ·~ ----+ .1 puis , en passant par la contraposée r f-IL ~ · Par conséquent ru {·cP} 
est fi_-consistant et pourtant , pour tout système de transition S E 1f, V et a, (S, V , a) 1JL 

ru{·~} . 

-1 284 

Notre problème de démontrer les théorèmes de complétude (un pour chacune des onze 
logiques normales que nous considérons) revient donc, étant donné un ensemble de formules 
r IL-consistant , à celui de chercher un modèle (S V) - dont le système de transition fait 
partie de la classe considérée- et un nœud a tel que (S, V, a) If- r. 

En fait, nous n'allons pas chercher un modèle au hasard, mais nous allons à chaque 
fois regarder un modèle particulier que nous appellerons le modèle canonique. Comment, 
d'ailleurs pourrions-nous chercher un modèle au hasard? Ce qui est néanmoins étonnant, 
c'est que ce modèle ne sera pas constitué de "véritables individus" (comme des vaches ou 
des assiettes, ou encore des nombrils) mais de ce que nous avons sous la main. Précisément, 
qu 'avons-nous sous la main? Vraiment tout proche nous n'avons que des formules , puisque 
nous baignons dans la syntaxe. Or précisément, il nous faudrait trouver toute autre chose : 
un modèle. Et bien, au risque de jouer les rabats joie, nous allons décrire un modèle dans 
lequel le système de transition sera constitué d 'ensemble de formules. C'est là la suprême 
astuce de la sémantique : tourner la syntaxe à son profit. Etonnant non?! 

Définition 285 Soient IL une logique modale et r un ensemble de formules7 

r est maximal IL-consistant si et seulement si r lilL .1 et pour tout ensemble r Ç r' J 

r' f-IL .1 . 

R emarque 286 Sir est maximal IL-consistant, alors : 
oiLÇr 

0 r est clos par modus panens. 

o Pour toute formule c/J , 

o Pour toutes formules cjJ 'lj; , 

c/J E r ou ·~ E r. 

cP V '1/J E r si et seulement si ~ E r ou '1/J E r. 

Lemme 287 (Lindenbaum) Si r est IL-consistant) alors il existe r max maximal 
IL -consistant tel que r Ç r max. 
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Preuve du Lemme 287 : Soit ( cpn )nEN une énumération de toutes les formules. On définit : 
0 ro = r 
0 r = { r n u { cpn } si r n u { cpn } fi o._ l_ 

n+l r n u { • cpn } sinon 

0 rmax = Urn 
nEN 

o r max est IL-consistant, car sinon il existerait un plus petit entier n tel que r n+l f-o._ _L . 

Dans ce cas, nous aurions r n U { cpn } f-o._ _L et r n u { --.cpn } f-o._ _L , d 'où, en utilisant 
le raisonnement par l'absurde, nous obtenons à la fois r n f-o._ --.cpn et r n f-o._ cpn . Cela 
conduit à r n f-o._ _L , contredisant le fait que par minimalité de l'entier n, r n est 
IL -consistant. 

o r max est maximal, car sinon il existerait r' IL-consistant tel que r max Ç f'. Si tel 
était le cas, soit '1/J une formule quelconque telle que '1/J E f' "'- r max. Cette formule 
apparaît dans l'énumération ( cpn )nEN de toutes les formules. Ainsi, il existe un entier 
n tel que '1/J = cpn . Par construction de r max, puisque cpn tf_ r max, rn U { cpn } f-o._ _L est 
vérifié. Et donc r max U { cpn } f-o._ l_ ce qui entraîne r' f-o._ _L , contredisant le caractère 
IL -consistant de r'. 

~ 287 

Définition 288 Soit IL une logique modale, le modèle canonique Mo._ est défini par Mo._ = 

(No._,Ao._, V o._): 

(1) No._= {r 1 r maximal []_-consistant}. 

(2) Ao._ défini par f--+ f' si et seulement si pour toute formule cp , si cp E f' alors Ocp E f. 
i.e . f ~ { Ocp : cp E f'}. 

(3) V o._ défini par Vo._(P) = {fE No._ 1 P E f}. i.e., rI f- P si et seulement si P Er. 

Lemme 289 (-+ et D) Soit[]_ une logique modale normale et Mo._ = (No._, Ao._, V o._) le mo­
dèle canonique associé à IL. Pour tout nœud r , r' E No._, on a : 

f--+ f' si et seulement si pour toute formule '1/J , si 0 '1/J E f alors '1/J E f' 

Preuve du Lemme 289 : 

( ==>) Nous raisonnons par l'absurde et supposons donc 0 '1/J E ret '1/J tf_ f'. Par maximale 
[]_-consistance de f' , il s'ensuit que • 'l/J E f'. Par définition de l'arête f --+ f', 0--.'lj; E f 
et puisque fest consistant, --.0--.'1/J tf_ f , d'où D'lj; tf_ f , contradiction. 

( {::::=) Soit 'ljJ E f'. Nous raisonnons par l'absurde et supposons O'lj; tf_ r. Alors par 
maximale IL-consistance --.O'lj; E f , par conséquent •0••'1/J E f et donc D•'I/J E f . 
Par hypothèse D·'I/J E f entraîne • 'l/J E f' , ce qui contredit la IL-consistance de f'. 

~ 289 

Lemme 290 (-+ et 0) Soit IL une logique modale normale et Mo._ = (No._, Ao._, V o._) le mo­
dèle canonique associé à [L, 

Pour tout nœud r, f' E No._, 

si Ocp E f alors il existe f' tel que f --+ f' et cp E f'. 
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Preuve du Lemme 290 : Supposons Ocp E r , on obtient f' de la manière suivante. On 
construit tout d'abord 8 = {cp} U { 'ljJ 1 D'lj; E f}. Cet ensemble 8 est consistant car sinon il 
existerait 'l/J1, ... , '1/Jk E 8 tels que : 

Par nécessitation on obtient : 

et par distributivité (c 'est-à-dire l'utilisation de l'axiome (K )) : 

Puisque dans toute logique normale, 

On aboutit ainsi à : 

Par conséquent r f-IL D·cp, ce qui implique 0-,cp E r par maximalité, et donc également 
-,Ocp E r. Cela conduit à montrer la IL-inconsistance de r , puisque par hypothèse Ocp E r 
est vérifié, c'est donc une contradiction. 

Comme nous venons de monter que l'ensemble 8 = {cp} U { 'ljJ 1 D'lj; E r} est IL-consistant, 
il suffit de prendre pour r' l'ensemble G max maximal IL-consistant , donné par le lemme de 
Lindenbaum (Lemme 287) , tel que 8 Ç G max . 

~ 290 

Lemme 291 (vérité) Soit IL une logique modale normale et M IL = (NIL, AIL, VIL) le modèle 
canonique associé à IL. Pour tout nœud r E NIL , 

Preuve du Lemme 291 : La preuve s effectue par induction sur la hauteur de la formule cp . 
o si ht (cp ) = 0, alors cp = l_ ou cp = T ou cp est une variable propositionnelle. Dans ce 

dernier cas, f If- cp si et seulement si cp E fest la définition même de la valuation VIL . 

o si ht (cp ) = n + 1 alors : 
• si cp = • '1/J alors r If- • '1/J si et seulement si r IJL '1/J . Par hypothèse d'induction : 

Par maximalité de r , on obtient • '1/J Er. 
• si cp = ( cp1 V cp2) alors : 

Par hypothèse d 'induction : 
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et 

Par maximalité der : 

• si cp = ( cp1 1\ cp2) alors : 

rIf- (cp1 1\ cp2) ~ rIf- cp1 et rIf- cp2 . 

Par hypothèse d'induction : 

et 

Or, par IL -consistance : 

• si cp = (cp1 ----+ cp2) . Ce cas se déduit facilement de -,cp1 V cp2 . En effet : 

r 1 f- cp1 ----+ cp2 ~ r 1 f- 'cp1 v cp2 
~ r If- 'cP1 ou r If- c/J2 
~ 'cP1 E r ou c/J2 E r 

~ 'cp1 v c/J2 E r 

~ c/J1 ----+ cp2 E r. 

• si c/J = c/J1 f---t cP2 . Ce cas se déduit facilement de cP1 ----+ cP2 1\ cP2 ----+ cP1 · En effet : 

r If- c/J1 f---t c/J2 ~ r 1 f- ( c/J1 ----+ c/J2) A ( c/J2 ----+ c/J1) 
~ r If- cP1 ----+ cP2 et r If- cp2 ----+ cp1 
~ cp1 ----+ cP2 E r et cP2 ----+ cp1 E r 

~ (cp1 ----+ cp2) A (cp2 ----+ cp1) Er 

~ c/J1 f---t c/J2 E r. 

• si c/J = 0'1/J , alors : 

r If- 0'1/J ~ il existe r' , r---+ r' et r' If- '1/J . 

Or, par hypothèse d 'induction : 

r' If- '1/J ~ '1/J Er'. 

Finalement, par définition de la relation r---+ r' et par le Lemme 290 : 

Er'~ O'!f; Er. 
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• si cp = D'if; alors r If- D'if; se déduit de r If- -,0-, 
En effet : 

(par maximal IL -consistance). 
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-1 291 

Nous sommes finalement en mesure de prouver le Théorème 281, qui stipule que chacune 
des onze logiques modales normales que nous con idérons dans ce chapitre est fortement 
complète. Pour cela, nous allons à chaque fois nous intéresser au modèle canonique de cha­
cune de ces logiques. 

Exemple 292 Dans ce schéma, une flèche X ---+ <tfx" indique "f-x cp entraîne F'ifx cp" ; une 
flèche "<tfx ---+ X "' indique "si r F'ifx cp alors r 1-x cp . 

; ;. -:: 

~----~- ·<fi'ref .. sym.,tr. ... .· 
:·:::: .·: .· .· .·:_·::~.--- - ,-:::::::::: :::~. --

~ K T B ...._; -----+ 55 ~ 

r .. ·J<·b-~--- ... ~----
: ~ 

·----- -~-----"' l 1 -------t----------- _! ____ ----
~·:_ .. ~·if·--.--~--,--- r .. --·ijj-~--- .. 1·-------- ------
: : 1 : • 

:······~ ~·······~:::~.:1::~:4~~~t~~~;: ::·<~~m;~~-~--- .~ ----- ~ --- : ----
: K : : K4 ; ~ : ____ _________ : : : ... 

Preuve du Théorème 281 : Par le Lemme 284, IL est <tf-(fortement) complète ssi pour tout 
r Ç IL IL-consistant, il existeS E <tf , V et a tels que (S , V , a) If- r. Il suffit donc, pour chacune 
des onze logiques (IL) considérées à partir d'un ensemble de formules r Ç IL , IL-consistant, 
de trouver un modèle M = (S V ) et un nœud a de ce modèle tels que (S , V, a) If- r et 
SE <tf. 

A chaque fois le modèle que nous allons choisir est le modèle canonique M o_ = (No_ An_ V o..) 
associé à la logique IL considérée. Pour un nœud a, nous allons prendre un ensemble r' maxi­
mal IL-consistant qui vérifie r Ç r'. Nous prendrons ainsi par exemple r' = r max· Par le 
Lemme 291 on obtient (Mo_, r') If- cp si et seulement si cp E r'. En conséquence, puisque 
r ç r' , il ressort que (Mo_, r') If- r. 
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La seule chose qu'il reste à prouver à chaque fois est que le modèle canonique est bien 
construit sur la base d'un système de transition de la classe 'il considérée. Dans ce qui suit, 
nous écrivons M E 'il pour dire que le système de transition sur lequel est construit le 
modèle M est dans la classe 'il (un modèle n 'est qu'un système de transition muni d 'une 
valuation). 

(1) MK E 'il: il n 'y a vraiment rien à montrer dans ce cas-ci, puisque 'il désigne la classe 
de tous les systèmes de transition. 

(2) MK4 E 'fltr. 

Il faut montrer que pour tout nœud 3o , 31 , 32 de MK4, si 3o---+ 31 et 31---+ 32 alors 
~ ~ 

.::.a ---+ .::::.2. 

La formule (4) = DP ----7 DDP est équivalente à la formule -,0-,P ----7 -,0-,-,0-,P , 
elle-même équivalente à OO·P ----7 O•P . Comme à la fois OO·P ----7 0-,P E r et 
00-,P ----7 0-,P E 3o, et comme 3o est clos par substitution uniforme, 
00-,-,cp ----7 0-,-,cp appartient à 3 0 . Et donc chaque formule OOcp ----7 Ocp appar­
tient à 3o. 

Par ailleurs, par définition de 3o ---+ 3 1 et 3 1 ---+ 32, étant donnée une formule cp 
quelconque, si cp E 3 2, alors Ocp E 3 1 et OOcp E 3 0 . Or, 3 0 est clos par modus panens, 
donc si à la fois OOcp E 3 0 et OOcp ----7 Ocp E 3 0 , alors Ocp E 3o. Ce qui prouve que 
pour toute formule cp , si cp E 3 2, alors Ocp E 3o , et par conséquent 3o ---+ 32. 

(3) MKD E 'fln.b.d. 

Il faut montrer que pour tout nœud 3o de MKD , il existe 3 1 tel que 3o ---+ 31. 

D'après le Lemme 290, si Ocp E 3 0 , alors il existe 3 1 tel que 3 0 ---+ 3 1 et cp E 3 1. 
Or l'axiome (D) dit précisément DP ----7 OP . Comme 3 0 est clos par substitution 
uniforme, la formule DT ----7 OT est dans 3 0 . Il suffit maintenant de faire appel à 
la clôture par modus panens de 3 0 (qui vérifie nécessairement DT) pour obtenir que 
OT E 3 0 , et donc d 'après le Lemme 290, qu'il existe 3 1 tel que 3o---+ 31 et cp E 31. 

(4) MKD4 E 1ftr. ,n.b.d. 

Ce cas est une conséquence immédiate de (2) et (3) . 

(5) MKT E 1fref. 

Il faut montrer que 3 ---+ 3 est vérifié pour tout nœud 3 de MKT. La formule 
(T) = DP ----7 P est équivalente à la formule ,o-,p ----7 P , elle-même équivalente à 
-,p ----7 O•P . Comme 3 est clos par substitution uniforme, la formule • •cp ----7 0-,-,cp 
est dans 3 (et ce pour toute formule cp ). Par conséquent cp ----7 Ocp est également dans 
3. Finalement, comme 3 est clos par modus panens, pour toute formule cp , si cp E 3 , 
alors Ocp E 3 , ce qui est la condition nécessaire à la relation 3 ---+ 3. 

(6) Ms4 E 1fref. ,tr. 

Ce cas est une conséquence immédiate de (2) et (5). 

( 7) M KB E 1fsym. 

Il faut montrer que pour tout couple de nœuds 3o , 31 de MKB , si 3o ---+ 31 alors 
3 1 ---+ 3 0 . Pour cela, il faut montrer que pour toute formule cp , si cp E 3o alors Ocp E 31. 
Or (B) est l'axiome P ----7 DOP. Comme 3 0 est clos par substitution uniforme, toutes 
les formules cp ----7 DO<J? sont dans 3 0 et donc par clôture par modus panens de Bo, 
il apparaît que pour tout cp E 3 0 l appartenance DO<J? E 3o est vérifiée. D 'après le 
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Lemme 289, si 3 0 ---+ 3 1 alors pour toute formule '1/J , si D E 3 0 alors '1/J E 3 1 . Il 
retourne donc que pour toute formule cp E 3 o, O <J> E 3 1 . Ce qui est exactement la 
condition nécessaire pour définir 2 1 ---+ 3 o. 

(8) MKB4 E ~sym. ,tr . 

Ce cas est une conséquence immédiate de (2) et (7). 

(9) MKDB E ~sym.,n.b.d. 

Ce cas est une con équence immédiate de (3) et (7). 

(10) MKTB E ~ref.,sym. 

Ce cas est une conséquence immédiate de (5) et (7). 

(11) Mss E ~ref.,sym.,tr. 

Si l'on se souvient que f- s 5 P ---t DOP et f-s 5 DP ---t DDP , alors ce cas devient 
une conséquence immédiate de (2), (5) et (7). 

~ 281 

Pour terminer ce chapitre, nous pré entons dans l'exemple qui suit les correspondances 
entre systèmes logiques et classes de systèmes de transition. 

Exemple 293 La représentation suivante pré ente la correspondance entre une logique (ou 
le système formel l engendrant) et la ela e de ystème de transition pour laquelle solidité 
et forte complétude sont avérées. 
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Pour aller plus avant : 

Le lecteur intéressé aux résultats de complétude pour les logiques normales pourra se reporter aux ouvrages 
suivants: "Modallogic for philosophers" de James W. Garson [Gar06], "Modallogic: an introduction toits 
syntax and semantics" de Nino B. Cocchiarella et Max A. Freund [CF08], "A new introduction to modal 
logic" de Max J. Cresswell et George E. Hughes [CH03] et, dans une moindre mesure, "Modal logic : an 
introduction" de Brian F. Chellas [Che80]. 

Pour une lecture plus poussée, il y a l'excellent "Modallogic" de Patrick Blackburn, Maarten de Rijke et 
Y de Venema [BdRV02], ainsi que le "Handbook of modal logic" de Patrick Blackburn, Johan van Benthem 
et Frank Walter [BvBW06]. 



Chapitre 7 

Logiques aléthique, déontique, 
épistémiques, temporelles, etc. 

R ésumé](!! 41 

{1) LOGIQUE DÉONTIQ E (Logique de l'obligation/permission) 

KD : K U {(D)} = K U {OP-----+ OP}. 

{2) LOGIQUE ALÉTHIQUE {Logique de la nécessité/possibilité) 

KTB : K U {(T) (B)} = K U {OP-----+ P P-----+ OOP}. 

{3) LOGIQUE EPISTÉMIQUE {Logique de la connaissance) 

S5 = KT5 : K U {(T) {5)} = K U {OP-----+ P OP-----+ OOP}. 

(4) LOGIQUE TEMPORELLE {Logique du temps discret) 

K4 : K U {(4)} = K U {OP-----+ OOP}. 

{5) LOGIQUE DE LA PROUVABILITÉ (Logique de Godel-Lob) 

K4GL : K U {(4)} U {(GL)} = 

K U {OP -----+ DDP, O(OP -----+ P) -----+ OP}. 

La logique modale peut être utilisée pour rendre compte des modalités du discours. Ainsi, 
comme nous l'avons vu la boîte peut être utilisée pour exprimer le fait qu 'un agent sait 
quelque chose. Le dual de la boîte - le losange - exprimera dès lors le fait que cet agent croit 
possible cette même chose. D autres emplois sont courants. Parmi eux, nous en distinguerons 
deux dans lesquels ni la boîte ni le losange n 'est rattaché à un agent. Le premier est celui 
qui donne la logique aléthique : la boîte est interprétée comme l opérateur de nécessité; et 
par conséquent le losange comme celui de possibilité. Le second est celui qui engendre la 
logique déontique : la boîte se rapporte à l'obligation et le losange à la permission. 

Ces trois logiques modales différentes donnent lieu entre autre à des carrés des oppositions 
- semblables à celui d'Aristote. Attardons-nous un instant ur ces différents carrés et leurs 
significations. 
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1 La logique aléthique 

La logique modale est dite aléthique lorsque les modalités sont ut ilisées pour traduire la 
nécessité et la possibilité. 

FIGURE 7.1 - Carré des oppositions. 

Dans cet te logique les différentes formules intervenant dans le carré des oppositions se 
traduisent par : 

o D cp : cp est nécessaire o Ocp : cp est possible 
o ·Dcp : cp est contingent 1 o · Ocp : cp est impossible. 

Il existe différentes variantes des logiques aléthiques 2 . Nous choisissons ici de considérer 
une version de la logique aléthique pour laquelle chaque nœud (a) d 'un modèle de Kripke la 
réalisant doive satisfaire K U {DP-----+ P , P-----+ DOP }. Traduit en mots, cela se dit : 

o D(P-----+ Q) -----+ (DP-----+ DQ) : "s'il est nécessaire que P entraîne Q, alors si P est 
nécessaire, alors Q est nécessaire égalem ent" ; 

o OP-----+ P :"si P est nécessaire, alors P est réalisé 3 "; 

o P -----+ DO P :"si P est réalisé, alors il est nécessaire que P soit possible". 

On peut discuter des raisons pour lesquelles on devrait être assujetti à prendre en compte 
une formule comme P-----+ DOP lorsque l'on souhaite interpréter l'opérateur modal "D" par 
la nécessité. Il n'est peut-être pas clair que" si quelque chose est réalisée, alors il est nécessaire 
que cette même chose soit possible". Pourtant, si nous considérons les équivalences suivantes : 

P-----+ DOP P-----+ . o •• o,p 
P -----+ · OD•P. 

1. Ou plus exactement <P n 'est pas nécessaire. Car dire que <P est cont ingent présuppose que <P est possible. 
La contingence de <P s 'énoncerait donc p lutôt 0</J A -.0</J . 

2. Nous renvoyons le lecteur vers [GirOO] a insi qu 'à la b ibliographie qui est indiquée dans cet ouvrage. Ici 
nous choisissons de regarder KTB : K U {(T) , (B )}. 

3. Sous-entendu , dans le monde actuel. 
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L'énoncé "si quelque chose est réalisée, alors il est nécessaire que cette même chose soit 
possible" se transforme alors en l'énoncé logiquement équivalent" si quelque chose est réalisée, 
alors il n'est pas possible que son contraire soit néces aire". 

Demandons-nous maintenant ce que signifie, en termes de structure des mondes possibles, 
la contrainte de devoir valider DP ----+ P et P ----+ DO P pour une clas e de systèmes de 
transition. 

o Un monde possible (a) réalise OP ----+ P signifie si P est nécessaire, alors P est réalisé 
dans le monde dan lequel nou nou trouvons actuellement. Et ce pour n'importe 
quelle chose que puisse dénoter P . Autrement dit le système de transition se doit 
d'être réflexif. 

o De même, demander à ce que tout monde possible (a) réalise P ----+ DOP signifie que 
le système de transition est symétrique. 

La classe des systèmes de transition auquel cette logique se restreint e t donc celle des 
systèmes de transition qui sont à la fois réflexifs et symétriques. 

Nous retrouvons donc la classe de systèmes de tran ition ~ref.,sym. pour laquelle le 
système KTB := K u { DP ----+ p p ----+ DOP } vérifiait précisément : r F1fref .,sym. cP ssi 
f f- KTB cP · 

Arrêtons nous sur un de exemple le plus fameux et qui remonte à l'origine même de 
la logique aléthique. Dans De l interprétation (19a30-33), Aristote écrit : 

"Nécessairement il y aura demain une bataille navale ou il n 'y en aura pas. Mais il n 'est 
pas nécessaire qu'il y ait demain une bataille navale, pas plus qu 'il n'est nécessaire qu 'il n'y 
en ait pas. Mais qu'il y ait ou qu 'il n y ait pas demain une bataille navale, voilà qui est 
nécessaire." [Ari70] 

En posant B pour " il y aura demain une bataille navale", ces troi a ertion e laissent 
aisément traduire par les formules qui uivent le monde a de la figure 7.2 forçant la seconde 
d 'entre elles. 

(1) D(B V · B ) ; (2) -,DB 1\ --,0--,B · (3) D(B V · B ). 

FIGURE 7.2 - Dans le monde a il ne t pas nécessaire qu 'il y ait demain une bataille navale, 
pas plus qu il n est nécessaire qu il n 'y en ait pas. 
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2 La logique déontique 

Dans cette logique il s'agit de rendre compte d 'énoncés qui portent sur l'obligation d'effectuer 
quelque chose ou simplement de sa permission. 

FIGURE 7.3 - Carré des oppositions de la logique déontique. 

Les quatre formule du carré des oppositions se traduisent donc par : 

o oq; : q; est obligatoire 0 oq; : q; est permis 
o .oq; : q; est facultatif (optionnel) o .oq; : q; est interdit. 

La logique déontique standard doit vérifier K U {OP -----7 OP }. 
o o ( P -----7 Q) -----7 (OP -----7 0 Q) : "si P entraîne Q est obligatoire, alors si P est obli­

gatoire, alors Q est obligatoire également "; 
o La formule (D) = OP -----7 0 P signifie : "si quelque chose est obligatoire, alors cette 

chose est permise ". Ou, pour le dire autrement, si l'on remarque que l'on a les équi­
valences suivantes : 

OP -----7 OP ,op V OP 
•• o.p v oP 
o ,p V OP . 

Alors la formule ( D) s'exprime au travers de O·P V 0 P par "soit il est permis de 
faire une chose, soit il est permis de ne pas la faire ". 
Ou, pour le dire d'une troisième manière, en utilisant les équivalences suivantes : 

o.p v oP .o.,p v .o,p 
.op v ,o,p 
•(OP 1\ 0-,P) . 

La formule (D) s'exprime encore par "ne peuvent être obligatoire à la fois une chose 
et son contraire". Ou de manière équivalente : " quelque chose et son contraire ne 
peuvent être toutes deux interdites ". 
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•(DP 1\ D·P) •( -,()-, p 1\ -,()-,-,P ) 
•( -,()-, p 1\ -,() P) 
• (•OP 1\ · O·P ). 
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Du point de vue sémantique, une telle logique correspond à la classe 1fn. b.d. des systèmes 
de transition dans le quels pour tout monde a il existe une transition qui parte de a vers un 
monde f3 - autrement dit, aucun monde n'est une impasse. Un monde qui serait une impasse 
est un monde dans lequel rien ne serait permis, puisqu'il ne satisferait aucune formule de la 
forme Ocp. Nous avons donc l'équivalence entre syntaxe et sémantique suivante : 

r F '6'n .b.d. cp i r ~KD cp . 

Différents paradoxes apparents découlent de cette formalisation de l 'obligation et de 
la permission [GirOO]. Chacun montre soit que cette approche e t insuffisante, soit que le 
paradoxe réside dans le manque d adéquation entre le langage naturel et les formules de la 
logique déontique. Nous en mentionnons simplement deux : Le paradoxe de Ross qui peut 
s'énoncer sous la forme "s'il est permis d'écrire un livre, il est alors permis d'écrire un livre 
ou d'en plagier un" si l'on parle de permi sion ou lorsqu'on parle d obligation par "s'il est 
obligatoire de payer ses achats à la caisse du supermarché, alors il est obligatoire de payer 
ses achats à la caisse du supermarché ou d assassiner la caissière' [Ros44]. Pour autant que 
le second énoncé se traduise par une formule de la forme DP -----+ D(P V Q), il est prouvable 
sans hypothèse dans cette logique déontique donc également vérifié en tout nœud de tout 
modèle de Kripke non borné à droite. Néanmoins e t-ee que 1 impression de paradoxe ne 
provient pas de ce qu 'un locuteur écoutant cette dernière phrase, 1 entend en fait comme "s'il 
est obligatoire de payer ses achats à la caisse du supermarché, alors il est soit obligatoire 
de payer ses achats à la caisse du supermarché, soit obligatoire d'assassiner la caissière" ­
OP -----+ (OP V OQ) ? Ce qui est évidemment invalidé par de très nombreux modèles. 

Concernant le paradoxe de Ro une seconde remarque est que la formule DP -----+ 
(DP V OQ) est logiquement équivalente à la formule -,()-, p -----+ ·0( -, p 1\ • Q) qui se tra­
duirait par : "s'il est interdit de voler le supermarché, alors il est interdit de voler le su­
permarché et de laisser la caissière en vie '. On voit à nouveau que lorsqu 'on entend cette 
dernière phrase, on glisse très facilement vers "s'il est interdit de voler le supermarché, il 
est non seulement interdit de voler le supermarché mais également de laisser la caissière en 
vie", sous-entendant que ces deux activités sont interdites au même titre. 

Un second paradoxe apparent concerne la "violabilité" de l obligation : pour qu'une 
action soit obligatoire, il doit être possible de ne pas perpétrer cette action. Sinon à quoi 
bon rendre celle-ci obligatoire si de toutes façons il n e t pas po sible de lui échapper. Ce 
paradoxe apparent exprime dè lors par : ' s il est logiquement impossible que cp soit fauss e, 
alors il est logiquement impossible que cp soit obligatoire." En conséquence "il est logiquement 
impossible que T soit obligatoire". Autrement dit , ce qui est universellement valide ne peut 
être également obligatoire car on ne peut y échapper. C 'est le cas précisément de la vérité. 

Néanmoins, le caractère paradoxale de cette assertion semble reposer sur un glissement 
de sens entre trois notions pourtant trè différentes : 1 implication logique, la nécessité et 
l'obligation. Le principe de 'violabilité ' de l obligation repose sur la possibilité/nécessité 
de sa non réalisation alors que l implication logique fait intervenir une nécessité/possibilité 
d un tout autre type. Tout se pa se comme s'il y avait trois types de nécessité différentes qui 
se retrouvent ici mêlées : la "nécessité logique" - qui repo e sur la notion de démonstration 
ou d 'universalité via le théorème de complétude - , la "nécessité aléthique" - qui s'oppose 
à la "la possibilité effective " - , la (nécessité déon tique" - autrement dit "l 'obligation" qui 
s'oppose à ((la permission". 
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3 Les logiques épistémiques 

Les logiques épistémiques s'intéressent à des énoncés portant sur le fait de savoir quelque 
chose ou de la croire simplement possible. Un agent peut très bien "croire possible" quelque 
chose sans que cette chose soit effectivement possible. Simplement cet agent ne sait pas que 
cette chose est impossible. Il peut ainsi par exemple croire tout à fait possible que les parents 
de Barack Obama soient encore tous deux en vie, pour la raison que cet agent n 'a pas reçu 
d'information sur leurs décès. Il est donc envisageable de "croire possible" l' "impossible". 

FIGURE 7.4 - Carré des oppositions. 

Les quatre formules du carré des oppositions se traduisent par : 
o [i]cf; : l'agent i sait que cf; 
o •[i]cj; : l'agent i ne sait pas que cf; 
o (i)cj; : l'agent i croit possible cf; 
o •(i)cj; : l'agent i ne croit pas possible cf; . 

En fait , il n 'existe pas une logique épistémique mais plusieurs. Cette variété des manières 
de rendre compte de la connaissance se sépare de prime abord en deux groupes en fonction du 
caractère logiquement omniscient ou non de l'agent épistémique. Un agent qui connait toutes 
les conséquences logiques des vérités logiques est dit "fortement logiquement omniscient". Si 
ce n'est pas le cas, on parle alors d'un agent "faiblement logiquement omniscient "; et toute 
la question revient à définir la portée exacte de ce qu'il peut effectivement déduire. 

Mais même si l'on s'accorde le postulat de ne considérer que des agents idéaux, en quelque 
sorte parce qu'ils sont "fortement logiquement omniscients", il reste encore des différences 
notoires d 'une logique épistémique à l'autre. Nous ne présentons ici - et de manière très 
succincte - que les deux logiques S4 et S5 . 

o Pour la logique épistémique S5 , il est nécessaire que dans tous les mondes possibles 
soient vérifiées K U {[i] P ---t P , •[i]P ---t [i] •[i] P }. Autrement dit, il faut que dans 
un monde quelconque (a) [i] P ---t P soit réalisé - c'est-à-dire que si l'agent i sait que 
P , alors P est vrai dans ce monde a. Mais aussi que soit réalisé •[i]P ---t [i]•[i]P , 
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ce qui signifie que si l'agent i ne sait pas quelque cho e alors il sait qu 'il ne sait pas 
cette chose. On appelle ce pré-requi le principe d ' introspection négative. 
L'agent de la logique 8 5 est une orte d agent idéal qui a non eulement accès à 
toutes les conséquences logiques de ce qui e t et de ce qu 'il connaît mais également 
qui fait porter sa connaissance non seulement sur ce dont il a connaissance, mais aussi 
sur ce qu 'il ne sait pas. C'est en somme une e pèce d agent pour lequel l'accès à la 
connaissance est maximal, sans qu 'il ne ache pour autant tout. 
La logique 8 5 correspond à une sémantique dans laquelle la relation d 'accessibilité 
vérifie des propriétés trè forte puisqu elle est une relation d 'équivalence : 

~ss cp ssi F lfrej . ,sym . ,tr. cp . 

o Il en va autrement de la logique épi témique 84 . Il e t nécessaire que soient vérifiées 
les mêmes formules que pour la logique 8 5 à l'exception notoire de celle exprimant 
uz 'introspection négative" qui e voit ici remplacée par uz 'introspection positive" signi­
fiant que si l'agent i sait quelque chose, alors il sait qu 'il le sait et qui s 'énonce par 
[i) P ---+ [i) [i) P . 
L'agent de la logique 84 est une sorte d agent idéal mais qui possède un accès restreint 
à la connaissance. Il est idéal en ce qu il con erve une omni cience logique totale . Mais 
il peut par exemple trè bien vivre dans un monde dans lequel Barack Obama n 'a pas 
de sœur 4 , donc dans lequel il ne sait pa que Barack Obama a une sœur et pourtant 
il ne sait pas lui-même qu il ne sait pas que Barack Obama a une sœur. Il peut ainsi 
croire possible qu 'il sait que Barack Obama a bien une sœur, alors que par ailleurs il 
ne sait pas qu 'il a une sœur. Autrement dit l agent de la logique 84 peut tout à fait 
croire possible qu 'il sait quelque chose que par ailleur il ne sait pas - ce qui n'est 
manifestement pas le ca del agent de la logique 85 . La raison de cela réside dans les 
limitation de son pouvoir d ((introspection négative , qui est par contre sans borne 
pour l'agent de la logique 8 5 . 

La logique 84 correspond à une sémantique dans laquelle la relation d 'accessibilité 
est réflexive et tran itive mai pas néces airement symétrique. En d 'autres termes , il 
ne lui manque que la symétrie pour être une relation d équivalence : 

~S4 cp ssi F lfref .,tr. cp . 

4 Les logiques temporelles 

Les logique temporelles sont nombreuses. Elles intéressent à la fois le philosophe et l'in­
formaticien. Le philosophe regarde deux types de temporalité l'une dirigée vers le passé, 
l'autre vers l'avenir. Pour l'informaticien les logiques temporelles permettent de décrire des 
propriétés que peut ou non satisfaire une machine informatique au cours du temps : Cette 
machine va-t-elle atteindre à un moment dans le futur un état considéré comme ((bons ", ou 
bien va-t-elle toujour éviter des états qui sont ((néfastes "? 

4. Barack Obama a bien effectivement une demi-sœur, mais il n 'a pas de sœur - ni de frère d 'ailleurs ­
pour autant . 
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FIGURE 7.5 - Carré des oppositions. 

Dans tous les cas des logiques temporelles, le temps auquel on s'intéresse est un temps 
"discret " par opposition au temps "continu " des physiciens. Une temporalité discrète est 
comme une succession de monde possibles tels qu 'entre un instant t et un instant t' plus 
éloigné, il n 'y a qu'un nombre fini d 'instants différents , alors que dans une conception conti­
nue du temps, il y a une infinité d 'instants entre tet t' > t. A remarquer que le temps discret 
est réellement le temps dans lequel évolue un processeur informateur , puisqu'il fonctionne 
avec une horloge qui découpe le temps en pulsations, comme le ferait un cœur artificiel. Sauf 
que ce cœur bat vraiment très vite. Lorsqu'on parle par exemple d 'un processeur avec une 
fréquence d'horloge de 5.5 GHz (GigaHerz) , il s'agit d'une machine pour laquelle chaque 
seconde est divisée en 5.5 milliards d 'entités - comme un cœur qui battrait à 330 milliards 
de pulsations par minutes. 

Le temps discret des logiques temporelles prend soit une forme linéaire, comme dans la 
figure 7.6, soit une forme arborescente comme dans la figure 7.7. 

En tous cas, ce qu 'on demande au minimum à la relation d 'accessibilité, c'est de satisfaire 
la transitivité. Elle est donc implicite dans les schémas que nous avons présentés : s'il y a 
une flèche du monde (a) vers le monde (b) et du monde (b) vers le monde (c), alors il y a une 
flèche de (a) vers (c). Nous avons simplement omis ces flèches pour des raisons de lisibilité. 
Le système logique minimal correspondant aux logiques temporelles est donc K4, puisque 
nous avons l'équivalence suivante : 

r ~K4 <P ssi r F~tr. <P . 

Le futur d'un monde est l'ensemble des mondes qui lui sont accessibles. Comme la ré­
flexivité n'est pas réclamée, le monde actuel ne fait pas partie du futur à proprement parlé. 

FIGURE 7.6 - Temps linéaire. 
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FIGURE 7. 7 - Temp arborescent . 

Les quatre formule du carré des oppo ition e tradui ent par : 
o Dcp : cp sera toujours vérifiée. 
o -,Dcp : cp ne sera pas toujour vérifiée. 
o Ocp : cp sera vérifiée à un certain moment. 
o •Oc/Y : cp ne sera jamai vérifiée. 

Dans une telle logique on peut donc exprimer de énoncé tel que : 
o P A OP : les êtres humains exi tent actuellement et exi teront toujours. 
o oo,p : il y aura un moment dans le futur à partir duquel les êtres humains n 'exis­

teront plus jamais. 
o 0( -, p A 0 P) : il y aura un moment dan le futur où le êtres humains n existeront 

pas , mais un moment ultérieur où ils existeront à nouveau. 

On peut de la même manière parler du passé. On peut également parler à la fois du passé 
et du futur. Il suffit pour cela d introduire deux type d 'opérateurs : [F] et (F ) pour le futur 
et [P] et (P) pour le passé. On retrouve alors de cette manière le fameux opérateur binaire 
"until " des informaticiens qui e définit par cpU : cp arrive à tout in tant jusqu'à ce que 'lj; 
arrive. Cela se traduit dans le formalisme ci-de us par [F]( •'lj; A •(P)'Ij;) ----7 cp - si ni dans 
l'instant pré ent ni dans un in tant pa sé se t réali é, je vois actuellement cp e réaliser ­
ou de manière équivalente : [F] (-, A [P]• ) ----7 cp - à chaque instant tant que je n'ai pas 
vu 'lj; e réaliser, je vois cp se réaliser. 

5 La logique de Godel-Lob, la logique de la prouvabilité 

Il y a différente logiques de la prouvabilité, celle de Godel-Lob constituant néanmoins un 
élément central. L'idée de ba e est d 'interpréter "Dcp" comme signifiant "la formule cp est 
prouvable". Le fait de pouvoir parler au sein d'une logique de la prouvabilité, de cette logique 
remonte aux théorème d'incomplétude de Godel. Pour ce théorèmes, Godel travaillait dans 
le cadre de 1 arithmétique - de 1 arithmétique de Peano (cf. Exemple 399 page 436) très 
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<> 

FIGURE 7.8 - Carré des oppositions. 

exactement - donc les objets dont parlaient les formules qu'il manipulait était des nombres. 
Or si un nombre est très différent d'une formule , il est néanmoins possible de rapporter les 
formules à des nombres : de les "coder par des nombres". La façon la plus immédiate de 
voir cela est d'écrire cette formule au moyen de son traitement de texte favori - LaTex, 
Word, etc. - puis de prendre le fichier ainsi constitué. Ce fichier n 'est en fait qu 'une suite 
relativement longue u 0u 1 ... uk composée uniquement de "0" et de "1 ". De mettre ensuite 
un "1" au début de cette suite : 1 u 0u 1 ... uk et le tour est joué : à partir de la formule, un 
nombre - entier naturel - est obtenu qui représente le "code" de cette formule. Ainsi, les 
formules de l'arithmétique qui ne parlent que de nombres, peuvent aussi parler de formules 
de l'arithmétique au moyen de leurs codes. De la même manière que l'on peut coder des 
formules par des entiers, on peut également coder des arbres de preuves par des entiers 5 . 

Dès lors une formule peut très bien parler du fait qu'une autre formule est démontrable 
puisqu'il s'agit de dire qu 'il existe un entier possédant les propriétés qui le caractérisent 
comme étant le code d'une preuve de cette formule. C'est d'ailleurs précisément ce que fait 
la formule "De/J ". 

Le premier théorème d'incomplétude de Godel s'appuie sur le fait que pour une formule 
cp , si l'on peut démontrer - dans le cadre de l'arithmétique de Peano formalisée en logique 
du 1er ordre 6 - la formule ·De/Y f------t cp , alors la formule cp n 'est pas démontrable. En faisant 
un pas de plus et considérant une formule qui dit d'elle-même qu'elle n 'est pas démontrable, 
Godel obtient que cette formule n'est pas prouvable alors qu 'elle est pourtant "vraie". 

Si l'on remplace maintenant la formule ---,D cp f------t cp par la formule Dcp f------t cp , la question 
naturelle devient : que peut-on dire de ces formules cp telles que l'on peut prouver le sens 
difficile de Dcp f------t cp , c'est-à-dire Dcp ----t cp ? 

5. Un arbre de preuve rédigé au moyen de li\TEX par exemple , correspond à un fichier informatique au 
même titre qu 'une formule. Il suffit à nouveau de regarder le fichier engendré par ce traitement de texte, 
placer un "1" au début pour obtenir le nombre désiré . 

6. Voir le chapitre III. 
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La réponse réside dans le théorème de Lob qui dit que ces formules ne sont autres que 
celles qui sont prouvables - dan l'arithmétique de Peano - ce qui s'énonce : 

La logique de la prouvabilité de Godel-Lob consiste à partir du système K - il est 
à noter que la formule (K) = D(<P-----* 'tf;) -----* (D</J-----* D'tf;) ne décrit rien d 'autre que le 
modus panens 7 

- et de lui adjoindre l'axiome ( 4) = OP -----* DDP - qui dit que si j 'ai une 
preuve de P alors j 'ai une preuve du fait que j 'ai une preuve de P - ainsi que le théorème 
de Lob (CL)= D(DP-----* P)-----* DP . 

Les quatre formules du carré de oppositions se traduisent par : 

o D</J : <P est prouvable. o 0</J : • <P n 'est pas prouvable. 
o -,D <jJ : <P n'est pas prouvable. o •0</J : • c/J est prouvable. 

Cette logique ne fait pas partie des logique normales que nous avons étudiées. Pourtant , 
si nous dénotons par 1fltr.,b.d. la ela se des modèles de Kripke qui sont à la fois transitifs et 
vérifient qu'il n 'existe pas de suite infinie de la forme 

on obtient le théorème de complétude ci-dessous [BPV99] : 

r t- K 4GL cp s i r F'iftr. ,b.d. </J . 

Pour aller plus avant : 

Le lecteur intéressé en particulier à la logique épistémique trouvera un très grand intérêt à l'ouvrage collectif 
"Reasoning about knowledge " de Ronald Fagin Joseph Y. Halpern, Yoram Moses , Mo he Y. Vardi Reasoning 
about knowledge [FHMV95]. (Cette lecture pourra le conduire à s ' intéresser à un second ouvrage qui dépasse 
néanmoins très largement le cadre de notre investigation : "Reasoning about uncertainty" de Joseph Y. 
Halpern [Ha103]. 

Le lecteur pourra également regarder de manière plus anecdotique les livres de Brian F. Chellas "Modal 
logic : an introduction" [Che 0] pour le chapitre sur la logique déontique et "An introduction to non-classical 
logic " de Graham Priest [Priül] pour sa partie sur les logiques temporelles. 

Les logiques épistémique, temporelle, déontique, aléthique et d 'autres encore se retrouvent dans les 
ouvrages abordables que sont "Modal logics and Philosophy " de Rod Girie [G irOO], "Modal logic for philo­
sophers" de James W. Garson [Gar06] "Modal Logic for Open Minds " de Johan van Benthem [vBlO], ainsi 
que dans le plus abrupt "Handbook of modal logic" de Patrick Blackburn, Johan van Benthem et Frank 
Walter [BvBW06]. 

La logique de la probabilité se trouve mentionnée dans les trois derniers ouvrages cités , mais le lecteur 
désireux d 'en savoir plus pourra se reporter aux écrits suivants : le déjà ancien "The logic of provability", 
de George S. Boolos [Boo95], "Provability, Complexity, Grammars " de Lev D Beklemi hev, MatiR. Pentus 
et ikolai K. Vereshchagin [BPV99] et le plus récent "Provability logic ", de Sergei Artemov et Lev D 
Beklemishev [AB05]. 

7. Si j'ai une preuve de <P-----t 'lj; et une preuve de </J , alors j 'ai une preuve de 'lj; . 





Chapitre 8 

Un soupçon de logique modale 
quantifiée 

1 Une syntaxe restreinte 

Résumé N!! 42 On ajoute des quantificateurs à la logique modale. Pour cela 
les formules atomiques que sont les variables propositionnelles sont remplacées 
par des formules de la forme P (x) ou P (c) , où P désigne une propriété que 
satisfont ou non des individus appelés "éléments . Les formules sont des arbres 
semblables à ceux qui constituaient les formules de la logique modale excepté 
pour : 

{1) Les feuilles , qui au lieu d'être de la forme P Q, R , etc. sont de la 
forme P (x) , Q(y), R (c) , etc. où "P, Q R désignent des propriétés qui 
sont attribuées soit à des variables - comme "x " et "y " - soit à des 
constantes - comme ((c ". 

{2) Les nœuds - autres que les feuilles - qui en plus de pouvoir être 
de la forme 1\ V -----t +---+ avec deux descendants ou de la forme 
• , D, 0 [i] (i) avec un descendant, peuvent également être de la forme 
3x, 'ï/y - où "x" et "y ' sont des variables quelconques - avec un seul 
descendant. 

{3) Pour toute feuille de la forme P (x) où "x ' est une variable, il existe un 
unique nœud de la form e "3x " ou (( 'ï/x ' sur la branche qui mène de 
la racine à cette feuille . 

Ce chapitre ne présente pas la logique modale quantifiée dans toute son ampleur. Il se 
veut simplement un pont ent re la logique modale et la logique du 1er ordre afin de permettre 
d 'accéder en douceur au processus de quantification. Le lecteur enthousiasmé par cette 
extension de la logique modale pourra se reporter en fin de chapitre pour des indications 
bibliographiques. 
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1.1 Le langage 

Le langage de la logique modale quantifiée restreinte à laquelle nous allons nous intéres­
ser, ressemble fortement à celui de la logique modale. A l'exception des variables proposi­
tionnelles, on y retrouve tous les ingrédients de la logique modale construite sur le Calcul 
Propositionnel : les connecteurs binaires "1\, V, -----t, f-----t", le connecteur unaire "---," ainsi que 
les opérateurs de modalité"[i]" et "(i)". Les variables propositionnelles disparaissent et sont 
remplacées par des objets plus compliqués : les "formules atomiques". Au même titre que les 
variables propositionnelles forment le niveau zéro de toute formule - elles en sont les feuilles 
- les formules atomiques forment la base de toute formule de la logique modale quantifiée 
restreinte. Dans la syntaxe restreinte que nous retenons ici, ces formules atomiques sont de 
deux sortes : 

(1) P (x) (2) P( c) 

Ces formules atomiques doivent se comprendre comme l'attribution d 'une certaine pro­
priété - en l'occurrence la propriété "P" - à une variable - désignée par "x" - dans le premier 
cas, et à une constante - désignée par "c" - dans le second cas. La différence entre variable et 
constante, comme on peut s'y attendre, est qu 'une variable "ça varie", alors qu 'une constante 
"ça reste constant" et par conséquent "ça ne varie pas". La distinction entre les deux devien­
dra claire lorsque nous aborderons la section consacrée à la sémantique. Pour l'instant il est 
simplement essentiel que nous distinguions bien entre les variables - que nous noterons le 
plus souvent par les lettres "x", "y" ou "z", ou encore les lettres "x0 ", "x1 ", . . . , "xn", ... ; et 
les symboles de constantes que nous noterons "c" ou encore "co", "c1 ", "c2 " .. . 

Aux formules atomiques s'ajoutent également les quantificateurs existentiel et universel : 

(1) le quantificateur existentiel :":3" (2) le quantificateur universel :"V" 

Ces quantificateurs n'apparaissent jamais seuls. Ils précèdent toujours une variable. On 
les verra dès lors se présenter soit sous la forme "::lx", soit sous la forme "Vy". Mai en aucun 
cas sous la forme "::Je" ni sous la forme "V c" car les quantificateurs opèrent sur des variables 
et jamais sur des constantes. 

D éfinit ion 294 On appelle signature d'un langage de la logique modale quantifiée restreinte 
J: , l'ensemble des symboles de constante et des symboles de priorités que ce langage comporte. 

1. 2 Les formules 

D éfinit ion 295 Soit F ' le plus petit ensemble d'arbres qui 
o contient chaque arbre réduit à sa racine qui est une formule atomique, et 
o chaque fois qu 'il contient des formules cf; et 'ljJ contient également les formules sui­

vantes : 

[i] 
1 

<P , 

3x 
1 

cP ' 

'ïlx 
1 

cP ' 

(i) 

1 

<P , 

v 
A 

cP ' cP 'ljJ ' 
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L 'ensemble F des formules de la Logique Modale quantifiée re treinte est l 'ensèmble de tous 
les arbres T de F ' qui vérifient la propriété suivante : 

o Pour toute variable x , si P (x) est une feuille de T , alors sur la branche de T qui 
va de cette feuille à la racine, il existe un unique nœud qui soit de la forme '3x " ou 
'Vx': 

De manière usuelle, on définit la hauteur d'une formule comme étant la longueur de sa plus 
longue branche - ou de ses plu longue branches lor qu_ il y en a plu ieurs. 

Exemple 296 Troi formule le deux premières de hauteur 3 les deux uivantes de hau­
teur 5 : 

0 V y v V x 

1 1 ~ 1 
-, 

1 

D 

1 

P (c) 

3x 3x Â v 

1 
--t 

/""'- 0/ ~ 
3y v 0 

1 / \ / " /'\. 1 

1 

-, Q(x) P(x) A P (c) V x -, 

1 

V y 

Q(x) /'\. 
1 1 1 3y Q(x) Q(x) P (c) 

0 P (y) 

1 

Q(y) P (x) 

R emarques 297 

o D 'après notre définition nous pouvons tout à fait avoir des formules de la forme 

V y 

1 

3x 

Vz 

Q(c) 

Même si nou verron qu une telle formule est équivalente à la formule Q(c) et que 
par conséquent les quantificateurs qu'elle cont ient sont tout à fait inutiles . 
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Exemple 298 Pourquoi ces arbres ne représentent-ils pas des formules de la logique modale 
quant ifiée restreinte ? 1 

V x V y v V x 

1 1 ~ 1 
--, 

P(y) 3x (\ v 
1 

1 1 /"' 0/~ 
0 3y ---+ v 0 

1 /\ 
1 1 

/ " /'\_ 1 
---, Q(x) Vc 

P(x) 1\ P(c) V x ---, 

1 P(y) Q(x) /'\_ 
1 1 1 

Vx Q(x) 0 

1 

Q(x) P(c) 
1 

Q(c) 

Q(x) P(x) 

1.3 La linéarisation d 'une formule 

Tout comme en logique modale, les formules - qui sont des arbres - admettent une 
présentation sous forme linéaire. Cette linéarisation s'effectue de manière similaire. Il suffit 
d'ajouter aux règles précédemment introduites celles touchants aux quantificateurs. 

Définition 299 Soit () un arbre de l 'ensemble F ' de la Définition 295, la linéarisation de 
() {notée 7J) est définie par induction sur la hauteur de () . 

ht( ())=0 : dans ce cas () est une formule atomique soit de la forme P( c) , soit de la 
forme P (x ) . Dans ce cas () = 7J = P(c) ou bien () = 7J = P(x ) . 

ht (())>O : 

1. 

v 
o si () = A alors 7J = ({fi V 1[;), 

qy '1/J 

(\ 

o si () = A alors 7J = ({fi 1\ 1[;), 
qy '1/J 

o si () = /"'.. alors 7J = ({fi ----t 1[;), 
<P 1/J 

~ 

o si () = /"'.. alors 7J = ({fi +-----1 1[;), 
<P 1/J 

[i] - -
o si () = 1 alors () = [i]qy . 

cp 

(i) - -
o si () = 1 alors () = ( i) cp , 

cp 

o si () = 1 alors 7J = -,cp, 
cp 

::lx 
o si () = 1 alors 7J = 3x{fi , 

cf; 

V x 
o si () = 1 alors 7J = Vx{fi , 

cf; 

":JA pnam un aAnOl'l uo ( 
~ XA +a XE S!OJ "Bl "? "B 1.. H aup"el "Bl "? (x) b ap aq:m"Bll "? sn1d "Bl a:ma1m::>::>o,1 ap "BA !nb aq::>u"elQ anb!un,l ms ( 

~ aup"el "Bl "? (x) b ap "BA !nb aq::>u"BJQ anb!un ,l ms XA !U XE !U aAnOl'l au uo ( 
~ aup"el "Bl "? (fi )d ap "BA !nb aq::>u"elq anb!un,l ms fiA !U fiE !U aAnOl'f au uo ( 
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Exemple 300 La formule cp suivante : 

---, 

1 

3.r 

1 
---, 

1 
't/z 

1 

Q(c) 

se linéari e sous la forme (fi = •3x-,\fzQ(c) . 

Exemple 301 Linéarisation (fi de la formule cp uivante : 

v 

3x 1\ 

/""" v 0 
/'\_ 1 

P(x) 1\ P(c) \lx ' 
/" 1 1 

:3y Q(x) Q(x) P(c) 

/ " 

Q(y) 

(fi = (3x (P(x) -t (3yQ(y) 1\ Q(x))) V ( (P(c) V\fxQ(x)) 1\ O·P(c)) ) . 
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2 Sémantique 

Résumé N!! 43 

{1) Les modèles de la logique modale sont des modèles de Kripke dans les­
quels chaque monde possible a est constitué de : 

(a) un domaine := un ensemble non vide d'objets, noté lai; 
{b) Pour chaque symbole de constante c du langage, un élément du do­

maine de a par lequel c est interprété : = ca ; 

(c) Pour chaque symbole de propriété P du langage, l 'interprétation de 
cette propriété := l'ensemble pa Ç lai des éléments qui satisfont la 
propriété P. 

{2) L'évaluation d'une formule en un monde a d 'un modèle M s'effectue 
au moyen d'un jeu d'évaluation identique à celui de la logique modale 
excepté lorsque 3xcp {resp. Vx cp) est rencontré, auquel cas le V érificateur 
(resp. le F alsificateur) choisit un élément e du monde dans lequel on se 
trouve et le jeu se poursuit avec cp dans laquelle e remplace x . Le jeu se 
termine lorsqu 'on atteint une "formule" atomique de la forme P( c) où 
P( e), dont le modèle indique si elle est vérifiée ou non, désignant ainsi 
le vainqueur. 

Les modèles de la logique modale quantifiée sont une extension des modèles de Kripke 
de la logique modale (qui elle était construite sur le Calcul Propositionnel). 

D éfinit ion 302 Soit .C un langage de la logique modale quantifiée. Un modèle de Kripke de 
la logique modale quantifiée restreinte est un système de transition S dont chaque nœud " 
a" est la donnée : 

(1) d 'un ensemble non vide lai appelé domaine de a; 

(2) pour chaque symbole de constante c de .C , d 'un élément ca du domaine de a (par 
lequel cette constante est interprétée) ; 

(3) Pour chaque symbole de propriété P de .C, d 'un ensemble p a Ç lai (l'ensemble des 
éléments qui satisfont cette propriété). 

Exemple 303 Un modèle de Kripke de la logique modale quantifiée avec pour signature le 
symbole de constante c et le symbole de propriété P . Dans chacun des 2 mondes possibles 
a et b, les éléments qui vérifient la propriété P sont coloriés en bleu. 
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On voit que dans chacun des mondes a et b ce sont le nombres pairs qui vérifient la 
propriété P. Dans le premier monde le symbole de con tante c e t interprétée par 3 (ca = 

3 
), alors que dans le second monde c est interprétée par • ( cb = • ). 

Exemple 304 Un modèle de Kripke de la logique modale quantifiée avec pour signature 
le symbole de constante c et les ymboles de propriété P et Q. Dans chacun des 4 mondes 
possibles 1, 2, 3 4 les éléments qui vérifient la propriété P ont coloriés en rouge, ceux qui 
vérifient la propriété Q sont coloriés en bleu. 

On voit ain i que l'élément atisfai la propriété P dans le mondes 1 2 et 3. Ce 

même élément satisfait la propriété Q dan le eul monde 1. Alor que l'élément satisfait 
la propriété P dans le monde 3 et la propriété Q dans tous le mondes. 

Le symbole de constante c e t interprété par dans le monde 1 3 et 4, mais par 
dans le monde 3. 

Exemple 305 Un modèle de Kripke de la logique modale quantifiée avec pour signature le 
seul ymbole de propriété P. Chacun des deux mondes possible ret da pour domaine les = h = deux éléments et nr . Dan le monde r, seul Pit vérifie la propriét' P · al or que dans 

h 
le monde d seul vérifie P. 
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On pourra penser que les deux éléments représentent les prochains candidats républicain 
et démocrate à l'élection présidentielle; la propriété P caractérisant le fait de devenir pré­
sident. Dans le monder (pour "républicain") le candidat républicain emporte les élections, 
alors que dans le monde d (pour "démocrate") c'est le candidat démocrate qui l'emporte. 

2.1 Satisfaction et jeu d'évaluation 

Notation 306 Soient .C un langage et M un modèle de Kripke tous deux de la logique 
modale quantifiée restreinte. Soient cp un arbre de l'ensemble F ' de la Définition 295, a un 
des mondes possibles de M et e un des éléments du domaine de a {e E \a\). On note cp[e/x] 
l'arbre obtenu à partir de cp en remplaçant chacune des occurrences de x par e. 

Définition 307 Soient .C un langage et M un modèle de Kripke tous deux de la logique 
modale quantifiée restreinte. Soient cp une formule de cette logique et a un des mondes 
possibles de M. L 'évaluation de cp au monde M est définit par : 

o a 1 f-- T et a lyt ..l 
o a If- -,cp Ç::::::} a lyt cp 
o a If- (cp V '1/;) Ç::::::} (a If- cp ou a If- '1/; ) 
o a 1 f-- (cp 1\ '1/J) Ç::::::} (a 1 f-- cp et a 1 f-- '1/J) 
o a If- (cp-----t '1/;) Ç::::::} (a lyt cp ou a If- '1/; ) 
o a 1 f-- (cp f----t '1/J) Ç::::::} (a 1 f-- cp ssi a 1 f-- '1/J ) 

o a If- [i)cp si pour tout b t.q. a ~ b, 
b If- cp 

o a If- (i)cp s'il existe b t.q. a ~ b et 
b lf-- cp 

o a If- P( c) Ç::::::} ca E pa ( c constante) 
o a If- P(e) Ç::::::} e E pa {pour e E \a\) 
o a If- 3xcp s'il existee E \a\, a If- cp[e/x] 
o a If- Vxcp si pour tout e E !a\, a lf-­

cp[ejx] . 

La satisfaction d 'une formule se décline également sous la forme d 'un jeu d'évaluation 
très semblable à celui qui a cours en logique modale. Ce jeu à deux joueurs et à information 
parfaite est fini . Par conséquent, c'est un jeu qui est déterminé. 

Définition 308 Soient .C un langage et M un modèle de Kripke tous deux de la logique 
modale quantifiée restreinte. Soient cp une formule de cette logique dont les connecteurs 
sont parmi { •, V 1\} et a un des mondes possibles de M. Le jeu d'évaluation [v ( (M , a), cp) 
comprend deux joueurs appelés V érificateur et F alsificateur . Il est défini comme suit 2 

: 

2. Dans le tableau, la lettre b désigne un des mondes du modèle M. 
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si la position actuelle du jeu est . .. c'est au tour de . . . le jeu continue avec . .. 

(b, (cpo V 1)) V choisit j E {0, 1} (b,cpj ) 

(b, (cpo A 'PI) ) F choisit j E { 0 1} (b, 'Pj ) 

(b, •cp) F et V échangent leurs rôles (b cp) 

(b, (i)cp) V choisit c tel que a ~ c (c, cp) 

(b, [i]cp) F choisit c tel que a ~ c (c, cp) 

(b 3xcp) V choisit e E lbl (c, [ejx]) 

(b, Vxcp ) F choisit e E lbl ( c, cp[e/ x]) 

(b P (c)) Stop V gagne ssi cb E p b 

(b, P(e) ) Stop V gagne ssi e E pb 

R emarque 309 

(1) Tout comme dans le cadre de la logique modale il est important de remarquer que 
lorsqu'un joueur ne peut choisir un monde po sible, ce joueur perd alors la partie! 
Cette règle du jeu est nécessaire pour que dans un monde "a" dont aucune flèche 
pour l'agent i ne parte les formules de la forme [i]<P soient réalisées et celles de la 
forme (i)<P ne le soient pas. 

(2) La sémantique que nou avons adoptée a cela d étrange qu'un élément du domaine 
peut être choisi dans un monde, pui ce même élément peut faire partie d'une formule 
atomique qui sera évaluée dans un monde dans lequel cet élément a disparu. C'est par 
exemple le ca avec la formule :JxO P (x ) . Imaginons qu 'elle soit évaluée au monde a, 
que le V érificateur y choi i se l'élément e puis se déplace dans le monde b dan lequel 
cet élément n existe pas. La formule P ( e) ne sera pas vérifiée en b puisque e ~ pb. 

Le plus souvent , on cherche à éliminer ce cas de figure. Pour cela on renforce la 
définition d modèle de Kripke en ajoutant une hypothèse sur les domaines : on 
demande à ce que pour tous mondes a, b tels que b soit accessible depuis a, le domaine 
de b contienne le domaine de a : 

a~ b ====> lai ç; lbl. 

(3) Une hypothèse encore plu forte sur les domaines con i te à exiger que ceux-ci soient 
constants. Dèslors, les domaines de chacun des mondes pos ibles d'un modèle de 
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Kripke sont tous identiques. Cela correspond, par exemple dans le cas de la logique 
épistémique, à exiger que les domaines soient connaissance commune parmi les agents . 

Exemple 310 Le modèle de Kripke de la logique modale quantifiée ci-dessous - où les 
éléments vérifiant la propriété P , resp. Q, sont coloriés en rouge, resp. en bleu - on vérifie : 

o 1 If- 3x(P(x) 1\ Q(x)) o 3 If- VxOQ(x) o 4 IY: 3xDQ(x) 
o 2 If- 3xP(x)l\3y-.P(y) o 3 IY: OVxQ(x) o llf-OP(c)/\OQ(c) 
o 311- 3x(Q(x)I\OP(x)) o 4 If- D3xQ(x) o 311- 0-.P(c)/\0-.Q(c) 

Exemple 311 Dans le modèle ci-dessous : 

o rIf- D3xP(x) o r IY: 3xDP(x) o d If- D3xP(x) o d IJL 3xDP(x) 
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Formule de Barcan 

Nous allons nous pencher sur une formule qui a suscité de nombreu es controverses dans le 
monde philosophique. En termes de sémantique des mondes po sibles, la validité universelle 
de cette formule implique que tous les objets qui existent dans quelque monde possible que 
ce soit - accessible depuis le monde réel - existent également dans le monde réel. Autrement 
dit, les domaines de monde possibles restent con tant et ne croissent pas. 

VxDcp --t D\lxcp. 

"Si toute chose est néces airement cp alors il est nécessaire que chaque cho e soit cp". 

Cette formule est équivalente à la formule uivante : 

03xcp --t 3x0cp. 

"S'il est possible qu'il existe quelque chose satisfaisant cp , alors il existe quelque chose 
qui possiblement satisfait cp". 

On vérifiera aisément que 

(1) dans les modèles de Kripke dont les domaines sont constants, la formule de Barcan 
est vraie en tout monde. 

(2) Par contre, ce n'est pas toujour le cas si le domaine ne sont pa constants, quand 

bien même ils respecteraient la règle d'inclusion a~ b ====? lai Ç lbl, comme le montre 
l'exemple suivant. 

On a en effet a If- \lxDP(x) , mai a l}i VxDcp --t D\lxcp. 

Les désignateurs rigides 

On dit qu'un symbole de constante c est un désignateur rigide lorsque ce symboles de 
constante est interprétée par le même élément dans chacun des mondes possibles. Un célèbre 
exemple t iré de la littérature philosophique montre qu il est parfois nécessaire de considérer 
des désignateurs qui ne sont pas rigides. 

o La planète Vénus était dénommée "étoile sur soir" (Hesperus) car c'était le premier 
astre à luire à l'ouest , lorsque le soleil se couche. Mais était également dénommée 
'étoile ur matin (Phosphorus) pour être la dernière à disparaître à lest au petit 
matin. 

o Les astronomes de l'antiquité ne savaient pas que ces deux étoiles n'en faisaient 
qu 'une. En l occurrence une repré entation en terme de modèle de Kripke du monde 
antique et du monde moderne se doit d'interpréter les deux symboles de con tantes 
c H esperus et c Phosphorus par deux éléments di tincts dan le monde antique, mais par 
le même élément dan le monde moderne. 
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Pour aller plus avant : 

Comme nous l 'avons précisé au début de ce chapitre, nous nous sommes intéressé à une version extrême­
ment restrictive de la logique modale quantifiée . Lecteur qui souhaiterait retrouver une version "light " de la 
logique modale quantifiée pourra lire avec intérêt "A new introduction to modal logic" de Max J . Cresswell et 
George E. Hughes [CH03] ou picorer quelques idées dans "An introduction to non-classicallogic" de Graham 
Priest [Priül J. 

Le lecteur qui souhaiterait par contre se confronter à la logique modale quantifiée dans toute sa plé­
nitude trouvera matière à nourrir sa réflexion dans "Modal logics and Philosophy" de Rod Girie [GirOO], 
"Modal Logic for Open Minds" de Johan van Benthem [vBlOJ et tout particulièrement dans "Modal logic 
for philosophers" de James W. Garson [Gar06]. Il trouvera également une mine d'information dans le le très 
ardu "Handbook of modallogic" de Patrick Blackburn, Johan van Benthem et Frank Wolter [BvBW06]. 

Ce chapitre étant le moyen d 'introduire le lecteur à la quantification, 
Le lecteur notera que la quantification introduite dans ce chapitre ne porte que soit sur un individu , 

soit sur tous les individus , alors que dans le langage courant on utilise des expressions comme "il y a des 
hommes qui encerclent la maison" pour lesquelles aucun des quantificateurs ":3" ou "V" ne conviennent. Le 
lecteur intrigué par cette question consultera avec profit l'ouvrage "Plural predication" de Thomas J . McKay 
[McK06]. 



Troisième partie 

Logique du 1er ordre 





Chapitre 9 

Préambule 

L'idée de la logique du 1er ordre, encore appelée Logique des Prédicats ou même Calcul des 
Prédicats, trouve ses origine dan la notion de quantification. Prenons comme exemple l'un 
des syllogismes les plus classiques : 

Tous les hommes sont mortels, 
Socrate est un homme, 
donc Socrate est mortel 

Il est quasi impo sible de rendre compte de ce rai onnement avec les moyens mis à notre 
disposition par le Calcul Propo itionnel. Le deux rai ons es entielle ont : 

(1) Chacun des trois énoncés fait référence à certaines propriétés (l 'humanité et le fait 
d'être mortel) qui sont attribuée oit à Socrate soit aux hommes en général. Or, en 
Calcul Propositionnel une variable ne peut pas permettre d 'énoncer une propriété 
que l'on peut attribuer à une personne tout d 'abord et à une autre ensuite. Le fait que 
Socrate soit mortel sera traduit par P et le fait que tous les hommes soient mortels 
par Q. Ce faisant , on perd l'e sentiel de ce raisonnement. 

(2) Les deux dernières assertions attribuent des propriétés au personnage Socrate, alors 
que la première le fait non pas en visant une personne particulière mais toutes les 
personnes qui satisfont la propriété d être humain. 

Si l'on voulait interpréter ce raisonnement dans le cadre de la théorie naïve des ensembles, 
on considérerait deux ensembles : HM pour l ensemble des homme (ou, pour le dire au­
trement , HM pour la relation unaire être un homme ) et MM pour l ensemble des êtres 
mortels. Puis , on considérerait un élément s pour Socrate. Ce raisonnement devenant : 

HMCMM 
- ' 

Socrate E HM, 
donc Socrate E MM 

Mais on voit bien que dans cette présentation, la quantification universelle (tous les 
hommes ... ) est implicite. Car dire HM Ç MM, c'est dire que tous les éléments qui sont dans 
HM sont dans MM. 
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La logique du 1er ordre répond à ces deux exigences. Un tel raisonnement sera formalisé 
de la manière suivante : 

(1) de manière syntaxique par la formule : 

( vx (H(x) ~ M (x) ) 1\ H(s)) ~ M (s) 

ou encore en Déduction Naturelle : 

\fx (H(x) ~ M (x)) , H(s) f- M (s) 

(2) de manière sémantique, par la donnée d'un modèle M dont les éléments sont l'en­
semble lM 1 des êtres vivants, dans lequel les symboles de relation unaire H et M seront 
interprétés respectivement par les relations unaires , HM et MM, et le symbole de 
constante s sera interprété par l'individu Socrate. 

1 Une première approche 

Afin d 'entrer plus avant dans la logique du 1er ordre, nous allons définir un modèle particulier 
qui nous permettra de présenter les différents ingrédients de cette logique. 

Intéressons-nous donc aux étudiants présents dans l'auditoire. L'ensemble de ces étu­
diants forme ce que l'on appelle le domaine de notre modèle. C'est celui sur lequel nos 
variables pourront ... euh ! Comment dire? .. C'est cela, oui : varier! Cela signifie que lorsque 
nous écrirons 3xcp, nous voudrons dire qu'il existe un étudiant dans cet auditoire qui vérifie 
ce que raconte cp. Et lorsque nous écrirons \fxcp, cela signifiera que tous les étudiants de l'au­
ditoire vérifient cp. Le domaine que nous avons choisi est homogène, il ne comporte que des 
étudiants . Mais cela n'est pas nécessaire. En toute généralité, un domaine est un ensemble 
de tout et n 'importe quoi. Il peut très bien contenir des pommes et des poires , des nombres 
et des sentiments, des livres et des idées abstraites, y compris les objets mêmes de la logique 
(mais ça c'est une autre histoire) . 

Les formules de la logique du 1er ordre vont donc raconter des choses à propos des 
étudiants. Pour ce faire , examinons rapidement quelles sont les propriétés - que vérifie ou 
non un étudiant - sur lesquelles nous souhaitons nous arrêter. En guise d'exemple prêtons 
une oreille discrète et écoutons ce que disent les étudiants d'eux-mêmes : 

- Il y en a un qui travaille dur, mais il ne passera pas. 
- Il y en a un qui n'est jamais là, par contre il passera . 
- Tu as remarqué qu'Armand avait les yeux bleus? 
- Oui , et Béatrice a les yeux verts. 
- Non ! Béatrice a les yeux marrons. 
- En fait , elle a les yeux à la fois verts et marrons. 
- Armand est en HEC n'est-ce pas? 
- Oui , et Béatrice est en philo . 

- Mais Béatrice, elle n'a pas de laptop. Armand en a un , lui . 
- Armand , il est plein aux as. 
- Ouais. Mais n'empêche que c'est pas un vantard, Armand . 
- Béatrice non plus! 
- Ouais. Mais Béatrice, elle est exceptionnelle. 
- D 'ailleurs, Béatrice c'est la plus grande de tous les étudiants de philo . 
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- Ouais, et Armand ce n'est pas le plus gros de tous les étudiants de HEC. 
- Par contre Béatrice n'est pas plus grande qu 'Armand . 
- Il y a au moins un étudiant de HEC qu i la dépasse. 
- Elle n'est pas plus riche qu 'Armand non plus. 
- Oui , mais elle est plus sympa . 
- Et aussi plus jol ie ! 
- En tout cas , Armand il travai lle moins que Charles-Edouard et il est bien meilleur. 
- Ils n'ont pas le même âge. 
- Par contre Armand et Béatrice ; ils ont le même âge tous les deux. 
- Ceci-dit Charles-Edouard est amoureux de Béatrice. 
- Ouais, mais Béatrice, elle , elle ne l 'aime pas du tout . 

On y reconnaît aisément les propriétés uivante que nous notons comme des relations 
unaires : 

(1) ? travai ller du r(_) (5) Pavoir les yeux verts(_) (9) Pavoir un la ptop (_) 

(2) Préussir l'examen(_ ) (6) Pavoir les yeux marrons (_) (10) Pêtre riche(_) 

(3) P être régulier au cours(_) (7) Pêtre en HEC (_) (11) Pêtre vantard(_) 

(4) Pavoir les yeux bleus(_) ( ) Pêtre en philo(_) (12) Pêtre exceptionnel(_ )· 

On y reconnaît aus i les relations binaire uivantes : 

(1) Rêtre plus grand que(_,_) (4) ~tre plus sympa que (_ , _ ) (7) Rtravailler moins que(_ , _ ) 

(2) ~tre plus gros que(_,_) (5) ~tre plus joli que(_, _ ) (8) Ravoir le même âge que(_,_) 

(3) Rêtre plus riche que(_,_) (6) ~tre meilleur que( __ ) (9) ~tre amoureux de(_,_) · 

On reconnaît aussi , au milieu des étudiant , trois personnes qui ont été singularisées. Il y 
a Béatrice, Armand et Charles-Edouard. Bien sûr chaque étudiant po ède un prénom et 
une identité. Mais eux seuls peuvent être nommés grâce au vocabulaire dont nous disposons . 
Nous dirons que les mots 'Béatrice' "Armand' et Charles-Edouard " fonctionnent comme 
des symboles de constantes. Ce sont comme des marqueurs qui permettent dans le langage 
d 'identifier certains éléments de notre domaine. Nou les noton comme des symboles de 
constantes : 

(1) CA (2) cs (3) cc 

- Il y en a un qui travaille dur, mais il ne passera pas. 

:3x(Ptravailler dur (x) 1\ -,préussir l'examen (x)) . 

- Il y en a un qui n'est jama is là, par contre il passera . 

:3x( -,pêtre régul ier au cours (X) 1\ Préussir l'examen (X)) · 

- Tu as remarqué qu 'Armand ava it les yeux bleus? 

Pavoi r les yeux bleus (CA) · 

- Ou i, et Béatrice a les yeux verts. 

Pavoi r les yeux verts ( C B) · 
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- Non ! Béatrice a les yeux marrons. 

Pavoir les yeux marrons ( CS ) · 

- En fait, elle a les yeux à la fois verts et marrons. 

( Pavoir les yeux verts (Cs ) 1\ Pavoir les yeux marrons (Cs )) · 

- Armand est en HEC n'est-ce pas? 

- Oui , et Béatrice est en philo. 

Pêtre en philo ( cs ). 

- Mais Béatrice, elle n'a pas de laptop. Armand en a un, lui. 

( • Pavoir un laptop ( cs ) (\ Pavoir un laptop ( CA ) ) 0 

- Armand , il est plein aux as. 

Pêtre riche ( CA ) . 

- Ouais. Mais n'empêche que c'est pas un vantard, Armand. 

-,pêtre vantard ( CA ) · 

- Béatrice non plus! . 

-,pêtre vantard ( CS ) · 

- Ouais. Mais Béatrice, elle est exceptionnelle. 

P être exceptionnel (Cs )· 

- D 'ailleurs, Béatrice c'est la plus grande de tous les étudiants de philo . 

V x ( P être en philo (X) ----+ R être plus grand que (Cs , X) ) · 

- Ouais, et Armand ce n'est pas le plus gros de tous les étudiants de HEC. 

•V x ( P être en HEC (x) ----+ R être plus gros ( CA , X) ) 

:Jx-, ( P être en HEC (x) ----+ ~tre plus gros ( CA , X) ) 

:Jx-, ( -, p être en HEC (X) V ~tre plus gros ( CA , X) ) 

:lx ( -,-, pêtre en HEC (x) 1\ '~tre plus gros ( CA , X) ) 

:lx ( P être en HEC (X) 1\ • R être plus gros ( CA , X) ) . 
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- Par contre Béatrice n'est pas plus grande qu 'Armand. 

- Il y a au moins un étudiant de HEC qui la dépasse. 

3x ( Pêtre en HEC (x) 1\ Rêtre plus grand (x, cs ) ) . 

- Elle n'est pas plus riche qu 'Armand non plus. 

'~treplusriche ( cs CA ) · 

- Oui mais elle est plus sympa . 

Rêtre plus sympa ( cs , CA ) · 

- Et aussi plus jolie! 

~tre plus joli ( Cs , CA ) · 

- En tout cas, Armand il travaille moins que Charles- Edouard et il est bien meilleur. 

( Rtrava iller moins ( CA cc ) 1\ Rêtre meilleur ( CA , cc ) ) . 

- Ils n'ont pas le même âge . 

•Ravoir le même âge ( cA cc ) . 

- Par contre Armand et Béatrice ; ils ont le même âge tous les deux. 

Ravoir le même âge ( CA , cs ) . 

- Ceci-dit Charles-Edouard est amoureux de Béatrice. 

Rêtre amoureux( cc , cs ) . 

- Ouais, mais Béatrice, elle. Elle ne l 'aime pas du tout. 

• Rêtre amoureux ( cs cc ) . 

On remarque avec intérêt que la négation d une formule du type 3x ( P ( x) 1\ P' (x) ) - qui si­

gnifie qu'il existe un élément qui atisfait les deux propriétés P(_ ) et P' (_) - est équivalente 
aux deux formules suivantes : 

(1) \fx (P (x) ---t ·P'(x) ) 

En effet : 

·3x (P (x) 1\ P' (x) ) 

(2) \fx (P' (x) ---t · P (x) ) . 

\fx•(P(x ) 1\ P'(x )) 

\lx ( ·P(x ) V ,p' (x )) = \lx (P (x) ---t , p' (x) ) 

\lx ( -,p' (x ) V •P(x) ) = \lx ( P' (x ) ---t • P (x) ) . 
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Ces deux formules : Vx(P(x)-----+ •P'(x)) et Vx(P'(x)-----+ •P(x)) disent respectivement 
que tout élément qui satisfait la première propriété ne satisfait pas la seconde, et que tout 
élément qui satisfait la seconde ne satisfait pas la première. Ces deux expressions disent 
toutes les deux qu'aucun élément ne satisfait à la fois les deux propriétés, puisque quand il 
satisfait l'une, il ne satisfait pas l'autre. 

Revenons un instant aux syllogismes. Les syllogismes permettaient la quantification. Mais 
celle-ci prenait toujours l'une des deux formes suivantes : 

( 1) V X ( Pêtre grec (X) -----+ Pêtre homme (X)) , ( 2) ::lx ( Pêtre grec (X) 1\ Pêtre athénien (X)) , 

que les propriétés soient positives ou négatives. En outre, on y trouvait l'usage de symboles 
de constantes comme dans l'exemple Socrate est un homme que l'on exprimera par : 

Pêtre homme ( CSocrate) · 

Avec la quantification telle que nous l'utilisons, nous pouvons intriquer les différents niveaux 
de quantifications. Nous pouvons ainsi dire 3xcp qui signifie qu'il existe un étudiant qui vérifie 
ce que raconte cp. Mais cp elle-même peut faire intervenir une quantification. Par exemple : 

(1) :3x:3yRaimer(X y) (4) Vx::JyRaimer(X Y) 

il y a un étudiant qui en aime un autre tout étudiant aime quelqu'un d 'autre 
(possiblement lui-même!) (possiblement lui-même!) 

(2) VxVyRaimer(X y) (5) ::ly\fxRaimer(X Y) 

tous les étudiants s'aiment (les uns les il existe un étudiant que tout le monde 
autres) aime (y compris lui-même!) 

(3) :3xVyRaimer(X y) (6) Vy3xRaimer(X y) 

il existe un étudiant qui aime tous les tout étudiant est aimé par quelqu'un 
autres (y compris lui-même!) (possiblement lui-même!) 

Lorsqu'une variable est dans le "champ" d'un quantificateur, on dit qu'elle est liée par ce 
quantificateur. Ainsi par exemple dans : 

Vy::JxRaimer(X y) 

la variable x est liée par le quantificateur existentiel, alors que la variable y l'est par le 
quantificateur universel. Mais qu'en est-il de la variable x dans la formule suivante : 

VxVy3xRaimer(X y)? 

On convient que c'est toujours le dernier quantificateur (dans le sens de la lecture linéaire 
gauche-droite) qui la lie. En l'occurrence, c'est donc le quantificateur existentiel et non pas 
le quantificateur universel. On verra plus loin que la représentation des formules sous forme 
d'arbres permet de définir cela plus joliment. 

Une variable qui n 'est pas liée est appelée libre. En quelque sorte, elle fait ce qu 'elle veut. 
Une formule qui comporte une variable libre n'est ni vraie ni fausse dans un modèle. Pour 
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déterminer sa valeur de vérité, il faut remplacer la variable libre par un élément du do­
maine. Autrement dit, une telle formule détermine l ensemble des éléments du modèle pour 
lesquelles elle devient vraie. Ainsi par exemple, une formule à une variable libre suivante : 

( Pêtre en HEc( X) 1\ f4tre plus gros ( CA X) ) 

parle de x qui est en HEC et qui est moins gros qu Armand. L ensemble des étudiants qui 
satisfont cette formule est tous ceux qui sont en HEC et qu 'Armand dépasse sur la balance : 

{X e t étudiant : ( Pêtre en HEc( x) 1\ f4tre plus gros ( CA X))} . 

Une formule à deux variables libre détermine un ensemble de couples d 'étudiants. Par 
exemple, la formule suivante : 

(Pêtre en HEc(x) 1\ Pêtre en philo ( Y) 1\ Raimer (X y)) 

détermine l'ensemble des couples d 'étudiants dont le premier est en HEC, le second en 
philosophie et tels que le premier aime le second. 

{(x y) E {étudiant } X {étudiant } : ( Pêtre en HEc( X) 1\ Pêtre en philo (Y) 1\ Raimer (X Y))} · 

2 Au cœur de la logique du 1er ordre 

Nous sommes partis dun modèle et nous avons étudié quelque ' formules , afin de tenter à 
la fois de comprendre ce qu'elle signifiaient et de déterminer leur véracité ou non dans notre 
modèle. Mais à la vérité, ces formules n'en étaient pas! Elles avaient l aspect de formules, 
elles en avaient le goût, mais ce n'étaient pas des formules. Pourquoi cela? 
Parce qu'une formule ne fait intervenir que des symboles (de relation, de constante, .... ) et 
non leurs interprétations comme le fait le modèle. 
Ainsi : 

est une formule. Elle fait intervenir un symbole de constante ( c) , un symbole de relation 
unaire (P) et un symbole de relation binaire (R). 

\lx ( Pêtre en HEC (X) ---+ f4tre plus sympa ( CA X) ) 

est en quelque sorte l'interprétation de cette formule dans le modèle particulier que nous 
avons choisi. Elle signifie qu'Armand est le plus sympa des étudiants qui sont en HEC. 

Si nous considérons un autre modèle, par exemple celui dans lequel le domaine de base est 
composé des peintures modernes, c e t interprété par la danse de Matisse P par la propriété 
être un tableau de Jackson Pollock et R par la relation être antérieur à. La signification de 
cette formule devient alors : 

V X (Pêtre un Pollock (X) ---+ f4tre antérieur à (Cd anse X) ) · 
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Une formule est donc un pur objet formel. Par exemple : 

o Vx (P(x) -----7 R (c,x) ) ; 

o ( vx( H(x) -----7 M(x) ) 1\ H(s )) -----7 M(s ) . 

Alors que les "formules " ci-dessous n'en sont que des interprétations particulières. 

0 vx (Pêtre un Pollock (x) -----7 R être antérieurà (Cdanse ,x) ) ; 

0 V' x ( Pêtre en HEC (X) -----7 Rêtre plus sympa (CA , X) ) ; 

O ( vx (Homme(x) -----7 M ortel(x) ) 1\ Homme (Socrate) ) -----7 M ortel( s ocrate) ; 

o (V x (Hibou (x) -----7 M alin (x)) 1\ H ibou (Stan) ) -----7 M al in (Stan) ; 

0 ( V' x (H ypermarché (X) -----7 M oche (X)) 1\ H ypermarché ( Spar) ) -----7 M oche ( Spar) · 

Par interprétations particulières, il faut entendre que la formule prend un sens nouveau 
lorsqu'elle est "plongée" dans un modèle. Elle prend corps, elle prend chair, elle s'incarne 
et cesse de n 'être que ce squelette dénué de vie. Le modèle est donc un objet qui fournit 
non seulement des éléments sur lesquels les variables "varient", mais aussi un "habit" pour 
chacun des symboles de constantes et des symboles de relations. 

Ainsi au lieu d 'écrire : 

V' x ( Pêtre en HEc( X) -----7 R être plus sympa (CA , X) ) 

on écrira simplement : 

M F vx (P (x) -----7 R (c, x) ) . 

Mais on indiquera que dans le modèle M les éléments sont des étudiants, P(_ ) est interprété 
par la propriété Pêtre en HEC(_)' R(_, _ ) est interprété par la relation binaire ~tre plus sympa(_ , _ ) 
et finalement cA désigne un étudiant particulier (Armand). On dira précisément : 

o le domaine de M (noté IMI) est l'ensemble des étudiants de cet auditoire, 

0 l'interprétation de P(_ ) dans M (noté PM) est précisément Pêtre en HEc (_ ), 

o l'interprétation de R(_ , _) dans M (noté RM) est Rêtre plus sympa(_, _ ), 

o l'interprétation de c dans M (noté cM) est cA. 

Et plutôt qu'écrire : 

Vx ( Pêtre en HEc (x) -----7 Rêtre plus sympa ( CA , x) ) 

On écrira simplement : 

ou même: 

Mf= Vx(P(x) -----7 R(c,x) ) . 
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En conséquence, si N désigne le modèle défini par : 
o le domaine de N (noté INI) est 1 ensemble des peintures modernes 

0 l'interprétation de P(_) dans M (noté p N) est précisément Pêtre un Pollock(_), 

0 l'interprétation deR( _ _ ) dans M (noté RN) est Rêtre antérieur à(_,_), 

o l'interprétation de c dans M (noté eN) e t cdanse· 

Nous écrirons : 

ou même: 
NF vx (P (x) -----+ R (c,x) ) 

pour dire : 

\lx ( Pêtre un Pollock (X) -----+ Rêtre antérieur à (Cd anse , X) ) · 

Une formule qui n 'a pas de variable libre est appelée une formule close. 
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Ce sont les formules closes qui vont constituer les théories. La grande question étant : 

Mon énoncé (précisé sous forme de formule close) 4J est-il une conséquence de la théorie T? 

Là encore, les deux notions différentes de conséquence (sémantique et syntaxique) vont 
se correspondre. 

o La notion de conséquence sémantique notée T f= 4J dit que 4J est vraie dans tous les 
modèles qui satisfont (toutes les formules de) la théorie T. 

o La notion de conséquence syntaxique notée Tf- 4J dit qu il existe une preuve de qy . 

Ce qui est remarquable, c'est qu'une preuve est un objet fini (comme par exemple un 
arbre de preuve), alors que les modèles qui sa ti font une théorie sont en général en nombre 
infini. Pourtant les deux se correspondent puisque : 

Tf- 4J si et seulement si T f= qy. 

Ce qui est équivalent à dire 

TIf 4J si et seulement si T ~ qy . 

L'on voit que la bonne façon de montrer qu un énoncé (qy) n est pas conséquence d 'un en­
semble d'hypothèses (T), c'est de trouver un malheureux modèle qui satisfait les hypothèses 
(T) mais non la conclusion (qy). C'est précisément ce que l'on appelle un contre-exemple. 





Chapitre 10 

Syntaxe 

1 Le langage 

Résumé N~ 44 Un langage .C de la logique du 1er ordre est composé de deux 
parties différentes : 

( 1) les invariant de .C : 

(a) les variables : Vo v1 v2 ... , Vn 

{b) les connecteurs logiques : -, V 1\ -----+ +-----+ : 
(c) les quantificateurs :V 3; 

{2) la signature de .C : 

(a) un ensemble de symboles de constantes : {ca c1 ... } · 

{b) un ensemble de symboles de fonctions de différentes arités 
{Jo h ... } ; 

{c) un ensemble de symbole de relations de différentes arités : 
{Ro ,RI ... }. 

Plutôt que de parler du langage de la logique du 1er ordre, on devrait parler des langages de 
la logique du 1er ordre car il y en a en fait une infinité tou construit sur le même schéma. 
On utilise pourtant le terme langage du 1er ordre en un sens générique - c'est-à-dire pour 
désigner le cadre général de ce différents langages de la logique du 1er ordre. Nous verrons 
plu loin les raisons de ce qualificatif. 

D éfinition 312 Le langage de la logique du 1er ordre est un ensemble .C composé de deux 
parties différentes : 

{1) la première est commune à tous les langages du 1er ordre, elle ressemble beaucoup au 
langage du Calcul Propositionnel. Elle est constituée : 

(a) d'un ensemble infini de symboles de variables {ou encore appelés variables tout 
court) : 

V = { Vo, VI , V2, .. · Vn ... } 
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(Pour plus de lisibilité, on notera souvent ces variables x, y, z .. .) . 

{b) des connecteurs logiques : 

--, ' v ' 1\ ' ---+ ' f---t 

{c) des quantificateurs : 

(A) le quantificateur universel : 

(B) le quantificateur existentiel : 

{2) la seconde partie est propre à chaque langage particulier. Elle comporte : 

(a) un ensemble de symboles de constantes (ou encore appelés constantes tout court) : 

{b) un ensemble de symboles de fonctions de différentes arités (attention, ce sont bien 
des symboles de fonctions et pas des fonctions) : 

{Jo , JI , ... } 

(c) un ensemble de symboles de relations de différentes arités {attention, ce sont bien 
des symboles de relations et pas des relations) : 

Remarques 313 

( 1) L 'égalité est une relat ion binaire particulière. Pour des commodités de lecture, on 
notera x = y et non R=(x, y). On ne la confondra pas avec les autres symboles de 
relation pour la raison que son interprétation dans un modèle sera contrainte, au 
contraire de toute autre relation binaire. Pour cela, on parle de langage égalitaire 
lorsque le symbole d 'égalité fait partie de .C et de langage non égalitaire lorsque 
l'égalité n 'en fait pas partie. 

(2) Nous pourrions nous passer des symboles de fonction. En effet, nous pourrions utiliser 
le graphe d 'une fonction (qui est une relation binaire) à la place de celle-ci. Ainsi, 
soit fE---+ F une fonction, posons GJ = {(x, y) E E x F: y= f( x )}. Au lieu 
d 'écrire, par exemple P(f(x)) (où Pest un symbole de relation unaire) pour dire que 
tous les termes se trouvant être l'image d 'un élément de Epar f vérifient aussi la pro­
priété P , nous pourrions tout aussi bien écrire P(y) 1\ GJ(x , y) . Pourtant, il y a une 
raison fondamentale à l'utilisation des symboles de fonct ions. Hormis le fait que les 
fonctions interviennent naturellement dans la pratique quotidienne ; elles nous seront 
absolument nécessaires lorsqu'il s'agira de prouver le théorème de complétude (Théo­
rème 439). Il nous faudra alors construire un modèle de toute pièce à partir de rien 
d 'autre que les objets syntaxiques dont nous disposerons. Fort heureusement , parmi 
ces objets, nous aurons à notre disposition les symboles de constantes et symboles 
de fonctions qui nous donneront des termes grâce auxquels nous pourrons vraiment 
démarrer la construction de notre modèle. 



SYNTAXE 375 

On par le de symboles de fonction et de ymbole de relations et non pas de fonctions ou 
de relations pour la simple raison qu aucun domaine n 'est spécifié ni pour les symboles de 
fonctions ni pour les symboles de relation . Pour être plus précis , dès que nous aborderons 
la sémantique de la logique du 1er ordre nou verron qu un symbole de fonction est quelque 
chose qui sera interprété comme une véritable fonction , un symbole de relation comme une 
véritable relation, en respectant , chaque foi les arité de chacuns. 
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2 Les termes du langage 

Résumé N!. 45 L'ensemble Tc. des termes du langage .C est le plus petit en­
semble tel que : 

o les variables v0 , v1, v2 , .. . E Tc.; 
o les symboles de constantes c0 , c1 ... E Tc.; 
o pour chaque symbole de fonction d'arité n " J" de .C, 

On définit l 'arbre de décomposition d'un terme t E Tc. par : 
o si t = vi ou t = c, alors l'arbre se confond avec le terme. 
o si t = j(t1 , ... , t n), alors l 'arbre est 

La hauteur de l'arbre est la longueur de sa (ses) plus longue{s) branche{s). 

Définition 314 Soit .C un langage du 1er ordre. L 'ensemble Tc. des termes du langage .C est 
le plus petit ensemble qui : 

o contient les variables et les symboles de constantes, 
o pour chaque j, symbole de fonction d 'arité n du langage .C, chaque fois qu 'il contient 

les termes t 1 , ... , tn, il contient également le terme f (ii, ... , tn) . 

Exemple 315 Soit .C le langage qui ne contient que le symbole de constante "c", le symbole 
de fonction unaire "J" et le symbole de fonction binaire "g ". 

(1) les énoncés suivants sont des termes du langage .C : 

o c o g( c, c) o g(c,g(c, c)) 
o f( c) o J(J( c)) 0 f (g ( c' g ( c' c))) 

o g( J(f(c)),g(J(f(c)), J(f(c)) )) . 

(2) Quelques exemples qui ne sont pas des termes du langage .C : 

o J(c)c o g(J(c)) o J(J(c,g(c,J))) 
o g( c) o g(J,g(c c)) o J(J( c). 
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La définition que nous venons de donner est une définition par le haut. Elle consiste 
à engendrer l'ensemble de tous les termes comme l intersection de toutes les classes qui 
vérifient une certaine propriété. En l occurrence cette propriété est de contenir les symboles 
de constantes et de variables et d être close pour les symboles de fonctions (en appliquant 
un symbole de fonction à une suite de termes de même longueur que l'arité du symbole de 
fonction, on ne sort pas de l ensemble des termes). 

Nous allons définir la hauteur d 'un terme par induction sur la formation de celui-ci . Il est 
clair que l'ensemble des termes est exactement l ensemble qui contient les termes de toutes 
hauteurs finies . 

Définition 316 Soient ..C un langage du 1er ordre et t un terme de ce langage. La hauteur 
de t notée {ht ( t)) est définie par : 

o si t est un symbole de constante ou bien un symbole de variable, alors ht ( t) = 0. 

o si t = j(t1 , . . . , tn) , alors ht (t) = 1 +max ( ht (t1), . .. ht(tn)) . 

Exemple 317 Soit ..C le langage qui ne cont ient que le symbole de constante c, le symbole 
de fonction unaire f et le symbole de fonction g. 

(1) ht ( c) = 0 

(2) ht(f(c )) = 1 

( 3) ht (g ( c' c)) = 1 

( 4) ht (f (f ( c))) = 2 

( 5) ht (g ( c ' g ( c c))) = 2 

(6) ht ( f (g(c , g(c , c )))) = 3 

(7) ht (g ( f ( f (c )), g( f ( f (c )) f(f( c))))) = 4. 

2.1 L'arbre de décomposition d 'un terme 

Chaque terme d 'un langage du 1er ordre peut être présenté sous forme d'arbre. Les avantages 
de ce mode de représentation sont multiples . Il permet de lire le terme de manière beaucoup 
plus efficace que ne l'autorise sa présentation linéaire. La hauteur du terme correspond à la 
longueur de la plus longue branche de cet arbre. Et finalement , chacun des sous-termes est 
directement accessible par les sous-arbres. 

Définition 318 L 'arbre Tt de décomposition d 'un terme t est défini par induction sur la 
hauteur de ce terme : 

{1) Si ht(t ) = 0, Tt est alors simplement l 'arbre constitué d 'un seul nœud 1 

1. On rappelle que dans ce cas, t est soit une constante soit une variable. 
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{2) Si ht(t) = k + 1, alors non seulement t est de la form e t = f(t 1 , .. . , tn), mais encore 
Tt est l 'arbre dont la racine est le symbole de fonction f, d'où partent exactement n 
branches, la ième menant à l 'arbre de décomposition du terme ti. 

Exemple 319 Arbre de décomposition du terme g (t(f( c)) , g(t(f( c)) ,J (f( c)))) 

Ce terme a pour hauteur 4. 

Remarques 320 La hauteur d'un terme correspond exactement à la longueur de la plus 
longue branche de son arbre de décomposition. Cela se démontre par induction sur la hauteur 
des termes. 

2.2 Les substitutions dans les termes 

D éfinition 321 Soient X1J x2, ... , Xk des variables deux à deux distinctes, et t , t1, t2 , . .. , tk 
des termes, on définit le terme t[h fx 1 hfx2 , .. . ,tk/xk] comme étant le résultat de la substitution 
des termes t i aux variables Xi dans le terme t. Cela se définit proprement par induction sur 
la hauteur de t comme suit : 

{1) si ht (t) = 0 alors : 

(a) si t est un symbole de constante ou bien une variable différente de x1 , x2, .. . , Xk : 

{b) si t est une variable Xi 
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(2) si ht (t) = n + 1, alors t est de la forme t = j(u1 , .. . , un), chaque ui étant un terme 
de hauteur au plus n (l'un d'entre eux étant de hauteur exactement n) et 

t[tl/x1h/x2, ... ,tkjxk] = f(ul [tl/xl t2/x2, ... ,tk/xk] · · · 'Un[tl/x1h/x2, ... ,tk/xk] )· 

Exemple 322 Considérons le terme g (g (f (x), g(x, f(y))), g ( c,j (g(x, f (y)))) ) et opé­

rons la substitution du terme g(f( c) y) à la variable x et celle du terme f(x) à la variable 
y: 

g(g(f(x) g(x f(y))) g( c f(g(x f(y)))) )[g(f(c),y))jx,J(x)jy] 

g(g(f(g(f (c) y))) g(g(f(c) y)) f(f( x)))) g(c f(g(g(f(c) y)),f(f(x))))). 

Le même exemple mais pré enté sous forme d arbre de décomposition : 
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3 Les formules 

Résumé N.!!. 46 Etant donné un langage .L de la logique du 1er ordre, les .L­
formules sont des arbres dont les feuilles sont des formules atomiques et les 
autres nœuds des connecteurs logiques. Ainsi, e est une .L-formule si : 

{1) Soit e est une formule atomique, i.e., de la forme R (t1, ... , tn) où : 

(a) R est un symbole de relation de .L d'arité n; 

{b) t 1, ... , tn sont des termes de .L. 

{2) soit e est de la forme : 

::lx Vx V 

1 1 ~/''-,, , , 
4> , 4> , 4> , '+' '+' , 

pour des formules cjJ et 'ljJ . 

Les formules de la logique du 1er ordre sont similaires à celles du Calcul Propositionnel, mais 
en beaucoup plus compliquées tout de même. En effet, là où les formules du Calcul Propo­
sitionnel sont construites avec ces briques de bases que sont les variables propositionnelles, 
ici, les formules de hauteur 0 sont des objets beaucoup plus riches : les formules atomiques. 
Si ces formules atomiques rappellent celles que nous avons introduites dans le cadre de la 
logique modale quantifiée restreinte; elles les surpassent néanmoins par leur généralité. Dans 
le cadre de la logique modale quantifiée restreinte, les seules formules atomiques auxquelles 
nous avions accès étaient celles de la forme P(x) ou bien P(c) . Nous voyons maintenant que 
les propriétés de la forme P ne sont que des symboles de relations unaires et qu'il existe 
des symboles de relations de toute arité finie. Par ailleurs, les termes que nous considérions 
(variables ou constantes) ne sont que des termes de hauteur 0, alors qu'il existe des termes 
de toute hauteur. Nous allons donc définir la notion de formule atomique de manière somme 
toute similaire à P(x) ou bien P(c) , mais en autorisant des symboles de relations d'arité 
quelconque ainsi que des termes de hauteur quelconque. 

Définition 323 Soit .L un langage du 1er ordre, l'ensemble des formules atomiques de ce 
langage est constitué de toutes les suites de symboles de la forme : 

où: 

{1) R est un symbole de relation d'arité n, 

{2) t1 , . .. , tn sont des termes du langage .L. 

Intuitivement, une formule atomique, tout comme une variable propo itionnelle, est 
quelque chose susceptible de vérité ou de fausseté. Elle joue en fait le même rôle que la 
variable propositionnelle : c'est une brique de base qui peut être vraie ou fausse. Mais à la 
différence de la variable propositionnelle qui se présente comme un bloc indécomposable, 
une formule atomique est composée d'un symbole de relation (que l'on interprétera comme 
une véritable relation, donc comme quelque chose qui affirme une propriété ou une relation 
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entre des objets) muni de termes (ce termes forment une manière détournée d 'atteindre un 
objet, puisqu' ils le circonscrivent aux moyens de fonctions de fonction de fonctions de .... . . 
fonct ions de constantes ou de variables). 

Définition 324 L 'ensemble F des formules de la Logique du 1er ordre est le plus petit 
ensemble qui : 

o contient chaque arbre réduit à sa racine qui e tune formule atomique, et 
o chaque fois qu'il contient des formules <P et contient également - pour chaque va-

riable x - les formules suivantes : 

3x 
1 

4J ' 

V x 

1 

4J ' 4J , 

La hauteur d'une formule est la longueur de a plus longue branche - ou de ses plus longues 
branches lorsqu 'il y en a plusieurs . 

Il est à remarquer qu il n y a plus de condition particulière portant sur l'existence de 
quantificateur dans les formules admettant de variables dans leur formules atomiques, 
comme c'était le cas dan la Définition 324 des formules de la logique quantifiée restreinte. 

Exemple 325 Trois formule les deux première de hauteur 3 les deux suivantes de hau-
teur 5 : 

v V x 

V y V y ~ 1 

1 1 3y (\ v 
-, 3x 

1 

/ """· 
/\ 

1 
1 ----+ v ::lx ---+ 

::lx ----t / " /"'- 1 1 / \ 
1\ P(x) (\ P(c) V x P(c) 

3y P(y) V y 
/"'-

1 1 1 x=y P(c) x=y 3x Q(x) 

1 

Q(x) Vz 
R(x y) 

1 

x=y (x y, z) 
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4 La linéarisation d'une formule 

Résumé ,N!! 47 L'écriture d'une formule sous forme linéaire consiste à trans­
f omer : 

::lx V x v 1\ ~ +-------+ 

1 1 1 cpA 'l/J cpA 'l/J <P~'l/J <P~'l/J 
<P <P <P 

en respectivement 

•cp ' 
?Jxcp 

' 
V x cp ({ï; v -;jj) ({ï; 1\ -;jj) ({ï; ----+ -;jj) ({ï; f------7 -;jj) . 

où (ï; et -;jj désignent respectivement les linéarisations de cp et de '1/J ; la linéari-
sation des formules atomiques restant inchangée. * 

Tout comme dans les logiques précédemment étudiées, les formules de la logique du 1er ordre 
admettent une présentation sous forme linéaire. 

D éfinit ion 326 Soit e E F une formule de la logique du 1er ordre . La lin éarisation de la 
fo rm ule e (notée 7J) est définie par induction sur la hauteur de e . 

ht (B)= O :dans ce cas e est une fo rmule atomique de la fo rme R(t1 , ... , tk) , auquel cas 

e = 7J = R(t1 , ... ,tk) · 

ht (B)>O : 
v 

o si e = A alors 7J = ({ï; v -;jj) ; 
cp '1/J 

1\ 
o si e = A alors 7J = ({ï; 1\ -;jj ) ; 

cp '1/J 

0 si e = ~ alors 7J = ({ï; ----+ -;jj) ; 
cp 'ljJ 

0 si e = ~ alors 7J = ({ï; f------7 -;jj ) ; 
cp 'ljJ 

0 si e = 1 alors 7J = • cp ; 
<P 

::lx 
0 si e = 1 alors 7J = ?Jx(ï; ; 

<P 

V x 
o si e = 1 alors 7J = Vx(ï; . 

cp 
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Exemple 327 Linéarisation (fi de la formule c/J suivante : 

v 

3y 

1 /"'-v --, 
/ " /" 1 

P(x) / 1\ "\. P (c) Vx P(c) 

3x Q(x) 1 

1 Q(x) 

x=y 

(fi = (3y (P(x) ----t (3x x= y 1\ Q(x))) V ( (P(c) VVx Q(x)) 1\ -,P(c)) ) . 

Exemple 328 On considère le langage L composé de P et R comme symboles de relations 
respectivement unaire et binaire ainsi que du symbole de fonction unaire f et du symbole 
de constante c. 

o Les suite de symboles de L ci-de ou ont de formule ( ou forme linéaire) : 

• P(c ) ; • (P(x) 1\ R(c x)) · • 3y (P(x) 1\ R(c, x)) ; 

• -,-,P(f(f( c))) · • Vx (P(x) 1\ R(c, x)) · 

• (-,P(c) 1\ -,-,(P(x) 1\ (R(f(x) f(c)) ----t P(y)))) · 

• -,-,(-,R(c c) +----t -,-,(-,R(x x) 1\ (-,P (f(f(x))) ----t -,-,P (c)))) . 

o Par contre, les suites uivantes n en ont pa 

• P(P) · • R(P(c) x)· • 3y (P(x)3x 1\ R(c,x)) . 

• P(x)-,(P(x)I\P(c)); • Vc (P(x)I\R(c x)) · 
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5 Les sous-formules 

R ésumé x~ 48 Une sous-formule d'une formule cjJ est un sous-arbre de cjJ dont 
l'un des nœuds de cjJ est la racine. 

Chaque formule qui n'est pas atomique est construite par récurrence, en agençant d'autres 
formules appelées sous-formules. 

D éfinit ion 329 Une sous-formule d'une formule cjJ est un sous-arbre de cjJ engendré par un 
nœud de c/J . 

Cela signifie qu'on obtient une sous-formule de cjJ en pointant l'un de ses nœuds et en ne 
gardant de la formule cjJ que ce nœud-ci ainsi que tous ses descendants. 

Exemple 330 Considérons la formule 

( 3x ( (P( c) V R(x, c)) -+ R(x, y)) -+ (R(x, c) t----t •P( cl)) 

qui est la linéarisation de la formule ci-dessous : 

~ 
3x f--t 

~ 
R(x .c) ~ 

--t 
1 

~ P (c) 
V R(x,y) 

~ 
P (c) R(x. c) 
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Dans le dessin de droite, les sous-arbres matérialisés par de traits de couleur corres­
pondent aux sous-formules de différentes hauteurs : 

bleu foncé '"'--+ 0 rouge '"'--+ 1 · Yer '"'--+ 2 · violet '"'--+ 3 · bleu dai. '"'--+ 4. 

Exemple 331 La formule 

( 3y (P(x) --+ (3x x = y V Q(x)) ) V ( (P ( c) 1\ \lx Q(x)) 1\ oP ( c))) 

est la linéarisation de la formule ci-des ous à gauche ses ous-formules étant ci-dessous à 
droite : 

v 

---------------3y A 

1 /~ 
~ v ' 
/~ /"- 1 

P(x) A P(c) Vx P(c) 
/"- 1 

3x Q(x) Q(x) 

1 

x=y 

Remarque 332 Lorsqu une formule e t pré entée ous forme linéaire, une sous-formule 
dune formule <P devient une suite consécutive de ymboles de <P qui est elle-même une 
formule. 

Exemple 333 Considérons la fomule <P = \lx (P (x) 1\ R (c x)) . 
o Les suites de symbole suivant ont de sous-formule de <P : 

• P (x) • (P (x)I\ R (c x)) 
• R (c x) • \lx (P (x)I\ R(c x)) 

o Par contre les suites suivantes n en sont pas : 

• p • P (x)l\ • \lx (P (x) 
• R(c x • \lx • \lx P (x) 

(Seule la dernière est bien une formule, mais elle n est pa une suite consécutive de 
ymbole de </J .) 
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Remarque 334 Une formule donnée peut apparaître à plusieurs reprises comme sous­
formule d 'une même formule c/J . On distingue chacune de ces "apparitions" comme autant 
d 'occurrence de la sous-formule. 

Exemple 335 La formule cjJ ci-dessous, dont les sous-formules sont matérialisées par des 
traits de couleur, possède deux sous-formules ayant plusieurs occurrences: P(x) et ::lx x= y. 

v 

---------------3y 1\ 

1 

R emarque 336 Lorsqu'une formule est présentée sous forme linéaire, une occurrence d 'une 
sous-formule d 'une formule cjJ est simplement une sous-suite consécutive précise de symboles 
de cjJ qui est une sous-formule. 

Exemple 337 Soit 

</> = ( ( (•P(x) V P(y)) t\ •(•P(x) V P (y)) ) t\ ( (•P(x) V P(y))---+ • P(x) )} 

Clairement, (--.P(x) V P(y)) est une sous-formule de c/J . Il y a trois occurrences de 
(--.P(x) V P(y)) dans cjJ notées 1, 2, 3 ci-dessous: 

( ( (•P(x) V P(y)) t\• (•P(x) V P(y)) ) t\ ) (•P(x) V P(y))---+ ·P(x) )) 

1 2 3 

Il y a également 3 occurrences de P(y) , 4 occurrences de --.P(x) et 4 occurrences de P(x) . 
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6 Variables libres et variables liées 

Résumé N!!. 49 
o Une occurrence dune variable x est liée par le premier nœud 3x ou Vx 

rencontré en remontant vers la racine. 
o Une occurrence d une variable qui n est pas liée est libre 
o Une variable est libre si elle possède une occurrence libre. 
o Une formule est clo e si elle ne contient aucune variable libre. 
o Si les variables libres de cjJ sont parmi x1 . . . Xn la clôture universelle 

de cjJ est la formule : Vx 1 · · · Vxn c/J . 

, ................ 3x ... ............. . 
: 1 : : : 

••.•... .•••••••• 1\ .•. J 

----------------:···· • 3y 

3z 
·· 1 : 

R(f(x). y) 

1 ;··· 

R(y, v) 

Vz • -·········: 

1 

+---+ 

/~ 
3y h 
1····: l 

.···· • 3v 
: 1 . . . 

v 

~ 
R(z . y) 

P(v) R(y,x) 

387 

La quantification fait porter le poid du quantificateur ur une variable. On ne quantifie 
d 'ailleurs que sur des variables , jamai ur d autre terme . De la sorte nou pouvon être 
amenés à dire que la nature même d 'une variable e t de se trouver sous la portée d'un quan­
tificateur. Variables et quan ificateur forment le deux cotés dun même objet de pensée. 
Il n 'y a pas de quantification ans objet sur lequel cette quantification est censée s'exercer. 
Et la symbolisation de tels objet con titue la nature même de la variable. Inversement une 
variable est quelque cho e qui , comme son nom l'indique, doit varier, doit pouvoir prendre, 
en droit, différentes valeurs. Indiquer la portée de cette variation est précisément la raison 
d 'être du quantificateur. 

Or les formules sont con truites par induction. On construit d 'abord la formule cjJ avant 
la formule ::lx c/J . Cela revient à dire que lon construit d abord des formules dan le quelle 
les variables sont libre de tout lien à quelque quantificateur que ce soit. 

Par ailleurs dans la formule Vx ::lx P(x) il y a deux quantification qui portent toutes 
deux sur la même variable, en l occurrence : x . Laquelle de ces deux quantifications est la 
bonne? De même, dan la formule (P(x) 1\ 3x P(x)) , la première occurrence de la variable x 
n 'a pas le même poids que la dernière. La dernière se trouve sous la portée d 'un quantificateur 
existentiel la première est libre. Finalement, les deux formules P(x) et P(y) sont différentes , 
comme le ont également les deux formules ::lx P(x) et ::Jy P(y) . Mais ce dernières sont plus 
proches l'une de l'autre que les deux premières, la raison intuitive étant que lorsqu'on veut 
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signifier qu'il existe un objet qui satisfait la propriété P , peut importe que l'on désigne cet 
objet par x ou par y , la variable n'est qu'un nom transitoire. 

Pour toutes ces raisons, nous sommes maintenant amenés à distinguer les variables qui 
tombent sous la coupe d'une quantification et celles qui ne le sont pas. P lus précisément, 
nous allons distinguer parmi les différentes occurrences des variables, celles qui sont sous la 
portée d'un quantificateur (nous les appelerons liées) et celles qui ne le sont pas (que nous 
appellerons libres). 

Définition 338 Soient cp une formule de la logique du rr ordre, R(t1 ... tn) l'une des 
feuilles de cp et x une occurrence d'une variable qui apparaît dans l'un des termes t 1 , . . . , tn. 

o On dit que cette occurrence de la variable "x" est 
• libre s'il n'existe aucun nœud "3x" ni '~x" sur la branche qui va de cette feuille 

à la racine de cp ; 
• liée - par le premier quantificateur '3x" ou '~x " rencontré en remontant de la 

feuille vers la racine - sinon. 
o On dit également qu'une variable est libre si une au moins de ces occurrences est 

libre. 

Exemple 339 Considérons la formule suivante dont les variables sont v, x, y , z : 

:lx ( :Jy \lz (P(x) ---+ •R(y v)) 1\ \lv ( 3v(P(v) V R(y x)) +-+ :Jy R(v y)))-

Colorions les occurrences de variables libres en vert, et liées en rouge : 

:lx ( :Jy \lz (P(x) ---+ • R(y v)) 1\ \lv ( 3v(P( v) V R(y x)) +-+ :Jy R(v y)))-

On se convainc beaucoup plus aisément en regardant la formule sous forme d 'arbre : 

3x 

1 

3y V v 

1 1 

Vz 

1 

+----+ 

~ 
~ 

P(x) 

3v 

1 
v 
~ 

P(v) R(y x) 

3y 

1 

R (v y) 

R(y v) 

....... :-····················• ,x .~· ····· · ··········: ................... . 
1\ 

. ---------------3y ~·- ·: .... 

l ' l 
\:;fz 

1 ---A 
P(x) ' · 

1 ~ .. : 

R(y;v) 

\::lv • ······· · ·-~ 

l : 
-~ 

:-··- ~ îv 3r~--.:·l 
!..A R(v:y)_; 

P(v) R(y x) >················ ···· 
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6.1 Formules closes et c lôture universelle 

Définition 340 Une variable libre dans une formule est une variable qui admet au moins 
une occurrence libre dans cette formule. 

Définition 341 Une formule est close si elle ne contient aucune variable libre. 

Dans le meilleur des mondes possibles, nous voudrions n'employer que des formules closes. 
Pour cela, nous avons un bon moyen de traiter les formules qui ne le sont pas. Nous les 
transformons en formules closes en prenant la clôture universelle : 

Définition 342 Soit cp une formule dont les variables libres sont parmi v1 , . .. , Vn, la clôture 
universelle de cp est la formule : 

Remarque 343 L'ordre dans lequel on considère les variables libres n'a guère d'impor­
tance. Cela repose sur le fait que la émantique de la logique du 1er ordre interprète de la 
même manière la formule \lx \/y cp et \/y \lx cp . La même remarque valant également pour 
le quantificateur existentiel : 3x 3y cp et 3y 3x cp . Ces deux formules seront interprétées ri­
goureusement de la même manière. Mais cette remarque n'est plus valable lorsqu'on a une 
alternance de quantificateur : il ne faut surtout pas confondre \lx 3y cp et 3y \lx cp . Intuiti­
vement, \lx 3y cp signifie que pour chaque x on peut choisir un y tel que la propriété, dont 
cp est chargée de rendre compte, est vraie. Alors que 3y \lx cp signifie que l'on peut choisir 
un y pour lequel la propriété cp va être vérifiée pour tous les x . . . 
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7 Substitutions dans les formules 

Résumé N!. 50 
o Substituer un terme t à une variable x à l 'intérieur d'une f ormule 4;, 

signifie remplacer chacune des occurrences libres de cette variable par le 
terme t . On obtient ainsi la formule cP[t/x] . 

o Ce procédé se généralise, en un procédé simultané, à un nombre fini 
quelconque de termes et de variables. 

Nous avons vu précédemment (2 .2) comment, à l'intérieur d'un terme, substituer des termes 
à des variables. Nous faisons maintenant un pas de plus : nous substituons toujours des 
termes à des variables, mais désormais nous le faisons à l'intérieur d'une formule. Cela 
semble aller de soi. Pourtant , il faut prêter attention à n 'effectuer cette substitution que 
pour les seules occurrences des variables qui sont libres. 

Définition 344 Soient[, un langage de la logique du 1er ordre, 4> une formule, x 1 , x2, .. . , Xk 
des variables deux à deux distinctes, et t, t 1 , t 2 , ... , tk des termes de .C. La substitution des 
termes ti {1 ~ i ~ k) aux occurrences libres de chacune des variables respectives Xi {1 ~ i ~ 
k) constitue la formule cP[tifx 1 ,t2jx2, .. . ,tk/xk] obtenue en : 

{1) repérant les occurrences libres des variables x 1 , . .. , Xn : 

{2) puis substituant simultanément aux seules occurrences libres des variables x1 , .. . , Xn, 
les termes h, ... , tn : 

L ........ .... .... .. ~ .. .. .... .. ........ ...... .. ........ ~'""' 
Cette définition a l'avantage d 'être "visuellement" bien comprise. En effet, pour repérer 

quelles sont les occurrences libres des variables x 1 , . .. , Xn, il suffit de remonter le long de 
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l'arbre de cp depuis la feuille dans laquelle e trouve la variable en question, jusqu'à la racine, 
à la recherche d'un quantificateur la liant. La substitution proprement dite consiste ensuite 
à "arracher" simultanément les occurrence libres des variables x 1 ... , Xn et les remplacer 
par les termes t1 ... , tn. 

Cette définition est généralement présentée comme suit à partir de la forme linéaire des 
formules. Le lecteur pourra se convaincre que le deux définitions ont équivalentes, mais 
que la suivante est nettement moins intuitive. 

Définition 345 (alternative linéaire) Soient cp une formule , x 1 x 2 , ... , Xk des variables 
deux à deux distinctes, et t, t1 t2 .. . , tk des termes, on définit la formule <b[tdx 1 ,t2 jx 2 , ... ,tk/xk] 

comme étant le résultat de la substitution de chacun des termes t i {1 :S i :S k) aux occurrences 
libres de chacune des variables respectives Xi {1 :S i :S k) dans la formule <P . La définition 
procède par induction sur la hauteur de <P . 

{1) si ht(cp ) = 0 alors cp = R (u1 .. . , un) où u1, ... , Un sont des termes : 

(Le lecteur se reportera à la Définition 321 pour la ubstitution dans les termes.) 

( 2) si <P = •'1/J : 

( 3) si cp = ( '1/Jo V 1) : 

{5) si <P = ('1/Jo --'t '1/JI) : 

{8) si <P = Vx '1/J , avec x tf: {x1 x2 ... Xk} : 
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Exemple 346 Considérons la formule suivante dont les variables sont v, x, y : 

<P := :lx ( 3y (P(x) -----+ ·R(y, v)) 1\ \lv ( 3v(P (v) V R(y, f(x))) +---+ 3y R(v, y) )). 

opérons la substitution du terme f ( c) à la variable v et du terme c à la variable y 

cfJ[J ( c)/v, cj y]· 

Pour cela, distinguons, en vert , les occurrences de ces deux variables qui sont libres et , en 
rouge, celles qui sont liéés : 

q, := :lx ( :Jy (P (x) -----+ ·R(y, v)) 1\ \lv ( 3v(P (v) V R(y, f(x))) +---+ 3y R(v , y))). 

Nous obtenons : 

cfJ[f(c)/v, cj y] 

3x ( 3y (P(x) -----+ •R(y, f( c))) 1\ \lv ( 3v(P ( v) V R( c, f(x))) +---+ 3y R( v , y) )). 

On se convainc beaucoup plus aisément en regardant la formule sous forme d 'arbre. 

:lx :lx 

1 1 

1\ 1\ 

'1/V • ··········; 3y V v 
1 ... .. 

1 
f---+ --+ 

R( 

~ 
:ly •·l··. 

1 : .. _: ~ 
R ; , .: 

R (y, f (c)) 

:lv 

1 
v 

~ 

3y 

1 

R(v,y) 

~ 
P(x) P(x) 

p P (v) R (c, f (x)) 

7.1 Capture de variables 

L un des problèmes lorsque l'on fait de la substitution, c'est que des variables qui sont 
libres dans un terme peuvent être capturées par un quantificateur présent dans la formule 
dans laquelle elles prennent place. C'est le cas par exemple si nous considérons la formule 
cp = 3x •X = y (qui signifie qu 'il existe un élément qui n 'est pas y) et que nous substit uons le 
t erme x à la variable y dans cette formule. Nous obtenons alors cfJ[x / yJ devient 3x • X =x qui 
signifie tout à fait autre chose, puisqu'elle dit qu 'il existe un élément qui n 'est pas lui-même, 
ce qui sera bien évidemment impossible à réaliser. Par cont re si nous effectuons cette même 
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substitution du terme x à la variable y dans la formule = :3z -,z = y - dont la signification 
est rigoureusement identique à la formule cP - nous obtenons [x/y] devient :3z • z =x qui 
conserve le sens initial. 

Pour cette raison nous veillerons à éviter la capture de variable et pour ce faire nous 
opérerons comme suit : 

Avant de substituer les termes t 1 . . . t n aux occurrences libres des variables x1, . . . , Xn 

dans la formule cfy , il conviendra : 

(1) d'effectuer la liste v1 .. . vk de toute le variables de la formule cjy qui possèdent au 
moins l'une de leurs occurrences liées; 

(2) de choisir des nouvelle variable z1 . . . Zk qui n apparai sent ni dans cfy , ni dans les 
termes t1 , ... t n ; 

(3) puis, pour chaque variable vi (1 S i S k ) de remplacer chaque occurrence liée de Vi 

par Zi ainsi que chaque nœud 3 vi par :3zi et chaque nœud V vi par V Zi ; 

( 4) enfin, d 'effectuer la sub titution souhai ée. 

Exemple 347 Considéron la formule cjy à gauche ci-dessous dont les variables sont v, x y, z, 
et repérons à droite le occurrences des variable qui sont liée : 

3x .··························--~ 3x 

1 
1\ 

--------------- 1 ~ 
3y \:lz 

1 
V v 

1 
---t 

~-, 
A1 

1 
t---7 

~ 
3v 3y 

1 1 
v 
~ 

R(t•.y) 

3y • ··· Vz •················--~ 

1 
\:lv • ..... .:... t---7 

1 :: ~ j 

v~" ii , ... ï " r :: 
~ 1--·=j A -----------~~~:Y) ____ : 

P(x) P(z) R(y,v) P (v) R(y,z) P(x) P(z) R(y,v) P (v) R(y,z) 

Effectuons tout d'abord la substitution brutale cP[z/v f (c)fx f (x)j y ,vfz] 

--·· ···-····-----------~ 3x 

1 
1\ 

---------------3y .. -- \:lz • ---------------·--: 

1 1 1 

~ ~ 
:.:.--·- • 3lv 3y • ·· : ; 

A .......... R I , ,~~-j 

\:lv • · ---:-

1 

-· ---t : 

~-, l v . 

A 1--·: 

3x 

1 
1\ 

---------------3y Vz 

1 

\:lv 

1 

~ 
Al 

P(x) P(v) R(y,v) 

1 
t---7 

~ 
3v 3y 

1 1 
v 
~ 

R(z,y) 

P (v) R(J(x), z) 
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Effectuons maintenant la même substitution, mais en prenant soin d'éviter la capture des 
variables. Pour cela, renommons les variables dont les occurrences sont liées et effectuons les 
remplacements suivants : 

occ. liée '"'-'? n velle var. quantif. :3 quantif. V 
l' '"'-'? Z1 ::l v '"'-'? ::lz1 \/7' '"'-'? Vz1 
.r '"'-'? Z2 ::J .r '"'-'? :3z2 \I r '"'-'? Vz2 
y '"'-'? Z3 3y '"'-'? ::lz3 \/y '"'-'? Vz3 
:; '"'-'? Z4 :3 ~ '"'-'? ::lz4 V ~ '"'-'? \/z4 

Cela donne la formule à gauche ci-dessous. Puis effectuons les substitutions souhaitées pour 
obtenir la formule ci-dessous à droite : 

---------------3z3 '\;fz4 

1 1 
Vz1 ~ 

1 ~ 
~ 3t 3Î3 

A 1 A R(z,z3) 

Comparons maintenant les deux résultats obtenus. Ci-dessous, à gauche la substitution 
"brutale" cP[z j v ,f(c)jx ,f(x)jy ,vj z] , à droite la substitution "fine" cP[zjv,f(c)jx,f(x)jy,vjz] après 
renommage des occurrences de variables liées afin d'éviter la capture des variables : 

.--·--·------·--·-··········-.. 3x .. ........... , 
: : 

1\ 

r··-· 3v 

R(J 

;··--·········-··-·•-· ······ • 3Z2 

1:: 3~V~· ····· · ············: 
:· · 1:::,1 .. ::: . . 3,0 1 r·---~~. 1 VI 

3Î3 

.. :_-_-j 1 

!~ 1:·; .. : : .. ~ :···-------~ ----···---) 

On remarque que les variables qui ont été substituées de manière "brutale" ont toutes été 
"capturées " ; alors que lorsqu'elles l'ont été de manière "fine", elles conservent leur caractère 
libre. 
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Pour aller plus avant : 

La syntaxe de la logique du 1er ordre se retrouve dans de très nombreux livres. P armi les ouvrages relative­
ment faciles d'accès , nous recommandons particulièrement 1 excellent "An introduction to elementary logic" 
de Wilfrid Hodges [Hod01]. Sont également recommandables car très accessibles "Logic For Dummies" de 
Mark Zegarelli [Zeg10], ainsi que l' "Introduction à la logique" de Jean Leroux [Ler98] ou les "Eléments de 
logique contemporaine" de François Lepage [Lep01]. 

Par ailleurs, la logique du 1er ordre joue un rôle central en mathématiques , il n'est donc point étonnant 
de la retrouver très largement détaillée dans tou les ouvrages dont le titre comporte "logique mathéma­
tique", "mathematical logic", "mathematische Logik" etc. Ceci dit, la syntaxe y est toujours exposée de 
manière linéaire : les termes sont des expressions linéaires , de même que les formules. Les formules telles 
que nous les présentons sous forme d 'arbres , représentent dans ces ouvrages ce qu'ils appellent les "arbres 
de décomposition" des formules introduites de manière linéaire . 

De ces ouvrages qui traitent de logique mathématique, nous recommandons tout particulièrement , parmi 
les ouvrages en français, "Logique mathématique, tome 1 : Calcul propositionnel; algèbre de Boole; calcul 
des prédicats" de René Cori et Daniel Lascar [CLK03a], "Introduction à la logique" d 'André Delessert 
[Del88] et "Eléments de logique mathématique : théorie des modèles" de Georg Kreisel et J ean-Louis Krivine 
[KK67] . En allemand on trouve le fameux manuel "Einführung in die mathematische Logik" de Heinz-Dieter 
Ebbinghaus, Jorg Flum et Wolfgang Thomas [EFT78]. En anglais le choix est vaste. ous retenons : "A 
mathematical introduction to logic" de Herbert B. Enderton [End72] "A friendly introduction to mathema­
tical logic" de Christopher C. Leary [Lea99], "Introduction to mathematical logic" de Mendelson Mendelson 
[Men97], "Mathematicallogic: afirst course" de Joel W. Robbin [Rob69] et "Mathematicallogic"de George 
Tourlakis [Toullb]. 

Parmi les ouvrages anciens, le lecteur trouvera particulièrement plaisant de s'immerger dans "Mathema­
ticallogic", de Joseph R. Shoenfield [Sho67], "Introduction to Mathematical Logic " d 'Alonzo Church [Chu96], 
"Mathematical Logic" de Stephen C. Kleene [Kle67], ainsi que l' "Introduction à la logique " d'Alfred Tarski 
[Tar69]. Dans une perspective cette fois totalement historique, au lecteur qui ouhaiterait se plonger dans les 
linéaments de la mise en place de la logique du 1er ordre nous recommandons tout particulièrement l'ouvrage 
"From Freege to GodeZ: A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931 " de J ean van Heijenoort [vH77]. 





Chapitre 11 

Sémantique 

1 Les modèles de la logique du 1er ordre 

Résumé N!. 51 Etant donné un langage C, un modèle M de la logique du 1er 
ordre est une C-structure qui se compose : 

o d'un ensemble non vide appelé domaine de base (noté M = IMIJ sur 
lequel "varient" les variable . 

o pour chaque ymbole de constante c de C un élément cM E M ; 
o pour chaque symbole de fonction f de C une fonction fM : Mn ---+ M 

(où n désigne l 'arité de f). 
o pour chaque symbole de relation R de C, une relation R M Ç Mn (où n 

désigne l'arité de R). 

Les formules de la logique du 1er ordre ne ignifient rien en particulier. Afin de pouvoir 
le utiliser, il faut leur donner un sens. Ce formule sont des suite de symboles qui d 'une 
part, rappellent celles du Calcul Propo itionnel et d autre part ne ont que des symboles de 
fonctions des ymboles de relations et de quantificateurs. Donner un sens à de telles uites 
de signes c'est tout d 'abord interpréter ce ymboles de relation par de "vraies' relations, 
ces ymboles de fonctions par de vraies fonctions. Mai pour cela il nou faut un domaine 
sur lequel agi sent ces relation et ce fonctions. Ce domaine e t au i rendu néces aire 
pour la bonne compréhen ion de l usage de quantificateurs. Que ce soit le quantificateur 
universel ou le quantificateur existentiel tou deux occupent de variable qui comme leur 
nom l'indique, varient sur un domaine. Ce domaine constitue en quelque sorte l univer des 
objets auxquels on s'intére e. Cela peut être un univers extrêmement re treint , limité même 
à un seul élément. Mais celui-ci peut être au i un vaste en emble d objet disparates voire 
même un en emble contenant une infinité d objet comme ce t le cas dans la plupart des 
tructure qui intére sent le mathématiciens. 

Nous voyons ainsi que la première différence majeure entre le Calcul Propositionnel et la 
logique du 1er ordre réside dan la taille du domaine des modèles con idér ' s. Dans le cadre du 
Calcul Propositionnel, le modèles ne comportent comme ensemble de ba e que l'ensemble à 
deux éléments {0 1}- qui symbolisent le vrai par 1 et le faux par O. Al oppo é, dans la logique 
du 1er ordre les ensembles de base de modèles peuvent être rigoureu ement n 'importe quel 
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ensemble non vide. Ce peut être aussi bien l'ensemble des individus de la planète que les 
atomes d 'un morceau de sucre, les plaisanteries de Groucho Marx, les madeleines de Proust , 
les écrits de Platon, les nombres entiers, les nombres réels, les flocons de neige sur lesquels 
j'ai skié l'hiver dernier. . . 

Définition 348 Soit .C un langage du 1er ordre dont la signature est composé : 

{1) des symboles de relations : R1 , .. . , Rk; 

( 2) des symboles de fonctions : h , . .. , il ; 
{3) des symboles de constantes : c1 , . . . cm. 

Un modèle M de la logique du 1er ordre (également appelé une .C-structure, ou encore une 
.C-réalisation) est une suite : 

où 

M = (M, c~, ... , c:;;:,ft, . .. , f(' , R '(t, ... , Rç:) 

( 1) M est un ensemble non vide, appelé ensemble de base ou domaine du modèle; 

{2) c:r est un élément du domaine ( c:r E M); 

{3) ft" est une fonction n i -aire 1 de M dans M (fi : Mni ----+ M); 

(4) R:r est une relation n i -aire 2 sur M (R :r Ç Mni ). 

Exemple 349 Considérons le langage qui cont ient deux symboles de constantes : co et c1, 
ainsi que deux symboles de relation unaire Po et P1 . Un modèle à cinq éléments peut être 
représenté par la figure ci-dessous. 

1 
1 

1 

1 
1 
1 

/ 

/ 
/ 

,, ...... --, _ 

'"-._. -- ... , 

\, 
\ 

M 

Po syntaxe 

Le domaine contient les ent iers de 0 à 4, le symbole de constante co est interprété par 
l'ent ier 4, le symbole de constante c1 est interprété par l'entier 2. Le symbole de relation 
Po est interprété comme le sous-ensemble {0, 4} , et finalement P1 est interprété comme le 
sous-ensemble {1 , 2, 3}. 

1. n i désignant l'arité du symbole de fonction fi , pour chaque i E {1, ... l}. 
2. n i désignant l'arité du symbole de relation Rï , pour chaque i E {1, .. . m}. 
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Exemple 350 Considéron le langage qui contient deux ymboles de constante co et c 1 , 

deux symboles de fonctions binaires f + et f x , ainsi qu un ymbole de relation binaire Rs,. 
Le modèle ci-dessous repré ente ce qu on appelle généralement 1 arithmétique. 

(1) le domaine (M) de ce modèle est con titué de tous le entiers naturel (IN). C'est donc 
un ensemble infini · 

(2) c0 est interprété par 1 élément 0 et c1 e t interprété par 1 élément 1. Autrement dit 
c~ = 0 et ctt = 1 ; 

(3) f+ est interprétée par 1 addition et f x par la multiplication : ff est la fonction qui 
vérifie ff(x y)= x+ y et f~ celle qui vérifie JM(x Y) x =x x y· 

(4) Rs, est interprété par la relation d ordre usuelle sur les entiers: (a , b) ER~ ssi a~ b. 

4 5 6 7 9 ....... . 

M <· --"' - \ 

1 

' 
\ 

1 

; 

'co 'tl f + syntaxe 
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2 Homomorphisme, isomorphisme et plongement 

Résumé N~ 52 Pour un langage du 1er ordre .C et M , N deux .C-structures, 

( 1) cp : M --+ N est un homomorphisme de M dans N si : 

(a) pour tout symbole de constante c de .C, 

{b) pour tout entier n et tout symbole de fonction f d'a ri té n du langage 
.C, et pour tous éléments a~, ... , an de IMI : 

<p (fM (a 1 , ... , an)) = f N ( <p (a 1) , . . . , <p (an)) ; 

(c) pour tout entier n et tout symbole de relation R d'arité n du langage 
.C, et pour tous éléments a1, . .. , an de lM 1 : 

{2) cp : M --+ N est un isomorphisme de M dans N si 

(a) cp est un homomorphisme injectif; 

{b) "===}" est remplacé par "+------+"dans la définition {1){c). 

Lorsqu'on a différents modèles d 'un même langage, il est souvent intéressant de les com­
parer. Les notions d'homomorphisme et d 'isomorphisme sont une réponse à cette exigence 
comparative. Mais commençons par un exemple. 

Exemple 351 Considérons le langage qui contient deux symboles de constante : co et c1, 
deux symboles de relation unaires P et Q, ainsi qu'un symbole de fonction unaire f Nous 
allons donner deux modèles différents (M et N) de ce langage. Mais ces modèles ne seront 
pourtant différents que par les "noms" des éléments ainsi que les "noms" des interprétations 
des symboles de constante, de fonction et de relation. 
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(1) Le modèle M : 

--------------

M 

p syntaxe 

(a) le domaine ( M) de ce modèle est l ensemble contenant quatre éléments suivant : 
{Chaperon rouge Loup Grand-Mère Bobinette}· 

(b) c0 est interprété par l'élément Bobinette. C est-à-dire c~ =Bobinette· Et c1 est 
interprété par l élément Grand-Mère. C est-à-dire c~ =Grand-Mère· 

( c) f est interprétée par la fonction fM définie par : 

o fM (Chaperon rouge) = Bobinette o JM (Grand-Mère) = Bobinette, 
o jM(Loup) =Bobinette o jM(Bobinette) =Chaperon rouge; 

( d) P et Q sont interprétés respectivement par la propriété d être inanimé et d'être 
assoiffé de sang. Donc PM= {Bobinette} et QM ={Loup}. 

(2) Le modèle N : 

. 
1 . . 
1 
1 

\ 

/ 
1 

,/' 

·"" ,/' 

--------------

\ 
' 
\ 
\ 
1 

j .l p 

N 

syntaxe 

(a) le domaine ( M) de ce modèle est l en emble contenant les quatre Marx Brothers : 
{ Chico, Harpa, Groucho, Zeppo} · 
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(b) co est interprété par l'élément Zeppo. C'est-à-dire ctf =Zeppo; Et c 1 est interprété 
par l'élément Groucho. C'est-à-dire c'i' =Groucho; 

( c) f est interprétée par la fonction f N définie de la manière suivante : 

o j N ( Chico) = Zeppo · o jN(Harpo) = Zeppo ; 
o j N (Groucho) = Zeppo; o j N ( Zeppo) = Chi co; 

(d) P et Q sont interprétés respectivement par la propriété de ne pas être drôle et 
celle d 'être muet. Donc p N = {Zeppo} et QN ={Harpa}. 

On peut remarquer que ces deux modèles du même langage sont à la fois très éloignés, 
mais aussi très proches l'un de l'autre. Ils sont éloignés par le fait que leur domaine de base 
respectif n'ont rien à voir l un avec l'autre. Les personnages de l'histoire du Petit Chaperon 
rouge et les Marx Brothers n 'ont a priori rien en commun. 

Mais pourtant , ces deux modèles sont plus proches que ne le laisse penser la disparité 
de leur domaine. En effet, tout porte à croire que la Grand-Mère et Groucho Marx ont le 
même rôle par rapport aux interprétations des symboles du langage. De même, le Loup et 
Harpa , le Chaperon rouge et Chico, et finalement la Bobinette et Zeppo ont des rôles tout à 
fait similaires dans les deux modèles. 

Cela signifie qu 'avec les interprétations du langage que nous avons dans un modèle et 
dans l autre, la Grand-Mère, le Loup, le Chaperon rouge et la Bobinette ont exactement 
entre eux les mêmes relations que Groucho Marx, Harpa, Chico et Zeppo. Ou, pour le dire 
plus précisément, si nous considérons la bijection r.p de M vers N indiquée dans le schéma 
ci-dessous : 

N 
cp 

alors nous observons que les égalités suivantes sont toutes vérifiées : 

(1) ctf = <p (cf)) (2) cf= r.p ( c~) (3) pour chaque a E IMI : 

o a E P M {::> r.p( a) E pN o a E QM {::> r.p(a) E QN o <p(JM(a)) = jN(r.p(a)) 
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cette dernière égalité est illustrée dans la figure ci-dessous, où le trajet en trait plein et celui 
en pointillé coïncident. 

N 

Tout cela se résume dan la figure qui suit : 

N 

M 
." -----~-------r-

syntaxe 

On dit de deux tels modèles qu il ont isomorphes. Cela signifie qu ils sont vraiment 
identiques, au changement de noms prè . En effet , il n est pas de manière de les distinguer 
par le langage. Le Loup et Harpa par exemple, vérifient exactement les mêmes propriétés, 
eu égard aux interprétations de celles-ci dans leurs modèles respectifs. 

Deux modèle isomorphe sont comme deux univers parfaitement équivalents. On ne peut 
les di tinguer qu en regardant le noms des éléments. Entre autres deux modèle isomorphes 
vérifient exactement les mêmes formule du langage en question. Il n est donc pas possible 
de les distinguer à l aide d une formule qui serait vraie dans l un et fausse dan l autre. Leurs 
différences sont inexprimables, elle sont indiscibles dan le langage. 
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Définition 352 Soient[, un langage du 1er ordre et M , N deux L-modèles, 

Un homomorphisme de M dans N est une fon ction <p de M dans N qui vérifie : 

{1) pour tout symbole de constante c de [, , 

{2) pour tout entier n et tout symbole de fonction f d 'arité n du langage [, , et pour tous 
éléments al , . . . ' an de IMI : 

{3) pour tout entier n et tout symbole de relation R d 'arité n du langage [, , et pour tous 
élém ents al , ... ' an de IMI : 

Exemple 353 Soit [,le langage qui ne contient que le symbole de constante c , le symbole 
de fonction binaire f et le symbole de relation d 'arité 1 : P. Considérons les deux {,-modèles 
M et N suivants : 

(1) IMI = tN, JNI = {Laurel, Hardy} 

(2) cM = 0, c"' = Hardy ; 

(3) f est interprétée dans M par la multiplication (J M(a, b) =a x b). Et dans N , f est 
interprétée comme la fonction qui nous indique la personne la plus grosse des deux. 
Cela signifie que J"' envoie le couple (Laurel, Laurel) sur Laurel et tout aut re couple 
sur Hardy. 

( 4) P est interprété dans M par la propriété d 'être non nul. Donc P M = {1 , 2, 3, . . . } = 

tN " {0}. Et dans N , P"' est interprété par le fait d 'être mince (P"' ={Laurel} ). 

La fonction <p: tN---+ {Laurel , Hardy} définie par cp(O) = Hardy et cp(n+ 1) =Laurel (pour 
tout entier n) est un homomorphisme de M dans N . 

La fonction 'ljJ : {Laurel, Hardy} ---+ tN définie par '1/J( Hardy) 
également un homomorphisme de N dans M. 

0 et '1/J (Laurel) 1 est 

Ainsi, un homomorphisme d 'une structure dans une autre est une fonct ion qui envoie 
les éléments de la première dans la seconde, tout en respectant les constantes, les fonctions 
et les relations de ces deux structures. L'image toute entière de la première structure par 
l'homomorphisme est comme une copie de cette première structure dans la seconde. C'est 
pourtant une copie imparfaite puisque rien n 'indique que l'homomorphisme soit injectif. Et, 
en effet, dans la plupart des cas, les homomorphismes ne sont pas injectifs , comme c'est le 
cas dans l'exemple précédent. Si l'on veut s 'approcher un peu plus de l'idée d 'image fidèle 
de la première structure dans la seconde, il faut alors ajouter la condition d 'injectivité et 
renforcer la dernière condit ion par une équivalence à la place d 'une simple implication. 
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Définition 354 Soient .C un langage du 1er ordre et M , N deux .C-modèles. Un plonge­
ment M dans N est un homomorphisme cp de M dans N qui vérifie les deux conditions 
supplémentaires suivantes : 

( 1) cp est injectif; 

{2) pour tout entier n et tout symbole de relation R d'arité n du langage .C, et pour tous 
éléments a1 , ... , an de lM 1 : 

Exemple 355 Dans l exemple précédent l homomorphisme '1/; : {Laurel, Hardy} ---t tN est 
un plongement deN dan M . Alors quel homomorphisme cp : tN---t {Laurel, Hardy} n 'est 
pas un plongement pour la rai on qu il n e t pas injectif. 

Le plongement d'un modèle dans un autre détermine une copie conforme du premier 
modèle dans le second. En effet l injectivité du plongement implique que l'image du premier 
modèle dans le second forme une sou -structure du second modèle, parfaitement semblable 
au premier modèle, au changement de nom prè . On a donc l image indiquée dans la figure 
ci-dessous. 

00
ooooo 00 

cp 

M 

Pour être plus précis dan l image ci-de u l image du domaine de M par le plongement 
forme un sous-modèle deN qui est isomorphe à M. Cela signifie que cette image est une 
copie conforme du modèle de départ une copie qui "vit' dans le modèle Net qui en forme 
donc une partie, une restriction : la re triction de toutes les interprétations de symboles de 
constantes, de fonction de relations au domaine image du domaine de M. 

Définition 356 Soient .C un langage du 1er ordre et M , N deux .C-modèles, 
Un isomorphisme de M dans N est un plongement surjectif de M dans N. 

R emarques 357 

(1) Si cp est un isomorphi me de M dans N, alors la fonction réciproque de r.p (notée 
<p- 1) est un isomorphi me deN dans M. 

(2) On dit que M et N ont i amorphe lorsqu'il existe un i omorphisme de l'un vers 
l autre. Dans l'exemple 351 les deux modèles en question sont isomorphes. Dire que 
deux modèles ont i amorphes cela signifie qu'ils sont infiniment proches, eu égard 
au langage à partir duquel ce modèles sont constitués. Le langage concrétise l'ac­
ce ibilité à ces modèles. En fait les modèles n'ont pa d exi tence hors du langage 
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qu'ils réalisent . C 'est par le langage, en tant qu 'il véhicule leurs interprétations, qu 'ils 
prennent corps. Donc, dire que deux modèles sont isomorphes, cela signifie qu 'ils sont 
deux fois la même réalisation du langage aux noms près des interprétations. Si l 'on 
oublie le nom des objets des deux domaines, ainsi que le nom des interprétations des 
différents symboles du langage, ces deux modèles n 'en sont qu 'un . Ils représentent, en 
fait, tous les deux le même monde, le même univers. Ce qui permet de les distinguer 
n 'est que du ressort de la dénomination. Ou, pour le dire encore aut rement, deux 
modèles isomorphes représentent la même structure logique, les éléments de l'un et 
de l'aut re fonctionnant les uns par rapport aux aut res rigoureusement de la même 
façon dans un modèle comme dans l'aut re. Les relations structurelles sont ident iques 
dans les deux modèles . 

(3) La notion d 'isomorphisme permet entre aut re de rendre compte de manière formelle de 
la not ion de mét aphore. Une mét aphore "transporte" le sens d 'un univers imaginaire 
dans un aut re, de la même manière que l'isomorphisme "transporte" la structure d 'un 
modèle dans un autre. 

Exemple 358 Soit [, le langage qui ne contient que le symbole de constante c et le symbole 
de relation P d 'arité 1. Considérons les deux L-modèles M et N suivants : 

(1) IM I ={Barry, Le Cervin, Flipper} , iNi ={Xanthippe, Tintin, Socrate}. 

(2) cM =Flipper, eN = Tintin. 

(3) P est interprété dans M par la propriété d 'être un sommet alpin et dans N , par le 
fait d 'être acariâtre. (PM= {Le Cervin} et pN ={Xanthippe}). 

Ces deux modèles sont isomorphes, comme indiqué dans la figure ci-dessous. 

Le C'~rvin 

M N 
'··-------------:::-,.,_: ·· · .......... :.' .. ····· 

syntaxe 

Bien sûr , pour que ces deux modèles ne soient plus isomorphes, il nous suffirait de les 
enrichir par des interprétations différentes de nouveaux symboles du langage. Mais pour 
cela, il faudrait également enrichir le langage lui-même. Nous voyons donc que la richesse 
du langage est un outil essentiel pour permettre de discerner les différents univers qui se 
présentent à nous. 

En ce sens , il y a deux directions possibles en logique : 

(1) Soit nous partons d 'un langage formel , sur la base duquel nous constituons une théorie 
pour ensuite la confronter aux modèles possibles. 
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(2) Mais nous pouvons également procéder en sens inver e. Nous partons d'un modèle 
que nous cherchons à décrire. ou nous donnons alors un langage dont les interpré­
tations adhèrent au mieux à la structure de ce modèle tel que nous le percevons et 
grâce auquel nous explicitons la théorie de ce modèle, autrement dit, la nature de sa 
structure. 

Pour aller plus avant : 

Les notions d'homomorphisme, d 'isomorphisme et de plongement sont parmi les premiers linéaments de 
la "théorie des modèles " qui est la partie de la logique dédiée à l étude des relations qu 'entretiennent les 
modèles entre eux. Le lecteur qui souhaiterait étendre le champs de ses connaissances dans cette direction 
regardera avec grand intérêt le livre "A Shorter Madel Theory" de Wilfrid Hodges [Hod97]. 

Pour des ouvrages à la fois plus conséquents et dirigés avant tout vers les mathématiques, il y a "Logique 
mathématique, tome 2 : Fonctions récursives, théorème de Godel, théorie des ensembles, théorie des modè­
les" de René Cori et Daniel Lascar [CLK03b], "Eléments de logique mathématique : théorie des modèles" de 
Georg Kreisel et Jean-Louis Krivine [KK67], "Introduction to madel theory" de Philipp Rothmaler [RotOO] 
et "Models and games " de Jouko Vaananen [Vaall]. 

Pour une approche sans eance ion, nous recommandons les plus difficiles "Cours de théorie des modèles: 
une introduction à la Logique mathématique contemporaine" de Bruno Poizat [Poi85], "Madel theory : an 
introduction" de David Marker [Mar02], ainsi que "Madel theory" de Chen C. Chang et H . Jerome Keisler 
[CK90]. 

Une approche différente consiste à se restreindre aux seuls modèles finis. Cette "théorie des modèles 
finis" est différente, mais les notions essentielles s'y retrouvent dans un cadre peut-être plus abordable. 
Nous conseillons sur ce point les livres "Elements of finite madel theory" de Leonid Libkin [Lib04], ainsi que 
"Finite madel theory" de Heinz-Dieter Ebbinghaus et Jorg Flum [EF05]. 
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3 Satisfaction des formules dans une .C-structure 

Résumé N!. 53 L 'évaluation d'une formule close cjJ ne comportant que les 
connecteurs---,, V, 1\ en une .C-structure M s'effectue au moyen d'un jeu d'éva­
luation [v (M, c/J) dans lequel deux joueurs - le V érificateur et le F alsificateur 
- opèrent: 

o des choix de bifurcation le long de l 'arbre de la formule cjJ : 
• le V érificateur choisit aux bifurcations de type uv " et 
• le F alsificateur choisit aux bifurcations de type u/\ "; 

o des choix d'éléments du domaine IMI : 
• le V érificateur choisit ai E lM 1 aux nœuds de type 'gxi " et 
• le F alsificateur choisit ai E IMI aux nœuds de type '~xi"; 

o la partie s'arrête lorsqu 'une feuille a R( h ... , tn) est atteinte. Les 
variables x1, ... , Xk des termes t 1 .. . , tn sont remplacées par les 
choix des éléments a1 , ... , ak des joueurs. Le Vérificateur gagne si 

(t
M [al f xl , ... ,an / xn] tM [al f xl , ... ,an f xn] ) E RM . l F ls'fi t l' _ 
1 , ... , k , e a 1 ca eur em 

porte sinon. 

M f= cjJ si le V érificateur possède une strat. gagn. dans [v (M, cjJ). 

a. Une feuille est nécessairement une formule atomique de la forme R(t1 , . .. , tn) . 

3.1 Evaluation sous forme classique 

Nous avons pour l'instant des formules du côté syntaxique et des modèles du côté sémantique. 
Il nous faut créer le lien entre les deux. Il nous reste donc à évaluer les formules dans les 
modèles, c'est-à-dire à préciser les conditions de vérité des formules dans les modèles, ce que 
l'on appelle la satisfaction des formules. La satisfaction d 'une formule dans un modèle se 
fait tout naturellement par induction sur la hauteur de cette formule. Mais si les différents 
symboles du langage que sont les symboles de constantes, de fonctions et de relations ont 
bien une interprétation dans le modèle, il n 'en est pas de même quant aux variables. Les 
variables n'ont aucune interprétation dans le modèle. Une variable n'est pas consignée à un 
élément du modèle comme l'est la constante. Une variable n 'est attachée à aucun élément 
du domaine du modèle. Elle est libre comme l'air, c'est d 'ailleurs pour cela qu 'on l'appelle 
variable : parce qu'elle varie. Comme une variable est par nature changeante, il va falloir 
l'empêcher de varier, c'est-à-dire la fixer sur une valeur pour arriver à évaluer une formule 
dans laquelle cette variable est libre. 

Il est à garder en mémoire que nous ne serons ultimement interessés que par les formules 
closes, c'est-à-dire celles qui n 'ont précisément pas de variables libres. Alors pourquoi dès lors 
se préoccuper des variables libres? La raison est simple et évidente : puisque nous souhaitons 
définir la satisfaction d 'une formule par induction sur sa hauteur, nous serons nécessairement 
amenés à considérer les sous-formules de cette formule. Or, les sous-formules d 'une formule 
close ne sont généralement pas closes (::lx Vy f (x) = y est close mais ni Vy f (x) = y , ni 
f (x) =y ne sont closes). 
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Définition 359 Soient .C un langage du 1er ordre, M un .C-modèle t un terme du langage 
dont les variables sont parmi x1 .. . , Xn et { a1 . . . an} Ç 1 M 1· 

On définit tM [aifxl , ... ,an/xnJ l'interprétation du terme t dans la .C-structure M , lorsque 
les variables x1 , ... , Xn sont respectivement remplacées par a 1 , ... , an : 

o si t = c {un symbole de constante de .C), alors tM la1fx 1, .. ,anfxnJ = cM 

0 Sit = f(t 1 , ... ) tk) , alOrS tM [a l fx l ,···•an/xnJ = f M(f'; (a l fx l , .. ,an/xnJ ' • • • t;; [a1 /x 1, .. ,an/xnJ) . 

Définition 360 Soient .C un langage du 1er ordre, M un .C-modèle, cp une formule dont les 
variables libres sont parmi X1 .. . , Xn et a1, ... , an des éléments du domaine de M. 

On note M , a1 / x1 . . . an/ Xn 1= dJ le fait que la formule cp est satisfaite dans la .C­
structure M , lorsque les variables x 1 , . .. Xn sont respectivement remplacées par a 1 , ... , an. 
Cela se définit par induction sur la hauteur de cp par : 

o si cp = R (t 1 . . . , tk) , alors M adx1 ... an/Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = • '1/J , alors M , a1/x1 .. . an /Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = (c/Jo V c/J1) alors M a1 /x1, ... an/Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = ( c/Jo 1\ epi) , alors M , a1 / x1 .. . , an/ Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = ( c/Jo -----+ c/J1) , alors M a1 / x1, . . . an/ Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = ( c/Jo +------+ c/J1) , alors M ad X1 ... , an/ Xn 1= cp si et seulement si 

o si cp = :lx '1/J avec x~ {xl, . .. , xn } , alors M , adx1, ... , an/Xn 1= cp si et seulement si 

il existe un élément a E IMI tel que M ajx adx1 ... an/Xn 1= '1/J 

o si cp = Vx avec x~ {xl . .. Xn} alors M , adxb ... , an/Xn 1= cp si et seulement si 

pour tout élément a E IMI , M , ajx , a1 /x1 .. . an/Xn 1= 7jJ 

o si cp = :lxi 7/J , alors M , a1 / X1, . . . an/ Xn 1= cp si et seulement si 
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o si c/J = V xi 'ljJ , alors M , ad X 1 , . .. , an/ Xn 1= c/J si et seulement si 

Remarques 361 

(1) Si la formule cjJ est close, la satisfaction de cjJ dans le modèle M se note simplement 
M 1= c/J . 

(2) La définition de la satisfaction de la formule c/J dans la .C-structure M lorsque les 
variables x1 , . .. , Xn sont respectivement remplacées par a1 , . .. , an, ne dépend abso­
lument pas de l'ordre dans lequel on considère ces variables. 

(3) La définition de la satisfaction d 'une formule de la logique du Fr ordre n'est somme 
toute pas très éloignée de celle que l'on rencontre en Calcul Propositionnel. La validité 
reposant sur les connecteurs logiques est finalement la même. La différence majeure 
vient de la quantification. C'est elle qui rend nécessaire ces objets plutôt complexes 
que sont les formules atomiques. Mais la satisfaction d 'une formule atomique s'avère 
plus simple qu 'il n 'y paraît : elle repose sur le fait de savoir si des éléments du modèles 
sont ou ne sont pas dans une certaine relation. 

D éfinition 362 Soient .C un langage du 1er ordre, M une .C-structure et c/J une formule 
dans ce langage, 

M est un modèle de c/J si et seulement si M 1= c/J . 

Exemple 363 Reprenons le modèle M de l'exemple 351 : 

(1) M 1= P(c0 ) , car ci)= Bobinette et Bobinette E PM. 

(2) M Fj 'Vx P(x) , car, par exemple, le Loup~ PM. 

(3) M 1= Vx (P(x) V P(f(x)) , car l'élément Bobinette satisfait la propriété PM , et les 
trois autres ont comme image par fM l'élément Bobinette. 

(4) M If ::lx (P(x) 1\ P(f(x)) , car le seul élément qui satisfasse la propriété PM est 
Bobinette, or son image par JM est Le Chaperon rouge qui ne satisfait malheureuse­
ment pas cette propriété. 

(5) M Fj (::lx Vy ((Q(y) 1\ P(f(x)))--+ ·P(y)) f-----t P(cl)) . 
Car M If P(c1) alors que M 1= ::lx \/y ((Q(y) 1\ P(f(x)))--+ •P(y)) . Pour voir que 
M 1= ::lx Vy ((Q(y) 1\ P(f(x)))--+ -.P(y)) , il suffit de prendre Bobinette comme va­
leur pour x . La valeur de (Q(y) 1\ P(f(x))) est alors toujours fausse indépendamment 
du choix de y et donc ((Q(y) 1\ P(f(x))) --+ -.P(y)) est toujours vraie. 
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Nous allons maintenant proposer un modèle, donc un langage particulier, ainsi qu'une 
formule qui rende compte précisément du yllogisme uivant : 

Tous les hommes sont mortels; 
Socrate est un homme; 
donc Socrate est mortel. 

Pour cela, la manière de rendre compte de propriétés d être mortel ou d 'être un homme 
(que l'on considérera comme celle d être un humain) consi te à les interpréter comme des 
relations unaires. Par con équent ces propriété vue comme de relations unaires, sont 
l'interprétation de symboles de relation unaire. 

L'individu Socrate est un de objets du domaine le fait qu'il soit dénommé ainsi nécessite 
de prendre dans le langage un ymbole de constante qui désigne cet individu précis. 

Quant au domaine, nous avons le choix, il dépend simplement de la manière dont nous 
interprétons ce dont parle ce syllogi me. S'agit-il de objets sur terre à ce moment-là? 
Ou bien de tous les objets de l'univers? niquement des hommes? La manière dont nous 
percevons la signification de arguments de ce yllogisme détermine le domaine du modèle 
que nous considéreron . 

Exemple 364 Con idéron le langage [, qui contient deux ymbole de prédicat unaire H 
et M, ainsi que le symbole de constante s. Définisson le modèle M de la manière suivante : 

(1) IMI = l'ensemble des choses sur terre à l'époque de Socrate· 

(2) HM = l'ensemble des êtres humains· 

(3) MM = l'ensemble des choses mortelles· 

( 4) sM = Socrate. 

Les différentes parties de ce yllogi me s'interprètent de la manière uivante : 

(1) H(s) : Socrate est un homme 

( 2) M ( s) : Socrate est mortel (est un morte0 

(3) Vx (H(x) -----+ M(x)) : Tout être humain est mortel (pour toute chose, si cette chose 
est humaine, alors elle est mortelle) 

(4) (Vx (H(x) -----+ M(x)) 1\ H(s)) : Tout être humain est mortel, et Socrate est un 

homme 

(5) ((V x (H(x) -----+ M (x)) 1\ H( s)) -----+ M (s) : si, à la fois, tout être humain est mortel 

et Socrate est un homme alor Socrate est mortel. 

Exemple 365 Reprenons le langage de l'exemple précédant , mai changeon de modèle, en 
prenant par exemple : 

(1) INI = l'ensemble des personnages de cartoons; 

(2) HN = l 'ensemble des super héro ; 
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(3) MN = l 'ensemble des personnages doués de pouvoirs extraordinaires; 

( 4) sN = Spiderman. 

On obtient, comme signification des différentes formules suivantes : 

(1) H(s) : Spiderman est un super héros, 

( 2) M ( s) : Spiderman possède des pouvoirs extraordinaires, 

(3) Vx (H(x)-----+ M(x)) : Tout super héros possède des pouvoirs extraordinaires, 

(4) (Vx (H(x)-----+ M(x)) 1\ H(s)) : Tout super héros possède des pouvoirs extraordinaires, 

et Spiderman est un super héros, 

(5) ((vx (H(x)-----+ M(x)) 1\ H(s)) -----+ M(s): si, à lafois, toutsuperhérospossède des 

pouvoirs extraordinaires et Spiderman est un super héros, alors Spiderman possède 
des pouvoirs extraordinaires. 

Remarque 366 Lorsque nous voulons exprimer le fait qu'il existe un individu x satisfaisant 
la propriété P qui satisfait également la propriété Q, la bonne formulation est 

3x ( P (x) 1\ Q (x) ) . 

Par contre, lorsque nous voulons dire que tous les individus satisfaisant la propriété P 
satisfont aussi la propriété Q, la bonne formulation devient 

Vx (P (x) -----+ Q (x) ) . 

Et non pas V x ( P (x) 1\ Q (x)) , qui signifie que tous les individus satisfont les deux propriétés 
en question. 

Définition 367 Soient .C un langage du 1 er ordre et cp, '1/J deux formules dans ce langage, 
On dit que ces deux formules sont équivalentes {noté cp = '1/J ) si et seulement si elles ont 

exactement les mêmes modèles. 

cp = '1/J ssi pour toute .C-structure M, (M F= cp ssi MF= '1/J ) . 

Deux formules équivalentes sont indiscernables par un quelconque modèle. Il n 'existe pas 
de modèle dans lequel l'une serait vraie et l'autre fausse. Autrement dit , d 'un point de vue 
sémantique, ces formules sont identiques. 

Remarque 368 Pour tout langage .C et toute formule cp , il existe au moins une formule '1/J 
(en fait une infinité) telle que 

o '1/J ne cont ient aucun des deux connecteurs logiques -----+ et +------+. 

0 cp = '1/J . 
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Il suffit en effet de remarquer que, d 'une part 

et d'autre part 

3.2 Evaluation par les jeux 

Nous allons présenter la satisfaction d 'une formule de la logique du 1er ordre dans un modèle, 
au moyen d 'un jeu d 'évaluation semblable à celui que nous avons utili é dans le cadre du 
Calcul Propositionnel. En fait ce jeu d 'évaluation est en quelque sorte une extension de 
celui du Calcul Propositionnel. 

Mais avant de définir ce jeu et afin den simplifier grandement le règles convenons de 
ne jouer celui-ci qu 'avec des formules ne contenant que 1\ et V comme connecteurs logiques 
binaires. Cela ne pose pas de problème puisque nous savons par la remarque 368 que toute 
formule est équivalente à une formule de cette forme. 

On se donne donc tout d abord un langage du 1er ordre .C puis une .C-structure M et 
une formule cjJ écrite dans le langage .C. Le jeu d'évaluation [v (M , cjJ) e t un jeu fini à deux 
joueurs et à information parfaite, ce qui permet de rendre compte de la satisfaction ou non 
de la formule cjJ dans la .C- tru ct ure M. Les règles de ce jeu ont trè proches de celles du 
jeu d 'évaluation décrit dan le cadre du Calcul Propositionnel. Comme ce jeu est un cas 
particulier des jeux finis à deux joueur et à information parfaite, il e t déterminé. L un des 
deux joueurs po ède une stratégie gagnante. Nous verrons que l existence dune stratégie 
gagnante pour un joueur correspond exactement à la satisfaisabilité de la formule cjJ dans la 
.C-structure M. 

Définition 369 Soient .C un langage du 1er ordre, cjJ une formule close dont tous les connec­
teurs logiques sont parmi { •, V, 1\} et M une .C-structure, 

Le jeu dévaluation [v (M cjJ) est défini comme suit : 

( 1) il comprend deux joueurs appelés V érificateur et F alsificateur. Le V érificateur (V) 
cherche à montrer que la formule est satisfaite dans la .C-structure ( M f= cjJ), alors 
que le but du F alsificateur {F ) est, au contraire, de montrer que cette formule est 
fausse {M ~ cjJ). 

Les coups de ces deux joueurs consistent à choisir des sou -formules en respectant les 
règles suivantes : 
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si la position actuelle du jeu est . .. c'est au tour de ... le jeu continue avec ... 

<po v <fJl V choisit j E {0, 1} <{Jj 

<po 1\ <fJ1 F choisit j E {0 , 1} <{Jj 

-,<p F et V échangent leurs rôles <p 

3xi<p V choisit a iE IMI <p[adxi] 

Vxi<p F choisit ai E lM 1 <p[adxi] 

R(t1, ... , tk) [a,jx 1 , .. ,an/Xn] Stop V gagne ssi 
M,al/xl, ... ,an/Xn f= R(t1 , . 00 , tk) 

{2) La condition de gain de la partie apparaît une fois celle-ci terminée, c'est-à-dire 
lorsque la sous-formule en jeu n'est plus qu 'une formule atomique 
R(t1 , . . . , t k)[adx 1 , .. . ,an/xn] · A noter que les règles du jeu sont faites afin que - par­
tant d'une formule close - on aboutisse nécessairement à une formule atomique qui 
ne contienne aucune variable (puisque chaque variable a été, au cours de la par­
tie, remplacée par un élément du modèle) 3 . Le joueur V gagne si R( t 1 , ... , tk) est 
satisfaite dans la L-structure étendue M, adx1 , ... , an/Xn (M , adx1 , . . . , an/Xn f= 
R (t1 , . . . , t k)), et F l 'emporte dans le cas contraire. 

R em arque 370 Dans la définition des coups de ce jeu, lorsque la formule à décomposer 
est de la forme ::lx '1/J ou bien Vx '1/J , il faut bien prendre garde que l'élément du domaine que 
choisit le joueur dont c'est le tour de jouer (le V érificateur dans le cas d 'un quantificateur 
existentiel et le Falsificateur dans le cas d'un quantificateur universel) ne remplace que les 
occurrences libres de la variable en question. Dans les deux cas, la partie continue avec '1/J[a/x] . 
Ainsi, par exemple, pour la formule Vx 3x '1/J , le joueur Falsificateur choisit a E IMI et la 
partie continue avec (::lx '!fJ )[a/xJ qui n'est autre que ::lx '1/J puisqu'il n'y a aucune occurrence 
libre de la variable x dans cette formule. Ensuite, le joueur V érificateur choisit b E lM 1 et la 
partie continue avec '!fJ [b /x ]. On voit donc que le coup du joueur Falsificateur n'a strictement 
aucune incidence sur le déroulement de la partie, c'est un coup pour rien. 

3. Pour être parfaitement précis, il faudra it dire non pas que nous remplaçons une variable Xi par un 
élément ai du modèle, mais que nous remplaçon Xi par un nouveau symbole de constante Cai, dont l'in­
terprétation est précisement l'élément ai, et la formule à laquelle nous nous arrêtons est en fait de la forme 

R(tl' . . . ' tk) [cal /x l , ... ,can/xn] . 
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Exemple 371 Considérons le langage qui ne contient qu un ymbole de relation binaire E, 
la formule Vx\:fy (E(x, y) V 3z(E(x z) 1\ E(z y))) et le modèle M défini par : 

0 IMI = {1,2,3 4} 
o EM est définie par (a b) E EM i et eulement il existe une flèche de a vers b dans 

le graphe ci-dessous : 

Un exemple de partie dan le jeu [v (M VxVy( E(x y) V 3z(E(x z) 1\ E(z y))) ) 
joueur coup la partie continue avec 

F prend 2 'Vy (E(2 y) V :3z(E(2 z) 1\ E(z y))) 

F prend 4 E(2 4) V :3z(E(2 z) 1\ E(z 4)) 

v choi it 3z(E(2 z) 1\ E(z, 4)) 

v prend 3 E(2 3) 1\ E(3 4) 

F choisit E(3 4) 

Stop F gagne. 

Exemple 372 Considérons le langage qui contient un ymbole de relation unaire P, 
un symbole de relation binaire R et un symbole de fonction unaire f la formule 

Vx ( P(x) V 3y R(f(x), y)) et le modèle M défini par: 

o IMI ={Laurel, Hardy}, 
o PM est définie par la propriété d être mince (PM = {Laurel}) 

o RM et définie par (a b) E RM i b est plus gro que a- i.e. RM ={(Laurel, Hardy)}. 
o fM échange les partenaire : JM(Laurel) =Hardy et jM(Hardy) =Laurel. 

A de fins de concision nou noteron par la suite L pour Laurel et H pour Hardy. 

Un exemple de partie dans le jeu [v (M , Vx (P(x) V 3y R(f(x), y)) ) : 

joueur coup la partie continue avec 

F prend Hard (P(H) V 3y R(f(H), y)) 

v choi it 3y R(f(H) y) 

v prend Hardy R(f(H) H) 

Stop V gagne 
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Considérons maintenant l'arbre de jeu associé à ce jeu : 

[v (M, Vx (P(x) V 3y R(f(x) y)) ) 

On remarque que les branches ont une longueur maximale de 3, ce qui correspond à la 
hauteur de la formule. Sur cet arbre, dessinons en bleu la partie que nous venons de jouer : 

Cette partie est gagnante pour le joueur V érificateur puisqu'elle se termine par la formule 
atomique R(f(H) , H) qui est satisfaite dans cette structure. En effet, fM (H) = Let (L, H) E 

RM. 

Nous pouvons également calculer lequel des deux joueurs possède une stratégie gagnante 
dans ce jeu. L algorithme consiste à remonter le long des branches de l arbre de jeu en 
coloriant les nœuds en fonction du joueur qui possède une stratégie gagnante à partir de 
la position indiquée par le nœud. Nous commençons par colorier les feuilles de l arbre en 
fonction du joueur qui possède une stratégie gagnante à ce stade (c'est-à-dire celui qui 
l'emporte car la partie est finie à ce stade) . 
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Les nœuds coloriés en vert dé ignent le position à partir desquels le V érificateur possède 
une stratégie gagnante, ceux en rouge vérifient la même propriété mai pour le F alsificateur. 

On remonte en uite le long des branche de manière croi ante uivant la hauteur des 
sous-formules, en appliquant la règle uivante : on colorie un nœud en rouge si ce nœud est 
pour le joueur F alsificateur et qu 'il y a au moin un fil de ce nœud qui e t rouge ou bien 
si ce nœud est pour le joueur V érificateur et tou les fil de ce nœud ont rouge . 

On aboutit ain i à colorier la racine. Dan notre exemple, la racine est verte, ce qui 
indique que le joueur V érificateur po ède une tratégie gagnante dans ce jeu. 

Une stratégie gagnante pour le V érificateur e t indiquée dans la figure ci-des ous par les 
seules flèches bleue : 
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On peut également remarquer que, dans notre exemple, le V érificateur ne possède qu 'une 
unique stratégie gagnante. 

Revenons maintenant au fait général que ce jeu est déterminé. C'est un cas particulier des 
jeux dont il est question dans le Théorème 75 . Par conséquent , étant donnés un langage .C, 
une .C-structure et une formule de ce langage, l'un ou l'autre des deux joueurs (le V érificateur 
ou bien le F alsificateur) possède une stratégie gagnante dans le jeu d'évaluation de cette 
formule dans cette structure. 

Dans l'exemple ci-dessus, le V érificateur possède la stratégie gagnante suivante : 

o si le F alsificateur, au premier coup, choisit (P(A) V ::Jy R(f(A), y)) , il suffit au 
V érificateur de choisir ensuite ::Jy R(f(A) , y) , puis à nouveau R(f(A), A) pour l'em­
porter. 

o si, au contraire, le F alsificateur choisit, au premier coup, (P(E) V ::Jy R(f(E) ,y)) , 
il suffit au V érificateur de choisir ensuite P(E) pour l'emporter. 

En fait , les règles de ce jeu sont définies pour que l'on obtienne le résultat majeur suivant : 

Théorème 3 73 

M f= cp ssi V a une stratégie gagnante dans [ v ( M , cp ) . 

Preuve du Théorème 373 : La pr uve est à la fois très simple et très pénible. Elle se fait par 
induction sur la hauteur de la formule cp . On montre simultanément que : 

o si M f= cp , alors le V érificateur a une stratégie gagnante dans [v ( M , cp ), et 

o siM f= •cp , alors le F alsificateur a une stratégie gagnante dans [v (M, cp ). 
~ 373 

Ainsi, si l'on reprend l'exemple 372, la formule Vx (P(x) V ::Jy R(f(x), y)) est satisfaite 
dans le modèle M , puisque le joueur V érificateur possède une stratégie gagnante dans le 
jeu [ v (M , Vx (P(x) V ::ly R(f(x), y)) ). 

Inversement, dans l'exemple 371, la formule VxVy (E(x, y) V ::Jz(E(x, z) 1\ E(z, y))) 
n'est pas satisfaite dans la structure M. En effet, considérons le jeu d 'évaluation : 

[v (M , VxVy (E(x, y) V ::lz(E(x, z) 1\ E(z, y))) ) 

et indiquons la stratégie suivante pour le F alsificateur : 

o Le F alsificateur choisit tout d 'abord 2 pour x , 
o Il choisit ensuite 4 pour y. 
o Le V érificateur perd immédiatement s'il choisit E(2, 4) . 
o Et s'il choisit ::Jz(E(2, z) 1\ E(z, 4)) : 

• s'il choisit ensuite 1 pour z, alors F alsificateur choisit E(2, 1) et l'emporte, 

• s'il choisit 2 pour z, alors le F alsificateur choisit E(2, 2) et l'emporte, 

• s'il choisit 3 pour z, le F alsificateur choisit E(3, 4) et l'emporte, 

• s'il choisit 4 pour z, le F alsificateur choisit E( 4, 4) et l'emporte aussi. 
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Nous venons d'exhiber une stratégie gagnante pour le joueur F alsificateur. Cela prouve 
donc que cette formule n 'est pas satisfaite dans cette structure. 

Remarques 374 

(1) En toute généralité, le jeu [v (M cp) est un jeu de longueur finie : le nombre de 
coups joués par les deux joueur est fini. Cela tient au fait qu 'à chaque coup, une 
sous-formule (mutatis mutandis) est choisie. Toute formule étant une suite finie de 
symboles, cela implique un nombre fini de sous-formules. Le jeu [v (M , cp ) s'arrête 
donc après un temp fini. Par contre contrairement aux jeux d 'évaluation que nous 
avons rencontrés dan le cadre du Calcul Propositionnel, l arbre de jeu n'est pas 
forcément un objet fini. En effet, il suffit que la ..C-structure M ait un nombre infini 
d'éléments de base et que la formule con idérée comporte une variable, pour que le 
choix de substituer un élément du modèle à cette variable soit infini. 

Considérons par exemple le modèle M del arithmétique tel que pré enté dans l'exemple 
350 et la formule cp = ::lx R ::;(x x) . Ce jeu est trivial : le joueur V érificateur choisit 
une valeur n pour x, puis le jeu s arrête et l'on regarde si n ::; n est vérifié (ce qui est 
évidemment le cas). L'arbre de jeu a donc une hauteur 1 (sa plus longue branche a 
une longueur 1) , mais po urt an cet arbre possède une infinité de branche : une pour 
chaque choix d 'un entier n par le V érificateur. 

(2) Tout jeu [v (M, cp ) est déterminé. L un des deux joueurs pos ède une stratégie ga­
gnante. L existence d 'une s ratégie gagnante pour un joueur ou pour l'autre décide 
de la validité ou de la non validité de cette formule cp dans le modèle M. Pour autant, 
il n 'e t pa nécessairement facile de déterminer lequel de deux joueurs possède une 
stratégie gagnante. C'est non eulement difficile parce que cela peut prendre du temps 
lorsque le modèle est uffi ement compliqué et fini, mais c e t souvent impossible pra­
tiquement lorsque le modèle est infini. 

Pour avoir une idée de cette difficulté, il suffit de considérer le modèle de l'arithmé­
tique et une formule quelconque cp écrite dan ce langage. Décider lequel des deux 
joueurs possède une stratégie gagnante dans le jeu [v (M cp), c'est résoudre le pro­
blème de avoir si la formule CD e t vraie dans le modèle M. C e t donc décider pour 
une formule quelconque de l arithmétique si elle est vraie ou non. Si l'on songe qu'il 
a fallu 350 ans pour prouver le théorème de Fermat (qui est un énoncé parfaite­
ment formalisable dans le langage de l'arithmétique) on a une idée de la difficulté du 
problème général de déterminer le gagnant dans le jeu [v (M , cp). Pour le dire autre­
ment , si nous pouvions aisément déterminer lequel des joueurs possède une stratégie 
gagnante dan le jeu [v (M , cp ) nous pourrions alors facilement décider de tout pro­
blème arithmétique. Or il reste encore un grand nombre de questions majeures non 
résolues dans ce domaine ... 

Un imple exemple : la conjecture de Goldbach (tout nombre pair plus grand que 2 
est la somme de deux nombres premiers) est un énoncé très simple de l'arithmétique 
qui re te ouvert (per onne n'a encore apporté de solution positive ou négative à cet 
énoncé). Et il en existe des milliers comme celui-là! Mais revenons à la conjecture 
de Goldbach pour plus de implicité imaginons que nou enrichi ons le langage 
de l'arithmétique avec un symbole de prédicat Pr que l'on interprète par "être un 
nombre premier". Le jeu a ocié à cette conjecture consiste à ce que : 

(a) F alsificateur choisit un nombre pair 2n, 

(b) V érificateur choisit un nombre a, 
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( c) V érificateur choisit un nombre b, 

(d) F alsificateur choisit parmi Pr(a), Pr(b) et a · b = 2n 

Il est tout à fait évident que le F alsificateur a une stratégie gagnante dans ce jeu si 
et seulement si la conjecture de Goldbach est fausse. En effet, dans ce cas il existe 
bien un nombre pair 2n qui ne la satisfait pas et il suffit au F alsificateur de choisir ce 
nombre, les choix de a et b par le V érificateur entraînant ipso facto, ou bien le fait 
que l'un des deux (a ou b) n'est pas premier, ou bien que le produit de a par b n'est 
pas égal au nombre 2n. 

Pour aller plus avant : 

La sémantique usuelle de la logique du 1er ordre se retrouve dans de très nombreux ouvrages , au contraire 

de l'approche théorique des jeux que nous avons privilégiée ici et qui est absente de la quasi totalité des 

manuels. ous renvoyons le lecteur tout particulièrement vers le livre "An introduction to elementary logic" 

de Wilfrid Hodges [HadOl], mais aussi sans discernement particulier vers tous les ouvrages proposés à la 

page 395. 
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4 Où l'on revoit les isomorphismes 

Résumé N!. 54 
o Si deux 1:,-structure sont isomorphes elles vérifient dès lors les mêmes 

formule de 1:,. 
o La réciproque est généralement fausse. 

421 

Nous allons commencer cette section par deux exemples. Il s'agit d 'évaluer à chaque fois la 
même formule mais dans des modèles différent dont nous avons montré précédemment qu 'ils 
étaient isomorphe . ou allan remarquer que le jeux d évaluation associés à cette même 
formule dans le premier modèle et dan le econd ont étonnamment semblables. Ils ont en 
fait la même structure, le même quelette. Ils ne varient que par le changement des noms des 
éléments des domaines considérés lorsqu'on pas e dun modèle à l'autre. Une conséquence 
de cette quasi identité des deux jeux sera que le joueur qui pos èdera une stratégie gagnante 
sera le même dans un jeu et dans l'autre. Et donc la formule aura exactement la même 
valeur de vérité dans les deux modèles. 

Exemple 375 Soient M le modèle pré enté dans l exemple 351 page 400, ainsi que cp la 
formule Vx 3y •f(x) =y. Pour plus de conci ion on notera: 

o B pour la Bobinette o G pour la Grand-Mère 
o C pour le petit Chaperon rouge o L pour le grand méchant Loup. 

L'arbre de jeu a ocié au jeu dévaluation [v (M cp ) e t le suivant : 

Nou colorions maintenant en vert le formules atomiques qui ont vraies dans le modèle 
M et en rouge celles qui ont fau ses. 



422 LOGIQUE DU 1er ORDRE 

Nous colorions ensuite les feuilles en fonction du vainqueur : rouge pour le Falsificateur 
et vert pour le V érificateur. 

Nous voyons que le V érificateur possède une stratégie gagnante dans ce jeu. La formule 
Vx :Jy •f(x) =y est donc vraie dans ce modèle. 

Exemple 376 Nous considérons toujours cp la même formule Vx :Jy •f(x) = y que dans 
l'exemple précédent, mais nous changeons de modèle. Au lieu de prendre le modèle M 
présenté dans l'exemple 351 page 400 nous prenons cette fois-ci le modèles N. 

Pour plus de concision nous écrivons : 
o C pour Chico, 
o G pour Groucho, 
o H pour Harpa, 
o Z pour Zeppo. 

L'arbre de jeu associé au jeu d'évaluation [v (M, cp) e t présenté ci-de sou . Il est à noté 
qu'il est identique à celui étudié dans l'exemple précédent , si l'on fait exception des noms 
des éléments du domaine. 
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N ou colorions maintenant en vert le formule atomique qui ont vraies dans le modèle 
Net en rouge celles qui sont fausses. 

Pour chaque autre feuille nous colorion en uite celle-ci en fonction de celui qui possède 
une stratégie gagnante si la partie débutait ici : rouge pour le Falsificateur et vert pour le 
Vérificateur. 

Nous voyons que le Vérificateur po ède une stratégie gagnante dans ce jeu. Il en découle 
que la formule Vx 3y •f(x) =y e t vraie dans le modèle N. 

Remarque 377 Nous venons de considérer deux jeux d 'évaluation différent . Dans ces deux 
jeux, la formule était la même ce qui changeait était le modèle. Or, nous avons que ces 
deux modèles sont isomorphes. Et nou avons obtenu une stratégie gagnante pour le même 
joueur dans les deux cas. Est-ce un hasard? Non! Lor que deux modèles sont isomorphes , 
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ils vérifient exactement les mêmes formules. Par conséquent, les jeux d'évalutation dans un 
modèle comme dans l'autre doivent conduire aux stratégies gagnantes pour les mêmes joueurs 
dans un cas comme dans l'autre. On remarque même une chose plus étonnante encore: si l'on 
compare les arbres de jeu des deux jeux, on s'aperçoit qu'ils sont extrêmement semblables, 
ils sont même identiques au changement de noms près. En fait, si l'on prend l'arbre de jeu 
du jeu joué par rapport au modèle Met que l'on remplace chaque occurrence d'un élément 
de IMI par son image par l'isomorphisme indiqué dans l'exemple 351 : 

N 

Bobinette 

M 

on obtient alors exactement l'arbre de jeu d 'évaluation joué par rapport au modèle N. Cela 
indique également qu'une stratégie pour un joueur dans le premier jeu peut être recopiée 
dans le second jeu. En particulier, une stratégie gagnante pour un joueur dans le premier jeu 
est "transformée par l'isomorphisme" en une stratégie gagnante pour le même joueur dans 
le second jeu. Plus exactement, l'isomorphisme transporte tout l'arbre de jeu du premier 
modèle dans l arbre de jeu du second modèle. Ainsi, les deux arbres sont isomorphes, mais 
pour une notion d'isomorphisme qui dépasse celle que l'on utilise ici. De même, intuitivement, 
nous voyons bien qu 'ils sont exactement les mêmes au changement du nom des nœuds près. 

T héorème 378 Soient I- un langage du rr ordre, M et N deux I--structures et cp un 
isomorphisme de M dans N. Pour toute formule rp du langage L , dont les variables libres 
sont parmi x1, ... , Xn et tous éléments a1 , . .. , an E lM 1 : 

Preuve du Théorème 378: La preuve - aussi simple que fastidieuse - se déroule par induction 
sur la hauteur de la formule rp . Si l'on pense la notion de validité ou de fausseté de la formule 
rp dans les structures M et N en terme d 'existence d 'une stratégie gagnante pour un joueur 
dans les jeux d 'évaluation sou -jacents respectifs. La preuve consiste à jouer les deux jeux 
en parallèle : au choix d 'un élément a par un joueur dans le jeu associé à M , correspond le 
choix de cp(a) par ce même joueur dans le jeu associé à N. Et inversement , au choix d 'un 
élément b par un joueur dans le jeu associé à N , correspond le choix de cp -l ( b) par ce même 
joueur dans le jeu associé à M. --1 378 
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A contrario, deux .C-structures qui vérifient les mêmes formules du langage .Cne sont pas 
nécessairement isomorphes. A priori ce ré ultat semble plus impie que le précédent puisqu'il 
suffit de ne présenter qu'un eul contre-exemple pour témoigner de sa véracité. Néanmoins, 
procurer un tel contre-exemple consiste à mettre à disposition deux modèles différents qui 
satisfont exactement les même formule bien qu il ne soient pas isomorphes. Or il n 'est 
pas aisé de montrer que deux modèles sati font exactement les même formules - on appelle 
cela être élémentairement équivalent - car il est bien sûr illusoire de pouvoir passer en revue 
chacune de celles-ci. De même, montrer que deux modèles ne ont pas isomorphes n'est pas si 
simple, surtout lor qu ils sati font exactement les mêmes formules puisque c'est comme dire 
qu 'ils sont indiscernables - par une formule - bien qu'ils oient pourtant intrinsèquement 
différents (et pas seulement à un changement de nom près). ous donnons cependant un tel 
contre-exemple au travers del exemple qui suit mai sans la preuve formelle qu'il convient . 
Celle-ci serait en effet à la foi beaucoup trop longue pour ce chapitre et trop ambit ieuse 
pour cet ouvrage. 

Exemple 379 On considère un langage .C qui ne comporte en plu de l égalité, qu un 
unique symbole de relation binaire noté <. Pour des raisons évidentes on convient de noter 
x< y au lieu de < (x y) . 

Un modèle de la théorie des ordre den es sans premier ni dernier éléments est une 
.C-structure qui vérifie chacune de formule - dénommées axiome - qui uivent : 

(1) \:fx--, x< x 

(2) \:fx\:fy--, (x< y A y< x) 

(3) \:fx\:fy\:fz ((x< yAy < z) --7 x< z) 

(4) \:fx\:fy (x< y V y< x V x= y) 

(5) \:fx\:fz (x< z --7 3y (x< y A y< z)) 

(6) \:fy3x x< y 

(7) \:fx3y x < y. 

Les formules (1)-(3) décrivent le fait que < e t une relation d ordre. Plus précisément, 
ces formules expriment que la relation < e t : 

(1) irréfiexive (2) antisymétrique (3) transitive. 

Les formules ( 4) et (5) stipulent que < représente respectivement : 

( 4) un ordre total (5) un ordre dense. 

Un ordre est dit total lor que deux éléments quelconques sont toujour comparables (s'ils 
sont différents alor l'un est strictement plus petit que l autre) et dense lorsqu'entre deux 
éléments distincts, il en existe toujours un troisième. 

Les formules (6) et (7) expriment finalement quel ordre < ne comporte pas : 

(6) de plus petit élément (7) de plus grand élément. 

Il est clair que la structure formée par les entiers naturels (rN) équipés de l ordre usuel 
sur les entiers satisfait bien le axiomes (1)-(4) et également (7). Par contre elle ne satisfait 
ni (5) (puisqu entre 0 et 1 il n y a aucun entier) ni (6) (puisque 0 constitue un élément 
minimal) . 
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Par contre, la structure R formée par les réels (IR) équipés de l'ordre usuel sur les réels, 
ainsi que la structure Q formée par les nombre rationnels (Q) équipés cette fois-ci de l'ordre 
usuel sur les rationnels satisfont toutes deux l'entier des axiomes (1)-(7) . 

On remarque évidemment qu'il ne peut y avoir de modèle vérifiant ces axiomes dont le 
domaine soit fini - puisqu'entre deux éléments distincts il y en a toujours un troisième, donc 
un quatrième, puis un cinquième, etc. Là où les choses commencent à devenir intéressantes, 
c'est lorsqu'on s'aperçoit que deux modèles quelconques de cette théorie des ordres denses 
sans premier ni dernier éléments satisfont toujours exactement les mêmes formules. Nous 
ne pouvons établir ici ce résultat qui nécessitent des méthodes qui dépassent très largement 
le cadre de cet ouvrage. Nous renvoyons à des ouvrages tels que [CLK03b, KK67, Mar02, 
Sho67]. 

Par ailleurs , les deux modèles que nous venons d 'indiquer - Q et R - ne sont pas iso­
morphes. La raison de cela réside dans le fait qu'il n 'existe simplement pas de bijection 
entre les deux domaines de ces modèles . Il n 'y a pas de bijection entre les nombres ra­
tionnels et les nombres réels. Ces derniers sont en réalité trop nombreux. Autrement dit, 
bien que l'ensemble des réels et celui des rationnels soient tous deux infinis, ils n'ont pas 
la même taille : l'un est plus grand que l'autre. Pour des preuves, nous renvoyons vers 
[Mos94, Kun11 , Tou11a, SV02, HJ99, CLK03b, Sho67]. 

Les deux modèles Q et R sont donc équivalents (ils satisfont les mêmes formules) sans 
être pour autant isomorphes, ce qui contredit la réciproque du Théorème 378. 

Pour aller plus avant : 

Que deux modèles isomorphes satisfassent exactement les mêmes formules et soient donc indiscernables 
au regard du langage ut ilisé, cela part icipe des bases de la "théorie des m odèles", tout comme les notions 
d 'homomorphisme et de plongement que nous avions vu plus haut. ous ne pouvons donc que réitérer ici 
les conseils prodigués à la page 407. 
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5 Formules logiquement équivalentes 

Résumé N!!. 55 
o Deux formule </> et du langage .L sont logiquement équivalentes {noté 

</> = 'lj; ) si elles sont satisfaites dans les mêmes .L-structures. 

Maintenant que nous avons à disposition la valeur de vérité d 'une formule dans un modèle, 
nous pouvons regarder, pour une formule donnée l'en emble de ses modèles. Bien sûr, ce 
travail s'effectue toujours à langage fixé. On commence par se donner un langage .L et c'est 
par rapport à ce langage qu à la foi les modèles et la formule ont considérés. Il est évident 
que lorsqu'on ne regarde qu une formule à la fois on peut très bien considérer que le langage 
en question n 'est composé que des symboles - de con tante, de fonction et de relation - qui 
interviennent dans la formule. Et lor qu on regarde non plu une formule mais un ensemble 
de formules (ce que nous appelons une théorie), le langage en que ti on peut être restreint à 
la réunion des ensembles de symbole - de constante, de fonction et de relation - de chaque 
formule. 

L'ensemble des modèle d 'une formule c est-à-dire l en emble de .L- tructures dans la­
quelle cette formule est vraie constitue en quelque sorte sa carte d 'identité sémantique. 
La signification d une formule constitue en effet 1 ensemble de se modèles. Ain i, deux for­
mules qui n 'ont pas la même signification n auront pas le mêmes modèles. En particulier, 
on pourra trouver un modèle qui le distingue : un modèle dan lequel l'une est vraie alors 
que l'autre est faus e. 

Comparer deux formules sur le plan sémantique consiste à chercher ce qui les différencie; 
ce qui, au niveau de leur interprétation , permet de le distinguer. Autrement dit, cela 
revient à consulter le catalogue de tous les modèles possibles de ces deux formules et tenter 
de trouver , parmi eux, ceux qui les opposent . S'il n 'existe pas de tel modèle, alors ces formule 
sont dites équivalentes. 

Définition 380 Soient .L un langage du 1er ordre </>, deux formules closes de ce langage 

</> et 'lj; sont équivalentes ssi elles sont satisfaites dans les mêmes .L-structures. 

i.e., 

</> = 'lj; ssi pour tout modèle M , (M F= </> ssi M F= 'lj;). 
Une conséquence immédiate de cette définition est que deux formules sont équivalentes 

précisément lorsque l'équivalence logique de ces deux formules e t vérifiée dans tout modèle: 

Corollaire 381 Soient .L un langage du 1er ordre, </> , 'lj; deux formules closes dans ce langage, 

cP = 'if; ssi pour toute L-structure M , M F= ( c/J t-----t ) . 

Preuve du Corollaire 381 : Immédiate. 

-l 381 
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Exemple 382 Considérons le langage .C qui contient Pet Q comme symboles de relation 
unaire, R comme symbole de relation binaire et c comme constante. 

(1) (a) :lx (P (x) 1\ P (x)) = :lx P (x) 

(b) :lx :Jy (P (x) V P (y)) = :lx P (x) 

(c) ••P (c) = P (c) 

( d) V x :lx P (x) = :lx P (x) 

(e) :lx (P (x) ----t Q(c)) = (:lx • P (x) V Q (c)) 

(f) :lx Vy (P (x) ----t P (y)) = :Jy Vx (•P (y) V P (x)) . 

(2) Les formules suivantes ne sont pas équivalentes : 

(a) :lx P (x) = :lx Q(x) ; considérer un modèle M dans lequel PM 
PM =1- 0; 

(b) (P ( c) ----t P ( c)) et P ( c) ; considérer M dans lequel cM ~ PM ; 

(c) :lx P (x) et Vx P (x) ; considérer M tel que 0 Ç PM Ç IMI. 

0 alors que 

On généralise la notion d 'équivalence sémantique aux formules en général (c'est-à-dire 
également à celles qui ne sont pas closes) en prenant la clôture universelle de ces formules. 

Définition 383 Soient L un langage du 1er ordre, 4; , 'lj; deux formules de ce langage dont 
les variables libres sont parmi X1, ... , Xn, 

Remarque 384 La relation d 'équivalence = est évidemment réflexive, symétrique et tran­
sitive. Comme son nom l'indique, c'est une relation d'équivalence. 

Notation 385 On utilisera les notations suivantes afin d'alléger le texte : 

(2) (4;0 V 4;1 V 4;2 V . . . V 4Jk) ou bien V q;i au lieu de (4Jo V (4;1 V (4;2 V( . . . V 4Jk ))) . . . ). 
O<i<k ~ - - k 

Proposition 386 Soient .C un langage du 1er ordre, 4;, 'lj; et () trois formules de ce langage. 
On suppose que q; est une formule close, que 'lj; n'a pas d 'autres variables libres que celles de 
() qui sont parmi X1, ... , Xn . 

Si, pour toute .C-structure M et tout al , ... ' an E IMI, 'lj;[al/xl,···,anfxn] = ()[al/xl .. . ,anfxn] l 

alors 

où 4;' est la formule obtenue à partir de 4; en substituant 'lj; à () . 
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Preuve de la Proposition 386 : 
Cette preuve e t relativement imple. Nou voulon montrer que cp et cp' sont équivalentes, 

c'est-à-dire quelles ont vraie dans le mêmes modèle . Si nous adopton le point de vue 
des jeux d 'évaluation cela signifie que pour toute .C-structure M , le même joueur possède 
une stratégie gagnante dans le deux jeux dévaluation [v (cp M) et [v (cp' M). 

Supposons donc que le joueur J po sède une tratégie gagnante CJ dans le jeu [v (cp, M). 
Nous allons décrire une stratégie gagnante T pour ce même joueur dan le jeu [v (cp' , M) . 
La stratégie T consiste à suivre rigoureusement la stratégie CJ excepté lorsque la partie entre 
dans la sous-formule 'ljl[al/x1 , ... ,anfxn] où a1 . . . an ont les différents choix d éléments du 
domaine effectués par les joueur lor du début de la partie. Or, nous savon que le joueur J 
possède une stratégie gagnante dan le jeu dévaluation [v ( e[al/xl , ... ,an/Xn] ' M)' donc par 
hypothèse, nous savons également que le joueur J po ède une stratégie gagnante dans le 
jeu d 'évaluation [v ( [aifx1 , ... ,an/xn] , M). Il uffit alor d appliquer cette dernière. 

-l 386 

De manière tout à fait similaire au cas du Calcul Propo itionnel les équivalences suivantes 
sont aisément vérifiées : 

Lemme 387 

{1) Soient cp = cp' et 'ljl = ' · 
0 -,cp = •cp' 
0 (cp v 'ljl) = (cp' v 'ljl') 

o (cp A 'ljl) := (cp' A ') 

0 (cp---t'ljl) 
(cp' ---t 'ljl') 

0 (cpt---t'ljl) 
(cp' f---t 'ljl') . 

{3) On uppose que y n'est pa une variable apparaissant dans cp : 

o :lx cp = :ly cp[yjx] o 't/x cp = 't/y cp[yjx] · 

Preuve du Lemme 3 7 : Immédiate, laissée au lecteur. 

-l 387 
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Remarque 388 Nous retrouvons exactement les mêmes équivalences fondamentales que 
celles que nous avions dégagées dans le cadre du Calcul Proposit ionnel : 

Exemples 389 (1) idempotence de la conjonction et disjonction : 

(a) (4; 1\ 1;) = q; (b) ( q; v q;) = q; 

(2) commutativité de la conjonction, disjonction et double implication : 

(a) (qyV'Ij;) := ('!j;Vqy) (b) ( q; 1\ '1/J) = ( '1/J 1\ q;) 

(3) associativité de la conjonction, de la disjonction et de la double implication : 

(a) ((4;v'!f;)v8) = (4Jv('!f;v8)) 
(b) ((4;/\'lj;)/\8) = (4;/\('lj;/\8)) 

( 4) distributivité de la disjonction par rapport à la conjonction et réciproquement : 

(a) ( ( q; V ('If; 1\ 8)) = ( ( 1; V 'If;) 1\ ( 1; V 8)) (b) ( ( q; 1\ ('If; V 8)) = ( ( 1; 1\ 'If;) V ( q; 1\ 8)) 

(5) lois d 'absorption : 

(a) (4; 1\ (1; V 'If;)) = 1; (b) ( q; v ( q; 1\ '1/J)) = q; 

(6) lois de De Morgan : 

(7) contraposée, décomposition de l'implication et élimination des doubles négations : 

( c) -,-,q; = 1;. 

Lorsque deux formules sont équivalentes , il arrive que l'une soit plus "simple" que l'aut re, 
qu 'elle soit plus facilement compréhensible. On peut dès lors se demander si l'on peut t rouver 
pour chaque formule , une ou plusieurs formules qui lui soient équivalentes, mais qui nous 
siéent tout part iculièrement . C'est là l'objet du chapitre suivant. 
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6 Formules sous formes prénexes 

Résumé N.!!. 56 

{1) Pour toute formule il exi te une formule équivalente sou forme pré­
nexe: 

où 

(a) chaque (( Qi est soit :3' soit ( V · 

{b) 'ljJ est une formule sans quantificateur. 

{2) De plus, on peut exiger que oit : 

(a) sous forme normale conjonctive (FNC) : 

{b) ou sous forme normale disjonctive {FND) : 

(Avec Ei,J A i J 
miques.) 

A i,j ou Ei,j A i,j = · A i,j ; et A i,J des formules ato-
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Etant donnée une formule du 1er ordre, parmi l infinité de formules qui lui sont équivalentes, 
quels pourraient bien être le critères qui nous permettraient d 'affirmer que l'une d 'elle est 
"simple ou plus parfaitement con tituée? La notion de form e prénexe est une première 
réponse. Elle consiste à dire que dans le jeu dévaluation associé à une formule, les joueurs 
ont deux types de coups très différent : soit ils descendent le long de la formule - qu'ils 
échangent leur chapeau ou non - soit il choi i sent de élément du domaine et ce, à chaque 
fois qu 'ils rencontrent le quantificateur corre pondant à leur fonctions. Mais ne pourrait-on 
donc pas dissocier ces deux types de coup pour éviter qu ils ne 'enchevêtrent? Ne pourrait­
on pas tout simplement commencer la partie en choi issant des représentants du domaine 
une bonne fois pour toute, pour ensuite ne se concentrer que ur les déplacement à l'intérieur 
de la formule le long des symboles 'V" des '1\ et de ' •' ? e pourrait-on pas non plus 
de surcroît faire en sorte que i le joueur rencontre un éventuel symbole de négation , ce ne 
soit que juste avant que le jeu ne stoppe? Mieux encore, ne pourrait-on pas séparer les "V" 
des ' 1\" en sorte de ne rencontrer tout d abord uniquement les premiers , puis uniquement 
les second ? 

Ce chapitre est entièrement consacré à apporter une répon e affirmative à chacune des 
questions précédentes. 

D éfinit ion 390 Soient L un langage du 1er ordre et cp une formule dans ce langage. cp 
est dite sou forme prénexe s 'il existe des variables x1 , . . . Xk ainsi que des quantificateurs 
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Q1, ... , Q k et une formule sans quantificateur '1/J tels que : 

De plus, cp est dite sous forme prénexe polie si les variables x1 , ... , Xk sont deux à deux 
distinctes. 

Théorème 391 Soient 1:, un langage du 1er ordre, 
Pour toute formule cp de ce langage, il existe une formule '1/J de ce langage telle que : 

( 1) '1/J est sous forme prénexe polie, 

{2) cp = '1/J . 

Preuve du Théorème 391 : La preuve se fait par induction sur la hauteur de la formule cp . 
Sans perte de généralité, on peut supposer que cp ne possède aucun des deux connecteurs 
" ----+ " et " +------+ ". 

( 1) si ht (cp ) = 0, alors cp est une formule atomique, par conséquent sans quantificateur, 
et '1/J = cp convient. 

(2) Si cp = ....,() , alors par hypothèse d'induction, () = ()' avec ()' sous forme prénexe 
polie : fJ' = Q1 x1 .. . Qkxk '1/J' . Par conséquent, l'équivalence suivante est vérifiée : 
cp = ...., Q1 x1 ... Qkxk '1/J' . Or, avec la convention Qi est le quantificateur dual de 
Qi (c'est-à-dire 3 = V et V = 3), on voit donc aisément que Q 1x 1 ... Qkxk '1/J' = 
Q1 x1 . .. , Qkxk ...., '1/J' et par conséquent cp = Q1x1 ... , Qk xk ...., '1/J' . Il suffit donc de 
prendre '1/J = Q1 x1 . .. , Qkxk ...., '1/J' . 

( 3) Si cp = ( cpo V cp1) , alors par hypothèse d'induction, cp0 = cp~ et cp1 = cp~ avec cp~ = 

Q1 x~ ... Qnx~ '!/Jo et cp~ = Q~ x~ ... Q~x~ '1/J~ , où '1/Jb et 'lj; ~ sont sans quantifica­
teurs. On se donne alors n + m variables n'ayant aucune occurrence ni dans 'lj;0, ni 
dans 'lj; ~ : x1, . .. , Xn, Yl, ... , Ym et on pose : 

'1/Jo = '1/Jo' [ 1 1 1 1 l et 'I/J1 = '1/J ~ [ 1 1 1 1 l X1 x 1 , ... ,Xn Xn Y1 Y 1 , .. . ,y"' Y"' 

puis 
'1/J = Q1 x1 ... QnXn, Q~ ... Q'm ('1/Jo V '1/JI) . 

( 4) Si cp = ( cp0 1\ cp1 ) , alors ce cas est totalement similaire au cas précédent. 

(5) Si cp = 3x fJ , alors, par hypothèse d'induction, () = ()' avec ()' sous forme prénexe 
polie : fJ' = Q1 x1 ... QkXk '1/J' . Par conséquent : 

(a) si x~ {x1, ... ,xn}, il suffit de prendre 'lj; = 3x Q1x1 ... Qkxk '1/J' , 

(b) si xE {x1, ... ,xn}, il suffit de prendre 'lj; = Q1 x1 ... Qk xk '1/J' . 
(6) Si cp = Vx fJ , alors ce cas est identique, mutatis mutandis, au précédent. 

~ 391 

Remarques 392 

(1) Nous retrouvons, avec la logique du 1er ordre, les mêmes notions de systèmes complets 
de connecteurs que nous avions vues dans le cadre du Calcul P ropositionnel pour ce 
qui est des formules sans quantificateur. Par ailleurs, il est immédiat de voir qu'une 
formule de la forme Vx cp est équivalente à la formule -,3x ...,cp, de même que 3x cp est 
équivalente à -,\;fx ...,cp. Nous déduison de cela que les systèmes suivants sont tous des 
systèmes complets de connecteurs et quantificateurs : 
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(a) {•,V,3} (b) {•, V V} (c) {--, A, 3} (d) {•,A,\1}. 

(2) En combinant ce que nous venon de dire avec le résultat du Théorème 391, nous 
voyons que toute formule cjJ est équivalente à une formule sous forme prénexe 
Q1x1 , ... , Qkxk'l/J dune part la partie an quantificateur de la formule ('l/;) pou­
vant être supposée ne comportant que les seuls connecteurs V, 1\ et •, d 'autre part . 
Dès lors, en utilisant les lois de De Morgan nous pouvons pousser les négations à 
l'intérieur de la formule 'lj; de manière à obtenir une formule équivalente 'lj;' qui ne 
comporte de ymbole de négation que devant les formules atomiques. 

Nous pouvons ensuite utiliser la distributivité de la disjonction par rapport à la 
conjonction et inversement , de manière à obtenir une formule 'lj;" équivalente à 'lj; ' 
(et donc équivalente à 'lj;) qui soit au choix sous forme normale conjonctive ou 
disjonctive. 

6.1 Formes normales 

Définition 393 Une formule cjJ sans quantificateur est sous forme normale disjonctive (en 
abrégé FND), s 'il existe : 

{1) un entier k ~ 1, 

{2) des entiers n1, ... , nk, 

{3) et pour chaque i E {1 2 . . . k} il existe 

{a) n i formules atomiques : A i j 1 . . . A i Jni 

{b) n i éléments : Ei,j1 , ••• , Ei,]ni parmi { • , f} 4 

tels que : 

Elle est dite sous forme normale conjonctive (en abrégé FN C), si elle vérifie les conditions 
{1), {2) et {3) ci-dessus et s'écrit: 

Proposition 394 Pour toute formule sans quantificateur cjJ il existe : 

{1) c/Jv sous FND telle que cjJ = c/Jv et 

{2) cP A sous FNC telle que cjJ = cP A . 

Preuve de la Proposition 394 : Immédiate par induction sur la hauteur de la formule c/J . 
~ 394 

En combinant ce résultat avec celui sur les formes prénexe nous obtenons un résultat 
de forme normale sur les formules de la logique du 1er ordre : 

4. Par convention, pour toute formule '1/; , on a f 'f/; = '1/J . 
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Thé orème 395 Pour toute formule cp il existe : 

(1) des variables x 1 , ... , Xk, 

(2) des quantificateurs Q1, ... , Qk, 

(3) des formules sans quantificateur, respectivement sous FND et FNC, c/Jv et epi\ telles 
que: 

cp = Q1x1, . . . , Qk xk c/Jv = Q1 x1, ... , Q kxk c/JI\ · 

Les formules Q1x1, . . . , Qk xk c/Jv et Q1 x1, ... , Qk xk epi\ sont dites respectivement forme 
prénexe disjonctive et forme prénexe conjonctive. 

Preuve du Théorème 395 : Immédiate à partir du Théorème 391, et de la proposition 394. 
~ 395 

Il est particulièrement intéressant de remarquer que le jeu d'évaluation associer à la 
formule Q1x1, . . . , Qkxk c/Jv consiste tout d 'abord à choisir k éléments dans le domaine du 
modèle considéré - et cela en fonction de la nature des quantificateurs impliqués - puis le 
V érificateur choisit (la valeur i) avant de laisser la main au F alsificateur qui choisit à son 
tour (la valeur j) puis le jeu stoppe - avec éventuellement un unique changement de chapeau 
si Ei ,j représente le symbole de négation - avec la formule atomique A i,j dans laquelle les 
variables avaient été remplacées par les k éléments choisis en début de partie. C'est donc un 
jeu particulièrement simple. Celui associé à la formule duale Q 1x1 , . .. , Qk xk epi\ est tout à 
fait semblable, à la différence près que lors des déplacements le long de ep i\ , c'est d 'abord le 
F alsificateur qui a la main, avant de la laisser au V érificateur. 
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7 Conséquence sémantique et théories 

Résumé N!!. 57 

{1) Une théorie T de .C est un ensemble de formules closes de .C . 

{2) Si M est une .C-structure T e t satisfaite dans M (noté M f= T ) si 
pour toute formule E T : 

M f= cp . 

{3) Une formule cp de .C est conséquence a de T (noté T f= cp) si pour toute 
.C-structure M : 

M F T ====> M F cp . 

a. Au sens sémantique. 
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Nous rappelons que de manière imagée une formule se comporte comme une phrase du 
langage vernaculaire. Cette comparai on se poursuit avec le notions de livre ou de discours, 
tous deux perçus comme des ensembles de phrases. L'équivalent logique du livre ou du 
discours est la théorie. Une théorie ne t donc pas autre chose qu un ensemble (fini ou même 
infini) de formules. Mais comme toujours avec la logique du 1er ordre, le langage dans lequel 
sont écrites les formules de cette théorie est préalablement fixé. 

Définition 396 Une théorie T de la logique du 1er ordre est un ensemble de formules d'un 
langage .C donné. On parle également d'une .C-théorie. 

La sémantique associée à la notion de t héorie rejoint celle que nous avons développée 
dans le cadre du Calcul P ropositionnel : on interprète une théorie comme on interpète les 
formules qui la constituent. 

Définition 397 Soient .C un langage du 1er ordre, T T' deux .C-théories cp une formule du 
langage .C et M une .C-structure , 

{1) T est satisfaite dans M , ou encore M est un modèle de T noté M F= T ssi pour 
toute formule cp E T M F= cp . 

{2) T est consistante, (encore appelé sati faisable, ou même parfois non-contradictoire 5) 

ssi il existe au moins une .C-structure M tel que M F= T . 

{3) T est inconsistante (ou encore parfois contradictoire) ssi T n'est pas satisfaisable. 
Par conséquent, si pour toute .C-structure M , il existe une formule cp.M E T qui n'est 
pas vérifiée dans M {M If cp.M ) · 

5. Consistance et non-contradiction sont deux aspects de la notion de cohérence d'une théorie. ous J 
réserverons le terme de consistance à la notion sémantique de la cohérence (intuitivement une théorie est 
consistante si elle consiste en quelque chose si elle témoigne de quelque chose de palpable, comme un modèle 
qui la vérifie) et celui de non-contradiction à la notion syntaxique de la cohérence (intuitivement une théorie 
est non-contradictoire si elle ne dit pas une chose et son contraire, si l'on ne peut parvenir à prouver une 
contradiction). 
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(4) c/J est une conséquence logique de T (ou plus simplement cjJ est conséquence de T ), 
noté T F= c/J , ssi tout modèle de T est un modèle de c/J . Autrement dit, pour toute 
12 -structure M , si M F= T alors M F= c/J . 

{5) T et T' sont deux théories équivalentes ssi elles ont exactement les mêmes modèles. 

Exemple 398 Soit 12 le langage qui contient deux symboles de relations unaires : P, Q ainsi 
qu 'un symbole de relation binaire R. Les /2-théories suivantes sont toutes équivalentes : 

(1) T 1 = { •3x 3y (P(x) 1\ Q(y)) , 3x \/y (P(x) 1\ R(x, y)) , \lx P(x )} 

(2) T2 ={\lx \/y •(P(x) 1\ Q(y)) , 3x \/y (P(x) 1\ R(x, y)) , \lx P(x )} 

(3) T 3 = {\lx \/y (P(x) --+ •Q(y)) , 3x \/y R(x, y) , \lx P(x )} 

(4) T 4 ={\lx P(x) , \lx •Q(x) , 3x \/y R(x,y)}. 

L'idée qui se cache derrière la notion de t héories équivalentes est que ces théories repré­
sentent des manières différentes de dire la même chose. Deux théories sont équivalentes s' il 
n 'existe pas de modèle capable de les distinguer. Si l'on considère les t héories d 'un point de 
vue sémantique - et c'est d 'ailleurs ce que nous faisons lorsque nous nous attachons à l'équi­
valence des théories - la significat ion d 'une t héorie est l'ensemble de ses modèles. Dire que 
deux théories sont équivalentes, c'est dire qu 'elles ont la même signification. Elles forment 
toutes deux une descript ion des mêmes mondes possibles. 

Exemple 399 (Arithmétique de Peano) 
Soit 12 = {co fs , f +, f x =} où co est un symbole de constante, f s est un symbole de 

fonction unaire et f +, f x sont des symboles de fonction binaires. La t héorie de Peano T P 

est l'ensemble infini de formules contenant : 

(1) \lx •fs(x) = co 

(2) \lx 3y (•x = co--+ fs(Y) =x 

(3) \lx \/y (fs(x) = fs(Y) --+x= y) 

(4) \lx f+(x, co)= x 

(5) \lx \/y (f+(x,fs(Y)) = fs(f+(x,y)) ) 

(6) \lx f x (x, co) = co 

(7) \lx \/y (fx(x,fs(Y)) = f+(fx(x,y),x) ) 

(8) Pour toute formule cP[xo,x 1 , ... ,xn] (formules dont toutes les variables libres sont parmi 
x0 , x1 , . .. , xn) , la formule suivante fait aussi partie de T P · 
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Remarques 400 

(1) Cette théorie s'appelle l axiomatique de Peano. Il e t très important de remarquer 
qu'elle contient un nombre infini de formules (encore appelées axiomes). En effet, le 
cas (8) n'est pas un axiome à proprement parler mais un schéma d'axiomes, il propose 
autant d'axiomes quily a de formules de ce langage. Et il y a bien évidemment une 
infinité de formules pouvant être écrites avec ce langage. 

(2) Cette théorie admet un modèle très naturel c'est d 'ailleurs pour rendre compte de 
l'arithmétique qu'elle fut mise au point . Ce modèle N a pour domaine de base tN 
(l'ensemble des entiers naturels) c~ = 0, J: est la fonction successeur (J:(n) = 
n + 1), f!;! et f~ sont respectivement l addition et la multiplication. On appelle ce 
modèle le modèle standard de l arithmétique. 

Il est tout à fait évident que les sept premiers axiomes sont trivialement satisfaits 
dans ce modèle. Quant au schéma d'axiome (8), il exprime le schéma d'induction. Il 
est nécessaire pour toutes les preuves par induction en arithmétique. 

(3) Ce modèle s'appelle le modèle standard de l'arithmétique. Mais existe-t-il d'autres 
modèles? Nous allons voir dans la section suivante qu'il existe effectivement d'autres 
modèles de l'arithmétique. On les appelles les modèles non standards. Ils se com­
portent exactement comme le modèle standard lorsqu on les regarde de l'intérieur, 
c'est-à-dire lorsqu'on les regarde avec les moyens de la logique du 1er ordre muni 
du langage ci-dessus. Plus précisément, ce qui distingue un modèle non standard du 
modèle standard ne peut être exprimé par une formule du 1er ordre. Par contre, lors­
qu'on les regarde de 1 extérieur , ils n'ont pas les mêmes éléments dans leur domaine 
de base. Et cette différence n est pas simplement une différence de dénomination - il 
serait facile, par exemple, de ubstituer au domaine de base tN un ensemble qui soit 
en bijection avec celui-ci (par exemple l'ensemble M des suites finies ne contenant 
que la lettre a ou encore plu implement 1 ensemble de mots construits sur l'alpha­
bet ne contenant que la lettre a : { é, a, aa, aaa, aaaa ... } , où é désigne le mot vide, 
c'est-à-dire le mot de longueur 0). A partir d'une bijection entre domaines de base: <p 

de tN dans M définie par <p( n) = aa . .. a, il est aisé de construire un modèle M dont 
'-.r-" 

n 
le domaine de ba e est précisément M et 1 interprétation des différents symboles du 
langage est exactement ce qu 'il faut pour que la bijection cp soit un isomorphisme : 

(a) c() = é 

(b) f: ( aa . . . a) = aa . . . a 
'-.r-" '-.r-" 

n n+l 

( c) f f ( aa .. . a, aa . .. a) = aa ... a 
'-.r-" '-.r-" '-.r-" 

n m n+m 

( d) f ~ (a a .. . a a a ... a) = a a . . . a. 
'-.r-" '-.r-" '-.r-" 

n m n ·m 

Mais précisément, ces deux modèles sont isomorphes le modèle M n'est finalement 
que le modèle standard dans lequel nous avons changé le nom des éléments. L'élément 
n prenant le nom du mot de n lettres aa . .. a. 

'-.r-" 
n 

Or, les modèles non standards ne ont pas des modèles isomorphes au modèle standard, 
ils ne sont pas construits sur la base d'un simple renommage des éléments du domaine 
de base. Ils contiennent une copie du modèle standard dont les éléments sont appelés 
entiers standards, mais également d'autres éléments différents des entiers standards, 
qui sont de ce fait dénommés 'entiers non standards ' . 
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Exemple 401 Soit .C = {Po, P1, P2, R , c} où Po, P1, P2 sont des symboles de relation 
unaires, R est un symbole de relation binaire et c une constante. Les théories suivantes 
sont toutes inconsistantes. Elles sont donc aussi toutes équivalentes. 

(1) T1 = {Vx Po(x) , Vx (Po(x)---+ P1(x)) , (P2(c)---+ •P1(c)) , Vx (P2(x) V •Po(x) )} 

(2) T2 ={::lx Po(x) , Vx (Po(x) ---+ P2(x)) , Vx (Po(x) ---+ •P2(x) )} 

(3) T3 = {::lx (Po( c) 1\ ,pl (x)) , V x P1 (x) , -,::Jx Po(x )} 

(4) T4={VxR( c,x) , Vx3•R(x,y) , Vx3y•R(x,y) , ·R(c,c)} 

(5) Ts = {Vx (R( c, x) V •Po(x)) , Po( c), ·R( c, c)}. 

Une théorie inconsistante est une théorie qui n'a pas de modèle. Elle n 'a donc pas de 
signification, elle ne décrit , à proprement parler, rien. Elle ne parle de rien, ou plus exacte­
ment , elle parle, mais pour ne rien dire. A noter tout de même qu'une théorie inconsistante 
parle beaucoup, si l'on entend par là toutes les conséquences logiques (sémantiques) d 'une 
telle théorie. Puisque toute formule est conséquence logique d 'une théorie inconsistante, une 
telle théorie dit tout, absolument tout, mais cela n 'a aucune signification. C 'est d'ailleurs 
précisément le fait de pouvoir tout dire (toute chose et son contraire) qui rend absurde toute 
interprétation. 

Exemple 402 Soit .C = { P, Q, R, c} où P, Q sont des symboles de relation unaires, R est 
un symbole de relation binaire et c une constante. On considère la théorie suivante : 

T = {Vx (P(x) V •Q(x)) , •(P (c) 1\ Q(c)) , 3x (Q(x) 1\ R(c,x) )}. 

On a: 

(1) TF •Q(c) 

(2) TIf Vx P (x) 

(3) TF Vx (Q(x) V •Q(x)) (5) TF 3x Q(x) . 

(4) TIf 3x 1\ R(x, c) 

La notion de conséquence logique constitue la version sémantique de la déduction. Une 
formule est conséquence logique d'une théorie si elle est vraie partout où cette théorie est 
vraie. Il faudrait, en fait , parler de conséquence logique sémantique pour celle que nous 
venons de décrire et de conséquence logique syntaxique pour celle issue de la théorie de la 
démonstration. 

Exemple 403 Soit .C le langage qui ne contient que l'égalité. On considère les différentes 
théories suivantes ainsi que leurs modèles : 

(1) T1 = {Vx Vy x= y}. Cette théorie n'admet pour modèle que des ensembles qui ne 
contiennent qu'un seul élément. 

(2) T 2 = {3x1 3x2 •x1 = x2}. Les modèles de cette théorie ont au moins deux éléments. 
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(3) /3 = {3xl 3x2 ' xl = x2 3xl 3x2 3x3 ('Xl = x2 1\ 'x1 = X3 1\ 'x2 = x3 ) }. Les 
modèles de cette théorie ont au moins trois éléments. 

(4) l n= {3xl 3x2 'Xl= X2 . . . 3xl . . . 3xn 1\ 'Xi= Xj } · 
i=f.j 

Les modèles de cette théorie ont tou au moins n éléments distincts . 

(5) T 00 = {3xl ... 3xn 1\ 'Xi = Xj 1 nE IN}. 
i-:f.j 

Cette théorie contient une infinité de formule . Une formule pour chaque entier n, qui 
dit précisément qu il exi te n éléments distinct . On voit donc qu aucun modèle de 
cette théorie ne peut avoir un nombre fini d éléments. Les modèles de cette théorie 
sont tous les modèles dont le domaine contient une infinité d 'éléments. 

Définition 404 Soit .L un langage du 1er ordre. Une formule {respectivement une théorie) 
est dite {universellement valide) si elle est satisfaite dans n'importe quelle .L-structure. 

Remarques 405 Une conséquence immédiate des notion de théories équivalentes et de 
formule équivalentes est que i l on remplace, dans une t héorie T quelconque, chaque 
formule par une formule qui lui est logiquement équivalente, on obt ient alors une théo­
rie qui est elle-même équivalente à la t héorie T d 'origine. Dans le ca d 'une théorie finie 
T = { <Po, <fy1 , .. . <Pk } , la t héorie e t équivalente à une t héorie ne comportant qu 'une unique 
formule : <PT = (<Po 1\ <P1 1\ . .. 1\ <Pk ) . Par conséquent si T et T' sont deux théories finies 
telles que <PT et <PT' représentent la conjonction des formules respectivement de T et T' , 
alors ces deux théories sont équivalente (/ = T' ) précisément lorsque ces formules sont 
équivalente (<PT = <PT' ). 

Plus généralement, nous avon les équivalences qui uivent : 

(1) les énoncés suivants ont équivalents : 

(a) T est satisfa isable 

(b) pour toute T' Ç T , T' est satisfaisable 

( c) il existe <P T FI qy . 
(2) les énoncés suivants sont équivalent 

(a) T est inconsistante 

(b) pour <P quelconque, T F= <P 1\ -, <fy 

( c) pour toute <fy , T F= <P 

(d) pour <P contradiction quelconque T F= <P 

( e) pour toute T Ç T' , T' est inconsistante 

(f) T = F~l (l'ensemble des formules closes de .L). 

(3) le énoncés uivants sont équivalents : 

(a) <P est universellem ent valide 

(b) pour toute théorie T , T F= <P 

(c)0 F= <fy. 
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( 4) les énoncés suivants sont équivalents : 

(a) TF= cp 
(b) TU { •cp} est inconsistante 

(c) il existe T' Ç T , T' F= cp . 

(5) les énoncés suivants sont équivalents : 

(a) T U {cp}F= '1/J 

(b) T F= (cp ~ 'ljJ) . 

LOGIQUE DU 1er ORDRE 

Nous laissons au lecteur les preuves de chacune des équivalences mentionnées ci-dessus, 
qui sont de simples affaires de définition. 

Il est tout à fait immédiat que si une théorie T est satisfaisable, alors cette théorie 
admet un modèle qui satisfait à son tour chacune des formules de T , donc qui satisfait 
chacune des sous-théories T' Ç T et en particulier chacune des sous-théories finies T' Ç T. 
En conséquence, si une théorie T est satisfaisable, alors chaque sous-théorie finie T' Ç T 
est également satisfaisable. Par contre, la réciproque semble a priori complètement fausse : 
si chaque sous-théorie finie d'une théorie est satisfaisable, alors cette théorie toute entière 
admet aussi un modèle. En effet, on ne voit pas pourquoi le fait que chaque sous-partie finie 
de T soit satisfaisable entraînerait que T soit elle-même satisfaisable. C'est pourtant le cas. 
Ce résultat étonnant va nous occuper dans le chapitre à venir. 
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8 Le théorème de compacité et les entiers 
non standards 

Résumé N~ 58 Pour toute théorie T et formule cjJ : 

o T est satisfaisable ssi chaque T ' finie Ç T est satisfaisable 

o T f= cjJ ssi il existe T ' finie Ç T T ' f= c/J 

o T est inconsistante ssi il existe T ' Ç T , T ' finie et inconsistante. 
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Si T est une .C-théorie telle que pour toute théorie T'finie Ç T , il existe M'une .C-structure 
telle que M' f= T' , alors nous allons voir que la théorie Telle-même admet un modèle. Tout 
d'abord, il est clair que si Test satisfaisable alors T admet un modèle et ce même modèle 
satisfait également chaque T' Ç T donc en particulier chaque T' finie Ç T . En conséquence, 
si T est satisfaisable, T est également finement satisfaisable. 

Par contre, l'implication inverse semble à première vue fausse. Si chaque sous-théorie 
finie T' Ç T admet un modèle, on ne voit pas comment il serait possible, à partir de ceux-ci, 
de construire un modèle qui satisfasse la théorie T tout entière? Pourtant cela se peut. 

Théorèm e 406 (Thèorème d e com pacité- Godel-M alcev) Soient .C un langage du 
1er ordre et T une théorie de ce langage, 

T est satisfaisable ssi T chaque T' finie Ç T est satisfaisable . 

Ou, pour le dire autrement T admet un modèle si et seulement si chaque théorie finie 
T ' Ç T admet un modèle. Ce théorème n 'a d'intérêt que pour les théories infinies. Comme 
nous l'avons dit , il possède un ens évident de peu d 'intérêt : si T est satisfaisable, alors 
Test finiement satisfaisable. Par contre l'autre sens suscite un bien plus grand intérêt : le 
fait qu'il suffise qu'une théorie soit finiement satisfaisable pour qu'elle soit satisfaisable a de 
nombreuses applications. 

Corolla ire 407 Soient .C un langage du 1er ordre, T une théorie de ce langage, 

T est inconsistante ssi il existe T' Ç T T'inconsistante et finie. 

Preuve du Corollaire 407 : Du fait que ' A si et seulement si B " étant une assertion équi­
valente à "•A si et seulement si •B", il découle du théorème de compacité queT n'est pas 
satisfaisable si et seulement s'il existe T' finie Ç T qui soit inconsistante. -i 407 

Cor olla ire 408 Soient .C un langage du 1er ordre, Tet cjJ respectivement une théorie et une 
formule de ce langage, 

Tf= cjJ ssi il existe T' Ç T , T'finie telle que T' f= c/J . 

Preuve du Corollaire 408 : Nous avons vu à la page 440 que l'assertion 'T f= c/J" était 
équivalente à l'énoncé 'T U { • c/J} est incon istante '. Par le Corollaire 407, nous savons que 
T U { • c/J} est inconsistante si et seulement si il existe T' Ç T U { •c/J} qui soit à la fois finie et 
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inconsistante. Il suffit de remarquer qu 'indépendamment du fait que •cp appartienne ou non 
à la sous-théorie T' , nous avons toujours que T' U { • cp} est à la fois finie et inconsistante, 
ce qui est équivalent à dire que T' est une sous-théorie finie satisfaisant T' f= {cp}. ~ 408 

Preuve du Théorème 406 : La preuve directe de ce théorème - celle qui donne son nom 
au théorème car elle utilise la propriété de compacité - nécessite l'utilisation d 'arguments 
topologiques qui sont très loin des préoccupations de ce cours. On trouvera néanmoins cette 
preuve dans le "Cours de théorie des modèles : une introduction à la Logique mathématique 
contemporaine " ou dans la version anglaise de Bruno Poizat [Poi85, PoiOO]. 

Une preuve directe est disponible en annexe (cf Chapit re 18 page 545). Elle utilise des 
outils de théorie des modèles à la fois magnifiques mais aussi malheureusement beaucoup 
trop avancés pour faire part ie du corps de cet ouvrage - raison pour laquelle cette preuve 
est disponible en annexe. 

Une dernière preuve découlera du théorème de complétude (Théorème 439, page 474) . 
Cette preuve consistera à t ransférer le problème du champs sémantique dans le champs 
syntaxique où sa réponse sera alors très aisée (voir page 480). ~ 406 

Dans l'exemple suivant , le fait que chaque sous-théorie finie ait un modèle est évident, 
mais la nature d 'un modèle pour la t héorie entière (que l'on déduit par t héorème de com­
pacité) est très int riguante . En effet , nous allons utiliser le t héorème de compacité pour 
mont rer qu 'il existe (au moins) un modèle non standard de l'arithmétique. 

Exemple 409 Nous reprenons ici la théorie T p, présentée dans l'Exemple 399 et dénommée 
arithmétique de Peano. Nous construisons la théorie Tt en ajoutant à la théorie T 'P une 
infinité de formules qui toutes ensembles disent qu' il existe un élément différent des entiers 
standards. 

Le langage est donc l = { c, c0 , fs , f+ , f x, =}où c et co sont des symboles de constante, 
f s est un symbole de fonction unaire et f +, f x sont des symboles de fonction binaires. La 
théorie Tt est l'ensemble infini contenant : 

(1) les axiomes de l'arithmétique de Peano : 

(a) \lx •fs(x) = co 

(b) \lx 3y (•x = co----+ fs(Y) =x) 

(c) \lx Vy (fs(x) = fs(Y)----+ X= y) 

(d) \lx f+(x, co)= x 

(e) \lx Vy (f+(x,fs(Y)) = fs(f+(x,y))) 

(f) \lx ! x (x, co) = co 

(g) \lx \/y (fx(x, fs(Y)) = f+(fx (x,y),x)) . 

(h) Pour toute formule cp[xo,x 1 , .. . ,xn] (formules dont toutes les variables libres sont 
parmi x0 ,x1 , .. . ,xn), la formule suivante fait aussi partie de T 'P. 



SÉMANTIQUE 443 

(2) Et, pour chaque entier n , la formule ---, c =fs(!s(· . . (fs (co) . . . )) qui dit que la ....__,_.. 
n 

constante c ne peut pas être interprétée comme le nème successeur de 0 (c 'est-à-dire 
comme n). 

Chaque sous-théorie finie T' ç; T t est atisfaite dan le modèle standard. En effet, soit 
T' ç; Tt une sous-théorie finie. T' e t la réunion dun ensemble fini de formules de T P et 
d'un ensemble fini de formules de la forme ---, c = f s ( f s ( .. . (f s (co) . .. ) ) . ....__,_.. 

n 
Considérons N le modèle standard qui a pour domaine de base tN et dans lequel c~ = 0, 

J: est la fonction successeur Jf et f~ sont respectivement l addition et la multiplication. 
Il nous faut également une interprétation pour la constante c. 

n 
~ 

Pour cela, prenons n importe quel entier n tel que la formule ---, c = fs(!s( · . . (fs (co) .. . )) 
n 'est pas dans la théorie T' (il en existe nécessairement puisque T' est finie) et posons 
c./1! = n. Cette structure e t clairement un modèle de T'. 

Par application du théorème de compacité il existe donc un modèle M de T t . Or on 
voit aisément que ce modèle ne peut être le modèle standard puisque la constante c ne peut 
être interprétée par aucun des successeurs (finis) de 0 (l 'élément du domaine par lequel on 
interprète Co). Si l'on convient de dénommer entier standards les éléments cc)' f ~ (cf)) ' 
f ~ (f ~ (cf))) , . . . il apparaît que c .M n est pas un entier standard. 

Dans l 'exemple précédent , un entier non standard se comporte exactement comme un 
entier , en ce sens qu 'il intervient dans les opérations usuelles de l 'arithmétique : il a un 
successeur , il peut être ajouté à tout entier il peut être également mult iplié à tout entier , 
mais il n 'est aucun des ent iers auxquels nou pensons. 

Remarque 410 Aucun modèle non standard M de l arit hmétique n 'est isomorphe au mo­
dèle standard. Cela résulte de la remarque que nous avons faite dans le cadre de l'exemple 
lui-même. S'il existait un tel isomorphisme, il enverrait cf) sur 0, puis f~( cf)) sur 1, 
f~(f~(cf))) sur 2, etc. et il n 'y aurait finalement aucun ent ier sur lequel envoyer cM ... 

Pour aller plus avant : 

Le lecteur désirant retrouver la sémantique de la logique du 1er ordre dans un cadre bienveillant accueillera 
avec bonheur le livre "An introduction to elementary logic " de Wilfrid Hodges [HadOl]. Pour une approche 
plus poussée, nous recommandons, toujours du même auteur "A Shorter Madel Theory " de Wilfr id Hodges 
[Hod97]. Parmi les ouvrages beaucoup plus avancés mais passionnant, on trouve le "Cours de théorie des 
modèles : une introduction à la Logique mathématique contemporaine" de Bruno Poizat [Poi85] , et les livres 
11Model theory : an introduction" de David Marker [Mar02] ainsi que "Madel theory " de Chen C. Chang et 
H. Jerome Keisler [CK90]. Finalement, le lecteur exigeant pourra se référer aux ouvrages suivants dont le 
champs d' intérêt est toutefois restreint aux mathématiques: en allemand "Einführung in die mathematische 
Logik" de Heinz-Dieter Ebbinghaus, Jorg Flum et Wolfgang Thomas [EFT78], en anglais 11Mathematical 
logic, de Joseph R. Shoenfield [Sho67] et "A mathematical introduction to logic " de Herbert B. Enderton 
[End72], en français "Logique mathématique, tome 1 : Calcul Propositionnel ; algèbre de Boole ; calcul des 
prédicats" de René Cori et Daniel Lascar [ CLK03a]. 
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Le nom le plus souvent évoqué lorsqu'on mentionne la sémantique de la logique du 1er ordre est celui 
d'Alfred Tarski. ous ne pouvons donc, pour clore ces recommandations, que chaleureusement conseiller son 
"Introduction à la logique" [Tar69], mais aussi "Introduction to Metamathematics" de Stephen C. Kleene 
[Kle52] et "First-order logic" de Raymond M. Smullyan [Smu95] . 

Le lecteur intrigué par l'arithmétique et ses modèles non standards pourra consulter "An Introduction 
to the Theory of Numbers" de Godfrey Harold Hardy et Edward Maitland Wright [HW79] ; "Elements of 
number theory " de John Stillwell [Sti03], ainsi que "Models of Peano arithmetic " de Richard Kaye [Kay91]. 



Chapitre 12 

Traduction de la logique modale 
dans la logique du 1er ordre 

Résumé N.!. 59 La logique modale admet une traduction en logique du 1er ordre 
qui consi te à as acier : 

o à chaque modèle de la logique modale. un modèle M de la logique du 
1er ordre; 

o à chaque formule modale une formule du 1er ordre cp( x) ne comportant 

qu une unique variable libre . 

Il ressort que les formules du du 1er ordre qui sont équivalentes à la traduction 
d'une formule modale sont exactement celles qui sont invariantes par bisimu­
lation. 

Dans ce chapitre nou allons traduire la logique modale en logique du 1er ordre. Cela consiste 
à faire la chose uivante : 

(1) à chaque modèle de la logique modale, on associe un modèle M de la logique du 
1er ordre dont le domaine e t constitué de monde pos ibles du modèle de Kripke; 

(2) à chaque formule modale on as ocie une formule de la logique du 1er ordre ne 
comportant qu une unique variable libre cp(x) 

en sorte que pour tout monde po ible du modèle de Kripke 1 : 

1 ~ si et eulement i M a/x 1= cj;(x) 

Pour cela concentron -nous tout d abord sur ce qu est un modèle de la logique modale. 
Un modèle de Kripke de la logique modale est un sy tème de transition équipé d 'une va­
luation (cf. Définition 219) : . Un système de tran ition - étiqueté par I - est 
lui-même un graphe dirigé étiqueté (cf. Définition 197) S = (N, A) . 

Remarquon tout d'abord qu'un ystème de transition en tant qu'il est une structure 
relationnelle est évidemment un modèle de la logique du 1er ordre. En effet , l'ensemble 
des n ud du sy tème - qui est un en emble non vide - forme idéalement le domaine de 
base du modèle M , et , qui désigne un en emble de relations binaire sur indicées par I 
( = { Ç N x N 1 i E I} ), induit tout naturellement autant de relations binaires qu 'il y a 
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d'éléments dans I. A chaque relation binaire , on associe un symbole de relation binaire 
Ai dont l'interprétation dans dans M - dénotée A~ - est toute trouvée : A~ = \ . 

Afin de caractériser le modèle de la logique modale comme un modèle de la 
logique du 1er ordre, il nous reste à nous occuper de la valuation . A priori cela semble 
plus embêtant, car la valuation porte sur des variables propositionnelles qui sont des objets 
inexistants en logique du 1er ordre. Mais regardons les choses d 'un peu plus près : par 
définition (cf. Définition 205) une valuation est une fonction : 

V : VAR ----+ P ( ) 
P H { 1 If- P} 

Elle associe donc à chaque variable propositionnelle P l'ensemble des mondes possibles qui 
satisfont P. Or, un ensemble de mondes possibles n'est rien d'autre qu'un sous-ensemble 
de l'ensemble des mondes possibles , qui est lui-même le domaine de notre modèle M : 
lM 1 = . Par ailleurs , un sous-ensemble du domaine de base d'un modèle s'exprime comme 
une relation unaire sur ce domaine. Dès lors , pour transposer la valuation du modèle de 
la logique modale dans celui de la logique du 1er ordre, il nous suffit , pour chaque variable 
propositionnelle considérée P, d'introduire un symbole de relation unaire P dont l'interpré­
tation dans le modèle M n'est autre que l'ensemble des mondes possibles qui satisfont la 
variable propositionnelle P : PM = (P). 

Définition 411 Soit un modèle de Kripke de la logique modale où 
est un système de transition étiqueté par I - i.e. = { Ç N x N 1 i E I} - et est une 
valuation : 

V : VAR ----+ 
p H 

P( ) 
{ 1 If- P} 

On associe à le modèle de la logique du 1er ordre M défini de la manière suivante : 

{1) La signature du langage du 1er ordre sur lequel est construit v ne comporte aucun 
symbole de constante ni de fonction, mais les seuls symboles de relations suivants : 

o pour chaque variable propositionnelle P E VAR, un symbole de relation unaire P ; 
o pour chaque i E I , un symbole de relation binaire Ai . 

{2) Le domaine de M est IMI = 

{3) L 'interprétation de P dans M est P M = (P) ; 

(4) L 'interprétation de Ai dans M est A~ = 1 . 

Exemple 412 Le modèle de Kripke des enfants sales : 
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se traduit au 1er ordre par le modèle M = (N. AM, B ;vt, c:, AM, B M, CM,) suivant : 
Le domaine de base est N = {1 2, 3, 4, 5. 6, 7, } représenté graphiquement par : 

Les interprétations des relation unaire ont : 

AM = {2. 4 , 6. } B -vt = {3, 4. 7 } c: = {56. 7 } 

Les interprétations des relations binaire 1 ont représentée par les graphes suivants : 

Ensuite, à chaque formule modale , on a socie une formule q>(x) de la logique du Fr 
ordre ne comportant qu 'une seule et unique variable libre x . 

Définition 413 La traduction d'une formule de la logique modale en une fo rmule cp( x) 
de la logique du 1er ordre est définie par récurrence ur la hauteur de 

o i , alors cp = P (x) 
o si , alors cp(x) = • v(.r) 
o si , alors cp(x) = ( o(x)V'I/;1(x) ) 
o si , a lor 6 (x) = ( v 0 (x) A 'l;h (x) ) 
o si l' , alors cp(x) = ( o(x) -+?JJI(x) ) 
o si 'l. , alors cp(x) = ( 0(x) +------+ 'l/;1(x) ) 

1. Stricto sensu, ce relations binaires représentées sous forme de graphe forment le ensembles : 
AM = {(1, 1)·(1, 2):(2, 1);(2, 2);(3. 3):(3. 4);(4, 3):(4, 4);(5, 5);(5. 6);(6, 5);(6. 6):(7. 7)·(7, ):( . 7);( '8)} , 
BM = {(1, 1);(1, 3);(3, 1);(3, 3):(2, 2);(2, 4);(4. 2);(4, 4);(5, 5);(5, 7);(7, 5):(7. 7);(6 6);(6, )'( '6);( '8)} , 
CM = {(1.1)·(1, 5);(5, 1);(5, 5);(2. 2):(2. 6):(6, 2);(6, 6);(3, 3);(3, 7):(7. 3);(7, 7):(4. 4);(4, 8);(8. 4):( '8)} . 
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o si i · , alors rp(x) = 3y(Ai(x, y)/\1/J(y/x) ) 2 

o si i t , alors cjJ(x) = \fy(Ai (x, y) -----+1/J(y/x) ) 2 

Cette traduction est guidée par la sémantique de ces deux logiques. Elle représente exac­
tement ce qui e t nécessaire si l'on veut que pour tout monde possible d 'un modèle de 
Kripke , on obtienne : 

If- si et seulement si M , a/x f= rp(x) . 

En particulier , dans un jeu d 'évaluation en logique modale , une position de la forme 
(respectivement ) correspond à un choix du V érificateur (respectivement du F alsificateur), 
de même que 3y (respectivement Vy) correspond au choix du même joueur dans le jeu 
d 'évaluation en logique du 1er ordre. 

Exemple 414 Ci-dessous, une formule modale et sa traduction rp ( x) en logique du 1er 
ordre. 

J3 

1 

c 

V y 

1 
------+ 

/ " B(x: y) 3z 

(\ 

/ " C(y, z) A.s(z) 

cp(x) = Vy( B(x,y)-----+ 3z (C(y,z) A A8 (z)) ) . 

Exemple 415 Une formule modale et sa traduction en logique du 1er ordre. 

1 

1 

-----+ 

--, /~ 
:Jy v 

1 
/'\. 

/ " A V y Q(:r:) 

/ " 1 

1 
/". A( x, y) \fz -----+ 

1 ) 
1 / " 0 -----+ 

A( x, y) P(y) 

1 p / " 
Q A(y. z) Q(z) 

2. Où y est une nouvelle variable non présente dans '1/J (x) . 
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La formule modale 
ordre 

est donc représentée par la formule du 1er 

• ( 3y( A( x y) Il lfz(A(y , z) --+ Q(z))) --+ ( lfy(A(x, y) --+ P(y)) V Q(x) )). 

Comme nous l'avons dit en introduction de ce chapitre, le but de cette traduction de la 
logique modale en logique du 1er ordre est d obtenir le résultat suivant : 

Théorème 416 Soit cjy(x) la traduction en logique du 1er ordre d'une formule de logique 
modale conformément à la Définition 413 et M la traduction en logique du 1er ordre d'un 
modèle de Kripke de la logique modale selon la Définition 411. Pour tout monde possible 

de on a : 

If- si et seulement si M a/ x f= cjy(x) . 

Preuve du Théorème 416 : La preuve est immédiate par induction sur la hauteur de la 
formule et consiste à montrer que le même joueur possède une stratégie gagnante dans les 
deux jeux d'évaluations associés. ---j 416 

Maintenant que nous savons que nou pouvon interpréter la logique modale dans la 
logique du 1er ordre la question e po ede la réciproque. Pouvons-nou interpréter la logique 
du 1er ordre dans la logique modale. Plus simplement est-il vrai que si nous considérons 
un langage du 1er ordre qui ne comporte que des symboles de relation unaires Po . . . Pk et 
binaires Ro , . . . Rn nous pouvons trouver pour toute formule cfJ(x) et tout modèle M du 
1er ordre construits sur ce langage, une formule tel que pour tout modèle de la logique 
modale, dont M est la traduction selon la Définition 411 on ait pour tout élément a du 
domaine de M : 

If- si et eulement i M a/ x f= <D(x) ? 

La réponse est en fait négative. Cela montre que la logique modale a un pouvoir expressif 
moindre que celui de la logique du 1er ordre. Mieux encore les formules de la logique du 1er 
ordre, qui sont susceptibles d être traduites en logique modale peuvent être caractérisées 
précisément selon un résultat fameux de van Benthem [BvBW06]. Afin de présenter ce 
résultat, il nous faut nou attarder quelque instants sur la notion de formule du 1er ordre 
invariante par bisimulation (cf. II. 5. ) . 

D éfinition 417 Soit un langage du 1er ordre qui ne comporte que des symboles de relation 
unaires Po .. . Pk et binaires Ro ... . , Rn {et aucun symbole de fonction ni de constante) et 
cjy( x) une formule sur ce langage. On dit que cjy( x) est invariante par bisimulation si pour 
tous modèles du 1er ordre M N sur ce langage formant la traduction en logique 1er ordre 
des modèles de la logique modale et pour tous mondes possibles E et E 

si D up possède une stratégie gagnante dans IBos ( ( ) , ( , ) ) , alors 

M a/x f= cjy(x ) i et seulement si N b/x f= <fJ(x) . 
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Une chose est claire: toute formule cp(x) qui est la traduction d 'une formule de la logique 
modale c est invariante par bisimulation. En effet, dire que le joueur D up possède une 
stratégie gagnante dans le jeu !Blls ( ( 'vt , u), (. \~ , b)) revient à dire que la théorie locale du 
modèle . V1 au monde a est celle du modèle . \~ au monde h sont identiques - ce qui se note 
( \, , ) = (. , ). Or, si la formule est vraie au monde , elle fait partie de la théorie locale 
de au monde et donc de la théorie locale de . \ au monde l - puisque ( t , r1 ) = ( \ , ) 
est vérifié - donc elle est vraie au monde tJ . Inversement et pour les mêmes raisons, si < est 
vraie au monde , elle est également vraie au monde 1. 

Par contre, comme montré dans l'Exemple 418, il existe des formules de la logique du 
1er ordre qui ne sont pas invariante par bisimulation. Cela montre la stricte supériorité en 
matière de pouvoir expressif de la logique du 1er ordre sur la logique modale. 

Exemple 418 Dans le jeu de bisimulation !Blls ( ( 

Le modèle 

D up possède une stratégie gagnante qui consiste : 

(1) si C ar choisit , ou , à choisir ; 

(2) si C ar choisit , à choisir indifféremment ou 

) ' ( ' ) ) 

... 

Le modèle 

De la sorte, pour chacun des coups suivants, le seul choix réel est celui de C ar de choisir de 
jouer dans ou puisque les déplacements des joueurs sont maintenant restreints aux 
seules deux boucles possibles à l'intérieur de et de 

Il s'en suit que la partie se déroule de manièreinfinie et donc D up l'emporte. 

1 

Le modèle M Le modèle N . 



TRADUCTION DE LA LOGIQUE MODALE DANS LA .. . 

Formellement , les modèles M et N sont définis par : 
M = (M, AM , P M) où M = {a' , b' c'} et 

o AM= {(a' , b' )· (a' c' ); (b' , b' )· (c' c' )} o P M = {a'}. 

N = (N, AN, PN) où N = {a , b} et 

o AN= { (a b)· (b b)} o p N ={a}. 

On remarque alors : 

M a' /x f= 3y3z( (A( x y) 1\ A( x z)) 1\ ·A(y, z)) 

N ajx ~ 3y3z( (A(x y) 1\ A(x,z)) 1\ ·A(y z)) . 
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La formule 3y3z( (A(x y) 1\ A(x z)) 1\ ·A(y z)) n et donc pas invariante par bisimu­

lation. 

Théorème 419 (van Benthem) Soit cjJ(x) une formule du 1er ordre ne contenant que x 
comme variable libre et dont les seuls termes sont réduits aux variables et ne comportent que 
des symboles de relation d'a ri té au plus 2. 

Les énoncés suivants sont équivalents : 

( 1) cjJ( x) est équivalente à la traduction en logique du 1er ordre d'une formule modale 

(2) cjJ( x) est invariante par bisimulation. 

Preuve du Théorème 419: Le sens (1) ===>(2) de la preuve est facile et indiqué plus haut . Par 
contre le sens (2) ===>(1) est plu difficile et nous renvoyons le lecteur ver [BvBW06, vB10]. 

~ 419 

Pour aller plus avant : 

Si l'on y songe, le plongement de la logique modale dans la logique du 1er ordre est relativement évident. 
Cela est contraire au ré ultat de Johann van Benthem caractérisant à équivalence près les formules du 1er 
ordre qui dérivent de cette traduction de la logique modale. ous renvoyons le lecteur qui désire en savoir 
plus au très ardu "Handbook of modal logic " de Patrick Blackburn, Johan van Benthem et Frank Walter 
[BvBW06], ainsi qu 'au plus abordable "Modal Logic for Open Minds " de Johan van Benthem [vB10]. Pour 
le lecteur qui se demanderait comment lier logique modale et logique du 1er ordre nous recommandons 
"First-order modallogic ' de Melvin Fitting et Richard L. Mendel ohn [FM9 ]. 





Chapitre 13 

Théorie de la démonstration 

Nous convenons d'omettre les parenthèse extérieures dans les formules. Ainsi, nous écrivons 
<P 1\ 'lj; à la place de (<P 1\ 'lj;) ou bien 3x <P---+ (<P V -.'lj;) au lieu de (3x <P---+ (<P V -.'lj;)) . 

Dans ce chapitre nou développons la notion de preuve pour la logique du 1er ordre. Bien 
que cette logique soit beaucoup plus riche que le Calcul P ropo itionnel les différents systèmes 
de démonstration quelle génère ont étrangement proches de ceux du Calcul Proposit ionnel. 
En fait , à la seule différence du traitement de la quantification il ont identiques. 

Un système de démonstration pour la logique du 1er ordre doit permettre, comme c était 
le cas pour le Calcul Propositionnel d aboutir à un théorème de complétude. Pour le dire 
autrement, un système de démonstration permet d établir la vérité syntaxique c'est-à-dire, 
étant donnée une théorie de déduire par un jeu de réécriture les formule conséquences 
de cette théorie. En effet, à la notion de conséquence logique sémantique s ajoute celle de 
conséquence logique syntaxique. ou di ons que la formule <P e t une conséquence syntaxique 
de la théorie T si elle e déduit de T au moyen de règles d'un système de démonstration. 
On écrira T ~ <jJ lorsque la formule <P pourra être déduite de la théorie T . Cette notion de 
vérité syntaxique ne fait pas intervenir le modèles. Pourtant, il est essentiel que les notions 
de vérité syntaxique et de vérité sémantique coïncident. Ce qui signifie que si la formule <P se 
déduit de la théorie T par des procédés yntaxiques elle doit également être une conséquence 
logique sémant ique de la théorie T. Ce qui peut être déduit d'une théorie doit être vrai dans 
tous les modèles de cette théorie . Autrement dit , un système de démonstration doit vérifier le 
fait queT~ <P implique TF= </J . Mais la réciproque est tout aussi nécessaire. Il est également 
important queT F= <P entraîne T ~ <jJ . 

Cela signifie que le but dun système de démonstration est d'obtenir le résultat suivant, 
appelé théorème de complétude qui fait coïncider vérité yntaxique et vérité sémantique. 

T F= <P si et seulement si T ~ <jJ . 

Les différents systèmes de démonstration 

Tout comme pour le Calcul P ropositionnel il existe trois grandes familles de systèmes de 
démonstration : 

(1) les systèmes axiomatiques, 

(2) la Déduction aturelle, 

(3) le Calcul des Séquents. 

Les systèmes axiomatiques remontent au mathématicien allemand David Hilbert, tandis 
que la Déduction aturelle et le Calcul des Séquents sont dû à Gerhard Gentzen. 
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1 Les systèmes axiomatiques 

Résumé x~ 60 
o Les systèmes axiomatiques possèdent l'avantage de la concision, mais 

sont très éloignés de la pratique de la démonstration. 
o Une démonstration de la formule cp à partir d 'un ensemble d 'hypothèses 

r est une suite (<po , <p1 , ... , <pn ), telle que <pn = <p et chaque <pi vérifie 
l 'une des trois conditions suivantes : 

( 1) <pi est l 'un des axiomes : 
• Calcul Propositionnel : 

{a) B-t('ljJ-t B) 

(bJ (e-+ ('1/J-+ e)) -+ ((e-+ '1/J)-+ (e-+ e)) 

(c) (--.'lj; -t -.cp) -t ((--.'1/J -t cp) -t '1/J) . 

• Quantification : 

( d) \:lx e -t e[tjx] 

(e) \:lx (e-t '1/J) -t (e-t \:lx '1/J) a . 

• Egalité: 

(f) x= x 

(g) x= y -t (cp[xjz ] -t cp[yjz]) . 

{2) <pi est une hypothèse (<pi E r); 

{3) <pi est obtenu à partir de l 'application de la règle du modus ponens 
à deux formules d 'indices inférieurs <pj et <pk (j , k < i). 

a. Lorsque () ne contient pas d 'occurrence libre de la variable x . 

Ces systèmes axiomatiques ont l'avantage de fournir une formalisation à la fois très simple 
de la notion de démonstration, mais aussi totalement inopérante quant à l'explication de ce 
qu 'est une démonstration. 

Afin de simplifier, nous allons nous contenter des formules écrites en ut ilisant comme 
connecteurs uniquement l'implication et la négation ("-+" et"--.") et comme quantificateur, 
le seul quant ificateur universel ("\:/") . Il est clair que toute formule est équivalente à une 
formule de ce type. 

Axiomes 
o Calcul Propositionnel : 

{1) e-+ ('1/J -+ e) 

{2) (e-+ ('1/J -+ e))-+ ((e-+ '1/J ) -+ (e-+ e)) 

{3) (--. '1/J -t --.cjJ) -t ((--. '1/J -t cP) -t '1/J ) 
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o Quantification : 

(4) Vx 8 --t B[tfxJ 

(5) Vx (e--t '1/J) --t (e--t Vx '1/J) 1 

o Egalité : 

(6) x= x 

(7) x= y --t (<P[xjz] --t <f>[yjz]) . 

Règle Le seul modus panens : de <P et <P --t , on déduit . 
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Définition 420 Une déduction de la formule à partir d'un ensemble de formules r , est 
une suite finie de formules (<po <p 1 . .. , <fJn ) telle que : 

o chaque <fJi vérifie l'une des trois conditions suivantes : 

• <pi est un axiome, 

• <{Ji est une hypothèse (<pi E r ), 
• <fJi est obtenu à partir de l'application de la règle du modus panens à deux formules 

d'indices inférieurs <pj et k (j k < i) . 
o <fJn = <p . 

Exemple 421 Prenons comme en emble d hypothèses: 

r = {Vx (P (x) --t P (fs(x))) P (y )} . 

Une démonstration de la formule P (f (fs(Y))) dans ce sy tème prend la forme suivante : 

(1) Vx (P (x) --t P (f s(x))) --t (P (y) --t P (f (y))) 

(2) \:/x (P (x) --t P (f s(x))) 

(3) P (y) --t P (f (y)) 

(4) P (y) 

(5) P (fs(Y)) 

(6) Vx (P (x) --t P (fs(x))) --t (P (y) --t P (fs(Y))) 

(7) P (fs(Y)) --t P (f s( f s(Y))) 

(8) P (Js( f s(Y))) 

(axiome ( 4)) 

(hypothèse) 

(modus panens 1-2) 

(hypothèse) 

(modus panens 3-4) 

(axiome ( 4)) 

(modus panens 6-2) 

(modus panens 7-5) 

Remarque 422 Le y tèmes axiomatiques ont les défauts de leurs qualités . Ils fournissent 
une notion de démonstration dune étonnante simplicité, pour autant elle n'est en général 
pas du tout naturelle. La raison de cette simplicité réside dans le fait qu 'une démonstration 
n 'utilise toujours que les hypothèse d origine. Il n 'y a pas d 'autre hypothèse de la déduction 
que les hypothèses préci ées comme telles au commencement de la déduction. Il n y a pas, 
au cours de la déduction, de nouvelles hypothèses qui sont introduite . Ou pour le dire 
autrement, les hypothèses d 'une sou -déduction ne sont que les hypothèses de la déduction. 

1. Lorsque () ne contient pas d 'occurrence libre de la variable x. 
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Pour aller plus avant : 

Le lecteur que nos propos sur les systèmes "à la Hilbert" n'aurait pas éconduit pourra consulter avec profit 
le livre original de 1928 de Hilbert et Ackermann intitulé "Grundzüge der Theoretischen Logik" [HA28] ou 
encore sa traduction anglaise de 1950 : "Principles of mathematical logic" [HAL50]. Il pourra également re­
trouver ces systèmes dans "Introduction to mathematicallogic" d'Elliot Mendelson [Men97], ainsi que "Basic 
proof theory" de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOO]. Le lecteur curieux sera également 
certainement intéressé par les considérations sur les systèmes "à la Hilbert" que tient Jean-Yves Girard dans 
"Le point aveugle, tome 1 : vers la perfection" [Gir06]. 
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2 La Déduction Naturelle 

Résumé N~ 61 La Déduction Naturelle pour la logique du 1er ordre est une 
simple extension de la Déduction Naturelle pour le Calcul Propositionnel au 
moyen des règles suivantes : 

r f- cP[yjx] a 
Vi 

rf- Vx cP 

rf- cP[tjx] b 
3i 

rf- ::lx <P 

---- =i 

a. y sans ace. libre dans r c/J . 
b. t un terme. 
c. y sans ace. libre dans r' cjJ 1/J . 

rf- Vx cP 

r f- cP[t/x] b 

rf- ::lx cP 

Ve 

r f- cP[tjx] r' f- t = u 

r' r' 1- cP[ujx] 

c 
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La méthode de Déduction aturelle dans le cadre de la logique du 1er ordre est très proche 
de celle élaborée pour le Calcul Propo itionnel. Elle est bien ûr basée sur la notion de 
séquent. Nous y retrouvons dès lors les mêmes définitions de séquent (avec les hypothèses 
à gauche du symbole "f-', et la conclusion à sa droite) ain i que de séquent prouvable ou 
démontrable. 

Les règles de démonstration de la Déduction aturelle pour la logique du 1er ordre sont 
similaires à celles du Calcul Propositionnel nou pourrions dire qu'elles sont pratiquement 
les mêmes. En effet, les règle pour la logique du 1er ordre ne ont pas autre chose que les 
règles pour le Calcul Propositionnel, auxquelles sont rajoutée les règles chargées de gérer 
la quantification. Nous rappelons que ces règle con tituent les briques de base permettant 
de construire les déductions. Une déduction formelle n est pa autre chose qu'un assemblage 
fini de telles règles , assemblage généralement représenté ous forme d'un arbre. 
Nous rappelons que chaque règle est composée : 

o d 'un ensemble de prémisses (il peut y en avoir 0 1 2 ou 3), chacune des prémisses 
étant un séquent. 

o d 'un séquent conclusion de la règle. 

o d 'une barre horizontale éparant le prémisses (en haut) de la conclusion (en bas). Et 
sur la droite de la barre, le nom de la règle est indiqué en abrégé. 

Nous rappelons également qu'une règle peut se lire de deux manières : 
o de haut en bas : si les prémisse ont prouvées alors la conclusion est également 

prouvée. 

o de bas en haut : pour prouver la conclusion, il suffit de chercher à prouver les pré­
misses. 

A chaque connecteur logique, ainsi qu à chaque quantificateur correspondent deux types de 
règles. 
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(1) les règles d'introduction qui permettent de prouver une formule dont ce connecteur 
est l'opérateur principal. 

(2) les règles d'élimination qui permettent d'utiliser dans les prémisses une formule ayant 
ce connecteur comme opérateur principal. 

Nous oublions la double implication qui s'exprime par ailleurs très simplement à l'aide de 
l'implication et de la conjonction : la formule cf; +------+ 'ljJ correspondant à (cf; ~ 'ljJ ) 1\ ( 'ljJ ~ cf; ). 

Les règles 

Nous retrouvons les mêmes règles que pour le Calcul Propositionnel, auxquelles s'ajoutent 
une règle d'introduction et une règle d'élimination pour chacun des deux quantificateurs. 

Axiome 

C'est le point de départ de toute démonstration : si l'on prend la conclusion comme hypo­
thèse, alors on obtient une preuve immédiate de la conclusion. Autrement dit, un séquent 
dans lequel la conclusion est également l'hypothèse est prouvable. 

Introduction de la conjonction 

1\i 

Si l'on a montré cf; sur la base de certaines hypothèses et, par ailleurs, 'ljJ sur la base d'autres 
hypothèses, alors toutes ces hypothèses mises ensembles nous permettent de montrer cf; 1\ '1/J . 

Elimination de la conjonction 

f'r- cf;/\'1/J 
----- 1\eg 

Ces deux règles, qui disent que de cf; 1\ 'ljJ on peut déduire, d'une part cf; et d 'autre part '1/J , 
sont intuitivement évidentes puisqu'une conjonction de deux formules est un énoncé "plus 
fort " que chacune des formules prises séparément. 

Introduction de l'implication 

-ti 

Tout le sens de l'implication apparaît ici: pour prouver cf; ~ '1/J , il suffit de prendre cf; comme 
hypothèse et de prouver '1/J . Ce qui est sous-tendu derrière l'usage même de l'implication est 
la notion de conséquence logique et donc de conclusion sur la base d'hypothèse. Ici se dévoile 
le fait que cf; ~ 'ljJ n'est réellement importante que lorsque la formule cf; est attestée, et dans 
ce cas cette formule ne dit pas autre cho e que la formule 'ljJ est conséquence de cf; . 
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Elimination de l 'implication (modus ponens) 

Si l'on a prouvé c/Y , et, par ailleurs, cP ------t 'lj; alors on a prouvé 'lj; . Ce qui peut se dire encore : 
si l'on a montré cP ------t 'lj; qui est une formule disant que 'lj; est vérifié sous la condition c/Y , et 
que l'on a par ailleurs montré c/Y , alors l hypothèse étant avérée, la condition en découle. 

Introduction de la négation 

Si l'on obtient une contradiction en considérant à la fois ret c/Y , alor nous avons une preuve 
de la négation de cP sur la base de hypothèse r. 

Elimination de la négation 

r , r' 1- .1 

Si certaines hypothèse nous ont permis de montrer cP et d autres •cP alors toutes ces hypo­
thèses mises ensemble nous permettent d obtenir une contradiction. 

Introduction de la disjonction 

f f- c/Y 
----- Vig 

r f-
----- Vid 

ff- c/YV f f- c/YV 

Prouver cP c'est prouver cP ou autre chose. 

Elimination de la disjonction 

r , r' , r" 1- e 
La manière dont on utilise une preuve de la disjonction cP V consiste à démontrer une 
formule e avec cP comme hypothèse dune part , puis encore cette même formule e avec cette 
fois 'lj; comme hypothèse d'autre part. Comme on a montré que l'on a ou bien cp ou bien 'lj; , 
on a ainsi montré e. 
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Introduction du quantificateur universel 

*. y sans occurrence libre dans r , qy . 

r ~ cP[yjx] * 

r ~ \lx cP 
Vi 
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C'est une manière de dire que l'on s'intéresse aux occurrences libres de la variable x dans 
cjY et que l'on ne souhaite faire aucune hypothèse particulière sur cette variable x. Elle peut 
apparaître dans r, mais si elle y apparait, alors c'est qu'elle y est liée. Tout se passe donc 
comme si cette variable n'apparaissait pas dans les hypothèses, puisqu'une variable liée peut 
tout à fait être renommée sans changer en rien la signification de la formule considérée. 

Par conséquent, cette règle dit que si l'on a prouvé cjY sans hypothèse particulière sur x, 
alors on a prouvé cjY pour tout x, donc on a prouvé \lx qy. 

Elimination du quantificateur universel 

t. t : un terme. 

r ~ \lx cP 

r ~ cP[tjx] t 
'<le 

Si l'on a montré \lx qy , alors on a montré que cjY valait lorsqu'on substituait n'importe quel 
terme aux occurrences libres de x. Intuitivement, les termes désignent les objets au sujet 
desquels parlent les formules. Si l'on a montré \lx qy , on a montré que la formule qy , en tant 
qu'elle parle de l'objet x, valait pour toute valeur que pouvait prendre cet objet x, donc en 
particulier, lorsque x prend la valeur t. 

Introduction du quantificateur existentiel 

t. t : un terme. 

r ~ cP[tjx] t 

r ~ :lx cP 
3i 

Si l'on a montré que cjY vaut pour un certain terme t (ce que l'on écrit cP[t/xJ ), alors on a 
montré qu'il existe un objet qui satisfait cP[xfx] , par conséquent :lx qy. 
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Elimination du quantificateur existentiel 

:j:. y sans occurrence libre dans r', <P 'lj; . 

Lorsqu'on a pu prouver ::lx cp , on peut utili er cette conclusion comme hypothèse en donnant 
un nom à cet x qui satisfait cp. Mais donner un nom à cet objet x signifie qu'il n 'a aucune 
raison d'apparaître dans la démonstration par ailleur . Cet objet x na aucune raison d'être 
l'un des autres objets apparais ant dans la démonstration raison pour laquelle la condition 
x n'a pas d 'occurrence libre dan r' '1/J est réclamée. 

Intoduction de l'égalité 

---- = i 

t. t : un terme. 

t =t est une formule démontrable sans hypothèse. Cette règle signifie que la relation d'égalité 
est réflexive. 

Elimination de l'égalité 

r f- cp [ t 1 xl r' f- t = u 

r r' f- cp[ujx] 

Lorsque d 'une part on a prouvé cp(t) et d autre part t = u, alor on a prouvé cp(u) . 

Affaiblissement 

aff 

Si je peux prouver '1/J avec les hypothè es r, alors je peux encore prouver '1/J si je prends des 
hypothèses supplémentaires (parfaitement inutiles par ailleurs) . 
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Contraction 

ctr 

La contraction est implicite dans la définition même du séquent. En effet, si à la droite du 
symbole 1- se trouve une seule formule, à gauche, par contre, nous avons un ensemble de 
formules. Nous savons qu'un ensemble n'est rien d'autre que la collection de ses éléments. 
Or r , cp , cp désigne l'ensemble qui contient toutes les formules der et cp . Le fait d'écrire deux 
fois cp au lieu d'une ne change rien à l'affaire. Cela vient du fait que l'ensemble {cp , cp} et 
l'ensemble {cp} ne sont qu'un seul et même ensemble. 

Le système de règles que nous obtenons jusqu'ici constitue la logique minimale. De ma­
nière identique à ce que nous avons vu dans le cadre du Calcul Propositionnel, nous avons 
également deux règles additionnelles : l'absurdité intuitionniste et l'absurdité classique qui 
permettent d'obtenir les systèmes déductifs plus expressifs que sont respectivement la logique 
intuitionniste et la logique classique. 

Absurdité intuitionniste 

.L e 

Cette règle peut être vue comme une règle d'élimination de la contradiction. Elle dit qu'on 
peut démontrer n'importe quoi à partir d'hypothèses menant à une contradiction. Ou plutôt, 
d'une contradiction, on peut déduire absolument n'importe quoi. 

Absurdité classique 

.L c 

L'absurdité classique correspond à la notion de raisonnement par l'absurde tel qu'il est 
utilisé, en particulier en mathématiques. Pour démontrer une assertion, je la suppose fausse 
et montre que je débouche alors sur une contradiction. 
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ft- 4> f' t- 'lf; 
f , f' t- 4> A 'lf; 

Déduction Naturelle 

1\i 

Axiome 

Règles logiques 

f t- </>/\ 
ft- </> 

1\ eg 1\ed 

f t- 'lf; v 4> f' 'lf; t- e f" , 4> t- e 
------------~------~~-- Ve 

ft- </> 
---- Vig 

ft- 'lj; 
------- Vi d 

f t- </>V'l/; f t- </>V 

f , </> t- 'lf; 
ft- </>~ 'lf; 

f </> t- l_ 

ft- •</> 

f t- </>[yjx] * 

f t- Vx </> 

--+ i 

~ i 

\fi 

f f' f" t- e 

f t- 4> ~ 'lf; f' t- 4> 

f, f' t- 'lf; 

f' t- </> 

f , f' t- 1_ 

f t- Vx </> 

f t- <l>[t j x] t 
\fe 

--+e 

f t- <l>[tjx] t f t- ::lx </> f' </>[y j x] t- 'lj; :j: 
3 i 

f t- ::lx </> f f' t- 'lf; 

= i 

t- t=t t 
f t- <l>[t j x] f' t- t= u 

f f' t- <l>[ujx] 

Règles structurelle 

aff ctr 

Règles de l'absurdité intuitionniste et classique 

..Le 

*· y sans occurrence libre dans 1 , </J . 
t. t un terme. 
t. y sans occurrence libre dans I'' , <P 'lfJ . 

f , •</> t- l_ 

ft- </> 
..L c 

3e 
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Définition 423 Une déduction - également appelée preuve - dans le système de la Déduc­
tion Naturelle, est un arbre fini dont les nœuds sont des séquents (Si)is,k, et tel que : 

Pour chaque nœud Si de la déduction, 

0 si est une feuille si et seulement si si est un axiome, 
0 si si n'est pas une feuille, alors l'arbre, dont si est la racine et les fils/filles de si 

sont les feuilles , est une instance de l'une des règles présentée dans le tableau de la 
page 463. 

Nous dirons qu'une déduction s'effectue dans le cadre de : 

o la logique minimale si aucune des deux règles de l 'absurdité n'est employée; 
o la logique intuitionniste si la règle de l 'absurde intuitionniste est employée, mais 

non celle de l'absurde classique ; 
o la logique classique lorsque la règle de l'absurde classique est utilisée. 

Une formule <P est déductible des hypothèses r s'il existe une déduction dont la racine 
soit le séquent ~ ~ <P pour un ensemble d'hypothèses ~ Ç r. 

On notera: 

0 r ~m </J , le fait que cette déduction s'effectue dans le cadre de la logique minimale, 
0 r f-; <P lorsque cette déduction s'effectue dans le cadre de la logique intuitionniste, 
0 r ~c <P lorsque cette déduction est du ressort de la logique classique. 

R emarque 424 Les conditions du type "y sans occurrence libre dans r , </J " que ce soit 
pour la règle de l'élimination du quantificateur existentiel ou pour celle de l'introduction du 
quantificateur universel est absolument primordiale. Sans le respect de celle-ci, on pourrait 
très bien construire la démonstration fausse suivante de la formule 3x <P ---+ 'r:/x <P : 

3x <P ~ 3x <P </J [y/x] ~ </J [y /x] 
3 e e rroné 

3x <P ~ </J [y /x] 

3x <P ~ 'r:/x <P 

~ 3x <P ---+ 'r:/x <P 

'ti 

'ti 

Exemple 425 Une preuve de •3x <P--+ Vx •<P en logique minimale : 

</J[y/x] ~ </J[y/x] 
3 i 

•3x <P ~ •3x <P </J[y/x] ~ 3x <P 

•3x </J, </J[yjx] ~ l_ 

•3x <P ~ •</J[y/x] 
-------------- 'ti 

•3x <P ~ Vx •<P 
-+ i 

~ •3x <P ---+ 'r:/x •<P 
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Exemple 426 Une preuve en logique minimale de la formule del exercice précédent dans 
laquelle l'implicat ion est inver ée : Vx ,q; ------t -,::Jx </; 

Vx ,q; 1- Vx -,q; 
------- Ve 

Vx -,q; 1- -.<f;[yjx] </J[yjx] 1- </J[yjx] 

Vx -,q; </J[yjx] 1- _L 
---------------~~--3e 

Vx ,ci> 3x <P 1- _L 

Vx ,q; 1- -,::Jx </; 

1- Vx ,q; -t -,::Jx </; 

-+ i 

-+ i 

Définition 427 Deux formules </; et 'lj; sont dites équivalentes pour la logique minimale 
(respectivement la logique intuitionniste; la logique classique) si on a à la fois </; 1-m 'lj; et 
'lj; 1-m </; {respectivement </; ~ 'lj; et 'lj; ~ </; ; </; 1-c 'lj; et 'lj; ~ </;). 

On notera ces relations d'équivalence respectivement </; =m 'lj; </; =; 'lj; et </; =c 'lj; . 
Remarque 428 Il est très facile de voir qu il n 'y a de démonstration de </; 1-m 'lj; que si et 
seulement s'il en existe une du séquent 1-m </; ------t 'lj; . 

Par conséquent, les deux conditions réunies </; 1-m 'lj; et 'lj; 1-m </; sont équivalentes à la seule 
condition 1-m </; +---+ 'lj; . Il ressort que deux formules </; et 'lj; sont équivalente dans une logique 
donnée, si et seulement si la formule qui témoigne de leur équivalence ( </; +---+ 'lj;) peut être 
démontrée dans cette logique. 

Considérons maintenant les règles du système axiomatique que nous avons présentées 
dans la définition 1 au début de ce chapitre. Ce sy tème axiomatique reposait sur six règles 
appelées axiomes, auxquels s ajoutait simplement la règle du modus panens. Il est immédiat 
que le modus panens fait partie des règle de la Déduction Naturelle puisqu il s'agit ni plus 
ni moins de la règle d'élimination de l'implication. 

Quant aux axiomes, les troi premiers ne sont pas différents de ceux du système axioma­
tique pour le Calcul Propositionnel que nous avions présenté en leurs temps, et pour chacun 
desquels une démonstration en Déduction Naturelle a été exhibée : 

(1) e ------t ( 'lj; ------t B) (voir exemple 121) 

(2) (B ------t ('lj; ------tB)) ------t ((B ------t 'lj;) ------t (B ------tB)) (voir exemple 120) 

( 3) ( -,'lj; ------t ,q;) ------t ( ( -,'lj; ------t </;) ------t 'lj;) (si x n a pas d'occurrence libre dans </;) (voir 
exemple 135). 

Or, ces preuves que nous avons effectuées dan le cadre de la Déduction Naturelle du 
Calcul Propositionnel sont toujours valables ici puisque les règles de la Déduction Naturelle 
du Calcul Propositionnel font parties intégrantes de celles de la Déduction Naturelle de la 
logique du 1er ordre. Il nous re te donc implement à considérer le quatre derniers axiomes : 

(4) Vx </; ------t </J[t jx] 

( 5) v x ( e ------t '1/J ) ------t ( e ------t v x '1/J ) 2 

(6) x = x 

(7) x= y ------t (<f;[xjz]------t <f;[y jz]) . 

2. Lorsque (} ne contient pas d'occurrence libre de la variable x. 
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Preuve de l'axiome ( 4) : 

'le 
Vx cjJ ~ Vx q; 
Vx cP ~ cP[t /x ] 

--,----------'--- --+i 

~ Vx cP ~ cP[t jx] 

Preuve de l'axiome (5) : 

V x ( q; ~ '1/J ) ~ V x ( q; ~ '1/J ) 
------------- 'le 

V x (cP ---t '1/J ) ~ cP[y /x] ~ '1/J [y /x ] 

LOGIQUE DU 1er ORDRE 

----------:---,--------------- --+ e 

Vx (8 ~ 'If; ) , () ~ '1/J [y /x] 

Vx (8 ~ '1/J ),B ~ Vx 'If; 
Vx (8 ~ 'If; ) ~ () ~ Vx '1/J 

Vi 

--+ i 

-------:----,------------ --+ i 

~ V x ( () ~ '1/J ) ~ ( () ~ V x '1/J ) 

(Noter que l'on a () = B[y /x ] puisque () ne contient pas d 'occurrence libre de la variable x.) 

Preuve de l'axiome (6) : 

----= i 

~ X= X 

Preuve de l'axiome (7) : 

B[x jz] f- B[xjz] x = y f- x = y 

x = y' () [x 1 z l ~ ()[y 1 z l 
----~----:----- --+i 

x= y ~ B[x/ z] ---t B[yj z] 
___ __ ...:.._______::_ __ __:______::_ __ --+ i 

~ x = y ---t ( () [x 1 z l ---t ()[y 1 z]) 

Nous venons donc de montrer qu'à chaque démonstration obtenue par le système axio­
matique présenté au début de ce chapitre correspond une démonstration en Déduction Na­
turelle. 

2.1 Logique classique et logique intuitionniste 

Tout comme dans le cadre du Calcul Propositionnel, si l'on adjoint la règle de l'absurdité 
intuitionniste à la logique minimale, on obtient les règles de déduction de la Déduction 
Naturelle en logique intuitionniste. La substitution de la règle de l'absurdité classique à 
celle de l'absurdité intuitionniste procure finalement l'ensemble des règles de la Déduction 
Naturelle en logique classique. 

Il n 'y a donc aucune surprise dans le fait que tous les résultats relatifs à ces trois logiques , 
que sont la logique minimale, la logique intuitionniste et la logique classique, se retrouvent 
intégralement dans le cadre de la logique du 1er ordre. Il est en particulier immédiat que 
nous avons les inclusions strictes suivantes : 

logique minimale Ç logique intuitionniste Ç logique classique. 

En effet , toutes les preuves que nous avions dans le cadre du Calcul Propositionnel peuvent 
être reproduites intégralement pour la logique du 1er ordre. 
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Nous retrouvons donc, sans surprise les résultat décrivant ces différentes logiques au 
moyen de règles dérivées : 

R e marque 429 Il y a différentes manière d'obtenir la logique classique, que ce soit à 
part ir de la logique minimale ou de la logique intui ionniste. Ci-des ous quatre présentations 
équivalentes : 

log. cl. log. int. + ~ cp v •cp (principe du tiers exclu) 

log. int. + •cp ---+ cp ~ cp (loi de Peirce) 

log. min. + ••cp ~ cp (élimination des doubles négations) 

ax (contra position) . log. min. + •'1/J ---+ •cp ~ cp ---+ 

Exemple 430 Une preuve en logique minimale de la formule 3x •cp---+ •\/x cp. 

\/x cp ~ \/x cp 
------ Ve 

\/x cp ~ cp[yjx] •cp[yjx] ~ •cp[yjx] 
\/x cp •cp[yjx] ~ _l 

-----------------~~~--- 3e 
3x •cp, Vx cp ~ ..l 
3x •cp ~ •\/x cp 

~ 3x •cp -t •\/x cp 
-+i 

Si nous considérons maintenant 1 implication inverse de cette formule nous pouvons en 
donner une preuve certes mai pas dans le cadre de la logique minimale ni même dans celui 
de la logique int uit ionniste. Pour montrer •\/x cp ---+ 3x •cp, il nous faut avoir recours à la 
logique classique. 

Exemple 431 Une preuve en logique clas ique de la formule -,\jx cp---+ 3x •cp. Nous ver­
rons plus loin qu 'il n existe pas de preuve de cette formule en logique intuit ionniste. 

•cp[yjx] ~ •cp[yjx] 
•3x •cp ~ •3x •cp •cp[y/x] ~ 3x •cp 

•3x •cp •cp[yjx] ~ _l 

•3x •cp ~ cp[yjx] 
•\/x cp ~ •\/x cp •3x •cp ~ \/x cp 

i.e 
•3x •cp •\/x cp ~ _l 

•\/x cp ~ 3x •cp 
---~---__:__- -+ i 

~ •\/x cp -t 3x •cp 

Vi 

Vi 

i.e 

3i 
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Pour aller plus avant : 

Nous renvoyons aux commentaires sur la Déduction Naturelle que nous avons fait dans le cadre du Calcul 
Propositionnel à la page 216. Ils sont d 'autant plus d 'actualité qu 'avec la logique du 1er ordre, nous nous 
trouvons précisément dans le cadre formel qui a vu naître les systèmes de Hilbert , de la Déduction aturelle 
et de la logique intuitionniste. Outre les ouvrages mentionnés, page 216 , nous recommandons tout particu­
lièrement le manuel de cours de René David, Karim our et Christophe Raffalli , intitulé "Introduction à la 
logique : théorie de la démonstration : cours et exercices corrigés" [DNR04]. 

Le lecteur séduit par ce domaine d 'étude trouvera matière à aiguiser sa curiosité dans les ouvrages 
"Natural Deduction: A Proof-Theoretical Study" de Dag Prawitz [Pra06] et "Le point aveugle, tome 1 :vers 
la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06]. ous recommandons également tout particulièrement "Basic proof 
theory" de Anne S. Troelstra et Helmut Schwichtenberg [TSOO] , "Proof Theory" de Gaisi Takeuti [Tak13] , 
"Proofs and types" de Jean-Yves Girard , Paul Taylor et Yves Lafont [GTL89] , ainsi que le "Handbook of 
proof theory" de Samuel R. Buss [Bus98]. 

Le lecteur intéressé par l'intuitionnisme trouvera une mine d'informations dans "Elements of intuitio­
nism" de Michael Dummett [DumOO]. 
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3 Le Calcul des Séquents 

Résumé N!!. 62 La Déduction Naturelle pour la logique du 1er ordre est une 
simple extension de la Déduction Naturelle pour le Calcul Propositionnel au 
moyen des règles suivantes : 

r , <i>[t/x] ~ b.. a 
Y g 

r ~ </>[y j x] b.. 
'~d 

r , Vx </> ~ b.. r ~ \lx <P b.. b 

r </>[y/x] ~ b.. 
3 g 

r ~ <i>[tjx] b.. a 
3d 

r ' ::lx <P ~ b.. b r ~ ::lx <P b.. 

* 
a. t un terme. 
b. y sans occ. libre dans le séquent conclusion de la règle. 
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Le Calcul des Séquents de la logique du 1er ordre est également très proche de celui que nous 
avions défini dans le cadre du Calcul Propo itionnel . Tout comme la Déduction Naturelle , 
les règles de ce ystème de déduction ne sont pas autre chose que celles développées dans 
le cadre du Calcul Propo itionnel auxquelle ajoutent deux couples de règles , traitant les 
cas des deux quantificateurs. On trouve ainsi une règle d introduction à droite et une règle 
d'introduction à gauche pour le quantificateur univer el et pour le quantificateur existentiel. 

Nous rappelons qu 'un équent de la former~ b.. où r = { <Po , .. . . d>n } et b.. = { '1/Jo, . .. , '1/Jk} 
est interprété intuitivement comme la formule : 

La partie gauche est donc une conjonction d hypothè es alors que la partie droite doit être 
vue comme une disjonction de conclu ions. En particulier, la conjonction vide d'hypothèse 
est interprétée comme le vrai alor que la di jonction vide de conclusion est interprétée 
comme le faux . 

Les règles du Calcul des Séquents spécifiques à la logique du 1er ordre 

o La règle d introduction gauche du quantificateur universel : 

r <i>[t/x] ~ b.. * 
------Yg 

r \lx <P ~ b.. 

Cette règle dit que si l on peut prouver la di jonction symboli ée par b.. , à partir des 
hypothèses r et urtout de <i>[t/x] alors on peut prouver la même chose en prenant 
\lx <P à la place de <i>[t/x] · Ce qui semble effectivement un affaiblissement, puisque 
l hypothè e \lx <P est beaucoup plu forte que <i>[t/x] · 

*. t un terme. 
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o La règle d 'introduction droite du quantificateur universel : 

r f- <P [y /x] ' ~ ____ _:____ v d 

rf- \fx <P , ~ t 

Ici, la restriction sur le caractère libre de y dans r , Vx <P et ~ est capital. Avec 
cette condition, cette règle permet de remplacer la conclusion <P [y /x] , dans laquelle 
y se comporte en quelque sorte comme un électron libre par Vx <P. L'idée derrière 
cette règle est que puisque y est absolument quelconque, il représente n'importe quel 
élément. 

o La règle d 'introduction gauche du quantificateur existentiel : 

Cette règle dit que si l'on peut prouver la disjonction~' à l'aide des hypothèses ret 
surtout de <P [y /x ] où y n'est libre ni dans ~ ' ni dans r , ni dans :lx <P , alors on peut 
prouver la même chose en prenant :lx <P en lieu et place de <P[y/x] · L'idée derrière cela 
est que cet y tient lieu d 'une valeur indépendante de r ou de ~. Il fonctionne donc 
comme le témoin d'un élément satisfaisant <P (x) . 

r, <P [y/x] f- ~ 
------3g 

r ' :lx <P f- ~ t 

o La règle d 'introduction droite du quantificateur existentiel : 

Cette règle est très naturelle, le témoin t est simplement remplacé par une variable 
sous la dépendance d 'un quantificateur existentiel. On remplace le fait que le terme 
t vérifie <P (x ), par le fait qu'il existe un élément satisfaisant <P (x ). 

r f- <P[t/x] ' ~ * 
------3d 

r f- :lx <P , ~ 

Exemple 432 Une preuve (en logique minimale) de la formule :lx •<P---+ -,\fx <P . 

<P[y/x] 1- <P[y/x] 
~g 

•<P[y/x] ' <P [y/x] f-
'lg 

•<P[y/x] , Vx <P f-
3g 

:lx •<P, Vx <P f-
~d 

:lx •<P 1- -,\fx <P 
---+d 

f- :lx •<P ---+ -,\fx <P 

t. y sans occurrence libre dans le séquent conclusion de la règle (dans r , ::lx~ ou Vx ~ ' et b.). 
*· t un terme. 
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Calcul des Séquents 

r , <P ~ ~ 
_____ 1\ gl 

r , </JA'I/J ~~ 

Axiomes 

Règle logique 

r , 'lj; ~ ~ 
_____ l\ g2 

__ j_g 

_l ~ 

r , <P ~ ~ r, 'lj; ~~ 
V g 

r ~ </J , ~ 
v dl 

r , <P v ~ ~ r ~ <Pv ' ~ 

r ~ </J , ~ r , 'I/J ~ ~ 
-+g 

r , <P ~ '1/J , ~ 

r , <P-+ ~ ~ r ~ <P-+'1/J ~ 

r ~ </J , ~ r , <P ~ ~ 
~g 

r , ·<P ~ ~ r ~ ·<P ~ 

r , <P[t/x] ~ ~ * 
'tg 

r ~ </J[yjx] ' ~ 

r Vx <jJ ~ ~ r ~ \lx <P ~ t -

r~ 'I/J , ~ 

r ~ <P v '1/J , ~ 

-+d 

~d 

'~d 

r </J[y/x] ~ ~ 
3g 

r ~ <P[tjx] ~ * 
3d 

r 3x <P ~ ~ t r ~ 3x </J , ~ 

Règles structurelles 

r ~ ~ 
affg 

r ~ ~ 
affd 

r <P ~ ~ r ~ <P ~ 

r , </J , </J ~ ~ 
c trg 

r ~ </J , </J , ~ 
ctrd 

r , <P ~ ~ r ~ </J , ~ 

Règle de coupure 

r ~ </J , ~ r' , <P ~ ~' 
--------- eut 

r ,r' ~ ~ , ~' 

*· t un terme 
t. y sans occurrence libre dans le séquent conclusion de la règle (dans r , :lx cl> ou Vx cj> , et ~) 
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Remarquons que dans la preuve que nous venons de décrire, chacun des séquents ne 
possède tout au plus qu 'une seule formule à droite du symbole f-, et qu 'aucune règle d 'affai­
blissement n 'est utilisée. Nous considérons maintenant l'implication inverse de cette formule, 
nous en donnons une preuve dans laquelle l'un des séquents possède deux formules à droite 
du symbole f- . 

Exemple 433 Une preuve en logique classique de la formule -,'tfx 4;----+ ::lx -,q; , 

cP[yjx] f- cP[yjx] 
~d 

-,'tfx 4; f- ::lx -,q; 
---------------- ~d 

f- --Nx 4; --+ ::lx •cP 

Nous retrouvons, dans le cadre de la logique du 1er ordre, les mêmes résultats majeurs 
que ceux obtenus dans celui du Calcul Propositionnel. 

3.1 Logique intuitionniste et logique minimale 

Le Calcul des Séquents tel qu 'il est présenté ici correspond point pour point à la logique 
classique. Cela signifie que le séquent r f- ~ où r = { 4;0 , . .. , cPn } et ~ = { '1/Jo, ... , '1/Jk} est 
prouvable en Calcul des Séquents si et seulement si le séquent : 

est prouvable dans le système de la Déduction Naturelle dotée de la règle de l'absurde 
classique. Pour autant, la logique minimale et la logique intuitionniste trouvent une repré­
sentation très simple en Calcul des Séquents : 

Théorèm e 434 La logique intuitionniste est la version du Calcul des Séquents dont les 
règles sont restreintes aux séquents avec au plus une formule à droite , la contraction à droite 
étant considérée comme implicite. 

Théorèm e 435 La logique minimale est la version du Calcul des Séquents privée de l 'af­
faiblissement droit et dont les règles sont restreintes aux séquents avec au plus une formule 
à droite. 

3.2 L'élimination des coupures 

Nous avons vu que la règle de coupure en Calcul des Séquents était une règle essentielle 
pour rendre compte de la manière dont nous raisonnons. Car, souvent, les raisonnements 
que nous tenons utilisent , comme hypothèses, les conclusions de raisonnements antérieurs. Et 
ces hypothèses disparaissent en tant que telles puisqu'elles ont été démontrées par ailleurs. 
Nous retrouvons le fameux théorème d'élimination des coupures. 
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Théorème 436 (Elimination des coupures) S'il existe, en Calcul des Séquents clas­
sique (resp . intuitionniste), une preuve du séquent r f-- tl alors il existe une preuve en 
Calcul des Séquents classique (resp. intuitionniste) de ce séquent sans utilisation de la règle 
de coupure. 

Par conséquent, nous retrouvon également les corollaires suivants : 

Corollaire 4 37 Le séquent a f--" n'est pas prouvable en logique classique. 

Nous rappelons que le séquent f-- se comprend comme "du vrai on prouve le faux", 
ou "le faux est une conséquence du vrai". Si 1- était prouvable en Calcul des Séquents, il 
s'en suivrait que tout séquent r f-- tl le serait également par la simple utilisation des règles 
d'affaiblissement. Tout et n'importe quoi pourrait être démontré, rendant dès lors ce système 
de démonstration caduque. 

Preuve du Corollaire 437 : S'il existait une preuve de f-- en Calcul des Séquents, il en 
existerait également une qui se ferait sans utili ation de la règle de coupure. Or, toutes les 
autres règles introduisent une formule soit à droite soit à gauche. --j 437 

Corollaire 438 (Propriét é de la sous-formule) Si r f-- tl est prouvable en logique clas­
sique {resp . en logique intuitionniste) alors il en existe une preuve en logique classique 
(resp. en logique intuitionniste) dans laquelle n'apparaissent que des séquents constitués de 
sous-formules des formules der et de tl. 

Preuve du Corollaire 438 : Toute preuve sans coupure de r f-- tl satisfait les conditions 
souhaitées. 

--j 438 

Nous avions vu, dans le cadre du Calcul Propositionnel , qu'une conséquence de la propriété 
de la sous-formule, en logique intuitionniste était qu'une preuve d 'une disjonction passait 
nécessairement par une preuve d un des termes de la disjonction : 

~ cf> V '1/J si et seulement si ( ~ cf> ou ~ '1/J ) . 

Ceci reste bien évidemment vrai dans le cadre de la logique du 1er ordre mais également le 
fait qu'une preuve en logique intuitionniste d une formule existentielle repose sur une preuve 
de cette formule pour un terme donné : 

~ ::lx cf> si et seulement si il existe un terme t tel que ~ cf>[t/x] . 

Le caractère constructif de la logique intuitionniste apparaît ainsi clairement . On ne 
prouve l'existence d 'un élément vérifiant une certaine propriété - décrite par la formule 
cf> - que si l'on a prouvé cette propriété pour un élément bien cararctérisé. La preuve est 
constructive en ce sens qu 'elle n'affirme pas l 'existence en toute généralité sans avoir au 
préalable présenté un tel élément, sans l'avoir au préalable construit de toutes pièces. 

Pour aller plus avant : 

ous recommandons à nouveau l'ouvrage intitulé "Introduction à la logique : théorie de la démonstration : 
cours et exercices corrigés" de René David, Karim our et Christophe Raffalli [D R04], ainsi que les plus 
difficiles "Le point aveugle, tome 1 : vers la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06] et "Proofs and types" 
du même auteur associé à Yves Lafont et traduit par Paul Taylor [GTL89] . Parmi les grands classiques sur 
le sujet, on trouve "Proof Theory" de Gaisi Takeuti [Tak13], "Basic proof theory" de Anne S. Troelstra et 
Helmut Schwichtenberg [TSOO], ainsi que le "Handbook of proof theory" de Samuel R. Buss [Bus98]. 
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4 Le théorème de complétude de la logique du 
1er ordre 

Résumé N!! 63 
Pour tout ensemble de formules closes r et toute formule cjJ : 

Dans le cadre de la logique du 1er ordre, la prouvabilité (c'est-à-dire conséquence syntaxique) 
et la conséquence sémantique coïncident. C'est d'ailleurs cette correspondance, dont té­
moigne le théorème de complétude, qui est essentielle pour caractériser la bonne conformité 
du système de démonstration dans lequel nous travaillons. En effet, tout l'intérêt d'un sys­
tème déductif est de pouvoir prouver précisément les conséquences sémantiques. Sans adé­
quation entre ces deux notions de vérité - la vérité syntaxique de la prouvabilité et la vérité 
sémantique de la satisfaction universelle dans les modèles - la notion même de système dé­
monstratif perd toute sa valeur. Le but du théorème de complétude est de montrer que les 
règles de la Déduction Naturelle (dans sa version complète, celle de la logique classique), ou 
celles du Calcul des Séquents n'ont pas été définies au hasard, mais afin de rendre compte 
de la notion de vérité sémantique. 

Il exprime que, dune part , la classe de toutes les formules démontrables sans utiliser 
d 'hypothèse et , d'autre part , celle de toutes les formules universellement valides ne forment 
qu 'une seule et même classe. 

Théorème 439 (Godel-Kolmogorov) Soient r , un ensemble fini de formules , c/J une for­
mule de la logique du 1er ordre, 

r F= c/J ssi r f-e c/J . 

Corollaire 440 Soit cjJ une formule de la logique du 1er ordre, 

Preuve du Corollaire 440 : C'est une conséquence immédiate du Théorème 439 en prenant 
comme ensemble d'hypothèses r, l'ensemble vide. --j 440 

Définition 441 On dit qu 'une théorie de la logique du 1er ordre T est non-contradictoire 
si 

T lfc _L . 

Cela revient à dire qu 'elle ne prouve pas quelque chose et son contraire. Bien évidemment 
une théorie qui n 'est pas non-contradictoire est dite contradictoire. 

Corollaire 442 Soit T une théorie de la logique du 1er ordre, 

T 'tf _L ssi T lfc _l . 
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Autrement dit , cette théorie est non-contradictoire (c'est bien ce que T If l_ signifie : s'il 
n'est pas vrai que le faux soit vérifié dans tous les modèles qui satisfont la théorie T , cela 
ne peut être que parce que cette théorie admet au moins un modèle) si et seulement si elle 
ne permet pas de prouver le faux. 

Preuve du Corollaire 442 : C'est encore une fois une conséquence on ne peut plus immédiate 
du Théorème 439. -j 442 

Preuve du Théorème 439 La preuve de ce théorème est nettement plus compliquée que 
celle équivalente dans le cadre du Calcul Propositionnel . 

La direction r 1-e 4> implique r ~ 4> est facile : il s'agit tout d'abord de montrer que si 
l'on a une preuve en logique classique du séquent r f- cjJ alors la formule cjJ est vraie dans tous 
les modèles der (c 'est-à-dire dans tous les modèles dans lesquels toutes les formules der sont 
vérifiées). Cela se démontre par induction sur la longueur de la dite preuve. Cette démarche 
est tout à fait similaire à ce que nous avons vu dans le cadre du Calcul Propositionnel. La 
véritable nouveauté provient des règles logiques concernant les quantificateurs. 

Par contre, la direction r ~ 4> implique r 1-e 4> est d une toute autre difficulté et nous 
n'en présentons ici que l idée de la preuve. 

Tout d'abord, nous procédons par l'absurde. C'est-à-dire que nous montrons 'T lie cjJ 

implique r If c/J". Remarquons tout de suite que r If cjJ signifie qu 'il est faux que cjJ soit vraie 
dans tout modèle der, par conséquent qu 'il existe un modèle der dans lequel cP soit fausse , 
ou pour le dire encore autrement , il existe un modèle de r dans lequel • c/J soit vraie. Ce qui 
se laisse traduire par rU { • c/J} admet un modèle c est-à-dire est satisfaisable. 

Par ailleurs, r l7c cjJ signifie que r U { • c/J} n est pas contradictoire. En effet, si r U { • c/J} 
était contradictoire, on aurait ru { • c/J} f-e l_ qui n est rien d 'autre que r , • c/J f-e l_ d'où par 
la règle de l'introduction de la négation r f-e · · c/J puis en utilisant l'élimination des doubles 
négations : r f-e c/J , ce qui contredit r li c/J . 

Par conséquent , pour montrer 'T li cjJ implique r If c/J", nous montrons : 

si rU { • c/J} n est pas contradictoire alors r U { • c/J} admet un modèle. 

Autrement dit , en toute généralité, pour prouver le sens difficile du théorème de complétude 
de la logique du 1er ordre, il suffit de prouver que pour toute théorie finie T : 

si T n'est pas contradictoire alors T admet un modèle. 

Toute la difficulté revient donc à partir d 'une théorie non-contradictoire, de lui trouver 
un modèle. Or, si dans le cas du Calcul Propositionnel un modèle est un objet simple dans 
lequel des valeurs de vérités sont attribuées aux variables propositionnelles, ici un modèle 
est un objet beaucoup plus compliqué. Par exemple, demandons-nous quels vont être les 
éléments du domaine de base de ce modèle? 

On aimerait voir apparaître un modèle tout ce qu 'il y a de plus traditionnel. On s'atten­
drait à voir des éléments qui ressemblent à ceux des modèles que l'on manipule habituelle­
ment. Or, il n 'en est rien, contrairement à ce qui se passe dans une écrasante majorité des 
modèles que l'on visite, où le domaine de base est formé d 'objets très éloignés de la logique 
et des langages à partir desquels sont constituées ces différentes logiques, ici les éléments 
de base de ce modèle sont eux-mêmes des objets logiques : ce sont des termes du langage. 
L'astuce de cette preuve est de ne pas dissocier radicalement le domaine logique de celui des 
modèles, le monde du discours logique et celui de ses réalisations. 

Nous avons besoin de deux définitions préalables à l'explicitation de la preuve. 
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Définition 443 Une théorie T est dite complète si elle est non-contradictoire et pour toute 
fo rmule cjJ du langage, ou bien cjJ E T ou bien •cP E T. 

Par conséquent, une théorie complète est une théorie qui intuit ivement ne peut être com­
plétée par aucune formule. Aucune formule ne peut y être ajoutée sans rendre la théorie 
immédiatement inconsistante. Une théorie complète est en quelque sorte une théorie maxi­
male. 

Définition 444 On dit qu 'une théorie T admet des témoins de Henkin si cette théorie 
vérifie que pour toute formule de la forme ::lx cjJ , il existe un symbole de constante c tel que 
la formule ::lx cP --+ cP[c/x] E T. 

L'idée de la preuve consiste donc de partir avec une théorie finie non-contradictoire 
quelconque T , puis : 

(1) Montrer que cette théorie T peut être étendue en une théorie complète T' admettant 
des témoins de H enkin. 

(2) Montrer ensuite que cette théorie T' admet un modèle , dans la construction duquel, 
les témoins de Henkin jouent un rôle primordial. 

Pour cela nous avons besoin de quelques lemmes préparatoires. 

Lemme 445 Soit (T i)iE I une famill e de théories non-contradictoires qui est totalement 
ordonnée par l 'inclusion. Alors u iE I f i est non-contradictoire. 

Preuve du Lemme 445: Procédons par l'absurde et supposons que u iE I f i est contradictoire. 
Puisque u iE I f i ~c _l est vérifié, il existe un ensemble fini { c/Jo , ... ' cPk } ç u iE I f i tel que 
cjJ0 , ... , cPk ~c _l . Considérons io, ... , ik des éléments de I vérifiants cPi1 E T i1 (pour chaque 
j ::; k). Puisque (T i)iE I est une famille totalement ordonnée par inclusion, il en est de même 
de la famille (T i

1 
)j~k· Il existe donc un entier n::; k tel que pour chaque j ::; k on a T i1 Ç 

l in . Par conséquent, puisqu'à la fois c/Jo , .. . ' cPk ~c _let { c/Jo , ... ' cPk } ç u jE{O, ... ,k} f ij ç f in 
sont vérifiés, il apparaît que T in ~c _l . Ce qui contredit le caractère non-contradictoire de 
chacune des théories de la famille (T i)iE I. ~ 445 

Lemme 446 Soit T une théorie sur un langage .C qui soit non-contradictoire. Alors il existe 
une théorie T c sur le même langage qui soit complète et telle que T Ç T c· 

Preuve du Lemme 446 : On considère l'ensemble de toutes les théories non-contradictoires 
sur .C qui étendent T. Muni de l'inclusion, c'est un ordre partiel inductif. En effet, pour toute 
chaîne (T i)iEI, la théorie fi = u iE I f i est non-contradictoire (voir Lemme 445) et c'est 
un majorant de la chaîne. On peut donc utiliser le lemme de Zorn pour obtenir l'existence 
d 'une théorie T c qui est un élément maximal de l'ordre partiel considéré. Il reste à montrer 
que c'est une théorie complète. 
Par l'absurde, supposons qu'il existe une formule cjJ telle que cjJ tf. T c et • c/J tf. f e· Par 
maximalité de T c, on obtient que les théories T c U { cjJ} et T c U { •cP} ne sont pas non­
contradictoires, ce qui veut dire que T c, cjJ ~ c _l et T c, •cP ~ c _l . Par conséquent, on obtient 
à la fois Tc ~ c •<P et Tc~ c </J , ce qui implique immédiatement Tc~ c _l , une contradiction. 

~ 446 
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Lemme 44 7 Soient r une théorie, 4; une formule et c un symbole de constante n'apparais­
sant ni dans r ni dans 4; . Alors r f- c 4Y[c/xl implique que r f-c V x 4; . 

Preuve du Lemme 447 : On montre d'abord que pour toute théorie 6. et toute formule 4; , 
si 6. [c/x] f-c 4Y[c/x] , alors pour tout terme t du langage, 6. [t/x] f-c 1P[t/x] · La preuve se fait par 
induction sur la hauteur de la démonstration en remplaçant partout c part. 
P uisque x est liée dans Vx 4; , alors sans perte de généralité, on peut supposer que x n'a pas 
d'occurrence libre dans r (sinon il suffit de considérer la nouvelle formule Vy 4Y[y/x] où y est 
une nouvelle variable) . En choisissant pour terme z (une nouvelle variable) dans le résultat 
précédent, on obtient que, puisque r = r[c/xl f- c 4Y[c/xJ on ar = r [z/xJ f-c 4Y[z/xJ · Appliquant 
l'introduction du quantificateur universel, puisque z n a d 'occurrence libre ni dans r ni dans 
4; , alors r f-c Vz 4Y[z/xl et donc r f-c V x 4;. 

~ 447 

Soit T une théorie sur un langage L. On suppo e que T est non-contradictoire et on 
cherche un modèle de T . La démonstration se fait en deux étapes. 

Première étape. On construit une théorie Th sur un langage Lh telle que : 

(1) T h est un théorie complète; 

(2) pour toute formule 4; sur Lh ayant x pour seule variable libre, il existe un témoin de 
Henkin c<P , c est-à-dire un symbole de constante de Lh tel que : 

Pour cela, définissons par induction des langages Ln et des théories T n, pour tout entier n . 
On pose Lo = L, To =Tet 

Ln+l =Ln U { c <P 1 4; est une formule avec une variable libre de Ln} , 

Tn+l = Tn U {:3x 4; --t 4Y[c,p/x] 1 4; est une formule avec une variable libre x de Ln}· 

On considère maintenant Lh =UnE IN Ln et T = UnEIN T n· 

Montrons que T est non-contradictoire. Par le Lemme 445 il suffit de montrer que 
T n est non-contradictoire pour tout entier n. On fait cela par induction. On a par hypo­
thèse que T o = T est non-contradictoire. Supposons par l'absurde que Tn+l n'est pas non­
contradictoire avec To, . . . T n non-contradictoires. Alors il existe des formules qy1, .. . , q;k de 
Ln telles que : 

On en déduit que : 

T n 1\ ( :3x qyi --t qyi [c<Pi /x] ) f- c _l . 

l:Si:Sk 

T n f- c 1\ ( :3x 4Yi --t 4Yi[c,pJx]) --t j_ 

l :Si:Sk 

et par le Lemme 44 7 appliqué k fois, on peut conclure que : 
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Or, on sait (voir exercices) que si la formule 1/J ne possède pas d'occurrence libre de y, alors 
les formules \/y ( e --+ 1/J ) et (::Jy e --+ 1/J) sont syntaxiquement équivalentes : 

f- e \/y (e--+ '1/J) r----t (::Jy e--+ '1/J) . 

Par conséquent , 

Du fait que si '1/J ne possède pas d 'occurrence libre de y , on ait : 

on obtient : 

On sait de plus que si e n'a pas d 'occurrence libre de y , alors : 

ce qui permet d 'obtenir : 

Or, pour tout 1 :::; i :::; k, on a : 

ce qui implique : 

T n f- c 1\ (::lx ePi --+ ::lyi cPi[ydx] ) · 
l~i~k 

Par élimination de l'implication, il vient : 

ce qui contredit l'hypothèse d 'induction. 

On utilise maintenant le Lemme 446 pour étendre T = en une théorie complète Th. 
Soit cj; une formule de .Ch avec une seule variable libre x . Il reste à vérifier que : 

Th f- c ::lx cP --+ cP[c,p/x] · 

Par définition , cj; est une suite qui ne contient qu'un nombre fini de symboles de .Ch· Par 
construction, il existe donc un entier n tel que cj; E .Cn et ainsi : 
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Seconde étap e . On construit maintenant un .Ch-modèle M de T h, dont la restriction à 
.L constituera un modèle de T. 

On pose: 
Tclos(.Lh) ={tE T (.Ch) 1 t ne contient pas de variable}. 

On définit le modèle M suivant : 

(1) 

où t rv t' si et seulement i T h 1--c t = t' ; 

(2) pour tout symbole de constante c, c M = [ c ]rv; 

(3) pour tout symbole de fonction f d'arité n, 

( 4) pour tout symbole de relation R d arité n, 

Vérifions que tout cela est bien défini. Soient t 1 ... , tn et t' 1 , . . . t' n des termes tels que 
ti rv t' i pour tout 1 ::; i ::; n. Alors on a T h 1--c ti = t' i pour tout 1 ::; i ::; n. L'élimination de 
l'égalité appliquée n fois sur le ré ultat del in roduction de l'égalité avec f(t 1 , ... , tn) nous 
donne que: 

T h 1--c J ( t 1 · · · tn) = J ( t\ , · · · , t' n) · 

L'élimination de l égalité appliquée n fois ur l axiome R( t1 ... , tn) 1--c R( t1, . .. , tn) donne 
Th , R (t1, . .. , tn) l-e R(t'1, ... t' n) · Par con équent, nous obtenons: 

Puis par symétrie : 

D'où l'on obtient par modus panens: 

T h 1--e R (t1 .. . . , tn) si et eulement si T h 1--e R(t\ .. . . t'n) · 

Par ailleurs IMI # 0 car la formule avec une variable libre :lx (x = x) est une formule 
de .Ch et donc la classe de son témoin de Henkin est un élément de IMI. 

Il reste à vérifier que M Fe Th · Pour cela, on prouve que pour toute formule close cjJ 

T h 1--e c/J (c'est à dire que cjJ E T h) si et seulement si M Fe c/J . On suppose sans perte de 
généralité que cjJ ne comporte que le quantificateur :3 et les connecteurs /\, ' · Par induction 
ur la hauteur de cjJ : 

( 1) Si ht( cjJ ) = 0 et cjJ = _l alors c est évident puisque T h est non-cont radictoire. 
Si cjJ = R( u1, ... , un) , alors puisque cjJ e t une formule clo e les terme u1, .. . , Un sont 
clos. Dan ce cas M F e cjJ si et seulement i ( u1 M, ... , UnM) E RM, c'est-à-dire (par 
définition) si et seulement si ([ul]rv, ... , [un]rv) E RM. Par définition, ceci est vrai 
et seulement si T h 1--e R (u1, .. . , un) · 
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(2) Si ht(cjJ ) > 0: 
o Si cjJ = '1/J1 1\ '1/J2 , alors M F e cjJ si et seulement si M Fe '1/;1 et M Fe '1/;2 . Par 

hypothèse d'induction , ceci est équivalent à Th f-e '1/;1 et Th f-e '1/;2. Par les règles 
d 'introduction et d 'élimination de la conjonction, on obtient M F e cjJ si et seule­
ment si Th f-e c/J . 

o Si cjJ = •'1/J , alors M F e cjJ si et seulement si M ~e '1/J . Par hypothèse d 'induction, 
ceci est équivalent à Th lie '1/; , et par complétude de Th , cela revient à dire que 
Th f-e •'1/J . 

o Si cjJ = ::lx '1/; , montrons que Th f-e cjJ entraîne M F e c/J . Considérons pour cela 
le témoin de Henkin c'l/J . Par construction de Th , T h f- e cjJ si et seulement si 
T h f-e '1/J[c..p/x] et par l'hypothèse d'induction, ceci équivaut à M F e '1/J [c..p/x] . Par 
conséquent, si Th f- e cjJ , alors il existe une stratégie gagnante pour le V érificateur 
dans [v (cjJ , M ) :il lui suffit de choisir c1/J M comme valeur pour x. Ainsi , T h f-e cjJ 
entraîne M F e c/J . 
Pour montrer la réciproque, supposons que M Fe c/J . Par définition, il existe alors 
un terme clos t tel que le V érificateur a une stratégie gagnante dans 

[ v ( 7/1[1•1-/x] 'M) · 
En parallèle, jouons au jeu [v ( '1/J[t/x] , M) avec cette même stratégie. Si le premier 
jeu se termine sur une formule atomique 

R ( Uj [lt]-/x] · · ·'Un [ltl-/x] ) 

alors il s'arrête sur R ( u1 [tf x], . . . , Un[tjxJ ) dans le deuxième. Par définition de 
l'interprétation des termes dans le modèle M , tM = [t]......,. Par conséquent, l'inter­
prétation des termes ui [[tJ ~/x] et Ui [t/x] sont les mêmes dans M. On obtient donc 

que le V érificateur a une stratégie gagnante dans [v ('1/J[t/xJ , M), c'est-à-dire que 
M Fe '1/J[t/x] . Par hypothèse d'induction, on obtient queT h f-e '1/J[t/x] . Par la règle 
d 'introduction du quantificateur existentiel, cela implique que T h f- e c/J . 

On a ainsi montré que la .Ch-structure M est un modèle de Th· Il suffit dès lors de 
considérer N la .C-structure induite par M , autrement dit la restriction de M à .C , pour 
obtenir un modèle de T : N F T. 

~ 439 

Corollaire 448 (Théorème de compacité) Soient .C un langage du 1er ordre et T une 
théorie de ce langage, 

T admet un modèle Ç=} chaque théorie finie T' Ç T admet un modèle. 

Cet énoncé n est autre que celui du Théorème de compacité (Théorème 406). Sa preuve 
directe n 'est pas aisée, mais maintenant que nous disposons du théorème de complétude de 
la logique du 1er ordre, nous allons pouvoir en donner une preuve très facile. 

Preuve du Corollaire 448 : Le sens ( ==?) est évident. Pour le sens ( <:=) nous allons procéder 
par la contraposée et prouver : 

T n'admet pas de modèle ==? il existe théorie finie T' Ç T qui n'admet pas de modèle. 



THÉORIE DE LA DÉMONSTRATION 481 

Pour cela, remarquons simplement que si T n'a pas de modèle, alors T f= j_ est vérifié (c'est 
d 'ailleurs le seul cas!). Par application du théorème de complétude cela donne T ~c j_ et 
donc il existe un ensemble (néces airement fini!) d hypothèses 1:1 Ç T tel que 1:1 ~c _l_ . Par 
application du thèorème de complétude à nouveau (mais cette fois-ci dans l'autre sens) on 
obtient 1:1 f= __i , ce qui montre que la théorie finie 1:1 Ç T n a pas de modèle. 

---1 448 
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5 Les modèles de Kripke de la logique du 1er ordre 

Résumé N!. 64 Les modèles de Kripke des logiques intuitionniste et minimale 
de la logique du 1er ordre sont semblables à ceux de ces logiques dans le cadre 
du Calcul Propositionnel . La différence est que chaque monde a se comporte 
comme un modèle de la logique {classique) du 1er ordre - en particulier possède 
un domaine (( [)a" tel que si a ::; f3 alors [)a Ç [).8 . 

Les modèles de la logique minimale se distinguant de ceux de la logique classique 
par le simple fait d'autoriser certains mondes à forcer u ..l ': 
Pour toute théorie T et toute formule c/J : 

T ~ c/J ~ T 'F1 c/J ; 

T ~m c/J ~ T F=m c/J . 

Avec le théorème de complétude, nous venons de montrer que la notion de vérité sémantique 
et la notion de vérité syntaxique coïncident dans le cadre classique. Pour le dire autrement, le 
théorème de complétude - de la logique classique - montre que la sémantique que nous avons 
présentée pour la logique du 1er ordre correspond à la notion de preuve telle qu'elle apparaît 
en Déduction Naturelle ou en Calcul des Séquents. Lorsque nous restreignons le champ des 
démonstrations possibles en interdisant l'utilisation de la règle de l'absurde classique - ou 
de manière équivalente le principe du tiers exclu - tout en conservant la même sémantique, 
ce théorème ne vaut plus. Pour retrouver un théorème de complétude qui fonctionne pour la 
logique intuit ionniste, il faut une sémantique différente, une sémantique qui soit spécifique 
à la logique intuitionniste : les modèles de Kripke. 

Les modèles de Kripke pour la logique du 1er ordre diffèrent de ceux du Calcul Propo­
sitionnel, dans le même ordre d'idée que les modèles (classiques) de la logique du 1er ordre 
diffèrent de ceux du Calcul Propositionnel. Afin de faciliter leur présentation, nous allons 
procéder en deux étapes. Avant de présenter le cas général, nous présenterons tout d'abord 
le cas particulier des modèles de Kripke pour un langage non égalitaire .C dépourvu à la fois 
de constante et de symbole de fonction. 

5 .1 Logique intuitionniste 

Langages non égalitaires et sans symbole de fonction 

D éfinition 449 Soit .C un langage du 1er ordre non égalitaire et sans symbole de fonction 
{ni de constante) . K = (IKI , ::;, [),If-) est un modèle de Kripke de la logique intuitionniste sur 
le langage .C si : 

{1) (IKI, ::;) est un ensemble (partiellement) ordonné, les éléments de IKI étant appelés 
mondes possibles. 

{2) [) est une fonction qui associe à tout élément a E IKI un ensemble non vide [)a , qui 
constitue le domaine du monde a et vérifie pour tous a, f3 E IKI 



THÉORIE DE LA DÉMONSTRATION 483 

{3) 1~ est une relation binaire - appelée u forcing ' - entre les éléments de IJC I et les 
formules atomiques à paramètres dans U aEIK I [)a vérifiant : 

pour a, (3 E IJCI et R E .C un symbole de relation d'arité n. La relation 1~ est telle 
que : 

o al}l..l; 
o si a 1~ R (a1, . . . , an) alors a1, .. . , an E [)a; 

o siai~ R(a1 . .. ,an) eta:S(3 alorsf3 I~ R(a1 . . . an) · 

La relation de forcing s'étend aux formules. Pour a E IJCI et c/J , '1/J deux formules de .C 
o a 1 ~ c/J 1\ '1/J ~ a 1 ~ c/J et a 1 ~ 
o a 1 ~ c/J V '1/J ~ a 1~ c/J ou a 1 ~ '1/J · 

o a 1~ c/J -----+ '1/J ~ pour tout (3 E IJCI tel que a S /3, si (3 1~ c/J alors (3 1~ '1/J ; 

o a 1~ •c/J ~ a 1~ cjJ -----+ ..l 3 ; 

o a 1~ Vx cjJ ~ pour tous (3 E IJC I, (aS f3 et bE [).B) ===} (3 1~ cP[b/x] ; 

o a 1~ ::lx cjJ ~ il existe a E [)a tel que a 1~ cP[a/x] · 

Remarque 450 

(1) Intuit ivement un modèle de Kripke de la logique intuitionniste du 1er ordre est comme 
un ensemble de modèles (classique ) empilés les uns sur les autre . Si l on représente 
le diagramme de Has e 4 del ordre partiel (I JCI s) ce mondes ret rouvent les nœuds 
d 'un graphe. Une même formule n 'a pas la même valeur de vérité dans tous ces 
modèles. 

(2) Il est facile de montrer - par induction ur a hauteur - que toute formule qui est 
forcée en un monde a est également forcée au-dessu de a (en tout monde (3 2': a). 

Exemple 451 On considère le langage L dont la ignature ne contient que le ymbole de 
relation unaire P. 

On construit le modèle de Kripke JC suivant. 
On se donne deux mondes a et f3 avec a ::; f3 
dont le domaine ont re pectivement : 

o [) 0 = {a} 
o [).B = {a b} 

et la relation de forcing est définie par le eul 
/31~ P(a) . 

JD).B={a, b} 

3. Cela revient à dire que pour tous f3 2:: a si f3 If- cp alors f3 Il- _L Or dans le cadre de la logique 
intuitionniste, aucun monde po sible ne peut forcer 1_ , cette condition est donc équivalente à dire que pour 
tous f3 2:: a, f3 IY cp . 

4. Le diagramme de Hasse consiste à repré enter chaque monde par un point , avec la convention que si 
pour deux mondes a et (3 la relation a ~ f3 e t vérifiée, alors f3 est situé au dessus de a. Le fait que la relation 
a ~ f3 soit vérifiée est représentée par un segment de droite entre a et (3 . Pour autant , on ne représente pas 
toutes les relations, mais uniquement leur réductions réflexives et tran itive (on ne trace pas de relation 
entre un monde et lui-même, ni entre deux mondes a et f3 qui pourtant vérifient a ~ (3, pour autant qu ' il 
existe un troi ième monde 1 vérifiant a ~ 1 et 1 ~ (3). 
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On remarque que les relat ions suivantes sont vérifiées : 

(1) (3 If- P(a) 
(2) a IJL •P(a) 
(3) (3 If- P(a) V •P(a) 

(4) a IJL P(a) V •P(a) 

(5) a IJL \lx (P(x) V •P(x)) 

Exemple 452 On considère le langage .C dont la signature ne contient que le symbole de 
relation unaire P , puis on construit le modèle de Kripke K suivant : 

On se donne {an 1 n E IN } comme ensemble 
de mondes possibles. Pour chaque ent iers k n 
on a : 

o ak ~ an ssi k ~ n 
o [)on = {0, ... ,n} 
o an If- P(k) ssi k < n . 

On vérifie aisément : 

(1) \ln E IN an IJL P(n) 

(2) \ln E IN an IJL •P(n) 

(3) \ln E IN, an IJL P(n) V •P(n) 

(4) \ln E IN an IJL \lx (P(x) V •P(x)) 

(5) ao If- -,\fx (P(x) V •P(x)) 

(6) ao 1JL -,-,\fx (P(x) V •P(x)) 

Œn+l Il- P(O) , .. . , P(n) 

[j)On+l = {0, · ·· ln+ 1} 

Nous sommes maintenant en mesure de réintroduire les constantes et symboles de fonc­
t ion ainsi que l'égalité. Pour faciliter la présentation, nous adopterons la convention selon 
laquelle les symboles de const ante ne sont autres que des symboles de fonction d arité nulle. 

Langages égalitaires avec symbole de fonction 

Définition 453 (Modèle de Kripke de la logique intuitionniste) Soit .C un langage 
(égalitaire) du 1er ordre. K = ( 1 K 1, ~ [) . [ IF , 1 f-) est un modèle de K ripke de la logique 
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intuitionniste sur le langage .C si : 

(1) (IKI, ::;, [), lt-) est un modèle de Kripke 5 au sens de la définition qui précède (Définition 
449). 

(2) IF est la donnée, pour chaque symbole de fonction f d 'arité n de .C et chaque monde 
a E IKI, d'une fonction rx : [)Q n ----t [)a · 

(3) [ est la donnée, pour chaque monde a E IKI, dune relation d équivalence 6 [a sur 
[)a qui pour tous a f3 E IKI et pour tous a, bE a satisfait : 

(a::; /3 et (a,b) E [a)==} (a,b) E [(3 . 

(4) lt- vérifie de plus, pour tout monde a E IKI : 

Compatibilité entre [, IF et les symboles de relations de .C 
Pour tout symbole de relation R d arité n > 0 et tout symbole de fonction f d'arité 
n 2: 0 : 

si a1, ... , an, b1 .. . bn E [)a et (ai bi) E [a {1 ::; i::; n) alors 

(a) a lt- R (a1, . .. , an) ~ a lt- R(b1 ... bn); 

{b) (fa(al , ... an) f a(bl . . . , bn)) E [a· 

On ajoute maintenant quelques règles sur la réalisabilité des formules atomiques 
lorsqu 'elles font intervenir des termes ou l égalité. 

Réalisabilité des formules atomiques 
On définit la valeur d 'un terme t à paramètres 7 dans [)a par : 

( c) si t = a E [)a, alors ta = a ; 

(d) si t = f(tl ... , tn), alors ta= f a(tla ... , tna) . 

Puis on ajoute quelques règles sur la réalisabilité des formules atomiques lors­
qu' elles font intervenir des termes ou l'égalité : 

( e) pour tous termes t et u : 

(f) pour tout symbole de relation R d'arité n > 0 et tous termes t 1 , .. . , tn 

La relation de forcing lt- s'étend des formules atomiques à toute formule de la même 
manière que précédemment (dans la Définition 44 9). 

5. Modèle de Kripke d'un langage non égalitaire dépourvu de tout symbole de constante et de tout 
symbole de fonction. 

6. Une relation d 'équivalence est une relation binaire qui est à la fois réflexive, symétrique et transit ive. 
7. Les variables de t sont remplacées par des éléments de IDa. 
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Exemple 454 Dans le modèle de Kripke de l'exemple 451, les relations suivantes sont 
vérifiées : 

(1) a IJL a= b 
,8 If- P(a) [1)f3={a,b} 

(2) a IJL •a = b 

(3) a 1JL a = b V •a = b 
a If-

(4) a IJL \lx \/y (x= y V • x =y) . 

On retrouve la définition de l'évaluation d'une formule dans un modèle de Kripke que 
nous avons vu dans le cadre de la logique modale : cette formule devait être satisfaite en tout 
monde du modèle de Kripke. Il en va de même ici. Une formule de la logique du 1er ordre est 
satisfaite dans un modèle de Kripke si elle est satisfaite en tous ses nœuds. Les notions de 
satisfaction d'une théorie dans un modèle et de conséquence sémantique sont quant à elles 
rigoureusement les mêmes que dans le cadre du Calcul Propositionnel. 

Définition 455 {Évaluation d 'une formule dans un modèle de Kripke) Soient L un langage 
de la logique du 1er ordre, K un modèle de Kripke de la logique intuitionniste sur L et cjJ une 
formule de L. 

La formule cjJ est satisfaite dans le modèle K {noté K 1:1 cjJ) si a If- cjJ est vérifié pour tout 
monde a E IKI. 

Définition 456 {Évaluation d 'une théorie dans un modèle de Kripke) Soient L un langage 
de la logique du 1er ordre, K un modèle de Kripke de la logique intuitionniste sur L et T 
une théorie de L. 

Le modèle K satisfait T {noté K 1:1 T ), si K 1:1 cjJ est vérifié pour toute formule cjJ E T. 

Définition 457 (Conséquence sémantique intuitionniste) Soient L un langage de la logique 
du rr ordre, cjJ une formule de L et T une théorie de L. 

La formule cjJ est conséquence sémantique intuitionniste de T {noté T 1:1 cjJ ) si pour tout 
modèle de Kripke de la logique intuitionniste K : 

si K 1:1 T alors K 1:1 cjJ . 

La présentation des modèles de Kripke de la logique intuitionniste trouve sa raison d 'être 
dans le résultat qui suit. 

Le théorème de complétude de la logique intuitionniste du 1er ordre 

Théorème 458 Soient L un langage de la logique du 1er ordre, cjJ une formule de L et r 
une théorie de L. 

r 1=1 cP ssi r f-; c/J . 
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Il est à noter que l'énoncé "f ~ </J ssi r ~ </J 'est équivalent à 1 énoncé "f ~ </J ssi r ~ </J ". En 
conséquence, démontrer qu un énoncé n e t pa prouvable en logique intuitionniste revient 
à chercher un contre-modèle (généralement dénommé "contre-exemple") . 

Exemple 459 A partir des exemples 451 452 et 454 et par application du théorème de 
complétude de la logique intuitionniste on obtient les relations uivante : 

(1) ~ ~~x (P (x) V • P (x)) · (3) ~ ~~x Vy (x = y V •x = y) . 

(2) ~ ··'v'x (P(x)V•P (x)) · 

5.2 Logique minimale 

La logique minimale du 1er ordre n est qu une simple variante de la logique intuitionniste. 
Elle consiste à relâcher 1 exigence qu'aucun monde ne puisse forcer l_ . 

Définition 460 (Modèle de Kripke de la logique minimale) Les modèles de Kripke K de la 
logique minimale sont définis de façon analogue à ceux de la logique intuitionniste à la seule 
différence que l 'on n'exige pas que pour tout monde a E IKI on ait a I}L 1_ . 

Les définitions de 1 évaluation dune formule ou 1 évaluation d'une t héorie ain i que la 
conséquence sémantique sont identiques à leur notation près. 

Définition 461 {Évaluation dune formule dans un modèle de Kripke de la logique mini­
male) Soient[, un langage de la logique du 1er ordre, K un modèle de Kripke de la logique 
minimale sur [, et <P une formule de L. 

La formule <P est satisfaite dans le modèle K {noté K Fm </J) si a If- </J est vérifié pour tout 
monde a E IKI. 

Définition 462 {Évaluation d'une théorie dans un modèle de Kripke de la logique mini­
male) Soient [, un langage de la logique du 1er ordre, K un modèle de Kripke de la logique 
minimale sur [, et T une théorie de [, . 

Le modèle K satisfait T {noté K Fm T ) si K Fm </J est vérifié pour toute formule </J E T . 

Définition 463 (Conséquence sémantique minimale) Soient [, un langage de la logique du 
1er ordre, </J une formule de [, et T une théorie deL . 

La formule <P est conséquence sémantique minimale de T {noté T Fm <jJ) si pour tout 
modèle de Kripke de la logique minimale K : 

Les modèles de Kripke de la logique minimale permettent d obtenir le résultat qui suit . 
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Le théorème de complétude de la logique minimale du 1er ordre 

Théorème 464 Soient .C un langage de la logique du 1er ordre, cjJ une formule de .C et r 
une théorie de .C. 

L'énoncé du théorème précédent " r l=m cp ssi r ~m c/J" est bien évidemment équivalent à 
l'énoncé " r !fm cjJ ssi r lfm c/J ". En conséquence, prouver qu 'une formule n 'est pas prouvable 
en logique minimale revient à exhiber un modèle de la logique minimale satisfaisant les 
hypothèses mais pas la conclusion. 

Exemple 465 On considère le langage .C dont la signature ne contient que le symbole de 
relation unaire P. On construit le modèle de Kripke de la logique minimale K, suivant. 

On se donne un unique monde a dont le 
domaine est [\~ = {a} et la relation de for­
cing est simplement a 1~ _.L . 

C Œ ~~ _L 

Les relations suivantes sont vérifiées : 

( 1) a If ::lx P (x) 

(2) a~ --dx P(x) 

(3) a ~ -,-,::Jx P(x) 

(4) a If -,-,::Jx P(x)----+ ::lx P(x) . 

Par ailleurs : 

(5) a If -.::lx P(x) ----+ ::lx P(x) (6) a ~ -,-,::Jx P(x) V ::lx P(x) 

(7) a If (••::lx P(x) V ::lx P(x))----+ (•::lx P(x)----+ ::lx P(x)) . 
Par application du théorème de complétude de la logique minimale, nous obtenons donc : 

(8) lfm -,-,::Jx P(x) ----+ ::lx P(x) 
(9) lfm (••::lx P(x) V ::lx P(x))----+ (•::lx P(x)----+ ::lx P(x)) . 

Par contre, la preuve en Calcul des Séquents ci-dessous montre que nous avons : 

~ (••::lx P(x) V ::lx P(x))----+ (•::lx P(x)----+ ::lx P(x)) 

ce qui démontre que la logique minimale est strictement moins expressive que la logique 
intuitionniste. 

-.::lx P(x) ~ -.::lx P(x) 

-,-,::Jx P(x) , -.::lx P(x) ~ 
------------- affd 

-,-,::Jx P(x ), -.::lx P(x) ~ ::lx P(x) ::lx P(x) ~ ::lx P(x) 
------------------------ Vg 

-,-,::Jx P(x) V ::lx P(x) , -.::lx P(x) ~ ::lx P(x) 
----~---~---------- ~d 

-,-,::Jx P(x) V ::lx P(x) ~ -.::lx P(x) ----+::lx P(x) 
----------------------- ~d 

~ ( -,-,::Jx P(x) V ::lx P(x)) ----+ (-.::lx P(x) ----+ ::lx P(x)) 
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5.3 Traduction de Godel-Kolmogorov 

S'il existe de nombreuses formules de la logique du 1er ordre qui ne sont pas prouvables 
(sans hypothèse) en logique intuitionniste , bien qu'elles le soient en logique classique, il n 'en 
demeure pas moins qu'il existe pour toute formule de la sorte, une formule qui lui soit à la fois 
équivalente (au sens classique du terme) et non seulement prouvable en logique intuitionniste, 
mais également prouvable en logique minimale. La traduction de Godel-Kolmogorov - qui 
consiste à rajouter des doubles négations un peu partout - réalise ce tour de force. Nous 
distinguerons, pour sa présentation, les langages égalitaires des autres, plus simples. 

Langages non égalitaires 

Définition 466 (Traduction de Godel-Kolmogorov sans égalité) Soit cp une formule 
de la logique du 1er ordre ne contenant pas le symbole d 'égalité. La traduction de GodeZ­
Kolmogorov de cp (notée cp9) est la formule définie par induction sur la hauteur de cp de la 
façon suivante : 

(1) j_9 = j_ ; 

(2) cp9 = ••cp, si cp est atomique; 

(3) ( •cp )9 = -,cp9 ; 

( 4) (cp (\ 'ljJ) 9 = cp9 (\ 'lj;9 ; 

(5) (cp v 'lj;)9 = -,-, (cp9 v '1j;9) ; 

(6) (cp ------* 'ljJ )9 = cp9 ------* '1j;9 ; 

(1) (V x cp )9 = V x cp9 ; 

(8) (3xcp)9 = -,-,:Jxcp9 . 

Notation 467 Pour r un ensemble de formules de la logique du 1er ordre, on écrit r9 pour 
l'ensemble des traductions de GodeZ-Kolmogorov des formules der : 

Théorème 468 Pour tous r et cp , respectivement un ensemble de formules et une formule, 
dans lesquelles le symbole d'égalité n'intervient pas : 

Intuitivement, ce théorème dit que pour prouver une formule en logique classique, il 
suffit de se restreindre à n utiliser les raisonnements par l'absurde que pour les formules 
atomiques , disjonctives et existentielles. 

Langages égalitaires 

Définition 469 (Traduction de Godel-Kolmogorov avec égalité) On rajoute à la dé­
finition précédente de la traduction de GodeZ-Kolmogorov (sans égalité) une traduction de 
l 'égalité : 

Dans ce cas, le Théorème 468 devient en toute généralité : 

Théorème 470 Pour tous r et cp , respectivement un ensemble de formules et une formule: 
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Pour aller plus avant : 

Au lecteur qui voudrait en savoir plus sur les modèles de Kripke des logiques intuitionniste et minimale, 
nous recommandons à nouveau vivement l'ouvrage de René David , Karim our et Christophe Raffalli inti­
tulé "Introduction à la logique : théorie de la démonstration : cours et exercices corrigés" [DNR04]. Nous 
orientons ce même lecteur vers les ouvrages nettement plus difficiles d 'accès que sont le "Proof Theory" de 
Gaisi Takeuti [Tak13] et le "Handbook of proof theory" de Samuel R. Buss [Bus98]. 
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Chapitre 14 

Différents formats d'infinis 

Résumé .N".! 65 Il existe des ensembles infinis de différentes tailles. 
Deux ensembles ont la même taille - ou cardinalité - s il existe une bijection 
entre les deux. 
Un ensemble A est plus petit qu un ensemble B s'il existe une injection de A 
dans B ; et strictement plus petit s'il n'existe pas d injection de B dans A. S'il 
existe deux injections i : A -----+ B et j : B -----+ A alors il existe une bijection 
g :A-----+B. 
Il n'y a pas de bijection : A -----+ P (A) . En conséquence le ensembles 

IN, P(tN) , P(P(!N)) P(P(P(!N))) ... forment une infinité d'ensembles infinis 

chacun de taille différente. 

Toute théorie construite sur un langage dénombrable et qui possède un modèle 
infinie, possède également un modèle dénombrable. 

1 Comparer la taille des ensembles 

Comment compare-t-on la taille de deux ensembles? Il est clair qu 'on admet que l'un est 
plus petit que l'autre s' il contient moins d 'éléments. Si ces deux ensembles sont finis , ou 
si l 'un des deux est fini , cet argument est limpide. Mai que se passe-t-il lorsque les deux 
ensembles sont infinis? Doit-on dire que les deux ensembles ont le même nombre d'éléments: 
une infinité? Afin de répondre à la question, revenons à l'exemple de deux ensembles finis. 
Imaginons que nous avons un carton de poires et un carton de pommes et nous voulons savoir 
s'il y a autant de pommes que de poires. Comment allons-nous procéder? Une première idée 
consiste à compter d abord le nombre de pommes (on obtient alors un premier nombre entier 
m) puis le nombre de poires (on obtient alors un premier nombre entier r) et comparer les 
deux nombres obtenus. S'ils sont égaux nous dirons que les deux cartons contenaient chacun 
le même nombre d 'éléments - il y a le même nombre de pommes que de poires - s'ils 
sont différents nous répondrons par la négative. Quoi de plu simple? Et bien il y a plus 
simple ! Cette première manière de procéder a le désavantage de nous obliger à compter. 
Et compter avec des ensembles infini cela devient vite compliqué. e pourrions-nous pas 
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trouver une seconde manière de procéder qui ne nécessite pas de savoir compter? En fait , 
il suffit de prendre une pomme et une poire - de les appareiller en quelque sorte, ou de les 
marier - puis de les jeter, et recommencer. Tôt ou tard, nous trouverons une poire mais 
pas de pomme ou une pomme mais pas de poire auxquels cas nous répondrons que les deux 
cartons ne contenaient pas le même nombre d'éléments; soit nous ne trouverons ni poire 
ni pomme et dans ce cas nous sauront que les deux cartons contenaient chacun le même 
nombre d'éléments. 

Cette dernière manière de faire a le très grand avantage de ne pas exiger de savoir 
compter. Cependant , si nous la transposons au cas d 'ensembles infinis, nous n 'allons pas 
nous arrêter au bout d 'un certain temps fini pour découvrir que nous avons ôté tous les 
éléments d'un ensemble mais pas ceux du second, ni même que nous avons bien soustrait les 
éléments des deux ensembles. Nous pouvons néanmoins réutiliser le processus décrit dans le 
cadre fini, en stipulant que deux ensembles contiennent le même nombre d'éléments si nous 
pouvons appareiller ceux-ci deux à deux, les marier en quelque sorte. Si nous ne pouvons 
pas le faire nous dirons que l'un des ensembles est plus grand que l'autre. Cette notion de 
mise en couple des éléments, de leur assortiment deux à deux est capturé par le concept 
de fonction bijective ou bijection. On dira que deux ensembles A et B possèdent le même 
nombre d 'éléments s'il existe une bijection f : A ---7 B. Si ce n 'est pas le cas, on dira qu 'il 
sont de tailles différentes. Cette approche reprend trait pour trait le procédé que nous avons 
décrit dans le cas des ensembles finis. Mais n 'est-il pas vrai qu'entre deux ensembles infinis 
il existe toujours une bijection et donc que les ensembles infinis ont tous la même taille? Et 
bien non! Ce n'est pas le cas, comme le montre le résultat qui suit. 

Théorème 4 71 (Cantor) Soit A un ensemble non vide. 

Il n'y a pas de bijection : A ---7 P(A) . 

Preuve du Théorème 471 : Par l'absurde, supposons qu'il existe f une telle bijection. On 
considère l'ensemble suivant : 

B ={a E A 1 a tt f(a)}. 

Comme cet ensemble est un sous-ensemble de A et que f est une bijection - donc en parti­
culier une surjection - il existe bE A tel que f(b) =B. On remarque alors que : 

o si b E f ( b), alors b E B = {a E A 1 a tt f (a)} d'où b tt f ( b) ; 
o si b tt f ( b) , alors b tt B = {a E A 1 a tt f (a)} d 'où b E f ( b). 

D'où il ressort que bE f(b) si et seulement si b tt f(b), ce qui est évidemment une contra­
diction. Ce qui est contredit, c'est l'hypothèse que nous avons faite. A savoir l'existence de 
la bijection. 

~471 

Si l'on songe aux ensembles de tailles finies, ce théorème n'apporte pas grand chose. Il 
est très facile de montrer 1 que pour un ensemble A qui possède n éléments, l'ensemble de 
ses parties - P(A) - en contient lui 2n . Par ailleurs, pour chaque entier n nous avons n < 2n. 
Il est donc tout à fait évident qu 'il ne peut y avoir de bijection entre deux ensembles finis 
de tailles différentes. 

1. La preuve se fait par induction sur le nombre d'éléments de l'ensemble. 
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Par contre, dès que les ensembles sont infinis ce théorème fait pleinement sens. Contrai­
rement au sens commun qui imagine qu il n existe qu'un seul type d infini, on voit qu 'il 
en existe plusieurs , et même une infinité. Pour avoir le idées totalement claires sur ce phé­
nomène, nous avons besoin d 'un résultat simple dans son énoncé mais un peu plus ardu 
dans sa preuve : le Théorème de Cantor-Schroder-Bernstein (Théorème 472) qui dit que 
lorsqu'on a une injection de A dans B et une injection de B dan A alor on a une bijec­
tion. On déduit aisément de cela que pui qu 'il n 'y a pas de bijection entre un ensemble A 
et l'ensemble P (A) de ses parties , alor il n 'y a pas d'injection de P(A) dans A. En effet, 
la fonction f : A --+ P (A) qui envoie chaque élément sur le singleton qu'il définit - i.e. 
f(a) ={a} - est une injection. S il exi tait une injection de P (A) dans A il existerait alors 
également une bijection de P(A) vers A. 

On voit que si l'on part de l'ensemble infini le plus accessible qui soit : l'ensemble IN de 
tous les nombres entier positifs on obtient qu il n y a pas d 'injection de P (IN) vers IN et donc 
l'ensemble P(IN) est "plus gro ' que IN bien que ces en emble oient tous deux infinis . De 
même, il n 'y a pas d injection de P (P(IN)) vers P (IN), ce qui montre que P (P(IN)) est plus 
gros encore. En itérant le fait d prendre le parties dun ensemble, nous obtenons aisément 
une suite infinie d 'en embles dont le suivante t trictement plus gro que tous les précédents. 
Etonnant, non?! Pire encore, pour chaque en emble A, il existe autant d 'ensembles infinis 
de tailles différentes deux à deux qu'il exi te d élément dans A tous plus effrayants les uns 
que les autres tels les monstres de uWhere the wild things are" de Maurice Sendak [Sen63]. 

Théorème 472 (Cantor-Schroder-Bernstein) Soient A et B deux ensembles. S 'il existe 
deux injections i : A --+ B et j : B --+ A , alors il existe une bijection g : A--+ B. 

Preuve du Théorème 4 72 : On va tout d abord traiter le cas trè particulier où B C A , puis 
on considérera le cas général dan un second temps. 

Cas particulier : B C A. On con truit par récurrence la suite ( Cn)nEIN : 

o C0 = A "' B , 

o Cn+l est l'image de Cn par l injection i, 

o C est la réunion de tous les Cn. 

La motivation pour la construction de la suite ( Cn)nEIN et la constitution de l'ensemble 
C est la suivante : 

L'ensemble A représente toutes les personnes venues ce soir au spectacle. Pour faire 
simple, imaginons que chacune de ces personnes portent un numéro, de sorte que A est 
l'ensemble de tous ce numéros. Chaque personne po sède un billet valide pour le spectacle, 
ce billet lui indique le numéro de son siège grâce à l'injection i : cela signifie par exemple que 
la personne 137 doit s'asseoir sur le siège 23 = i(137). Malheureusement, le gens n 'ont pas 
bien compris le fonctionnement des billets et ils e ont assis sur le siège portant leur numéro 
à eux au lieu de celui du siège qui leur e t indiqué : la personne 137 ce t ainsi a si e sur le 
siège numéro 137. Le problème e t qu'en ne respectant pas le indications des billets, tout 
le monde n est pas assis. Car l en emble des numéros de siège - qui correspond ici à notre 
ensemble B - n'est qu'un sous-en emble de l'ensemble A de numéros de personnes. Donc 
seuls ceux dont le numéro corre pond à celui d 'un siège exi tant sont as is. Imaginez par 
exemple qu 'il n 'y ait pas de numéro de siège pair, la personne 137 est bien assise, alors que 
la personne 212 n 'e t pas assise pour la raison qu 'il n'existe pa de siège portant ce numéro. 
Imaginon encore que le siège qu'attribue le billet à la per onne 212 soit le 137 = i(212) -
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celui-là même occupé par la personne 137. Nous allons donc faire asseoir la personne 212 à 
sa place (le siège 137), mais pour cela nous devons faire se lever la personne 137 que nous 
faisons asseoir sur son siège (le 23 = i(137)) ce qui forcera la personne 23 à se lever, etc. 

Ainsi , Co représente l'ensemble de toutes les personnes qui sont debout au début de ce 
processus. L'image de Co est l'ensemble des sièges que doivent occuper ces personnes et 
qui sont pour lors occupés par d'autres personnes assises de manière incorrecte, puisqu'elles 
occupent les sièges correspondant à leurs numéros au lieu de ceux attribués par leurs billets. 
Nous faisons donc lever ces dernières que nous allons faire asseoir sur leurs sièges adéquats 
qui sont pour l'instant occupés par l'ensemble des personnes cl que nous faisons lever pour 
les faire asseoir en c2' etc. 

Le processus continue à l'infini. Nous allons vérifier qu 'à la fin de ce processus qui continue 
à l'infini, tout le monde est assis et le spectacle peut commencer 2. Pour cela, désignons par 
h la fonction qui fait correspondre à chaque personne a le siège qu'elle occupe à la fin du 
processus : 

(1) si l'on n'a jamais demandé à cette personne de se lever, le siège qu'elle occupe est 
celui qu'elle avait choisi de prime abord, donc celui qui porte son numéro : a. 

(2) Si au contraire on a demandé à un moment ou à un autre à cette personne de se lever, 
alors on lui a attribué le siège correctement assigner par son billet : i(a). 

Vérifions que tout cela fonctionne : que la fonction h est bien définie et qu'elle attribue 
un siège à chacun. 

Comme nous l'avons dit , la fonction h : A ---+ B est définie comme étant l'identité sur 
A " C et i sur C. Cela signifie que pour a E A : 

h(a) = { ~(a) 
On vérifie aisément que : 

si a E A " C 
si a E An C. 

(1) h est une fonction de A dans B. Pour cela il suffit de vérifier que h est bien à valeurs 
dans B. Ce qui est le cas puisque pour tout élément a E A : 

o si a E A " C , alors a~ Co donc a= h(a) E B; 
o siaEAnC alorsh(a)=i(a)EB. 

(2) h est injective puisque si l'on prend deux éléments différents a, a' E A, alors : 
o si a, a' E A " C , on obtient h(a) =a -=1- a'= h(a'); 
o si a, a' E An C, on obtient h(a) = i(a) -=1- i(a') = h(a'); 
o si a E A " C et a' E An C, on obtient h(a) = a -=1- i(a') = h(a') puisque a ~ C 

alors que a' E C ; 
o si a' E A " Cet a E An C, ce cas est symétrique au précédent. 

(3) h est surjective car pour tout b dans B on a : 

o si b (j_ C , alors h(b) = b; 

o si b E C, alors il existe un entier n tel que b E Cn, de plus n est non nul car 
bE B et C0 =A " B. Par conséquent, il existe par construction a E Cn-l tel que 
i(a) =b. 

2. Cela ne veut pas dire que tout le monde est assis à l'emplacement désigné par son billet , mais unique­
ment que nous avons pu attribuer un siège à chaque personne. 
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Cas général. On considère alors B' l'image de B par l'injection j et par le cas précédent, 
on obtient une bijection h : A -----+ B'. Comme j B -----+ B' est bijective, il ressort que 
j-1 o i : A -----+ B e t également bijective. --1 472 

Les notions d'injection et de bijection vont nous permettre de comparer les tailles des 
ensembles - qu'ils oient finis ou infini . On dira de deux en emble A et B qu ils sont de 
même taille s'il existe une bijection qui les relie (on dit alors qu'ils sont équipotents) . On 
dira que A n'est pas plus gros que B s il existe une injection de A dans B et que A est 
strictement plus petit que B s'il existe une injection de A dan B mais pas d'injection de B 
dans A. Pour cela, introduisons une notation des plus simple . 

Notation 473 Soient A et B deux ensembles quelconques. On écrit : 
o A :S B s'il existe i : A -----+ B injective, 
o A ::i B s'il existe i : A -----+ B injective mais il n'existe pas j B -----+ A, 
o A ~ B s'il existe f : A -----+ B bijective. 

Avec cette nouvelle notation le Théorème de Cantor-Schroder-Bernstein (Théorème 472) 
s'écrit : 

A :S B et B :S A i et seulement si A ~ B. 

En conséquence on peut comparer deux ensemble dè que lon dispose d'une injection 
de l'un dans l'autre. Par exemple si lon possède une injection d'un en emble A dans un 
ensemble B , on peut écrire A ~ B s il existe une injection de B dans A - et dire qu'ils ont 
la même taille - et A ::i B s il n'en existe pas - auquel cas on dira que A est strictement 
plus petit que A. 

Mais peut-on toujours comparer la taille des en emble ? N'existerait-il pas deux en­
sembles tels qu il n'y ait pas d injection de l'un dans l autre? Et bien non. En tout cas, 
si nous acceptons l Axiome du Choix nous pouvons toujour comparer deux ensembles par 
leurs tailles respectives. En d autres termes, s'il n'existe pas d injection de A dans B , alors 
il en existe une de B dans A. Autrement dit, on peut toujours comparer deux ensembles : 
on a soit A :SB soit B :SA et dans le cas où ces deux relations sont vérifiées, on a A~ B . 

Proposition 4 7 4 Si A est un ensemble infini, alors IN :S A. 

Cette proposition dit qu'il n'existe pas d ensemble infini qui soit plus petit que l'ensemble 
des entiers naturels. Autrement dit i un ensemble est plus petit que l'ensemble des entiers, 
alors il est nécessairement fini. 

Preuve de la Proposition 474: Procédons par l'absurde en upposant que l'on n'a pas IN :SA. 
Puisque deux ensembles sont toujours comparables par la taille nous avons donc A Ç IN . Ce 
qui signifie qu il exi te une injection i : A -----+ IN. Regardon limage B de A par l injection 
i : B = {n E IN 1 il existe (un unique puisque i est injective) a E A i(a) = b}. Puisque A 
est infini il en est de même de son image B. Mais B est alors un ensemble infini d'entiers 
que l'on peut énumérer : bo b1 . . . bn bn+l, .. .. Il est alors très facile de voir que la fonction 
j : IN -----+ B définie par j ( n) = bn est injective et même bijective. En conséquence, la 
fonction i : A -----+ B étant bijective 3 nous avons j : IN -----+ B et i - 1 : B -----+ A qui sont 
toutes deux des bijections et donc leur composée : i- 1 o j : IN -----+ A est elle-même une 
bijection, contredisant ainsi notre hypothèse initiale selon laquelle il n'existait pas d injection 
de IN dans A. --1 474 

3. Cette fonction est en effet injective par définition de i et surjective par définition de B. 
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Exemple 4 75 L'ensemble des entiers relatifs a la même taille que l'ensemble des entiers 
positifs. 

En effet, la fonction f : IN ---+ 7l. définie par 

f(n) = { !+l 
-2-

si n est pair 

si n est impair 

est une bijection. 

Exemple 476 L'ensemble IN x IN des couples d'entiers naturels et l'ensemble IN ont la même 
taille. 

En effet, la fonction g2 : IN x IN ---+ IN définie par : 

( ) 
(n+m)·(n+m+l) 

g2 n,m = 
2 

+m 

est une bijection. Elle est représentée ci-dessous. On voit qu'elle "mange" petit à petit le 
plan IN x IN, diagonale après diagonale. 

...-- ... 

A partir de cette bijection, il est facile de construire une bijection g3 : IN x IN x IN ---+ IN 
définie à partir de la précédente par 

( (n+m)·~+m+l) + m + p) . ( (n+m)·~n+m+l) + m + p + 1) 
g3(n,m,p) = g2(g2(n,m),p) = 

2 
+p 

Plus généralement, on peut aisément définir une bijection gn+l IN x IN x ... x IN ---+ IN 
n+l 

par: 
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Exemple 477 L'ensemble des nombre rationnels Q a la même taille que l'ensemble des . 
entiers positifs. Nous allons utiliser le Théorème de Cantor-Schroder-Bernstein et pour cela 
montrer qu'il existe une injection i : Q ----7 IN et une injection j : IN ----7 Q. 

Pour la seconde c est très facile puisqu il uffit de prendre pour j la fonction identité : 
id(n) = n. Pour trouver une injection i : Q ----7 IN ouvenons-nous qu'un élément de 
Q est de la forme ~ où b est un entier non nul a un élément de Z et il n'existe pas 
d'entier 4 strictement plus grand que 1 divisant à la foi a et b. Dans 1 Exemple 475, nous 
avons défini une bijection f : IN ----7 Z nous avons donc également f- 1 : Z ----7 IN qui est 
une bijective, par conséquent la fonction h : Q ----7 IN x IN définie par : 

est injective. Comme nous avons par ailleurs dans 1 Exemple 476 construit une fonction 
injective (bijective de surcroît) g2 : IN x IN ----7 N. 

On obtient dans ce cas l'injection ouhaitée en considérant la fonction composée 
g2 o h : Q ----7 N. 

Exemples 4 78 Les relations suivante ont vérifiée : 

(1) Tout sous-ensemble infini A Ç N vérifie A~ IN 

(2) si A est fini alors A :i N 

(3) si A est infini alors N :SA. 

En effet supposons qu on n ait pas IN :S A. Alors on aurait A :S N d où également 
A :i IN . 

2 Le théorème de Lowenheim-Skolem 

D éfinition 4 79 On dit d 'un ensemble A qu 'il est dénombrable s 'il vérifi e l 'une des deux 
conditions suivantes : 

{1) A est fini 

{2) A~ IN . 

Dans le second cas , on parle d 'un ensemble infini dénom brable. 
Prouvons tout de suite un petit résultat bien utile. 

4. On dit également que a et b sont premiers entre eux. Cette condition est nécessaire si l'on veut avoir 
une représentation unique de chaque nombre rationnel. On veut par exemple choisir 32 et non pas 96 ni 
-4 
6• 
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Lemme 480 Toute réunion dénombrable d 'ensembles dénombrables est dénombrable. 

Preuve du Lemme 480 : Soit (Ai)iEN une famille dénombrable d'ensembles dénombrables. 
On construit une injection f de u iEN A i dans tN en choisissant pour chaque entier i une 

injection f i de A i dans tN , puis en formant f (a) = g2 (fi (a), i) où g2 est la fonction définie 

dans l'Exemple 476 et i désigne le plus petit entier tel que a E Ai. 
--4 480 

Nous allons nous intéresser aux ensembles que nous manipulons en logique du 1er ordre. 
Bien sûr, du coté de la sémantique, il y a les modèles. Mais comme le domaine d 'un modèle 
peut être un ensemble quelconque, il n 'y a rien que nous puissions dire directement à ce 
sujet. Nous reviendrons à la sémantique plus loin. 

Du coté de la syntaxe, par contre, il y a certaines choses très importantes à remarquer : 

Proposition 481 Soit L est un langage du 1er ordre ne contenant au plus qu 'un nombre 
dénombrable de symboles de fonction , de symboles de constante et de symboles de relations. 

{1) L 'ensemble des formules de L est infini dénombrable. 

{2) L 'ensemble des formules closes de 12 est infini dénombrable. 

Preuve de la Proposition 481 : Montrons tout d 'abord que le nombre de formules de 12 est 
infini dénombrable. 

Remarquons en premier lieu qu 'il existe un nombre infini de formules , puisque nous nous 
sommes donnés une infinité dénombrable de symboles de variables. En conséquence, si notre 
langage comporte l'égalité, nous avons à disposition la formule Xn = Xn et ce, pour chaque 
variable Xn · De même si notre langage ne dispose pas de l'égalité, il dispose au moins d'un 
symbole de relation (sans quoi nous ne pourrions écrire aucune formule atomique et donc 
aucune formule du tout). Si ce symbole de relation Rest k-aire, alors nous avons pour chaque 
variable Xn la formule R(xn, Xn, . .. , Xn) · 

Ensuite, pour montrer que le nombre de formule ne dépasse pas celui des entiers, nous 
allons chercher une injection i de l'ensemble des formules dans celui des entiers naturels. 
Cela revient à coder chaque formule 4J par un nombre i( 4J). Plutôt que de nous lancer dans la 
construction d 'un processus de codage fastidieux, utilisons plutôt un codage "ready made": 

si nous voulons écrire une telle formule à l'aide de notre ordinateur, que se passe­
il? Nous choisissons un traitement de texte - par exemple lb-TEX - qui nous permette 
d 'écrire la formule telle qu 'elle apparaisse sous la forme désirée, ce qui nous donne un fichier 
"ma_Jormule.tex". Ce fichier est particulier à notre formule 4J au sens où si nous décidons 
d 'écrire une formule 'ljJ différente de 4J , alors le fichier obtenu sera également différent. Pour 
passer du fichier à un entier naturel, il suffit simplement de savoir qu 'un tel fichier infor­
matique n 'est qu'une suite de zéros et de uns. Cela n 'est pas vraiment un nombre, mais on 
s'en rapproche. Prenons ce fichier qui est une longue suite a0 a1a2 · · · · · · ak-lak (par exemple 
001010100101) et plaçons un "l " devant: nous obtenons la suite laoa1a2 · · · · · · ak-lak (par 
exemple 1001010100101) que nous pouvons maintenant lire comme un nombre (c'est même 
un nombre non nul car il commence par un "1") . 

Nous avons donc trouvé comment coder chaque formule 4J par un nombre i(4J). On pourra 
néanmoins nous objecter que lorsque la formule est trop longue l'ordinateur ne disposera pas 
de suffisamment de mémoire pour constituer le fichier. A cela, nous répondrons que nous 
considérons que notre machine dispose d une réserve inépuisable de mémoire et un temps 
disponible aussi long que nécessaire. 
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Bien ûr, si nous changeons de traitement de texte le codage dune formule par un entier 
s'en trouvera modifié mais pour autant que l'on con erve toujours le même traitement de 
texte, on obtiendra bien deux codages différent pour deux formules différentes, autrement 
dit ce codage est bien injectif. Comme nou dispo on d'une injection des formules dans 
les entiers nous savon que nou n avon pa plu de formule qu'il n'y a d 'entiers. En 
conséquence, l'ensemble des formule e t infini dénombrable. 

Pour montrer que l'ensemble des formules closes de .C est infini dénombrable, il suffit de 
procéder de la même manière. 

-l 481 

Le résultat qui suit est une conséquence - pas du tout évidente - de ce qui précède, mais 
particulièrement remarquable. 

Théorème 482 (Lowenheim-Skolem) Si .C est un langage du 1er ordre dont la signature 
est dénombrable, et T une théorie de ce langage, alors si T possède un modèle dont le 
domaine est infini alors : 

( 1) il existe un modèle infini dénombrable M , 

{2) pour chaque ensemble infini A il existe un modèle M f= T dont le domaine IMI 
vérifie 

IM I =A. 

Pour nous ce ré ultat comporte deux intérêt : 

(1) Il dit tout d 'abord que i nous travaillon avec une théorie T con truite sur un langage 
dénombrable alors pour tout modèle infini non dénombrable de cette théorie, nous 
pouvons trouver un modèle qui ati fas e exactement les mêmes formules mais soit 
cette fois infini dénombrable. 

(2) Il dit ensuite que si nou définissons une théorie à 1 aide d 'un langage dénombrable, 
afin de décrire au plus pre un modèle infini que nou avons en tête cette théorie 
ne pourra jamais décrire ce seul modèle car elle aura nécessairement des modèles de 
toute cardinalité infini non dénombrable. 

Preuve du Théorème 4 2 : Cette preuve est trop avancée pour être distillée dans cet ouvrage. 
Nous renvoyon le lecteur ver (CLK03b End72 KK67 Men97, Sho67]. 

-l 482 

Avant de conclure ce chapitre attardon -nous sur les théorie que l'on peut construire à 
partir d un langage dénombrable. 

Proposition 483 Soit .C est un langage du 1er ordre ne contenant au plus qu 'un nombre 
dénombrable de symboles de fonction, de symboles de constante et de symboles de relations. 

L 'ensemble des .C-théories n'est pas dénombrable. 

Preuve de la Proposition 483 : Nou avons vu dans la Propo ition 4 1 qu 'il y a un nombre 
infini dénombrable de formules close construites sur le langage .C. Or une .C-théorie n'est 
autre qu 'un ensemble de formule clo es. Donc s' il exi te une bijection f entre l'ensemble 
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des formules closes et celui des entiers naturels, cette bijection induit une bijection g entre 
l'ensemble des ..C-théories et celui des parties des entiers : 

g(T) = {j( cj; ) 1 cP ET}. 

--1 483 

Le fait que même si notre langage ne comporte qu 'une signature finie, on peut se deman­
der si l'ensemble des théories qu'il permet de construire est infini non dénombrable. Nous 
nous exprimons de manière finie. Lorsque nous décrivons quelque chose, nous le faisons irré­
médiablement de manière finie et à l'aide de moyens qui sont eux aussi finis - que ce soient les 
mots , les symboles de toute sorte. En conséquence, dotés de ressources finies, il n 'y a qu 'un 
nombre dénombrable de choses que nous pouvons décrire. En effet, la description de quelque 
chose revient à produire une suite finie de symboles qui sont eux-mêmes en nombre fini. Or, 
sur un alphabet fini , il n'existe qu 'un nombre dénombrable de mots finis (de suites finies 
d 'éléments de cet alphabet). C'est même vrai si l'alphabet est dénombrable. Pour le voir 
très simplement, imaginons que notre alphabet soit composé des lettres a0 , a 1 , · · · , an,···. 

Convenons de noter k2 
la notation en base 2 d 'un entier naturel k. Ainsi, par exemple, 

-2 -2 
3 = 11 et 12 = 1100. A chaque mot fini ai0 ai 1 • • • aiv de cet alphabet, nous allons faire 
correspondre un nombre entier : 

La fonction f étant évidemment injective et le nombre de mots finis étant clairement infini, 
il en résulte que l'ensemble des mots finis - ou suites finies - sur un alphabet (non vide) au 
plus dénombrable est infini dénombrable. 

L'ensemble des choses qu'il nous est permis d'énoncer avec nos moyens désespérément 
finis est irrémédiablement dénombrable. Or un langage logique fini procure un nombre infini 
non dénombrable de théories. Comment relier les deux? Simplement en acceptant que cela 
nous dit que la plupart de ces théories nous sont radicalement inaccessibles. Pour caractériser 
celles qui nous sont accessibles, nous allons regarder de plus près comment un ensemble infini 
d 'objet, peut être décrit par un objet lui-même fini. Pour cela, nous allons nous plonger dans 
l'univers des programmes informatiques, des algorithmes et de la récursivité. 

Pour aller plus avant : 

Les considérations sur les différentes tailles des ensembles infinis que nous avons présentées dans ce cha­
pitre se retrouvent dans les ouvrages d'introduction à la théorie des ensembles. On conseillera "Théorie des 
ensembles" de Jean-Louis Krivine [Kri07], "Notes on set theory" de Yannis N Moschovakis [Mos94], "In­
troduction to Set Theory" de Karel Hrbacek et Thomas Jech [HJ99], "Elements of set theory" de Herbert 
B. Enderton [End77]. On trouvera également ces résultats, ainsi que le théorème de Lowenheim-Skolem, 
dans les ouvrages de logique mathématique tels que "Logique mathématique, tome 2 : Fonctions récursives, 
théorème de Godel, théorie des ensembles, théorie des modèles" de René Cori et Daniel Lascar [CLK03b] ; 
"A mathematical introduction to logic" de de Herbert B. Enderton [End72], "Introduction to mathematical 
logic" de Elliot Mendelson [Men97] et "Mathematicallogic " de Joseph R. Shoenfield [Sho67]. 

Pour une lecture revigorante, on conseillera "Satan, Cantor, And Infinity And Other Mind-bogglin" de 
Raymond M. Smullyan [Smu12b]. 



Chapitre 15 

Récursivité 

Résumé N~ 66 Une 12-théorie T est 'récursivement présentée" s'il existe un 
programme informatique qui pour toute formule cp de L en entrée s arrête au 
bout d'un temps fini et répond : oui si cp E T · unon' si cp ~ T. Elle est 
((décidable s il existe un programme informatique qui pour toute formule cp de 

12 en entrée, s'arrête au bout d un temps fini et répond : oui si T ~ cp ; unon" 
si T ~ cp . 
La logique du 1er ordre est indécidable. 
Une ((extension récursive' de T est une théorie rée. présentée T' telle que 
T ç T '. 

Théorèmes d incomplétude de Godel : 

1er aucune extension récursive consistante de l'arithmétique de Peano n est 
décidable· 

2e aucune extension récursive consistante de l arithmétique de Peano ne 
prouve sa propre consistance. 

1 Décidabilité 

Dan ce chapitre nou allan porter notre attention ver le fonctionnement d'un programme 
informatique. ou n'allan bien sûr pa nous occuper de programmation proprement dite, 
mai énoncer quelques faits saillants 1 . 

(1) (a) Tout d 'abord , un programme informatique reçoit quelque chose en entrée 2
- par 

exemple une liste de noms propres. 

(b) Il effectue en uite un certain travail 3 et si tout e pa e bien s arrête et nous 
rend quelque chose en sortie : une réponse - par exemple le programme chargé de 

1. Le lambda-calcul forme une représentation - extrêmement ab traite 'il en est - de la programmation. 
Le lecteur intéressé pourra se reporter au chapitre 17 à la section 1 consacrée au .X-calcul pur. 

2. Ce quelque chose n 'est autre qu 'un fichier informatique, donc une suite de zéros et de uns. 
3. Qui au fond des choses n'est autre qu 'un calcul. 
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placer des noms par ordre alphabétique nous retournera en sortie la liste de noms 
que nous lui avions confiés en entrée, mais classés par ordre alphabétique 4 . 

(c) Si les choses se passent mal, le programme ne s'arrête jamais de travailler et ne 
nous retourne donc jamais rien 5 

(2) Puisqu'un programme informatique n 'est qu'une suite finie de zéros et de uns, il en 
existe un nombre infini certes, mais seulement dénombrable. 

D éfinitio n 484 Soit .L un langage du 1er ordre au plus dénombrable. On dit d'une .C-théorie 
T qu 'elle est : 

( 1) ((récursivement présentée" s'il existe un programme informatique qui pour toute for­
mule cp de .L en entrée, s'arrête au bout d 'un temps fini et répond : 

o uoui" si cp E T o unon" si cp tf: T. 

(2) udécidable " s'il existe un programme informatique qui pour toute formule cp de .L en 
entrée, s'arrête au bout d'un temps fini et répond : 

o uoui" si T ~ cp o unon" si T lic cp . 

La notion de théorie récursivement présentée est cruciale. Lorsque nous nous donnons 
une théorie, nous explicitons quelles sont les formules closes qui la composent . Lorsque cette 
théorie est axiomatisée, et même lorsqu'elle est infinie - comme c'est le cas de l'arithmétique 
de Peano (cf. Exemple 399 page 436) par exemple - nous donnons un moyen élémentaire de 
reconnaître quelles formules en font partie. Il s'avère que ce moyen élémentaire peut toujours 
être aisément transcris sous forme de programme informatique et même d 'un programme in­
formatique dont la simplicité ferait sourire tout informaticien. Cela est très différent lorsque 
nous nous donnons la théorie d 'un modèle. Dans ce cas, nous disons simplement "prenons 
toutes les formules qui sont vraies dans ce modèle" sans donner le moindre procédé permet­
tant de distinguer celles qui sont vraies de celles qui sont fausses. C'est le cas par exemple 
lorsque nous considérons l'ensemble des formules vraies dans le modèle standard de l'arith­
métique (cf. Remarques 400 page 437). Si nous disposions d'un moyen simple pour faire le tri 
parmi l'ensemble des formules closes entre celles qui sont vraies dans ce modèle et celles qui 
sont fausses , chacun des problèmes de l'arithmétique deviendrait alors facilement résoluble. 
Or il n'en est rien. 

La notion de théorie récursivement présentée permet de rendre compte de la manière fini­
tiste dont nous accédons à l'infini. Ce dernier n 'est jamais donné que comme le déploiement 
d'un processus intrinsèquement fini. 

La notion de théorie décidable est également essentielle. Il s'agit réellement de pouvoir 
décider pour chaque formule donnée si l'on peut prouver cette formule à partir de cette 
théorie ou non. Il se trouve que même lorsque la théorie est récursivement présentée, il n'est 
pas toujours possible de décider si une formule est prouvable ou non. Ce que l'on peut faire, 

4. Un cas particulier de programme est constitué de ceux qui ne donnent comme réponse que "oui" ou 
"non". On dit que ces programmes acceptent ou rejettent ce qui leur est soumis en entrée. Lorsqu 'on regarde 
ces entrées comme des mots - ce ne sont que des suites de symboles après tout! - l'ensemble des mots qui sont 
acceptés constitue le langage par rapport auquel le programme détermine l'appartenance ou non de chaque 
mot par sa réponse "oui" ou "non". Un exemple en est donné par la hiérarchie de Chomsky-Schützenberger 
des langages formels [Cho56] . 

5. C'est exactement ce qui se passe lorsqu'il y a un bug! 
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c'est construire un programme informatique (encore appelé un algorithme) qui, se basant 
sur le programme reconnaissant les formules qui font partie de la théorie (il en existe un car 
elle est récursivement présentée) peut énumérer toutes les formules qui sont prouvables et 
donc s'arrêter et répondre "oui" dès qu'il tombe sur celle dont nous voulons savoir si elle est 
prouvable ou non. Mai si cette formule n est pas prouvable alors la machine ne détectera 
jamais sa présence au cours de l'énumération des formules prouvables qu'elle effectue et ne 
s'arrêtera donc jamais . Certaines théorie sont parfaitement décidables, mais d 'autres, bien 
que récursivement présentées ne sont pas décidables. n cas particulier parmi les t héories 
décidables est celui des théories récursivement présentées qui, si toutefois elles ne prouvent 
pas une formule , prouvent néce airement sa négation mais ne prouvent jamais à la fois une 
formule et sa négation - autrement dit, ses théories sont consistantes. Dans ce cas il est 
très facile de prendre l algorithme qui énumère toutes les formules prouvables à partir de 
cette théorie. Puisque cette dernière prouve toujours une formule ou sa négation, on sait 
que tôt ou tard vont apparaître soit cette formule , soit sa négation. Dans le premier cas 
le programme s'arrête et répond "oui" dans le eco nd ca , il s'arrête également et répond 
"non". 

Exemple 485 La théorie T ord. dens. des ordre denses sans premier ni dernier élément 
présentée dans l'Exemple 379 page 425 ne contient hormis 1 égalité, que le symbole de 
relation binaire <. Ses axiomes sont les suivant 

(1) Vx -, x < x 

(2) VxVy-, (x< y 1\ y< x) 

(3) VxVyVz ((x< y 1\ y< z)---+ x< z) 

(4) VxVy (x< y V y< x V x= y) 

( 5) V xV z (x < z ---+ 3y (x < y 1\ y < z)) 

(6) Vy3x x< y 

(7) Vx3y x< y 

(irréfiexivité) 

( antisymétrie) 

(transi ti vi té) 

(totalité) 

(densité) 

(sans premier élément) 

(san dernier élément) . 

Cette théorie est bien évidemment récursivement présentée (pour la raison toute simple 
qu 'elle est finie!). Elle est par ailleurs décidable puisqu'on peut montrer que si elle ne prouve 
pas une formule alors elle prouve sa négation et en aucun ca ne prouve une contradiction. 
Cela provient du fait que tous le modèles dénombrables qui satisfont cette théorie sont 
isomorphes (cf. (CLK03b, End72 KK67 Men97 Sho67]) . 

Cela entraîne que tous les modèle (qui sont nécessairement infinis) de cette théorie satis­
font exactement les mêmes formules. En effet par application du théorème de Lowenheim­
Skolem (Théorème 482) pour tout modèle infini non dénombrable satisfaisant cette théorie, 
il existe un modèle infini dénombrable satisfaisant exactement les mêmes formules . Or tous 
les modèle infinis dénombrables étant isomorphes, il s'en suit que tous les modèles de car­
dinalité quelconque de T ord. dens. satisfont tous exactement les mêmes formules. Il n 'est 
donc pas possible de trouver une formule cp et deux modèles dénombrables M et N de cette 
théorie tels que M f= cp et N f= •cp. D où par application du théorème de complétude 
(Théorème 439, page 474) : 

si T ord. dens. fic cp alors T ord. den . ~ cp , d'où T ord. dens. F •cp et donc T ord. dens . ~c •cp. 
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2 Les théorèmes d'incomplétude de Godel 

Lorsqu'on met sur pied une théorie, on a en tête quelque chose. On vise quelque chose que 
l'on souhaiterait circonscrire, pour ensuite tenter de résoudre toute sorte de problèmes à 
son sujet. C'était le cas par exemple lorsqu'a été définie l'arithmétique de Peano. Cette 
axiomatique tente de cerner au plus près ce qu'est l'arithmétique. Ce que l'on souhaite plus 
que tout, c'est obtenir une théorie décidable qui permette de résoudre ensuite chacun des 
problèmes que l'on se pose. Si la première théorie qui nous vient à l'esprit n'est pas décidable, 
nous pouvons toujours nous dire que nous pouvons l'enrichir de nouveaux axiomes afin de 
la rendre décidable. Cependant , nous voulons toujours préserver le caractère récursivement 
présenté de notre théorie (nous voulons savoir ce que nous mettons dedans!) . Pour cette 
raison-là, nous introduisons la notion qui suit. 

D éfinit ion 486 Soit .C un langage du 1er ordre au plus dénombrable et T , T' deux L­
théories . 

{ 

T'çT 
T est une "extension récursive)) de T' si et 

T est rée. présentée. 

Théorème 487 (P remier T héorème d 'incom plétude de Godel) 
o Si l'arithmétique de Peano est consistante, alors elle n'est pas une théorie décidable. 
o De plus, aucune extension récursive consistante de l 'arithmétique de Peano n'est dé­

cidable. 

Preuve du Théorème 487 : La preuve est beaucoup trop longue et difficile pour être repro­
duite ici. Nous renvoyons le lecteur pour des ouvrages en français vers [CLK03b, NNGG89, 
Kri07], pour des ouvrages en anglais vers [Fra05, Gir87, Lin03, Smi13 , Smu92] et pour les 
curieux qui souhaiteraient accéder à la preuve originale de Kurt Godel, vers son article de 
1931 Über formal unentscheidbare Siitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme 
I [God31]. 

~ 487 

Ce théorème s'appelle théorème d 'incomplétude, car une conséquence immédiate du fait 
que l'arithmétique de Peano ne soit pas décidable est que cette même théorie n 'est pas 
complète, au sens où la théorie obtenue en prenant toutes les formules qui sont prouvables à 
partir de l'arithmétique de Peano, soit contient absolument toutes les formules (auquel cas 
elle est inconsistante) ; soit, pour au moins une formule cp , ne contient ni cette formule ni 
sa négation (-,cp ) - et donc elle est dite incomplète puisqu'il reste encore de la place pour y 
introduire soit la formule cp soit sa négation, sans pour autant rendre cette nouvelle théorie 
inconsistante. 

La première idée qui vient en tête, lorsqu'on est confronté pour la première fois au théo­
rème d 'incomplétude, est de se dire que si l'arithmétique de Peano n 'est pas assez forte pour 
pouvoir décider chacune des questions relatives à l'arithmétique, il nous faut enrichir cette 
théorie, trouver de nouveaux axiomes pour que cette nouvelle axiomatique devienne enfin 
décidable et idéalement caractérise au plus près le modèle standard de l'arithmétique. Or le 
premier théorème d 'incomplétude dit que cette direction de recherche est irrémédiablement 
vouée à l'échec, puisqu'aucune extension récursive consistante de l'arithmétique de Peano 
n 'est décidable. En particulier , il n'existe aucune extension T de l'arithmét ique de Peano 
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telle que pour toute formule de l'arithmétique cp ou bien T f-e cp ou bien T f-e • cp est vérifié, 
mais pas T f-e cp 1\ • cp. Autrement dit , aucune extension récursive de l'arithmétique de Peano 
n 'atteint précisément le modèle standard de l arit hmétique. 

On pourrait se dire que le problème vient du schéma d 'axiomes de récurrence qui dit que 
pour une propriété quelconque définie au 1er ordre dans le langage de l'arithmétique, une 
preuve par récurrence suffit pour montrer que t ous les ent iers satisfont cette propriété. N'y 
aurait-il pas des propriétés incroyablement compliquées, dun degré de perversion inimagi­
nable, qui soient la cause de cet apparent "défaut " de l'arit hmétique de Peano. En effet , le 
fait que l'arithmétique de Peano soit infinie permet peut-être à quelque propriét é bizarre 
de se cacher dans cette multitude. En fait il n 'en est rien comme nous allons le voir dans 
l'exemple suivant. 

Exemple 488 L'arithmétique de Robin on [Rob50 CLK03b] est une théorie finie sur le 
langage [, = (0 , s , +, •) muni de légalité, où 0 est un ymbole de constante, s est un 
symbole de fonction unaire et + et • sont deux symbole de fonction binaires. Ses axiomes 
sont les suivants : 

(1) \lx s (x)=f-x 

(2) \/x\/y s(x) = s(y) ----+ x =y 

(3) \lx (x =f- 0 ----+ ~y s(y) = x) 

(4) \lx x+O =x 

{0 n'a pas de prédecesseur) 

{la fonction successeur est injective) 

{tout nombre non nul admet un prédécesseur) 

{étape de base de la déf. par rée. de l'addition) 

(5) \/x\/y x+s(y) = s (x+ y) (étape sucee seur de la déf. par rée. de l 'addition) 

(6) \lx x • 0 = 0 {étape de base de la déf. par rée. de la multiplication) 

(7) \/x\/y x • s(y) = (x • y )+ x (étape successeur de la déf. par rée. de la multiplication) 

Comme elle est finie, cette théorie est équivalente à la théorie qui ne contient qu'une 
unique formule : la conjonction de ces sept axiomes. 

Cette arithmétique de Robinson est par ailleurs trè pauvre. Elle ne permet pas par 
exemple de prouver que la multiplication est commutative. Pourtant elle a été mise à jour 
à la suite de la question suivante : quels sont les axiome qu une théorie de l'arithmétique 
plus faible que celle de Peano doit néce airement avoir pour pouvoir néanmoins prouver 
le premier théorème d incomplétude? L arithmétique de Robinson constitue une réponse 
minimale. Elle permet bien qu étant rudimentaire, de prouver ce résultat. C'est donc une 
théorie "récursivement présentée' (mieux que ça encore : elle est finie!) dont il n'existe pas 
d'extension récursive qui soit décidable. Etonnant non?! 

Une conséquence très facile et néanmoins cruciale de ce renforcement du premier théo­
rème d 'incomplétude qui constit ue sa preuve dans l'arit hmétique de Robinson est l'indéci­
dabilité de la logique du 1er ordre. 

Théorème 489 (Indécidabilité de la logique du 1er ordre) Il n'existe pas d 'algorithme 
permettant de décider pour toute formule cp si ~ cp . 

Preuve du Théorème 489 : Procédons par l'absurde et imaginons qu 'il existe un tel algo­
rithme. Nous allons montrer que l'arithmétique de Robin on erait décidable, ce qui contredit 
ce que nous venons de voir. Le gros avantage de l'arithmétique de Robinson par rapport à 
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celle de Peano, c'est qu 'elle est finie. Soit donc 4JRob la conjonction des sept axiomes de 
l'arithmétique de Robinson. Pour une formule quelconque du langage de l'arithmétique '!j; , 
nous avons : 

4; Rob f-;, '!j; si et seulement si f-e 4; Rob -----7 '!j; . 

Nous pouvons utiliser notre algorithme pour décider si f- e qy et ce, pour n 'importe quelle 
formule 4; . Considérons alors qy = 4JRob -----7 '!j; . Décider si f-e 4; , c'est décider si 4JRob f-e '!j; qui 
est la même chose que décider si '!j; est prouvable dans l'arithmétique de Robinson ou non. 

~ 489 

Le premier théorème d 'incomplétude nous dit qu 'aucune extension récursive que ce soit 
de l'arithmétique de Peano ou de Robinson n'est complète. Cela signifie que pour chaque 
extension récursive consistante T d 'une de ces deux arithmétiques, il existe une formule qy 
telle qu 'on ait à la fois T lfc qy et T lfc • 4;. Par le théorème de complétude cette fois-ci , cela 
signifie qu 'il existe deux modèles M et N satisfaisant tous deux la théorie T et tels que 
M f= qy et M f= •4;. Dès lors , on est en droit de se poser la question suivante : combien de 
modèles de l'arithmétique de Peano existe-t-il? 

Posée comme cela, la question n'est pas très intéressante, puisque nous savons par le théo­
rème de Lowenheim-Skolem (cf. page 501) que s'il existe un modèle infini dénombrable d 'une 
théorie construite sur un langage fini , alors cette théorie admet des modèles de n 'importe 
quelle cardinalité infinie. Nous pouvons reformuler la question différemment pour éliminer 
ce problème : combien de modèles dénombrables de l'arithmétique de Peano existe-t-il? 

Mais là encore, il nous faut faire attention. Car si l'on prend le modèle standard tN mais 
que l'on renomme les entiers différemment - par exemple l'entier k s'appelle maintenant 
Raymondk - alors on obtient un second modèle stricto sensu différent du premier , mais 
en tout point pareil au sens où les deux seront isomorphes. Nous devons donc à nouveau 
reformuler notre question qui devient maintenant : combien de modèles dénombrables de 
l'arithmétique de Peano non isomorphes existe-t-il? 

Un rapide calcul permet de limiter ce nombre possible : il en existe au plus autant qu 'il 
y a de parties d 'entiers naturels , c'est-à-dire autant qu 'il y a de nombres réels. Mai la cho e 
la plus étonnante est qu 'il y en a exactement autant qu 'il y a de nombres entiers réels. 
Autrement dit , un nombre infini non dénombrable. 

Proposition 490 Si l 'arithmétique de Peano est consistante, alors il existe un nombre non 
dénombrable de modèles de l 'arithmétique de Peano. 

Preuve de la Proposition 490 : 

(1) Pour chaque partie d 'entiers N Ç tN, nous allons définir une théorie T N et montrer 
que si l'arithmétique de Peano est consistante, alors T N admet un modèle MN ; 

(2) Puis nous montrerons que pour chaque N Ç tN, il n 'existe qu 'un nombre dénombrable 
de sous-ensembles N' Ç tN tels que M N et MN' soient isomorphes. 

Tout d 'abord, nous allons enrichir le langage de l'arithmétique .C d 'un nouveau symbole 
de constante c. La théorie T N est obtenue en ajoutant à l'arithmétique de Peano l'ensemble 

{ qy N 1 n E N} U { •4J N 1 n ~ N} 

où qy N est la formule 

~x (x f. co 1\ f x (~(co) ... ), x)= c) 
Pn 
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dans laquelle Pn est le n + lème nombre premier 6 . Autrement dit , cp N dit que c est divisible 
par le n + lème nombre premier. 

Pour montrer que la théorie T admet un modèle, il suffit d'utiliser le théorème de com­
pacité (voir page 441) . En effet, chaque partie finie de la théorie T N ne contient qu'un nombre 
fini de formules parmis {cp 1 n E N} U { •cp 1 n cf:_ N}. Toutes ces formules prise ensemble 
disent que c est divisible par un certain nombre fini de nombres premiers : Pio, Pi1 , · · · , Pik 
et pas par d 'autres (également en nombre fini ). Il suffit alor de prendre un modèle qui sa­
tisfait l'arithmétique de Peano et d interpréter dans celui-ci c par l entier obtenu en faisant 
le produit des nombres Pio, Pi1 · · · , Pik 7

. 

Par application du théorème de compacité, la théorie T admet un modèle dénombrable 
MN. 

Maintenant, imaginons qu 'il y ait un ensemble dentiers Nain i qu'un ensemble P non 
vide de sous ensembles de IN, tels que pour tout N' E P , les modèles M N et MN' soient 
isomorphes. Fixons pour chaque N' E P un isomorphisme !N' de IMN'I dans IMNI et 
dén9mmon aN' l'élément du domaine de M' par lequel est interprété c dans MN' (cM N' = 

aN') et bN' l'élément du domaine de MN sur lequel e t envoyé aN' par l'isomorphisme !N'· 
Remarquons tout de uite que pui que f ' est un i omorphi me, on doit avoir pour tout 
nombre premier Pn : Pn divise a , i et eulement si Pn divi e b ' · En effet, par définition 
de la notion d'isomorphisme, si Pn divi e a ' alors il existe un élément a E IMN'I tel que : 

~~ 
Pn 

D'où dans MN nou avon : 

]N' (t:N' ( J;''N' u: ' ( · /:'N' (c;;'N' ) ... ) a)) = j '(a ') = b ' 

Pn 

Or JN' étant un isomorphisme nous avons l'égalité uivante : 

Pn 

(t~ ( !;-' (f;-'N( · · !;-' (cc;' ) .. . ),] '(a) )) 
Pn 

D'où l'on obtient : 

(t~N ( t:N u:N ( .. J:-'N (cc;' N) .. ) J '(a))) = ]N'(a ') = bN'· 
Pn 

Cela signifie ni plus ni moin que bN' est divisible par Pn · Nous avons donc montré que 
si Pn divise aN', alors Pn divise également l'image de aN' : b '· 

Puisque la bijection inver e J-,1 constitue un isomorphisme de MN dans M , , de la 
même manière on montre que si b ' e t divisible par Pn alors il en e t de même de aN'· 

6. Le premier nombre premier est 2, le second 3, le troisième 5 le etc . 
7. Stricto sensu, on interprète c et par lequel le terme fs(fs(- · · fs(co) ... ) par le même élément du modèle. 
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Nous avons donc bien montré que pour tout nombre premier Pn, aN' est divisible par Pn 

si et seulement si bN' est divisible par Pn· 

Revenons maintenant à ce qui nous préoccupe. Si l'on prend N' et N" deux ensembles 
d'entiers appartenants à P tels qu'il existe un nombre n E N' " N". On obtient alors par 
construction que aN' est divisible par Pn, mais aN" n'est pas divisible par Pn · En conséquence 
bN' est divisible par Pn, mais bN" n'est pas divisible par Pn, d'où bN' et bN" sont différents . 

En conséquence, la fonction dont l'ensemble de départ est P et l'ensemble d'arrivée 
est l'ensemble IMNI et qui envoie N' sur bN' est injective. Ce qui démontre que P est 
dénombrable. 

Formons maintenant la partition (Fi)iEI de P(tN) suivante : N , N' E Fi si et seulement 
si MN et MN' sont isomorphes. D'après le résultat que nous venons d'établir, chaque 
ensemble Fi est dénombrable et UiEI Fi = P(tN) n'est pas dénombrable. D'aprés le Lemme 
480, toute réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrable. Il découle donc 
que l'ensemble I n'est pas dénombrable. Choisissons enfin pour chaque i E I un ensemble 
Ni E Fi, il ressort que pour tout couple d'éléments i -=/=- j de I, MNi et MNj ne sont pas 
isomorphes. D'où l'ensemble 

est un ensemble non dénombrable de modèles dénombrables de l'arithmétique de Peano deux 
à deux non isomorphes. 

-1 490 

Puisque nous avons toujours parlé du premier théorème d'incomplétude de Godel, il doit 
en exister un second : le voici. 

Théorème 491 (Second T héorème d'incomplétude de Godel) Aucune extension ré­
cursive consistante de l'arithmétique de Peano ne prouve sa propre consistance. 

Preuve du Théorème 491 : Encore une fois , la preuve est beaucoup trop longue et difficile 
pour être reproduite ici. Nous renvoyons le lecteur vers [CLK03b, NNGG89 , Kri07, Fra05, 
Gir87, Lin03 , Smi13 , Smu92]. 

-1 491 

Qu'est-ce que cela peut bien vouloir dire qu 'une théorie prouve sa propre consistance. 
C'est en fait assez simple si l'on songe que les théories qui nous intéressent sont des extensions 
de l'arithmétique de Peano, donc des théories qui parlent de nombres. Maintenant qu'est-ce 
qu'une théorie consistante? C'est une théorie qui ne prouve pas à la fois une formule et sa 
négation. Pour faire encore plus simple, puisque nous nous limitons aux extensions récursives 
de l'arithmétique de Peano, une telle théorie est consistante si et seulement si elle ne prouve 
pas la formule ((0=1 ". Nous pouvons dès lors fixer une manière informatique de représenter 
une preuve - c'est ce qui a été fait pour écrire cet ouvrage! - en sorte que le bel arbre plus 
ou moins compliqué que constitue une preuve - pour fixer les choses , disons en Déduction 
Naturelle - n 'est autre qu 'un fichier informatique, une suite de zéros et de uns qui devient un 
entier naturel dès que je lui mets un "l" devant. Donc chaque preuve est représentée par un 
entier naturel et on peut même caractériser les propriétés (numériques!) que doivent avoir 
les entiers naturels qui "codent" des preuves de la formules ((0=1 " avec pour hypothèse 
des formules de l'extension récursive de l'arithmétique de Peano qui nous intéresse. Il ne 
reste plus qu 'à écrire la formule cons(T ) qui dit qu'il n'existe pas de nombre satisfaisant ces 
propriétés. 
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Le second t héorème de Godel dit que si la théorie Test consistante, alors T l7c cons(T ). 
Cela nous dit que si l'arithmétique de Peano est consistante, alors elle ne prouve pas sa 

propre consistance. Bien sûr on peut très facilement étendre l'arithmétique de Peano - T P 

- en lui adjoignant la formule qui dit qu 'elle est une théorie consistante - cons(T P) - mais 
cette nouvelle théorie - T P U { cons(T P)} - ne prouvera pas sa propre consistance. 

Une aut re manière de regarder la chose est de dire que si nous trouvons une théorie qui 
permette à la fois d'exprimer l'arithmétique de Peano et de prouver que l arithmétique de 
Peano est consistante, alor cette théorie ne prouvera pas sa propre consi tance et nous n'en 
serons pas plus avancés, pui qu 'il existera toujours la possibilité que notre théorie super­
puissante ne soit en fait qu incon istante, auquel cas elle prouve absolument tout, y compris 
la consistance de Peano. 

Pour aller plus avant : 

La récursivité est traitée dans les ouvrages de logique avancés. On conseillera "Logique mathématique, tome 
2 : Fonctions récursives, théorème de Godel, théorie des ensembles, théorie des modèles" de René Cori et 
Daniel Lascar [CLK03b], "Computability and logic" de George . Boolos, John P. Burgess et Richard C. 
Jeffrey [BBJ02], "A first course in logic : an introduction to madel theory, proof theory, computability, and 
complexity" de Shawn Hedman [Hed04], ainsi que "Mathematicallogic de Joseph R. Shoenfield [Sho67]. 

Le lecteur particulièrement intrigué par la récursivité et e relations à l'informatique pourra se plonger 
dans les ouvrages suivants : "Computability Theory : An Introduction to Recursion Theory" de Herbert 
B. Enderton [EndlO], "Computability theory" de S Barry Cooper [Coo04], "Computability : computable 
functions , logic, and the foundations of mathematics" de Richard L. Epstein et Walter Alexandre Carnielli 
[EC89], "Classical recursion theory : The theory of functions and sets of natural numbers" de Piergiorgio 
Odifreddi [Odi92], "Theory of Computation" de George Tourlakis [Tou12], "Proofs and computations" de 
Helmut Schwichtenberg et Stanley S. Wainer [SWll] "Computability: An introduction to recursive function 
theory" de igel Gutland [Cut 0], "Theory of recursive functions and effective computability" de Hartley 
Rogers Jr [RJ87]. 

Pour le lecteur qui souhaiterait une orientation plus proche de 1 informatique, nous conseillons tout 
particulièrement les excellents "Introduction to automata theory, languages, and computation" de John E. 
Hopcroft, Rajeev Motwani et Jeffrey D. llman [HMUOl], "Introduction to the Theory of Computation" de 
Michael Sipser [Sip06] et "Computational complexity" de Chri tas H. Papadimitriou [Pap03], "P, NP, and 
NP-Completeness : The basics of computational complexity" de Oded Goldreich [GallO]. 

Pour une approche historique, nous dirigeons le lecteur vers "Engines of Logic : Mathematicians and 
the Origin of the Computer" de Martin Davis [Davül], "The search for mathematical roots, 1870-1940 : 
logics, set theories and the foundations of mathematics from Cantor through Russell to Godel" de Ivar 
Grattan-Guinness [GGll] et "The confluence of ideas in 1936" de Robin Gandy [Gan95]. 

Enfin , au sujet des deux théorème d ' incomplétude de Gode! nous renvoyons le lecteur d 'une part vers 
les articles originaux : "Die vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkuls" de Kurt Gode! 
[God30] et "Über formal unentscheidbare Siitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme l" de 
Kurt Gode! [God31J. D 'autre part vers les ouvrages à destination d 'un plus large public suivants : "Godel's 
Theorem: an incomplete guide toits use and abuse" de Torkel Franzén [Fra05], "Le théorème de Godel" de 
Ernest agel, James R. Newman , Kurt Gode! et Jean-Yves Girard [ GG89], "An introduction to Godel's 
theorems" de Peter Smith [Smi13], ainsi que "Godel's incompleteness theorems" de Raymond M. Smullyan 
[Smu92]. On lire également avec profit le chapitre consacré à ce théorème dans "Le point aveugle, tome 1 : 
vers la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06], ainsi que les ouvrages "Diagonalization and self-reference" 
et "Forever Undecided" de Raymond M. Smullyan [Smu94, Smu12a], et également "Incompleteness in the 
Land of Sets" de Melvin Fit ting [Fit07]. 





Chapitre 16 

Logique du 2d ordre et théorie 
des ensembles 

Résumé x~ 67 La logique du 2d ordre quantifie non seulement sur les indivi­
dus, mais aussi sur les relations ain i que ur les fonctions. Elle est strictement 
plus expressive que la logique du 1er ordre · par contre elle ne satisfait : 

( 1) ni le théorème de compacité 

(2) ni le théorème de Lowenheim-Skolem 

(3) ni le théorème de complétude (au sens où il existerait un système de 
preuves contrôlable par informatique qui corre ponde à la émantique 
usuelle). 

La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel constitue un expédient permet­
tant tout en restant au premier ordre de quantifier aussi bien sur les fonctions 
que les relations . ?.:( 

La logique du 1er ordre ne quantifie que ur le individus de domaines des modèles consi­
déré . Elle permet d exprimer qu 'il exi te un individu qui atisfait une certaine propriété, 
ou bien que tou les individus la ati font . Mais elle ne permet pa de dire qu 'il existe une 
propriété - au en d 'un en emble d invidus - que sati fait certaine choses ni que toutes les 
propriétés vérifient telles aut re choses. La logique du 1er ordre quant ifie sur des individus, 
mais non sur des en embles d individus. 

Or, tout naturellement, dans le langage courant nous parlons de propriétés que satisfont 
de élément mai aussi de propriété que satisfont des en emble d 'éléments. Ainsi par 
exemple nou cliron qu une certaine relation binaire est un ordre totale si cette relation est 
irréflexive, ant i ymétrique et tran it ive et que tout couple d 'éléments peut être comparé. 
Mais nous dirons également qu un ordre total est un bon ordre si tout en emble non vide 
possède un plus petit élément. Pour ce faire, nous avons cette foi -ci utilisé une quantification 
qui ne porte plu seulement sur le éléments que la relation binaire ordonne mais sur les 
en embles de tel éléments. Nous verron plus loin (Exemple 493) que cette propriété relève 
du second ordre : elle est exprimable au 2d ordre mais ne le t pas au 1er ordre. 
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Pour comprendre l'idée de base de la logique du 2d ordre, revenons tout d 'abord à la 
logique du 1er ordre et à ce que signifie la quantification pour celle-ci. Lorsque nous avons 
défini ce qu'était un terme, nous sommes parti de deux notions de base : les "constantes" 
et les "variables". Ces deux notions ont quelque chose en commun, puisqu'elles ne parlent 
toutes deux que des individus - les éléments du domaine. Mais pour un modèle donné, la 
constante est "constante" - comme son nom 1 'indique - alors que la variable "varie". Une 
constante dénote un individu, une variable représente en quelque sorte toutes les dénotations 
possibles d'une constante. Autrement dit , une variable est comme une constante qui varie . 
Si l'on songe maintenant à ce que sont les interprétations des symboles de fonction et des 
symboles de relation, on voit que celles-ci sont également fixes. Dans un modèle , un symbole 
de fonction désigne une fonction particulière (parmi toutes celles possibles), un symbole de 
relation est interprété par une relation particulière (parmi toutes celles possibles). 

1 Syntaxe 

Dans la logique du 2d ordre, on se propose d 'introduire des symboles de variable spécifiques 
aux fonctions et des symboles de variables spécifiques aux relations, en sorte de pouvoir faire 
varier leurs interprétation à l 'intérieur d 'un même modèle. 

Pour cela, on ajoute à la logique du 1er ordre deux types de variables - dites variables 
de second ordre - pour chaque entier k : 

(1) x{k' x ['k' x{k ' . . . (ce sont les variables qui varient sur les fonctions d 'arité k) ; 

(2) X~'k,Xf'k,Xf-'k, . · · (ce sont les variables qui varient sur les relations d'arité k) . 

Les termes de cette logique sont définis de manière similaire à ceux de la logique du 1er 
ordre, excepté qu 'il nous faut prendre en compte également les variables du second ordre se 
rapportant à des fonctions. 

L'ensemble T .c des termes du langage 12 est le plus petit ensemble qui : 
o contient les variables du 1er ordre (x0 ,x1 , ··· )et les symboles de constantes, 
o pour chaque symbole de fonction d 'arité n du langage f, chaque fois qu 'il contient les 

termes t1, . .. , tn, contient également le terme f(tl, ... , tn), 
o pour chaque variable du second ordre X f ,n portant sur les fonctions d 'arité n du 

langage f, chaque fois qu 'il contient les termes t 1 , . .. , t n, contient également le terme 
xf,n(tl, .. . 'tn) · 

Les formules atomiques sont cette fois de deux formes possibles : 

où : 
o Rest un symbole de relation d 'arité n, 
o t 1 , . . . , tn sont des termes du langage /2 , 
o X R,n est une variable du 2d ordre portant sur les relations d 'arité n . 

L'ensemble des formules de la Logique du 2d ordre est alors défini comme le plus petit 
ensemble qui : 

o contient chaque arbre réduit à sa racine (qui est alors une formule atomique) et 
o chaque fois qu 'il contient des formule cp et 'lj; , contient également les formules sui­

vantes : 
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o Pour chaque variable du 1er ordre x, chaque entier non nul n et chaque variable du 
2d ordre X f,n ou X R,n chaque fois qu il contient la formule cp , contient également 
les formules suivantes : 

:lx 
1 

cp ' 

V x 
1 

cp ' 

:JX f ,n 

1 

cp 

Ces formules se linéarisent tout naturellement pour ce qui est des cas identiques à la 
logique du 1er ordre. Le quatre derniers cas donnent respectivement : 

(1) :JX f ,n(fi (2) V X f ,n(fi (3) 3X R,n(ÏJ 

Enfin la notion d occurrence de variable libre ou liée est semblable à ce que nous avons 
vu dans le cadre du 1er ordre excepté que nou avons maintenant aussi des variables du 2d 

ordre. On dira donc qu 'une occurrence dune variable x (respectivement xf,n, xR,n) dans 
une formule - cette occurrence apparaît néce airement dans une formule atomique, donc 
dans une des feuilles de l'arbre que con titue cette formule - est libre s'il n'existe le long de 
la branche remontant de cette feuille à la racine aucun nœud de la forme Vx (respective­
ment vxf,n, vxR,n) ni 3x (respectivement ni :JXf,n ni ::JxRn). Dan le cas contraire, le 
premier quantificateur portant ur la variable con idérée rencontré en remontant le long de 
la branche, est celui qui lie cette variable. Voila pour la syntaxe. 

Exemple 492 Un exemple de formule du 2d ordre dan laquelle P et Q ont des symboles de 
relation unaire et c un symbole de con tante x et y de variables du 1er ordre et X R,l, Y f ,l 
et Z R ,2 des variables du 2d ordre : 

1 

vzR,2 
...... .... ... 

:Jy 

1 

/""' 

:Jyf 1 ~-·····. 
1 , ....... • 

V x 

P (Y f ,1 (y)) / 1\ ". 

,."" :JXR,l Q(y) 
1 ... 

.i~:2(x . yf,l (c)) 
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Cette formule se linéarise en : 

On appelle logique monadique du 2d ordre la restriction de cette logique aux seules 
variables du 2d ordre de la forme X R ,l. Ce sont donc des variables qui varient sur les 
relations d'arité 1, autrement dit sur les propriétés que satisfont ou non des individus. On 
écrit en général simplement ces variables en lettres capitales comme X par exemple au lieu 
de X R ,l. Ce fragment de la logique du 2d ordre a déjà un pouvoir expressif supérieur à la 
logique du 1er ordre, comme nous le verrons dans l'Exemple 493. 

2 Sémantique 

La sémantique standard de la logique du 2d ordre est on ne peut plus claire. Tout ce qui 
concerne la partie de cette logique qui est identique à la logique du 1er ordre est inchangé. 
Les variables du 2d ordre, quant à elles , varient sur les fonctions ou les relations dont l'arité 
n 'est autre que celle qu'elles désignent. Pour le dire simplement, le jeu d'évaluation associé 
à une formule 4; du 2d ordre dans un modèle M du 1er ordre, est identique à celui présenté 
dans le cadre du 1er ordre , excepté pour les nœuds de la forme : 

(1) :JXf,n (2) vxt,n (3) :JXR,n 

Lorsque le jeu se retrouve dans lune de ces positions, le V érifi cateur - s'il s'agit du 
quantificateur existentiel - ou le F alsificateur - s'il s'agit du quantificateur universel - choisit 
une fonction d 'arité n - c'est-à-dire une fonction de lM ln dans lM ln - dans la cas où il s'agit 
d 'une variable X f ,n, ou une relation d 'arité n - c'est-à-dire un sous-en emble de lM ln- dans 
le cas d 'une variable XR,n. Le choix effectué vient remplacer, au sein des formules atomiques , 
les occurrences des variables que ce quantificateur liait. 

Il est clair que la logique du Fr ordre n 'est qu'un fragment de la logique du 2d ordre. 
Ou, pour le dire autrement , la logique du 2d ordre est une extension de la logique du 1er 
ordre. Cette extension est même stricte, car il est certaines choses que l'on peut exprimer 
au 2d ordre sans que cela ne soit possible au 1er ordre. 

Exemple 493 On considère un langage égalitaire ,[ qui ne comporte qu'un unique symbole 
de relation binaire noté <. Pour des raisons évidentes, on convient de noter x < y au lieu 
de< (x, y) . 

La théorie T ord. tot. comprenant les axiomes ci-dessous caractérise les ordres totaux. 
Cela signifie que pour un ensemble quelconque M, une relation binaire < Ç M x M est un 
ordre total si et seulement si la .C-structure M = (M, <M) dans laquelle <M= < vérifie 

M F T ord. tot. · 
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Tord. tot . est la théorie qui comprend le quatre axiome 

(1) \lx -, x < x 

.(2) Vx\ly-, (x< y 1\ y< x) 

(3) Vx\ly\lz ((x< y 1\ y< z)-----+ x< z) 

(4) Vx\ly (x< y V y< x V x= y) 

uivants : 

517 

(irréflexivité) 

( antisymétrie) 

(transitivité) 

(totalité) 

Par contre il n 'est pa pos ible d 'enrichir la théorie Tor d. tot. en une théorie qui décrivent 
exactement les bons ordre c e t-à-dire ceux parmi le ordre totaux qui vérifient que tout 
ensemble non vide d'éléments possède un plu petit élément 1 et ce quand bien même nous 
y ajouterion une infinité de formules. Plu exactement nou allon montrer que toute C­
théorie T qui a pour modèle l ensemble de bons ordre admet également un modèle qui 
n'est pas un bon ordre. 

Pour cela nou allons tout d abord enrichir le langage C en un langage C' en ajoutant 
une infinité de symboles de constantes : co, c1 c2 · · ·. Pui nous formons la C'-théorie T' : 

T'= T u { Ci+l < Ci 1 i E tN}. 

Il est très facile de voir que chaque ou -théorie finie de la théorie T' possède un modèle 
puisque par hypothèse, chaque bon ordre e t un modèle de T, donc en particulier celui 
engendré par l'ordre usuel sur le entiers et un sous-ensemble fini de {ci+ 1 < ci 1 i E tN} ne 
fait intervenir qu 'un nombre fini de ymbole de con tantes : cio · · · c i k. Il suffit dès lors 
d'interpréter ces constantes par autant dentiers tout en respectant l ordre indiqué pour 
obtenir un modèle de la ous-théorie finie. 

Par le théorème de compacité (cf. page 441) la C'-théorie T'possède un modèle M. Or, 
dans ce modèle l'ensemble {cr 1 i E tN} n admet pas de plus petit élément. En oubliant les 
symboles de con tantes le modèle M devien une C- tructure satisfai ant T mais possédant 
une suite infinie descendante d 'éléments qui émoigne quelle ne con titue pas un bon ordre. 

Par contre la notion de bon ordre e t exprimable au 2d ordre. Il suffit pour cela d ajouter 
aux axiomes (1)-(4) la formule uivante (dan laquelle nou nous somme permis d'écrire X 
au lieu de X R,l pour des raisons de conci ion) : 

\t'X ( 3x X (x) --+ 3y (X (y) A \t' z (X ( z) --+ (y = z V y < z)) )). 

Cette formule dit précisément que tout sou -ensemble (X) non vide possède un plus petit 
élément (y) : 

"tout ensemble {X) qui possède un élément (x) possède également un élément (y) qui est 
plus petit que tous ceux {z ) qu il possède, à l exception de lui-même". 

1. C'est le cas de l'ordre naturel sur les entiers, puisque tout ensemble non vide d 'ent iers possède un plus 
petit élément. Ce n 'est pas le cas de 7l.. muni de l'ordre usuel, puisque 1 ensemble 7l.. tout ent ier ne possède 
pas de plus petit élément; ni des nombre réel positifs car l'ensemble { n~l 1 nE N} n 'admet pas non plus 
de plus petit élément . Par contre, tout ordre total qui ne comporte qu 'un nombre fini d 'éléments est ipso 
facto un bon ordre. 
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Exemple 494 La finitude n 'est pas exprimable au 1er ordre. Par contre elle l'est au 2d 
ordre. 

Au 1er ordre nous allons tout d'abord montrer qu'il n'existe pas de théorie T sur un 
langage égalitaire .C, telle que les modèles qui la satisfont sont exactement tous des ensembles 
finis. 

Procédons par l'absurde et imaginons qu'il existe une telle théorie T. On enrichie alors 
le langage en ajoutant les nouveaux symboles de constante c0 , c 1 , c 2 , · · · pour construire la 
théorie T' suivante : 

T' =TU {ci '1 Cj 1 i , j E IN and i '1 j} . 

Il est clair que si la théorie T' admet un modèle, celui-ci ne peut qu'être de domaine infini, 
puisque chaque nouveau symbole de constante doit être interprété par un élément différent 
de tous ceux par lesquels sont interprétés tous les autres. Par ailleurs, un tel modèle est 
également un modèle de Tune fois que l'on a "oublié" les nouveaux symboles de constantes et 
leurs interprétations. Il nous suffit donc de montrer que T'admet un modèle pour contredire 
le fait queT caractérise les modèles à domaines finis. 

Cela découle encore une fois immédiatement du théorème de compacité (voir page 441). 
Chaque sous-théorie finie de T'admet un modèle, puisque cette sous-théorie ne fait intervenir 
qu 'un nombre fini - disons k - de nouveaux symboles de constante. Dès lors, chaque modèle 
comportant au moins k éléments la satisfait. En conséquence T' admet un modèle et donc 
T admet un modèle infini, ce qui contredit notre hypothèse première. 

Au 2d ordre la formule suivante caractérise les modèles finis : 

vxJ,l (vy::lx xf,l(x) =y ----t \jz\jz' (xf 1(z) = xf,l(z') ----t z = z') ) . 

Cette formule dit de toute fonction dont le domaine d 'arrivée est le même que le domaine 
de départ que si elle est surjective, alors elle est également injective. Cette propriété ne se 
réalise que si le domaine en question est fini. En effet, pour tout ensemble E infini, il est 
possible de choisir une infinité dénombrable d'éléments a0 , a 1 , · · · de E pour ensuite définir 
la fonction suivante : 

f(a) = { ~ 
si a '1 ai (pour tout i E IN) 
si a= ao 
si a= ai+1 ( pour i E IN) . 

Cette fonction est surjective mais pas injective. 

Ainsi la logique du 2d ordre est plus expressive que la logique du 1er ordre. Elle en est 
d ailleurs une extension toute naturelle. Elle semble donc primer sur celle-ci en tous points . 
Or il n 'en est rien. D'une part ni le Théorème de compacité (voir page 441 ) ni le Théorème 
de Lowenheim-Skolem (voir page 501) ne sont vrais dans cette logique. Mais chose plus grave 
encore, il n 'existe pas de théorie de la démonstration satisfaisante pour cette logique. Plus 
précisément , il n 'existe aucun système de preuve qui à la fois permette d 'obtenir le t héorème 
de complétude - c'est-à-dire fasse correspondre la notion de conséquence syntaxique à la 
not ion de conséquence sémantique - et oit contrôlable par un programme informatique. 
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Cela signifie que tout sy tème de preuve, pour lequel il existe un algorithme permettant de 
décider si une suite de ymbole quelconque con titue une preuve échoue à valider pour 
chacune des formules cp l équivalence : 

~ cp i e t seulement i f= cp . 

Dit autrement, tout système de preuve perme tant de démontrer pour chaque formule cp : 

~ cp si est seulement i f= cp , 

est indécidable, au sens où l en emble des preuve n e t pas décidable. Ce qui e t tout de 
même très ennuyeux pui que dans ce cas, nou n'avon pas de contrôle effectif sur ce qu'est 
une preuve et sur ce qui n'en e t pas. En ré umé il n existe pas de bonne notion de preuve 
pour la logique du 2d ordre. Ce qui fait dire à certains que la logique du 2d ordre n 'est pas 
une logique à proprement parler [Qui 6] . 

Il est néanmoins possible de circonvenir à ce problème en modifiant la sémantique de 
la logique du 2d ordre. Nous avons pré enté la sémantique dite ((standard", mais il existe 
une autre sémantique - la sémantique de Henkin' qui permet de retrouver les bonnes 
propriétés souhaitées pour cette logique. On récupère ainsi le Théorème de complétude, le 
Théorème de compacité et le Théorème de Lowenheim-Skolem . Cette émantique permet 
de controller l'ensemble des fonctions ou l ensemble de relations sur le quels les variables 
du second ordre varient. Tout semble donc aller pour le mieux dans le meilleur des mondes 
avec cette sémantique plus contraignante. Malheureusement, la logique du 2d ordre munie 
de cette sémantique n'a pas un pouvoir expressif supérieur à la logique du 1er ordre [Man96, 
Sha91, Vaa01]. 

3 Une petite idée de la théorie des ensembles 

Une solution - retenue entre autres pour fonder le mathématiques - consiste à ne travailler 
qu'au 1er ordre tout en e restreignant à une théorie au sein de laquelle on puisse parler non 
seulement des individus mais aussi des ensembles d'individus, des relations, des fonctions, 
etc. Cela permet de quantifier non seulement sur les individus mais aussi sur les ensembles 
d'individu , sur les fonctions, le relations et pourquoi pa les ensembles de relations .. . Pour 
cela, il est nécessaire que parmi le éléments du domaine d'un modèle, on retrouve non 
seulement les individus que 1 on vise, mais aussi ce outils que sont le fonctions ou les 
relations. Cette solution s'appelle la ((théorie des ensembles". 

Les objets dont parle la théorie des ensembles sont de ensembles. Les éléments d 'un 
modèle de la théorie de ensembles sont des ensemble et les ensembles de tels éléments, les 
relations sur de tels éléments, les fonctions entre ces ensembles, tout cela ne sont que des 
en embles. 

Nous sommes habitués depuis le plus jeune âge à faire la distinction entre un en emble et 
ses éléments. L ensemble étant d une 'nature' autre que celle de ses éléments : un ensemble 
de petits poi n'e t pas un petit poi . Ici tout n'e t qu en emble. Les éléments sont eux-mêmes 
de ensembles. Mais qu'e t-ee qu un ensemble alors? C est précisément ce que tente de décrire 
la théorie des en embles. On pourrait penser qu 'un ensemble e tune collection d objets . Mais 
il n en est rien comme l'a montré Bertrand Russell au début du xxe siècle [Ru 03]. Connu 
sous le nom de ((paradoxe de Russell", celui-ci statue sur le fait que toute collection d 'objets 
n'e t pas forcément un ensemble. S il en était ainsi, nous pourrions considérer la collection 
de tous les ensembles et ce serait un ensemble. De plu lor qu on dispose d 'un ensemble 
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A d'un coté et d'une propriété P de l'autre, on peut former l'ensemble B des éléments de 
A qui satisfont la propriété P. Si nou prenons pour A le soit-disant "ensemble de tous les 
ensembles" et pour P la propriété de ne pas s'appartenir, alors nous formons l'ensemble 
suivant : 

B={xlx~x}. 

Ensuite, si nous posons la question : "cet ensemble vérifie-t-il la propriété en question ou 
non?" On voit immédiatement que l'on a : si BE B alors B ~ B et inversement, si B ~ B 
alors BE B . D'où BE B si et seulement si B ~B. Ce qui est évidemment une contradiction. 

On ne peut donc pas considérer qu'une collection d'objets est un ensemble. Mais alors 
que sont les ensembles? Ce sont précisément les objets qui vérifient ce que dit la théorie des 
ensembles, autrement dénommée théorie de Zermelo-Fraenkel (ou encore ZF). Nous allons 
rapidement passer en revue les axiomes qui forment cette théorie. Deux choses sont à noter : 

(1) Le langage est rudimentaire : il s'agit du langage égalitaire ne contenant qu'un unique 
symbole de relation binaire noté "E ". 

(2) Les axiomes sont en nombre infini. Exactement comme dans le cas de l'arithmétique 
de Peano, il y a deux schémas d'axiomes. 

Les axiomes de Zermelo-Fraenke l 

(1) Extensionnalité : 

VxVy (Vz (z Ex+------+ z E y) ---t x= y). 

Cet axiome raconte que deux ensembles sont égaux lorsqu'ils ont exactement les 
mêmes éléments. Un ensemble n 'est défini que par ce qu 'il contient et par rien d 'autre. 

(2) Paire : 
VxVy-::Jz(x E zl\y E z) . 

Si x et y sont deux ensembles, alors je peux former un ensemble (la paire {x , y}) qui 
contient ces deux-là. 

(3) Union : 

Va 3bVxVy ((xE y 1\ y) E a---t xE b). 

L'union d 'un ensemble est l'ensemble des éléments de ses éléments. On retrouve ainsi 
la notion usuelle d'union de deux ensembles en remarquant que ce que nous écrivons 
AU B n 'est autre que l'union de la paire {A, B}. 

(4) Infini: 
3x (3y (y E x) 1\ Vy (y E x ---t yU {y} E x)). 

Cet axiome semble étrange pour deux raisons : 

(a) Il utili e des symboles qui ne font pas partie du langage initial - "U ', "{"et "}" 
- mais qui ne sont là que comme une manière d'écrire en condensé la formule qui 
devrait se substituer à y U {y} E x. Cette formule dit qu ' "il existe un z qui est 
l'union de la paire formée de y et de {y} "2

. 

2. Ce dernier ensemble n'étant autre que la paire {y, y} puisque si l 'on compare les deux ensembles {y} 
et {y, y}, on voit qu'ils sont égaux - axiome d'extensionnalité - puisqu'ils contiennent exactement les mêmes 
éléments (à savoir y). 
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(b) L'infini y est présenté de manière bizarre. Pour comprendre ce qui s'y passe, 
convenon d 'appeler "successeur" de y 1 ensemble yU {y}. Ce que dit cet axiome, 
c'est qu'il existe un ensemble x qui contient un ensemble - au ens ou x n'est pas 
l'ensemble vide, et qui chaque fois qu il contient un élément, contient également 
son successeur. On voit donc que dan x il y a y mai aussi le successeur de y,donc 
le successeur du sucees eur de y pui également le ucce eur du successeur du 
successeur de y, etc. Il contient donc une infinité d élément . Cet ensemble est 
donc infini. 

(5) Parties : 

\/x3y\/z (Vu(u E z -tuE x) -t z E y) . 

L'axiome des parties dit que si x est un en emble, alor il en est de même de P(x). 

(6) Compréhension {schéma d axiomes) : 

\/z\/w1 ... \/wn 3y\/x (xE y f-----t (xE z 1\ cp)), 

où <p est une formule dont toutes les variables libres figurent parmi x z w1 , · · · , Wn. 

Ce schéma d'axiomes con titue autant d axiomes quily a de formules cp telles qu 'in­
diquées ci-des us. C'est à dire un nombre infini dénombrable. Pour chaque formule 
<p , il est dit que pour chaque ensemble z on peut constituer y qui est l'ensemble des 
éléments de z qui satisfont la propriété décrite par <p . Une autre manière de voir la 
chose est de dire que pour chaque formule <p chaque ensemble z e découpe en deux 
ensembles, le sous-ensemble de es élément qui sati font <p et celui formé de ceux qui 
ne la satisfont pas 3 . 

(7) Remplacement {schéma d axiomes) : 

\/D \/w1 ... \/wn (vx (xE D -t 3!ycp) -t 3A \lx (xE D -t 3y (y E A 1\ cp) )) , 

où 
o <p est une formule dont toutes les variables libres figurent parmis x, y, D , w 1 , · · · , Wn. 
o la formulation "3!ycp" est une abréviation pour "il existe un unique y tel que cp ", 

ce qu'exprime la formule suivante : 

3y ( cp(x,y, D ,w1,·· · Wn)l\\/z(cp(x z, D W1 · ·· ,wn) -tz = y) ). 

Ce schéma de remplacement e t aussi très étrange. En réalité, non eulement il n'est 
utile que pour fonder des mathématiques très avancée mais au fond il ne dit que des 
cho es assez banales. ll constitue un axiome pour chaque formule cp donc à nouveau 
une infinité dénombrable d'axiomes. Mais ces formules sont un peu particulières : 
ces formules se comportent comme des fonctions puisque pour chaque x, il existe un 
unique y qui atisfasse <p . Autrement dit, à chaque élément <p en associe un unique ­
quel on peut voir comme son image. Ce que dit ce schéma d'axiome est que si l'on 
dispose d'une telle formule alors pour tout ensemble D - qu'on appellera ensemble de 
départ - il existe un ensemble A - qu'on appellera en emble d arrivée - qui contient 
toutes les images des éléments de D telles que définies par <p . 

3. Ce sont précisément ceux qui satisfont la formule • cp . 
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(8) Choix: 

\fx3c\fz 3y\fu ( z Ex--+ (y E z /\y E cl\ ((u E z 1\u E c)--+ u =y) )). 

L'axiome du choix dit de manière plus absconse, mais en substance, que si l'on dis­
pose d 'une famille (Ei)iEI d'ensembles tous non vides , alors on dispose également 
d 'un ensemble constitué en prélevant un seul et unique élément dans chacun de ces 
ensembles. C'est cet ensemble qui réalise le "choix" à proprement parlé. 

( 9) Fondation : 

\lx (3y (y E x ) ----+ 3y (y Ex 1\ -,::Jz (z Ex 1\ z E y))) . 

Cet axiome paraît lui aussi très étrange. Il dit que la relation d'appartenance est 
bien-fondée. Pour mieux comprendre ce que cela signifie, nous allons faire figurer les 
ensembles sous forme d 'arbres non vides 4 pour lesquels la notion de bonne fondation 
devient très clair. 
Tout d 'abord on dit qu'un arbre est ((bien-fondé" s il ne possède pas de branche infinie. 
Cela signifie que tout chemin qui part de la racine, atteint tôt ou tard une feuille. Un 
arbre T bien-fondé permet de définir un ensemble E de la manière suivante : 

o à chaque nœud non associe un ensemble En formé par l'ensemble des ensembles 
que dénotent les fils de ce nœud. Précisément, si le nœud na trois fils n 1 , n 2 , n3 , 

alors En = { En1 , En2 , En3 } . Chacun des ensembles En1 , En2 , En3 étant également 
défini de la sorte en un processus qui se termine aux feuilles puisque l'arbre est 
bien-fondé. 

o L'ensemble que représente l'arbre Test alors E r où r désigne la racine de l'arbre. 

Exemple 495 

0 0 0 

Nous nous souvenons de l'axiome d'extensionnalité qui stipule que deux ensembles sont 
égaux s ils possèdent les mêmes éléments. En conséquence les ensembles {0 0 0} et {0 0} 
sont tous égaux à {0} , raison pour laquelle nous utilisons cette expression raccourcie. 

4. Les arbres non vides sont ceux qui possèdent une racine. 
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{ 0, { {0} 0}} 

{0} 

On obtient alors que cet arbre repré ente l en emble 

Chaque nombre ent ier est conçu comme étant l ensemble de es prédécesseurs 6 . On 
voit qu 'avec une telle représentation l entier naturel n + 1 est un ensemble qui cont ient 
exactement n + 1 éléments : {0, 1, 2 · · · , n} . 

Exemple 496 La figure ci-dessau représente les cinq premiers entiers sous forme d 'arbre. 
Il est à noté qu on part de 0 représenté par l ensemble vide et donc par un arbre réduit à sa 
seule racine - celle-ci n ayant pas de descendant 1 ensemble qu'elle constitue ainsi est vide. 
Ensuite, on pas e d un entier n à on successeur n + 1 en prenant l arbre de n à la racine 
duquel on rajoute un fils dont le ous-arbre engendré n est autre que l arbre définissant n 
lui-même. Ce qui dun point de vue purement ensembliste revient à dire que n + 1 n 'est 
autre que l'ensemble n U { n }. On vérifie aisément que sinn est autre quel ensemble de ses 
prédécesseurs 7 il en est alors de même de n + 1. 

5. Ou si l'on écrit {} au lieu de 0: { { {}, { {{}}, {}} } , {}, { {{}} }, { { {}, {{}}}} } · 

6. Cela signifie que 0 est représenté par l'ensemble vide, puisque 0 n 'a pas de prédécesseur ; que 1 est 
représenté par l'ensemble {0} - c'est-à-dire {0} - que 2 est représenté par l'ensemble {0, 1} - c'est-à-dire 

{ {0} ,0} , etc. 
7. En effet,sin= {0, 1, ... ,n-1} alorsn+ 1=nU{n}= {O 1, ... ,n- 1} U {n } = {0, 1, .. . ,n}. 
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4 0 1 2 3 

la~ ~2 
o r0 

0 

4 

2 

0 

Dans la figure de droite, à chaque nœud est associé l'entier caractérisant le sous-arbre 
engendré. 

La formulation étrange de l'axiome de l'infini - qui n'est là que pour attester l'existence 
d'un ensemble possédant une infinité d'éléments - devient plus claire si l'on a en tête cette 
représentation particulière des entiers. Cet axiome dit en effet que l'ensemble des entiers 
tel que présenté dans l'Exemple 497 existe. Plus exactement, il dit qu'il existe un ensemble 
dans lequel le suivant est inclus, ce qui revient à dire que l'ensemble des entiers existe si l'on 
applique correctement l'une des instances du schéma de compréhension. 

Exemple 497 L'ensemble des entiers représenté sous forme d'arbre bien-fondé : 

Cet arbre est bien-fondé car il n'a pas de branche infinie. Par contre, il n 'est pas à 
branchement fini puisque la racine possède une infinité de descendants (tous les entiers). 

On voit donc qu'en théorie des ensembles, tout n 'est qu'ensemble. Les nombre entiers 
ne ont tous que des ensembles parmi d 'autres. Mais où sont alors passées les fonctions et 
les relations? Ce sont aussi des ensembles parmi d 'autres mais lesquels? Pour les trouver , il 
suffit de se rappeler qu'une relation n-aire R sur un ensemble E n'est qu 'un sous-ensemble 
de l'ensemble 

E x E x ··· X E. 

n 
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Les axiomes permettent de montrer trè facilement que si E existe alors 

E x E x · · ·XE 
n 

existe également ain i que tou les ou -ensemble de cet en emble. Par conséquent, toutes 
les relations sur E sur là. De même, une fonction n-aire f de D dans A e t représentée par 
son graphe 9 f qui n 'e t autre qu un sous-ensemble particulier de 

D x D x ··· x D x A 

n 

vérifiant la condition pécifiant qu 'il n exi te qu une eule image pour chaque n-uplet en 
entrée et exprimée par la formule Vx1 Vx1 · · · Vxn 3!y (xl, x2, · · · , Xn) E 9t · La théorie des 
ensembles permet donc de travailler au Fr ordre tout en manipulant les objets d 'ordre second 
comme les relations ou les fonctions. Par ailleurs, son pouvoir expressif lui permet de fonder 
les mathématiques et au-delà de formuler l'intégralité de toutes les sciences. 

Tout n 'est pas ro e cependant. Au cœur de la théorie de ensembles de Zermelo-Fraenkel 
(notée ZF) se cache à nouveau le econd théorème d incomplétude de Godel, cette fois­
ci appliqué à cette théorie même et non à l arithmétique. En effet si Z F est une théorie 
consistante 8 , alors Z F fic cons( Z F ). 

Pour aller plus avant : 

Le lecteur qui souhaiterait en savoir plus sur la logique du econd ordre est invité à consulter "A mathematical 
introduction to logic" de Herbert B. Enderton [End72] "Computability and logic" de George S. Boolos , 
John P. Burgess et Richard C. Jeffrey [BBJ02] ou encore le chapitre consacré à cette logique dans "Logic 
and structure" de Dirk van Dalen [vD97]. Enfin , era dun intérêt certain pour le lecteur philosophe : "To 
be is to be a value of a variable (or to be sorne values of sorne variables)" de George . Boo los [Boo84]. 

Pour une lecture approfondie, nous renvoyons aux ouvrage "Extensions of first arder logic" de Maria 
Manzano [Man96J, "Foundations without Foundationalism : A Case for Second-Order Logic" de Stewart 
Shapiro [Sha91], ainsi que l 'excellent article de Jouko Vaananen : "Second-arder logic and foundations of 
mathematics " [V aaO 1 J. 

Le lecteur avide de paradoxes - tels que le paradoxe de Rus ell - e t invité à consulter : "Saving truth 
from paradox" de Hartry H. Field [FieO J ou bien "La logique un aiguillon pour la pensée" de Jean-Paul 
Delahaye [Del12]. 

Le lecteur qui souhaiterait dépasser la très maigre introduction à la théorie des ensembles de Zermelo­
Fraenkel présentée dans ce chapitre e t invité à consulter : en français le livre "Théorie des ensembles" de 
Jean-Louis Krivine [Kri07] plutôt que "Théorie des ensembles" de icolas Bourbaki [Bou70]. En anglais , 
on conseillera "Elements of set theory" de Herbert B. Enderton [End77] "Basic set theory" de Azriel Levy 
[Lev12J, "Notes on set theory" de Yannis N Moschovakis [Mos94], "Basic set theory" de Alexander Shen 
et ikolai K Vereshchagin [SV02], "Introduction to Set Theory " de Karel Hrbacek et Thomas Jech [HJ99], 
"Foundations of set theory" de Abraham A. Fraenkel Yehoshua Bar-Hillel et Azriel Levy [FBHL73] ou 
encore les très accessibles "Philosophical Deviee : Proofs, Probabilities, Possibilities, and Sets" de David 
Papineau [Pap12], 'Set Theory and its Philosophy : A Critical Introduction : A Critical Introduction" de 
Michael Potter [Pot04] et "Set theory and the continuum problem" de Raymond M. Smullyan et Melvin 
Fitting [SF96] 

Les ouvrages qui suivent sont plus conséquents; néanmoins, les lecteurs avisés y glanerons quelques 
idées fortes , ne serait-ce qu'à la lecture de préfaces ou préambules : "Set theory : the third millennium 
edition" de Thomas Jech [Jec03], "Set theory" de Kenneth Kunen [Kunll], "A Course on Set Theory" de 
Ernest Schimmerling [ chll], "Classic Set Theory : For Guided Independent Study" de Derek C. Goldrei 
[Gol96], "Discovering Modern Set Theory: Set-theoretic tools for every mathematician. 2" de Winfried Just 
et Martin Weese [JW97], 'Set theory with a universal set : exploring an untyped universe" de Thomas E. 
Forster [For95] et "Sets for mathematics " de F. William Lawvere et Robert Rosebrugh [LR03]. 

8. Si elle ne l'est pas, alors il ne reste plus qu'à rentrer chez soi . 
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Les lecteurs troublés par l 'axiome du Choix pourront lire avec profit le livre "Axiom of choice" de Horst 
Herrlich [Her06] ou bien celui de Thomas Jech, "The axiom of choice" [Jec08]. Ceux désorientés par les 
différents infinis se plongeront avec délices dans l'introduction de "The higher infinite : large cardinals in 
set theory from their beginnings " de Akihiro Kanamori [Kan08]. 

Pour une approche historique de la théorie des ensembles, nous suggérons "The mathematical develop­
ment of set theory from Cantor to Cohen" de Akihiro Kanamori [Kan96] et "Labyrinth of thought : A history 
of set theory and its role in modern mathematics" de Josâe Ferreirâos Domâinguez [Dom07] . 

Pour les quelques lecteurs intrigués par le problème des fondements , mentionnons qu'il existe une alter­
native à l'approche ensembliste et à la logique du 1er ordre : la théorie des catégories. A ces lecteurs, nous 
conseillons de picorer diverses informations dans les ouvrages suivants : "Topai : the categorial analysis of 
logic " de Robert Goldblatt [Gol06], "An introduction to category theory" de Harold Simmons [Simll], "Ele­
mentary categories, elementary toposes" de Colin McLarty [McL92], "Category theory" de Steve Awodey 
[Awo06], "Conceptual mathematics : a first introduction to categories" de F . William Lawvere et Stephen H. 
Schanuel [LS09] et l 'excellent "Categories for the working mathematician" de Saunders MacLane [ML98]. 



Chapitre 17 

Correspondance 
preuves-programmes 

1 Le À-calcul 

Résumé N.!. 68 Le À-calcul est un formalisme représentant les fonctions cal­
culables. Les objets s appellent des À-termes et sont définis par : 

o chaque variable x est un À-terme· 
o si t est un À-terme et x une variable alors Àxt est un À-terme; 
o si t u sont des À-termes, alor (t)u e t un À-terme. 

Chaque terme possède une repré entation arbore cente : 

:-- .. À~ 
j l Ày x 
·- .... z J 

(Àzz)(Àyy)x 

y ... • 

Le caractère calculatoire est généré par la réduction : 

(Àxt)u -v+ t[ujx] . 

Tout au long de cet ouvrage nous avon considéré différent systèmes de preuve : les sys­
tèmes axiomatiques à la Hilbert, la Déduction aturelle, le Calcul des Séquents. L idée de 
la corre pondance preuve -programme est que derrière chaque y tème de preuve se cache 
un modèle de calcul. De orte qu à chaque preuve, on pui e a ocier un programme, mais 
également qu à chaque programme de ce modèle de calcul particulier on pui se aussi as­
socier une preuve. Ain i plutôt que de la "correspondance " preuves-programmes on parle 
volontiers de 1 "isomorphisme " preuve -programmes ou del i omorphisme de Curry-Howard 
en référence aux deux découvreur de cette correspondance dans le cadre intuitionniste. 
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Il n'y a donc pas une unique correspondance preuves-programmes qui associerait à chaque 
programme informatique une preuve et vis-versa, mais à différents systèmes de preuves cor­
respondent différentes classes de programmes. Ces classes de programmes sont généralement 
définies par des systèmes de typage du lambda calcul. 

Le lambda calcul - noté À-calcul - réside au cœur de la sphère calculatoire. C'est un 
formalisme développé par Alonzo Church au début des années 1930 pour caractériser les 
fonctions récursives, autrement dit les fonctions calculables. Si en théorie des ensembles 
tout n'est qu 'ensemble - les éléments des ensembles étant eux-mêmes des ensembles - en 
À-calcul tout n'est que fonction : les termes du À-calcul sont des fonctions dont les argu­
ments sont eux-mêmes des fonctions et les valeurs qu 'elles calculent sont elles-mêmes des 
fonctions également. En ce sens, le À-calcul constitue un langage de programmation de très 
bas niveau (proche de la machine), difficilement maniable pour des utilisations mais très 
pratique comme langage de programmation théorique, surtout si l'on souhaite réfléchir à ce 
qu'est la programmation informatique. 

Les objets du À-calcul s'appellent des À-termes. Ils sont définis par récurrence à partir des 
objets de base que sont les variables, à l'aide de deux opérations dont la première crée une 
fonction à partir d 'une expression et la seconde "applique" cette fonction à une première. 

Définition 498 Les termes du À-calcul (les À-termes) sont définis par : 

(variable) chaque variable x,y,z, .. . est un À-terme ; 

(À-abstraction) si t est un À-terme et x une variable, alors Àxt est un À-terme; 

(application) si t , u sont des À-termes, alors (t)u est un À-terme. 

A cette construction sous forme linéaire des termes du À-calcul correspond une repré­
sentation sous forme d'arbre. Les feuilles de ces arbres sont les variables, la À-abstraction et 
l'application correspondent respectivement à un quantificateur portant sur une variable et 
un connecteur binaire. Cette représentation en arbre permet aussi aisément de définir quelles 
sont les occurrences des variables qui sont liées et quelles sont celles qui sont libres : une 
occurrence de la variable x est liée si sur le chemin qui va de cette occurrence à la racine se 
trouve Àx, sinon elle est libre. Un À-terme dont toutes les occurrences de toutes ses variables 
sont liées - autrement dit qui n 'a aucune variable libre - est dit clos. Dans l'exemple qui 
suit, seuls le premier et le quatrième terme ne sont pas clos. Nous nous restreindrons plus 
tard aux seuls termes clos. 

Exemple 499 : Ci-dessous des À-termes sous forme arborescente et linéaire. Les occur­
rences liées des variables ainsi que la nature de leurs liaisons sont indiquées en rouge. 

~ Àx_,.. _____ 1 ~ 
À x _;·~·x 1 

.... _., x 

.... A. ÀX -- :..1 . . . 
-- .J 1. -- x -.: Àx x ,• -- x x ~--

1 ..J 
-- 1 x 

(Àx x )x Àx(Àxx )x (Àx x )Àxx (Àz z )(Àyy)x 
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.. 

----------, 
:···;:~ ÀX 

. 1 

Ày ~------

:~ ~·--. --
' .. 
: x 
: ---- x 

--------- - x y 

______ _. ÀX . l . 

•' 

.-------- .......... À.y ~----. 
. l'' ............... -· " ......... -.. 

-~·; ~----

~ ~··-··: 
. .-. . . 
: ' 

. -- _,_ -··x y ··y . -- -, . ;, 
' •' ·--- .. -- -· • .. -- .. -.. -.. 

(Àx(x ).r)Àx(x )x ÀxÀy(.r) (J·) ( :r)y ÀxÀyÀz( (x )y) (y)z 

Lorsqu'on construit le À-terme Àxt , c'est un peu comme si l'on disait que t était une 
fonction qui dépend de x - donc de la forme t(x) - que lon pourra ensuite appliquer à un 
argument a pour obtenir la valeur t(a). Mais contrairement à l'usage habituel des fonctions 
en mathématiques, où lorsqu'on applique une fonction à un argument on obtient une valeur 
et on s'arrête là, ici les fonctions ont un caractère opératoire et la valeur que l'on obtient 
étant elle-même une fonction il se peut qu il faille à son tour l'appliquer également, ce qui 
entraîne bien souvent une chaîne de modifications appelées réductions. 

Une réduction d 'un À-terme en une étape revient à appliquer une fonction à un argument. 
Elle consiste à remplacer à l'intérieur de celui-ci toute partie de la forme (Àxt)u par t[u/x] 1

. 

On notera v~ w la réduction dun terme v au terme w. 

Exemple 500 Quelques exemples de réduction : 

(1) (Àyy)x ~x 

(2) (Àxx)x ~x 

(3) (Àxx)Àxx ~ Àxx 

(4) (Àzz)(Àyy)x ~ (Àyy)x ~x 

(5) (Àzz)(Àyy)x ~ (Àzz)x ~x 

(6) (Àx(x)x)Àx(x)x ~ (Àx(x)x) Àx(x)x 

Si l'on excepte le cas (6), tous les autres À-termes de l Exemple 500 se réduisent ul­
timement en un À-terme que l'on ne peut plus réduire. On dit que la réduction termine, 
cela correspond au calcul effectué par un programme qui effectivement s'arrête après un 
certain temps de calcul. Par contre, il n est pas possible de trouver un À-terme v tel que 
(Àx(x)x)Àx(x)x ~ ······~v et tel que v ne puisse à nouveau plus se réduire. Le À-terme 

1. t[u/x] désigne le terme obtenu en remplaçant dans le terme t chaque occurrence d'une variable libre 
x par le terme u. Le caractère libre ou non de l'occurrence d'une variable est défini de manière similaire à 
ce qui se passe dans la logique du 1er ordre. Ainsi, pour un terme v, les occurrences des variables libres de 
v sont : v si v est une variable, sinon, si v est de la forme Àxt , ce sont toutes les occurrences des variables 
libres de t à l'exception de toutes celles de x, et si v est de la forme (t)u, ce sont toutes les occurences des 
variables libres de t plus celles de u. 
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( >..x(x )x) >..x(x )x ne se réduit toujours qu'à lui-même. Cela correspond à un calcul sans fin : 
un calcul qui ne donne jamais de solution ni non plus de message d'erreur. 

Autre chose essentielle, si l'on considère le ..\-terme (..\zz)(..\yy)x, on voit qu'il se réduit 
en deux étapes au terme x . Mais il y a deux manières différentes d 'arriver à ce résultat : 

(>..yy)x 
.P 

~ 
(>..zz)(..\yy)x x 

~ 
.P 

(>..zz)x 

De plus, quelle que soit la manière dont on s'y prenne, les différentes suites de réductions 
aboutissent toujours au même résultat. Ce phénomène n 'est pas un cas particulier. Bien au 
contraire, si l'on peut par une succession de réduction passer d 'un premier ..\-terme à un 
>..-terme ultime que l'on ne peut à son tour plus réduire, alors quelle que soit la manière 
dont on s'y prenne pour réduire ce premier terme, on arrivera toujours au même résultat. 
Autrement dit , si un chemin mène à un terme irréductible, alors tous les chemins mènent à 
ce même terme. 

Bien sûr, tous les chemins ne mènent pas nécessairement à un terme irréductible: comme 
nous l'avons vu, le terme (>..x(x )x) >..x(x )x ne se réduit jamais qu'à lui-même, ce qui fait que 
le seul chemin de réduction que l'on obtienne est celui répétant le même terme à l'infini . 

(>..x (x) x) >..x (x) x ~ (>..x (x) x) >..x (x) x ~ · · · · · · · · · ~ (>..x (x) x) >..x (x) x ~ · · · · · · · · · 

La relation entre termes du ..\-calcul et programme informatique est la suivante : un 
programme peut être vu comme une fonction qui prend une valeur en entrée, puis procède 
à un calcul pour soit terminer et rendre une valeur en sortie, soit ne jamais terminer du 
tout. Un programme est donc une sorte de fonction partielle 2 . Insistons à nouveau sur le 
fait qu 'à l'intérieur du >..-calcul, il n 'y a que des >..-termes : un programme est un À-terme 
"p", la valeur en entrée est également un >..-terme "e" et l'exécution du programme doté de 
cette valeur n 'est autre que le processus de réduction du terme "(p )e" : si ce processus se 
termine (p)e ~ · · · · · · ~ s, un unique terme irréductible "s" est alors atteint et constitue 
la valeur de sortie. Si au contraire le processus de réduction ne s'arrête jamais, alors cela 
correspond à l'exécution d 'un programme qui ne termine pas. 

Il est étonnant d 'imaginer qu'aux vues de l'extrême indigence de ses moyens, le ..\-calcul 
réussisse à formaliser le fonctionnement de l' informatique toute entière. C 'est pourtant bien 
le cas. Un programme quel qu 'il soit peut toujours être représenté sous forme d 'un ..\-terme : 
le programme du pilote automatique d 'un avion de ligne qui comporte 5 millions de lignes de 
code peut être intégralement décrit sous la forme d'un >..-terme - un peu long et compliqué 
mais toujours uniquement basé sur les deux seules opérations que sont l'application et la 
..\-abstraction. 

Bien sûr, il faut faire l'effort de représenter au sein de ce formalisme les objets naturels 
du monde informatique. A commencer par les entiers et les opérations de base que sont 
l'addition et la multiplication. Si l'on y songe, nous ne nous donnons jamais des entiers sans 
les représenter sous une certaine forme. Le plus généralement, nous utilisons la représentation 

2. Une fonction est partielle si elle n'est pas partout définie. La fonction : x ----t ~ est part ielle , puisqu'elle 
n'est pas définie en O. 
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en base 10 : nous écrivons par exemple 3 . Mais nous pouvons également utiliser une 
représentation en base 2 et écrire 100110 ou une notation ensembliste comme indiquée 
dans l'Exemple 496, ou encore celle indiquée ci-dessous : 

Ou également une notation unaire correspondant à se donner trente-huit cure-dents : 

11111111111111111111111111111111111111 

En À-calcul, classiquement les entiers sont représentés par les ((entiers de Church ". L'idée 
est que puisque les termes représentent des fonctions quoi de plus naturel si l'entier " l " est 
représenté par une fonction f que de représenter 1 entier 38 par la fonction f o f o f o · · · o f ? 

38 
Ce n 'est pas spécialement joli mais c'est très simple. 

En guise d 'amuse-bouche, l'exemple qui suit montre comment les nombres entiers naturels 
ainsi que l'addition peuvent être représentés en À-calcul. 

Exemple 501 : Représentat ion des ent iers et de 1 addit ion en À-calcul. 

(1) Chaque ent ier est représenté par un terme dénommé entier de Church. Ainsi l'entier 
n est représenté par le terme : 

n = ÀxÀy (x)(x) ·· · (x) y. 
~ 

n 

(2) La fonction successeur est représentée par le terme : 

suce = ÀxÀyÀz((x)y)(y)z. 

(3) Si 1 on applique ce terme à 1 ent ier de Church 2 on obt ient le terme (succ)2 suivant 3 : 

(succ)2 = ( ÀxÀyÀz((x)y) (y)z )ÀaÀb(a)(a)b. 

Ce terme se réduit à 1 ent ier de Church 3 : 

(succ)2 = ( ÀxÀyÀz( (x)y) (y)z) ÀaÀb(a)(a)b ~ ÀyÀz( (ÀaÀb(a)(a)b )y) (y)z 

~ ÀyÀz( Àb(y)(y)b) (y)z 
~ ÀyÀz(y)(y)(y)z = 3. 

3. Pour cela, nous avons renommé les variables de l'entier de Church 2 qui de ÀxÀy(x)(x)y est devenu : 
ÀaÀb(a)(a)b. 
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Cette même suite de réductions de (succ)2 à 3 sous forme arborescente : 

À y 

1 

ÀZ 

..... A 
~- ~·: z 

y y :.b .. · .. .. · 

À y 

1 

Àz 

y~ 
y z 

2 Le À-calcul simplement typé 

Résumé }(.! 69 Les termes du À-calcul représentent toutes les fonctions calcu­
lables. Pour se limiter à celles dont les calculs terminent, on introduit le typage 
des termes . Les types simples sont des formules du Calcul Propositionnel avec 
"--+"pour seul connecteur. 
Les termes typables sont définis par : 

o une variable x est un À-terme de typle cp ; 
o si t est un À-terme de type '1/J et x est un terme de type cp, alors Àxt est 

un À-terme de type cp-t '1/J ; 

o si t, u sont des À-termes de types respectifs cp-t '1/J et cp , alors (t)u est 
un À-terme de type 1/J . 

Il y a une correspondance étroite entre un À-terme typé et la preuve de son 
type. 

P-+P f- P-+P 
y y 

------ --ti 

f- (P-+P)-+(P-+P) 

Àyy 

.. "' .. 
P-+P tY x ; P 

·r T. 
(P-+ P)-+ (P-+ P) ( )..y • (~; ) p-+ p ··v ··· 

P-+P 

P f- P 
-, 

x x 
---'-'---'-'-- -ti 

f- P-+P 

ÀXX 

f- P-+P 

(Àyy) Àxx 

Cette correspondance preuves-programmes s'étend bien au-delà, en particulier 
à la logique classique du rr ordre, et incorpore toute la théorie des ensembles. 

~ 

Si l'on veut se doter d'une correspondance entre preuves et programmes, il nous faut nous 
restreindre aux programmes dont l'exécution termine. Cela est rendu nécessaire par le fait 
qu'une preuve n'est jamais qu 'un objet fini . Dès lors , puisqu'un calcul associé à un À-terme 
n 'est autre que la série des réductions qu 'il génère, il est nécessaire de trouver un moyen 
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de nous restreindre aux seuls À-termes dont la réduction s'achève. Le moyen employé pour 
arriver à cette fin s'appelle le typage" du À-calcul. Pour reprendre les mots de Jean-Yves 
Girard : le typage "est une forme de surmoi interdisant certaine formes d'inceste logique ... " 
[Gir06]. C'est comme un chapeau dont on affuble certains termes afin de mieux contrôler leurs 
faits et gestes . Le but est de ne typer que des termes correspondant à des programmes dont 
l'exécution termine. Cela limite donc la formation des termes aux seuls termes capables d'être 
dotés d'un type. Ainsi, les règles de formation des À-termes sont maintenant contraintes par 
le système de typage considéré : on parle alors de À-calcul typé. 

La forme la plus rudimentaire du typage du À-calcul est construite sur la seule implication 
à partir de variables propositionnelles - tiens tien ... un peu comme en Calcul Propositionnel, 
un système preuve à la Hilbert. Cette forme rudimentaire de typage produit le "À -calcul 
simplement typé". Un type est donc une formule du Calcul Propositionnel réduit au seul 
connecteur "----t". La manière dont on associe un type à un À-terme s'effectue lors de la 
construction de celui-ci . Plus exactement la construction des termes du À-calcul est soumise 
à la coercition du type : à chaque étape de l édification, un type doit être associé, sinon rien. 
Un type est donc une espèce de décoration néce saire sans laquelle un terme ne peut voir 
le jour. L'idée et qu 'un terme t du À-calcul ne désigne par seulement une simple fonction, 
mais une fonction ... d 'un certain type précisément. Et lorsqu on applique cette fonction, par 
exemple lorsque nous construisons un type de la forme ( t )u nous voulons que le type de u 
respecte celui des arguments de la fonction t. Ainsi si le type de t désigne une fonction des 
entiers dans les entiers, alors le type de u doit être celui d un entier · par contre si le type de 
t désigne cette fois une fonction qui prend comme argument des fonctions des entiers dans 
les entiers et rend des entiers alors le type de u ne doit pas être un entier, mais bien une 
fonction des entiers dans les entiers. Les règles de construction des termes simplement typés 
sont les suivantes 4 

: 

Définition 502 On admet que <P et dénotent des formules quelconques du Calcul Propo­
sitionnel ne contenant pas d'autres connecteur que '----t " correspondant respectivement aux 
type <jJ et '1/J . 

Les termes du À-calcul simplement typé sont alors définis par : 
cf! 

variable une variable x est un À-terme de type <iJ ; 

~ Q ~~~ 

À-abstraction si t est un À-terme de type '4J et x est un terme de type </J , alors Àxt est 
un À-terme de type dJ ---t v ; 

~~'!p ~ 1}; 

application si t , u sont des À-termes de types respectifs cp---t "lfJ et </J , alors (t)u est 
un À-terme de type 4J . 

Il est à noter qu'un terme ne possède pas un unique typage. Il peut être typable de mille 
et une manières comme on le verra dans l'Exemple qui suit . Mais ce qui importe est que nous 
ne conservons maintenant que les seuls termes qui admettent un typage et nous rejetons les 
autres : "pas de survie sans typage! " 

4. cjJ et '41 désignent des formules du Calcul Propo itionnel ne contenant aucun autre connecteur que la 
simple implication. 
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Exemple 503 

(1) le .À-terme (>.yy)x admet un typage : si P est une variable propositionnelle, considé­
rons: 

p 

0 x 

d'où l'on obtient : 

p 

0 y 

p 
,-- --, 
(>.yy)x. 

(2) le même .À-terme que précédemment admet un typage différent : si P, Q sont des 
variables propositionnelles, considérons : 

P-+Q 
n 

0 x 

d'où l'on obtient : 

P --;!, Q 
0 y 

P-+Q 
~ 

(>.yy)x. 

(P-+Q)-+(P-+Q) 
,.----, 

0 .Àyy 

(3) le .À-terme (>.yy)Àxx admet un typage : si Pest une variable propositionnelle, consi­
dérons: 

p 
n 

0 x 

d'où l'on obtient : 

P-tP 
n 

0 y 

P-+P 

P-tP ,-----, 
o .Àxx 

( .Àyy) .Àxx . 

(P-+P)-+(P-+P) 
,---, 

0 .Àyy 

(4) le À-terme (>.zz)(>.yy)x admet un typage : si P est une variable propositionnelle, 
considérons : 

p 
n 

p 
n 

0 x 0 y 

d'où l'on obtient : 

p 
n 

0 z 

p 

P-tP 
r-l 

0 .Àyy 

(>.zz)(>.yy)x. 

P-+P ,---, 
o .Àzz 

(5) L'entier de Church 2 = .Àx.Ày(x) (x )y admet un typage : 

P-+P 
n 

0 x 

d'où l'on obtient : 

p 
n 

0 y 
p 

,----, 
o (x)y 

(P-+P)-+(P-+P) 

.Àx.Ày(x)(x)y . 

p 

o (x)(x)y 

(6) le .À-terme (>.x(x )x )>.x(x )x par contre n'admet pas de typage. 

p 
r-----l 

o (>.yy)x 

P-+P 

o .Ày(x)(x)y 
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Le typage de À-terme e t un moyen de cont rôler la formation de ceux-ci. Comme la 
forme arborescente de la notation des À-terme e t celle qui rend le mieux compte de leurs 
constructions, il est donc tout à fait naturel que le typage de terme soit pleinement exprimé 
par la représentation arborescente des terme typés. 

Exemple 504 : Ci-des ou le typage de certains À-termes représentés sous forme arbores­
cente. On accouple chaque nœud de 1 arbre avec le typage du terme défini par le sous-arbre 
engendré par ce nœud. 

p 
. A 

p--t p Àx xP 
À~ p --t p 

* p --t p À~ . x p 

J 
x p 

p 

P-tP'.~z~ 
1 P--+ P Ày xP 

P z 1 
y P 

P--tP 
~ 

(P--t P ) --t (P--t P ) Àx 
j 

P --t P ~ 

Àx .(P--+ P ) --+ (P--+ P) 

1 

p--+ p >.:,y 

P-tP X.~ 
P---tP x_ y p 

P---tP 

Il est à noter que le typage d un terme e t entièrement déterminé par le typage de ces 
variables. En effet une foi que chacune de feuilles del arbre est pourvue dun type fixé celui 
del arbre tout entier se ré out en partant de feuille et remontant à la racine. Exactement 
comme lorsque dispo ant du quelette d 'une preuve dune part et de axiomes d'autre part, 
on pouvait ai ément remplir tout le cadre de cette preuve. 

On remarquera qu un entier de Church quelconque - ci-dessus l entier 3- peut être typé 
par P--t P . Si lon pose maintenant IN = (P--t P) --t (P--t P) tN devient le type (l un des 
type parmi d autres pos ible en fait) de en iers de Chur ch . On voit alors qu avec cette 
convention la fonction suce (ci-des ou ) admet préci ément IN --t IN comme typage c est­
à-dire ( (P ---+ P) ---+ (P ---+ P)) ---+ ( (P---+ P --t P---+ P)) . Autrement dit le type de suce 
étant IN ---+ IN ce terme ne peut qu être appliqué à un terme de type tN ce qui donnera au 
final un terme lui aussi de type IN . Let pe de sucee t donc celui dune fonction qui ne prend 
comme argument que des entiers et ne retourne que de entiers : c e t donc précisément le 
type d une fonction des entiers dans les entiers. 
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( (P--+ P) --+ (P --+ P)) --+ ( (P --+ P) --+ (P--+ P)) ··~i. 

(P--+ P) --+ (P--+ P) î~· 

·_x;" .. 

(P-+ P)-+ (P-+ P) :·x 

P-+P 

On voit que la manière dont on associe un type à un terme rappelle la gestion de l'im­
plication en déduction naturelle : 

o l'application est semblable à l'élimination de l'implication 

o la À-abstraction est semblable à l'introduction de l'implication 

P 't- P 
---- -+i 

't- P---+P 

Cette similarité induit de fait un isomorphisme entre preuves et programmes : d'un coté 
les preuves des formules de cette cette logique rudimentaire qui sont prouvables, plus exac­
tement les preuves des formules de la forme cp telles que cp ne contiennent que l'implication 
comme seul connecteur, telles que 't- cp est prouvable en déduction naturelle avec l'aide des 
seules règles suivantes : 

-+ i 

aff 

r 't- cp ---+ '1/J r' 't- cp 
r ,r' 't- '1/J 

ctr 

-+ e 

Et de l'autre coté, ceux parmi les À-termes simplement typés qui sont clos. Ainsi les 
formules prouvables de cette logique - en logique minimale 5 - correspondent très précisément 
aux types des termes clos "typa bles " du À-calcul. Regardons plus précisément comment ça 
marche. 

5. On appelle cette logique la logique implicative minimale. 
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Preuve :::::? À-terme clos typé Modulo les règles d affaiblissement et de contraction, 
on fait correspondre à chaque preuve ~m </J , un À-terme clos dont le type est <jJ 6 . 

o Les axiomes correspondent aux feuilles du À-terme autrement dit à ses variables : 

P 't- P 

x x 

o L'élimination de 1 implication corre pond à 1 application : 

1 

r' f- <P XQ, ''' Xk 
'"'Q· 

Yo , · · ·, Yn 
r , r' f- <P -·o. ·"'k • "b ·"~. 1- 1.' 

xo, · · ·, Xk , Yo, · · ·, Yn (t)u 

u 

OÙ f , f' représentent respectivement le en emble de formule { /O , · · · , /k } et 
{lb , ... ' ~~ }. 

o L 'introduction de 1 implication correspond à la À-ab traction : 

""O· ·rk· ct> 't-

r , <P ~ t 
1-----t 

xo Xk,X 

r ~ <P -t q>-H •. "'O· .- k 
't-

xo, · · ·, Xk Àxt 

où r représente 1 ensemble de formule { /o · · · /k } . 

Cette méthode permet de faire corre pondre à chaque preuve ~ m <jJ un À-terme qui 
est d'une part clos par construction et d autre part typable par </J . La démonstration 
rigoureuse de cela e fait par induction ur la hauteur de la preuve en question 7 . 

À-terme clos typé :::::? Preuve L arbre que con titue le À-terme donne lieu à 1 arbre 
dune preuve qui prouve préci ément le type de ce terme. A chaque nœud de l'arbre 
du terme on ubstitue : 

9 
o à une feuille qui e t une variable typée de la forme x on associe <P ~ <P 

o pour un nœud correspondant à 1 application, de la forme : 

l.' 

.-~. que l'on regarde la tête en bas : 
(J) -t lp . t . .. . ù ''·: <P 

····~··· 

cP-t' t . u dJ ....... · 

on effectue l'association uivante : 
cp-t 1;) .··t· . u (/) 

·· .. ~··· 1-----t 

'!,.! 

r ~ q; -t 'lj; r' ~ q; 
r r' ~ 

v 

-te 

dans lequel les en embles fini de formule r et r' représenten respectivement 
1 ensemble des type de variable libre de t et l en emble de types de variables 
libres de u . 

6. Et plus généralement à une preuve avec hypothèses de la forme r f-m <P un .À-terme t dont le type est 
<P et dont toutes les variables libres sont typées par des formules de r. 

7. On montre qu une preuve der f- <P corre pond à un .À-terme dont le variables libres sont toutes typées 
par des formules de r. 
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o pour un nœud correspondant à la À -abstraction, de la forme : 

(''t .. ': 'ljJ 

que l'on regarde la tête en bas : ····r ·· 
·:·)~~) cP -+ 'ljJ 

on effectue l'association suivante : 

-+i 

où cjJ est le type de la variable x et r est l'ensemble des types des variables libres 
du terme Àxt. 

Modulo les règles d'affaiblissement et de contraction, ce processus permet de passer 
du terme à la preuve. Le fait que le terme dont on part soit clos, assure que la preuve 
de la formule que désigne le type de ce terme soit sans hypothèse. 

Exemple 505 
La preuve la plus simple du séquent f- P -+ P est : 

--=-P___:_f-__:P=---- -+ i 

f- P-+P 

Le À-terme clos typé associé à cette preuve, ainsi que les raisons de sa construction, sont 
indiqués ci-dessous. A noter que le À-terme est représenté à l'envers (la tête en bas) pour 
mieux faire ressortir l'étroite relation entre le terme et la preuve. 

P I- P 
r 1 n 

---=x--=x:...._ -+ i 

1- P-+P 

À xx 

Considérons maintenant une autre preuve de f- P -+ P , clairement inutilement plus com­
pliquée : 

P-+P f- P-+P 
----------- -+ i 

f- (P -+ P) -+ (P -+ P) 
P f- P ____:=---..:.---=-- -+ i 

f- P-+P 
----------------------------------- -+ e 

P-+P 

Le À-terme clos typé associé - présenté à l'envers (la tête en bas) - ainsi que les raisons 
de sa construction se trouve ci-dessous : 
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P-+P 1-- P-+P P I-- P 
y y 

- - -----+ i 
1-- (P-+P ~_iP-+P 

'l .., 

x x 
1-- P-+P 

-+i 

Àyy ÀXX 

1-- P-+P 

(Àyy) Àxx 

P -+ P P -+ P 

On peut remarquer dans l'exemple précédent que (Àyy) Àxx et Àxx sont deux À-termes 
clos typés par la même formule (P----t P ) tels que le premier terme se réduit au second : 
(Àyy)Àxx '"'-'* Àxx. E t-ee là quelque chose d étonnant? Et bien non, pas réellement , car si 
t est un terme clos typé par o et t'"'-'* u alor u e t également un terme clos typable par cp . 
En d 'autres termes, la réduction préserve le typage . 

Exemple 506 On associe cette foi au type d un À-terme clo une preuve de la formule 
que désigne ce type. Pour cela commençons par écrire le terme la tête en bas. Ainsi 3 = 

ÀxÀy(x)(x)(x) y est représenté ou forme d arbre inver é avec le typage uivant : 

P-+P y x p 
P-+f.~x. · -p-+ p x . " p 

p 
p 

p-+ p ··~Y . 
··r 
\x P -+ P ) -+ ( P -+ P ) 

La preuve induite par le typage de ce À-terme clos est révélée ci-dessous : 

P-+P 1-- P-+P 
~ ..., 
x x 

P I-- P 

y y 
-----------=------ -+ e 

P-+P 1-- P-+P P-+P P 1-- P 

x x (x)y 
--------- ------- -+ e 

P-+P 1-- P-+P P-+P P 1-- P 

x x (x)(x)y 
------------------ -+ e 

P-+P ,P 1-- P 

(x)(x)(x)y 
P-+P 1-- P-+P 

Ày(x)(x)(x)y 
1-- (P-+P)-+(P-+P ) 

ÀxÀy(x)(x)(x)y 

-+i 

-+ i 

</> (/) 

8. Si t est clos et t ~ u alors u est clos et u. 
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En éliminant les >.-termes, on obtient la preuve formelle suivante : 

P -+ P t- P -+ P P t- P --------- ------ -+ e 
P ---+ P ,P t- P 

------------------------+ e 
P ---+ P , P t- P 

P ---+ P ,P t- P 
-+ i 

P -+ P t- P -+ P ------------ -+i 
t- (P ---+ P ) ---+ (P ---+ P ) 

Avant d 'abandonner la version rudimentaire de la correspondance preuves-programmes 
que nous venons de présenter, relevons encore quelques conséquences de cette correspon­
dance: 

(1) Si pour toute variable propositionnelle P il existe un terme du >.-calcul qui soit typé 
par P 9 , il n'existe par contre pas de terme clos dont le type soit P . En effet, si cela 
était le cas, nous en déduirions une preuve de t- P , ce qui contredirait le fait que ce 
séquent n 'est pas prouvable. 

(2) Il n 'existe pas de terme clos du À-calcul simplement typé dont le type soit de la 
forme ( (cP ---+ '1/J) ---+ cP) ---+ cjy , car le séquent t- ( (cP ---+ '1/J ) ---+ cP ) ---+ cP n 'est pas prouvable 
en logique minimale. Il s'agit de la version générale de la loi de Peirce, qui n'étant 
pas prouvable en logique implicative minimale, ne peut prétendre être le type d 'un 
terme clos du >.-calcul simplement typé. 

(3) Lorsqu'un terme clos t se réduit après plusieurs étapes en un terme u irréductible, 
alors non seulement u est également clos , mais si les deux termes tet u sont typables, 
alors ils le sont avec le même type. Autrement dit, la réduction conserve le type d'un 
terme. Si l'on songe que les termes clos du >.-calcul simplement typé correspondent à 
des démonstrations, la preuve associée à u procure alors une espèce de forme normale 
de la preuve associée à t. Ainsi le passage d 'une preuve par la machine du >.-calcul 
typé est un moyen de lisser celle-ci, de la normaliser en quelque sorte. 

Cette correspondance preuves-programmes s'étend bien au delà de la logique implicative 
minimale et du >.-calcul simplement typé. D 'autres systèmes de typage permettent de passer 
de la logique implicative minimale à des logiques au pouvoir expressif beaucoup plus grand, 
comme le fragment intuitionniste du Calcul Propositionnel, et surtout au-delà du fragment 
intuitionniste de la logique du 1er ordre et de ceux d 'autres logiques encore. 

Notons que la logique intuitionniste étant constructive par nature, il est tout à fait naturel 
de penser qu 'elle constitue le cadre indépassable à l'intérieur duquel progresse la correspon­
dance preuves-programmes. Cela est tellement naturel que cette croyance fonctionna comme 
un dogme pendant de nombreuses années, jusqu'à ce qu'en 1990, Timothy Griffin montre 
qu il n'en est rien et que la logique classique tombe bien également sous le coup de cette 
correspondance [Gri90]. 

Mieux que cela, chacun des axiomes de la théorie des ensembles - y compris l'axiome du 
choix! - font maintenant partie de la correspondance preuves-programmes. Un peut ainsi 
as ocier un programme à toute preuve en mathématiques [KriOO]. Cela permet entre autre 

p 

9. Par exemple x. 
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de vérifier la validité d'une preuve avec la même facilité que l'on exécute un programme. Les 
outils qui rendent possible de regarder les preuves comme des programmes s'appellent des 
assistants de preuves. Avec leur aide, les démonstrations que rédigent les mathématiciens 
sont transcrites dans un langage formel pour être ensuite vérifiée de manière automatique. 
Dans l'autre sens, puisqu'on peut a ocier une preuve à de trè nombreux programmes 
informatiques, cela permet également de pouvoir certifier certaines de leurs propriétés avant 
leur mise en application. Le but ultime étant tout simplement de disposer à la fois d'un 
programme et d une preuve que ce programme effectue bien ce qu on lui demande de faire. 

Il est en effet tout à fait naïf de croire que pour écrire un programme correspondant à 
des spécifications précises, il suffit d être rigoureux. Lorsqu un programme est à la tête du 
fonctionnement d'un métro automatique par exemple, et comporte de millions de lignes de 
code il est néce aire de démontrer qu il ne commettra pa d'impairs à partir du moment 
où il sera mis en relation avec son environnement. Pour cela des efforts d'attention et de 
concentration extrêmes ne suffisent tout simplement pas à embrasser la complexité de la 
totalité de la tâche : des moyens automatiques ont alors requis. 

Plus récemment encore, la correspondance preuves-programme est intégrée à un nouveau 
programme de fondation des mathématiques axé sur la corre pondance entre un domaine des 
mathématiques ou plus exactement de la topologie algébrique : l'homotopie et la théorie des 
types telle qu'elle s'est développée autour du À-calcul (Awo12]. Cho e encore plus étonnante, 
cet intérêt n'est pas seulement de nature péculative. Mais il e t rendu nécessaire par le 
besoin croissant de devoir vérifier par de moyens informatiques les théorèmes toujours 
plus compliquées que découvrent les mathématiciens. 

Pour aller plus avant : 

Pour le lecteur qui souhaiterait dépasser la frêle initiation à l'isomorphisme de Curry-Howard que constitue 
ce chapitre, nous recommandons principalement les ouvrages suivants : "Le point aveugle, tome 1 : vers 
la perfection" de Jean-Yves Girard [Gir06] et "Proofs and types" du même auteur associé à Yves Lafont et 
traduit par Paul Taylor [GTL 9]. ous conseillons également le livre de Jean-Loui Krivine : "Lambda-calcul, 
types et modèles" [Kri90] ou son équivalent anglais "Lambda-calculus, types and models" [Kri93], "Lectures 
on the Curry-Howard isomorphism" de Morten Heine S0rensen et Pawel Urzyczyn [SU06], ainsi que le plus 
avancé "Le point aveugle, tome 2: vers l'imperfection" de Jean-Yves Girard [Gir07]. 

Sont également d 'intérêt : "An introduction to substructural logics" de Greg Restall [Res13], ainsi que 
les derniers chapitres de "Structural proof theory" de Sara egri et Jan von Plato [NvPO ]. 

Par ailleurs, le lecteur curieux des nouvelles tendances liant homologie et théorie des types lira avec 
intérêt "Type theory and homotopy" de Steve Awodey [Awo12]. 
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Chapitre 18 

Une preuve du théorème de 
compacité par ultraproduit 

Définition 507 (Filtre) Soit E un ensemble non vide. Un sous-ensemble F c P(E) est 
appelé filtre sur E s'il vérifie les points suivants : 

o 0 tf_ F ; 
o si A , B E F , alors An B E F ; 
o si A E F et A c B , alors B E F. 

Intuitivement un sous-ensemble de E e t dan le filtre s il e t assez gros . 
Soit E un ensemble et AC E. Alor A e t dit cofini si E \A est fini. 

Exemple 508 
o Soit 0 =/=ACE. Alors F = {B CE : AC B} est un filtre. 
o Prenons E = IN et F = {A C IN : A e t cofini}. Alor F e t un filtre. Il est appelé 

filtre de Fréchet. 

D éfinition 509 (Base de filtre) Soit E un ensemble non vide et B c P(E). On dit que 
la collection B est une base de filtre si elle satisfait les deux conditions suivantes : 

o 0 tf_ B ; 
o si A B E B, alors A n B E B. 

Le filtre engendré par B est : 

F = {B cE: ::lA E B tel que Ac B}. 

n s) agit d'un filtre car : 

o 0 tf_ F. 
o Si B B' E F alors il existe A A' E B tels que A C B et A' C B' . Puisque 

A n A' c B n B' et que A n A' E B, on a B n B' E F. 
o Si B E F et B c B' , alors il existe A E B tel que A c B C B', ce qui implique 

B' E F. 
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Exemple 510 Soit I un ensemble non vide et E l'ensemble des parties finies de J. Pour 
a E E , on définit : 

Ea = {b E E : a C b }. 

Alors B = { E a : a E E } est une base de filt re sur E. Pour cela, vérifions les deux condit ions : 
o 0 tf_ B. 
o Soient E a, E b E B, alors : 

{cEE : ac c} n {cE E: b cc} 

{cE E: (au b) c c} 

E aub E B. 

Définition 511 (Ultrafiltre) Soit E un ensemble non vide. Un sous-ensemble U c P(E) 
est appelé ultrafiltre sur E si : 

o U est un filtre sur E; 
o pour tout F C E, on a F E U ou E \ F E U {c'est-à-dire, U est maximal, voir la 

preuve de la Remarque 515). 

Pour pouvoir étendre un filtre en un ultrafiltre, nous allons avoir besoin de nous munir 
de l'Axiome du Choix. 

Axiome 1 (Ax iome du Choix) Soit (Ai)iEI, une collection d'ensembles telle que Ai # 0 
pour tout i E I. Alors, il existe une fonction f : I ---+ UiEI Ai telle que f ( i) E Ai pour tout 
i E J. 

L'Axiome du Choix est lui-même équivalent au lemme de Zorn, que l'on énonce mainte­
nant. 

Définition 512 (Ensemble inductif) Un ensemble partiellement ordonné (X,~) est dit 
inductif si toute partie totalement ordonnée (que l'on nomme chaîne) de X admet au moins 
un majorant. 

Théorème 513 (Lemme de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif admet (au moins) un 
élément maximal. 

Lemme 514 L'Axiome du Choix est équivalent au Lemme de Zorn. 

A x iome 2 (Axiome de 1 'ultrafiltre) Tout filtre peut être étendu en un ultrafiltre. 

Remarque 515 L'Axiome du Choix implique l'axiome de l'ultrafiltre (mais la réciproque 
est fausse). 

Preuve de la Remarque 515 : Soit F un filtre sur E. Considérons l'ensemble des filtres sur 
E qui étendent F . Munis de l'inclusion, c'est un ordre partiel inductif. En effet, soit (Fi)iEI 
une chaîne de ce poset. Montrons que u iE/ F i est un filtre. 
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o P uisque 0 tf_ F i pour tout i E J , alors 0 tf_ UiEl F i· 
o Soient A, B E UiEl F i· Alors il existe JA JB E I tel que A E F )A, B E F j8 . Or, 

(F i)iEl est une chaîne et donc on peut supposer sans perte de généralité que l'on a 
F jA ç F jB. Par conséquent An B E F jB ç u iE l F i · 

o Soient A E UiEl F i et A C B . Alors il existe j E I tel que A E F j . Ceci implique que 
B E Fj Ç UiEl F i . 

Par le lemme de Zorn (qui e t équivalent à l Axiome du Choix) nous obtenons l'existence 
d 'un élément maximal de l ordre partiel notons le U et montrons que c'est un ult rafiltre. 
Soit S un sous-ensemble de E tel que S tf_ U montrons que E \ S E U. Par maximalité de U, 
l'ensemble B = {Sn A 1 A E U} U U n est pa une ba e de fi ltre. En effet, une base de filt re 
est incluse dans le filt re qu 'elle engendre, et en particulier, S E B et U Ç B. Si B était une 
base de filt re, alors son filtre engendré erait une exten ion stricte de U une contradiction. 
Or, B vérifie par construction le deuxième axiome des ba es de filtre, par conséquent il ne 
peut vérifier le premier . Il exi te donc S E U tel que S n S = 0 c est-à-dire S Ç E \ S. 
Aut rement dit, E \ S E U. 

~ 515 

1 Ultraproduit 

Définition 516 (Ultra produit) Soient .L un langage du 1er ordre, I un ensemble non 
vide, (M i )iE l une famille de .L-structures et un ultrafiltre U sur I . 
L 'ultra produit M de la famille (Mi)iEl par l ultrafiltre U est la .L-structure notée : 

On définit d'abord une relation d équivalence rv sur n iEl IM i 1 de la façon suivante : 

On vérifie que c'est bien une relation d 'équivalence : 

R éflexivité Pour tout (ai)iEl E n iE l IM il on a que {i E I : ai = ai} = I . Or, 
0 tf_ U car U est un filtre. Par conséquent puisque U est un ultrafiltre, I E U et donc 
( ai)iEl rv ( ai)iEl · 

Symétrie Immédiat. 

Transitivité Si (ai)iEl rv (bi)iEl et (bi)iEl rv (ci)iEl' alors 

{ i E I : ai = Ci} :2 { i E I : ai = bi} n { i E I : bi = Ci}. 

Or, par hypothèse, {i E I: ai = bi} E U et {i E I: bi = ci} E U. Puisque U est un 
filtre , { i E I : ai = bi} n { i E I : bi = Ci} E U et donc { i E I : ai = ci} E U . C'est 
équivalent à dire (ai)iEl "-' (Ci)iEl· 

Maintenant, on pose : 
0 IM I = n iEl IM il /rv; 
o pour tout symbole de constante c de .L, 
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o pour tout symbole de fonction f de .C , 

fM ([(at) iE I]"', ... , [(af) iEll "' ) =[(fMi (ai, . .. ,af)) iEI] "'; 

o pour tout symbole de relation R de .C, 

On vérifie que tout ceci est bien défini. C 'est-à-dire que si : 

(at) iEI rv (bi) iEI' . .. ' (at') iEI rv (bf) iEI 

alors : 

et : 

• On vérifie d 'abord la première partie : 

N 

{ . I 
1 

fM i ( 1 N) _ fM i (bl bN)} , n {. I . j _ bj } ~ E ai , ... , ai - i , ... , i -::!. ~ E . ai - i . j=l 
Or, le deuxième membre est par hypothèse une intersection finie d 'éléments de U et 
donc, par définition d 'un filtre , c'est un élément de U. Ainsi, le premier membre étend 
un élément de U et c'est par conséquent aussi un élément de U. On a ainsi vérifié 
que : 

(fM i (ai, . .. , at')) iE l rv (fM i (bi, . . · , bf)) iEI · 
• On s'occupe maintenant de la deuxième partie. 

Posons A = { i E I 1 (at, 0 0 0 a{") E RMi } et B = n;=l { i E I: a{= b{ } et supposons 
que 

Alors : 
{ i E I 1 (bi, .. . bf) E RMi } :2 An B. 

Or par hypothèse, A et B sont dans U et de ce fait A n B E U . Ainsi, le premier 
m embre étend un élément de U et c'est donc aussi un élément de U , par définition d 'un 
filtre. Il suffit maintenant de constater que la situation est symétrique pour trouver 
l 'implication inverse. 

2 Le théorème de Los 

Ce résultat est relativement récent puisqu 'il date des années 1950 [Los55] . 

Théorème 517 (Théorème de Los) Soit .C un langage du 1er ordre et I un ensemble 
non vide. Soient encore (Mi)iEI une famill e de .C -structures, un ultrafiltre U surI et <I> une 
formule do'f}-t les variables libres sont parmi X1, ... , Xn et a 1

, .. . , an E lM 1· 
Alors, si ai est la i-ème projection de aJ, 

M =II Mi /U F <I>[aljx1, ... ,anfxn] Ç::=:} {i E J 1 M i F <I> [a;fx1 , .. . ,a~ /xn] } EU. 
iEI 
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Preuve du Théorème 517 : Sans perte de généralité on peut supposer que seuls • , 1\ et 3 
apparaissent dans <I?. La démonstration se fait par induction sur la hauteur de <I?. 

o Si ht ( <I?) = 0, alors il existe un entier naturel n et des termes t 1, .. . , tn tels que 
<I? = R(t1, ... , tn) · On obtient 

M F <I? [a1 /xl,··· an/xn] 

~ (tMl [ lj n/ J .. . tnM[ lj n/ J) E RM a Xl,··· a Xn a X1, ... ,a Xn 

~ { i E J 1 (t~i[a;/xl, ... ,a?/xn]' ... t~i[a;Jxl, ... ,a?/xn] ) E RMi } EU 

~ { i E J 1 M i F <J? [a;jx 1 ... ,a~/xn] } EU. 

où l'on a utilisé la définition d 'évaluation d une formule dans la première et la troi­
sième équivalence et celle de l ultraproduit dans la deuxième équivalence. 

o Si ht ( <I? ) > 0 : 
• Si <I? = •W alor : 

M F <J?[a 1 /xl, ... ,an/xn] ~ M ~ W[a1 /xl,···,an/xn] 

~ { i E J 1 M i F W [a;Jx 1 , ... ,a?fxn] } rf- U 

~ { i E J 1 Mi~ W[a;Jx 1 ... ,af/xn] } EU 

~ { i E f 1 M i F • W[a;/x1 , ... ,af/xn] } EU. 

On utilise le fait que U est un ult rafiltre (un filtre ne suffirait pas) à la troisième 
équivalence. 

• Si <I> = ( <I>o 1\ <I>l) , alors : 

M F <I> [a1 /xl , ... ,an fxn] 

~MF <I>o [al/xl ... ,an/xn] et MF <I>l [al/xl,···,an/xn] 

~ { i E I 1 M i F <I>o[a;Jx 1 , ... ,af fxn] } E U 

et {i E I 1 M i F <I? l[a;Jxl,····a?/xn] } E u 

==} n {iE I I M i f= <I> k[a;Jx 1 , . .. a?!xnl } E U 
k=O,l 

où l'implication 'obtient par clôture par intersection de l'ultrafiltre U. Complétons 
maintenant l implication en équivalence. Il suffit de constater que chacun des 
ensembles dont on prend linter ection est une extension de l'intersection elle­
même. 

• Si <I> = ::lx 'l' alor : 

M F <I> [a1 /xl , ... ,an fxn] 

~ il existe [(ai)iEJ]rv t.q. M F w[[(ai)iEJl~ jx,al /xl,···· jan /xn ] 
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Pour établir l'équivalence à la dernière ligne, il suffit de constater que l'on peut 
construire (ai )iE I grace à l'Axiome du Choix de la façon suivante : pour tout i E J , 
si : 

alors : 

il existe aj E IMjl t .q. M j F 'l! [aj /x, ;a; / xl ,···,aj / xn] 

auquel cas on choisit un tel élément. Sinon on choisit aj E IMj 1 quelconque. On 
obtient ainsi [(ai)iEI]"' vérifiant les propriétés recherchées. 

-1 517 

Théorème 518 (Théorème de compacité) Une théorie est satisfaisable si et seulement 
si chaque sous-théorie finie est satisfaisable. 

Preuve du Théorème 518 : 

:::? : Évident. 

{::: : Soit I l'ensemble des parties finies de la théorie T. L'Axiome du Choix nous permet 
de choisir, pour tout i E J , un modèle M i de i , puisque chaque sous-théorie finie de 
T est satisfaisable. On cherche maintenant un ultrafiltre U sur I adéquat pour que 
l'ultraproduit de ces modèles soit un modèle de T. Si l'on veut que cela fonctionne , 
il faut que pour toute formule <I> E T , M = n iE l M i /U F <I> , c'est-à-dire par le 
théorème de Los que { i E I 1 M i f= <I>} E U. Or, par construction, 

{ i E I 1 M i F <I>} ~ { i E I 1 { <I>} ç i} . 

Par conséquent , puisque le filtre engendré par une base est l'ensemble des extensions 
des éléments de la base, il nous suffit de trouver une base de filtre qui contiennent le 
second membre. On va donc poser pour base de filtre : 

B = {Ni : i E I} . 

où chaque Ni est l'ensemble de toutes les parties finies de T qui étendent la partie 
finie i : 

Ni = {j E I 1 i Ç j} . 

Vérifions maintenant que c'est une base de filtre. 
o On a que 0 ~ B (par construction). 
o Si Ni, Nj E B, alors Ni n Nj = Niuj E B. 

Il suffit maintenant de choisir, par l'axiome de l'ultrafiltre, un ultrafiltre U qui étende 
le filtre engendré par B. 
Pour toute formule <I> E T , puisque : 

{ i E I 1 { <I>} Ç i } 

EU 

et : 
{ i E I 1 M i F <I>} ~ { i E I 1 { <I>} ç i} 

EU 
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il apparaît que : 
{ i E I 1 M i F <I> } 

EU 

et donc: 
II M i /U F <I> . 
iE J 

-l 518 

Pour aller plus avant : 

Le lect eur qui souha iterait en savoir plus sur les ultraproduits et ce type de construction est invité à consulter 
les ouvrages de t héorie des modèles mentionnés à la page 443 - entre autres "Madel theory" de Chen C . 
Cha ng et H. J erome Keisler [CK90], ainsi que ' Models and ultraproducts : An introduction" de John L. Bell 
et Alan B Slomson [BS06]. 
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