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1. Kapitel

Modelle zur Beschreibung
statistischer Zusammenhéange in
der psychologischen Forschung

Helfried Moosbrugger

1. Einfuhrung und Uberblick

In diesem Kapitel geben wir eine Einfihrung in Bereiche der angewandten
Statistik, die bereits um die Jahrhundertwende betreten wurden (siehe z.B.
Pearson 1896, Spearman 1904), aber bis heute in einer intensiven Entwicklung
stehen, deren Ende noch nicht abzusehen ist. Wir behandeln in Form eines
integrierenden Uberblicks Theorie und Anwendung von Modellen zur Be-
schreibung statistischer Zusammenhange.

Beobachtung und Beschreibung von Zusammenhangen haben in der psycholo-
gischen Forschung zumindest zwei Funktionen: zum einen entsteht dadurch
ein Anla3, induktiv die Entwicklung inhaltlicher Theorien zu betreiben, weil
beobachtete statistische Zusammenhénge einer theoretischen Erklarung bedr-
fen; zum anderen sind beobachtete statistische Zusammenhange gewisserma-
Ben die empirischen Gegebenheiten, an denen deduktiv die Theorien auf ihre
Gultigkeit hin Uberpruft werden. Oft sind dabei die empirischen Beobachtun-
gen selbst schon auf theoretische Vorannahmen gegriindet: Stellt man bei-
spielsweise bei einer empirischen Untersuchung eine Korrelation zwischen
»Intelligenz* und ,,Schulleistung” fest, so hat man vorher implizit im Sinne
von Spearman (1904, 1926) die theoretische Entscheidung getroffen, daR ,,In-
telligenz" eine einheitliche latente Variable sei, die mit einem psychometri-
schen Test gemessen werden kann. Dieses Vorgehen ist keineswegs unstrittig,
weil von anderen Autoren (z.B. Thurstone 1938, Guilford 1967) in Frage
gestellt wird, dal3 es sich bei Intelligenz um eine einheitliche Eigenschaft hand-
le, welche mit dem Intelligenzquotienten als Kennzahl darstellbar ist. Entspre-
chendes gilt auch fir ,,Schulleistung”. Unter diesem Blickwinkel missen selbst
,,empirische” beobachtete Zusammenhange bereits als ,,theoriebehaftet” (vgl.
dazu auch Holzkamp, 1972, S. 81) angesehen werden.
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Wahrend wir uns im folgenden Abschnitt mit Modellen befassen, welche die
statistischen Zusammenhange manifester, d.h. direkt beobachtbarer Variablen
beschreiben, beschéftigen wir uns im darauffolgenden Abschnitt mit Situatio-
nen, in denen beobachtbare Zusammenhdnge von manifesten Variablen auf
nicht direkt beobachtbare ,,latente* Variablen zuriickgefihrt werden. Solche
latenten Variablen sind haufig Begriffe, welche in psychologischen Theorien
verwendet werden. ,Intelligenz® z.B. kann nicht als direkt beobachtbar aufge-
fallt werden. Beobachtbar sind vielmehr nur Verhaltensweisen, die auf unter-
schiedliche Ausprégung der Intelligenz schlieen lassen. Ebenso verhélt es sich
mit anderen ,,Personlichkeitseigenschaften“. Daher geben wir im dritten Ab-
schnitt eine Einflhrung in die wesentlichen Grundgedanken der Theorie laten-
ter Variablen, welche insofern die formale Grundlage vieler psychologischer
Begriffe bildet, als sie angibt, wie latente Eigenschaften mit beobachtbarem
Verhalten verknipft werden kénnen. Exemplarisch behandeln wir den Fall
einer latenten Variablen, welche die Abhéngigkeiten zwischen den beobacht-
baren Variablen erklért in dem Sinn, dal3 deren Abhangigkeiten verschwinden,
wenn die gemeinsame latente Variable auf einem festen Wert gehalten wird.
Beobachtete Variablen mit dieser Eigenschaft heiRen kongenerisch (Joreskog,
1971, Steyer & Moosbrugger, 1979).

Die formale Gemeinsamkeit aller in diesem Kapitel behandelten statistischen
Modelle besteht darin, dal3 sie alle mit dem Konzept der bedingten Erwartung
formuliert werden konnen, fir die im Anhang C einige Rechenregeln zusam-
mengestellt sind. Die bedingte Erwartung E(y |x) beispielsweise ist eine sto-
chastische Variable oder Zufallsvariable”, deren Werte E(y | x=x) die Erwar-
tungswerte der abhangigen stochastischen Variablen y unter der Bedingung
sind, dal3 die ,,bedingende” Variable x einen bestimmten Wert x angenommen
hat. Im Grunde beschreiben die hier behandelten Modelle immer nur in einer
mathematischen Formulierung unsere Vorstellung, welche Werte der Varia-
blen y bei gegebenen Werten der Variablen x zu erwarten sind. Diese einfache
Grundidee kann zu recht komplizierten Modellen mit mehreren x- und y-
Variablen ausgebaut werden.

Im Abschnitt 2 dieses Kapitels stellen wir statistische Modelle mit manifesten
Variablen dar, die alle mit der Gleichung

(11) E(y|x1,x2,...,xQ) = Bo + Bl x + Bz x, + ...+ BQ XQ

formuliert werden konnen, wobei y sowie die x4, q € {1,2, . . ., Q} stochasti-
sche Variablen und die Parameter fo und Bq reellwertige Konstanten sind. Statt

%) Wir gebrauchen ,stochastische Varisble® synonym zu ,Zufalsvariable* (auf dem
Woahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P)), worunter man eine <#-mefibare Abbildung von Q
nach IR, der Menge der reellen Zahlen versteht, wobei Q die Menge der Elementarer-
eignisse, <4 die (Ereignis-)o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmal? ist (vgl. Bauer,
1974, s. 137).
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E(y |x1,x2,...,xQ) schreiben wir auch E(y|x) mit dem Q-variaten stochasti-
schen Vektor?) x = (x1,x5,...,%q)-

Wie wir zeigen werden, liegt Gleichung 1.1 einer Reihe von Analyseverfahren
zugrunde, welche sich nur hinsichtlich der Skalenqualitdt der beteiligten Varia-
blen unterscheiden: In der Regressionsanalyse sind sowohl y als auch die xq
quantitative Variablen, und E(y :x)ist somit die Regressionsgerade, -ebene
oder -hyperebene, je nachdem, wie viele Variablen in x zusammengefalt sind.
In der Varianzanalyse ist y quantitativ, aber die x4 sind qualitative zweistufige
Indikatorvariablen, welche die Gruppenzugehérigkeit anzeigen; die Werte
von E(y |x) sind dann Erwartungswerte der abhéngigen Variablen in den
Gruppen. In der Diskriminanzanalyse mit zwei Gruppen ist y eine Indikator-
variable fur die Gruppenzugehdrigkeit, wohingegen die x, quantitativ, aber
auf ein bestimmtes Intervall beschrankt sind, wenn man auch dort die Glei-
chung 1.1 zugrunde legt. Kodiert man die Zugehorigkeit zu den beiden Grup-
pen mit Null und Eins, so hat E(y Ix) die bedingten Wahrscheinlichkeiten
Py=1 | x=x) als Werte, namlich die Wahrscheinlichkeiten bei gegebenen
Werten der Variablen x4, der Gruppe ,,I* anzugehoren.

In der Kontingenzanalyse schlieflich sind sowohl y als auch x4 qualitative
Indikatorvariablen, und die Kodierung von y mit Null und Eins fihrt wieder
dazu, daB E(y |x) bedingte Wahrscheinlichkeiten als Werte enthélt, aber dies-
mal unter einer Gruppenzugehoérigkeit und nicht, wie bei der Diskriminanz-
analyse, unter der Ausprégung quantitativer Variablen X,.

Man kann schon hier erkennen, dald alle genannten Verfahren auf der gleichen
Modellannahme basieren und sich lediglich durch das Skalenniveau der betei-
ligten Variablen unterscheiden.

Im Abschnitt 3 behandeln wir ebenfalls Modelle, denen eine Gleichung der
Form der Gleichung 1.1 zugrundeliegt, jedoch handelt es sich dort bei der
unabhéngigen bedingenden Variablen nicht um eine direkt beobachtbare, son-
dern um eine latente Variable, die wir mit dem kleinen griechischen Buchsta-
ben 5 bezeichnen. Der Ubersichtlichkeit halber beschranken wir uns in jenem
dritten Abschnitt auf eine latente Variable. Daflr ist es aber notwendig, zu-
gleich mehrere abhangige Variablen y, zu betrachten. Den meisten Modellen
jenes Abschnitts liegt die Gleichung

(1.2) Ep,|8) = Mo+ ME p € {1,2,...,P)

zugrunde, wobei )\po wiederum eine reellwertige Skalenkonstante ist und )\P ein
reellwertiger Parameter, der ebenso wie die Konstanten |3q (siehe Gleichung
1.1) die Enge des statistischen Zusammenhangs zwischen den betreffenden
Variablen angibt.

% Ein Q-variater stochastischer Vektor (oder Zufallsvektor) ist eine d-meffbare Abbil-
dung von Q nach IR? (vgl. auch FuRnote 1).
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Nach der Entwicklung einer allgemeinen Theorie latenter Variablen werden
wir zeigen, daf? auch Gleichung 1.2 verschiedenen, eng miteinander verwand-
ten Modellen mit latenten Variablen zugrunde liegt, welche sich nur dadurch
unterscheiden, daR die beteiligten Variablen quantitativ bzw. qualitativ sind:
In der Faktorenanalyse mit einem Faktor, welche formal als Analogon zur
Regressionsanalyse aufgefalst werden kann, sind sowohl die y, als auch & quan-
titativ, und E(yp|§) entspricht einer Regressionsgeraden. Sind die yp, wieder
Indikatorvariablen fir jeweils zwei Gruppen, wohingegen & quantitativ, aber
auf ein bestimmtes Intervall beschrénkt ist, so erhalten wir Lazarsfeld’'s ,,linear
traceline model*, wobei E(yp|§) die ,traceline* bezeichnet und wieder bedingte
Wahrscheinlichkeiten P(y,= 1|§=E) als Werte aufweist, wenn man als Kodie-
rung fur die yp Null und Eins wahit. In formaler Hinsicht entspricht dieses
Modell daher der Diskriminanzanalyse. Sind die y, quantitativ und ist & eine
Variable, welche die Zugehérigkeit zu einer von zwei latenten Gruppen an-
zeigt, so erhalten wir Gibsons ,,latent profile model”. Die bedingte Erwartung
E();P|§) enthélt dabei die Erwartungswerte der yp, innerhalb der jeweiligen la-
tenten Gruppe. Formal ist dieses Modell analog zur Varianzanalyse. Sind
schlieBlich alle beteiligten Variablen qualitativ mit der Kodierung Null und
Eins, so finden wir, da Gleichung 1.2 das ,latent class model“ von Lazarsfeld
beschreibt, u n d E(yplfjhat wieder die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(yp=1|§ = E) als Werte. Dieses Modell entspricht also in formaler Hinsicht
die Kontingenzanalyse. Auch ,,logistische Testmodelle® wie z.B. das ,,Rasch-
Modell“, und das ,,klassische latent-additive Testmodell“ von Moosbrugger &
Mdller, welche keine unmittelbare Entsprechung bei den Modellen mit mani-
festen Variablen haben, werden wir als Anwendungsfalle der Theorie latenter
Variablen referieren.

Bei allen Gemeinsamkeiten, die in formaler Hinsicht zwischen den Modellen
der zweiten und denjenigen des dritten Abschnitts bestehen, darf man jedoch
nicht die Unterschiedlichkeit Ubersehen, die in ihren Zielen bestehen. Wéah-
rend die Modelle des zweiten Abschnitts den Zweck haben, statistische Zu-
sammenhénge zu beschreiben, dienen die Modelle des dritten Abschnitts ge-
wissermallen der Bildung von psychologischen Begriffen. Die jeweiligen laten-
ten Variablen & lassen sich namlich als psychologische Konstrukte (s. z.B.
Herrmann, 1973 oder MacCorquodale & Meehl, 1948) interpretieren.

Die Modelle latenter Variablen kénnen als eine Art der Erklarung von statisti-
schen Zusammenhangen aufgefaft werden, da die Zusammenhdnge zwischen
den abhangigen Variablen yp, sofern sie ,,kongenerisch* sind, bei jeder Auspré-
gung von & verschwinden. In diesem Sinn kann man sagen, daf die latente
Variable £ dem Modell nach die statistischen Abhangigkeiten zwischen den
beobachtbaren Variablen yp erkléart. Eine grundlegende Behandlung von Mo-
dellen zur Erkléarung statistischer Zusammenhange nimmt Steyer (1982) in
diesem Band vor.
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2. Modelle mit manifesten Variablen

2.1 Einleitung und Uberblick

Im vorliegenden Abschnitt 2 behandeln wir die Regressions-, Varianz-, Dis-
kriminanz- und Kontingenzanalyse. Dabei zeigen wir, dal3 die Analyseverfah-
ren in formaler Hinsicht grundlegende Gemeinsamkeiten aufweisen. Die ver-
schiedenen Namen dieser Verfahren sind eher historisch zu verstehen, ebenso
wie ihre getrennte Behandlung in den Lehrblchern der angewandten Statistik.
Die Worte ,,Varianz-“, Regressionsanalyse” etc. sind eher als Kennzeichnung
far die Fragestellungen aufzufassen, bei denen diese Verfahren angewandt
werden. Alle in diesem Abschnitt behandelten Modelle prézisieren Vorstellun-
gen Uber statistische Zusammenhénge direkt beobachtbarer oder ,,manifester”
Variablen.

Statistische Zusammenhénge kénnen erstens zur Pradiktion verwendet wer-
den, was ein vorrangiges Ziel in der ,,Regressionanalyse’ ist. Nachdem man in
einer Stichprobe das ,,Zusammenauftreten“ zweier Variablen beobachtet hat,
kann man in anderen Stichproben den Wert der einen Variablen aus dem Wert
der anderen vorhersagen. Die Stérke statistischer Zusammenhénge kann zwei-
tens aber auch fur sich genommen von Interesse sein. Sie wird in der Korrela-
tionsanalyse untersucht. Drittens sind statistische Zusammenhéange zwischen
Gruppen einerseits - welche als qualitative Variablen kodierbar sind - und
guantitativen Variablen andererseits ein Ausdruck von Unterschieden zwi-
schen den Gruppen hinsichtlich der Mittelwerte der quantitativen Variablen.
Die Untersuchung von Mittelwerteunterschieden ist unter den Begriffen ,,t-
Test”, ,,Varianzanalyse" und ,,Mittelwertevergleiche* bekannt. Viertens kann
man statistische Zusammenhénge zwischen Gruppen und quantitativen Varia-
blen zur Vorhersage der Gruppenzugehdrigkeit nutzen, sofern der Wert der
guantitativen Variablen bekannt ist. Untersuchungsmethoden mit diesem Ziel
heiRen ,,Diskriminanzanalyse”. Liegen nur qualitative Variablen vor, so kann
man flnftens auftretende H&ufigkeiten von Merkmalen mit der ,,Kontingenz-
analyse" auf statistische Abhéngigkeit hin untersuchen.

Wir zeigen, dal} alle funf Verfahren zur Beschreibung von Zusammenhéngen
zwischen manifesten (d.h. beobachtbaren) Variablen auf der gleichen formalen
Theorie basieren, die wir in Abschnitt 2.2 darstellen. Dabei gehen wir nicht
auf Stichprobenprobleme wie Schéatzverfahren und Hypothesenbeurteilung
(z.B. durch Signifikanztests) ein. Diese sind Gegenstand der nachfolgenden
Kapitel dieses Bandes.
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2.2 Eine formale Theorie zur Beschreibung statistischer
Zusammenhange

2.2.1 Die Grundannahme

Die in diesem Abschnitt behandelte Klasse von Modellen zur Beschreibung
des statistischen Zusammenhangs zwischen einer stochastischen Variablen y

und mehreren stochastischen Variablen x4, q € {1,2, . . ., Q} basieren auf fol-
gender linearen Gleichung
(21) E(ylxl, X2y ooy XQ) = Bo + |31 Xy + f)z * X2 + ...+ BQ 'XQ

oder in Vektorschreibweise
E@y|x) = Bo + B'x,

wobei wir voraussetzen, dafd alle beteiligten stochastischen Variablen auf dem
gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (s. Ful3noten 1 und 2) definiert sind und
eine endliche Erwartung haben. Gleichung 2.1 besagt (siehe auch Anhang C),
dal3 die bedingte Erwartung von y bei gegebenen x;, Xy . . ., Xg €ne Summe von
3o und einer Linearkombination der x, ist. Die Variable y bezeichnet man
haufig als abhéangige Variable oder Kriteriumsvariable, die Variablen x4 als
unabhangige Variablen oder Pradiktorvariablen®). B, ist eine Skalenkonstante,
die angibt, welchen bedingten Erwartungswert die abhéngige Variable y hat,
wenn alle unabhangigen Variablen x, den Wert Null haben. Die reellwertigen
Koeffizienten Bq g€ {12, ... Q} sind genau dann gleich Null, wenn kein
durch Gleichung 2.1 beschriebener statistischer Zusammenhang zwischen y
und X, besteht. Die Bq wachsen in ihrem Absolutbetrag mit der ,,Enge* des
statistischen Zusammenhanges zwischen y und x, bis zu einem Hochstbetrag,
der von den Varianzen der beteiligten Variablen abhéngig ist. Man beachte
jedoch, dal3 diese vereinfachende Interpretation ihre Gultigkeit verliert, wenn
,»Suppressorvariablen* (vgl. z.B. Darlington, 1968, S. 164, Fischer, 1974, S.
75, Conger & Jackson, 1972, Conger 1974) vorliegen.

2.2.2 Die Residualvariable

Statistische Zusammenhange sind in der Regel nicht deterministisch. Zwischen
der bedingten Erwartung E(y|x) und y selbst wird daher meist ein Unterschied
bestehen. Diese Differenz, néamlich

3) Moosbrugger (1980) hat Gleichung 2.1 fir nichtlineare multiple Variablenzusam-
menhdnge mit Wechselwirkungen erweitert. Die bedingte Erwartung E(y I x) = Bot+P'z
ist dann eine Linearkombination der R=Q unabhangigen Variablen z,r € {1, . . ., R},
welche beliebige Funktionen der bedingenden Variablen x, sein konnen.
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(2.2) e: =y — Eylx)

bezeichnen wir als Fehler- oder Residualvariable von y. Fir die abhangige
Variable y folgt dann aus den Gleichungen 2.1 und 2.2

(2.3) y=p0 +pfx+e

Fir die Residualvariable von y gilt allgemein
(2.4) E@|x) =0,

(siehe Anhang C, Regeln 4, 5 und 10), was bedeutet, dafd die bedingten Erwar-
tungswerte der Residualvariablen bei allen Auspragungskombinationen der X,
gleich Null sind. Ohne diese Eigenschaft wirde die stochastische Variable
E(y|x) als Werte nicht die bedingten Erwartungswerte fir y enthalten.

Eine weitere Eigenschaft der Residualvariablen ist, dal3 auch ihr unbedingter
Erwartungswert

(2.5) E(e) = Ely — E(y|x)] =0

gleich Null ist (siehe Anhang C, Regel 9), und dal’ die Kovarianzen zwischen
allen unabhangigen Variablen x, und der Residualvariablen &

(2.6) Clx, &) =0

gleich Null sind (siehe Anhang C, Regel 11). Man beachte, da3 mit Gleichung
2.6 weder gefordert ist, daR die bedingte Fehlervarianz V(e |x=x) far alle
Auspragungskombinationen der x, gleich ist, noch irgendeine spezielle Vertei-
lungsannahme getroffen wird.

2.2.3 Kovarianzmodellgleichungen und Parameteridentifikation

Nachdem wir in Gleichung 2.1 ein statistisches Modell formuliert haben, stellt
sich nun die Frage, ob die darin enthaltenen Parameter - in unserem Fall sind
das B, und die Komponenten von P - eindeutig aus beobachtbaren Vertei-
lungskennwerten der beteiligten stochastischen Variablen bestimmt (identifi-
ziert) werden konnen. Im Fall eines Modells vom Typ der Gleichung 2.1 reicht
die Betrachtung der Modellstruktur fir den Kovarianzvektor C(x,y) sowie flr
die Varianzen V(y) und V(&) aus.

Die Gleichungen 2.3 und 2.6 implizieren die folgenden Modellstrukturglei-
chungen

a) far den Kovarianzvektor von X, und y
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2.7) Cxy) = CLx, (BotB'x+e)] = Clx,x)p

wobei  C(x,x) die Kovarianzmatrix der x, bezeichnet (siehe Anhang B, Regeln 1
und 2), und

b) fur die Varianz von y

(2.8) V(y) = C[(Bo+B'x+e), (Bo+B'x+)] = B'Clxx)p + V(e)
(siehe Anhang B, Regeln 1 und 2).

Unter der zusatzlichen Annahme, da3 C(x,x) invertierbar ist, erhalten wir die
Identifikationsgleichung fir die Koeffizienten Bq aus Gleichung 2.7

(2.9) B = Clxx)™" Clxy)

und jene fUr die Varianz der Residualvariablen € aus den Gleichungen 2.8 und
2.9

(2.10) V(e) = V(y) — B'Clx.x) B

Wenn die Parameter ﬁq und die Residualvarianz V(E) eindeutig bestimmt sind,
143t sich auch die unbekannte Skalenkonstante B, leicht berechnen: Aus den
Gleichungen 2.3 und 2.5 folgt namlich nach Umformen (siehe Anhang A,
Regel 2)

(2.11) Bo = E£(y) — B'EX)

als Differenz des Erwartungswertes von y und den mit den Koeffizienten Bq
gewichteten Erwartungswerten der X.

Lassen sich wie hier alle unbekannten Modellparameter aus den Erwartungs-
werten, Varianzen und Kovarianzen der beobachtbaren Variablen eindeutig
bestimmen, so bezeichnet man das Modell als identifiziert. Man beachte, daf3
es sich bei den Gleichungen 2.9 bis 2.11 um ldentifikationsgleichungen han-
delt. Schatzgleichungen, in denen analoge Stichprobenkennwerte verwendet
werden, finden sich z.B. in Moosbrugger (1978, S. 56 und 61). Uber andere
Schatzmethoden informieren z.B. Spath (1973, 1974), Harter (1974a,b,
1975a,b,c), Hoerl & Kennard (1970) oder Humak (1977).

Wenn C(x,x) nicht invertierbar ist, kann eine allgemeine L&sung fur 3 immer
durch

(2.12) B = Clxx)” Clxy)

gefunden werden, wobei C(x,x)- die verallgemeinerte Inverse (vgl. z.B. Rao
& Mitra, 1971) der Kovarianzmatrix C(x,x) ist. Eine solche Ldsung wird im
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allgemeinen jedoch erst durch zusétzliche Nebenbedingungen eindeutig (siehe
z.B. Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band).

2.2.4 Determinierte Varianz, multiple Korrelation und Determinations-
koeffizient

Wir bezeichnen mit V [E(y ' x)] die durch x determinierte Varianz von y. Unter
Verwendung von Gleichung 2.1 erhalten wir die Beziehung

(2.13) V[E(y|x)] = C(B'x,B'x) = p'Clx,x) B

Setzen wir Gleichung 2.13 in Gleichung 2.10 ein, so sehen wir, da3 die deter-
minierte Varianz die Differenz von Gesamtvarianz und Residualvarianz ist:

(2.14) VIEY |x)] = Vi)-V(e).

Dividieren wir Gleichung 2.14 durch V(y), so erhalten wir unter Verwendung
von Gleichung 2.13 und unter der Voraussetzung V(y) # O den durch x deter-
minierten Varianzanteil von y :

(2.15) V[ég)lxn - w%\)«s) - ﬁ'c\%)ﬁ . R,

Dieser Kennwert heif3t multipler Determinationskoeffizient, die positive Wur-
zel daraus multiple Korrelation (vgl. auch Moosbrugger, 1978, S. 65). Die
Werte von R?(y,x) liegen zwischen Null und Eins, wobei R,(y,x) den Wert
Null annimmt, wenn  bzw. C(x,y) der Nullvektor ist.

2.2.5 Multivariate Verallgemeinerung

Liegen P abhangige Variablen vor, so kénnen wir die Grundannahme 2.1
durch deren multivariate Verallgemeinerung

(2.16) E@y|x) =B + B'x

ersetzen. Entsprechend dem Vorgehen beim univariaten (P = 1) Fall erhalten
wir hier die Modellgleichung fir die Kovarianzmatrizen

(2.17) Clx,y) = Clx,x) B

und unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit von C(x,x), die ldentifika-
tionsgleichungen

(2.18) B = C(x,x)™" Clx,)

und
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(2.19) Bo = E(y) — B'E(x).

Andernfalls gilt wieder die allgemeine L&sung

(2.20) B = Clx,x)~ C(x,y),

die erst durch zusétzlich Nebenbedingungen eindeutig wird.

Als multivariate Verallgemeinerung des multiplen Determinationskoeffizien-
ten kann der multivariate Determinationskoeffizient

Spur {C[E(y |%).E( |0)] Cory) ™'}

(2.21) Roy)=
’ P

angesehen werden (vgl. auch Cramer & Nicewander, 1979), dessen Werte
zwischen Null und Eins liegen. Dabei ist

P = Spur [C(y,¥) Cy,¥)™'] = Spur 1

gleich der Anzahl der abhangigen Variablen. Naheres siehe Moosbrugger &
Steyer (1982) in diesem Band.

2.2.6 Zusammenfassende Bemerkungen

Die in diesem Abschnitt dargestellte Theorie beruht auf einer einzigen Annah-
me, namlich der Gleichung 2.1. Daraus laRt sich die Identifikationsgleichung
fir den dabei auftretenden Parametervektor § ableiten, falls C(x,x) invertierbar
ist. Andernfalls mussen zusétzliche Nebenbedingungen Uber die Parameter in
B formuliert werden, um zu einer eindeutigen Losung fir B aus den Kova-
rianzmatrizen C(x,x) und C(x,y) zu gelangen. Analoges gilt fir den multivaria-
ten Fall. Mit dem multiplen - bzw. multivariaten Determinationskoeffizien-
ten kann angegeben werden, wie eng der statistische Zusammenhang zwischen
y (bzw. y) und x ist. In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir verdeutli-
chen, da3 die beschriebenen Konzepte in verschiedensten Situationen der psy-
chologischen Forschung ihre Anwendung finden.

2.3 Anwendungen der formalen Theorie.

In den folgenden Unterkapiteln wollen wir zeigen, um welche Spezialfélle der
in Kapitel 2.2 dargestellten allgemeinen Theorie es sich bei der Regressions-,
Korrelations-, Varianz-, Diskriminanz- und Kontingenzanalyse handelt. Da-
bei werden auch die Zusammenhdnge zwischen den genannten Analyseverfah-
ren deutlich.
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2.3.1 Regressions- und Korrelationsanalyse

Die Begriffe ,,Regression“ und ,,Korrelation* entstanden im letzten Jahrhun-
dert. Explizit wurden ,,Regression“ und ,,Co-Relation* von Galton zumindest
seit 1889 benutzt (Galton 1889). Galtons erste, aber noch nicht als solche
bezeichnete ,,Regressionslinie® vom Jahre 1877 zeigt die Abhangigkeit des
Durchmessers von Blatterbsensamen von jenen der zugehdrigen Mutterpflan-
zen. Mit der GroRe des Samendurchmessers der Mutterpflanzen steigt jener
der Tochterpflanzen an, bei letzteren jedoch in geringerem Ausmal3. Diese
Beobachtung, dal die Durchmesser von Blatterbsensamen der Tochterpflan-
zen dazu tendieren, zur mittleren Grofle des Samendurchmessers der Vorfah-
ren zurlickzukehren, bezeichnete Galton 1889 als ,,Regression“. Regressions-
und Korrelationsmethoden wurden dann von Pearson (1896) sowie Yule
(1897) weiter entwickelt. Doch bereits lange vor Galton wurden ,,Regressions-
analysen“ durchgefiuhrt, freilich ohne dal} dabei dieser Begriff Verwendung
fand, so z.B. auf geophysikalischem Gebiet von Adrain (1818) oder von den
Wiener Astronomen Kreil (1831) und Littrow (1818, 1833), welche bereits
genaue Berechnungsformeln der ,,Regressionskoeffizienten* nach der Mini-
mum-Quadrat-Methode angaben. (Ausfuhrlichere geschichtliche Angaben
machen z.B. Weiling, 1972, 1973 und David, 1978).

In der Regressionsanalyse handelt es sich bei y und den x, in der Regel um
guantitative stochastische Variablen. Sind z.B. die MelRBwerte einer Vp in den
Variablen x, gegeben und sind die Koeffizienten Bq in der Gleichung 2.1
bekannt, so &Rt sich der Wert y der Variablen y mit einem bestimmten Fehler
& voraussagen. Jeder fir einen festen Vektor x vorhergesagte Erwartungswert
E(y |x=x) ist eine Realisation der bedingten Erwartung £(y | x), welche im
Fall kontinuierlicher Variablen und linearer Beziehungen zwischen y und den
Xq €ine Ebene bzw. eine Hyperebene ist und Regressionsebene heifldt. Fur zwei
unabhéngige Variablen beschreibt E(ylxbxz) eine Ebene, welche zur Pradik-
tion von y aus x; und X, benutzt werden kann (siehe Abbildung 2.1). Dabei ist
o der Ordinatenabschnitt, also die Hohe, in der die Regressionsebene die y-
Achse schneidet, B; die Steigung der Ebene entlang der x;-Achse und B, die
Steigung entlang der x,-Achse.

Das Ausmal} der Vorhersagbarkeit von y héangt von der ,,Enge* des linearen
statistischen Zusammenhanges ab, die wir mit dem multiplen Determinations-
koeffizienten angeben konnen (siehe Gleichung 2.15).

Im Fall eines multiplen Regressionsmodells mit zwei Prédiktoren und Interak-
tion,

(2.22) E(y |x1,x2) = Bo + Bixs + B2 x2 + B3 xyx;

ist die bedingte Erwartung EO, 'xl,xz) eine gekrimmte Fléche (siehe Abbil-
dung 2.2), deren Steigung entlang der x;-Achse auf der Stufe x,=0 der Parame-
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Abb. 2.1: Regressionsmodell mit zwei Pridiktoren
EQy Ixh x3) = Po + Brxy + Poxz

mit
BO = 5.5
ﬁ] = 0.8
'32 = -1.1

ter B, angibt und entlang der x,-Achse auf der Stufe x, = O der Parameter f3.
Der Parameter fB; gibt jenen Anteil der bedingten Erwartung an, welcher auf
bestimmte Kombinationen von Merkmalsauspragungen in den Variablen Xx;
und X, zurickgeht: Von Stufe zu Stufe der Variablen x, (bzw. x;) ist die
Steigung der Variablen x; (bzw. X,) um Ps verschieden (moderiert). Somit ist B3
genau der Unterschied zwischen den Steigungen der Regressionsgeraden von y
auf x; (bzw. Xx,) in jeweils zwei um eine Einheit entfernt liegenden Auspragun-
gen der Variablen x, (bzw. x;). Daher wird x, (bzw. x;) as Moderatorvariable
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Abb. 2.2: Regressionsmodell mit zwei Préadiktoren und Interaktion
E(y|xi, x2) = Bo + Buxy + Boxz + By xpxs

mit
[30 = 7.C
B, = 04
Bz =—-20
B;= 03

bezeichnet, wenn ;70 gilt (vgl. Bartussek, 1970, S. 11, Moosbrugger, 1981 a,
S. 220).

Haben wir eine Stichprobe von Werten der Variablen y und x, vorliegen, so
kénnen wir fur multiple Regressionsmodelle unter der Normalverteilungsan-
nahme der Residualvariablen Hypothesen priufen, indem wir berechnen, wie
wahrscheinlich es ist, da alle oder einzelne Bq in der Population gleich Null
sind (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, S. 72-77), oder daR sie bzw. Linear-
kombinationen aus ihnen andere hypothetische feste Werte annehmen (siehe
z.B. Timm, 1975, S. 177ff. oder Moosbrugger & Steyer, 1982, in diesem
Band).
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Weiterfihrende Literatur: Die Regressionsanalyse gehtrt zu den Themen, die von den
meisten Lehrbichern der angewandten Statistik behandelt werden. Ausfihrlichere Ein-
flhrungen in die Regressionsanalyse geben Moosbrugger (1978), sowie Gaensden &
Schubd (1973), deren Darstellung Matrixalgebra vermeidet. Des weiteren ist auch Ker-
linger & Pedhazur (1973) zur Einflhrung geeignet, auRerdem Edwards (1976) sowie
Draper & Smith (1966). Auf die Bedeutung von komplexen Regressionsmodellen mit
Moderatorvariablen fur die differentielle Validitdt psychologischer Tests geht z.B.
Moosbrugger (1981 a) ein.

2.3.2 Varianzanalyse

Die Varianzanalyse wurde von Sir R. A. Fisher (1925) fur die Auswertung von
landwirtschaftswissenschaftlichen Experimenten entwickelt, bei denen es z.B.
um die Effekte von Dingemitteln auf den Ertrag ging. Nach dem zweiten
Weltkrieg hat dieses Verfahren jedoch auch in der Psychologie verstarkt An-
wendung gefunden, wobei in der Regel die Wirkungen experimenteller Mani-
pulationen Uberprift werden. Heute zdhlt sie zu den Standardverfahren der
psychologischen Forschungsmethoden. Zur Geschichte der Varianzanalyse
siehe Weiling (1973).

Wahrend bei varianzanalytischen Modellen mit Zufallsparametern (random-
model, vgl. z.B. Hays, 1973, Kap. 13) die B, in Gleichung 2.1 stochastische
Variablen wéren, kdnnen Varianz- und kovarianzanalytische Modelle mit fe-
sten Parametern (fixed-model, vgl. z.B. Hays, 1973, Kap. 12) als Spezialfalle
der Gleichung 2.1 angesehen werden. Wir beschrénken uns daher auf Modelle
mit festen Parametern. Bei y handelt es sich dann wieder um eine quantitative
stochastische Variable, bei den x, jedoch in der Varianzanalyse ausschliellich
um qualitative Indikatorvariablen (synonym auch: Kodier- oder Dummyva-
riablen), deren Werte die Gruppenzugehorigkeit anzeigen, und in der Kova-
rianzanalyse (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, Kap. 15) um qualitative und
quantitative Variablen.

In der einfaktoriellen Varianzanalyse mit zwei Stufen beispielsweise liegen als
Werte der abhéngigen Variablen y eine Reihe quantitativer Melwerte vor,
sowie die Information, welcher von zwei Gruppen ein Wert y jeweils ange-
hort. Von Interesse ist dann der Mittelwerteunterschied von y in beiden Grup-
pen (z.B. Behandlungs- und Kontrollgruppe). Kodieren wir die Zugehorigkeit
zur ersten Gruppe mit x = 1 und die zur zweiten Gruppe mit x = - 1, so ergibt
sich das Datenschema der Abbildung 2.3.%)

%) Man beachte dabei, daR eine Kodierung der Gruppenzugehérigkeit mit 1 und 0
ebenfalls zu gut interpretierbaren Parametern fiuhren wirde (vgl. auch Rochel, 1981).
Indikationsfragen verschiedener Kodierungsverfahren wurden von Schermelleh (1979)
untersucht.
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Gruppe Y x
i 1
Y12 1
1 . .
V1IN, 1
Y —1
Y22 -1

2
YN, -1

Abb. 2.3: Datenschema eines einfaktoriellen varianzanalytischen Modells mit zwei
Stufen, EO, | x) = Bo + B x. Die abhangige Variable ist y, die an N; bzw. N,
Beobachtungseinheiten in den beiden Gruppen erhoben wird. Die Indika-
torvariable x enthalt die Information Uber die Gruppenzugehérigkeit der
Beobachtungseinheiten.

In der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit je zwei Stufen (siehe Abbildung
2.4) beispielsweise liegen die Werte der abhangigen Variablen y vor sowie die
Information, aus welcher von vier Gruppen ein Wert y jeweils stammt. Von
Interesse sind lineare oder nichtlineare statistische Zusammenhénge zwischen
den x4 und y, welche sich hier als Unterschiede der Erwartungswerte von y in
den vier Gruppen zeigen.

Faktor A

Stufe 1 Stufe 2

Stufe 1 1. Gruppe|3. Gruppe

Faktor B
Stufe 2 2. Gruppe | 4. Gruppe

Abb. 2.4: Zweifaktorieller vollstandig gekreuzter Versuchsplan mit 2 Stufen pro Faktor

Wir kodieren die zwei Stufen des Faktors A (siehe Abbildung 2.4) durch die
Kodiervariable x; mit den Werten x, = 1 fur die Stufe 1 und x, = -1 fur Stufe
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2, und die zwei Stufen des Faktors B durch die Kodiervariable x, mit den
Werten x, = 1 fir die Stufe 1 und x, = -1 fur Stufe 2. Liegen mehr als zwei
Stufen pro Faktor vor, bendtigt man auch mehr als eine Indikatorvariable pro
Faktor. Man beachte, daR die Art der Kodierung zwar die Interpretation der
Parameter bestimmt, aber keinen Einflu? auf die Hypothesenbeurteilung hat
(siehe z.B. Moosbrugger, 1978, Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band,
Rochel, 1981, Steyer, 1979 oder Wottawa, 1974).

Nach dem in Abbildung 2.4 schematisierten kreuzfaktoriellen Versuchsplan
ergibt sich fir die vier Subpopulationen das in Abbildung 2.5 dargestellte
Datenschema:

Gruppe y X1 X3 X1 X
Y11 1 1 1
Via 1 1 1
1 : : : :
V1IN, 1 1 1
Yar 1 —1 —1
o 1 -1 —1
2 : : : :
yZNZ 1 -1 -1
Y31 -1 1 -1
V32 -1 1 -1
3 : : : :
y3N3 _1 1 '_1
Y41 -1 -1 1
Y2 -1 -1 1
4 : : : :
y4N‘ —1 _1 1

Abb. 2.5: Varianzanalytisches Datenschema zum Versuchsplan in Abbildung 2.4.

In der ersten Spalte ist die abhdngige Variable y notiert, die an Ny Beobach-
tungseinheiten in der Gruppe g, g € {1,2,3,4}, erhoben wird. Die Spalten 2
und 3 zeigen die Indikatorvariablen x; und X, fur die Stufen der Faktoren A
und B. Die Variable xy X, in Spalte 4 ist ein Indikator fur bestimmte
Faktorstufenkombinationen. Sie dient der Erfassung von Wechselwirkun-
gen (Interaktionen, s.u.). Wird keine Interaktion angenommen, so entféllt
die Spalte x; - x,.
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Wie in der Regressionsanalyse liegen uns mit den Datenschemata der Abbil-
dungen 2.3 und 2.5 Werte von stochastischen Variablen vor, deren statistischer
Zusammenhang mit Gleichung 2.1 beschrieben werden kann.

Wir untersuchen im folgenden am zweifaktoriellen Design, welche Interpreta-
tion den Parametern Bq in diesem Kontext zukommt, zundchst ohne, danach
mit Annahme einer Interaktion (Wechselwirkung). Ein statistischer Zusam-
menhang zwischen y und den X, ohne Interaktion liegt dann vor, wenn Mittel-
werteunterschiede zwischen den Gruppen derart bestehen, dafd die Differenz
der Erwartungswerte zwischen den Stufen des Faktors A auf jeder der Stufen
des Faktors B gleich grof3 ist und umgekehrt.

In welcher Beziehung die Parameter o und Bq der Gleichung
(2.23) E(y|xi,%0) = Bo + Buxy + Baxz

mit den Erwartungswerten von y in den Gruppen stehen, sehen wir, wenn wir
die bedingten Erwartungswerte von y fir die vier Gruppen bilden:

(2.24) Ep): = E@lx= Lx,= 1)=f+ B + B,
(2.25) E@y): = E@lxi= 1, x==1) =By + B; — B2
(2.26) E@s): = Ey|xi=—1, 2= 1) =B — B + B>
(2.27) E@s: = E@|xi=—1, x;= —1) = By — B1 — Pa.

Gewodhnlich werden die Gruppen als gleich grol3 angenommen, was bedeutet,
dal die Wahrscheinlichkeiten fir die Faktorstufen P(x; = 1) = P(x, = - 1) = 1/2
und P(x, = 1) = P(x, =-1) = 1/2 gilt. Dies stellt sicher, daf} die unabh&ngigen
Variablen x; und x, zueinander orthogonal sind, d.h. nicht miteinander korre-
lieren, so dal} deren Einflisse auf die abhéngige Variable y voneinander unab-
héngig geschatzt werden konnen. Ist dies nicht der Fall, handelt es sich um
eine nonorthogonale Varianzanalyse (siehe z.B. Steyer, 1979).

Unter den obigen Annahmen der Gleichwahrscheinlichkeit fir die Faktoraus-
pragungen finden wir Null als Erwartungswert der Indikatiorvariablen:

(2.28) E(x)) = P(x;=1)-1 + Plx;= —1)- -1 =20
und
(2.29) E(x;) = P(x,=1) -1+ P(x,= —1)- —1 = 0.

Bilden wir den Erwartungswert von Gleichung 2.23, so erhalten wir dann (vgl.
Anhang C, Regel 1)

(2.30) Bo = E() — B1E(x1) — B2E(x2) = E(y).
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Demnach ist B, unter der genannten Voraussetzung gleich dem Erwartungs-
wert von y. Einsetzen von Gleichung 2.30 in die Gleichungen 2.24 bis 2.27
fuhrt zu den Ldsungen fir

E(y, E(y, , )
(2.31) B = (y); 02) — E@) = E(y) — E(y)erE(y)
und
(2.32) B = —LOD T ECY gy = gy - E02) F EG)

2 2

Wir sehen, daR 3, den ,,Haupteffekt von Faktor A“, (vgl. z.B. Hays, 1973,
S. 494), oder, bezogen auf Abbildung 2.4, den ,,Spalteneffekt* darstellt, wo-
hingegen B, der ,,Haupteffekt von Faktor B”, oder bezogen auf Abbildung 2.4,
der ,,Zeileneffekt* ist®). Abbildung 2.6 veranschaulicht die Beziehungen zwi-
schen den Parametern und den Erwartungswerten in den vier Gruppen:

y
E(n)

E(yz) B,

(-1,-1) (-1.1)
E(yd)
x

1

Abb. 2.6: Veranschaulichung der Erwartungswerte von y in den 4 Gruppen eines
zweifaktoriellen varianzanalytischen Modells gemaR den Gleichungen 2.24
bis 2.27 mit By = 3, f;, = 2 und B, = 1.

®) Die weitverbreitete Bezeichnung ..Effekt impliziert eine kausale Interpretation,
welche man strenggenommen nur im Kontext eines kausalen Modells (siehe Steyer,
1982, in diesem Band) vornehmen sollte.
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Ist der statistische Zusammenhang zwischen den bedingenden Variablen x,
und der abhéngigen Variablen y nichtlinear in den bedingenden Variablene), SO
moderieren (verandern) die Stufen des Faktors B den Effekt des Faktors A
oder umgekehrt (vgl. auch Kap. 2.3.1). Einen solchen Moderatoreffekt, der in
der Varianzanalyse Wechselwirkungs- oder Interaktionseffekt heifdt, kdnnen
wir mit einer weiteren Indikatorvariablen x; - x, fir die Faktorstufenkombina-
tionen und dem Parameter (; erfassen. Die Spalte 4 in Abbildung 2.5 (s.0.)
zeigt die entsprechenden Werte von X; X,. Ein Haupteffekt stellt dann den
durchschnittlichen Effekt eines Faktors gemittelt Uber die Stufen des anderen
Faktors dar. Fir die bedingte Erwartung von y unter x gilt die folgende Glei-
chung

(2.33) EQy lxhxz) = By + Buxy + Poxz + B3 xyxs.

Zur Untersuchung, in welcher Beziehung in diesem Fall die Parameter B, und
Bq der Gleichung 2.33 mit den Gruppenerwartungswerten stehen, bilden wir
wieder die bedingten Erwartungswerte von y fur die vier Gruppen:

(2.34) E@): = E@lxi= 1,xo= 1)=fy+ B + B+ Bs
(2.35) E@y): = E@|xi= 1,0=—1) =By + B1 — B2 — Bs
(2.36) E@s): = E@xi=—1,%="1) =By~ By + B> ~ B3
(2.37) E@e): = E@|xi=—1, xa= —1) = By — B1 — B + B

Bei gleichgroffen Subpopulationen gelten aufler den Gleichungen 2.28 und
2.29 auch P(xyx; = 1) = P(x;x; = —1) = 1/2 und E(x,x,) = 0, was wegen E(x,)
= E(x,) = 0 wiederum (siehe Gleichung 2.30) zu

(2.38) Bo = E()
fuhrt.

Einsetzen von Gleichung 2.38 in die Gleichungen 2.34 bis 2.37 ergibt unveran-
derte Ausdriicke fur 3, und 3, (siehe Gleichungen 2.31 und 2.32) und zusitz-
lich eine Gleichung fiir B;:

(2:39) po= LT EO) g = gy - FODTECY

Der Interaktionsparameter, namlich der Koeffizient B; der Variablen x;x, ist
genau dann Null, wenn der Erwartungswert von y gleich dem arithmetischen

9 Zur Klassifikation von linearen vs. nichtlinearen Modellen hinsichtlich der Parame-
ter B, bzw. linearen vs. nichtlinearen Modellen hinsichtlich den bedingenden Variablen
X Siehe Moosbrugger, 1980, S. 5-12.
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Mittel der Erwartungswerte in den Gruppen 1 und 4 bzw. 2 und 3 ist. Dies ist
der Fall, wenn sich die Erwartungswete von y in den vier Gruppen allein aus
dem Gesamterwartungswert E(y) = Bound den Parametern f3; und (3, darstel-
len lassen. Die GroRe von [B; wéchst mit der Nichtlinearitét, namlich mit der
Abweichung des Durchschnitts von je zwei, bezogen auf die Abbildung 2.4
,,diagonalen“, Gruppenerwartungswerten vom Gesamterwartungswert. Der
Veranschaulichung dient Abbildung 2.7:

@9
Bs
y
| B
|
|51
p N -7 e
E(y) P
| //
| . ‘
L o > Bo
(=1 -;--— F————— 1,1
Bo .
7/ 7 |
7 e |
/
£ /7 P 0
VY ey Sl 17 A
/ 7 - B Ew) %
/ rd
Bs /// //

(-1, -1) / (-1, 1)
X

Abb. 2.7: Veranschaulichung der Erwartungswerte von y in den 4 Subpopulationen
eines zweifaktoriellen varianzanalytischen Modells mit Wechselwirkung ge-
méal3 den Gleichungen 2.34 bis 2.37 mit fy = 3, 8, =2, B, =1 und B; = 1 im
Unterschied zu E(y;xl,xz) in Abbildung 2.6. Der Haupteffekt B; = 2 gibt
hier nur den durchschnittlichen Effekt von Faktor A an, welcher durch die
Stufen von Faktor B moderiert wird. Die Steigung (der Effekt) auf der Stufe
B, betragt (B, + B3} = 3, auf der Stufe B, hingegen (B; - B;) = 1. Die analoge
Aussage gilt fur Faktor B: auf der Stufe A; betragt der Effekt (8, + ;) = 2,
auf der Stufe A, hingegen (8, - B5) = 0; den Durchschnitt zeigt der Haupt-
effekt B, = 1 an.
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Ebenso wie bei der Regressionsanalyse koénnen wir in der Varianzanalyse unter
der Normalverteilungsannahme Hypothesen prifen, indem wir berechnen,
wie wahrscheinlich es ist, daB alle oder einzelne B, in der Population gleich
Null sind (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, S. 72-77), oder daR Linearkombi-
nationen der B, hypothetische feste Werte annehmen (siehe z.B. Timm, 1975,
S. 177ff. oder Moosbrugger & Steyer, 1982, in diesem Band), falls wir eine
Stichprobe von Werten der Variablen y und x, vorliegen haben.

Weiterfuhrende Literatur: Auch die Varianzanalyse gehdrt zu den Standardthemen der
Lehrbicher fur angewandte Statistik. AulRer den bereits unter der Regressionsanalyse
(s.0.) genannten Biicher seien Searle (1971), Timm (1975), Bock (1975) und Finn (1974)
aufgefuihrt. Als ausgesprochenes Standardwerk gilt Winer (1971%), der fur sehr viele
Designs Rechenformeln angibt. Als weitere deutschsprachige Biicher seien Bandemer
et. al. (1977), Bortz (1977) und Rasch (1976) genannt. Eine Einfihrung in die multiva-
riate Varianzanalyse geben Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band.

2.3.3 Diskriminanzanalyse

Auch die Diskriminanzanalyse wurde von R. A. Fisher (1936) entwickelt. Sein
Anwendungsbeispiel war die Zuordnung von Irispflanzen zu einer von zwei
Arten auf der Basis der Lange und Breite der Kelch- und Blitenblétter (Ander-
son, 1978, S. 628). Die typische Fragestellung der Diskriminanzanalyse in der
Psychologie ist die der Klassifikation, namlich, zu welcher von bestimmten
(z.B. Krankheits-)Gruppen eine Person gehort, von der bestimmte Informa-
tionen X (z.B. ein oder mehrere Testwerte) vorliegen.

Formal gesehen ist die Diskriminanzanalyse eigentlich eine Umkehrung der
Varianzanalyse. Ist es nach einer Varianzanalyse mit bedeutsamen Mittelwer-
teunterschieden mdoglich, von der Kenntnis der Gruppenzugehoérigkeit der
qualitativen Variablen auf die durchschnittliche Ausprédgung der quantitativen
Variablen zu schlieBen, so ermdéglicht in Umkehrung dieses Vorgangs die
sogenannte Diskriminanzfunktion einen Schluf, in welche der Gruppen eine
bestimmte Wertekombination der quantitativen Variablen am ehesten klassifi-
ziert werden kann.

Die Grundgedanken lassen sich am leichtesten fir den Fall zweier Gruppen
darstellen. Hierbei ist zu beachten, da wir, um die formale Vertraglichkeit
mit der Gleichung 2.1 herbeizufiihren, gegeniber der Varianzanalyse die Be-
deutung von x und y vertauschen. Nun sei y eine Indikatorvariable, wobei
y = 1 Zugehorigkeit zur Gruppe 1 und y = 0 Zugehorigkeit zur Gruppe 2
bedeuten soll. Die quantitativen Informationen seien in den kontinuierlichen
Variablen x, gesammelt. Da wir in unserer bisherigen Ertrterung nur eine
abhéngige Variable gegenliber mehreren unabhédngigen zugelassen haben, ist
mit einer Kodiervariablen y eine Unterscheidung von nur zwei Gruppen mdg-
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lich. Mehrere Gruppen erfordern ein multivariates Modell (siehe z.B. Bock,
1975, S. 403), um mit mehreren Indikatorvariablen y, mehr als zwei Gruppen
kodieren zu konnen.

In der Diskriminanzanalyse heif3t die bedingte Erwartung E(y|x) auch Diskri-
minanzfunktion. Wird diese wiederum als linear angenommen, so gilt weiter-
hin Gleichung 2.1, doch mit der oben erwdhnten Vertauschung von x und y
geht auch eine Verdnderung der Bedeutung der Parameter Bq einher, welche
wir kurz untersuchen wollen:

Die Interpretation der Skalenkonstanten f, wird erleichtert, wenn wir die
Erwartungswerte aller kontinuierlichen Variablen x,, q € {1,2,...,Q}, gleich
Null setzen. Dann ist

(2.40) E(y) = E [E(y|x)] = Bo + By E(x1) + ... + BoE(xq) = By -

Da die Gruppenvariable y nur die Werte y = 1 und y = 0 annehmen kann, gilt
fur ihren Erwartungswert und folglich fir Py

(2.41) Bo = E(y) = Ply=1)1 + P(y=0)0 = P(y=1).

Die Skalenkonstante gibt also die Wahrscheinlichkeit an, der mit Eins kodier-
ten Gruppe anzugehotren, Folglich kénnte bei unbekannten Werten der Varia-
blen x4, ebenso wie bei B = 0 eine Vorhersage (Diskrimination) der Gruppen-
zugehorigkeit nur nach den Gruppenwahrscheinlichkeiten erfolgen. Sind bei-
de Gruppen zudem gleich wahrscheinlich, so ist eine begriindete Entscheidung
zwischen beiden Gruppen nicht mehr moglich, weil By = 1/2 wird.

Die Vorhersagbarkeit wachst hingegen mit der ,,Enge* des Zusammenhangs
zwischen y und den Variablen x,, d.h., sofern wir von unveranderten Varian-
zen der beteiligten Variablen ausgehen, mit wachsender H6he der Parameter
Bq. Die Diskriminanzfunktion kann bei der hier vorliegenden zweiwertigen
Gruppenvariablen y wegen

(2.42) E(y|x) = P(y=1]x)1 + P(y=0|x)0 = P(y=1|x)

als bedingte Wahrscheinlichkeit, der Gruppe 1 anzugehdren, interpretiert wer-
den. Liegen die Parameter B, # O fest, so erhéhen die Absolutbetrage der
Differenzen im Vektor x-E(x) die Sicherheit der Gruppenzuordnung.

Bei der Annahme einer linearen Diskriminanzfunktion ist zu beachten, daR
der Wertebereich jeder quantitativen Variablen x,, q € {1,2,...,Q}, deren
zugehoriger Koeffizient B, # 0 ist, auf ein endliches Intervall beschrankt sein
muB. Andernfalls ergdbe sich ein Widerspruch zu der Tatsache, dal} die Werte
von E(y lx) wegen der Kodierung mit Null und Eins als bedingte Wahrschein-
lichkeiten zu interpretieren sind. Demnach 183t sich beispielsweise die Annah-
me der multivariaten Normalverteilung der x, innerhalb der beiden Gruppen
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nicht in Einklang bringen mit der Annahme, daB E(y | x) eine lineare Funktion
im Sinne der Gleichung 2.1 ist, falls mindestens einer der Koeffizienten B,,q €
{1,2,...,Q}, ungleich Null ist.

Weiterfuhrende Literatur: Eine einfihrende Darstellung in die Diskriminanzanalyse
findet man z.B. bei Tatsuoka (1971) oder Marinell (1977). Bock (1975) zeigt dariiber
hinaus auch, wie man Nutzenuberlegungen mit der Diskriminanzanalyse verbinden
kann, was fir Zuordnungsprobleme insofern von Bedeutung ist, as verschiedene Arten
von falschen Zuordnungen verschieden groRRe Schéden anrichten koénnen.

2.3.4 Kontingenzanalyse

Von einer Kontingenzanalyse sprechen wir, wenn der statistische Zusammen-
hang zwischen qualitativen Variablen untersucht wird. Wé&hrend wir im Ab-
schnitt Uber die Varianzanalyse die Gruppenzugehorigkeit mit Variablen ko-
diert haben, deren Werte nur 1 und -1 sein konnten, so verwenden wir hier
wie in der Diskriminanzanalyse Indikatorvariablen, die nur die Werte 1 und 0
annehmen. Dies filhrt zu besonders gut interpretierbaren Parametern.

Sind sowohl die unabhéngigen Variablen x, als auch die abhangige Variable y
Kodiervariablen fur jeweils zwei Kategorien, so reduziert sich die Untersu-
chung der Kovarianzen nach dem Modell der Gleichung 2.1 auf die Analyse
der Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Merkmalskombinationen. Exem-
plarisch betrachten wir hier den Fall einer 2X2X2 Kontingenzanalyse (siehe
Abbildung 2.8) sowohl ohne als auch mit Interaktion.

Zur Interpretation der Parameter im kontingenzanalytischen Modell ohne In-
teraktion

(2.43) E(y |x1,x2) = Bo + Bix; + Boxz
untersuchen wir wieder die Erwartungswerte von y bei gegebenem x = x.
Nach der obigen Gleichung ergibt die Betrachtung des Falles x; = 0, X, = 0

(2.44) Bo=E@|x, = 0,x,=0) =Py =1]|x, =0, x, = 0),
die des Falles x, = 1, x, = 0
(2.45) Bi = Eplx;=1,x,=0) — B, =

=Py =1|x,=1,x=0) - Py = 1|x, = 0, x, = Q)
und die des Fales x; = 0, x, = 1
(2.46) B, = E(y|x, = 0,x,=1) — o =

=Py =1lx,=0,x=1) = Py = 1|x, = 0,x, = Q).
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Gruppe y X1 Xo X1 . Xo
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 0 1 0 0
4 1 1 0 0
5 0 0 1 0
6 1 0 1 0
7 0 1 1 1
8 1 1 1 1

Abb. 2.8: Kodierung einer dreidimensionalen 2X2X2 Kontingenztafel fur ein Modell
mit Interaktion. Bei einer Kontingenzanalyse sind alle beteiligten Variablen
qualitativ. Die unabhangigen Variablen x; und x, enthalten Information tber
die Gruppenzugehodrigkeit einer Beobachtungseinheit. Bei einem Modell
ohne Interaktion entfédllt die Spalte fur x; x,. Eine Merkmalskombination
liegt mit den Werten der Variablen y, x; und x, fest.

Der Parameter P ist also in einer 2X2X2 Kontingenzanalyse mit der Kodie-
rung Null und Eins gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit fur ,,y = 1 bei
gegebenem x; = x, = O (siehe Gleichung 2.44). Die Parameter {3; ist nach Glei-
chung 2.45 die Differenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten von y = | bei
gegebenem X; = 1 bzw. x; = 0 auf der Stufe x, = 0, und der Parameter 3, it nach
Gleichung 2.46 die Differenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten von y = 1 bei
gegebenem x, = 1 bzw. x, = 0 auf der Stufe x, = 0. Diese Interpretationen gelten
sowohl fur den Fall ohne als auch mit Interaktion.

Legen wir einen Zusammenhang zwischen y und den x, zugrunde, bei dem
eine Interaktion besteht, so kdnnen wir die Ausprédgungskombinationen der
Variablen x; und X, durch die Variable x;x, erfassen (siehe die Spalte fir x;x,
der Abbildung 2.8)

(2.47) E@y |x1,x2) = Po + Byxr + Boaxz + B3 x1x,.
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Als ldentifikationsgleichungen fiir die Parameter ; bis P; dient auch hier die
Gleichung 2.9, fur B, die Gleichung 2.11.

Die Interpretation der Parameter 3y, 31 und {3, bleibt unveréndert (siehe Glei-
chungen 2.44 bis 2.46); die fir ; ergibt sich aus der Gleichung 2.47 wie folgt:

(2.48) Bs ZE(J/‘xl =lLx,=1)—B-B —F=
=Py =1lx,=1Lx,=1) =Py =1|x;, = 1,x =0) -
— [Py =1]x,=0,x,=1) — Py = 1|x, = 0, x, = 0)].

Eine Interaktion B; # O liegt vor, wenn die Differenz der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(y = 1 I X, = 1) und P(y=1 l X, = 0) auf den beiden Stufen von
X, nicht gleich groR ist.

Als Beispiel fur eine Kontingenzanalyse mit extremer Interaktion behandelt
Moosbrugger (1980) das sogenannte Meehl’sche Paradoxon (Meehl, 1950).

Liegen fur die Wahrscheinlichkeiten, einer Untergruppe anzugehdren, Schét-
zungen vor, so kdénnen wir unter Beachtung entsprechender Voraussetzung
(vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 202) mit Signifikanztests (x*-Tests) Uberpriifen, wie
wahrscheinlich es ist, dal} alle oder einzelne Parameter Bq in der Population
gleich Null sind oder einen anderen hypothetischen festen Wert haben.

Weiterfuhrende Literatur: Zur Kontingenzanalyse oder Analyse qualitativer Daten gibt
es eine Vielzahl von unterschiedlichen Ansétzen, welche z.T. (wie etwa die ,,loglinea-
ren Modelle* oder die ,,Konfigurationsfrequenzanalyse") keine Unterscheidung zwi-
schen abh&angigen und unabhéngigen Variablen treffen. Die wichtigsten Ansétze schei-
nen uns durch folgende Autoren vertreten zu sein: Bishop, Fienberg & Holland (1975),
Cox (1970), Goodman (1978), Krauth & Lienert (1973).

3. Modelle mit latenten Variablen

3.1 Einleitung

Im Alltag erklart man ,,gleichartiges” Verhalten einer Person in verschiedenen
Situationen oft, indem man ihr eine Eigenschaft zuschreibt, die fir dieses
Verhalten verantwortlich ist. Verhdt sich jemand beispielsweise effektiv bei
der Ldésung von Problemen verschiedener Art, so schreibt man dies seiner
hohen Intelligenz zu. Diese alltagliche Vorgehensweise kann man durch ma-
thematische Modelle prazisieren. Das Prinzip dabei ist, da® man die Abhéan-
gigkeiten manifester oder beobachtbarer Variablen (das entspricht dem Verhal-
ten in verschiedenen Situationen) durch eine oder mehrere latente, d.h. nicht
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direkt beobachtbare Variablen (das entspricht der Eigenschaft) erklart. Mit
,, Erklaren meint man dabei, da3 die Abhéngigkeiten zwischen beobachtbaren
Variablen verschwinden, wenn eine dahinterliegende latente Variable gefunden
wird. Die latenten Variablen lassen sich dann als hypothetische Konstrukte
(vgl. Herrmann, 1973 oder Mac Corquodale & Meehl, 1948) interpretieren.

Die latenten Eigenschaften kdnnen somit als Ursache fir die Variation und
Kovariation des beobachteten Verhaltens betrachtet werden (vgl. z.B. Bentler
1980). Beobachtbare Variablen, deren Kovariation auf eine gemeinsame latente
Variable zurickzufihren ist, heiRen auch kongenerisch (vgl. z.B. Jbreskog,
1971). Abbildung 3.1 zeigt ein einfaches Modell kongenerischer Variablen:

— Vi

M

A,
- Yz | -

Ay
— V3

Abb. 3.1: Modell mit einer latenten Variablen £ und drei beobachtbaren Variablen 7
bei denen es sich in psychometrischen Anwendungen um drei Tests oder
auch drei Testitems handeln kann. Die manifestigen Variablen y,, y, und y;
hangen mit den Gewichten A;, A, und A3 von der gemeinsamen latenten
Variablen & sowie jeweils von den spezifischen Residualvariablen ab, welche
durch unbeschriftete Pfeile gekennzeichnet sind.

In Kapitel 3.2 werden wir eine allgemeine Theorie latenter Variablen darstel-
len, auf deren Basis es mdglich sein wird, eine Anzahl von Modellen, welche
auf den ersten Blick durchaus verschieden erscheinen, als Spezialfalle dieser
Theorie vorzustellen, weil sie sich nur durch die Art der beobachtbaren und
latenten Variablen unterscheiden. Bei der linearen Faktorenanalyse’) mit ei-
nem Faktor sind sowohl die manifesten Variablen als auch die latente Variable
(= Faktor) kontinuierlich. Beim ,linear traceline model* (siehe z.B. Lazars-
feld & Henry, 1968, S. 206 oder Fischer, 1974, S. 160) sind die manifesten
Variablen zweiwertig und die latente Variable kontinuierlich. Beim ,,latent

7) Damit ist die Faktorenanalyse im Sinne von Spearman (1904, 1926), Thurstone
(1947) und Joreskog (1966) gemeint und nicht die Hauptkomponentenanalyse nach
Pearson (1901) und Hotelling (1933). Die Unterschiedlichkeit beider Ansétze beschrei-
ben z.B. Lawley & Maxwell, 1971, S. 2-4).



Modelle zur Beschreibung statistischer Zusammenhange 27

profile model” (siene z.B. Gibson, 1959) sind die beobachtbaren Variablen
kontinuierlich und die latente Variable reprasentiert nur die Zugehdrigkeit zu
einer latenten Klasse. Beim ,latent class model* (siehe z.B. Lazarsfeld & Hen-
ry, 1968, S. 46) sind die manifesten Variablen zweiwertig und die latente Va-
riable représentiert ebenfalls nur die Zugehorigkeit zu den Klassen. Schliefilich
kann auch das ,klassische latent-additive Testmodell“ (siehe Moosbrugger &
Mdller, 1980, 1981, 1982) in diesem Kontext abgehandelt werden.

Wahrend allen vorgenannten Modellen eine lineare Variablencharakteristik zu-
grundeliegt, werden wir auch auf andere Gruppen von Modellen, namlich
solche mit polynomialer Variablencharakteristik (Lazarsfeld, 1950, McDonald
1967) sowie solche mit logistischer Variablencharakteristik (Rasch 1960, Birn-
baum 1968) eingehen, die sich in formaler Hinsicht nur geringflgig von den
linearen Modellen unterscheiden.

Die genannten Modelle konnen auch fir mehrere latente Variablen verallge-
meinert werden. Zur Einflhrung der wesentlichen Konzepte reicht jedoch der
Fall einer einzigen latenten Variablen aus, welche die Abhangigkeiten zwi-
schen den beobachtbaren Variablen erklért. Auch in diesem dritten Abschnitt
ist es nicht unser Ziel, einen umfassenden Uberblick iber Anwendungsmog-
lichkeiten, Probleme der Parameterschétzung und Hypothesenbeurteilung zu
geben, sondern vielmehr die gemeinsamen theoretischen Grundlagen und Be-
ziehungen herauszuarbeiten.

3.2 Eine algemeine Theorie latenter Variablen

In diesem Abschnitt stellen wir zundchst die Annahmen der Theorie latenter
Variablen und die wichtigsten Folgerungen zusammen. Danach untersuchen
wir, wann und wie sich die unbekannten Parameter aus den statistischen
Kennwerten manifester Variablen, namlich aus Erwartungswerten, Varianzen
und Kovarianzen, eindeutig bestimmen lassen.

3.2.1 Die Grundannahmen
Die formale Theorie latenter Variablen basiert auf zwei Grundannahmen,

namlich auf der bedingten stochastischen Unabhéngigkeit der manifesten Va-
riablen und auf der Art der Variablencharakteristik.

3.2.1.1 Bedingte Unabhangigkeit

Der Grundgedanke von Modellen zur Erklérung der Abhangigkeiten beob-
achtbarer oder manifester Variablen yp, p € {1,2,...,P}, durch eine latente
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Variable besteht darin, dafd fur jeden festen Wert der latenten Variablen £ keine
Abhéangigkeit mehr zwischen den manifesten Variablen y, besteht. Ein Beispiel
soll dies erlautern: Handelt es sich bei den y, um psychologische Testvaria-
blen, welche miteinander korrelieren, so wird per Modellannahme erwartet,
dal die Korrelationen verschwinden, wenn man die Testvariablen Vpn vor-
legt, welche gleiche Auspragungen der latenten Variablen & aufweisen. Fur
diese Vpn sollen die Testvariablen dann unabhangig sein.

Formal 1aRt sich dieser Gedanke wie folgt formulieren: Fur alle nichtleeren
Teilmengen J der Indexmenge {1,2,...,p,...,P} gelte (vgl. Anderson 1959, S.
11, Lord & Novick 1968, S. 543)

(3.1) E([Tyle) = 120,19,
pe] pe

wobei I1 das Produktzeichen ist. Nach dieser Gleichung ist die bedingte Er-
wartung des Produkts der Variablen y, gleich dem Produkt der bedingten
Erwartungen der Variablen y,. Zufallsvariablen y,, welche diese Gleichung
erfallen, heiRen bedingt linear stochastisch unabhangig.

Diese Bedingung sei fir zwei Varigblen y, p € {1,2} mit den Werten y, = 1 und
Y, = 0 veranschaulicht. Die bedingte Erwartung ist dann als bedingte Wahr-
scheinlichkeit interpretierbar, da E(y, | §)=1Py, =1 | E+ 0. Py, = O|§)
= P(Yp =1 IS) gilt. In Gleichung 3.1 erkennen wir dann das bekannte Multi-
plikationstheorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. z.B. Bortz, 1977,
S. 71), welches besagt, da3 zwei Ereignisse dann bedingt stochastisch unabhan-
gig sind, wenn ihre Verbundwahrscheinlichkeit P(y, = 1 |§), (y, = 1| &)=
Py, = 1 | & Py, =1 |§) als Produkt der bedingten Einzelwahrscheinlichkei-
ten darstellbar ist.

In der allgemeinen Theorie latenter Variablen machen wir ausdriicklich keine
Verteilungsannahmen. Fir die beteiligten Zufallsvariablen setzen wir jedoch
voraus, da sie eine endliche Erwartung haben.

3.2.1.2 Variablencharakteristische Funktion (VC-Funktion)

Die bedingte Erwartung E(y, IE) nennen wir im vorliegenden Zusammenhang
auch variablencharakteristische Funktion, abgekirzt VC-Funktion®). Sie gibt
fir jeden Wert & der latenten Variablen & an, welchen (bedingten) Erwartungs-
wert E(yp, |§ = E)die manifeste Variable Yoo P € {1,2,...,P}, hat. Die Ver-
schiedenheit der hier behandelten Modelle zur Erklarung der Abhéangigkeit

8) Andere Bezeichnungen sind: Variablen-, Itemcharakteristik, itemcharakteristische
Funktion).
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manifester Variablen durch eine latente Variable besteht darin, von welchem
Typ die variablencharakteristische Funktion E(y, I &) ist.

a) Bei linearer VC-Funktion legt man den Typ von E(y, | &) durch die Glei-
chung

(3.2) Ey|8) = ko + 1E

fest. Nach Gleichung 3.2 ist die bedingte Erwartung der manifesten Variablen
Yp eine lineare Funktion der latenten Variablen &. In Abbildung 3.2 ist eine
lineare VC-Funktion fir den speziellen Fall kontinuierlicher latenter und ma-
nifester Variablen dargestellt. Man beachte, daf3 bei einer diskreten latenten
Variablen & (siehe z.B. Abb. 3.7) auch die Variablencharakteristik E(y, ]Ej)
diskret ist.

Yo ﬂ‘

24 EQ, | &)

pO

'-
(&)
sy

Abb. 3.2: Lineare VC-Funktion bei kontinuierlichen manifesten Variablen und einer
kontinuierlichen latenten Variablen. Die Gerade E(y, |§) gibt fur jeden
Wert &€ der latenten Variablen & den fir Yp erwarteten Wert an. In diesem
Fall wurden willkurlich }\'PO = 1.0 und )\P = 0.6 angenommen.

b) Bei polynomialer VC-Funktion legt man den Typ von E(y, | &) durch die
Gleichung

(3.3) EQp|&) = Mo + Ayl + A + ...

fest. Die bedingte Erwartung der manifesten Variablen y, ist dann eine kurvili-
neare Funktion der latenten Variablen &, wie sie in Abb. 3.3 fur Polynome 2.
Ordnung dargestellt ist:
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EQy(8)

/

0 1 2 3

Abb. 3.3: Nichtlineare VC-Funktion bei kontinuierlichen manifesten Variablen und
einer kontinuierlichen latenten Variablen in Form eines Polynoms 2. Ord-
nung, hier willkiirlich mit Ao = 0.5, Ay = 0.2 und Ay, = 0.3. Die Parabel
E(y, £ gibt fur den festen Wert E der latenten Variablen & den fur y,
erwarteten Wert an.

c) Bei logistischer VC-Funktion legt man den Typ von E(y, l &) durch die
Gleichung
exp (Mo + ApE)
E {I,: — P P
(34) 0518 =13 exp (hpo + k)

fest, wobei exp(hpo + Ap) = € + A& gilt mit e = 2718, der Euler'schen Zahl.
Die bedingte Erwartung der manifesten Variablen yp ist dann eine logistische
Funktion der latenten Variablen §. Der Zusammenhang ist in Abbildung 3.4,
S. 31, dargestellt:

3.2.3 Die Residualvariablen

Bei Modellen mit einer latenten Variablen & ist der Zusammenhang zwischen &
und den manifesten Variablen y, nicht deterministisch, d.h. zwischen den ye,
p €{1,2,...,P}, und deren bedingten Erwartungen E(y, 1 &) wird in der Regel
eine Differenz

(3.5) &=y, — E0,] &),
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0.5

Abb. 3.4: Logistische VC-Funktion, hier willklrlich mit den Parametern }\'PO = 1.0
und A, = 0.8. Der Parameter A, beschreibt die , Steilheit** der VC-Funktion,
der Parameter A, ihre Lokation. Bei Ay + A& = 0, d.h. bei & = —A /A, gilt
immer E(y, | &) = 1/2. Die bedingte Erwartung kann hier nur Werte zwi-
schen Null und Eins annehmen. Auch bei diskreten manifesten Variablen y,

ist E(yp | &) kontinuierlich.

bestehen, die wir als Residualvariablen bezeichnen. Diese haben die Eigen-
schaft, daR ihr bedingter Erwartungswert fiir alle Auspragungen von & gleich
Null ist:

(3.6) E(e,l8 =0

(siehe Anhang C, Regel 10). Fiur die Residualvariablen &, gelten die weiteren
Eigenschaften

3.7) E(e,) = E[E(g,|©)] = 0,
(siehe Anhang C, Regel 1), und
(3.8) C(E, &) = ClE,y, — E0p| 81 =0

(siehe Anhang C, Regel 11). Nach Gleichung 3.7 ist also auch der unbedingte
Erwartungswert der &, gleich Null, ebenso wie nach Gleichung 3.8 die Kova-
rianzen zwischen & und den &, Null sind.

Eine weitere Konsequenz aus der Modellannahme 3.1 ist, daR Residualvaria-
blen &, paarweise nicht kovariieren

(3.9) Clep,eps) = 0, fiir alle p, p* € {1,2,...,P} mit p#p*.
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3.2.4 Kovarianzmodellgleichungen und Identifikation

Im folgenden untersuchen wir fir lineare VC-Funktionen, welche Folgerun-
gen sich aus den Modellannahmen (Gleichungen 3.1 und 3.2) fir die Modell-
gleichungen der Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen der beobacht-
baren Variablen y, ergeben, und anschlielend, ob und wie sich die Parameter
Apos hps V(&) und V(eg aus den Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen
der y, eindeutig bestimmen lassen. Dies ist die Frage der Identifizierbarkeit. In
manchen Féllen konnen, wie wir in Abschnitt 3.3.3 erwéhnen, auch Modell-
gleichungen fir Momente héherer Ordnung zur eindeutigen Bestimmung von
Modellparametern beitragen.

Nach den Gleichungen 3.2 und 3.5 gilt fur y,
(3.10) Yp = Apo + M + &
Daraus und aus den Gleichungen 3.8 und 3.9 folgen die Modellgleichungen fir
die Kovarianzen der Variablen y,
(311) C()/P,yp:-) = C()\'PO + )\’Pg + EP’ )\.P::-o -+ )\p#g + Epz.u) =
= MC(EE) Ay + Clep,gps) =
Mo V(E), fiir p #* p*

A2 V(E) + Vi(ey), fiir p = p*

fur alle p,p* € {1,2,...,p}.

Fir p = p* geben die Gleichungen 3.11 die Modellgleichungen fir die Varianz
der beobachtbaren Variablen y, an. Die durch die latente Variable § erklarte
Varianz einer manifesten Variablen y, ist gleich A3 V(&) und somit gleich A,
wenn & auf die Varianz V(&) = 1 normiert wird.

Liegen drei beobachtbare Variablen y, vor, wie in Abbildung 3.1 veranschau-
licht, so implizieren die Annahmen 3.1 und 3.2 genau sechs Kovarianzmodell-
gleichungen (vgl. auch die ,,accounting equations‘ von Lazarsfeld 1959,
S. 504), welche die drei bekannten Varianzen und die drei bekannten Kova-
rianzen der beobachtbaren Variablen y, mit den drei unbekannten Ladungen
A, und den drei Fehlervarianzen V(¢;) verbinden. Die Gleichungen 3.11 ent-
halten in diesem Fall genau P(P + 1)/2 = 6 Modellgleichungen fir die Kovarian-
zen, die gerade geniigen, um eindeutig die sechs Parameter Ay, A, A3, V(&y),
V(e;), V(e;) zu bestimmen, wenn wir entweder die Varianz der latenten Varia-
blen & festlegen oder einem Parameter )»p einen bestimmten festen Wert geben:
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Wir leiten zun&chst aus den Modellgleichungen 3.11 fir die Kovarianzen der
beobachtbaren Variablen die Identifikationsgleichung fir A; ab. Dazu bilden
wir durch dreimaliges Benutzen von Gleichung 3.11 fir p # p* den Ausdruck

C()’hyz) : C(y1,y3) _ )»IV(E))Q ' )\-1V(§) )\3

3.12 = M V(&).
( ) C(y25y3) A V(&) Ay V)
Fir den Koeffizienten Ay erhalten wir demnach

Cly,ya) - Clyy,
(3.13) A o= % (J/lyz) 0’1)’3)

- Clyays) - V(&)

Wenn wir die Variablen y, so definieren, da3 sie positiv mit & kovariieren, so
hat A, immer ein positives Vorzeichen. Da die Kovarianzen der manifesten
Variablen y, gegebene GroRen sind, sieht man aus den Gleichungen 3.12 und
3.13, daR mit der Festlegung der Varianz V(&) der Koeffizient A, gegeben ist
bzw. umgekehrt mit der Festlegung von A, auch V(&). Da die Numerierung der
Variablen y, beliebig ist, kann man Gleichung 3.13 entsprechend fiir jede der
Variablen y,, p € {1,2,3} verwenden.

Wenn wir bedenken, dal wegen C(yP,E) = C()»po+)»p§+ep , §) = )\pV(é) for die
Koeffizienten A,

M)
TV

gilt, so sehen wir, daB A, um so groBer wird, je kleiner die Varianz von §
festgelegt wird. Darliber hinaus ist zu beachten, daR )»p > )\,p::- nur dann auf
einen starkeren Zusammenhang zwischen y, und & gegeniiber y,. und & hin-

weist, wenn y, und y,. gleiche Varianzen haben.

(3.14)

Im Abschnitt 3.3.3 werden wir einen Fall kennenlernen, bei dem V(&) nicht
beliebig festzulegen ist. In diesem Fall hat V(&) eine wichtige empirische Be-
deutung, und wir werden sehen, dal} durch Berucksichtigung der Modell-
struktur fur die zentralen Momente dritter Ordnung C(yi,Y»,Y3) in diesem Fall
auch die Varianz V(&) eindeutig bestimmt werden kann.

Aus den Gleichungen 3.11 (fur p = p*) erhalten wir auch die ldentifikations-
gleichungen fiir die Fehlervarianzen V(g,), wenn wir fir ALV(E) den linken
Ausdruck aus Gleichung 3.12 einsetzen. Die folgende Gleichung gilt wieder
fur alle Variablen y,, wenn man die Indices entsprechend umnumeriert:

(3.15) Viey) = Vi) — C()/hj(’jz()y'z,)(;()%,ys)

Sind die Parameter A, und V(e,) erst einmal eindeutig bestimmt, so kann man
auch die Skalenkonstanten A, unter Verwendung von Gleichung 3.10 aus
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(3.16) E(yp) = hpo + Ay, E(E)

eindeutig bestimmen, wenn man E(&) festlegt. Gewdhnlich wird die Normie-
rung E(§) = 0 gewshlt.

Allgemein erhdlt man bei einem Modell mit P kongenerischen Variablen genau
P(P+l)/2 Kovarianzgleichungen (siehe Gleichungen 3.11) mit 2-P unbekann-
ten Parametern, namlich den }»P und V(e,), und auRerdem P Gleichungen fur
die Erwartungswerte der Vo mit weiteren P unbekannten Parametern, namlich
den Skalenkonstanten M. Liefert ein Modell nur so viele Gleichungen fir die
Kovarianzen wie zu bestimmende Parameter, so kann das Modell zwar identi-
fizierbar sein, es ist aber empirisch noch nicht Uberprifbar, da es zu einer
perfekten Anpassung des Modells an die Daten einer Stichprobe filhren wirde.
Erst wenn P > 3 ist, hat man mehr Gleichungen als Unbekannte, und man
spricht von Uberidentifikation. In diesem Fall kénnen zumindest einige Para-
meter durch mehrere Gleichungen bestimmt werden und das Modell wird
empirisch Uberprifbar.

3.2.5 Beispiel

Ein fiktives Beispiel soll die oben dargestellte Theorie erldutern. Wir gehen
davon aus, dal? die folgenden Varianzen, Kovarianzen und Korrelationen zwi-
schen den kongenerischen Variablen vy, y, und y; fur eine bestimmte Popula-
tion bekannt und in Tabelle 3.1 gesammelt sind. Dabei enthadlt die untere
Dreiecksmatrix die Korrelationen, die obere die Kovarianzen und die Haupt-
diagonale die Varianzen:

Tabelle 3.1: Korrelations- (untere Dreiecksmatrix) und Kovarianzmatrix
(obere Dreiecksmatrix) fiktiver Daten.

Y1 Y2 N
Y1 4.00 0.90 4.20
Y2 0.90 0.25 1.20
Y3 0.70 0.80 9.00

Die Parameter A, und V(e,), die unter der Normierung V(§) = 1 nach den
Gleichungen 3.13 und 3.15 berechnet wurden, sind in Tabelle 3.2 gesammelt.

Waéhlen wir z.B. eine Personengruppe A mit der Auspragung £, in der laten-
ten Variablen und eine Personengruppe B mit der um eine Einheit héheren
Auspragung Eg = E5 + 1, so erwarten wir nach Gleichung 3.2 fiir Personen der



Modelle zur Beschreibung statistischer Zusammenhédnge 35

Tabelle 3.2: Modellparameter flr das fiktive Zahlenbeispiel der Tabelle 3.1.

Ap V(e,)
Y1 1.77 0.87
¥ 0.50 0.00
Vs 2.37 3.38

Gruppe B verglichen mit Personen der Gruppe A in der manifesten Variablen
y; eine um 1.77, in y, eine um 0.50 und in y; eine um 2.37 Einheiten ,,h6here*
Merkmal sauspragung. Eine vergleichende Reihung der Gewichte )\p hinsicht-
lich des Grades der Abhangigkeit der manifesten Variablen y, von der latenten
Variablen & ist erst moglich, wenn alle beobachteten Variablen auf die gleiche
Varianz normiert werden.

Bis auf Rundungsfehler laRt sich mit diesen Daten und den Gleichungen 3.11
die Ausgangskovarianzmatrix exakt reproduzieren. Bei drei Variablen y, lafit
sich diese perfekte Anpassung des Modells an die Daten mit jeder beliebigen
Korrelationsmatrix erzielen, in der alle Eintragungen von Null verschieden
sind. Erst bei vier beobachteten Variablen y, ware dies nicht zwangsléaufig der
Fall, womit das Modell dann empirisch Uberprifbar wére. Dabei ist die inhalt-
lich wichtigste Frage, ob eine latente Variable zur Erklérung der beobachteten
Zusammenhange ausreicht.

3.2.6 Modell paralleler Variablen

Fihrt man noch restriktivere Annahmen ein, als sie in der formalen Theorie
latenter Variablen mit linearer VC-Funktion (Gleichungen 3.1 und 3.2) ge-
macht wurden, erhd@lt man das Modell paralleler Variablen (vgl. hierzu den
Begriff ,,parallele Tests* in der klassischen Testtheorie, z.B. in Fischer, 1974,
S. 34). Beim Modell paralleler Variablen werden zusétzlich die Gleichungen

(3.17) Moo = hos Ap = A% Vi(e,) = V(e), fiir alle p € {1,2,...,P},

angenommen. Parallele Variablen haben demnach gleiche Erwartungswerte
(das folgt aus den Gleichungen 3.16 und 3.17), gleiche erklarte Varianzen
MV(&) (siehe Gleichungen 3.11 fir p = p*) und gleiche Fehlervarianzen. Paral-
lele Variablen sind in diesem Sinn austauschbar, denn sie messen dieselbe
latente Eigenschaft auf der gleichen Skala gleich gut. Kongenerische Variablen,
die nicht zugleich parallel sind, messen hingegen dieselbe Eigenschaft auf ver-
schiedenen Skalen verschieden gut.
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3.2.7 Zusammenfassende Bemerkungen

Die in diesem Abschnitt dargestellte allgemeine formale Theorie liegt den in
den folgenden Abschnitten zu behandelnden Modellen zugrunde. Sie besteht
aus zwei Grundannahmen, der bedingten stochastischen Unabhéngigkeit (sie-
he Gleichung 3.1) und der Art der Variablencharakteristik (siehe Gleichungen
3.2 bis 3.4). Diese beiden Annahmen geniigen zur eindeutigen Bestimmung
der Modellparameter (siehe fir lineare VC-Funktion die Gleichungen 3.13
und 3.15) sofern Varianzen und Kovarianzen von geniigend vielen beobacht-
baren Variablen vorhegen und die Varianz der latenten Variablen festgelegt
wird. Bei restriktiveren Annahmen Uber die Modellparameter gentgen fir
deren eindeutige Bestimmung bereits zwei beobachtbare kongenerische Varia-
blen, die wir dann auch ,,parallel* nennen.

Weiterfuhrende Literatur: Die Theorie latenter Variablen ist zundchst nur in Ansétzen
behandelt worden (siehe z.B. Anderson 1959, Lord & Novick 1968). Eine monogra-
phische Abhandlung liefert Harnerle (1982).

3.3 Anwendungen der allgemeinen Theorie latenter Variablen
3.3.1 Faktorenanalyse

Als erste Anwendung der im Abschnitt 3.2 dargestellten Theorie behandeln
wir die lineare Faktorenanalyse mit einem Faktor (einer latenten Variablen).

Von der Faktorenanalyse in dem hier verwendeten engeren Sinn (Spearman
1904, 1926, Thurstone 1947, Joreskog 1966) muf} die ,,Hauptkomponenten-
analyse* (Pearson 1901, Hotelling 1933) unterschieden werden. Wahrend es
Ziel der Faktorenanalyse ist, die Kovarianzmatrix von kongenerischen Varia-
blen durch eine geringe Anzahl von Faktoren (latenten Variablen) zu erkléren,
beschrankt sich die Hauptkomponentenmethode darauf, eine Kovarianzmatrix
von Variablen durch orthogonale Komponenten, welche auch Faktoren ge-
nannt werden, aber dem theoretischen Anspruch latenter Variablen meist nicht
gentigen, zu beschreiben (vgl. z.B. Lawley & Maxwell, 1971, S. 2-4). Die
Hoffnung in der bisherigen Forschung, exploratorisch mit der haufig ange-
wendeten Hauptkomponentenmethode geeignete Theorien ,,automatisch* zu
finden, konnte sich deshalb nur kaum erfillen. Doch seit Joreskog (1967,
1969, 1973) rechentechnische Probleme in der Faktorenanalyse gel6st hat, ist
auch die Uberpriifung von Theorien mit konfirmatorirchen Faktorenanalysen
praktisch leicht durchfiihrbar (siehe Sérbom & Joreskog, 1976, Joreskog &
Sérbom, 1978).

In der Faktorenanalyse werden sowohl die latente Variable & (der Faktor) als
auch die beobachtbaren Variablen y, als kontinuierlich angenommen. Dann ist
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auch die lineare Variablencharakteristik E(yp|§) kontinuierlich (siehe Abbil-
dung 3.5). Sie kann als Regressionsgerade zwischen der jeweiligen Variablen vy,

und der latenten Variablen & angesehen werden. Die Werte E von & heiBen in
der Faktorenanalyse ,,factor scores".

2r E(,|®

Al

U

[N% J

Abb. 3.5: Faktorenanalytisches Modell mit einem Faktor als Spezialfall der allgemei-
nen Theorie latenter Variablen mit linearer VC-Funktion entsprechend
Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen manifesten und kontinuierlicher la-
tenten Variablen. Die Gerade E(yp|§) gibt fir jeden Wert & (factor score) der
latenten Variablen £ den fur y, erwarteten Wert an. In der Faktorenanalyse
sind die Normierungen E(y,) = E(§) = 0 ublich, wodurch die Skalenkon-
stanten Ay = O sind. Die Ladung A, wurde hier willkirlich mit A, = 0.8
angenommen.

Die Gewichte }\p werden in der Faktorenanalyse ,,Ladungen“ der Variablen yp
auf & genannt. Ist die Varianz V(&) auf Eins normiert, so ist A} die ,,Kommuna-
litét* der Variablen y.. Die Gleichungen 3.11 zeigen, dal} es sich dabei um die
durch & erklarte Varianz von y handelt, also um V[E(yplij)].

Als klassischen Anwendungsfall koénnen wir Spearman’s Generalfaktor-Theo-
rie betrachten (Spearman, 1904).
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Weiterfuhrende Literatur: Als deutschsprachige Lehrbiicher seien Pawlik (1968), Re-
venstorf (1976, 1980) und Uberla (1971) genannt. Revensdorf (1980), Anderson &
Rubin (1956) sowie Lawley & Maxwell (1971) gehen ausfihrlicher auf die statistischen
Probleme der Faktorenanalyse ein, als die Monographien von Mulaik (1972), Harman
(1967) oder Horst (1965), welche ebenso wie die oben angefiihrten deutschsprachigen
Autoren mehr Platz der Hauptkomponentenanalyse widmen. Die nichtlineare Fakto-
renanalyse (entsprechend Gl. 3.3) wird z.B. von McDonad (1967) behandelt.

3.3.2 ,,Linear traceline model”

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Besonderheiten sich fir die
Interpretation einiger Gleichungen und Parameter ergeben, wenn man zuséatz-
lich zu den Modellannahmen der Gleichungen 3.1 und 3.2 festlegt, dal die
latente Variable kontinuierlich ist, die manifesten Variablen aber zweiwertig
sind.

Lazarsfeld (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 206) hat ein Modell eingefiihrt,
das von einer linearen Beziehung zwischen der kontinuierlichen latenten Va-
riablen £ und den zweiwertigen beobachtbaren Variablen y, ausgeht, das ,line-
ar traceline model“. Wir zeigen daher in diesem Abschnitt zun&chst, dal3 das
Lazarsfeld’sche Modell mit linearer Variablencharakteristik (,,linear traceline")
ein Spezialfall des allgemeinen Modells latenter Variablen ist, wenn man von
zweiwertigen manifestigen Variablen und einer kontinuierlichen latenten Va-
riablen ausgeht.

In den Gleichungen 3.1 und 3.2 sind die Annahmen des allgemeinen linearen
Modells latenter Variablen formuliert. Die zusétzlichen Annahmen des ,,linear
traceline model“ bestehen in der notwendigen (vgl. dazu Wottawa, 1979,
S. 49) Einschrankung von & auf das Intervall [&;,5;] und in der Festlegung, daR
& kontinuierlich ist, die yp aber nur die Werte 0 bzw. 1 annehmen kénnen. Wir
untersuchen nun, welche Folgerungen sich aus diesen Festlegungen ergeben:

Die erste Besonderheit betrifft die lineare VC-Funktion, fir die in diesem Fall
gilt:

(3.18) EG,|&) = PO, = 1]8) = Mo + L&

Demnach ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, daR y, den Wert 1 unter £ = &
annimmt, eine lineare Funktion der latenten Variablen £ (siehe Abbildung
3.6). Hier wird deutlich, daR das allgemeine Modell latenter Variablen zu
einem ,,probabilistischen Modell* wird, wenn y, nur zwei Werte annehmen
kann, welche mit 0 und 1 kodiert werden (vgl. auch Abschnitt 3.3.4). Der
einzige Unterschied zwischen dem faktorenanalytischen und dem probabilisti-
schen Modell in Gleichung 3.18 besteht darin, da3 die Werte der bedingten
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Erwartung E(yplé)im letzteren Fall als bedingte Wahrscheinlichkeiten inter-
pretiert werden kénnen.

Bei psychometrischen Tests, in denen & eine latente Fahigkeit reprasentiert,
kann bei der Kodierung yp = 0 fur ,,Nichtlésung® und y, = 1 fur ,,Lésung”
einer Aufgabe p die Konstante )»po als Leichtigkeit der Aufgabe p interpretiert
werden. Die unbedingten Erwartungswerte der beobachtbaren Variablen

(3.19) E(yp) = E(hyo + ME + &) = Ao + ME(E),
vereinfachen sich némlich bei der Normierung E(§) = 0 zu

(3.20) E@,) = ho = Py, = 1).

Man sieht, dal }»po hier die Losungswahrscheinlichkeit der Aufgabe p darstellt,
welche in der klassischen Testtheorie (vgl. Lienert 1969, S. 87, od. Moosbrug-
ger, 1981 b, S. 27) als Aufgabenschwierigkeit bezeichnet wird.

Der Parameter }\p zeigt die ,,Trennschérfe” einer Aufgabe an. Je gréRer kp ist,
desto groRer der Zusammenhang (siehe Gleichung 3.14) zwischen Fahigkeit
und Losung dieser Aufgabe, und desto weniger hangt das Lésen der Aufgabe
von anderen, nicht erfaldten Umstanden ab.

e I.O“
Py, =118

0.5

R "
-1

E, 1 £ 1 &

Abb. 3.6; Linear traceline model. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, da3 die Variable yp
den Wert 1 annimmt, ist eine lineare Funktion der Auspréagung der latenten
Variablen &. Man sieht, dal3 die bedingte Erwartung (Wahrscheinlichkeit)
auch bei diskreten yp kontinuierlich ist. Wurde & normiert mit E(&) = 0,
dann ist A, die unbedingte Wahrscheinlichkeit fir ,yp = 1¢. Bel Fahigkeits-
tests kann X, deshalb as ,Leichtigkeit* interpretiert werden. Der Parameter
Xy gibt den Wert an, um den die Wahrscheinlichkeit for ,y, = 1" angteigt,
wenn sich & um eine Einheit erhtht. Zugleich ist A, bel V(&) = 1 die Kova
rianz zwischen yp und & (siehe Gleichung 3.14). In diesem Fall wurden
willkUrlich &, = 0.5 und A, = 0.3 angenommen.
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Weiterfihrende Literatur: Lazarsfeld & Henry (1968) schreiben an mehreren Stellen
ausfuhrlicher Uber das ,linear traceline model“. Auch Fischer (1974, S. 160ff.) geht auf
dieses Modell ein. Ein Anwendungsbeispiel findet man in Lazarsfeld (1959). Auch die
polynomiale latent structure analysis von Lazarsfeld (1950) kann als Spezialfall der
allgemeinen Theorie geméal3 Gleichung 3.1 und Gleichung 3.3 dargestellt werden.

3.3.3 ,,Latent profile-” und ,,latent class model”

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall, da es sich bei der latenten
Variablen & um eine zweiwertige Kodiervariable handelt, die nur die Werte
»Null“ oder ,,Eins* annehmen kann und somit die Zugehorigkeit zu einer von
zwei Klassen anzeigt. Die manifesten Variablen y,, p € {1,2,...,P}, hingegen
kénnen kontinuierlich oder ebenfalls zweiwertig sein. Gibson (1959) nennt
den ersten Fall ,latent profile model“, auf den auch Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 228) sowie McDonald (1967, S. 58) eingehen. Der Fall, da sowohl die
latente Variable als auch die manifesten Variablen dichotom sind, ist unter der
Bezeichnung ,,latent class model“ bekannt (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968,
S. 17). Beide Modelle sind Spezialfalle der allgemeinen Theorie, die wir in
Abschnitt 3.2 dargestellt haben, d.h. die beiden Modelle sind charakterisiert
durch die Gleichungen 3.1 und 3.2 sowie die Festlegungen, dal3 beim ,latent
profile model“ y, kontinuierlich fir alle p € {1,2,...,P}, und & zweiwertig mit
den Werten O oder 1 sind, wohingegen beim ,latent class model* sowohl y, as
auch & zweiwertig ist mit den Werten O oder 1, fur alle p € {1,2,..,P}.

Wie man durch Berechnung der bedingten Erwartungswerte sehen kann, ver-
einfacht sich in diesen Fallen der Parameter 7\po zu

(3.21) E@y|&=0) = EQuo + ME + £,| £ = 0) = A,

(siehe Gleichung 3.6 und Anhang A, Regel 3), und im Fall manifester zwei-
wertiger Variablen gilt

(3.22) Py, = 1|& = 0) = A

Demnach ist also )»po der bedingte Erwartungswert von y, bzw. die bedingte
Wahrscheinlichkeit far ,,y, = 1" im Fall & = 0. Auf entsprechende Weise
finden wir far 7»}, im Fall kontinuierlicher manifester Variablen

(3.23) Eypl& =1) = EQpo + ME + £ 1E = 1) = ho +

(siehe Gleichung 3.5 und Anhang A, Regel 3), und durch Einsetzen der Glei-
chung 3.21 erhalten wir die Gleichung

(3.24) b = Ep|&=1) = E@,| &£ = 0),
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die sich im Fall zweiwertiger manifester Variablen vereinfacht zu
(3.25) hp = P(y, = 1|E=1) — P(y, = 1|& = 0).

Nach diesen Gleichungen ist }\.P im latent profile model gleich der Differenz der
bedingten Erwartungswerte von y, unter ,& = 1* und ,§ = 0“ (siehe Abb. 3.7)
bzw. im latent class model der Differenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten
fur ,yp = 1* unter ,& = 1 und ,,& = 0“ (siehe Abb. 3.8). Ist Xp gleich Null, so
differenzieren die beiden latenten Klassen nicht hinsichtlich den betreffenden
manifesten Variablen yp.

A
-
5+ A E(yp|§=1)
7
7
K s
7 Ay
Pd
| -
7~
P
7~
E(yPIE=O) —————————
1 Moo Aot
0 £
E=0 E=1

Abb. 3.7: Latent profile model als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Varia-
blen mit linearer VC-Funktion geméal3 Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen
manifesten und dichtomer 0/1 kodierter latenten Variablen. Die bedingte
Erwartung hat dann nur zwei Werte, nédmlich )»PO (hier 2) auf der Stufe & = 0
und Ay + A, (hier 2 + 3 = 5) auf der Stufe § = 1.

Die grundlegende Modellvorstellung der bedingten stochastischen Unabhén-
gigkeit der yp (siehe Gleichung 3.1) bedeutet hier, dal innerhalb einer latenten
Klasse die manifesten Variablen nicht korrelieren und auch in keiner Abhéan-
gigkeit hoherer Ordnung stehen (vgl. Beispiel 3.2.5).



42 Helfried Moosbrugger
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Abb. 3.8: Latent class model als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Variablen
mit linearer VC-Funktion gemaR Gleichung 3.2 sowie dichotomen 0/1 ko-
dierten manifesten und dichotomer 0/1 kodierter latenten Variablen. Die
bedingte Erwartung hat dann nur zwei Werte, ndmlich die Wahrscheinlich-
keiten fur yp = 1 auf der Stufe £ = 0, welche nach Gleichung 3.22 gleich )»Po
(hier 0.2) ist, sowie die Wahrscheinlichkeit fir yp = 1 auf der Stufe & = 1
(hier 0.7). Die Differenz beider Wahrscheinlichkeiten beschreibt nach Glei-
chung 3.25 der Parameter }‘p (hier 0.5).

Bei einem Modell, bei dem eine dichotome latente Variable mit Null bzw. Eins
kodiert wird, kann man die Standardisierung E(§) = 0 und V(&) = 1 nicht
einfuhren, da diese beiden Kennwerte hier eine besondere Bedeutung haben,
denn

(3.26) E@§) = P(E=1)
und
(3.27) V() = P(&=1) [1 — P(E=1)]

(siehe Anhang A, Gleichung A.1).

Die Wahrscheinlichkeit, einer der beiden latenten Klassen anzugehdren, kann
theoriegeleitet a priori festgelegt oder empirisch ermittelt werden, wenn man
die Modellstrukturgleichung fir das zentrale Moment dritter Ordnung zur
Identifikation der Klassenwahrscheinlichkeiten P(§= 1) und P(£=0) 0) benutzt.
Né&heres siehe Steyer & Moosbrugger, 1979, S. 38-41 sowie Lazarsfeld &
Henry, 1968, S. 42. Ein illustratives Beispiel findet man in Lazarsfeld & Hen-
ry (1968, S. 27ff.).



Modelle zur Beschreibung dStatistischer Zusammenhénge 43

Weiterfuhrende Literatur: Das ,latent class model® wird ausfuhrlich in Lazarsfeld &
Henry (1968) behandelt. Einen kurzen Uberblick gibt Madansky (1978). Mit Proble-
men der Parameterschétzung befassen sich Goodman (1974, 1979) und Formann (1978,
1980).

3.3.4 Logistische Modelle

Bei dem in Abschnitt 3.3.2 dargestellten ,linear traceline model* muRten wir &
auf ein bestimmtes Intervall einschranken. Andernfalls kdnnte die bedingte
Erwartung auch Werte groRer als Eins oder kleiner als Null annahmen (vgl.
auch Wottawa, 1980, S. 49), welche mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation
unvereinbar waren. Beim logistischen Testmodell von Birnbaum (1968) und
dessen Spezialfall, dem dichotomen logistischen Testmodell von Rasch (1960)
wird diesem Problem vorgebeugt, indem aufRer der bedingten stochastischen
Unabhéngigkeit (siehe Gleichung 3.1) anstelle der linearen VC-Funktion (sie-
he Gleichung 3.2) die logistische VC-Funktion (siehe Gleichung 3.4) ange-
nommen wird. Bei dichotomen manifesten Variablen y, mit den Werten 0
bzw. 1 werden die Testmodelle ,,probabilistisch und als bedingte Erwartung
erhalten wir folgende bedingte Wahrscheinlichkeit (vgl. Gleichung 3.4):

exp (hyo + Ap8)

(3.27) E0ple) = P = 118) = = exp (hpo + 1, B)

In der logistischen Modellgleichung 3.27 kommen zwei Parameter vor, die
spezifisch fir die Variable y, sind; A, beschreibt die ,Steilheit* der VC-Funk-
tion, A, ihre Lokalisation entlang der &-Achse (vgl. Abbildung 3.4). In psy-
chometrischen Anwendungen kénnen wir A, als MaR fiur die Trennscharfe
(,,discriminating power" sensu Birnbaum 1968, S. 409) einer Variablen auffas-
sen und kpo als ,,Leichtigkeit*. Anstelle von )»Po verwendet Birnbaum (1968,
S. 409) einen Schwierigkeitsparameter }»;o, welcher nach Ausklammern von )\P
in Gleichung 3.27 und Setzen von Ay/A, =- X;o gefunden wird. Die Modell-
gleichung 3.27 lautet dann

exp [)\P(é — )\po)]
1+ exp [A,(§ — Apo)]

(3.28) E@,|& = Py, = 1]&) =

Der Schwierigkeitsparameter 7»;0 ermoglicht einen direkten Vergleich mit dem
Personenparameter &, welcher bei Leistungstests zu besonders einfachen Para-
meterinterpretationen fuhrt: Bezeichnet namlich § die , Fahigkeit* einer Per-
son in der latenten Variablen & und )»;o die Schwierigkeit der Aufgabe, so
betragt wegen exp (0) = 1 dielLdsungswahrscheinlichkeit P(y, = 1 |§ = &) = 12,
wenn & = K;o ist, némlich genau dann, wenn die Fahigkeit der Person ebenso
groR wie die Schwierigkeit der Aufgabe ist. Bei positiv gewahlten )\p gilt
P(y, = = &) > 1/2, wenn § > hy und umgekehrt.
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Ein interessanter Spezialfall des logistischen Testmodells und damit der allge-
meinen Theorie latenter Variablen ist das dichotome logistische Testmodell von
Rasch (1960), bei dem alle Parameter kp, p € {1,2,...,P} gleich Eins gesetzt
werden. Das bedeutet, daR alle Variablen y, die latente Variable § ,,gleich gut*
messen sollen, aber auf im allgemeinen unterschiedlichem Schwierigkeits-
niveau. Demnach verlaufen die VC-Funktionen der verschiedenen yp, parallel,
aber jeweils um die Differenz ihrer Ay entlang der &-Achse verschoben. Abbil-
dung 3.9 illustriert diesen Sachverhalt:

Yp

P(yz:1|§)

I i i * 5
7

Ao My

Abb. 3.9: Dichotomes logistisches Testmodell nach Rasch (1960) als Spezialfall der
allgemeinen Theorie latenter Variablen mit logistischer VC-Funktion ent-
sprechend Gleichung 3.4 sowie dichotomen 0/1 kodierten manifesten und
kontinuierlicher latenten Variablen. Die Kurven P(y, = 1|§) geben fur jeden
Wert & der latenten Variablen & die Wahrscheinlichkeit fir die Ausprégung
Yp = | an; bei psychometrischen Anwendungen ist das die ,,Losungswahr-
scheinlichkeit® der Aufgabe p. Die VC-Funktionen der Aufgaben p = 1 und
p = 2 haben gleiche ,,Trennscharfen* (A, = A, = 1), aber unterschiedliche
Schwierigkeiten Ajg = -1.25 und Ay = 2.0. lhre Schwierigkeitsdifferenz
betragt A3 - Ao = 3.25. Fir Personen mit & = E; = -1.25 erhalten wir bei
Aufgabe 1 die Losungswahrscheinlichkeit 1/2 wie auch fir Personen mit & =
g, = 2.0 bei Aufgabe 2. Mit der Wahl konstanter )»P ist auch die Varianz der
latenten Variablen festgelegt.

Die bei Modellglltigkeit gleichen XP fur alle p € {1,2,...P} Aufgaben ermdgli-
chen ,,spezifisch objektive*, d.h. aufgaben- bzw. personenstichprobenunab-
hangige, Vergleiche (siene z.B. Fischer, 1978, S. 299) zwischen Personen-
bzw. Aufgabenparameter.
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Weiterfihrende Literatur: Als Weiterfihrung in deutscher Sprache koénnen Fischer
(1968, 1974), Rost & Spada (1978) sowie Wottawa (1980) angefuhrt werden. In engli-
scher Sprache sei auler Birnbaum (1968) und Lord & Novick (1968) auch das Heft 2
des Bandes 14 (1977) des Journa of Educationad Measurement genannt, in dem man
neben einer Arbeit von Hambleton & Cook (1977) mehrere ein- und weiterfihrende
Beitrage zum Modell von Rasch und dem von Birnbaum findet. Ein Ubersichtsreferat
gibt Fischer (1978).

3.3.5 Klassisches latent-additives Testmodell

Ein weiteres psychometrisches Testmodell, welches sich als Erweiterung der
klassischen Testtheorie versteht, namlich das ,,Klassische latent-additive Test-
modell“ (KLA-Modell, Moosbrugger & Miiller 1981, 1982, Muller 1980) laft
sich als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Variablen darstellen: die
manifesten Variablen y, sind intervallskalierte Reaktionsvariablen, welche
durch geeignete streng monotone Transformationen aus beobachtbaren konti-
nuierlichen Testvariablen x, gewonnen werden. Der Zusammenhang zwischen
den y, und der kontinuierlichen latenten Variablen 5 wird mit einer linearen
VC-Funktion gem&R Gleichung 3.2 beschrieben, wobei fur ale Aufgaben A, = 1
gesetzt wird:

(3.29) EGpl&) = Mo + 16

Ahnlich wie im Birnbaum-Modell (vgl. Abschnitt 3.3.4) wird anstelle des
Leichtigkeitsparameters ein Schwierigkeitsparameter )\;o = - hyo benutzt, wel-
cher wegen

(3.30) E(&ly, = 0) = — Mo = Ab

angibt (siehe Abbildung 3.10), in welchem Abstand vom Nullpunkt die VC-
Funktion die &-Achse schneidet. Die KLA-Modellgleichung lautet dann in den
hier verwendeten Ausdriicken

(331) E@e|&) = £ = M.

Der Personenparameter § und der Aufgabenparameter X;,O kénnen wegen Glei-
chung 3.30 auf einer Skala verglichen werden.

Gilt € > Ao ist also die Merkmalsauspragung & einer Person groer als die
»Schwierigkeit” der Aufgabe p, so wird eine positive Reaktion erwartet und
umgekehrt eine negative Reaktion.

Wegen der bei Modellgiiltigkeit gleichen A, fir alle p € {1,2,...,P} Aufgaben
und der dann parallelen VC-Funktionen (vgl. Abbildung 3.10) weist auch das
KLA-Modell die von Fischer (1974, S. 407) fur das Rasch-Modell (siehe Ab-
schnitt 3.3.4) hervorgehobene Modelleigenschaft ,,spezifische Objektivitat”
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Yp

Ep |8

Abb. 3.10: Klassisches latent-additives Testmodell (Moosbrugger & Mduller, 1981,

1982) als Speziafall der algemeinen Theorie latenter Variablen mit linearer
V C-Funktion entsprechend Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen manife-
sten und kontinuierlicher latenten Variablen. Die Geraden E(y, |§) gemaf
Gleichung 3.31 geben bei psychometrischen Anwendungen fur jeden Wert
der latenten Variablen & an, welche Reaktion y, erwartet wird. In jedem
Item werden von jenen Personen positive Reaktionen erwartet, deren la-
tente Merkmalsauspragung groRer ist als die entsprechende Itemschwierig-
keit, z.B. wenn im 1. Item & > A}y = -2 gilt bzw. im 2. Item & > A} = 3.
Da die VC-Funktionen aller Aufgaben gleiche Steigungen }‘p = 1 aufwei-
sen, sind ,,spezifisch objektive Vergleiche* zwischen Personen und Aufga-
ben mdoglich.

auf; es erlaubt, Schwierigkeitsunterschiede zwischen Aufgaben mit beliebigen
Personen und Merkmalsunterschiede zwischen Personen mit beliebigen Items
zu beurteilen.

Weiterfuhrende Literatur: Das KLA-Modell wurde von Moosbrugger & Miller (1980)
hinsichtlich seiner wesentlichen Eigenschaften mit der klassischen Testtheorie und dem
dichotomen logistischen Testmodell (siehe auch Abschnitt 3.3.4) verglichen. Zur Para-
meterschatzung siehe Miller (1980); uber geeignete Computeralgorithmen berichten
Mdller & Moosbrugger (1980). Mit empirischen Anwendungen befassen sich Moos-
brugger (1982), Ruch & Hehl (1982) sowie Tarnai (1981).
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3.4 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem dritten Abschnitt haben wir eine formale Theorie vorgestellt, die
beschreiben kann, wie beobachtbares Verhalten mit psychologischen Begrif-
fen, Eigenschaften oder Konstrukten in Beziehung steht. Erst bei Vorliegen
einer Theorie Uber die konkreten Beziehungen bestimmter psychologischer
Konstrukte mit bestimmten beobachtbaren Variablen wird es sinnvoll, von
diesen Konstrukten, Eigenschaften oder Begriffen zu sprechen.

Eine mathematisch formulierte Theorie Uber den Zusammenhang zwischen
beobachtbarem Verhalten und den psychologischen Konstrukten hat den Vor-
teil groRerer Prazision und leichterer Uberprifbarbeit.

Die hier behandelte Theorie latenter Variablen basiert auf den Annahmen der
bedingten stochastischen Unabhangigkeit und der Art der Variablencharakte-
ristik. Dabei ist es unerheblich, ob die beteiligten Variablen kontinuierlich
oder nur zweiwertig sind. Die Einschrankung auf eine einzige latente Variable
wurde nur der Einfachheit halber gemacht. Theorien mit mehreren latenten
Variablen erfordern jedoch einen groferen mathematischen Aufwand, als wir
in diesem Uberblick betreiben wollten.

4. Anhénge

4.1 Anhang A:

Regeln fur Erwartungswerte (vgl. Hays, 1973, S. 871ff.)

Der Erwartungswert einer stochastischen Variablen oder Zufallsvariablen
kann als eine mathematisch exakte Formulierung des umgangssprachlichen
Begriffes des Durchschnittswertes angesehen werden. Im Fall einer diskreten
Zufallsvariablen x mit den Werten x, kann man den Erwartungswert E(X)
folgendermaf3en definieren:

(A.1) E®): = ) x,- P(x = x,).

Der Erwartungswert E(x) ist demnach die Summe der mit ihren Auftretens-
wahrscheinlichkeiten gewichteten Werte x,, der stochastischen Variablen x. Im
Fall, da?3 die stochastische Variable N verschiedene Werte hat und jeder dieser
Werte mit der Wahrscheinlichkeit I/N auftritt, erhdlt die Gleichung A.1 die
Form

N 1 1 N
(A.2) Ex) = ) xo = LK

n=1 n=1
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Im Fall, dal? x kontinuierlich ist, definiert man E(x) mit Hilfe des Integrals
(siehe Hays, 1973, S. 871 oder Bauer, 1974, S. 138, Steyer 1982, in diesem
Band).

Der Erwartungswertvektor eines stochastischen Spaltenvektors x =
(X1s...,Xg)" ist dann einfach definiert durch

E(x,)
(A.3) E(x):= :
E(xq)

Die wichtigsten Regeln fir diese Konzepte sind im folgenden angegeben:

Regel 1: Wenn a ein Vektor konstanter reeller Zahlen ist, dann gilt
E(a) = a.

Regel 2: Wenn «' ein Zeilenvektor konstanter reeller Zahlen und x ein stocha-
stischer Vektor mit dem Erwartungswertvektor E(x) ist, dann gilt
E(o'x) = a'E(x).

Regel 3: Wenn a’ und P’Zeilenvektoren konstanter reeller Zahlen und x und y
stochastische Vektoren mit den Erwartungswertvektoren E(x) und
E(y) sind, dann gilt
E(a'x + B'y) = «'E(x) + P'E(y).

Diese Regeln gelten entsprechend auch fir skalare GréRRen, welche als Vekto-
ren mit einer Komponente aufgefaft werden konnen.

4.2 Anhang B:
Regeln fur Vakanzen und Kovarianzen

Die Kovarianz zweier stochastischer Variablen oder Zufallsvariablen ist ein
Parameter, der die Enge ihres linearen statistischen Zusammenhangs wider-
spiegelt, d.h. sie gibt an, wie stark die beiden Variablen gemeinsam variieren.
Die Kovarianz zweier stochastischer Variablen x und y, die wir mit C(X,y)
symbolisieren, ist folgendermalRen definiert:

(B.1) Cley) = E[lx = E@)] - [y — E®]].

Die Verallgemeinerung fir mehrere stochastische Variablen ist die Kovarianz-
matrix. Sind x bzw. y stochastische Spaltenvektoren mit Q bzw. P Komponen-
ten, so ist deren Kovarianzmatrix C(x,y) wie folgt definiert:
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(B.2) Clxy) == E[[x — E@] [y — E))'] =

Clxryr) Clxysyz) -« - Cleryyp) - .. Clxryp)
C(x.z,yl) C(x.z,yz) P C(x.z,yp) P C(x?,yp)

Cltgn) Clrgns) ... Clrgy) ... Cligyn)

Clxqyr) Clxqya) ... Clxayy) ... Clxqwr)

Ein Kovarianzvektor ergibt sich, wenn einer der beiden stochastischen Vekto-
ren nur eine Komponente enthélt. Ist z.B. Q=I, so reduziert sich die Kova-
rianzmatrix C(x,y) auf den Kovarianzvektor

(B.3) C(x’y) = [C(xlyl)’ C(x’yZ)’ cee C(x’yp)a cee s C(x:yP)]-

Ist hingegen P = 1, so reduziert sie sich auf den Kovarianzvektor

Clx1,y)
C("':Z’y)

Clxg)

Clrq)

(B.4) C(x\y) =

Man beachte, da C(x,y) = C(y,x)" und C(y,x) = C(x,y) gelten.

Im folgenden sind einige Regeln fir diese Konzepte aufgefiihrt, die auch fir
die Varianz einer stochastischen Variablen von Bedeutung sind, da diese durch

(B.5) V(x) = C(x,x)

definiert ist. Bei allen stochastischen Variablen setzen wir im folgenden vor-
aus, dal} sie einen endlichen Erwartungswert haben.

Regel 1: Sind a ein Vektor von reellen Konstanten und x ein stochastischer
Vektor, dann gilt
Cla, x) = 0.

Regel 2: Wenn A, A,, B;, B, Matrizen konstanter reeller Zahlen sind und x;,
X2, Y1, Y, stochastische Vektoren mit entsprechenden Anzahlen von
Komponenten, dann gilt
CAx; + Ayxy, By, + Byyy) =
= A C(x;,y1) Bl + A C(x1,y2) B; + Ay C(xy1) Bl + A; Clxy,y,) B -

Diese Regeln gelten entsprechend auch fir skalare GroRen, welche als Vekto-
ren mit einer Komponente aufgefalit werden koénnen.
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4.3 Anhang C
Regeln flar bedingte Erwartungen

In diesem Anhang sind einige Rechenregeln fir bedingte Erwartungen (vgl.
Steyer, Moosbrugger & Ullrich 1981) zusammengestellt. Dabei sind X, y und z
stochastische Variablen und x, y und z stochastische Vektoren auf dem glei-
chen Wahrscheinlichkeitsraum sowie o, B reellwertige Konstanten und a, R
Vektoren reellwertiger Konstanten.

Die bedingte Erwartung von y unter X,
E(ylx) = EQ|x1s..., x0)

ist eine stochastische Variable auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
von x und y, deren Werte E(y |x=x) die Erwartungswerte von y unter der
Bedingung sind, dal3 der stochastische Vektor x einen bestimmten festen Wer-
tevektor x angenommen hat (vgl. Feller, 1971%, S. 162). Fur bedingte Erwar-
tungswerte E(y, x =x )sind sinngemaf die gleichen Regeln wie fir unbedingte
Erwartungswerte gultig.

Der Vektor der bedingten Erwartungen ist definiert durch
(C.1) E@|x) = [EQ: %), Ere| 2]

Fur bedingte Erwartungen gelten folgende Regeln, die z.T. der Arbeit von
Zimmermann (1975) entnommen sind. Die meisten davon gelten ,,nur* mit
Wahrscheinlichkeit 1. Auf diese Differenzierung verzichten wir jedoch in die-
sem mehr an den Praktiker gerichteten Artikel.

Regel 1: Der Erwartungswertvektor des Vektors der bedingten Erwartung
von y unter x ist gleich dem Erwartungswertvektor von y:

E[E(y|x)] = E).

Regel 2: Die bedingte Erwatung von X, ( € ’{1,...,Q}, unter Xx =
(x5 ... xq) st gleich x,:
E(xq|%15..05%Q) = Xg-

Regel 3: Die bedingte Erwartung eines reellwertigen Konstantenvektors a
unter x ist gleich a:
E(a|x) = a.

Regel 4: Sind @ und B reellwertige Konstantenvektoren sowie x und y sto-
chastische Vektoren, so gilt fur die bedingte Erwartung von a'x +
B’y unter z
E((x'x+B’y|z) = ' E(x|z) + B'E(y|2).



Regel 5:

Regel 6:

Regel 7:

Regel 8:

Regel 9:

Regel 10:

Regel 11:

Regel 12:
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Alle Komponenten von x* seien auch in x enthalten. Dann gilt: Die
bedingte Erwartung unter x* der bedingten Erwartung von y unter
X ist gleich der bedingten Erwartung von y unter x*

E[E(y|x) |x*] = E@y | x*)

Die bedingte Erwartung des stochastischen Vektors x,y unter
Xj,...,Xq ist gleich dem Produkt von x, mit der bedingten Erwar-
tung von y unter X,...,Xg:

E[xq~y|x1,...,xQ] = x4 -7E(y|x1,...,xQ).

Der Erwartungswert der bedingten Erwartung der stochastischen
Variablen

P
Hyp 1= 1 ... yp unter x ist gleich dem
p=1 P
Erwartungswert von | | Yo
p=1

e[l ) ] (112

Der Erwartungswert des stochastischen Vektors x4 * E(y |x) ist
gleich dem Erwartungswertvektor von X, . y:

E[xq  E@|x1,...,xQ)] = E(xq " ¥)

Der Erwartungswert des stochastischen Vektors y - E(y |x) ist
gleich dem Nullvektor:

Ely — E(y|x)] = 0.

Der Vektor der bedingten Erwartungen des stochastischen Vektors
[y — E(y|x(] unter x ist gleich dem Nullvektor:

E[ly - Ey|x)]|x] = o.

Der Kovarianzvektor von x, und y - E(y | X1,....Xq) ist gleich dem
Nullvektor

Clxg y — E(y|xy,...,x0)] = 0.

Der Erwartungswert des Produkts der bedingten Erwartungen
zweier Zufallsvariablen z und y, beide unter x, ist gleich dem Er-
wartungswert des Produkts der stochastischen Variablen z mit der
bedingten Erwartung von y unter x und umgekehrt.

E[E(ﬁx) "E(|x)] = E [z E@|x)] = E[E(z|x) 5]
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Regel 13: Wenn a eine reellwertige Konstante sowie xy,...,Xq und y stocha-
stische Variablen sind, dann gilt:
EW|xi..oxq) =a = C@,x) =0,
fiir jedes q € {1,2,...,Q}.

Diese Regeln gelten entsprechend auch fir skalare GréRRen, welche als Vekto-
ren mit einer Komponente aufgefaft werden konnen.
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2. Kapitel

Modelle zur kausalen Erklérung
statistischer Zusammenhange

Rolf Steyer
1. Einfuhrung

1.1 Zur Bedeutsamkeit kausaler Abhangigkeit

Statistische Modelle werden in der Psychologie und anderen Bio- und Sozial-
wissenschaften nicht nur zur Beschreibung von Zusammenhangen der betrach-
teten Phanomene verwendet, sondern wurden von Anfang an auch mit der
Intention der kausalen Erklérung dieser Ph&nomene eingesetzt. So sollte z.B.
Spearmans (1904, 1927) allgemeiner Intelligenzfaktor') die beobachtete Kova-
riation der verschiedenen Intelligenzleistungen erklaren. Wright (1918, 1921,
1923, 1934, 1960a,b) entwickelte seine pfadanalytischen Methoden explizit,
um kausale Zusammenhange genetischer Phanomene zu beschreiben. Fishers
(1925) varianzanalytische Verfahren dienten zunachst zur Auswertung land-
wirtschaftswissenschaftlicher Experimente, bei denen er grofRen Wert auf
Kontrolltechniken wie z.B. Randomisierung gelegt hat (siehe z.B. 1947, S.
17f.), und auch er spricht explizit von , Wirkungen" (siehe z.B. 1956, S. 241)
der experimentell manipulierten Variablen.

In den Forschungsansatzen, die sich um die kausale Erklarung beobachtbarer
Zusammenhange bemiihen, nehmen kontrollierte experimentelle und auch
guasiexperimentelle Untersuchungen (vgl. z.B. Campbell & Stanley, 1963,
Cook & Campbell, 1976, 1979) einen bevorzugten Platz ein. Ein grofl3er Teil
der Techniken zur Versuchsplanung (siehe z.B. Bartenwerfer & Raatz, 1979,
Henning & Muthig, 1979, McGuigan, 1978, Preiser, 1977, Schulz, Muthig &
Koeppler, 1981, Zimmermann, 1972) zielt darauf ab, ,,interne Validitat" her-
zustellen, damit man tatséchlich den ,,EinfluR‘ (Bredenkamp, 1969, S. 333)
der unabhangigen auf die abhéngigen Variablen feststellen kann.

1) Einen kurzen Uberblick Uber Spearmans Intelligenztheorie, und auch spétere Ent-
wicklungen gibt z.B. Sillwold (1977).
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Aber nicht nur in experimentellen Untersuchungen ist die Idee der kausalen
Abhangigkeit von grundlegender Bedeutung. Auch in der Theorie latenter
Variablen (vgl. z.B. Anderson, 1954, 1959, Gibson, 1959, 1962, Goodman,
1974, 1978, 1979, Green, 1951, 1952, Harnerle, 1982, Joreskog, 1969, 1971,
Lawley & Maxwell, 1971, Lazarsfeld & Henry, 1968, McDonald, 1962,
1967a,b, Moosbrugger, 1982, in diesem Band), mit deren Hilfe man ebenfalls
Zusammenhange beobachtbarer Variablen erkléren will, ist die ,,Idee der Ver-
ursachung“ (Lazarsfeld, 1959, S. 500) zentral. Dort will man wissen, ,,0b die
zugrundeliegende Eigenschaft die Beziehungen zwischen den manifesten Indi-
katoren erklart* (Lazarsfeld, 1959, S. 501, Ubersetzung durch den Autor).
Formann (1980, S. 107) schreibt dazu: ,,Manifeste Variablen kovariieren nicht
deshalb, weil sie an sich miteinander zusammenhéngen, sondern weil sie ihre
gemeinsame Ursache in den latenten Variablen haben, welche es zu identifizie-
ren gilt.”

Auch die Strukturgleichungsmodelle (vgl. z.B. Duncan, 1975, Goldberger &
Duncan, 1973, Joreskog, 1970, 1973, 1974, Johnston, 1971, Malinvaud, 1970)
werden explizit zur Beschreibung kausaler Zusammenhange verwendet, auch
solcher mit wechselseitiger Abhangigkeit. Diese Modelle haben insbesondere
durch neuere Arbeiten (siehe z.B. Bentler, 1980, Joreskog, 1977, 1978, 1979,
Joreskog &  Sirbom, 1976, 1977, 1979, 1981, Kenny, 1979) in letzter Zeit
grofRe Beachtung gefunden, die es u.a. erméglichen, kausale Beziehungen auch
zwischen latenten Variablen anzunehmen und solche Modelle empirisch zu
Uberprifen.

Mit Modellen zur Erklérung statistischer Zusammenhange versucht man, Wir-
kungsgefiige zu beschreiben, also kausale Theorien zu formulieren. Wirde die
Psychologie es bei der Beschreibung rein statistischer Zusammenhéange bewen-
den lassen, wéare sie bestenfalls fur Prognosen zu gebrauchen. Darlber hinaus
sind jedoch in der Praxis oft Interventionen gefordert, deren Auswirkungen
nur vorhersagbar sind, wenn kausale Theorien Uber das Zusammenwirken der
Variablen vorliegen. Brandstadter und Bernitzke (1976, S. 13) plédieren eben-
falls fur eine verstéarkte Forschung mit kausalen Modellen, indem sie schrei-
ben: ,,Psychologische Interventionen sind stets Eingriffe in ,,Systeme*, Ein-
griffe in komplexe Wirkungsgefiige also, die erwartete und unerwartete, er-
winschte und unerwiinschte Aus- und Nebenwirkungen haben koénnen. Eine
effiziente und risikobewuf3te Interventionsplanung setzt eine mdoglichst umfas-
sende Kenntnis des Wirkungsgefiiges voraus, in das eingegriffen wird.”

Diese Wirkungsgefiige missen keineswegs deterministischer Natur sein, viel-
mehr mufR man wohl in der Psychologie und selbst in vielen Bereichen der
Physik von stochastischen GesetzmaRigkeiten ausgehen, worauf schon Sarris
(1968) eindringlich hingewiesen hat. Dabei kann durchaus offenbleiben, ob
wir zu stochastischen Gesetzen greifen, weil unser Wissen unvollstandig ist, in
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dem Sinne, daR wir nicht alle beeinflussenden Variablen kennen, oder ob die
untersuchten Phanomene an sich nichtdeterministisch sind.

1.2 Zum Forschungsstand

In krassem Gegensatz zu der Bedeutsamkeit des Konzepts der kausalen Ab-
hangigkeit stand bisher allerdings die Verschwommenheit, die diesem wohl
zentralen Begriff empirischer Forschung eigen ist. Dies liegt keineswegs daran,
dal dem Thema ,kausale Abhangigkeit’ nicht gentugend Aufmerksamkeit ge-
schenkt wird. Vielmehr sind gerade die neueren Versuche, zu einer Klérung
dieses Konzepts beizutragen, so zahlreich, dal} es unmoglich erscheint, diese
auch nur anndhernd adaquat darzustellen. Versuche einer solchen Darstellung
haben z.B. Bagozzi (1980), Cook & Campbell (1979), Stegmiller (1969) und
Suppes (1970) unternommen. In dieser Arbeit beschranken wir uns darauf,
den Diskussionsstand in der Psychologie zu umreif3en.

In der psychologischen Forschung kénnen unter dem Aspekt kausaler Abhéan-
gigkeit wohl zwei Hauptstromungen unterschieden werden, die man vielleicht
am besten mit den Etiketten ,experimentalpsychologische' vs. ,pfadanalytische
Literatur' versehen kann. Der Experimentalpsychologe bemiht sich, alle
,Storvariablen* auszuschalten oder ,interne Validitat’ herzustellen, um den
EinfluR der unabhangigen auf die abhéngigen Variablen feststellen zu kénnen.
Dabei vermeiden manche Autoren, von kausaler Abhéngigkeit zu sprechen. So
z.B. Bredenkamp (1980, S. 1), wenn er formuliert: ,,Da der Begriff der Verur-
sachung in der wissenschaftstheoretischen Literatur (vgl. Stegmdiller, 1969)
jedoch anders als in diesem Zusammenhang gebraucht wird, soll das Ziel des
Experimentierens darin gesehen werden, die Variation der abhéngigen Varia-
blen als Folge der Veranderung von unabhangigen Variablen eindeutig inter-
pretieren zu kénnen.“

Offensichtlich werden hier nur andere Worte fur Ursache und kausale Abhéan-
gigkeit eingesetzt, die jedoch keinerlei Zweifel daran aufkommen lassen, dafl
auch hier Ziel des Experimentierens ist, Ursache-Wirkungs-Beziehungen zu
untersuchen, auch wenn der dabei verwendete Kausalbegriff nicht weiter ex-
pliziert und mit anderen Bezeichnungen umschrieben wird.

Andere Autoren sprechen in diesem Kontext explizit von kausaler Abhéangig-
keit und verstehen interne Validitat als Bedingung, unter der eine kausale
Interpretation der gefundenen Abhéangigkeiten mdglich ist. So schreiben z.B.
Cook & Campbell (1979, S. 58): ,,Interne Validitat ist, nach allem, mit den
Gefahren befaldt, die Zweifel daran erwecken kodnnen, ob ein gultiger kausaler
Zusammenhang besteht, . . . (Ubersetzung durch den Autor).
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Genau betrachtet, wird jedoch auch in dieser und &hnlichen Textstellen nur
der eine undefinierte Begriff durch einen anderen ebenso undefinierten, néam-
lich den der ,internen Validitat' ersetzt, und der Einflul} einer solchen Metho-
dologie wére wohl gering geblieben, wenn nicht in der experimentellen Psy-
chologie und Padagogik zugleich eine Reihe von Handlungsanweisungen ent-
wickelt worden waéren, die dazu beitragen, in einer empirischen Untersuchung
Jinterne Validitét' herzustellen. Eine solche Handlungsanweisung ist z.B. die
Kontrolltechnik der Randomisierung, bei der die Untersuchungseinheiten
(z.B. Versuchspersonen) zuféllig auf die experimentellen Gruppen aufgeteilt
werden, so dal vor der experimentellen Behandlung keine systematischen
Unterschiede zwischen den experimentellen Gruppen bestehen kénnen, und
es daher plausibel erscheint, die spater gefundenen Unterschiede auf die inzwi-
schen durchgefiihrte experimentelle Behandlung zuriickzufiihren. Weitere sol-
che Kontrolltechniken sind z.B. Konstanthaltung von potentiellen Stérvaria-
blen und Parallelisierung (vgl. z.B. Selg & Bauer, 1976, S. 58ff.).

Obwohl diese Forschungsstrategien ohne Zweifel von groRer Bedeutung sind,
bleibt jedoch ungeklart, ob sie hinreichend fir eine kausale Interpretation von
Abhéngigkeiten sind, die unter solchen kontrollierten Bedingungen gefunden
werden. Eine solche Klérung ist nur zu erhoffen, wenn eine von diesen Kon-
trolltechniken zuné&chst unabhangige Definition kausaler Abhé&ngigkeit vor-
liegt, die dem Forschungsgegenstand der Psychologie und anderen Bio- und
Sozialwissenschaften angemessen ist.

Die zweite Richtung in der psychologischen Literatur wurde mit dem Etikett
,Pfadanalyse' versehen. Vertreter dieser Methode sind der Auffassung, daR
eine kausale Interpretation stochastischer Abhangigkeiten auch in nichtexperi-
mentellen Forschungssituationen moglich ist, wenn man die Annahme der
Geschlossenheit machen kann. So schreiben z.B. Namboodiri, Carter und
Blalock (1975, S. 446): ,,. . . , das theoretische System muf} als theoretisch
geschlossen oder komplett angenommen werden, bis auf strikt zuféllige Feh-
lerquellen in den Gleichungen.® (Ubersetzung durch den Autor). Aber auch
hier stellt sich die Frage, was man denn unter ,,geschlossen“ verstehen soll,
und was sind ,,strikt zuféllige Fehlerquellen“ ? Offenbar ist gemeint, dal} alle
wichtigen Variablen in der betreffenden Gleichung vorkommen. Aber was
heifdt dann ,wichtig'? Ist z. B. die abhangige Variable gemessen vor einer expe-
rimentellen Behandlung - denn pfadanalytische Modelle sollten in experi-
mentellen Situationen wohl erst recht gelten - eine wichtige Variable, da sie
vermutlich eine hohe Korrelation mit der abhangigen Variablen gemessen nach
der experimentellen Behandlung aufweist, oder ist sie vielleicht nur wichtig,
wenn keine der Kontrolltechniken verwendet wurde, um ihren systematischen
EinfluR auszuschalten? Wie kann gegebenenfalls die Annahme der Geschlos-
senheit falsifiziert werden?
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Obwohl die Theorien der pfadanalytischen Modelle weit entwickelt sind, was
Schétz- und Testmethoden betrifft (siehe z.B. Goldberger, 1964, Heise, 1975,
Joreskog & Sorbom, 1981, Lohmdller, 1981, Wold, 1981), ist in dieser Litera-
tur keine befriedigende Definition kausaler Abhangigkeit zu finden, obwonhl
nicht wenige Versuche unternommen wurden (vgl. z.B. Simon, 1952, 1953,
Wold, 1954, 1956, 1964, 1969). Einer der klarsten Definitionsvorschléage
stammt von Blalock (1971b, S. 20): ,,Wir werden sagen, da3 X eine direkte
Ursache von Y ist (symbolisiert X — Y) genau dann, wenn wir eine Veréande-
rung im Mittel von Y hervorbringen kénnen, indem wir X verandern, wéah-
rend alle anderen Variablen konstant gehalten werden, die explizit in das Sy-
stem einbezogen sind und die nicht von Y kausal abh&ngig sind.“ (Uberset-
zung durch den Autor).

Die m.E. wesentliche Schwéache dieser Definition liegt darin, dal sie sich,
genau wie Simons Versuche, nur auf ein willkilrliches und zu enges Modell
beziehen ,,- ein Gleichungssystem -, und nicht auf die ,,reale® Welt, welche
das Modell beschreiben soll* (Simon, 1953, S. 51, Ubersetzung durch den
Autor). Bezieht man z.B. nur die Variablen X und Y in das Gleichungssystem
ein, so ware Y - Blalocks Definition zufolge - immer von X kausal abhan-
gig, da ja alle anderen Variablen (hier betragt deren Anzahl Null) konstant
gehalten werden. Folglich wéare Blalocks Aussage nur dann sinnvoll, wenn
man die Geschlossenheitsannahme macht, da namlich alle wichtigen Varia-
blen im Gleichungssystem enthalten sind, eine Annahme, auf deren Unklar-
heit bereits hingewiesen wurde.

Dennoch enthélt Blalocks Definition wohl bereits die entscheidende Grund-
idee, wenn man die Konstanzbedingung nicht auf die explizit einbezogenen
Variablen beschrénkt, sondern dabei alle potentiellen Storvariablen einbezieht,
die in der betreffenden Situationsklasse explizit und implizit vorhanden sind.
Ein sinnvolles Modell mul3 also in irgendeiner Form alle potentiellen Stér-
variablen enthalten. Diese Grundidee und die daraus folgenden Konsequenzen
sollen in dieser Arbeit expliziert und prazisiert werden. Dabei stellt sich her-
aus, da3 man unter bestimmten Voraussetzungen auch dann solche kausalen
Abhangigkeiten feststellen kann, wenn nicht alle potentiellen Storvariablen
konstant sind.

Was Blalock und auch Simon offenbar Ubersehen, ist vor allem, daf unser
Modell nicht nur aus einem Gleichungssystem besteht, im einfachsten Fall also
nicht nur aus einer Gleichung, welche die Beziehung zwischen zwei Variablen
X und Y angibt. Vielmehr handelt es sich bei unserem Modell um eine formale
Struktur, welche die gesamte Untersuchungssituationsklasse oder das gesamte
Experiment mit allen darin vorkommenden Ereignissen beschreibt. Diese for-
male Struktur wird mit (9,94,1’) bezeichnet und heil3t ,Wahrscheinlichkeits-
raum‘. Dabei ist Q die Menge der in der betreffenden Untersuchungssituation
vorkommenden Elementarereignisse, <4 eine Sigmaalgebra daraus bildbarer
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einfacher und zusammengesetzter Ereignisse, und P ist eine Funktion, die
jedem dieser Ereignisse A € <4 eine feste Wahrscheinlichkeit zuordnet (siehe
z.B. Bauer, 1974, S. 129).

Indem jedem einfachen und zusammengesetzten Ereignis eine feste Wahr-
scheinlichkeit zugeordnet ist, ist eine bestimmte Untersuchungssituationsklas-
se oder ein Experiment charakterisiert. Dabei missen diese Wahrscheinlich-
keiten keineswegs bekannt sein. Vielmehr ist es u.a. ein Ziel empirischer Un-
tersuchungen, zu datengestiitzten Schéatzungen dieser Wahrscheinlichkeiten zu
gelangen.

Wenn nun auf einem solchen Wahrscheinlichkeitsraum, der eine ganz be-
stimmte Untersuchungssituationsklasse reprasentiert, zwei stochastische Va-
riablen X und Y definiert werden, so haben diese beiden Variablen eine ganz
bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung, die mdoglicherweise auch durch eine
Gleichung®) wie z.B.

(1.2.1) Y = aye + oyx X + F, mit F:= Y - E(Y|X),

beschrieben werden kann, wobei E(Y | X) die bedingte Erwartung von Y unter
X, sowie dyg und Oyx reelle Zahlen sind. Unser Modell, und das ist das
Entscheidende, besteht aber nicht nur aus dieser Gleichung, wie viele Bicher
der angewandten Statistik dem Leser nahelegen; vielmehr schliefdt dieses Mo-
dell den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum mit allen darin enthaltenen Ereig-
nissen und deren Wahrscheinlichkeiten ein, und damit auch alle Variablen, die
sich auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, in dieser Untersuchungssituations-
klasse definieren lassen. In unserem gegenwartigen Kontext sind dabei vor
allem diejenigen stochastischen Variablen W von Bedeutung, die der Experi-
mentalpsychologe als ,Storvariablen' bezeichnet, und die er mit verschiedenen
experimentellen Techniken zu kontrollieren bestrebt ist. So versucht man mit
der Kontrolltechnik der Randomisierung zu erreichen, dal die unabhéngige
Variable X selbst stochastisch unabhéangig von allen potentiellen Stérvariablen
ist. Dies dient ,,u.a. dem Zweck, den EinfluR anderer Faktoren, die diesen
Zusammenhang (gemeint ist der zwischen X und Y, der Autor) modifizieren
kdénnen, auszuschalten“ (Bredenkamp, 1980, S. 1).

Das implizite Modell des Experimentalpsychologen besteht demnach nicht nur
aus einer Gleichung, wie z.B. Gleichung 1.2.1, sondern aus einer Untersu-
chungssituationsklasse, in der viele, auch unbekannte Variablen eine Rolle

%) Das zeichen = in Gleichung 1.2.1 bedeutet fast sicher gleich® oder mit ,Wahr-
scheinlichkeit Eins gleich, und ,:=" heif3t ,definitionsgemald fast sicher gleich’. Die
bedingte Erwartung E(Y | X) ist in’ der Stochastik so definiert, daf Aussagen Uber sie
nur ,mit Wahrscheinlichkeit Eins oder fast sicher' gelten. Somit werden bei solchen
Aussagen ,Ausnahmen’ zugelassen, fals diese die Wahrscheinlichkeit Null haben (siehe
Definition A.5.1 im Anhang dieser Arbeit).
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spielen, und deren Existenz durch eine sorgféltige Wahl und Anwendung
verschiedener Kontrolltechniken bericksichtigt wird. Diese verschiedenen
Variablen werden nicht einfach ignoriert, sondern die Untersuchungssitua-
tionsklasse, das Experiment, wird nach Mdglichkeit so gestaltet, dal3 die ande-
ren Variablen nicht mehr den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren
oder verfélschen koénnen. Im Gegensatz zu Blalocks Vorstellungen spielen im
Modell des Experimentalpsychologen also nicht nur die explizit genannten
Variablen, im einfachsten Fall X und Y, eine Rolle, sondern die gesamte
Untersuchungssituationsklasse mit allen darin beobachtbaren Variablen, auch
wenn nicht alle diese Variablen tatsdchlich beobachtet werden missen. Mit
anderen Worten ausgedriickt, das Modell des Experimental psychologen um-
falt den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum, der das gesamte Experiment
bzw. die gesamte Untersuchungssituationsklasse reprasentiert, mit allen dabei
involvierten Ereignissen und Variablen. Die Gleichung zwischen zwei Varia-
blen X und Y ist nur ein einziger von mehreren Bestandteilen seines Modells.

Wenn ein solches Modell unsere Vorstellungen von dem beschreiben soll, was
wir als ,Realitat’ bezeichnen, muR3 ,kausal‘ nicht nur eine Eigenschaft des
Modells, sondern auch als Eigenschaft dieser ,Realitét’ postuliert werden; an-
sonsten wére eine solche Modelleigenschaft wohl sinnlos. Demnach mul3 aber
auch eine formale Eigenschaft definiert werden, die ein Modell zu einem kau-
salen Modell macht, und in Anwendungen muf3 man wenigstens im Sinne von
Poppers Falsifizierungskonzept (siehe z.B. Popper, 1969) Uberprifen kdnnen,
ob in dem betreffenden Fall diese Eigenschaft in der ,Realitdt’ erfullt ist.

Diesen grundlegenden Forderungen entsprechen die bisherigen pfadanalyti-
schen Arbeiten nicht. Die dort Ublichen Modelltests prifen, ob das Modell mit
den Daten vereinbar ist und vergleichen verschiedene alternative Modelle hin-
sichtlich dieses Kriteriums. Sie testen jedoch nicht, ob ein solches Modell
kausal interpretierbar ist. Es wird auch nicht angegeben, wie die Annahme der
Geschlossenheit falsifiziert werden kann.

Solche Mangel koénnen wohl als mitverantwortlich fir viele skeptische Stim-
men gegenlber ,Kausalanalysen’ und dem Wort ,kausal® Uberhaupt angesehen
werden. Diese Stimmen reichen von Vorschldgen zur Umbenennung bis zur
scheinbaren Ablehnung. Sarris z.B. schlagt in seiner Antwort auf Kraaks
(1966) Pladoyer fir eine verstarkte Kausalforschung die Bezeichnung ,,stati-
stisch-gesetzméallige Dependenzen“ vor (Sarris, 1968, S. 184), womit er aber
ebenfalls einen stochastischen Kausalbegriff meint. Herrmann (1969, S. 65)
scheint einen vollig ablehnenden Standpunkt einzunehmen, wobei er dann
aber die ,neue’ ebenso diffuse Bezeichnung des ,,Bedingens’ (ebenda) heran-
zieht, die wohl auch eher als Umbenennung zu verstehen ist, denn daf mit
experimentellen Untersuchungen eben nicht nur rein statistische Zusammen-
hange gefunden werden sollen, sondern qualitativ mehr als dies, bestreitet
wohl gegenwartig niemand. Es stellt sich lediglich die Frage, wie diese andere
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,Qualitdt’, die hier als kausale stochastische Abhéngigkeit bezeichnet wird, zu
definieren ist. Erst dann lassen sich experimentelle und nichtexperimentelle
Forschungsstrategien auf einer soliden theoretischen Grundlage auf Vor- und
Nachteile hin diskutieren, und in einer gemeinsamen Theorie integrieren.

1.3 Uberblick

Im vorliegenden Beitrag wird der Versuch unternommen, die oben aufgewor-
fenen Probleme durch die Entwicklung einer formalen stochastischen Theorie
zu l8sen, die zur Grundlegung sowohl experimenteller als auch nichtexperi-
menteller Strategien der empirischen Kausalforschung herangezogen werden
kann. Dabei beschranken wir uns auf regressiv lineare oder kurz ,reglineare'
Modelle. Damit ist zwar eine Einschrénkung auf relativ einfache Modelle ver-
bunden, aber dennoch fallen unter diese Klasse eine recht grofe Zahl verschie-
dener Spezialfalle. Neben den Regressionsmodellen im engeren Sinn, gehéren
auch Varianz- und faktorenanalytische Modelle zur Klasse der reglinearen Mo-
delle, wie Moosbrugger (1982, in diesem Band) zeigt.

Die grundlegende Frage ist die nach dem Unterschied zwischen einem rein
deskriptiven und einem explikativen, kausalen Modell, der nicht nur in der
Intention des Anwenders, sondern auch in den formalen Eigenschaften des
Modells seinen Niederschlag findet. Aufbauend auf den in der Experimentel-
len Psychologie und Padagogik entwickelten Vorstellungen ,interner Validi-
tat', werden dabei die Bedingungen der Vorgeordnetheit und der Invarianz als
die entscheidenden formalen Eigenschaften entwickelt, die uns ermdglichen,
zwischen deskriptiven und explikativen reglinearen Abhangigkeiten aufgrund
rein formaler Kriterien zu unterscheiden.

Die Grundidee interner Validitat ist die einer idealen Situation, in der sich
reine, unkonfundierte stochastische Abhéangigkeiten zwischen den betrachteten
Ereignissen oder Variablen zeigen. In einer solchen idealen Situation ist der
Einflul anderer Faktoren, die diese Abhéngigkeiten modifizieren oder verfal-
schen konnen, ausgeschaltet. Dies bedeutet jedoch nicht etwa, dal3 alle beein-
flussenden Faktoren bekannt oder konstant sein missen. Vielmehr sind ledig-
lich die ,,konfundierenden Faktoren“ (Sarris, 1968, S. 183) fur die interne
Validitat von Bedeutung, da sie die Beziehung zwischen den betrachteten
Variablen verfalschen konnen. Andere beeinflussende Faktoren sind nur inso-
fern wichtig, als sie die Beziehung zwischen den betrachteten Variablen mit
Zufallsfehlern verschleiern, so dal wir die gesuchten Beziehungen mit unseren
inferenzstatistischen Mitteln weniger leicht entdecken kdnnen.

Die abstrakte Vorstellung einer in diesem Sinn ,validen’ oder ,unkonfundier-
ten* Beziehung zwischen zwei stochastischen Variablen (Zufallsvariablen)
kann formal, d.h. ohne jeden Rekurs auf formal undefinierte Begriffe wie
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,Experiment‘, ,Zeit', ,Manipulation‘ etc. formuliert werden (vgl. dagegen
Wold, 1969, S. 448 f.). Der Prézisierung dieser Vorstellung zum Begriff einfa-
cher kausaler reglinearer Abhéngigkeit und den Folgerungen daraus sind die
Abschnitte 3 bis 5 gewidmet, nachdem wir uns im zweiten Abschnitt anhand
eines anschaulichen Beispiels mit konkretem Anschauungsmaterial ausgeristet
haben. In Abschnitt 6 wird dann wieder ein Beispiel behandelt, an dem dann in
Abschnitt 7 Fragen des Geltungsbereichs oder der ,,externen Validitat" (siehe
z.B. Campbell & Stanley, 1963) diskutiert werden kdnnen. Im letzten Ab-
schnitt wird schlieflich in einer SchluRbetrachtung noch einmal die hier vorge-
stellte Theorie in Hinsicht auf die sich aus ihr ergebenden praktischen Konse-
guenzen fur die empirische experimentelle und nichtexperimentelle Kausalfor-
schung zusammengefalit.

Obwohl es in diesem Beitrag nur um die Abhangigkeit zwischen zwei stocha-
stischen Variablen geht, sind die hier entwickelten Ideen auch fir komplexere
Modelle von Bedeutung. Indem man jeweils eine abhangige und eine unabhén-
gige Variable bei Konstanz der anderen unabhéngigen Variablen betrachtet,
kann die Theorie einfacher kausaler reglinearer Abhéngigkeit auch fir Mehr-
variablenprobleme zur Theorie direkter und totaler kausaler reglinearer Ab-
hangigkeit fortgefiihrt werden (siehe Steyer, 1982).

Einige weitere Worte zu dem, was in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt
wird, scheinen angebracht: In der gesamten Abhandlung werden Kkeinerlei
Stichprobenprobleme wie z.B. Hypothesen- und Modellbewertung behan-
delt. Statt dessen untersuchen wir alle hier diskutierten Fragen gewissermalien
auf ,Populationsebene’, d.h. wir verfahren so, als wéren alle Parameter be-
kannt und muRten nicht erst aus einer Stichprobe geschétzt werden. Deswegen
entstenen auch keinerlei statistische Entscheidungsprobleme zwischen ver-
schiedenen Hypothesen Uber die Parameter, Probleme, die in Anwendungsféal-
len natirlich in der Regel vorhanden sind. Fir solche Stichprobenprobleme sei
daher auRer auf die bereits genannten Arbeiten auf die einschlagigen Standard-
werke zur multivariaten Statistik verwiesen, wie z.B. Ahrens (1968), Ander-
son (1958), Bock (1975), Bortz (1977), Gaensslen und Schubd (1973), Krish-
naiah (1980), Moosbrugger (1978), Rao (1973), Rasch (1976, 1978), Schach
und Schéfer (1978), Scheffe (1959), Searle (1971), Tatsuoka (1971), Timm
(1975) und Winer (1971).

2. Miunzen und Elektromagnet

2.1 Einleitende Bemerkungen

Bevor wir eine formale Behandlung kausaler stochastischer Modelle in Angriff
nehmen, soll zun&chst an einem einfachen Beispiel eine solche kausale stocha-
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stische Abhéangigkeit beschrieben werden. Wir verfolgen dabei zwei Ziele.
Zum einen wollen wir zeigen, dal} deterministische Theorien kausaler Abhén-
gigkeit nicht allgemein genug sind, um Abhangigkeiten zu beschreiben, die
zwar intuitiv die Bezeichnung ,kausal‘ verdienen, aber dennoch nur stocha-
stisch sind. Zum anderen soll an diesem Beispiel die formale Darstellung in den
spateren Abschnitten veranschaulicht und die zentrale Frage nach dem forma-
len Unterschied zwischen einem kausalen und einem nichtkausalen Regres-
sionsmodell erldutert werden.

2.2 Beschreibung des Beispiels

Das Beispiel besteht aus folgendem Gedankenexperiment: Wir betrachten eine
Minze | und eine Minze |l, die auf jeweils einer Seite aus Plastik und auf der
anderen jeweils aus Metall bestehen. Mit diesen Minzen stellen wir uns einen
Versuch vor, der folgendermafen aussieht: Zuerst wird Minze Il, danach
Minze | geworfen, und zwar auf eine Platte, welche die Eigenschaften eines
ein- und ausschaltbaren Elektromagneten besitzt.

Tabelle 2.2.1: Erste Situationsklasse: Der Elektromagnet ist ausgeschaltet,
wahrend die beiden Minzen geworfen werden. Die Ergebnisse
des Werfens der Minzen | und Il sind bedingt stochastisch
unabhéngig (siehe Gleichung 2.2.4). Bei den angegebenen Zah-
len handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben
das Ereignis A, daR der Elektromagnet ausgeschaltet ist.

Munze |1 féllt auf
Metallseite C Plastikseite C
Minze | Metallseite B 0.25 0.25 0.50
]:’:lal".l:(t Plastikseite B 0.25 0.25 0.50
0.50 0.50 1.00

1. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist ausgeschaltet. In der ersten Situa-
tionsklasse wird der Versuch: ,Zuerst Munze II, danach Minze | werfen’
einmal durchgefihrt, und zwar dann, wenn der Elektromagnet ausgeschaltet
ist. Wir nehmen dabei der Einfachheit halber an, da’ es sich um zwei bezlg-
lich ihrer physikalischen Eigenschaften gleiche Minzen handelt, insofern als
beide mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 auf die Metall- bzw. Plastikseite
fallen. Wenn der Elektromagnet aus ist, sind unserer intuitiven Theorie zufol-
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ge die Ergebnisse des Werfens beider Miinzen sowohl stochastisch als auch
kausal voneinander unabhangig. Betrachten wir z.B. die Ereignisse

(2.2.1) B := Minze | falt auf die Metallseite,
und
(2.2.2) C = Minze Il fallt auf die Metallseite,

so erhalten wir demnach die bedingte Wahrscheinlichkeit, da beide Miinzen
auf die Metallseite fallen gegeben das Ereignis

(2.2.3) A := der Elektromagnet ist ausgeschaltet,

Uber die Gleichung
(2.2.4) P(BNC|A) = PB|A) - P(C|A) =05 0.5 = 0.25

(siehe Tabelle 2.2.1). De angegebenen Wahrscheinlichkeiten kann man sich als
relative Haufigkeiten einer Versuchsreihe vorstellen, bei der die einzelnen Ver-
suche, ,zuerst Munze Il, danach Minze | werfen‘, sehr oft durchgefiihrt wur-
den. Nachdem diese Wahrscheinlichkeiten einmal bekannt sind, charakterisie-
ren sie jedoch auch jeden einzelnen Versuch®).

Tabelle 2.2.2: Zweite Situationsklasse: Der Elektromagnet ist angeschaltet,
wéhrend die beiden Minzen geworfen werden. Die Ergebnisse
des Werfens der Miinzen | und Il sind auch hier bedingt sto-
chastisch unabhéngig (siehe Gleichung 2.2.6), lediglich die be-
dingten Randwahrscheinlichkeiten sind gegenuber Tabelle
2.2.1 veréandert (z.B. 0.9 statt 0.5). Die angegebenen Zahlen
sind bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben das Ereignis A,
dal? der Elektromagnet angeschaltet ist.

Minze Il falt auf
Metallseite C Plastikseite C
Manze | Metallseite B 0.81 0.09 0.90
fi]lct Plastikseite B 0.09 0.01 0.10
0.90 0.10 1.00

% Vergleiche zur Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs z.B. Bunge, 1967,
S. 423f., Popper, 1959, oder Stegmuller, 1973, S. 129.
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2. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist angeschaltet. Die zweite Situations-
klasse unterscheidet sich von der ersten dadurch, dal3 der Elektromagnet ange-
schaltet ist, wahrend die beiden Minzen geworfen werden. Dies hat zur Folge,
da3 die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben

(2.2.5) A := der Elektromagnet ist angeschaltet,

fur beide Minzen auf die Metallseite zu fallen erhoht ist, und zwar, wie wir
annehmen, auf 0.9. Demgemal ist nun 0.1 die bedingte Wahrscheinlichkeit fr
beide Minzen, auf die Plastikseite zu fallen. Auch in dieser Situationsklasse
sind die Ergebnisse des Werfens beider Miinzen sowohl statistisch, als unserer
intuitiven Vorstellung zufolge, auch kausal voneinander unabhéngig, und ent-
sprechend finden wir auch hier z.B. die Wahrscheinlichkeit dafir, daf3 beide
Minzen auf die Metallseite fallen durch die Multiplikation der einzelnen be-
dingten Wahrscheinlichkeiten, also

(2.2.6) P(BNC|A) = PB|A)- P(C|A) =0.9-0.9 = 0.81

(siehe Tabelle 2.2.2).

Tabelle 2.2.3: Dritte Situationsklasse: Der Elektromagnet ist mit Wahrschein-
lichkeit 0.5 an- bzw. ausgeschaltet, wahrend die beiden Min-
zen geworfen werden. Die Ergebnisse des Werfens der Miinzen
I und Il sind nicht stochastisch unabhangig (siehe Ungleichung
2.2.7). Bei den angegebenen Zahlen handelt es sich um unbe-
dingte Wahrscheinlichkeiten.

Minze Il falt auf
Metallseite C Plastikseite C
Munze | Metallseite B 0.53 0.17 0.70
z]lct Plastikseite B 0.17 0.13 0.30
0.70 0.30 1.00

3. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist mit Wahrscheinlichkeit 0.5 an- oder
ausgeschaltet. Die dritte Situationsklasse besteht darin, da der Versuch ,Zu-
erst Minze Il, danach Munze | werfen' unter der Bedingung durchgefihrt
wird, dal der Zustand des Elektromagneten unbekannt, und dabei aber mit
Wahrscheinlichkeit 0.5 an- oder ausgeschaltet ist, wahrend die beiden Munzen
geworfen werden. Die fir diese Situationsklasse angegebenen Wahrscheinlich-
keiten ergeben sich hier als Mittel der entsprechenden bedingten Wahrschein-
lichkeiten in den ersten beiden Situationsklassen.
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In dieser dritten Situationsklasse ist ein stochastischer Zusammenhang zwi-
schen den Ergebnissen des Werfens der Minze | und denen des Werfens der
Minze Il festzustellen. Dabei sind die Munzwurfergebnisse zwar stochastisch
(siehe Tabelle 2.2.3), unserer intuitiven Vorstellung zufolge aber nicht kausal
voneinander abhangig. Statt dessen sind die Ergebnisse des Werfens der beiden
Minzen vom Zustand des Elektromagneten kausal stochastisch abhéngig. Ist
der Elektromagnet nadmlich an, so fallen die beiden Minzen eher auf die Me-
tallseite, und ist er aus, so fallen sie mit unveranderter Wahrscheinlichkeit auf
die Metallseite. Variiert der Zustand des Elektromagneten, wie in dieser drit-
ten Situationsklasse, so kommt auf diese Weise auch eine Kovariation der
Minzwurfereignisse zustande. Diese stochastische Abhangigkeit &ufRert sich
darin, daf3 nun anstelle der Gleichungen 2.2.4 oder 2.2.6 die Ungleichung

(2.2.7) P(BNC) = 0.53 # P(B) - P(C) =0.7-0.7 = 049
gilt.

Das hier beschriebene Beispiel®) ,Miinzen und Elektromagnet' ist in verschie-
dener Hinsicht fir die in dieser Arbeit behandelte Thematik von Interesse,
denn es kommen sowohl nichtkausale als auch kausale stochastische Abhén-
gigkeiten vor, namlich nichtkausale stochastische Abhangigkeiten zwischen
den Munzwurfereignissen, und kausale stochastische Abhéngigkeiten jeweils
eines Munzwurfereignisses vom Zustand des Elektromagneten. Ist dieser nam-
lich an, so erh6hen sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten, fur jede der
beiden Munzen auf die Metallseite zu fallen von 0.5 auf 0.9, und offenbar
kénnen wir mit dem Elektromagneten diese Wahrscheinlichkeiten steuern,
obwohl keine deterministische Abhangigkeit der Munzwurfereignisse vom Zu-
stand des Elektromagneten vorliegt (vgl. zum Handlungsaspekt des Kausalbe-
griffs auch von Wright, 1974).

Um ein analoges Beispiel aus der Psychologie zu erhalten, brauchen wir ledig-
lich an die Stelle der beiden Munzen zwei Versuchspersonen zu setzen, die
z.B. auf einen akustischen Reiz mit ,,ja, ich hore® bzw. ,,nein, ich hodre nicht*
antworten. Die Stelle des Elektromagneten nimmt dann der akustische Reiz
ein, der in zwei Auspragungen dargeboten wird.

*) Ein von der formalen Struktur analoges Beispiel findet sich in Lazarsfeld und Henry
(1968, S. 17). Anstelle der beiden Minzen | und Il handelt es sich dort um zwei
Zeitschriften A und B, die von den befragten Personen gelesen oder nicht gelesen
werden, was dem Fallen der Miinzen auf die Metall- bzw. Plastikseite entspricht, und
an die Stelle des Elektromagneten, der die stochastischen Abh&ngigkeiten zwischen den
Munzwurfereignissen verursacht, tritt die latente Variable ,,hoher vs. niedriger Ausbil-
dungsstand“, welche die Kovariation des Lesens der beiden Zeitschriften herbeifiihrt.
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2.3 Abhangigkeit der ersten von der zweiten Munzvariablen

Wir formulieren nun die in der dritten Situationsklasse (siehe Tabelle 2.2.3)°)
festzustellende stochastische Abhéngigkeit des Ergebnisses des Werfens der
Minze | von dem Ergebnis des zuerst erfolgenden Werfens der Munze |1,
wobei wir bewult den Elektromagneten ignorieren. Die Abhangigkeit dieser
Minzwurfergebnisse 1a3t sich als reglineare Abhangigkeit wie folgt beschrei-
ben: Wir nehmen an, daR der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<#,P) die dritte
Situationsklasse représentiert und definieren die beiden Minzvariablen

(2.3.1) 7. = 1, wenn die Minze | auf die Metdlseite,
o '~ o, wenn se auf die Plastikssite fallt,

(2.3.2) Z. = 1, wenn die Minze Il auf die Metallseite,
- "= 0, wenn se af die Plagikssite fallt,

und das Ereignis
(2.3.3) B:= {we Q: Zyw) = 1},

da die Minze | auf die Metallseite falt. Fir die Beziehung der beiden Miinz-
variablen gilt dann die Gleichung®)

(2.3.4) E(Z:| Zy) = Bio + B2 Zm,

wobei o und B, reellwertige Konstanten sind. Aus dieser Gleichung folgen,
unter Benutzung der Gleichungen A.5.2, A.4.6 und A.4.3 des Anhangs

(2.3.5) E(Zi|Zy=1) = P(B|Zy=1) = B1c + Bu
und
(2.3.6) E(Z| Zy=0) = P(B|Zy=0) = By, = 0.17/0.3 = 0.5666

(siehe Tabelle 2.2.3). Demnach ist also Py, bei diesem Beispiel als bedingte
Wahrscheinlichkeit fir B zu interpretieren, unter der Bedingung némlich, daf
Z,, = 0 ist. Fur By, gilt dann gemaR den Gleichungen 2.3.5 und 2.3.6

(2.3.7) Bm = P(BlZI[=1) - P(BIZHZO) =
= 0.53/0.7 — 0.5666 = 0.1905

(siehe wiederum Tabelle 2.2.3). Auf analoge Weise kénnen wir auch die Para-
meter flr die Gleichung

%) Bei Referenzen mit drei Ziffern geben die ersten beiden Ziffern immer den Abschnitt
an.
®) Man beachte die FuBnote zur Gleichung 1.2.1.
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(2.38) E(Zul|Z) = Ba + Bu Zi

berechnen, welche die stochastische Abhangigkeit der zweiten von der ersten
Minzvariablen angibt. Dabei erhalten wir B,; = 0.5666 und f,; = 0.1905.

Die stochastischen Variablen Z, und Z,, sind nach dem Gesichtspunkt der
Handlungsabfolge geordnet, da zuerst die Munze Il und dann die Minze |
geworfen wird. Dennoch wiirde es unserer Intuition widersprechen, (3;, kausal
zu interpretieren, nur weil Z,, der Variablen Z, vorgeordnet ist. Statt dessen
handelt es sich bei f;; um einen Koeffizienten, der eine nichtkausale reglineare
Abhangigkeit beschreibt, bei der Z,, der Variablen Z, durch die festgelegte
Handlungsabfolge (zuerst Minze Il, dann Munze | werfen) vorgeordnet ist.
Die zeitliche Vorgeordnetheit der Variablen ist demnach keine hinreichende
Bedingung dafir, da eine bestehende stochastische Abhéngigkeit auch kausal
zu interpretieren ist (vgl. z.B. Zimmermann, 1972, S. 40, aber auch z.B.
Granger, 1969, 1973, Hosoya, 1977 und Pierce & Haugh, 1977).

2.4 Abhangigkeit der Minz- von der Magnetvariablen

Die in der dritten Situationsklasse bestehende stochastische Abhangigkeit zwi-
schen den beiden Munzvariablen 183t sich kausal durch die Variation des Zu-
stands des Elektromagneten erkléren. Offenbar handelt es sich um eine kausale
Abhéngigkeit, die stochastischer Art ist, womit allerdings nicht in Frage ge-
stellt werden soll, dal es prinzipiell mdglich ist, die Minzwurfergebnisse
deterministisch zu erklaren. Allerdings wére eine solche Theorie weitaus kom-
plexer und schwerer anzuwenden, als die hier behandelte stochastische Theo-
rie, da nicht nur der Zustand des Elektromagneten bekannt sein mufte, son-
dern auch die Drehgeschwindigkeit der Miinzen in alen drei Dimensionen des
Raumes, die Wurfhohe etc.

Fur die hier zu besprechende stochastische Theorie benétigen wir lediglich
noch die Magnetvariable

(2.4.1) Ty = {1, wenn der Elektromagnet an-

0, wenn er ausgeschaltet ist.
Die Abhéangigkeiten der Milnzvariablen Z, von Z;, und der Magnetvariablen

Zy, sowie der Variablen Z,, von Z, lassen sich durch die beiden Gleichungen

(2.4.2) E(Zi| ZwZy) = P(B|ZuZyw) =

%
E Oy + 04y Z][ + O3 ZM = 0.5+ O'ZH + O4ZM

und
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beschreiben, wobei B das Ereignis ist, da3 die Minze | auf die Metallseite fallt,
und

(2.4.4) C:={we Q: Zyw) =1}
das Ereignis ist, da die Minze Il auf die Metallseite fallt.
Die numerischen Werte der in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten kon-

nen aufgrund folgender Uberlegungen berechnet werden: Aus den beiden Gleichungen
2.4.2 und 2.4.3 folgen nach den Gleichungen A.5.2, A.4.6 und A.4.3 des Anhangs

(2.4.5) P(B|Zy;=0, Zyy=0) = ay, = 0.5,

(2.4.6) P(B|Zy=0, Zy=1) — P(B|Zy=0, Zyy=0) = 0,3 = 0.9 — 0.5 = 0.4,
(2.4.7) P(B|Zy=1, Zy=0) — P(B|Zy=0, Zy=0) = a;; = 0.5 — 0.5 = 0,
(2.4.8) P(C|Zy=0) = ay = 0.5,

und

(2.4.9) P(C|Zy=1) — P(C|Zy=0) = 03 = 0.9 — 0.5 = 0.4,

wobel die in den Tabellen 2.2.1 bis 2.2.3 angegebenen Wahrscheinlichkeiten zugrunde-
liegen.

Aus den Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 lassen sich mit den in den Gleichungen
2.4.5 bis 2.4.9 angegebenen Koeffizienten die stochastischen Abhangigkeiten
zwischen Z, und Z, ableiten, und in diesem Sinn erkldren, denn sie implizieren
die folgende Gleichung fir die Kovarianz der Variablen Z; und Z;:

(2.4.10) C(ZZn) = Cl(ao + 03 Zyg + Fu), (00 + g3 Zy + Fp)],
mit

(2.4.11) Fi= Z; - E(Z| Zy)

und

(2.4.12) Fyi= Zy - E(Zy | Zw).

Die Kovarianz dieser beiden Residualvariablen mit Zy ist jeweils Null (siehe
die Gleichungen A.5.8 und A.5.13):

(2.4.13) C(FLZy) = C(Fn,Zy) = C(FLFn) = 0

und das gleiche gilt wegen E(F; ‘ Z,Zyw) = 0 und Gleichung A.5.12 auch fur
die Kovarianz untereinander, was aus den Theoremen A.5.2. und A.5.4 folgt.

Nach den Gleichungen A.3.2, A.3.4 und A.3.5 folgt daher die Kovarianz-
strukturgleichung
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(2414) C(ZI,Z[I) = O3 C(ZM,ZM) Oy = U, \/(ZM) Oy =
= 0.4-0.25-0.4=10.04.

Dabei haben wir die Varianz V(Zy)unter Benutzung von E(Z,) = P(A) = 05
berechnet (siehe die Gleichungen A.3.2 und A.2.3 und Tabelle 2.2.3), wobei A
das Ereignis ist, daB der Elektromagnet angeschaltet ist.

Gleichung 2.4.14 entspricht dem sogenannten Grundtheorem der Pfadanalyse (siehe
z.B. Seibel & Nygreen, 1972, S. 7 oder Wright, 1934, S. 163). Der einzige Unterschied
besteht darin, da bei Wright nicht die Kovarianzen, sondern die Korrelationen zu-
grunde gelegt werden. Gleichung 2.4.14 ist jedoch keine besondere Eigenschaft kausa-
ler Modelle, wie man manche Autoren (vgl. z.B. Hummell & Ziegler, 1976b, S. E
61 ff.) verstehen kénnte, da sie bereits aus den Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 folgt.

C(F,,F;) = 0 besagt, dal? die Erklarung der Kovarianz von Z, und Z, durch die
Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 perfekt ist. Dies kann jedoch nicht als Kriterium
fur die kausale Interpretierbarkeit der durch die Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3
beschriebenen Abhéangigkeiten herangezogen werden. Wirden wir namlich
nur die Minze Il werfen, dann wirde Gleichung 2.4.3 immer noch die kausale
Abhéngigkeit der Mlnzvariablen Z,, von der Magnetvariablen Z,, beschreiben,
obwohl dann gar keine Kovarianz C(F,F,) vorkame.

Die auf die oben beschriebene Weise ohne zuséatzliche Annahmen aus den
Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 abgeleitete Kovarianz zwischen Z, und Z, stimmt
exakt mit derjenigen Kovarianz fur diese beiden Variablen Uberein, die wir
direkt aus den Daten der Tabelle 2.2.3 berechnen kénnen.

Die Kovarianz zwischen zwei stochastischen Variablen X und Y mit den Erwartungs-
werten E(X) und E(Y) ist definiert durch

(2.4.15) C(X,Y) = E([X — E(X)] - [Y = E(Y)]).

Daraus und aus der flr eine diskrete stochastische Variable Z mit Erwartungswert E(Z)
und den Werten z; gultigen Definitionsgleichung A.2.3 des Anhangs fiur den Erwar-
tungswert berechnen wir nun die Kovarianz C(Z,,Z,). Wenden wir die Gleichung
A.2.3 auf das in Gleichung 2.4.15 vorkommende Produkt [X - E(X)] - [Y - E(Y)] an,
so erhalten wir

(2.4.16) C(ZyZy) = (1 — 0.7) - (1 = 0.7) - P(BnC) +
+(1—-07)-(0—0.7)-P®BC) +
+ (0 —0.7)- (1 ~0.7) - PBnC) +
+(0 —0.7): (0 = 0.7)- PBnC) =
= 0.09 - 0.53 + (—0.21) - 0.17 +
+ (=0.21)- 0.17 + 0.49 - 0.13 =
= 0.04.

Da die beiden Variablen nur zwei Werte annehmen kénnen, ist mit der Kova-
rianz die gesamte stochastische Abhadngigkeit zwischen den beiden Mdunzvaria-
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blen Z, und Z, beschrieben. Sie ist in diesem Sinn durch die in den Gleichun-
gen 2.4.2 und 2.4.3 beschriebene Abhangigkeit dieser beiden Variablen von
der Magnetvariablen Z,, erklart.

2.5 Das Problem

Unserer Intuition gemédR sind die Koeffizienten a3, 0;; und 043 aus den Glei-
chungen 2.4.2 bzw. 2.4.3, welche die Abhangigkeiten der Minz- von der
Magnetvariablen beschreiben, kausal zu interpretieren. Es stellt sich nun je-
doch die Frage, welches eigentlich die formalen Unterschiede zwischen der
hier vorliegenden kausalen Abhangigkeit der Minz- von der Magnetvariablen
und der durch Gleichung 2.3.4 beschriebenen nichtkausalen reglinearen Ab-
hangigkeit der Minzvariablen Z, von der Minzvariablen Z,, ist. In beiden
Fallen liegen korrekte Regressionsgleichungen’) vor, aber dennoch beschreibt
die eine unserer Intuition nach nur eine nichtkausale, die andere hingegen eine
kausale reglineare Abhangigkeit.

Das in der experimentellen psychologischen und padagogischen Forschung
hierfir entwickelte Kriterium ist das der ,internen Validitét', welches im nach-
folgenden Abschnitt behandelt werden soll.

2.6 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Kapitel wurde ein Beispiel behandelt, in dem sowohl intuitiv kausale
als auch nichtkausale Abhangigkeiten vorkommen, die erstens alle nichtdeter-
ministisch sind, und sich zweitens alle durch eine Regressionsgleichung kor-
rekt beschreiben lassen. Es wurde gezeigt, da weder diese Beschreibbarkeit
durch eine Regressionsgleichung, noch eine zeitliche Geordnetheit der Varia-
blen ein hinreichendes Kriterium zur Unterscheidung der kausalen von der
nichtkausalen Abhéngigkeit sein kann. Somit ist die Frage aufgeworfen, wel-
che Bedingung als ein solches hinreichendes Kriterium fir eine kausale Inter-
pretierbarkeit stochastischer Abhangigkeiten herangezogen werden kann.

3. Interne Validitat
3.1 Einleitende Bemerkungen

Der Begriff der internen Validitdt wurde neben dem der externen Validitat
(siehe Abschnitt 7) als eines von zwei Gutekriterien empirischer Untersuchun-

') Die genannten Abhangigkeiten kénnten jeweils auch mit einer Strukturgleichung
beschrieben werden. In den hier vorliegenden Féllen aber ware eine solche Strukturglei-
chung mit der entsprechenden Regressionsgleichung formal &quivalent.
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gen von Donald T. Campbell (siehe z.B. Campbell, 1957 sowie Campbell &
Stanley, 1963) eingefiihrt. Campbell und Stanley (1963, S. 175) schreiben:
,Interne Validitat ist das grundlegende Minimum, ohne das jedes Experiment
uninterpretierbar ist: Haben tatséchlich die experimentellen Behandlungen in
diesem Fall einen Unterschied herbeigefiihrt?* (Ubersetzung durch den
Autor).

Noch deutlicher, und in ihrer Formulierung nicht mehr nur auf experimentelle
Untersuchungen beschrankt, formulieren Cook und Campbell (1979, S. ix) die
Beziehung zwischen interner Validitat und kausaler Abhangigkeit, indem sie
schreiben: ,,Als Bedrohung der internen Validitat sind Faktoren anzusehen,
die zu unglltigen Schlussen darliber fiihren kénnen, ob eine Beziehung zwi-
schen manipulierten oder gemessenen Variablen einen kausalen Einflul3 von
der einen auf die andere widerspiegelt.” (Ubersetzung durch den Autor). Of-
fenbar verstehen Cook und Campbell unter interner Validitét eine Bedingung,
unter der eine kausale Interpretation stochastischer Abhéangigkeit moglich ist.
Die Vorstellung, daR kausale Abhéangigkeit sich nur unter bestimmten idealen
Bedingungen auch in einer entsprechenden stochastischen Abhéangigkeit au-
RBert, ist wohl recht plausibel, denn auch deterministische physikalische Geset-
ze gelten ja nur unter idealen Voraussetzungen, in denen stérende Einfllsse
ausgeschaltet sind. Man denke nur an das Laub, das, obwohl dem Fallgesetz
unterworfen, nicht fallt, sondern in einem warmen Luftstrom, dem Fallgesetz
und zugleich den Gesetzen der Aerodynamik gehorchend nach oben getragen
wird.

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, die intuitiven Vorstellungen, die dem
Begriff der internen Validitat zugrunde liegen, an einigen Beispielen zu erlau-
tern, auf einige Unterschiede unseres Verstandnisses zu den von anderen Au-
toren vertretenen Versionen dieses Konzepts hinzuweisen und damit die im
nachsten Kapitel beginnende formale Behandlung vorzubereiten.

3.2 Grundideen

Die Grundidee einer intern validen Abhangigkeit einer Variablen Y von einer
zweiten Variablen X besteht im wesentlichen aus der Vorstellung, dal3 keine
anderen Variablen W existieren, die den Zusammenhang zwischen X und Y
modifizieren (vgl. Bredenkamp, 1980, S. 1). Bei dieser Formulierung wird
nicht berilcksichtigt, ob W zwischen X und Y angeordnet ist oder nicht.
Bedenken wir den Fall, daR eine Variable X eine zweite Variable Y nur indirekt
Uber eine dritte Variable W beeinfluRt, so kann durchaus der Fall eintreten,
dal bei Konstanthaltung von W der Zusammenhang zwischen X und Y ver-
schwindet. Dies ist jedoch m.E. kein Grund die Validitat dieses Zusammen-
hangs in Frage zu stellen, sondern lediglich seine Direktheit. Ein kausaler
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Zusammenhang zwischen zwei Variablen X und Y ist m. E. ohne zwischen X
und Y vermittelnde Variablen gar nicht denkbar. Als potentielle Storvariablen,
welche die Beziehung zwischen X und Y modifizieren koénnen, sollen daher im
folgenden nicht alle Variablen betrachtet werden, sondern nur diejenigen Va-
riablen W, die X gleich- oder vorgeordnet sind.

In diesem Sinn modifiziert, besagt also die hier vertretene Idee einer intern
validen Abhangigkeit, da bei Konstanz einer beliebigen potentiellen Stérva-
riablen W auf einem ihrer Werte w, die Abhangigkeit der Variablen Y von X
unter dieser Konstanzbedingung dieselbe ist, wie digjenige, die man beobach-
tet, wenn W nicht konstant ist. Von einer intern validen Abhéngigkeit der
Variablen Y von X erwarten wir also, dal sie sich mit der Auspragung einer
dritten Variablen W nicht verandert, falls W der Variablen X gleich- oder
vorgeordnet ist. Eine solche Verédnderung war im Beispiel ,Miinzen und Elek-
tromagnet’ eingetreten, denn die zwischen den Munzvariablen Z, und Z, fest-
gestellte stochastische Abhéngigkeit (siehe Tabelle 2.2.3) weicht einer Unab-
hangigkeit, wenn die Magnetvariable Z,, konstant ist (siehe die Tabellen 2.2.1
und 2.2.2). Folglich ist die Abhangigkeit der ersten Minzvariablen Z, von der
zweiten Munzvariabeln Z,, nicht intern valide. Da wir interne Validitat, neben
der zeitlichen Geordnetheit der Variablen, als eine notwendige Bedingung
kausaler stochastischer Abhéngigkeit ansehen, ist im Fall der Abhéngigkeit der
ersten von der zweiten Minzvariablen, die durch Gleichung 2.3.4 beschrieben
wird, auch keine kausale Interpretation des Steigungskoeffizienten mdglich.

Eine ahnliche Auffassung kausaler stochastischer Abhangigkeit scheint auch
Suppes (1970, S. 10) zu vertreten, wenn er schreibt: ,,... ein Ereignis ist die
Ursache eines anderen, wenn auf das Erscheinen des ersten Ereignisses mit
hoher Wahrscheinlichkeit ein zweites Ereignis folgt, und es kein drittes Ereig-
nis gibt, welches den probabilistischen Zusammenhang zwischen dem ersten
und dem zweiten Ereignis zum Verschwinden bringt* (Ubersetzung durch den
Autor). Auch bei Suppes sind wohl die beiden wesentlichen Komponenten die
zeitliche Abfolge (,folgt auf*) und die ideale Situation, da es namlich kein
drittes Ereignis gibt, welches die Beziehung zwischen den betrachteten beiden
Ereignissen ,,zum Verschwinden bringt“.

In der hier vertretenen Version dieser Grundidee wird diese zweite Bedingung
in einer Hinsicht etwas gelockert, indem wir nur von den X gleich- oder
vorgeordneten Variablen W verlangen, da3 sie den Zusammenhang zwischen
X und Y nicht modifizieren und damit verfalschen. In einer zweiten Hinsicht
wird diese Bedingung verschérft, indem wir nicht nur keine dritten Ereignisse
oder Variablen zulassen, die den Zusammenhang zwischen X und Y ,,zum
Verschwinden“ bringen, sondern jede Art von Modifizierung durch eine sol-
che Variable W verbieten. Die hohe Wahrscheinlichkeit, mit der das zweite
Ereignis auf das erste folgen soll, ist dagegen m.E. keine notwendige Bedin-
gung fir eine kausale stochastische Abhéngigkeit, sondern nur fir deren prak-
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tische Bedeutsamkeit. Wahrend in diesem grundlegenden Ansatz grofle Ge-
meinsamkeit mit der Arbeit von Suppes festzustellen ist, weichen die hier
vorgestellte Theorie und die von Suppes in der Prézisierung dieser Vorstellun-
gen stark voneinander ab, was im einzelnen jedoch hier nicht weiter verfolgt
werden kann. Als wichtigste Idee der in beiden Theorien vorkommenden
idealen Situation, in der sich eine kausale Abhéngigkeit entsprechend &uf3ern
kann, und die man als interne Validitat bezeichnen kann, bleibt jedoch festzu-
halten, daf in einer solchen Situationsklasse die stochastische Abhangigkeit
einer Variablen Y von X in gewisser Weise invariant bleibt, wenn eine andere,
X gleich- oder vorgeordnete Variable W auf einem bestimmten Wert konstant
ist. Dies ist wohl, mit Variablen anstatt mit Ereignissen ausgedrickt, eine
ahnliche Vorstellung, wie sie Suppes im obigen Zitat auf3ert.

Dabei ist allerdings zu beachten, dal wir mit dieser Invarianzbedingung je-
weils nur stochastische Variablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
betrachten, daf? wir uns also jeweils nur innerhalb einer bestimmten Untersu-
chung, einer bestimmten Situationsklasse oder eines bestimmten Experiments
bewegen. Selbstverstandlich wird beispielsweise die Abhéngigkeit der Minz-
variablen Z; von der Magnetvariablen Z,, eine ganz andere sein, wenn wir z.B.
die Wurfhohe verandern, so dal die Zeit, in welcher der Elektromagnet wir-
ken kann, veréndert ist. Damit betrachten wir jedoch bereits ein anderes Expe-
riment, ndmlich eines mit anderer Wurfhohe, als das in Abschnitt 2 beschrie-
bene, was durch einen anderen Wahrscheinlichkeitsraum zu reprasentieren
ware. NatlUrlich kénnen wir auch ein groReres Experiment betrachten, in dem
beide oder auch beliebig viele Wurfhdhen vorkommen, so daf3 dann auch der
EinfluR des Elektromagneten auf die Munzwurfergebnisse bei verschiedenen
Wurfhéhen untersucht werden kodnnte. Aussagen Uber die Abhangigkeit der
Minz- von der Magnetvariablen in einem solchen grofleren Experiment bzw.
groReren Wahrscheinlichkeitsraum haben natirlich einen groReren Geltungs-
bereich - eben diesen groReren Wahrscheinlichkeitsraum - als wenn die
Aussage nur fir eine einzige Wurfhohe gemacht wird. Die Frage der GréRe
des Geltungsbereichs ist von der Frage der internen Validitat fir einen be-
stimmten Geltungsbereich verschieden. Erstere hangt eng mit dem Begriff der
,externen Validitdt' zusammen, auf die wir im Abschnitt 7 ndher eingehen. Das
Entscheidende beim Konzept der internen Validitéat ist, da3 man sich jeweils
nur auf einen bestimmten Geltungsbereich, ein einziges, aber prinzipiell wie-
derholbares Experiment, eine einzige Situationsklasse bezieht. Diese Aussage
behdlt auch fir solche Situationsklassen ihre Gultigkeit, die sehr kompliziert
sind, und in denen daher sehr viele Variablen involviert sind.

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir an den aus der Pfadanalyse
(siehe z.B. Wright 1921, 1934, 1960a,b) bekannten Pfeilschemata einige Félle
behandeln, in denen eine dritte Variable die interne Validitdt der Beziehung
zwischen zwei Variablen verhindert, und solche, in denen dies nicht zutrifft.
Dabei betrachten wir nur solche Félle, in denen X mit keiner anderen gleich-
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oder vorgeordneten Variablen W in einer varianzanalytischen Interaktion
steht. Diese besagt ja definitionsgemal3, dal der ,Effekt’ von X auf Y nicht auf
allen Auspragungen von W der gleiche ist. Die Variable W wirde daher in
einem solchen Fall den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren, was
gemal der oben erlauterten Invarianzbedingung gegen eine interne Validitat
der Abhangigkeit der Variablen Y von X sprechen wirde. Im folgenden wer-
den wir uns daher mit einer anderen Art der Modifizierung einer Abhéangigkeit
zweier Variablen durch eine dritte beschéftigen.

3.3 Fédle, in denen keine interne Validitat besteht

In den nun zu besprechenden Abbildungen nehmen wir an, daf3 nur die Varia-
blen X und Y beobachtet werden, dal3 es aber noch eine dritte Variable W gibt,
von deren Existenz der Beobachter aber nichts weil3, was durch die dunkel
markierte Flache angedeutet werden soll. Die durch die Pfeile dargestellten
kausalen Abhangigkeiten sind nicht deterministisch, was durch die unbeschrif-
teten kleinen Pfeile symbolisiert wird.

Abbildung 3.3.1 zeigt eine &hnliche Situation, wie sie bereits im Beispiel
,Minzen und Elektromagnet’ beschrieben wurde, in dem namlich die zwi-
schen den Mdunzvariablen auftretende stochastische Abhangigkeit durch die
Magnetvariable zu erklaren ist. In einer solchen Situation besteht keine interne
Validitat bezuglich der Abhéngigkeit der Variablen Y von der Variablen X, da
die zwischen X und Y zu beobachtende stochastische Abhangigkeit zumindest
teilweise, wenn nicht sogar - wie bei der Abhangigkeit der ersten von der
zweiten Mdinzvariablen - ausschliellich, durch die gemeinsame Abhangigkeit
von W zustandekommt. Der Regressionskoeffizient wirde in einer solchen
Situation nicht das korrekte Ausmal} der einfachen kausalen reglinearen Ab-
hangigkeit angeben.
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Abb. 3.3.1: In dieser Situation, in der Y von X sowie X und Y von einer dritten
Variablen W direkt kausal abhéngig sind, besteht bezlglich der Abhangig-
keit der Variablen Y von X keine interne Validitat.

Simon (1954) hat die in der Abbildung 3.3.1 skizzierte Abhangigkeit der Va-
riablen Y von X als ,,spurious correlation“ bezeichnet, was mit Scheinkorrela-
tion Ubersetzt wird (siehe z.B. Hummell & Ziegler, 1976a). Dieser Begriff, der
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auch von anderen Autoren (siehe z.B. Namboodiri, Carter & Blalock, 1975,
oder Suppes, 1970) verwendet wird, bezeichnet demnach den Fall, dal die
betreffende korrelative Abhangigkeit nicht der kausalen Abhéangigkeit ent-
spricht, oder dafl? keine interne Validitat gegeben ist.

Wenn wir uns einen Vorgriff auf erst noch einzufihrende Begriffe erlauben, so
kdnnen wir den in Abbildung 3.3.1 dargestellten Fall auch wie folgt formulie-
ren: Wir nehmen an, dal} sich die kausalen reglinearen Abhangigkeiten der
Variablen Y in der Situation der Abbildung 3.3.1 durch die Gleichung®)

(3.3.1) E(Y|X,W) = ayo + tyx X + ayy W

beschreiben lassen, wobei oyy der direkte kausale reglineare Effekt von X auf
Y und ayyw der von W auf Y ist. Dabei setzen wir voraus, da3 Y den beiden
Variablen X und W zeitlich nachgeordnet ist, und dal keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn zwischen X und W besteht; andernfalls mifte nam-
lich die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung noch um den Term
X-W, versehen mit einem entsprechenden Koeffizienten, erweitert werden
(siehe z.B. Searle, 1971, S. 289).

Stellen wir in dieser Situation die Frage nach der internen Validitdét der Abhéan-
gigkeit der Variablen Y von X, so wollen wir wissen, ob der Steigungskoeffi-
zient Byx der Gleichung

(33.2) E(Y[X) £ Byo + Brx X

mit dem Koeffizienten ayx aus Gleichung 3.3.1 identisch ist, d.h. wir stellen
uns damit die Frage, ob es in dieser Situation nétig ist, die Variable W zu
kontrollieren, sei es durch ,statistische Konstanthaltung’ oder durch ,faktische
Konstanthaltung' (siehe Abschnitt 5.3), um den kausalen Effekt ayx von X auf
Y feststellen zu kénnen.

Wiirden wir nun W ignorieren und die bedingte Erwartung E(Y | X) bilden,
dann erhielten wir aus der Gleichung 3.3.1, unter Verwendung der Gleichun-
gen A.5.7, A.5.10 und A.5.5 des Anhangs

(33.3) EE(Y|X,W)[X] = E(Y|X) =

+
P

T': Ovyg + Ayx X + Oy E(W!X)

Diese Gleichung wirde dann zu einem Steigungskoeffizienten fihren, der mit
ayy identisch ist, wenn

(3.3.4) Oyw = 0,

#) Man beachte die FuRnote zur Gleichung 1.2.1. Bei Referenzen mit drei Ziffern
weisen die ersten beiden auf den Abschnitt hin.
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oder wenn die bedingte Erwartung
(3.3.5) E(W|X) = EW)

konstant wére. Die letzte Gleichung wirde z.B. im Fall der stochastischen
Unabhéngigkeit von X und W zutreffen, und die vorletzte, wenn der direkte
kausale reglineare Effekt von W auf Y gleich Null wére. Diese beiden Bedin-
gungen sind aber in dem in Abbildung 3.3.1 dargestellten Fall voraussetzungs-
gemaR nicht erfdllt. ,Interne Validitat® bezuglich der Abhéngigkeit der Varia-
blen Y von X soll also in dem hier behandelten Fall beinhalten, daR der Term
ayyw E(W ] X) eine Konstante ist, denn nur dann erhalten wir in Gleichung
3.3.2 einen Steigungskoeffizienten Pyx, der mit dem direkten kausalen regli-
nearen Effekt ayx von X auf Y aus Gleichung 3.3.1 identisch ist, und nur dann
wirde W nicht den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren oder
verfalschen (vgl. Bredenkamp, 1980, S. 1).

Mit diesen Ausfuhrungen wird bereits angedeutet, dal? interne Validitit bezlglich der
Abhéngigkeit der Variablen Y von einer Variablen X nicht die einzige Bedingung ist,
um einen kausalen Effekt von X auf Y feststellen zu kénnen. Vielmehr kann man
kausale Parameter auch durch ,statistische Kontrolle* erhalten, namlich durch die Ein-
beziehung einer weiteren Variablen W in das Modell (siehe Gleichung 3.3.1). Darauf
werden wir etwas ausfuhrlicher im Abschnitt 8 eingehen.
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Abb. 3.3.2: In dieser Situation, in der Y auBBer von X auch von eine dritten Variablen W
direkt kausal abhangig ist, die ihrerseits mit X korreliert, besteht beztiglich
der Abhéangigkeit der Variablen Y von X ebenfalls keine interne Validitat.

Eine ganz &hnliche Situation wie die oben besprochene ist auch in Abbildung
3.3.2 dargestellt, in der ebenfalls eine dritte Variable W Information Uber Y
enthalt, die nicht bereits in X enthalten ist. Auch fir diese Situation nehmen
wir an, dal} sich die direkten kausalen reglinearen Abhéngigkeiten der Varia-
blen Y durch die Gleichung 3.3.1 beschreiben lassen, und entsprechend sind
die gleichen Argumente wie oben auch hier giltig. Im Gegensatz zur Abbil-
dung 3.3.1 ist hier jedoch nur angenommen, da X und W miteinander korre-
lieren. In einem solchen Fall ist die interne Validitat aus den gleichen Griinden
wie in der Situation der Abbildung 3.3.1 nicht gegeben, so da man auch hier
nicht davon ausgehen kann, dal die beobachtete reglineare Abhéangigkeit der
Variablen Y von X der kausalen entspricht. Bei Ignorierung von W ergibt sich
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der Regressionskoeffizient Byx, der nicht mit dem kausalen Effekt oyy aus
Gleichung 3.3.1 identisch ist, da wir voraussetzen, dal} weder Gleichung 3.3.4
noch Gleichung 3.3.5 (wegen der Korrelation zwischen X und W) gilt. Dem-
nach wird auch in diesem Fall die Beziehung zwischen X und Y durch W
modifiziert.

3.4 Féle, in denen moglicherweise interne Validitdt besteht

In den nun zu besprechenden Fallen spricht die Variable W nicht dagegen, dai3
die Abhangigkeit der Variablen Y von X intern valide ist, was bei entsprechen-
der zeitlicher Geordnetheit der Variablen heif3t, da® W in dieser Situation kein
Hindernis ist, die beobachtete reglineare Abhéngigkeit der Variablen Y von X
kausal zu interpretieren. Dabei beachte man aber, da? man im allgemeinen
nicht an einer einzigen potentiellen Storvariablen W entscheiden kann, ob
tatsachlich interne Validitat vorliegt. Eine einzige Storvariable geniigt gegebe-
nenfalls lediglich zur Entscheidung, daf interne Validitat nicht vorliegt. Eine
positive definitive Entscheidung, daf’ interne Validitét vorliegt, ware nur még-
lich, wenn man alle potentiellen Storvariablen kennen und kontrollieren wir-
de. Demnach bleibt in der Regel nur der Weg der Falsifizierung im Sinne
Poppers (Popper, 1969).
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Abb. 3.4.1: In dieser Situation, in der Y auler von X auch von W direkt kausal
abhéngig ist, spricht W nicht gegen die interne Validitat beztglich der
Abhéngigkeit der Variablen Y von X. Im Gegensatz zu Abbildung 3.3.2
ist hier angenommen, daf? X und W stochastisch unabhéngig sind.

In Abbildung 3.4.1 ist dargestellt, da® Y auch von einer dritten Variablen W
kausal abhangig ist, wobei jedoch W und X stochastisch unabhangig sind, und
aulBerdem angenommen wird, daR zwischen X und W keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn besteht, so da die Abhangigkeit der Variablen Y
von X bei verschiedenen Auspragungen von W identisch ist. Wegen der hier
vorausgesetzten Unabhangigkeit zwischen X und W aber laRt sich die Abhén-
gigkeit zwischen Y und X nicht durch W erkléren, da die stochastische Unab-
hangigkeit zwischen X und W die Gleichung 3.3.5 impliziert, so da der Term
ayw E(W I X) in Gleichung 3.3.3 eine Konstante ist. Daraus folgt aber, daf3 die
Koeffizienten ayx und Pyx aus den Gleichungen 3.3.1 bzw. 3.3.2 identisch



84 Rolf Steyer

sind. In dieser Situation modifiziert also W die Beziehung zwischen X und Y
nicht, d.h. W ist keine konfundierende Variable.

Im Fall der Abbildung 3.4.2 ist X selbst von einer weiteren Variablen W direkt
kausal abhéangig, aber Y ist von W direkt kausal reglinear unabhangig, was
durch den Nullpfeil von W nach Y symbolisiert ist. Auf Gleichung 3.3.1
bezogen heif3t das, dafd ayw = O gilt, weswegen auch in diesem Fall der Term
ayw E(W l X) in Gleichung 3.3.3 eine Konstante ist, so da auch hier W nicht
den Zusammenhang zwischen X und Y modifiziert. Dabei beachte man aller-
dings, dall wir voraussetzen, dald zwischen X und W keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn besteht.

Abb. 3.4.2: In dieser Situation ist X selbst von einer dritten Variablen W direkt kausal
abhéngig, so dall auf diesem Weg Y und W zwar stochastisch voneinander
abhéngig sind, aber nicht direkt kausal. In dieser Situation spricht W nicht
gegen die interne Validitat beziiglich der Abhangigkeit der Variablen Y von
X.

Im Fall der Abbildung 3.4.3 ist die kausale Abhangigkeit zwischen Y und X
lediglich nicht mehr direkt, wenn man von der um W erweiterten Variablen-
menge ausgeht. In diesem Punkt unterscheidet sich die hier entwickelte Auf-
fassung interner Validitdt von der von Cook und Campbell (1979, S. 50)
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Abb. 3.4.3 In dieser Situation ist sowohl Y als auch W, von der Variablen X direkt
kausal abhé&ngig. Darliber hinaus ist Y auch von W direkt kausal abhangig.
Die interne Validitat der Abhéngigkeit der Variablen Y von X ist durch W
nicht gefahrdet. Die beziiglich der Variablenmenge {X,Y} direkte kausale
Abhangigkeit der Variablen Y von X ist jedoch bezogen auf die um W
erweiterte Menge {W,X,Y} nur noch eine totale, die sich aus direkten und
indirekten kausalen Abhéangigkeiten zusammensetzt.
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vertretenen, da die genannten Autoren in diesem Fall, anstelle der Direktheit
der Beziehung, deren interne Validitét in Frage stellen. In der Regel kénnen
wir jedoch nie ausschlielen, daR es, wie in Abbildung 3.4.3 skizziert, noch
weitere Variablen W gibt, die zwischen X und Y anzuordnen wéren. Im Falle
der zeitlichen Interpretation einer solchen Ordnung heif3t dies, dal es wohl
immer eine zwischen der beeinflussenden und der beeinfluBten Variablen anzu-
ordnende dritte Variable W gibt, auch wenn diese bis dahin unbekannt und
nicht erhoben ist. Ohne die Existenz solcher zwischen Ursache und Wirkung
vermittelnden Variablen wére ein kausaler Zusammenhang wohl auch kaum
denkbar. Dabei konnte sogar der Fall eintreten, dal Uberhaupt keine direkte
kausale Abhéngigkeit der Variablen Y von X besteht und deren beobachtete
stochastische Abhéngigkeit allein Uber eine vermittelnde Variable W zu erkla-
ren ist.

Als Beispiel fur die in Abbildung 3.4.3 dargestellte Situation kann Rosenthals
(siehe z.B. Rosenthal, 1964, 1966, Selg & Bauer, 1976, S. 59ff. oder auch
Timaus, 1974) Versuchsleitereffekt angefihrt werden, bei dem die oft unbe-
ricksichtigte Variable W = ,Erwartung des Versuchsleiters' einen Einflul? auf
die abhangige Vaiable Y hat und ihrerseits von der eigentlich unabhéngigen
Variablen X beeinflufdt wird, welche die Zugehdrigkeit zu den experimentellen
Gruppen anzeigt.

Bei einem Versuchsleitereffekt handelt es sich also um einen Unterschied zwi-
schen den experimentellen Gruppen, oder, was damit gleichbedeutend ist, um
einen Zusammenhang zwischen der abhangigen Variablen und der unabhé&ngi-
gen Variablen, welche die Gruppenzugehoérigkeit anzeigt, der nicht direkt auf
die eigentlichen experimentellen Behandlungen zuriickzufiihren ist, sondern
auf die vom Versuchsleiter ,ausgestrahlten’ Erwartungen beziiglich des Ver-
suchsergebnisses, welche die Versuchspersonen bewufRt oder unbewuft zu
erfillen bestrebt sind. Solchen Effekten ist nur durch Blind- oder Doppel-
blindversuche vorzubeugen, bei denen auch der Versuchsleiter im unklaren
Uber den Zweck des Versuchs gelassen wird.

Ein weiteres Beispiel fur die Situation der Abbildung 3.4.3 ist der sogenannte Haw-
thorneeffekt, den Wilkening und Wilkening (1979, S. t 5) wie folgt beschreiben: ,,In
einem der Experimente sollte die Leistung von Arbeitern an einem besonders hell
beleuchteten Arbeitsplatz (,,Experimentalgruppe®) mit der Leistung von Arbeitern an
einem normal beleuchteten Platz (,Kontrollgruppe®) verglichen werden. Die Experi-
mentalgruppe zeigte hohere Leistungswerte. Aufgrund dieses Ergebnisses schlof3 der
Versuchsleiter, daB zusétzliche Beleuchtung die Produktivitdt erhoht.

In einem AnschluBexperiment wurde die Beleuchtung bei der Experimentalgruppe
wieder derjenigen der Kontrollgruppe angeglichen. Erstaunlicherweise verschlechterte
sich hierdurch die Arbeitsleistung der Experimentalgruppe nicht.”

Diese Ergebnisse interpretieren Wilkening und Wilkening folgendermaRen: , Aufgrund
der Versuchsbeschreibung ist anzunehmen, dafl eine wesentliche Variable nicht kon-
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stantgehalten worden ist, und zwar das Wissen der Arbeiter, Teilnehmer an einem
Experiment zu sein. Wahrend die Mitglieder der ,,Kontrollgruppe® nichts von einer im
Werk durchgefiihrten Untersuchung wuBten, fuhlten sich die Arbeiter der Experimen-
talgruppe dadurch, daB ihr Verhalten beobachtet und registriert wurde, als ,,Versuchs-
personen®, die sich der Aufmerksamkeit der Geschéftsleitung bewuft waren. Dieses
Wissen allein genligte, um die Leistung zu verbessern. Hétte man es konstantgehalten,
indem man die Mitglieder von Experimental- und Kontrollgruppe in gleicher Weise
Uber ihre Rolle als Versuchsperson informiert hatte, waren vermutlich keine Unter-
schiede zwischen den beiden Beleuchtungsbedingungen beobachtet worden* (1979,
S.17).

Offenbar wurde bei dieser Untersuchung die Variable W = ,Mativation durch Wissen/
Nichtwissen um Teilnahme an einer Untersuchung‘ von der eigentlichen unabhéngigen
Variablen X beeinfluf3t, so dafi? die festgestellte Abhéngigkeit der Variablen Y von X
nicht direkt auf X zuriickgefiihrt werden kann, wenn man dieses ,direkt* auf die Varia-
blenmenge {W,X,Y} bezieht. Bezilglich der beiden Variablen X und Y wére diese
Abhéngigkeit hingegen direkt.

Die in Abbildung 3.4.3 dargestellten kausalen Abhéngigkeiten lassen sich
durch die beiden Gleichungen

(3.4.1) E(Y|X,W) = ayo + tyx X + 0yw W,  mit ayy # 0,
und
(3.4.2) E(W|X) = owo + owx X,  mit ayx # 0,

beschreiben. Wirden wir in diesem Fall W ignorieren, so erhielten wir als
Steigungskoeffizienten nicht oy, der die beziglich {W,X,Y} direkte kausale
reglineare Abhangigkeit der Variablen Y von X angibt, sondern den totalen
kausalen reglinearen Effekt Byx := Oyx + Oyw . Owx von X auf Y, denn nach
den Gleichungen A.5.7, A5.10 und A5.5 des Anhangs gilt

(3.4.3) E[E(Y|X,W)|X] = E(Y|X) =

ﬁ Oyo + (XYXx + Oyw E(WlX) f

= (0yo + Qyw * Owo) + (Oyx + Oyw * awx) X,

s

wobei man den Ubergang von der zweiten zur dritten Formelzeile durch
Einsetzen der Gleichung 3.4.2 erhdlt. Man beachte, dal? der bezuglich aller
drei Variablen totale kausale reglineare Parameter Pyx := Oyx + Oyw . Owx
bezuglich der Variablenmenge {X,Y} direkt ist.

In Abbildung 3.4.4 schliellich ist von Y noch eine weitere Variable W abhan-
gig, was fur die interne Validitét beziglich der Variablen Y von X nicht von
Bedeutung ist, denn es gibt wohl keinen Grund zu erwarten, dal bei Konstanz
einer nachgeordneten Variablen W noch die gleiche stochastische Abhangig-
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keit zwischen Y und X besteht. Wenn némlich Y und W stochastisch abhéngig
sind, so haben wir mit dem Wert von W auch Information Uber Y. Bei einer
vollstandigen Abhangigkeit der Variablen W von Y lage sogar mit einem Wert
von W auch der von Y fest, so dal dann bei gegebenem Wert von W die
Variable Y konstant und daher unabhéngig von X wére. Dies aber sollte wohl
nicht gegen eine eventuelle interne Validitdt der Abhangigkeit der Variablen Y
von X sprechen.

Abb. 3.4.4: In dieser Situation ist nicht nur Y von X, sondern auch die dritte Variable
W von Y direkt kausal abhéngig. Dadurch wird die interne Validitat der
Abhéngigkeit der Variablen Y von X nicht geféhrdet.

Bei allen in diesem Abschnitt behandelten Féllen haben wir vorausgesetzt, dafd
die Abbildungen die tatsachlichen kausalen Abhangigkeiten beschreiben, daf’
also die in diesen Pfeildiagrammen angedeuteten Fehlervariablen ,,strikt zuféal-
lig* (vgl. Namboodiri et al., 1975, S. 446) sind. Auf diese Weise haben wir
zwar einige Grundideen erlautern kénnen, aber das eigentliche Problem der
Definition einer ,kausalen’ oder ,intern validen' Abhéngigkeit ist damit noch
nicht geldst, genausowenig wie das Problem, wie man in Anwendungsféllen
empirisch Uberprifen kann, ob ein bestimmtes Pfeildiagramm und die zugeho-
rigen Gleichungen tatséchlich die kausalen Abhéngigkeiten beschreiben. Die-
sen Aufgaben wollen wir uns in den folgenden Abschnitten zuwenden.

3.5 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurde die Grundidee interner Validitat bezlglich der
Abhéngigkeit einer Variablen Y von einer zweiten Variablen X erldutert. Diese
besteht darin, dal3 keine dritte X gleich- oder vorgeordnete Variable W exi-
stiert, welche die Beziehung zwischen X und Y modifiziert. Gibt es eine dritte
Variable W, die zwischen X und Y anzuordnen ist, dann kann W nicht die
interne Validitat, sondern nur die Direktheit der Beziehung in Frage stellen.
Hierin unterscheidet sich die hier vertretene Auffassung von der von anderen
Autoren gedullerten (siehe z.B. Cook & Campbell, 1979, S. 50). Die oben
genannte Grundidee wurde durch die folgende Invarianzbedingung konkreti-
siert: Die Beziehung zwischen X und Y muf} bei Konstanz einer X gleich- oder
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vorgeordneten Variablen W invariant bleiben, wenn interne Validitat bezig-
lich der Abhangigkeit der Variablen Y und X bestehen soll. Anhand verschie-
dener Pfeilschemata wurde diese Vorstellung erléutert.

4. Einfache kausale reglineare Abhangigkeit

4.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, den Begriff ,einfache kausale reglineare
Abhéngigkeit' formal zu definieren, und damit die idealen Bedingungen anzu-
geben, unter denen eine kausale regressiv lineare oder ,reglineare’ Abhéngig-
keit zwischen einer Variablen Y und einer Variablen X beobachtet werden
kann, um im néachsten Abschnitt die Eigenschaften dieses Begriffs mathema-
tisch untersuchen zu konnen. Diese sollen dann angeben, in welchen Féllen
eine einfache kausale reglineare Abhangigkeit vorliegt, und in welchen nicht.

Wir sprechen dabei von einfacher kausaler reglinearer Abhéngigkeit, um diese
Art der kausalen Abhangigkeit, die sich durch eine einfache Regressionsglei-
chung mit einer unabhéngigen Variablen beschreiben 1aRt, von der direkten
kausalen reglinearen Abhéangigkeit abzugrenzen, zu deren Beschreibung eine
multiple Regressionsgleichung mit mehreren unabhéangigen Variablen bendtigt
wird. Der Begriff der direkten kausalen reglinearen Abhéngigkeit wird dann
wichtig, wenn die Situation eine (statistische) Kontrolle anderer unabhangiger
Variablen erfordert, die moglicherweise auch zwischen X und Y angeordnet
sind.

In den folgenden Abschnitten besprechen wir zunéchst die Bedingungen der
Vorgeordnetheit sowie der Invarianz getrennt, und fassen diese dann in der
Definition einfacher kausaler reglinearer Abhéngigkeit zusammen.

4.2 Vorgeordnetheit

Eine Formalisierung der im Abschnitt 3 beschriebenen intuitiven Vorstellun-
gen interner Validitat ist offenbar nur mdglich, wenn wir in einer gegebenen
Situationsklasse von den Variablen X und Y entscheiden kénnen, ob X der
Variablen Y vorgeordnet ist. In Anwendungen kann man sich als dabei zu
verwendendes Kriterium ,X ist zeitlich Y vorgeordnet' denken. Eine gewisse
Geordnetheit der Variablen ist aber auch aus folgenden Grinden wichtig:
Existiert eine weitere Variable W, die X gleich- oder vorgeordnet ist (siehe die
Abbildungen 3.3.1 bis 3.4.2), dann ist W eine Variable, welche mdglicherweise
die interne Validitat der Abhangigkeit der Variablen Y von X geféhrden kann,
wie z.B. in den Abbildungen 3.3.1 und 3.3.2. Ist hingegen X einer dritten
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Variablen W vorgeordnet, wie in den Abbildungen 3.4.3 und 3.4.4, dann ist
die interne Validitdt der Abhangigkeit der Variablen Y von X durch W nicht
geféhrdet, sondern nur deren Direktheit.

Wir wollen nun prazisieren, was wir unter Vorgeordnetheit verstehen wollen.
Zur Veranschaulichung der dazu benétigten Begriffe der Stochastik betrachten
wir zundchst den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P), der die bestimmte Situa-
tionsklasse repréasentieren soll, in der die Minzen | und Il geworfen werden.
Dabei besteht die Menge

(4.2.1) Q= {(alsbl)’(al)bz)’(a25b1)>(32)b2)},
aus den vier Elementarereignissen

Miinze I fillt auf die i-te Seite und

(4.2.2) (ay) = Miinze II fillt auf die j-te Seite,

ij e {12},

die beim Werfen der beiden Minzen | und Il auftreten kénnen. Nun koénnen
wir die mit dem Werfen der ersten Minze verbundenen Ereignisse in der
Sigmaalgebra

(4.2.3) {{(31, J(ab2)}, {(asbi)y(axby)}, Q, @}
zusammenfassen, die zugleich die von der stochastischen Variablen

(4.2.4) 7, = {1, wenn die Miinze I auf die Seite 1,

0, wenn sie auf die Seite 2 fillt,

erzeugte Sigmaalgebra <#(Z;) ist (vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 42). Dabei représen-
tiert beispielsweise A = {(a,b;),(a4,b,)} das Ereignis, da die Minze | auf die
Seite 1 fallt und da3 Z, den Wert 1 annimmt.

Die von einer Funktion und im besonderen von einer stochastischen Variablen
X erzeugte Sigmaalgebra enthdlt alle Ereignisse
(4.2.5) A= {w e Q: X(w) = x},

da X einen bestimmten Wert x angenommen hat, als Elemente, aber sie
enthdlt auch alle Vereinigungsmengen solcher Ereignisse. Die von der stocha-
stischen Variablen

(4.2.6) Ty = {1, wenn die Minze Il auf die Seite 1,

0, wenn sie auf die Seite 2 fdlt,
erzeugte Sigmaalgebra <4(Zy) ist daher
(4.2.7) {{(31, (asb1)}, {(an,b2)(az,b2)}, €, Q}
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Diese Formalisierung ist jedoch fur unsere Zwecke zu vereinfachend, da die beim
Werfen zweier Minzen auftretenden Ereignisse nicht nur die unter 4.2.3 und 4.2.7
genannten sind, die ja nur die Endergebnisse des Werfens der beiden Minzen
reprasentieren. Auch bei einem solch einfachen Beispiel kdnnten wir zu jedem
Zeitpunkt t in diesem Versuch unendlich viele Ereignisse nennen, z.B. jene, wel-
che die rdumliche Lage der Minzen oder deren Drehgeschwindigkeit angeben.
Eine vollstandige explizite Beschreibung dieses Versuchs mifite alle diese Ereignis-
se enthalten, einschliefflich der diesen Ereignissen zugeordneten Wahrscheinlich-
keiten. Das bedeutet jedoch nicht, da3 wir alle Ereignisse explizit angeben oder
gar, dald deren Wahrscheinlichkeiten bekannt sein oder geschétzt werden mussen.
Allerdings muR3 eine formale Struktur zugrunde gelegt werden, die uns zum einen
in die Lage versetzt, bei der formalen Abhandlung zwischen je zwei Zeitpunkten s
und t einen weiteren Zeitpunkt anzunehmen, und zum anderen ermdglicht, gege-
benenfalls auf alle bei diesem Versuch méglichen Ereignisse und Variablen zuriick-
greifen zu konnen, die ja u.U. Storereignisse bzw. Storvariablen sein konnen.
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Abb. 4.2.1: Anordnung der betrachteten Ereignisse auf der Zeitachse und schematisier-
te Darstellung einer isotonen Familie (<4, t€IR) von Sigmaalgebren.

Eine formale Struktur, die diesen Anforderungen genuigt, ist die isotone oder
monoton wachsende Familie von Sigmaalgebren, worunter man eine Familie
(<A, t € IR) von Sigmaalgebren versteht mit der Eigenschaft

(4.2.8) A, A, falls s S t, wobei s,t € IR

(siehe z.B. Bauer, 1974, S. 314). Demnach enthdlt eine solche Sigmaalgebra
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<A, alle bis zum Punkt t méglichen Ereignisse als Elemente (siehe Abbildung
4.2.1).

Indem wir eine isotone Familie von Sigmaalgebren zugrunde legen, kénnen
wir ,Vorgeordnetheit' sowohl fir stochastische Variablen als auch fir Sigmaal-
gebren und Ereignisse nun wie folgt definieren:

Definition 4.2.1. Es seien (Q,<4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 3 und C
zwei Teilsigmaalgebren von <4, IR die Menge der reellen Zahlen versehen mit
den (blichen Ordnungsrelationen =, <, < sowie >, und (<4, t € IR) sei eine
isotone Familie von Sigmaalgebren mit

(4.2.9) v41(U1Rv4[) = A

Die Sigmaalgebra 73 heift C (beziiglich (<4, t € IR)) vorgeordnet genau dann,
wenn zwei Elemente s, t € IR, s < t, existieren, fur die gilt:

(4.2.10) BcocA,Cc A und C ¢ A,

Die stochastische Variable X heif3t der stochastischen Variablen Y (beziglich
(A, t € IR)) vorgeordnet genau dann, wenn die von X erzeugte Sigmaalgebra
<A(X) der von Y erzeugten Sigmaalgebra <#(Y) vorgeordnet ist.

Das Ereignis A € < heillt dem Ereignis B € < (beziiglich (<4, t € IR))
vorgeordnet genau dann, wenn die Indikatorvariable 1, der Indikatorvariablen
1z vorgeordnet ist’).

Auf unser obiges Beispiel des Werfens zweier Minzen angewandt, kénnen wir also
sagen, dal die Variable Z, der Variablen Z, vorgeordnet ist, da die Miunze 1l zum
Zeitpunkt s und die Minze | zum Zeitpunkt t geworfen wird. Enthélt die Sigmaalgebra
A, alle bis zum Zeitpunkt s moglichen Ereignisse, so ist also <#(Z;;) Teilmenge von <4,
nicht jedoch <4(Z;), da Minze | erst zum Zeitpunkt t > s geworfen wird:

(4.2.11) J(ZH) c v45, ‘74(21) < v4[ und J(Z[) ¢ 645
(siehe Abbildung 4.2.1).

Auf die entsprechende Weise ist auch die Vorgeordnetheit einer Sigmaalgebra
gegeniber einer stochastischen Variablen oder die Vorgeordnetheit einer sto-
chastischen Variablen gegenliber einem Ereignis und umgekehrt definiert. Eine
stochastische Variable X z.B. soll einem Ereignis A vorgeordnet heif3en genau

% Eine stochastische Variable, die nur die Werte Null (fur A) und Eins (fir A) anneh-
men kann, nennt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie Indikatorvariable flr das
Ereignis A und man benutzt normalerweise das Symbol 1,.
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dann, wenn <4(X) der von der Indikatorvariablen 1, erzeugten Sigmaalgebra
A1) = {AA,Q.P)} vorgeordnet ist.

Der Begriff der Vorgeordnetheit bezieht sich also immer auf eine bestimmte
isotone Familie (v4t, t € IR) von Sigmaalgebren. In Anwendungen10 kann eine
solche Sigmalalgebra <4, als die Menge der bis einschlieRlich zum Zeitpunkt t
moglichen Ereignisse interpretiert werden. Dabei sind nicht etwa Melzeit-
punkte entscheidend, sondern vielmehr die ,Wirkzeitpunkte'. Wann Variablen
tatsachlich erhoben werden, ist eher eine technische Frage und hat mit der
eigentlich inhaltlichen Theorie nur bedingt zu tun.

Auch der Begriff ,Gleichgeordnetheit’ [aRt sich nun exakt wie folgt be-
stimmen :

Definition 4.2.2. Es mdgen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen
gelten, die in der Definition 4.2.1 aufgefthrt sind.

Die Sigmaalgebra 3 heiRt C (beziiglich (<4, t € IR)) gleichgeordnet genau
dann, wenn C nicht 3 und T3 nicht C vorgeordnet ist, und ein t € IR existiert
mit

(4.2.12) B c A und C c A.

Die stochastische Variable X heif3t der stochastischen Variablen Y (beziglich
(<A, t € IR)) gleichgeordnet genau dann, wenn <#(X) und <4(Y) gleich geord-
net sind.

Das Ereignis A € <4 heiRt dem Ereignis B € <# (beziiglich (<4, t € IR))
gleichgeordnet genau dann, wenn <4(1a) und <4(13) gleichgeordnet sind.

Gleichgeordnetheit kann in Anwendungsfallen als zeitliche Gleichgeordnet-
heit interpretiert werden, aber andere Interpretationen sind ebensogut denk-
bar. Als Beispiel zweier gleichgeordneter Variablen kann man sich zwei gleich-
zeitig experimentell manipulierte unabhangige Variablen X; und X, vorstellen.

4.3 Invarianz

Die Bedingung, da3 X der Variablen Y vorgeordnet ist, ist eine notwendige,
aber keineswegs hinreichende Bedingung einer einfachen kausalen reglinearen

% Wie bei jedem formalen Begriff sind auch bei dem der Vorgeordnetheit prinzipiell

andere Anwendungen und ,Interpretationen* erlaubt, insbesondere auch solche, in
denen IR nicht als Zeitmenge interpretiert wird. Ob solche alternativen Interpretatio-
nen ebenfalls zu etwas Sinnvollem flhren, vermag ich zur Zeit nicht zu beurteilen.
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Abhéngigkeit der Variablen Y von X, wie wir bereits im Abschnitt 2.3 festge-
stellt haben, in dem die Abhéngigkeit der ersten von der zweiten Minzvaria-
blen fir das Beispiel ,Minzen und Elektromagnet’ behandelt wurde. Unser
Ziel ist nun, formale Eigenschaften zu finden, welche die Falle der Abbildun-
gen 3.3.1 und 3.3.2, in denen keine interne Validitdt besteht, von denjenigen
der Abbildungen 3.4.1 und 3.4.2 unterscheiden, in denen durch die dritte
Variable W die Validitat nicht in Frage gestellt wird. FUr die anderen beiden
Falle der Abbildungen 3.4.3 und 3.4.4 haben wir ja bereits festgestellt, dal
dort X der Variablen W vorgeordnet ist, womit W die Validitdt der Abhangig-
keit der Variablen Y von X nicht gefdhrden kann. In diesen Fallen ist W also
keine potentielle Storvariable, da sie hdchstens, wie im Fall der Abbildung
3.4.3, dazu fuhrt, dal eine bezuglich {X,Y} direkte kausale reglineare Abhéan-
gigkeit, bezogen auf die um W erweiterte Variablenmenge {W,X,Y} nicht
mehr direkt ist (vgl. hierzu auch Hummell & Ziegler, 1976b, S. E 57). Zur
Unterscheidung der Falle der Abbildungen 3.3.1 und 3.3.2 von denen der
Abbildungen 3.4.1 und 3.4.2 ist offenbar die Forderung, dal} X der Variablen
Y vorgeordnet ist, nicht hinreichend, da dies fur jeden der genannten vier Féalle
zutrifft, wenn auch diese Vorgeordnetheit zweifellos eine notwendige Bedin-
gung fur eine einfache kausale reglineare Abhangigkeit ist.

Notwendig, aber ebenfalls nicht hinreichend ist die Gultigkeit einer Gleichung vom
Typ
(43.1) EY|X) 5 avo+ axx X,

durch die eine reglineare Abh&ngigkeit definiert ist. Die in dieser Gleichung vorkom-
mende reelle Zahl bezeichnen wir als Steigungskoeffizient der Regression von Y
unter X. In Abschnitt 2 haben wir gesehen, dalR mit einer solchen Gleichung sowohl die
intuitiv kausale reglineare Abhéngigkeit der Miinz- von der Magnetvariablen, als auch
die nichtkausale reglineare Abhéangigkeit der ersten von der zweiten Minzvariablen
beschrieben werden konnen (siehe die Gleichungen 2.3.4, 2.4.2 und 2.4.3).

Diese gesuchte Eigenschaft''), die neben der Vorgeordnetheit eine einfache
kausale reglineare Abhangigkeit der Variablen Y von X definieren soll, ist die
Formalisierung der Vorstellung, da eine solche Abhangigkeit nicht von der
Auspragung w einer potentiellen Storvariablen W abhangen darf. Damit préazi-
sieren wir die ldee, da3 eine potentielle Storvariable W nicht den Zusammen-
hang zwischen X und Y ,,modifizieren“ (Bredenkamp, 1980, S. 1) darf, oder

1) Diese Eigenschaft wurde dhnlich auch schon von Lazarsfeld (1955, S. 125) verbal
formuliert. Hummell und Ziegler (1976b, S. E 32) haben nicht akzeptiert, dal dabei
tatsachlich alle potentiellen Stdrvariablen auf dem zugrunde gelegten Wahrscheinlich-
keitsraum wichtig sind, und eben nicht nur die in der Theorie spezifizierten, die also in
der Modellgleichung vorkommen. Das Argument, dal? solche Kausalaussagen nicht im
Sinne einer Verifikation Uberprift werden kénnen, spricht nicht gegen ein solches
Konzept, da ja die Uberpriifung nach dem Falsifikationsverfanren mdglich ist.
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anders formuliert, dal3 keine ,,konfundierenden Faktoren“ existieren dirfen
(vgl. z.B. Sarris, 1968, S. 183).

Dabei ist es unerheblich, ob eine solche Variable W erhoben wurde oder nicht. Wesent-
lich ist nur, dal3 W eine stochastische Variable auf dem gleichen Wahrscheinlichkeits-
raum (S2,<4,P) ist, der die betreffende Situationsklasse reprasentiert, so daf? W prinzipiell
erhoben werden konnte. Beim Beispiel ,Miinzen und Elektromagnet* beispielsweise ist die
Magnetvariable Z,, auch dann vorhanden und hat eine Wirkung auf die Miinzwurfergebnis-
se, wenn sie nicht erhoben wird. Dagegen waére eine Variable, die den Zustand eines zweiten
Elektromagneten anzeigen wirde und eine Varianz grofer Null hatte, keine stochastische
Variable auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum, da aus der Beschreibung des Beispiels
zumindest implizit hervorgeht, daf dort nur ein einziger Elektromagnet installiert ist. Ein
Experiment, in dem zwei Elektromagneten vorkommen, wirde durch einen anderen Wahr-
scheinlichkeitsraum représentiert, als das beschriebene Experiment, in dem es nur einen
einzigen Elektromagneten gibt.

Wir wollen nun zuné&chst prézisieren, was wir unter potentiellen Stérvariablen
W verstehen wollen. Die Bedingung, dal W der Variablen X gleich- oder
vorgeordnet ist, reicht nicht aus, da dann auch W; = X Z, W, = X + Z u.a
potentielle Storvariablen wéren, falls Z der Variablen X gleich- oder vorgeord-
net ist, was aus Definition 4.2.2 folgt. Als potentielle Storvariablen sollen aber
nur solche Variablen gelten, die unabhangig von X definiert sind. Die folgende
Definition stellt dies sicher.

Definition 4.3.1. Es mdgen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen
gelten, die in der Definition 4.2.1 aufgefiihrt sind. AufRerdem seien X und W
stochastische Variablen und Z: € — IR", n € {1,2,. . .}, ein stochastischer
Vektor auf (Q,<4,P).

W heilkt potentielle Stérvariable beziiglich X [und (<4, t € IR)] genau dann,
wenn gilt: @ W ist X gleich- oder vorgeordnet, b) Wenn W = f(X,Z), wobei Z
der Variablen X gleich- oder vorgeordnet ist und f: X(Q) x Z(Q2) — IR, so
existiert eine Funktion g: Z(Q) — IR mit f(X,Z) = g(Z). [X(RQ) ist dabei das
Bild von €2 unter X.]

Variablen wie W; = X . Z oder W, = X + Z sind demnach keine potentiellen
Storvariablen beziglich X, da sie nicht nur von Z, sondern auch von X abhén-
gen (siehe Punkt b der obigen Definition).

Am folgenden Fall soll nun die Invarianzbedingung weiter erl&utert werden:
Angenommen, die Variable Y wéare sowohl von X, als auch von W kausal
abhangig, und diese kausale Abhéngigkeit lieRe sich durch

(4.3.2) E(Y | X, W) T Bvo + Byx X + Byw W

beschreiben, wobei X und W stochastisch unabhéangig seien, so daf auch E(\X/IX)



Modelle zur kausalen Erklérung statistischer Zusammenhénge 95

= E(W) gilt. Dann gélte nach den Gleichungen A.5.7, A.5.5 und A.5.10 die
Gleichung 4.3.1 mit = Py, + Pyw EW) und = Pyx, dh der Effekt
von W auf Y wére additiv zu dem von X. Fir die bedingte Erwartung von Y
unter X gegeben das Ereignis A, da W den Wert w angenommen hat, gilt
dann auch

(4.3.3) EA(Y|X) p= (Byo + Byw W) + Pyx X = ayo + ayx X,

wobei = Byo + Byw w und ayx = PByx. Das bedeutet, daR der Steigungs-
koeffizient ayy aus Gleichung 4.3.1 invariant bleibt, wenn die potentielle Stor-
variable W konstant gehalten wird, d.h. W ist keine tatséchliche Stoérvariable.

Die Invarianz von ayx ist nicht selbstverstéandlich. Gilt z.B. weder Byyw = O,
noch E(W | X) 7 E(W), so folgt aus Gleichung 4.3.2 und den oben angegebe-
nen Gleichungen des Anhangs, daB o # Byx. Folglich gilt dann bei Kon-
stanz von W nicht mehr der Steigungskoeffizient oyx. W ist dann tatséchlich
eine Storvariable, die den Zusammenhang zwischen X und Y modifiziert. Die
Invarianzbedingung postuliert aber genau diese Invarianz des Steigungskoeffi-
zienten bei Konstanz aller potentiellen Stoérvariablen.

4.4 Definition

Nach diesen Uberlegungen soll eine stochastische Variable Y von einer zwei-
ten stochastischen Variablen X genau dann einfach kausal reglinear abhéngig
hei3en, wenn erstens X der Variablen Y vorgeordnet ist und zweitens die
Invarianzbedingung gilt. Dies soll préziser in der folgenden Definition festge-
halten werden:

Definition 4.4.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,<#,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y).

(<A, teIR) sei eine isotone Familie von Sigmaalgebren mit & (L{R A) = A
te

Aullerdem sei Y von X reglinear abhangig, d.h.

(4.4.1) E(Y|X) = ayo + ayx X.

Die Variable Y heiRt von X (bezuglich (<4, t € IR)) einfach kausal reglinear
abhangig und die reelle Zahl oyx heif3t einfacher kausaler reglinearer Effekt
von X auf Y genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Vorgeordnetheit: X ist Y vorgeordnet®?).

2 Man beachte die Definitionen 4.2.1 und 4.2.2.
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Invarianz: Fir jede potentielle Storvariable W gilt

(4.4.2) E(Y|X,W) = Byx X + f(W)

mit ayx = Pyx und f(W) = oy, + E(F| W), wobei F := Y—E(Y | X).

Man beachte, dal3 f(W) eine Funktion ist, die ausschliefllich von W abhangt.
Insbesondere wird dadurch eine Interaktion oder Modifizierung der Abhén-
gigkeit der Variablen Y von X durch W ausgeschlossen.

In dieser Definition werden keinerlei formal undefinierte Begriffe verwendet.
Es handelt sich also um eine rein mathematische Definition, mit dem damit
verbundenen Vorteil, dal eine rein mathematische Untersuchung der daraus
ableitbaren Folgerungen mdglich ist. Indem man in einem Anwendungsfall
festlegt, daR der zugrundegelegte Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P) eine ganz
bestimmte Situationsklasse oder ein ganz bestimmtes Experiment représen-
tiert, dald jede Sigmaalgebra & die bis zum Zeitpunkt t moglichen Ereignisse
als Elemente enthalt, und dal3 die Variablen X und Y fir ganz bestimmte
Variablen stehen, wird eine Interpretation oder Anwendung des formalen Be-
griffs der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit vorgenommen.

Ebenso wie beim formalen Begriff der Wahrscheinlichkeit, sind auch hier verschiedene
Anwendungen oder Interpretationen denkbar. Zum einen kann man versuchen, mit
diesem Begriff objektive kausale reglineare Abhédngigkeiten zu beschreiben, zum ande-
ren aber auch subjektive Sachverhalte, womit man sich in die psychologische For-
schung der Kausalattribuierung begdbe (vgl. z.B. Heider, 1958, Herkner, 1980, Jones,
Kanouse, Kelley, Nisbett, Valins & Weiner, 1971, 1972, und Weiner, 1972, 1974).
Sowohl flr die erstgenannten methodologischen, als auch fir die letztgenannten psy-
chologischen Anwendungen sind die aus der Definition ableitbaren formalen Eigen-
schaften dieses Begriffs von groRer Bedeutung, da sie oft leichter als die in der Defi-
nition genannten Eigenschaften empirisch Uberprifbar sind. Diesen formalen Eigen-
schaften und den darauf basierenden empirischen Forschungsstrategien im methodolo-
gischen Bereich wenden wir uns im Abschnitt 5 zu.

Zur Erlauterung der Definition 4.4.1 betrachten wir die folgende Situation: Y sei von X
einfach kausal reglinear abhéngig. Gilt dann beispielsweise auller

(4.4.3) E(Y|X) = oyo + ayx X

auch, daf3 die Residualvariable F von einer potentiellen Storvariablen W reglinear ab-
héngig ist,

(4.4.4) E(F|W) = ap + ary W,

dann muB auch
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(4.4.5) E(Y|X,W) = (ayo + apo) + oyx X + apw W + ayxxw X'W,
mit Ay x xw = 0

gelten. Zum einen heif3t dies, dal der Koeffizient atyy bei einer Erweiterung des Modells
um eine solche Variable W invariant bleipen muB, und zum anderen, daR keine Inter-
aktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und W bestehen darf. Um diese Aussa-
ge zu verifizieren, braucht man lediglich die Gleichungen 4.4.4 in Gleichung 4.4.2
einzusetzen:

(4.4.6) E(Y|X,W) = oy, + oyx X + ago + opy W.

Ist in einem Anwendungsfall diese Eigenschaft nicht erfiillt, so kénnen wir schlie3en,
daB Y von X nicht einfach kausal reglinear abhéngig ist.

Die Definition 4.4.1 hat sowohl fir experimentelle, als auch fir nichtexperi-
mentelle Forschungssituationen praktische Konsequenzen, da sie fur beide
Falle Moglichkeiten aufzeigt, wie man eine Behauptung, dal} eine reglineare
Abhéngigkeit einfach kausal ist, falsifizieren kann. Sowohl das in der Inva-
rianzbedingung enthaltene Interaktionsverbot der Variablen X mit einer po-
tentiellen Storvariablen W &Rt sich in experimentellen und in nichtexperimen-
tellen Forschungssituationen Uberprifen, als auch die darin enthaltene Aussa-
ge, dal3 der Koeffizient oyx bei der Erweiterung von E(Y | X) nach E(Y ’ X,W)
invariant bleibt, d.h. in Gleichung 4.4.1 und in der Gleichung 4.4.2 derselbe
ist. Beide Aspekte der Additivitatsbedingung sollen an je einem Beispiel erléu-
tert werden.

45 Beispiel: Minzen und Elektromagnet (1. Fortsetzung)

Aus Abschnitt 2.3 liegt bereits die Gleichung
(4.51) E(Zi|Zy) = Bio + Bz Zu = 0.5666 + 0.1905-Zy

vor, und wir haben nach Theorem 5.4.1 zu prifen, ob B, = 0.1905 mit dem
Koeffizienten o, aus der Gleichung

(4.5.2) E(Zi|ZZy) = P(B|ZuwZy) =

= Oy + Qi Zy + Q3 Zy + Oy ZirZy
identisch ist, und ob oy, = 0 gilt, wobei
(4.5.3) B:={we Q:Z{w) =1}

wieder das Ereignis ist, da3 Minze | auf die Metallseite fallt.
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Die zunédchst unbekannten Parameter kdnnen wir aus den vier Gleichungen

(4.5.4) P(B|Zy=0,Zyy=0) = a,, = 0.5

(4.5.5) P(B|Zy=0,Zy=1) = oo + a3 = 0.9

(4.5.6) P(B|Zy=1,2y=0) = oo + a;; = 0.5

(4.5.7) PB|Zy=1,Zy=1) = oo + oy, + ay; + oy = 0.9

bestimmen, wobei wir die numerischen Werte fir die bedingten Wahrschein-
lichkeiten aus den Daten der Tabellen 2.2.1 und 2.2.2 erhalten. Aus obigem
Gleichungssystem folgen dann die in der Gleichung

angegebenen Koeffizienten. Zwar ist das Interaktionsverbot erfillt, da o, =
0, aber es gilt o, = 0 # Py, = 0.1905, woraus wir nach Definition 4.4.1
schlieBen kénnen, dalR Z, nicht von Z, einfach kausal reglinear abhéangig ist.

Damit haben wir ein Beispiel fur den ersten in der Invarianzbedingung enthal-
tenen Aspekt behandelt, der die Gleichheit der Koeffizienten a,, und f,, aus
den Gleichungen 4.5.1 und 4.5.2 betrifft. Den zweiten Aspekt, ndmlich das
Interaktionsverbot erldutern wir im folgenden Abschnitt.

4.6 Beispiel: Drogen und Aktivierung

In der Tabelle 4.6.1 sind die bedingten Erwartungswerte der abh&ngigen Va-
riablen

(4.6.1) Z, = ,,psychophysiologische Aktivierung*

angegeben, die aus einem fiktiven Experiment stammen mdgen, in dem die
Wirkung der unabhangigen Variablen

(4.6.2)

7 .- 1, wenn die Versuchsperson das Verum,
b -1, wenn sie das Placebo einnimmt,

untersucht werden soll. Dabei nehmen wir an, dal3 alle einschldgigen Kontrolltech-
niken, wie z.B. Randomisierung, Doppelblindversuch u.a. durchgefiihrt wurden.
AuRerdem sei von den Versuchspersonen bekannt, ob sie intro- oder aber extra-
vertiert'®) sind, was durch die Personlichkeitsvariable

3) Die hier vorgenommene Reduzierung der vielstufigen quantitativen Persénlich-
keitsvariablen Intro/Extraversion auf zwei Auspragungen wird ausschlieBlich aus Grun-
den der einfacheren Darstellbarkeit des Interaktionsverbots vorgenommen.
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(4.63) Zp = 1, wenn Q|e Versuchsper.son introvertiert,
- 1, wenn sie extravertiert ist,

angezeigt wird.

In diesem Beispiel kdnnen wir eine eindeutige zeitliche Ordnung zwischen den Varia-
blen vornehmen, denn die Intro/Extraversionsvariable Z; ist als Personlichkeitsvariable
zeitlich vor der experimentell manipulierten Drogenvariablen Zy anzuordnen, und
letztere zeitlich vor der Aktivierungsvariablen Z,, die einen psychophysiologischen
Zustand der Versuchspersonen nach der Einnahme der Droge bzw. des Placebos an-
gibt. Falls in diesem Beispiel die Invarianzbedingung erfillt wére, kbnnte die zwi-
schen Z, und Zp bestehende reglineare Abhangigkeit also kausal interpretiert werden.
Ob man in diesem Beispiel diese Voraussetzung machen kann, soll nun tberprift
werden.

Tabelle 4.6.1: Bedingte Erwartungswerte der abhéangigen Variablen ,Aktivie-
rung‘ in einem 2x2-kreuzfaktoriellen Design.

Introvertierte Extravertierte
Droge 30 20 25
Placebo 25 5 15
275 125 20

Aus den in der Tabelle 4.6.1 angegebenen Zahlen kdnnen wir ersehen, dal} eine
Interaktion im varianzanalytischen Sinn besteht, denn 30 - 25 # 20 - 5, d.h.
die Differenz der bedingten Erwartungswerte zwischen denjenigen, welche die
Droge und denjenigen, die das Placebo einnehmen, ist bei Introvertierten
geringer als bei Extravertierten.

Fir die bedingte Erwartung E(Za | Zp,Zp) gilt

(464) E(ZAIZDaZP) f=s (083} + Op ZD + Op Zp + Opxp ZD'ZP =

20 + 5.02Zp + 7.5Zp + (—2.5)ZpZp,
wobei wir die numerischen Werte aus den vier Gleichungen

(4.6.5) E(Za|Zp=1,Zp=1) = 05 + ap + ap + Opxp = 30,
(4.6.6) E(ZA|Zp=1,Zp=—1) = ag + 0op — 0tp — Opxp = 20,

(467) E(ZA|ZD—_——1,ZP=1) =0y — Up + Op — Upxp = 25, und



100 Rolf Steyer

(463) E(ZA|ZD=—1,ZP=—1) = 0o — Op — Up + Opxp = 5

berechnen kdnnen, die nach den Gleichungen A.5.2, und A.4.6 aus der ersten
Formelzeile von 4.6.4 folgen.

Aus Gleichung 4.6.4 konnen wir ersehen, dal3 die reglineare Abhéangigkeit der
Variablen Z, von Zp nicht einfach kausal ist, denn andernfalls mifte geman
Definition 4.4.1 der letzte Summand in Gleichung 4.6.4 wegfallen, d.h. apxp
dirfte nicht -2.5, sondern mufRte gleich Null sein, was dann der Fall ware,
wenn keine Interaktion zwischen der Drogenvariable Zp und der Intro/Extra-
versionsvariablen Z, bestande®®).

Dieses Beispiel verdeutlicht, dal die Invarianzbedingung einer einfachen kau-
salen reglinearen Abhangigkeit einer Variablen Y von X immer dann nicht
gegeben ist, wenn eine Interaktion von X mit einer potentiellen Stérvariablen
W, im Beispiel, der Intro/Extraversionsvariablen, besteht. Ein mdglicher Weg
ware nun, die Aussage, da3 die Aktivierungsvariable Z, einfach kausal regline-
ar von der Drogenvariablen Z, abhangig ist, auf jeweils eine der beiden Grup-
pen der Intro- bzw. Extravertierten zu beschranken, so daf fiur jede dieser
beiden Gruppen ein unterschiedlicher einfacher kausaler reglinearer Effekt der
Drogenvariablen angenommen wird. Die Bedingung der Invarianz kdnnte
dann jeweils innerhalb dieser beiden Gruppen Uberprift werden, indem man
nach anderen potentiellen Stérvariablen sucht, und prift, ob fir diese die in
Definition 4.4.1 formulierte Invarianzbedingung erflllt ist.

Das Interaktionsverbot, das die hier vorgeschlagene Definition einfacher kausaler regli-
nearer Abhangigkeit beinhaltet, ist zweifellos sehr restriktiv, und es stellt sich die
Frage, ob ein derart strenger Begriff einer kausalen reglinearen Abhéngigkeit in Wissen-
schaften wie der Psychologie Uberhaupt angewandt werden kann. Eine pauschale Ant-
wort auf diese Frage ware wohl nicht angebracht. Vielleicht missen wir uns in vielen
Bereichen der Psychologie tatsachlich damit zufriedengeben, nur durchschnittliche
kausale stochastische Effekte feststellen zu kénnen, im obigen Beispiel moglicherweise
also den durchschnittlichen einfachen kausalen reglinearen Effekt der Drogenvariablen
Z, auf die Aktivierungsvariable Z,, als Mittel der Effekte in den beiden Gruppen der
Intro- bzw. Extravertierten. Was aber wére, wenn der durchschnittliche Effekt Null
wadre, wohingegen bei den Extravertierten ein starker positiver, bei den Introvertierten
dagegen ein ebenso starker negativer Effekt vorlage? Zumindest in Féllen mit einer
solchen disordinalen Interaktion (vgl. z.B. Bredenkamp, 1980, S. 24ff. oder Henning
& Muthig, 1979, S. 204ff.) kann ein Verzicht, die kausalen reglinearen Abhangigkeiten
zu suchen, fatale Konsequenzen haben.

"\ In realen Forschungssituationen mussen natrlich zur Entscheidung, ob eine Inter-

aktion besteht oder nicht, statistische Verfahren zur Hypothesenbewertung durchge-
fuihrt werden, ebenso wie bei der Uberpriifung, ob der Koeffizient ayx (siehe Glei-
chung 4.4.1) bei der Erweiterung des Modells um W invariant bleibt (siehe Gleichung
4.4.2). Solche Stichprobenprobleme sind jedoch nicht Gegenstand dieses Beitrags.
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4.7 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die im Abschnitt 3 erl8uterten intuitiven Vorstel-
lungen interner Validitdt zum Begriff einfacher kausaler reglinearer Abhangig-
keit prazisiert, auf dem die gesamte weitere Theorie aufgebaut ist. Eine solche
Abhangigkeit gibt eine reine, unkonfundierte Beziehung an, die durch eine
einfache lineare Regressionsgleichung beschrieben werden kann. Es wurden
zwei Bedingungen angegeben und erldautert, welche eine einfache kausale re-
gressiv lineare Abhangigkeit einer stochastischen Variablen Y von einer zwei-
ten stochastischen Variablen X definieren: Die Bedingung der Vorgeordnet-
heit, die in Anwendungsféllen als zeitliche Vorgeordnetheit interpretiert wer-
den kann und die Bedingung der Invarianz, mit der die Existenz von Storva-
riablen ausgeschlossen wird, die den Zusammenhang zwischen X und Y modi-
fizieren oder verfalschen. Dadurch, dal} stochastischen Variablen die Eigen-
schaft der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit zugeschrieben wurde,
bezieht sich eine solche Aussage immer auf einen ganz bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsraum, der in Anwendungen ein ganz bestimmtes Experiment
oder eine ganz bestimmte Untersuchungssituationsklasse reprasentiert. Der
Wahrscheinlichkeitsraum ist gewissermal3en der Geltungsbereich einer Aussa-
ge Uber eine einfache kausale reglineare Abhangigkeit, worauf wir ausfihrli-
cher im Abschnitt 7 eingehen. Genauso bezieht sich die Vorgeordnetheit auf
eine ganz bestimmte isotone Familie (<4, t € IR) von Sigmaalgebren, beispiels-
weise auf die in einem ganz bestimmten Experiment gegebene Familie von
Sigmaalgebren <4,, welche die bis zum Zeitpunkt t méglichen Ereignisse ent-
halten.

5. Eigenschaften einfacher kausaler reglinearer Abhangigkeit

5.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die formalen Eigenschaften des im letz-
ten Abschnitt definierten Begriffs der einfachen kausalen reglinearen Abhén-
gigkeit und behandeln die sich daraus ergebenden Konsequenzen fir die Stra-
tegien empirischer Untersuchungen. Dabei sind zwei Fragen von wesentlicher
Bedeutung: Wie Uberprift und falsifiziert man in einer vorliegenden empiri-
schen Untersuchung die Aussage, dal} eine einfache kausale reglineare Abhéan-
gigkeit besteht, und zweitens, wie kann man eine noch durchzufiihrende Un-
tersuchung so planen und anlegen, daf3 die Annahme, dal} eine einfache kausale
reglineare Abhangigkeit vorliegt, mdglichst allen Falsifizierungsversuchen
standhalt.

Im Abschnitt ,Unkonfundiertheit’ zeigen wir zunéchst, da? der einfache kau-
sale reglineare Effekt ayx von X auf Y auch bei Konstanz potentieller Storva-
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riablen gilt, falls Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist. Am Beispiel
,Minzen und Elektromagnet’ demonstrieren wir dann, wie diese Eigenschaft
benutzt werden kann, um die Aussage, dal eine einfache kausale reglineare
Abhéngigkeit der ersten von der zweiten Minzvariablen besteht, zu falsifi-
zieren.

Im Abschnitt ,vollstandige Abhéangigkeit’ zeigen wir, welcher Art der determi-
nistische Kausalitatsbegriff ist, der in der hier vorgestellten Theorie als Spezial-
fall enthalten ist. Im Abschnitt ,faktische Konstanthaltung’ behandeln wir
dann eine erste Mallhahme zur Planung von Untersuchungen, mit dem Ziel,
die Validitdt einer reglinearen Abhangigkeit herzustellen. Schliefflich formulie-
ren wir im Abschnitt ,Unabhéngigkeit’ eine notwendige Bedingung einfacher
kausaler reglinearer Abhéangigkeit und zeigen, wie die experimentellen Kon-
trolltechniken der Randomisierung und der Parallelisierung auf die hier vorge-
stellte Theorie basiert werden konnen.

5.2 Unkonfundiertheit

Wir zeigen als erstes, dal oyx auch der Steigungskoeffizient der einfachen
linearen Regression der Variablen Y unter X bei Konstanz einer potentiellen
Storvariablen ist, wenn wir voraussetzen konnen, dafl Y von X einfach kausal
reglinear abhéngig ist. Daraus ergibt sich eine Moglichkeit zur Falsifizierung
einer Aussage, dal3 Y von X einfach kausal reglinear abhéngig ist, da sich leicht
Uberprifen 183t, ob die genannten Steigungskoeffizienten tatsachlich identisch
sind oder nicht.

Theorem 5.2.1. Es moégen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit
aufgefihrt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist, mit dem einfachen kausa-
len reglinearen Effekt ayx von X auf Y, dann gilt auller

(5.2.1) E(Y|X) = ayo + ayx X,

auch fir jedes Ereignis

(5.2.2) A= {w e Q: W(w) = w}, mit P(A) > 0,

dald eine potentielle Storvariable W einen bestimmten Wert w annimmt
(5.2.3) EA(Y|X) b= Ovo + EF|A) + ayx X,

wobei
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(5.2.4) F:i= Y- EXY|[X)

und E(F | A) der bedingte Erwartungswert von F gegeben das Ereignis A ist.

Beweis. Nach den Definitionen 4.4.1 und A.5.1 gilt
(52.5) E(ty Y) = E[1p [ayo + ayx X + EF[W)]],
fir alle D e AX,W).
Also gilt auch fur alle A mit P(A) > 0, die durch 5.2.2 definiert sind, und alle C € HA(X)

—P(lA) E(lale Y) = ot E[1a1[ove + ayx X + E(F|W)]].

(5.2.6) =5

Daraus folgt nach Gleichung A.4.1

(6:27) En(lc Y) = Ea[1c[ayo + E(F|W) + ayx X]] =

En[1c[oye + E(F|A) + ayx X]],

denn E[1c E(F | W)] = EA[1c E(F | A)], da E(F | W) beziiglich des MaRes P, eine
Konstante ist. Nach Definition A.5.1 folgt dann Gleichung 5.2.3, denn die MeRbarkeit
von Ex(Y | X) beztglich <A4(X) ist offensichtlich erfulit.

Theorem 5.2.1 zeigt, dal die Definition der einfachen kausalen reglinearen
Abhéngigkeit die Eigenschaft beinhaltet, dal potentielle Storvariablen die Be-
ziehung zwischen X und Y nicht modifizieren oder verfalschen und in diesem
Sinne storen, falls Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist. Der gleiche
Steigungsparameter ayx gilt diesem Theorem zufolge némlich unabhéngig da-
von, ob solche Variablen konstant sind oder nicht. Mit anderen Worten, die
Abhéngigkeit der Variablen Y von X ist nicht durch andere Variablen konfun-
diert, wenn Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist. Der Steigungskoef-
fizient ayx aus Gleichung 5.2.1 charakterisiert dann also eine reine, unkonfun-
dierte reglineare Abhangigkeit der Variablen Y von X. Die in Theorem 5.2.1
formulierte Eigenschaft nennen wir daher Unkonfundiertheitsbedingung ein-
facher kausaler reglinearer Abhangigkeit.

5.3 Beispiel: Munzen und Elektromagnet (1. Fortsetzung)

Wir wenden nun Theorem 5.2.1 auf die in Abschnitt 2.3 beschriebene regli-
neare Abhangigkeit der ersten von der zweiten Minzvariablen an. In dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P), der die in Abschnitt 2.2 beschriebene drit-
te Situationsklasse (siehe Tabelle 2.2.3) représentiert, gilt zwar fur die beiden
Mdinzvariablen Z, und Z,,
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(53.1) E(Z|Zy) = B + Biz Zu = 0.5666 + 0.1905Zyy

(siehe die Gleichungen 2.3.4 bis 2.3.7), und Z,, ist Z, vorgeordnet, namlich
nach dem Gesichtspunkt der Handlungsabfolge, aber die durch Gleichung
5.3.1 beschriebene reglineare Abhéangigkeit ist nicht einfach kausal, da die
Unkonfundiertheitsbedingung nicht erfillt ist.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die stochastische Variable

(5.32) Zoy = {1, wenn der Elektromagnet an,

0, wenn er aus ist,

die der Variablen Z, zeitlich vorgeordnet ist (siehe Abbildung 4.2.1). Gemaf
der im Theorem 5.2.1 formulierten notwendigen Bedingung konnte die durch
Gleichung 5.3.1 beschriebene reglineare Abhangigkeit nur dann einfach kausal
sein, wenn z.B. fir das Ereignis

(5.3.3) A= {w e Q: Zylw) = 1},
dal der Elektromagnet angeschaltet ist, die Gleichung
(5.3.4) Ea(Z; | Zy) pfs %o T O Zy,

mit a, = 0.1905 gélte, wenn also auch fir die einfache lineare Regression der
Variablen Y unter X gegeben A, der Steigungskoeffizient 0.1905 gelten wirde.
Die analoge Aussage wirde natdrlich fir das Ereignis

(5.3.5) A= {w e Q: Zy(w) = 0}

zutreffen.

Zur Berechnung des tatsachlich glltigen Koeffizienten oy, in Gleichung 5.3.4 bilden
wir flr das Ereignis

(5.3.6) B:= {we Q: Z(w) = 1}.

dal? die MUnze | auf die Metalseite félt, nach den Gleichungen A.5.2, A.4.3 und A.4.6
des Anhangs die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten bezlglich des Mal3es P, von B
gegeben Z,, = 0 bzw. Z,;, = 1.

(5.3.7) Ea(Zi| Zu=0) = PA(B|Z=0) = ayo
und
(5.3.8) Ea(Zi| Zy=1) = PA(B|Zy=1) = ayy + aip,.

Bezeichnen wir mit

(5.3.9) C:={we Q: Zy(w) =1}
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und
(5.3.10) C = {w e Q: Zy(w) = 0}

die Ereignisse, dall die Minze Il auf die Metall- bzw. Plastikseite fallt, so erhalten wir
aus den Daten der Tabelle 2.2.2 die folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten:

(5.3.11) PA(B|Zy=0) = P(B|Zy=0,Zy=1) =
P(BAC|Zy=1) 0.09050 0.09
= TAC|Zu=0) _ 010050 o010 >’
und
(5.3.12) PA(B|Zy=1) = PB|Zy=1,Zy=1) =
_ P(BnC|Zy=1) _ 081050 _ 0.81 .

P(C]Zy=1) 090050 090

Aus den Gleichungen 5.3.7 und 5.3.8 folgt dann
(5.3.13) ap =09 und ap + o = 0.9,
woraus sich o, = 0 ergibt.

Aus dq; = 0 kénnen wir aber schlieRen, dal} die Bedingung der Unkonfun-
diertheit fir die reglineare Abhangigkeit der Variablen Z, von der Variablen Z,
nicht erfillt ist, denn o, = 0 # 31, = 0.1905, d.h. die Steigungskoeffizienten
der Gleichungen 5.3.1 und 5.3.4 sind nicht identisch, wie es die Unkonfun-
diertheitsbedingung (siehe Theorem 5.2.1) fordert. Daraus folgt aber, daf die
reglineare Abhéngigkeit der ersten Munzvariablen Z, von der zweiten Minz-
variablen Z,, im Beispiel ,Minzen und Elektromagnet' nicht einfach kausal ist,
ein Schlu3, der mit unserer intuitiven Vorstellung wohl voll im Einklang steht.
Der hier definierte Kausalitatsbegriff ist demnach geeignet, eine kausale Inter-
pretation der Abhéangigkeit der ersten von der zweiten Muinzvariablen im
Beispiel ,Munzen und Elektromagnet’ auszuschlielen. Damit ist eine weitere
Mdglichkeit aufgezeigt, wie man Uberprifen kann, ob eine reglineare Abhén-
gigkeit einfach kausal ist.

5.4 Vollstandige Abhéangigkeit

Bevor wir uns den experimentellen Kontrolltechniken zuwenden, sei eine erste
hinreichende Bedingung einfacher kausaler reglinearer Abhangigkeit genannt,
die besagt, dal eine solche Abhangigkeit gegeben ist, wenn auffer der Vorge-
ordnetheitsbedingung auch gilt, daf3 Y vollstéandig von X abhéngig ist, derart,
dal' Y = E(Y|X). Damit betrachten wir den Fall, den man umgangssprach-
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lich als ,deterministisch’ bezeichnet'®). Dabei darf jedoch nicht auBer acht
gelassen werden, daf? es sich auch hier um eine stochastische Abhangigkeit
stochastischer Variablen handelt. Stochastische Abhangigkeiten sind also in
dem hier verwendeten Sprachgebrauch (vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 137 und S.
150) nicht unbedingt unvollkommen oder unvollstandig.

Theorem 5.4.1. Es moégen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit
aufgefihrt sind.

Wenn die Bedingung der Vorgeordnetheit erfillt ist, und es gilt
(5.4.1) Y = E(YIX) = oyo + oyx X,

dann ist Y von X einfach kausal reglinear abhéngig mit dem einfachen kausalen
reglinearen Effekt oyx.

Beweis. Aus Gleichung 5.4.1 folgt fUr jede stochastische Variable W auf (Q,<4,P)
(54.2) Y = E(Y|X) = oy + ayx X = E(Y[X,W),

und E(F | W) = 0, da bereits F £ Y - E(Y [ X) = 0 ist. Daher gilt aber auch die
Gleichung 4.4.2 fir jede potentielle Storvariable W, was zu beweisen war.

Im Fall vollsténdiger Abhéngigkeit, in der die Gleichung 5.4.1 erfallt ist, muR3
lediglich dafir gesorgt werden, daf3 die Bedingung der Vorgeordnetheit erfillt
ist.

Bei vollstandiger Abhangigkeit lassen sich Beispiele konstruieren, die zunachst
nicht mit unserer Intuition Ubereinzustimmen scheinen. Man stelle sich ein
Experiment dhnlich wie das in Abschnitt 2 beschriebene vor, jedoch mit zwei
Minzen | und I, in die jeweils auf einer Seite ein Dauermagnet eingebaut ist.
Auch hier wird zuerst Minze Il, dann Minze | geworfen, wieder auf eine
Platte, welche die Eigenschaften eines Elektromagneten besitzt. Dieser soll
nun mit Wahrscheinlichkeit 0.5 in einem von zwei Zustéanden sein: In der
einen Richtung gepolt, sei der Elektromagnet so stark, dal beide MiUnzen mit
Wahrscheinlichkeit 1 auf die Seite A fallen, und in der anderen Richtung
gepolt, sei er ebenfalls so stark, dal die beiden Minzen mit Wahrscheinlich-
keit 1 auf die Seite B fallen. Die beiden Minzvariablen

%) vgl. zu deterministischen Kausalbegriffen z.B. Popper (1969, S. 31f.) und Essler
(1979).
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L 1, wenn Minze | auf Seite A,
(54.3) Zi = {O, wenn sie auf Seite B fallt
und
1, wenn Minze Il auf Seite A
5.4.4 = ' '
(544) Zu {o, wenn sie auf Seite B fallt,

sind dann vollsténdig abhéngig von der Magnetvariablen

(5.4.5) 7y = {1, wenn der Elektromagnet in der einen,

0, wenn er in der anderen Richtung gepolt ist.

Dadurch bedingt ist auch die erste Minzvariable Z, vollstdndig von der zweiten
Munzvariablen Z,, abhangig.

Demnach gélte dann

(5.4.6) Zi = EZ | Zy) z 0+ 1-Zy

und da die Minze Il zuerst geworfen wird, Z,, also Z, vorgeordnet ist, gilt
dann, da Z, von Z, einfach kausal reglinear abhangig ist, eine Aussage, die
zundchst im Widerspruch zu unserer Intuition zu stehen scheint. Wenn man
alerdings bedenkt, dal? sich eine Aussage Uber eine einfache kausale reglineare
Abhéngigkeit auf einen ganz bestimmten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P)
bezieht, so schwéacht sich dieser Eindruck ab. In dem hier zugrundegelegten
Wahrscheinlichkeitsraum ist namlich tatséachlich immer Z, = 1, wenn Z, = 1
und Z, = 0, wenn Z;, = 0 ist. Der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum
ist der Geltungsbereich einer Aussage Uber stochastische und daher auch Uber
kausale stochastische Abhangigkeiten, worauf wir ausfihrlicher in den Ab-
schnitten 6 und 7 zurickkommen.

Der Nachteil der Aussage, da3 Z, von Z,, in dem hier zugrundegelegten Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,<4,P) mit dem Effekt 1.0 einfach kausal reglinear ab-
hangig ist, besteht nicht darin, dal sie falsch ist, sondern darin, dal} der Gel-
tungsbereich extrem eng ist, d.h. daR der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P)
extrem ,,klein* ist, denn diese Aussage gilt ja nur in der oben beschriebenen
Situationsklasse, bei welcher der Elektromagnet nur die beiden Zustéande
,Stark positiv gepolt’ und ,stark negativ gepolt’ annehmen kann. Dartber hin-
aus kann innerhalb dieser Situationsklasse nicht zwischen den Aussagen ,,Z, ist
von Z,“ bzw. ,,Z, ist von Z, einfach kausal reglinear abhéngig“ entschieden
werden, d.h. hier liegt ein Problem der ldentifizierbarkeit vor (vgl. z.B. An-
derson & Rubin, 1956; Fischer, 1966, 1978, und Wiley, 1973). Wirden wir
den Wahrscheinlichkeitsraum erweitern, so dal3 der Elektromagnet auch den
Zustand ,,aus* annehmen kann, so galte in diesem groReren Wahrscheinlich-
keitsraum nicht mehr die Aussage, da Z, von Z,, mit dem Effekt 1 einfach
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kausal reglinear abhangig ist. In diesem groReren Wahrscheinlichkeitsraum
wirde dann nur noch die allgemeinere Aussage gelten, da die Minzvariablen
Z, und Z,, beide von der Magnetvariablen Z, kausal stochastisch abhangig
sind™®).

Der Wahrscheinlichkeitsraum ist ein unverzichtbarer Bestandteil jeder Aussa-
ge Uber stochastische, auch Uber kausale stochastische Abhangigkeiten, eine
Tatsache, die allzu oft in der psychologischen Literatur vernachlassigt wird,
wenn beispielsweise davon die Rede ist, dal3 zwei Variablen in einem bestimm-
ten Ausmald miteinander korreliert sind. Eine solche Aussage hat nur einen
Sinn, wenn die Menge der Situationen und der Individuen (und damit der
Wahrscheinlichkeitsraum), fir die diese Aussage gelten soll, wenigstens impli-
zit mit angegeben wird.

5.5 Faktische Konstanthaltung

Die im Beispiel ,Drogen und Aktivierung' bereits angesprochene Einschran-
kung des Geltungsbereichs auf jeweils eine der beiden Gruppen der Intro-
bzw. Extravertierten, wirde man formal dadurch ausdricken, daR jeweils ein
verschiedener Wahrscheinlichkeitsraum (2,<4,P;) bzw. (Q,<4,P,) zugrunde
gelegt wird. In dem einen betrdgt dann die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine Per-
son introvertiert ist, Eins, und dal} sie extravertiert ist, Null. In dem anderen
Wahrscheinlichkeitsraum verhélt es sich genau umgekehrt. Dies kann man
auch als ,faktische Konstanthaltung‘ der StOrvariablen Intro/Extraversion auf-
fassen. Dabei benutzen wir das Wort ,faktisch', um diese Art der Konstanthal-
tung von der ,statistischen Konstanthaltung’ abzugrenzen, auf die wir spéater
noch eingehen werden.

Die Kontrolltechnik der faktischen Konstanthaltung potentieller Stérvariablen hat zwei
operationale Aspekte, den der Selektion von Beobachtungseinheiten und den der Her-
stellung gleicher Bedingungen. Bei der Selektion werden z.B. nur introvertierte oder
nur extravertierte, nur ménnliche oder nur weibliche Versuchspersonen herangezogen
etc., womit die Intro/Extraversionsvariable bzw. die Geschlechtsvariable konstant ge-
halten wird. Bei der Herstellung gleicher Bedingungen handelt es sich z.B. darum, in
einer Versuchs- und einer Kontrollgruppe gleiche Beleuchtungsbedingungen herzustel-
len, so dal? die Beleuchtungsvariable konstant gehalten wird. Bei der Selektion handelt
es sich also darum, bestimmte Versuchspersonen auszuwahlen, und bei der Herstellung
gleicher Bedingungen werden bestimmte situative Bedingungen ausgewéhlt und kon-
stant gehalten.

1% Die Abhangigkeiten der Miinzvariablen Z, und Z,, von der Magnetvariablen Z,,
lieRen sich dann Ubrigens auch nicht mehr mit einem reglinearen Modell beschreiben,
da der Zusammenhang dann nicht mehr linear im Sinne einer Geradengleichung ware
(siehe dazu auch die Abschnitte 6 und 7).
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Mit der Konstanthaltung einer potentiellen Storvariablen W ist garantiert, dafl
die Gleichung 4.4.2 fir die betreffende Variable W erflillt ist, wobei allerdings
zu beachten ist, da® mit der Konstanthaltung die betreffende Variable W zur
Konstanten degeneriert ist.

Der zweifellos sicherste Weg, eine empirische Untersuchung so anzulegen,
dal die Invarianzbedingung erfillt ist, bestande darin, daflir zu sorgen, dafl
alle potentiellen Storvariablen, jeweils auf einem bestimmten Wert konstant
sind. In einem solchen Fall wére dann fir jede potentielle Storvariable W die
Gleichung 4.4.2 erflillt. Diese hinreichende Bedingung fiir eine einfache kausa-
le reglineare Abhangigkeit soll im folgenden Theorem festgehalten werden.

Theorem 5.5.1. Es mégen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit
aufgefihrt sind.

Wenn die Bedingung der Vorgeordnetheit’’) erfiillt ist, alle potentiellen Stor-
variablen konstant sind, und die Gleichung

(5.5.1) E(Y|X) = oy + ayx X

gilt, dann ist Y von X einfach kausal reglinear abhangig mit dem einfachen
kausalen reglinearen Effekt ayx.

Beweis. Wenn alle potentiellen Stérvariablen W konstant sind, so ist fur alle W auch die
Gleichung 4.4.2 erfullt, denn E(Y | X)z E(Y | X,W) und E(F |W) =0, wenn W eine
Konstante ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Die auf diesem Theorem beruhende Methode der Konstanthaltung aller
potentiellen Storvariablen, die wohl auf die ,,Unterschiedsmethode* von Mill
(siehe z.B. 1885, S. 91) zuriickgeht, ist jedoch fast nie anwendbar. Selbst bei
physikalischen Experimenten kdnnen nicht alle potentiellen Storvariablen
konstant gehalten werden, denn jedes Ereignis A € <4, welches der experi-
mentell manipulierten Variablen X vorgeordnet ist, kann Uber die Indikator-
variable 1, als potentielle Stérvariable W angesehen werden.

In gewisser Hinsicht ist dieses Theorem allerdings von Bedeutung, denn gélte
es nicht, dann wére die Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhén-
gigkeit wohl unbrauchbar. Variiert nur die Variable X, wéhrend alle potentiel-
len Storvariablen konstant sind, dann muf3 die Abhangigkeit zwischen X und
Y kausal interpretiert werden konnen, falls X der Variablen Y zeitlich vorge-
ordnet ist. Ein anderes Ergebnis wéare mit unserer Intuition wohl kaum zu
vereinbaren (vgl. z.B. auch McGuigan, 1978, S. 150).

") Siehe Definition 4.4.1.
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Die Bedingung der Konstanz aller potentiellen Stoérvariablen W ist zwar hin-
reichend, jedoch keineswegs notwendig dafir, dald eine einfache kausale
reglineare Abhangigkeit der Variablen Y von X besteht. Wenn namlich die
Bedingung der Vorgeordnetheit vorausgesetzt wird, und aul3erdem gilt, dal
nur solche potentiellen Storvariablen W nicht konstant sind, fur die gilt, dal
sie die Gleichung 4.4.2 erfillen, dann ist nach Definition 4.4.1 die
Invarianzbedingung der reglinearen Abhangigkeit der Variablen Y von X
ebenfalls gegeben, denn flUr eine konstante stochastische Variable W ist die
Gleichung 4.4.2 trivialerweise erfllt.

Die hierauf basierende experimentelle Kontrolltechnik der Konstanthaltung
aller relevanten potentiellen Stérvariablen, d.h. aller potentiellen Storvaria-
blen W, fur die andernfalls die Gleichung 4.4.2 nicht erflllt wére, ist wohl eine
prinzipiell gangbare Forschungsstrategie.

Bei dieser Kontrolltechnik ist jedoch zu beachten, da? mit der Konstanthal-
tung auch die entsprechende Einschréankung des Geltungsbereichs der Aussage
Uber eine stochastische Abhéngigkeit verbunden ist, namlich die Einschran-
kung auf die betreffende Konstanzbedingung. Wird beim Beispiel ,Drogen
und Aktivierung® die Intro/Extraversionsvariable konstant gehalten, so bezieht
sich dann die Aussage Uber eine einfache kausale reglineare Abhéangigkeit nur
auf jeweils eine der beiden Gruppen der Intro- bzw. Extravertierten. Auf diese
mit der Konstanthaltung verbundene Einschrankung des Geltungsbereichs
werden wir im Abschnitt 7 ausfuhrlicher eingehen.

5.6 Unabhangigkeit

Die im Abschnitt 5.5 behandelten Kontrolltechniken der faktischen Konstant-
haltung sind nicht die einzigen Mittel, die uns zur Verfiigung stehen, um eine
Untersuchung so anzulegen, dal nach Mdoglichkeit die beobachtete stochasti-
sche Abhéangigkeit der kausalen entspricht. Andere Kontrolltechniken sind
z.B. die Randomisierung und die Parallelisierung. In diesem Abschnitt behan-
deln wir ein Theorem, auf das diese Kontrolltechniken empirischer Untersu-
chungen basiert werden kodnnen.

Theorem 5.6.1. Es mogen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit
aufgefihrt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhéngig ist, dann gilt fir jede poten-
tielle Storvariable W die Gleichung

(5.6.1) E[EF|W)|[X] = 0, wobei F:= Y - EY|X).
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Beweis. Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhéngig ist, dann gilt auch die Glei-
chung 4.4.2, aus der wir wegen der Gleichungen A.5.7, A.5.10 und A.5.5

(5.6.2) E[E(Y|X,W)[X] = E(Y|X) =

all

= Elayo + ayx X|X] + E[EF|W)|X] =

= ayo + ayx X + E[E(F| W)|X],

erhalten, die nur dann keinen Widerspruch beinhaltet, wenn Gleichung 5.6.1 erfullt ist,
da E(Y | X) T Oyo +oyx X, falls Y von X einfach kausal reglinear abhéngig ist.

Zum besseren Verstandnis dieses Theorems Uberlegen wir zunachst, in wel-
chen Fallen die Gleichung 5.6.1 fir eine potentielle Stoérvariable erfillt ist.
Diese Gleichung gilt erstens dann, wenn die Residualvariable F gleich Null ist,
wenn also Y = oy + ayx X, d.h. wenn Y vollsténdig von X abhangig ist (siehe
Abschnitt 5.5). Sie ist zweitens aber auch in dem Fall gegeben, wenn F und W
stochastisch unabhéngig sind, oder wenn zumindest

(5.6.3) E(F|W) = EF) =0

gilt, woraus nach Theorem A.5.4 folgt, da® F und W auch unkorreliert sind.
Diese Situation ist in Abbildung 3.4.2 dargestellt. Schlielich ist Gleichung
5.6.1 drittens auch dann erfllt, wenn W und X stochastisch unabhangig sind,
denn dann gilt wegen der <#(W)-Mef8barkeit'®) von E(F | W), daB auch
E(F) W) und X stochastisch unabhéngig sind, woraus nach Theorem A.5.5
und der Gleichung

(5.6.4) E[E(F|W)] = E(F) = 0

ebenfalls die Gleichung 5.6.1 folgt. Aus diesem Grund bezeichnen wir die in
Theorem 5.6.1 formulierte Eigenschaft als ,Unabhéngigkeitsbedingung’.

Diese Situation, die man in Experimenten mit den Kontrolltechniken der Ran-
domisierung und der Parallelisierung herstellt, ist in Abbildung 3.4.1 skizziert.
Man beachte jedoch, dal die in Theorem 5.6.1 formulierte Unabhéngigkeits-
bedingung schwéacher als die stochastische Unabhangigkeit zwischen W und
X, und auch schwéacher als die stochastische Unabhangigkeit zwischen
E(F ‘ W) und X ist.

%) Eine stochastische Variable Z [im obigen Fall: E(E | W)] heif}t B-mefibar oder meR-
bar bezlglich der Sigmaalgebra 7 [im obigen Fall: bezlglich <4(W)] genau dann, wenn
die von Z erzeugte Sigmaalgebra <#(Z) Teilmenge von 7 ist (vgl. z.B. Mdiller, 1975, S.
164f.) Die bedingte Erwartung ist so definiert, dal® E(E | W) mef3bar beziiglich <A(W)
ist (siehe Definition A5.1) und aus der stochastischen Unabhangigkeit von W und X
folgt, der Definition der stochastischen Unabhangigkeit (siehe z.B. Bauer, 1974, S.
150) geméR, dal auch E(E | W) und X stochastisch unabhéngig sind.
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Bevor wir ausfuhrlicher auf die Randomisierung eingehen, betrachten wir
noch die nachstehende Folgerung aus Theorem 5.6.1, die fir die Falsifikation
einer Aussage, dall Y von X einfach kausal reglinear abhéngig ist, verwendet
werden kann.

Theorem 5.6.2. Es mdgen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhangigkeit
aufgefuhrt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist mit
(5.65) E(Y[X) 5 oy + ayx X,

und flr eine potentielle Stérvariable W gilt

(5.6.6) EF|W) 7 aro + opw W, wobei Fi= Y - E(Y[X),
dann folgt
(5.6.7) E(Y|X,W) = (ayo + apo) + ayx X + opy W

und wenn auflerdem ogw # 0, dann gilt auch
(5.6.8) EW|X) = E(W),

und dall X und W unkorreliert sind.

Beweis. Gleichung 5.6.7 folgt direkt aus Definition 4.4.1 und Gleichung 5.6.6. Nach
den Gleichungen A.5.7, A.5.10 und A.5.5 erhalten wir aus Gleichung 5.6.7

(5.6.9) EE(Y|X,W)|X] = E(Y|X) % oyo+ ayx X + aro + apw E(W | X).

Da voraussetzungsgemal Gleichung 5.6.5 gilt, mul3 auch ap, = apw E(W ] X) ggelten,
was unter der Voraussetzung apw # 0 nur dann zutreffen kann, wenn E(W fX) =
E(W). Dies aber impliziert nach Theorem A.3.4, dall X und W unkorreliert sind,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Aus 0py ¥ 0 und einer Korrelation von X und W ungleich Null, kdénnen wir
also schlielfen, da Y von X nicht einfach kausal reglinear abhéngig ist, wenn
wir Gleichung 5.6.6 voraussetzen. Gelten dagegen Gleichung 5.6.7, derzufol-
ge keine Interaktion zwischen X und W besteht, und Gleichung 5.6.8, welche
die Unkorreliertheit von X und W impliziert, so modifiziert W nicht die
Abhéngigkeit der Variablen Y von X, d.h. durch die Variable W wird dann
nicht verhindert, dal} die Koeffizienten ayx in den Gleichungen 5.6.5 und
5.6.7 identisch sind, dal also mdglicherweise die reglineare Abhangigkeit der
Variablen Y von X einfach kausal ist. Eine Anwendung dieses Prinzips bespre-
chen wir u.a. im folgenden Abschnitt.
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5.7 Randomisierung und Parallelisierung

Die in Gleichung 5.6.1 formulierte Unabhangigkeitsbedingung einfacher kau-
saler reglinearer Abhangigkeit kann fir viele potentielle Storvariablen W z.B.
dadurch erfillt werden, da man bei einer empirischen Untersuchung die
Kontrolltechnik der Randomisierung anwendet, bei der die Beobachtungsein-
heiten (Versuchspersonen, -tiere, -gruppen etc.) zuféllig auf die verschiedenen
experimentellen Bedingungen aufgeteilt werden, so dal} zwischen den experi-
mentellen Gruppen hochstens zuféllige Unterschiede vor Versuchsbeginn be-
stehen konnen. Dabei beachte man, daf3 vorher bestehende systematische Un-
terschiede zwischen den experimentellen Gruppen sich in einer stochastischen
Abhangigkeit der unabhangigen Variablen X, welche die Gruppenzugehdrig-
keiten anzeigt, und einer potentiellen Stérvariablen W niederschlagen wirde,
wie wir nun zeigen.

Ist beispielsweise

(5.7.1) X := {1, wenn die Beobachtungseinheit zur Versuchs-

0, wenn sie zur Kontrollgruppe gehort,

so lant sich ein Unterschied zwischen den beiden experimentellen Gruppen
bezliglich des Erwartungswertes einer abhangigen Variablen Y durch die Glei-
chung

(5.7.2) E(Y|X) = ayo + ayx X, mit ayx # 0

beschreiben. Wirde bereits vor der experimentellen Behandlung ein Unter-
schied beziglich der abhéngigen Variablen zwischen den beiden Gruppen be-
stehen, so wére nicht ohne weiteres zu entscheiden, ob der Unterschied
E(Y l X=1) - E(Y l X=0), der aus 5.7.2 folgen wirde, auf die experimentelle
Behandlung, oder aber auf die bereits vorher vorhandenen Unterschiede zu-
rickzufihren ist. Bezeichnen wir die abhangige Variable vor Beginn der expe-
rimentellen Behandlung mit W, dann gélte ndmlich wegen der Zweiwertigkeit
von X

(573) E(WIX) i Owo + Owx X, mit Olywx # 0,

wenn vor der experimentellen Behandlung bereits Unterschiede beziglich des
Erwartungswertes der abhangigen Variablen W bestehen.

Wenn wir von einem reglinearen Zusammenhang zwischen der Residualvaria-
blen F =Y - E(Y l X) und der abhéangigen Variablen W vor der experimentel-
len Behandlung ausgehen, dann gélte aufRerdem

(5.7.4) E(F|W) = ap + opy W, mit apy # 0.
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Aus den Gleichungen 5.7.2 bis 5.7.4 folgt aber nach Theorem 5.6.2 bereits,
da Y nicht von X einfach kausal reglinear abhangig ist. Denn E(W I X) ware
nach Gleichung 5.7.3 ungleich E(W). Eine reglineare Abhéangigkeit der abhan-
gigen Variablen W vor der experimentellen Behandlung von der unabhéngigen
Variablen X (siehe Gleichung 5.7.3) bei arpw # 0, wirde also die Annahme
einer einfachen kausalen reglinearen Abhéngigkeit der Variablen Y von X
falsifizieren.

Mit der experimentellen Kontrolltechnik der Randomisierung, d.h. der zufél-
ligen Aufteilung der Beobachtungseinheiten auf die Versuchsgruppen, erreicht
man, dall vor Versuchsbeginn keine systematischen Unterschiede zwischen
den experimentellen Gruppen bestehen, so dall dann X und W stochastisch
unabhéngig sind, und die Gleichung

(5.7.5) E(W|X) = awe + 0X = E(W)

gilt (vgl. auch Gleichung 5.7.3), da X ja die Zugehorigkeit zu den Versuchs-
gruppen anzeigt. In diesem Fall ist dann die kausale Interpretierbarkeit durch
die abhangige Variable vor Versuchsbeginn nicht geféhrdet, wenn man voraus-
setzt, dal keine Interaktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und W
besteht, die durch Randomisierung natiirlich nicht ausgeschaltet werden kann.

Diesen Sachverhalt kann man etwas anders auch folgendermal3en beschreiben, wenn
wir uns einen Vorgriff auf bisher noch nicht definierte Begriffe erlauben. Angenommen
die direkten kausaden reglinearen Abhéngigkeiten einer Variablen Y von den Variablen
X und W koénnen durch die Gleichung

(5.7.6) E(Y | X, W) = PBvo + Byx X + Byw W

beschrieben werden, dann impliziert die stochastische Unabhéngigkeit der Variablen X
und W, dai3 die reglineare Abhéngigkeit der Variablen Y von X einfach kausd ist, d.h.
es gilt dann

(5.7.7) EY|X) 7 oy + avx X,
wobel ayx = Byx, denn nach den Gleichungen A.5.7 und A.5.10 erhaten wir

(5.73) E[E(Y | X,W) | X]

I

E(Y|X) =
Byo + Byx X + Byw E(WlX) =
= [Bvo + Byw E(W)] + Byx X

aye + ayx X,

fs

2l

da aus der stochastischen Unabhangigkeit von X und W folgt; E(W) X) £ E(W)
(siehe Theorem A.5.5).
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Durch Randomisierung, d.h. die zuféllige Aufteilung der Beobachtungsein-
heiten auf die experimentellen Gruppen, kann man fir alle potentielle Storva-
riablen W erreichen, dal} eine stochastische Unabhangigkeit mit X besteht,
denn die obige Argumentation ist nicht nur dann gultig, wenn W die abhéangi-
ge Variable gemessen vor der experimentellen Behandlung ist, sondern sie gilt
fur jede beliebige potentielle Storvariable W. Durch die Kontrolltechnik der
Randomisierung wird aber von vornherein sichergestellt, da die im Theorem
5.6.1 formulierte notwendige Bedingung einfach kausaler reglinearer Abhéan-
gigkeit, namlich Gleichung 5.6.1, fir viele dieser potentiellen Storvariablen
erfullt ist.

Randomisierung ist jedoch keine Garantie daftir, dal eine einfache kausale reglineare
Abhéngigkeit besteht, wie auch das Beispiel ,Drogen und Aktivierung® zeigt, in dem
der Fall einer Interaktion im varianzanalytischen Sinn besprochen wurde. Solche Inter-
aktionen einer unabh&ngigen Variablen X (im Beispiel: der Drogenvariablen) mit einer
weiteren X gleich- oder vorgeordneten Variablen W (im Beispiel: der Intro/Extraver-
sionsvariablen) sind hinreichend dafiir, daR eine reglineare Abhéangigkeit einer Varia-
blen Y von X nicht einfach kausal ist. Dabei ist es irrelevant, ob diese weitere Variable
W erhoben wurde oder nicht. Wichtig ist dabei nur, ob eine solche Interaktion in der
betreffenden Situationsklasse besteht oder nicht.

Neben der Kontrolltechnik der Randomisierung lassen sich eventuell vorher
bestehende Unterschiede zwischen den experimentellen Gruppen beziiglich
des Erwartungswerts der abhangigen Variablen auch ausschalten, indem man
die Gruppen bezlglich der abhangigen Variablen W vor der experimentellen
Behandlung parallelisiert, d.h. durch gezielte Aufteilung der Versuchsperso-
nen auf die experimentellen Gruppen, bezlglich der Variablen W gleichmacht,
so daB dann nicht mehr awx ¥ 0 gilt (siehe Gleichung 5.7.3). Gegentiber der
Randomisierung hat die Parallelisierung den Nachteil, da man mit dieser
Kontrolltechnik nur fir diejenige potentielle Storvariable W, beziglich der
parallelisiert wird, erreicht, dal3 die Gleichung 5.6.1 erfillt ist. Mit der Rando-
misierung hingegen kann man erreichen, daf die Gleichung 5.6.1 fiur alle
Storvariablen W erflllt ist, wobei keine davon tatséchlich beobachtet werden
muf3.

5.8 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die formalen Eigenschaften des Begriffs der einfa-
chen kausalen reglinearen Abhangigkeit einer stochastischen Variablen Y von
einer zweiten stochastischen Variablen X behandelt. Es wurde gezeigt, da3 die
verschiedenen experimentellen Kontrolltechniken auf diese Eigenschaften ba-
siert werden konnen, ebenso wie Strategien zur Falsifizierung von Aussagen
Uber einfache kausale reglineare Abhangigkeit in nichtexperimentellen Situa-
tionen.
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Als wichtigste formale Eigenschaft wurde bewiesen, da3 die Unabhéngigkeits-
bedingung

(5.8.1) EEF|W)|X]= 0

fur alle potentiellen Storvariablen W gilt, wenn Y von X einfach kausal regline-
ar abhéngig ist. Diese ist z.B. dann erflllt, wenn X und W stochastisch unab-
hangig sind.

Auf diese Eigenschaft lassen sich verschiedene experimentelle Kontrolltechni-
ken basieren. Mit der Randomisierung, d.h. der zufélligen Aufteilung der
Beobachtungseinheiten auf die beiden experimentellen Gruppen®®, die durch
die unabhéangige Variable X reprasentiert werden, legt man ein Experiment so
an, da® X und alle potentielle Storvariablen W stochastisch unabhéngig sind,
so dal dann die Gleichung 5.8.1 erfillt ist, die ja eine notwendige Bedingung
einfacher kausaler reglinearer Abhangigkeit der Variablen Y von X ist. Mit der
Parallelisierung beziglich einer bestimmten potentiellen Storvariablen W
macht man die experimentellen Gruppen beziiglich W gleich. Da X die Grup-
penzugehorigkeit reprasentiert, wird damit erreicht, da® X und die betreffende
Storvariable W stochastisch unabhéngig sind. Das gleiche Ziel erreicht man
auch mit der Konstanthaltung einer potentiellen Storvariablen W, eine Tech-
nik, die auch dazu fihrt, da fur diese Variable W dann die Gleichung 4.4.2
gilt. Konstanthaltung ist also die einzige dieser Techniken, die dazu fihrt, dal
auch das in Gleichung 4.4.2 enthaltene Interaktionsverbot zwischen X und W
far die konstantgehaltene Variable W erfillt ist.

6. Minze und Elektromagnet mit zwei Schaltern
6.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt soll die Diskussion der Fragen des Geltungsbereichs oder
der externen Validitéat (Campbell & Stanley, 1963) einer Aussage Uber kausale
Abhangigkeiten vorzubereitet werden. Dazu wird das Beispiel ,Minzen und
Elektromagnet' abgewandelt, indem wir einen Elektromagneten betrachten,
der zwei Schalter hat. Mit jedem dieser Schalter kann man eine gewisse Feld-
stérke des Magneten hinzuschalten. Wenn beide Schalter auf ,Aus' stehen, so
ist der Elektromagnet vollig ausgeschaltet, steht einer der beiden Schalter auf
JAn‘, so hat der Magnet dieselbe Feldstarke, wie im Beispiel des Abschnitts 2,
und sind beide Schalter an, so ist die Feldstarke doppelt so grofR. An diesem

% Bei mehr als zwei Gruppen braucht man zur Kodierung der Gruppenzugehorigkei-

ten mehr als nur eine unabhéngige Variable X, worauf wir spater ausfuhrlicher eingehen
werden.
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Beispiel wollen wir Uberprifen, ob die dabei auftretenden stochastischen Ab-
hangigkeiten der Munzwurfergebnisse von den Zustdnden des Elektromagne-
ten durch ein kausales reglineares Modell beschrieben werden kdénnen. Als
Alternative wird das logitlineare Modell angefiihrt, das aus der Literatur zur
Analyse bindrer Daten bekannt ist.

6.2 Beschreibung des Beispiels

Im Gegensatz zum Beispiel des Abschnitts 2 kénnen wir uns hier mit dem
Werfen einer einzigen Miinze begniigen, die auf einer Seite aus Plastik und auf
der anderen Seite aus Metall besteht. Diese Minze wird auf eine Platte gewor-
fen, welche die Eigenschaften eines Elektromagneten hat. Dieser kann in ei-
nem von vier verschiedenen Zustanden sein: Wahrend die Minze geworfen
wird, sei der Elektromagnet mit der Wahrscheinlichkeit von 0.25 im ersten
Zustand, in dem er ausgeschaltet ist. AulBerdem nehmen wir an, dal3 unter
diesem Zustand, die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf3 die Minze auf die Me-
tallseite fallt, 0.5 betragt (siehe die erste Spalte in Tabelle 6.2.1).

Tabelle 6.2.1: Die vier Spalten reprasentieren vier Situationsklassen, die je-
weils mit Wahrscheinlichkeit 0.25 auftreten, in denen beide
Schalter des Elektromagneten aus, einer der Schalter an und
beide Schalter an sind, wahrend die Minze geworfen wird.
Die angegebenen Zahlen sind die bedingten Wahrscheinlich-
keiten, dal3 die Minze auf die Metall- bzw. Plastikseite fallt,
gegeben eine der vier Bedingungen.

Schalter 1
aus an
Schalter 2 Schalter 2
aus an aus an
Minze Metallseite 0.5 0.9 0.9 0.9878
f;ulllt Plastikseite 0.5 0.1 0.1 0.0122

Ebenfalls jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.25 sei der Elektromagnet im zwei-
ten und dritten Zustand, daf® ndmlich der erste Schalter an und der zweite aus
bzw. der erste aus und der zweite Schalter an ist, wéhrend die Minze gewor-
fen wird. Flr beide Zustdnde nehmen wir an, dal die bedingte Wahrschein-
lichkeit, da3 die Minze auf die Metallseite féallt, 0.9 betragt.
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Im vierten Zustand schlieBlich, der ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 0.25 ein-
treten moge, sind beide Schalter an. Dies kann nun aber nicht bedeuten, dal
der Effekt 0.9 - 0.5 = 0.4, der festzustellen ist, wenn ein Schalter an ist (siehe
auch Abschnitt 2), nun einfach verdoppelt sein kann, da sonst das Intervall
[0,1] fur die bedingte Wahrscheinlichkeit Uberschritten wére, denn 0.5 + 0.4
+ 0.4 > 1.0. Die Erhdéhung der bedingten Wahrscheinlichkeit von 0.9, unter
der Bedingung, dal der erste Schalter an ist, auf eine bedingte Wahrscheinlich-
keit fir die Bedingung, da beide Schalter an sind, muf} also so erfolgen, dafRR
der Betrag von 1.0 nicht Uberschritten wird. Wenn man bedenkt, dal sich die
physikalischen Feldstéarken der mit den beiden Schaltern kontrollierten
Magnetfelder aufaddieren, so ist es wohl plausibel, wenn wir die fehlende
bedingte Wahrscheinlichkeit nach einem Modell festlegen, in dem sich eben-
falls die Effekte aufaddieren. Ein solches Modell ist das logitlineare Modell,
nach welchem die in Tabelle 6.2.1 angegebene bedingte Wahrscheinlichkeit
von 0.9878, gegeben beide Schalter sind an, berechnet wurde.

Das logitlineare Modell ist aus der Literatur zur statistischen Analyse binérer
Daten (siehe z.B. Bishop, Fienberg & Holland, 1975, Coleman, 1981, Cox,
1970 oder Goodman, 1978), aber auch in der Literatur zur Konstruktion
psychometrischer Tests (siehe z.B. Fischer, 1974, Lord & Novick, 1968,
Lumsden, 1976 und Rasch, 1960) wohlbekannt. Definieren wir die Minz-
variable

(6.2.1) v, = {1, wenn die Miinze auf die Metallseite,

0, wenn sie auf die Plastikseite féllt,

die erste Magnetvariable

(6.2.2) X, = {1, wenn der erste Schalter an,

0, wenn er aus ist,

die zweite Magnetvariable

(6.2.3) X, = {1, wenn der zweite Schalter an,

0, wenn er aus ist,
und das Ereignis
(6.2.4) B :i= {weQ: Y(w) =1},

dal die Minze auf die Metalseite fallt, so kénnen die bedingten Wahrscheinlich-
keiten in Tabelle 6.2.1 durch das folgende logitlineare Modell erzeugt werden:

(6.2.5) E(Y,|X,X5) = PB|X,X)) =

%

_ __exp(Bio + Bu Xi + P12 X5) _
B 1+ exp(Bio + By Xy + Pr2 Xo)
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_ exp(2.1972X, + 2.1972X,)
T 1+ exp(2.1972X, + 2.1972°X,)

Wie man sich leicht Uberzeugen kann, kann man mit dieser Gleichung die
Daten der Tabelle 6.2.1 bis auf Rundungsfehler reproduzieren. So resultiert
aus Gleichung 6.2.5 z.B. die bedingte Wahrscheinlichkeit

exp(4.3944)
1 + exp(4.3944)

(6.2.6) P(B|X,=1,X,=1) = = 0.9878,
und auf entsprechende Weise erhdlt man die anderen bedingten Wahrschein-
lichkeiten in Tabelle 6.2.1, die auch so gewahlt wurden, dal3 sie mit der Glei-
chung 6.2.5 beschrieben werden konnen,).

6.3 Reglineare Abhéngigkeit

Wir versetzen uns nun in die Lage eines Forschers, der die in Tabelle 6.2.1
angegebenen Wahrscheinlichkeiten als relative Haufigkeiten einer langen Ver-
suchsreihe gefunden hat, in welcher der Versuch, die Miinze zu werfen, wah-
rend der Elektromagnet mit den angegebenen Wahrscheinlichkeiten in einem
der vier Zustande ist, sehr oft durchgefihrt wurde.

Als erstes wollen wir dabei untersuchen, ob sich die stochastische Abhéngig-
keit der Munzwurfvariablen Y, von der ersten Magnetvariablen X, als einfache
kausale reglineare Abhéngigkeit beschreiben |aRt. Dabei legen wir den Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,<4,Bugrunde, der alle vier in Tabelle 6.2.1 aufge-
fuhrten Situationsklassen, die durch die vier Zustande des Elektromagneten
charakterisiert sind, als Unterklassen enthalt, d.h. (Q,<4P) soll den gesamten
Versuch représentieren.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dal3 die Minze auf die Metallseite fallt, gege-
ben der erste Schalter ist an, betrédgt dann 0.9439, und die entsprechende
Wahrscheinlichkeit, gegeben der erste Schalter ist aus, betrdgt dann 0.7. Diese
Daten sind noch einmal in einer etwas anderen Art als in Tabelle 6.2.1 in der
Tabelle 6.3.1 dargestellt, aus der nun auch zu ersehen ist, daf die beiden
Magnetvariablen X; und X,, welche die Schalterstellungen anzeigen, stocha-
stisch unabhangig sind.

% Ob sich die Daten eines entsprechenden echten physikalischen Experiments tatsach-
lich durch ein logitlineares Modell beschreiben lassen, ist wohl eine empirische Frage,
und hier letztlich irrelevant, da dieses Beispiel nur dazu dient, Grundgedanken kausaler
reglinearer und logitlinearer Modelle zu erlautern, und die Diskussion der Fragen

externer Validitdat im nachsten Abschnitt vorzubereiten.
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Tabelle 6.3.1: Vier Situationsklassen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.25
auftreten, in denen beide Schalter des Elektromagneten aus,
einer der Schalter an und beide Schalter an sind, wéhrend die
Minze geworfen wird. Die angegebenen Zahlen im Innern der
Tabelle sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten, dal die
Minze auf die Metallseite fallt gegeben eine der vier Bedin-
gungen. In Klammern sind die Wahrscheinlichkeiten fir das
Auftreten der vier Situationsklassen und deren Vereinigungen

angegeben.
Schalter 2
an aus
an 0.9878 (0.25) 0.9 (0.25) 0.9439 (0.5)
Schalter 1
aus 0.9 (0.25) 0.5 (0.25) 0.7 (0.5)
0.9439 (0.5) 0.7 (0.5) (1.0)

Wegen der Zweiwertigkeit von X; 18Rt sich die stochastische Abhéangigkeit der
Minzvariablen Y,; von X; durch

(6.3.1) E(Y,|X) = PB|X) £ oo+ oy X; = 0.7 + 0.2439°X,

als reglineare Abhangigkeit beschreiben, wobei wir die numerischen Werte der
Koeffizienten aus den beiden Gleichungen

(6.3.2) PB|X,;=1) = aj + a;; = 0.9439
und
(6.3.3) PB|X,=0) = a;, = 0.7

erhalten, die beide aus Gleichung 6.3.1 nach den Gleichungen A.5.2, A.4.6
und A.4.3 des Anhangs folgen.

In diesem Beispiel kbnnen wir eine eindeutige zeitliche Geordnetheit der Variablen
voraussetzen, denn die beiden Magnetvariablen sind der Versuchsanlage gemaR der
Miunzvariablen vorgeordnet. Falls in diesem Beispiel die Invarianzbedingung fir die
durch Gleichung 6.3.1 beschriebenen reglinearen Abhéngigkeit gegeben ware, kdnnten
wir diese Abhéngigkeit auch kausal interpretieren und den Koeffizienten a; als einfa-
chen kausalen reglinearen Effekt von X; auf Y; bezeichnen. Die Bedingung der Inva-
rianz ist jedoch nicht erfullt, wie wir nun anhand des Theorems 5.4.1 verifizieren.

Offensichtlich besteht in diesem Beispiel eine Interaktion im varianzanalyti-
schen Sinn zwischen der ersten und der zweiten Magnetvariablen X; bzw. X.,.
Ein multiples reglineares Modell mit Interaktion, welches die Abhéngigkeiten
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von Y, unter allen vier Zustanden des Elektromagneten beschreibt, ist dem-
nach

(6.3.4) E(Y,|XX5) = PB|X,Xy) =

= 05 + 0.4X, + 04X, + (—0.3122)X,'X,,

wobei wir die numerischen Werte auf analoge Weise wie beim Modell mit
einer einzigen unabhangigen Variablen erhalten, nur dal wir hier vier Glei-
chungen mit vier Unbekannten zu ldsen haben.

Nicht nur mit dem logitlinearen Modell (siehe Gleichung 6.2.5), sondern auch
mit diesem reglinearen Modell mit Interaktion lassen sich die stochastischen
Abhangigkeiten der Minzvariablen Y, von den beiden Magnetvariablen X;
und X, perfekt beschreiben, denn auch mit Gleichung 6.3.4 kdnnen die in
Tabelle 6.2.1 angegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten exakt reproduziert
werden. Die in diesem reglinearen Modell vorkommenden Parameter lassen
sich jedoch nicht kausal interpretieren, da die in Definition 4.4.1 formulierte
Invarianzbedingung nicht erflllt ist. Zum einen bleibt ndmlich der Parameter
aq; = 0.2439 aus Gleichung 6.3.1 bei der Erweiterung von E(Y, | X4) auf
E(Y, | X1,X5) nicht invariant, denn in Gleichung 6.3.4 hat X; nicht den Koeffi-
zienten 0.2439, sondern 0.4, und zum zweiten kommt in Gleichung 6.3.4 der
Interaktionsparameter -0.3122 vor, der nach Theorem 5.4.1 gleich Null sein
mifite. Schon eine dieser beiden Tatsachen aber geniigt, um die Annahme zu
falsifizieren, daR Y; von X, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P) ein-
fach kausal reglinear abhangig ist, wobei (Q,<4,P) den gesamten Versuch re-
préasentiert.

Der in Gleichung 6.3.4 vorkommende |Interaktionsparameter ist in gewisser
Weise artifiziell, da es ein anderes Modell gibt, welches ohne einen solchen
Parameter auskommt, namlich das logitlineare Modell der Gleichung 6.2.5. In
diesem Modell verhalten sich die beiden Parameter additiv, was in besserer
Ubereinstimmung mit unserem physikalischen Wissen tber die Additivitat der
Feldstarken von Magneten steht.

Dieses Beispiel illustriert noch einmal die in der Definition 4.4.1 formulierte Eigen-
schaft, daR eine reglineare Abhangigkeit einer Variablen Y von X immer dann nicht
einfach kausal ist, wenn eine Interaktion von X mit potentiellen Stérvariablen W (im
Beispiel: der zweiten Magnetvariablen) besteht. Ein mdglicher Weg ware nun, die
Aussage, dal} die Minzvariable Y, einfach kausal reglinear von der ersten Magnetvaria-
blen X; abhangig ist, auf jeweils eine der beiden Bedingungen, dal? der zweite Schalter
an bzw. aus ist, einzuschranken, so daf} fir jede dieser beiden Situationen ein unter-
schiedlicher einfacher kausaler reglinearer Effekt der ersten Magnetvariablen auf die
Miunzvariable angenommen wird, worauf wir ausfiihrlicher im Abschnitt 7 eingehen
werden. Die Bedingung der Invarianz kdnnte dann jeweils innerhalb dieser beiden
Situationsklassen Uberprift werden, indem man nach anderen potentiellen Storvaria-
blen sucht und prift, ob fir diese die Invarianzbedingung erfillt ist.
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6.4 Logitlineare Abhangigkeit

Angenommen, wir wiflten nichts von der zweiten Magnetvariablen X, und
wollten die Abhéngigkeit der Minzvariablen Y, von der ersten Magnetvaria-
blen X, durch ein einfaches logitlineares Modell beschreiben. Bezeichnen wir
das Ereignis, daR die Minze auf die Metallseite fallt, weiterhin mit

(6.4.1) B:={weQ:Y(n) =1},
so gilt dann die Gleichung

exp(Yio + Yu Xi)

(6.4.2) E(Y:|X) 5 PBIX) 3 1+ exp(Yio + yu X1)

Aus den daraus folgenden beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B ! X, = 0)
und P(B | X; = 1) erhalten wir nach einigen algebraischen Umformungen die
folgenden beiden Gleichungen:

1 | _P@®IX=0) )]_ o=
und
_ PB|X,;=1) | _
(644) Yio + Yu = In Iil—P(BW)] =

= In [0.9439/(1 — 0.9439)] = 2.8229.

Daraus ergibt sich der Koeffizient y;; = 1.9756, der nicht mit By; = 2.1972 aus
Gleichung 6.2.5 identisch ist.

Hierin besteht ein wichtiger Unterschied zum reglinearen Modell. Obwohl X; und X,
stochastisch unabhéngig sind (siehe Tabelle 6.3.1), darf man X, im logitlinearen Fall
offenbar nicht ignorieren, denn sonst kann man den tatséchlichen kausalen Effekt (hier:
$11 = 2.1972) nicht korrekt bestimmen. Im Fall einer einfachen kausalen reglinearen
Abhéngigkeit kdnnte man X, ignorieren, und wirde dennoch den einfachen kausalen
reglinearen Effekt von X; auf Y; Kkorrekt ermitteln, falls X; und X, stochastisch unab-
hangig sind. Diese besonders vorteilhafte Eigenschaft, auf die wir die Kontrolltechnik
der Randomisierung basieren kdnnen (siehe Abschnitt 5.7), gilt im Fall logitlinearer
Abhéngigkeit offenbar nicht. Bei multipler logitlinearer Abhéngigkeit (siehe Gleichung
6.2.5) ist Randomisierung anscheinend kein Verfahren, das dazu beitragen kann, eine
kausale Interpretation einer solchen logitlinearen Abhéngigkeit zu ermdglichen. Offen-
bar muf man im logitlinearen Fall statt dessen auf die Kontrolltechnik der Konstanthal-
tung (hier: der zweiten Magnetvariablen) zurickgreifen, worauf wir ausfihrlicher im
Abschnitt 7 eingehen.
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6.5 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurde ein Beispiel dargestellt, in dem das Ergebnis des
Werfens einer Minze durch zwei Schalter eines Elektromagneten beeinfluf3t
werden kann. In diesem Beispiel 1a3t sich die Abhangigkeit der Minzvariablen
Y, von den beiden Magnetvariablen X; u,d X,, welche jeweils die Schalterstel-
lungen angeben, sowohl durch ein reglineares Modell mit Interaktion zwi-
schen den beiden Magnetvariablen beschreiben, als auch durch ein logitlineares
Modell, in dem keine solche Interaktion vorkommt. Die Interaktion im regli-
nearen Modell kann daher in diesem Beispiel als modellbedingt oder artifiziell
bezeichnet werden. Wegen der Interaktion zwischen X; und X, ist in diesem
Beispiel die Munzvariable Y, nicht von einer der Magnetvariablen X; oder X,
einfach kausal reglinear abhéngig.

Versucht man die Abhangigkeit der Minzvariablen Y, z.B. von der ersten
Magnetvariablen X, durch ein einfaches logitlineares Modell zu beschreiben,
so erhdlt man dabei einen anderen Parameter als denjenigen, mit dem im
Modell mit beiden Magnetvariablen X; und X, die Daten erzeugt wurden,
obwohl die beiden Magnetvariablen stochastisch unabhéangig sind. Hierin be-
steht ein wichtiger Unterschied zwischen logitlinearer und reglinearer Abhén-
gigkeit, denn beim reglinearen Fall ist die stochastische Unabhéngigkeit von
X, und X, hinreichend dafirr, da3 X, die Beziehung zwischen Y und X; nicht
modifiziert, falls auch keine Interaktion zwischen X, und X, besteht (siehe
Abschnitt 5.6).

In diesem Beispiel kann weder die einfache reglineare, noch die einfache logit-
lineare Abhangigkeit als kausal bezeichnet werden, wenn man einfache kausale
logitlineare Abhéngigkeit analog zur einfachen kausalen reglinearen Abhangig-
keit definieren wirde. Als Ausweg bleibt in einem solchen Fall nur die Ein-
schrankung des Geltungsbereichs der Modelle mit einer einzigen unabhangigen
Variablen auf jeweils eine der beiden Situationen, dafd der zweite Schalter des
Elektromagneten an oder aber aus ist, worauf wir ausfihrlicher u. a im folgen-
den Abschnitt eingehen werden.

7. Externe Validitat

7.1 Einleitende Bemerkungen

Der Begriff der externen Validitat wurde neben dem der internen Validitéat
(siehe Abschnitt 3)as das zweite fundamentale Gltekriterium fir eine empiri-
sche Untersuchung von Campbell (siehe z.B. Campbell, 1957, Campbell &
Stanley, 1963) eingefuhrt: ,,Externe Validitét fragt nach der Generalisierbar-
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keit: Auf welche Populationen, situativen Bedingungen, Behandlungs- und
Melvariablen kann dieser Effekt verallgemeinert werden?* (Campbell & Stan-
ley, 1963, S. 175, Ubersetzung durch den Autor).

Sieht man von den bereits von Gadenne (1976) und spéater auch von Breden-
kamp (1979, 1980) kritisierten induktivistischen Formulierungen ab, so ver-
bergen sich in der Tat hinter dieser Bezeichnung zwei Fragen, die einer explizi-
ten Diskussion bedirfen: Zum einen die Frage nach dem Geltungsbereich einer
Aussage Uber eine kausale stochastische Abhangigkeit, und zum anderen die
Frage nach der Variablenvaliditadt, also die Frage: ,,Wie gut représentieren die
Variablen einer Untersuchung das jeweils Gemeinte?* (Bredenkamp, 1980,
S. 31).

Zur Losung der zweiten Frage ist die Theorie latenter Variablen von Bedeu-
tung, Uber die Moosbrugger (1982) in diesem Band einen Uberblick gibt. In
diesem Abschnitt werden wir nur auf die Frage nach dem Geltungsbereich
naher eingehen. Beziglich des Problems der Variablenvaliditdt missen wir
dabei voraussetzen, da} die jeweils betrachteten Variablen tatséchlich die in
einer Untersuchung gemeinten sind. Dabei missen diese Variablen keineswegs
direkt beobachtbar oder ,manifest’ sein, statt dessen kann es sich ebensogut
um ,latente’, nicht direkt beobachtbare Variablen handeln.

Auch die verbliebene Frage nach dem Geltungsbereich kann in zwei verschie-
dene Aspekte untergliedert werden, den der Situationsvaliditat und den der
Populationsvaliditat, die wir in den folgenden beiden Abschnitten behandeln
werden. Im letzten Abschnitt zeigen wir dann, wie zwei verschiedene Modelle
hinsichtlich ihrer ,externen Validitdt’ bzw. ihres Geltungsbereichs miteinander
verglichen werden kdnnen.

7.2 Situationsvaliditét

Der erste Aspekt der externen Validitdt, den wir hier behandeln wollen, ist der
der ,,Situationsvaliditat (Hager & Westermann, 1982) oder der ,,0kologischen
Validitat® (Bredenkamp, 1979, 1980; Brunswik, 1956). Bei diesem Gesichts-
punkt der externen Validitdt handelt es sich um die Frage, fir welche Situa-
tionsklassen oder ,,situativen Bedingungen“ eine kausale stochastische Abhéan-
gigkeit behauptet werden kann. Wir zeigen nun, wie diese Fragen in der hier
vorgestellten Theorie behandelt werden kénnen.

Dabei gehen wir von dem im Abschnitt 6 beschriebenen Beispiel aus. Dort
hatten wir festgestellt, da3 die reglineare Abhéngigkeit der Munzvariablen Y,
von der ersten Magnetvariablen X; nicht einfach kausal ist, wenn wir den
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<#,Pugrunde legen, der die Situationsklasse
reprasentiert, in welcher der zweite Schalter mit Wahrscheinlichkeit 0.5 an
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bzw. aus ist, und als einen Ausweg haben wir dort erwogen, den Geltungsbe-
reich der Aussage jeweils auf eines der beiden Ereignisse

(7.2.1) A= {we Q: X;(w) =1},
dal der zweite Schalter an ist, bzw.
(7.2.2) A = {w e Q: Xy(w) = 0},

dald der zweite Schalter aus ist, einzuschrénken, oder mit anderen Worten, den
zweiten Schalter konstant zu halten. Formal kénnen wir dies dadurch aus-
driicken, daR wir nicht mehr den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P), sondern
die Wahrscheinlichkeitsraume (Q,<#4,Pa) bzw. (£2,<4,Pz) zugrunde legen, wo-
bei die Wahrscheinlichkeitsmae P, und Pz durch

(7.2.3) PA(B) := P(B|A) := P(ANB)/P(A),
fiir alle B € <4, P(A) > 0,

bzw.

(7.2.4) Pa(B) := P(B|A) = P(ANB)/P(A),
fiir alle B € o4, PA) >0,

definiert sind, vorausgesetzt, daR die Wahrscheinlichkeiten von A und A gro-
Ber Null sind.

Bezeichnen wir mit
(7.2.5) B:={weQ: Y(w) =1}

das Ereignis, dal die Minze auf die Metallseite féllt, dann gilt beispielsweise
unter der Bedingung, da der zweite Schalter aus ist, fir die bedingte Erwar-
tung der Minzvariablen Y, unter der ersten Magnetvariablen X, bezlglich des
MaRes Px die Gleichung®)

(7.26) Ex(Y1|X)) =, Pr(BIX) =, Bio + Bu Xi = 0.5 + 04X,

Pifs

wobei man die numerischen Werte der Koeffizienten aus der Tabelle 6.2.1
durch Bildung der bedingten Erwartungswerte Ez(Y; | X,=0) = Px(B | X,=0)
und Ex(Y, |X1=1) = Px(B |X1=1) und Losung der resultierenden beiden
Gleichungen

(7.2.7) Bio = Pa(B|X,=0) = P(B|X,=0, X,=0) = 0.5

2|) Das Zeichen, 1”?;-(5‘ in Gleichung 7.2.6 heild ,(fast sicher bezlglich des Wahrschein-
lichkeitsmal3es Pz (siehe die Bemerkungen zu Definition A.5.1).
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und
(7.2.8) B + Bu = Pa(B|X,=1) = P(B|X,=1, X,=0) = 0.9
nach den zwei unbekannten Koeffizienten erhalt.

Auf analoge Weise resultiert dann fiir die Bedingung A die folgende Gleichung fiir die
bedingte Erwartung E(Y, | X1) bezuglich des WahrscheinlichkeitsmaBes Pa

(7.2.9) EA(Y, | X)) 0.9 + 0.0878X,.

Pa-fs

Dies bestatigt noch einmal das in Abschnitt 6.3 gefundene Ergebnis, dal’ Y, von X;
nicht einfach kausal reglinear abhéngig ist, denn die Koeffizienten aus den Gleichungen
7.2.6 und 7.2.9 sind nicht identisch, wie es der Definition der einfachen kausalen
reglinearen Abhangigkeit gemaR der Fall sein mlRte. Der Koeffizient a; = 0.2439 aus
Gleichung 6.3.1 18Rt sich also nicht als einfacher kausaler reglinearer Effekt von X, auf
Y, interpretieren, wenn wir den Wahrscheinlichkeitsraum (€2,<4,P) zugrunde legen,
der den gesamten Versuch représentiert; er kann lediglich als Durchschnitt der beiden
kausalen einfachen reglinearen Effekte 0.4 und 0.0878 aus den Gleichungen 7.2.6 und
7.2.9 bezeichnet werden.

Schranken wir den Geltungsbereich unserer Aussage Uber eine einfache kausa-
le reglineare Abhéngigkeit der Variablen Y, von X, auf jeweils eine der beiden
Bedingungen A bzw. A ein, indem wir anstelle des Wahrscheinlichkeitsraums
(Q,<4,P) jeweils die Wahrscheinlichkeitsraume (Q,<4,P,) bzw. (Q,<4,Px) zu-
grunde legen, so spréche wohl nichts dagegen, die durch die Gleichungen 7.2.6
und 7.2.9 beschriebenen Abhangigkeiten jeweils kausal zu interpretieren. Ent-
sprechend ist aber der Geltungshereich dieser Aussagen auf die Bedingungen A
bzw. A eingeschrénkt, oder, etwas formaler formuliert, auf die Wahrschein-
lichkeitsraume (Q,<4,Pz) bzw. (Q,<#,P,), die beide in dem gréReren Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,<4,P) enthalten sind (siehe die Gleichungen 7.2.3 und
7.2.4), der ja den gesamten Versuch représentiert.

Die Frage, unter welchen situativen Bedingungen oder in welchen Situations-
klassen eine kausale stochastische Abh&ngigkeit gilt, ist also gleichbedeutend
damit, welcher Wahrscheinlichkeitsraum zugrundegelegt wird. Dabei beachte
man, dal} innerhalb der hier vorgestellten Theorie die Frage nach der Situa-
tionsvaliditat nur ein Aspekt der Frage nach der Kausalitét einer Abhéngigkeit
zwischen zwei Variablen ist, der eigentlich gar nicht von der Frage nach der
Kausalitét zu trennen ist. Eine vollstandige Aussage Uber eine einfache kausale
reglineare Abhangigkeit lautet nédmlich: ,Die stochastische Variable Y ist von
der stochastischen Variablen X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,<4,P)
einfach kausal reglinear abh&ngig mit dem einfachen kausalen reglinearen Ef-
fekt ayx’. Das Entscheidende dabei ist, daR der Geltungsbereich, den der
Wahrscheinlichkeitsraum (€2 ,<4,P) reprisentiert, selbst bereits unverzichtba-
rer Bestandteil der Aussage ist. Ohne den Bezug auf einen ganz bestimmten
Wahrscheinlichkeitsraum ist eine solche Aussage véllig inhaltsleer, da dann die
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dabei benutzten Begriffe undefiniert wéren. Eine stochastische Variable bei-
spielsweise ist ja nur fUr einen ganz bestimmten Wahrscheinlichkeitsraum defi-
niert (siehe z.B. Bauer, 1974, S. 137), der in Anwendungen jeweils eine ganz
bestimmte Situationsklasse représentiert.

Dies soll aber nicht bedeuten, da man sich nicht fragen kann, ob die fUr einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (eine Situationsklasse) gultige stochastische Abhédngigkeit, oder ge-
nauer, der dabei gultige Steigungskoeffizient der einfachen linearen Regression, nicht
auch in einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum gultig ist. Bei der Frage nach der
Situationsvaliditat geht es also darum, den oder die Wahrscheinlichkeitsrdume zu spezi-
fizieren, die man bei einer Aussage Uber eine einfache kausale reglineare Abhangigkeit
zugrunde legen will, wenn wir von einem einfachen reglinearen Modell ausgehen.

7.3 Populationsvaliditat

Ein in formaler Hinsicht mit der ,Situationsvaliditat’ voéllig identisches Pro-
blem, ist der zweite Aspekt der externen Validitdt, ndmlich das Problem der
,,Populationsvaliditat® (Bredenkamp, 1979, 1980, Hager & Westermann,
1982). Dies soll nun etwas ausfihrlicher erldutert werden.

Dazu modifizieren wir das im letzten Kapitel behandelte Beispiel wie folgt:
Wir betrachten zwei Munzen | und Il, die beide auf jeweils einer Seite aus
Plastik bzw. Metall bestehen. Mit diesen Minzen wird der folgende Versuch
durchgefiihrt: Zuerst wird aus einer Urne nach Zufall eine der beiden Minzen
gezogen, so dal jede die Wahrscheinlichkeit 0.5 hat, gezogen zu werden.
Dann wird die gezogene Minze auf eine Platte geworfen, welche die Eigen-
schaften eines ein- und ausschaltbaren Elektromagneten hat, der ebenfalls mit
Wahrscheinlichkeit 0.5 an oder aus ist, und zwar unabhéngig davon, welche
Minze gezogen und geworfen wird (siehe Tabelle 7.3.1).

Im Gegensatz zum Beispiel des Abschnitts 2 soll es sich jedoch nicht um zwei
physikalisch gleiche Minzen handeln, sondern die Minzen sollen auf der
Metallseite verschieden schwer sein, mit dem Effekt, da sie mit unterschied-
lichen Wahrscheinlichkeiten auf die Metallseite fallen. Wenn der Elektro-
magnet aus ist, sei fur die erste Minze die bedingte Wahrscheinlichkeit 0.5, auf
die Metallseite zu fallen, und fir die zweite betrage diese bedingte Wahr-
scheinlichkeit 0.9. Der Elektromagnet sei ebenso stark wie im Beispiel des
Abschnitts 2, so da die bedingte Wahrscheinlichkeit, fir die Minze | auf die
Metallseite zu fallen, wenn der Elektromagnet an ist, wieder 0.9 betragt, und
far die zweite Mlnze 0.9878. Damit haben wir die gleichen Daten wie in
Tabelle 6.2.1 vorliegen, die hier jedoch inhaltlich anders strukturiert sind. Die
Stelle verschiedener Situationen, die durch die Stellung des zweiten Schalters
gekennzeichnet sind, wird nun von unterschiedlichen Minzen eingenommen,
und statt zu fragen, in welchen Situationen eine bestimmte kausale stochasti-
sche Abhéangigkeit gilt, kdnnen wir nun fragen, fir welche Population oder
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Tabelle 7.3.1: Die Spalten reprasentieren vier Situationsklassen, die jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 0.25 auftreten. In der ersten und
zweiten wird Minze | gezogen und der Schalter des Elektro-
magneten ist aus bzw. an. In der dritten und vierten Situa-
tionsklasse wird Minze Il gezogen und der Schalter ist aus
bzw. an. Die angegebenen Zahlen sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten, dal die geworfene Miinze auf die Metall-
bzw. Plastikseite fallt.

Gezogen wird
Minzel Minze Il
Schalter Schalter
aus an aus an
MUnze Metallseite 0.5 0.9 0.9 0.9878
L?lj:‘t Plastikseite 0.5 0.1 0.1 0.0122

Menge von Minzen eine solche stochastische Abhangigkeit behauptet werden
kann.

Es ist offensichtlich, dal3 wir hier auf eine Analogie zwischen Minzen und Versuchs
personen abzielen. Wie wir im Abschnitt 7.2 gesehen haben, kénnen sich auch Miinzen
in unterschiedlichen Situationen verschieden ,verhdten' und in diesem Abschnitt ist
deutlich geworden, da? Minzen auch unterschiedliche Eigenschaften haben kénnen,
was natlrlich um so mehr fir Personen oder Gruppen gilt. Dies unterstreicht die
Wichtigkeit, den Wahrscheinlichkeitsraum bei einer Aussage Uber eine stochastische
Abhéangigkeit mitanzugeben, denn dieser reprasentiert sowohl die Situationsklasse, fur
welche die Abhangigkeit behauptet wird, als auch die Population, wie wir im folgenden
zeigen wollen. Die in der Experimentellen Psychologie Ubliche genaue Beschreibung
der Untersuchungssituation und die genaue Charakterisierung der beteiligten
Versuchspersonen, kommt dieser Forderung nach einer moglichst exakten Beschrei-
bung des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraums bereits weitgehend entgegen.

Wir zeigen nun, da3 auch die Frage, auf welche Population (in unserem Bei-
spiel: von Minzen) sich eine Aussage Uber eine kausal reglineare Abhangigkeit
bezieht, durch die Angabe des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraums
beantwortet wird.

Definieren wir die Minzwurfvariable

1, wenn die gewdhlte Minze auf die Metallseite,
0, wenn sie auf die Plastikseite falt,

(7.3.1) Y, = {
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die Magnetvariable

(7.32)

X, = 1, wenn der Elektromagnet an-,
17 10, wenn er ausgeschaltet ist,

die Minzwahlvariable

1, wenn Minze I,
0, wenn Minze |l gewdhlt wird,

(7.3.3) X, = {

und das Ereignis
(7.3.4) B:={we Q: Y (w) =1},

dal’ die geworfene Minze auf die Metallseite fallt, so gelten fur diese Variablen,
wenn auch mit anderer Interpretation, dieselben Gleichungen wie in den Abschnit-
ten 6.2 bis 6.4.

Wir koénnen uns auch hier die Frage stellen, ob die reglineare Abhangigkeit der
Munzwurfvariablen Y, von der Magnetvariablen X; einfach kausal ist, wenn wir
den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,Pugrunde legen, der den gesamten Ver-
such représentiert, der also digjenige Situationsklasse beschreibt, in der die
beiden Minzen jeweils die Wahrscheinlichkeit 0.5 haben, aus der Urne gezo-
gen zu werden. Auch fir dieses Beispiel finden wir, dal3 die in Definition 4.4.1
formulierte Invarianzbedingung nicht erfillt ist, denn es gilt auch hier die
Gleichung

(7.3.5) E(Y,|X,.X;) = P(B|X,.Xy) =

= 0.5 + 04X, + 04X, + (-0.3122)X,X..

Da der Interaktionsparameter -0.3122 und nicht O betragt, ist auch hier zu
schliellen, dal Y; von X; nicht einfach kausal reglinear abhéangig ist.

Wir kdénnen nun den Geltungsbereich der Aussage jeweils auf eine der beiden
Bedingungen

(7.3.6) A := Miinze | wird gewahlt
bzw.
(7.3.7) A := Munze Il wird gewéahlt

einschranken, oder mit anderen Worten, auf jeweils eine der beiden Minzen
begrenzen. Formal dricken wir dies dadurch aus, daR wir nicht mehr den
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<#,P), sondern die Wahrscheinlichkeitsraume
(Q,A,Ps) bzw. (Q,<A4,P5) zugrunde legen, wobei die Wahrscheinlichkeitsma-
Re P, und Pz analog wie im letzten Abschnitt definiert sind. In dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,<#,Pz), d.h. unter der Bedingung, daR Miinze | ge-
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wahlt wird, gilt dann fur die bedingte Erwartung der Minzwurfvariablen Y,
unter der Magnetvariablen X, die Gleichung

(7.3.8) Ex(Y:[X0) =, PaB[X0) =, Bio + By X, = 05 + 0.4X,,

1) P?fs

wobei man die numerischen Werte der Koeffizienten durch Bildung der be-
dingten Erwartungswerte Ex(Y, | X,=0) = Px(B 1 X1=0) und Ex(Y; | X.=1) =
Pz(B l X31=1) und Lo6sung der resultierenden beiden Gleichungen nach den
zwei unbekannten Koeffizienten erhalt (siehe Abschnitt 7.2).

Auf analoge Weise resultiert dann fir die Bedingung A die bedingte Erwartung
EA(Y, l Xy) bezliglich des WahrscheinlichkeitsmaBRes Pp

(7.3.9) EA(Y;|X)),=_ 0.9 + 0.0878-X,.

Pp-fs
Damit haben wir noch einmal bestétigt, da Y, von X; nicht einfach kausal reglinear
abhéngig ist, denn die Koeffizienten von X, aus den Gleichungen 7.3.8 und 7.3.9 sind
nicht identisch, wie es der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhé&ngigkeit
geman der Fall sein miRte. Auch hier 1aRt sich also der Koeffizient o, = 0.2439 aus
Gleichung

(7.3.10) E(Y;|X) = ap + oy Xy = 0.7 + 0.2439X,

(siehe Abschnitt 6.3) nicht als einfacher kausaler reglinearer Effekt von X, auf Y;
interpretieren. Er kann lediglich als Durchschnitt der beiden einfachen kausalen regli-
nearen Effekte 0.4 und 0.0878 aus den Gleichungen 7.3.8 und 7.3.9 bezeichnet werden,
denn bei Einschrdnkung des Geltungsbereichs unserer Aussage Uber eine einfache kau-
sale reglineare Abhéngigkeit der Variablen Y, von X; auf jeweils eine der beiden Bedin-
gungen A bzw. A, spriche wohl nichts dagegen, die durch die Gleichungen 7.3.8 und
7.3.9 beschriebenen Abhéngigkeiten kausal zu interpretieren.

Formal wirde man die Einschrénkung des Geltungsbereichs wie folgt formu-
lieren: Y, ist von X; auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,Pz) einfach
kausal reglinear abhéngig mit dem einfachen kausalen reglinearen Effekt 0.4,
und auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P,) mit dem Effekt 0.0878. In
der Sprache der Experimentellen Psychologie ausgedriickt, gilt also die durch
Gleichung 7.3.8 beschriebene einfache kausale reglineare Abhangigkeit nur fir
die Population der Minze I, und die durch Gleichung 7.3.9 beschriebene nur
fur die Population der Munze 1.

Offensichtlich ist auch bei der Frage nach der Populationsvaliditat lediglich
gefragt, auf welchen Wahrscheinlichkeitsraum sich die Aussage Uber eine kau-
sale stochastische Abhéngigkeit bezieht. Der Wahrscheinlichkeitsraum repré-
sentiert demnach sowohl die Situation als auch die Population, auf die sich eine
Aussage Uber eine stochastische Abh&ngigkeit bezieht. Durch eine mdglichst
genaue Beschreibung der Untersuchungssituation und der beteiligten
Versuchspersonen, wie dies in der Experimentellen Psychologie ublich ist,
wird der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum gekennzeichnet.
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7.4 Vergleiche der externen Validitét

Wir gehen nun auf das im Abschnitt 6 behandelte Beispiel zurliick. Im Ab-
schnitt 6.4 haben wir gezeigt, dal der Koeffizient vy;, des einfachen logitlinea-
ren Modells

exp(Yio + Yu X4)
7.4.1 E(Y,|X) = PB|X) = -
( ) (1| ) E X | Y 1+ exp (vio + Yu Xy)

exp(0.8473 + 1.9756-X,)
~ 1+ exp(0.8473 + 1.9756-X)

|
74

nicht mit dem Koeffizienten $;; = 2.1972 aus Gleichung 6.2.5 identisch ist,
mit welcher die Daten der Tabelle 6.2.1 erzeugt wurden. Wir zeigen nun, daf
wir den Koeffizienten By; = 2.1972 dann erhalten, wenn wir die logitlineare
Abhéngigkeit jeweils unter einer der beiden Bedingungen

(7.4.2) A := der zweite Schalter ist aus,
und
(7.4.3) A := der zweite Schalter ist an,

untersuchen, so wie wir dies auch fur die reglineare Abhéngigkeit gemacht
haben. Im Gegensatz zum reglinearen Modell wird sich aber hier zeigen, daf?
der Koeffizient 3;; = 2.1972 sowohl fur die Bedingung A als auch A gilt.

Bezeichnen wir mit
(7.4.4) B:={weQ: Y(w) =1}

weiterhin das Ereignis, dal die Minze auf die Metallseite féallt, und legen wir
den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,Pz) (siehe Abschnitt 7.2) zugrunde, der
die Situationsklasse reprasentiert, in welcher der zweite Schalter aus ist, so gilt

eXp[ﬁm(A) + Bll Xl]
1 + exp[Bio(A) + By Xi]

Zur Berechnung der beiden unbekannten Parameter bilden wir nun die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten??) Px(B | X,=0) und Pz(B | X,=I), aus denen
wir nach einigen algebraischen Umformungen

(7.4.5) Ex(Y:|X0) =, PBIX) =,

Px(B | X,=0)

AL ATY) = n[0.5/(1 — 0.5)] = O.
1—P,-\(B|X1=O)] n [0.5/(1 — 0.5)] = 0.0

(7.4.6) Bi(A) = ln[

%) Siehe zur Schreibweise die Bemerkung zur Definition A.4.1.
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und

(7.4.7) Bio(A) + By = ln[l)‘-\—(BI&_Q_] —

1 — Pa(B|X,=1)
= In [0.9/(1 —0.9)] = 2.1972
erhalten. Daraus ergibt sich der Koeffizient By; = 2.1972, der mit By; = 2.1972

aus Gleichung 6.2.5 identisch ist.

Legen wir dagegen den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P,) zugrunde, so fin-
den wir auf die analoge Weise fir die Gleichung

exp[Bio(A) + By Xi]
1 + exp[Bio(A) + By Xi]’

(7.4.8) Ex(1]X) =, PaB[X0) o=

die Parameter

PA(B|X,=0)
1 — PA(B|X,=0)

(7.4.9) Bi(A) = In [ ] = In [0.9/(1 — 0.9)] = 2.1972

und

PA(B|X1=1) ] -

(7.4.10) Pio(A) + B = ln[l ~ PAB|Xi=1)

= In [0.9878/(1 — 0.9878)] = 4.3940.

Daraus ergibt sich wieder der Koeffizient 3;; = 2.1968, der bis auf Rundungs-
fehler mit B;; = 2.1972 aus Gleichung 6.2.5 identisch ist. Dieser Koeffizient
gilt also sowohl fir den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,J,PA) als auch far
(Q,<#4,Pz), d.h. er gilt sowohl unter der Bedingung A, daf der zweite Schalter
an ist, als auch unter der Bedingung A, daR er aus ist. Hierin unterscheidet sich
das logitlineare vom reglinearen Modell, denn die reglinearen Koeffizienten
sind unter beiden Bedingungen verschieden, wie wir im Abschnitt 7.2 festge-
stellt haben. Zu dem entsprechenden Ergebnis wirden wir auch gelangen,
wenn wir anstelle des Beispiels mit zwei verschiedenen Situationen das im
letzten Abschnitt behandelte Beispiel mit zwei verschiedenen Populationen
betrachten wirden.

Wie wir oben gezeigt haben, ist fir das Beispiel des Abschnitt 6 die logitlineare
Abhéngigkeit der Minzwurfvariablen Y,; von der Magnetvariablen X; mit dem
Koeffizienten B;; = 2.1968 sowohl in dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P,) ds auch (Q,<4,P3) giltig, d.h. unter der Bedingung, daR der zweite
Schalter an bzw. aus ist. Wir kénnen also sagen, dal3 das logitlineare Modell in
diesem speziellen Beispiel einen groleren Geltungsbereich, oder in der Spra-
che Campbells, eine groRere externe Validitéat hat als das reglineare Modell.
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7.5 Zusammenfassende Bemerkungen

Es wurde anhand des im letzten Kapitel dargestellten Beispiels erlautert, wie
sich die Frage nach dem Geltungsbereich oder der externen Validitat in der in
diesem Beitrag vorgestellten Theorie einfacher kausaler reglinearer Abhangig-
keit behandeln 1&3t. Es wurde gezeigt, dafl sowohl die Frage nach der Situa-
tionsvaliditat, als auch die nach der Populationsvaliditat, die Frage nach dem
zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Mit der in der Experimentellen Psychologie Ublichen genauen Beschreibung
der Untersuchungssituationen und der herangezogenen Versuchspersonen
wird der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum charakterisiert. Verallge-
meinerungen der in einem Wahrscheinlichkeitsraum gultigen Beziehungen auf
einen anderen Wahrscheinlichkeitsraum konnen zwar hypothetisch vorge-
nommen werden, aber im allgemeinen gibt es fir solche Verallgemeinerungen
keine logischen oder mathematischen Begrindungen. Daher mul3 jeweils eine
empirische Uberprifung vorgenommen werden.

Es wurde gezeigt, da® in dem hier behandelten speziellen Beispiel das logitli-
neare Modell einen grofReren Geltungsbereich oder eine groRere ,externe Vali-
ditét' hat, als das reglineare Modell. Damit ist gemeint, da in der Menge der
Wahrscheinlichkeitsrdume, in denen das logitlineare Modell gilt, die Menge
der Wahrscheinlichkeitsrdume, in denen das reglineare Modell gilt, enthalten
ist.

8. Ausblick

8.1 Mehrvariablenmodelle

Die zentrale Fragestellung in diesem Beitrag war, unter welchen Vorausset-
zungen und in welchem Sinn sich die Koeffizienten einer einfachen Regres-
sionsgleichung kausal interpretieren lassen. Obwohl diese Frage zunéchst sehr
speziell erscheinen mag, ist sie jedoch von recht weitreichender Bedeutung fir
die psychologische Forschung und ihr benachbarte Disziplinen. Erstens kann
man diese Frage namlich analog auch fir andere Arten stochastischer Abhén-
gigkeiten untersuchen. Zweitens a8t sich eine multiple Regressionsgleichung

(8.1.1) E(Y|ZnmeM) = ayo+ ), OxnZn
meM

in mehrere einfache Regressionsgleichungen

(8.1.2) En(Y|Zw) =, 0vo(B) + Gym Zmy m €M,

auflésen, wenn B das Ereignis bezeichnet, da die anderen Variablen aus der
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Abb. 8.1.1: Pfeildiagramm eines einseitig kausalen reglinearen Modells mit drei Varia-
blen.

Familie (Z,,, m € M) konstant sind. Auf diesem Sachverhalt baut die Theorie
der direkten und auch der totalen kausalen reglinearen Abhéangigkeit auf, die
ausfihrlich von Steyer (1982) behandelt wird.

Drittens enthalten eine ganze Reihe von Modellklassen als Kern solche Regres-
sionsgleichungen. Neben der eigentlichen Regressionsanalyse ist da an erster
Stelle die Varianzanalyse zu nennen, bei der die Variablen Z,,, m € M, die
Zugehdrigkeit zu bestimmten (z.B. experimentellen) Gruppen anzeigen. Aber
auch die Faktorenanalyse basiert, auer auf der Annahme der bedingten sto-
chastischen Unabhangigkeit, auf Regressionsgleichungen fir jede der beob-
achtbaren oder manifesten Variablen Y,, r € R, unter den Faktoren oder
latenten Variablen Z,, m € M. Schliefdlich kann auch ein rekursives Struktur-
gleichungsmodell als ein System von solchen Regressionsgleichungen aufgefalit
werden, wobei ein Teil der Gleichungen die Beziehungen zwischen den mani-
festen und den latenten Variablen spezifiziert und ein anderer Teil der Glei-
chungen die Beziehungen der latenten Variablen untereinander.

Diese Verfahren, und damit die darin enthaltenen Regressionsgleichungen,
kdénnen zum einen zur Beschreibung statistischer Zusammenhénge verwendet
werden, sie kdnnen zum anderen aber auch Bestandteile von Theorien zur
kausalen Erklarung statistischer Zusammenhénge sein. So besteht beispiels-

Yl(\

Yz<—:@

Y3/

Y4><
\

o P—

Y(,/

VLl L Ll

Abb. 8.1.2: Pfeilschema eines kausalen Modells mit zwei latenten Variablen (Faktoren)
Z, und Z,, welche die stochastischen Abhangigkeiten zwischen den mani-
festen Variablen Y; bis Yg erklaren.
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weise das pfadanalytische Modell der Abbildung 8.1.1 aus den beiden Regres-
sionsgleichungen

(8.1.3) E(Z\]2,Z5) = ayo + oz Zy + a3 Zs
und
(8.1.4) E(ZZ|Z3) = O + 03 Zs,

das faktorenanalytische Modell der Abbildung 8.1.2 aus den sechs Glei-
chungen

(8.1.5) EY\Z,Zy) 5 Bio + B Zi + B2 Zns re{l,..,6},

und das Strukturgleichungsmodell der Abbildung 8.1.3 aufler aus den Glei-
chungen 8.1.3 bis 8.1.4 auch aus den Gleichungen

(8.1.6) EXNZ0Z0Zs) = Yo + ¥ Zss s € {1,2,3),
- 1Y, \ v I X, | <
oo
—
TR / e
b Y4 !
\
N i p——
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e d Y(,

Abb. 8.1.3: Pfeilschema eines kausalen Modells mit drel latenten Variablen Z;, Z, und
Z;, die zum einen die manifesten Variablen Y, bis Yg bzw. X; bis X;
beeinflussen, zum anderen aber auch untereinander kausal abhéngig sind.

und

(8.1.7) E(Yr|21,22,23) = Bro + PaZi + Br2Zos re{l,..., 6}.

Liegen, wie bei den oben genannten Modellen, mehrere unabhangige Varia-
blen vor, so kann man die Frage nach einer direkten kausalen reglinearen
Abhéngigkeit stellen, eine Frage, die fir die psychologische Theorienbildung
genauso bedeutsam ist, wie die nach einfacher kausaler reglinearer Abhéngig-
keit. Wird beispielsweise behauptet, daid

(8.1.8) Y := absolute 1Q-Differenz von Zwillingen

einfach kausal reglinear abhangig ist von
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(8.1.9)

X = 1, wenn die Zwillinge eineiig,
' - 1, wenn sie zweieiig sind,

so ist es nicht nur wichtig zu untersuchen, ob diese Aussage an sich richtig ist,
ob es also potentielle Storvariablen W gibt, die den Regressionskoeffizienten
ayx der Gleichung

(8.1.10) E(Y|X) = ayo + oyx X

modifizieren, wenn eine solche Variable W konstant gehalten wird; vielmehr
ist es auch von Bedeutung zu untersuchen, durch welche Variablen eine solche
einfache kausale reglineare Abhangigkeit vermittelt wird. So wéare es prinzi-
piell durchaus denkbar, dal diese Abhangigkeit nur Uber die zwischen X und
Y anzuordnende Variable

(8.1.11) Z := Ahnlichkeit des elterlichen Erziehungsverhaltens

zustande kommt, d.h. dal die beziglich {X,Y,Z} direkte kausale reglineare
Abhangigkeit der Variablen Y von X Null wére. Dies wéare durchaus kein
Widerspruch zur Aussage, da? Y von X einfach kausal reglinear abhangig ist
(vgl. zur Diskussion dieses Beispiels Eysenck, 1979, S. 105).

Die Grundidee direkter kausaler reglinearer Abhéngigkeit einer stochastischen
Variablen Y von einer stochastischen Variablen X - direkt beziglich einer
gegebenen Familie von Variablen - ist, dal} eine einfache kausale reglineare
Abhéngigkeit Y von X besteht, und zwar bei Konstanz aller anderen Variablen
in dieser Familie, die Y vorgeordnet sind, und dald der Steigungskoeffizient cyx
Uber alle Ausprdgungen der konstantgehaltenen Variablen hinweg der gleiche
bleibt.

Diese Definition ermdglicht, da die Koeffizienten einer multiplen Regres-
sionsgleichung als direkte kausale reglineare Effekte interpretiert werden kon-
nen, wenn die in der Definition genannten Bedingungen erfillt sind. Damit
wird es nicht nur mdoglich, die Direktheit einer Abhéngigkeit zu Uberprifen,
sondern auch potentielle Stérvariablen statistisch zu kontrollieren oder ,,stati-
stisch konstant zu halten®.

Falsifiert ware eine Aussage, da3 Y von jeder Variablen Z,, m € M, mit dem
Effekt oy, direkt kausal reglinear abhéngig ist (siehe Gleichung 8.1.1), wenn
far eine potentielle Storvariable W, gezeigt werden kann, dal} die Gleichung

(8.1.12) EY|W,Zp,meM) = ) oyn Z, + f(W)
meM
nicht gilt, wobei f(W) eine (mefbare) Funktion von W ist. Beispielswére wére

Oyy + Oyw'W eine solche Funktion von W, ays + a-Z,-W hingegen nicht,
wenn a # 0. Dabei ist zu beachten, daR die Koeffizienten ay,, in den Glei-
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chungen 8.1.1 und 8.1.12 identisch sind. Andernfalls wére die oben genannte
Aussage falsifiziert. Fir eine ausfiihrlichere und vollstandigere Behandlung der
Theorie direkter kausaler reglinearer Abhangigkeit sei auf Steyer (1982) ver-
wiesen.

8.2 Beschreibende und erklérende reglineare Modelle

Bei der Beantwortung der Frage nach dem formalen Unterschied zwischen
einem beschreibenden und einem erklarenden reglinearen Modell, und damit
nach der Bedeutung einer kausalen Interpretation von Regressionsparametern
sind wir von einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,<4,P) ausgegangen, der in
Anwendungsféllen eine bestimmte Untersuchungssituationsklasse oder ein be-
stimmtes Experiment beschreibt, und zwar dadurch, daf} jedem einfachen und
verbundenen Ereignis A € <4 . eine bestimmte feste Wahrscheinlichkeit P(A)
zugeordnet ist. Auf einem solchen Wahrscheinlichkeitsraum sind die betrach-
teten stochastischen Variablen definiert, deren Abhangigkeiten voneinander
moglicherweise durch Regressionsgleichungen beschreibbar sind. Bis zu die-
sem Punkt besteht zwischen einem beschreibenden und einem erklarenden
Modell kein Unterschied.

Damit die durch eine einfache Regressionsgleichung
(8.2.1) E(Y|X) = ay + ayx X

beschriebene stochastische Abhéngigkeit zwischen der Variablen X und einer
Variablen Y unkonfundiert ist und daher bei entsprechender zeitlicher Geord-
netheit der Variablen kausal interpretiert werden kann, mussen zwei Bedin-
gungen erfillt sein, die rein formal definierbar sind. Verbal kénnen diese
Bedingungen folgendermallen beschrieben werden: Vorgeordnetheit: Die Va-
riable X muf} der Variablen Y vorgeordnet sein. Invarianz: Der Regressions-
koeffizient ayyx wird nicht durch potentielle Storvariablen modifiziert. Diese
Vorstellung wurde als eine bestimmte Eigenschaft der gemeinsamen Verteilung
der stochastischen Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<4,P) pra-
zisiert. Wie die genannten zwei Bedingungen formaler und damit genauer
definiert sind, wie die zweite in Anwendungsféllen empirisch Uberprift wer-
den kann und wie empirische Untersuchungen so anzulegen sind, daR diese
Bedingungen nach Mdglichkeit erfillt ist, wurde in diesem Beitrag fir den Fall
einer einzigen unabhédngigen Variablen ausfiihrlich beschrieben und am Ende
der einzelnen Abschnitte jeweils zusammengefaflt. Eine explizite Darstellung
fur mehrere unabhéngige Variablen findet man in Steyer (1982). Als wichtigste
Ergebnisse kdénnen die folgenden Punkte hervorgehoben werden:

1. Es wurde gezeigt, dald sich die experimentellen Kontrolltechniken der Ran-
domisierung, Parallelisierung und Konstanthaltung auf eine rein formale Theo-
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rie basieren lassen. Bisher beruhten die Kontrolltechniken auf Plausibilitéts-
Uberlegungen wie etwa der folgenden, die auf Mills Unterschiedsmethode zu-
rickgeht (Mill, 1885, S. 91 ff.): Wenn man davon ausgeht, da3 ein Sachverhalt
W von vielen anderen mdoglicherweise unbekannten Sachverhalten
AB,CD,. . . verursacht wird, und man untersuchen will, ob ein bestimmter
Sachverhalt C zu diesen Ursachen zahlt, so muR man Beobachtungen unter
zwei Bedingungskombinationen anstellen, die sich lediglich durch C unter-
scheiden, also A,B,C,D,. . . und A,B,C,D, . . . . Tritt dann nur in der ersten
Bedingungskombination die Wirkung W auf, dann kann man davon ausgehen,
daR C Ursache fir W ist. Der Herstellung der sonst gleichen Bedingungen
A,B, ,D,. .. dienen die oben genannten Kontrolltechniken.

In gewisser Hinsicht kann man die hier vorgestellte Theorie als eine Verfeine-
rung der Millschen TheorieZ3) ansehen, in dem Sinne, dal3 auch nichtdetermini-
stische kausale Abhangigkeiten zugelassen werden. Mit dem hier behandelten
stochastischen Begriff kausaler Abhangigkeit kann C auch dann als Ursache
von W angesehen werden, wenn C nicht immer zusammen mit W auftritt,
auch nicht in einer streng kontrollierten Situation, sondern nur mit erhdhter
Wahrscheinlichkeit.

2. Es wurde gezeigt, da Kausalitdt nicht zwangslaufig Determinismus bedeu-
tet. Beim Beispiel ,Minzen und Elektromagnet' beeinflult der Zustand des
Elektromagneten die Ergebnisse des Minzwerfens nur stochastisch in dem
Sinn, dal bei angeschaltetem Elektromagneten die Wahrscheinlichkeit, da3 die
Munzen auf die Metallseite fallen, erhoht ist. Um die Abhéngigkeit der Minz-
wurfergebnisse vom Zustand des Elektromagneten als kausal zu bezeichnen,
muB3 diese also keineswegs deterministisch sein. Selbst wenn die Erhéhung der
Wahrscheinlichkeit nur minimal ist, z.B. von 0.5 auf 0.51, wéare dies ein
hinreichender Grund, von einer kausalen Abhé&ngigkeit zu sprechen, deren
praktische Bedeutsamkeit allerdings geringer ist, als wenn die Wahrscheinlich-
keit von 0.5 auf 0.9 erhdht wird, wie in dem in Abschnitt 2 dargestellten
Beispiel. Die Starke der Abhangigkeit und die Frage, ob die Abhangigkeit
kausal ist, sind also zwei vollig verschiedene Fragen.

3. Die in der Experimentellen Psychologie und Padagogik entwickelte Vor-
stellung ,interner Validitédt' wurde zum rein formalen Begriff einfacher kausa-
ler reglinearer Abhéngigkeit prazisiert. Die formale Definition ermdglicht die
Ableitung von Konsequenzen, die in Anwendungsfallen empirisch tberprif-
bar und gegebenenfalls falsifizierbar sind. Diese grundlegende Forderung an
eine empirische wissenschaftliche Theorie ist wohl bei der bisherigen pfadana-

%) Eine zusammenfassende Darstellung der Millschen Theorie findet man bei Diekopf
(1981, S. 24ff.), der auch tber die Beitrage von Hume, Kant, Popper u.a. zum Thema

kausale Abhéngigkeit referiert.
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lytischen Vorgehensweise nicht hinreichend erfillt. Zwar werden Modelltests
zur Uberpriifung der Frage durchgefiihrt, ob das statistische Modell mit der
jeweils vorliegenden Kovarianzmatrix vertraglich ist. Die wesentliche Frage
nach der Kausalitét der mit dem Modell beschriebenen Beziehungen wird aber
nicht Uberprift. Die Vertréaglichkeit eines Strukturgleichungsmodells mit der
Kovarianzmatrix ist jedoch kein Hinweis dafur, dal die Strukturparameter
kausal interpretiert werden koénnen, sondern nur dafir, daf sich die betreffen-
den Daten mit diesem Modell beschreiben lassen. Kausalitat wird bei einem
Strukturgleichungsmodell bisher vorausgesetzt, etwa durch die Annahme der
,,Geschlossenheit”, aber nicht Uberprift. Auch wurde in der bisherigen Litera-
tur nie angegeben, wie die ,,Geschlossenheit” prinzipiell falsifiziert werden
kann.

4. Aus der hier vorgestellten Theorie lassen sich einige Moglichkeiten zur
Falsifizierung einer Aussage ableiten, dal der Koeffizient aus der Glei-
chung 8.2.1 kausal interpretiert werden kann. So ist z.B. jede der beiden
folgenden Aussagen in einem Anwendungsfall hinreichend fir eine solche
Falsifizierung:

a) Es besteht eine Interaktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und
einer potentiellen Storvariablen W. Dabei ist es gleichglltig, ob diese erhoben
wurde oder nicht. Wesentlich ist, da3 sie in der betreffenden Situationsklasse
prinzipiell erhoben werden kodnnte.

b) Der Koeffizient Byx von X in der Gleichung

(8.2.2) E(Y | X, W) = Byo + Byx X + PByw W

ist nicht identisch mit aus Gleichung 8.2.1, wobei W eine beliebige poten-
tielle Storvariable ist, die in der gleichen Situationsklasse wie die anderen
Variablen erhoben wird oder werden kdénnte. Bei der Erweiterung von
E(Y ] X) auf E(Y | X, W) muB also der Koeffizient unveréndert bleiben,
wenn er kausal interpretierbar sein soll.

Die Konsequenz einer Falsifikation aufgrund von Punkt a ist eine Einschrén-
kung des Geltungsbereichs. Fur jede Auspragung der mit X interagierenden
Variablen W gilt u.U. eine andere einfache kausale reglineare Abhéangigkeit.
Bei einer Falsifikation aufgrund von Punkt b gilt u.U. eine einfache kausale
reglineare Abhangigkeit, wenn W = w Kkonstant ist.

5. Prinzipiell ist es sowohl in experimentellen als auch in nichtexperimentellen
Untersuchungen moglich, kausale Abhéngigkeiten festzustellen, aber in keiner
Art von Untersuchung kann man beweisen, dall eine kausale Abhangigkeit
vorliegt. Die Moglichkeit zur Falsifizierung einer Aussage Uber eine kausale
Abhangigkeit besteht jedoch in beiden Forschungssituationen. Diese unter-
scheiden sich nur darin, in welchem Ausmal3 es mdoglich ist, durch versuchs-
planerische MalRnahmen potentielle Storvariablen zu kontrollieren. Je geringer
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die Madoglichkeiten der aktiven Kontrolle potentieller Stérvariablen sind, desto
wichtiger wird es, potentielle Storvariablen mitzuerheben und diese entweder
mit in das Modell einzubeziehen, oder die unter Punkt 4 genannten ,Kausali-
tatstests’ durchzufuhren.

Weiterfihrende Literatur

Die Verallgemeinerung der hier dargestellten Theorie einfacher kausaler reglinearer
Abhéngigkeit auf Mehrvariablenmodelle findet man bei Steyer (1982). Eine weitere
Verallgemeinerung auf nichtrekursive Modelle, in denen auch wechselseitige Abhangig-
keiten vorkommen kénnen, ist in Vorbereitung. Eine Ubersicht tiber Stichprobenpro-
bleme wie Parameterschatzung und Hypothesen- bzw. Modellbewertungsverfahren
insbesondere flr komplexe Modelle gibt Bentler (1980), der auch verschiedene Rechen-
programme fir diese Zwecke angibt. FUr die einfacheren Varianz- und regressionsana-
lytischen Modelle siehe auch die entsprechenden Beitrdge in diesem Band. Ein Uber-
blick Uber verschiedene Schatzverfahren gibt Klein (1978). Zur Einfuhrung in pfadana-
lytische Modelle sei auch auf Asher (1976) und Kenny (1979) hingewiesen. Als weiter-
fuhrende Arbeiten und Anwendungen seien Aigner und Goldberger (1977), Anderson
und Evans (1974), Blalock (1962, 1964, 1969, 1971a,b), Blalock und Blalock (1968),
Boudon (1963, 1965a,b, 1968, 1976a,b), Hummell und Ziegler (1976a) sowie Marsden
(1982) genannt.

Anhang

A.l Einleitende Bemerkungen

In diesem Anhang sind einige im Text haufig verwendete Definitionen und Theoreme
der Wabhrscheinlichkeitstheorie zusammengestellt. Damit soll lediglich die Angabe der
mathematischen Grundlagen bei Ableitungen und Beweisen vereinfacht werden. Mit
diesem Anhang ist weder ein Anspruch auf Vollstandigkeit verbunden, noch ist inten-
diert, den Leser in die Wahrscheinlichkeitstheorie einzufuihren. Dazu sei auf Bauer
(1974), Breiman (1968), Géanssler und Stute (1977), Hinderer (1980) sowie Loéve (1977,
1978) verwiesen. Zum Nachschlagen eignet sich Mdller (1975).

A.2 Erwartungswert

Definition A.2.1. Es sei X: @ — IR eine stochastische Variable?!) auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q,<#,P). AulRerdem sei X beztglich P integrierbar oder nichtnegativ.
Genau dann, wenn

%) IR ist dabei die Menge der reellen Zahlen. Wir betrachten in diesem Beitrag nur

reellwertige stochastische Variablen. Viele Autoren gebrauchen anstelle der Bezeich-
nung ,stochastische Variable' die Bezeichnung ,Zufallsvariable*.
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(A.2.1) E(X):= [ X dP,
heillt E(X) der Erwartungswert von X (bezlglich des Wahrscheinlichkeitsmalies P).

Theorem A.2.1. Ist X eine diskrete stochastische Variable auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2,<4,P) mit dem Erwartungswert E(X) und den Werten x;, i € I, wobei |
eine abzéhlbare Indexmenge ist, und bezeichnet

(A.2.2) A= {we Q: X() = x}
das Ereignis, dal? X den Wert x; angenommen hat, dann gilt
(A23) E(X) = ) x P(A)

1€l

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 138f.).

Theorem A.2.2. Sind X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q2,<4,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y) und sind o und B reelle
Zahlen, so gelten

(A.2.4) E(=a und E@X+BY)=aEX)+pEY)

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 65).

A.3 Varianz und Kovarianz

Definition A.3.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q2,<4,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y). Genau dann, wenn

(A3.1) CX,Y) = E([X — E(X)]-[Y — E(V)]),

heit C(X,Y) Kovarianz von X und Y. Genau dann, wenn

(A32) V(X) := CX,X) = E([X = EX)P),

heiflt V(X) Varianz von X (vgl. z.B. Ganssler & Stute, 1977, S. 8If.).

Theorem A.3.1. Sind X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (§2,<4,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y), so gilt?®)

(A.3.3) CX,Y) = E(X-Y) — E(X) - E(Y)
und, falls o und B reelle Zahlen sind, auch

(A.3.4) CaX,BY) = a CX,Y) B.
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Theorem A.3.2. Sind W, X, Y und Z stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,<4,P), mit den Erwartungswerten E(W), E(X), E(Y) bzw. E(Z) und sind
a, B,y und & reelle Zahlen, so gilt®)

(A.3.5) ClaW + BX)(YY + 8Z)] =

= a C(W,Y)y + a C(W,Z) 6 + B CX,Y) v + B C(X,Z) 9.

A.4 Bedingter Erwartungswert

Definition A.4.1. Es sei Y eine stochastische Variable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q2,<4,P), B € & ein Ereignis mit P(B) > 0, und 1, sei die Indikatorvariable?®) von
B. Genau dann, wenn

(A4.1) E(Y|B) := —P(llt)E(lB-Y),

heillit E(Y I B) bedingter Erwartungswert von Y gegeben das Ereignis B. Genau dann,
wenn Y dabei nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, und

(A.4.2) A= {w e Q: Y(w) = 1}
das Ereignis ist, dal Y den Wert 1 angenommen hat, heifit
(A.4.3) P(A|B) := E(Y|B) = P(ANB)/P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben das Ereignis B (vgl. z.B. Bauer, 1974,
s. 290ff.).

Bemerkung. Mit E(Y | B) und P(A | B) dquivalente Schreibweisen sind E,(Y) bzw.
P,(A). Mit dieser Notation wird hervorgehoben, dal Ex(Y) der Erwartungswert von Y
beztiglich des bedingten WahrscheinlichkeitsmaBes Pg bzw. dafl Ps(A) der Wert des
bedingten Wahrscheinlichkeitsmales Py fir das Ereignis A ist. Das MaR Pg ist durch
Gleichung A.4.3 definiert, die dabei auf jedes A € & anzuwenden ist.

Theorem A.4.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2,<4,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y) sowie o und B reelle
Zahlen. Wenn E(Y| B) der bedingte Erwartungswert von Y gegeben das Ereignis B e
<A ist, dann gelten die folgenden Gleichungen®):

25) Die in Theorem A.3.1 und A.3.2 behaupteten Eigenschaften folgen aus der Defi-
nition A.3.1 und Theorem A.2.2.

%) Die stochastische Variable 1 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€,<4,P) heift In-
dikatorvariable fiir das Ereignis B € & genau dann, wenn 1z(w) = 1, falls w € B und 15(w)
= 0 andernfalls.

%'y Die in Theorem A4.1 behaupteten Eigenschaften folgen direkt aus der Definition A.4.1
und Theorem A.3.1.
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(A4.4) E(Y|Q) = E(Y),
(A.4.5) E(a|B) = a,
(A4.6) E(a X + B Y|B) = a E(X|B) + B E(Y|B).

A.5 Bedingte Erwartung

Definition A.5.2. ES sei Y eine stochastische Variable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (L2,<4,P) mit Erwartungswert E(Y), B3 sei eine Teilsigmaalgebra von <4, d.h. B <
<4, und lg sei die Indikatorvariable fur B € 3. Genau dann, wenn

(A5.1) E[1E(Y|B)] = E(15Y), fiir alle B € T,

und E(Y | 13) meRbar bezuglich B ist, heillt E(Y | 3) bedingte Erwartung von Y unter
der Sigmaalgebra B (vgl. z.B. Géanssler & Stute, 1977, S. 187).

Genau dann, wenn Y = l,, heillt E(Y |73) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Sigmaalgebra B und wird dann auch mit P(A| 13) notiert (vgl. z.B. Bauer, 1974,
S. 296)%).

Bemerkungen. Durch diese Definition ist die bedingte Erwartung E(Y IB) nur fast
sicher eindeutig bestimmt. Man spricht daher auch von verschiedenen Versionen der
bedingten Erwartung, die jedoch fast sicher gleich sind, was wir mit dem Zeichen ,% ¢
abklrzen. Aussagen Uber bedingte Erwartungen gelten daher im allgemeinen nur fast
sicher. Ist die bedingte Erwartung beziglich eines anderen Wahrscheinlichkeitsmalies
als P gemeint, z.B. beziiglich P,, dann schreiben wir entsprechend EA(Y | T3). Aussagen
Uber eine solche bedingte Erwartung gelten entsprechend nur Pa-fast sicher, und ver-
schiedene Versionen sind P-fast sicher gleich, was wir durch ,,=, * abkirzen. Ist die
Sigmaalgebra 73 von einer stochastischen Variablen X auf (Q,J,’P) erzeugt, so schrei-
ben wir anstatt E(Y|73) auch E(Y | X). Ist B von einer Familie (X;,1€I) von stochasti-
schen Variablen erzeugt, so notieren wir die bedingte Erwartung E(Y | B) auch mit
E(Y |X;,ieI). Ist die Indexmenge | abzahlbar, d.h. ist I = (1,...,Q}, Q € IN, so
schreiben wir auch E(Y|X1,...,XQ) (vgl. auch Bauer, 1974, S. 292).

Theorem A.5.1. Wenn E(Y |73) die bedingte Erwartung der stochastischen Variablen Y
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,<4,P) unter der Sigmaalgebra B ist, dann gelten
die folgenden Aussagen:

(A5.2) E[E(Y|B)|B] = E(Y|B), fiir alle B € 5, mit P(B) > 0,

(A5.3) E[E(Y|B)] = E(Y),

%) Man beachte den Unterschied zwischen der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A l B)
von A gegeben das Ereignis B und der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A |73) von A
unter der Sigmaalgebra 73.
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(A5.4) E[Y — E(Y|B)] = 0,
(A5.5) E(Y|B) = Y, falls Y mefbar beziiglich B ist,
(A5.6) EY|B) £ EX|B), fallsXzY

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293)

Theorem A.5.2. Wenn E(YIB) die bedingte Erwartung der stochastischen Variablen Y
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,<#,P) unter der Sigmaalgebra 13 ist, und C ist ein
Teilsigmaalgebra von I3, d.h. C < B, dann gelten folgende Aussagen:

(A5.7) EEY|®|cl = EEY|O|B = EY|o),
und
(A5.8) ElY — EY|B)|c1 = o

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293).

Theorem A.5.3. Wenn X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,<4,P) sind mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y) sowie o und 3 reelle
Zahlen, dann gelten die folgenden Aussagen:

(A5.9) E@|B) = o,
(A.5.10) E@X + BY|B) = o EX|B) + B E(Y|B),
(A5.11) EXY|B) = X-E(Y|B), falls X bezuiglich 3 meBbar ist

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293).

Bemerkung. X ist z.B. dann beziglich 3 meRbar, wenn 3 die von (X,,qeQ) erzeugte
Sigmaalgebra ist, und X = X, fur ein g € Q.

Theorem A.5.4. Wenn X eine beziglich 3 melRbare stochastische Variable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2,<4,P) ist, und es gilt fir die bedingte Erwartung E(Y |73)
von Y unter 13

(A5.12) E(Y|B) = E(Y),
dann folgt
(A5.13) C(X,Y) = 0.

Beweis. Nach Theorem A.3.1 gilt
(A.5.14) C(X)Y) = E(XY) - EX) E(Y).

Wenn wir Gleichung A.5.3 auf XY anwenden, erhalten wir daraus
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(A.5.15) C(X,Y) = E[EXY|B)] — E(X) - E(Y).
Nach Gleichung A.5.11 folgt dann

(A.5.16) C(X,Y) = E[X - E(Y|B)] — E(X) - E(Y),
und nach Gleichung A5.12 und A2.4

(A5.17) CX,Y) = E(X) - E(Y) — E(X) - E(Y).

Theorem A.5.5. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,<4,P) und E(Y) sei der Erwartungswert von Y. Wenn X und Y stocha-
stisch unabhangig sind, dann gilt

(A5.18) E(Y|X) = EY)

(vgl. Breiman, 1968, S. 74).
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3. Kapitel

Uni- und multivariate Varianzanalyse
mit festen Parametern

Helfried Moosbrugger und Rolf Steyer

1. Einfihrung und Uberblick

Eine der am haufigsten auftretenden Fragen in der bio- und sozialwissen-
schaftlichen Forschung ist die, ob Mittelwerteunterschiede zwischen zwei
oder mehr als zwei Gruppen bezlglich eines bestimmten ,,gemessenen* Merk-
mals bestehen. Diese Frage kann durch einfaches Vergleichen der Mittelwerte
in den Gruppen nicht zufriedenstellend entschieden werden, wenn nur eine
Stichprobe von Gruppenmitgliedern untersucht wurde, aber dennoch eine
Aussage fur die Population, d.h. fur alle Gruppenmitglieder getroffen werden
soll.

Die erste exakte Losung fur den Fall zweier Gruppen wurde 1908 von Gosset
unter dem Pseudonym ,,Student* (vgl. z.B. Pearson & Wishart, 1943) verof-
fentlicht und ist unter der Bezeichnung t-Test auch heute noch eines der am
haufigsten verwendeten inferenzstatistischen Verfahren.

FUr den Fall mehrerer Gruppen hat Fisher (1925, 1935) die ,,grundlegenden
Prinzipien der Varianzanalyse und ihre wichtigsten Techniken ausgearbeitet
und publiziert® (Stanley, 1978, S. 541, Ubersetzung durch die Autoren).
SchlieBlich wurde von Roy (z.B. 1939, 1946, 1957) die multivariate Varianz-
analyse entwickelt (vgl. Stanley, 1978, S. 553), mit der man Mittelwerteunter-
schiede mehrerer Gruppen hinsichtlich mehrerer ,,gemessener” Merkmale un-
tersuchen kann.

Seit Cohens (1968) Artikel Uber ,,Multiple Regression als ein allgemeines Sy-
stem zur Datenanalyse” (Ubersetzung durch die Autoren) ist in den Fachzeit-
schriften der Psychologie eine Vielzahl von Arbeiten erschienen, die auf die
allgemeine Theorie linearer Modelle eingehen, in welche die Varianzanalyse,
wie z.B. auch die Regressionsanalyse, eingebettet werden kann (siehe z.B.
Moosbrugger, 1978, oder Steyer, 1979, und die dort angegebene Literatur).
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Die Theorie linearer Modelle war aber bereits vorher in der mathematisch-
statistischen Literatur bekannt und weit entwickelt (siehe z.B. Anderson,
1958, Graybill, 1961, oder Scheffé, 1959).

Varianz- und Regressionsanalysen als Spezialfdlle ein- und derselben Theorie
zu behandeln wird dadurch mdglich, daR sich Mittelwerteunterschiede einer
Variablen in z.B. zwei Gruppen auch als Zusammenhang der betreffenden
Variablen mit einer zweistufigen Kodiervariablen, welche die Gruppenzuge-
horigkeit anzeigt, darstellen lassen. Zusammenhéange zwischen zwei Variablen
aber werden gewodhnlich mit Methoden der Regressions- und Korrelationsana-
lyse untersucht.

In dem vorliegenden Beitrag stellen wir die u.E. wichtigsten Begriffe der
Theorie multivariater linearer Modelle mit festen Parametern dar und zeigen
exemplarisch, wie auf dieser Basis verschiedene varianzanalytische Fragestel-
lungen zu bearbeiten sind. Gegenuber der herkdmmlichen Darstellung hat dies
vor allem didaktische und konzeptuelle Vorteile; didaktische, weil nur wenige
Grundbegriffe vermittelt werden miussen, und konzeptuelle, weil der Ansatz
sehr allgemein ist.

Im zweiten Abschnitt stellen wir die Grundbegriffe der hier behandelten
Theorie dar. Im dritten Abschnitt fuhren wir die multivariate allgemeine li-
neare Hypothese ein und erlautern deren Anwendung an einer Reihe verschie-
dener Designs. Dabei legen wir das ,,Zellenmittelwertemodell* zugrunde, bei
dem die Parametermatrix eines linearen Modells die Zellenmittelwerte der
abhéngigen Variablen als Komponenten enthélt.

Im vierten Abschnitt behandeln wir dann Fragen der Parameterschatzung und
im flnften schlielRlich solche der Hypothesenbewertung, wobei wir beide The-
menkomplexe fur den allgemeinen Fall abhandeln, bei dem die Matrix der
unabhéngigen Variablen nicht vollen Spaltenrang haben muR.

In allen Abschnitten setzen wir einige Grundkenntnisse der Matrixalgebra
voraus, in welche z.B. Moosbrugger (1978), Searle (1966) oder Van de Geer
(1971) einfuhren.

2. Multivariate lineare Modelle mit festen Parametern

2.1 Einleitung

In diesem zweiten Abschnitt wird diejenige Klasse von linearen statistischen
Modellen formal charakterisiert, mit denen wir uns im weiteren Verlauf dieses
Kapitels beschaftigen. Dabei werden wir zunéchst in die grundlegenden Ideen
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einfuhren und dann die Verbindung dieser Ideen mit Beobachtungseinheiten
(z.B. Personen) und Stichproben herstellen.

Von vielen Autoren wird die hier dargestellte Theorie unter der Bezeichnung
ZAllgemeines (multivariates) lineares Modell*“ abgehandelt (siehe z.B. Finn,
1974, Graybill, 1976, Horton, 1978, Mendenhall, 1968, Moosbrugger, 1978,
Steyer, 1979), eine Bezeichnung, die Verwirrung stiften kénnte, da sie die
Annahme nahelegt, es handele sich hier um die allgemeinste Form linearer
Modelle. Dies ist aber nicht der Fall, was man schon daran erkennen kann, daf}
etwa die ,,random® und , mixed effects* Modelle (vgl. z.B. Searle, 1971,
S. 376ff.) nicht unter diese Kategorie fallen, genausowenig wie lineare Modelle
mit stochastischen Pradiktoren (vgl. z.B. Graybill, 1976, Kap. 10).

2.2 Die grundlegenden Modellvorstellungen

In diesem Beitrag betrachten wir ausschlieBlich Modelle, bei denen fur die

stochastischen Vektoren y = (y.,¥,,. . . ,¥p) VOn ,abhangigen* Variablen und
X = (X1Xpr - - - Xg) von ,unabhdngigen* Variablen die Gleichung
(2.2.1) E(y|x) = xB

(B ist ein groRes griechisches Beta) gilt, welche die P einzelnen Gleichungen

(222) E(yp |x1,x2,...,xQ) = xBP = Bp1x1 + szxz +...+ BpQ‘xQ

enthalt. Demnach ist die bedingte Erwartung®) einer abhangigen Variablen ys,
p€{l2 .. P} unter xq g € {1,2 ..., Q}, eine mit den festen Parametern qu
gewichtete Summe der unabhdngigen Variablen x, Die Koeffizienten qu, die
auch partielle Regressionskoeffizienten genannt werden (vgl. z.B. Gaensslen
& Schub6, 1973, S. 92) geben an, wie stark erwartungsgemall zwei Werte von
yp differieren, wenn sich die zugehtrigen Werte von X, um den Betrag Eins
unterscheiden, falls die Werte aller anderen unabhéngigen Variablen xg-, gq* #
g, gleich bleiben.

In der Varianzanalyse handelt es sich bei jedem y,, p € {1,2,. . . ,P}, um eine
quantitative Variable und bei den x,, g € {1,2,. . . ,Q}, um qualitative Varia-
blen, welche Gruppenzugehorigkeiten durch Zahlen wie z.B. 0 oder 1 an-
zeigen.

) Man beachte, dal es sich bei der bedingten Erwartung um eine stochastische Varia-
ble handelt, im Unterschied zum bedingten Erwartungswert. Zur Definition dieser
Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie verweisen wir auf Bauer (1974) oder Muller
(1975). Gleichungen fur bedingte Erwartungen gelten nur mit Wahrscheinlichkeit 1,
worauf wir im folgenden nicht weiter hinweisen.
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Wir erlautern nun Gleichung 2.2.1 flr einige bekannte statistische: Modelle.
Das einfachste aller denkbaren Modelle (mit P=I und Q=I) ist

(2.2.3) Eplx)=p-1=8,
welches auch in der Form
(2.2.4) E@)=u

geschrieben werden kann. Damit wird die Annahme formuliert, dal eine sto-
chastische Variable y einen Erwartungswert hat, namlich p bzw. B. Die stocha-
stische Variable x ist hier zu der Konstanten Eins ,,degeneriert”, weswegen in
diesem Fall auch E(y | X) = E(y) gilt. In einer Stichprobensituation ist hiermit
oft die bekannte Fragestellung verbunden, ob ein Stichprobenmittelwert ,,si-
gnifikant* von pn abweicht (vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 156-160).

Ein ebenso bekanntes Modell mit P=1 und Q=2 liegt vor, wenn der stochasti-
sehe Vektor x in Gleichung 2.2.5 nur die beiden Auspridgungen

Xy = [l 0] und x, = [0 ]

annehmen kann:
(2.2.5) E@|x) = xB = Bixs + Boxa.

Es ist dann mit den beiden Gleichungen

(2.2.6) E@|xn=1, x=0) = B-1 + B,:0 = B,
und
(2.2.7) E(y 'x12=0, x2=1) = B1:0 + 1 =B,

gleichbedeutend.

Dieses Modell kann man auch mit den Parametern p, statt B, und w, statt §,
schreiben, wobei W, als Erwartungswert der abhangigen Variablen y in einer
ersten und p, als deren Erwartungswert in einer zweiten Gruppe zu interpre-
tieren ist. In einer Stichprobensituation ist mit diesem Modell oft die Fragestel-
lung verbunden, ob zwei Stichprobenmittelwerte ,,signifikant* voneinander
abweichen (vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 160-164). Fir Q=3 lautet die Modell-
gleichung

(2.2.8) Ey |x) = Bix; + Baxz + Baxs

Im Fall dreier Gruppen hat der stochastische Vektor x nur die drei Auspré-
gungen
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x, = [1 0 0],
X, =[010]
und x; = [0 0 1]

Gleichung (2.2.7) ist dann mit den drei Gleichungen
E@|xn=1, x5=0, x3,=0) = B;-1 + B,:0 + B30 = f,
E(|x12=0, xpp=1, x3,=0) = B;-0 + Bo'1 + B30 = f,
E(y|x13=0, x5=0, x33=1) = B1-0 + B,-0 + P51 = B,

oder

(2.2.9) E(y|x=x) =B q € {1,2,3},

gleichbedeutend.

Eine verbreitetere Schreibweise daftr ist jedoch

(2.2.10) Ela=x) =ug=p+ (g — 1) = 0+ ag, q € {1,2,3},

wobei o4 := Uy - K. Mit diesem Modell ist in Stichprobensituationen oft die
varianzanalytische Fragestellung verbunden, ob zwischen den Q=3 Gruppen

,Signifikante* Mittelwerteunterschiede bestehen.

Nachdem wir mit diesen einfachen Beispielen die Gleichung 2.2.1 erléutert

haben, kehren wir zur Darstellung der allgemeinen Theorie zurick.

Aus der Gleichung 2.2.1 lassen sich eine Reihe von Eigenschaften eines linea-
ren Modells ableiten. Betrachten wir z.B. den Residualvektor vom Typ 1xP

(2.2.11) e:=y— E@y|x)

(£ ist ein kleines griechisches Epsilon), so gelten daflir nach den Regeln 4, 5

und 10 des Anhangs C von Moosbrugger (1982), in diesem Band,
(2.2.12) E(e|x) = o,

nach Regel 1 jenes Anhangs

(2.2.13) E(geg) =20

und nach Regel 11 jenes Anhangs

(2.2.14) E(x'e) = C(x,e) = O

wobei X’ ein Spaltenvektor vom Typ Q x 1 ist.
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Nach Gleichung 2.2.12 ist die bedingte Erwartung von & unter x =
Ku X - Xg) gleich Null, wie auch der unbedingte Erwartungswert von &€
(Gleichung 2.2.13). Wenn die bedingte Erwartung von & gegeben X;,X;,. . . Xg
und damit auch die bedingten Erwartungswerte fur alle Auspragungskombina-
tionen der x4, gleich Null sind, dann kann auch keine Residualvariable &, mit
einem x, kovariieren (Gleichung 2.2.14) oder Korrelieren.

Aus der Gleichung 2.2.1 folgt, wenn E(x’x) nonsingulér ist, die ldentifika-
tionsgleichung fur die Parametermatrix B (vgl. Moosbrugger, 1982, in diesem
Band, Kap. 2.2.3).

(2.2.15) B = E(x'x)"" E(x'y).

Von praktischem Interesse sind neben den Parametern in der Matrix B, die
u.a. zur Pradiktion dienen konnen, auch die durch die X3,X,,. . . »xq, also durch
x bestimmte Varianz V[E(yp|x)] einer ,,abhangigen“ Variablen y,, fur die nach
Gleichung 2.2.2

(2.2.16) VIEG, |x)] = CxBy, xBy) =
(2.2.17) = B, Clx,x) B, =
(2.2.18) = V() — V(&)

gilt (siehe Gleichung B.5 und Regel 2 des Anhangs B von Moosbrugger, 1982,
in diesem Band). Sie ist ein Kennwert flr die Gute der Préadiktion oder fur die
Stdrke des Zusammenhangs zwischen y, und X, ebenso wie der durch x be-
stimmte Varianzanteil von y,, der multiple Determinationskoeffizient

_ VIEG,|®)] _ Ve —Vie,)

2.2.19 R,
(2219 =TT V) Vo)

Vp

Dieser ist von groflem praktischen Interesse, weil er ein normiertes Mal} fur die
praktische Bedeutsamkeit (vgl. z.B. Bredenkamp, 1970) eines statistischen Zu-
sammenhangs zwischen y, und x ist, insofern, als R§p1x' 100% den durch x
bestimmten Prozentanteil der Varianz von y, angibt.

Die positive Wurzel von R§P|x heiBt multipler Korrelationskoeffizient, der
ebenso wie der multiple Determinationskoeffizient Werte zwischen Null und
Eins annehmen kann. Der Wert Eins steht dabei flr einen perfekten Zusam-
menhang, der eine fehlerfreie Vorhersage von y, aufgrund der Werte der X,
ermdglicht, und Rﬁpix gleich Null besagt, dal die Kenntnis der Werte der X,
keine bessere Vorhersage von y, ermdglicht als deren Erwartungswert E(yp).
Dies ist immer dann der Fall, wenn alle Parameter [?)Pq, g€ {12, ..,Q}, gleich
Null sind, und kein Unterschied zwischen der bedingten Erwartung E(yplx)
und dem (unbedingten) Erwartungswert E(y,) besteht.
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Skalare Kennwerte der praktischen Bedeutsamkeit fir den Fall mehrerer ab-
hangiger Variablen (P = 2) sind weniger eindeutig anzugeben, da zunéchst
nicht nur ein einziger Kennwert flr die Streubreite einer abhangigen Variablen
Yp. Ndmlich die Varianz V(y,), vorliegt, sondern eine symmetrische PxP-
Kovarianzmatrix der Komponenten von y. Analog zum univariaten Fall kann
man zunéchst jedoch die durch x bestimmte Kovarianzmatrix von y

(2.2.20) ClE(y %), E(y|x)]
(2.2.21)

C[xB, xB] = B'C(x,x) B =
Cl,y) — Cle)

angeben (siehe Gleichung B.5 und Regel 2 des Anhangs B von Moosbrugger,
1982, in diesem Band). Ebenso wie im univariaten Fall kénnen wir diese
Kovarianzmatrizen auf die Kovarianzmatrix C(y,y) der abhéngigen Variablen
normieren, indem wir die Gleichung 2.2.21 mit C(y,y)* nachmultiplizieren,
wodurch wir bei Nonsingularitat von C(y,y) die zu 2.2.19 analoge Gleichung

(2:2:22) CIEQ | %), E¢/[0)] Co) ™" = [Coy) ~ Ced)] Coip)™
erhalten. Ausmultiplizieren und Umstellen ergibt
(2.2.23) CIEG | %), E@|x)] Couy)™ + Cle8) Cony) ™' = 1,

woraus man ersieht, dafl sich der durch x bestimmte Anteil der Kovarianzma-
trix (der linke Summand) und deren unbestimmter Anteil (der rechte Sum-
mand) zur Einheitsmatrix | aufaddieren. Ausgehend von diesen Matrizen wur-
den eine Reihe von multivariaten Verallgemeinerungen des Determinationsko-
effizienten vorgeschlagen, die z.B. bei Shaffer und Gillo (1974) diskutiert
werden. Am plausibelsten erscheint uns jedoch der Vorschlag von Cramer und
Nicewander (1979), die den Schéatzer fur den Kennwert

Spur CIE(y |x), E(y|%)] Cony) "]
P

(2.2.24) R}, =

als multivariaten Determinationskoeffizienten favorisieren. Dabei ist
(2.2.25) P = Spur[C(y,y) Cy,y)~'] = Spur 1

die Anzahl der Komponenten von y und zugleich der Rang von C(y,y). Dieser
Kennwert ist invariant gegenuber linearen Skalentransformationen von vy, liegt
zwischen Null und Eins, reduziert sich im univariaten Fall auf den Determina-
tionskoeffizienten Rj,,r (siehe Gleichung 2.2.19) und addiert sich mit

Spur[C(e,) Cy) ']
P

zu Eins auf. Auferdem besteht ein sehr enger Zusammenhang dieses multiva-
riaten Determinationskoeffizienten zum Pillai-Bartlett Spur-Kriterium, wel-
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ches wir neben anderen multivariaten Testkriterien im Abschnitt 5 behandeln
werden.

2.3 Stichprobenmodelle

In Abschnitt 2.2 haben wir die lineare Modellgleichung
(2.3.1) E(y|x) = xB

formuliert. Es stellt sich nun die Frage, wie man die in der Regel unbekannten
Parameter in der Matrix B schatzen kann. In der psychologischen Forschung
geben die Werte der stochastischen Variablen in y und x Merkmale von Beob-
achtungseinheiten, z.B. Versuchspersonen, wieder. Bei den abhangigen Varia-
blen handelt es sich um Messungen einer (P= 1) oder mehrerer (P> 1) Eigen-
schaften einer Beobachtungseinheit, und bei den unabh&ngigen Variablen z.B.
um Indikatoren der Zugehdorigkeit zu einer Gruppe (z. B. Experimental- oder
Kontrollgruppe).

Um ein Verfahren zur Schatzung der Parametermatrix B entwickeln zu kon-
nen, mussen wir unsere Vorstellungen Uber die uns vorliegenden N Beobach-
tungseinheiten prazisieren. Die Beobachtungseinheiten kénnen entweder ver-
schiedene Vpn sein oder Person-Zeit-Kombinationen, namlich Personen zu
verschiedenen MeRzeitpunkten. Zunéchst legen wir fest, dall die Gleichung
2.3.1 fur jede der N Beobachtungseinheiten gelten soll:

(2.3.2) E(y,,lx,,) = x,B, fur alle n € {1,2,...,N}.

FUr varianzanalytische Fragestellungen liegt typischerweise mit jeder Beob-
achtungseinheit auch deren Gruppenzugehdorigkeit fest und somit auch die
Realisierung x, des Vektors der unabhingigen Variablen x,2) Bei den abhangi-
gen Variablen in y, hingegen liegen in der Varianzanalyse bei gegebener Beob-
achtungseinheit n die Realisierungen y, des stochastischen Vektors y, noch
nicht fest, d.h. auch bei gegebener Beobachtungseinheit lieBe sich prinzipiell
eine Variation der betreffenden Variablen feststellen.

Da bei gegebener Beobachtungseinheit n der stochastische Vektor x, mit seiner
Realisierung x, identisch ist, gilt auRer E(y, Ixn) = x,B auch

(2.3.3) Ealx) = E(n|x,=x,) = E(y,)
und
(2.3.4) E(y,) = E[E®.|x)] = E(x,B) = x,B, n e {1,2,...,N}

%) Diese Eigenschaft unterscheidet die hier behandelten Modelle von solchen mit |, sto-
chastischen Regressoren®, Uber welche z.B. Graybill, 1976, S. 373ff., informiert.
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(siehe Regel 1 des Anhangs C und Regel 1 des Anhangs A von Moosbrugger,
1982, in diesem Band).

Aus Gleichung 2.3.3 und 2.3.4 ist ersichtlich, dall das Stichprobenmodell
einfach wie folgt geschrieben werden kann:

(2.3.5) E(y,) = x,B, fiir alle n € {1,2,...,N}.

Es ist nutzlich diese N-Gleichungen mit einer Matrizengleichung zu notieren,
wobei die folgenden Matrizen verwendet werden:

Y bestehend aus N x P stochastischen Variablen,

Yits « « - Vipy « « - V1P

(236) Y = Ynis -+« sYVaps - - - >YnP ’

Lle, P ,_)/Np, PN ,pr ]

X bestehend aus N x Q festen reellen Zahlen

Xiqy « + ,qu, e X1Q
(2.3.7) X = VXaps oo« oXngs » + + 5 XnQ
L XNt - - - ,XNq, P ,XNQ_

und

B bestehend aus Q x P festen reellen Zahlen

(Blls e !ﬁlp’ e ’ﬁIP ]

(2.3.8) B = |[Bgs---Bgps---»Bgp

_le’ L 7B‘Qp’ e 7B'QPJ
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Fur alle N Beobachtungseinheiten zusammen lautet das Stichprobenmodell
dann in Matrizenschreibweise

(2.3.9) E(Y) = X B.

Die Annahme der Gleichheit der Parametermatrix B fiur alle Beobachtungsein-
heiten in Gleichung 2.3.9 wird noch durch eine Annahme Uber die Kovarianz-
matrix der Residualvektoren

(2.3.10) £, =y, — x,B
erganzt, namlich durch

¥, fiirn = n*
(2.3.11) C(&,,8,0) = fiir alle n,n* € {1,2,...,N}.
O, fiirn # n*

Dies bedeutet, dal die PxP-Kovarianzmatrix ¥ der Residuen der abhangigen
Variablen fur jede der N Beobachtungseinheiten gleich ist und daR die PxP Kova-
rianzmatrizen der Residuen der abhangigen Variablen verschiedener Beobach-
tungseinheiten als Nullmatrizen angenommen werden.?)

Ob es zweckmalig ist, mit dem Index n eine Person oder eine Person-Zeit-Kombi-
nation zu bezeichnen, entscheiden wir in einem Anwendungsfall danach, ob dann
Gleichung 2.3.11 angenommen werden kann oder nicht. Man kann annehmen, daf
die Kovarianzmatrix C(g,,£,:) fur zwei verschiedene Beobachtungseinheiten n
# n* z.B. dann gleich der Nullmatrix ist, wenn y, und y,. die abhangigen
Variablen von zwei verschiedenen Personen enthdlt und eine gegenseitige Be-
einflussung, wie z.B. Abschreiben bei einem Test, ausgeschlossen ist. Wenn vy,
und y.- Beobachtungen der gleichen Person zu verschiedenen Zeitpunkten
enthalt, kann diese Annahme u. U. auch als erfilllt angesehen werden. Bei den
herkbmmlichen Designs mit wiederholten Messungen (vgl. z.B. Hays, 1973,
S. 568ff.) beispielsweise, macht man diese Annahme.

Sind wir bereit, die Annahme der Gleichung 2.3.11 zu akzeptieren, wenn n
eine Person-Zeit-Kombination indiziert, dann schreiben wir die Zeilenvekto-
ren der abhangigen Variablen fur die verschiedenen Zeitpunkte der Messungen
einer Person untereinander, d.h. der Index n weist dann nicht auf eine Person,
sondern auf die Person zum Zeitpunkt t hin.

Koénnen wir aus theoretischen Uberlegungen oder auf Grund eines statisti-
schen Tests die Gleichung 2.3.11 fir Person-Zeit-Kombinationen n nicht ak-
zeptieren, so fassen wir die an den Personen wiederholten Messungen als
Realisationen von (formal gesehen) weiteren abhangigen Variablen auf. Hatten

% Im univariaten Fall (P=1) reduziert sich die Matrix £ zu dem Skdar ¢? = O11.
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wir zunéchst 2 abhangige Variablen dreimal gemessen, so hatten wir nach der
Umstrukturierung 2 x 3 = 6 abhéngige Variablen vorliegen. Gemal} Gleichung
2.3.11 durfen die Residuen dieser 6 abh&ngigen Variablen miteinander korre-
lieren, wobei X deren Kovarianzmatrix ist.

Die Gleichungen 2.3.9 bis 2.3.11 werden in der Literatur h&ufig als ,multiva-
riate Gauss-Markoff setup” und Gleichung 2.3.9 als ,,multivariates allgemeines
lineares Modell“ bezeichnet. In diesem Artikel werden wir uns ausschlieflich
mit Modellen befassen, welche diese Gleichungen erfiillen. Fir einige andere
Modelle geben wir Literaturhinweise.

2.4 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem zweiten Abschnitt haben wir die grundlegenden Vorstellungen der
hier behandelten Klasse von linearen statistischen Modellen dargestellt. Dabei
handelt es sich um die lineare Modellgleichung, die ldentifikationsgleichung,
die Begriffe bestimmte Varianz und Determinationskoeffizient sowie um de-
ren Verallgemeinerung im multivariaten Fall, bei dem mehrere abhangige Va-
riablen vorliegen.

Auf der Stichprobenebene sind die wesentlichen Annahmen, daR mit einer
Beobachtungseinheit auch die Realisation x des stochastischen Vektors x der
unabhéngigen Variablen festliegt (,,nicht-stochastische Regressoren®), dafl die
Parametermatrix B nicht-stochastische Koeffizienten enthélt (,fixed-effects®),
die fur alle Beobachtungseinheiten gleichermaRen gelten, dal die Kovarianz-
matrix der Residuen der P abhdngigen Variablen bei gegebener Beobachtungs-
einheit n fur alle N Beobachtungseinheiten gleich ist (siehe Gleichung 2.3.11),
und dafl diese Residuen fir unterschiedliche Beobachtungseinheiten unkorre-
liert sind.

Weiterfuhrende Literatur: Die Literatur Uber lineare Modelle oder das ,,Allgemeine
lineare Modell“ ist im letzten Jahrzehnt fast unibersehbar geworden. Zundchst selen
ohne Anspruch auf Vollstéandigkeit einige Monographien genannt, die zur Einfiihrung
in die hier behandelte stochastische Theorie dienen kdnnen: Bock (1975), Cohen und
Cohen (1975), Edwards (1976), Ezekiel und Fox (1959), Finn (1974), Fraser (1979),
Gaensden und Schubd (1976), Graybill (1976), Horton (1978), Krafft (1978), Linde-
man et al. (1980), Mendenhall (1968), M oosbrugger (1978), Namboodiri et a. (1975),
Overal und Klett (1972), Rao (1973), Schach und Schéfer (1978), Searle (1971), Seber
(1980), Tatsuoka (1971), Timm (1975), Ward und Jennings (1973) sowie Winer (1971).

Zu Einfuhrung in lineare Modelle mit stochastischen Parametern (,,random effects’)
seien Ahrens und Lauter (1981), Hild (1977) und Searle (1971, Kap. 9-11), genannt,
Modelle mit stochastischen Regressoren behandeln u.a. Graybill (1976) oder Johnston
(1971).
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3. Hypothesenformulierung in verschiedenen Designs

3.1 Einleitung

Die Schatzung von Parametern, Berechnung von Teststatistiken, Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeiten etc., zur hier dargestellten allgemeinen Theorie
sind heute, sofern Rechenanlagen verfligbar sind, weitgehend automatisiert
durchfihrbar und fir den Psychologen daher nicht von primérem Interesse.
Dieser muR lediglich entscheiden, ob die dabei vorausgesetzten Annahmen
erflllt sind. Unabdingbar wichtig ist fur jeden Psychologen jedoch das Wis-
sen, welche Hypothesen er in welcher Situation untersuchen soll. Im folgen-
den werden wir daher zunachst auf die Hypothesenformulierung flr verschie-
dene Designs eingehen, womit zugleich ein Eindruck vermittelt werden soll,
wie weit gespannt der Anwendungsbereich der hier dargestellten Theorie ist,
aber auch, wo dessen Grenzen liegen. Die Formulierung und Formalisierung
von Hypothesen ist auflerdem jener Bereich, der am wenigstens automatisiert
werden kann und sollte.

Bei der Behandlung der Designs werden wir vom Zellenmittelwertemodell
ausgehen, bei dem die Parameter in der Matrix B als bedingte Erwartungswerte
der abhangigen Variablen in den Zellen des Designs interpretiert werden kon-
nen. Die Besonderheiten dieses Modells werden wir im Abschnitt 3.2 behan-
deln. Im Abschnitt 3.3 wird die allgemeine multivariate lineare Hypothese
eingefuhrt, und ihre Anwendung in den Abschnitten 3.4 bei 3.9 an verschiede-
nen Designs erlautert. Dabei gehen wir auf kreuzfaktorielle Designs, solche
mit hierarchischen Faktoren und auf lateinische Quadrate ein. Bei allen De-
signs setzen wir gleiche Zellenfrequenzen voraus. Flr nonorthogonale Designs
sei auf die entsprechende Spezialliteratur, z.B. Appelbaum und Cramer
(1974), Herr und Gaebelein (1978), Overall und Spiegel (1973a,b), Overall,
Spiegel und Cohen (1975), Rawlings (1972, 1973) oder Steyer (1979), hinge-
wiesen.

3.2 Das Zdlenmittelwertemodell

Bei allen im folgenden behandelten Designs werden wir das ,,Zellenmittelwer-
temodell* zugrunde legen, in welchem die Parameter qu in der Matrix B nichts
anderes als die Erwartungswerte p,, der Variablen y, in der g-ten Zelle eines
Designs sind.*)

) Timm und Carlson (1975) benutzen fiir diesen Ansatz die Bezeichnung ,,Modell
vollen Ranges“, die wir aber fur ungeeignet halten, da noch viele andere Modelle
existieren, bei denen die Matrix X vollen Rang hat, bei denen also die Anzahl der
Spalten von X gleich dem Rang von X ist, ohne die genannten Eigenschaften zu be-
sitzen.
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Die Regel fur die Kodierung der Gruppenzugehorigkeit einer Beobachtungs-
einheit (Be) als Vektor der unabhéngigen Variablen x, ist dann besonders
einfach. Fir jede Zelle bendtigen wir dann eine unabhangige Variable x,, die
folgendermalen definiert ist:

1, wenn die Be zur g-ten Zelle gehort

Xq: =
0, andernfalls.

Wir Uberzeugen uns davon, dal} dann qu der bedingte Erwartungswert von yp
in der g-ten Zelle ist. Dazu gehen wir von der Identifikationsgleichung 2.2.15

B = E(x'x)" E(Xy)

aus. FUr E(x’x) gilt in diesem Fall

P(x;=1) O
(3.2.1) E(X'X) = : R
) P(xgp=1)
da die stochastische Variable xq . Xg 9, g* € {12, . . ., Q}, nur dann einen

Wert ungleich Null annehmen kann, wenn g = g*. In diesem Fall nimmt
Xq - Xq* = Xq . Xq den Wert Eins an, und aus der Definition des Erwartungswer-
tes (siehe Gleichung A.l des Anhangs A von Moosbrugger in diesem Band)
folgt E(xq xg) =1+ Plxg - xq =1) + 0 Plxg - xq = 0) = Plxg = 1).

Die Inverse einer solchen Diagonalmatrix ist wiederum eine Diagonalmatrix
mit reziproken Werten der Ausgangsmatrix als Komponenten (vgl. z.B.
Moosbrugger, 1978, S. 32).

( 1
P, =1) o
(3.2.2) E(x’X).; = '
I
o P(xq=1) |

Far die Matrix E(x’y) schlieRlich erhalten wir
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EQ,|x=1) Px;=1) ... E(y,|x;=1) - P(x;=1)
(3.2.3) E(x'y) = . .
E(:|xq=1) - P(xq=1) ... EQyp|xq=1) - Plxq=1)

wobei wir flr jede Komponente dieser Matrix die Regel

1
(x-3) = Y.xiE@y|x=x)- Plx=x).

i=1

benutzen. Dabei sind x und y stochastische Variablen, wobei x jedoch diskret
ist mit den 1 Realisationen Xx;.

Ausmultiplizieren von E(x’x)* E(x'y) schlieflich fuihrt zu
Eor|xi=1) =iy ... E@p|xi=1) =: wp
(3.2.4) B = .
E@:|xq=1) =: o1 - . Eop|xq=1) =:uqp

Diese Kodierungsweise nach dem Zellenmittelwertemodell hat nicht nur den
Vorteil, daB die qu einfach zu interpretieren sind, sondern auch die rechen-
technischen Vorziige, dal ndmlich ein Schatzer B von B ohne faktische Kodie-
rung der Matrix X sofort berechnet werden kann, dal3 die Inverse von X’X immer
existiert, es sei denn, in einer Zelle liegen keine Beobachtungen vor, und daf
die Inverse von X’X sehr leicht, auch ohne Rechner, zu bilden ist, indem man
einfach den reziproken Wert der jeweiligen Komponente der Matrix X’X
nimmt, die ja selbst eine Diagonalmatrix der Zellenfrequenzen ist.

Bei den im folgenden zu behandelnden Designs kénnen wir also immer davon
ausgehen, dall B die bedingten Erwartungswerte der P abhangigen Variablen in
den Q Zellen enthalt, also die Zellenmittelwerte Wy,. Die Residuen der P-
dimensionalen Vektoren der abhangigen Variablen sind weder innerhalb einer
solchen Zelle noch zwischen diesen Zellen voneinander abhéangig (siehe Glei-
chung 2.3.11).
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3.3 Die multivariate allgemeine lineare Hypothese

Bei allen in diesem Abschnitt 3 behandelten Designs lassen sich die Hypothe-
sen Uber die Parameter in der Matrix B in der Form der multivariaten allge-
meinen linearen Hypothese

(3.3.1) Hp: CB A=A

formulieren, wobei C eine MxQ-Matrix mit M linear unabhangigen®) Zeilen
ist, B die Q x P-Parametermatrix, A eine P x K-Matrix mit K linear unabhéngi-
gen Spalten und A eine MxK-Matrix. Die Matrizen C, A und A sind gemaR
der jeweiligen Hypothese vom Anwender zu spezifizieren, wobei mit C Hy-
pothesen Uber Parameter formuliert werden, die sich in jeweils einer Spalte
von B befinden, und mit A Hypothesen Uber Parameter, die sich jeweils in
einer Zeile von B befinden. Auf Einzelheiten werden wir in den nachfolgenden
Abschnitten ausfuhrlich eingehen.

Einen Zeilenvektor ¥, = ¢, B | nennen wir einen einfachen P-variaten Ver-
gleich der unabhdngigen Variablen. Gilt dabei fur den Zeilenvektor c, auch
(3.3.2) tm 1 =0,

(1 ist ein passender Spalteneinheitsvektor), so sprechen wir auch von einem
Kontrast anstatt von einem Vergleich.

Einen Spaltenvektor Y, = | B a, nennen wir einen einfachen Q-variaten
Vergleich der abhdngigen Variablen, bzw. Kontrast, wenn dabei fir den Spal-
tenvektor a

(3.3.3) 1'a, = 0
gilt.

Mehrere solcher Zeilen- oder Spaltenvektoren heil3en globaler Vergleich bzw.
Kontrast.

Die Koeffizientenvektoren zweier Vergleiche bzw. Kontraste y, und ¥+ oder
Y, und Y- heillen orthogonal, wenn fur ihr Skalarprodukt

(3.3.4) Cp €x =0

oder

(335) ak’ Ay— 0

%) Endlich viele Vektoren vi,. . . ,vy eines Vektorraums heiflen linear unabhangig,
wenn aus ¢Vi+ ... + cgyvy = 0immer ¢ =... = ¢y = 0 folgt (vgl. Kowalsky, 1969,

S. 33). Sind v,,. . ., vy linear abhéngig, so |8 sich daher immer mindestens einer von
ihnen als Linearkombination der anderen darstellen (vgl. z.B. auch Moosbrugger,
1978, S. 35).
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gilt. Bei gleichen Zellenfrequenzen sind dann auch die Vergleiche bzw. Kon-
traste selbst orthogonal (d.h. unkorreliert).

Im folgenden werden wir die Spezifizierung der Gleichung 3.3.1 bei verschie-
denen Designs behandeln.

3.4 Gekreuzte Faktoren Uber den unabhangigen Variablen

Wir betrachten nun ein Design, bei dem bei jeder der N Beobachtungseinhei-
ten genau P abhangige Variablen y;,. . . \y, erhoben werden, und bei dem jede
dieser Beachtungseinheiten in genau eine von z.B. 6 Zellen gehort, die durch
das Kreuzen eines Faktors A mit zwei Stufen und eines Faktors B mit drei
Stufen entstehen (siehe Tabelle 3.1). Dabei kann es sich um experimentelle
Faktoren handeln, oder aber auch um solche, die man durch ,,reines Beobach-
ten“®) gewinnt, wie z.B. ,,Geschlecht”, ,Bildungsklasse“ etc.

Wir gehen zuné&chst von einer eher exploratorischen Situation aus, in der man
keine gezielten Hypothesen hat. Bei einem solchen Design ist dann zunachst
von Interesse, ob in einer Stichprobe Uberhaupt ,signifikante, d.h. Uberzu-
fallige Mittelwerteunterschiede zwischen den 6 Zellen vorliegen. Die verbal
formulierte Nullhypothese besagt dann, dal® alle sechs Erwartungswertevekto-
ren By = (Bqis---Bqp)> 9 € {1,2,...,6}, gleich sind, oder mit anderen Worten,
dall weder ein Haupteffekt von Faktor A, noch ein Haupteffekt von Faktor B
noch ein Wechselwirkungseffekt der Faktorstufenkombinationen AB besteht.
Die Bedeutung dieser Begriffe erlautert z.B. Moosbrugger (1982) in diesem
Band, S. 18-109.

Prinzipiell lassen sich nun viele verschiedene Mdglichkeiten denken, die globa-
le Hypothese, dal? keine Unterschiede zwischen den sechs Zeilenvektoren Bq
bestehen, in der Form der multivariaten allgemeinen linearen Hypothese zu
formulieren. Diese unterscheiden sich jedoch nicht in den resultierenden Qua-
dratsummenmatrizen, mit denen man die Hypothesenbewertung durchflihrt
(siehe Abschnitt 5).

Eine der einfachsten Mdglichkeiten besteht darin, die Hypothese so zu formu-
lieren, dal} alle benachbarten Zeilenvektoren Bq bzw. my gleich sind, d.h. daR
deren Differenz jeweils gleich dem Nullvektor ist:

m-pn=0
m, —p; =0
(3.4.1) Ho, 5 ¢ w —py =0
we—ps =0
us — pme = 0.

®) Edwards (1971, S. 8f.) fuhrt in dieser Kategorie z.B. ,,organismische’ Variablen an.
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Tabelle 3.1: Gekreuzte Faktoren A und B als Gliederung der Q unabhdngigen

Gliederung der unabhingigen Variablen

Variablen x,, welche hier an insgesamt N = N; + . . . + Ng Beob-
achtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel fur Faktor A: Ge-
schlecht (A,A;), fur Faktor B: Altersstufen (B;,B,,B;). Das Da-
tenschema zeigt die P = 4 abhangigen Variablen y, pro Beobach-
tungseinheit und deren bedingte Erwartungswerte ﬂqp.

< C: . g Variablennummer p
3 & £ E
= - __2 E
— 2 =
FOE8E 2 5 4
Yin Y112 Y3 Y14
B, 1 YN IN12 IN13 YN, 14
o fii2 O3 fiig
Vi V122 Y123 V124
A, B, 2 IN21 IN;22 YN,23 YN,24
(i (2 (23 (o
Vi3 Vi3 Y133 Vi34
B, 3 INy31 IN;32 INy33 YN34
fisq (32 (s 15
Yin YVia2 V43 V144
B, 4 IN41 IN42 IN#3 VN4
Oy fisz Oigs Daq
Yisi Visz2 Vis3 Vis4
A, B, 5 YN;51 YN;52 YN;53 YNs54
(s fis, fis3 fiss
Yie1 Yie2 Yie3 Yie4
B, 6 YNt YNeg2 INg3 YNt
fig: (g2 fig3 fies
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Da gemaR Gleichung 3.2.4

1y
(3.4.2) B =\
Me

gilt, wahlen wir die folgende Hypothesenmatrix

(3.4.3) CA,B,AB =

O O 0o~

O O O r= =

O O = = O
i

O = = 0O O

__= 0 O O

wobei wir, falls nicht explizit anders angegeben, gleiche Zellenfrequenzen
voraussetzen.

Die Matrix A in der allgemeinen linearen Hypothese C B A = A erlaubt, die P
abhédngigen Variablen beliebig linear zusammenzufassen. Man kann damit
praktisch neue abhéngige Variablen bilden. In anderen Designs kann A jedoch
auch die ,,Hauptrolle beim Formulieren von Hypothesen spielen, wie wir
weiter unten zeigen werden.

Apgpag Sei hier die PxP-Einheitsmatrix 1, und Aapap €ine 5xP-Nullmatrix.
Ausmultiplizieren von Cagas B Aapag = Aapap fUhrt dann zv den Glei-
chungen 3.4.1. Die so formulierte Hypothese 143t sich mit den in Abschnitt 5
angegebenen Verfahren bewerten. Falls sich dabei ergibt, daB man die Null-
hypothese beibehalten sollte, kann man das Verfahren hier abbrechen. An-
dernfalls jedoch kann man mit der ndchsten Hypothese fortfahren.

Es ist dabei u.E. zu empfehlen, als nachstes die Nullhypothese zu untersu-
chen, daR keine Interaktion (Wechselwirkung) zwischen den Faktoren A und
B bestehen, némlich, daR die Unterschiede zwischen den Erwartungswerte-
vektoren der Stufen A, und A, auf allen Stufen von Faktor B gleich sind:

(M — ) — (2 — ps) =0
(3.4.4) H,,,:
(M2 — ms) — (M5 — ne) = 0.

In der Form C B A = A wahlen wir

1 -1 0o-1 1 O
(345) CAB = ’
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Apxs = 1 und Asg = 0. Multipliziert man Cag B Aag = Aap aus, so erhalt man
die Gleichungen 3.4.4. Die Bewertung fuhrt man wiederum mit den in Ab-
schnitt 5 angegebenen Verfahren durch.

Sollte man zu dem Ergebnis kommen, da? wohl keine Interaktionen vorliegen,
so kann man die Haupteffekte der Faktoren A bzw. B mit den Nullhypothesen
untersuchen, dal erstens die Summen der Erwartungswertevektoren auf den
Stufen von Faktor A bzw. zweitens auf den Stufen von Faktor B gleich sind.
Es ist u.E. auch dann sinnvoll, diese Hypothesen zu untersuchen, wenn eine
Interaktion AxB besteht, falls man am durchschnittlichen Effekt z.B. des
Faktors A Uber die Stufen von B hinweg (bzw. umgekehrt) interessiert ist.

Die Nullhypothese fur Faktor A kann man so formulieren:
(3.4.6) Ho: (my + p2 + p3) — (me + 15 + ) = 0.
in der Form C B A = A wahlen wir

(3.4.7) Ca=0[1 1 1 -1 -1 —1],

sowie Ay = | und A, = 0.

Die Nullhypothese fir Faktor B ist
M+ py) — (M2 +ps) =0
(3.4.8) Hy,:

(mz + ) — (3 + pe) =0

und in der Form C B A = A ist dann

(349) CB = 5

A = | und Ag = 0 zu wahlen. Die Hypothesen fir die Haupteffekte (vgl.
auch Moosbrugger, 1978, S. 139-143) lassen sich mit den Verfahren bewer-
ten, die in Abschnitt 5 angegeben sind.

Wie ist nun die Hypothesenmatrix C fur den Fall zu wahlen, dal}l man z.B.
den ,Effekt“ von Faktor A auf der Stufe 1 des Faktors B untersuchen will?
Dazu ware einfach

zu setzen, was zusammen mit AA|B1 = | und AAH;l = 0 der Nullhypothese
I"IoA,Bl: w—pm =0

entspricht.
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Man beachte, daB jede Zeile der Matrix C einer eigenen (Sub-) Hypothese
entspricht, die man nach den gleichen allgemeinen Methoden des Abschnitts 5
untersuchen kann. Solche gezielten Einzelvergleiche sind legitim, falls gezielte
Hypothesen vor der Datenerhebung bestehen’).

Die Verallgemeinerung des hier behandelten Designs auf beliebig viele Fakto-
ren mit beliebig vielen Stufen sollte keine Schwierigkeiten bereiten. Bei der
Anordnung der Daten ist lediglich darauf zu achten, daR die Beobachtungsein-
heiten n untereinander angeordnet werden, sofern man bereit ist, die Unab-
héngigkeitsannahme (2.3.11) zu machen.

Es wurde bereits weiter oben darauf hingewiesen, dal die hier gewdhlten
Hypothesen nicht die einzig mdoglichen und richtigen sind. Man koénnte z.B.
an der Frage interessiert sein, ob der Durchschnitt der Erwartungswerte in den
Zellen 1, 2, 4 und 5 gleich dem Durchschnitt der Erwartungswerte in den
Zellen 3 und 6 ist. Allgemein sind auch Hypothesen der Form CB A=A # 0
maoglich.

Zum Abschluf? dieses Abschnitts sei davor gewarnt, zu viele Einzelvergleiche
durchzufuhren. Dies fuhrt zu einer Akkumulation des a-Fehlers. Wenn bei
einem Signifikanztest die Irrtumswahrscheinlichkeit fur die félschliche Ableh-
nung der Nullhypothese a = 0.05 betragt, so liegt sie bei funf unabhangigen
Signifikanztests auf diesem Niveau schon bei o5 = 1 - (1 - a)° = 1-0.77,
d.h. die Wahrscheinlichkeit bei funf unabhéangigen Signifikanztests falsch-
licherweise einen ,signifikanten* zu finden, betragt as = 0.23. Sind viele
Signifikanztests durchzufuhren, sollte man daher auf die Verfahren ,simulta-
ner Mittelwertvergleiche* zurickgreifen (vgl. Aitkin, 1969, z.B. Miller, 1966,
oder Gabriel, 1968, 1969a, b).

3.5 Gekreuzte Faktoren Uber den abhéngigen Variablen

Wir betrachten nun die P abhéngigen Variablen genauer und nehmen an, dal}
sie sich ebenfalls faktoriell gliedern lassen (siehe Tabelle 3.2), so, wie sich die
Q unabhédngigen Gruppen im vorangegangenen Abschnitt strukturieren lie-
fen. Die Aufteilung der Gruppen wollen wir hier zunachst nicht weiter beach-
ten, da wir sie ja bereits im vorangegangenen Abschnitt behandelt haben.

"y Andernfalls handdlt es sich nicht um Hypothesentesten, sondern um die Exploration
von Daten, und die dabei gefundenen ,signifikanten” Tests sollte man nicht as signifi-
kant, sondern as dsatistisch aufféllig bezeichnen, da die Irrtumswahrscheinlichkeitsan-
gaben (aNiveau) dann sehr irreflhrend sein kénnen.
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Tabelle 3.2: Gekreuzte Faktoren U und V als Gliederung der P abhangigen
Variablen yp, welche an insgesamt N = N; + . . . + N, Beobach-
tungseinheiten (Ben) erhoben wurden. Dabei wird die Unabhan-
gigkeitsannahme, die in Gleichung 2.3.11 enthalten ist, vorausge-
setzt. Beispiel fur Faktor U: Schulleistungstests (U, U,), fur
Faktor V: Vortest (V;), Nachtest (V,). Das Datenschema zeigt die
P = 4 abhangigen Variablen y, pro Be und deren bedingte Erwar-
tungswerte fi,,.

Gliederung der abhédngigen Variablen
o U, U, Faktor U
=
c €l v, v, v, v, Faktor V
= E :
RE 1 5 3 4 Variablen-
nummer p
Y Yiz Yus Vi
1 YNt N2 YN IN 14
Oy W2 fis g
Vi Viz Vi Vi
2 YNz YNy22 YN.23 IYNy24
o llzz {ios Waq
Yz Vi3 Vi3 Vi
3 YNt YNs32 YN33 YN34
257} i3 (3 U4
Vsl Va2 Vs Vs
4 VN1 YN,42 VN3 YN 44
Wy g42 .1143 Way
Yis1 Vis2 Vis3 Vis4
5 INss1 INgs2 YNs53 YNs54
l’jﬁ] g:l ﬁi} ‘154
Yiet Yie2 Yies Vies
6 YNl VN2 VN3 VN4
!161 QGZ a63 ﬂm
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Die Faktoren U und V kodnnen in verschiedenen Forschungssituationen entste-
hen: Falls man nicht bereit ist, die in Gleichung 2.3.11 enthaltene Unabhé&ngig-
keitsannahme zu machen, kann z.B. V; Vor- und V, Nachtest von 2 inhaltlich
verschiedenen abhéngigen Variablen (U;, U,) sein, oder umgekehrt kénnen U,
und U, wiederholte Messungen von 2 inhaltlich verschiedenen abhéngigen
Variablen sein (V; und V,). Genausogut kann es sich jedoch auch bei U; und
U, und bei V; und V, um wiederholte Messungen handeln, wobei U;, U,
aufeinanderfolgende experimentelle Versuchsbedingungen sind. Kann man
hingegen die Annahme C(g,,&,:) = 0 bei n # n*, fur die Residuenvektoren &,
=y, - E(Ys | X,) machen, wobei y,, und y.. die abhéngigen Variablen derselben
Person zu verschiedenen Zeitpunkten enthélt, so wirde man besser die MeR-
wiederholungen ,,untereinander® anordnen, wodurch der Index n dann nicht
mehr die Person, sondern eine Person-Zeit-Kombination bezeichnet. Wotta-
wa (1981) hat ein Verfahren angegeben, wie die Annahme der Unabhéngigkeit
der Residuen Uberpruft werden kann.

Formal betrachtet haben wir von jeder Beobachtungseinheit hier insgesamt P
= 2-2 abhéngige Variablen vorliegen. Die Gleichungen 2.3.8 bis 2.3.11 werden
also weiterhin vorausgesetzt, wobei hier N = N; + . . . + N, gilt, und X die
Dimension PxP = 4x4 hat.

Da wir auch hier ein Zellenmittelwertemodell zugrundelegen, sind die Para-
meter in der Matrix B wiederum die Erwartungswerte der P=4 abhangigen
Variablen in den Q=6 Zellen, deren Anordnung in Tabelle 3.2 wiedergegeben
ist.

In formaler Hinsicht unterscheidet sich das Design der Tabelle 3.2 nicht von
dem der Tabelle 3.1. Der einzige Unterschied besteht darin, dall hier die P =
2.2 abhéngigen Variablen untergliedert wurden, wobei die Untergliederungen
der Q Gruppen nach den Faktoren A und B, die wir in Tabelle 3.1 vorgenom-
men hatten, auBer acht gelassen wird.

Die Hypothesen Uber die Faktoren U, V und deren Interaktion UxV kdnnen
nach der gleichen Methode wie im vorangegangenen Abschnitt formuliert wer-
den. Der einzige Unterschied besteht darin, daR hier die Matrix A der multiva-
riaten allgemeinen linearen Hypothese C B A = A Verwendung findet und C
jeweils die Q x Q-Einheitsmatrix ist. Die einzelnen Hypothesenmatrizen A
kénnen dabei so gewahlt werden, wie die Hypothesenmatrizen C der entspre-
chenden Hypothesen in Abschnitt 3.4, aber in transponierter Form.

Bei einem Design wie dem vorliegenden kénnen zusétzlich noch Interaktionen
zwischen den ,,unabh&ngigen Faktoren“ A und B (entsprechend Tabelle 3.1)
und den ,,abhangigen Faktoren* U und V (entsprechend Tabelle 3.2) gepruft
werden. So kann man z.B. die Nullhypothese formulieren, da keine Interak-
tion zwischen den Q Gruppen und den P abhéngigen Variablen bestehen:
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(35.1) HO(A.B,AB) X UYLV
(Ui = M2) = (M1 — M) =...= (Her — Me2)
(M2 = Wi3) = (M22 — M23) =...= (Ke2 — Ue3)
(W3 = g) = (Ma3 — Maa) =+ = (Ke3 — Meg).

Anschaulich bedeutet das, dalR die Differenzen zwischen den Erwartungswer-
ten der P=4 abhangigen Variablen von den Q=6 Zellen nicht moderiert wer-
den (vgl. Moosbrugger, 1982, in diesem Band, S. 19). Dabei kdnnen diese
Differenzen zwischen den P=4 Variablen wohl verschieden sein. Diese Null-
hypothese kénnen wir auch in Form von 15 Differenzen anschreiben, welche
Null sein mussen:

(3.5.2) HO(A,B,AB) X UV

(1= a2) — (21— M22) = (M2 — t13) — (Ma2 — Uo3) = (13— 1a) — (Ua3 — Up4) =0
(21— 122) - (U3 = U32) = (Mo — U23) - (U32— Ma3) = (K23~ Maa) — (33— U34) =0

(Ms1—s2) — (11— Me2) = (Ms2— Ms3) — (e — e3) = (Ms3 — Msa) — (Lhe3— Heg) =0

Zur Formulierung dieser Wechselwirkungshypothese zwischen den unabhén-
gigen und abhéangigen Faktoren in der Form C B A = A wahlen wir

(1 -t 0 0 0 O
o 1 -1 0 0 O
(353) CA,B,AB = 0 0 1 -1 0 0
o 0 ¢ 1 -1 ¢
c 0 0o o0 1 -1
und zugleich
0 0O
- 1 0
(3.5.4) Ayyuv = 0 -1 1
0 0 -1

sowie A papxuv,uvy = 0. Ebensogut lieBen sich aber auch Hypothesen
formulieren, dal3 keine Interaktionen A x U, A x V etc. bestehen. Nachdem
einmal die Arbeit der Formulierung der Hypothesen in der Form C B A = A
geleistet ist, konnen diese nach den Verfahren untersucht werden, die wir in
Abschnitt 5 behandeln.

Die Verallgemeinerung eines solchen Designs auch fur beliebig viele Faktoren
Uber den abhédngigen Variablen ist offensichtlich. Bei der Festlegung des De-
signs ist lediglich darauf zu achten, dal} fur jede Be (z.B. Person oder Person-
Zeit-Kombination) die P abhéangigen Variablen jeweils nebeneinander und die
Beobachtungseinheiten untereinander angeordnet werden, so dall die Glei-
chungen 2.3.6 bis 2.3.11 erfullt sind.
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3.6 Hierarchische Faktoren Uber den unabhangigen Variablen

Wir betrachten nun ein Design, bei dem ein flnfstufiger Faktor B einem
zweistufigen Faktor A hierarchisch untergeordnet ist, bei dem also jede Stufe
von B nur mit einer Stufe des Faktors A zusammen vorkommt. Beide Faktoren
strukturieren dabei die Q=5 Zellen, innerhalb derer sich dann insgesamt N =
N; + ... + N; P-dimensionale Vektoren abhéngiger Variablen befinden. Ein
typischer Fall waére, dal man P abh&ngige Variablen bei zwei verschiedenen
Lehrmethoden (Faktor A) untersuchen will, wobei man die Schulkassen B, bis
Bs einbezieht.

Wir setzen wieder voraus, daR die Zellenmittelwertekodierung fir X ange-
wandt wurde, so dalR B die 5 x P-Matrix der bedingten Erwartungswerte der
abhéngigen Variablen in den funf Zellen ist, und zwar in der gleichen Anord-
nung wie diese in Tabelle 3.3 dargestellt sind.

Bei einem solchen Design sind mehrere Hypothesen von Interesse. Eine erste
globale Hypothese besagt, dafl keine Unterschiede zwischen den Gruppen B,
bis Bs beziglich der Erwartungswerte der P abhéngigen Variablen bestehen.

Diese Hypothese &Rt sich in der Form der allgemeinen multivariaten linearen
Hypothese C B A = A darstellen, indem wir z.B.

1 -1 0 0 O
c 1 -1 0 O
(36.1) Cae= 10 0 1 -1 o0
c 0 0 1 -1
Apg = | und Apgp = 0 wahlen. Falls die Bewertung nach den in Abschnitt 5

angegebenen Verfahren ergibt, dall diese Hypothese beizubehalten sei, kann
das Verfahren abgebrochen werden. Andernfalls Uberprifen wir als zweite
Hypothese, daR sich die Erwartungswerte der P abhéngigen Variablen zwi-
schen den Gruppen A, und A, nicht unterscheiden. Diese 1Bt sich in der Form
C B A = A formulieren, indem wir z.B.

(3.6.2) Cy=1[1/2 172 —-1/3 -1/3 -1/3],
Anr = 1 und A, = 0 wahlen.

Der Faktor B ist unter Faktor A ,,genestet”. Folglich kdnnen Hypothesen uber
Faktor B nur auf den Stufen von Faktor A geprift werden. Wir formulieren
die dritte bzw. vierte Hypothese, dal} sich die Erwartungswerte der P abhangi-
gen Variablen zwischen den Gruppen B; und B, bzw. B; bis By auf der Stufe A;
bzw. A, nicht unterscheiden, in der Form C B A = A, indem wir z.B.
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Tabelle 3.3

Gliederung der unabhingigen Variablen

Hierarchische Faktoren A und B als Gliederung der Q unabhén-
gigen Variablen x,, welche an insgesamt N = N; + . . .
Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel fur Faktor A:
Lehrmethoden (A, A,), fur Faktor B: Schulklassen (B; bis Bs).
Faktor B ist dem Faktor A untergeordnet (,,genestet), weil jede
Stufe von B nur unter einer Stufe von A vorkommt. Das Daten-
schema zeigt die P=5 abh&ngigen Variablen y, pro Beobach-
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tungseinheit und deren bedingte Erwartungswerte (.

< m = Variablennummer p
o — C'i =
S g 5 é
R G 1 2 3 4 5
S O£ N2
Yin Vi Vi Vs Vs
B, 1 YNt IN12 N3 IN14 DANSE
Gy 0o fis (g s
A,
Yia Vi Vi Viza Vizs
B, 2 YN21 YNL22 IN,23 YN24 YN»25
s (i 188 (24 fos
Vi Vi3 Vi3 Vi3 Viss
B, 3 N3 YN,32 YN,33 VN34 VN335
188 189 fis3 fiay (s
Vs Y142 Y43 Yisa Y145
A, B, 4 YNa#1 IN#2 IN#3 VN4 YN 45
fig (s [ Oy 19
Yisi Yis2 Vis3 Yisa Viss
Bs 5 YNss1 YNgs2 YNs53 VN4 VNS5
Os,) fis; i3 \ fisy fiss

+ Ns
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bei Agio» = | und Ag,4 = 0 bzw.

co | o 0o 1 -1
(3.6.4) BA, 71 0 0 0 1 -1
bei Agja = | und Ag, = 0 wéahlen.

Die beiden Hypothesen Uber Faktor B kénnen auch gemeinsam formuliert
und Uberpruft werden.

Interaktionen zwischen den Faktoren A und B lassen sich bei einem hierarchi-
schen Design nicht Uberprifen.

3.7 Hierarchische Faktoren Uber den abhangigen Variablen

Das im vorangegangenen Abschnitt dargestellte Prinzip der Strukturierung der
Beobachtungseinheiten durch hierarchische Faktoren 4Rt sich auch auf die
abhéngigen Variablen Ubertragen. So ist z.B. denkbar, dal mit jeder Person
funf Versuchsphasen (V; bis Vi) durchgefuihrt werden, die sich aber in zwei
Hauptphasen (U, und U,) aufgliedern lassen, wobei V, bis V; der Stufe U
untergeordnet sind und V, bis Vs der Stufe U,. Sind wir aus theoretischen
Grunden (z.B. wegen Existenz von ,Lerneffekten®) nicht in der Lage, die
Gleichung 2.3.11 vorauszusetzen, wenn n eine Person-Zeit-Kombination in-
diziert, so kénnen wir die funf MeRwiederholungen als Realisationen von funf
(formal verschiedenen) abhéngigen Variablen auffassen, so da n nun die Per-
son angibt, von der jeweils 5 MelRwerte vorliegen. So umstrukturiert waren die
Gleichungen 2.3.8 bis 2.3.11 wieder gultig, wenn Abhéngigkeiten zwischen
den Personen ausgeschlossen werden koénnen.

In einer ersten globalen Nullhypothese behaupten wir, dal sich die Erwar-
tungswerte der abhangigen Variablen zwischen den flinf Versuchsphasen nicht

unterscheiden. Dazu wirde man Cyy = I, Ayy = 0 und
1 0 0 O
-1 1 0 O
0 0-—-1 1
0 0 0-1

wahlen. Dabei kénnen sehr wohl Unterschiede zwischen den Q Zellen be-
stehen.
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Tabelle 3.4: Hierauchische Faktoren U und V als Gliederung der P abh&ngigen

Variablen y,, welche hier an insgesamt N = N; + ... + N5 Beob-
achtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel fur Faktor U: vor-
mittags (U;), nachmittags (U,), fur Faktor V: 5 Versuchsphasen
(V; bis V;). Faktor V ist Faktor U hierarchisch untergeordnet
(,,genestet”), weil jede Stufe von V nur unter einer Stufe von U
vorkommt. Das Datenschema zeigt die P = 5 abhangigen Varia-
blen y, pro Beobachtungseinheit und deren bedingte Erwartungs-
werte [lgp.

Gliederung der abhangigen Variablen

o U, U, Faktor U
=
¢ "g’ v, v, v, v, V, | FakcorV
NU a 1 2 3 4 5 Variablen-
nummer p
Yin Vi Vi3 V4 Yiis
YN IN12 YN13 YN, 14 BANAES
fiy iy O Qg fs
Yin Vi Vi Vi Vi
2 YN2t YN, 22 YN,23 IN24 IN2s
Fl21 IIZZ ﬁ'Z} .1124 Q'ZS
Vi3 Vi3 Y133 Vi34 Yi3s
IN31 YN;32 VN33 VN334 YN,35
039 (2 (33 (i34 s
Vi1 Va2 V143 V144 Viss
4 VN1 YN 42 IN43 YN 4 IN@s
f‘v41 1142 1143 1144 1145
Vist Vis2 Yis3 Vis4 Viss
5 INs51 INS2 JINS3 INS54 IN55
Oisy fis; fis3 (s fiss
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Als zweite Hypothese prifen wir, ob sich die Erwartungswerte der abhangi-
gen Variablen zwischen den Faktorstufen U; und U, nicht unterscheiden.
Dazu wahlen wir Cy = I, Ay = 0 und

1/3

1/3

(3.7.2) Ay = 1/3
—-1/2

—-1/2

Der Faktor V ist unter den Faktor U ,genestet”. Hypothesen Uber Faktor V
sind folglich nur auf den Stufen von Faktor U uberprufbar:

Wir formulieren die dritte bzw. vierte Hypothese, dall sich die Erwartungs-
werte der P abhé&ngigen Variablen zwischen den Stufen V; bis V; auf Stufe U,
bzw. V, und Vs auf Stufe U, nicht unterscheiden, in der Form C B A = A,
indem wir z.B.

1 0
-1 1
(373) AV|U1 = 0 —1
0 0
0 0
bei Cyiy = 1 und Ay y, = 0 bzw.
0
0
(374) AVlUZ = 0
1
-1
bei Cyiy = | und Ay, = 0 wéhlen.

Die beiden Hypothesen Uber Faktor V kdnnen auch gemeinsam formuliert
und Uberprift werden. Hypothesen Uber eine Interaktion UxV lassen sich bei
einem solchen Design nicht prifen. Jedoch kénnen durchaus Hypothesen
Uber die Interaktion von ,,abhdangigen* und ,,unabhéngigen* Faktoren gepruft
werden (vgl. Abschnitt 3.5).

Es sei noch bemerkt, dall die Q Zellen beliebig, d.h. kreuzfaktoriell, hierar-
chisch oder sonstwie, strukturiert sein kdénnen. Eine weitere Verallgemeine-
rung dieses Designs liegt in der Mdglichkeit, zu jeder Versuchsphase mehrere
abhéngige Variablen zugleich zu erheben, so dall dieser neue Faktor mit U und
mit V gekreuzt ware. Prinzipiell 188t sich jede Strukturierung der abhangigen
Variablen mit jeder Strukturierung der unabhangigen Beobachtungseinheiten
kombinieren, womit jeweils ein neues Design konstruiert ware.
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3.8 Lateinisches Quadrat Uber den unabhéngigen Variablen

Eine weitere Madglichkeit, die unabhéngigen Beobachtungseinheiten zu struk-
turieren, ist das Prinzip des ,lateinischen Quadrats“. Bei diesem Designtyp hat
man mehrere Faktoren mit gleicher Stufenzahl und P abhéngige Variablen
vorliegen, die ihrerseits durch ein beliebiges Design strukturiert sein kdnnen.

Tabelle 3.5: Faktoren A, B und C im ,Ilateinischen Quadrat* als Gliederung
der Q unabhdngigen Variablen x,; welche insgesamt an N = N,
+ . .. + N, Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel fur
Faktor A: Geschlecht (A;A;), fur Faktor B: Sozialstatus (By,B,),
Faktor C: Unterrichtsmethoden (C,,C,). Das Datenschema zeigt
die P= 4 abhangigen Variablen y, pro Beobachtungseinheit und
deren bedingte Erwartungswerte {qp-

o
< @ O 3z Variablennummer p
- b = c E
o) I} o g
= o - — E
F o F 82 1 2 3 4
i s = N =
Y Yz Y3 Y114
o . . . .
_%’ B, C 1 YN, IN12 IN,13 YN, 14
= U Uiz Wis Wis
gm )./121 ?’132 ).’125 ?’124
5o . : : :
g . . . .
= B, | G, 2 IN2i YN22 IN23 YN24
<
o R N . N
f_‘: W2y W22 Ma3 U2
S
on Vi3 Y132 Y133 Yz
o g g g g
: . . . .
Pt . . . .
B
o B, C, 3 YNI YN32 YN;33 YN;34
Q . . . R
U3 U3z W33 W34
A,
Yia YVia2 Vi3 Vi
B, C 4 YNG4t YN42 YN43 VN4
Oy 199} 198 Ogg
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Bei einem dreifaktoriellen Design beispielsweise, ordnet man die ersten beiden
Faktoren A und B wie bei einem kreuzfaktoriellen Design an, und dann den
dritten Faktor C so, dal} jede seiner Stufen jeweils nur auf einer Stufe der
anderen beiden Faktoren vorkommt (siehe Tabelle 3.5). Bei zweistufigen Fak-
toren fuhrt das dazu, da man statt 2 . 2 . 2 = 8 Zellen im kreuzfaktoriellen
Design im lateinischen Quadrat nur 2 . 2 = 4 Zellen mit Beobachtungseinhei-
ten zu fullen hat. Der Nachteil besteht darin, dafl keine Interaktionshypothe-
sen geprift werden kdnnen.

Zu prifen ist zunéchst die Hypothese, dafl Uberhaupt keine Unterschiede in
den Erwartungswertevektoren der P abhédngigen Variablen zwischen den vier
Zellen bestehen. In der Form C B A = A wahlen wir daflr z.B. Apgc = |,

Aprsc = Ound

1 -1 0 0
(3.8.1) Capc = 0 1 -1 0
0 0 1 -1

Die zweite Hypothese, dal keine Unterschiede in den Erwartungswertevekto-
ren der P abhdngigen Variablen zwischen den Stufen A; und A, bestehen,
formulieren wir durch A, = I, Ay= 0 und

(3.8.2) Ca=[1 1 -1 —1],
die entsprechende Hypothese fur B, und B, durch A; = I, Ag = 0 und
(3.8.3) Ce=1[1 -1 1 —-1],

sowie fur C; und C, durch Ac =1, Ac = 0 und

(3.8.4) Cc=[1 -1 -1 1].

3.9 Lateinisches Quadrat Uber den abhéngigen Variablen

Auch die abhangigen Variablen kénnen im ,lateinischen Quadrat“ strukturiert
werden, sofern sie in mehrere Faktoren U, V und W mit gleicher Stufenzahl
gegliedert werden konnen (sieche Tabelle 3.6). Die Okonomie des Verfahrens
besteht darin, dall wir bei z.B. zweistufigen Faktoren nur P = 2 . 2 = 4
abhangige Variablen erheben missen anstelle von P = 2 . 2 . 2 = 8 abhangigen
Variablen im vergleichbaren kreuzfaktoriellen Design. Allerdings kdnnen auch
hier (wie in Abschnitt 3.8) keine Interaktionshypothesen Uber die abhéngigen
Variablen selbst gepruft werden, wohl aber Uber Wechselwirkungen zwischen
den unabhangigen und den abhdngigen Variablen (vgl. Abschnitt 3.5).
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Tabelle 3.6.: Faktoren U, V und W im ,lateinischen Quadrat*“ als Gliederung

der P abhdngigen Variablen y,, welche insgesamt an N =
N; + . .. + N, Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel
fur Faktor U: MelRmethode 1 (U;) MelRmethode 2 (U,); Faktor
V: vormittags (V;), nachmittags (V,); Faktor W: Geschwindig-
keit (W,), Genauigkeit (W,). Das Datenschema zeigt die P = 4
abhangigen Variablen y, pro Beobachtungseinheit und deren be-
dingte Erwartungswerte fig,.

Gliederung der abhédngigen Variablen

U, U, Faktor U
o V, vV, \'2 Vv, Faktor V
—
£ é’ W, W, W, W, | Faktor W
g e | 5 3 4 Variablen-
nummer p
J_’m Y2 Y3 V14
BANHT INI2 N YN 14
Ui {12 U3 (s
Vi Yin Vi Vi
e L | N | s
4531 {2 {izs U4
Vi3 ,?/132 V133 Vi34
“2"‘N331 JIN;32 YN133 YN,34
O3 Us» fis3 Wss
Vs Via2 Y143 Viaa
4 YN YN2 YN VN4
(i {2 (g3 W44
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Wir prifen zunachst die globale Hypothese, dall in jeder Zelle die bedingten
Erwartungswerte der P abhéngigen Variablen gleich sind. In der Form C B A

= A wihlen wir zB. Cy y.w =1, Auvw = O und
1 0 O
(3.9.1) _ -1 1 0
Avvw 0 -1 1
0 0 -1

Als zweite Hypothese prifen wir die Gleichheit der bedingten Erwartungs-
werte der Stufen U; und U, mit

1
1
-1
—1

(3.9.2) Ay =

bei Cy = 1 und Ay = 0. Die entsprechenden Hypothesen fur V; und V, bzw.
W, und W, prifen wir mit

( 1 A

-1

(3.9.3) Ay = )
_.1 ]

bzw.

(1

-1

(3.9.4) Av= | _;
1]

bei C, = Cy = 1 und Ay = Ay = 0.

3.10 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem dritten Abschnitt wurde die Hypothesenformulierung in verschie-
denen Designs fur das Zellenmittelwertemodell bei gleichen Zellenfrequenzen
behandelt. Dabei wurden exemplarisch drei Prinzipien zur Strukturierung von
Variablen dargestellt, namlich die kreuzfaktorielle Strukturierung, die hierar-
chische, und die nach dem ,,lateinischen Quadrat®“. Es wurde gezeigt, wie diese
Strukturierungsgesichtspunkte sowohl fir die unabhangigen als auch fir die
abhéngigen Variablen verwendet werden kénnen. Dabei wurde z.B. eine wie-
derholt gemessene Variable formal als weitere abhangige Variable betrachtet,
was dann angezeigt ist, wenn die Residuen der wiederholt gemessenen Varia-
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blen zwischen den MeRBpunkten nicht als unabh&ngig angenommen werden
kénnen (siehe Gleichung 2.3.11).

Weiterfihrende Literatur: Zur Klassifikation von Designs s. z.B. Bredenkamp (1980),
Campbell und Stanley (1966) oder Kirk (1972, 1978). Winer (1971) gibt fur viele
Designs Rechenformeln an. Andere Arten von Vergleichen oder Kontrasten stellen fast
alle der im Abschnitt 2 angegebenen Monographien dar, genauso wie auch andere
Arten von Modellen, die anstelle des Zellenmittelwertemodells verwendet werden
kénnen.

4. Parameterschatzung

4.1 Einleitung

Die Parameter in der Q X P-Matrix B eines multivariaten linearen Stichproben-
modells, welches die Gleichungen

(4.1.1) E(Y) = X B

X, firn = n*
(412) C<£n9£n"‘) = C(ymyn“‘) = nan* € {1a2,aN}
O, fiir n # n*

erfullt, wobei €, = y, - X,B, sowie die Parameter in der PxP-Kovarianzmatrix X
kénnen prinzipiell auf verschiedene Arten geschatzt werden. Keine der verschiede-
nen Schatzmethoden ist fur alle Situationen optimal, und es wiirde den Rahmen
des Artikels sprengen, wenn wir versuchen wirden, alle Schatzmethoden darzu-
stellen und kritisch zu bewerten. Statt dessen beschrédnken wir uns auf die Darstel-
lung der Schatzung nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate ohne (Abschnitt
4.2) und mit Nebenbedingungen (Abschnitt 4.3) sowie auf die Maximum-
Likelihood-Schatzung unter der Annahme, dal die &, jeweils P-variat normal-
verteilt sind, mit gleicher Kovarianzmatrix X, = X fur alle n € {1,2,. . . N}
(Abschnitt 4.4). Die Erwartungswerte und die Kovarianzmatrix der Schéatzer
von B und W := CBA sind Gegenstand des Abschnitts 4.5, ebenso wie die
Schatzung der Kovarianzmatrix X. AbschlieRend geben wir einige Hinweise
auf weiterfihrende Literatur zu anderen Schatzmethoden und einigen Proble-
men, die in Zusammenhang mit der Parameterschatzung stehen. Die Schatz-
theorie, die in diesem Abschnitt dargestellt wird, ist nicht auf das Zellenmittel-
wertemodell beschrankt. Sie ist fur alle Modelle anwendbar, welche die Glei-
chungen 4.1.1 und 4.1.2 erfullen. Darunter fallen auch Regressionsmodelle mit
,,hichtstochastischen Regressoren®.
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4.2 Kriterium der kleinsten Quadrate

Die Standardmethode, die Parametermatrix B zu schatzen, ist, den Schatzer B
so zu wadhlen, dal die Spur der Fehlerquadratsummenmatrix

(4.2.1) f(B) = Spur [(Y — X B) (Y — X B)] =
= Spur [Y'Y — 2 B'X'Y + B'X'X B]

ein Minimum wird (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 185). Dies erreichen wir durch

Differenzieren der Funktion f(B) nach B (s. Bock, 1975, S. 68-69)
f(B .
OfB) o xv+2xXB

0B

(4.2.2)

(vgl. z.B. Timm, 1975, S. 100), und Nullsetzen der resultierenden Gleichung:

o f(B)

(4.2.3)
oB

= 0.

Einen Schatzer ﬁ, der diese Bedingung erfullt, notieren wir mit ]:’; Die Bildung
der zweiten Ableitung zeigt, dal} die Funktion f(B) an der Stelle B = B tatséach-
lich ein Minimum aufweist.

Aus den Gleichungen 4.2.2 und 4.2.3 erhalten wir dann die sogenannte Nor-
malgleichung

(4.2.4) X'X B = X'Y,

die unter der Annahme der Nonsingularitdét von X’X zum Schétzer
(4.2.5) B=XX)"'XY

fuhrt. Man beachte die analogen Strukturen dieser Gleichung zu der ldentifi-
kationsgleichung 2.2.15.

Ist X’X jedoch singulédr, so kann man dennoch mit der allgemeinen Inversen
(vgl. z.B. Rao & Mitra, 1971) (X’X), welche die Eigenschaft X’'X (X'X)" X'X
= X’X erflllt, eine Lésung fur B angeben, namlich

(4.2.6) B=XXXY+(I-G)Z

wobei G = (X’X)” X’X und Z eine beliebige Q x P-Matrix ist (vgl. z.B. Timm,
1975, S. 185). Dieser Schatzer ist im allgemeinen jedoch nicht eindeutig, da
man Z beliebig wéhlen kann, d.h. es gibt unendlich viele dieser Schéatzer. Erst
wenn X’X nonsingulér ist, d.h. wenn alle Spaltenvektoren von X linear unab-
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hangig sind und damit der Rang R von X gleich der Anzahl Q der Spalten von
X ist, wird B eindeutig, und Gleichung 4.2.5 ist mit Gleichung 4.2.6 aquiva-
lent. Eine andere Mdglichkeit, einen eindeutigen Schatzer zu erhalten, besteht
in der Aufstellung von Nebenbedingungen (Restriktionen) Uber B.

4.3 Kriterium der kleinsten Quadrate unter Nebenbedingungen

In vielen Fallen will man die Parametermatrix B unter bestimmten Nebenbe-
dingungen schatzen, die man z.B. in der Form H B = @ aufschreiben kann.

Dabei setzen wir voraus, dal die Anzahl der Zeilen der Matrix H gleich ihrem
Rang ist. Solche Nebenbedingungen kdnnen zum einen Restriktionen sein, die
erst die Schatzbarkeit von B erméglichen, wie z.B. Z; o; = 0 in der klassischen
Varianzanalyse. Zum anderen kann es sich aber auch um solche Restriktionen
handeln, die aus inhaltlich theoretischen Grinden gesetzt werden, wie etwa,
dal3 alle Interaktionsparameter gleich Null sind, was auch ermdglicht, daR
Interaktions- und Fehlervarianz zu einer neuen Fehlervarianzschatzung ,,ge-
poolt* werden konnen.

Zur Minimierung der Funktion f(B) (siehe Gleichung 4.2.1) unter der Neben-
bedingung H B = @ fiihrt man eine Matrix A von Lagrange-Multiplikatoren
ein, so dall die Funktion

(4.3 . 1gBA) = Spur [(Y — X B) (Y ~ X B)] +
+2 Spur [A’ (HB — )]
zu minimieren ist (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 189).
Wir bilden zunéchst die partiellen Ableitungen (s. Bock, 1975, S. 68-69)

08B A)] _ _xy 4 2X'XB+2HA

(4.3.2) J
o (B)

und

(4.3.3) OB A _ e,

o (A)
Schatzer B und A, welche die Bedingungen

olg(B, A))

M _ 0o
o (B)

(4.3.4)

und
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0 g(B, A)

- =0
0 (A)

(4.3.5)

erfullen, bezeichnen wir mit Bu bzvy. AH. Die zwgite Ableitung zeigt, dal die
Funktion g(B, A) an der Stelle B = By bzw. A = Ay tatsachlich ein Minimum
aufweist.

Aus den Gleichungen 4.3.2 bis 4.3.5 erhalten wir

(4.3.6) X'X By = X'Y - HAq
und
(4.3.7) HB, = 0.

Man benutzt nun die fur ein konsistentes Gleichungssystem AB = C (mit der
Matrix B von Unbekannten) gultige allgemeine Losung

(4.3.8) B=AC+ (I - AA)7Z

wobei Z eine beliebige Matrix passenden Typs ist (siehe z.B. Timm 1975,
S. 55). Auf die Gleichung 4.3.6 angewandt erhalt man daraus fur By die Lo-
sung

(4.3.9) By = (X’X)X'Y - (X'’XyH'Ay + [I-(X'X)X'X] Z.
Unter Verwendung von Gleichung 4.2.6 folgt dann
(4.3.10) By =B — (X’X)H'A}.

Vormultiplikation mit [H(X’X)'H']*H und Einsetzen von Gleichung 4.3.7
ergibt

(4.3.11) Ay = [HX'XyH'T'(HB — ©).
Aus den Gleichungen 4.3.10 und 4.3.11 erhalten wir dann
(4.3.12) By = B — (X’X)H'[HX'X)H']'(HB — ©).

Hat Gleichung 4.3.12 eine eindeutige L&sung, so ist ﬁH der Kleinste-Quadra-
te-Schatzer fur die Parametermatrix B unter der Nebenbedingung HB = ©
(vgl. z.B. Searle, 1971, S. 204ff. oder Timm, 1975, S. 178).
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4.4 Maximum-Likelihood-Kriterium

Bei den Schatzern nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate mussen auler
der Gleichheit der Kovarianzmatrizen (siehe Gleichung 4.1.2) keine Vertei-
lungsannahmen getroffen werden, es sei denn, zum Nachweis einiger Optima-
litdtseigenschaften. Ist man jedoch zum Beispiel in der Lage anzunehmen, dal
die Dichtefunktion der N Vektoren g, der Residualvariablen eine P-variate
Normalverteilung mit den PxP-Kovarianzmatrizen X, = X ist, daB die &,
stochastisch unabhangig sind, daf N = P+Q und dal? der Rang R von X gleich
Q, der Anzahl ihrer Spalten, ist, dann fuhrt die Maximierung der Likelihood-
funktion

. 1d . .
L(B) = 2 “0/2PN| | -02N exp[— Z L0~ x.B) B (9, ~ an>]
n=]
bezliglich B zu dem Maximum-Likelihood-Schatzer
(4.4.1) B=XX)'X'Y

(vgl. z.B. Anderson, 1958, S. 181), der also unter den genannten Bedingungen
mit dem Kleinste-Quadrate-Schéatzer identisch ist.

4.5 Erwartungswerte- und Kovarianzmatrix der Parameter-
vektoren 3, und ¥y

Wir zeigen zunichst, dal? der Schéatzer

(45.1) B=XX) XY

ein erwartungstreuer Schatzer von B ist:

(45.2) EB) = E[(X'X)' X'Y] = (X'X)' X'E(Y) =
= (X'X)!'X'X B =B,

wobei wir lediglich E(Y) = X B (siehe Gleichung 4.1.1) verwendet haben.
Entsprechend gilt fir den Schéatzer

(45.3) ¥ = CBA
die Gleichung
(45.4) E(W) = E(CBA) = CBA.
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A

Die Kovarianzmatrix von einem Spaltenvektor Bp der Parametermatrix B ist

(4.5.5) C(B,B,)

I

CUXX)™ X'yy, (XX)'X'py] =
(X'X)" X Clyp) XX'X) =

= op (X'X)7,

wobei y, die p-te Spalte der Matrix Y ist. Die Kovarianzmatrix C(yp,Y,) ist
namlich die NxN-Diagonalmatrix o3 | und o} = o,, die Varianz von y,, der
p-ten, Komponente des Vektors der abhangigen Variablen. Die Matrix
C(B,,B,) wird zB. fir die Bestimmung von Konfidenzintervallen der 3, be-
notigt (siehe Abschnitt 5.6).

Fur die Kovarianzmatrix eines MxI-Spaltenvektors ¥, = Cﬁak welche z.B.
far die Angabe von Konfidenzintervallen bestimmter Linearkombinationen
von B bendtigt wird, gilt

(4.5.6) C({, ) = C[CBa,, CBa,] = C C(Ba,,Ba,) C' =

C(X'X)" X'[C(Yay,Ya)] X (X'X)! C' =

f

CX'X)! X'[V(ya,) IX(X'X)"' C' =

Viy.a) CX'X)"' C',

wobei V(y,a) | eine NxN-Diagonalmatrix und V(y,a,) die Varianz von y,ay
ist, die wegen der Annahme 4.1.2 fur alle N Zeilen von Y gleich ist. FUr die N
Varianzen V(y,a,) gilt dabei

(457) V(J}nak) = C(ynak; ynak) = a,k C(ynayn) A = a’k > A .

Die PxP-Kovarianzmatrix X kann durch die folgenden Schatzer erwartungs-
treu geschatzt werden:

o 1

(4.5.8) L= g (Y- XB/(Y-XB)=

1
N-R

Y'[I — X (X'X)"X']Y

(siehe z.B. Timm, 1975, S. 186).
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4.6 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die Standardschatzmethoden fur die Parameter
des Modells E(Y) = X B dargestellt. Dabei ist insbesondere die in Abschnitt
4.3 angegebene Schatzmethode nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate
unter einer Nebenbedingung auch in solchen Fallen anwendbar, in denen die
Matrix X keinen vollen Spaltenrang hat. Dies ist z.B. bei klassischen varianz-
analytischen Modellen der Fall, bei denen man diesen ,,Mangel* durch Neben-

bedingungen wie z.B. Z a; = 0 ,,beheben” muR. Ein Einblick in die Komple-

xitdt des Themas ,,Schatzmethoden” soll andeutungsweise in den Bemerkun-
gen zur weiterfUhrenden Literatur vermittelt werden.

Weiterfuhrende Literatur: Grundlage fir eine kritische Bewertung verschiedener
Schéatzmethoden sind Gutekriterien fur Schétzer, wie Erwartungstreue, Effizienz, Ro-
bustheit etc. Eine gut lesbare Einfihrung ist z.B. Burkholder (1978, S. 251ff.). Als
anspruchsvolle und ausfihrliche Arbeit sei dazu Zacks (1971) genannt. Andrews et al.
(1972) geben einen Uberblick zum Thema ,,Robustheit”.

Andere Schatzmethoden als die hier dargestellten werden z.B. in Bandemer et al.
(1977) dargestellt. Eine wichtige Alternative ist z.B. die verallgemeinerte Methode der
kleinsten Quadrate, die dann angewandt werden kann, wenn die Kovarianzmatrizen
C(YnYn) nicht mehr fur alle N Beobachtungseinheiten als gleich angenommen werden
kénnen (vgl. z.B. Searle, 1971, S. 87 oder Humak, 1977, S. 30). Eine weitere wichtige
Schétzmethode ist die Bayer-Schétzung, die vor alem dann gewinnbringend verwendet
werden kann, wenn Vorwissen Uber die Parameter besteht. Dazu verweisen wir auf
Bandemer et al. (1977), Humak (1977), Leonhard (1975) sowie Lindley und Smith
(1972).

Bei der Stein'schen Schatzung besteht der Vorteil darin, dal3 extreme Werte (,,Ausrei-
RBer*) den Schétzer weniger stark beeinflussen als beim Kriterium der kleinsten Quadra-
te (vgl. Bandemer et a., 1977, S. 111), was man auch mit der L,-Approximation (vgl.
z.B. Spéath, 1973, 1974) erreichen kann, bei der das Minimierungskriterium nicht unbe-
dingt die Summe der Abweichungsquadrate (L,), sondern z.B. die der absoluten Betra-
ge der Abweichungen (L,) ist. Schliefdlich sei noch auf Harter (1974-1975) hingewie-
sen, der eine ausfuhrliche Bibliographie Uber das ,,Kriterium der kleinsten Quadrate
und einige Alternativen* (Ubersetzung durch die Autoren) liefert.

5. Hypothesenbewertung

5.1 Einleitung

In Abschnitt 3 haben wir ausfuhrlich flur verschiedene Designs gezeigt, wie
man Hypothesen Uber die Parameter in der Matrix B des multivariaten linearen
Stichprobenmodells
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(5.1.1) E(Y) = XB

formulieren kann, und zwar in der Form der allgemeinen multivariaten linea-
ren Hypothese

(5.1.2) Hy: W :=CBA =A

mit der MxQ-Matrix C, der QxP-Matrix B, der PxK-Matrix A und der
MxK-Matrix A, wobei C den Rang M < R und A den Rang K < P < R hat
und R der Rang der N x Q-Matrix X ist. Dort hatten wir immer vorausgesetzt,
daR die Parametermatrix B die bedingten Erwartungswerte der P abh&ngigen
Variablen in den Q Zellen enthélt (siehe Abschnitt 3.2). Diese Voraussetzung
brauchen wir hier nicht zu machen, d.h. die in diesem Abschnitt dargestellten
Methoden zur Bewertung der Hypothese 5.1.2 gelten fur alle Modelle, welche
die Gleichung 5.1.1 und

¥, fiirn = n*
(5.1.3) CnYnr) = C(€r€n) = n,n* € {1,2,...,N},
O, fiir n # n*

erfullen, wobei & = vy, - X,B, und bei denen ¥ := CBA schatzbar ist (vgl.
z.B. Timm, 1975, S. 173). Auch der Abschnitt Uber Parameterschdtzung war
nicht auf das Zellenmittelwertemodell beschrénkt.

FUr den multivariaten Fall wurden eine Reihe von Testkriterien vorgeschlagen,
von denen wir die vier wichtigsten darstellen. Dabei folgen wir der Auswahl
von Olson (1976), der auch eine ausfiihrliche Diskussion Uber die Vor- und
Nachteile der Kriterien in verschiedenen Situationen liefert (vgl. auch Stevens,
1979). Bei den Verteilungen aller vier Testkriterien wird die P-variate Normal-
verteilung der Zeilenvektoren y,, n € {1,2,. . . ,N}, und deren Unabhéngigkeit
voneinander (siehe Gleichung 5.1.3) vorausgesetzt, und bei allen vier Testkri-
terien spielen die beiden Matrizen Q. und Q eine wesentliche Rolle, die wir
im folgenden Absatz behandeln.

Die Matrix
(5.1.4) Q. = (YA — XBA)' (YA — XBA) =
=AYl — XX'X)X'] YA,

die wir Fehlerquadratsummenmatrix nennen, folgt unter den oben angegebe-
nen Voraussetzungen der zentralen K-variaten Wishart-Verteilung Wx(N-R,
AXA') (siehe z.B. Johnson & Kotz, 1972. S. 158).

Die Matrix

(5.1.5) Q. = (CBA — AY [C(X'X)C'T! (CBA — A),
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die wir Hypothesenquadratsummenmatrix nennen, folgt ebenfalls der zentra-
len K-variaten Wishart-Verteilung Wg(M, AXA’), falls W=CBA=A, d.h.
wenn die Nullhypothese richtig ist. Zur Ableitung dieser Gleichung siehe z.B.
Timm (1975, S. 183).

5.2 Wilks Lambda-Kriterium

Unter den in Abschnitt 5.1 angegebenen Voraussetzungen folgt das Lambda-
Kriterium von Wilks (1932)

Y

o |Qe + th

der zentralen Wilks’ Lambda-Verteilung A(K, M, N-R), falls CBA = A.
Zum Beweis dieser Behauptung verweisen wir auf Timm (1975, S. 189ff), bei
dem man auch eine Tabelle fur die Verteilung von A findet.

(5.2.1)

Eine haufig anstelle von A verwendete Statistik, die auf Rao zurtickgeht (vgl.
Rao, 1973, S. 556), ist
1— A" ab — 2¢

(522) F= Al/a : K-M ?

die unter den genannten Bedingungen approximativ der zentralen F-Vertei-
lung folgt mit den Freiheitsgraden KM und ab-2c, wobei

1, fals K- M =2
(5.2.3) a= K2-M? -4 , andernfalls,

K*+M? -5
sowie

+M+1
und
. -2

(5.2.5) c = £ 1\;[

sind. Wenn (ab - 2c¢) keine ganze Zahl ist, kann man den ganzzahligen Anteil
verwenden, um ,konservativer* zu testen.

Uber die Berechnung von A als Quotient von verallgemeinerten Varianzen,
wesentliche Eigenschaften von A, sowie eine approximativ X-verteilte Pruf-
statistik nach Bartlett (1947) berichtet Moosbrugger (1978, S. 114-124).
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5.3 Roy’s Eigenwert-Kriterium

Roy (z.B. 1957) hat den groRten Eigenwert der Matrix (Q. + Qn)™" Q.
namlich den Wert 9,,,, welcher die Determinantengleichung

(5.3.1) [(Q. + Q'Q. — 81|=0

erflllt (vgl. Moosbrugger, 1978, S. 45f), als Testkriterium flr die Nullhypo-
these

(5.3.2) H,: N(CBAv = Av)

vorgeschlagen, die nur dann wahr ist, wenn fir jeden beliebigen K-dimensio-
nalen Vektor v die Gleichung CBAvV = Av gilt (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 192).

Die Verteilung dieses Testkriteriums ¥,,,, wurde von Heck (1960) und Pillai
(1960) tabelliert mit den Argumenten

(5.3.3) I = min (K,M),

(5.3.4) 2= ﬁ.___hy____l__
2

und

a9 beNTREETL

Dabei benutzt Pillai die Buchstaben s fur I, m fir a und n flr b. Tabellen fur
dieses Testkriterium findet man aber auch bei Morrison (1967) und Timm
(1975).

5.4 Hotelling-Lawley Spur Kriterium

Ein anderes Testkriterium, das auf Lawley (1938) und Hotelling (1951) zu-
rlckgeht, ist

I
(5.4.1) U= Spur [QuQ. 1= ) N,

i=1

wobei | = min (K,M) und A; der i-te Eigenwert der Matrix Q,Q,” ist. Pillai
(1960) hat die zentrale Verteilung dieser Statistik abgeleitet und tabelliert,
ebenfalls mit den Argumenten I, a und b (siehe Gleichungen 5.3.3 bis 5.3.5),
wobei Pillai auch hier die Buchstaben s fur I, m fur a und n fur B benutzt.
Auch bei Timm (1975) findet man eine Tabelle fUr diese Statistik.
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5.5 PFillai-Bartlett Spur Kriterium

Ein weiteres Testkriterium, das Pillai-Bartlett-Spur-Kriterium, ist definiert als
I

(5.5.1) V=1-Spur [Qc(Qn+ Q)7 1= ) (1 — ),
i=1

wobei | = min (K,M) und %; der i-te Eigenwert der Matrix Q, (Qh + Q)" ist.
Eine ausfuhrliche Tabelle dieser Statistik findet man in Mijares (1964). Weni-
ger umfangreiche Tabellen sind in Pillai (1960), Pillai und Jayachandran (1967,
1970), Pillai und Mijares (1959) sowie Timm (1975) abgedruckt.

Pillai (1960, S. 19) hat auRBerdem eine F-Approximation von V angegeben,
namlich
(N-R—-K+I) -V

T - (1I-V) ’

(5.5.2) F =
wobei T = max (K,M). Diese Statistik ist anndhernd zentral F-verteilt mit J . T
und | . (N-R-K+I) Freiheitsgraden.

Nach Olson (1976, S. 584) ist diese Approximation hinreichend genau und nur
bei kleinen Freiheitsgraden leicht konservativ.

5.6 Einfache Konfidenzintervalle

In diesem Abschnitt werden einfache Konfidenzintervalle behandelt, im Un-
terschied zu simultanen, Uber welche z.B. Gabriel (1968, 1969 a, b) informiert.

5.6.1 Konfidenzintervall fir einen Parameter

Aus den in Abschnitt 5.1 aufgefuhrten Annahmen folgt, dafl3

(5.6.1) PBo B Ny

VV(Bsp)

mit Erwartungswert Null und Varianz Eins normalverteilt ist, wobei die Va-
rianz V(B,,) das g-te Element der Hauptdiagonalen der Kovarianzmatrix

(5.6.2) CP,.B,) = o2 (X'X)!

(siehe Gleichung 4.5.5) ist (vgl. z.B. Searle, 1971, S. 107). AufRerdem folgt aus
diesen Annahmen, daf}

(5.6.3) P =B t(N—R)
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t-verteilt ist mit N-R Freiheit§graden, wobei R de( Rang der Matrix X ist und
V(qu) der Schatzer von V(B,,). Den Schatzer V(qu) erhalten wir als g-tes
Element der Hauptdiagonalen von

(5.6.4) CB,.8,) = 62 (X'X)",

P

wobei &;, das p-te diagonale Element der Matrix ) (siehe Gleichung 4.5.8) ist.

Ein Konfidenzintervall fur qu konstruieren wir auf folgende Weise: Es sei
* t(N-R, a/2) der untere bzw. der obere Punkt der t-Verteilung, fir welche

(5.6.5) P[-t(N-R,a/2) =t = t(N-R, 0/2)] =1 — «
die Wahrscheinlichkeit ist, dall ein t-verteilter Wert in dem angegebenen Inter-

vall liegt. Wendet man dies auf 5.6.3 an, so erhalt man

By — B
(5.6.6) P[-t(N-R, /2) = 2 _P®_ < ¢N-R, 0/2)] = 1 — o.
VV(Bqp)

Daraus ergeben sich die Grenzen des symmetrischen Konfidenzintervalles

(5.6.7) B — tN-R, 0/2) VV(B,,) < B =
< By + UN-R, a/2) VV(B,,)

fur den unbekannten Parameter Bgp, in dem der Parameter 3¢, mit Wahrschein-
lichkeit 1 - a liegt.

Entsprechend kann auch fur jede Linearkombination c’ﬁp der Koeffizienten
eines Vektors Bp (das ist eine Spalte der Q x P-Parametermatrix B) ein Konfi-
denzintervall angegeben werden, dessen Grenzen wir durch

(5.6.8) ¢'f, £ t(N-R, a/2) - VV('B,) ,
finden, wobei

(5.6.9) V(e'B,) = 62/ (X'X)" ¢

(siehe Gleichung 5.6.4).

Dabei kann ¢’ z.B. eine Zeile der Matrix C der allgemeinen multivariaten
linearen Hypothese H, : ¥ = CBA = A sein, oder auch eine Zeile x, in der
Matrix X des Modells E(Y) = XB. Im letzteren Fall ergibt 5.6.8 ein
Konfidenzintervall far den Erwartungswert

(5.6.10) E(ap) = E(xq By)

des vorhergesagten Wertes J,, der Beobachtungseinheit n auf der Variablen y,,
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5.6.2 Konfidenzintervall far Realisationen einer abhangigen Variablen y,

Von grofRerem Interesse durfte allerdings sein, in welchem Intervall eine Reali-
sation der Beobachtungseinheit n in der abhéngigen Variablen y;, liegt. Dieses
Konfidenzintervall wird nach den folgenden Uberlegungen konstruiert. Man
geht aus von der Differenz

(5.6.11) FVop — Ynp = Pnp — (XaBp + €np)s
welche die Varianz
(5612) V@np - ynp) = V(J;np) + V(enp)

hat, da x,B, eine Konstante und C(y,,, €,,) = 0 ist. Die stochastische Variable

(5.6.13) op = Yop = EQup=Inp) _ Jop = Jep  _ yN_g)
V V@np'—ynp) \ V@np—ynp)

ist wiederum t-verteilt mit N-R Freiheitsgraden, wobei N die Anzahl der
Beobachtungseinheiten und R der Rang der Matrix X ist.

Analog zu dem oben flr qu angestellten Uberlegungen (siehe Gleichung 5.6.7)
erhalten wir wieder

yAn — Yn
(5.6.14) Pl-t(N-R,a/2) = =2_-F <4+ ¢{(N-R,a/2)|=1-a.
l: v V@np_ynp) ]

Daraus ergibt sich das symmetrische Konfidenzintervall
(5.6.15) Inp — tN=R, 0/2) - VV(Grp = Yip) < Yop =
= Jup + t(N-R, 0/2) - VV(H,,, — Ynp)s

in dem mit Wahrscheinlichkeit 1 - o eine Realisation von y,, (ein noch unbe-
obachteter Wert der Beobachtungseinheit n auf der p-ten abhangigen Varia-
blen) liegt.

Die dazu benétigte Varianzschatzung finden wir gemall der Gleichung 5.6.12,
wobei wir V()?np) nach Gleichung 5.6.9 (mit ¢’ = x,) schatzen und V(e,;) durch
6;, dem p-ten Element der Diagonalmatrix X (siehe Gleichung 4.5.8), als

(5.6.16) VGap = Yop) = 62 [1 + x, (X'X)™" x/,].
P P P
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5.7 Praktische Signifikanz

Der in Abschnitt 2.2 (Gleichung 2.2.24) angegebene multivariate Determina-
tionskoeffizient kann als praktisches SignifikanzmaR dienen und, falls C 1 = 0,
T’A =0 und A = 0 sind mit 1 bzw. 1’ als ,,passenden® Einheitsvektoren,
durch

Spur[Qu Qr']

(5.7.1) R} = P

geschatzt werden, mit der Hypothesenquadratsummenmatrix
(5.7.2) Qu = (CBA — A) [C(X'X)C']"! (CBA — A)

und der Totalquadratsummenmatrix

(5.7.3) Qr = (YA — YA) (YA — YA) = A'Y'YA — A'Y'YA,
wobei

5.7.4 Y= L 11Y

(5.7.4) =N

eine NxP-Matrix ist, welche in jeder Zeile die Gesamtmittelwerte der P ab-
héngigen Variablen Uber alle N Beobachtungseinheiten als Komponenten ent-
hélt. 1 bezeichnet dabei den Einheitsspaltenvektor, der aus N Einsen besteht.

R} - 100% gibt bei konstant gehaltenem A = | an, wieviel Varianzprozente
der abhéngigen Variablen durch die Variationsquelle, auf welche sich die be-
treffende Hypothese bezieht, determiniert sind. Man beachte, dall man mit A
# | in der multivariaten allgemeinen linearen Hypothese CBA - A = 0 einen
neuen Vektor abhangiger Variablen

(5.7.5) w=yA

bildet.

5.8 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden vier Kriterien flr multivariate Signifikanztests
dargestellt, die alle invariant bezuglich linearer Transformationen der Aus-
gangsdaten sind. Im Gegensatz zum univariaten Fall, in dem der F-Test der
gleichmalig beste (uniformly most powerful) ist, gibt es im multivariaten Fall
keine Teststatistik mit dieser Optimalitatseigenschaft. Statt dessen hangt die
Teststdrke der Kriterien davon ab, ob sich die Mittelwerteunterschiede zwi-
schen den Gruppen auf eine Dimension konzentrieren (,,concentrated noncen-
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trality structure® (Olson, 1976, S. 581)) oder ob sie Uber mehrere Dimensio-
nen der abhangigen Variablen verstreut (,,diffuse noncentrality structure”,
ebenda) sind. Im ersten Fall ist Roys Kriterium 6 des grofiten Eigenwertes
und im letzten Fall das Pillai-Bartlett-Spur-Kriterium V die Statistik mit der
grofiten Teststérke. Fir eine ausfuhrlichere Diskussion verweisen wir auf OI-
son (1976) und Stevens (1979).

Ein Signifikanztest sollte immer von der Berechnung eines Malles der Effekt-
grofle begleitet sein. Bredenkamp (1970) diskutiert univariate ,,Mal3e der prak-
tischen Signifikanz“. Fur den multivariaten Fall gaben wir den multivariaten
Determinationskoeffizienten als praktisches Signifikanzmall an, welcher auf
den Uberlegungen von Cramer und Nicewander (1979), Shaffer und Gillo
(1974) sowie Stevens (1972) beruht. Die erdrterten Konfidenzintervalle fur die
Modellparameter und fir prédizierte Werte der abhéngigen Variablen liefern
nltzliche Informationen zur Bemessung der statistischen Bedeutsamkeit von
Zusammenhangen und Unterschieden, die sich in den Modellparametern qu
niederschlagen.

Weiterfihrende Literatur: Die multivariaten Testkriterien werden in den Standardwer-
ken zur multivariaten Analyse dargestellt (vgl. z.B. Bock, 1975, Finn, 1974, oder
Timm, 1975). Eine wichtige Ergdnzung zu Signifikanztests sind Verfahren multipler
Vergleiche. Wir verweisen dazu auf die Monographie von Miller (1966) sowie auf
Carmer und Swanson (1973), Einot und Gabriel (1975), Gabriel (1964, 1969ab), Ga-
rnes (1971ab, 1973), Petrinovich und Hardyck (1969), Ryan (1959) und Scheffé (1953).
Ein nitzlicher Sammelband fur ale mit der Varianzanayse zusammenhéngenden Pro-
bleme ist Krishnaiah (1980).
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4. Kapitel
Regressons- und kanonische Anayse
Werner Schub6, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Im Rahmen des allgemeinen linearen Modells ist das Ziel der Regressions- und
kanonischen Analyse, Zusammenhdnge zwischen quantitativen Variablen zu
beschreiben und inferenzstatistisch zu deuten. Die Regressionsanalyse be-
schéftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen einer einfachen Variablen und
einer Gruppe von Variablen. Die kanonische Analyse beschreibt hingegen den
Zusammenhang zwischen zwei Gruppen von Variablen und kann als multiva-

Regressionsanalyse Kanonische Analyse
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Abb. 1: Die Struktur der Beziehungen bei Regressionsanalyse, kanonischer Analyse
und verallgemeinerter kanonischer Analyse.




Regressions- und kanonische Analyse 207

riate Verallgemeinerung der Regressionsanalyse aufgefalit werden. Die kano-
nische Analyse selbst wiederum wird zur kanonischen Analyse fur mehrere
Variablengruppen verallgemeinert (s. Abb. 1).

Entsprechend der unterschiedlichen Komplexitat einzelner Fragestellungen
variieren auch die Anforderungen an die Einsatzbereitschaft und die mathema-
tisch-statistischen Vorkenntnisse des Lesers betrachtlich. Da in diesem Beitrag
eine systematische Ubersicht Ulber das behandelte Gebiet gegeben werden soll,
lassen sich schwerer lesbare Passagen nicht vermeiden. Es werden hauptsach-
lich die Voraussetzungen und Ergebnisse der statistischen Ansdtze bespro-
chen; was die mathematischen Ableitungen betrifft, begnigen wir uns mit
Literaturhinweisen.

Im Kap. 1 (Regressionsanalyse) wird wohl der Abschnitt 1.8 (Modelle mit
Fehlern in den Pradiktoren) am schwierigsten sein. Die Abschnitte 1.10 (Sup-
pression und Kollinearitat), 1.11 (Schrittweise Regression) und 1.12 (Teststar-
ke) enthalten nicht nur in der Darstellung, sondern auch im Inhalt bisher nicht
beachtete und teils auch nicht bekannte Gesichtspunkte zur Anlage und Inter-
pretation von Regressionsanalysen; sie sind deswegen bewulf3t besonders leicht
lesbar abgefalit.

Das Kap. 2 (Kanonische Analyse) wird vor allem im Abschnitt 2.6 (Kanoni-
sche Analyse fur mehrere Variablengruppen) recht komplex. Als Strategie fur
mathematisch weniger bewanderte Leser sei vorgeschlagen, bei der ersten Lek-
ture alle nicht unmittelbar verstandlichen Formeln zu ignorieren und nur die
eingestreuten inhaltlichen Betrachtungen zur Kenntnis zu nehmen. Wie auch
in anderen Gebieten der Statistik ist bei diesen Kapiteln nicht zuletzt wegen
des mathematischen Aufwandes ein intensives Studium erforderlich, um die
hier dargestellten Methoden auch in der Praxis sinnvoll einsetzen zu kdénnen.

Zur Notation sei angemerkt, dal} Zufallsvariablen und Realisationen von Zu-
fallsvariablen gleich bezeichnet werden, wobei aus der sprachlichen Formulie-
rung des zugehorigen Textes hervorgeht, was gemeint ist. Vektoren werden
durch kleine fette Buchstaben, Matrizen durch groRRe fette Buchstaben symbo-
lisiert, wahrend skalare Grofen (Merkmale, Zufallsgroffen und Konstanten)
im normalen, mageren Druck erscheinen. Tritt eine Matrix oder ein Vektor als
Index auf, so unterbleibt der Fettdruck.

1. Regressionsanalyse

Zunéchst werde die Gliederung des Kapitels erlautert. Ausgangspunkt ist die
beschreibende lineare Regression, die unmittelbar fir den multiplen Fall mit
mehreren Pradiktoren formuliert wird. In Abschnitt 1.2 wird ein allgemeines
Modell fur nichtstochastische Pradiktoren eingefuhrt, das den Rahmen fur die
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Kapitel 1.3 bis 1.6 und 1.12 absteckt. In Kap. 1.3 und 1.4 werden beste
Schatzungen fur unbekannte GréRen des Modells und beste Prognosen fur
zukUnftige Werte im Kriterium angegeben. Dies umfalit sowohl Punkt- als
auch Bereichsschatzungen. In Kap. 1.5 stellen wir statistische Tests zur Pri-
fung von Hypothesen Uber das Modell vor. Darauf folgt ein Abschnitt, der die
Ridge-Regression als eine Moglichkeit beschreibt, im Falle angendherter Kolli-
nearitdt der Pradiktoren die Regressionskoeffizienten des Modells zuverlassi-
ger zu schatzen. Wéhrend Kap. 1.2 ein Modell fir nichtstochastische Pradik-
toren enthalt, wird in Kap. 1.7 das entsprechende Modell fur Pradiktoren
formuliert, die selbst Zufallsvariablen sind. Mit fehlerhaft gemessenen Pradik-
toren beschaftigt sich Kap. 1.8. Als eine Anwendung des allgemeinen Ansatzes
aus Kap. 1.2 enthdlt Kap. 1.9 Hinweise auf die regressionsanalytische Behand-
lung von Zeitreihen. Hauptséchlich praktische Probleme bei der Planung und
Interpretation von regressionsanalytischen Studien stehen bei den drei letzten
Abschnitten im Vordergrund.

Die hier nicht oder nicht ausflhrlich behandelten Themen sollen wenigstens
durch Literaturhinweise ersetzt werden. Dazu gehoren:

Interpretation einer Computerprogramm-Ausgabe (Nie et al., 1975, p. 358; Gaensslen
& Schubd, 1976, p. 319; Schuchart-Ficher et al., 1980, p. 49),

Dummy-Variablen als Prédiktoren zur regressionsanalytischen Berechnung einer Va-
rianzanalyse (Cohen & Cohen, 1975, p. 291-424; Gaensslen & Schubd, 1976, p.
147; Sievers, 1977),

Behandlung von Repeated Measurement Designs (Cohen & Cohen, 1975, p. 413;
Edwards, 1979, p. 117),

Regression mit qualitativen und quantitativen Variablen zur Skalierung (Young et al.,
1976),

Regression auf Polynome und trigonometrische Polynome (Cohen & Cohen, 1975,
p.213; Graybill, 1976, p. 302),

Nichtlineare Regression (Marquardt, 1963; Bard, 1974; Milliken & Grayhbill, 1970),

Monotone Regression (Carroll & Chang, 1964; Kruskal, 1971; de Leeuw, 1977; Sulz,
1980, p. 124),

Missing Data-Behandlung (Timm, 1970; Lésel & Wustenddrfer, 1974; Cohen &
Cohen, 1975; Frane, 1976),

Inverse Regression und Kalibrierung (Krutchkoff, 1967; Hoadley, 1970),
Stlckweise Regression (McGee & Carleton, 1970; Wainer, 1971),

Konfidenzbereiche fur Regressionskoeffizienten von nicht-ellipsoidischer Gestalt
(Bowden, 1970),

Eingeschrénkter Wertebereich als Nebenbedingung an die Regressionskoeffizienten
(Lovell & Prescott, 1970),

Regressionsmodelle fur die Sterbetafel-Analyse (Cox, 1972),
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Kontingenztafelanalyse im linearen Modell nach Grizzle, Starner und Koch und nach
Goodman (Kuchler, 1979, p. 154-255),

Kovarianzstrukturanalyse und partial least squares (Joreskog, 1973, 1977, 1978;
McDonald, 1974; Lohméller, 1979),

Pfadanalyse (Seibel & Nygreen, 1972; Vetter, 1972; Hummell & Ziegler, 1976) und

Anwendung der Regressionsanalyse zur Losung des Interpretationsproblems in der
mehrdimensionalen Skalierung und Faktorenanalyse (Gigerenzer, 1981, p. 338).

1.1 Beschreibende lineare Regression

Zunéchst soll nur rein beschreibend die lineare Regression in einer Gesamtheit
von Beobachtungen dargestellt werden. Es ist dabei nicht beabsichtigt, die
Regressionsbeziehung Uber die vorliegende Gesamtheit hinaus einer Grundge-
samtheit oder einem Modell zuzuordnen. Die hier dargestellte deskriptive
Regression versteht sich nur als eine lineare Approximation einer Gesamtheit
von Beobachtungen.

Wir gehen davon aus, daR von einer Variablen y und von weiteren K Variablen
X1, Xz, Xa. . ., Xk Jeweils N Messungen vorliegen. Die Variable y nennen wir das
Kriterium oder auch abh&ngige Variable, Regressand oder endogene Variable.
Die Variablen x;, X, Xs. . .Xx werden als Pradiktoren, unabhéngige Varia-
blen, Regressoren oder exogene Variablen bezeichnet.

In einem Beispiel aus der Wirtschaftspsychologie kdnnte etwa als Kriterium y
die Produktivitat oder auch die Dauer des Arbeitsverhéltnisses betrachtet wer-
den, deren Zusammenhang mit den Pradiktoren x,: Arbeitsbedingungen, Zu-
friedenheit mit dem Vorgesetzten, Bezahlung und Vielfaltigkeit der Tatigkeits-
bereiche untersucht werden koénnte. In einem Therapieexperiment zur Reduk-
tion des Rauchens kénnten als Kriterium y der tégliche Zigarettenkonsum und
als Pradiktoren x, die Variablen Arbeits-/Freizeittag, Ausmal} des eingesetzten
Treatments und schlieBlich die fortlaufende Nummer des Tages dienen. Im
letztgenannten Beispiel sind die Ergebniseinheiten oder Merkmalstrager die
verschiedenen Tage, an denen eine Person beobachtet wurde, wahrend im
ersten Beispiel die Variablen jeweils an verschiedenen Beschéftigten in Form
einer Querschnittsuntersuchung erhoben werden.

Bei der linearen Regression ist man bestrebt, den Zusammenhang zwischen
dem Kriterium y und den Pradiktoren X, X,,. . . Xk durch

y = BO+61X1+BZX2+ e +|3KXK

zu beschreiben. Wenn diese Beziehung zutreffen wirde, kénnte man mit ihrer
Hilfe bei gegebenen Werten der Pradiktoren und bei Kenntnis der fur die
Gesamtheit aller Beobachtungen konstanten Koeffizienten By, B4, . . . ,Bx ein-
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deutig die Werte des Kriteriums reproduzieren. In der Empirie ist es jedoch im
allgemeinen nicht mdoglich, die Werte des Kriteriums durch eine Funktion so
einfacher Bauart zu reproduzieren. Als Ausweg bieten sich daher zwei Mog-
lichkeiten an. Entweder man sucht eine kompliziertere Funktion, die eine
perfekte Reproduktion ermdglicht, oder man betrachtet die sich aus
Bo+ Bix; + ... + Pgxg ergebenden Werte als Approximation fur das Kriterium
y. Wir folgen hier dem zweiten Weg und schreiben fir diese Approximation
von y

oY) ¥ = BotBixi+Paxo+ ... +Prxk.

Verwenden wir also (1) als Approximation fiur das Kriterium, so ergibt sich als
Approximationsfehler (Residuum)

u=y—y.

Damit 1Bt sich der Zusammenhang zwischen dem Kriterium y, der Approxi-
mation ¥ und dem Approximationsfehler u auch schreiben als

) y = BotBixi +Box+ .. +Brxg+u.

Die Koeffizienten o, B1-- - - ,p sollen nun so bestimmt werden, daR die Ap-
proximation von y durch ¥ moglichst gut ist, oder, was dasselbe besagt, daR
der Approximationsfehler u mdglichst klein ist. Diese Aufgabe, deren L&sung
im Aufsuchen des Satzes von Koeffizienten besteht, wird in der numerischen
Mathematik als Ausgleichung bezeichnet. Eine Voraussetzung zur Losung ist,
daR genauer angegeben wird, was mit ,,mdglichst kleinen Fehlern“ gemeint
sein soll.

Man kénnte etwa fordern, dall der gréte Fehler u in der betrachteten Gesamt-
heit dem Betrage nach so klein wie maoglich sein soll. Dies fuhrt zum Problem
der Ausgleichung nach Tschebyscheff, die z.B. in Stiefel (1961, p. 47) auf
einfache Weise beschrieben ist. Die Losung kann durch die Simplex-Methode,
einen Algorithmus aus der linearen Programmierung, erfolgen. Dieser Ansatz
hat den Nachteil, daR spatestens dann erhebliche Schwierigkeiten auftauchen,
wenn inferenzstatistisch von Stichproben auf Grundgesamtheiten geschlossen
werden soll.

Die bislang am weitesten verbreitete und in ihren Folgen am besten untersuch-
te Forderung ist, die Summe der quadrierten Fehler als Mal} der Gulte einer
Approximation heranzuziehen. Diese Forderung wird Prinzip der kleinsten
Quadrate oder Minimum-Quadrat-Prinzip (MQ-Prinzip, LS-Prinzip) ge-
nannt und soll auch hier im Vordergrund stehen. Einerseits ist sie rechentech-
nisch leichter zu handhaben, und andererseits ist sie fur inferenzstatistische
SchlUsse besser geeignet.
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Zur Formulierung des Minimum-Quadrat-Prinzips soll zunéachst eine Uber-
sichtliche Schreibweise in Form von Vektoren und Matrizen eingeftihrt wer-
den. Beispielsweise schreiben wir fur die Werte der Variablen y bzw. u bzw. x,
in einer (stets als endlich angenommenen) Gesamtheit vom Umfang N

S

Y1 Uy X1k
y=ly:| bzw.u = | u, | bzw. x, = | xx
YN | uN XNk
Der Satz von Koeffizienten fo, B4, . . .,fx bildet den Spaltenvektor
Bo |
B= §1 .
Bx |

Fassen wir die Vektoren x, als Spalten einer Matrix auf, so erhalten wir die
Matrix X der Pradiktorwerte

X10 X1 X1K
_ _ X0  X21 XK
X = (Xgy Xqy.-0XK) = .
. . . b
XNo XN1 - -+ XNK

wobei die Variable x, als Multiplikator zu B, zugunsten einer einheitlichen
Schreibweise eingefiihrt wurde und stets den Wert 1 hat.

Mit dieser Schreibweise wird aus dem linearen Ansatz (2)

(3) y = Xp + u.

Aus (1) wird

(4) y = XB.

Die Werte der Restvariablen u ergeben sich dementsprechend als
) u=y-y=y-Xp

Das Prinzip der kleinsten Quadrate &Rt sich nun als

(6) SPB) =vu=yy—2yXp + p'X'Xp =Minimum
formulieren.

S(B) ist die Summe der quadrierten Werte der Restvariablen. Die Summe hangt
von R ab, was durch die Angabe von R in Klammern hervorgehoben wird.
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Nattrlich hangt die Summe auch von den Werten y, fir n = 1, 2,. . ,N und X
fur k =1, 2.. . Kund n =1, 2. .. N in der Gesamtheit ab; diese Werte
betrachten wir fur die Minimierungsaufgabe jedoch als fest, weshalb ihr Ein-
fluB auf die Summe S nicht dokumentiert werden soll.

Es 14t sich zeigen, daR notwendige und hinreichende Bedingungen fir die
Werte des Vektors 8 mit minimaler Fehlerquadratsumme S(R) die sog. Nor-
malgleichungen

@ X'Xp = X'y

sind. DaB diese Normalgleichungen fiur (6) notwendige Bedingungen sind,
wird in beinahe allen einschldgigen Lehrbiichern (z.B. Johnston, 1963, p. 11,
109; Draper & Smith, 1966, p. 10, 59; Gaensslen & Schubd, 1976, p. 299;
Haagen & Pertler, 1976, p. 70; Hummell & Ziegler, 1976, p.40, 46; Moos-
brugger, 1978, p. 51, 59; Edwards, 1979, p. 13, 40; Kichler, 1979, p. 77)
gezeigt. Eine vollstdndige Darstellung erfordert aber auch den Nachweis, dafl}
jede Losung von (7) auch die Minimum-Quadrat-Forderung (6) erfullt (siehe
z.B. Schénfeld, 1969, p. 30; Wonnacott & Wonnacott, 1970, p. 13; Theil,
1971, p. 34; Rao, 1973, p. 180; Schneeweil}, 1974, p. 43; Graybill, 1976,
p. 174, 343; Schach & Schéfer, 1978, p. 12).

Fur die Normalgleichungen (7) gibt es stets wenigstens einen L&sungsvektor,
dessen Komponenten dann Regressionskoeffizienten heiBen. Wenn die Matrix
X’X nichtsingulér (invertierbar, von vollem Rang) ist, gibt es genau eine L0&-
sung

(8) B=X"y
mit
X*= (X'X) X"

Dies ist fur empirische Daten gewdhnlich der Fall.

Es gibt jedoch zwei Situationen, in denen die Matrix X'X im ,,wissenschaftli-

chen Alltag” singular werden kann:

1. Die Anzahl der Beobachtungen N ist zu klein; sie ist nicht gréRer als die
Anzahl der Pradiktoren K.

2. Es besteht ein exakter linearer Zusammenhang eines Prédiktors mit anderen
Pradiktoren. Wenn etwa eine gemessene Variable x, konstant ist, besteht ein
linearer Zusammenhang zu x,. Auch wenn x, der summative Gesamtwert
aus den Pradiktoren x;, X, und X, ist, besteht eine derartige lineare Abhé&n-
gigkeit.

Wenn die Matrix X’X singulér ist, gibt es unendlich viele Losungen der Nor-
malgleichungen, die alle zur gleichen minimalen Quadratsumme S(R) fuhren.
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Dies kann sich so auswirken, dalR ein oder mehrere Regressionskoeffizienten
(Anzahl entspricht dem Rangdefekt) frei wahlbar sind; in der Regel kann
jedoch die Vielfalt der Lésungen nicht so einfach angegeben werden. Wird die
Regressionsanalyse durch ein Computerprogramm ausgefuhrt, &uBert sich die
Singularitéat der Matrix durch einen Abbruch der Berechnungen mit der Feh-
lermeldung ,,Division durch Null“ oder ,,Determinante ist Null“, da in den
Programmen keine Vorsorge flr eine derartige Datenkonstellation getroffen
ist. Im allgemeinen wird man dann einige Pradiktoren ausschlieBen, um we-
nigstens flr eine abgewandelte Regressionsaufgabe eine Ldsung zu erhalten.
Spéater werden wir unter den Stichwértern Kollinearitdat und Ridge-Regression
noch auf &hnliche Situationen zurickkommen, wo X’X nur ,beinahe* singuléar
ist; ansonsten soll in Zukunft der in diesem Absatz besprochene Fall ausge-
schlossen sein.

Verwendet man im linearen Beschreibungsmodell (3) die Ldsung (8) fur R
aufgrund der Minimum-Quadrat-Forderung (6), lassen sich eine Reihe von
Eigenschaften der Restvariablen u ableiten, ohne daR zusatzliche Annahmen
notwendig sind.

So sind die Produktsummen der Residuen mit jeder Pradiktorvariablen Null
(9) X'u = 0,

woraus sich spezieller ergibt, dall der Mittelwert der Fehlervariablen Null ist,
und dal} die empirischen Kovarianzen zwischen der Fehlervariablen und allen
Pradiktorvariablen verschwinden:

(10) u=20
(11) Su, = O furallek =1,...,K.

uxy

Eine weitere Folge von (9) ist

(12) yu=0,

weshalb die Kovarianz zwischen der Approximation ¥ und der Fehlervariablen
Null ist. Weiterhin gilt die wichtige Zerlegung

(13) yy=39'y +u'u
die auch in Form empirischer Varianzen geschrieben werden kann
(14) Szy = Sz; + Szu.

Hieraus &Rt sich die Interpretation des Bestimmtheitsmalies

(15) RP= —=1-—
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als MaR der Anpassungsgite ablesen; es liegt um so naher bei 1, je kleiner die
Fehlerwerte sind, wahrend es sich bei groRem Fehleranteil der Zahl Null
nahert.

Obwohl im Rahmen der beschreibenden Regression noch eine Reihe wichtiger
Themen wie polynomische Regression, Bedeutung einzelner Préadiktoren usw.
besprochen werden koénnte, sollen zun&chst die Populationsmodelle fur infe-
renzstatistische Aufgaben dargestellt werden, um den Zusammenhang der Ar-
gumentation nicht durch zu viele Einzelheiten zu verwischen.

1.2 Das allgemeine regressionsanaytische Modell

Bei den meisten Anwendungen der Regression méchte man zu Aussagen kom-
men, die Uber die konkrete Stichprobe hinausreichen. In den anfangs erwéhn-
ten Beispielen interessiert eher der Zusammenhang zwischen der Produktivitét
y und den Prédiktoren Arbeitsbedingungen, Zufriedenheit usw. bei zuklnftig
Beschaftigten bzw. das AusmaB des Rauchens bei zuklnftiger Anwendung
von Treatments als die Zusammenhange in der Stichprobe. Dies entspricht der
Situation von Galileo Galilei, der 1604 sein Fallgesetz v = gs mit einem univer-
sellen Anspruch auch fur zukinftig fallende Massen aufstellte. Die Form des
Fallgesetzes sowie die né&here Kennzeichnung der Umsténde, unter denen es
zutreffen soll, bilden ein Populationsmodell (= Satz von Oberhypothesen) mit
dem freien Parameter Fallbeschleunigung g, der dann durch einige Beobach-
tungen naher eingegrenzt werden kann. Das Populationsmodell sollte natir-
lich auch durch Beobachtungen begriindet und Uberprift werden. Obwohl wir
vornehmlich Aussagen Uber Parameter des Modells treffen wollen, werden wir
auch einige Moglichkeiten zur Uberpriifung des Modells kennenlernen. (bri-
gens erwies sich auch Galileis urspriingliches Modell als revisionsbedirftig, da
es dem spater allgemein verwendeten Fallgesetz v = gt unterlegen war. Aul3er
dem in diesem Kapitel einzufihrenden regressionsanalytischen Modell wird in
Kap. 1.7 noch das korrelationsanalytische Modell vorgestellt.

Fir die Formulierung der Populationsmodelle wird auf den Begriff der Zu-
fallsvariablen mit zugehorigen Verteilungsfunktionen (2. B. Haagen & Pertler,
1976, p. 169) zuruckgegriffen. Wir wollen nédmlich annehmen, daR die Beob-
achtungen in Stichproben als Realisierungen von Zufallsvariablen aufgefalt
werden konnen.

Das allgemeine regressionsanalytische Modell (general linear model, GLS-Mo-
dell) umfalt folgende Annahmen:
(A1) Es besteht die Beziehung

y =Xp + n,

wobei X eine Nx(K+1)-Matrix von festen, beobachtbaren
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Werten, B ein Vektor von festen, unbekannten Parametern mit
K+ 1 Komponenten,

y ein Vektor von N beobachtbaren ZufallsgroRen und

u ein Vektor von N unbeobachtbaren Zufallsgréflen sind.

(A2) Die Matrix X ist vom Rang K + 1

(A3) Der Erwartungswert von u ist der Nullvektor: Eu = 0

(A4) Die Kovarianzmatrix X,, zu u existiert und ist nichtsingulér.
.. 1aRt sich als X, = 0’V mit ¢° = ﬁ Spur X, darstellen.

(A5) Der Vektor u ist N-dimensional normalverteilt.

Diese Annahmen bedurfen der Erlauterung.

In Al wird die Art der in der Regression beteiligten GroRen und ihr Zusam-
menhang eingefuhrt. Jede der N Zeilen von X umfat die K + 1 Werte der
Pradiktorvariablen eines Merkmalstrégers. Ein Merkmalstrager zur Zeile n soll
eine Ziehung aus der Grundgesamtheit der Merkmalstrdger zu den zugehori-
gen festen Werten X,o, Xn1, - - - Xnk der Pradiktorvariablen sein. Mit der Grund-
gesamtheit von Merkmalstrdgern ist zugleich eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der n-ten Komponente y, der Kriteriumsvariablen durch die n-te Kom-
ponente u, der Fehlervariablen verkntpft. Die Realisierungen von y, und u,
und damit auch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilungen unterscheiden sich nur
additiv durch den festen Wert der n-ten Kompenente (Xf),..

Eine wichtige Konsequenz der Annahme, dal? die Werte von X fest sind, ist,
dal? sich die Interpretation der Wahrscheinlichkeiten als relative Haufigkeiten
fur sehr groBe Anzahlen von Versuchswiederholungen auf wiederholte Zie-
hungen zu denselben Pradiktorwerten stitzt. Das bedeutet allerdings nicht,
daR sich Inferenzen nur auf die betrachteten Prédiktorwerte beziehen kdnnen;
Inferenzen sind stets in dem Bereich von Pradiktorwerten mdoglich, in dem die
Modellannahmen gultig sind (Graybill, 1976, p. 147). Die Annahme fester
Werte in X verlangt vor allem, dal? die Pradiktoren fehlerfrei gemessen wer-
den. Bei kontinuierlichen Pradiktorvariablen ist diese Forderung naturlich nie
erfullbar, weshalb man sich dort mit der Annahme kleiner relativer MeRfehler
zufrieden geben muf; inferenzstatistische Schlisse bleiben dann nur noch né&-
herungsweise gultig.

Durch die Annahme A2 wird lediglich der unbequeme Fall der Nicht-ldentifi-
zierbarkeit des Vektors B ausgeschlossen. Ware X nicht vom Rang K + 1, gébe
es beliebig viele verschiedene Vektoren B, die unter sonst gleichen Umstdnden
zu derselben Verteilung des Zufallsvektors y fuhren. A2 ist der Forderung
gleichwertig, daR X’X nichtsinguléar ist. Die Forderung kann immer durch
Umorganisation der Pradiktorvariablen und Verkleinerung ihrer Anzahl er-
fullt werden, ohne dafll der Erklarungswert der Pradiktoren geschmélert
wurde.
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Die Annahme A3 besagt, daR flr jede betrachtete Konstellation der Pradiktor-
werte der Erwartungswert (,,long-run-Mittelwert*) der Fehlervariablen Null
ist, was damit gleichwertig ist, dall der Erwartungswert der Kriteriumsvaria-
blen

(16) Ey = XB

linear durch die Pradiktoren bestimmt ist. Es besteht eine Ahnlichkeit von A3
mit der Eigenschaft (10) der Minimum-Quadrat-Methode, daR der Mittelwert
des Approximationsfehlers verschwindet. Eine spezielle Minimum-Quadrat-
Forderung bendétigt man wegen Annahme A3 nicht.

In Annahme A4 wird zunachst lediglich festgelegt, dal die Varianzen der
Fehlerwerte und ihre Kovarianzen zu verschiedenen Pradiktorkombina-
tionen existieren. Damit werden z.B. Autokorrelationen der Fehlerwerte
cov (u,, Um) # 0 fur n # m oder Heterogenitat der Fehlervarianzen
var u, # var u, fur n #¥ m zugelassen. Weil manchmal zwar die absoluten
GroRen der Varianzen und Kovarianzen unbekannt, aber ihre Verhéltnisse
untereinander bekannt sind, wird meist die Kovarianzmatrix in die Faktoren
o’ und V zerlegt. Wir behandeln hier nur den Fall, daR V nichtsingular ist
(sonst s. Theil, 1971, p. 274). Man fordert dann, dalR die NxN-Matrix V
bekannt sein muB, wahrend o als einzelner unbekannter Parameter geschatzt
wird. Beispielsweise wird im klassischen regressionsanalytischen Modell (ordi-
nary least squares model, OLS-Modell), das die meisten Computerprogramme
zur Regression voraussetzen, als Matrix V die Einheitsmatrix | vorausgesetzt:

(K4) . = o,
was Unkorreliertheit der Fehlervariablen und
Varianzhomogenitat (Homoskedastizitat) bedeutet.

Das klassische regressionsanalytische Modell ist also ein Spezialfall des allge-
meinen regressionsanalytischen Modells.

Die Annahme A5 schlielllich flgt eine Voraussetzung Uber die Form der Ver-
teilung der Kriteriumsvariablen fur feste Pradiktorwerte hinzu. Diese Annah-
me ist fur die Beurteilung der Eigenschaften der noch zu besprechenden
Schétzfunktionen nicht erforderlich, sondern wird erst bei der Konstruktion
von Konfidenzbereichen und statistischen Tests benétigt. Allerdings wird fir
Schatzer nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip (ML-Prinzip) (z.B. Schén-
feld, 1969, p. 110; Graybill, 1976, p. 75) bereits bei der Konstruktion des
Schatzers der Typ der Wahrscheinlichkeitsverteilung von u vorausgesetzt, wo-
bei wir annehmen, dal? die Wahrscheinlichkeitsverteilung parametrisierbar ist.
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1.3 Die Schéatzung der Parameter im allgemeinen regressionsana-
lytischen Modell

Wenn man weil}, dal ein allgemeines regressionsanalytisches Modell mit den
Annahmen Al bis A4 vorliegt, und wenn eine Stichprobe vom Umfang N mit
den Pradiktorwerten X und den Kriteriumswerten y vorliegt, dann besteht die
Aufgabe darin, die noch unbekannten Parameter B und o? einzugrenzen. Die
Matrix V aus A4 sei bekannt. Zunachst sollen Punktschiatzungen und ihre
Eigenschaften angegeben werden.

Der beste (effiziente, kleinste Varianz) lineare erwartungstreue (kein Bias)
Schatzer fur R, den man ohne a priori-Information tber R oder o®> gewinnen
kann (Seifert, 1975, p. 44), ist

a7 p= (X'V'X) X'V,

der sog. GLS-Schatzer (generalized least squares estimator). Wenn die Voraus-
setzung der Normalverteilung A5 hinzugenommen wird, ist dieser Schéatzer
sogar in der Klasse der erwartungstreuen Schéatzer (linear oder nichtlinear)
effizient (Theil, 1971, p. 390). Unter dieser Voraussetzung ist 8 zugleich auch
der Maximum-Likelihood-Schétzer.

Wendet man das Minimum-Quadrat-Prinzip auf die Daten der Stichprobe an,
dann erhélt man entsprechend Gleichung (8) den sogenannten OLS-Schatzer
(ordinavy least squares estimator):

(18) b= XXXy,

der unter der zusatzlichen Annahme K4 des klassischen regressionsanalyti-
schen Modells dem GLS-Schéatzer gleich ist. Auch der OLS-Schatzer ist ein
linearer erwartungstreuer Schatzer (Johnston, 1963, p. 188), der aber nur im
klassischen regressionsanalytischen Modell kleinste Varianz hat. Der Effi-
zienzverlust im allgemeinen regressionsanalytischen Modell ist fir Punkt-
schatzungen jedoch nicht groR (Wonnacott & Wonnacott, 1970, p. 334), so
dal? die Verwendung des OLS-Schatzers vertretbar scheint.

tibrigens kann auch der GLS-Schatzer B im allgemeinen regressionsanalyti-
schen Modell nach einem abgewandelten Minimum-Quadrat-Prinzip konstru-
iert werden. Man erhélt ihn, indem man das Minimum von

K
=V y-H= 2 2 G =5 (V7

k=1 =1

mit § = Xp
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far B sucht. Deshalb wird der GLS-Schatzer haufig auch als WLS-Schéatzer
(weighted least squares) bezeichnet. y ist die Schatzung des Erwartungswertes
Ey = XB.

Ein erwartungstreuer quadratischer (z.B. Schonfeld, 1969, p. 67) Schéatzer fur
o? ist

A2

1 I A
(19) 6= xwg=1 OV y—9)
oder gleichwertig

1
8 = <= Y (VS VIXE VX)XV Yy

Dieser Schéatzer ist unter der zusatzlichen Annahme der Normalverteilung A5
effizient in der Klasse der erwartungstreuen quadratischen Schatzer. Der ML-
Schatzer fiir o weicht von (19) etwas ab, ist allerdings auch nicht erwartungs-
treu. Im klassischen regressionsanalytischnen Modell entfallt V' (= Einheits-
matrix), und &? ist die Schatzung der Stdrvarianz.

Durch eine Bereichsschatzung wird ein Bereich um die Punktschatzung ange-
geben, der mit der Wahrscheinlichkeit I-a den zu schatzenden Parameter
enthalt (Haagen & Seifert, 1979, p. 140). Die Wahrscheinlichkeit a, daR der
Bereich den Parameter nicht Uberdeckt, wird Irrtumswahrscheinlichkeit ge-
nannt. Der Konfidenzbereich wird aufgrund der Werte des Zufallsvektors y
festgelegt und ist insofern von der Realisierung der Zufallsvariablen abhangig.
Aus der Bereichsschatzung kann auch ein statistischer Test zur Prifung einer
Hypothese Uber den Parameter abgeleitet werden.

Zunéchst sollen Bereichsschatzungen fur die Regressionskoeffizienten R einge-
fuhrt werden. Um das Spektrum der Anwendungen zu vergroRBern, wird die
Bereichsschatzung allgemeiner flr beliebige Linearkombinationen

(20) y=1Lp
mit fester Mx(K+1)—Matrix L
mit M = K+1 und Rang L = M

durchgefuhrt. Die Matrix L wird auch als Kontrast bezeichnet. Setzt man die

Einheitsmatrix fur L ein, ist ¥ = B. Man weily Ubrigens (Seifert, 1975, p. 57),
daR die beste lineare erwartungstreue Schéatzung von ¥y durch

21) $=1§

aus dem GLS-Schatzer fur B berechnet werden kann.
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Als Konfidenzbereich fir ¥ zum Konfidenzgrad i—a wird der Bereich fur v
als

1

(Y= X' VIX)T'L) T (y=9) = Fo M,N-K~1)

konstruiert. Der angegebene Bereich ist im allgemeinen das Innere eines
M-dimensionalen Ellipsoids mit Mittelpunkt %, fur den Fall nur einer einkom-
ponentigen Linearkombination ergibt sich ein Intervall. Ein wichtiger Spezial-
fall ist das Konfidenzintervall fur einen einzelnen Regressionskoeffizienten Bg
im klassischen regressionsanalytischen Modell (V = 1), das man durch den
Ansatz L = (0,0 ,.., 0,1,0 ,..., 0) erhalt:

-b 2
(23) (_Bk‘olz)—k)— < Fy(1, N-K~1)

mit 6§, = 0° [(X'X) ik 3

die GroRe \/c‘;ﬁk wird bei Computerprogrammen zur Regression unter dem
Titel Standardfehler des Regressionskoeffizienten ausgedruckt. Eine Bereichs-
schatzung fur den Parameter 0%, der im Klassischen Regressionsmodell die
Varianz der Fehlervariablen uy ist, kann bei einem Signifikanzniveau von a
durch
(N—K—1) &*
Xi-an(N—K—1)

(N—K-1) &*
Xa2(N—K—1)

IA
QN
A

angegeben werden (SchneeweiR, 1974, p. 65, 111).

1.4 Prognose im allgemeinen regressionsanaytischen Modell

Im vorangehenden Kapitel hatten wir diskutiert, wie in einem bestimmten
Modell (Al bis A5, K4) aus den Werten einer Stichprobe die unbekannten
Parameter der Verteilung geschatzt werden kénnen. Durch die Schatzung er-
halten wir empirische Aussagen Uber den Zusammenhang von Pradiktor- und
Kriterienwerten. Wenn Art und Ausmal des Zusammenhangs flr zukinftige
Beobachtungen weiter gelten, kénnen wir versuchen, zukunftige Werte des
Kriteriums aus denen der Pradiktoren vorherzusagen. In dem am Anfang von
Kap. 1.1 geschilderten Beispiel wollen wir also wissen, welchen Wert der
Produktivitat wir far zukinftige Beschéaftigte vermuten, wenn wir ihre Ar-
beitsbedingungen, die Zufriedenheit mit dem Vorgesetzten, die Bezahlung
und die Vielféltigkeit der Tatigkeitsbereiche kennen. Die so beschriebene Fra-
gestellung der Prognose ist im Grunde ebenfalls eine Aufgabe der Schatzung,
wobei im Gegensatz zum letzten Kapitel nicht feste Parameter einer Vertei-
lung, sondern die Werte einer Zufallsvariablen geschatzt werden sollen.
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Nach dem Ziel der Prognose kdnnen passive und aktive Prognose unterschie-
den werden. Von der passiven Prognose soll bei einer festen, von auf’en vorge-
gebenen zukinftigen Konstellation der Pradiktoren abgeschatzt werden, wie
die Werte des Kriteriums liegen werden. In der aktiven Prognose werden
verschiedene alternative zuklnftige Konstellationen der Pradiktoren in ihrer
Auswirkung auf das Kriterium untersucht; das betrachtete System wird dann
der Pradiktorkonstellation ausgesetzt, die den nach externen Beurteilungs-
malstaben gunstigsten Wert des Kriteriums erwarten laRt. Die aktive Progno-
se ist etwa auf Verlaufsuntersuchungen von Klinisch-psychologischen Thera-
pien anwendbar, wo Treatments im Hinblick auf glnstigen Symptomverlauf
ausgewahlt werden sollen. Auch bei der Auswahl von Bewerbern durch Re-
gression wird aktive Prognose verwendet. Nur wenn die Pradiktorkonstella-
tion nicht beeinfluBt werden kann, wenn sie etwa ihrerseits prognostiziert
werden muB, kann nur passiv prognostiziert werden. Die darzustellenden
Prognoseansétze sind sowohl flr aktive wie passive Prognose verwendbar.

Zusatzlich zu den Beobachtungen der Zufallsvariablen y, far n = 1,2,...,N
und der festen Variablenwerte x fiir n = 1,2,...,N und k = 0,1,...,K seien
M neue Merkmalstrager mit den Werten fir die Pradikatorvariablen x fiir
n = N+I, N+2,...,N+M und k = 0,1, ... K beobachtet, ohne dal zugleich
die Werte der Kriteriumsvariablen bekannt waéaren. Die Pradiktorwerte fassen
wir in der Mx(K+Il)-Matrix X, und die zugehorigen Zufallsvariablen y, im
Vektor y, mit M Komponenten zusammen. Die zusatzlichen Pradiktorwerte
seien fest, d.h., dal sie fehlerfrei gemessen und nicht zuféllig sind. Fur viele
Anwendungen genugt es, die Prognose nur fur einen weiteren Merkmalstréager
(M = 1) durchzufiihren. Im allgemeinen regressionsanalytischen Modell kén-
nen jedoch auch Zeitreihen mit voneinander abhangigen Kriteriumsvariablen
(z.B. Korrelation von y, mit y,,;) behandelt werden, weshalb die Prognose
einer Serie von unbekannten Werten wunschenswert ist.

Fur die Prognose muR gelten, daR das allgemeine regressionsanalytische Mo-
dell auch unter Hinzunahme von X, und y, noch gilt. Weil in den Annahmen
Al bis A5 diese zusatzlichen Variablen nicht bertcksichtigt waren, muissen wir
sie in Form eines Prognosemodells erweitern:

(P1) Es besteht die Beziehung
y. = X.B+u,

mit demselben Vektor B wie in Al

Dies bedeutet mit y* =< ?Z ), X* = < §Z> und u* =< u )
insgesamt

y:} — X:;Aﬁ+u:9
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(P2) Die Matrix X, ist vom Rang M, M = K+1
(P3) Der Erwartungswert von u, ist der Nullvektor: Eu, = 0
(P4) Die Kovarianzmatrix X, zu u* existiert und ist nichtsingulér.
Vw
Zl :E::—::-ZO'ZV:O'Z( )
erlegung: 2, W'V,
(P5) Der Vektor u, ist M-dimensional normalverteilt.

Zuerst wollen wir uns der Prognose von

(24) n, = Ey,,

also der Prognose des Erwartungswertes des Kriteriums flr die zukinftigen
Beobachtungen zuwenden. Die beste lineare erwartungstreue Punktschatzung
dafur ist

(25) i, = Xp

mit ﬁ aus Gleichung (17) (s. Schonfeld, 1969, p. 77), wobei nur die Annahmen
Al bis A4, Pl und P3 erforderlich sind. Sind alle Annahmen Al bis A5 und PI
bis P5 erfillt, ist eine Bereichsschatzung fur w, durch

1 .y X1 N
(26) W (uz_uz) XZ (X A% 1X) 'X L(llz“ﬂc) é Fu(Mw N_K__l)

mit der Irrtumswahrscheinlichkeit a gegeben (Seifert, 1975, p. 87).

Bestehen Zusammenhange zwischen den Fehlern u bei der urspringlichen
Stichprobe und den Fehlern u, bei den hinzugekommenen Erhebungseinhei-
ten, d.h. ist die Matrix W aus Annahme P4 keine Nullmatrix, dann kann
man aus den geschétzten Fehlern @ sogar die Fehler u, schitzen, so daR
y, = X B + u, insgesamt genauer geschatzt werden kann, als dies wie in
Gleichung (25)iber eine alleinige Schatzung von 8 méglich ist. Insofern geht
die Prognose der ZufallsgroRe y, Uber die Prognose des Erwartungswertes w,
hinaus. Sind die Annahmen Al bis A4 und PI, P3 und P4 erfullt, dann ist die
beste (im Sinne des mittleren quadratischen Prognosefehlers) erwartungswert-
erhaltende (d.h. der Erwartungswert der Schatzung ¥, ist gleich dem Erwar-
tungswert von y,) lineare Punktschatzung flr vy,

@7) .= X.p+ WV (y—XB) .

FUr diese Punktschatzung muf3 aul’er der Matrix V, die wir grundséatzlich als
bekannt vorausgesetzt haben, auch noch die Matrix W aus P4 bekannt sein.
Wenn wie im klassischen regressionsanalytischen Modell W = 0 gilt, fallt die
Punktschatzung fur y, mit der fur m, zusammen.
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Als Bereichsschatzung fur y, winscht man sich eigentlich einen aufgrund der
Realisation von y konstruierten Bereich, der dann mit der Wahrscheinlich-
keit 1 - a den Zufallsvektor y, enthalt. Das bedeutet im ,,long run®, dal}
(1 - a)100% der zu prognostizierenden Werte y, in dem aufgrund der Reali-
sierung von y konstruierten Bereich enthalten sind. Aufgrund rechnerischer
Schwierigkeiten ist die Konstruktion solcher Bereiche im allgemeinen (wie
auch im klassischen) regressionsanalytischen Modell noch nicht gelungen. Ein
nicht voll befriedigender Ldsungsansatz besteht in der Konstruktion von
Toleranzintervallen und ist in Schneeweil (1974, p. 81) skizziert. Wir wollen
uns mit einer anderen Losung begntigen; ihre Spezialisierung auf die Kklassische
Regression mit nur einer Pradiktorvariablen fuhrt zu den Vertrauensinterval-
len fur Werte des Kriteriums, die in der elementaren Literatur (z.B. Hays,
1963, p. 523; Gaensslen & Schubd, 1976, p. 56; Bortz, 1977, p. 231) angege-
ben sind.

Wir stellen uns vor, daR einer Realisation von y auch nur eine Realisation von
y, zugeordnet wird. Die Bereichsschatzung wird so konstruiert, dall die
Wabhrscheinlichkeit dafir 1 - o ist, dall die ZufallsgréfRe y, in dem durch y
bestimmten Bereich liegt. Man stellt sich fur die long run frequency-Interpre-
tation von 1 - a also die wiederholte Realisation von y und y, vor. Wenn die
Annahmen Al bis A5 und Pl bis P5 erfullt sind, ist

1 ~ ' %, rY\J— —1x7/ N — — v
(28) e (V) (VoA X, X VX)X - W VW) (y,-§,) S
< FuM, N-K-1)
mit X, = X,-W'V'X

eine Bereichsschatzung fur y, (s. Theil, 1971, p. 288) zur Irrtumswahrschein-
lichkeit a. Zur Berechnung dieser Bereichsschatzung ist die Kenntnis der gan-
zen Matrix V* aus P4 erforderlich, also die Kenntnis von V, W und V,.

Im Kklassischen regressionsanalytischen Modell (Unabhéangigkeit aller Fehler-
variablen aus u*) wird V = I, W = 0 und V, = | vorausgesetzt, wodurch sich
(28) zur Bereichsschatzung

1 AN ' _ I\N— A
(29) Mé.Z(YZ_YZ) (I+XZ(X X) 1Xz) l(yz—yz)EFa(M,N—K—l)

vereinfacht. Bei weiterer Vereinfachung auf eine Pradiktorvariable x (K = 1)
und eine zusatzliche Erhebungseinheit (M = 1) erhélt man die bekannte ein-
fachste Bereichsschatzung fur die skalare Zufallsvariable vy,

N2
(30) . = 32) —— < F(1,N-2).

e <1 + x§—2xzi+x2>
N (2 — )
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1.5 Statistische Tests im klassischen regressionsanalytischen
Modell

In den beiden letzten Kapiteln haben wir im Rahmen eines Modells Uber den
funktionalen Zusammenhang versucht, Parameter oder von diesen abhangige
ZufallsgroRen zu schatzen. Insofern war die Aufgabe die ,,Quantifizierung
einer Theorie®“. Jetzt wollen wir uns der Frage zuwenden, ob unsere Annah-
men im Widerspruch zu den Beobachtungen stehen. Die neue Aufgabe ist also
die ,,empirische Uberprifung einer Theorie* (Seifert, 1975, p. 130). Dabei ist
es haufig unmdglich, aus den Beobachtungen abzulesen, welche spezielle An-
nahme nicht zutrifft, weil der Widerspruch in der Regel nur innerhalb eines
ganzen Satzes von Annahmen (Hypothesen und Oberhypothesen) hergestellt
werden kann. Man mufl dann nach dem AusschluBverfahren der Reihe nach
alle Annahmen bis auf eine von ihnen als Quelle des Widerspruchs aus-
schlieRen.

Eine Ubersicht Gber die Theorie der statistischen Tests wird in diesem Hand-
buchband von Wendt gegeben. Doch wollen wir hier die Nomenklatur der
statistischen Tests (s. auch Haagen & Seifert, 1979, Teil Ill) prazisieren. Unter
einem Signifikanztest verstehen wir die Konstruktion eines kritischen Bereichs
derart, daR fur alle Parameter aus der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeit
dafir a ist, daB die PrufgroRBe in den kritischen Bereich féllt. Die Entschei-
dungsregel ist: Fallt die Realisation der PrifgréRe in den kritischen Bereich,
verwerfen wir die Nullhypothese; sonst enthalten wir uns des Urteils. Im
Neyman-Pearson-Test (NP-Test) wird der kritische Bereich so konstruiert,
daft die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die Priifgrofle fiir alle Parameter aus der
Nullhypothese einen Wert in diesem Bereich annimmt, a ist, und mdoglichst
so, dal? sie fur alle Parameter aus der Alternativhypothese maximal ist; gelingt
dies, nennt man den Test einen gleichméallig méachtigsten Test (UMP-Test). Bei
sog. zweiseitigen Alternativhypothesen gibt es keinen gleichmaRig machtig-
sten Test; wenn man vom kritischen Bereich jedoch fordert, daR die Wahr-
scheinlichkeit daftr, dall die PrifgroRe fur die Parameter der Alternativhypo-
these einen Wert in diesem Bereich annimmt, stets mindestens a ist, existiert
auch dann ein gleichmaliig méachtigster Test, den man einen gleichméRig méach-
tigsten unverfélschten Test (UMPU-Test) nennt. Beim Likelihood-Quotien-
ten-Test (LQ-Test) wird als PrifgroRe der Likelihood-Quotient verwendet,
der Quotient der maximalen Likelihood aus der Nullhypothese und der maxi-
malen Likelihood aus der Alternativhypothese. Als kritischer Bereich wird ein
Intervall zwischen 0 und dem kritischen LQ gewahlt. Sowohl beim NP-Test
als auch beim LQ-Test entscheidet man sich fur die Nullhypothese, wenn die
PrufgroRe nicht in den kritischen Bereich fallt.

Aus Bereichsschatzungen zu einem evtl. vektoriellen Parameter © kann immer
zumindest ein Signifikanztest konstruiert werden, wenn die Nullhypothese im
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zu schatzenden Parameter einfach ist. Hat die Bereichsschatzung zum Signifi-
kanzniveau o die Gestalt {(®,y) < g, und spezifiziert die Nullhypothese den
Parameter @ = @, dann weiR man, dak f(@®©,y) < g, mit Wahrscheinlichkeit
1 —a gilt, wenn die Nullhypothese zutrifft. Als PriifgréRe kann daher {(©©,y)
verwendet werden; ist ihre Realisation f(@©,y) > g, entscheidet man sich
gegen ©© und damit gegen die Nullhypothese. Da die Tests fiir das allgemeine
regressionsanalytische Modell durch die beschriebenen Bereichsschatzungen
bereits explizit gegeben sind, werden hier die entsprechenden Tests fur das
klassische regressionsanalytische Modell mit Normalverteilungsannahme A5
angegeben.

zur Uberprifung von Hypothesen Uber die Regressionskoeffizienten verwen-
den wir wieder die Linearkombination ¥ = LP aus Gleichung (20) mit der
Mx(K+l)-Kontrastmatrix L. Die Nullhypothese sei y = y(o), die Alternativ-
hypothese y #v. Die Nullhypothese wird verworfen, wenn

1 2N ! 7 - "n— ~
(31) e V0 -9 AXX)TL)T (O - 9) > FyM,N-K-1)
mit ¥ = L(X'X)"' X'y

und 6° =

1 ' ! S 'dd

gy - X XXXy

ist. Dies ist auch gleichwertig dem LQ-Test und fir M = 1 (nur eine skalare
Linearkombination) ein gleichmaRig machtigster unverfélschter NP-Test,
wenn in der Entscheidungsregel die Entscheidung H, bei ,=“ in Gleichung
(31) einbezogen wird. FUr M > 1 existiert kein gleichm&Rig machtigster unver-
falschter NP-Test (Kendall & Stuart, 1976, p. 238). Wenn als Kontrastmatrix
L die Einheitsmatrix verwendet wird, kommt man zum Test der Regressions-
koeffizienten. Bei der speziellen Nullhypothese B(°) = 0 erhélt man mit dem
aus Gleichung (15) Ubernommenen Bestimmtheitsmall (Quadrat der empiri-
schen multiplen Korrelation)

S _ ¥y -Ny? . yXX'X)'X'y - Ny

R = 2L =2 L= , g
(32) s Yy - Ny y'y — Ny

die Entscheidungsregel, dal? die Nullhypothese verworfen wird, wenn

-2
(N—K—1) (RZ +—YZ—)
%’ > FyK+1,N—K-1).

(33) (K+1) (1-R?)

Dieser Test wird in der Regel nur sinnvoll sein, wenn sowohl die Pradiktorva-
riablen als auch die Kriteriumsvariable auf Verhaltnisskalen (z.B. Gigerenzer,
1981, p. 116) gemessen sind, weil nur dann die Komponente B, des Vektors
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(der Achsenabschnitt der Regressionsflache) in allen zuldssigen Skalierungen
der Variablen zugleich den Wert Null hat. Beschréankt man die Nullhypothese
auf die ,echten* Regressionskoeffizienten §,® = B,® = . .. = Bx@ = 0 und
laRt das Absolutglied By (wie stets auch o?) offen, erhalt man aus Gleichung
(31) mit einer geeigneten Matrix L die bekannte Entscheidungsregel zum Ver-
werfen der Nullhypothese:

(N-K—1) R

(34) K (I-R?)

> F(K,N-K—-1)

(Cooley & Lohnes, 1971, p. 51; Kerlinger & Pednazur, 1973, p. 63; Cohen &
Cohen, 1975, p. 104; Gaensslen & Schubd, 1976, p. 108; Bortz, 1977, p. 592;
Moosbrugger, 1978, p. 70; Kuchler, 1979, p. 127). Mit diesem Test kann also
Uber die Frage entschieden werden, ob wenigstens eine der Pradiktorvariablen
X,. . . Xk einen von Null verschiedenen Regressionskoeffizienten hat, ob also
insgesamt ein Zusammenhang zwischen Kriterium und Pradiktoren besteht.

Bei der Prufung der Frage nach der Relevanz einzelner Pradiktorvariablen x,
ist der schwerwiegendere Fehler, wenn eine bedeutsame Variable vergessen
wird, als wenn eine Variable mit 3, = 0 Uberflussigerweise aufgenommen
wird. Denn das Vergessen einer bedeutsamen Variablen ist ein Spezifikations-
fehler in Al, der zur Folge haben kann, daR die Schatzung der Regressionsko-
effizienten zu den Ubrigen Variablen nicht erwartungstreu ist, sowie dal} sonst
vermeidbare Heteroskedastizitat, Autokorrelation oder Strukturbruch auftre-
ten. Daher ware der Signifikanztest der Nullhypothese B> # 0 angemessen;
ein derartiger Signifikanztest bereitet jedoch erhebliche theoretische Schwie-
rigkeiten und kann hochstens fur feste Werte, z.B. Bﬁ") = -0.5, durchgefihrt
werden. Man begnuigt sich in der Regel mit der Prifung der Nullhypothese Bﬁo)
= 0, wodurch nur das Signifikanzniveau o flr den weniger gravierenden Feh-
ler kontrolliert wird. Entsprechend der Bereichsschatzung (23) kommt man
zur Entscheidungsregel, dal die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn

bg
(35) —— >F,(1,N-K-1)

Obk
ist. Auch dieser Test kann durch entsprechende Korrelationskoeffizienten aus-
gedrickt werden. Dazu mufl aber noch die empirische semipartielle Korrela-
tion (vgl. Gaensslen & Schubd, 1976, p. 87)

1- R
(36) Yo gon T b \/6bk(N—K—1)

eingefihrt werden. Man erhélt dann dieselbe Entscheidungsregel wie bei (35)

mit

(N_K_l)rf'(k—llull“.l()
1 - R?

(37) > F,(1,N-K-1).
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Weil hier nur ein Regressionskoeffizient gepruft wird, ist der Test als NP-Test
ein gleichmaRig méchtigster unverfalschter Test. Einen gleichméRig machtig-
sten Test fiir die einseitige Alternativhypothese By > 0 erhalt man durch

by EE—

\/?ﬁk >V Fpo(1,N=K—1) = to(N—K—1).
Als Beispiel fur die Anwendung einer Kontrastmatrix soll der Test auf Struk-
turbruch vorgestellt werden. Unter Strukturbruch versteht man eine Verlet-
zung des klassischen regressionsanalytischen Modells derart, dall entweder die
Regressionskoeffizienten R oder die Fehlervarianz ¢* zu den ersten N, Beob-
achtungen einen anderen Wert haben als die zu den zweiten N, = N—N;
Beobachtungen. Das Problem und dessen Behandlung werden unter dem
Stichwort ,,differentielle Prognostizierbarkeit* angesprochen (z.B. Moosbrug-
ger, 1980b). Wenn der Strukturbruch erkannt ist, missen entweder in den
beiden Gruppen getrennte Modelle aufgestellt werden oder man mufl das Re-
gressionsmodell um sog. Interaktionen erweitern. Fir den Test auf Struktur-
bruch der Fehlervarianz werden wir das erste Vorgehen wéhlen, das zweite
Vorgehen wahlen wir fir den Test auf Strukturbruch in den Regressionskoeffi-
zienten. Hier soll zunachst der Strukturbruch in den Regressionskoeffizienten
getestet werden. FlUr die Darstellung beschranken wir uns auf die Einfachre-
gression K = 1 mit B = (Bo, B1). By ist der Koeffizient zur Konstante xg, = 1,
By der zu x, = X,.

Die Regressionskoeffizienten in der 1. Beobachtungsgruppe seien B§”, B{", die
in der zweiten Beobachtungsgruppe P, B. Die Fehlervarianz sei in beiden
Gruppen einheitlich o%. Um den Test (31) anwenden zu kénnen, muf} das
Modell auf 4 Regressionskoeffizienten, d.h. auch auf 4 Pradiktoren erweitert
werden:

(38) Yo = B3P + B 8x, + B 8 + B 8(x, + u,

mit den ,,Dummyvariablen*

50 — | 1 falls Beobachtung n zur Gruppe i gehért
(39) a1 O sonst.

Dadurch, daR nun insgesamt 4 Pradiktoren vorliegen, von denen flr jede
Gruppe jeweils zwei konstant den Wert Null haben, liegen in einer Regres-
sionsgleichung zwei verschiedene Regressionsansitze vor. Obwohl wegen des
schwerwiegenderen Fehlers, den Strukturbruch zu Ubersehen, eigentlich die
gegensatzliche Hypothesenstellung angemessen waére, wahlt man wegen der
erwahnten Schwierigkeiten als Nullhypothese

(40) BY = B und BV = BY
d C(BY-BRY _ (O
o v ‘(Bw ~ ﬁ@) ”(o) ‘
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Die Kontrastmatrix L ist demnach

1 0-1 0
(41) L= <o 1 o—1)

womit die Prifung nach (31) erfolgen kann. Praktisch wird dies nur mdglich
sein, wenn ein Computerprogramm zum Linearen Modell vorliegt. Fur Com-
puterprogramme zur Regressionsanalyse ist der Test flr den zuséatzlichen Bei-
trag von Variablengruppen nach Kap. 1.11 fir den folgenden gleichwertigen
Modellansatz gunstiger

(42) Yn = BO + |31Xn + BZ (6121) - 6r(!2)) + [33 (61’(11) - 6r(IZ))Xn + Up,

wobei der Zusammenhang zu den Regressionskoeffizienten aus dem Ansatz
(38) durch

By = (BY) + BE)/2
Bi = (B’ + P2
43 B = (BY — BE)2
Bs = (B — BP)2

gegeben ist. Die Nullhypothese (40) lautet in dieser Parametrisierung jetzt
einfacher

(44) B, =B =0

und kann als Test direkt zu den Regressionskoeffizienten praktisch leichter
durchgefuhrt werden. Eine derartige Reparametrisierung ist bei jeder Kon-
trastmatrix L moglich, wobei lediglich die Pradiktorvariablen entsprechend
transformiert werden mussen.

Der Test auf Strukturbruch der Fehlervarianz prift, ob die Fehlervarianzen
0(2,) und 0?2> zu den beiden Beobachtungsgruppen gleich sind. Insofern handelt
es sich um eine einfachste Form der Prifung auf Varianzheterogenitat (Hete-
roskedastizitat); differenziertere, kompliziertere und auch nur asymptotisch
gultige Tests hierzu sind z.B. in Ramsey (1969), Kmenta (1971, p. 269) und
Gartside (1972) beschrieben. Wie angekindigt stellen wir zwei getrennte Re-
gressionsansétze in den beiden Beobachtungsgruppen auf; dadurch wird auch
zugelassen, daR zugleich Strukturbruch in den Regressionskoeffizienten be-
steht. Aufgrund der beiden Teilstichproben vom Umfang N; und N, bildet
man Schétzungen der Fehlervarianzen 6(21) und 6?2). Fur die einseitige Fragestel-
lung mit der Alternativhypothese ofl) < ofz) erhélt man mit der Entscheidungs-
regel
O < F,_((N;—K—1,N,—K-1) = !

(45) 5%, 1—alti 2 F(N,—K—1, N,—K—1)
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fur die Alternativhypothese einen gleichmaRig méchtigsten NP-Test zum Ni-
veau a. Bei ungerichteter Alternativhypothese 0(21) * ofz) ist wegen der Asym-
metrie der F-Verteilung folgender zweiseitiger Test mit jeweils gleichen Irr-
tumswahrscheinlichkeiten ein nur naherungsweise gleichmalig machtigster
unverfalschter NP-Test: Verwirf die Nullhypothese zugunsten der Alternativ-
hypothese, wenn

(46) o < Fi 4o (N;=K—-1,N,—K~1) oder

62
6<;> > Fon (N;—K—1, N,—K~1).
2)

Besonders schwierig zu interpretieren sind Prognosetests, weil durch sie die
Nullhypothese ,,der ganze Satz von Annahmen Al bis A5 und P1 bis P5 trifft
zu“ geprift wird. Wird durch den Test die Nullhypothese verworfen, muf
durch das Vorwissen eingegrenzt werden, welche der Annahmen speziell frag-
wirdig ist, ob etwa ein Strukturbruch bei der Erhebung der zusatzlichen
Beobachtungseinheiten vorliegt, ob ein Modellfehler in Form eines vergesse-
nen Pradiktors vorliegt oder die Normverteilungsannahme verletzt ist (oder im
allgemeinen regressionsanalytischen Modell die Matrix V falsch spezifiziert
wurde). Dennoch hat der Prognosetest fiir die Beurteilung einer Regressions-
beziehung als ganzes seine unbestrittene Bedeutung; er ist fur Kreuzvalidie-
rungsstudien der Test der Wahl. Weil die Anwendung der Bereichsschatzung
(28) fiir den Prognosetest im allgemeinen regressionsanalytischen Modell al-
lenfalls rechnerische Schwierigkeiten mit sich bringt, wird auch hier wie uber-
all in diesem Kapitel 1.5 nur die Spezialisierung auf das klassische regressions-
analytische Modell dargestellt. Gegentiber der Anwendung der Bereichsschét-
zung (29) als Signifikanztest kann ein etwas vereinfachter Test dadurch erreicht
werden, daR die Pradiktoren in der Matrix X ,,ortho-standardisiert“ werden;
dies kann z.B. durch eine Hauptkomponentenanalyse mit Bildung von stan-
dardisierten Hauptkomponentenwerten geschehen, wobei die Konstante x,= 1
nicht transformiert werden mufB. Fir derartige Pradiktoren gilt

(47) X’X = NI,

womit der Prognosetest durch die Entscheidungsregel zur Verwerfung der
Nullhypothese

1 —_ Y l ry—1 S _
(48) W (YZ YZ) (I+N XzXz) (YZ YZ) >Fa (MaN K—l)

gegeben ist. Dabei ist & die Schatzung der Fehlervarianz aus der urspriingli-
chen Stichprobe und M die Anzahl der Beobachtungseinheiten in der zusatzli-
chen Stichprobe. Die Schwierigkeit bei dieser Entscheidungsregel ist, daR sie
mit den Ublichen Computerprogramm nicht auszuwerten ist. Doch kann man
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fiir die linke Seite der Ungleichung (48) eine obere und untere Schranke ange-
ben, deren Komponenten z.B. mit dem Statistik-Programmsystem SPSS (Nie
et al., 1975; Beutel et al., 1980) bestimmt werden kénnen. Wenn (47) nach wie
vor erfallt ist, gilt mit

N+M
hy, = Z (Yo — 9oy und
n=N+1
(49)
N+M 1 K N+M
hunt = Z (yn - }A’vn)z _‘1\T Z (Z (Yn - f’vn)xnk)2
n=N+1 k=0 n=N+1

die Ungleichung

o\ 1 P .
hunt é (YZ - YZ) (I +N_ XZX z) ! (YZ - yz) é hob-

Mit diesen GroBen kommen wir zur Entscheidungsregel:

Far
hunt . I
MG > F (M,N—K-1): Entscheidung fiir H,
(50)
% < F(M,N—K~1): Entscheidung fiir H,

sonst: keine Entscheidung oder Ruckgriff auf (48).

Der Durbin- Watson-Test auf Verletzung der Annahme des klassischen regres-
sionsanalytischen Modells, dal die Fehlervariablen unkorreliert sind, wird in
Kapitel 1.9 besprochen. Die Normalverteilungsannahme verbleibt schlief3lich
als eine schwer Uberprifbare Annahme. Im Modell-Ansatz verlangt A5, daf
die Fehler u, multivariat normalverteilt sind. Dafluir gentigt es nicht, dall jede
Fehlervariable u, fur sich normalverteilt ist, wenn nicht zusétzlich Uber K4
hinaus die Unabhéngigkeit dieser Fehlervariablen angenommen werden kann.
Es ist wegen des zentralen Grenzwertansatzes richtig, dal die Fehler dann mit
guter Naherung als multivariat normalverteilt betrachtet werden kdnnen,
wenn sie additiv auf viele, unabhéngige EinfluRfaktoren zurtickgehen. Doch
niemand kann letztlich ausschlielen, daR der Fehler fast ausschlieBlich auf eine
im Modell nicht berlcksichtigte, nicht normal verteilte Variable zuriickgeht.
Draper & Smith (1966, p. 87) diskutieren einige Mdglichkeiten der grafischen
Beurteilung der Normalverteilungsannahme, die sich auf die empirische Ver-
teilung der N geschétzten Residuen stltzen. Eine einfache Methode zur Beur-
teilung der univariaten Normalitét, die vor allem auf Ausreifler in der empiri-
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schen Verteilung der Residuen empfindlich ist, besteht darin, nachzuprifen,
ob im Bereich

[~V tyo(N—K—1), +V&? t,n,(N—K—1)]

auch wirklich der Anteil 1 - a der Residuen liegt. In Tests zur Normalvertei-
lungsannahme flihren Lienert (1967, p. 172) und Koerts & Abrahamse (1969,
Kap. 7) ein. Uber die Robustheit der Bereichsschatzungen und Signifikanz-
tests gegenuber Abweichungen von der Normalverteilung findet man in Ma-
linvaud (1966, p. 297) Hinweise.

1.6 Ridge-Regression

Wir betrachten das klassische Regressionsmodell y = Xp + u, bei dem die
Annahmen Al, A2, A3 und K4 erflllt sind, so daR die Fehler u, unkorreliert
sind und gleiche Varianz haben. Es sollen nun genauer die Eigenschaften des
Minimum-Quadrat-Schéatzers

b = (X'X)'X'y

untersucht werden. Im Zusammenhang mit GIl. (18) war berichtet worden,
daR b der beste lineare erwartungstreue Schatzer ist. Diese Aussage des Satzes
von GauR-Markov bedeutet, daR fur alle Linearkombinationen I'b mit festem,
beliebigem Gewichtevektor | die Varianz kleiner ist als fur die mit irgendeinem
anderen linearen erwartungstreuen Schatzer R gebildete Linearkombination
I'B:

var (I'b) = var (l’[vi)

fur beliebige | und alle linearen erwartungstreuen Schatzer f. Setzt man fur |
den Einsvektor j ein, erhalt man als Varianz

K
(51) var (’b) = E (b — B)'(b = ) = E }. (b — Bu)’

k=0

den Erwartungswert der Summe der quadrierten Schatzfehler, den man auch
den mittleren quadratischen Fehler (mean square error) nennt. Dieser mittlere
guadratische Fehler ist fur den Minimum-Quadrat-Schatzer b also minimal
unter den linearen und erwartungstreuen Schatzern. Dieser Fehler wird sehr
grof3, wenn die Pradiktoren angenéhert kollinear sind, wie sich aus den folgen-
den Uberlegungen ergibt.

Fur die Kovarianzmatrix von b ergibt sich

(52) b = o’ (X’)()—1
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Nach Definition der Kovarianzmatrix gilt
(53) Ebb’ = BB’ + Xy

und damit gemal (52)

(54) Ebb’' = Bp’ + o> (X'X) .
Daraus ergibt sich weiter
(55) E ) bf=Spur (Ebb’) =) PBE+ o Spur (X’X).
k k
Bezeichnen wir mit &, . . . ,Ax die Eigenwerte von X’X, dann ergibt sich
aus (55)
(56) EY bi=) B+dY (/).
k k k

Aus (56) ist ersichtlich, daR der Erwartungswert der Summe der Quadrate der
b, um so mehr von der Summe der Quadrate der B, abweicht, je kleinere
Eigenwerte von X’X auftreten. Wenn aber die Prédikatoren fast kollinear sind,
so ist mindestens ein Eigenwert von X’X relativ klein. Dementsprechend wird
auch der mittlere quadratische Fehler

(57) EY (b —Bu?=02Y (1/h)
k k

relativ gro3, so dal sich im Fall angenédherter Kollinearitdt sehr ungenaue
Schatzungen ergeben. Die Ungenauigkeit der Schatzungen beruht letztlich auf
mangelnder Information und koénnte nur durch zuséatzliche a priori Informa-
tion kompensiert werden.

Um nun zu verhindern, dal die erwartete Quadratsumme der Schatzungen zu
groB wird (siehe (56)), werden die Py nach der Minimum-Quadrat-Methode
durch einen Vektor B unter der folgenden Nebenbedingung

(58) Y pt=c
k

geschatzt. Mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes ergibt sich das Minimierungspro-
blem

(59) (y — XB)'(y — XB) + h p'# =Minimum,

wobei h der Lagrange-Multiplikator ist. Daraus resultieren die Normalglei-
chungen

(60) X’Xf} + hfi = X'y

bzw. die fiir h 2 0 stets existierende Losung

(61) B = (XX + hI)"'X'y.
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Man konnte nun wegen (58) h durch c ausdriicken und als Funktion von ¢
ersetzen. Da dieser Ersetzungsproze3 nur implizit moglich ist, parametrisieren
wir 3 durch h, d.h. fur jedes h wird vermége (61) ein Schatzer festgelegt.
Speziell resultiert fur h = 0 der gewothnliche Minimum-Quadrat-Schatzer. Der
Schatzer R heilt Ridge-Regression-Schatzer (R.R.-Schatzer).

Es gibt noch eine Verallgemeinerung, die sogenannte generalisierte Ridge-
Regression-Schatzung (G.R.R.-Schatzer), bei der das Vielfache der Einheits-
matrix in (61) durch eine Diagonalmatrix H ersetzt wird

(62 B=(X'X + H)"'X'y.

Im folgenden wird nur die R.R.-Schitzung betrachtet. Zuerst wird gezeigt,
dall der R.R.-Schéatzer verzerrt ist. Es gilt namlich

(63) Ef = (XX +hD)'X'(Xp) = p — h(X'X + hI)~'B.
Also ergibt sich die Verzerrung

(64) E@) — B = — h(X'X + h)~'p.

die von B abhéngt.

Der Vorteil des R.R.-Schéatzers ist, dall es ein h gibt, so dall der mittlere
quadratische Fehler E(B—8)'(B—B) kleiner ist als der des gewdhnlichen Mini-
mum-Quadrat-Schatzers E(b—p)'(b—p), wie Hoerl & Kennard (1970) gezeigt
haben. Von Theobald (1974) wurde gezeigt, dal fur

2
<h<h,.= —2?—— und alle positiv definiten
BB Matrizen W gilt
(65) E@® - B)'W(@ —p) <E(b—p)Wb—p).
Wird speziell W = | gewadhlt, so ergibt sich eine Aussage, die der von Hoerl &

Kennard (1970) entspricht. Da aber h,,,, von den unbekannten P abhingt, hat
die Aussage (65) nur geringe praktische Bedeutung.

Es gibt auch Versuche, h,,, und damit h, in Abhangigkeit von y und X zu
schatzen. Dann werden h,, und h stochastisch und der entsprechende R.R.-
Schatzer nichtlinear. Die theoretischen Eigenschaften dieses Schéatzers sind
unbekannt.

Um sich einen Uberblick Uiber das Verhalten des R.R.-Schéatzers in Abhangig-
keit von h zu verschaffen, werden die f3; als Funktionen von h grafisch darge-
stellt. Diese Darstellung wird als Ridge Trace bezeichnet.

Fur die praktische Anwendung des R.R.-Schétzers ist es von Bedeutung, dafl}
die Minimum-Quadrat-Schatzung in folgendem Sinne instabil ist: Bei angena-
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hert kollinearen Pradiktoren &ndern sich die b, aufgrund geringerer Anderun-
gen der Daten in erheblichem MaRe. FuUr die R.R.-Schatzung verringert sich
diese Instabilitat; obwohl (und weil) sie nicht erwartungstreu ist, hat sie einen
kleineren mittleren quadratischen Fehler.

Als ergédnzende Lektlire kénnen Hoerl & Kennard (1970), Theobald (1974),
Vinod (1978) und Jahn (1979) empfohlen werden.

1.7 Klassisches korrelationsanalytisches Modell und
multiple Korrelation

Bei der Diskussion des regressionsanalytischen Modells wurde auf die beson-
dere Bedeutung der Annahme hingewiesen, daRR die Werte X der Pradiktoren
feste Werte sind. Dies bedeutet flr die Interpretation der Wahrscheinlichkeit
als relative Haufigkeit im ,,long run“, dall die Replikation der Beobachtungen
zu immer denselben Pradiktorwerten erfolgen mufB. Mit Replikation der Be-
obachtungen ist allerdings nicht die Wiederholung der Beobachtungen zum
Aufbau einer Stichprobe, sondern die Wiederholung der Untersuchung an
einer neuen Stichprobe gemeint. Die Annahme fester Pradiktoren ist fur viele
psychologische Fragestellungen unrealistisch. In diesem Kapitel soll gezeigt
werden, unter welchen veranderten Annahmen mit etwas abweichender Inter-
pretation die bisher berichteten Ergebnisse beibehalten werden kdnnen, wenn
stochastische Pradiktoren vorliegen, also die Pradiktoren selbst Zufallsvaria-
blen sind. Als nicht leicht verstéandliche, aber umfassende Lektlre zu diesem
Thema kénnen Schonfeld (1971, p.1) oder Graybill (1976, p. 373) empfohlen
werden. Eine erste EinfUhrung in das korrelationsanalytische Modell bieten
Gaensslen & Schub6 (1976, p. 47).

Das klassische korrelationsanalytische Modell (general linear regression model,
unabhangige stochastische lineare Regression) umfat folgende Annahmen:

(S1) Es besteht die Beziehung

y=Xp + u,

wobei X eine Nx(K+ I)-Matrix von beobachtbaren Zufallsgro-
Ren, B ein Vektor von festen, unbekannten Parametern mit
K + | Komponenten, y ein Vektor von N beobachtbaren Zu-
fallsgréflen und u ein Vektor von N unbeobachtbaren Zufalls-
grofRen ist. X und u (und damit y) besitzen eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

(82) Der Rang der Zufallsmatrix X ist mit Wahrscheinlichkeit 1
gleich der Spaltenzahl K + 1.
(S3) E,(u|X) = 0 fiir alle Realisationen X.

(S4) X(u,ulX) = E(u u'|X) = o fiir alle Realisationen X.
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(S5) Far jede Realisation X ist die bedingte Verteilung von u
N-dimensional normal.

(S6) Es existieren EX'X, E(X’X)? und E(X'X)'X’.
EX’X ist nichtsingular.

(S7) Die Rand-Dichtefunktion f,(X) ist fur alle Realisationen X
positiv.

Die Annahmen SI bis S5 entsprechen weitgehend den friheren Annahmen Al
bis A5. Um in nicht zu grof’e Schwierigkeiten bei der Darstellung zu gelangen,
wurde fur S4 auf die Mdglichkeit einer beliebigen Kovarianzmatrix verzichtet.
Ansonsten wurde dem Umstand Rechnung getragen, da nunmehr Zufallsva-
riablen auch fur X vorliegen, wodurch auch die zusétzlichen Annahmen S6 und
S7 erforderlich werden. Weiterhin wird vorausgesetzt, dall die Pradiktoren
fehlerfrei gemessen sind.

Wichtig ist die Unterscheidung zwischen dem bedingten und unbedingten
Erwartungswert; der bedingte Erwartungswert EU(UIX) bedeutet den Erwar-
tungswert von u unter der Bedingung, dal? X einen festen Wert annimmt, der
unbedingte Erwartungswert Ex,,(u) = Eu ist der Erwartungswert in der Rand-
verteilung von u. Unter den Annahmen S3 und S7 gilt jedoch auch

(66) Ex.(u) Ex(E,(u|X)) = Ex(0) = 0,

so dafl der unbedingte Erwartungswert wie der bedingte verschwindet. Ebenso
ist wegen S4 und S7

(67) X. = o’L

Durch Bildung des bedingten Erwartungswerts flr die Regressionsbeziehung
in S| erhdlt man fur jede Realisierung X

(68) E(y|X) = X8.

Insofern entspricht E(y [ X) einerseits E, aus Gleichung (16) und andererseits
der Approximation § aus Gleichung (4) der beschreibenden linearen Regres-
sion (vgl. Steyer, 1979; Moosbrugger, 1980a, 1980b). Als Konsequenzen der
Annahmen des stochastischen Modells (ohne die Normalverteilungsannahme
S5) gilt: Die Fehler u und die Pradiktoren X sind unkorreliert, kbnnen aber
stochastisch abhéngig sein:

(69) Ex.(X'u) = 0.

Unter den Annahmen Sl bis S7 behalten alle Ergebnisse (bis auf eine noch zu
erwahnende Ausnahme) Gultigkeit, die wir im klassischen regressionsanalyti-
schen Modell (Al bis A3, K4, A5) dargestellt hatten, alle Schatzer bleiben
erwartungstreu, die Bereichsschdatzungen sind nach wie vor gultig. Dies ist der
Fall, obwohl fur die Verteilungsform der Pradiktoren keine Aussage gemacht
wurde. So ist z.B.
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(70) b= (X'X)y X'y

nicht notwendig normalverteilt, wie dies im klassischen regressionsanalyti-
schen Modell der Fall ist. Der Schatzer (70) ist Gbrigens in den Zufallsvariablen
nichtlinear. Daraus resultiert die angekindigte Ausnahme: Er kann daher auch
kein bester linearer erwartungstreuer Schatzer sein; er ist jedoch asymptotisch
effizient (Schonfeld, 1971, p. 17).

Im korrelationsanalytischen Modell ist es auch naturlich, ein MaR fur die
Starke des Zusammenhangs

Spur X, ~ No’
Spur X,

(71) o’ = 95(01...1() =

BEx(X'X) — —11\—1— Ex(X') J Ex(X)] B

BEX(X'X) — r Ex(X') ] Ex(X)] B + No?

mit der Einsmatrix J, d.h. (O)k, = 1,

in Form des multiplen Bestimmungsmalies aufzustellen. Die Wurzel ¢ aus dem
BestimmungsmaR heit multiple Korrelation. Da durch die Konstante X, kein
Zusammenhang vermittelt wird, 148t man sie haufig in der Notation der mul-
tiplen Korrelation weg:

(72) Q = Oyp12...K) = Qy(12.. K)-

Eine alternative Darstellungsform der multiplen Korrelation fir den Spezial-
fall, daR Kriterium und (echte) Pradiktoren insgesamt (K + 1)-dimensional
normalverteilt sind, wird in Graybill (1976, p. 113, 418) beschrieben. Wahlt
man fur die Pradiktoren eine Punktverteilung, was dem Kklassischen regres-
sionsanalytischen Modell entspricht, ist die Definition (71) nach wie vor an-
wendbar, wobei die Symbole Eyx entfallen. In diesem Spezialfall wird beson-
ders deutlich, dal der multiple Korrelationskoeffizient von den gewahlten
Pradiktorwerten abhéngt; allgemein hangt er von den Charakteristika der Ver-
teilung der Pradiktoren ab, wie nattrlich auch von 3 und o2

Als Punktschatzung fiir ¢° kann entsprechend Gleichung (71)

’ ’ _L ’
b [XX NX]X]b

b’ [X’X - % X'Jx]b + (N—K—1)&?

(73) R? =

r
yXXX)" X'y - ¥y

! _L IJ
Yy N 7Y
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verwendet werden; dies ist genau gleich der schon in Gleichung (32) als empi-
rische multiple Korrelation eingefiihrten GroRe R? Mit der Matrix der empiri-
schen Kovarianzen der Pradiktoren

1 00 ...0
1 1 0 s? s55...8
Svyv = — (XX -_—_ X’ = 1 S12 1K
(74) XX N( N X'JX) 0

2
$2187 ...8xK|
O °
lO SK1SK2... Sk J

dem Vektor der empirischen Kovarianzen von Pradiktoren und Kriterium

0
1 , 1 , s
(75) sy =g Xy -1 XTIy = SZ

o)

und der Varianz des Kriteriums

1 , 1 , - -
(76) Sy=N OY N Y=Y -V =5
erhalt man
(77) R2 _ b, Sxxb - SIXY b - S,Xy Sx§1 sXy )
Syy Syy Syy

Wenn die Konstante x, aus den Matrizen und Vektoren ausgeschlossen wird,
andert sich am Ergebnis nichts, d.h. dal3 in (74) die erste Zeile und erste Spalte,
in (75) die erste Komponente entfallen kann. Wenn fur alle Variablen y und x,
eine multivariate Normalverteilung vorliegt, ist R der Maximum-Likelihood-
Schatzer. R® Uberschatzt im Mittel die Modell-Korrelation und ist demgeman
nicht erwartungstreu (siehe OIlkin & Pratt, 1958). Wenn man die Schrump-
fungskorrektur

- N-1
(78) RP=1-(-R)yx—p—
anwendet, ist der Bias dieser modifizierten Schatzung geringer. Fur den Fall
der einfachen Korrelation ist

. r(1 —r?)
(79) R NN

eine gute Né&herung fur den unter der Voraussetzung der Binomalverteilung
konstruierbaren (Olkin & Pratt, 1958; Graybill, 1976, p. 396) besten unver-
zerrten Schétzer von o.
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Eine Bereichsschatzung fur die multiple Korrelation ¢ im Fall der Multinor-
malverteilung ist in Graybill (1976, p. 419, 667) in tabellarischer Form angege-
ben. FUr den Fall der einfachen Korrelation (K = 1) ndtzt man die Tatsache
aus, dal3 fur die bivariate Normalverteilung

arctanh (r) — arctanh (g)
N-3

(80) z=

naherungsweise standardnormalverteilt ist, um Bereichsschatzungen zu bil-
den. Ein ndherungsweiser Konfidenzbereich zum Konfidenzgrad 1 - o ist
daher durch

81 tanh (arctanh (r ———“—>>§ <tanh (arctanh <r +—°‘—>>
(&1 ! VN -3//=° ( N -3

gegeben.

Aus den genannten Bereichsschatzungen lassen sich wiederum Signifikanztests
konstruieren. Die Nullhypothese 0@ = 0 ist der Nullhypothese B{® = B =
... = BR = 0 gleichwertig. Deswegen eignet sich zur Priifung dieser Nullhy-
pothese ebenso die Entscheidungsregel (34), die auch im Korrelationsanalyti-
schen Modell anwendbar ist.

Da viele Begriffsbildungen und Ergebnisse fur das klassische regressionsanaly-
tische Modell und das klassische korrelationsanalytische Modell gleicherma-
Ren gelten, soll im folgenden vom Kklassischen Modell oder vom Regressionsmo-
dell (manche Autoren sprechen vom Allgemeinen linearen Modell) die Rede
sein, wenn es sich um gemeinsame Eigenschaften der beiden Ansétze handelt.

1.8 Modelle mit Fehlern in den Pradiktoren

Ublicherweise geht man in der Regressionsanalyse davon aus, daR die beob-
achtbaren Variablen exakt, d.h. ohne Fehler gemessen werden kdnnen. In der
Regel sind die Variablen aber fehlerbehaftet; die Ursache liegt in zahlreichen
Fehlerquellen, z.B. in der Erhebungstechnik (falsche Abgrenzungen, falsche
Antworten), am Stichprobenfehler, an der Aufbereitung der Daten usw. Im
folgenden werden Modelle mit fehlerbehafteten Variablen betrachtet. Als Lite-
ratur hierzu koénnen Klein (1953, p. 282-305), Malinvaud (1966, p.
326--363), Cochran (1970), Schonfeld (1971, p. 100-124), Schneeweil’ (1974,
p. 216-232), Stroud (1974), Namboodiri et al. (1975), Wainer & Thyssen
(1976), Aigner & Goldberger (1977), Maddala (1977, p. 292-319), Rock et al.
(1977) und Dhrymes (1978, p. 242-268) herangezogen werden.

Es missen nun fur das Kriterium und jeden Pradiktor jeweils zwei Werte
unterschieden werden: der richtige bzw. der tatséchlich beobachtete und damit



238 Werner Schubd, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

fehlerbehaftete. Um ersteren vom zweiten Wert in der Notation zu unterschei-
den, wird er jeweils mit einem Stern versehen.

Aus schreibtechnischen Grinden wird nun fur das Kriterium nicht mehr vy,
sondern s, und fur die Pradiktoren einschlief3lich der bisherigen Konstante
Xo = 1 in abgeanderter Numerierung X, geschrieben (1 £ k < K). Es bezeich-
net also x*,, bzw. X,, das tatséchliche bzw. beobachtete Kriterium zur Erhe-
bungseinheit n und x*,, bzw. X,, den tatsachlichen bzw. beobachteten k-ten
Pradiktor zur Erhebungseinheit n.

Der Fehler in der Variablen X, (0 S k €K, 1S n £ N) wird mit vy,
bezeichnet. Dieser Fehler kann additiv oder prozentual sein. Es wird ein addi-
tiver Zusammenhang unterstellt:

Xkn = X:I:n+vkn (o é k g Ka 1 § n g N)

Die Regressionsbeziehung lautet:

K
Xon = ) Bikiatea (1S n S N),
k=1

wobei €, den Fehler in der Gleichung erfaft.

In kompakter Matrizenform schreiben sich obige Beziehungen
(82) X = X*+V, x,= x{+v,
(83) x; = X*B+e,

wobei X bzw. X* bzw. V jeweils NxK-Matrizen darstellen, B einen Spalten-
vektor mit K Komponenten und x* bzw. X, bzw. g Spaltenvektoren mit je N
Komponenten. Wird xy* in (83) gemaR (82) ersetzt, so ergibt sich

(84) Xo = X*B+e+v,.

Aus (84) resultiert, dall der Effekt des Fehlers in der Gleichung, namlich &g,
derselbe ist wie der des Fehlers in der Variable x,, ndmlich v,. Wir setzen daher
ohne Beschrankung der Allgemeinheit e zu Null.

Wird weiter X* in (84) gemaR (82) ersetzt, so ergibt sich die entsprechende
Beziehung in den beobachtbaren Variablen

(85) X, = XB+(vo—VB).
Der Fehler in der Gleichung (85) wird zusammengefalit zu

u = VO_VB'
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Damit resultiert die Ubliche Regressionsbeziehung
(86) xo = Xp+u.

Folgende Annahmen die Fehler betreffend werden getroffen:

(FI) Die Fehlervariable vy, ist unabhangig von v, fur n ¥ m und
0=k l=K
(F2) (Vors Vin, - - -, Vkn) besitzt eine von n unabhangige Verteilung und

Wy bezeichnet die Kovarianz von v, und v,, bzw. € die ent-
sprechende Kovarianzmatrix. Mit €,; bezeichnen wir die Ma-
trix, die aus € durch Weglassen der ersten Zeile und Spalte
entsteht, und mit @, die erste Spalte von € aber ohne wqg.

(F3) Die Fehlervariablen v,, sind alle unabhangig von den x7%, fir
0=k, 1=K,1nEN

(F4) Fvi,,=0fir0Sk <K, 1=n=EN.
Es wird zugelassen, daR einige der Variablen fehlerfrei beobachtbar sind, d.h.

dal} einige wyy verschwinden kdnnen. Nur wqy sei ungleich Null, da in v4 auch
der Fehler in der Gleichung miterfalBt wird.

Nun miussen noch die tatsdchlichen Pradiktoren spezifiziert werden. Es gibt

zwei Mdglichkeiten:

1. Die stochastische Spezifikation, nach der alle x§, (1 S k<K, 1 Sn<N)
stochastische Variable sind (und damit auch x%.);

2. Die deterministische Spezifikation, nach der alle x%, fest vorgegeben sind.
In diesem Falle ist wegen (83) (man beachte e=0) auch x7%, fest vorgegeben.

Bei stochastischer Spezifikation soll noch gelten

. 1 SN 3 1 1 Y
(F5) lim 5 B XD = plim XX

und die Grenzwertmatrix M sei nichtsingulér.

Bei deterministischer Spezifikation soll gelten

1
, li X+ X*
(F57) m N
existiert und die Grenzwertmatrix sei nichtsingular.

Zuerst wird unabhéngig von der Spezifikation der Minimum-Quadrat-Schat-
zer fur (86) betrachtet. Nach Definition von u und gemaR (86) ergibt sich

EX'u = E(X*—V) ' (vo—VB) = —EV'v,+(EV'v)p.
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Daraus ergibt sich (auch fur den Fall, dak V und v, unkorreliert sind) eine
Korrelation der beobachtbaren Pradiktoren mit der Fehlervariablen u. Daher
ist der Minimum-Quadrat-Schéatzer

p=X'X)'X'X

verzerrt.

GemaR (83) gilt aber (beachte £=0)
X X*B = X*'x,.

Darin ersetzen wir X* und x;* gemal (82). Es ergibt sich also
(X=V) " X=V)B = (X=V) ' (%= Vo)

bzw. durch Ausmultiplizieren,

(87) (X'X-=V'X-X'V+V'V) = X'xg—V'x;—X"vo+V'v,.

Wegen der getroffenen Annahmen ergibt sich asymptotisch

plim %V’X = plim —;TX’V =0
1t ! V'x, = pli —1—X’ =0

piim N Xo—plmN Vo =
li ! VvV=2Q

phm W = 3an

und

li ! Vv = 0

plim ~ Vg = 0.

Daher ist das folgende Gleichungssystem asymptotisch &quivalent zu (87)

1 ~ 1
(88) ( FX,X + 911>B = WX’XO +

Wenn also €2;; und ®; bekannt sind, so ergibt sich gemaR (88) aus den beob-
achtbaren Variablen der Schéatzer B, der nach obiger Herleitung konsistent ist.

Dieser Schatzer setzt die Kenntnis von €;; und ®; voraus. In vielen Fallen
kann ®; gleich Null gesetzt werden und €2,; als diagonal angenommen werden,
d.h. die Fehler in den verschiedenen Variablen sind untereinander unkorre-
liert. Trotzdem ist Uber die Beobachtungen hinaus eine gewisse a priori Kennt-
nis Uber die Varianzen der Fehler in den Variablen nétig, um die Parameter
konsistent zu schétzen. Hier liegt ein ldentifikationsproblem vor. Dieses wird
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im Rahmen der stochastischen Spezifikation und bei Vorliegen von Normal-
verteilungen noch genauer diskutiert.

Die Struktur der Verzerrung des Minimum-Quadrat-Schatzers kann flr den
Fall der Einfachregression xg, = B;+B;x>, genauer studiert werden. Das Abso-
lutglied x;, = 1 kann naturlich ohne Fehler beobachtet werden. Weiter sei wg,
= 0.

Damit ergibt sich

A

B = (X'X)"X'%

bzw.
.oa . 1 . .1 R
plim g = (phm ﬁx=-"x=-+(8 omu)>"‘1<phm-ﬁ X* X"‘B)
und
.oa 1
plim B, = B, o
1+ =

s
wobei s = plim LZ(xz —X%3)% X5 =LZX
N & T N &

Offensichtlich wird 3, immer unterschatzt und zwar um so mehr, je groRer das
Verhéltnis der Varianz von v,, zu x*,, ist. Wenn wir z.B. N = 10 annehmen
und x*,, = ¢, fir 1 En S5 bzw. X%, = ¢, # ¢, fur 6 S n < 10, so ist es relativ
klein. Grafisch ergibt sich die Darstellung in Abb. 2.

Br + Baxa, By + Boxan

Xon
c, + + +
o + + +

> Xon

Abb. 2: Verzerrung der Regressionskoeffizienten, wenn der Pradiktor mit MeRfehler
gemessen wurde.

Es seien nun alle Fehlervariablen vy, und alle x*, fir 0 S k€K, 1<n <N
normalverteilt.  Mit w, wird der Erwartungswert von x*,, bezeichnet
(0 £ k £ K). Es gilt dann wegen (83)

K
(89) wo = ) wibe
k=1
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Mit X = (o) wird die (K+I)x(K+l)-Kovarianz-Matrix von (Xgn,. - -Xkn)
bezeichnet und mit X* = (oy) die KxK-Kovarianz-Matrix von (X*,, . . .X*q).
Es gilt dann

O = 011‘*‘0\)1(1 fiir 1 § k, 1 § K

K
O = Z BrOkB1+Woo
kl=1

K
Og = Z Brow+wg fiir 1 =1
k=1

K.

A

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich flr die Log-Likelihood-Funktion (bis
auf einen unwesentlichen konstanten Term)

N 1 N K
- ——é—ln(|det z|)- - Y Y Km0l (Rin— ) -

n=1 k1I=0

Aus den beobachtbaren Variablen konnen wir bestenfalls die Matrix X und
Ugs...,ux erhalten. Die eigentlich interessierenden Parameter sind aber
Wis ..Uk, By EF und Q.

Offensichtlich sind letztere viel zahlreicher und damit nicht alle identifizier-
bar. Durch geeignete a priori Information z.B., dak € diagonal ist und gewis-
se Hauptdiagonalelemente Null sind, kann Identifizierbarkeit erreicht werden.

FUr den Fall der deterministischen Spezifikation kann eine andere Schéatzfunk-
tion hergeleitet werden. Die ersten K, < K Variablen seien fehlerbehaftet und

die restlichen exakt beobachtbar. Diese K; ersten Variablen seien als X*; und V;
definiert. Damit gilt nun anstatt (82) und (83)

(82)) X, = Xi+V,
und
(83’) Xo = X*B

Sei Q, die nichtsingulare Kovarianz-Matrix der Zeilen von V,, dann wird
folgende gewichtete Minimum-Quadrat-Methode angewandt

Spur (X,—X)@" (X,—X}) =Minimum

unter der Nebenbedingung (83’). Dabei werden die GroRen x*., als Parameter
angesehen, die , mitgeschatzt“ werden. Der resultierende Schéatzer ist konsi-
stent.



Regressions- und kanonische Analyse 243

1.9 Zeitreihenanalyse im allgemeinen regressionsanalytischen
Modell

In neuerer Zeit gewinnt in der Psychologie die auch quantitative Untersu-
chung von zeitlichen Prozessen grolRere Bedeutung, mit der die Untersuchung
von Zustédnden ergdnzt werden kann. Dies hat wohl nicht zuletzt seinen
Grund darin, daR wichtige Teile des quantitativ-methodischen Instrumenta-
riums flr die speziellen Bedurfnisse der Veranderungsbeschreibung erst jlingst
entwickelt (Yule, 1927; Hannan, 1955; Hannan, 1960; Box und Tiao, 1965;
Kendall & Stuart, 1966, p. 403-430; Malinvaud, 1966, p. 373-393,
425-453; Box et al., 1967; Box & Jenkins, 1970; Box & Pierce, 1970, Box &
Tiao, 1975; Glass et al., 1975; Anderson, 1976; Kendall, 1976) oder in die
psychologische Literatur (Holtzmann, 1963; Huber, 1967; Huber, 1973; Dah-
me, 1975; Dahme, 1976; Gudat & Revenstorff, 1976; Hersen & Barlow, 1976;
Petermann, 1977a, 1977b, 1978; Revenstorff, 1979; Revenstorff & Keeser,
1979; McCleary & Hay, 1980; Keeser, 1981) aufgenommen wurden.

Das Kklassische regressionsanalytische Modell
y=Xp+u

mit K4, wozu die Unkorreliertheit der Komponenten u, und u, fir n # m,
1 £ n, m= N, gehort, ist fur Zeitreihenanalysen deswegen nicht geeignet, weil
in der Regel der nicht durch X erklarbare Anteil des Kriteriums, die Fehlerva-
riable u, durch nicht erfalte, zeitlich trage GroRRen beeinflult wird. Bei einem
Experiment zur Rauchertherapie wird zwar einerseits das Kriterium vy, die
Anzahl gerauchter Zigaretten, wesentlich durch die in den Pradiktorvariablen
X, dargestellten Interventionen bestimmt sein, andererseits werden sich zeitlich
kurzfristig und langerfristig wirksame EinfluRgréRen bemerkbar machen, de-
ren Wirkung auf das Kriterium durch die Fehlervariable u zusammengefalit
wird. Beispielsweise wird ein zum Zeitpunkt t, auftretender Partnerkonflikt
eines Klienten sich so auswirken, daR fiur die Anzahl gerauchter Zigaretten die
Fehlerwerte u,, Up.,. . . Mit sich abschwéachender Tendenz systematisch er-
hoht sind. Insofern wird das Kriterium nun von drei Varianzquellen bestimmt,
den Pradiktoren, den Fehlern und der seriellen Abhéangigkeit der Fehler. Un-
ter bestimmten Umstdnden, die an einem Beispiel noch néher erldutert wer-
den, kénnen derartige Zusammenhange durch den Ansatz einer von der Ein-
heitsmatrix | verschiedenen Matrix V im allgemeinen regressionsanalytischen
Modell bertcksichtigt werden.

Leider ist es so, daB in praktischen Féllen nicht einmal die Matrix V als
Indikator der Struktur der Kovarianzmatrix der Zufallsvariablen u,
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(90) 2uu =0oV= . s
On1 On2 ONN

bekannt ist. Die Matrix X,, muR daher geschatzt werden, wobei es ausreicht,
die wechselseitigen Verhéltnisse der Kovarianzen zu schétzen, wie sie in V
erfalt sind. Leider hat man zum Schétzen der (N(N+ 1)72)- 1 freien Parameter
in V nur die N Werte y, zur Verfigung, so dal} eine konsistente Schatzung der
Matrix V so nicht moglich ist. Die Zahl der freien Parameter in X,, muB also
dadurch verringert werden, dalR ein angemessenes stochastisches Modell mit
erheblich weniger freien Parametern angesetzt wird, das Beziehungen zwi-
schen den Kovarianzen o, definiert.

Ist V geschéatzt, kann in einer zweiten Phase die Schatzung der Regressionsko-
effizienten und ¢ nach den in Kap. 1.3 beschriebenen Methoden erfolgen.
Leider sind die dort angegebenen Eigenschaften der Schatzer nicht fur die hier
beschriebene zweiphasige Schatzung (two step estimator) gulltig. Unter wel-
chen Bedingungen andere, nur asymptotische Schatzeigenschaften nachgewie-
sen werden konnen, beschreibt etwa Schonfeld (1969, p. 207). Auch bei Vor-
liegen der erforderlichen Normalverteilungsannahme sind die in Kap. 1.3 be-
richteten Bereichsschatzungen und die daraus abgeleiteten Signifikanztests nur
asymptotisch, fur endliche Zeitreihen also nur n&herungsweise gultig. Natur-
lich ist dabei die Naherung erheblich besser, als wenn die Abhangigkeit der
Fehler ignoriert und félschlich das Kklassische regressionsanalytische Modell
angenommen wird (Keeser, 1981, p. 281). Wie sehr das Signifikanzniveau

Tabelle 1. Verzerrung der Irrtumswahrscheinlichkeit bei autokorrelierten Da-
ten; relative Haufigkeiten von signifikanten Ergebnissen auf dem
5 %-Niveau von jeweils 1000 Stichproben von Zufallszahlen beim
t-Test und Mann-Whitney-Test fur verschiedene Verteilungsfor-
men und verschiedene Werte der Autokorrelation (nach Box,

1974).
Verteilungsform
0 Test Normal Rechteck x? (schief)
0.0 t-Test .054 .056 .047
0.0 M-W-Test .045 .043 .043
-.4 t-Test .003 .005 .00l

4 M-W-Test .001 .005 .002
+.4 t-Test 105 125 114
4 M-W-Test .096 110 101
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einfacher t-Tests (der t-Test ist der Test (37)) oder von Mann-Whitney-Tests
verfalscht wird, wenn die Fehler autoregressiv korreliert sind (siehe unten),
zeigen die Ergebnisse einer Simulationsstudie von Box (1974), die in Tab. 1
wiedergegeben ist.

Fur die Anwendung des zweiphasigen Schéatzers ist ein nichttriviales Problem
das Aufstellen eines angemessenen und zugleich sparsamen stochastischen Mo-
dells fur die Fehlervariablen, das in der Praxis anhand der vorliegenden Daten
erfolgen muB. Eine Klasse von mdglichen Modellen wird unter der Bezeich-
nung ARIMA-Modell (autoregressive-integrated moving average model) zu-
sammengefalt. Die Eigenschaften des Modells, die Methoden zur Identifika-
tion des speziell fur die Daten angemessenen Modells und die Schatzung der
Parameter des Modells stellen z.B. McCleary & Hay (1980) und Keeser (1981)
ausfuhrlich dar. Computerprogramme zur Bearbeitung dieser Aufgabe sind in
den neueren Versionen der Programme BMDP2T (Dixon & Brown, 1981),
SPSS-Prozedur BOX-JENKINS (Beutel & Schub6, 1982) und in der Unter-
programmbibliothek IMSL (IMSL, 1979) enthalten.

Als einfachstes und am besten dokumentiertes (z.B. Johnston, 1963, p. 177,
Schonfeld, 1969, p. 211; Schoénfeld, 1971, p. 31; Schneeweil3, 1974, p. 180;
Seifert, 1975, p. 109) Beispiel sollen die Ergebnisse beim autoregressiven Sche-
ma erster Ordnung (AR(l) oder ARIMA (1,0,0)) vorgestellt werden, woran
das Prinzip der Vorgehensweise sichtbar wird. Dies ist der einfachste Ansatz,
der jedoch leider fur die meisten Anwendungen z.B. in der Psychotherapiefor-
schung nicht ausreicht.

Als stochastisches Modell fur die Fehlervariable wird angenommen:

(Z1) u, = ou,_ + e, fiirn = 2,3,...,N mit
(Z2) lo| <1, Eu, =0,

wobei fiir die Zufallsvariablen e, gilt
(Z3) Ee,=0firn=12,..,N
(Z4) X.=o01
(Z5) cov (u, 4, ) =0 firn =23,..,N

Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen den Fehlervariablen zu
unmittelbar aufeinanderfolgenden Zeitpunkten t,; und t, der selbst wieder
von unregelméBigen Zufallsschocks Uberlagert wird. Fir die Beziehung auf-
einanderfolgender Fehlervariablen wird demnach ein klassisches korrelations-
analytisches Modell angesetzt. Unter den Bedingungen ZI bis Z5 folgt y,
einem stationdren Prozel3. Es gilt

91) u, = 0" 'u; +0" %e; + ... tp e, + e, fiirn=23,..,N

woraus sich wegen || < 1 ablesen liflt, dafl die Zufallsschocks fiir spitere
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Zeitpunkte einen immer schwéacher werdenden EinfluR haben. Die Kovarianz-

matrix der Fehlervariablen hat die Form

(92) T = 02V mit
2
o’ =02 = _(fegz und
1 e o ..o
v=|2 I e ..o%F
éN—l .QN—Z QN—3 1

Die fur die Schatzung der Regressionskoeffizienten bendtigte Inverse ist

1 ) 0... O 0
- 1 —0 1+¢> —p ... 0 0
1 —
(93) Vi=1—F| o —o1+et.. 0 0

0
0
0

o 0 0...—p 1+@* —p

0 0 0... 0 -po

1

Kennt man die Autokorrelation g, dann lassen sich damit in der zweiten Phase
innerhalb des allgemeinen regressionsanalytischen Modells alle Schatzungen,
Prognosen und Tests exakt durchfihren, vorausgesetzt die Normalvertei-

lungsannahme A5 st erfillt.

Im Falle des autoregressiven Schemas erster Ordnung (Wonnacott & Wonna-
cott, 1970, p. 328) wie im allgemeinen ARIMA-Modell (Keeser, 1981, p. 207)
1aBt sich die sog. Aitken-Reduktion auf das klassische regressionsanalytische
Modell auf besonders einfache Weise durch Differenzbildung durchfihren.

Man zerlegt V! in zwei Faktoren

(94) V—! = D'D mit
V1i—-9®> 00 00
-0 10 00
D = 1 0 -0 1 00
) :
1-e 0 0... 1
0 0 0...—01

und erhilt in
(95) y* = X*f+u*
mit y* = Dy, X* = DX, u* =Du
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ein klassisches regressionsanalytisches Modell mit unkorrelierten Fehlervaria-
blen (Du), Dal} es sich bei D um eine Matrix handelt, die Differenzen aufein-
anderfolgender Messungen bildet, sei an

Vi—-¢* 1y

Y2 — @Y1

(96) Dy=| ys - oy
L¥Yn = O¥VN—1 )

demonstriert; wie man sieht, mufl die erste Messung y; etwas abweichend
behandelt werden. Es genigt fur die Transformation in das klassische Modell
ubrigens nicht, nur die Kriteriumswerte zu transformieren, auch die Pradik-
torwerte mussen, wie aus (95) ersichtlich, mittransformiert werden.

Bisher wurde davon ausgegangen, dal die Autokorrelation @ bekannt ist. Im
allgemeinen mufl man sie jedoch schéatzen (Phase 1). Dazu bildet man die
OLS-Schatzungen (klassisches Regressionsmodell) fir die Residuen

(97) o=y - XXX)"Xy

und schétzt @ durch

N
Z lAlnA~l ﬁn
P n=2
(98) Q= Nt

).,

n=1
Dieser Schatzer ist nicht erwartungstreu. Die Schatzung setzt man anstelle des

Parameters @ in den Gleichungen (92) bis (96) fur die zweite Schatzphase ein,
die sonst wie in dem Fall erfolgt, in dem @ a priori bekannt ist.

Bestehen Zweifel, ob Uberhaupt Autokorrelation der Residuen vorliegt, kann
die Entscheidung dariber auch durch statistische Tests herbeigeftihrt werden.
Pauschal kann etwa mit einem Runs-Test auf die geschétzten Residuen (97)
entschieden werden, ob die Vorzeichen der Residuen tatséchlich regellos ver-
teilt sind. FUr die spezifische Priufung der Nullhypothese, dafl die Autokorre-
lation @ = 0 ist, missen zwei Varianten unterschieden werden, die beide die
Normalverteilungsannahme A5 erfordern.

Fur die erste Variante missen die beiden Residuen selbst bekannt sein, d.h. die
Regressionskoeffizienten  missen bekannt sein. Dann ist die Verteilung des
von Neumann-Verhaltnisses
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1 N
N—-1 Z (un - un—l)z
n=2

(99) Qy) = -
1 Y w2
N n=1

unter der Nullhypothese bekannt (Tabellen in Hart & von Neumann, 1942).
Q ist symmetrisch um 2N/(N - 1) mit Varianz var Q = 4/N verteilt.

FUr den realistischeren Fall, daR nur die Schatzungen der Residuen nach (97)
vorliegen, gibt es die zweite Variante, den Durbin-Watson-Test (Durbin &
Watson, 1950, 1951, 1971), der auf der PrufgroRe

N
Y (8 — Gy
(100) d= 22

=81

0

™z

il

n

beruht. Es handelt sich dabei um einen ,bounds-Test“, bei dem untere und
obere Schranken fir die Durbin-Watson-Statistik tabellarisch erfaflst sind (z.B.
Koerts & Abrahamse, 1969). Die Tabellen sind in der Regel fUr die einseitige
Alternativhypothese o > 0 ausgelegt. Unterschreitet d die untere Schranke
dy,e Wird die Nullhypothese zugunsten der Alternativhypothese abgelehnt.
Wird die obere Schranke du,, Uberschritten, entscheidet man sich fur die Null-
hypothese. Liegt d zwischen di , und dy,, enthdlt man sich des Urteils (s.
Abb.3).

positive

Autokor- ? keine Autokorrelation

relation
277 MR NN )
0 die  dya 2 4

Abb. 3: Durbin-Watson-Test auf positive Autokorrelation.

Die beiden besprochenen Tests sind fur die Diagnostik des autoregressiven
Prozesses erster Ordnung konstruiert, der in Anwendungsféllen der Psycholo-
gie eher selten vorzufinden ist. FUr allgemeinere serielle Abhangigkeiten haben
Box & Pierce (1970) einen Modellanpassungstest entwickelt, den sie Porte-
manteau-Test nennen. Zur Entscheidung, ob die Residuen einem periodischen
Muster folgen, empfehlen Jenkins & Watts (1968) den Periodogramm-Test.
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Wenn auch die Pradiktoren selbst Zufallsvariablen mit seriellen Abhangigkei-
ten sind, mussen Transfermodelle (distributes lags, dynamische Regression)
herangezogen werden (s. Box & Jenkins, 1970; McCleary & Hay, 1980).

1.10 Suppression und Kollinearitét

Die Interpretation von Regressionsanalysen ist deswegen h&ufig nicht einfach,
weil die Regressionskoeffizienten stark von den Interkorrelationen der Pradik-
toren abhdngen. Die Schwierigkeiten bei der Interpretation einer Regressions-
analyse werden an einem Beispiel aufgezeigt, dessen BestimmungsgroRen wir
spater variieren. Dabei werden die Begriffe Wichtigkeit einzelner Pradiktoren,
Suppression und Kollinearitat eingefuhrt und diskutiert.

Cohen & Cohen (1975, p. 73) stutzen sich bei der Diskussion der Zerlegung
der Varianz des Kriteriums, die durch eine Regressionsanalyse gegeben ist, auf
ein Beispiel, das wir zur Illustration tUbernehmen wollen. Es wird eine Stich-
probe von Mitgliedern des Lehrkérpers von Universitaten untersucht. Als
Kriteriumsvariable y dient der akademische Rang einer Person, der, Ubertra-
gen auf deutsche Verhéltnisse, dadurch skaliert wird, dal von der Besoldungs-
gruppe HI bis H4 der Buchstabe entfernt wird; Mitgliedern des akademischen
Mittelbaus kénnte wahlweise der Wert 1 oder 0 zugewiesen werden. Der
Zusammenhang zwischen diesem Kriterium und den beiden Pradiktoren x; =
Anzahl der Publikationen und x, = akademisches Alter = Anzahl der Jahre
seit der Promotion soll untersucht werden. Wenn die Personen der Stichprobe
zuféllig aus der Grundgesamtheit entnommen werden, liegt ein klassisches
korrelationsanalytisches Modell vor; wegen der Zufallsreihenfolge in der
Stichprobe sind serielle Korrelationen ausgeschlossen. Falls flr die Argumen-
tation erforderlich, wollen wir fur die Residuen Normalverteilung annehmen,

Tabelle 2: Die Ergebnisse zum Beispiel von Cohen & Cohen (1975, p. 74). Der
Stichprobenumfang ist N = 15.

Akad. Rang Konstante Anz. Publik. Akad. Alter

Variable % Xg X4 X,
Mittelwert 1.8 1.0 7.6 9.6
Standardabw. s .748 .0 4.96 7.25
einf. Korr. mit y 1.0 - 463 612
einf. Korr. mit x, 463 — 1.0 683
Regressionskoeff. by - 1.15 .013 .057
Regressionskoeff. b}, ~ — .0 .084 .555

fiir stand. Variablen
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obwohl sie wegen der Diskretheit des Kriteriums und der Beschrankung des
Wertebereichs sicher hdchstens in schlechter N&herung gegeben sein kann.
Die meisten Interpretationen bendétigen jedoch die Normalverteilungsannah-
me nicht. AulRerdem sollen zwischen allen drei Variablen nur lineare Zusam-
menhénge bestehen. Die wichtigsten Ergebnisse der empirischen Regression
mit den Schatzungen der Regressionskoeffizienten im klassischen Modell sind
in Tab. 2 enthalten.

In dieser Tabelle sind neben den Regressionskoeffizienten aus
(101) }A’n = b0+blxnl+b2xn2 (1 5 n § N)

auch die Regressionskoeffizienten fir die standardisierten Werte

(102) 2= 20 gy = 2L (1SnSN,1SkSK)
Sy k

enthalten. Die Regressionskoeffizienten b*, flr standardisierte Werte (in der
Literatur werden sie hdufig auch Beta-Gewichte genannt) sind deshalb ange-
nehmer fur die Interpretation, weil sie nicht von der Skalierung, d.h. von den
Maleinheiten der Variablen abh&ngen. Sie sind die Bestimmungsgréflen zur
OLS-Schatzung der standardisierten Kriteriumswerte

(103) Zyn = biza1+byzn (1=nsEN),
wobei die Variable x, nicht mehr berlcksichtigt werden muf.

In Abb. 4 werden die Anteile gemeinsamer Varianz durch das Uberlappen von
Kreisscheiben dargestellt und mit den entsprechenden einfachen semipartiellen
(Cohen & Cohen, 1975, p. 81; Gaensslen & Schubd, 1976, p. 88) oder multip-
len Korrelationen etikettiert. Die quadrierten Korrelationskoeffizienten sind
zugleich die erklarten Varianzen, wenn es sich um standardisierte Variable
handelt.

Richtig wiedergegeben wird in Abb. 4, dal fur Flache a verschiedene &quiva-
lente Berechnungsmdglichkeiten bestehen

— 2 2 _
(104) a = R}~ 102~ He-
Iy1= Iy1—2)

Iy2~ Ty2—1)
.2106.

Doch ist die Abbildung insofern gefahrlich, als sie nicht bertcksichtigt, dafl
dieser Betrag bei anderen Daten durchaus negativ sein kdnnte (s. Tab. 3).
Auch koénnen in einer derart vereinfachten Abbildung héufig die Beziehungen
der Pradiktoren untereinander nicht angemessen dargestellt werden.
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Akadem. Rang y

Akadem. Alter x,

Anzahl Publikationen x;

Abb. 4: Die Varianzzerlegung bei der Regression mit zwei Préadiktoren im Beispiel von
Cohen & Cohen (1975, p. 74).

Wie laRt sich dieses Ergebnis nun deskriptiv interpretieren? Einerseits besteht
ein Zusammenhang zwischen der Anzahl der Publikationen und dem akademi-
schen Rang, der wechselseitig 21% der Varianz erklart; Uber eine kausale
gerichtete Abhé&ngigkeit 148t sich bei Querschnittsuntersuchungen nie etwas
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aus den Daten, sondern allenfalls aufgrund einer Theorie Uber den Gegen-
standsbereich aussagen. Andererseits besteht ein noch starkerer Zusammen-
hang (erklarter Varianzanteil 37%) zwischen dem akademischen Alter und
dem akademischen Rang. Die Betrachtung des gemeinsamen Zusammenhangs
der Variablen Anzahl der Publikationen und akademisches Alter mit dem
akademischen Rang wirft gegenuber der isolierten Betrachtung der Pradikto-
ren ein neues Licht vor allem auf die Rolle der Anzahl der Publikationen. Der
durch sie zusatzlich erklérte Anteil der Kriteriumsvarianz betrdgt namlich nur
rzy(l_z) = .0038 und ist demnach verschwindend gering. In der Begriffsbildung
von Bortz (1977, p. 596) ist die Anzahl der Publikationen demnach eine redun-
dante Pradiktorvariable. Das bedeutet, daR fur die Schatzung des akademi-
schen Rangs die Hinzunahme der Anzahl der Publikationen zum akademi-
schen Rang keine Verbesserung erbringt. Dies zeigt sich Ubrigens nicht so
deutlich an den Regressionskoeffizienten b*, wo z,, mit 0.084 gewichtet ist.
Durch den Zusammenhang zwischen x; und X, entsteht eine schwache Kolli-
nearitat, die dazu fuhrt, da aus beiden Pradiktoren gleichermafen schéatzbare
Anteile des Kriteriums auf die Pradiktoren aufgeteilt geschatzt werden.

Um zu demonstrieren, wie sehr die Ergebnisse von der Korrelation der Pra-
diktoren unter sonst gleichen Umstdnden abhangen, werden einige fur die
Interpretation einer Regressionsanalyse wichtige Groen in Abhéngigkeit von
der Pradiktorenkorrelation dargestellt. Die Regressionskoeffizienten fur stan-
dardisierte Variablen kénnen im hier behandelten Fall zweier Pradiktoren nach

b = Iy1—Iyal12 bl = Iy~ Iyl
1 2

(109) -, =,

die quadrierten semipartiellen Korrelationen, die den zusatzlichen Varianzbei-
trag der Variablen angeben, nach

(106) r _ Ly Iyl r _ IypTIplyp
y(1=2) — e s ty(z-1) T —5
1—r;1,'2 l—r%z
und der insgesamt erklarte Varianzanteil nach
RZ — (ryl - ryz)2 + Iy1ly2
(107) v(12) 1_1,%2 141y,

berechnet werden. Aus der Bedingung, dal} R2§(12) den Wert 1 nicht Ubersteigen
darf, ergibt sich der zulédssige Wertebereich flr ry,

(108) Iy1lyo— \/(1—1'3,1) (l“rf,z) é I é rylry2+ \/(l—rf,l) (l_rf,z)

FUr die Grenzen dieses Intervalls wird der insgesamt erklarte Varianzanteil
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stets 1. Der minimal erklarte Varianzanteil wird, wenn 0.B.d.A. |ry1 I §|ry2

’

109 rp =2
, =
(109) e =1

angenommen und sein Betrag ist dann
Rl = 152 -

Die konkreten Ergebnisse fur die im Beispiel vorliegende Pradiktorkorrelation
und einige weitere Korrelationswerte sind in Tab. 3 wiedergegeben. Es Uber-
rascht, wie stark die Ergebnisse voneinander abweichen, obwohl die Stérke des
Zusammenhangs jedes einzelnen Pradiktors zum Kriterium stets dieselbe ist.

Leider sind die Ergebnisse nur fur zwei Falle leicht zu interpretieren: Zum
ersten im Fall der minimal erklarten Varianz, r,, = 0.463/0.612 = .757, bei
dem die Schatzung des Kriteriums ausschlieBlich durch den damit am stérksten
korrelierenden Pradiktor erfolgt, und zum zweiten im Fall r;,=0, wo die
Pradiktoren unkorreliert sind. In allen anderen Féllen ist es prinzipiell unmég-
lich, befriedigende Malzahlen fir den alleinigen Beitrag einer Pradiktorvaria-
blen innerhalb der gemeinsamen Schéatzung herauszunehmen, so sehr der
Praktiker sich Hinweise auf die Wichtigkeit oder Bedeutung einzelner Pradik-
toren winscht. Dennoch werden als Indizes der Wichtigkeit einzelner Pradik-
toren die einfachen Korrelationen mit dem Kriterium, die Regressionskoeffi-
zienten flr standardisierte Variablen, die quadrierten semipartiellen Korrela-
tionen oder die Produkte von einfacher Korrelation und Regressionskoeffi-
zient fUr standardisierte Variablen herangezogen. Alle diese Gr6fRen haben
ihre sinnvolle Bedeutung, doch sind sie alle nur in den beiden genannten Féllen
der leichten Interpretierbarkeit als Indizes fur den eigenstdndigen Beitrag eines
Pradiktors uneingeschrankt verwendbar. Die spezifischen Vor- und Nachteile
dieser GroéRen werden am ausfuhrlichsten von Darlington (1968) diskutiert.

Recht kontrovers wird in der Literatur auch die Frage diskutiert, was unter
Suppressorvariablen verstanden werden soll, und wie sie noch naher charakte-
risiert und gegliedert werden kdénnen. Gemeinsam ist die Forderung, dal3 eine
Suppressorvariable eine Variable sein soll, die im Kontext der Ubrigen Pradik-
toren die erkléarte Varianz in einer Weise erhoht, die man zuné&chst (aufgrund
der einfachen Korrelationen) nicht vermutet héatte. Bortz (1977, p. 597) defi-
niert als Suppressorvariablen solche, die den Vorhersagebeitrag einer (oder
mehrerer) anderen Variablen erhéht, indem sie irrelevante Varianzen in der
(den) anderen Pradiktorvariablen unterdrickt. Bortz operationalisiert dies in
Anlehnung an Conger & Jackson (1972) und Conger (1974) fur den Fall zweier
Pradiktoren dadurch, daf er b*;ry; > rzyl, fordert, wenn x, eine Suppressorvaria-
ble sein soll. Darlington (1968) polt alle Pradiktoren so um, daf ihre einfache
Korrelation mit dem Kriterium nicht negativ ist, und nennt die Pradiktoren
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Suppressorvariablen, deren Regressionskoeffizient b, negativ ist. Fur den Fall
zweier Pradiktoren folgt daraus die Bedingung rypr(.,) < ryry(i.y), wenn x,
eine Suppressorvariable sein soll. Gaensslen & Schubé (1976, p. 117, 123)
sprechen dann von einer Suppressorvariablen, wenn sie fur sich mit dem Krite-
rium praktisch nicht korreliert, aber im Zusammenhang mit den Ubrigen Pré&-
diktoren den insgesamt erklérten Varianzanteil erhéht. Im Beispiel nennen sie
X, eine Suppressorvariable, wenn rzy(z_l) grof3 gegenuber r2y2 bzw. wenn |ry2r12|
grol? gegenuber |ry,| ist. Cohen & Cohen (1975, p. 91) nennen X, dann eine
Suppressorvariable, wenn b*, auerhalb des Intervalls zwischen 0 und ry, liegt.
Velicer (1978), der Conger kritisiert, spricht ahnlich wie Gaensslen & Schubd
(1976) dann von Suppression, wenn rzy(z_l) groRer als rzyz, ist. Holling (1980)
schlieBlich verwendet als Kriterium ry,, > ry, bzw. gleichwertig r;(z_l) > r;z,
wenn X, so gepolt ist, dal’ ry, positiv ist.

Unter Kollinearitat oder Multikollinearitat versteht man, dafl die Matrix X’X
singulér oder fast singulér ist. Den Fall der exakten Kollinearitat hatten wir
durch Annahme A5 in Kap. 1.2 ausgeschlossen; er soll fur das weitere ausge-
schlossen bleiben. Eine Verbesserung der Schatzungen fur die Regressionsko-
effizienten war unter dem Titel Ridge-Regression in Kap. 1.6 vorgeschlagen
worden. Hier sollen noch praktische Auswirkungen der Kollinearitdt ange-
deutet werden.

Stellt man einen gemeinsamen Konfidenzbereich aus den Daten des Beispiels
fur die beiden Regressionskoeffizienten flr standardisierte Daten

S Sz

(110) Bi = S, Py B> = Pl

auf, so erhalt man aus Gl. (22) unter Annahme des klassischen Modells die
Ungleichung

K K _p2
(111) Y % n (Biobi) (Bi-bi) S—qogaa o (KN-K-1),
k=1 =1

welche das Innere einer Ellipse mit Mittelpunkt (b*;, b*,) beschreibt. In Abb. 5
sind die Konfidenzbereiche zu ry, = .463, ry, = .612 und verschiedene, aus
Tab. 3 ausgewdhlte Werte flr ry, abgebildet. Wir wollen hier davon absehen,
dal? die Mittelpunkte der Ellipsen in Abhangigkeit von ry, variieren. Was jetzt
vor allem interessieren soll, ist, dal die Ellipsen um so eher gestreckt sind, je
groRer der Betrag von ry, ist. FUr r;,=0 erhalt man den Grenzfall eines Kreises
als Konfidenzbereich, was davon herrihrt, dal die Schatzungen b*; und b*,
unkorreliert sind. Wenn ry, hoch ist, ist auch die negative Kovarianz der
Schatzungen hoch; dies bedeutet, daR bei zufalliger Uberschatzung des einen
Regressionskoeffizienten der andere Regressionskoeffizient eher unterschétzt
wird. Jeder Regressionskoeffizient kann dann flr sich nicht zuverléssig ge-
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Abb. 5: Konfidenzbereiche der Regressionskoeffizienten fir ry, = .463, r, = .612 und
verschiedene Werte der Pradiktoreninterkorrelation ry,.

schatzt werden. Die Zuverlassigkeit einer Prognose durch die Regressionsglei-
chung als Ganzes ist durch die Kollinearitdt der Pradiktoren jedoch nicht
beeintrachtigt. Gber Mdglichkeiten zur Orthogonalisierung von Pradiktoren
berichtet Silvey (1969); Probleme der kollinearen Testauswertung diskutieren
Schub6 & Hentschel (1978) und Schubd (1980); Uber Schwierigkeiten bei Si-
gnifikanztests informiert Gordon (1968).
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1.11 Schrittweise Regression

In vielen Bereichen der empirischen Forschung weill man zwar, dall Zusam-
menhénge zwischen einem Kriterium und einer grolReren Menge von Pradik-
torvariablen bestehen, doch fallt eine Entscheidung dartber schwer, welche
Untermenge der Pradiktorvariablen den Zusammenhang vermittelt. Eine Re-
duktion der Anzahl der Pradiktorvariablen ist aus Grinden der sparsameren
Beschreibung winschenswert. Wenn fiur das Forschungsgebiet keine Erfah-
rungen oder theoretische Hinweise vorliegen, wenn also keine a priori Reduk-
tion der Pradiktoren mdoglich ist, ist man darauf angewiesen, die Variablenre-
duktion aufgrund der Zusammenhange durchzufiihren, die sich im vorliegen-
den Datensatz zeigen. Die in Kap. 1.10 angefuhrten MaRe fir die Wichtigkeit
der Pradiktoren werden auch zu dem Zweck berechnet, Richtlinien fur die
Variablenreduktion zu erhalten. In diesem Kapitel sollen einige Methoden zur
Auswahl der Pradiktoren diskutiert werden, die z.B. in Draper & Smith
(1966, p. 163), Cohen & Cohen (1975, p. 102) und Graybill (1976, p. 439)
vorgeschlagen werden.

Da die Potenzmenge der Menge der Pradiktoren endlich ist, steht im Prinzip
dem nichts im Wege, der Reihe nach jede der 2X-I méglichen nichtleeren
Untermengen der Pradiktoren flr Regressionsanalysen mit dem Kriterium zu
verwenden. Diese Vorgehensweise wird als Untermengen-Methode (subset
regression, all regressions method) bezeichnet und ist rechnerisch sehr auf-
wendig. Die ,,beste” Einzelregression ist diejenige, die einerseits einen groflen
Varianzanteil erklart, andererseits jedoch nur wenige Pradiktoren verwendet.
Die Einzelregression mit dem besten Kompromifl? zwischen diesen beiden
gegenséatzlichen Forderungen kann z.B. in einer dhnlichen Weise wie beim
Scree-Test der Faktorenanalyse (z.B. Gaensslen & Schubd, 1976, p. 226) da-
durch bestimmt werden, dal in einem Kreuzdiagramm das maximale Be-
stimmtheitsmal} fur eine feste Zahl k von Pradiktoren gegen die Zahl k aufge-
tragen wird. Andere Kriterien und schnelle Algorithmen findet man bei Garsi-
de (1965), Hocking & Leslie (1967), LaMotte & Hocking (1970), Furnival
(1971), Hocking (1972), Morgan & Tatar (1972) oder auch in IMSL (1979).

In sozialwissenschaftlichen Anwendungen ist allerdings fur die Einschatzung
der gefundenen besten Regression grofite Vorsicht erforderlich. Eine Kreuzva-
lidierungsstudie zur Uberprufung der Regression (s. Kap. 1.5: Prognosetest)
mit einer unabhangigen Stichprobe ist obligat. Es genugt keinesfalls, fur die
gefundene Regression einen Signifikanztest durchzufuhren, weil die tatsachli-
che Irrtumswahrscheinlichkeit erheblich das gewadhlte Signifikanzniveau Uber-
steigt. Aus Schub¢ (1982) wurde Tab. 4 entnommen, die fur das Signifikanzni-
veau 5% die effektive Irrtumswahrscheinlichkeit angibt. Beispielsweise ist die
Wahrscheinlichkeit daftr, dal der Zusammenhang zwischen den drei besten
Pradiktoren aus insgesamt 13 Pradiktoren auf dem 5%-Niveau signifikant
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wird, gleich 58%, wenn in Wirklichkeit keinerlei Zusammenhang zwischen
dem Kriterium und den Pradiktoren und zwischen den Pradiktoren unterein-
ander besteht.

Tabelle 4: Gesamt-Irrtumswahrscheinlichkeit bei der empirischen Auswahl
der Pradiktoren mit dem starksten Zusammenhang zum Kriterium
(Irrtumswahrscheinlichkeit a = .05 flur den Einzeltest).

Gesamtzahl
der Pradik- Anzahl verwendeter Pradiktoren
toren K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 beliebig
2 .10 .05 - - - - - - - - .12
3 .14 .10 .05 - - - - - - - 17
4 .19 .14 .09 .05 - - - - - - .22
5 .23 .19 .14 .08 .05 - - - - - .27
6 .26 .26 .19 14 .09 .05 - - - - .32
7 .30 .31 24 .17 .13 .08 .05 - - - .38
8 .34 .36 .32 .25 .18 13 .08 .05 - - 43
9 .37 .39 .36 .30 .24 .17 .12 .08 .05 - .46
10 .40 43 41 .37 31 .23 .18 .12 .08 .05 .51
11 43 .50 .46 .42 .36 29 .22 .16 12 .09 .56
12 .46 .53 .52 .49 .44 .37 .30 .23 17 12 .61
13 .49 .56 .58 .55 .51 .45 .38 .30 .23 .17 .66
14 .51 .60 .62 .61 .56 .51 43 .36 .29 .22 .72
15 .54 .64 .67 .65 .61 .56 .49 43 .36 .29 .75
16 .56 .68 71 .70 .67 .63 .58 .52 43 .35 .77
17 .58 .69 .72 73 71 .67 .62 .57 .49 .43 .80
18 .60 73 a7 .76 .75 71 .67 .61 .56 .50 .83
19 .62 .76 .80 .80 .79 .75 .72 .67 .62 .55 .85
20 .64 .78 .82 .83 .82 .81 .78 .75 .70 .64 .88
25 72 .84 90 .91 .91 .89 .87 .85 .83 .80 .96
29 g7 .91 .93 .96 .97 .96 .95 .94 .93 .92 .98

Dieselbe Problematik besteht bei drei weiteren Methoden zur empirischen
Auswahl von Préadiktoren, der Vorwaérts-Methode, der Ruckwérts-Methode
und der Austausch-Methode. Alle diese Methoden sollen mit geringerem Auf-
wand eine beinahe so gute Untermenge der Pradiktoren finden, wie sie die
Untermengen-Methode liefert. Bei allen Methoden werden schrittweise Pré-
diktoren in die Regressionsgleichung aufgenommen bzw. wieder ausgeschie-
den. Keine der drei Methoden fuhrt mit Sicherheit zur definiert besten Unter-
menge der Pradiktoren im zuvor genannten Sinn.
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Bei der Vorwarts-Methode wird zunéchst die einzelne, mit dem Kriterium am
starksten korrelierende Variable aufgenommen, dann als zweiter Pradiktor die
Variable, die den gréRten Zugewinn des Zusammenhangs bewirkt, usw. Bei
der Ruckwarts-Methode werden aus dem Regressionsansatz mit allen Pradik-
toren jeweils die Variablen ausgeschieden, deren Entfernen die kleinste Ver-
minderung des Zusammenhangs zur Folge hat. Bei der Austausch-Methode
wird im Prinzip wie bei der Vorwaérts-Methode vorgegangen, doch wird nach
der Aufnahme neuer Pradiktoren in den Regressionsansatz jeweils gepruft, ob
andere Pradiktoren aus ihm entfernt werden kénnen, ohne dafl der Gesamtzu-
sammenhang erheblich zurtickgeht. Gleichzeitig kann bei allen Methoden die
Aufnahme néherungsweise kollinearer Pradiktoren ausgeschlossen werden.
FUr den endgultigen Aufbau der Regressionsgleichung ist es im Fall der Kolli-
nearitat zweier oder mehrerer Pradiktoren meist dem Zufall vorbehalten, wel-
che Pradiktoren herangezogen werden. Beinahe alle Computerprogramme er-
moglichen die Pradiktorenauswahl nach wenigstens einer dieser drei Metho-
den, wobei leider fur die endgultige Pradiktorenauswahl der Signifikanztest
mit falscher Irrtumswahrscheinlichkeit berechnet wird. Der Anwender dieser
Programme wird zwar subjektiv gltcklicher, weil er einen signifikanten Zu-
sammenhang berichten kann, doch besteht sein unbemerktes Unglick darin,
dall er mit aller Wahrscheinlichkeit eine nicht gerechtfertigte Entscheidung
trifft.

Eine erheblich geringere Verfalschung der Irrtumswahrscheinlichkeit ist durch
eine Vorgehensweise fur Pradiktorengruppen gegeben, wie sie von Cohen &
Cohen (1975, p. 123) ausfuhrlich beschrieben wird. Dabei werden die Pradik-
toren a priori in disjunkte Variablengruppen A, B, usw. eingeteilt. Die Eintei-
lung erfolgt entweder nach strukturellen oder nach funktionalen Gesichts-
punkten. Ein struktureller Gesichtspunkt ist etwa, wenn die K, = g-l1 Ko-
diervariablen (z.B. Dummyvariablen) zu einer qualitativen Variablen mit g
Auspragungen in eine Gruppe A zusammengefallit wird, oder wenn nichtlinea-
re Effekte einer quantitativen, standardnormalverteilten Variablen z durch eine
Gruppe B von Ky = 3 orthogonalen Hermiteschen Polynomen z, z*1, z%-3z
bertcksichtigt werden. Nach funktionalen Gesichtspunkten kdnnte man Pra-
diktoren des Studienerfolgs etwa in die Gruppen Reifezeugnisnoten (A), Lei-
stungstest-variablen (B), motivationale Variablen (C) und Lebenslauf-Daten
(D) einteilen.

Um die Vorgehensweise Ubersichtlich darstellen zu kdnnen, muissen wir zu-
nachst eine kompakte Schreibeweise fur die Behandlung von Variablengrup-
pen einfihren. Wenn die Gruppe A von Pradiktorvariablen

A = {xly XZ’---9XKA}

ist, schreibt man fur die multiple Korrelation kurz
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Ry = Ryz...xp

und, wenn C die Vereinigung von A und B ist,
Ryap) = Ry

Die quadrierte semipartielle multiple Korrelation

(112) Ria-p = Riap—Rip

ist dann der Varianzanteil des Kriteriums y, der durch die Hinzunahme von A
zusatzlich zu B erklart wird. Fur den Fall dreier Gruppen von Pradiktoren
kann in dieser Begriffsbildung eine hierarchische Zerlegung

(113) Rz = Rya)+Ris-a+Rjc-ap

der erklarten Varianz vorgenommen werden. Ob die zu den Variablen der
Gruppe A gehorenden Regressionskoeffizienten alle Null sind

Bi=PB.=...= BKA =0,
kann durch die Entscheidungsregel zum Verwerfen dieser Nullhypothese

(N-Kao—Kz—1) (R}ap—Rjs)
Ka(1—R%,ap)

entschieden werden, wenn die Annahmen des klassischen Modells fir den
Ansatz mit den zwei Satzen A und B von Pradiktoren erfullt sind. FUr den
Fall, daR A nur eine Variable enthalt, entspricht dies genau der Entscheidungs-
regel (37).

(114)

> FQ(KA,N_KA_KB_l)

Welche Strategien sich fur die Signifikanztests bei Variablengruppen anbieten,
soll nun am bereits erwdhnten Beispiel der Kriteriumsvariablen Studienerfolg
demonstriert werden. Einerseits kann im Rahmen des vollen Satzes von Pra-
diktoren ABCD jeweils gepruft werden, ob die einzelnen Gruppen zusatzlich
zu den drei Ubrigen Gruppen signifikante Varianzanteile erklaren. Beispiels-
weise ware der Test dafuir, ob die motivationalen Variablen C zusatzlich zu
den Reifezeugnis-Noten A, den Leistungstest-Variablen B und den Lebens-
lauf-Daten D Varianzanteile erkléren, durch

115 (N -K— 1) (Rzy(ABCD)_RZy(ABC))
(115) Kc(1—R%anco)

> F (Ko, N—K—1)

gegeben, wobei die Gesamtzahl der Pradiktoren
K= KA+KB+KC+KD

ist. Diese erste Strategie entspricht der ersten Stufe der Ruckwartsmethode.
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Entsprechend der Vorwartsmethode wird die zweite Strategie gewahlt, mit
dem Unterschied, daB nach inhaltlichen Gesichtspunkten a priori eine Hier-
archie fur die Aufnahme in die Regression festgelegt wird. Beispielsweise
kdnnte es vernunftig erscheinen zu untersuchen, ob erstens die Reifezeugnis-
noten A fUr sich mit dem Studienerfolg zusammenhangen, ob zweitens die
Leistungstest-Variablen B eine Verbesserung der Starke des Zusammenhangs
mit sich bringen, ob drittens die motivationalen Variablen C zusatzlich zu A
und B beitragen, und ob schlieBlich die Aufnahme von Lebenslauf-Daten D
sinnvoll oder erforderlich ist. Wieder sei die Entscheidungsregel fur die Auf-
nahme der motivationalen Variablen C als Beispiel angeflhrt:
— — — _ 2 _R2
(116) (N=Ka—Kpz—Kc—1) (R anc) RY(AB))>FQ(KC,N—KA—KB—KC—l)
Kc(l - R?I(ABC))

Bei beiden Vorgehensweisen werden zunéachst nur vier Signifikanztests durch-
gefuhrt, wodurch sich die Gesamt-Irrtumswahrscheinlichkeit nicht in dem
MaRe wie bei der Untermengen-, Vorwarts-, Rickwarts- oder Austausch-
Methode erhtht. Wenn man es wiuinscht, kdnnen weitere Signifikanztests in
Form von geschitzten Tests innerhalb der ,signifikanten* Variablengruppen
fur die einzelnen Variablen angeschlossen werden. Man kann dabei hoffen,
dal? die endgultige Variablenauswahl nicht in dem MafRe zufallsabhangig ist,
wie dies bei den zuerst genannten Auswahlistrategien der Fall ist. Doch stehen
zuverlassige Untersuchungen dazu noch aus.

1.12 Teststarke

Bisher haben wir im Zusammenhang mit der Prifung statistischer Hypothesen
immer nur von der Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen, ge-
sprochen. Beim Prifen statistischer Hypothesen koénnen jedoch grundsétzlich
zwei Fehlentscheidungen getroffen werden. Einmal kann eine tatséachlich rich-
tige Hypothese aufgrund eines Tests verworfen werden, andererseits kann eine
tatsachlich falsche Hypothese nicht verworfen werden. Solange man jedoch
nur eine einzige Hypothese betrachtet, lassen sich nur Aussagen Uber die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art, das vorzugebende Signifikanzniveau a,
machen. Dies ist auch in dem von Fisher urspringlich konzipierten Signifi-
kanztest die einzige bestimmende GréRe (vgl. Haagen & Seifert, 1979, Kap. 9,
insbesondere p. 198-199). Solange man jedoch nur eine einzige Hypothese
pruft, lassen sich keine Aussagen Uber die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
2. Art machen, und damit auch keine Aussagen Uber die ,,GuUte* eines Tests,
wenn man die Gute eines Tests durch die Wahrscheinlichkeit, richtig zu ent-
scheiden, mit. Zur Beurteilung der Gite eines Tests ist es also notwendig,
neben der Nullhypothese auch die Alternativhypothese zu spezifizieren, wie
dies auch im Rahmen der Neyman-Pearson-Testtheorie geschieht. Die Gute-
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funktion (Teststarke, Trennscharfe) eines Tests gibt fur den Bereich der Alter-
nativhypothese die Wahrscheinlichkeit daftir an, die Nullhypothese zu ver-
werfen, d.h. bei Gultigkeit der Alternativhypothese eine richtige Entschei-
dung zu treffen (vgl. Haagen & Seifert, 1979, p. 209). Bezeichnen wir mit ')
die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 2. Art zu begehen, so ergibt sich fur die
Teststarke 1 - B. Beim Prufen statistischer Hypothesen ist man nun speziell an
solchen Tests interessiert, die bei gegebenem Signifikanzniveau eine maoglichst
grolRe Teststarke aufweisen (vgl. dazu auch die Ausfihrungen in Kap. 1.5).

Um die Teststarke bei der Prifung der multiplen Korrelation zu berechnen,
mussen wir also neben dem Stichprobenumfang N und der Zahl der Pradikto-
ren K noch die GréRe der multiplen Korrelation R in der Grundgesamtheit
festlegen. Durch diese GroRen ist Uber die Verteilungsannahme A5 die Vertei-
lung der PrufgroRBe F, die nichtzentrale F-Verteilung (siehe z.B. Tang, 1938;
Laubscher, 1960) volistandig bestimmt. Man nennt R oder meist die daraus
abgeleitete GroRe

auch die EffektgroRe. Im allgemeinen wird man die EffektgrofRe allerdings
nicht kennen. Doch hat man héufig aufgrund von Ergebnissen &hnlicher Stu-
dien Vorstellungen dartber, in welchem Intervall die Effektgrofle liegen wird.
Sicherlich wird es jedenfalls mdglich sein, eine Mindest-EffektgréRe anzuge-
ben, bei der man noch von einem bedeutsamen Effekt oder Zusammenhang
sprechen konnte. In der Personlichkeitsforschung etwa kénnte man als absolu-
tes Minimum von bedeutsamen Zusammenhdngen eine Korrelation R = .2
(4% erklarte Varianz), also eine Effektstarke f* = .042 annehmen.

Allgemein laRt sich sagen, dal? die Teststarke bei der Priufung der multiplen
Korrelation um so gréfRer wird,

a) je groRer das Signifikanzniveau a ist,

b) je groRer der Stichprobenumfang N ist,
c) je groRer die Effektstarke ist und

d) je kleiner die Anzahl der Pradiktoren ist.

1) Da die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art unter sonst gleichen Umstanden
von den Parametern des Parameterraumes der Alternativhypothese (es werden hier nur
parametrisierbare Wahrscheinlichkeitsverteilungen (vgl. Haagen & Seifert, 1979,
p. 206) betrachtet), muBten wir genauer B als abhéngig von diesen Parametern symboli-
sieren. Aus schreibtechnischen Grinden verzichten wir jedoch darauf.



Regressions- und kanonische Analyse 263

Diese EinfluBgroRen hangen in der Regel von &uBeren Bedingungen ab; am
ehesten scheinen noch der Stichprobenumfang und die Zahl der Pradiktoren
relativ frei wéhlbar zu sein.

Ohne ausreichende Teststarke besteht kaum Aussicht, eine Entscheidung fur
oder gegen die Nullhypothese zu fallen. Bei der Planung einer Untersuchung
sollte daher eine Abschatzung der Teststéarke Pflicht sein. Als eine Art Stan-
dard kann eine Teststdrke von .80 angesehen werden.

Eine ausfuhrliche Diskussion der Teststarken aller im Zusammenhang mit der
multiplen Regression Ublichen Tests findet sich in Cohen & Cohen (1975). Mit
noch besserer Genauigkeit werden Teststdrken in Laubscher (1969), Lehmer
(1944) und Tang (1938) angegeben.

1.12.1 Teststarke fur die Prifung der multiplen Regression

Anstatt fur vorgegebenes Signifikanzniveau a, Stichprobenumfang N, Effekt-
starke ¥ und Anzahl der Pradiktoren K die Teststarke 1 - R zu bestimmen, soll
hier von einer vorgegebenen Teststarke und dem vorgegebenen Signifikanz-
niveau o ausgegangen werden; sind zwei der Ubrigen drei Grolien gegeben,
kann dann die dritte so bestimmt werden, dall der Test gerade mit der vorgege-
benen Teststarke durchgefihrt werden kann.

1.12.2 Bestimmen des erforderlichen Stichprobenumfangs N

Der Stichprobenumfang kann mit der N&herungsformel

L
(117) N=?+K+1

berechnet werden, wobei

(118) L=c+VdK-e

in den in Tab. 5 aufgefuhrten Koeffizienten die Abhangigkeit vom Signifikanz-
niveau o und der Teststdrke 1 - B enthélt und die Effektstarke

RZ
(119) f= 1%

von der vermuteten Populationskorrelation abhangt. Zusammengefaldit ergibt
sich

_ R2
(120) N=1—RZIE——(C4-\/dK—e)+K+1.
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Tabelle 5. Koeffizienten zur ndherungsweisen Berechnung der L-Werte

Signifikanzniveau Signifikanzniveau
Teststéarke a = .05 a = .01
1-B c d e c d e
10 -.16 .26 -.09 .16 2.12 -.29
.30 .65 2.47 42 1.95 6.38 1.02
.50 1.95 5.39 1.66 3.92 10.72 3.19
.60 2.87 7.17 3.08 5.09 13.23 4.66
.70 3.95 9.40 4.67 6.48 16.24 6.52
.75 4.61 10.78 5.60 7.31 18.05 7.60
.80 5.41 12.43 6.82 8.30 20.18 9.02
.85 6.52 14.37 9.20 9.52 22.81 10.90
.90 7.79 17.34 10.77 11.17 26.37 13.40
.95 10.05 22.07 14.69 13.85 32.15 17.83
.99 15.04 32.55 24.01 19.58 44.68 27.50

Obwohl die Auswertung dieser Formel im Einzelfall nicht schwierig ist, wur-
den die Ergebnisse fur den vielleicht wichtigsten Fall o= .05 und 1 - 3 = .80
in Tab. 6 mit etwas besserer Genauigkeit (relativer Fehler kleiner 1%) aufge-
nommen. Im Falle der einfachen Korrelation (K = 1) ergaben sich allerdings
aus den Tabellen G.2 und E.2 bei Cohen & Cohen (1975) und ebenso aus den
Tabellen 3.4.1 und 8.4.4 bei Cohen (1969) Abweichungen, die etwas Uber den
von den Autoren angegebenen Fehlergrenzen liegen; unsere Tab. 6 enthalt die
jeweils groBeren Forderungen fir den Stichprobenumfang.

Die Naherung (117) stammt von Cohen & Cohen (1975, p. 118). Die Bezie-
hung (118) ist eine Approximation, fur die die in Tab. 5 aufgefiihrten Koeffi-
zienten durch eine Regressionsanalyse mit dem Kriterium K und den Pradik-
toren L und L? aus den Tabellen von Cohen & Cohen (1975) bestimmt wur-
den. Um den Approximationsfehler fur kleine Werte von K niedrig zu halten,
wurde fur K = 1 zehnfach und fir K = 2 bis 5 jeweils funffach gewichtet. Der
relative Fehler der Naherung (118) gegeniber den tabellierten Werten von L
betréagt hochstens 1% mit Ausnahme des Falles K = 1, wo relative Fehler bis
zu 2,5% auftreten (in Tab. E2 bei Cohen & Cohen, 1975, ist fur | - B = .50
und K = 24 ein Druckfehler enthalten: statt 13.02 muR L = 13.25 stehen).
Diese nicht sehr erheblichen numerischen Fehler werden dadurch aufgewogen,
dal? es durch die Naherung (118) moglich wird, in Gl. (120) eine algebraische
Beziehung zwischen dem Stichprobenumfang N, der Populationskorrelation
R und der Pradiktorenzahl K fur eine bestimmte Irrtumswahrscheinlichkeit
und Teststarke aufzustellen. Diese Beziehung kann nach jeder der drei GroRRen
aufgeldst werden, was im folgenden Verwendung findet.
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Tabelle 6: Mindestens erforderlicher Stichprobenumfang N in Abhéangigkeit
von der Anzahl der Pradiktoren und der GrofRe der multiplen Kor-
relation in der Grundgesamtheit flr den Signifikanztest der multip-
len Korrelation aus der Stichprobe mit einem Signifikanzniveau von
o = 0.05 und einer Teststarke 1 - B = 0.80

Anzahl
der
Pradik- Multiple Korrelation in der Grundgesamtheit
toren .01 .05 .10 20 .30 40 50 .60 .70 .80 .90 .95 .99
1 78812 3145 783 193 84 46 28 18 12 9 6 4 3
2 96544 3856 959 235 101 54 32 21 14 9 6 5 4
3 109269 4365 1086 267 115 62 37 24 16 11 7 6 5
4 119567 4776 1189 292 126 68 41 27 18 12 8 7 6
5 128453 5132 1278 315 136 74 45 29 20 14 10 8 7
6 136385 5450 1358 335 145 79 48 32 22 15 11 9 8
7 143618 5739 1430 353 154 84 52 34 23 17 12 10 9
8 150308 6007 1498 370 161 88 55 36 25 18 13 11 10
9 156563 6258 1561 386 169 93 57 38 27 19 14 12 11
10 162457 6494 1620 401 176 97 60 40 28 21 15 13 12
11 168047 6718 1676 416 182 101 63 42 30 22 16 14 13
12 173376 6931 1730 430 189 105 66 44 32 23 18 15 14
14 183376 7332 1831 456 201 112 71 48 35 26 20 17 16
16 192656 7705 1925 480 212 119 75 52 38 28 22 20 18
18 201354 8054 2013 503 223 125 80 55 40 31 24 22 20
20 209565 8383 2096 524 233 132 84 59 43 33 26 24 22
25 228411 9140 2288 575 257 146 95 67 50 39 32 29 27
30 245409 9823 2461 620 280 160 105 75 57 45 37 34 32
35 261017 10451 2620 663 300 174 115 83 64 51 43 39 37
40 275528 11035 2769 703 320 186 124 90 70 57 48 44 42
45 289146 11583 2909 740 339 198 133 98 77 63 53 50 47
50 302017 12101 3041 776 357 210 142 105 83 68 59 55 52
60 325938 13065 3288 844 391 233 159 119 95 80 69 65 62
70 347919 13952 3516 906 423 254 176 133 108 91 80 75 72
80 368368 14778 3728 965 454 275 192 147 120 102 90 85 82
90 387566 15553 3928 1022 483 295 208 160 132 113 101 96 92
100 405718 16287 4118 1075 512 314 223 174 144 124 111 106 102
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Tabelle 7: Erforderliche Populationskorrelation R flr einen Signifikanztest mit
Signifikanzniveau o = .05. und Teststarke 1 - 8 = .80 in Abhéangig-
keit vom Stichprobenumfang N und der Anzahl der Pradiktoren K.

Stich-

proben-

umfang Anzahl der Pradiktoren K

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 75 100
3 99 - - - - - - - - - - - - - - -
4 96 96 - - - - - - - - - - - - - R
5 92 92 96 - - - - - - - - - - - - -
6 88 88 .92 97 - - - - - - - - - - - R
7 85 85 89 93 97 - - - - - - - - - - R
8 82 82 86 90 .94 97 - - - - - - - - - R
9 79 79 83 .87 91 94 97 - - - - - - - - R

10 J7 .77 81 84 88 91 94 97 - - - - - - - -
12 71 72 76 80 83 86 .89 92 95 98 - - - - - -
14 .67 69 .73 76 .79 .82 .84 87 90 92 - - - - - -
16 64 66 .70 73 .75 .78 81 83 .8 .88 - - - - - -
18 61 63 67 .70 .72 75 .77 80 .82 84 96 - - - - -
20 58 61 64 67 .70 72 74 76 79 81 91 - - - - -
25 53 5 59 62 64 66 .68 .70 .72 .74 83 .92 - - - -
30 49 52 55 57 60 .62 63 .65 .67 68 .76 .84 - - - -
35 45 49 52 54 56 58 59 61 63 64 71 .78 93 - - -
40 43 46 49 51 53 55 56 58 59 60 67 .73 86 - - -
45 40 44 46 48 50 52 53 55 56 .57 63 69 .80 - - -
50 38 42 44 46 48 50 51 52 54 55 60 65 .76 - - -
60 35 39 41 43 44 46 47 48 49 50 55 60 .68 .88 - -
70 33 36 38 40 41 43 44 45 46 47 51 55 63 79 - -
80 31 34 36 38 39 40 41 42 43 44 48 52 58 72 95 -
100 28 31 32 34 35 36 .37 38 39 40 43 46 52 62 .78 -
125 25 28 29 31 32 33 34 34 3 36 .39 41 46 54 65 .80
150 23 25 27 28 29 30 31 32 32 33 36 .38 42 49 58 .68
175 21 24 25 26 27 28 29 29 30 31 33 35 39 45 52 .60
200 20 22 23 25 25 26 .27 28 28 29 31 .33 .36 .42 48 54
300 A6 18 19 20 21 22 22 23 23 24 25 27 29 .33 38 .42
400 14 16 .17 18 18 19 19 20 20 21 22 23 25 29 32 35
500 A3 14 15 16 16 17 17 18 18 18 20 21 23 26 .28 31
750 1213 13 14 14 14 15 15 15 16 17 19 21 28 .25
1000 09 10 011112 12 12 13 13 13 14 15 16 .18 .20 .21
2000 .07 .07 08 08 .09 .09 .09 .09 09 .10 .10 .II 12 .13 .14 .15
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1.12.3 Die erforderliche Populationskorrelation R

Sind Signifikanzniveau a, Teststérke 1 - 3, Anzahl der Pradiktoren K und der
Stichprobenumfang N gegeben, dann kann mit folgender Umformung der Gl.

(120)

(121) R=1/\/ N-K-1 + 1
c+VdK —e

die fur diesen Signifikanztest mindestens erforderliche GréRe der multiplen
Korrelation in der Grundgesamtheit bestimmt werden. Die Ergebnisse fir
a=.05 und 1 - B = .80 werden in Tab. 7 dargestellt, wobei wiederum fir
K = 1 abweichend von GI. (121) die ungunstigsten Angaben aus Cohen (1969)
herangezogen wurden.

1.12.4 Die hochstens sinnvolle Pradiktorenzahl K

In der Praxis tritt schlieBlich h&ufig das Problem auf, bei bekannter Abschét-
zung der Stérke eines Zusammenhangs zwischen einem Kriterium und einem
Satz von Pradiktorvariablen, die hochstens sinnvolle Anzahl von Pradiktor-
variablen festzulegen. Lést man GIl. (120) nach K auf, erhdlt man

(122) K=N-1-£(c+|V{(d/2+dN-1)—fcd—e — £2(d/2)])

. R?
mit 2 = TR
Auch fur diesen Fall werden die Ergebnisse in Tab. 8 dargestellt, wobei fir
K = 1 die besprochene Korrektur wieder vorgenommen wurde. Hier wurden
die Werte stets abgerundet, wéhrend sie bei den Tabellen 6 und 7 stets nach
oben aufgerundet wurden, damit die behauptete Teststarke auf alle Falle er-
reicht wird.

1.12.5 Teststarke fur die Ubrigen Signifikanztests bei der Regressionsanalyse

Bisher wurde nur berichtet, wie die Teststarke fur den Signifikanztest der
multiplen Korrelation, d.h. fur die Nullhypothese $; = 8, . . . = Bx = 0,
berechnet werden kann. Die Teststarke aller Ubrigen Signifikanztests, die sich
auf eine unter der Nullhypothese F-verteilte Prifgroe stitzen, erhdlt man auf
entsprechende Weise. Auch bei diesen Signifikanztests gehort die Verteilung
der PrifgroRe F unter einer alternativen Hypothese zur Klasse der nichtzen-
tralen F-Verteilungen. Entsprechend kdnnen die Gleichungen (117), (118) und
(119) in etwas abge&nderter Form eingesetzt werden.
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Tabelle 8: GroRte Anzahl K von Pradiktoren, fur die die Teststarke 1 - B
mindestens .80 betragt bei einem Signifikanzniveau des Signifi-
kanztests fur die multiple Korrelation von a = .05.
(Wenn die Teststarke .80 stets unterschritten wird, wird dies durch
- symbolisiert; das Symbol + steht, wenn bei 100 Pradiktoren die
Teststarke .80 Uberschritten wird.)

Stichproben- Multiple Korrelation in der Population R

Umfang N .05 .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .80 .90 .95 .99 N
3 - 0T N 3

4 e 4

5 B B B B B B B . B B 2 3 5

6 ) ) . . ) . ) } B 2 3 4 6

7 ) ) . . ) . ) } B 3 4 5 7

8 B . B . B . B . - 4 5 6 8

9 B B B B B B B B 2 4 6 7 9
10 B B B B B B B B 2 5 7 8 10
12 B . . B . B - 1 4 7 9 10 12
14 B . . B ) . B 2 5 9 11 12 14
16 B . . B ) . B 3 6 11 13 14 16
18 B B B B . - 1 4 8 12 14 16 18
20 - ° ° - B - 1 5 9 14 16 18 20
25 - B B B B - 3 8§ 13 19 21 283 25
30 B . B B - 1 5 11 17 23 26 28 30
35 - - - - - 2 7 14 21 28 31 33 35
40 B . B B - 3 10 18 25 33 36 38 40
45 B . B B - 5 12 21 30 37 40 43 45
50 - B B - 1 6 15 25 34 42 45 48 50
60 - ” . - 2 10 21 32 43 51 55 58 60
70 - ° - - 4 13 27 40 51 61 65 68 70
80 - ° . - 6 18 33 48 60 70 75 78 80
100 - - N 1 10 27 46 64 78 89 94 98 100
125 - - N 3 18 40 64 84 + + + o+ 125
150 - - - 6 26 54 8 + + + + + 150
175 - - - 9 3B 69 + + + + + + 175
200 - - 1 13 45 8 + + + + + + 200
300 ° ° 4 3% 92 + + + + + + + 300
400 - - 9 62 + + + + + + + + 400
500 - - 17 96 + + + o+ + o+ + + 500
750 - - 46 + + + + + + + + + 750
1000 - 2 86 + + o+ 4+ + + o+ + 1000
2000 - 17+ + o+ 4+ + + o+ 4+ + 2000
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FUr den Signifikanztest eines einzelnen Regressionskoeffizienten b; (Nullhy-
pothese B, = 0, zweiseitige Alternativhypothese), der zugleich der Signifi-
kanztest der partiellen Korrelation ry; 53 und der semipartiellen Korrela-
tion ryg.,s.k ist, wird nach Cohen & Cohen (1975) als Effektstarke die fur
die Gesamtheit abgeschatzte GroRe

(123) po _bon.n _ Rooxy—Rae g
1-R 1- R§(12...K)

verwendet. Gleichung (117) bleibt unverandert, doch muf3 in GI. (118) der
Wert 1 fur K eingesetzt werden:

(124) L=c+Vd-e

Soll der zusatzliche Beitrag einer Variablengruppe B zur Schéatzung des Krite-
riums y, zusétzlich zu einer anderen Variablengruppe A, gepruft werden, so
entspricht dies der Prufung der Nullhypothese, daR alle Regressionskoeffi-
zienten der Variablen der Gruppe B in der Grundgesamtheit Null sind. Dies
ist gleichzeitig der Test fur die multiple semipartielle Korrelation

(125) Ris-a) = Riam — Ri)

Dementsprechend wird die fur die Alternativhypothese postulierte Effektstér-
ke mit

2 2
Ryam — Ry

(126) F= = Ras)

bestimmt. Die Gleichungen (117) und (118) mussen abgeédndert werden zu
(127) N=%+KAB+1

und

(128) L=c+VdKgz—e

wobei Kg die Zahl der Variablen der Gruppe B und K,z die Gesamtzahl der
Variablen in beiden Gruppen A und B sind. In Gleichung (128) wird stets als
Wert K die Zahl der Freiheitsgrade fur den Zahler von Gleichung (126) einge-
setzt, hingegen in Gleichung (127) die Zahl der Variablen, die bei der Bildung
des Fehlervarianz-Anteils im Nenner von Gleichung (126) beteiligt sind.

Diese Art der Bestimmung der Teststarke ist nicht auf quantitativ gemessene
Pradiktorvariablen beschrankt, sie kann ebenso fur Pradiktoren erfolgen,
durch die Kategorien von qualitativen Variablen dargestellt werden. So kann
auch fur die univariate Varianzanalyse mit dem selben Formalismus die Test-
starke bzw. der erforderliche Stichprobenumfang fir eine bestimmte Teststér-
ke angegeben werden. Wird die Varianzanalyse nicht Uber die Nomenklatur
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der multiplen Regression sondern mit der traditionell auf Mittelwertsdifferen-
zen aufbauenden Symbolik beschrieben, dann tritt lediglich an die Stelle der
quadrierten multiplen Korrelation R® das Verhaltnis W2 der Varianz zwischen
den Gruppen zur Gesamtvarianz.

2. Kanonische Korrelation

2.1 Einfdhrung

Die kanonische Korrelation kann als Verallgemeinerung der multiplen Regres-
sion im korrelationsanalytischen Modell (vgl. Kap. 1.7) gesehen werden. Bei
der multiplen Regression besteht das Problem darin, eine Kriteriumsvariable
mit Hilfe von zwei oder mehr Pradiktorvariablen linear zu erklaren, so daf}
eine Funktion des Vorhersagefehlers mdglichst klein wird. Dies ist aquivalent
damit, die Koeffizienten der Linearkombination der Pradiktorvariablen so zu
bestimmen, daf? die Korrelation zwischen der Kriteriumsvariable und der Li-
nearkombination der Pradiktorvariablen mdoglichst groR ist. Die kanonische
Korrelation stellt insofern eine Verallgemeinerung der multiplen Regression
dar, als gleichzeitig mehr als eine Kriteriumsvariable in die Analyse einbezogen
wird.

Allgemein 143t sich die Problemstellung der kanonischen Korrelation folgen-
dermafen beschreiben: Gegeben sind eine Menge von mindestens zwei Krite-
riumsvariablen und eine Menge von Pradiktorvariablen, die ebenfalls zwei
oder mehr Variablen enthélt. Ziel ist es, den Zusammenhang zwischen den
beiden Variablenmengen mit Hilfe von mdglichst wenigen und mdoglichst ein-
fachen aus den beiden Variablenmengen abgeleiteten Variablen, bei mdoglichst
kleiner Fehlervarianz - oder, was auf dasselbe hinauslauft, mit mdoglichst
hoher Korrelation - zu beschreiben. Man konstruiert zu diesem Zweck je-
weils Linearkombinationen aus den Elementen der beiden Variablenmengen,
so daR die Korrelation zwischen den beiden Linearkombinationen maximal ist.

Ublicherweise wird bei dem Modell der kanonischen Korrelation davon ausge-
gangen, dal} beide Variablenmengen ZufallsgroRen enthalten. Das bedeutet,
dal? in diesem Modell beide Variablenmengen als ,,gleichwertig“ angesehen
werden, d.h. im statistischen Modell keine Variablenmenge a priori als Krite-
rium bzw. Pradiktor festgelegt ist. Die Beziehungen zwischen den beiden
Variablenmengen werden also als ungerichtet bzw. symmetrisch angesehen.
Wir werden auch hier diese Darstellungsform wahlen. Analog zur klassischen
Korrelation kann man die kanonische Korrelation aber auch so formulieren,
dal? nur die Variablen der einen Variablenmenge (Menge der Kriteriumsvaria-
blen) als zufallige GroRen aufgefallt werden, wahrend die Werte der Pradik-
torvariablen fest vorgegebene GroRen sind. Hier wird also im Modell bereits
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festgelegt, welche Variablenmenge als Kriterium und welche als Pradiktor
anzusehen ist. Der Zusammenhang zwischen den beiden Modellen laRt sich
dadurch herstellen, dal? das Modell mit fest vorgegebenen Pradiktorwerten als
bedingte Betrachtungsweise des Modells mit zwei Mengen von zufélligen Gro6-
fen angesehen werden kann. Bei Anderson (1958, p. 296-297) wird der
Zusammenhang zwischen den beiden Modellen dargestellt.

Grundlegend fur die kanonische Korrelation als statistisches Modell ist die
Arbeit von Hotelling (1936), der schon zuvor (1935) ein Anwendungsbeispiel
aus der Psychologie beschrieb. Weitere Anwendungsbeispiele der kanonischen
Korrelation etwa aus dem Bereich der Padagogik finden sich bei Barnett und
Lewis (1963). Tintner (1946) und Bartlett (1948) zeigen Anwendungen der
kanonischen Korrelation in der Okonomie. Ein Uberblick tber den Zusam-
menhang zwischen kanonischer Korrelation, Faktorenanalyse und Diskrimi-
nanzanalyse findet sich bei McKeon (1966).

In neuerer Zeit (Vinograde, 1950) wurde die kanonische Korrelation auf mehr
als zwei Variablenmengen verallgemeinert. Kettenring (1971) hat in seinem
Artikel die verschiedenen Modelle der verallgemeinerten kanonischen Korrela-
tion zusammenfassend dargestellt.

In dem Buch von Gnanadesikan (1977) findet sich eine auch fir den Anwender
dieser Verfahren lesbare, kompakte Darstellung der Arbeit von Kettenring,
deren Nomenklatur wir in Kap. 2.6 Ubernehmen.

Weitere grundlegende Arbeiten zu dieser Verallgemeinerung sind die Artikel
von Steel (1951), Horst (1965) und Carroll (1968). Bei Lohmdller & Oerter
(1979) und Hanke et al. (1980) findet sich eine empirische Untersuchung aus
dem Bereich der Pédagogik, in der die verallgemeinerte Korrelation als Analy-
setechnik verwendet wurde. Beitrdge zur verallgemeinerten Korrelation sind
in der Literatur auch unter dem Stichwort ,,multi set factor analysis“ zu
finden.

2.2 Das Modell der kanonischen Korrelation fir zwel Variablen-
mengen mit zuféligen Grofen

Wir gehen von zwei Mengen von ZufallsgroRen aus, die wir in den beiden
Zufallsvektoren

X11 X2
X, = X2 und X; = X5

XlP qu
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zusammenfassen, wobei wir annehmen, dal} fur die Anzahl der Komponenten
in beiden Vektoren gilt

pP=q.

Das Ziel der kanonischen Korrelation ist es, den Zusammenhang zwischen den
beiden Variablenmengen durch Funktionen moglichst einfacher Bauart zu be-
schreiben, wobei ein Maximum an Korrelation zwischen den Variablenmen-
gen erklart werden soll. Man wahlt dazu jeweils Linearkombinationen zwi-
schen den Elementen der beiden Variablenmengen, also

(129) v=ox,w=#§x%

wobei die p- bzw. g-komponentigen Koeffizientenvektoren so zu bestimmen
sind, dall die Korrelation zwischen den Zufallsvariablen v und w maximal ist.
Die so konstruierten Zufallsgréen sollen kanonische Variablen und der Kor-
relationskoeffizient zwischen beiden kanonischen Korrelation heil3en.

Da der Wert der Korrelation zwischen den Variablen v und w sich nicht
andert, wenn wir etwa o mit einem beliebigen Skalar a und 8 mit einem
beliebigen Skalar b multiplizieren, mussen wir bei der Suche nach den optima-
len @ und B an diese Koeffizientenvektoren weitere Bedingungen stellen. Diese
an « und B zuséatzlich gestellten Normierungsbedingungen kénnen wir auch
als Nebenbedingungen an Parameter der ZufallsgréBen v und w formulieren.
Das Kriterium zur Konstruktion der kanonischen Variablen ist also:

Bestimme die Koeffizientenvektoren o und R der Linearkombi-
nationen v = &’x; und w = B’'x, so, daR o(v,w) unter den
Nebenbedingungen var(v) = var(w) = 1 die maximale Korrela-
tion zwischen den beiden Zufallsgréen v und w ergibt.

Bezeichnen wir mit
%,; die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x;
Y,, die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x,

X, die Kovarianzmatrix zwischen den Zufallsvektoren x; und

X2
¥, die Kovarianzmatrix zwischen den Zufallsvektoren x, und
X; wobei X, = X5 gilt,

so konnen wir das Maximierungsproblem auch so formulieren:

Zu maximieren ist o(v,w) = @'Z,f unter den Nebenbedingungen
var(v) = a'Za = 1; var(w) = B'E,8 = 1.
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Aus der mathematischen Ableitung ergibt sich dann das Problem, die Glei-
chungssysteme

B —oXjja=0
Tyo — eXpf =0

(130) a'Xje =1
3'2223 =1

nach & und 3 aufzuldsen, wobei @ abkirzend fur den Wert des Korrelations-
koeffizienten an der Stelle des Maximums steht.

Nach einigen algebraischen Umformungen dieser Gleichungssysteme (eine
ausfuhrliche Darstellung findet man bei Timm, 1975, p. 348-349 oder bei
Anderson, 1958, p. 288-296) erhdlt man

(TR, T, - )a=0
(131) (En 'TuXy T, DB =0

Damit wurde das Auffinden der zur maximalen Korrelation gehérenden Koef-
fizienten a und R auf ein Eigenwertproblem zurtckgefuhrt. Eine zusammen-
fassende Darstellung des Eigenwertproblems findet man in fast allen Statistik-
blchern zur multivariaten Analyse und zur linearen Algebra (z.B. Oberhofer,
1979). Man beachte, daR hier die zusatzlichen Modellannahmen eingegangen
sind, daB X,; und X,, nichtsingular sind.

Bevor wir angeben, wie aus (131) die gesuchten optimalen « und [ ermittelt
werden, mussen wir einige allgemeine Bemerkungen zu diesem Eigenwertpro-
blem machen. Fur die beiden Eigenwertgleichungen ergeben sich jeweils gleich
viele, identische, von Null verschiedene Eigenwerte. Die Anzahl der von Null
verschiedenen Eigenwerte ist gleich dem Rang der Kovarianzmatrix X, (Rao,
1973, p. 496; Anderson, 1958, p. 293-294). Nehmen wir an, dall der Rang
von X, gleich k ist, dann gibt es also zur ersten Eigenwertgleichung p - kund
zur zweiten q - k viele Eigenwerte mit dem Wert Null.

Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizientenvektoren @ und 3 bendtigen wir
also nur das erste Gleichungssystem in (131). Man bestimmt den gréften
Eigenwert Q,Z (wir nehmen an, dal? die Eigenwerte der Grofe nach geordnet
sind: 0,°20,°2... 2¢ )die positive Wurzel aus dem maximalen Eigenwert
heilt erste kanonische Korrelation. Dann bestimmt man den zum maximalen
Eigenwert gehtrenden Eigenvektor @; und berechnet schlielich aus der Be-
ziehung
(132) B, = L IR VLA

01
den Eigenvektor, der zum maximalen Eigenwert im zweiten Gleichungssy-
stem in (131) gehort.
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Die beiden Linearkombinationen
(133) vi = X, wy = Bix;
sind dann die gesuchten Variablen mit maximaler Korrelation,

Zur praktischen Lésung des obigen Eigenwertproblems fuhrt man die Eigen-
wertgleichungen (131) in Eigenwertgleichungen mit symmetrischen Matrizen
Uber. Dies geschieht mit Hilfe der Faktorisierung von symmetrischen Matri-
zen nach Cholesky, wonach sich jede symmetrische Matrix als Produkt einer
unteren Dreiecksmatrix und ihrer Transponierten darstellen l4B3t. Setzen wir
also fir X,;, = TT' und X,, = FF so ergeben sich mit

(134) vi = T'a; bzw. &, = F'f,
anstelle von (131) die beiden Gleichungssysteme

(T_1212222_1221 (TI)VI - QZI)'Y 1 = 0.

(135) (F 5, Z,, 'S, (F)! — 021)d , = O.

Mit der Ableitung der beiden kanonischen Variablen ist eigentlich die gestellte
Aufgabe, zwei Linearkombinationen aus den beiden Variablenmengen mit
maximaler Korrelation zu konstruieren, geldst. Nun ergibt sich in praktischen
Anwendungsfallen haufig das Problem, dall durch diese beiden Linearkombi-
nationen nicht sehr viel der gemeinsamen Korrelation zwischen den beiden
Variablenmengen erklart werden kann. Das bedeutet, dal} die konstruierten
kanonischen Variablen nur einen geringen Erklarungswert fur das Pradiktions-
problem haben. Nun haben wir oben festgestellt, dall es ingesamt k von Null
verschiedene Eigenwerte und damit k von Null verschiedene Korrelationen
gibt, die den Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen beschrei-
ben. Es liegt also nahe, weitere Linearkombinationen der Variablenmengen
mit Hilfe der zu diesen Eigenwerten gehodrenden Eigenvektoren zu konstru-
ieren. Die auf diese Weise konstruierten Linearkombinationen v; = aixy,
w; = P/x, haben die Eigenschaften

_J1firi=j
@M covvyvy) = {ofﬁriaej

_J1tiri=j
D) cov (w, wj)= {O fir i # |
oy = Je#F0 firi=12,..,k
(D) cov (vi: wi) {o firi> k
(IV) cov (v, wj) = Ofiri#j

(Zum Beweis: siehe z.B. Rao, 1973, p. 496). Insgesamt kénnen wir dann Kk
solcher Linearkombinationen konstruieren, die vollstaindig den Kkorrelativen
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Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen beschreiben. Man
nennt die zum i-ten groRten Eigenwert gehdrenden Linearkombinationen

(136) vi = aixy, wi = fix,
die i-ten kanonischen Variablen.

Zusammenfassung der Eigenschaften aller méglichen Linearkombinationen,
die mit Hilfe aller Eigenvektoren o; (i = 1,2...,p) und §; (j = 1,2,...,9)
gebildet werden kénnen:

Berticksichtigt man noch die zu den Eigenwerten mit dem Wert Null gehéren-
den Eigenvektoren und falt man alle Eigenvektoren a und B; zu den Matrizen

(137) A = ((11, a27""ap)9 B = (Bl) BZ!"')Bq)

zusammen?), so ergibt sich wegen der Unkorreliertheit der Linearkombinatio-
nen fur die Kovarianzmatrizen von

A’X] und B’XQ
AIEHA =1 und BlzzzB =1L

Fur die Kovarianzmatrix zwischen A’X; und B’x, erhalten wir eine Matrix der
Form

00 .0 0 .0 0]

q

Die Transformation der urspriinglichen Variablenvektoren x; und x, mit Hilfe
der oben gefundenen Eigenvektoren bewirkt also, daR die urspringliche
Kovarianzmatrix

%) Wenn X, den Rang k < p hat, dann sind die Koeffizientenmatrizen A und B nicht
eindeutig bestimmt. Diese Unbestimmtheit beinhaltet, da® A und B nur bestimmt sind
bis auf orthogonale Transformationen. Diese Unbestimmtheit kann durch zusétzliche
Forderungen an die Matrizen A und B beseitigt werden. Dieses Problem ist analog dem
Rotationsproblem im Modell der Faktorenanalyse.
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( z11 z:]2

. L Ip L
transformiert wird in
I n

(139) L 1

2.3 Schétzung der kanonischen Korrelationen und der Koef-
fizientenvektoren der kanonischen Variablen

Wir nehmen an, daR von den Zufallsvektoren x; und x, jeweils N
Realisierungen vorliegen. Fassen wir diese Realisierungen in den Datenmatri-
zen Xypup) UNA Xy ZUSAMMEN, SO erhalten wir fur die Stichprobenmatrix
bei entsprechender Aufspaltung wie in (139)

S = < S11 Si2 )
(140) ~ o\ S Sa
mit
1 1
S“: ﬁ X1 (I_ *ﬁ]) Xl
o= Lot Lo
(141) 12 — Y21 — ﬁ 1 —I\TJ 2

1 1
N X (I‘ WJ>XZ

wobei J die Einsmatrix vom Typ (NxN) ist.

SZZ

Unter der Annahme, dal} die Zufallsvektoren x;, X, gemeinsam normalverteilt
sind, ist S der Maximum-Likelihood-Schatzer fir die Kovarianzmatrix X. Der
Schatzer fur A,B und fur die kanonischen Korrelationen @; ergeben sich aus
(131) bzw. (135), indem wir die Populationsparameter durch die jeweiligen
Stichprobengrofien ersetzen und dieselben algebraischen Umformierungen
vornehmen wie in Abschnitt 2.2. Unter Beachtung der Bemerkungen in Ful3-
note %) ergeben sich Schatzer fur A,B und die Q;, die zugleich Maximum-
Likelihood-Schatzer fur diese Parameter sind (vgl. dazu Anderson, 1958,
p. 299). Die Verteilung dieser Schéatzer wird bei Kshirsagar (1972,
p. 261-277) dargestellt. Bezeichnen wir die Maximum-Likelihood-Schéatzer
fur a;, B; und ©; mit a;, b; und r;, so gelten analog wie fir die Parameter
folgende Beziehungen.

S12bj = rj Sllaj
(142) Sxa; = r; Sub,
a;sMaj =1

b,’SzzbJ =1
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Berechnet man die kanonischen Variablen aus der Stichprobenkorrelationsma-
trix R, wobei R analog zur Stichprobenkovarianzmatrix S aufgespalten wird in

R—_- (Rll 1{12>
(143) RZl R22 ’
so gelten folgende Beziehungen

Rlej = r,‘R115_1j

(144) Radj = rRyb

ajRya; = 1

b]"Rzzbj =1
mit L ¢
(145) a; = [diag($;1)]* 3, b; = [diag(S)]* b;.

24 Test zur Bestimmung der Anzahl der kanonischen Variablen

Wir hatten bereits mehrfach festgestellt, dall die maximale Anzahl der kanoni-
schen Variablen gleich dem Rang der Kovarianzmatrix Xy, ist. Wenn der
Rang (X;) = k < p ist, lassen sich also k kanonische Variablenpaare mit von
Null verschiedenen kanonischen Korrelationen konstruieren. Wenn man in
praktischen Féllen den Parameter k schétzen will, ergibt sich das folgende
Problem. Auch wenn Rang (¥1;) = k < p ist, hat die Matrix S, mit Wahr-
scheinlichkeit 1 vollen Rang, also p. Das bedeutet, dal sich aufgrund dieses
Rangkriteriums immer p Paare kanonischer Stichprobenvariablen ergeben. Bei
der Entscheidung, wie viele kanonische Variablen aus den Stichprobenwerten
konstruiert werden sollen, geht man nun anders vor; man prift zunachst die
Hypothese, daR zwischen den beiden Variablenmengen kein Zusammenhang
besteht. Diese Hypothese besagt, daR X;, = 0 ist. Zur Prufung dieser Hypo-
these gibt es Tests von Hotelling (1951), Pillai (1955), Roy (1957, Kap. 14) und
Wilks (1932). Bei Kshirsagar (1972, p. 331-334) findet man eine kurze Dis-
kussion dieser Tests mit weiteren Literaturhinweisen insbesondere zu Unter-
suchungen Uber die Gute dieser Tests. Allerdings gibt es fur die Anwendung
dieser Tests kaum Entscheidungsregeln daftir, welches der verschiedenen Test-
kriterien vorzuziehen ist. Da fur die PrufgroRe nach Wilks eine fur praktische
Falle sehr gute Chiquadrat-Approximation von Bartlett (1938) existiert, hat
sich diese PrufgrofRe in der empirischen Anwendung durchgesetzt:

(146) A= H (1—r?); s = min(p,q).

i=1

Die Chiquadrat-Approximation von Bartlett dazu ist

(147) B=-[N—-1)—3(p+q+1)]logA,
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wobei diese PrifgréRe annahernd x-verteilt ist, mit p-q Freiheitsgraden. Da-
nach wird die Hypothese

Hy: X;; = 0 zugunsten von H;: X, # 0
immer dann verworfen, wenn der Prifwert

x& > xe(pq) ist,

wobei a das Signifikanzniveau ist. Eine bessere Naherung als die von Bartlett
an Wilks lambda-Kriterium stammt von Rao (1973, p. 472), deren Berechnung
bei Gaensslen & Schubd (1976, p. 176-177) zu finden ist. Wenn die Nullhy-
pothese Hy: X;, = 0, d.h. daB kein Zusammenhang zwischen den beiden
Variablenmengen besteht, zu verwerfen ist, eliminiert man den Beitrag der
ersten kanonischen Korrelation von A und pruft, ob die PrufgroRe

(148) % = —[(N —1) - prat 1)] log A*

mit A*= [] 1-1)
i=2

einen signifikanten Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen lie-
fert. Die PrufgroRe ist in diesem Fall anndhernd Chiquadrat-verteilt mit
(p - 1)(g - 1) Freiheitsgraden. Dieses Vorgehen wird so lange fortgesetzt, bis
die Nullhypothese nicht mehr zu verwerfen ist. Daraus ergibt sich dann die
Anzahl der signifikanten kanonischen Korrelationen und damit die Anzahl der
signifikanten kanonischen Variablen.

Zu diesem Testvorgehen ist allerdings zu bemerken, dal3 bei der Durchfihrung
mehrerer Tests mit Hilfe desselben Datenmaterials die tatsachliche Irrtums-
Wahrscheinlichkeit grofRer als das vorgegebene Signifikanzniveau a ist (vgl.
dazu Gaensslen & Schub6, 1976, p. 112 und Haagen & Seifert, 1979, Kap. 9).

2.5 Extraktions- und Redundanzmalle

Zur besseren Interpretation der kanonischen Variablen ist es von Interesse,
einerseits die Korrelation jeder kanonischen Variablen einer Variablenmenge
mit den einzelnen Variablen dieser Variablenmenge zu kennen. Daraus lassen
sich Varianzanteile berechnen, die angeben, zu wieviel Prozent die Varianz
innerhalb einer Variablenmenge der i-ten kanonischen Variablen zugerechnet
werden kann. Andererseits ist man an sog. RedundanzmalRen interessiert, die
angeben, wieviel Prozent der Variabilitat einer Variablenmenge der Variabilitat
der kanonischen Variablen, die aus der anderen Variablenmenge konstruiert
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wurde, zugerechnet werden kann. Diese Redundanzmalle geben einen Index
fur das korrelative Uberlappen der beiden Variablenmengen an. Je groRer der
Redundanzindex, desto stéarker ist die Uberlappung der beiden Variablenmen-
gen. Eine ausfuhrliche Darstellung der hier behandelten Extraktions- und Re-
dunzanzmalBe einschlielflich eines Anwendungsbeispiels findet man bei
Gaensslen & Schubd (1976, p. 179-191).

Die Strukturmatrix ist diejenige Matrix, die die Korrelation zwischen den
kanonischen Variablen einer Variablenmenge und den Elementen dieser Varia-
blenmenge beschreibt. Fur jede Variablenmenge laRt sich also eine zugehorige
Strukturmatrix konstruieren.

Allgemein ergibt sich fir den p-komponentigen Vektor mit den Korrelationen
zwischen der kanonischen Variablen v; und den Komponenten des Zufallsvek-

tors X,
1

o(x1, v)) = 0(xy, @/xy) = [diag (T1,)] * Tye.

Entsprechend gilt fur die Korrelationen zwischen der kanonischen Variablen

w; mit den Komponenten des Zufallsvektors x,
1

o(xs W) = 0(xnBlxs) = [diag (Ex)] > Eubs

Die entsprechenden Korrelationen aus den Stichprobenwerten sind dann
1

r(Xy,¥) = [diag(S1y)] 2Sua;
bzw.
_1
r(Xp,%;) = [diag (S52)] % Sub

wobei hier mit X; und X, die Beobachtungswertmatrizen bezeichnet werden.

Fur standardisierte MeRwerte Z,,, Z,, erhalten wir schlieBlich

1

(149) r (Z,,%) = Rya;, mit & = [diag(S;))] ? a,
bzw.

1
(150) 1(Z,,%;) = Ryb; , mit b; = [diag(S2,)] * b;

Die beiden Strukturmatrizen K; und K, sind also

(151) K; = Ri1a;, Ry, .. Rydy) = Ryy(ad,,...038;,) = RiA
K, = (R22b1’ Rzzbz’---,Rzsz) = Rzz(bhbz,u-,bq) = Rzzﬁ-

Das Skalarprodukt von r(Z,;, ¥;) kann interpretiert werden als Quadrat des
multiplen Korrelationskoeffizienten zwischen ¥; und den Realisierungen der
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standardisierten Zufallsvariablen x;;, Xy, . . X;p. Da die Gesamtvarianz in der
ersten Variablenmenge gleich p ist, kann

1 3,/R? 3
(152) vi, = —[(x(Zy, )] [1(Za1,¥)] =———
p p
auch als der Varianzanteil der ersten Variablenmenge interpretiert werden, der
der i-ten kanonischen Variablen dieser Variablenmenge zugerechnet werden

kann.

Analog ist

i —211— [r(sz’ Wl)] [r(Zx27 ,)] = __B:I;%Z—Bl

(153) v

der Varianzanteil der zweiten Variablenmenge, der der i-ten kanonischen Va-
riablen der zweiten Variablenmenge zugerechnet werden kann.

Von gréRerer Bedeutung fir die Interpretation der kanonischen Variablen sind
die sog. Redundanzmale, die, wie bereits einleitend erwahnt, das Ausmal der
gegenseitigen Uberlappung der beiden Variablenmengen beschreiben. Man be-
rechnet dazu zundchst die Korrelationen zwischen den kanonischen Variablen
v; und den Komponenten des anderen Zufallsvektors X,.
Daflr ergibt sich .

Q%) = (%20 X;) = [diag (£50)] *Eyrey

bzw. wegen g;Xnf; = X,
1

0(x,vi) = @; - [diag(,0)] TP
wobei g;= af X, B;;

analog ist .,

o(x;wi) = o(xp,f{ x3) = [dlag(Z“)] EIZB
= g;[diag (211)] X

FuUr die Korrelationen aus den Stichprobenwerten ergibt sich dann, wenn stan-
dardisierte MeRwerte zugrunde liegen,

(154) r (sz;‘A’i) = Rya; = riRzzf’i
bzw.
(155) r (Zyy%) = RIZBi = rRy3;

wobei r; die i-te kanonische Korrelation der Stichprobe bezeichnet. Das Ska-
larprodukt von (154) kann interpretiert werden als Quadrat des multiplen
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Korrelationskoeffizienten zwischen ¥; und den Realisierungen der standardi-
sierten Zufallsvariablen x,,. . . X, Da die Gesamtvarianz dieser Variablen-
menge gleich g ist, kann

1 ) 1, 1 e
(156) Vs o Ze 9V [r(Zsy 9] = —-#RoRaid =?r% b! R3, b,

als Varianzanteil der zweiten Variablenmenge interpretiert werden, der der i-
ten kanonischen Variablen der ersten Variablenmenge zugeordnet werden
kann.

Analog erhalten wir:

1 1 ,. -
(157) wiﬂwi = [r(le, ﬁvi)]’[r(le, V\AII)] :?Bi’RﬂRuBi =—p——r12 ai’ R%] a;

o |~

als den Varianzanteil der ersten Variablenmenge, der der i-ten kanonischen
Variablen der zweiten Variablenmenge zugerechnet werden kann.

Summiert man die Redundanzindizes (156) bzw. (157) Uber alle signifikanten
kanonischen Variablen, so nennt man diese Summen die totale Redundanz der
Variablenmenge {Xp,. . . Xpq} bzwW. {Xi1,. . . Xqp}

Zwischen den oben definierten Extraktions- und Redundanzmalien gelten fol-
gende Zusammenhange, die fur die praktische Berechnung nutzlich sind:

(158) Vi iy = 17 @3,
bzw.
(159) W 1w, = 17 V5,

2.6 Verallgemeinerung der kanonischen Korrelation auf mehr als
zwel  Variablenmengen

Anstelle der bisherigen zwei Zufallsvektoren seien jetzt m Zufallsvektoren
X = (%1, xiz,...,xipi),j =12,...m
gegeben.

Die Zufallsvektoren seien so indiziert, daf} gilt

A

vee E pmmitp = ij.

j=1

P1§P2
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Wiederum seien X die Kovarianzmatrizen zwischen x; u,d X

Die Kovarianzmatrizen fur j = 1 sollen nichtsingular sein. Analog zum Fall
m = 2 erfolgt die Konstruktion der kanonischen Variablen in p; (kleinste
Anzahl der Komponenten unter den m Zufallsvektoren) Schritten. Auf jeder
Stufe gibt es allerdings statt eines Paares jetzt m kanonische Variablen. Ge-
sucht ist also auf der Stufe s ein Vektor

29 = (20, 28 ..., z§),

wobei z® eine Linearkombination des Zufallsvektors x; ist, die analog der
Normierungsbedingung im gewdhnlichen Fall m = 2 die Varianz 1 haben soll.

Entsprechend der Vorgehensweise im Fall m = 2 werden im verallgemeinerten
Modell die Linearkombinationen so bestimmt, dal? bestimmte Funktionen der
Korrelationsmatrix € von z® maximiert (bzw. minimiert) werden. Seien

(160) 2M = oV x;,j = 1,2,...,m

die gesuchten Linearkombinationen auf der ersten Stufe, so sind z.B. nach
dem SUMCOR-Kriterium ,,sum of correlations method“ (vgl. Kettenring,
1971, p. 435), die Koeffizientenvektoren a,(l) so zu bestimmen, dal}

!

(161) Y Y @Y = Maximum
=1 j=iet
unter den Normierungsbedingungen ef"’Z;a" = 1, wobei
1ol .. of
(162) oV = |y
P 1

die Korrelationsmatrix aller Linearkombinationen auf der ersten Stufe ist. Bei
Kettenring (1971) werden insgesamt funf solcher Optimierungskriterien zur
Konstruktion der kanonischen Variablen diskutiert, die alle fir den Fall m = 2
mit der gewoOhnlichen kanonischen Korrelation Ubereinstimmen.

Wir wollen hier nur auf die MAXVAR (,,maximum variance method*) Metho-
de, die von Horst (1961b, 1965) stammt, eingehen, da sich diese Methode auf
die Losung von Eigenwertproblemen direkt zurtckfuhren Ilaft.

Fassen wir die Koeffizientenvektoren der Linearkombinationen auf der ersten
Stufe zu folgender Blockdiagonalmatrix Dy,
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(@ o o)
Du(l) = 0’ ﬂ.&l)’... o’
LO ...... o

zusammen, dann gilt mit

Ty Zipeeo B
Y = 221 222... .

(ot Bozeer o
fur @
(163) @ = Dy)E D'y,

Wenn wir wie im gewohnlichen Fall die Kovarianzmatrizen X; mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung darstellen durch X; = T;T'; und die transformierten Va-
riablen y; = T;'x; beniitzen, so ergibt sich fur die Kovarianzmatrix der vy,

mit Iy = T Xy (T

Fur die kanonischen Variablen z” gilt dann wegen x; = Ty;
(164) 2V = afV"Tjy; = BVy;; mit B = afV'T;.
Dann ergibt sich fir @

(165) o = DX D'gay,

wobei Dﬁ(l) analog als Blockdiagonalmatrix wie Du(l) definiert ist. In diesem
Fall geniigen die Koeffizientenvektoren den Nebenbedingungen BV’ BV = 1.
Nach dem MAXVAR-Kriterium von Horst (1961b, 1965) sind die Koeffizien-
tenvektoren so zu bestimmen, daR die Varianz der ersten Hauptkomponente
von z" maximal ist. Dieses Optimierungskriterium ist aquivalent damit, die
zum maximalen Eigenwert von @ gehérenden Eigenvektoren zu bestimmen.
Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von @ und T ist in Lemma 2
bei Kettenring (1971) formuliert.

Bisher wurden die kanonischen Variablen fur die Grundgesamtheit formuliert.
Liegt eine Stichprobe vom Umfang N fur jede der m Variablenmengen vor
(man beachte, daR N > p sein soll), so ersetzen wir fur die Ableitung der
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kanonischen Variablen, die aus den Stichprobenwerten gewonnen werden,
analog zum gewdhnlichen Fall, in den fur die Grundgesamtheit geltenden
Beziehungen die Grundgesamtheitsparameter durch die jeweiligen Stichpro-
benkennwerte.

S = (S;) entspricht dann der Kovarianzmatrix X der Variablen x;
R = (Ry) entspricht dann der Korrelationsmatrix I' der transformierten Varia-
blen vy;,

wobei fur die einzelnen Stichproben-Kovarianzmatrizen die Cholesky-Zerle-
gungen vorgenommen werden.

Sei
S; = EEj,
dann gilt
(166) R; = E7' S (Ej)".

Bei der Berechnung der kanonischen Koeffizientenvektoren aus den Stichpro-
benwerten geht man dann folgendermafen vor: Man berechnet die erste
Hauptkomponente der Variablen y;; dazu bestimmt man den zum gréiiten
Eigenwert von R gehérenden Eigenvektor v. v wird dann partitioniert in m
Teilvektoren v = (v, v, . . v,"), wobei jeder zur Lange Eins nor-
miert wird. Daraus ergeben sich dann die Schatzer b als

(167) b = v ,
Iviol

Wir haben hier nur die Bestimmung der m kanonischen Variablen auf der
ersten Stufe aufgezeigt, da die Interpretation zusétzlicher kanonischer Varia-
blen auf den weiteren Stufen in praktischen Anwendungsfallen meist auf
Schwierigkeiten stoRt. Ein auf Horst (1965) zuriickgehendes Anwendungsbei-
spiel der verallgemeinerten kanonischen Korrelation wird auch bei Kettenring
(1971) und in dem Buch von Gnanadesikan (1977, p. 74-78) diskutiert.
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5. Kapitel
Diskriminanzanalyse

Joachim Krauth
1. EinfUhrung

1.1 Problemstellung

In Kendall (1966) bzw. in Kendall & Stuart (1966, S. 314-341) wird unter-
schieden zwischen Diskrimination, Klassifikation und Zerlegung. Bei einem
Diskriminationsproblem sind danach Zufallstichproben gegeben, die aus k ver-
schiedenen Populationen stammen. FUr jede Stichprobeneinheit, im weiteren
Individuum genannt, liegen p MeRwerte vor, die zu unterschiedlichen Varia-
blen gehdren. Gesucht ist ein Verfahren, um ein neu erhobenes Individuum
aufgrund der Werte, die es fur die p Variablen zeigt, der richtigen aus den k
Populationen zuzuweisen.

Bei einem Klassifikationsproblem ist eine Stichprobe von Individuen gegeben,
fur die jeweils p Variablen erhoben werden. Gesucht ist ein Verfahren, um zu
entscheiden, ob die Individuen zu unterschiedlichen Gruppen gehoéren und
falls dieses zutrifft, die Gruppen zu bestimmen. Bei einem Zerlegungsproblem
schlieflich ist eine Stichprobe von Individuen aus einer Population gegeben,
wobei fur jedes Individuum die MelRwerte fur p Variablen vorliegen. Gesucht
ist ein Verfahren, um die Population in Anteile mit vorgegebenen Eigenschaf-
ten zu zerlegen.

Beispielsweise mdge je eine Stichprobe von Normalen, chronisch Schizophre-
nen und akut Schizophrenen vorliegen, d.h. es handle sich um k = 3 Stichpro-
ben, wobei fir jedes Individuum die Antworten auf p = 10 Testitems bekannt
sind. Ein neues Individuum soll aufgrund seiner Beantwortung der Testitems
einer der drei Populationen zugeordnet werden. Dieses ist ein Diskrimina-
tionsproblem. Hat man jedoch eine Stichprobe von als schizophren diagnosti-
zierten Patienten vorliegen, fUr die jeweils die Antworten auf zehn Testitems
vorliegen, und mochte man wissen, ob es Teilpopulationen der Schizophrenen
gibt, d.h. unterschiedliche Diagnosegruppen, und diese identifizieren, so liegt
ein Kilassifikationsproblem vor. Schlieilich liege eine Stichprobe von unter
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dem Verdacht einer Schizophrenie eingelieferten Personen vor und fir jede
Person die Antworten auf zehn Items. Falls dann die Stichprobe und damit die
Population aufgrund der Itembeantwortung in eine Gruppe, die keiner Be-
handlung, in eine Gruppe, die einer ambulanten Behandlung, und eine Grup-
pe, die einer stationdren Behandlung bedarf, aufgeteilt werden soll, so handelt
es sich um ein Zerlegungsproblem.

Eine erste Ursache fur Diskriminationsprobleme sieht Kendall (1966) in verlo-
rengegangenen Informationen. Ein Beispiel dafur kdénnte ein psychiatrischer
Patient sein, dessen Krankengeschichte abhanden gekommen ist, der aber ei-
ner Diagnosegruppe zugeteilt werden soll. Als zweite Ursache wird das Pro-
blem einer moglichst einfachen Diagnose angesehen, ohne dal} eine langwierige
Untersuchung durchgefuihrt werden muf. Als dritte Ursache wird die Vorher-
sage genannt, wenn z.B. aufgrund von vorliegenden Symptomen eine be-
stimmte Krankheitsentwicklung vorhergesagt werden soll.

Die strenge Trennung zwischen Diskrimination und Klassifikation wird nur
von wenigen Autoren eingehalten. Oft werden die verschiedenen Probleme im
Zusammenhang betrachtet wie z.B. bei Janke (1971). Gelegentlich wird die
Diskrimination auch als Spezialfall der Klassifikation angesehen. So unter-
scheidet Das Gupta (1973) mehrere Probleme der Klassifikation. Das erste
Problem betrifft die Zuordnung einer Zufallsstichprobe von Individuen aus
der gleichen Population zu einer von k Populationen, wobei fir jedes Indivi-
duum ein p-dimensionaler MeRwertvektor gegeben ist. Sind die Verteilungen
zu den k Populationen nicht genau bekannt, so bendtigt man sogenannte
Trainingsstichproben aus diesen Populationen. Dieses Problem entspricht dem
Diskriminationsproblem bei Kendall (1966).

Als zweites Kilassifikationsproblem wird die Aufteilung einer Zufallsstichpro-
be auf k Populationen angesehen. Falls man die Wahrscheinlichkeiten fir eine
Zugehorigkeit zu den einzelnen Populationen kennt, so spricht man von be-
kannter Mischverteilung, sonst von unbekannter Mischverteilung. Bei unbe-
kannter Mischverteilung und unbekannten Populationsverteilungen bendétigt
man Trainingsstichproben. Falls die Populationsverteilung bekannt ist, so
heilt die Trainingsstichprobe identifiziert oder erhértet. Falls die Populations-
verteilung nicht bekannt ist, so heildt die Trainingsstichprobe nichtidentifiziert.
Gelegentlich bilden die Individuen der Trainingsstichprobe eine Folge und die
richtige Population kann ab einem bestimmten Folgeglied identifiziert werden.
Dann heiRt die Trainingsstichprobe post-identifiziert.

Kurze Einfuhrungen in die Begriffsbildungen der Diskriminanzanalyse geben
Trampisch (1977) und Kossack (1963). Von Alexakos (1966) und Power,
Muntz & MacRae (1975) wird untersucht, wie sich Lésungen von Diskrimina-
tionsproblemen mit mathematischen Methoden von der Beurteilung durch
Gruppen von klinischen Psychologen unterscheiden. Es zeigt sich, dal3 die
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Gute der Zuordnung durchaus vergleichbar ist, wobei eine Kombination der
Methoden zu einer erheblichen Verbesserung der Resultate fuhren kann.

1.2 Entstehungsgeschichte

Die ersten Vorlaufer der Diskriminanzanalyse findet man in den dreifliger
Jahren dieses Jahrhunderts. Die ersten Arbeiten, die das Diskriminationspro-
blem in der heutigen Form betreffen, sind wohl von Fisher (1936, 1938), Smith
(1936-1937) und Welch (1939). Einzelheiten Uber diese Ansdtze und Uber die
weitere Entwicklung geben Bauer (1954), Kossack (1963) und Das Gupta
(1973).

1.3 Ubersichtsarbeiten

Der gesamte Bereich der Diskriminanzanalyse wird dargestellt in der Mono-
graphie von Lachenbruch (1975), die auch eine Bibliographie mit 579 Titeln
enthalt. Speziell die Diskriminanzanalyse flr qualitative Daten, die sogenannte
diskrete Diskriminanzanalyse, behandelt die Monographie von Goldstein &
Dillen (1978). Die Monographie von Skarabis (1970) betrachtet in erster Linie
mathematische Probleme der Diskriminanzanalyse, wahrend der Sammelband
von Cacoullos (1973 a) die unterschiedlichsten Aspekte anspricht.

Neben der Bibliographie in Lachenbruch (1975) sind diejenigen von Das Gup-
ta (1973) und Cacoullos & Styan (1973) zu nennen. Speziell fur das Problem,
die Wahrscheinlichkeit fur eine Fehlklassifikation zu schétzen, gibt Toussaint
(1974) eine Liste von 188 Titeln an.

Ubersichtsartikel tber die Diskriminanzanalyse in englischer Sprache gibt es
von Brown (1947), Tatsuoka & Tiedeman (1954), Isaacson (1964), Huberty
(1975), Geisser (1977), Schaafsma & Vark (1977, 1979) und Lachenbruch &
Goldstein (1979). In deutscher Sprache gibt Janke (1971) eine Ubersicht iber
Klassifikationsverfahren einschliellich der Diskriminanzanalyse, wahrend
Trampisch (1975) einen Uberblick tber Verfahren mit nichtnormalverteilten
Gruppen gibt.

2. Grundlagen

2.1 Lineare Diskriminanzfunktion

Es mogen zwei Populationen P, und P, mit den p-dimensionalen Verteilungen
V,; und V, fur die MeRBwertvektoren vorliegen. Fur jedes Individuum liege ein
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p-dimensionaler MeRBwertvektor X’ = (X, . .X,) vor, wobei der Transposi-
tionsstrich die Umwandlung des Spaltenvektors x in den Zeilenvektor x’ be-
zeichnet. Gesucht ist eine Zuordnungsregel, die den Vektor x entweder P, oder
P, zuordnet. Von Fisher (1936) wird vorgeschlagen, eine Linearkombination

Yy = axt.tagx,

zu bilden, wobei a,,. . .,a, so gewdhlt sein sollen, dafl das Quadrat der Diffe-
renz der Erwartungswerte von Y in den beiden Populationen bezogen auf die
gemeinsame Varianz maximal wird.

Es seien p'y = (Wyps- . »M1p) bZW. W5 = (a1, . . ,,M,) die Erwartungswertvekto-
ren zu den Verteilungen V,; und V, und X die fur beide Verteilungen gleiche
Kovarianzmatrix. Ohne weitere Annahmen Uber V,; und V, fihrt das Verfah-
ren von Fisher (1936) zu der Linearkombination

y = (—Wp) =%
Falls py,u, und Z nicht bekannt sind, so mussen Zufallsstichproben der GroRe
n; bzw. n, aus P; bzw. P, vorliegen, und man schéatzt p’, bzw. u’, durch die
Mittelwertvektoren X'y = (X1,. . -Xyp) bZW. X, = (X3, - . ,,Xp,) Und X durch die
empirische Kovarianzmatrix S aus der vereinigten Stichprobe. In diesem Fall
ergibt sich

y = ()—(1"‘)-(2), S*lx.
Rechenbeispiele und numerische Vereinfachungen zum Verfahren von Fisher
findet man bei Beall (1945), Schmid (1950) und Behrens (1959).

Man ordnet das Individuum mit dem Wert y der Population P, zu, falls y
naher zu

¥ = (m—w) T bzw. 7y = (X—%)' ST'x
liegt als zu
V2= (W—w) =7, bzw. ¥, = (3,—%,)" STk,

Sonst ordnet man es der Population P, zu. Dieses ist gleichbedeutend damit,
daR man das Individuum der Population P, zuordnet, falls

y > (J1+y2)/2

gilt. Die Differenz
V1i—=¥2 = (M=) T (W—py) = D? bzw.
Vi—¥2 = (}1—%,)' ST (%1—%,) = Dd

wurde von Mahalanobis im Jahre 1927 als Abstandsmafl zwischen zwei mehr-
dimensionalen Verteilungen eingefiilhrt und stellt eine Modifikation eines Ko-
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effizienten von Karl Pearson aus dem Jahre 1921 dar (vgl. Das Gupta, 1973).
Mit Hilfe der bei Vorliegen von multivariaten Normalverteilungen F-verteilten
Statistik

nyn,(n;+n,—p—1)

F =
(n;+ny) (n;+n,—2)p

D3

mit p und (n; + n, - p - 1) Freiheitsgraden kann man testen, ob die beiden Stich-
proben aus unterschiedlichen Populationen stammen.

Anders als Fisher (1936) sucht Welch (1939) eine Diskriminanzfunktion, bei
der die totale Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit minimal ist. Dazu seien q;
= P(P,;) bzw. g, = P(P,) die A-priori-Wahrscheinlichkeiten, d.h. die Wahr-
scheinlichkeiten dafir, daB ein Individuum zu P; bzw. P, gehort. Ferner sei R;
bzw. R, der Bereich im p-dimensionalen Raum, fir den Vektoren x zu P; bzw.
P, zugeordnet werden. Dabei seien R; und R, elementfremde Mengen, die
vereinigt den ganzen Raum ergeben. Die totale Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeit ergibt sich zu

PR, |Py) + QPR | Py).

Falls f,(x) bzw. f,(x) die zu V; bzw. V, gehdrige p-dimensionale Wahrschein-
lichkeitsdichte ist, so lautet die Klassifikationsregel: Ordne x der Population
P, zu, falls

f1(X) / fZ(X) > qz/q1

und der Population P, im umgekehrten Fall. Speziell fir multivariate Normal-
verteilungen mit gleicher Kovarianzmatrix ergibt sich hieraus als optimale Zu-
ordnungsregel: Ordne x der Population P, zu fur

Wr = [x—=0.5(w+u)]" =7 (W — W) > In[qa/qy].

Bei unbekannten Parametern schatzt man W; aus Stichproben und verwendet
die Diskriminanzfunktion

W = [X_OS()_(1+)_(2)]’ S_l ()-(1_)_(2)

Die Koeffizienten dieser linearen Diskriminanzfunktion sind identisch mit
denen der Funktion von Fisher.

Eine andere ldee zur Konstruktion einer Diskriminanzfunktion stammt von
Mises (1945), der vorschlagt, die maximale Fehlklassifikationswahrscheinlich-
keit P(R, f P,) bzw. P(R; ] P,) in den beiden Gruppen zu minimieren. Andere
Autoren nehmen unterschiedliche Kosten fur verschiedene Arten der Fehlklas-
sifikation an und minimieren die Gesamtkosten (vgl. Anderson, 1958).
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Neben der auf Anderson (1958) zuriickgehenden Diskriminanzfunktion W
werden in der Literatur auch die Funktionen

U =x’ S—l ()-(1_)_(2)
von Wald (1944) und

- ny _ oy oQg—1 oy n; oy gt =
y4 | (x—%;) ST (x—%y) ot (x—%,) ST (x—X%3)

von John (1960a) betrachtet. Ein numerisches Beispiel zur Klassifikation mit
Hilfe von U gibt Kossack (1945).

Waéhrend bei bekannten Parametern die obigen Funktionen normalverteilt sind
far multivariat normalverteiltes X, gilt dieses, falls man fur die Parameter
deren Schatzungen einsetzt, nur noch fur die bedingten Verteilungen bei gege-
benen x;, X, und S. Die nichtbedingte Verteilung ist nicht normal. Untersu-
chungen Uber das finite und asymptotische Verhalten der Verteilung von W
wurden u.a. durchgefiihrt von Anderson (1951, 1973a, 1973b), Harter (1951),
Sitgreaves (1952, 1961, 1973), Bowker & Sitgreaves (1961), Teichroew & Sit-
greaves (1961), Bowker (1961), Elfving (1961), John (1962-1963), Okamoto
(1963) und Lachenbruch (1968). Die Verteilung von U untersuchten u. a. Wald
(1944), sSitgreaves (1952) und John (1959, 1960a, 1960b, 1962-1963, 1964),
wobei der letztere allerdings ebenso wie Memon & Okamoto (1971)
genaugenommen die Verteilung von Z betrachtete.

Eine Reihe von Autoren weisen Optimalitatseigenschaften der linearen Diskri-
minanzfunktion nach. So zeigt Kudo (1959), dalR diese Funktion bei univaria-
ten Normalverteilungen mit gemeinsamer bekannter Varianz ein Zweient-
scheidungsproblem optimiert. Von Das Gupta (1965) wird die Maximum-
Likelihood-Schatzung der Diskriminanzfunktion untersucht. Dazu wahlt man
zu vorgegebenem x die Verteilungsparameter so, dal die Wahrscheinlichkeit
dafiur, dal x aus einer bestimmten Population stammt, maximal wird. Man
ordnet x der Population zu, fur die diese Wahrscheinlichkeit maximal ist. Die
Maximume-Likelihood-Regel besitzt gewisse Guteeigenschaften. Von Porebski
(1966 a) wird gezeigt, daR bei gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten g; und
g, und multivariaten Normalverteilungen mit bekannter gemeinsamer Kova-
rianzmatrix die Fisher’sche Diskriminanzfunktion gleich einer Bayes-LOsung
und gleich der Maximum-Likelihood-L6ésung ist. FUr zwei multivariate Nor-
malverteilungen, die bis auf die gemeinsame Kovarianzmatrix bekannt sind,
betrachtet Streit (1977) das MaR D? und zeigt, daR die Zuordnungsregel eine
Maximume-Likelihood-Regel und eine zuldssige Bayes-Regel ist.

Von Matusita (1973) wird eine lineare Diskriminanzfunktion durch Minimie-
rung eines InformationsmaRes erhalten, wéahrend Enis & Geisser (1971, 1974)
unter allen linearen Diskriminanzfunktionen, die auf Parameterschatzungen



Diskriminanzanalyse 299

beruhen, diejenige bestimmen, die die totale Wahrscheinlichkeit der Fehlklas-
sifikation minimiert. FUr den Fall univariater Normalverteilungen mit gemein-
samer Varianz bestimmen Ganesalingam & McLachlan (1978) bei Schatzung
der Parameter die optimale Diskriminanzfunktion. Ebenso wie O’Neill (1978)
berechnen sie die asymptotische relative Effizienz einer linearen Diskrimi-
nanzfunktion fir den Fall einer nichtklassifizierten Ausgangsstichprobe, die
eine Mischung von zwei multivariaten Normalverteilungen mit gemeinsamer
Kovarianzmatrix darstellt. Die Simulationsstudien von Ganesalingam &
McLachlan (1979) zeigen, daR die in dieser Situation geschatzte lineare Diskri-
minanzfunktion auch bei kleinen Stichprobenumféangen die Populationen gut
trennt, obwohl die Schatzung der Koeffizienten der Diskriminanzfunktion
nicht sehr reliabel ist. Von Day (1969) wird gezeigt, dall die lineare Diskrimi-
nanzfunktion optimal ist fur alle multivariaten Wahrscheinlichkeitsdichten,
die zu der Klasse der linearen Exponentialverteilungen gehoren.

Verschiedene Spezifikationen und auch Erweiterungen des urspringlichen
Ansatzes werden ebenfalls untersucht. So betrachtet Han (1968) den Fall glei-
cher Korrelationen der Variablen, Han (1969) den Fall proportionaler Kova-
rianzmatrizen, d.h. ¥, = cX,, und Han (1970) den Fall zirkularer Kovarianz-
matrizen. Von Rao (1966a) sowie Lachenbruch & Kupper (1973) wird ange-
nommen, dal V; und V, selber Mischungen von multivariaten Normalvertei-
lungen sind. In McLachlan (1975b, 1977a) wird zusatzlich die Information
ausgenutzt, dall auBer den MeRwertvektoren der eindeutig zu P, bzw. P,
gehodrenden Individuen auch noch die MelRwertvektoren nichtklassifizierter
Individuen vorliegen.

Von Burnaby (1966) werden Diskriminanzfunktionen entwickelt, die inva-
riant sind gegen bekannte nichtdiskriminierende Variation der Variablen, wie
sie z.B. bei Wachstumskurven auftritt. Cochran (1964a) zeigt, dafl die Fehl-
klassifikationswahrscheinlichkeiten aus der Diskriminationsféahigkeit der Ein-
zelvariablen nur schwer vorhersagbar sind und erheblich von den Interkorrela-
tionen der Variablen abhdngen. Dabei ist es von Vorteil, wenn Variablen mit
guten Diskriminatoren negativ korreliert sind.

Efron (1975) betrachtet zwei multivariat normalverteilte Populationen mit ei-
ner Trainingsstichprobe x,,. . .x, Die Zuordnung eines MeRwertvektors auf-
grund der Schatzung der linearen Diskriminanzfunktion von Fisher wird als
normales Diskriminanzverfahren bezeichnet. Bei Schatzung der Funktion von
Fisher bedingt bei gegebenen Werten von x,,. . . X, wird von logistischer Re-
gression gesprochen. Unter Berlcksichtigung der asymptotischen Fehlerraten
hat die logistische Regression asymptotische relative Effizienzen bezogen auf
das normale Diskriminanzverfahren, die zwischen 50% und 66% liegen. Bor-
gen & Seling (1978) verwenden die Diskriminanzanalyse in Anschluf? an eine
multivariate Varianzanalyse, um die verschiedenen Populationen zu trennen.
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Die lineare Diskriminanzfunktion von Fisher (1936) wird von Travers (1939)
zur Trennung von Ingenieuren und Piloten, von Jackson (1950) zur Aufteilung
von Studenten auf zwei Kurse, von Ahmann (1955) zur Klassifikation von
Studenten nach der Studienrichtung, von Pichot & Perse (1952) zur diagnosti-
schen Trennung von Arterioskleroseerkrankten und Senilen sowie von Whee-
ler (1963) zur Trennung von Populationen Hirngeschadigter verwendet.

2.2 Bayes-Ansatz

Bezeichnet man mit fy(X) bzw. f,(x) die multivariaten Dichten zu V; bzw. V,
und mit q; bzw. q, die A-priori-Wahrscheinlichkeiten, so ergeben sich nach
der Formel von Bayes die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten flr ein Vorliegen
von P; bei gegebenem MeRwertvektor x zu

P(P;|x) = q f(x)/[q, f,(x) + q; £X)], i=1,2.
Ordnet man x der Population P; zu, falls
P(P; | x) > P(P;|x)

gilt, so ist diese Regel aquivalent mit der Regel, die die totale Fehlklassifika-
tionswahrscheinlichkeit minimiert. Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
sind nutzlich, wenn man das Risiko eines Individuums schétzen will, zu einer
bestimmten Population, z.B. einer Diagnosegruppe, zu gehoéren. In Ben-Bas-
sat & Gal (1977) wird das Verhalten der A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
bei nicht identisch verteilten Beobachtungen untersucht.

Man unterscheidet einen Semi-Bayes-Ansatz und einen vollstandigen Bayes-
Ansatz. Beim Semi-Bayes-Ansatz benutzt man A-priori-Dichten der Form
g(uy,M2,2) fir die unbekannten Parameter, um damit die A-posteriori-Vertei-
lung der Diskriminanzfunktion bei gegebenen Xx;, X, und S zu untersuchen.
Beim vollstdndigen Bayes-Ansatz betrachtet man die Vorhersage-Dichten
f(x | X1,X2, §,P)) und verwendet als Diskriminanzfunktion

Inf[f(x | 1,%2,8,P1) / £(x | %1,%:,5,P,)].

Mit Hilfe dieser Funktion werden Individuen den zugehorigen Populationen
zugeordnet. Eine Beschreibung des vollstdndigen Bayes-Ansatzes gibt Geisser
(1966), wahrend Desu & Geisser (1973) beide Ansdtze fur verschiedene Situa-
tionen diskutieren. Der kritische Punkt bei allen Bayes-Verfahren ist immer
die Frage nach der richtigen Wahl der A-priori-Verteilungen. In Hermans &
Habbema (1975) werden deshalb anhand von zwei Séatzen experimenteller Da-
ten funf verschiedene Methoden, die Dichten f;(x) und fy(X) zu schatzen,
miteinander verglichen. In Geisser (1964) werden unter der Annahme, daR fir
k Populationen multivariate Normalverteilungen vorliegen, acht verschiedene
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Konstellationen fur die Parameter w; und Z; betrachtet mit verschiedenen A-
priori-Dichten flr diese Parameter und zusatzlich funf Situationen fur die
Wahrscheinlichkeiten ;. Von Geisser & Desu (1968) wird fur zwei Populatio-
nen P, und P,, fur die V; und V, multivariat normal sind, der Fall u; = u, = 0
betrachtet, wobei Z; und Z, jeweils konstante Varianzen und Kovarianzen
enthalten sollen. FUr verschiedene Wahlen dieser Varianzen und Kovarianzen
und der A-priori-Dichten werden Vorhersagedichten bestimmt. In Gupta
(1977) wird der Fall von multivariat normalen V,,. . . V. mit unbekannten w;
und ZX; betrachtet und gezeigt, daR zwei Zuordnungsregeln &quivalent sind,
von denen die eine auf einer Diskriminanzfunktion und die andere auf einem
Bayes-Ansatz mit gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten q; beruht. Hora
(1978) betrachtet fur zwei Populationen einmal den Fall, daf w; und p, unbe-
kannt, £, = X, aber bekannt ist, und nimmt fir p; und w, normale A-priori-
Dichten an. Im zweiten Fall setzt er B, = W, als unbekannt mit normaler A-
priori-Dichte und X; = X, als unbekannt mit einer Wishart A-priori-Dichte
voraus. In beiden Fallen wird der optimale Stichprobenumfang bestimmt (zum
Bayes-Ansatz vgl. Kapitel 4 des Bandes ,,Hypothesenprifung* aus der Enzy-
klopadie der Psychologie).

2.3 Fehlerraten

Der Begriff der Fehlerrate wird in der alteren Literatur zur Diskriminanzana-
lyse durchaus in unterschiedlichem Sinne verwendet. Erst in den Arbeiten von
Hills (1966), Skarabis (1970), Sorum (1972), Michaelis (1973 b), Trampisch
(1975, 1977), Victor (1976a) und Lachenbruch (1975) werden die verschiede-
nen Fehlerarten exakt definiert und voneinander abgegrenzt.

Zunéchst werde das Diskriminationsproblem fur k Populationen mit vollstan-
diger Information betrachtet. Dann sind sowohl die A-priori-Wahrscheinlich-
keiten q,,. . . ,0x als auch die zu den Verteilungen Vy,. . . Vi gehdrigen Dichten
f,(x), . . . f(x) bekannt. Als tatsachlichen Fehler F(D) der Zuordnungsregel D
bezeichnet man den Anteil der insgesamt falsch klassifizierten Falle

F(D) = ). ).a P(R|P).

1%

Dabei ist R; der Bereich, fur den ein MeRwertvektor x aus R; der Population P
zugeordnet wird. Eine Zuordnungsregel D, hei3t optimal, falls F(D,) unter
allen moglichen Zuordnungsregeln D minimal ist. F(D,) hei8t in diesem Fall
(theoretisch) optimaler Fehler. Es gibt also keine Regel D, die insgesamt weni-
ger Fehlklassifikationen aufweist als D, Jedoch muf} D, nicht eindeutig be-
stimmt sein. Die optimale Zuordnungsregel ist dadurch gegeben, daR ein Vek-
tor x der Population P; zugeordnet wird, falls g;fi(x) maximal ist unter allen

qQif1(x), - - - qifi(x).
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In der Praxis sind weder die g; noch die f(x) bekannt, sondern man hat nur eine
sogenannte erhdrtete Stichprobe vorliegen, bei der filr jedes x bekannt ist, zu
welcher Population es gehort. Da die Zuordnungsregel Dg sich durch Schét-
zung aus der erharteten Stichprobe ergibt, ist Dg eine Zufallsvariable, und auch
der erhaltene Fehler F(Dg) der insgesamt falsch klassifizierten Falle ist eine
Zufallsvariable. Man bezeichnet den Erwartungswert E[F(Dg)] als mittleren
Fehler von Dg.

Ist Dg eine geschatzte Zuordnungsregel und sind fis(x) geschétzte Dichten, so
heil3t
FDs) = ). ).qi Ps(Ry| Py

i#]j

unterschatzter Fehler oder scheinbarer Fehler von Dg. Dieses ist also der Anteil
der urspriinglichen Stichprobe, der durch die geschatzte Diskriminanzfunk-
tion fehlklassifiziert wird. Unter ziemlich allgemeinen Bedingungen (vgl.
Glick, 1973a) gilt

Fs(Ds) = F(Ds) und E[Fs(Ds)] = E[F(Ds)].

Sind die Dichten f; auf bestimmte Verteilungsklassen, z.B. Normalverteilun-
gen, eingeschrankt, in denen bestimmte Parameter nicht festgelegt sind, so
bezeichnet man F,(D) als den erreichbaren Fehler, falls F,(D) unter allen
zulédssigen Wahlen der noch unbestimmten Parameter minimal ist. Missen die
Parameter geschatzt werden, so heiRt Fy(Dg) der tatsdchlich erreichbare
Fehler.

In John (1961) werden fur zwei Populationen fur geschatzte Diskriminanz-
funktionen bei Vorliegen multivariater Normalverteilungen die Verteilungen
der Fehlerraten untersucht und die Erwartungswerte bestimmt, wéhrend in
John (1964) die Zuordnungswahrscheinlichkeiten betrachtet werden fur den
Fall, dall x weder zu P; noch zu P, gehort. Von Dunn & Varady (1966) wird
durch Simulationsstudien der Zusammenhang zwischen der tatsachlichen und
der geschatzten Fehlerrate bestimmt. FUr den Fall zweier Populationen bei
Vorliegen multivariater Normalverteilungen und Verwendung der Diskrimi-
nanzfunktion W untersucht McLachlan (1972, 1974) die asymptotischen Ver-
teilungen der bedingten Fehlerraten p; = P(R, | P, und p, = P(R, | P,) und des
bedingten Risikos (p;+p,)/2, wahrend fur den Fall proportionaler Kovarianz-
matrizen und geschétzter quadratischer Diskriminanzfunktion in McLachlan
(1975 a) die erwarteten Fehlerraten bestimmt werden. Fir das allgemeine Klas-
sifikationsproblem, wo die Indexvariable, die in unseren bisherigen Fragestel-
lungen die Populationen kennzeichnet, nicht mehr diskret ist, konstruieren
Marshall & Olkin (1968) Verfahren, die das Risiko minimieren. Von Moran
(1975) werden exakte Ausdriicke fur die Erwartungswerte des tatsachlichen,
des scheinbaren und des geschatzten Fehlers Fg(D) fur die lineare Diskrimi-
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nanzfunktion angegeben fur den Fall, daR V; und V, multivariat normal sind
mit gleicher Kovarianzmatrix.

Bei Benutzung der geschéatzten anstelle der theoretischen Diskriminanzfunk-
tion wird die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit nicht minimiert. DiPillo
(1976) betrachtet den Fall zweier multivariat normalverteilter Populationen
mit gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten und verwendet eine nicht erwar-
tungstreue Minimum-Chiquadrat-Regel, die eine kleinere Fehlklassifikations-
wahrscheinlichkeit liefert. In Siotani & Wang (1977) werden die Fehlerraten
fur die Diskriminanzfunktionen W und Z verglichen. Nishi (1977) leitet engste
obere Schranken fir die grof3te der beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten p; bzw.
p, sowie die totale Fehlerwahrscheinlichkeit bei beliebigen A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten her. Dieses geschieht flr bekannte w, w;, 2; und Z,, wobei V,
und V, stetig oder diskret sein kénnen. Fur X, = Z, ergibt sich eine optimale
lineare Prozedur, die das Infimum aller oberen Schranken annimmt. Falls p,,
W 24, 23, q; und @, bekannt sind, optimieren Isii & Taga (1978) die Fehler-
wahrscheinlichkeiten Uber alle moglichen Verteilungen V; und V, und alle
moglichen Klassifikationsregeln.

2.4 Minimaxprinzip

Nicht immer erscheint es sinnvoll, die totale Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeit zu minimieren, weil dieses u.U. dazu fuhrt, dal die Fehlerwahr-
scheinlichkeit flr eine einzelne Population mit geringer A-priori-Wahrschein-
lichkeit sehr hoch ist. Deshalb verwendet man oft eine Minimaxregel, bei der
die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert wird (zur Minimaxregel vgl.
Kap. 4 des Bandes ,,Hypothesenprifung* aus der Enzyklopadie der Psycholo-
gie). Dieses ist der Fall, falls die Fehlerwahrscheinlichkeiten alle gleich
und minimal sind. Fir zwei Populationen P, und P, sind also Bereiche R; und
R, zu finden mit

P(R;|P,) = P(R,|P;) = Minimum.
Die Minimax-Regel ordnet x der Population P, zu fir
f.(x)/f(x) > ¢

und der Population P, sonst. Die Konstante ¢ lal3t sich bestimmen, wenn man
die Dichten f;(x) und fy(x) kennt. Die Kenntnis der A-priori-Wahrscheinlich-
keiten ist bei Verwendung der Minimax-Regel nicht erforderlich. Fir den Fall
von multivariat normalverteilten Populationen mit gleichen Varianzen und
Korrelationen leitet Johnson (1955) fir zwei bzw. drei Populationen Zuord-
nungsregeln her. FUr drei Populationen nimmt er dabei gleiche Kosten der
Fehlklassifikation an. Das Verfahren wird illustriert anhand der Zuordnung
von Studenten zu Unterrichtsgruppen aufgrund von Testwerten.
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Von Clunis-Ross & Riffenburgh (1960) wird fur zwei multivariat normalver-
teilte Populationen die Minimax-Regel als beste Trennfunktion unter den li-
nearen Funktionen hergeleitet. In Anderson & Bahadur (1962) wird fur zwei
multivariat normalverteilte Populationen einmal die eine Fehlklassifikations-
wahrscheinlichkeit minimiert unter der Bedingung, dall die andere Wahr-
scheinlichkeit vorgegeben ist und zum anderen die Minimax-Ldsung be-
stimmt. Da kein explizites Verfahren zur Bestimmung der auftretenden Kon-
stanten angegeben wird, leiten Banerjee & Marcus (1965) Schranken fur diese
Konstanten her. Von Bhattacharya & Das Gupta (1964) wird die Klasse zulés-
siger Prozeduren flr zwei univariate Exponentialverteilungen (im weiteren
Sinne) untersucht. Eine Prozedur heiBt dabei zuldssig, falls es keine bessere
Prozedur in dem Sinne gibt, daR diese Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten
hat, die die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten der diskutierten Prozedur
nicht Uberschreiten und wenigstens einmal echt unterschreiten. Bei zuldssigen
Verfahren gibt es also keine Verfahren, die gleichmaRig besser sind. Im Spe-
zialfall univariater Normalverteilungen mit Varianz 1 ist die Ubliche Prozedur
eine Minimax-Regel. Neymark, Breydo & Durnovo (1970) geben fur den Fall
zweier multivariat normalverteilter Populationen eine lineare Minimax-Klassi-
fikationsregel an, wahrend Bunke (1967) Minimax-Regeln als Spezialfalle der
sogenannten Q-optimalen Regeln untersucht. Wéahrend beim Ublichen Bayes-
Ansatz die A-priori-Verteilungen bekannt sein mussen, konstruieren Gupta &
Huang (1975) sogenannte Gamma-Minimax-Prozeduren, bei denen nur be-
kannt ist, dal? die A-priori-Verteilungen zu gewissen Klassen gehoren.

2.5 Diskriminanzanalyse unter Nebenbedingungen und Kosten
der Fehlklassifikation

Es gibt Falle, wo es sinnvoll ist, unterschiedliche Kosten anzunehmen, je
nachdem, welche Fehlklassifikation vorliegt. So ist es unterschiedlich zu beur-
teilen, ob ein Kranker irrtimlich der Population P; der Gesunden oder ein
Gesunder irrtimlich der Population P, der Kranken zugeordnet wird. Es seien
¢, die Kosten, die entstehen, wenn ein Individuum aus P; falsch klassifiziert
wird und c, die Kosten, die entstehen, wenn ein Individuum aus P, falsch
klassifiziert wird. Es sollen Bereiche R; und R, gefunden werden, so dal}

T = ¢,q;PR, | P)) + c:q.P(R; | Py)

minimal wird. Dieses gilt fur die Zuordnungsregel, bei der x der Population P,
zugeordnet wird, falls

£1(x)/f2(x) > c2q2/(c1q1)

gilt und der Population P, sonst. Man vergleiche hierzu Brown (1950) und
Anderson (1951). Bei zwei multivariat normalverteilten Populationen mit glei-
cher Kovarianzmatrix X gibt Saxena (1967) eine Bayes-L&sung an.
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Einen anderen Aspekt betrachten Zielezny & Dunn (1975). Sie gehen auch von
multivariat normalverteilten V; und V, aus, klassifizieren jedes Individuum
aber zunéchst nur mit einer Teilmenge der Variablen. Nur falls dieses nicht
gelingt, wird der Rest der Variablen ebenfalls gemessen und das Individuum
aufgrund der Messungen aller Variablen Klassifiziert. Dabei sollen die A-prio-
ri-Wahrscheinlichkeiten ;, die Kosten der Fehlklassifikation und die Kosten
der Variablenmessungen bekannt sein. Das vorgeschlagene zweistufige Ver-
fahren wird fUr bekannte Parameter und flr geschétzte Parameter mit anderen
Verfahren verglichen.

Wenn man die unterschiedlichen Kosten der Fehlklassifikationen bei der Opti-
mierung der Diskriminanzfunktion bericksichtigen will, mul man zumindest
das Verhéltnis c,/c; der Kosten kennen. Dieses ist oft schwer zu schatzen und
willkurlich. Eine zweite Mdoglichkeit besteht darin, innerhalb jeder Population
Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten vorzugeben, die noch tolerabel sind,
und eine Zuordnungsregel zu bestimmen, die diese Nebenbedingungen (Un-
gleichungen) befriedigt. Dieses ist besonders wichtig bei diagnostischen Frage-
stellungen, bei denen unterschiedliche Fehlentscheidungen unterschiedlich zu
bewerten sind.

Das Problem der Konstruktion von Diskriminanzfunktionen unter Nebenbe-
dingungen wird bei Anderson (1969) fur den Fall von k Populationen behan-
delt. Es wird dabei die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Zuordnung maxi-
miert unter (k*k) Nebenbedingungen

PR;|P) = ¢, bj=1,....k, i ¥ k
an die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten.

Man definiert

Lo(x) = 0, Li(x) = qfi(x) — Zdﬁf,-(x), i=1,....k,

1#1

wobei die d; Funktionen der ¢; sind. Die Li(x) heiBen modifizierte A-posterio-
ri-Wahrscheinlichkeiten. Man ordnet x der Population P; zu, falls L;(x) unter
den (k+l) Funktionswerten der groBte ist. Falls L,(x) dieses Maximum an-
nimmt, so ist x keiner der k Populationen zuzuordnen.

2.6 Quadratische Diskrimination

Falls man fur den Fall von zwei multivariat normalverteilten Populationen mit
ungleichen Kovarianzmatrizen X; und X, die optimale Diskriminanzfunktion
bestimmt, fur die die Fehlerrate minimal wird, so ergibt sich nach dem Vorge-
hen von Welch (1939) (vgl. 2.1)
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Q) = ln[f,(x)/Ex)] = 0.5[n|% | - In|=; | = p4Zr'w, + o7
— 05[x" (Zr — =) x—2x" (Zr "W — T 'wy)).

Man ordnet x der Population P, zu fir

Q(x) > In[qz/q,],

wobei q; und g, die A-priori-Wahrscheinlichkeiten seien. Die erste eckige
Klammer enthélt nur Parameter und ist deshalb eine Konstante. In der zweiten
eckigen Klammer ist das erste Glied quadratisch in x, weil Z; # X, gilt, und das
zweite Glied linear in x. Dieses fuhrt zu der Bezeichnung quadratische Diskri-
mination.

Von Bartlett & Please (1963) wird der Fall u; = w, und X; *+ X, betrachtet,
wobei bezuglich der Struktur der Kovarianzmatrizen verschiedene Spezialfélle
betrachtet werden, so der Fall unabhangiger Variablen mit gleicher Varianz
innerhalb jeder Population und der Fall von Variablen mit gleichen Varianzen
und Korrelationen innerhalb der Populationen. Im letzteren Fall ergibt sich

Qx) = ¢1Zy + 2y + 3,
wobei ¢;, ¢, und c; Konstanten sind und
Zl = ZXJZ, ZZ = (ZX])Z

Bei geeigneter Wahl von @1, @z, 07 und o3 héngt Q(x) entweder nur von Z; oder
nur von Z, ab. Man interpretiert Z, als Mall fur die Form des durch den
MelRwertvektor x beschriebenen Profils und Z, als MaR fur das Niveau des
Profils.

Von Cooper (1963) wird gezeigt, dal? die quadratische Diskrimination auch
fur breitere Klassen von Verteilungen als die multivariate Normalverteilung
eine optimale Zuordnung liefert, wéhrend Day (1969) beweist, dal} die quadra-
tische Diskriminanzfunktion optimal ist fur alle multivariaten Wahrscheinlich-
keitsdichten, die zu der Klasse der quadratischen Exponentialverteilungen ge-
horen. In Victor (1971) werden zwei FORTRAN-Programme flUr die quadra-
tische Diskriminanzanalyse beschrieben, wobei die A-priori-Wahrscheinlich-
keiten ebenso wie die Kosten bekannt oder unbekannt sein kénnen. Eine
Kombination von linearer und quadratischer Diskrimination schlagt Moore
(1973 a) vor. Dazu werden die Populationen, bei denen man gleiche Kova-
rianzmatrizen vermutet, zu Koalitionen zusammengefalst. Innerhalb der Koa-
litionen trennt man mit der linearen, zwischen den Koalitionen mit der qua-
dratischen Diskriminanzfunktion. Bei bekannten Parametern berechnen Hil-
debrandt, Michaelis & Koller (1973) die beiden Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeiten P(R, | P;) und P(R; | P,) fur die quadratische Diskriminanzfunktion.
In McLachlan (1975 a) wird die Fehlerrate flr die geschatzte quadratische
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Diskriminanzfunktion fur den Fall proportionaler Kovarianzmatrizen bei be-
kannten Parametern bestimmt und bei unbekannten Parametern eine asympto-
tische Entwicklung angegeben. Eine quadratische Diskriminanzanalyse fur
mehr als zwei Gruppen ohne Annahme von multivariaten Normalverteilungen
schlagt Rioux (1975) vor, der vom MeRwertvektor x aus ein quadratisches
DistanzmalR zu den Gruppenmittelwerten berechnet und x der Population mit
der kleinsten Distanz zuordnet. Ein Vergleich der linearen und quadratischen
Diskriminanzanalyse wird durch Huberty & Curry (1978) mittels einer Ana-
lyse von drei realen Datensdtzen vorgenommen, wobei sieben Situationen
unterschieden werden, je nachdem, ob es sich um gleiche oder verschiedene
Kovarianzmatrizen und um zwei oder drei Populationen handelt. Beim inter-
nalen Vergleich, bei dem die Klassifikation der urspringlichen Stichproben
betrachtet wird, zeigt sich die quadratische Diskrimination Uberlegen. Jedoch
ist die lineare Diskrimination gleich gut oder besser bei der externalen Klassifi-
kation, bei der ein neuer MeRwertvektor zu klassifizieren ist. In Eye & Wiedl
(1978) wird die quadratische Diskrimination zur Trennung von Personentypen
asthetischer Préferenz verwendet.

2.7 Zusammenhang zwischen Diskrimination und Regression

Schon frih wurde erkannt, dal die Herleitung der linearen Diskriminanzfunk-
tion auch Uber eine multiple lineare Regression erfolgen kann, wobei die Pra-
diktorvariable eine Pseudovariable ist, deren Werte die Populationszugehorig-
keit kennzeichnen. Man vergleiche hierzu Garrett (1943), Ladd (1966) und
Hattemer (1974). Der entsprechende F-Test in der zugehdrigen einfaktoriellen
Varianzanalyse kann als Test auf Populationsunterschiede dienen. Das Di-
stanzmalR D2 hangt dabei mit dem multiplen Korrelationskoeffizienten R?
durch die Beziehung

R? (n;+ny) (n;+n,—2)

2
DS 1_R2 nn;

Zusammen.

Von Horst & Smith (1950) werden wegen dieser Zusammenhdnge fir die
Bestimmung der linearen Diskriminanzfunktion Iterationsverfahren zur Be-
rechnung multipler Regressionskoeffizienten vorgeschlagen, wéhrend Rulon
(1951) eine geometrische Veranschaulichung anstrebt. Cramer (1967) verein-
facht einen Beweis von Healy (1965), der die Aquivalenz der Regressionskoef-
fizienten bei einem multiplen Regressionsproblem mit einer Pseudovariablen
mit den Diskriminanzfunktionskoeffizienten fur den Fall zweier Populationen
zeigt. In Rao (1966b) wird darauf hingewiesen, dafl es Falle gibt, wo zwei
Variablen einzeln betrachtet gut zwischen zwei Populationen diskriminieren,
zusammengenommen aber keine Diskriminationswirkung haben. Ausgehend
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von dem Zusammenhang zwischen Diskriminanz- und Regressionsanalyse
zeigt Cramer (1975), dalR dieses Paradoxon seine Entsprechung findet in der
Beobachtung, dal? die Signifikanz der t-Tests fur einzelne Regressionskoeffi-
zienten nichts Uber die Signifikanz des F-Tests flr die gesamte Regressions-
funktion besagt. Dieser Zusammenhang wird fur die Regressionsrechnung
genauer untersucht.

2.8 Verfahren fur mehrere Populationen
2.8.1 Multiple Diskriminanzanalyse

Die multiple Diskriminanzanalyse oder Methode der kanonischen Variablen
ist wohl das Diskriminanzanalyseverfahren, das am haufigsten in der Psycho-
logie verwendet worden ist, um Beobachtungsvektoren einer aus k Populatio-
nen zuzuordnen. Das Verfahren wird von Rao & Slater (1949) und Eysenck &
Claridge (1962) zur Klassifikation von Neurotikern, von Power, MacRae &
Muntz (1974) zur Trennung von echten und simulierenden Neurotikern, von
Eysenck (1955) zur Diskrimination von Normalen, Neurotikern und Psycho-
tikern, von Harper (1950 a, 1950 b) zur Klassifikation von Schizophrenen und
von Schmidt & Cattell (1972) sowie von Overall, Higgins & Schweinitz (1976)
zur Trennung psychiatrischer Diagnosegruppen verwendet. MacFadyen
(1975) referiert verschiedene Arbeiten Uber die Klassifikation von Depressiven
mit Hilfe der Diskriminanzanalyse, wahrend Webster (1952) das Verfahren auf
drei TAT-Variablen anwendet. Kelly, Veldman & McGuire (1964) versuchen
Kriminelle und Schulversager zu erkennen, Petersen & Hart (1978) klassifizie-
ren schwer erziehbare Kinder, Leton & Anderson (1964) trennen verschiedene
Schulklassen, wahrend Mallinger (1977) Lernschwachen Kklassifiziert. In Stah-
mann & Wallen (1966), Baggalay & Campbell (1967) sowie Dunteman (1966)
werden Studienanfanger in bezug auf die gewéhlten Studienrichtungen und in
Goldman & Warren (1973) sowie Zedeck (1971) bezuglich der Studienleistun-
gen Kklassifiziert. Von McKeachie & Lin (1975) sowie Ware & Williams (1977)
werden Unterrichtsstile von Dozenten analysiert, von Malgady (1977) werden
im Rahmen der Psycholinguistik Aussagen Kklassifiziert, von Hand & LaFollet-
te (1973) werden Verhaltensweisen in simulierten Spielsituationen untersucht,
wahrend Eye & Huissy (1979) die mit Hilfe einer Clusteranalyse erhaltenen
Gruppen mit unterschiedlichem Unfallrisiko trennen. SchlieRlich differenziert
Dudzinski (1977) mit dem Verfahren Verhaltensmuster bei Kaninchen.

Beschreibungen des auf Rao (1948, 1949, 1952, 1954a, 1963, 1964) zurlickge-
henden Verfahrens findet man aufer in den Arbeiten von Rao bei Bryan
(1951), Tiedeman (1951), Horst (1956a, 1956b), Pickrel (1958), Anderson
(1966) und Rulon, Tiedeman, Tatsuoka & Langmuir (1967). Es handelt sich
bei dieser Methode um eine mdgliche Erweiterung des Verfahrens von Fisher
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(1936) von zwei Populationen auf k > 2 Populationen. Es sei B die Kovarianz-
matrix ,,zwischen den Gruppen* und W die Kovarianzmatrix ,,innerhalb der
Gruppen* - analog zur Varianzanalyse. Bei bekannten Parametern hat man

k
Br = ) (w—R) W—p) /k, Wy =X

i=1

mit der gemeinsamen Kovarianzmatrix £ und dem Mittelwert [i der k Erwar-
tungswerte. Bei Schatzung der Parameter ergibt sich

k k n
Bs = ) (x—%)&x—x) /k Ws=) ) (xs—%) (xi—%) /(n—k),

i=1 i=1 j=1

wobei n den Gesamtstichprobenumfang und ein Punkt die Summation Uber
den dadurch ersetzten Index bezeichnet. Es wird ein Vektor a gesucht, so dafl

c=2aBa/a'Wa

maximal wird, d.h. man will die Differenzen zwischen den Gruppen maximie-
ren und die Differenzen innerhalb der Gruppen minimieren. Dieses Maximum
wird erreicht fur die Eigenvektoren zu der Matrix W'B, d.h. fur Losungs-
vektoren a von

(B—-cW)a = 0.

Bei multivariat normalverteilten MeRwertvektoren x ist y = a’x univariat nor-
malverteilt. Verwendet man r Eigenvektoren, so erhdlt man r lineare Diskri-
minanzfunktionen, die man als Vektor

y' = (a'1x,...,a'x)

mit Koeffizientenvektoren a,;,. . . ,a, schreiben kann. Die Transformation des
Erwartungswertvektors bzw. des Mittelwertvektors fuhrt zu

v = (1Y ..,a W) bzw. v = (a'1%;,...,2' ;).
Man bestimmt diejenige Population P;, flr die

(y—0.5v)" v,
maximal wird und ordnet x dieser Population zu.

Von Lohnes (1961) werden verschiedene Tests auf Gleichheit der Erwartungs-
werte bzw. Varianzen bei der multiplen Diskriminanzanalyse diskutiert und
mit Hilfe von Simulationsstudien verglichen. In Lissitz & Henschke-Mason
(1972) wird versucht, unter Verwendung eines Markov-Modells die Trefferra-
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te in der multiplen Diskriminanzanalyse zu erhéhen. Rogers & Linden (1973)
vergleichen die Ergebnisse einer multiplen Diskriminanzanalyse mit denen
einer Clusteranalyse flr eine Studentenstichprobe. In Geisser (1973) wird ge-
zeigt, dall dieselbe Menge von linearen Diskriminanzfunktionen jedes Ab-
standsmall zwischen den Populationen maximiert, das eine monoton wachsen-
de Funktion der von Null verschiedenen Eigenwerte ¢ von W'B ist. Um
geeignete Variablenteilmengen zu erhalten, fuhrt McKay (1977) schrittweise
simultane Testprozeduren durch mit kontrolliertem Fehler 1. Art. FUr die
Bestimmung der Eigenwerte gibt Chikuse (1978) asymptotische Entwicklun-
gen an. Weitere Versionen und Optimalitatseigenschaften der multiplen Dis-
kriminanzanalyse geben Hudlet & Johnson (1977) an. Dabei ist das Ziel,
Transformationen der Datenvektoren auf ein-, zwei- oder dreidimensionale
Raume zu finden, durch die eine bessere Interpretation der Zusammenhéange
zwischen den Populationen ermdoglicht wird sowie ein leichteres Auffinden
von Ausreif3ern.

2.8.2 Minimierung des erwarteten Verlustes

In Lachenbruch (1975) wird ein auf Anderson (1951) zuriickgehendes optima-
les Verfahren beschrieben, das eine Verallgemeinerung des Vorgehens von
Hoel & Peterson (1949) darstellt. Es moégen k Populationen P; mit Dichten
f(x) und A-priori-Wahrscheinlichkeiten q; vorliegen, i= 1,. . . k. Falls man ein
X aus R; der Population P; zuordnet, ergeben sich die Fehlklassifikationswahr-
scheinlichkeiten P(R; | P;) und die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit einer Zu-
ordnung zu P;, falls x gegeben ist, zu

P(Pi|x) = qfi(x) / . aifi(x)-
Ordnet man x der Population P; zu, so ist der erwartete Verlust gleich

2 afix)ci/ ) qifi(x)

i*j |
mit den Kosten ¢; bei einer Fehlklassifikation einer Beobachtung aus P; zu P;.
Der Ausdruck wird minimal, falls der Z&hler minimal wird. Dabei ist der

Verlust, falls man x der Population P; zuordnet, Kkleiner als der bei einer
Zuordnung zu P, falls

Y qfix)e; < Z qifi(X)cmi

1% 1#=m

gilt. Ist dieses fur alle m=j erfullt, so wird x der Population P; zugeordnet.
Speziell fur den Fall, daR alle ¢; gleich sind, wird x zu P; zugeordnet, falls

qifi(x) > qufm(x) fiir alle m=j.
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Hiervon gehen Hoel & Peterson (1949) aus. Nimmt man an, dal die f; die
Dichten von multivariaten Normalverteilungen mit Erwartungswertvektoren
w; und gleichen Kovarianzmatrizen 3 sind, so wird x zu P; zugeordnet, falls

In qg; + (X—OSHJ),Z_lu]

unter den k Gruppen maximal wird far j = i. In Guseman, Peters & Walker
(1975) werden bei bekannten Parametern Optimalitatseigenschaften des Ver-
fahrens untersucht.

2.8.3 DistanzmalRe

Von verschiedenen Autoren werden unterschiedliche Arten von Distanzma-
Ben fur Verteilungen definiert, um Populationen mit Hilfe der Diskriminanz-
analyse trennen zu konnen. Insbesondere das MaB D? von Mahalanobis wird
bei Rao (1954b) diskutiert, wahrend Matusita (1964) und Balakrishnan &
Sanghvi (1968) neue DistanzmaRe einflhren. Falls k multivariate Normalver-
teilungen vorliegen mit unbekannten W;,. . . ,u, und gemeinsamer Kovarianz-
matrix Z, so verwendet Srivastava (1967a) die Distanz D? um festzustellen,
von welcher der Populationen der MeRBwertvektor x den kleinsten Abstand
hat. FUr multivariate Normalverteilungen mit u.U. verschiedenen Kovarianz-
matrizen leitet Matusita (1967) unter dem Gesichtspunkt der Distanz Diskri-
minanzfunktionen her. In Matusita (1971) wird die sogenannte Affinitdit von
Verteilungen als Distanzmald definiert. Diese ist gleich dem Integral UGber dem
geometrischen Mittel aus den k Dichten. Dieses Mal} fuhrt zu der optimalen
Regel aus 2.8.2. Fur die Fehlerrate werden obere und untere Schranken durch
die Affinitat ausgedruckt. Glick (1973 b) vergleicht das Verhalten der Affinitat
und anderer Distanzmafe. Als Klassifikationsdivergenz bezeichnen Cleveland
& Lachenbruch (1974) die Wahrscheinlichkeit, ein Individuum richtig in eine
der Populationen zu klassifizieren. Die Eigenschaften dieses DistanzmaRes
werden flr verschiedene Verteilungsannahmen untersucht.

2.8.4 Andere Verfahren

In Mises (1945) wird eine Zerlegung des Raumes der MeRwertvektoren in k
disjunkte Bereiche Ry, . . .,R angestrebt derart, dalR die kleinste Wahrschein-
lichkeit P(R; | P;) einer richtigen Zuordnung maximiert wird. In Anschluf
daran maximiert Aoyama (1950) die totale Wahrscheinlichkeit

k
Y PR |P)

i=1
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einer richtigen Zuordnung. Voraussetzung ist, dal man die multivariaten

Dichten fy(x), . . . ,fiu(x) kennt. Das Maximum ergibt sich fir den Fall
P(R,|P)=...=P(R,|Py).
Diese Bedingung erlaubt auch die Bestimmung von R;,. . . Ry

Von Ellison (1962) werden unter Verwendung von Stichprobenschatzungen
zwei Zuordnungsregeln verglichen und als zulédssig nachgewiesen, d.h. es gibt
keine gleichmé&Rig besseren. Die eine Regel ordnet x der Population mit der
minimalen quadrierten Distanz zu (minimum distance rule), wahrend die an-
dere Regel eine Dichte beziglich der Parameter maximiert (restricted maxi-
mum likelihood rule). Fur multivariate Normalverteilungen mit gleicher und
bekannter Kovarianzmatrix zeigt Ellison (1965), dalR die Minimal-Distanz-
Regel aquivalent mit einer Maximum-Likelihood-Regel und einer Bayes-Regel
ist. Falls man zuséatzlich noch vorgegebene lineare Einschrdnkungen fur
Wi, ...,Hx zuldlt, so zeigt Srivastava (1967b), daR die Maximum-Likelihood-
Regel zuléssig ist. SchlieRBlich beschreiben Wani & Kabe (1972) in Verallgemei-
nerung eines Ansatzes von Uematu (1964) ein Verfahren, das bei k Populatio-
nen m lineare Diskriminanzfunktionen so bestimmt, dal? die Wahrscheinlich-
keit einer Fehlklassifikation minimiert wird. Porebski (1966b) verwendet ein
Verfahren, das zu (k-1) unabhéangigen linearen Diskriminanzfunktionen
fuhrt, um Studenten in bezug auf ihren Studienerfolg zu klassifizieren.

2.8.5 Methodenvergleich

Lachenbruch (1973, 1975) vergleicht die Verfahren aus 2.8.1 und 2.8.2 unter
der Annahme multivariater Normalverteilungen, gemeinsamer Kovarianzma-
trizen und gleicher A-priori-Wahrscheinlichkeiten

q = 1/k, l=1,,k

Es werden zwei Extremfélle betrachtet, je nachdem ob die Vektoren wy,. . . W
parallel sind oder ein regelméRiges Simplex bilden. FUr k = 3 bedeutet dieses
z.B., daB entweder u;, 4, und u; die gleiche Richtung haben oder dal} sie ein
gleichseitiges Dreieck bilden. In Simulationsstudien zeigte sich, dal? fur paral-
lele wy,...,u, das Verfahren aus 2.8.1 ebenso gut wie das Verfahren aus 2.8.2
ist, daB das letztere Verfahren aber bei starker Verletzung der Parallelitatsvor-
aussetzung deutlich Uberlegen ist. Ferner ergab sich, dal eine Erhdéhung des
Stichprobenumfangs und der Anzahl der Populationen die scheinbare Wahr-
scheinlichkeit fur eine richtige Klassifikation erniedrigt, wahrend eine Erho-
hung der Variablenzahl diese erhoéht.

Das Verhalten des Verfahrens aus 2.8.2 und der entsprechenden quadratischen
Diskrimination fur den Fall ungleicher Kovarianzmatrizen untersucht Michae-
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lis (1973a) anhand von Simulationsstudien fiir verschiedene Arten von Fehler-
raten. Wegen der Verwendung ungleicher Kovarianzmatrizen ergibt sich, wie
erwartet, eine Uberlegenheit der quadratischen Diskrimination. Die Aquiva-
lenz des Verfahrens aus 2.8.1 mit dem Verfahren, bei dem man x der Popula-
tion P; zuordnet fur die

(WZHx — 0.5pE 'y

bzw. das Stichprobenanalogen dieses Diskriminanzscores maximal wird, zei-
gen Kshirsagar & Arseven (1975).

2.9 Logistische Diskrimination

Nach dem Bayes-Ansatz ist die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit fur ein Vor-
liegen der Population P; bei gegebenem MeRwertvektor x gleich

k
P(P;|x) = qfi(x) /Y qif(x).

j=1
Dabei wird x der Population P; zugeordnet, falls
P(P;|x) = P(P;|x) fiir j=1,....k

gilt. Falls fi(x) die Dichte einer multivariaten Normalverteilung ist mit Erwar-
tungswertvektor w; und Kovarianzmatrix Z, so lassen sich die P(P; | X) schrei-
ben als

P(P;| x) = exp[ay + bix] P(Py|x), i=1,...,k—1

k-1
PP |x) = 1/ (1 + ) explag + bx)).

i=1

Dabei sind die Vektoren by,. . . o, und @'y = (@, . . ,aky) bekannte Funk-
tionen von pg,.. .,w und Z. Funktionen der obigen Form fur
P(P,|x),...,P(Pc|x) mit unbekannten Parametervektoren heifien multivaria-
te logistische Funktionen. Derartige Funktionen treten nicht nur auf fur multi-
variate Normalverteilungen mit gleichen Kovarianzmatrizen, sondern auch fir
unabhéngige dichotome Variablen, flr dichotome Variablen in einem loglinea-
ren Modell mit gleichen Effekten zweiter und hoéherer Ordnung und in Mi-
schungen dieser letzten Verteilungsform mit multivariaten Normalverteilun-
gen mit gleichen Kovarianzmatrizen.

Eine der ersten ausflhrlichen Beschreibungen der Verwendung der multivaria-
ten logistischen Funktion in der Diskriminanzanalyse gibt Cox (1966). Von
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Day & Kerridge (1967) werden Maximum-Likelihood-Schatzungen fur die
Parametervektoren angegeben und die Vielzahl der Modelle diskutiert, die
unter die logistische Diskrimination fallen. Sie zeigen, daR, falls die Ausgangs-
stichprobe im Prinzip ohne Fehler trennbar ist, dieses von der durch die
logistische Diskrimination erhaltenen Zuordnungsregel geleistet wird. In An-
derson (1972) erfolgt die Anwendung der logistischen Diskrimination auf qua-
litative Daten und die Erweiterung auf mehr als zwei Populationen. Bei Vor-
liegen von k Populationen untersucht Anderson (1973) die Schatzung der
logistischen Parameter flr den Fall einer Mischstichprobe, den Fall getrennter
Stichproben und den Fall unbekannter Mischungsanteile. Wie Anderson
(1975) diskutiert, ergeben sich lineare Diskriminanzfunktionen, falls die Ab-
hangigkeitsstrukturen fur alle k Populationen gleich sind. Andernfalls fihrt
der logistische Ansatz zu quadratischen Diskriminanzfunktionen mit einer
grofRen Zahl von Parametern. Dabei ergeben sich numerische Schwierigkeiten
bei der iterativen Schatzung dieser Parameter. Da aullerdem die Gefahr einer
Uberanpassung besteht, betrachtet Anderson (1975) Approximationen mit ei-
ner verringerten Parameterzahl. Da bei kleinen Stichproben die Maximum-
Likelihood-Schatzungen der logistischen Parameter eine erhebliche Verzer-
rung (bias) zeigen, fuhren Anderson & Richardson (1979) eine Korrektur ein,
deren Effizienz durch eine Simulationsstudie Uberprift wird. Von Anderson
(1979) wird eine allgemeine Maximume-Likelihood-Schatzprozedur fir die An-
teile verschiedener Populationen an einer Mischpopulation angegeben. Insbe-
sondere ergibt sich damit eine Mdglichkeit, durch Einbeziehung nicht sicher
zugeordneter Individuen die Schatzungen von Diskriminanzfunktionen zu
verbessern.

2.10 Kovariate Diskriminanzanalyse

Ausgangspunkt sei das Problem der Diskrimination von zwei Populationen,
wenn bekannt ist, da diese sich bezlglich einer gegebenen Teilmenge von
Variablen nicht unterscheiden. Solche Variablen heien Nebenvariablen (con-
comitant variables) im Unterschied zu den Hauptvariablen, in denen sich die
Populationen unterscheiden. Wenn die Nebenvariablen mit Hauptvariablen
korreliert sind, kdnnen sie zur Diskrimination beitragen, obwohl sie selbst
nicht diskriminieren. Dieser theoretische Vorteil einer Berlcksichtigung der
Nebenvariablen durch das Verfahren einer Kovavianzanpassung kann in der
Praxis verlorengehen, falls die Korrelationen unbekannt sind und aus den
Daten geschatzt werden mdussen.

In der Bezeichnungsweise von Rao (1966b) sei Y ein p-dimensionaler Zufalls-
vektor der Hauptvariablen und Z ein g-dimensionaler Zufallsvektor der Ne-
benvariablen. Mit E; bzw. E, werde die Erwartungswertbildung beziglich
zweier (p+q)-dimensionaler Normalverteilungen mit gleichen Kovarianzma-
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trizen und maoglicherweise verschiedenen Erwartungswertvektoren verstan-
den. Von Interesse sind die vier Hypothesen

=3

H,, : El[Y]' = E,[Y] und E([Z] = E,[Z]
Ho, : E[Y|Z] = E,[Y]|Z]

Hgs : E4[Y] = E,[Y] unter Voraussetzung von E|[Z] = E,[Z]
H04 : El[YJ = EZ[Y].

o

Es sei Dj.q bzw. Dy bzw. D] die geschatzte Mahalanobis-Distanz basierend
auf (Y,Z) bzw. auf Y bzw. auf Z. Ferner sei ¢ = n;n,/N mit N = n;+n,. Dann
schlagt Rao (1966br die obigen Hypothesen die Teststatistiken

_N-p—q-1 D2, —D))

_ ¢c(N-p—q-1) ., p*q
Ty = (p+q) (N—2) Dy T2 = P N-2+cD? °
c c(N—-p—1)
T= N O D) T =— g D

vor. Von Cochran & Bliss (1948) und Cochran (1964b) wird T, sowohl fur Hg,
als auch fur Hy; verwendet, obwohl Rao (1949) zeigt, dal es etwa besser ist, T,
fr Hy; zu verwenden. In Narain (1950) wird bemerkt, dal Tests zum Trennen
von Populationen bei Vorliegen von Nebenvariablen trennscharfer sind. Je-
doch mussen bei der Stichprobenerhebung dann auch die Nebenvariablen ent-
sprechend bertcksichtigt werden. Von Cochran (1964b) wird das Verfahren
der kovarianzangepaften Variablen mit dem Verfahren verglichen, bei dem die
Nebenvariablen als Diskriminatoren in die Diskriminanzfunktion mithinein-
genommen werden. Das erste Verfahren liefert zwar trennschérfere Tests,
jedoch gibt es kaum Unterschiede in der Klassifikationsgute. In Rao (1966b)
werden aulBer den Tests die Schatzung der Diskriminanzfunktion und der
Effekt einer Erhéhung der Variablenzahl untersucht.

Die Kovarianzanpassung erfolgt so, dal man die Regressionsmatrix B aus der
Stichprobe schétzt und anstelle des MeRwertvektors x den mit Hilfe der Schét-
zung von B aus x erhaltenen angepaflten Vektor x* verwendet. Einsetzen von
x* anstelle von x in die Diskriminanzfunktion W (vgl. 2.1) ergibt W*. Von
Memon & Okamoto (1970) wird eine asymptotische Entwicklung fur die
Verteilung von W* und beide Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten angege-
ben. Von Lachenbruch (1977) werden fur eine Haupt- und eine Nebenvariable
die Formen der Kilassifikationsbereiche untersucht.

2.11 Sequentielle Diskrimination

Falls der Abstand zwischen den Populationen Klein ist, ist es u.U. schwer, ein
Individuum aufgrund eines Vektors x einer der Populationen zuzuordnen.
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Falls es dann mdoglich ist, von einem Individuum mehrere unabhdngige MelR-
wertvektoren zu erheben, so kann man an ein sequentielles Verfahren denken.
Dazu erhebt man in zeitlicher Aufeinanderfolge neue Vektoren, bis man auf-
grund einer Stoppregel das Individuum einer der Populationen zuordnen
kann. Bei zwei Populationen P; bzw. P, seien e; bzw. e, die maximalen Fehler-
anteile, die man in P, bzw. P, zulassen will und

A = (1-e)/e,, B = ex/(1—e)).

Von Wald (1947) werden Likelihood-Quotienten-Sequentialtests angegeben,
die sich auch in der Diskriminanzanalyse verwenden lassen. Man bildet dazu
far die bekannten Dichten fj(W+(x)) der Diskriminanzfunktion w(x) (vgl.
2.1) das Produkt der Dichtequotienten

Qi = [TE(W(x) / Hi(Wr(xy)), i = 1,2,...,

=1

falls man im i-ten Schritt den Vektor x; erhalten hat, beginnend beim ersten
Vektor x;. Falls im i-ten Schritt Q; = B gilt, so ordnet man das Individuum der
Population P; zu, falls Q; = A gilt, so ordnet man das Individuum P, zu. In
diesen Fallen bricht das Verfahren ab. Fir B < Q; < A erhebt man den (i+ 1)-
ten MeRwertvektor und fuhrt die entsprechende Uberprufung durch, usw.
Unbekannte Verteilungsparameter kann man mit der Maximum-Likelihood-
Methode schétzen. Die Kenntnis der A-priori-Wahrscheinlichkeiten ist nicht
erforderlich, da die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten vorgegeben
werden.

Von Armitage (1950) wird die Sequentialversion der multiplen Diskriminanz-
analyse fur k Populationen betrachtet. Mallows (1953) geht davon aus, dal
prinzipiell unendlich viele Komponenten des MeRwertvektors x vorliegen und
miflt sequentiell immer mehr Variablen, bis er eine Entscheidung fir P; oder
P, erhdlt. Dabei verwendet er anstelle von Q; den Quotienten der multivaria-
ten Dichten

Qim = fo(xy-.5x) / fi(xpy .. 5x), 1= 1,2,

Auch das Problem der optimalen Reihenfolge der zu messenden Variablen
wird diskutiert. Ein nichtparametrisches Verfahren fiur die gleiche Fragestel-
lung, das auf Ordnungsstatistiken beruht, gibt Kendall (1966) an. Da hierbei
u.U. ein erheblicher Anteil von Individuen nicht klassifiziert wird, schlagt
Richards (1972) vor, bei jedem Schritt die Verteilung aller Variablen mitzube-
rucksichtigen. Falls zwei multivariate Normalverteilungen mit gleicher Kova-
rianzmatrix vorliegen und die A-priori-Wahrscheinlichkeiten gleich sind, zei-
gen Smith & Yau (1972), daB eine lineare sequentielle Diskriminanzfunktion,
die nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten wird, mit der Likeli-
hood-Quotienten-Diskriminanzfunktion &quivalent ist.
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Von Samuel (1963) werden fur die urspringliche Fragestellung und den Fall
von zwei vollstdndig bekannten Populationen Klassen von optimalen sequen-
tiellen Entscheidungsregeln spezifiziert. Im Falle multivariater Normalvertei-
lungen bestimmt Geisser (1966) die sequentiellen A-posteriori-Wahrschein-
lichkeiten. Von Freedman (1967) wird der Fall abzahlbar unendlich vieler
Populationen betrachtet. DaR der Likelihood-Quotienten-Test in diesem Fall
nicht immer zu sinnvollen Ergebnissen fuhrt, zeigt Yarbrough (1971).

Man kann auch den Fall betrachten, daf} fur jede der beiden Populationen eine
eindeutig zugeordnete Stichprobe von je n Individuen vorliegt und man eine
neue Stichprobe von n Individuen einer der beiden Populationen zuordnen
mochte, wobei man diese neue Stichprobe sequentiell erhebt. Unter Verwen-
dung sequentieller Rd&nge und des Likelihood-Quotienten-Tests schlagen Fu &
Chien (1967) ein nichtparametrisches Verfahren vor. Fir den Fall eindimen-
sionaler stetiger Verteilungen wird von Woinsky & Kurz (1969) ein anderes
nichtparametrisches Verfahren, das auf der Differenz zweier Mann-Whitney-
Statistiken beruht, diskutiert. Hierbei wird die Stoppregel dadurch festgelegt,
dall man das Maximum der beiden Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten
vorgibt.

2.12 Zeitreihen

Auch fur das Problem der Diskriminanzanalyse von unendlich vielen abhéngi-
gen Daten sind fur den Fall spezieller Abhangigkeitsstrukturen Diskriminanz-
verfahren entwickelt worden. So gibt Rao (1951) sequentielle Verfahren fiur die
Trennung von Gleitmittelprozessen und autoregressiven Prozessen an. Von
Kashyap (1978) wird eine optimale Entscheidungsregel konstruiert, die die
Fehlerrate minimiert, um eine Zeitreine einem von mehreren autoregressiven
Prozessen zuzuordnen.

Rao & Varadarajan (1963) nehmen an, dal? es mdglich ist, an einem Individu-
um eine groRe Anzahl von Hilfsbeobachtungen zu machen, die einem Gaul3-
ProzelR unterliegen, d.h. fur die die endlich-dimensionalen Randverteilungen
multivariat normal sind. Es wird die Frage untersucht, ob die Diskrimination
zweier Gaul3-Prozesse perfekt wird, wenn man immer mehr Beobachtungen
einbezieht, oder ob sich die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten stabilisie-
ren. In Tallis (1970) wird ein optimales Diskriminationsverfahren entwickelt,
das fur diesen Fall die erwarteten Kosten der Fehlklassifikation minimiert.
Den Fall zweier stationdrer Gaul3-Prozesse betrachtet Bandyopadhyay (1979).
Speziell fur gleiche Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten untersucht er den
EinfluR der Populationsverteilungen auf die Wahrscheinlichkeit fir eine richti-
ge Klassifikation. In Zusammenhang mit den Untersuchungen Uber Gaulf3-
Prozesse steht auch die Arbeit von Cacoullos (1973b) Uber den normalen p-
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dimensionalen Diffusionsprozel? (Wiener-Prozel mit Drift), der auf den Fall
der endlich-dimensionalen Normalverteilung zurtckgefuhrt werden kann. Es
wird diskriminiert mit Hilfe von Minimal-Distanz-Regeln und es werden un-
tere Schranken fur die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Zuordnung gegeben.

2.13 Variablenauswahl

In der Praxis ist es bei einem Diskriminationsproblem meist nicht von vorn-
herein Kklar, welche Variablen gute Diskriminatoren sind, d.h. viel zur Tren-
nung der Populationen beitragen, und welche nicht. Deshalb mit man meist
alle Variablen, die problemrelevant erscheinen, und versucht nachtraglich die-
jenigen zu eliminieren, die wenig zur Trennung beitragen. Bei zwei multivariat
normalverteilten Populationen sind die Einzelvariablen als univariat normal-
verteilt anzusehen, und Lachenbruch (1975) schlagt in diesem Falle vor, fur
jede Einzelvariable einen zweiseitigen t-Test flr unabhangige Stichproben zu
rechnen und nur Variablen mit signifikantem Testergebnis zu bertcksichtigen.
Da es sich um p abhangige Tests handelt, wird dabei eine Alphaadjustierung
nach dem Bonferroni-Verfahren vorgenommen, d.h. es wird jeweils bei a/p
beurteilt. Offensichtlich darf die Anzahl p der Variablen nicht zu grofR3 sein.
Ein anderer Nachteil des Verfahrens ist, dal3 die Trennscharfe des t-Tests mit
den Stichprobenumfangen n; und n, wachst und bei hohen Stichprobenumfan-
gen auch geringe Populationsunterschiede in einer Variablen zu einem grolien
Wert t; der Statistik des t-Tests flr die Variable i fuhren kénnen. Dieses ergibt
sich auch aus der Berechnung der Mahalanobis-Distanz

D3 = ¢(L+ L)

n n;

der Populationen fur die Variable i. Diese ist u.U. klein, falls n; und n, groR3
sind, d.h. die Variable i hat dann nur geringe Trennschérfe.

Wegen der Abhangigkeit der Variablen kann es sein, da das trennschérfste
Variablenpaar die trennschéarfste Einzelvariable nicht enthalt. Allgemein ent-
hélt die trennscharfste Teilmenge von r Variablen nicht unbedingt die trenn-
schérfste Teilmenge von (r- 1) Variablen. Es wére naheliegend, fir alle (2°-1)
nichtleeren Variablenteilmengen jeweils die Distanz D% zu berechnen und fiir
diese entsprechende Signifikanztests durchzufihren. Ein Computerprogramm
fur die Analyse aller Variablenteilmengen beschreibt McCabe (1975). Dieses
Programm wird mit dem Programm BMD 07M (vgl. Dixon, 1976) fur eine
schrittweise Diskrimination verglichen. Linhart (1961) schlégt vor, eine Varia-
blenmenge von r Variablen nur dann zur Diskrimination zu verwenden, wenn
die Fehlerrate fur alle Teilmengen mit weniger als r Variablen grofer ist.
Urbakh (1971) gibt Schatzungen fir den Verlust an Trennschérfe an, wenn
man jeweils eine Variable weglalt. Als Alternative zu D% schlagen Wolde-
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Tsadik & Yu (1979) die Konkordanzwahrscheinlichkeit vor, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, dall eine Variablenmenge und eine Teilmenge von ihr ein Indi-
viduum in dieselbe Population klassifizieren. Diese Wahrscheinlichkeiten wer-
den dann nach inhaltlichen Gesichtspunkten beurteilt. Von McKay (1978)
wird ein graphisches Verfahren zur Variablenauswahl, das in der multiplen
Regressionsanalyse verwendet wird, adaptiert.

Am gebauchlichsten sind wohl die Verfahren der schrittweisen Diskrimina-
tion. Man unterscheidet dabei Verfahren der Vorwértsauswahl, bei der man
schrittweise bei einer Variablen beginnend immer eine Variable hinzunimmt,
und der Ruckwartsauswahl, bei der man vom vollen Variablensatz ausgehend
schrittweise Variablen weglaRt. Bei Habbema, Hermans & Broek (1974) wird
ein Verfahren zur Vorwartsauswahl fur stetige Variablen beschrieben, das auf
einer Schatzung der unbekannten Verteilungsdichten beruht. Zunéchst wird
diejenige Einzelvariable gesucht, die als Diskriminator minimale Kosten verur-
sacht. Im zweiten Schritt wird diejenige Variable hinzugenommen, die mit der
ersten Variablen zusammen unter allen Paaren, die die erste Variable enthalten,
die Kosten minimiert. Zu diesem Paar wird entsprechend eine dritte Variable
gesucht, usw. Henschke & Chen (1974) berechnen zunéachst die Diskrimi-
nanzfunktion fur alle p Variablen und wahlen als erste Variable diejenige mit
der hochsten Korrelation bezlglich der Diskriminanzfunktion. Dann bestim-
men sie die partiellen Korrelationen der Ubrigen Variablen mit der Diskrimi-
nanzfunktion nach Ausschalten der ersten Variablen. Diejenige Variable mit der
hochsten partiellen Korrelation wird als zweite Variable gewahlt, usw. Dieses
Verfahren beschreiben auch Baitsch & Bauer (1956). Verschiedene Probleme,
die bei der schrittweisen Diskrimination auftreten, z.B. die Frage des bendtig-
ten Stichprobenumfangs, diskutieren Nakache & Dusserre (1975). Das Verhal-
ten der tatséchlichen und der geschatzten Fehlerraten bei einer Vorwartsaus-
wahl untersucht Moran (1975a) in einer Simulationsstudie. Es zeigt sich, daR
man, falls solange Variablen hinzugenommen werden wie der Zuwachs von D2
noch bei 30% signifikant ist, das gleiche Verhalten der so gewonnenen Teil-
menge und der Gesamtvariablenmenge erwarten kann. Auch das Programm
BMD 07M (Dixon, 1976) verwendet eine Vorwaértsprozedur. Eine Variable
wird hinzugenommen, falls sie eine gewisse Statistik maximiert und der Wert
dieser Statistik Uber einem gegebenen Schwellenwert liegt. Von der vierten
Variablen an wird bei einem Wert der Statistik unterhalb der Schwelle die
Variable mit dem niedrigsten Kriteriumswert aus der Variablenmenge elimi-
niert, wobei die neue Variable i. a. zur Menge hinzugenommen wird. Es stehen
in dem Programm drei Kriterien zur Auswahl. Ein Kriterium ist die F-Statistik
zwischen den Gruppen.

Von McLachlan (1976) wird der Fall zweier multivariat normalverteilter Popu-
lationen mit gleicher Kovarianzmatrix und gleichen A-priori-Wahrscheinlich-
keiten bei Verwendung der Diskriminanzfunktion W (vgl. 2.1) untersucht. Es
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wird flr eine weggelassene Teilmenge von Variablen ein approximativer Kon-
fidenzkoeffizient bestimmt, der das Nichtanwachsen der Fehlerrate mifit und
als Indikator fur den zusatzlichen Trenneffekt der weggelassenen Variablen-
menge dient. Dieser Ansatz kann fur Vorwarts- und Ruckwaértsauswahl ver-
wendet werden. Fur qualitative Daten geben Goldstein & Dillon (1977) eine
Erweiterung des Verfahrens von Hills (1967) an, die darin besteht, dafll die
Stoppregel auf der Informationsstatistik von Kuliback (1959) beruht.

FUr die multiple Diskriminanzanalyse schlagt McKay (1977) ein Auswahlver-
fahren vor, in dem schrittweise simultane Testprozeduren mit kontrolliertem
Alpharisiko durchgefiihrt werden. Mit Hilfe einer Simulationsstudie demon-
strieren Hecker & Wegener (1978), dalR die Hinzunahme immer weiterer Va-
riablen in eine schrittweise Diskriminanzanalyse die Wahrscheinlichkeit daftr
erhoht, dall man Variablen auswahlt, die rein zuféllig die vorgegebenen Popu-
lationen gut trennen. Diese Gefahr ist vor allem durch die leichte Verflgbar-
keit der SPSS-Programme (Nie, Hill, Jenkins, Steinbrenner & Bent, 1975) und
BMD-Programme (Dixon, 1975) gewachsen.

Einen Vergleich verschiedener dlterer Auswahlverfahren geben Baitsch & Bau-
er (1959). Fur zwei multivariat normalverteilte Populationen und unter Ver-
wendung der linearen Diskriminanzfunktion vergleichen Weiner & Dunn
(1966) mehrere Auswahlverfahren anhand von funf medizinischen Datensat-
zen. Das erste Verfahren verwendet die Variablen mit den groRten Werten der
t-Statistik, das zweite Verfahren verwendet diejenigen mit den groften stan-
dardisierten Koeffizienten in der Diskriminanzfunktion, das dritte Verfahren
fugt schrittweise jeweils die Variable hinzu, die die Restvarianz mdoglichst stark
reduziert, wahrend das vierte Verfahren die Variablen per Zufall auswahlt. Die
Gute der Verfahren wird gemessen durch den Anteil der Fehlklassifikationen
bei Folgestichproben. Dabei zeigt sich, dal nur das erste und dritte Verfahren
besser als das vierte Verfahren sind. In Eisenbeis, Gilbert & Avery (1973)
werden fur zwei empirische Datensatze funf Verfahren, um die relative Trenn-
scharfe der Einzelvariablen zu beurteilen, sechs Verfahren zur Auswahl von
Variablenteilmengen und ein Verfahren zur Beurteilung von Teilmengen ver-
schiedenen Umfangs miteinander verglichen. Habbema & Hermans (1977)
vergleichen funf Programme zur Variablenauswahl, wéhrend Farver & Dunn
(1979) eine Vorwaértsauswahl und eine modifizierte Vorwartsauswahl, bei der
zu Beginn die Variablen mit den kleinsten Werten der t-Statistik eliminiert
werden, miteinander vergleichen. In einer Simulationsstudie zeigte sich die
Uberlegenheit der modifizierten Vorwartsauswahl in Hinblick auf das Krite-
rium der Wahrscheinlichkeit einer richtigen Klassifikation. Die Vor- und
Nachteile verschiedener Auswahlverfahren diskutieren auch Schaafsma &
Vark (1979).

Von Melrose, Stroebel & Glueck (1970), Altman, Evenson & Cho (1976)
sowie von Clavelle & Butcher (1977) wird eine schrittweise Version der mul-
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tiplen Diskriminanzanalyse verwendet, um psychiatrische Populationen zu
trennen. Coolidge (1976) trennt mit der schrittweisen Diskriminanzanalyse
Hirnverletzte und psychiatrische Patienten, Swiercinsky & Warnock (1977)
trennen Hirnverletzte und Nichthirnverletzte, wéhrend Sheslow & Erickson
(1975) depressive von nichtdepressiven Studenten trennen. Bledsoe (1973)
klassifiziert sechs Gruppen von Lehrern, einmal mit der schrittweisen Diskri-
mination und einmal mit der schrittweisen Regression und vergleicht die Er-
gebnisse. Walter & Porges (1976) suchen diejenigen physiologischen Varia-
blen, die besonders empfindlich auf psychologische Manipulationen reagieren.
Jedoch warnen Lachin & Schachter (1974) vor der Verwendung der schrittwei-
sen Diskrimination, da diese fast immer signifikante Ergebnisse liefert. Zur
Illustration verwenden sie EKG- und EEG-Daten unter Reiz- und Kontroll-
bedingung. Das Programm BMD 07M liefert auch unter Nichtreizbedingung
signifikante Ergebnisse, und unter Reizbedingung ergibt sich eine Ubertrieben
gute Trennung. Bei Verwendung eines nichtschrittweisen Verfahrens werden
solche Artefakte nicht beobachtet.

3. Inferenzstatistik

3.1 Signifikanztests

Nach Durchfuhrung einer Diskriminanzanalyse kann man nach dem Erfolg
der Analyse fragen. Eine Mdoglichkeit, diesen Erfolg zu bewerten, besteht in
der Durchfuhrung eines Signifikanztests auf Populationsunterschiede. Fur
zwei multivariat normalverteilte Populationen wird in 2.1 eine F-Statistik an-
gegeben, die auf D3 beruht. Diese ist aquivalent mit der Statistik

TZ = nn; D% / (n1+n2)

von Hotelling (Lachenbruch, 1975). Tests auf Populationsunterschiede bei k
Populationen diskutieren u.a. Rao (1963-1964) und Lohnes (1961).

Signifikanztests werden auch verwendet, um geeignete Teilmengen von Varia-
blen auszuwahlen. So gibt Rao (1970) einen F-Test an, der auf Mahalanobis-
Distanzen beruht, um zu testen, ob eine Variablenteilmenge zwei multivariat
normalverteilte Populationen trennt. Fir die gleiche Problemstellung be-
schreibt McKay (1976) simultane Tests.

Auch Anpassungstests, um zu testen, ob eine Menge von vorgegebenen Dis-
kriminanzfunktionen mit den Daten vertraglich ist, werden angegeben, z.B.
von Kshirsagar (1970, 1971)fur s hypothetische Diskriminanzfunktionen fir k
Populationen. Von Chou & Muirhead (1979) wird die Verteilung einer Test-
statistik flr die Anzahl der benétigten Diskriminanzfunktionen in der multi-
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plen Diskriminanzanalyse untersucht. Fir zwei beliebige konkurrierende Dis-
kriminationsverfahren beschreibt Goldstein (1976) zwei Signifikanztests, die
die Nullhypothese, daR beide Verfahren nicht besser als eine Zufallszuord-
nung der Individuen zu den k Populationen sind, gegen die Alternativhypo-
these testen, dal? das erste Verfahren trennschérfer als das zweite Verfahren ist.

Auch Tests dafur, ob Uberhaupt die Voraussetzungen fiir eine Diskriminanz-
analyse erfullt sind, werden vorgeschlagen. So gibt z.B. Rao (1969) einen Test
dafur an, daB ein Individuum zu einer von k vorgegebenen Populationen
gehort, wéahrend McDonald, Lowe, Smidt & Meister (1976) testen, ob der
MelRwertvektor eines Individuums Uberhaupt zu einer von zwei vorgegebenen
multivariaten Normalverteilungen gehdren kann.

3.2 Schatzungen

Ein Grundproblem der Diskriminanzanalyse ist die Schatzung der Diskrimi-
nanzfunktion bzw. der Koeffizienten dieser Funktion. Fur multivariat nor-
malverteilte Populationen berechnet Das Gupta (1968) die Erwartungswerte
und Kovarianzen fur die Koeffizientenschdtzungen und bestimmt die asym-
ptotischen Verteilungen auch fur den allgemeinen Fall nicht normalverteilter
Populationen. Aufbauend auf diesen Ergebnissen konstruiert er optimale Tests
far verschiedene Nullhypothesen, die die Koeffizienten der Diskriminanz-
funktion betreffen. Falls nur bekannt ist, dal die vorliegende Stichprobe einer
Mischung von zwei univariaten Normalverteilungen mit gemeinsamer Varianz
entstammt, schatzen Ganesalingam & McLachlan (1978) die optimale Diskri-
minanzfunktion und bestimmen ihre asymptotische relative Effizienz bezig-
lich des optimalen Verfahrens bei bekannten Parametern.

Zur Bewertung der Trennschérfe eines Diskriminationsverfahrens bendtigt
man eine zuverlassige Schatzung der Fehlerrate, um abschétzen zu kénnen,
mit welcher Sicherheit spéater erhobene Individuen richtig klassifiziert werden.
Eine Ubersicht (ber die zahlreichen Losungsansitze fur dieses Problem gibt
die Bibliographie von Toussaint (1974) mit 188 Literaturstellen. Neuere zu-
sammenfassende Darstellungen geben Schaafsma & Vark (1977, 1979). Fir den
Fall von zwei multivariat normalverteilten Populationen untersucht McLach-
lan (1977b, 1978) das mit der Schatzung der Fehlerrate in Zusammenhang
stehende Problem, wie sich eine Diskriminanzfunktion verhélt, wenn man die
Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten durch obere Konfidenzgrenzen ein-
schrankt.
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4. Robustheit

4.1 Lineare Diskriminanzfunktion

Unter der Robustheit einer Diskriminanzfunktion versteht man die Eigen-
schaft, auch dann noch verschiedene Populationen hinreichend gut trennen zu
kdnnen, falls wesentliche Voraussetzungen bei der Herleitung der Funktion
nicht erfllt sind. Solche Voraussetzungen sind bei der linearen Diskriminanz-
funktion z.B. die multivariate Normalverteilung fir die Ausgangspopulatio-
nen, die Gleichheit der Kovarianzmatrizen, die richtige Klassifikation der
Ausgangsstichproben und das Vorliegen vollstandiger MeflRwertvektoren.

Die Robustheit der linearen Diskriminanzfunktion bei Vorliegen von anderen
Verteilungstypen als der Normalverteilung untersuchen Subrahmaniam &
Chinganda (1978) sowie Chinganda & Subrahmaniam (1979), wahrend Ahmed
& Lachenbruch (1975) das Verhalten dieser Funktion speziell bei Vorliegen
von Ausreiflerverteilungen betrachten. Es zeigt sich i. a. eine groRe Empfind-
lichkeit der linearen Diskriminanzfunktion gegen Verletzungen der Normal-
verteilungsannahme. Aus den Simulationsstudien von Marks & Dunn (1974)
sowie Wahl & Kronmal (1977) ist erkennbar, dalR die lineare Diskriminanz-
funktion von Fisher bei groRBen Stichproben und anndhernd gleichen Kova-
rianzmatrizen &hnlich gut diskriminiert wie die quadratische Diskriminanz-
funktion, dieser aber bei stark verschiedenen Kovarianzmatrizen deutlich un-
terlegen ist. Bei kleinen Stichproben ergibt sich kaum ein Unterschied.

Das Verhalten der linearen Diskriminanzfunktion fir den Fall, dal schon die
Ausgangsstichproben nicht richtig Klassifiziert sind, untersucht Lachenbruch
(1966, 1974, 1975). Aus Simulationsstudien ergibt sich, dal fur gewisse Mo-
dellannahmen die tatséchliche Fehlerrate nur wenig beeinflult wird, wahrend
der scheinbare Fehler und die Mahalanobis-Distanz stark betroffen sein
kdénnen.

FUr unvollstandige MeRwertvektoren schitzen Smith & Zeis (1973) und Sriva-
stava & Zaatar (1972) die unbekannten Parameter mit der Maximum-Likeli-
hood-Methode. Chan & Dunn (1972) vergleichen in einer Simulationsstudie
mehrere Verfahren, um mit unvollstdndigen Melwertvektoren zurechtzukom-
men. Dazu gehoéren die Verwendung nur vollstandiger Vektoren, die Verwen-
dung aller MeRRwerte ohne Ersetzung fehlender Werte durch PseudomeRwerte,
die Ersetzung fehlender Werte durch Mittelwerte und zwei weitere urspriing-
lich in der Regressionsrechnung verwendete Verfahren. Insbesondere das Ver-
fahren der MeRwertersetzung durch Mittelwerte gehdrt zu den beiden besten
Methoden.

Eine Ubersicht tber verschiedene Untersuchungen zum Verhalten der linearen
Diskriminanzfunktion bei Verletzung der Voraussetzungen gibt Krzanowski
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(1977). Insbesondere diskutiert er die Ergebnisse einer Simulationsstudie fur
den Fall, dall gleichzeitig diskrete und stetige Variablen vorliegen.

4.2 Quadratische Diskriminanzfunktion

Mit Simulationsstudien untersuchen Clarke, Lachenbruch & Broffitt (1979)
das Verhalten der quadratischen Diskriminanzfunktion bei Vorliegen nicht-
normalverteilter Zufallsvariablen. AuBBer im Fall sehr schiefer Verteilungen
erweist sich die quadratische Diskriminanzfunktion als ziemlich robust. Wah-
rend sich die totale Fehlerrate bei unterschiedlichen Verteilungsannahmen als
relativ stabil zeigt, ergeben sich grof’e Unterschiede fur die Einzelfehlklassifi-
kationswahrscheinlichkeiten.

Eine Simulationsstudie von Lachenbruch (1979) zeigt, dal der EinflulR einer
Fehlklassifikation der Ausgangsstichproben einen erheblichen Einflul? auf die
Fehlerrate der quadratischen Diskriminanzfunktion hat. Anders als bei der
linearen Diskriminanzfunktion ergeben sich auch im Fall gleich groRer Raten
fur die urspringliche Falschzuordnung keine besseren Ergebnisse.

4.3 Robuste Diskriminanzfunktionen

Eine mdogliche Konsequenz, die man aus der Empfindlichkeit der Diskrimi-
nanzfunktionen beziglich Verletzungen der Voraussetzungen ziehen kann, ist
die Konstruktion von robusten Diskriminanzfunktionen. In Ahmed & La-
chenbruch (1977) werden Mittelwerte und empirische Kovarianzen in der li-
nearen Diskriminanzfunktion durch verschiedene robustere Schéatzungen er-
setzt, z.B. durch getrimmte Mittel. Ein zweiter Ansatz verwendet robuste
Regressionsschatzungen, wahrend ein dritter Ansatz vor Berechnung der Dis-
kriminanzfunktion stérende MeRwerte eliminiert. In einer Simulationsstudie
werden die verschiedenen Ansatze fir eine Reihe von Verteilungsannahmen
verglichen. Eine &hnliche Studie legen Randles, Broffitt, Ramberg & Hogg
(1978b) vor. Neben robusten Schétzern, die von den Originaldaten ausgehen,
werden hier auch Rangverfahren betrachtet und nicht nur fur die lineare,
sondern auch fir die quadratische Diskriminanzfunktion robustere Versionen
vorgeschlagen.

Fur verschiedene Verteilungsannahmen vergleichen Koffler & Penfield (1979)
das Verhalten der linearen Diskriminanzfunktion, der quadratischen Diskri-
minanzfunktion, eines nichtparametrischen Nachster-Nachbar-Verfahrens
und dreier nichtparametrischer Dichteschétzer in einer Simulationsstudie. Als
robusteste Verfahren erweisen sich das Né&chster-Nachbar-Verfahren und der
Loftsgaarden-Quesenberry-Dichte-Schatzer.
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5. Nichtparametrische Verfahren

5.1 Nichtparametrische Zuordnungsregeln

Anstelle von robusten Verfahren kann man bei Verletzung der Normalvertei-
lungsannahme auch nichtparametrische Verfahren verwenden. Die meisten
nichtparametrischen Diskriminationsmethoden verwenden nichtparametrische
Schatzungen der unbekannten Dichten und benutzen den Quotienten dieser
Dichten als Diskriminanzfunktion, analog zu dem in 2.1 beschriebenen Vor-
gehen von Welch (1939). Vergleichende Darstellungen fur verschiedene nicht-
parametrische Dichteschatzungen geben Winter (1974), Goldstein (1975),
Ambrosi (1976) und Victor (1976b). Am hé&ufigsten wird eine Kern-Methode
verwendet, d.h. es wird Uber jeden Stichprobenpunkt eine Dichtefunktion
bekannter Form gelegt, der sogenannte Kern, und durch Mittelwertbildung
Uber die Stichproben erhélt man eine Schatzung der unbekannten Dichtefunk-
tion. Der naheliegende Ansatz, nicht feste, sondern variable Kerne zu verwen-
den, scheint nach den Ergebnissen von Habbema, Hermans & Remme (1978)
keine wesentliche Verbesserung zu bringen. Einen besonders einfachen Dich-
teschatzer, der auf Histogrammen beruht, untersuchen Chi & Ryzin (1977).

Als Spezialfall eines variablen Kernschétzers kann man das Nachster-Nachbar-
Verfahren ansehen. Zu einem neu zu klassifizierenden MeRBwertvektor z&hit
man aus, wie viele MelRwertvektoren aus den Ausgangsstichproben in einer
Kugel um den zu klassifizierenden Vektor liegen. Je nach der Wahl des
Distanzmales erhélt man ein anderes Verfahren. Der Radius der Kugel kann
der Lage des MeRwertvektors angepalit werden, indem man den Radius z.B.
so wahlt, dall eine vorgegebene Anzahl von Stichprobenpunkten innerhalb
jeder Kugel liegt. Da, wo die Punkte dicht liegen, ergibt sich dann ein kleiner
Radius, in Randbereichen aber ein groBer Radius. Nimmt man an, dal die
Ausgangsstichproben alle den gleichen Umfang haben, so ordnet man das neu
erhobene Individuum der Population zu, von der die meisten Stichproben-
punkte innerhalb der Kugel um dieses Individuum liegen. Von Goldstein
(1972) werden die asymptotischen Eigenschaften dieses Verfahrens untersucht,
wihrend eine Simulationsstudie von Gessaman & Gessaman (1972) die Uber-
legenheit dieses Verfahrens im Vergleich zu mehreren anderen Verfahren zeigt.

Auf Dichteschatzungen beruhen auch die Beste-Regel-der-Klasse-Verfahren
von Glick (1972). Hierbei wird unter allen Zuordnungsregeln einer vorgegebe-
nen Klasse von Regeln diejenige bestimmt, fUr die die aus den Ausgangsstich-
proben geschatzte totale Wahrscheinlichkeit fur eine richtige Zuordnung ma-
ximal ist.

Eine andere Klasse nichtparametrischer Zuordnungsregeln geht von Distanz-
maRen zwischen empirischen Verteilungsfunktionen aus. Dabei liegt flr jede
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Population eine Ausgangsstichprobe vor, und eine neu erhobene Stichprobe
soll einer der Populationen zugeordnet werden. Man berechnet fur jede Stich-
probe die empirische Verteilungsfunktion und ordnet die zu Klassifizierende
Stichprobe derjenigen Population zu, fur die die Distanz der empirischen
Verteilungsfunktionen minimal ist. Hierzu vergleiche man Hudimoto (1964)
oder Das Gupta (1964).

Von Quesenberry & Gessaman (1968) wird vorgeschlagen, fur jede Ausgangs-
stichprobe einen nichtparametrischen Toleranzbereich zu berechnen und neu
erhobene MeRwertvektoren derjenigen Population zuzuordnen, in deren zu-
gehorigen Toleranzbereich sie fallen. MeRwertvektoren, die in keinen Bereich
oder in den Durchschnitt mehrerer Bereiche fallen, werden nicht klassifiziert.
Falls man zulaBt, dafl Individuen nicht klassifiziert werden, so spricht man
von partieller, andernfalls von erzwungener Diskrimination. Von Anderson &
Benning (1970) werden die Toleranzbereiche (fir zwei Populationen) so be-
stimmt, dal3 die Wahrscheinlichkeit einer Nichtklassifikation minimiert wird,
wahrend Repges (1975) die Toleranzbereiche sequentiell bestimmt und da-
durch eine sequentielle Diskrimination erhélt.

Auch auf Rangzahlen beruhende Methoden werden in der Diskriminanzanaly-
se verwendet. So benutzen Fu & Chien (1967) sequentielle Range und Woin-
sky & Kurz (1969) die Differenz von Mann-Whitney-Statistiken zur sequen-
tiellen Diskrimination. In Broffitt, Randles & Hogg (1976) und Randles, Brof-
fitt, Ramberg & Hogg (1978a) werden Rangtransformationen angegeben, mit
Hilfe derer man die Ublichen linearen und quadratischen Diskriminanzfunk-
tionen in verteilungsfreie Regeln transformieren kann. Dazu berechnet man
fur den zu klassifizierenden MeRwertvektor und jeden Vektor der Ausgangs-
stichproben die Diskriminanzfunktion und bestimmt flr jede der beiden Stich-
proben von Funktionswerten den Rangplatz, den das zu klassifizierende Indi-
viduum einnimmt. Aufgrund dieser Ranginformationen wird das Individuum
einer der beiden Populationen zugeordnet oder nicht Klassifiziert. Jedoch kann
man auch eine Version mit erzwungener Diskrimination vorsehen. Simula-
tionsstudien fur wverschiedene Verteilungsannahmen zeigen, daR sich Kkleine
Fehlerraten ergeben und eine Uberlegenheit im Vergleich zu der Methode der
Toleranzbereiche.

Weil die A-priori-Wahrscheinlichkeiten meist nicht bekannt sind, schéatzt
Bunke (1970) die unbekannten Dichten aus den empirischen Verteilungen und
verwendet das Minimaxprinzip (vgl. 2.4). Die Ordnungs-Statistik-Methode
von Kendall (1966) bestimmt zur Trennung von zwei Populationen P; und P,
zunéachst fur eine Variable zwei Schranken. Wird die untere Schranke unter-
schritten, so wird ein Individuum P; zugeordnet; bei Uberschreitung der obe-
ren Schranke wird es P, zugeordnet. FUr Werte im Zwischenbereich wird das
Individuum noch nicht klassifiziert. Entsprechende Bedingungen werden auch
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fur die Ubrigen Variablen formuliert. Wenn viele Variablen gemessen werden,
wird der Prozentsatz der bei diesem sequentiellen Verfahren nichtklassifizier-
ten Individuen klein sein. Eine Verbesserung und Erweiterung des Verfahrens
gibt Richards (1972) an.

FUr die Trennung zweier Populationen bestimmen Fischer & Thiele (1979) die
ungunstigsten Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten fir lineare Diskrimi-
nanzfunktionen und minimieren diese dann. Speziell betrachten sie Neyman-
Pearson-Regeln, fur die bei festgehaltener Wahrscheinlichkeit fur die eine
Population die andere Wahrscheinlichkeit minimiert wird, sowie Minimax-
und Bayes-Regeln. In Eye (1976) werden iterativ Trennebenen so bestimmt,
dal die Anzahl der Fehlklassifikationen minimal wird.

Um eine Madoglichkeit zu haben, unter der Vielzahl der nichtparametrischen
Zuordnungsregeln eine geeignete auszuwahlen, formulieren Fisher & Ness
(1973) sieben Bedingungen, die man sinnvollerweise an Diskriminationsver-
fahren stellen kann, und geben flr zehn verschiedene nichtparametrische Zu-
ordnungsregeln jeweils an, ob flr sie die Bedingungen erflllt sind oder nicht.

5.2 Variablenauswahl

FUr das Problem einer nichtparametrischen Variablenauswahl macht Whitney
(1971) folgenden Ansatz. Zunéchst schlagt er vor, die minimale Fehlerrate mit
Hilfe der Lasse-Einen-Aus-Methode zu schatzen. FiUr zwei Populationen P,
bzw. P, mit Ausgangsstichproben des Umfangs n, bzw. n, wahlt man dazu
zundchst ein Individuum aus der ersten Stichprobe aus und bestimmt mit Hilfe
der restlichen (n, - 1 + ny) Individuen die Zuordnungsregel. Dieses macht man
fur alle n, Individuen der ersten Stichprobe und wahlt als Schatzung der Fehl-
klassifikationswahrscheinlichkeit die relative Haufigkeit der bei diesen n; Klas-
sifikationsversuchen fehlklassifizierten Individuen. Analog verfahrt man fir
die zweite Stichprobe. Wie Lachenbruch & Mickey (1968) zeigen, ist dieses
Verfahren der Wiedereinsetzungsmethode, bei der die Fehlerrate durch Einset-
zen der Stichproben in die Diskriminanzfunktion, die mit Hilfe dieser Stich-
proben erhalten wurde, geschatzt wird, der Aufteilungsmethode, bei der die
Diskriminanzfunktion mit Hilfe eines Teils der Individuen und die Fehlerrate
mit Hilfe der restlichen Individuen geschatzt wird, sowie mehreren anderen
Methoden Uberlegen. Whitney (1971) verwendet als nichtparametrische Zu-
ordnungsregel ein Nachster-Nachbar-Verfahren. Um nicht alle Teilmengen
von Variablen daraufhin Uberprifen zu mussen, ob sich bei ihnen die geringste
Schatzung der Fehlerrate ergibt, wird ein nichtoptimales Suchverfahren vorge-
schlagen. Dazu wird zunéchst die beste Einzelvariable ausgesucht, dann das
beste Paar, das diese Einzelvariable enthalt, usw.



328 Joachim Krauth

5.3 Schatzungen der Fehlerrate

Sowohl bei der Auswahl eines nichtparametrischen Diskriminationsverfah-
rens, als auch bei der Variablenselektion ist es wichtig, Uber die Fehlerrate
moglichst genaue Angaben zu haben. Besonders vorteilhaft ist die Kenntnis
von nichtparametrischen Konfidenzintervallen fur die Fehlerrate. Solche Kon-
fidenzintervalle geben Devroye & Wagner (1976) fur lineare Diskriminanz-
funktionen flr die Wiedereinsetzungsmethode an. Eine Erweiterung von li-
nearen Zuordnungsregeln auf Nachster-Nachbar-Regeln und Histogramm-
Regeln findet man bei Devroye & Wagner (1979b). Die Né&chster-Nachbar-
Regeln gehdren zu den sogenannten lokalen Diskriminations-Regeln, weil jede
Entscheidung nur von dem jeweiligen Individuum und seinen néchsten Nach-
barn abhangt. Fur solche Regeln leiten Rogers & Wagner (1978) und Devroye
& Wagner (1979a) verteilungsfreie Konfidenzintervalle fur die Fehlerrate her.

6. Analyse qualitativer und diskreter Daten

6.3 Verteilungsmodelle
6.1.1 Volles Multinomialmodell

Sowohl die klassische Diskriminanzanalyse, die multivariate Normalverteilun-
gen voraussetzt, als auch die meisten nichtparametrischen Verfahren verwen-
den wesentlich die Stetigkeit der zugrundeliegenden MeRwerte. Soweit es sich
um diskrete Merkmale mit sehr vielen Auspragungen handelt, mag die Ver-
wendung dieser Verfahren approximativ gerechtfertigt sein. Jedoch liegen in
der psychologischen Diagnostik, einem der haufigsten psychologischen An-
wendungsbereiche fur Diskriminanzanalysen, meist nur Merkmale mit sehr
wenig Auspréagungen vor. Einem Testitem entsprechen meist weniger als zehn
unterschiedliche Scores, so dafl man von einem diskreten Merkmal ausgehen
mufl. Oft liegen auch nur Daten auf Nominalskalenniveau vor, so dal} die
Zuordnung von Testscores sehr willkdrlich ist und die darin zum Ausdruck
kommende Bewertung zu groRen Fehlerraten Anlall geben kann. Typische
Beispiele sind Testitems mit den Antworten ,Ja*“ oder ,,Nein“, ,,Symptom
vorhanden* oder ,,Symptom nicht vorhanden“ usw. Einen Uberblick uber
viele Diskriminationsverfahren flr diskrete oder qualitative Daten gibt die
Monographie von Goldstein & Dillen (1978).

Zunachst werde das volle Multinomialmodell fur die Diskrimination von k
Populationen P,. . . ,P, betrachtet. Die Variable X; habe s; Ausprégungen, die
Variable X, habe s, Auspragungen, usw. bis zur Variablen X, mit s, Auspra-
gungen. Insgesamt gibt es flr die MeRRwertvektoren s = s;'s; . . . s, verschiedene
Auspragungskombinationen oder Zustdnde, die mit den Wahrscheinlichkeiten
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P1. - . Pis fUr die Population P, i=l,. . . ,k auftreten kénnen. Falls man die
Zustandswahrscheinlichkeiten py, i= 1,. . . k, j = 1. .. ,s und die A-priori-
Wahrscheinlichkeiten q; = P(P;) kennt, ordnet man einen MeRwertvektor x’ =

X1,. . . Xp), der ja gleich einem der s Zustande j ist, derjenigen Population P;
zu, far die gip; maximal ist. Dieses entspricht der in 2.1 diskutierten Regel von
Welch (1939). Sind die Wahrscheinlichkeiten nicht bekannt, so missen sie aus
den Ausgangsstichproben geschétzt werden. Falls man eine Zufallsstichprobe
des Umfangs n aus der Gesamtpopulation zieht, von der n; Individuen zu P;
gehéren und n; Individuen, die zu P; gehoren, den Zustand j aufweisen, so
schatzt man q; durch ni/n und p; durch ny/n;. Der Diskriminanzscore q;p; wird
dann durch ny/n geschatzt. Von Glick (1973a) wird gezeigt, da das beschrie-
bene Verfahren eine tatsachliche Fehlerrate hat, die exponentiell gegen die
optimale Fehlerrate konvergiert und dal die zu optimistische Verzerrung der
scheinbaren Fehlerrate exponentiell gegen Null konvergiert. Ein Nachteil die-
ses vollen Multinomialmodells ist die Schwierigkeit, bei kleinen Ausgangs-
stichproben die Zustandswahrscheinlichkeiten reliabel zu schatzen, zumal
wenn viele Zustdnde unbesetzt sind. Vor allem bei ungleichen A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten oder ungleichen Stichprobenumfangen kann ein unbesetzter
Zustand fur eine Population etwas ganz anderes bedeuten als fUr eine andere
Population. Der EinfluR kleiner Stichprobenumféange wird von Cochran &
Hopkins (1961) untersucht, die fir nicht mehr als acht Zustande, also etwa fur
drei bindre Variablen, einen Stichprobenumfang von 50 fir jede Population als
ausreichend erachten.

6.1.2 Modelle bei multivariaten bindren Items

Da beim vollen Multinomialmodell k:(s— 1) Zustandsparameter zu schitzen
sind, namlich fiur jede Population (s- 1) unter Bertcksichtigung der Tatsache,
dal? die Summe der Zustandswahrscheinlichkeiten jeweils 1 ist, versucht man
das volle Modell weiter einzuschranken. Eine Madglichkeit ist die Beschran-
kung auf bindre Items, d.h. man setzt s= . . . =s, = 2. Dieses fiihrt zu s = 2°
Zustanden oder (2P- 1) Parametern fur jede Population. Macht man zuséatzlich
die unrealistische Annahme, dall die Items unabhéangig voneinander sind, so
reduziert sich die Parameterzahl bei diesem Interaktionsmodell 1. Ordnung
auf p. Fur dieses Modell geben Goldstein & Dillon (1978) zwei Zuordnungsre-
geln an.

Von Bahadur (1961) wird ein Modell betrachtet, in dem explizit die Interaktio-
nen hoéherer Ordnung auftreten. Durch Annahmen dariber, was fur Interak-
tionen man noch berlcksichtigen will, kann man in diesem Bahadur-Modell
die Gesamtzahl der Parameter einschrénken. Sind alle Interaktionen Null, so
erhélt man das Interaktionsmodell 1. Ordnung. Sind nur die Interaktionen
1. Ordnung von Null verschieden, so ergibt sich ein Interaktionsmodell
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2. Ordnung, usw. Moore (1973b) vergleicht in einer Simulationsstudie das
Verhalten des vollen Multinomialmodells, der Bahadur-Modelle 1. und 2.
Ordnung sowie der linearen und quadratischen Diskriminanzfunktionen. Falls
Interaktionen hoherer Ordnung vorliegen, wird das volle Multinomialmodell
empfohlen, sonst die lineare Diskriminanzfunktion.

Weit verbreitet ist das sogenannte loglineare Modell, bei dem die Logarithmen
der Zustandswahrscheinlichkeiten als Linearkombination gewisser Haupt-
effekte und Interaktionen dargestellt werden. Wieder 1&48t sich die Anzahl der
zu schétzenden Parameter reduzieren, wenn man annimmt, daf} alle Wechsel-
wirkungen ab einer gewissen Ordnung Null sind. Von Anderson (1972, 1974,
1979) werden Maximume-Likelihood-Schatzungen der Parameter angegeben.

Drei weitere Modelle, die die Zustandswahrscheinlichkeiten als Linearkombi-
nationen von orthogonalen Polynomen darstellen, stammen von Martin &
Bradley (1972), Ott & Kronmal (1976) und Goldstein (1977).

6.2 Nichtparametrische Verfahren bei qualitativen Daten

Von Aitchison & Aitken (1976) wird eine Art Kern definiert mit Hilfe eines
Unéhnlichkeitskoeffizienten zwischen den MeRwertvektoren. Dieses Verfah-
ren wird verglichen mit dem Interaktionsmodell 1. Ordnung, mit der linearen
Diskriminanzfunktion, mit dem loglinearen Modell, mit der logistischen Dis-
krimination und mit N&chster-Nachbar-Regeln. Weitere Vergleiche fuhrt Ait-
ken (1978) durch.

Dillon & Goldstein (1978) verwenden die Matusita-Distanz (Matusita, 1957)
fur diskrete Verteilungen. Diese bestimmt man, indem man zunéchst die Wur-
zeln der Zustandswahrscheinlichkeiten fir zwei Populationen berechnet, die
Differenz dieser Wurzeln far jeweils gleiche Zustdnde bildet, diese Differen-
zen quadriert und aufsummiert. Diese Distanzen kann man auch berechnen,
wenn man die Wahrscheinlichkeiten aus den Ausgangsstichproben schatzt.
Man bestimmt die Distanz der beiden Ausgangsstichproben, wobei das zu
klassifizierende Individuum einmal zu der ersten Stichprobe und einmal zu der
zweiten Stichprobe gerechnet wird. Falls die erste Distanz grofer ist, wird das
Individuum der ersten Population zugeordnet, sonst der zweiten Population.
Das Verfahren wird verglichen mit dem Martin-Bradley-Modell, der linearen
Diskriminanzfunktion und dem Bahadur-Modell.

Von Lachin (1973) wird eine schrittweise Bayes-Regel vorgeschlagen, bei der
die unbekannten Parameter nach der Maximum-Likelihood-Methode ge-
schatzt werden. Der Bayes-Ansatz, d.h. die Klassifikation aufgrund der A-
posteriori-Wahrscheinlichkeiten, wird auch von Victor, Trampisch & Zent-
graf (1974) und Trampisch (1976, 1978) verwendet. Die Einschrankung des
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vollen Multinomialmodells erfolgt hier durch das Lancaster-Modell unter Ver-
wendung der Definition von Interaktionen hoherer Ordnung nach Lancaster
(1969). Von Hills (1967) wird ein Na&chster-Nachbar-Verfahren zur nichtpara-
metrischen Diskrimination diskreter Daten vorgeschlagen.

6.3 Gleichzeitiges Vorliegen diskreter und stetiger Variablen

Falls nicht nur Einzelitems, sondern auch Summenscores oder physiologische
Variablen in einer Diskriminanzanalyse bertcksichtigt werden sollen, sind die
bisher beschriebenen Verfahren flr qualitative Daten nicht anwendbar. Von
Skene (1978) wird ein latentes Klassen-Modell im Sinne von Lazarsfeld &
Henry (1968) zugrundegelegt, um die Parameterzahl zu reduzieren. Dieses
Verfahren l&Rt sich auch dann anwenden, wenn die MeRwertvektoren der
Ausgangsstichproben oder auch des zu Klassifizierenden Individuums unvoll-
standig sind. Die Parameter werden nach der Maximume-Likelihood-Methode
mit Hilfe des EM-Algorithmus geschéatzt. Dieses ist ein iteratives Verfahren,
das auf jeder Stufe zuerst einen E-Schritt (,,expectation*) durchftihrt, bei dem
Schatzungen der fehlenden Daten mit den bis dahin vorliegenden Parameter-
schatzungen erhalten werden. Im M-Schritt (,,maximisation*“) werden dann
aus dem vollstandigen Datensatz neue Parameter geschétzt.

Press & Wilson (1978) verwenden flr gleichzeitig vorliegende diskrete und
stetige Variablen das Verfahren der logistischen Regression (vgl. 2.1, 2.9),
wahrend Krzanowski (1975, 1976) die Likelihood-Quotienten-Regel verwen-
det, wobei das volle Modell bei Vorliegen unbesetzter Zustande durch ein
Interaktionsmodell 2. Ordnung approximiert wird. In Chang & Afifi (1974)
wird ein Bayes-Ansatz vorgeschlagen.

6.4. Variablenauswahl

Auch bei qualitativen Daten ist es von Wichtigkeit, herauszufinden, welche
Variablen am meisten zur Diskrimination beitragen und nur diese Variablen zu
verwenden. Von Hills (1967) wird eine eingeschréankte schrittweise Vorwarts-
auswahl empfohlen, wobei als BewertungsmafRl fir die Diskriminationsstarke
einer Variablenteilmenge das Informationsdivergenzmall von Kuliback (1959)
verwendet wird. Die Einschrankung besteht darin, daR in jedem Folgeschritt
die Variablenmenge des vorangehenden Schritts weiterverwendet wird. Hills
(1967) gibt auch eine nichteingeschrankte Prozedur an und diskutiert die Ei-
genschaften, die ein BewertungsmaR fur die Diskriminationsstarke haben soll-
te. Zwei solche MaRe werden explizit angegeben. Eine Erweiterung dieser
Verfahren stammt von Goldstein & Dillon (1977).
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Von Glick (1973a) und Goldstein & Rabinowitz (1975) wird ein Bewertungs-
mal, das mit der Matusita-Distanz (vgl. 6.2) in Zusammenhang steht, vorge-
schlagen. Sowohl Raiffa (1961pls auch Lachin (1973) geben Vorwaértsaus-
wahl-verfahren an, die auf Bayes-Ansdtzen beruhen.
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6. Kapitel

Latente Strukturanalyse

Joachim Krauth

1. Einfuhrung

Ausgangspunkt sei ein Fragebogen mit n bindren Ja-Nein-ltems, der von einer
Stichprobe von Probanden beantwortet wird. Jedem Probanden entspricht
dann ein Antwortmuster aus Einsen und Nullen, das den Mustern der Ja- und
Nein-Antworten entspricht. Fur jedes Muster wird die relative Haufigkeit
bestimmt, mit der es aufgetreten ist.

Das Ziel einer latenten Klassenanalyse besteht darin, die Verteilung der Ant-
wortmuster durch das Vorhandensein von zwei oder mehr latenten Klassen zu
erklaren. Man geht also davon aus, dal die Probandenstichprobe nicht homo-
gen ist, sondern beziglich einer mdglicherweise nicht direkt mef3baren laten-
ten Variablen variiert. Unterschiedliche latente Klassen entsprechen dann un-
terschiedlichen Werten der latenten Variablen.

Die latenten Klassen werden beschrieben durch eine Menge von latenten Para-
metern. Derartige Parameter geben fir jedes Item und jede Klasse die Wahr-
scheinlichkeit fur die Antwort ,Ja“ an. Man macht die Voraussetzung, dal}
man die Wahrscheinlichkeiten fir die manifesten Variablen kennt, d.h. die
Verteilung fur die verschiedenen Antwortmuster. Mit Hilfe der sogenannten
Berechnungsgleichungen (accounting equations) bestimmt man aus den mani-
festen Wahrscheinlichkeiten die latenten Wahrscheinlichkeiten. Um die Glei-
chungen aufstellen zu kdnnen, bendtigt man das sogenannte Prinzip der loka-
len Unabhéngigkeit.

Um sich die Grundidee klarzumachen, ist es gut, an ein einfaches Beispiel aus
der beschreibenden Statistik anzuknupfen, durch welches man Studienanfén-
gern die Mdoglichkeit von Fehlinterpretationen von empirischen Korrelations-
und Regressionskoeffizienten erlautern kann. Ausgangspunkt sei eine Zufalls-
stichprobe aus den Bewohnern einer Stadt. FUr jeden dieser Bewohner seien
die zwei Merkmale SchuhgréfRe und Einkommen erhoben worden, also Merk-
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male, zwischen denen absolut kein Kausalzusammenhang unterstellt werden
kann. Tatsachlich ergibt sich jedoch eine positive Korrelation der beiden
Merkmale. Die Erkléarung wird sofort einsichtig, wenn man die MelRwertpaare
in eine Punktwolke (Scatter-Diagramm) eintragt und die Datenpunkte fir
Manner und Frauen unterschiedlich kennzeichnet. Man sieht dann einerseits,
dal? innerhalb der Gruppe der Méanner kein Zusammenhang zwischen Schuh-
grofRe und Einkommen besteht. Das gleiche gilt fur die Gruppe der Frauen. In
der Graphik ergibt sich jeweils eine ungefadhr kreisformige Punktwolke fur
jedes Geschlecht. Andererseits haben in der Regel Méanner ein hodheres Ein-
kommen und eine hdhere Schuhgroe als Frauen. Dieses fuhrt dazu, dal die
kreisformigen Punktwolken fur die beiden Geschlechter bei Fallenlassen der
Unterscheidung der Geschlechter zu einer ovalen Punktwolke verschmelzen
und eine positive Korrelation zwischen Schuhgréfle und Einkommen vortau-
schen. Falls man also eine Korrelation vorliegen hat, die man auf das Wirken
einer latenten Variablen zurtckfuhren will, wie in diesem Fall auf das Ge-
schlecht, so mul? man die vorliegende Punktwolke in kreisformige Teilberei-
che zerlegen, d.h. Klassen suchen, fur die die betrachteten Merkmale lokal
unabhangig sind.

In der Praxis hat man dabei natlrlich grofRere Schwierigkeiten als in unserem
Beispiel, da man den Einflul von Geschlecht, Alter, Intelligenz usw., d.h. der
offensichtlichen latenten Variablen, meist leicht berucksichtigen kann. Die
latente Strukturanalyse stellt sich die Aufgabe, gerade solche nicht offensichtli-
chen latenten Variablen aufzuspuren.

Wie Madansky (1968) ausfuhrt, ist die Grundidee der latenten Strukturanalyse
schon sehr alt. Schon bei Cournot (1838), Weinberg (1902), Benini (1928) und
de Meo (1934) werden Modelle diskutiert, mit denen man auf nicht beobacht-
bare (latente) Variablen mit Hilfe von polytomen beobachtbaren (manifesten)
Variablen rickschlieBen will. Bei diesen Modellen wird die multivariate Ver-
teilung der manifesten Variablen dargestellt als eine Mischung von multivaria-
ten Verteilungen. Dabei ist die zu bestimmende Mischungsverteilung gerade
die Verteilung der latenten Variablen.

Eine Teilklasse dieser Modelle sind diejenigen, bei denen man annimmt, daf
die Variablen innerhalb jeder der Komponenten der Mischverteilung als unab-
hangig anzusehen sind. In Lazarsfeld (1950a) wird fur solche Modelle der
Begriff latente Strukturmodelle eingefihrt. AnschlieBend an die beiden grund-
legenden Arbeiten von Lazarsfeld (1950a, 1950b) wurden von dem gleichen
Autor spater noch andere Einfihrungs- und Ubersichtsartikel verfalt (Lazars-
feld, 1954, 1955, 1959). Einen systematischen Uberblick mit einer Einbettung
in die Skalierungstheorie findet man bei Torgerson (1958, S. 360-395). Einen
Kurziberblick gibt Madansky (1968).

EinfUhrungen in deutscher Sprache geben von der Lippe (1973), Fischer (1974,
S. 160-179) und als Kurziuberblick Wottawa (1979, S. 51-58).
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Eine umfassende Darstellung der Theorie mit einer ausflhrlichen Biographie
bis 1967 enthilt die Monographie von Lazarsfeld & Henry (1968). Der Uber-
sichtsartikel von Fielding (1977) berUcksichtigt Literatur bis 1973.

2. Grundbegriffe der latenten Strukturanalyse

Die hier vorkommenden Probleme treten immer dann auf, wenn die Varia-
blen, die einen interessieren, nicht direkt meRbar sind und man andere Varia-
blen messen muf}, um aus den Ergebnissen Ruckschlisse auf die interessieren-
den Variablen ziehen zu kdnnen. Beispielsweise mag ein Psychiater bei einem
Klienten das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein gewisser Symptome
beobachten und daraus Ruckschlusse darauf ziehen wollen, ob der Klient
schizophren ist oder nicht. Schizophrene Klienten zeigen dabei nicht unbe-
dingt immer alle Symptome, wéhrend sich manche Symptome auch bei nicht-
schizophrenen Klienten zeigen kénnen. Mit Hilfe der latenten Strukturanalyse
versucht man nun die latenten Klassen der Schizophrenen und Nichtschizo-
phrenen zu identifizieren.

Die einfachste Form der Analyse geht von einer Menge von dichotomen Ja-
Nein-ltems aus, wobei man diese Voraussetzung auch zu polytomen Items
abschwéchen kann. Man postuliert die Existenz eines latenten Raumes, in dem
sich die Mitglieder einer Population befinden, wobei die Position eines Mit-
gliedes vollig die Wahrscheinlichkeit fur eine Ja-Antwort fUr irgendein Item
bestimmt. Der latente Raum ist somit gerade der Raum, auf dem die uns
interessierende latente Variable definiert ist. Je nach der spezifischen Struktur
des latenten Raumes und der Variabilitdt der Itemwahrscheinlichkeiten inner-
halb dieses Raumes sprechen wir von einem speziellen latenten Strukturmo-
dell. Der latente Raum kann definiert werden als diejenige Klassifikation, die
fur die statistischen Interaktionen zwischen den manifesten Variablen verant-
wortlich ist. Durch diese Klassifikation wird eine gegebene Population in
homogene Teilpopulationen ,entmischt' (Lazarsfeld, 1959).

Falls der latente Raum nur aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteht, so
spricht man von diskreten Klassenmodellen. Im obigen Beispiel wirde bei n
Symptomen, die jeweils nur vorhanden oder nicht vorhanden sein kdnnen, der
latente Raum aus 2" moglichen Punkten bestehen. Falls wir in dem Anfangs-
beispiel nur zwischen hohen (1) und niedrigen (0) Einkommen bzw. Schuh-
groBen unterscheiden wiirden, so wiirde der latente Raum aus den 22 = 4
Punkten (0,0), (0,1), (1,0) und (1,I) bestehen. Ein mdgliches Modell wirde
dann gegeben durch

Poo = P11 = 0.5, Po1 = P10 = 0.

In diesem Modell wiirde demnach die Kombination hoher Schuhgrée mit
hohem Einkommen und niedriger Schuhgréfe mit niedrigem Einkommen mit



354 Joachim Krauth

Wahrscheinlichkeit 0.5 auftreten, wahrend die beiden Kombinationen, bei
denen niedrige Werte der einen Variablen mit hohen Werten der anderen
Variablen zusammentreffen, nur die Wahrscheinlichkeit 0 haben.

Falls man einen Test aus n dichotomen Items verwendet, um eine Fahigkeit zu
messen, so kann man davon ausgehen, dal} die latente Fahigkeit stetig verteilt
ist, so dall der latente Raum z.B. durch die reelle Achse beschrieben werden
kann. Die wahren F&higkeitswerte der Probanden kénnen dann z.B. als nor-
malverteilt angesehen werden. Fur jedes Item und jeden Punkt der Geraden,
d.h. fur jeden Fahigkeitswert, gibt es dann eine Wahrscheinlichkeit fur eine Ja-
Antwort. Diese Wahrscheinlichkeiten fur jeden Punkt der Geraden kann man
durch eine Funktion, die Itemcharakteristikfunktion oder Spurfunktion (trace-
line) beschreiben. In diesem Fall spricht man von einem stetigen Modell. Die
Unterscheidung zwischen stetigen und diskreten Modellen bezieht sich also
auf die Struktur des latenten Raumes und nicht auf die Struktur der Items, die
in beiden Fallen diskrete Auspragungen haben.

Um weitere Grundbegriffe einfihren zu kdnnen, nehmen wir an, dal} wir in
unserem Schizophreniebeispiel insgesamt n = 10 Symptome beobachten, je-
weils mit den Auspragungen vorhanden (1) und nichtvorhanden (0). Weiterhin
nehmen wir an, daR es zwei Klassen von Probanden gibt, ndmlich Schizophre-
ne (1) und Nichtschizophrene (2). Das Axiom der lokalen Unabhangigkeit
besagt:

Innerhalb jeder der beiden latenten Klassen (indiziert durch 1 und 2) sind die
Reaktionen auf verschiedene Items unabhéngig. Die klasseninterne Wahr-
scheinlichkeit jedes Reaktionsmusters fur jede Teilmenge von Items ist das
Produkt der entsprechenden eindimensionalen Randwahrscheinlichkeiten.

Dieses fuhrt zu einer gewissen Anzahl von Bedingungsgleichungen, z.B.

) _ (1) (1) (ny _ (D (1) _ (Dy (1) @) __ 2h 2 ()
P13 = Pi Ps > P1; = Pi Py = (1 = P1)) Py Pias= (1 — ) Pl2Pls usw.

Dabei bedeutet die erste Gleichung, daR sich innerhalb der Klasse 1 der Schi-
zophrenen aufgrund der Unabhangigkeit des Auftretens von Symptom 1 und
Symptom 3 die gemeinsame Wahrscheinlichkeit als Produkt der Randwahr-
scheinlichkeiten ergibt. Die zweite Gleichung bedeutet, dal die Wahrschein-
lichkeit daftr, daR Symptom 1 nicht auftritt, wahrend gleichzeitig Symptom 3
auftritt, sich innerhalb der Klasse 1 der Schizophrenen als Produkt der ent-
sprechenden Randwahrscheinlichkeiten ergibt. Schlief3lich wird in der dritten
Gleichung die Wahrscheinlichkeit fur das gleichzeitige Nichtauftreten von
Symptom 1 und das Auftreten von Symptom 2 und Symptom 5 innerhalb der
Klasse 2 der Nichtschizophrenen als Produkt der entsprechenden Randwahr-
scheinlichkeiten dargestellt.
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Uber das Axiom der bedingten lokalen Unabhangigkeit und seine Bedeutung
auch fur andere Skalierungsansatze informieren Lord & Novick (1968, S.
538-540). Es zeigt sich, dalR es schwer ist, auf diese Annahme zu verzichten.
In der Faktoranalyse kann man dieses Postulat zwar auf die lineare lokale
Unabhéngigkeit abschwéchen, darf daftr aber auch nur Interaktionen 1. Ord-
nung zulassen. Harper (1972) diskutiert, wie man die lokale Unabhéngigkeit
wenigstens soweit abschwéchen kann, dall eine paarweise Abhéngigkeit zwi-
schen den Items zugelassen ist.

Bei n dichotomen Items wird ein Zweiklassenmodell durch 2n + 2 Parameter
charakterisiert. FUr die erste Klasse sind dieses die n latenten Wahrscheinlich-
keiten bzw. latenten Randwahrscheinlichkeiten p{¥, . . . ,p{", fur die zweite
Klasse die n latenten Wahrscheinlichkeiten p®,. . . ,p@. Zusatzlich benétigt
man noch die Wahrscheinlichkeit v® bzw. v mit der ein Proband zu der
Klasse 1 bzw. der Klasse 2 gehért. Die Summe der Klassenwahrscheinlichkei-
ten ergibt immer 1:

1 =vl 4+ v@,

Dieses ist die erste Modellgleichung. Die weiteren Berechnungsgleichungen
ergeben sich mit Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, denn es
gilt z.B. fur die Wahrscheinlichkeit p; fir das Auftreten des Symptoms 1 in
der Population

pr = P(ll)V(l) + pSZ)V(Z).

Dieses liegt daran, daR z.B. der unbekannte latente Parameter p&l) die bedingte
Wahrscheinlichkeit daftr ist, daR ein Proband, der zu Klasse 1 gehort, das
Symptom 2 aufweist. Entsprechend ergibt sich z.B. die Wahrscheinlichkeit
dafir, dalR ein Proband in der Population das Merkmal 1 aufweist und das
Merkmal 3 nicht aufweist, zu

iy = pv" + p® = B (1 = p 4 p? (1 = B

Beobachtbar sind nur die relativen Héaufigkeiten der verschiedenen Auftretens-
kombinationen der Symptome. Diese verwendet man als Schatzungen fur die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. So ist die relative Haufigkeit der Perso-
nen, bei denen Symptom 1 und Symptom 5 nicht auftreten, jedoch das Sym-
ptom 3, eine Schatzung fur die entsprechende nichtbedingte Wahrscheinlich-
keit pi;5. Indem man diese Schédtzungen anstelle der unbekannten Wahrschein-
lichkeiten in die Berechnungsgleichungen einsetzt, bekommt man ein Glei-
chungssystem fiir die unbekannten latenten Parameter v, v®, p{, . . . p{b,
p%s...,p%. Durch Auflésen dieses Gleichungssystems erhalt man Schatzun-
gen fur diese latenten Parameter.

Wie man leicht-einsieht, ergeben sich bei n dichotomen Items und 2 latenten
Klassen insgesamt 2" Berechnungsgleichungen (Lazarsfeld & Henry, 1968, S.
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27).Fur n=2 Items gibt es 2°=4 Gleichungen fir 2n+2=2-2+2=6 Parameter.
In diesem Fall kann man die Parameter und damit auch das Modell nicht
identifizieren. Da in den Gleichungen die gesamte Information Uber das Mo-
dell enthalten ist, besteht keine Mdglichkeit, eine eindeutige Lésung zu finden,
es sei denn, wir erlegen den latenten Parametern noch weitere Restriktionen
auf.

Fur n=3 Items gibt es 2°=8 Gleichungen fiir 2:3+2=8 Parameter. Hier besteht
zumindest die Mdoglichkeit, eine eindeutige Losung zu erhalten. Bei der LO-
sung dieses nichtlinearen Gleichungssystems geht man zunéchst von zwei An-
nahmen aus. Man nimmt an, da das spezielle latente Strukturmodell mit zwei
Klassen tatsachlich vorliegt und daR man die manifesten nichtbedingten Wahr-
scheinlichkeiten auf den linken Seiten der Gleichungen tatséchlich kennt.
Dann reduziert sich das Problem auf eine rein algebraische Fragestellung. Die
Schatzung der latenten Parameter, falls man nur Schatzungen der manifesten
Wahrscheinlichkeiten hat, und die Anpassungsgite des latenten Strukturmo-
dells an die beobachteten Daten sind eine danach zu behandelnde Frage.

Die algebraische Frage der Losung der Gleichungssysteme findet man behan-
delt in Lazarsfeld (1961) und in Lazarsfeld & Henry (1968). Fur die manifesten
Wahrscheinlichkeiten werden dazu sogenannte Kreuzprodukte der Items i
und j

(1] = ps — pip;
und sogenannte geschichtete Kreuzprodukte

[1j; k] = pijkPx — PikPjk
eingefuhrt.

Mit Hilfe dieser Ausdricke werden die Berechnungsgleichungen umgeschrie-
ben und dadurch formal leichter I6sbar. Die Ldsungen brauchen jedoch kei-
neswegs Werte zwischen 0 und 1 anzunehmen. Mit Hilfe der Kreuzprodukte
lassen sich eine Reihe von notwendigen Bedingungen formulieren, die fir ein
vorgegebenes latentes Strukturmodell erfullt sein missen. Ein weiterer Schritt
ist die EinfUhrung sogenannter symmetrischer Parameter. Ein symmetrischer
Parameter 3. Ordnung ist definiert durch

[iik] = pi — piljk] — pilik] — pulij] — pipjPx-

Falls man mit X; die Zufallsvariable bezeichnet, die gleich 1 ist, falls eine Ja-
Antwort bei Item i vorliegt und gleich 0 sonst, so gilt fur die Kovarianz

[ij] = E[(Xi—pi) (Xj—py] = Cov[X;,X]
und fur das zentrale Moment 3. Ordnung

lijk] = E[(Xi=pi) (Xi—p) (Xi—pw)]-
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Entsprechendes gilt fir symmetrische Parameter héherer Ordnung. Derartige
Beziehungen werden sowohl bei Strukturuntersuchungen als auch bei der
Herleitung von Schétzverfahren verwendet.

Mit Hilfe der latenten Parameter kann man fir jedes mogliche Reaktionsmu-
ster die Wahrscheinlichkeit daftr berechnen, daR ein Proband, der dieses Mu-
ster gezeigt hat, zu einer bestimmten Klasse gehort. Mit Hilfe dieser Rekrutie-
rungswahrscheinlichkeiten (recruitment probabilities) kann man Probanden in
der Weise klassifizieren, daB man sie der fir sie wahrscheinlichsten Klasse
zuordnet. Fur n=3 ergdbe sich z.B. fuir das Muster (Ja, Nein, Ja) die Wahr-
scheinlichkeit

_ 1 ) 2) — (1) Iy (1)

P33 = Pi3s v + P33 v = py’ (1—py’) py’ v +
(2) 2y 2@ (2

+py (1-p3)) p§” v,

Der erste Summand ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dal ein Proband aus der
Klasse 1 das Muster aufweist, der zweite Summand die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit fUr einen Probanden der Klasse 2. Man ordnet den Probanden
der Klasse mit der groReren Wahrscheinlichkeit zu. Addiert man diese groRe-
ren Wahrscheinlichkeiten Uber alle Muster, so erhdlt man die totale Wahr-
scheinlichkeit dafiir, einen Probanden richtig zu klassifizieren. Zieht man die-
sen Wert von 1 ab, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifika-
tion.

Weist ein Proband das obige Muster auf, so ist die Wahrscheinlichkeit dafir,
daf3 er dann zu der Klasse 1 gehort, gegeben durch
P(Klasse 1| Muster (Ja, Nein, Ja)) = vpB/p 5.,

FUr mehr als n=3 Items erhalten wir mehr Berechnungsgleichungen als unbe-
kannte latente Parameter. Z.B. ergeben sich fur n=4 Items 2*=16 Gleichun-
gen fur 2-44+2=10 Parameter. Damit handelt es sich nicht mehr um ein Inter-
polationsproblem, bei dem ein Gleichungssystem aufzultsen ist, sondern um
ein Approximationsproblem, bei dem 2n+2 Parameterschatzwerte gesucht
sind, die die 2" Gleichungen mit den 2"- 1 beobachteten relativen Haufigkeiten
moglichst gut erflllen. Jedoch wurde in der ersten Zeit bei der Schatzung der
latenten Parameter immer versucht, auch bei mehr als n=3 Items die Interpo-
lationsmethode zu verwenden, indem man aus der Menge der Gleichungen
immer nur so viel Gleichungen auswahlte, wie unbekannte latente Parameter
zu schatzen waren (algebraische Schatzverfahren).

3. Allgemeines Vorgeben bei der latenten Strukturanalyse

In Lazarsfeld (1959) wird ein Schema aus 9 Schritten diskutiert, die bei einer
latenten Strukturanalyse durchzufiihren sind.
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Der erste Schritt betrifft die Auswahl und Spezifizierung des Modells. Dieses
betrifft Annahmen Uber die Spurfunktionen und Uber die Verteilung der Popu-
lation Uber dem latenten Raum.

Als zweiter Schritt werden die Berechnungsgleichungen fir das spezielle Mo-
dell aufgestellt. Diese verknupfen die Verteilung der manifesten Variablen mit
der der latenten Variablen.

Der dritte Schritt betrifft die sogenannten Reduzierbarkeitsbedingungen. Fir
mehr als n=3 Items erhalt man mehr Gleichungen als unbekannte latente
Parameter. Dieses fuhrt dazu, dall die manifesten Wahrscheinlichkeiten gewis-
sen zuséatzlichen Restriktionen unterliegen, wenn ein bestimmtes Strukturmo-
dell vorliegt. Diese Restriktionen haben die Form von Gleichungen, die be-
sonders einfach mit Hilfe der Kreuzprodukte und geschichteten Kreuzpro-
dukte formuliert werden kénnen. Man spricht von Reduzierbarkeitsbedingun-
gen, weil das System der Berechnungsgleichungen nur bei Erfllltsein dieser
Bedingungen gelést werden kann. Sind die Bedingungen nicht erfullt, so ist
das Modell falsch.

Im vierten Schritt muB die ldentifizierbarkeit Uberprift werden, d.h. es muR
geklart werden, ob die vorliegenden manifesten Parameter ausreichen, um die
Werte der latenten Parameter festzulegen. Wie sich im dritten Schritt gezeigt
hat, reicht es dazu nicht aus, zu Uberprifen, ob mehr Gleichungen als Unbe-
kannte vorliegen. Aus den Reduzierbarkeitsbedingungen geht hervor, daR vie-
le der manifesten Parameter aus anderen manifesten Parametern berechnet
werden koénnen. Die Berechnungsgleichungen sind also nur zum Teil unab-
hangig.

Im flnften Schritt geht es um die Identifikation des Modells. Hierbei ist nach
der tatsdchlichen Auflosung der Berechnungsgleichungen nach den latenten
Parametern gefragt. Man stellt bei der Identifikation die latenten Parameter dar
durch Funktionen der manifesten Parameter. Die Darstellung wird wieder
vereinfacht durch die Verwendung der Kreuzprodukte.

Der sechste Schritt betrifft die Anpassungsprozedur oder das Schéatzverfahren.
Die bisherigen Schritte bezogen sich alle auf algebraische Fragestellungen in-
nerhalb eines bestimmten Modells. Bei der Anpassung konkreter Daten hat
man es zusatzlich mit Stichprobenschwankungen zu tun. Wahrend im Modell
ein bestimmtes Kreuzprodukt immer dasselbe ist, in welchen Berechnungs-
gleichungen es auch auftreten mag, kdénnen sich empirische Kreuzprodukte, in
die anstelle der Randwahrscheinlichkeiten die entsprechenden relativen Hau-
figkeiten eingesetzt werden, durchaus voneinander unterscheiden. Dieses
fuhrte zu dem Vorschlag, gewisse Mittelwertbildungen Uber die empirischen
Kreuzprodukte vorzunehmen. Andere Schéatzverfahren werden noch bespro-
chen.
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Im siebten Schritt ist die Anpassungsgiite zu Uberprifen, d.h. ein MaR daftr
anzugeben, wie gut die Daten zu dem angepaBten Modell passen. Da die
Daten kaum jeweils die Reduzierbarkeitsbedingungen exakt erfiillen, werden
die aufgrund des Modells vorhergesagten manifesten Wahrscheinlichkeiten
auch nicht mit den beobachteten relativen Haufigkeiten exakt Ubereinstim-
men. Fir ein dem Problem angemessenes Modell sollten aber die Abweichun-
gen klein und zuféllig verteilt sein.

Im achten Schritt wird das Rekrutierungsmuster bestimmt. Damit soll die
Frage angesprochen werden, wo sich ein Individuum mit einem bestimmten
Anwortmuster im latenten Raum befindet. Prinzipiell kann sich die Person in
jedem Punkt des latenten Raumes befinden. Im allgemeinen wird sie aber mit
groBer Wahrscheinlichkeit aus einem bestimmten Bereich des latenten Raumes
stammen und mit geringer Wahrscheinlichkeit aus anderen Bereichen. In die-
sem Sinne entspricht jedem Antwortmuster ein Vektor von Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten, das Rekrutierungsmuster.

Im neunten und letzten Schritt geht es um die Frage der Klassifikation der
Probanden bzw. um die Zuordnung von Skalenwerten. Man sucht dann nach
einem Kriterium, um einen Probanden aufgrund seines Antwortmusters einem
bestimmten Punkt des latenten Raumes, der besonders typisch fur ihn ist,
zuzuordnen. Gelegentlich begniigt man sich auch damit, die Antwortmuster
gemaR einem solchen Kriterium anzuordnen. Zur Schétzung solcher Skalen-
werte reicht die Kenntnis der ersten Momente, z.B. des Erwartungswertes,
der Rekrutierungsverteilung schon aus. Falls man einer Person den fiur sie
wahrscheinlichsten Punkt im latenten Raum als Skalenwert zuordnen will, so
bendtigt man die Kenntnis der ganzen Rekrutierungsverteilung.

In diesem Zusammenhang interessiert man sich oft noch fir ein anderes duales
Problem, die Skalierung der Items. Man mdchte den Items Skalenwerte zuord-
nen, die angeben, wieweit ein einzelnes Item zu den Skalenwerten der Indivi-
duen beitragt bzw. wieweit jedes Item zwischen Individuen diskriminiert, die
an verschiedenen Punkten des latenten Raumes lokalisiert sind. Diese Frage-
stellung wird in Lazarsfeld (1954) diskutiert.

4. Modelle der latenten Strukturanalyse

4.1 Allgemeines Modell

In Anlehnung an Anderson (1959) beschreibt Fielding (1977) das allgemeine
latente Strukturmodell (siehe auch McDonald, 1962). Es seien Xi,. . . ,X, ma-
nifeste Variablen und entsprechend Y, . . . Y, latente Variablen. Die Variablen
kénnen sich prinzipiell auf beliebigem Skalenniveau befinden. Dabei ist ge-
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wohnlich m als viel kleiner als n angenommen, meist sogar m=l. Man nimmt
eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung f(x,. . . X, | Vi, - - - ,¥Ym) der X’s bei
gegebenen Y’s an, wobei f eine Dichte ist fur stetige X’s und eine Menge von
Wahrscheinlichkeiten fir diskrete X’s. Entsprechend sei eine Randverteilung
der Y’s gegeben durch g(y;,. . . ,ym). Damit folgt fur die nichtbedingte Rand-
verteilung von Xi,. .. X,

h(xy,..5%0) = [ f(Xp5..25%q | ViserosVm)ET 15 -« s¥m)dy1 ... Ay

Nach der Formel von Bayes folgt fur ein Individuum mit den Werten
Xo1, - - +Xon d€r manifesten Variablen fur die bedingte Dichte bzw. bedingten
Wahrscheinlichkeiten bezlglich der Werte y,, . . ¥y, des Individuums im la-
tenten Raum

f(xola <o sXon l y1, e 9Ym)g(y17 e 7Ym)
h(xola s )xon) ’

k(}’n e ’Ym Xolyes- sxon) =

Aufgrund von Xy, . .. X,, kann man mit Hilfe dieser Gleichung ein Individu-
um einem Punkt im latenten Raum zuweisen. Naheliegend ist die Maximum-
Likelihood-Methode, nach der ein Individuum mit (X,;,. . .,Xon) den Punkt
(Yoi. . . ,Yom) Zugewiesen bekommt, far den die Funktion k maximal wird.
Falls man Fehlklassifikationen fir verschiedene Punkte fir unterschiedlich
schwerwiegend hélt, so wird man die Punkte unterschiedlich gewichten, d.h.
Entscheidungsregeln mit geeigneten Verlustfunktionen verwenden.

Falls man die obige Gleichung verwenden will, mu man davon ausgehen, daR
man allenfalls die Funktion h fir die manifesten Variablen kennt, wahrend f
und g unbekannt sind und auch nicht eindeutig aus h gefolgert werden kon-
nen. Deshalb verwendet man das Axiom der lokalen Unabh&ngigkeit, welches
besagt, daR fiur einen festen Punkt im latenten Raum die manifesten Variablen
unabhéngig sind. Fir m=l latente Variable bedeutet dieses

f(X1yeeeXa | y) = £(x1 |y) .. fulxa ] y)
bzw.

h(X1, s sxn) = f fl(xl iY) e fn(xn IY)g(Y)dy

Inhaltlich bedeutet das Axiom, daf Individuen mit gleichen latenten Auspré-
gungen einander dhnlich sind und dafll die gesamte relevante Information in
den latenten Variablen liegt, so dal nach deren Festlegung jedes Verhalten nur
noch zuféllig ist. Man geht also davon aus, daB die sich zwischen den manife-
sten Variablen zeigenden Abhangigkeiten allein auf Abhé&ngigkeiten in den
latenten Variablen zuriickzufiihren sind. Das Axiom wird genauer diskutiert
bei Lord & Novick (1968, S. 538-540). Eine Abschwéchung des Axioms
zumindest fur das latente Klassenmodell in dem Sinne, dall die Items paarweise
abhangig sein durfen, sieht Harper (1972) vor.
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Die unter den Werten der manifesten Variablen bedingten Dichten bzw.
Wahrscheinlichkeiten fi(x; | y) heiBen Spurfunktionen. Diese versucht man zu-
sammen mit der latenten Verteilung g zu ermitteln, um die latente Struktur zu
erhalten. Dann weiR man, wie die manifesten Variablen von den latenten
Variablen abhangen und kann Individuen skalieren und die Parameter der
Funktionen schatzen.

Darstellungen des allgemeinen latenten Strukturmodells findet man aufler in
den oben erwéhnten Arbeiten auch in Torgerson (1958, S. 361-367) und
Green (1952).

4.2 Existenzproblem

Bei der Konstruktion eines Modells geht man von einer manifesten Wahr-
scheinlichkeitsfunktion h(x,. . . ,X,) aus, die noch von gewissen unbekannten
aber schatzbaren Parametern abhdngt. Beispielsweise kann h die Dichte einer
n-dimensionalen Normalverteilung sein. Ebenso wahlt man die Spurfunktio-
nen f; und die latente Verteilung g als Wahrscheinlichkeitsfunktionen vorgege-
bener Form mit noch freien Parametern. Auch die Anzahl m der latenten
Variablen muB spezifiziert sein. Es ist dann durchaus nicht gesagt, dal} es
Parameter gibt, so dafl die obige Beziehung zwischen h, f,,. . . ,f, und g erflll-
bar ist. z.B. existiert kein latentes Strukturmodell, falls h einer Normalvertei-
lung und die f; Cauchyverteilungen entsprechen (Anderson, 1959). Unter Um-
stdnden kann die Frage der Existenz eines latenten Strukturmodells durch die
Frage der Gultigkeit gewisser Reduzierbarkeitsbedingungen beantwortet wer-
den. Man vergleiche dazu Lazarsfeld (1959, S. 512-515).

4.3 Identifikationsproblem

Falls man h kennt, so reicht die durch das Axiom der lokalen Unabhangigkeit
gegebene Beziehung zwischen h, f,,. . .f, und g nicht aus, um f,,. . . f, und g
eindeutig zu identifizieren. Man benétigt Zusatzannahmen Uber die Form der
Spurfunktionen bzw. der latenten Verteilung, um die Struktur zu identifizie-
ren. Je nach den speziellen Annahmen ergeben sich dann die einzelnen Mo-
delle.

Selbst innerhalb dieser Untermodelle ist es mdglich, daR verschiedene Struktu-
ren, die verschiedenen Parameterkombinationen entsprechen, mit einer Ver-
teilung f vertréglich sind. Viele Arbeiten haben sich damit beschéftigt, Bedin-
gungen herauszufinden, unter denen sich bei einem speziellen Modell eine
Struktur, gegeben durch f,,. . . ,f, und g, eindeutig identifizieren laBt. Dazu
gehdren z.B. McHugh (1956, 1958), Madansky (1960) und Goodman (1974a).
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Insbesondere das allgemeine ldentifikationsproblem wurde untersucht von
Koopmans & Reiersol (1950) und Koopmans (1949, 1951).

Haufig ist es nicht mdglich, fir ein gegebenes Untermodell die Struktur zu
identifizieren. Fur praktische Zwecke ausreichend ist dann oft die eindeutige
Identifikation gewisser Strukturaspekte, z.B. allein die Identifikation gewisser
Erwartungswerte anstelle einer ganzen Verteilung (Fielding, 1977). Auch kon-
nen nichtidentifizierbare Modelle durch Einschrankungen der mdglichen Para-
meter oft identifizierbar gemacht werden (Goodman, 1974a).

4.4 Strukturproblem

Falls man unter Kenntnis von h das Existenzproblem und das Identifikations-
problem geldst hat, so sind als nachstes die zu f,. . . ,f, und g gehérigen Para-
meter zu bestimmen (Anderson, 1959). Dieses Problem ist fur jedes Untermo-
dell getrennt zu untersuchen. In der Sprechweise von Lazarsfeld (1959) ist
dieses das ldentifikationsproblem.

45 Latentes Klassenmodell

Eines der einfachsten Modelle ist das latente Klassenmodell von Lazarsfeld
(1950a). Hier nimmt Y eine endliche Menge von Werten, sogenannte latente
Klassen, an. Die latente Verteilung g ist eine Multinomialverteilung, wahrend
die Spurfunktion fi(Xil y) die Wahrscheinlichkeit fur ein Individuum aus der
Klasse y ist, fur das Item i die Reaktion X; zu zeigen. Gesucht ist in diesem
Falle also ein Modell mit q latenten Klassen, den Werten der latenten Variablen
Y, die so geartet sind, daR innerhalb der Klassen die n manifesten Variablen
(Items) unabhangig sind. Wenn solche Klassen konstruiert sind, z.B. die Klas-
sen der Schizophrenen und Nichtschizophrenen, so sind alle Interaktionen
zwischen den manifesten Variablen aufgeklart. Auf dieses Modell (latent class
model) war im Anfang schon eingegangen worden, und es ist auch in der
Literatur am héaufigsten betrachtet worden.

Besonderes Interesse hat das Identifikationsproblem, d.h. die Frage der ein-
deutigen Losbarkeit der Berechnungsgleichungen gefunden. Bei n manifesten
Variablen und g latenten Klassen ergeben sich 2" Gleichungen fiir g(n+1)
latente Parameter. Fir 2" > q(n+1) sind verschiedene Lésungsvorschlage ge-
macht worden. Dabei versuchte man meist durch geeignete Auswahl der Glei-
chungen das Ziel einer eindeutigen Parameterbestimmung zu erreichen.

Ein erster Ldsungsansatz fur das Strukturproblem scheint der von Green
(1951) zu sein. Nach Umschreibung der Berechnungsgleichungen in Matrizen-
form wird analog zur Faktoranalyse eine L&sung durch Faktorisierung von
zwei Matrizen angestrebt.
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Im einzelnen betrachtet Green (1951) die (n+l) x (n+l)-Matrix Py, deren
erstes Element eine 1 ist und in deren 1. Zeile und 1. Spalte ansonsten die
eindimensionalen Randwahrscheinlichkeiten stehen. Hierbei ist n die Anzahl
der Items. In den Ubrigen Zeilen bzw. Spalten befinden sich die zweidimensio-
nalen Randwahrscheinlichkeiten. Weiterhin wird die (gxq)-Diagonalmatrix V
definiert, die in der Diagonale die Wahrscheinlichkeiten v, . . .v@® enthalt,
die angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zuféllig ausgewdhlter Pro-
band zu einer der q Klassen gehort. SchlieBlich sei L eine (n+l) x g-Matrix
mit den Elementen p¥ die die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafiir bezeich-
nen, dal} eine Person aus der latenten Klasse j das Item i positiv beantwortet.

Die Matrix A, definiert durch
A = LV"?

enthélt dann die unbekannten latenten Parameter bzw. man kann diese bei
Kenntnis von A leicht bestimmen. Aufgrund der Berechnungsgleichungen gilt

Py = AA/,

wobei A’ die Transponierte von A ist. Mit Hilfe eines faktoranalytischen
Ansatzes laBt sich P, darstellen als

P, = BB/,
wobei

BE = A

gilt mit einer orthogonalen Matrix E. Um E zu bestimmen, faktorisiert man in
ahnlicher Weise die Matrix P,;, die die dreidimensionalen Randwahrscheinlich-
keiten in symmetrischer Form enthalt:

P] = CC,
Aus der Matrix
TT' = (B’B)_lB’C

ergibt sich dann bis auf die Anordnung der Items eindeutig die gesuchte Matrix
E mit Hilfe einer Hauptkomponentenanalyse. Eine auf T. W. Anderson zu-
rickgehende Vereinfachung (vgl. Green, 1951) bestimmt TT' aus

TT' = (B'B)~'B'P,B(B'B)~".
Damit erspart man sich die Faktorisierung von P,.

Eine Schwierigkeit bereiten die Randwahrscheinlichkeiten mit wiederholt auf-
tretenden gleichen Indizes in den Matrizen P, und P,. Dieses sind artifizielle
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GréRen ohne realen Bezug zu den manifesten Wahrscheinlichkeiten, was zu
gewissen Schéatzproblemen flhrt.

Eine andere Matrixmethode fur dieses Problem wurde zuerst von Lazarsfeld &
Dudman (1951) sowie unabhangig davon durch Koopmans (1951) vorgeschla-
gen. Diese Methode, die auf die Bestimmung der Nullstellen einer Determi-
nantengleichung hinauslauft, wurde von Anderson (1954) weiterentwickelt.
Durch Gibson (1955) wurde das Verfahren so modifiziert, dafl alle Items
simultan berucksichtigt wurden. Darauf aufbauend konnte Madansky (1960)
das Verfahren verallgemeinern, insbesondere in Hinblick auf notwendige und
hinreichende Bedingungen fur die Identifizierbarkeit. Gibson (1962a) disku-
tierte die Mdoglichkeit, zusatzliche Items nachtraglich in eine latente Klassen-
analyse mit einzubeziehen. Die hier beschriebene Matrixmethode wird auch
als Basismethode bezeichnet. AuBer in den angegebenen Originalarbeiten wird
sie in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 46-48) und in Fielding (1977) dargestellit.

Die wesentliche Bedingung fur die ldentifizierbarkeit des latenten Klassenmo-
dells besteht darin, dal} die Anzahl der Gleichungen mindestens so groB ist wie
die Anzahl der Unbekannten, d.h. 2" = g (n+ 1). Fur eine hinreichend groRe
Anzahl von manifesten Variablen sollte eine Losung immer dadurch mdéglich
sein, dall man nur Gleichungen auswahlt, die sich auf Randverteilungen nied-
riger Dimensionen beziehen, z.B. hdchstens der zweiten Dimension. In die-
sem Fall wirden also nur die Berechnungsgleichungen fiir die p; und die pj
bertcksichtigt. Alternativ kdnnte man weniger manifeste Variablen und dafir
Randverteilungen hdoherer Dimensionen betrachten (Gibson, 1955).

Bei der Basismethode mufR man aus der Menge der n manifesten Variablen drei
disjunkte Teilmengen auswahlen, von denen zwei je g-1 und eine genau eine
Variable enthélt. Dabei sei g die Anzahl der latenten Klassen. Die eine ausge-
zeichnete Variable bezeichnet man auch als Schichtungsvariable (stratifier).
Man stellt die ausgewahlten Berechnungsgleichungen auf die folgende Weise in
Matrixform dar. Auf der linken Seite steht eine Matrix By, die sogenannte
Basismatrix. Diese ist von der Form, dal} in der ersten Spalte die eindimensio-
nalen Randwahrscheinlichkeiten flr die positive Beantwortung eines Items der
ersten Teilmenge stehen und in der ersten Zeile die entsprechenden GréRen fir
die zweite Teilmenge. Im Schnittpunkt, d.h. im ersten Element der Matrix
steht eine Eins. Die restlichen Elemente der Matrix geben die zugehdorigen
zweidimensionalen Randwahrscheinlichkeiten wieder. Diese (q x g)-Matrix
1aBt sich aufgrund der zugehodrigen Berechnungsgleichungen darstellen in der
Form

Bhv = LhVL",

Hier ist L, eine Matrix, deren Zeilen jeweils die latenten Parameter fUr die
Items aus der ersten Teilmenge enthalten, und L, die entsprechende Matrix flr
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die Items aus der zweiten Teilmenge. Zuséatzlich enthalten L, und L, ein
weiteres artifizielles Item an erster Stelle, fUr das alle latenten Wahrscheinlich-
keiten Eins sind, d.h. die erste Zeile dieser Matrizen enthalt nur Einsen.
Dieses fuhrt dazu, daB L, und auch L{, die Transponierte von L,, (q X q)-
Matrizen sind. Mit V wird wieder eine (q x q)-Diagonalmatrix bezeichnet, die
in der Diagonale die Wahrscheinlichkeiten v, . . . v@ enthalt. Die Aufgabe
besteht darin, die Matrizen L, V und L} zu bestimmen, da diese die unbe-
kannten latenten Parameter enthalten. Dazu stellt man eine weitere Matrizen-
gleichung auf, gegeben durch

Bhv;k = L},VDkL",.

Hier ist By, die geschichtete Basismatrix. Diese ergibt sich aus der Basismatrix
B, durch Schichtung bezlglich des Schichtungsitems (stratifier item), das hier
durch k indiziert wird. Die Schichtung erfolgt so, da in B, jede eindimensio-
nale Randwahrscheinlichkeit durch eine entsprechende zweidimensionale
Randwahrscheinlichkeit ersetzt wird, indem man als zweite Variable die
Schichtungsvariable hinzunimmt. Entsprechend werden die zweidimensiona-
len Randwahrscheinlichkeiten durch dreidimensionale ersetzt. Das erste Ele-
ment von By, eine Eins, wird durch p, ersetzt, d.h. durch die Wahrscheinlich-
keit fUr eine positive Beantwortung des Schichtungsitems. Die Matrix D, ist
eine (q x q)-Diagonalmatrix, die in der Diagonale die latenten Wahrscheinlich-
keiten des Schichtungsitems und sonst Nullen enthalt. Es ergibt sich, dal} die
Losungen t der Determinantengleichung

|L.DL;! — | =0,

wobei | die Einheitsmatrix ist, gerade die latenten Wahrscheinlichkeiten fr
das Schichtungsitem sind. Da By, und By, als bekannt vorausgesetzt werden
und

LthLh_l = Bhv;th_\lr

gilt, erhélt man auf diese Weise die latenten Parameter fir das Schichtungs-
item. Aufgrund der Beziehungen

(Bhv;kB}Tvl -1 Pf(l))Lg) = 09 1=15 PrpYe bt

wobei L{? der i-te Spaltenvektor von L, ist, erhdlt man durch Auflésung dieser
homogenen linearen Gleichungssysteme die Matrix L, Die Ldsungen dieser
Gleichungssysteme sind eigentlich nur bis auf konstante Faktoren eindeutig
bestimmt, jedoch wird Eindeutigkeit dadurch erzwungen, dal das erste Ele-
ment von L& immer 1 sein muR. Ferner gilt

VL, = L; 'By,.
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Da V eine Diagonalmatrix ist und die erste Spalte von L. aus Einsen besteht,
enthalt die erste Spalte von VL. die Klassenwahrscheinlichkeiten v, . . . v,
Falls man auf diese Weise V bestimmt hat, ergibt sich schlieBlich L; aus

L, = VT'L;'By,.

Liegen mehr als (g-1) + (g-1) + 1 = 2g-1 Items vor und bezeichnet r die
Menge dieser zusatzlichen Items, so kann man die nicht notwendig quadrati-
sche Matrix Py, aufstellen, die die manifesten zweidimensionalen Randwahr-
scheinlichkeiten p; enthalt, wobei i zu h und j zu r gehort. Die fehlenden
latenten Parameter ergeben sich dann aus

L = VL 'Py..

Es ergeben sich vier Bedingungen, die erfullt sein missen, damit ein latentes
Klassenmodell mit g Klassen bei n Items mit Hilfe der Basismethode eindeutig
gelést werden kann (Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 56):

(1) Es muB n = 2g-1 gelten.

(2) Alle Klassen mussen nichtleer sein.

(3) Es gibt mindestens ein Item, das unterschiedliche latente Wahrscheinlich-
keiten hat. Dieses wird als Schichtungsitem verwendet.

(4) Es gibt zwei disjunkte Teilmengen der Items aus jeweils g-1 Elementen,
die das Schichtungsitem nicht enthalten. Diese Mengen sind so geartet, dal}
die Matrizen L, und L, Inverse haben.

Praktische Kritikpunkte an der Basismethode bestehen darin, dall sie wesent-
lich von der Auswahl der 2g-1 Items und deren Zerlegung in drei disjunkte
Teilmengen abhangt. Dieses fuhrt zu einer Abhéngigkeit von der Anordnung
der Items. Weiterhin ist nicht garantiert, dal} die Lésungen reelle Zahlen zwi-
schen 0 und 1 sind.

Eine Erweiterung des obigen Ansatzes beruht auf der Verwendung der soge-
nannten ansteigenden Matrizen (ascending matrices) (Lazarsfeld & Henry,
1968, S. 60-62), die nicht von den Items sondern von den Antwortmustern
her definiert werden. Dabei werden Randverteilungen hoherer Ordnung mit
einbezogen und weniger manifeste Variablen benétigt (Madansky, 1960).

Von Gibson (1955) wurde eine zusammengesetzte Schichtungsvariable vorge-
schlagen. Dieses bedeutet, dall in der Diagonalen der Matrix D, nicht mehr die
latenten Wahrscheinlichkeiten eines einzelnen Items sondern gewichtete oder
ungewichtete Summen der latenten Wahrscheinlichkeiten von mehreren
Schichtungsvariablen stehen. Damit sollen die Ldsungen der Determinanten-
gleichung besser getrennt werden koénnen.

Einen alternativen Ansatz bei Vorliegen von zwei manifesten Variablen, der
auf der sogenannten singular value decomposition einer Matrix beruht, geben



Latente Strukturanalyse 367

Good (1969) und Gilula (1979) an. Speziell leitet Gilula (1979) notwendige und
hinreichende Bedingungen fir die Existenz von dichotomen latenten Varia-
blen, eine Technik zur Identifikation der Verteilungen dieser Variablen sowie
die bedingten Verteilungen der manifesten Variablen bei gegebenen latenten
Variablen her.

Die Probleme, die auftreten, falls man die urspriinglichen Items informations-
maRig aquivalenten Transformationen unterwirft und dann latente Klassenmo-
delle anpaft, diskutieren Batchelder & Narens (1977). Eine Spezifikation des
latenten Klassenmodells zum Zwecke der Itemanalyse bei Leistungstests be-
trachtet Wilcox (1979a, 1979b).

4.6 Latentes Polynommodell

Man geht von einer stetigen latenten Variablen Y aus, die Uber einem gewissen
Intervall definiert ist, und nimmt an, dal} ein Individuum mit dem Wert y der
latenten Variablen bei Item i die Reaktion x; = 1 mit der Wahrscheinlichkeit

fl(l |y) = Qg + aliy -+ A y2+ T A yr

zeigt. Der Grad r des Polynoms, durch das die Spurfunktion beschrieben
wird, soll bekannt sein in der gleichen Weise wie die Anzahl der Klassen im
latenten Klassenmodell. Die Wahl dieses Grades wird zweckmaliigerweise so
getroffen, dall die Anpassungsglite des Modells an die Daten hinreichend gut
ist. Die latente Verteilung g wird oft als Beta-Dichte angenommen. Dieses
Polynommodell (latent polynomial model) wird ausfuhrlich in Lazarsfeld &
Henry (1968, S. 197-217) behandelt.

Auf den ersten Blick erscheint es sinnlos, Spurfunktionen als Polynome zu
wahlen, weil die bedingten Wahrscheinlichkeiten fi(l | y) Zahlen zwischen 0
und 1 sein mussen. Dieses ist sicher nicht erfullt, falls man Polynome betrach-
tet, die Uber der ganzen reellen Achse definiert sind. Deshalb nimmt man an,
dal} die latente Variable y nur Uber einem gewissen Intervall o <y < 3 absolut
stetig verteilt ist, d.h. dort eine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt, und dal} die
fi(1 l y) Zahlen zwischen 0 und 1 sind fur y aus diesem Intervall. Dieses fuhrt
zu gewissen Restriktionen fur die Polynome, d.h. zu Restriktionen fur die
Polynomkoeffizienten. Die letzteren werden gelegentlich, um die Darstellun-
gen zu erleichtern, als von Null verschieden angenommen. Dieses ist aber
keine notwendige Voraussetzung.

Die Vorteile des Polynommodells bestehen darin, dal man durch Polynome
viele stetige Spurfunktionen approximieren kann und daR die manifesten
Wahrscheinlichkeiten nur von den Momenten der latenten Verteilung ab-
hangen.



368 Joachim Krauth

Eine Auflésung der Berechnungsgleichungen ergibt sich wieder Uber eine Ma-
trixdarstellung. Die Basismatrix B;, der manifesten Wahrscheinlichkeiten wird
wieder als Produkt dreier Matrizen dargestellt:

B, = AIMA.,.

Hier sind A, und A, Matrizen der jeweiligen Polynomkoeffizienten und M ist
eine Momentenmatrix. Die Auflésung wird dadurch erschwert, dal? die Matrix
D, fur die Schichtungsvariable keine Diagonalmatrix mehr ist sondern eine
Semi-Diagonalmatrix, in der neben der Hauptdiagonalen auch Nachbardiago-
nalen besetzt sind.

Speziell sind lineare und quadratische Spurfunktionen untersucht worden,
weil sowohl die Lésungsmethoden als auch die Interpretationsmdoglichkeiten
hier am einfachsten sind. Darstellungen hierfur findet man bei Lazarsfeld &
Henry (1968, S. 206-211) und speziell fur lineare Spurfunktionen bei Torger-
son (1958, S. 367-374).

4.7 Lokaisiertes Klassenmodell

Man geht wieder von polynomialen Spurfunktionen aus, nimmt man aber an,
dal? die latente Verteilung g eine diskrete Verteilung mit einer endlichen An-
zahl von Stutzstellen ist. Es liegt also ein latentes Kontinuum vor, auf dem die
Klassen an gewissen Punkten lokalisiert sind (located class model). Falls die
Anzahl der Stutzstellen hochstens gleich r-1 ist (r = Grad der Polynome), so
ergibt sich wieder das latente Klassenmodell. Im anderen Fall bestehen Ein-
schrankungen fur die Werte der Spurfunktionen. Dieses Modell wird in La-
zarsfeld & Henry (1968, S. 148-156) behandelt.

Die Annahme diskreter Klassen und einer stetigen Skala mag widersprichlich
erscheinen. Jedoch kann es einerseits sein, dal diskrete angeordnete Klassen
existieren, Uber deren Abstand man Genaueres wissen mdchte. Die andere
Interpretation ware, dal? die Klassenstruktur eine Approximation an eine steti-
ge Skala ist.

Ebenso wie im Polynommodell sind auch im lokalisierten Klassenmodell ins-
besondere die linearen (Lazarsfeld & Henry 1968, S. 149-153) und quadrati-
schen (Lazarsfeld & Henry 1968, S. 153-156) Spurfunktionen untersucht
worden.
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4.8 Latentes Inhaltsmodell

In diesem Modell verwendet man anstelle der Polynome die Funktionen
f(1]y) = a + biyd;

und nimmt fur die latente Dichte g eine Gleichverteilung Uber dem Intervall
(0,) an. Eine Darstellung des latenten Inhaltsmodells (latent content model)
wird gegeben in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 160-181). Ausfuhrlicher ist
Somers (1961).

Im latenten Inhaltsmodell wird angenommen, daR die latente Variable Y nur
Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Damit auch die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten f;(1 | y) zwischen 0 und 1 liegen, mussen die Koeffizienten a;,
b; und d; folgenden Restriktionen unterliegen:

d=0,0<a<1,0<a+b<1.
Aullerdem ist es zweckméalig
b; >0

zu fordern, damit mit Wachsendern y die Wahrscheinlichkeit fUr die positive
Beantwortung eines Items wachst. Diese Wachstumsrate kann von Item zu
Item in Abhangigkeit von d; unterschiedlich sein.

Das latente Inhaltsmodell geht von einer stetigen latenten Variablen aus, und
man kann deshalb annehmen, dal} sich Datensatze, fur die dieses Modell geeig-
net ist, wesentlich von Datensatzen unterscheiden, fur die das latente Klassen-
modell anzuwenden ist. Die Ldsung der Berechnungsgleichungen erfordert fur
dieses Modell allerdings einige neue Uberlegungen. Hierbei gibt es Probleme
mit nicht eindeutigen Ldsungen.

Wegen der auftretenden Schwierigkeiten wurden einige Spezialfélle genauer
untersucht: 1. Der Fall gleicher Krimmungen, d.h. gleicher Werte d;; 2. der
Fall, daR die Spurfunktionen aller Items in Null beginnen, d.h. alle Werte a;
sind gleich Null; 3. der Fall von symmetrischen Spurfunktionen (vgl. Lazars-
feld & Henry 1968, S. 191-194).

Als Alternative zu der stetigen Gleichverteilung der latenten Variablen wird in
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 195-196) auch die Betaverteilung betrachtet.
Damit soll eine starkere Gewichtung fur einen Punkt der Skala (Modalwert der
Betaverteilung) erreicht werden.



370 Joachim Krauth

49 Latentes Distanzmodell

Im latenten Distanzmodell (latent distance model) wird ahnlich wie im lokali-
sierten Klassenmodell versucht, eine gewisse Anordnung der Klassen zu be-
rlcksichtigen. Es handelt sich um eine probabilistische Version der sogenann-
ten Guttman-Skalierung. In Torgerson (1958, S. 374) wird darauf hingewie-
sen, dal auch jedes andere Modell mit monotonen Spurfunktionen und hinrei-
chend gut diskriminierenden Items als Analogon zur Guttman-Skalierung die-
nen kann. In dem deterministischen Modell von Guttman wird angenommen,
dal? falls ein Individuum ein Item i richtig beantwortet und das néchstschwere-
re Item i+l falsch beantwortet, es alle Items, die leichter als i sind, richtig
beantwortet und alle Items, die schwerer als i+1 sind, falsch beantwortet.

Die latente Variable Y sei stetig verteilt und

f;(1 'y) =a fliry = ¢, fi(1 |y) =b; firy > ¢,
wobei gilt
<y < ... <cy ;< b

Das so definierte latente Distanzmodell ist ein eingeschranktes latentes Klas-
senmodell. Ein Proband wird fir einen sehr niedrigen Wert von y alle Items
mit hoher Wahrscheinlichkeit falsch beantworten. Fir Werte y mit ¢; <y =< ¢,
wird er Item 1 mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig und die anderen Items
falsch beantworten, usw. Im deterministischen Grenzfall mit a; = 0, b; = 1
ergibt sich das Guttman-Modell.

In Lazarsfeld & Henry (1968, S. 140-142) und in Hays & Borgatta (1954)
wird auch der Spezialfall mit der Restriktion a; = 1 - b; ndher untersucht. Das
latente Distanzmodell wird allgemein in Lazarsfeld & Henry (1968, S.
123-148), in Hays & Borgatta (1954), in Torgerson (1958, S. 374-385) und
Proctor (1970) diskutiert.

4.10 Testtheoretisches Modell

Es sei Y eine stetige latente Variable und fi(1 | y) die Dichte einer N(a;b%)-
Verteilung. Man nimmt an, dal Y gemdal N(0,1) verteilt ist. Eine andere
Formulierung des Modells geht von einer Darstellung (Anderson, 1959)

Z=c¢cY+a+U

aus, wobei Z, ¢, a und U Vektoren der Dimension n sind, U; normalverteilt
mit der Varianz b und Y gemaB N(0,1) verteilt ist. Dieses ist ein Faktoranaly-
semodell mit einem gemeinsamen Faktor. Dieses Modell wird in der psycholo-
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gischen Testtheorie verwendet, wobei ein Alternativmodell anstelle der Nor-
malverteilung die logistische Verteilung verwendet.

Diskutiert werden die testtheoretischen Modelle, darunter auch das Rasch-
Modell, von Lazarsfeld & Henry (1968, S. 217-225). Eine Gegenuberstellung
von latenter Strukturanalyse und Testtheorie findet man bei Lazarsfeld (1959,
1960).

Waéhrend man das testtheoretische Modell in der obigen Form in die latente
Strukturanalyse einbetten kann, werden in der Testtheorie gewisse Modifika-
tionen des Modells vorgenommen, um es den dort gestellten Anforderungen
besser anzupassen. So bemerken Lord & Novick (1968, S. 358-394) in ihrem
Vergleich mit den latenten Strukturmodellen, dafl anders als in der latenten
Strukturanalyse in der Testtheorie nicht alle Antwortmuster sondern nur ge-
wisse Statistiken dieser Muster, die die fur testtheoretische Fragestellungen
wichtigen Informationen enthalten, betrachtet werden. So wird z.B. anstelle
des Vektors der Einzelantworten nur die Statistik ,Anzahl der richtigen Ant-
worten‘ verwendet, die unter gewissen Voraussetzungen suffizient ist, d.h. die
gesamte relevante Information enthalt.

Eine Anwendung der latenten Strukturanalyse in der Testtheorie gibt Mere-
dith (1965) aufbauend auf McDonald (1962). In der Arbeit wird unter anderem
die empirische Bestimmung von Spurfunktionen und die Schatzung der Item-
reliabilitdten diskutiert.

In Torgerson (1958, S. 385-395) wird das testtheoretische Modell auf der
Basis von Lord (1953) und Tucker (1952) diskutiert. Dabei ergeben sich das
Normal-Ogiven-Modell von Tucker (1952) und das Intelligenzskalenmodell
von Thurstone (1925) als Spezialfdlle eines allgemeinen Normal-Ogiven-Mo-
dells.

411 Latentes Profilmodell

Im latenten Profilmodell (latent profile model) geht man von q latenten Klas-
sen, d.h. q diskreten Werten der latenten Variablen Y aus, nimmt aber an, daf

die manifesten Variablen X, . .. Xstetig verteilt sind. FUr die bedingten Ver-
teilungen der X;werden keine speziellen Annahmen gemacht, aber gefordert,
daR einige der bedingten Momente, z.B. E[Xi|y;] far i=1,...,n, j=1,...,q,

eindeutig spezifiziert sind. Fur jede manifeste Variable erhadlt man auf diese
Weise einen Vektor der bedingten Erwartungswerte bei festen Klassen

(E[X: | y1]s- - B | voD)s

der als latentes Profil bezeichnet wird. Damit eine Struktur identifizierbar ist,
mufl man aus der als bekannt vorausgesetzten gemeinsamen Verteilung der
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(1))(1,. . X, das Profil, den Vektor der bedingten Varianzen und die durch
v v® gegebene latente Verteilung bestimmen.

Die latente Profilanalyse ergibt fur jedes Item ein Profil, d.h. gibt fur jedes
Item an, welchen Erwartungswert es in jeder der latenten Klassen hat. Man
wendet zur Losung der Berechnungsgleichungen die Basismethode auf die
standardisierten manifesten Variablen an und erhalt deshalb als Lésung nicht
das latente Profil sondern das standardisierte latente Profil. Durch Multiplika-
tion mit der Standardabweichung und Addition des Erwartungswertes flr das
jeweilige Item ergibt sich aber sofort das nichtstandardisierte latente Profil.

Das latente Profilmodell wird besprochen bei Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 228-239) und Fielding (1977). In Gibson (1959) erfolgt die Verallgemeine-
rung der latenten Klassenanalyse zur latenten Profilanalyse, um Beziehungen
zwischen quantitativen Variablen zu untersuchen. McDonald (1962) unter-
sucht den Zusammenhang mit dem latenten Klassenmodell. In Takane (1976)
werden fur die bedingten Verteilungen der manifesten Variablen bei festen
latenten Klassen speziell Normalverteilungen angenommen. Eine Verallgemei-
nerung des latenten Profilmodells derart, dall nicht nur die manifesten sondern
auch die latenten Variablen stetig verteilt sind, wird in Lazarsfeld & Henry
(1968, S. 239-244) versucht.

4.12 Andere Modelle

Eine naheliegende Verallgemeinerung des latenten Klassenmodells mit dicho-
tomen Items ist die Erweiterung auf polytome Items. Man vergleiche hierzu
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 226-228) und Formann (1978b). In diese Rich-
tung gehoren auch die Ansatze, die die latente Klassenanalyse in die Theorie
der multivariaten Kontingenztafeln einbetten. Beispiele dafir sind die Arbei-
ten von Goodman (1974a, 1974b, 1978) und Haberman (1974, 1977). In
Goodman (1974b) ist vor allem der Ansatz der Pfaddiagrammanalyse bemer-
kenswert, wahrend die anderen Artikel die Theorie der loglinearen Modelle
verwenden.

Eine andere Erweiterung der Theorie betrifft den Einsatz von latenten Klas-
senmodellen bei der Analyse von Verlaufen, d.h. in MeRwiederholungsplé-
nen. Hier wurde ein latentes Markov-Ketten-Modell in Lazarsfeld & Henry
(1968, S. 252-263) betrachtet. Man nimmt dabei an, daR die Population zu
jedem Zeitpunkt in latente Klassen zerfallt und dal} die Antwortwahrschein-
lichkeiten nur durch diese Klassen bestimmt werden. Zusatzlich sollen sich die
Individuen entsprechend einer homogenen Markovkette von Klasse zu Klasse
bewegen konnen. Bei g latenten Klassen flhrt dieses zu einer (gxq)-Matrix
der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Ein &hnliches, wenn auch nicht identi-
sches Modell schlug Coleman (1964) vor. Einen weiteren Ansatz zu einer
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latenten Markov-Ketten-Analyse mit einer Anwendung auf das Gefangenen-
Dilemma entwickelt van der Sanden (1978).

5. Statistische Fragestellungen

5.1 Parameterschétzung
5.1.1 Einfuhrung

Der urspringliche Ansatz der latenten Strukturanalyse war algebraischer und
nicht statistischer Natur. Man ging davon aus, dal? die gemeinsame Verteilung
h(xt - - - Xn) der manifesten Variablen bekannt ist und dall das speziell betrach-
tete Modell die tatséchliche latente Struktur richtig wiedergibt. Das Problem
der Bestimmung der latenten Parameter bestand somit vor allem darin, Bedin-
gungen anzugeben und Gleichungen auszuwéhlen, die eine ldentifikation der
Parameter ermoglichten. Bei der Anwendung der latenten Strukturanalyse
kann man jedoch weder davon ausgehen, dall man die Verteilung der manife-
sten Variablen kennt, noch daR das angenommene Modell exakt zutrifft. Die
verfigbaren Daten weichen aufgrund von MefR3- und Stichprobenfehlern von
den zu schétzenden Parametern ab und sind als Realisationen von manifesten
Zufallsvariablen anzusehen. Es besteht also das Bedurfnis nach Schéatzverfah-
ren fur die latenten Parameter, die gewissen Gutekriterien genugen.

5.1.2 Algebraische Verfahren

Bei den sogenannten algebraischen Verfahren ersetzt man die unbekannten
ein- und mehrdimensionalen manifesten Randwahrscheinlichkeiten p;, pi. Pijx
usw. durch die entsprechenden relativen Haufigkeiten und verwendet dann die
fur die Parameter entwickelten algebraischen Methoden, um die Berechnungs-
gleichungen nach den unbekannten latenten Parametern aufzultsen. Weil auf
den linken Seiten der Gleichungen jetzt nicht mehr die manifesten Randwahr-
scheinlichkeiten stehen, sondern nur deren Schétzungen, erhélt man als L6-
sungen ebenfalls nur Schatzungen der latenten Parameter.

Schwierigkeiten entstehen dadurch, dal? verschiedene Bedingungen an die ma-
nifesten Parameter gestellt werden missen, damit die algebraischen Techniken
verwendet werden kdénnen. Es handelt sich hierbei um Bedingungen, die die
Identifizierbarkeit der Parameter und die Invertierbarkeit gewisser Matrizen
sicherstellen. Eine erste Voraussetzung ist also die Wahl von Items, deren
zugehdrige Lodsungswahrscheinlichkeiten die angesprochenen Bedingungen
erfallen. Eine zweite Voraussetzung betrifft den vorgegebenen Datensatz.
Auch die vorgefundenen relativen Haufigkeiten missen die Bedingungen er-
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fullen, d.h. dirfen nicht allzuweit von den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten
abweichen. Dieses setzt im Verhdltnis zu der Anzahl der betrachteten Items
groflle Stichprobenumfange voraus. Jedoch mufZ man in jedem Falle mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit damit rechnen, dal3 die Verfahren versagen, denn
auch bei noch so grolRen Stichprobenumfangen besteht eine gewisse positive
Wahrscheinlichkeit daftir, da z.B. alle Versuchspersonen die Items in der
gleichen Weise beantworten oder sich eine sonstige ungunstige Konstellation
ergibt, die keinen RuckschluR auf die latenten Parameter zulaRt.

Eine weitere Schwierigkeit ist die Mdoglichkeit unzuldssiger Lésungen. Die
Verfahren lassen ndmlich durchaus zu, dal man negative oder Eins Uberstei-
gende Schatzungen fur die latenten Wahrscheinlichkeiten erhalt. Selbst nicht-
reelle Zahlen sind u.U. als Lésungen mdoglich.

Schlief3lich kann man nicht unbedingt damit rechnen, eindeutige Lésungen zu
erhalten. Je nachdem, welche Gleichungen oder welche Schichtungsvariablen
man auswahlt, kann man unterschiedliche Ldsungen erhalten. Man benétigt
deshalb zusatzliche Selektionskriterien. Solche Kriterien werden diskutiert in
Anderson (1959) und darauf basierend in Fielding (1977). So erfordert die
Basislosung die Inversion von Matrizen, deren Determinanten demnach von
Null verschieden sein mussen. Es scheint deshalb naheliegend zu sein, bei der
Basismethode die Itemmenge so in die drei Teilmengen von manifesten Varia-
blen zu unterteilen, daR die Determinanten groR werden. Dieses Vorgehen
scheinen Simulationsstudien zu bestatigen. Ein Vorschlag ist, diejenigen M
derartigen Zerlegungen auszuwaéhlen, die die grofiten Werte der Determinan-
ten liefern. FUr jede der M Zerlegungen ist dann das Gleichungssystem zu
16sen, wobei nichtzuléssige L&sungen ausgeschieden werden. SchlieBlich mit-
telt man Uber alle zuldssigen Ldsungen.

Ein Alternativvorschlag besagt, dall man fur jede Ldsung ein MaR fur die
Anpassungsgute des Modells bestimmt und dann die Lésung mit der besten
Anpassung aussucht. Dazu vergleicht man etwa die beobachteten Haufigkei-
ten mit den aufgrund der Parameterschétzungen durch das Modell vorherge-
sagten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines Chiquadratkriteriums. Die L6-
sung mit dem Kkleinsten Chiquadratwert wird dann ausgewahlt. Einen solchen
Ansatz findet man bei Lazarsfeld & Henry (1968, S. 98).

Die sich bei den algebraischen Verfahren ergebenden Punktschatzungen sind
konsistent. Dieses bedeutet, da® man durch gentigend grofe Wahl des Stich-
probenumfanges immer erreichen kann, da die Wahrscheinlichkeit dafir, dald
sich Schatzung und zu schatzender Parameter um mehr als eine vorgegebene
Differenz (absolut genommen) unterscheiden, kleiner als eine vorgegebene
Wahrscheinlichkeit ist. Auch bei einer konsistenten Schatzung kann es also mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorkommen, da sich Parameter und Schét-
zung auch bei groflem Stichprobenumfang stark unterscheiden. Jedoch ist
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diese Wahrscheinlichkeit bei konsistenten Punktschatzungen klein. In diesem
Sinne sind relative Haufigkeiten konsistente Punktschatzungen fur Wahr-
scheinlichkeiten. Sofern die Schatzungen fir die latenten Parameter stetige
Funktionen der relativen Haufigkeiten sind, erhalt man auch konsistente
Schatzungen fur die latenten Parameter. AulRerdem sind diese Schétzungen
asymptotisch normalverteilte Zufallsvariablen. FUr die latente Klassenanalyse
findet man eine Herleitung von T. W. Anderson in Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 273-287).

Das bisher angesprochene algebraische Verfahren verwendet nur die Schatzun-
gen der manifesten Randwahrscheinlichkeiten p;, p; und pjy, d.h. nur die
ersten drei Momente, und wurde urspringlich von Lazarsfeld & Dudman
(1951) vorgeschlagen und von Anderson (1954, 1959) erweitert. Es beruht im
Wesentlichen auf der Bestimmung der Nullstellen einer Determinantenglei-
chung. Mehr Information nutzt ein Ansatz von Gibson (1955) aus. Eine Ver-
allgemeinerung durch Mitverwendung von hdheren Momenten stammt von
Madansky (1958, 1960). In Gibson (1962a) wird angegeben, wie die latenten
Parameter von Items zu schétzen sind, die nachtraglich hinzugenommen wur-
den und bei denen man dieselbe latente Struktur unterstellen kann.

5.1.3 Faktorisierungsmethoden

Von Gibson (1951, 1956) wurde ein Ansatz vorgeschlagen, der nur die Berech-
nungsgleichungen fur die Randwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Ordnung be-
rlcksichtigt und das Gleichungssystem durch Faktorisierung einer Matrix ana-
log zu den Verfahren der Faktoranalyse zu lésen versucht. Eine kurze Darstel-
lung gibt Anderson (1959). Ein Vorteil dieses Verfahrens ist darin zu sehen,
dal? es keine Auswahl von Berechnungsgleichungen voraussetzt wie im Falle
der algebraischen Methoden. Dafiir kommt eine Nichteindeutigkeit der L6-
sungen dadurch zustande, dalR das Ergebnis einer solchen Faktorisierung nur
bis auf orthogonale Rotationen eindeutig bestimmt ist. Hier liegt es nahe, die
Berechnungsgleichungen hoherer als 2. Ordnung mit heranzuziehen, um eine
eindeutige Ldsung zu erhalten. Ein Algorithmus hierfir wurde von Green
(1970) fur die latente Klassenanalyse vorgeschlagen, der dann von Mardberg
(1971) und lIsaacson (1972) fur die latente Profilanalyse verwendet wurde. Der
urspringliche Ansatz von Green (1951), der auf der Berlcksichtigung der 3.
Momente beruht, wird auch von Anderson (1959) diskutiert.

5.1.4 Maximum-Likelihood-Schatzungen

Sowohl die algebraischen Methoden als auch die Faktorisierungsmethoden bei
der Schatzung der latenten Parameter verwenden ein in der Statistik unubliches
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zweistufiges Vorgehen. Zunéchst werden die manifesten Verteilungen als be-
kannt angesehen und eine algebraische Losung des Gleichungssystems fur die
latenten Parameter angestrebt. Im zweiten Schritt werden dann in die LO-
sungsgleichungen fur die latenten Parameter die beobachteten relativen Hau-
figkeiten anstelle der manifesten Wahrscheinlichkeiten eingesetzt. Dieses Ver-
fahren fuhrt zwar zu konsistenten und asymptotisch normalverteilten Schat-
zungen der latenten Parameter, wird aber in der Statistik deshalb kaum ver-
wendet, weil es andere Verfahren gibt, die ebenfalls konsistente und asympto-
tisch normalverteilte Schatzungen liefern, die aber eine groRere Effizienz ha-
ben. Damit ist gemeint, dall diese Verfahren fir grofle Stichprobenumfange
Schatzungen liefern, die eine kleinere Varianz als die Schatzungen des obigen
Verfahrens haben, d.h. Schatzungen die weniger um den zu schatzenden Para-
meter streuen. Falls man Schatzungen hat, die konsistent und asymptotisch
normalverteilt sind, sowie asymptotisch die kleinstmdgliche Varianz haben, so
spricht man von BAN-Schétzern (best asymptotic normal). Derartige Schétzer
liefert unter bestimmten Voraussetzungen die Maximum-Likelihood-Metho-
de. Diese geht von einem bekannten Verteilungstyp fur die manifesten Varia-
blen aus, z.B. einer n-dimensionalen Multinomialverteilung (McHugh, 1956,
1958), und versucht Schatzungen der latenten Parameter so zu bestimmen, dal3
die Wahrscheinlichkeit daftirdal gerade die vorgefundenen relativen Haufig-
keiten auftreten, maximal wird. Man kann auch sagen, daR zwischen dem
Vektor der relativen Haufigkeiten und dem Vektor der zugehérigen Wahr-
scheinlichkeiten ein gewisser Abstand besteht und man die Schatzungen so
wahlt, daR falls man sie anstelle der Wahrscheinlichkeiten in das AbstandsmaR
einsetzt, dieser Abstand minimal wird. Bei den Maximum-Likelihood-Schét-
zungen ist der Abstand gegeben durch die ,,Unwahrscheinlichkeit mit der ein
Vektor von relativen Haufigkeiten bei einem vorgegebenen Vektor von Wahr-
scheinlichkeiten auftritt. Andere Schétzverfahren, die ebenfalls zu BAN-
Schatzern fuhren, verwenden als Abstandsmal} eine Chiquadratstatistik (Mini-
mum-Chiquadrat-Methode, modifizierte Minimum-Chiquadrat-Methode)
oder eine Informationsstatistik.

Bei der Maximum-Likelihood-Methode verfahrt man so, dal man die Likeli-
hoodfunktion, d.h. die Wahrscheinlichkeitsfunktion, in die man die vorgefun-
denen Melwerte eingesetzt hat, nach den unbekannten Parametern partiell
differenziert und die Ableitungen gleich Null setzt. Diese sogenannten Maxi-
mum-Likelihood-Gleichungen sind dann nach den Schéatzungen der gesuchten
Parameter aufzuldsen. Da eine explizite Lésung meist nicht moglich ist, ver-
wendet man Iterationsverfahren. Die Ausgangswerte liefert dabei meist eines
der oben angesprochenen Verfahren (Henry, 1966).

Ein Vorteil der Maximume-Likelihood-Methode ist sicher, dal die Willkurlich-
keit der Losung in Abhangigkeit von den ausgewéhlten Gleichungen nicht
mehr auftritt. Jedoch setzt das Verfahren die Kenntnis der latenten Verteilung
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und der Spurfunktionen voraus, was auler im Falle der latenten Klassenanaly-
se zu Schwierigkeiten fihren kann.

Fur die latente Klassenanalyse findet man die Herleitung der Schatzungen bei
McHugh (1956) mit einer Korrektur in McHugh (1958). In Formann (1978a,
1978b) wird durch eine vorausgehende Transformation der latenten Parameter
erreicht, dall diese zwischen Null und Eins liegen mussen. Die transformierten
Parameter werden dann mit der Maximum-Likelihood-Methode geschéatzt.
Man erhdlt mit diesem Verfahren zwar immer zuldssige Lésungen, jedoch im
allgemeinen keine Maximume-Likelihood-Schatzungen far die urspringlichen
Parameter (vgl. Brunk, 1958). In Goodmann (1979b) wird im Gegensatz zu
einer Behauptung von Formann (1978a) bewiesen, dal das Iterationsverfahren
von Goodman (1974a, 1974b) zu Maximum-Likelihood-Schatzungen fuhrt,
die immer innerhalb des zuléssigen Intervalls liegen.

Erweiterungen auf latente Strukturmodelle mit polytomen Items findet man
bei Goodman (1974a, 1974b) und Haberman (1974, 1977). Fur die latente
Profilanalyse unter der Annahme, dal3 die bedingten Verteilungen der manife-
sten Variablen bei gegebenen latenten Klassen Normalverteilungen sind, findet
man bei Takane (1976) Maximum-Likelihood-Schéatzer hergeleitet.

5.1.5 Aufteilungsmethoden

Von Madansky (1958, 1959) wurde ein Verfahren vorgeschlagen, das direkt die
Hauptvoraussetzung der latenten Strukturanalyse, nédmlich die lokale Unab-
héngigkeit, ausnutzt und Schatzungen der latenten Parameter danach bewer-
tet, wie gut dieses Axiom erfullt ist. Im latenten Klassenmodell ordnet man
jedes der N Individuen genau einer der g latenten Klassen zu, d.h. teilt die
Stichprobe in q Teilstichproben auf. Fur jede Teilstichprobe mufl das Axiom
der lokalen Unabhéngigkeit erfullt sein. Man kann dann fur jede Teilstichpro-
be die Teststatistik eines Chiquadrattests auf Unabhéangigkeit berechnen und
diese GrolRen Uber alle g Klassen aufsummieren (Anderson, 1959). Diese Sum-
me bildet ein MaR der bedingten Unabhangigkeit tUber alle Klassen. Eine
Schéatzprozedur besteht dann darin, unter allen moglichen Aufteilungen dieje-
nige auszuwéhlen, die den kleinsten Wert der Summenchiquadratstatistik lie-
fert. Dieses Minimum ist nicht notwendig asymptotisch chiquadratverteilt.
Die latenten Parameter werden dann durch die uUblichen in der Chiquadrat-
Statistik verwendeten Schétzwerte geschatzt.

Ein numerisch einfacheres MaRR wurde von Madansky (1958, 1959) anstelle der
Chiquadratsumme vorgeschlagen (vgl. Anderson, 1959; Fielding, 1977). Die
Minimierung dieses MaRes fuhrt zu konsistenten Schatzungen fir die latenten
Parameter, und es lassen sich auch asymptotische Varianzen dieser Schétzer
angeben.
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Da die Anzahl der méglichen Aufteilungen mit wachsenden N und g sehr
schnell anwéchst, scheint das Verfahren nur fir relativ kleine Stichprobenum-
fange und wenige latente Klassen praktikabel zu sein. In Cassady, Miller &
Dingman (1968) wird eine Version des Verfahrens betrachtet, die weniger
Rechenzeit bendétigt. Ein anderer Ansatz konnte darin bestehen, eine rechen-
technisch noch zu bewéltigende Menge von Zufallsaufteilungen zu verwenden
und eines der Kriterien in einer solchen Menge zu minimieren.

5.1.6 Andere Schatzmethoden

Andere naheliegende Schatzverfahren wurden schon im Zusammenhang mit
der Maximum-Likelihood-Methode diskutiert. Dieses waren die Chiquadrat-
Minimum-Methode, die als Abstandsmal? die Chiquadratanpassungsstatistik
verwendet (Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 99-105; van der Waerden, 1971),
ferner die modifizierte Chiquadrat-Minimum-Methode, bei der man den Nen-
ner der Anpassungsstatistik vereinfacht (van der Waerden, 1971) und die von
Madansky (1958) verwendet wurde sowie die auf der Informationsstatistik
beruhenden Schéatzer (Kuliback, 1959). Diese Verfahren fiihren ebenso wie die
Maximum-Likelihood-Methode zu BAN-Schatzern. Eine Entscheidung fur
eines der Verfahren ware demnach vor allem unter dem Gesichtspunkt des
Rechenaufwandes zu treffen. Leider flhren alle diese Verfahren zu kompli-
zierten Schétzern.

Ein iteratives Verfahren von J. E. Moyal beschreibt Anderson (1959). Man
wahlt eine beliebige Zuordnung der Individuen zu den latenten Klassen. Diese
fuhrt direkt zu Schatzungen fur die latenten Parameter durch relative Haufig-
keiten. Aufgrund dieser Schatzungen ordnet man jedes Individuum der Klasse
zu, fur die die geschatzte bedingte Wahrscheinlichkeit am gréfiten ist. Auf-
grund dieser Zuordnung erhadlt man neue Schatzungen, usw. Dieses Verfahren
ist zwar rechentechnisch einfach, fuhrt aber geméall Anderson (1959) zu nicht-
konsistenten Schatzungen.

In Takane (1972) wird das latente Klassenmodell als Spezialfall der Faktor-
analyse interpretiert und die Rekrutierungswahrscheinlichkeiten analog zu der
Schatzung der Faktorenwerte geschéatzt. Diese Schéatzungen werden mit den
direkten Schatzungen der Rekrutierungswahrscheinlichkeiten wverglichen.

5.1.7 Programme und Algorithmen

Angesichts der Probleme, die das Schatzen der latenten Parameter mit sich
bringt, ist es nicht verwunderlich, daR seit der Einfuhrung der latenten Struk-
turanalyse zahlreiche Autoren bemuiht waren, dem Anwender Algorithmen
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bzw. fertige Programme zur Verfligung zu stellen. Eine Auswahl sei hier
zitiert.

FUr die Parameterschatzung bei der latenten Klassenanalyse entwickelten La-
zarsfeld & Henry (1968, S. 74) ein Programm LASY, das auf einem algebrai-
schen Verfahren beruhte. Von Henry (1966) stammt das Programm BAN, das
unter den Namen NEWBAN gefuhrt wird und Maximum-Likelihood-Schét-
zungen liefert. Von Cassady, Miller & Dingman (1968) stammt ein Algorith-
mus, der eine Verbesserung des von Madansky (1959) vorgeschlagenen Algo-
rithmus zur Aufteilungsmethode darstellt.

FUr die latente Klassenanalyse mit polytomen Items gibt Goodman (1974a)
einen Algorithmus fir Maximum-Likelihood-Schatzungen an. Eine Verallge-
meinerung findet man bei Haberman (1977).

Far die latente Profilanalyse schlug Green (1970) einen Algorithmus basierend
auf der Faktorisierungsmethode vor. Dieser wurde in dem Programm LPA
von Mardberg (1971, 1975) und lIsaacson (1972) verwendet. Von Takane
(1976) wurde das Maximum-Likelihood-Schatzungen liefernde Programm
MAXLPM entwickelt.

5.1.8 Probleme beim Schatzen

In Fielding (1977) werden eine Reihe von Problemen diskutiert, die beim
Schatzen von latenten Parametern auftreten.

Zwei Hauptfragen sind das Vorhandensein einer nicht allzu zeitaufwendigen
Berechnungstechnik und die Konvergenz von Iterationsmethoden, falls solche
verwendet werden. Z.B. ist die Konvergenz des von Takane (1976) vorge-
schlagenen Algorithmus theoretisch noch nicht untersucht und offensichtlich
nur far geeignete Ausgangswerte gegeben. Konvergenzuntersuchungen derar-
tiger Algorithmen findet man in Haberman (1977). Nach Anderson (1959)
haben Simulationsstudien und theoretische Uberlegungen gezeigt, daR zumin-
dest bis zu Stichprobenumfédngen von 1000 sich sehr ungenaue Schatzungen
ergeben kdnnen. Auch die Faktorisierungsmethode, obwohl mehr Informa-
tion ausnutzend und in der Version von Green (1970) eine Rotation vermei-
dend, konvergiert meist sehr langsam. Auflerdem liefert sie Schatzungen mit
groflen Varianzen, d.h. ungenaue Schatzungen. Dieses kann dazu fuhren, dal3
Modelle mit ganz unterschiedlichen Parameterstrukturen zu dem gleichen Da-
tensatz passen.

Auch fur Maximum-Likelihood-Schatzungen benétigt man hinreichend grolie
Stichprobenumfange bzw. hinreichend groRe Besetzungszahlen fiur die Kon-
tingenztafeln der Antwortmuster. Lazarsfeld & Henry (1968, S. 82) berichten,
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dal? bei Simulationsstudien mit dem Programm BAN die Folge der Schéatzer
nicht immer konvergierte. Insbesondere war dieses nicht der Fall, falls die
latenten Itemparameter nahe bei 0 oder 1 lagen. Auch hier zeigten sich groRe
Varianzen der Schéatzungen.

5.2 Signifikanztests

Die meisten Signifikanztests, die in der latenten Strukturanalyse vorgeschlagen
worden sind, beziehen sich auf das Anpassungsproblem, d.h. auf die Frage,
ob das angenommene Modell mit den Daten vertraglich ist. Dieses wird gele-
gentlich reduziert auf das Problem, ob die angenommene Anzahl der latenten
Klassen ausreichend ist. Man muf sich dartber im klaren sein, dal die angege-
benen Tests immer nur Tests bezlglich der Nullhypothese sind, dafl sich die
manifesten Parameter aufgrund des Axioms der lokalen Unabhangigkeit als
Summen von Produkten der latenten Parameter darstellen lassen. Selbst wenn
diese Nullhypothese nicht verworfen werden kann, ist es moglich, dal? andere
Modelle die Daten noch besser erkldren konnten. Ein zusatzliches Kriterium
zum Verwerfen eines Modells sind sicher latente Parameter, die nicht zwischen
0 und 1 liegen.

Fur die latente Klassenanalyse schlagt McHugh (1956) einen Chiquadratanpas-
sungstest vor (vgl. auch Fielding, 1977). FUr die latente Klassenanalyse mit
polytomen Items werden in Goodman (1974b) Chiquadratanpassungstests
und in Goodman (1974a) Likelihoodquotiententests angegeben. Beide Mdg-
lichkeiten werden auch in Haberman (1977) und Formann (1978b) diskutiert.
FUr das latente Distanzmodell geben Lazarsfeld & Henry (1968, S. 148) einen
Test an. In Gibson (1962) findet man einen Chiquadratanpassungstest fur das
Problem, ob zusétzliche Items zu einem aufgrund von anderen Items aufge-
stellten Modell passen.

Fur die latente Profilanalyse gibt Takane (1976) einen Likelihoodquotienten-
test fur die Anpassungshypothese an. Darauf aufbauend wird ein Test disku-
tiert, der die Nullhypothese, daR g Klassen vorliegen, gegen die Alternativ-
hypothese testet, daR mindestens q + 1 Klassen vorliegen. Schlief3lich werden
Tests, die spezielle Hypothesen bezuglich der Parameter betreffen, diskutiert.

6. Schatzung der latenten Variablen

Als Schatzung der latenten Variablen wird von Anderson (1959) der Ruck-
schlul von dem vorgefundenen Antwortmuster eines Individuums auf seine
Position im latenten Raum, speziell etwa seine Zuordnung zu einer bestimm-
ten latenten Klasse, bezeichnet. In Torgerson (1958, S. 373) wird dieses als
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Zuordnung von Skalenwerten an die Individuen, hier speziell fur das lineare
Polynommodell, diskutiert. Fur die latente Klassenanalyse wird das Problem
in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 36-39, S. 68-70) behandelt. Spezialfalle, die
die Skalierung von Antwortmustern betreffen, diskutiert Goodman (1975,
1978, 1979a). Fur das latente Distanzmodell vergleiche man Lazarsfeld &
Henry (1968, S. 138-139) und Torgerson (1958, S. 385), fur das latente
Profilmodell Lazarsfeld & Henry (1968, S. 238-239) und Gibson (1962b), fur
das latente Klassenmodell mit polytomen Items Formann (1978b).

Die Zuweisung von Individuen zu Positionen des latenten Raumes entspricht
der Durchfihrung einer Cluster-Analyse (Fielding, 1977). In Skene (1978)
wird versucht, diesen Aspekt der latenten Strukturanalyse auch auf Probleme
der Diskriminanzanalyse anzuwenden fir den Fall von fehlenden Daten. Hin-
gegen verwendet Ikuzawa (1968) eine Diskriminanzanalyse, um Individuen im
latenten Klassenmodell zu identifizieren.

7. Vergleich mit anderen Verfahren

7.1 Vergleich mit der Faktoranayse

Seitdem die latente Strukturanalyse eingeflhrt wurde, ist sie immer wieder mit
der schon vorher existierenden in Konkurrenz stehenden Faktoranalyse vergli-
chen worden, und es ist versucht worden, die Zusammenhange zwischen die-
sen beiden Verfahren herauszuarbeiten. In Green (1952) wird darauf hingewie-
sen, dal der Hauptunterschied der beiden Verfahren zu sein scheint, daf in
der Faktoranalyse nur die Interaktionen 1. Ordnung berlcksichtigt werden, in
der latenten Strukturanalyse aber auch Interaktionen hodherer Ordnung. Je-
doch glaubt Gebert (1978) festgestellt zu haben, dal® in den Beispielen, die in
der Literatur zur latenten Klassenanalyse publiziert wurden, die Interaktionen
hoherer Ordnung alle exakt oder nahezu Null sind und dal} die latente Klas-
senanalyse anscheinend nur in solchen Féllen sinnvolle Interpretationen liefert.

Wie schon aus Green (1952) geschlossen werden kann, besteht die Mdoglich-
keit, die Faktoranalyse als Spezialfall in die latente Strukturanalyse einzubet-
ten. Ahnlich finden Lazarsfeld & Henry (1968, S. 240-244) bei der Betrach-
tung stetiger latenter Rdume eine Aquivalenz mit einem Einfaktormodell. In
Gibson (1962a) wird auf die enge Beziehung der latenten Klassenanalyse zu
dem faktoranalytischen Modell von Dwyer (1937) hingewiesen, wahrend Gib-
son (1956) die Identitdt des latenten Strukturmodells von Lazarsfeld (1950a)
und des Konzepts der Proportionalprofile in der Faktoranalyse bei Cattell
(1944) und Cattell & Cattell (1955) nachweist. Hierhin gehoért auch die Arbeit
von Gibson (1959), in der als Vorteil der latenten Klassenanalyse gegentber
der Faktoranalyse angefuhrt wird, dal man auf diese Weise die Probleme der
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Schatzung der Kommunalitaten, der Rotation und der Nichtlinearitat vermei-
den konne. Aus dieser Zeit ist auch der Vergleich der beiden Verfahren durch
Lazarsfeld (1959). Einen empirischen Vergleich fuhrten Miller, Eyman &
Dingman (1961) durch. Eine Anwendung beider Verfahren bei der Klassifika-
tion geistig zuruickgebliebener Patienten ergab eine bessere Ubereinstimmung
mit der Ublichen Typologie fur die latente Klassenanalyse.

In Fielding (1977) wird ebenfalls die Einbettung der Faktoranalyse in das
Modell der latenten Strukturanalyse diskutiert. Die Auffassung, dal es sich
um zwei verschiedene Ansatze handelt, wird mit der praktischen Anwendung
der latenten Strukturanalyse in Verbindung gebracht, bei der meist nur von
einer latenten Variablen, die zudem noch Klassiert ist, ausgegangen wird. Die-
ses fuhrt nach Mardberg (1973) dazu, dalR man von Faktoranalyse spricht,
wenn es um die Art des Zusammenhangs der manifesten Variablen geht, wéh-
rend latente Klassen eine Mdglichkeit bieten, Individuen zu Klassifizieren.

In Anderson (1959) wird ein allgemeines Skalierungsmodell aufgestellt, als
dessen Spezialfélle sich Faktoranalyse und latente Strukturanalyse ergeben.
Dal in dieser Arbeit die Faktoranalyse nicht als Spezialfall der latenten Struk-
turanalyse angesehen wird, liegt an einer eingeschrankten Definition der laten-
ten Strukturanalyse, bei der die manifesten Variablen speziell dichotom sein
mussen. Dieses ist wohl auch ein Grund daftr, daR in Takane (1972) das
latente Klassenmodell als Spezialfall der Faktoranalyse angesehen wird.

Wie in Lord & Novick (1968, S. 545) angemerkt wird, kann man bei der
Faktoranalyse die Annahme der lokalen Unabhangigkeit abschwéachen zu der
Annahme der linearen lokalen Unabhéngigkeit. Dieses bedeutet aber im Ge-
gensatz zu der Meinung von Takane (1972) nicht eine grofRere Allgemeinheit
der faktoranalytischen Modelle, sondern ist eine Folge der Nichtbertcksichti-
gung hoherer Interaktionen in der Faktoranalyse. Wie Harper (1972) gezeigt
hat, 148t sich die lokale Unabhangigkeit im latenten Klassenmodell dadurch
abschwéchen, dall man paarweise Abhangigkeit von Items zuléfit.

7.2 Vergleich mit der Guttman-Skalierung

Die ersten Arbeiten von Lazarsfeld (1950a, 1950b) erschienen in enger Nach-
barschaft mit Arbeiten zu Skalierungsverfahren, insbesondere der Guttman-
Skalierung. Schon McCarthy (1951) erkannte, dal? man die Guttman-Skalie-
rung als deterministischen Grenzfall der latenten Klassenanalyse ansehen
kann. In Hays & Borgatta (1954) wird dann die latente Distanzanalyse direkt
als ein probabilistisches Modell fur die nichtperfekte Guttman-Skala verwen-
det. Die Notwendigkeit fur ein solches Modell wird in den Schwierigkeiten
gesehen, die nichtperfekte Skalen bei Anwendung der Guttmantheorie ma-
chen.



Latente Strukturanalyse 383

8. Anwendungen

Die latente Strukturanalyse ist auf die unterschiedlichsten Fragestellungen an-
gewandt worden. Eine Auswahl sei hier aufgefihrt.

Die latente Klassenanalyse wurde von Gill (1976) zur Klassifikation von Seh-
behinderten, von Wiggins (1973) zur Analyse von Wahleinstellungen und Ver-
haltensénderungen, von Kadushin (1966) zur Bildung von unterschiedlich mo-
tivierten Gruppen, die eine Psychotherapie winschten (vgl. auch Lazarsfeld &
Henry, 1968, S. 88-92), sowie von Lazarsfeld (1950b) zur Untersuchung der
Einstellung eingezogener Rekruten (vgl. auch Lazarsfeld & Henry, 1968,
S. 106-111) verwendet. In McHugh (1956) wird eine auf Schumacher, Max-
son & Martinek zurickgehende Untersuchung Uber kreative Fahigkeit bei
Maschinenkonstruktionen und in Gibson (1951) das Problem von Hérfunk-
Programm-Préaferenzen (vgl. auch Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 113-120)
mit Hilfe des latenten Klassenmodells analysiert. In Miller, Sabagh & Ding-
man (1962) wird dieses Modell im Rahmen der medizinischen Diagnostik zur
Klassifikation auf der Basis unterschiedlicher Mortalitdt verwendet, wahrend
Miller, Eyman & Dingman (1961) es zur Klassifikation von geistig zurickge-
bliebenen Patienten benutzen. SchlieBlich versucht Baker (1962) mit Hilfe des
Modells das Bibliotheksproblem zu l6sen, insbesondere die Klassifikation von
Dokumenten, und Green, Carmone & Wachspress (1976) verwenden es, um
Kundenverhalten bezlglich eines neu eingerichteten Fernsprechdienstes zu
untersuchen.

Das erweiterte latente Klassenmodell mit polytomen Items benutzt Hutchin-
son (1977) fiir Riickschliisse auf die latente Unfallgeschwindigkeit bei Ver-
kehrsunféallen und Formann (1978b) zur Bildung von Klassen von Suizidenten
unter Verwendung einer Untersuchung von Bayreuther.

Die latente Profilanalyse wird von Magnusson & Ekehammer (1975) zur Ana-
lyse von Angstprofilen, von Goddard (1971) zur Untersuchung des Kontakt-
verhaltens von Firmenpersonal und von Mardberg (1972, 1973) zur Selektion
und Kilassifikation von Personal in der Industriepsychologie verwandt. Von
Jonassen erhobenes Material Uber Charakteristiken von Gemeinden wird in
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 233-235) analysiert.

Das latente Distanzmodell verwenden Stouffer & Toby (1951), um Rollenkon-
flikte zu analysieren (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 142-148), wéahrend
das latente Inhaltsmodell von Somers (1961) bei der Messung sozialer Rigiditat
verwendet wird (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 185-191). In Katz &
Procter (1959) werden Soziogramme von Schulkindern mit Hilfe eines Mar-
kovkettenansatzes analysiert. Eine Reanalyse dieser Daten mit Hilfe des laten-
ten Markovkettenmodells fuhren Lazarsfeld & Henry (1968, S. 258-263)
durch. Ein solches Modell wendet van der Sanden (1978) auf Spiele des Gefan-
genen-Dilemma-Typs an.
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7. Kapitel
Clusteranalyse
Hartmut-A. Oldenburger

1. Zur Entwicklung der Literatur
(Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit)

Clusteranalytische Verfahren konstruieren Gruppierungen von Objekten auf-
grund ihrer ,Ahnlichkeit.

Obwohl Methoden zur Realisierung dieses Ziels schon um 1935 (Tryon, 1939)
vorgeschlagen wurden, fanden sie (im Vergleich zur weit verbreiteten Anwen-
dung der Faktorenanalyse) wenig Beachtung. Erst die Veroffentlichung der
inzwischen klassischen Monographie von Sokal und Sneath (1963) und gleich-
zeitig die groRere Verfugbarkeit leistungsfahiger Rechenanlagen gaben die An-
stoRe zur breiteren Methodenentwicklung und expandierendem Einsatz clu-
steranalytischer Verfahren zunachst in der systematischen Biologie (Taxono-
mie), spater auch in anderen empirischen Wissenschaften.

Fur die Psychologie hat der Aufsatz ,Hierarchical Clustering Schemes' von
Stephen C. Johnson (1967) den entscheidenden Impuls zur methodologischen
Diskussion und Anwendung von Clusteranalysen gegeben (Blashfield, 1980).
Sie treten nun héufig an die Stelle von Faktorenanalysen, die in der For-
schungspraxis sehr oft - inkorrekterweise - zur Generierung von Variablen-
gruppierungen eingesetzt worden sind. (Die Angemessenheit dieser Vorge-
hensweise insbesondere fir die Skalenkonstruktion mit Hilfe von Tests disku-
tiert Revelle (1978, 1979); ein vergleichendes Beispiel fur die WISC-R gibt
Silverstein, 1980.)

Inzwischen kann die Entwicklung des Umfangs der Literatur als explosionsar-
tig bezeichnet werden: Wahrend in anderen Bereichen die Verdoppelungszeit
der Publikationszahlen bei zwélf bis funfzehn Jahren angesetzt werden kann,
liegt sie fur die clusteranalytische Literatur z.Zt. bei drei bis vier Jahren
(Blashfield/Aldenderfer, 1978). Dieser Sachverhalt zeitigt unerfreuliche
Begleiterscheinungen: (a) es bilden sich Cliqguen von Anwendern der Cluster-
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analyse, die den Einsatz nur bestimmter Verfahren tradieren und (b) die Aus-
bildung gegenstandsbereichsspezifischer Jargons behindert die interdiszipling-
re Kommunikation (Soweit die Ergebnisse einer Benutzerbefragung und einer
Analyse des ,Science Citation Index’ von Blashfield und Aldenderfer, 1978.).

Davon scheint zumindest nach 1975 auch die methodologisch orientierte clu-
steranalytische Literatur betroffen zu sein. Wéhrend die wichtigen Lehrblcher
und Monographien von Anderberg (1973), Bock (1974), Duran/Odell (1974),
Hartigan (1975J)adine/Sibson (1971), Sneath/Sokal (1973) und Voge (1975)
zumindest in ihren bibliographischen Teilen die verfligbare Literatur umfas-
send aufzuarbeiten versuchten, erscheinen nach 1975 geh&uft in die Verfahren
einflhrende Artikel (z.B. Kopp 1978a, b, c) und elementare Lehrblicher, die
die Fortentwicklungen der clusteranalytischen Methoden und Uberpriifungs-
ansdtze nahezu unberiicksichtigt lassen (vgl. dazu Steinhausen/Langer, 1977,
Opitz 1980). 1980 allerdings wurde der beachtenswerte Studientext ,Cluster-
analysen' von Thomas Eckes und Helmut RoRbach publiziert. Dieser schlieft
die bestehende Liicke, indem er die wichtigsten methodologischen Ansitze des
Gebiets aufarbeitet. Er mufite deshalb auf Intention, Planung und Gestaltung
dieser Arbeit EinfluR haben. Der vorliegende Artikel erhebt danach keinerlei
monographischen Anspruch, er soll stattdessen

(a) eine gestraffte Ubersicht der wesentlichsten clusteranalytischen Problem-
stellungen und Verfahren (mit den zugehérigen Referenzen), sowie

(b) Ergénzungen und Hinweise zu methodologischen Weiterentwicklungen
von Ansétzen und grundlegenden Innovationen geben.

Auf eine ausfuhrliche Darstellung der mathematischen Grundlagen und der
Vorgehensweise (an Beispielen und Veranschaulichungen) wird im allgemei-
nen verzichtet werden. (Siehe dazu Eckes/RofRbach, 1980. - Auch die kombi-
natorischen Ausdricke zur Angabe der Anzahlen mdglicher Lésungen von
clusteranalytischen Problemstellungen werden nicht mitgeteilt. Diese fiihren
zumeist lediglich zu der Aussage, das gestellte Problem sei wegen der immen-
sen Anzahl der Mdglichkeiten nicht exakt I6sbar (siehe dazu Duran/Odell,
1974 und verschiedene Passagen in Bock, 1974 und Flachsmeyer, 1972); die
Existenz von ,backtracking-‘ und ,branch and bound-‘ Verfahren aber belegt
die Vordergrindigkeit dieses Arguments.)

Einerseits soll also dem unbelasteten Leser zum Einstieg eine Strukturierung
des Bereichs gegeben werden (advanced organizer), andererseits soll der
kenntnisreichere Leser Hinweise auf und Anst6Re zu Weiterentwicklungen
erhalten.
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2. Zur Datenerhebung und Datenstruktur

Dieses Kapitel setzt sich nicht mit genuin clusteranalytischen Fragestellungen

- auseinander. Vor der Darstellung der Verfahrensklassen (in Kapitel 3) erfolgt
zunéchst eine ordnende Charakterisierung des Datenmaterials und seiner Er-
hebung. Dazu werden einige notwendige Begriffe eingefuhrt und mit Hinwei-
sen auf fir die Psychologie kritische (Interpretations-)Probleme verknupft.

Technisch gesehen liegen am Ausgangspunkt einer clusteranalytischen Frage-
stellung Daten gewdhnlich in (mindestens) einem der folgenden Modi vor:

(a) als n x m - Matrix [x;]; durch die Eintragungen/Zellen dieser Matrix wird

jeder Beobachtungswiederholung i eine Auspragung eines Merkmals j (nu-
merisch oder nichtnumerisch) zugeordnet. (Beispiele fiir Beobachtungs-
wiederholungen sind Gegenstande, Personen, Situationen etc.; Beispiele
fur Merkmale sind Attribute, nominale Klassen, Variablen etc.)
(Speziell im Fall numerisch interpretierter Auspragungen der Merkmale
kénnen die Beobachtungswiederholungen statistisch als Realisationen von
Zufallsvariablen angesehen oder als Punkte in einem (nicht notwendig eu-
klidischen) mehrdimensionalen Raum aufgefallt werden. Diese Sichtwei-
sen sind auch fir die andere Modalitdt, ndmlich der Merkmale, einsetzbar.)
Die Matrix [x;] wird hier haufig einfach als ,Datenmatrix’ bezeichnet.

(b) als r x r - Matrix [pg]; durch die Eintragungen dieser Matrix wird jedem
Objektpaar (o,,0,) aus einer Objektmenge O = {o04,. . . ,0,,0,. . . ,0,} eine
reelle Zahl p(oy,0") oder kurz p,, zugeordnet, die die ,Proximity’ der
beiden Objekte angibt. Der allgemeine Begriff der ,Proximity’ steht fir
mehrere Klassen von MaRen, etwa fir die ,Ahnlichkeit’ bzw. ,Unahnlich-
keit', die ,N&he' bzw. ,Entfernung (Distanz)‘, den ,Zusammenhang‘ oder
die ,Abhangigkeit', die ,Kovariation* oder ,Interaktion' von Objektpaa-
ren. (Beispiele fiur Objekte sind (Zufalls-)Variablen, Gegenstande, Lebe-
wesen, Personen, Ereignisse, Situationen, Gegenstdnde der Anschauung
oder des Denkens (Perzepte, Konzepte) etc. - Beispiele fir Proximity-
MaRe sind Distanzen, Kovarianzen, Korrelationen, MaRe erklarter Va-
rianz, Kontingenzkoeffizienten, Haufigkeiten gemeinsamen Auftretens
(insbesondere bei Ereignissen), Produktwahrscheinlichkeiten, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Verwechslungswahrscheinlichkeiten, subjektive
Ahnlichkeitsurteile etc.) Die Matrix [pg] wird hier haufig einfach als ,Pro-
ximitymatrix‘ bezeichnet.

Da clusteranalytische Verfahren Gruppierungen zusammengehdriger Objekte
zumeist auf der Basis von Proximitymatrizen generieren, ist es fir die theore-
tisch-inhaltliche Interpretation der Resultate von herausragender Bedeutung,
auf welchem Wege die Proximitymalle gewonnen wurden.
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(a) direkt: Im Rahmen z.B. einer Konkretisationserhebung kognitiver Struk-
turen werden Probanden nach ihrem subjektiven Urteil zur (paarweisen)
Ahnlichkeit oder Zusammengehorigkeit von Perzepten oder Konzepten
befragt. (Ubliche Erhebungsparadigmata: Ratio-Scaling, (vollstandiger)
Paarvergleich, Sortierverfahren etc. - In diesem Fall ist es unzureichend,
das Ergebnis der Erhebung, die Proximities, lediglich durch Repréasenta-
tionsverfahren (MDS und/oder Clusteranalyse) zu beschreiben und zu in-
terpretieren, vielmehr ist ebenso eine theoretische Bemihung um die Ex-
plikation des Urteilsprozesses als kritisches Problem anzusehen.) Theore-
tische Aspekte der Ahnlichkeitsmessung erértern Eckes/RoRbach, 1980, S.
36f..

(b) indirekt: Im Rahmen z.B. einer Fragebogenuntersuchung werden Proban-
den aufgefordert, zu verschiedenen Statements die jeweilige Auspragung
ihrer persdnlichen Zustimmung bzw. Ablehnung zu skalieren. Ergebnis
dieses Vorgehens ist eine n x m - Datenmatrix [x;] (Probanden x State-
ments). Will man eine kompakte Beschreibung der Datenstruktur z.B.
durch Gruppierung herstellen, so ist zun&achst - auf dem Begriindungs-
hintergrund der Fragestellung - die Modalitdt zu wéhlen, deren Elemente
(Personen bzw. Items) als Objekte einer Clusteranalyse dienen sollen.
Ferner ist begriindet ein geeignetes MaR zu wéahlen oder zu konstruieren,
welches die Proximity der Objekte beschreiben soll. Dieses Mal} ist fur das
Resultat des Repréasentationsverfahrens (z.B. Clusteranalyse) konstitutiv.
- Fur die theoretisch-inhaltliche Einordnung des Gesamtergebnisses ist
hervorzuheben, daR bei diesem Vorgehen die Auspragung der ,Ahnlich-
keiten bzw. ,Unéhnlichkeiten* zwischen den Objektpaaren nicht direkt
erhoben, sondern errechnet wurde. Dabei benutzt man implizit bestimmte
Variationsquellen (z.B. fur die Korrelation zwischen Items die interindivi-
duelle Varianz). Dieser Sachverhalt ist bei der Interpretation der Resultate
als kritisches Problem anzusehen. (So wére es fir das obige Beispiel fehler-
haft, die durch Verfahrenseinsatz konstruierte Gruppierung der Items als
Urteilsstruktur eines mittleren, ,idealen’ Individuums auszuzeichnen.)

Das Problem der Uberfiihrung der in der Forschungspraxis haufig vorliegen-
den Datenmatrix [x;] in eine Proximitymatrix [pg] kann nicht durch generelle
Empfehlung gelést werden. Auch innerhalb der Klassen der fur numerisch
interpretierbare, nominale und gemischte Daten angemessenen bivariaten Zu-
sammenhangs- und Entfernungsmafe, werden durch die vielféltigen Koeffi-
zienten verschiedene Aspekte der Kovariation formalisiert bzw. gemessen. Es
ist deshalb im jeweiligen empirischen Kontext zu explizieren, unter welcher
Fragestellung bzw. welchem Ziel das spezifische Proximitymal? vor dem Ein-
satz eines Reprasentationsverfahrens gewahlt wurde. Die haufig gelibte Praxis
der voraussetzungsunkritischen, automatisierten Verwendung von Standard-
maflen (z.B. Korrelationskoeffizient) ohne exploratorische Bemuhungen
(z.B. zur Kontrolle mdoglicher Artefaktquellen) ist unangemessen.
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Darstellungen der verschiedenen Zusammenhangs- und Entfernungsmaile fin-
den sich u.a. bei Anderberg (1973, S. 72ff.), Bock (1974, S. 24ff.), Sneath/
Sokal (1973, S. 114ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 51 ff.); die wohl ausfihr-
lichste Ubersicht zu symmetrischen und unsymmetrischen Kovariationsmallen
speziell fur bindre Variablen findet sich bei Kleiter/Petermann (1977, S. 43ff.).

Als spezielle ProximitymalRe sind Distanzfunktionen auch fir clusteranalyti-
sche Verfahren von besonderer Bedeutung. (Sie dienen oft als Kriterium zur
Messung der Homogenitat von Objekten innerhalb von Gruppierungen bzw.
zur Messung der Heterogenitat von Objekten, die verschiedenen Gruppierun-
gen angehoren.) Deshalb werden die Eigenschaften dieser MalRRe hier im Rah-
men einer Definition aufgefihrt:

Seien 0,,0,,0; Elemente von 0. Eine Funktion d: Ox0 — IR heif3t Distanz-
(maf}), genau dann wenn fiur alle o,,0,0; € 0 gilt:

(D.1) d(oy,01) = 0 Positivitit

(D.2) d(oy,0) = 0 < o, = 0 Identitit

(D.3) d(ok,01) = d(oy,0y) Symmetrie

(D.4) d(oy,0,) = d(oy,0)) + d(0},0,) Dreiecksungleichung

Das Paar (0,d) heift metrischer Raum; d wird auch Metrik genannt.
Gilt fur alle oy,0,,0; € 0 die folgende Verscharfung von (D.4):
(D.5) d(oy,0,) = max {d(0y,0)),d(0},0,)}

so heist d Ultrametrik. (Anschaulich besagt (D.5), daR alle Tripel von Objek-
ten gleichschenklige Dreiecke aufspannen, deren Basis kleiner ist als die gleich-
langen Schenkel.) Johnson (1967) hat auf die besondere Bedeutung der Ultra-
metrik fir einige Methoden der hierarchischen Clusteranalyse (siehe 3.3) hin-
gewiesen: Diese kdnnen als Transformationsverfahren von empirischen Un-
ahnlichkeitsmafien (Geltung von mindestens (D.1) bis (D.3)) in Ultrametriken
angesehen werden.

Da ultrametrische Distanzmalle bei Vorliegen einer Datenmatrix [x;] i. a nicht
direkt berechnet werden kdnnen, aber eine Reihe von Proximitymalen die
Distanzaxiome (D.l) bis (D.4) efillen oder metrische Aquivalente besitzen,
erscheint es sinnvoll - soweit es von der Fragestellung her angemessen ist -
zur Transformation von Datenmatrizen [x;] in Proximitymatrizen [p,] mog-
lichst Metriken zu verwenden.

Bei Vorliegen numerisch interpretierbarer Eintragungen der Datenmatrix stellt
die folgende Funktion eines der prominentesten Beispiele fir eine Metrik dar:

d(owo) = (2| xg = xy
)

r)l/r; =1
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Diese Distanzfunktion heift allgemein L,-Metrik (in der Literatur zur mehrdi-
mensionalen Skalierung: Minkowski-r-Metrik). Wird der Exponent r spezifi-
ziert, so entstehen als ausgezeichnete Félle:

- for r = 1, die City-Block-Metrik

- far r = 2, die euklidische Metrik

- for r = m, die Supremum-Metrik

(Zu weiteren Eigenschaften dieser Abstandsfunktionen siehe Eckes/Rof3bach
1980, S. 42ff. - Im origindren Zusammenhang mit der mehrdimensionalen
Skalierung stehen die Erdrterungen von Ahrens 1974, z.B. S. 190ff.) Weitere
Entfernungsmale, die z.B. auch bei Vorliegen bindrer oder nominaler Merk-
malsauspragungen eingesetzt werden kénnen, finden sich in der zu den Proxi-
mitymalen genannten Literatur.

Damit sind die wichtigsten Begriffe und Uberlegungen zur Charakterisierung
der Ausgangslage beim Einsatz clusteranalytischer Verfahren eingefihrt. Im
nachsten Kapitel wird das Vorliegen von Daten- und/oder Proximitymatrizen
vorausgesetzt.

3. Problemstellungen und Verfahren

3.1 Untermengenauswahl

Bemerkenswerterweise tritt das Problem der Selektion von Elementen aus
einer gegebenen Menge unter Optimierung eines Kriteriums in verschiedenen
methodischen und inhaltlichen Bereichen haufig auf, es wurde aber m. W. in
der clusteranalytischen Literatur bisher nicht als eigenstéandige Fragestellung
identifiziert. Deshalb seien einige Beispiele und Hinweise gegeben, die die
Problemstellung charakterisieren und umrei3en, sowie mdgliche Ldsungen an-
deuten:

(a) Aus einer Menge von Pradiktoren mit dem Umfang n soll eine k-elementi-
ge (echte) Untermenge selegiert werden, so dal eine Kriteriumsvariable
maximal pradiziert werden kann (Optimierungskriterium: z. B. adjustier-
tes R?). Dies ist das Standardproblem der multiplen Regressionsanalyse.

(b) Aus einer Menge von Variablen soll eine Untermenge vom Umfang k
ausgewahlt werden, so dal3 die Varianz aller restlichen Variablen maximal
erklart werden kann. Dieses Verfahren identifiziert die Stellvertreter eines
Variablenkollektivs; es wird Interdependenzanalyse genannt (Boyce/Farhi/
Weischedel, 1974, S. 67ff.) und kann als attraktive Alternative zur Fakto-
renanalyse angesehen werden. (Zwar entfdllt hier das Problem der Faktor-
interpretation, es wird aber ein gewisser Verlust an Varianzerklarung in
Kauf genommen.)
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Aus einer Menge von Gegenstdnden mit gegebenen Eigenschaften sollen
Repréasentanten fur die verbleibenden Objekte ausgewahlt werden. Wah-
rend die Interdependenzanalyse Merkmale (Variable) selegiert, soll nun
nach zentralen Merkmalstragern (Wechsel der Modalitat) gesucht werden.
Handelt es sich bei den Gegenstédnden z.B. um Perzepte oder Konzepte,
so ist dies die Frage nach den Prototypen (z.B. von Kategorien), auf deren
ausgezeichnete Rolle insbesondere Rasch (1975, 1978) hingewiesen hat.

Aus einer Menge von Gegenstanden mit (numerischen) Merkmalen soll
eine Untermenge selegiert werden, deren Homogenitat gegentiber dem
Rest besonders grof3 ist. Diese Separation von Clustern vom Hintergrund
(Yahil/Brown, 1976) kann in verschiedensten Anwendungsbereichen in
Frage stehen, z.B. in der Astronomie bei der Herauslésung von Galaxien
aus diffusen Verteilungen von Sternen, in der Medizin bei der Diagnostik
von Auffélligkeiten in Rontgenbildern (Block et al., 1974) oder z.B. in der
Psychologie bei der Identifikation besonders merkmalshomogener Perso-
nen in einer Gesamtgruppe. (Weitere Stichworte: Mustererkennung, Kate-
gorienbildung, Klassifikationsprozesse.)

In engstem Zusammenhang mit der im vorigen Punkt angesprochenen Pro-
blemlage steht die Fragestellung der Analyse von Mischverteilungen. (Die-
ser Ansatz konnte auch unter Abschnitt 3.2 eingeordnet werden.) Man
geht dabei von der Vorstellung aus, ein vorliegendes Sample sei aus einer
Population gezogen, die aus mindestens zwei Subpopulationen mit Zu-
fallsvariablen unterschiedlicher Mittelwertsvektoren und/oder Kovarianz-
matrizen besteht. Aufgabe der Analyse ist die Bestimmung der Anzahl von
Subpopulationen, die Schatzung der Parameter der multivariaten Zufalls-
variablen und die Zuordnung der Beobachtungswiederholungen (Realisa-
tionen) zu den Subpopulationen. (Siehe Bock, 1974, S. 250ff.; Hartigan,
1975, S. 113ff.; Eckes/Rofbach, 1980, S. 92f.; Wolfe, 1970, 1978.)

Der abschreckenden Komplexitat dieser Aufgabenstellung steht die At-
traktivitdt einer mdoglichen Lésung gegeniber: fir nahezu alle Verfahren
der multivariaten Datenanalyse (Regressions-, Varianz-, Interdependenz-,
Faktor-, Diskriminanzanalyse etc.) stinde ein Uberpriifungsmedium der
Homogenitat der Stichprobe zur Verflgung.

® Aus einer Menge von Objekten mit gegebener Proximitymatrix soll eine

Untermenge selegiert werden, deren Proximities einer spezifischen - alge-
braisch formulierten - Charakteristik, z.B. einem System von (Un-)
Gleichungen, moglichst gut geniigen. Beispiele fir derartige Problemstel-
lungen sind etwa: die Auswahl Guttman- bzw. Rasch-skalierbarer Items
aus einem (vorléufigen) Test; die Auswahl von Variablen mit paarweise
auffallig linearem Zusammenhang; die Auswahl von Gegenstdnden der
Anschauung oder des Denkens mit symmetrischer Ahnlichkeit oder die
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Auswahl von Objekten, deren Proximities durch eine Ultrametrik beson-
ders gut dargestellt werden kdnnen (Hubert, 1980). (Da sich solche Vorge-
hensweisen einem Immunisierungsverdacht besonders stark aussetzen, ist
fur sie die Entwicklung und Durchfilhrung angemessener Uberpriifungs-
verfahren dringend angezeigt.)

Diese kurze Ubersicht soll deutlich machen: Gemeinsam ist den Ansitzen die
Aufgabenstellung der Untermengenselektion, sie unterscheiden sich aber gra-
vierend in ihren Zielsetzungen, die durch mathematische Formulierung von
Optimalitatskriterien, sog. Zielfunktionen, zu explizieren sind (Beale, 1970).
Die Verschiedenartigkeit der Zielsetzungen, die sich in der Heterogenitédt der
Optimalitatskriterien hinsichtlich ihrer mathematischen Eigenschaften wider-
spiegelt, 183t es nicht erwarten, dal zur Ldsung des Auswahlproblems eine
allgemein anwendbare optimale Verfahrensvorschrift (Algorithmus) angebbar
ist (abgesehen von der Moglichkeit der Totalenumeration fir uninteressant
kleine Unter- bzw. Obermengen).

Fur verschiedene Problemstellungen allerdings liegen in der methodologischen
Literatur, von der Forschungspraxis m. W. bisher unbeachtet, effiziente L6-
sungsverfahren vor: Schon 1967 publizierten Beale, Kendall und Mann einen
Algorithmus, der fur die unter den Punkten (a) bis (c) angesprochenen Aufga-
ben optimale Losungen liefert. (Demgegenuber sind z.B. die von den verbrei-
teten Programmpaketen BMDP und SPSS realisierten Vorgehensweisen und
Resultate (!) bei der Variablenauswahl der multiplen Regression als suboptimal
zu bezeichnen.) Die programmtechnische Umsetzung des Verfahrens leisteten
Boyce, Farhi und Weischedel (1974). (Sie weisen z.B. auch die Uberlegenheit
des Beale/Kendall/Mann-Algorithmus gegenliber den Standardauswahlverfah-
ren der multiplen Regression (forward inclusion, backward elimination) aus.
- In das Programmpaket BMDP-77 (siehe Dixon/Brown, 1977, S. 418ff.)
wurde ein Algorithmus von Furnival/Wilson (1974) eingesetzt; siehe auch
McHenry (1978).)

Fur die komplexe Aufgabenstellung der Analyse von Mischverteilungen sei
erganzend auf das Vorliegen einer (weiteren) programmsprachlichen Formu-
lierung (Fortran-Code) eines Verfahrens bei Hartigan (1975, S. 125ff.) hinge-
wiesen. Hubert (1980) diskutiert eine Strategie der Datenanalyse zur ldentifi-
kation von Untermengen, fir deren Elemente die Proximities bestimmten
algebraischen Eigenschaften méglichst gut gehorchen.

Die methodischen Vorgehensweisen und LOsungsansatze zur optimalen Un-
termengenauswahl wurden bisher kaum beachtet; sie warten auf Bewdahrungs-
prufungen.
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3.2 Mengenzerlegung

Als Partition bzw. Zerlegung einer Menge O bezeichnet man eine Menge(nfa-
milie) Z(0), deren Elemente (nichtleere) Untermengen von 0 sind: G,,G,cO
und folgende Forderungen erfillen:

(Z. 1) pP#Fq=>G, NG =9
(2.2) GUGU..UGU....=U,G, =0,

d.h. die in Z(0) als Elemente enthaltenen Mengen G,,G,, die hier Gruppierun-
gen genannt werden, sind paarweise elementenfremd bzw. disjunkt und sie
erschopfen die Menge 0 bzw. decken diese vollstandig ab.

Zwei (triviale) Zerlegungen einer Menge 0 sind als extreme Félle besonders
ausgezeichnet: die feinste Partition (engl. ,Splitter') enthélt als Elemente alle
einelementigen Untermengen von O; die grobste Partition (engl. ,lumber’)
enthédlt als Element nur die Menge O selbst.

Als Teilklasse clusteranalytischer Verfahren hat die Partitionierung generell
folgende Aufgabenstellung: Man konstruiere bzw. suche zu einer gegebenen
Objektmenge eine Zerlegung mit Gruppierungen Gy, fur deren Elemente gilt:
Gehoren zwei Objekte zu gleichen Gruppierungen, so sollen sie einander
moglichst dhnlich sein (innerhalb - homogen), gehéren sie zu verschiedenen
Gruppierungen, so sollen sie untereinander moglichst undhnlich sein (zwi-
schen - heterogen). Als Ergebnis der Verfahrensanwendung wird die Fest-
stellung der Anzahl der Gruppierungen und die Zuordnung der Objekte zu
den Gruppen erwartet.

Die groRRe Vielfalt der Methoden der disjunkten Gruppierung unterscheidet
sich hauptsachlich danach,

- auf welche Informationen (Datenmatrix mit numerisch oder nicht nume-
risch interpretierbaren Merkmalsauspragungen und/oder Proximitymatrix)
zurickgegriffen wird bzw. werden kann,

- ob und wie ein Optimierungskriterium (Zielfunktion) mathematisch spezi-
fiziert wurde und

- nach welchem verfahrenstechnischen Konstruktionsprinzip die Methoden
wahrend des Analyseprozesses die Zerlegungen generieren (Enumeration;
Modi der Zuordnung von Einzelobjekten zu bestehenden Gruppen, des
Austausches von Objekten zwischen den Gruppen sowie der Seperation
und/oder Fusion von Gruppen).

Von verbreitetem forschungspraktischen Interesse sind Anwendungen, in de-
nen zu den Objekten nur ein numerisches Merkmal gegeben ist oder betrachtet



Clusteranalyse 399

wird (univariate Klassifikation, z.B. Aufteilung einer Personengruppe nach
Intelligenz). In solchen Situationen ist zwar eine Aufteilung nach Perzentilen
(Median, Terzile, Quartile etc.) gangig, diese |ant aber die Verteilungsform der
Variablen unberiicksichtigt. So geht beispielsweise die Trennung am Median
far nicht-symmetrische Verteilungen mit einem (vermeidbaren) Informations-
verlust einher. Eine optimale Aufteilung nach festgelegter Gruppenzahl und
nahezu beliebig wahlbarem Optimierungskriterium (z.B. Varianz zwischen
den Gruppen) ist aber praktisch immer exakt mdglich. Dies leistet ein Algo-
rithmus von W. D. Fisher (1958), dessen Einsatz z.B. zur Variablenkategori-
sierung vor Durchfiihrung einer Konfigurationsfrequenzanalyse angezeigt ist.
Eine programmsprachliche Formulierung (Fortran-Code) des Verfahrens tei-
len Anderberg (1973, S. 228ff.) und Hartigan (1975, S. 141) mit.

Exakte Partitionierung (z.B. ebenfalls mit dem Fisher-Algorithmus) ist auch
moglich, wenn die Aufteilung zwar nach mehreren Variablen (simultan) vor-
genommen werden soll, die Anzahl der mdoglichen Partitionen aber dadurch
erheblich eingeschrankt ist, daf3 den Objekten hinsichtlich einer zusétzlichen
Variablen eine naturliche Ordnung unterliegt oder unterstellt wird (z.B. im
Fall einer Konstruktion von Stufen der Entwicklung hinsichtlich mehrerer
kognitiver Merkmale, wobei die ,naturliche Reihenfolge’ nach der Variablen
JAlter' eingehalten werden soll).

Im generellen Anwendungsfall, bei Vorliegen multivariater Daten und/oder
von Proximitymatrizen, ist die Angabe von Verfahren, die zu exakten Partitio-
nierungen fihren, also eine Optimierung des spezifizierten Kriteriums garan-
tieren (Rao, 1971), nicht mdoglich. (Abgesehen von den seltenen Fallen, in
denen wegen des geringen Umfangs der Objektmenge und/oder einer Festle-
gung auf sehr wenige Gruppierungen eine Totalenumeration der Partitionen
durchfiuhrbar und sinnvoll ist, siehe Duran/Odell, 1974, S. 32ff.) Deshalb
werden heuristische Methoden verwendet, die z.B. von Startpartitionen aus-
gehen und diese durch Austausch von Elementen zwischen den Gruppen und
Verschmelzen bzw. Aufteilen von Gruppen hinsichtlich des Wertes einer Ziel-
funktion sukzessive verbessern. Systematische Darstellungen zu Konstruk-
tionsmethoden von (lage-)homogenen Gruppierungen, die das Varianzkrite-
rium, die Kriterien der Spur oder Determinante der Kovarianzmatrix oder das
Kriterium der Abstandsquadratsumme (Buttner, 1975) optimieren, werden
von Bock (1974, S. 104ff.), Hartigan (1975, S. 74ff.), Spath (1975, S. 34ff.)
und Steinhausen/Langer (1977, S. 100ff.) gegeben. Eine theoretisch orientierte
Ubersicht im Rahmen der Theorie(n) der kombinatorischen Programmierung
liefern Balas/Padberg 1975.

Ergéanzend sei auf die folgenden Weiterentwicklungen verwiesen:

- Ein effizienter (branch-and-bound-) Algorithmus zur globalen Optimie-
rung des Varianzkriteriums wird von Herden/Steinhausen (1979, mit For-
tran-Programm) mitgeteilt.
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- Da viele Methoden den Nachteil haben, zur Konstruktion von Zerlegun-
gen mit relativ gleich grofRen Gruppen zu tendieren, ist ein Verfahrensvor-
schlag von Eyes (1977a, 1977b, 1978) von besonderem Interesse: Grund-
idee ist dabei die Umschreibung lokaler Dichtezentren mit Hyperkdrpern
(Quadern, Ellipsoiden), die in ihrer GroRRe variieren und deren Lage im
Raum verschoben wird. - Der oben angesprochene Nachteil kann auch
mit Hilfe eines skalierungsinvarianten Partitionsverfahrens von Spath/Mul-
ler (1979) vermieden werden.

- Da die meisten Verfahren auf euklidische Optimierungskriterien zurick-
greifen, sind sie anféllig gegen die Verletzung der normalerweise nicht
zutreffenden Voraussetzung der Normalverteilung und gegen Vorliegen
von Ausreiflern (Outlier). Dies kann durch den Einsatz von resistenteren
bzw. robusteren Methoden vermieden werden, die z.B. L,-Kriterien opti-
mieren (siehe Spéth, 1976, mit Fortran-Programm).

- Uberlegungen zu Partitionierungsverfahren bei Vorliegen groRer Objekt-
mengen (n > 100) stellen Marsten (1975) und Spéath (1977a mit Fortran-
Programm) an.

Zur Evaluation von Partitionierungsverfahren (Rand, 1971) legte Milligan
(1980) eine empirische Untersuchung von vier K-Means-Algorithmen vor. Es
wurden Datensdtze mit bekannter Gruppierung durch sechs Arten von Feh-
lern Uberlagert und die Reklassifizierungsleistung der Verfahren erhoben. Die-
se erwies sich als sehr gut, wenn den Verfahren angemessene Startpartitionen
vorgegeben werden. (Der Autor schldgt die Verwendung des Ergebnisses einer
hierarchischen Group-Average-Clusteranalyse vor.) Als Konsequenz der Un-
tersuchung stellen Milligan/Sokol 1980 ein Programm zur Durchfihrung des
Jancey-K-Means-Algorithmus zur Verfligung.

Programmiersprachliche Formulierungen (Fortran) von Zerlegungsalgorith-
men werden von Anderberg (1973, S. 307ff.), Hartigan (1975, S. 82ff.), Spéth
(1975, S. 36ff.) und Steinhausen/Langer (1977, S. 109ff.) mitgeteilt. Auch das
in manchen Rechenzentren implementierte Programmpaket Clustan von Wis-
hart gestattet die Durchfihrung von Partitionierungsmethoden (1978, S.
43 ff.). Blashfield/Aldenderfer (1978) diskutieren und evaluieren verschiedene
Computerprogramme, die Mengenzerlegungen realisieren.

Fur die Anwendung sei folgendes Vorgehen empfohlen: Fir eine festgelegte
Anzahl von Gruppierungen verwende man verschiedene Zerlegungsalgorith-
men, soweit vom Verfahren verlangt auch jeweils mit verschiedenen Startparti-
tionen, und wahle die Aufteilung, welche ein spezifiziertes Kriterium opti-
miert. (Eine Auswahl nach inhaltlich-theoretischen Gesichtspunkten, z.B.
dem sog. ,Kriterium der Interpretierbarkeit' ist nicht angezeigt, da diese zu-
meist nicht nachvollziehbar ist - far Untersuchungen zu kognitiven Struk-
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turierungen besteht zudem die Gefahr der Subjekt-Objekt-Konfundierung;
zumindest ist die Mitteilung der hinsichtlich einer explizierten Zielfunktion
besten Losung erforderlich.) Fir diese Optimallésung inspiziere man mog-
lichst die Residuen (z.B. bei Klassifikation von Beobachtungswiederholungen
die Abweichungen von gruppenspezifischen Mittelwerten fir die einzelnen
Variablen). Falls gewilnscht, wiederhole man dieses Vorgehen fir verschiede-
ne Anzahlen von Gruppierungen. In diesem Fall sollte der Verlauf der Werte
des Optimalitatskriteriums mitgeteilt werden. Die Auswahl der geeigneten
Anzahl von Elementen der Zerlegung erfolgt danach mdglichst durch probabi-
listische oder statistische Evaluation.

Zur probabilistischen Bewertung der Zerlegbarkeit von Objektmengen ent-
wickelte parallel zu den Arbeiten von Lingoes/Cooper (1971, siehe auch Lin-
goes, 1973, S. 176ff., mit Fortran-Programm) und Schultz/Hubert (1973) ins-
besondere Ling (1971, 1972, 1973) einen exakten graphentheoretischen Ansatz
(Kriterium: Verbundenheit ungerichteter Zufallsgraphen.) (Ergéanzend sei da-
zu auf Frank, 1978, und Tinhofer, 1980, verwiesen.) Spater wurden Tafeln
publiziert (Ling, 1975, Ling/Killough, 1976), die eine partielle Evaluation dis-
junktiver Gruppierung auf der Basis dieser Theorie gestatten. Nachteil des
graphentheoretischen Ansatzes ist die Notwendigkeit der impliziten Verwen-
dung von Schwellenwerten (Cuts) zur Dichotomisierung von Proximitymatri-
zen (Informationsreduktion). Eine gravierendere Einschrankung der Anwend-
barkeit des graphentheoretischen Konnektivitatskriteriums ergibt sich aus der
im allgemeinen nicht zutreffenden Annahme, die Ausprdgungen der Proximi-
ties kénnten unabhéngig voneinander frei variieren. Dies ist in der Regel nicht
der Fall, so sind z.B. Distanzmale tripelweise wegen der Geltung der Drei-
ecksungleichung voneinander abhangig. (So argumentieren auch Hubert/Ba-
ker, 1977a.)

Deshalb verdient ein Vorschlag von Lee/MacQueen (1980) besondere Beach-
tung. Zur Prifung der statistischen Nullhypothese verknipfen diese Autoren
einen K-Means-Algorithmus mit einem Randomization-Test (Edgington,
1969, 1980). Dabei wird der Wert des Optimalitatskriteriums fir die empiri-
sche Datenmatrix errechnet und mit optimalen Zielfunktionswerten vergli-
chen, die man durch Verfahrensanwendung auf ,zuféllige Datenmatrizen' er-
halt. (Diese werden z.B. durch zufédllige Permutation der empirischen Varia-
blenwerte Uber die Beobachtungswiederholungen generiert.) Obwohl es sehr
rechenzeitintensiv ist, sollte dieses Vorgehen als das Verfahren der Wahl fir
die statistisch konfirmatorische Beurteilung der Zerlegbarkeit von Objektmen-
gen angesehen werden, zumal es ohne weiteres auch auf Datenmatrizen mit
nicht numerisch interpretierbaren, z.B. nominalen Merkmalen anwendbar ist.

(Auch Hartigan diskutiert 1975 und 1977 Signifikanztests fir Resultate von
Zerlegungen (siehe 1975, S. 97ff., S. 135ff.). Seine Uberlegungen basieren
z.T. auf der statistischen Theorie der (multivariaten) Varianzanalyse. - Lei-
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der legen solche Darstellungen dem Anwender vollig inkorrekte Vorgehens-
weisen nahe, z.B. die Durchfuhrung und ,statistische Interpretation’ einer
Varianzanalyse nach dem Einsatz einer Partitionierungsprozedur. Davon ist
abzusehen, da durch die Verwendung kriteriumsoptimierender Zerlegungsver-
fahren der substantielle Bestandteil der statistischen Nullhypothese zerstort
wird, nédmlich die zuféllige Zuordnung zu den Gruppen. Spielarten dieses
gravierenden Fehlers finden sich in der inhaltlichen, anwendungsorientierten
Literatur sehr haufig, z.B. auch bei der ,statistischen Beurteilung’ der Resulta-
te von Techniken der schrittweisen Regression. - Die oben angesprochene
Prufstrategie unter Verwendung von Randomization-Tests unterliegt dieser
Kritik nicht, weil sie die Optimierungsverfahren in die Prozedur zur Generie-
rung der Verteilung der statistischen Prifgrofle einbaut.)

Soll nach der empirischen Untersuchung die Ubereinstimmung des Resultats
von Zerlegungsverfahren mit gegebenen, z.B. theoretisch, a priori konstru-
ierten Partitionen statistisch gepruft werden, so stehen die Ublichen nicht-
parametrischen Tests zu Kontingenztafeln und die zugehérigen Malle prakti-
scher Signifikanz bzw. Bedeutsamkeit zur Verfiigung. Dabei ist wegen der
Gewichtungsmdglichkeit in diesem Zusammenhang insbesondere auf Cohens
,Kappa' zu verweisen. (Siehe dazu auch Hubert, 1979.) - Verschiedene (Di-
stanz-)Male fir den Vergleich von Partitionen diskutieren Boorman/Arabie,
1972 und Arabie/Boorman, 1973.

AbschlieRBend bleibt festzustellen, dal3 die Ausfiihrungen dieses Abschnitts
sich bisher auf Vorgehensweisen bezogen, die die Konstruktion lagehomoge-
ner Gruppierungen von Objekten zum Ziel haben. Die Suche nach optimalen
Mengenzerlegungen kann durch geeignete mathematische Formulierung der
Bewertungsfunktion aber auch zur Realisierung anderer, komplexerer Zielvor-
stellungen eingesetzt werden. Nach dem Verweis auf die Analyse von Misch-
verteilungen (siehe Abschnitt 3.1, Punkt(e)) seien folgende Ansétze benannt:

(a) Woodward/Bentler (1979) zerlegen die Menge der Items eines Tests zur
Optimierung des Reliabilitatskoeffizienten cr in zwei elementenfremde
Gruppen.
lhren einfachen Austauschalgorithmus zur (binéren) Zerlegung (Darstel-
lung durch einen Vorzeichenvektor) bezeichnen sie as hoch effektiv. (Des-
halb schlagen sie seine Verwendung auch fir die Konstruktion lagehomo-
gener Gruppierungen vor.) Von besonderem allgemeinen Interesse ist dazu
ihre - eigentlich schon aus anderen Zusammenh&ngen bekannte - Argu-
mentation: Wenn der Austauschalgorithmus (lediglich) mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p (z.B. p = .2) bei einer zufdlligen Ausgangspartition
zum globalen Optimum fihrt (Die Erreichung einer lokalen Optimalkon-
figuration ist ohnedies garantiert.), so besitzt er bei N-maligem Aufruf
(z.B. N=20) mit verschiedenen zufélligen Startpartitionen eine Wahr-
scheinlichkeit von P = I-(I-p)" (z.B. P= I-(1-.2)%°=.988), daR sich
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unter den lokal optimalen Endpartitionen die global beste Zerlegung befin-
det. (Diese interessante Argumentationsfigur gibt zu der Frage AnlaR,
inwieweit es okonomisch ist, Entwicklungs- und Rechenzeit in kriteriums-
spezifische Optimierungsverfahren zu investieren, wenn mit einem Aus-
tauschalgorithmus eine generell anwendbare Prozedur vorliegt; allerdings
ist vor deren Beantwortung eine jeweilige Abschatzung der Wahrschein-
lichkeit p von néten, far bestimmte Problemstellungen zum Optimum zu
gelangen.)

(b) Bock (1974, S. 195ff.) diskutiert die Charakterisierung von disjunkten

(c

~

Gruppen durch Hyperebenen. Dabei wird die Zuordnung von Objekten
zu Klassen z.B. nicht nach ihrer Entfernung vom Gruppencentroid (bzgl.
der numerischen Merkmale) vorgenommen bzw. beurteilt, sondern nach
ihrer (senkrechten) Entfernung von einer gruppenspezifischen, im mehrdi-
mensionalen Raum aufgespannten Flache. Ein Beispiel fur diese Problem-
stellung ist etwa die optimale Aufteilung von Personen in Gruppen, so dai
der Variablenraum gruppenspezifisch moglichst einfach (d.h. mit niedriger
Dimensionalitat) durch Hauptkomponenten reprasentiert werden kann.

Im Anschlu3 an die unter (b) aufscheinende Grundidee wird hier eine
Klasse von Verfahren vorgeschlagen, die mit der Bezeichnung ,Klassifika-
tionsansatz (Uberschrieben sein soll. lhre gemeinsame Problemstellung sei
wie folgt charakterisiert: Hinsichtlich einer Modalitat (der Datenmatrix:
Merkmale bzw. Merkmalstrager) sei eine Aufteilung so konstruiert, dal
hinsichtlich der (jeweils) anderen Modalitdt - innerhalb der Gruppen -
eine moglichst gute Reprasentation durch ein multivariates Analyseverfah-
ren bzw. -modell erzielt wird.

Ein spezielles Beispiel wéare die unter (b) beschriebene Aufgabenstellung
der ,Klassifikations-Hauptkomponentenanalyse'.

Ein weiteres Beispiel ist die ,(multiple) Klassifikationsregression', die eine
optimale Aufteilung der Beobachtungswiederholungen so sucht, daf3 in-
nerhalb der Gruppierungen eine moglichst gute Varianzaufklarung einer
Kriteriumsvariable durch einen Satz von Préadiktoren erreicht wird. (Die-
ses Verfahren ,hinterfragt’ den allgemeinen Anspruch der ,Multiple Re-
gression as a General Data Analytic System’ (Cohen, 1968). - Den Spe-
zialfall nur eines Pradiktors mit homogenen (identischen) Steigungskoeffi-
zienten fur die (nicht essentielle) Restriktion auf zwei Gruppen untersucht
bereits Mustonen (1978).)

Weiterhin generiert dieser allgemeine, als Heuristik dienende Ansatz (aus-
schopfend) z.B. die Verfahren der ,Klassifikationsanalyse kanonischer
Korrelation*, der ,Klassifikations-Mengenzerlegungsanalyse' und der
,Klassifikationsanalyse hierarchischer Clusterung‘. Schliellich kdnnen so-
gar Verfahren der ,Klassifikations-Varianzanalyse® und der ,Klassifika-
tions-Diskriminanzanalyse’ einbezogen werden.
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Offensichtlich steht der hier entwickelte allgemeine Klassifikationsansatz
in engster Beziehung zur klassischen Analyse latenter Klassen (z.B. La-
zarsfeld/Henry, 1968); er konnte in der Anwendung vornehmlich der Ho-
mogenitatsprifung von Modellapproximationen zu Samples dienen; der
methodologischen Literatur bleibt die Bereitstellung von Uberpriifungs-
verfahren vorbehalten.

Fur die praktische Umsetzung der hochkomplexen Aufgabenstellungen der
Analyse von Mengenzerlegungen, z.B. des Klassifikationsansatzes, wird man
zur Optimierung der (jeweils zu spezifizierenden) Zielfunktion vorlaufig auf
den Einsatz der relativ generellen Austauschverfahren zurtickgreifen (siehe
z.B. Banfield/Basill, 1977, mit Fortran-Programm) und die beste L&sung der
Anwendung eines Transferalgorithmus auf verschiedene Startpartitionen aus-
wahlen. - Im Anwendungsfall sind exploratorische Bemihungen (sensu Tu-
key, 1977), z.B. in Form einer genauen Residueninspektion, und die Entwick-
lung und Durchfihrung statistischer Prifungen, z.B. durch angemessen kon-
struierte Randomization-Tests, unverzichtbar, da sonst die Gefahr der Inter-
pretation von Artefakten zu grof3 wirde. Dabei ist der rechenzeitintensive
Einsatz von Computern zur genauen Prifung von Verfahrensresultaten bzw.
Modellen nicht nur notwendig, sondern auch sinnvoll und winschenswert.

3.3 Hierarchische Clusteranalysen
3.3.1 Einordnung und Charakteristik

Hierarchische Verfahren sind in der Psychologie die am weitesten verbreiteten
Methoden aus dem Bereich der Clusteranalyse (Blashfield/Aldenderfer, 1978).
Der Boom in der Methodendiskussion und der inhaltlich orientierten Anwen-
dung geht auf den schon klassischen Artikel ,Hierarchical Clustering Schemes'
von Stephen C. Johnson (1967) zurick (Blashfield, 1980). Dabei hatte der
Autor lediglich Verfahren der ,numerischen Taxonomie' aus der Biologie
Ubernommen (Sokal/Sneath, 1963) (und parallel zu Hartigan (1967) die Cha-
rakterisierbarkeit der Verfahrensergebnisse durch die ultrametrische Unglei-
chung (siehe Abschnitt 2) aufgezeigt). Die breite Aufnahme der fir die Psy-
chologie neuen Methodenklasse ist wohl auch weniger auf die allgemeine An-
gemessenheit der Verfahren zur strukturellen Reprasentation von Proximity-
matrizen zuriickzufihren, vielmehr traf Johnsons Brlckenschlag auf einen
Boden, der durch das stark aufkeimende ,Unbehagen in der Faktorenanalyse'
(Kallina, 1967) aufbereitet war und damit die Suche nach alternativen Analyse-
methoden foérderte.

Ausgangssituation fur den Einsatz von Verfahren der hierarchischen Cluster-
analyse (HCA) ist das Vorliegen einer Proximitymatrix (von Ahnlichkeitsma-
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Ben s, oder UnahnlichkeitsmaRen bzw. Distanzen dy) zu einer bestimmten
Objektmenge 0 mit n Elementen. Aufgabe von Verfahren der HCA ist die
Repréasentation der Proximities durch die Angabe einer geordneten Folge von
Zerlegungen Z(0)o, Z(0)4, . . . ,Z(O)n,. . . ,Z(0),.,, wobei Z(0), die feinste und
Z(0),-, die grObste Partition zu O ist. (Zugang sensu Ward, 1963; zur Defi-
nition der hier verwendeten Begriffe siehe Abschnitt 2 und 3.2.)

Ferner soll fir alle h mit 0<h=<n-—2 gelten, daR Z(0),,, eine strikte Vergrébe-
rung von Z(0), ist, d.h. (genau) eine Gruppierung aus Z(0),, ist durch Ver-
einigung von (mindestens) zwei Gruppierungen aus Z(0), entstanden. Umge-
kehrt heif3t Z(0), auch Verfeinerung von Z(0),,;. Entnimmt man also aus
beliebigen zwei Zerlegungen der geordneten Folge jeweils eine Gruppierung,
so sind diese entweder elementenfremd oder eine Gruppierung ist Untermenge
der anderen. Dieser Sachverhalt charakterisiert ein hierarchisches (Men-
gen)System, siehe z.B. (Bock, 1974, S. 360.)

Geordnete Folgen von Zerlegungen konnen explizit oder grafisch durch sog.
Dendrogramme angegeben werden; Beispiele finden sich in der unten aufge-
fahrten Literatur. Diese veranschaulichen die sukzessive Vergroberung der
Partitionen durch Fusion von Gruppierungen bzw. umgekehrt die sukzessive
Verfeinerung durch Separation von Gruppierungen. Aullerdem erdffnen sie
die Moglichkeit, den Zusammenlegungen bzw. Trennungen bestimmte (nu-
merische) Niveaus zuzuordnen; aus ihnen kdnnen fir alle Paare von Objekten
aus 0, Uber die Hohe der Knoten, bei der die Objekte durch Kantenfolgen
zusammengefihrt werden, Proximities s, bzw. ,d,, bestimmt werden. Ist
man bei der Analyse von Unédhnlichkeitsmalen oder Distanzen ausgegangen,
so erfillen die ,d,, die ultrametrische Ungleichung. (Zur Definition siehe Ab-
schnitt 2; im Fall der Analyse von AhnlichkeitsmaRen erfiillen die s, die der
Ultrametrik aquivalente Eigenschaft: fur alle 0,,0,,0,EO gilt S 2 min { Sy,
«Sst; hier wird von einzelnen Verfahren abgesehen, die sog. Inversionen zulas-
sen (siehe Eckes/RofRbach, 1980, S. 73), und deshalb verschiedentlich zu nicht
interpretierbaren Resultaten fuhren (ein empirisches Beispiel findet man bei
Steinhausen/Langer, 1977, S. 92f.).)

Da Dendrogramme und Matrizen ultrametrischer Proximities einander einein-
deutig zugeordnet sind, kénnen hierarchische Clusteranalysen als Transforma-
tionsverfahren von empirischen Proximitymatrizen in Ultrametriken charakte-
risiert werden. Dies gibt Anla3 zu einer wichtigen Reformulierung der Aufga-
benstellung von HCA-Methoden: zu einer Matrix, z.B. von Unahnlichkeits-
mafden [dy], sollen sie eine ultrametrische Matrix, z.B. [,dy], SO konstruieren,
dald hinsichtlich einer spezifizierten Zielfunktion Z = f([dy], [,d]) die Ultra-
metrik eine optimale Représentation der (empirisch) gegebenen Proximityda-
ten darstellt. - Eine Liste solcher Optimalitdtsmalle gibt Cormack (1973, S.
338); diese wurden zwar verschiedentlich zur nachtréglichen Evaluation der
Resultate von HCA-Verfahren vorgeschlagen, (so nennt Johnson (1967) z.B.
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die Rangkorrelation), ihr konstruktiver Einsatz zur Generierung von Ld&sun-
gen eines (diskreten) Optimierungsproblems wurde bisher jedoch allzu stark
vernachlassigt. Die Methoden der HCA erhalten dann einen lediglich heuristi-
schen Charakter, d.h. die Resultate der Verfahrensanwendungen fiihren zu
verschiedenen Vorschlagen zur Lésung des Représentationsproblems. In der
Forschungspraxis duflert sich dies manchmal in einer Verfahrensselektion nach
personlicher Vorliebe und in einer schwer nachvollziehbaren Auswahl ihrer
Resultate nach einem Kriterium der ,theoretischen Angemessenheit’ bzw. ,In-
terpretierbarkeit’. (Ein Vorschlag fir ein begrindeteres Vorgehen wird in Ab-
schnitt 3.3.4 dargestellt. - Es gibt aber auch Autoren, die den konstruktiven
Optimierungsansatz verfolgen: Hartigan (1967), Kruskal/Carroll (1969), Car-
roll/Pruzansky (1980).)

Systematische Ubersichten und zahlreiche Beispiele zu den (heuristischen)
Methoden der HCA geben: Anderberg (1973, S. 131ff.), Bock (1974, S.
356ff.), Eckes/RoRbach (1980, S. 63ff.), Hartigan (1975, S. 191ff.), Jardine/
Sibson (1971, S. 45ff.), Opitz (1980, S. 96ff.), Spath (1975, S. 147ff.), Stein-
hausen/Langer (1977, S. 73 ff.) und Vogel (1975, S. 249ff.).

Zur Konstruktion von geordneten Folgen von Partitionen der Objektmenge
gibt es zwei Ubliche Gruppen von Vorgehensweisen: Die agglomerativen Ver-
fahren beginnen mit der feinsten Partition und legen sukzessive Gruppierun-
gen nach einem Kriterium der maximalen Ahnlichkeit bzw. minimalen Di-
stanz zusammen. Die subdivisiven Verfahren beginnen mit der grobsten Parti-
tion und zerlegen sukzessive die Gruppierungen nach einem Kriterium der
minimalen Ahnlichkeit bzw. maximalen Distanz. Es ist aber durchaus nicht
zwingend, den Analyseprozeld bei den trivialen Partitionen zu beginnen, viel-
mehr ist es mindestens ebenso sinnvoll, zunachst die Konstruktion einer opti-
malen Mengenzerlegung (siehe Abschnitt 3.2) mit einer mittleren Gruppen-
zahl, z.B. von ca. n/2, vorzunehmen, um dann, von dieser Partition ausge-
hend, die Folge der Zerlegungen agglomerativ ,nach oben‘ und subdivisiv
,nach unten’ zu vervollstandigen. Fir die Praxis bodte sich gerade ein solches
Vorgehen an. Da sehr haufig nicht das Gesamtdendrogramm, sondern ohne-
dies eine Partition ,mittleren Niveaus' zur Interpretation herangezogen wird,
liegt es zumindest fir diese Félle nahe, die Bemihung um Optimierung (der
Abbildungstreue) auch in diesem Bereich anzusetzen.

Da fiir alle gangigen HCA-Verfahren die Ausgangsdaten (Proximities) Ahn-
lichkeiten bzw. Distanzen zwischen einzelnen Objekten angeben, ist die de-
finitorische Festlegung dessen, was unter Ahnlichkeit bzw. Distanz von Grup-
pierungen anzusehen ist, zentrales methodengenerierendes Prinzip. Betrachtet
man z.B. Distanzen, so gilt es folgende Kriteriumsfunktion zu spezifizieren:

_ Funktion
(F.1) d(G,,Gy) = or € Gy, 0 € G, {d(oy,0)}
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Setzt man z.B. fest, dal3 man agglomerativ vorgehen will, und dal3 fur Metho-
de M;: ,Funktion' =: ,Min‘, fir M,: ,Funktion' =: ,Max' und fir M3 ,Funk-
tion' =: jarithmetisches Mittel', so hat man drei prominente HCA-Verfahren
konstruiert:

-M; heif3t ,Single Linkage' oder ,Minimum Methode'; fir den Fall der Fusion
von G, und G4 garantiert sie, dal3 zwei Objekte (je eines aus G, und G,)
mindestens eine Distanz von d(G,,G,) aufweisen.

-M, heif3t ,Complete Linkage' oder ,Maximum Methode'; sie garantiert, dal
in der neuen Gruppierung G, U G, keine paarweise Distanz zwischen Objek-
ten groRer als d(G,,G,) ist, weshalb sie auch manchmal ,Diameter Methode'
genannt wird.

-M; heif3t ,Group-Average Methode'.

Dieser Darstellungsmodus verdeutlicht, welche Vielfalt von heuristischen Ver-
fahren mit einfachen Mitteln konstruierbar ist: es sind prinzipiell unendlich
viele. Damit wird wiederum die Notwendigkeit des konsequenten konstrukti-
ven Einsatzes von Optimierungsverfahren unterstrichen.

Andererseits kann im Zusammenhang mit (F.I) auch leicht erklért werden,
warum agglomerative Verfahren sich gegeniber subdivisiven Verfahren so
grofRer Beliebtheit erfreuen: Sie machen nicht so viel Arbeit bzw. sind leicht
von Hand durchfihrbar (n<20). Wahrend bei fusionierendem Vorgehen z.B.
auf unterster Stufe (feinste Partition) lediglich n(n-1)/2 Werte d(G,,G,) (die
ale noch gleich d(o,,0) sind) untersucht werden missen, sind es beim separie-
renden Vorgehen auf oberster Stufe (grébste Partition) 2"*-1 mdgliche (bi-
nare) Zerlegungen mit zugehorigen Werten d(G,,G,). Diese ,Okonomieiiber-
legung’ spricht aber keineswegs von vornherein fir die agglomerativen Verfah-
ren, da diese auf niedriger Stufe aufgrund relativ weniger Werte durch die
Zusammenlegungen Vorentscheidungen treffen, die in spateren Stadien des
Analyseprozesses u.U. ,ungiinstige’ Fusionen erzwingen. Man kann aber
(wiederum, s. 0.) davon ausgehen, dal3 Anwender haufig an der Interpretation
relativ weniger grol3er Gruppen interessiert sind. Deshalb sollte deren Zusam-
menstellung auch moglichst sorgféltig erfolgen.

3.3.2 Agglomerative Verfahren

Speziell fur die kompakte tabellarische Darstellung der verbreiteten agglomera-
tiven Prozeduren wird in der Literatur eine Schreibweise tradiert, die auf
Lance/Williams (z.B. 1967) zurlckgeht. Wurden auf einer bestimmten Stufe
der Analyse zwei Gruppierungen G, und G, aufgrund z.B. des Kriteriums der
minimalen Distanz bzw. der maximalen Ahnlichkeit fir die Aggregation aus-



(dNOYDH) poydN satenbs Jo wns loui3
(OWSDdM) poyeIN plosua)d dnoio-ired paiybilom
(ODIWSDdN) poyd N plosusd dnoio-ired paybrmun
(VWOdM) sebfesany olswyilly bBuisn poyi A dnolo-ired pawybiom
(VINDdn) sebeiany onawyiiy Buisn poyie N dnois-ired paiybemun
POYBIN wnwixey ‘poyie N Jevweld ‘poyle N JoqublaN 1sayning
POYIBIN WNWIUIA ‘POYIBIN SSaupaloauuo)d ‘poyle N JoquybloN 1sateaN

=)
N

:usbunuyoiezeg aAIRUIBIR BYdI|YyoNeigeD

ueN e[ 0 (1>)d z/(g-1) z/(g-1) sjaned 8
uleN ef 0 CutbPutiu)fu—  Cuglutdu)Cu+bu)  Cutbutdu)/(u+du) souBIlR A WNWIUIN /2
uBN uteN 0 b/1— 2! 2! uweipeN 9
uleN uieN 0 [(utifu)lutu— (Pu+du)/du (Pu49u)/bu ploJudD G
uteN er o} 0 /1 /1 abesny pebiom v
uieN 0 0 (Pu+4u)tu (Pu+4u)4u abesony dnoio ¢

e[ e[ z/1 0 /1 z/1 afieui ew|dwo) ¢

ef e[ A 0 144! z/1 afiexu1n ajbuis T

"JSUeI]| Jauojouow yosiijpwesin
[9q JUeleAUl uolouow A d bp ) aweN
usijeyosuabig alewesed

‘uasAfeuelalsn|d ayossiyoreisIy

aAlreBWO|BbY B|Pgel



Clusteranalyse 409

gewdhlt, so ist zunachst zu bestimmen, welche Distanz die neue Gruppierung
G, U Gg zu den anderen Gruppen G, haben soll. Durch Spezifikation der
Parameter op, 04, B und Y der folgenden  Rekursionsformel ergeben sich dann
verschiedene agglomerative HCA-Verfahren:

(F.2) (GG UG,) = aydyy + Ogdyq + Bdpg + vid,, — d

q
Dabei wurde z.B. d(G,,G,) =: d,, verwendet.

In der Tabelle stehen n,, ng, und n, fir die Anzahl der Elemente in den Gruppen
Gy, Gq und G,. (Ahnliche Ubersichten geben Milligan, 1979 (S. 344) und Stein-
hausen/Langer, 1977 (S. 77). Referenzen zu den einzelnen Verfahren gibt Cor-
mack, 1971 (S. 331). - Fiur das ,Single Linkage' ergibt sich tatsachlich
d(Gr,G,UG,) = min(dy,d), da man flr beliebige reelle Zahlen x,y schreiben
kann: min(x,y) = (x+y- T X-y |)/2.)

Eine an der Rekursionsformel orientierte Ubersicht der agglomerativen Ver-
fahren geben Eckes/RoRbach (1980, S. 67f.), sowie Steinhausen/Langer (1977,
S. 76ff.). (Fudie von Lance/Williams 1967 aufgrund der Rekursionsformel
entwickelte ,Flexible Strategie’ schlagen die Autoren selbst einen Wert von
3 = -.25 vor. Steinhausen/Langer (1977, S. 77) empfehlen das Intervall
-2 =R=-.4)

Milligan (1979) verwendet die Rekursionsformel, um fir bestimmte Parame-
terwerte a,, 0, B und y nachzuweisen, dafd die zugehorigen Verfahren die
Eigenschaft haben, monotone (ultrametrische) Hierarchien (ohne Inversionen)
zu liefern. Danach ist diese Eigenschaft gegeben, wenn o, + aq+[3 = 1 mit ap,
Og,Y = 0 oder wenn ¥ < 0 mit | ¥ | = 04,0 gilt.

Die Beachtung der Verfahrenseigenschaft, invariante Ergebnisse (bezlglich
der Folge der Zerlegungen) bei monotoner Transformation der Proximities zu
liefern (Johnson, 1967; Hubert, 1973), hat ihre Wurzeln in der nicht-metri-
schen mehrdimensionalen Skalierung (siehe z.B. Ahrens, 1974, S. 163ff.). Die
Methoden des ,Single-Linkage’ und des ,Complete-Linkage’ erfiillen dieses
Kriterium, da sie bei der Ermittlung der Distanzen zwischen einer ,neuen’,
durch Fusion entstandenen Gruppierung G, U Gy und den jeweils ,anderen’
Gruppierungen Gr lediglich ,Kleiner-* bzw. ,GréRer-Abfragen’ vornehmen,
wahrend durch alle anderen Verfahren ,echte' arithmetische Rechenoperatio-
nen durchgefihrt werden.

Fraglich ist allerdings, ob man dem Kriterium der ,monotonen Invarianz' -
wie bisher - eine besondere Dignitadt zuschreiben sollte. Es besagt zwar, daf’
die Verfahren zur Analyse nur die in den Daten vorhandene Ranginformation
nutzen; dies bedeutet aber nicht, da die Ergebnisse hinsichtlich der Représen-
tation der (empirischen) Ranginformation auch optimal sind. Im Gegenteil, da
,Single-Linkage' und ,Complete-Linkage' nur die Information der jeweiligen
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Extremwerte in den nachsten Analyseschritt transferieren, dirften die me-
trisch arbeitenden Verfahren in der Regel, auch bezogen auf nicht-metrische
KriteriumsmalRe, wie z.B. Kruskals ,Stress' oder Guttmans Maf3(e) der schwa-
chen Monotonie, Ultrametriken generieren, die die Ranginformation in den
Proximitydaten besser abbilden. (Nebenbei sei auf die einfache Md&glichkeit
hingewiesen, allen HCA-Verfahren die Eigenschaft der Invarianz bei monoto-
ner Transformation dadurch zuzueignen, dal? man vor Verfahrensanwendung
die Proximities rangiert, um dann die Range metrisch zu behandeln. Ein sol-
ches Vorgehen dirfte aber wohl als krude zu bezeichnen sein.)

Charakteristisch fur die Methoden des ,Single-Linkage’ und des ,Complete-
Linkage' sind ihre Verzerrungseigenschaften (,Spate-Distortion’, Lance/Wil-
liams, 1967; Hubert/Schultz, 1975). Das ,Single-Linkage’ neigt dazu, Objekte
bzw. Gruppierungen sukzessive aneinanderzureihen (Kontraktion, ,chaining-
effect'). Es tendiert zur Ausbildung einzelner groRer Gruppen mit Durchmes-
sern, die groRer sein kénnen als die Distanzen zwischen Objekten aus ver-
schiedenen Gruppierungen. Das ,Complete-Linkage' neigt zur Ausbildung
gleichgroBer Gruppen; das zugehérige Dendrogramm macht zumeist einen
,Stark strukturierten Eindruck’; damit gibt es Separationen von Objekten bzw.
Gruppierungen vor, die relativ eng zusammenliegen kénnen (Dilatation). -
Diese Hinweise auf mogliche Artefaktquellen in den Verfahren gehen auf
Lance/Williams (1967) zurick; sie wurden z.B. von Cormack (1971, S. 331) as
zuwenig formalisiert kritisiert, Baker/Hubert (1975) aber konnten die Ange-
messenheit der Verfahrenscharakterisierung stiitzen, indem sie in einer Simula-
tionsstudie die durch die Methoden produzierten Typen von Partitionen (Ver-
teilungen der Gruppengréf3en) untersuchten (siehe auch Hubert/Schultz,
1975).

Zur Beurteilung der Leistung der Rekursionsformel konnen die folgenden Ge-
sichtspunkte herangezogen werden:

Sie leistet eine exakte und kompakte Systematisierung der (bis 1967) be-
kanntesten agglomerativen HCA-Verfahren und entwickelt daraus eine ganze
Klasse neuer heuristischer Methoden (,Flexible Strategie'). Dieses beinhaltet
allerdings auch die Gefahr der Einschrankung des Blickwinkels aufgrund des
Eindrucks, alle denkbaren Methoden miften durch die Parameter der Rekur-
sionsformel beschreibbar sein.

- Sie leistet eine 6konomische prozelRbezogene Beschreibung der Analysen,
indem sie verdeutlicht, dal3 wahrend der Durchfihrung der Verfahren nicht
stéandig auf die urspringliche Matrix der Proximities d(o,0,) zuriickgegriffen
werden muf3; ausreichend ist die Untersuchung der Proximities zwischen den
Gruppen d(G,,G,), deren Anzahl geringer ist (Informationsreduktion). Dieser
Gesichtspunkt war friher bei der Realisierung der Algorithmen auf elektroni-
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schen Rechenanlagen von Belang (Speicherplatzbedarf), seine Beachtung ist
aber jetzt, aulBer bei Problemen mit sehr grofRen Anzahlen von Objekten (z.B.
n > 500), nicht mehr zeitgemal.

Es sollen nun weitere agglomerative HCA-Verfahren angesprochen werden,
die nicht mehr mit Hilfe der Rekursionsformel charakterisierbar sind; sie ver-
langen wahrend des gesamten Analyseprozesses die Untersuchung der ur-
spriinglichen empirischen Proximities d(o,,0,). Die hier benannten Methoden
haben die Eigenschaft, dald ihre Ergebnisse bei monotoner Transformation der
Proximities invariant bleiben; dabei rechnen sie nicht nur in den (jeweiligen)
Extremwerten, wodurch die unangenehmen Verzerrungseigenschaften des
,Single-* und ,Complete-Linkage' teilweise vermieden werden koénnen:

(@) D’Andrade (1978) schlagt ein Verfahren vor, das auf den jeweiligen Stufen
die Gruppierungen zusammenlegt, die nach dem, aus der nicht-parametri-
schen Statistik entlehnten, Kriterium der Mann-Whitney-U-Statistik maximal
ahnlich bzw. minimal distant sind. Die Methode verwendet zur Fusionsent-
scheidung lediglich Auszahlungen der Ergebnisse von Groéf3envergleichen fir
Proximities von Objektpaaren aus verschiedenen Gruppen (sie fihrt deshalb
zu Dendrogrammen, die nicht numerisch evaluiert sind, sog. ,bare trees'
(Boorman/Olivier, 1973)).

(b) Durch Setzung von ,Funktion* = : ,Median' in (F.l) entsteht ein Verfahren,
das die Gruppen nach dem Kriterium des minimalen Medians der Distanzen
von Objekten aus zwei verschiedenen Gruppen zusammenfafdt. (Diese Metho-
de darf nicht mit der geometrisch orientierten ,Median Method' (Nr. 6 der
Ubersicht) verwechselt werden.) (Weitere Verfahren ergeben sich durch Ein-
setzen anderer, insbesondere robuster Mal3e der zentralen Tendenz der Proxi-
mities von Objekten aus (zwei) verschiedenen Gruppen.) Speziell die Verwen-
dung des Medians wurde, wie Johnson (1967) mitteilt, von J. D. Carroll
(midndlich) vorgeschlagen.

(c) Erganzend ist an dieser Stelle auf ein Verfahren von Hubert (1973, S. 55),
die ,Objective Function Method' und auf die Klasse der ,r-Diameter-Hierar-
chical-Clusterings' hinzuweisen (Hubert/Schultz, 1975; Hubert/Baker, 1977).
Diese Methoden sind zwar ,monoton invariant’, aber nicht ,konservativ‘, d.h.
sie zeigen in unterschiedlichem Mal3e Verzerrungen.

Die unter (a) bis (c) angesprochenen heuristischen agglomerativen HCA-Ver-
fahren zeigen zwar gegeniber ,Single-* und ,Complete-Linkage', wie von
D’Andrade (1978) und Hubert/Baker (1977) fur ihre Methoden ausgewiesen
wird, die besseren Goodness-of-Fit Leistungen hinsichtlich des nicht-metri-
schen Goodman-Kruskal y, es kann aber (noch) nicht allgemein garantiert
werden, dal3 die von den Verfahren generierten Resultate monoton hierar-
chisch, d.h. ultrametrisch sind.
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3.3.3 Subdivisive Verfahren

Fur die Klasse der ,absteigenden’ HCA-Methoden, die von der grobsten Parti-
tion Z(0) = 0 ausgehen und die Zerlegungen sukzessive verfeinern, kann gene-
rell ausgesagt werden, dal konzeptuell alle Ansdtze der Mengenzerlegung
(Abschnitt 3.2) und der agglomerativen Verfahren (s.0.) als Heuristiken zur
Konstruktion divisiver Methoden herangezogen werden kénnen. Fir zusam-
menfassende Darstellungen, wie der hier vorliegenden ist es daher verstand-
lich, wenn der Diskussion zerlegender hierarchischer Methoden weniger
Raum gegeben wird. Die geringe Verbreitung in der Anwendung ist dartber
hinaus leicht aus den gewo6hnlich immensen Anzahlproblemen der (binéren)
Partitionierung erkléart. Solange aber kriteriumsgeleitete Optimierungsverfah-
ren zur Approximation von Ultrametriken an empirische Proximitymatrizen
nicht allgemein verflgbar sind, sollte insbesondere den heuristischen Verfah-
ren der sukzessiven Zerlegung erhdohte Beachtung zukommen. Dieser Emp-
fehlung soll mit der folgenden Argumentation (nochmals) Nachdruck verlie-
hen werden: Wahrend agglomerative HCA-Verfahren zunéchst in den kleinen
Distanzen arbeiten und (Vor-)Entscheidungen treffen, gehen divisive Metho-
den anfangs von der Untersuchung der groRen Distanzen bzw. geringen Ahn-
lichkeiten aus; es sind aber gerade die groRRen Entfernungen, welche fur die
Global- oder Gesamtstruktur einer Objektmenge besonders préagend sind. Die
Geltung dieser Aussage wird durch eine Untersuchung von Graef/Spence
(1976, zitiert bei Kruskal, 1977) gestltzt. Die Autoren konnten durch die
Anwendung von MDS-Algorithmen nachweisen, dal} die Streichung kleiner
Distanzen aus der Proximitymatrix auf die Struktur von Punkten im Raum
erwartungsgemald weit geringer deformierend wirkt, als die Streichung grofRRer
Distanzen. Deshalb sollten Investitionen in die Analyse der groéReren Unahn-
lichkeiten lohnend sein, zumal die zunehmende Verbreitung schneller
Computer solchen intensiven Bemihungen entgegenkommt.

Im Einzelnen sei erganzend auf folgende Ansatze der sukzessiven Zerlegung
hingewiesen:

(a) Hubert (1973) stellt (neben einem weiteren Verfahren) subdivisive Pen-
dants zum agglomerativen ,Single-* und ,Complete-Linkage’ zur Verfi-
gung. Diese Methoden liefern ebenfalls invariante Resultate bei monotoner
Transformation der Proximitymatrizen und sind zudem ©6konomisch
durchfihrbar.

(b) Ein zum agglomerativen ,Minimum Variante' Verfahren nach Ward (1963)
(Methode 7 der Ubersicht in 3.3.2) gehorendes subdivisives Pendant haben
Edwards/Cavalli-Sforza (1965) vorgeschlagen. lhm wird wegen der bend-
tigten extremen Rechenzeiten z.B. von Eckes/RoRRbach lediglich ,illustra-
tiver Wert" (1980, S. 80) zugeeignet. Diese Einschédtzung muf3 aber wohl
revidiert werden, nachdem Herden/Steinhausen (1979 mit Fortran-Pro-
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gramm) einen effektiven Branch-and-Bound Algorithmus zur Berechnung
des globalen Minimums des Varianzkriteriums angeben.

Fir die (in Abschnitt 3.3.2 angesprochene) Festlegung ,Funktion’=: ,Me-
dian‘, bei der im subdivisiven Fall der Median der paarweisen Distanzen
von (zwei) Gruppen fir die Aufteilung maximiert wird, kdnnen - wie
auch fur andere komplexe Kriteriumsfunktionen - Austauschalgorithmen
verwendet werden. (Diesem Vorgehen folgt Spath (1976) bei Vorliegen
von Datenmatrizen [x;] fur die Minimierung des L,-Kriteriums: Summe
der absoluten Abweichungen vom Median. Siehe auch Spath (1977) und
Banfield/Basill (1977), sowie Spath/Muller (1979) fur weitere Anwendun-
gen (jeweils mit Fortran-Programmen).)

Eine interessante Beobachtung fiihrte McQuitty (z.B. 1968) zur Entwick-
lung seiner ,lterative Intercolumnar Correlational Analysis': Korreliert
man paarweise die Zeilen einer Korrelationsmatrix K, zur Herstellung
einer Korrelationsmatrix K, und iteriert dieses Vorgehen, so tritt gewdhn-
lich (,usually‘, S. 466) ein Konvergenzphéanomen ein: Ky = Ky,;. Die
Matrix Ky hat dann nur noch Eintragungen von +1 und -1 und ist einer
Zerlegung der Menge der Variablen eineindeutig zugeordnet. Wendet man
dieses Vorgehen sukzessive auf die entstandenden Untergruppen bzw. de-
ren zugehdrige Untermatrizen an, so entsteht im (zumeist) erfolgreichen
Fall eine Folge von (bindren) Zerlegungen. Das Verfahren kann somit als
heuristische subdivisive HCA angesehen werden. Es hat zumindest folgen-
de Schwéchen :

(1) Auf jeder Stufe wird die Zerlegung ohne jedes explizite Optimierungs-
kriterium vorgenommen. Diese Eigenschaft teilt die Methode mit anderen
Zerlegungsprozeduren.

(2) Es ist fraglich, ob die Produkt-Moment-Korrelation wegen ihrer Inva-
rianz bei linearen Transformationen als MaR fiir die Ubereinstimmung von
Zeilen von Korrelationsmatrizen geeignet ist.

(3) Die Konvergenzeigenschaft des Vorgehens konnte, trotz der Begrin-
dungsbemihung von McQuitty/Clark (1968) bisher nicht bewiesen
werden.

Dazu sei hier mitgeteilt, da? (nach eigenen Untersuchungen) auch bei
Verwendung verschiedener Distanzmalle zur iterativen Analyse dieser Art,
nach einigen Schritten (mit Normierung) Konvergenz in dem Sinn eintritt,
dal? die resultierende Distanzmatrix eine Verteilung hoher gegeniiber sehr
niedrigen Eintragungen enthdlt, die einer Zerlegung zugeordnet ist. (Er-
ganzend sei auf eine vergleichbare Technik von Bonner (1964) verwiesen,
der AhnlichkeitsmaRRe verwendete.) - Solche ProximitymaRe von Proxi-
mities und ihre Leistungen zur Generierung disjunkter Hierarchien sollten
verstarkt formal und im Rahmen von (vergleichenden) Evaluationsstudien
untersucht werden. Die inneren Zusammenhange dieser Vorgehensweise
und ihre Effizienz fir die Anwendung bedirfen der Klarung.
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3.3.4 Evaluation, Anwendung und Weiterentwicklungen

Evaluationsstudien zu HCA-Verfahren liegen m. W. ausschliellich fir deren
agglomerative Varianten vor. Zwei Typen von Studien lassen sich grob unter-
scheiden :

(@) Tests nach dem Modell der Mischverteilungen gehen von einer Gesamtpo-
pulation aus, die sich aus mehreren Subpopulationen mit unterschiedlichen
Verteilungstypen, Mittelwert(svektor)en und/oder Kovarianzmatrizen zu-
sammensetzt. Aus der Gesamtpopulation werden Stichproben generiert
und den HCA-Verfahren unterworfen, zur Leistungsbewertung wird ab-
schlieend die Herkunft der Objekte (Punkte) aus den jeweiligen Subpo-
pulationen mit ihrer Clusterzuordnung durch die Methoden Uber Kappa-
oder Rand-Statistiken verglichen (Blashfield, 1976, Edelbrock, 1979, Edel-
brock/McLaughlin, 1980, Mclintyre/Blashfield, Milligan, 1980).

Bei insgesamt guten Zuordnungsleistungen sind die Verfahren (im Sinn
einer Interaktion) differentiell sensitiv fir verschiedene, durch das Popula-
tionsmodell spezifizierte Ausgangssituationen. Es werden also keine gene-
rellen Empfehlungen ausgesprochen. (Nach meinem Eindruck ergibt eine
Ubersicht leichte Vorteile fur die ,Average' -Methoden und die ,Minimum-
Variante'-Technik.) Relativ einhellig dagegen sind die Warnungen vor der
Betrachtung nur einer Losung, da die Verfahren in der Regel sehr verschie-
dene Resultate erbringen, die es jeweils genau zu untersuchen gilt.

(Fir diesen Typ von Evaluationsstudien lassen sich die Leistungen der
HCA-Verfahren mit denen der Mengenzerlegungsmethoden vergleichen.
Dabei sind die Ergebnisse der flir diesen Zweck speziell konstruierten
Partitionierungsalgorithmen (z.B. aus der K-Means-Gruppe, Milligan,
1980) erwartungsgemald besser, wenn ihnen nur plausible Startpartitionen
(z.B. HCA-Verfahren als Heuristik) zur Verfigung gestellt werden.)

(b) Untersuchungen zur Anfélligkeit von HCA-Verfahren bei Vorliegen von
Fehlern in den Daten gehen von der Konstruktion ,wahrer’ metrischer
oder ultrametrischer Proximitymatrizen aus. Ultrametriken werden dann
mit aus verschiedenen Verteilungen stammenden zufélligen Fehlern Uber-
lagert und den HCA-Verfahren unterworfen. Zur Leistungsbewertung
wird abschlieBend die Ranginformation in der urspringlichen Metrik oder
Ultrametrik mit der Ranginformation in den durch die Verfahren generier-
ten Ultrametriken verglichen; dazu verwendet man Kendalls Tau oder
Goodman-Kruskals Gamma (Baker, 1974; Cunningham/Ogilvie, 1972;
D’Andrade, 1978; Hubert/Baker, 1977). Auch in diesen Untersuchungen
ergibt sich eine Interaktion von Ausgangssituation und Methoden: Sind die
,wahren‘ (Ultra-)Metriken ,verkettet', so wird dies vom ,Single-Linkage’
besser reproduziert; ansonsten stimmen die Ergebnisse des ,Complete-
Linkage', vor allem aber die ,mittleren’ Verfahren, z.B. ,Group-Average'
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und ,Minimum Variante', deutlich besser mit den urspriinglichen Daten
Uberein.

Da dem Anwender in der Regel nicht bekannt ist, inwieweit ,Verkettun-
gen' in seinen Proximitydaten vorliegen, bleibt ihm (wiederum) nur die
Durchfihrung mehrerer HCA-Verfahren und die genaue Untersuchung
ihrer Ergebnisse.

Evaluationsstudien fuhren also nicht zu generellen Empfehlungen. Vielmehr
scheinen die heuristischen HCA-Verfahren fir verschiedene Aspekte oder
Merkmale der Daten sensibel zu sein, bzw. scheinen durch ihre Darstellungs-
resultate unterschiedliche ,Aspekte’ oder Merkmale der Daten hervorzuheben
oder ihnen aufzupragen.

Die fur die o6konomische Anwendung von HCA-Verfahren notwendigen Pro-
gramme wurden Uberwiegend flr die agglomerativen Varianten publiziert,
z.B. Anderberg (1973, S. 276ff.), Hartigan (1975, S. 215ff.), Spath (1975, S.
165ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 83ff.) Oder in Programmsysteme imple-
mentiert, z.B. BMDP (siehe Dixon, 1975, S. 307ff.) und Clustan (siehe Wis-
hart, 1978, S. 31 ff.). Vertffentlichungen von Programmen zu den hierarchisch
subdivisiven Verfahren finden sich nur vereinzelt, z.B. Spath (1975, S. 148 ff.),
so dal man (vorerst) ersatzweise auf die undkonomische wiederholte Anwen-
dung von Mengenzerlegungsprozeduren zurtickgreifen muf3 (Hinweise zu
Programmen, siehe Abschnitt 3.2). - Eine Diskussion und partielle Evalua-
tion zu Computerprogrammen fir hierarchische Clusteranalysen findet man
bei Aldenderfer/Blashfield (1978). Erganzend sei hier auf einen beachtenswer-
ten Gesichtspunkt der Programmanwendung hingewiesen (der auch in der
methodologischen Literatur zumeist Ubergangen wird): Generell kdnnen wéah-
rend der Durchfihrung von (heuristischen) Verfahren Eindeutigkeitsprobleme
auftreten. Bei agglomerativen Verfahren z.B. kénnen in einer Matrix von
UnahnlichkeitsmaRen zwischen Gruppen zwei (oder mehrere) minimale Ein-
tragungen vorliegen, mit d(G,,G,)=d(G,,G,). Es ist nun mit Hilfe eines be-
grindeten Entscheidungskriteriums die Frage zu beantworten, ob die Gruppe
p mit der Gruppe q oder mit der Gruppe r fusioniert werden soll. Wird dieses
Problem in einem Programm nicht explizit thematisiert, so nimmt dieses bei
der Ausfihrung zumeist automatisch eine Entscheidung vor, die vom Benut-
zer unbemerkt bleibt. Das Verfahren erfullt dann ein relevantes methodisches
Kriterium nicht, namlich das der Unabhéngigkeit des Resultats von der Rei-
henfolge der Objekte (zu diesem und weiteren Kriterien siehe Wright, 1974).
Ein positives Gegenbeispiel aber geben z.B. Steinhausen/Langer (1977, S. 83),
die einen programmierten Fehlerindikator einfihren.

In der Forschungspraxis stellen sich im Zusammenhang mit der Anwendung
von hierarchischen Clusteranalysen in verschiedenen Phasen des Vorgehens
eine Reihe von Problemen, deren Darstellung im folgenden mit entsprechen-
den Loésungsansatzen versehen wird:
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Fur vorliegende Daten stellt sich vor der Anwendung von HCA-Verfahren die
Frage nach deren Angemessenheit fir die Reprasentation der Proximities. Da-
mit wird flr eine a-priori-Evaluation nach einem Entscheidungskriterium ge-
sucht, welches die ,clusteriness’ (siehe Sneath 1969, S. 263) der Daten beur-
teilt. - FlUr den Fall gegebener Datenmatrizen (Beobachtungswiederholungen
X (numerische) Merkmale) haben Oldenbirger/Becker (1976, besser verflgbar
in Oldenburger/Schwibbe, 1980) eine Strategie entwickelt, die eine statistische
Prifung der Clusterbarkeitshypothese gestattet. (Zu einem &ahnlichen Vorge-
hen fihrt ein unabhangiger Vorschlag Sodeurs (1976) im Anschlul3 an Vogel
(1975).) Dazu wurde eine Klasse von MaRen definiert, die die Abweichung der
Proximities, z.B. Distanzen, von der ultrametrischen Ungleichung quantifi-
zieren. (Passager wird ein einfacheres Mall auch z.B. von Carroll/Pruzansky
1980, S. 113 erwédhnt.) Die Konstruktion des statistischen Tests erfolgte unter
Verwendung der ,Philosophie’ der Randomization-Tests (Edgington 1969,
1980); dazu wurde eine geeignete Randomisierungsbasis gewdahlt, in der die
Verteilungen der Variablen und damit ihre Kenngrof3en erhalten bleiben. Fir
die statistische Entscheidung wird dann die Abweichung von der ultrametri-
schen Ungleichung fir die empirischen Distanzen (hinsichtlich einer gewahl-
ten Modalitdt) mit der Verteilung der Abweichungen von der ultrametrischen
Ungleichung fir Distanzen aus zufélligen Datenmatrizen verglichen. (Diese
werden durch zuféllige Permutation der urspringlichen Daten innerhalb der
Variablen Uber die Beobachtungswiederholungen generiert.) - Fir den Fall
direkt erhobener Proximitymatrizen schlagen Sattath/Tversky (1977) die Un-
tersuchung der Verteilung der Proximities vor. Sie konnten nadmlich zeigen
(Skewness-Theorem, 1977, S. 342ff.), dal3 die Verteilungen von Distanzen
zwischen Punkten, die in euklidischen Raumen liegen, eher rechtsschief bzw.
linkssteil sind, wéahrend Verteilungen von Distanzen zwischen Punkten in
additiven Baumen, z.B. Dendrogrammen, linksschief bzw. rechtssteil sind.
(Dieser Ansatz ist allerdings bisher nicht mit einem statistischen Prifverfahren
gekoppelt, was aber durch Konstruktion eines Randomization-Tests fur be-
stimmte Féalle relativ leicht geleistet werden kann. Dabei sind dann die tripel-
weisen Einschrdnkungen der Distanzen Uber die Dreiecksungleichung zu be-
rucksichtigen.)

Hat man sich fiur die Durchfuhrung der hierarchischen Clusteranalyse ent-
schieden, so gibt es a-priori keine spezielle Methode der Wahl, deren Resultat
eine optimale Reprasentation der Proximities garantiert. Es sollten also vielfal-
tige, moglichst auch subdivisive Verfahren eingesetzt werden. Nach deren
Anwendung stellt sich dann die Frage nach einer quantitativen a-posteriori-
Evaluation der Resultate und damit einer nachvollziehbaren Auswahl der be-
sten Reprasentation(en). Es gilt also, geeignete Goodness-of-Fit Kriterien fulr
hierarchische Gruppierungen zu definieren (siehe z.B. Gower, 1975; eine Li-
ste gibt Cormack, 1971, S. 338):
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- Soll den Proximitydaten nur der Charakter von Ranginformationen unter-
stellt werden, so bietet sich als globales MaR fir die Gite der Anpassung der
urspringlichen Proximities durch die aus den Dendrogramm rekonstruierten
ultrametrischen Ahnlichkeits- bzw. Uné&hnlichkeitsmaRe Goodman-Kruskals
y an (ein Rechenbeispiel gibt Lienert, 1978, S. 554ff.). Selbstverstandlich dir-
fen auf diesen Index die Ublichen statistischen Prifverfahren nicht mehr ange-
wendet werden. (Fir kleine n(<16) und die speziellen Verfahren des agglome-
rativen ,Single-* und ,Complete-Linkage’ gibt Hubert (1974) Tabellen, die eine
zufallskritische Beurteilung von vy gestatten. Wegen der Verfahrensabhéngig-
keit dieses Vorgehens ist die statistische a-priori-Prifung der globalen Cluster-
barkeitshypothese durch (approximative) Randomization-Tests wohl vorzu-
ziehen.)

- Sind die Proximitymale metrisch konstruiert worden oder wird ihnen me-
trischer Charakter zugeeignet, so bedarf es eines Zwischenschrittes vor der
Anwendung globaler Goodness-of-Fit Kriterien. Wéahlt man z.B. die (kophe-
netische) Korrelation r(empQiiuiit) (Hubert/Baker, 1977b), das ist die Pro-
dukt-Moment-Korrelation zwischen den Eintragungen der Dreiecksmatrizen
(ohne Diagonale), oder die L,-Abstandsnorm Z| empdii = ik I, mit p=2 als
k<l

globales MaR fir die Abbildungstreue der urspringlichen Daten durch die
konstruierte Ultrametrik, so ist dieser Index nur beziigl. des ,Group-Average'

oder seines divisiven Pendants als fair anzusehen (Farris, 1969). Alle anderen
Verfahren generieren namlich global und/oder partiell gedehnte oder gestauch-
te Dendrogramme bzw. Ultrametriken, so dal ein Vergleich der einzelnen
Strukturierungsvorschlage (Dendrogramme) erst nach Beseitigung dieser Ver-
fahrenseinflisse durch Berechnung einer optimal angepaften Ultrametrik dy
erfolgen sollte. Dazu stehen die Techniken der numerischen Approximation
gegebener Baumstrukturen an Proximitymatrizen zur Verfligung, wie sie etwa
bei Eisler (1973) oder Roskam (1975, S. 49f.) fir die generelle Anwendung
beschrieben werden. Im hier zur Debatte stehenden Fall aber reicht es aus, die
(L,-)Knotenhdhe jeweils durch Mittelung der empirischen Proximities anzu-
geben, deren zugehotrige Objektpaare durch den Knoten erst zusammenge-
fahrt werden. (Bei Wahl der robusteren L,-Abstandsnorm mit p = 1 wére hier
die Angabe des Medians angemessen.) Nach dieser numerischen Anpassung
kénnen die strukturellen Verfahrensvorschldge (Dendrogramme) verbessert
graphisch dargestellt und ihre Abbildungsleistung durch Berechnung von z.B.
M (empQit.uitd’ ) quantitativ bewertet werden.

Hat man nach Berechnung der GlobalmalRe eine begriindete Auswahl unter
den Reprasentationen getroffen, so verbleibt als Aufgabe die spezifischere
Untersuchung der Abbildungsleistung des HCA-Resultats. Diese kann durch
Inspektion der Rangplatzdifferenzen oder der Residuen ¢mpdy - :d'xy erfol-
gen; das Vorzeichen solcher Werte gibt dann an, ob die jeweiligen Objektpaare
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durch die clusteranalytische Darstellung als zu stark separiert oder als zu eng
zusammengehorig ausgewiesen werden; die absolute Grofe solcher Abwei-
chungswerte zeigt auf, an welchen Stellen die kompakte Reprasentation durch
hierarchische Gruppierung erhebliche ,Fehlleistungen’ zeitigt. - Eine solche
(exploratorische) Bemiihung kann einerseits undifferenzierte Globalinterpre-
tationen von Dendrogrammen vermeiden helfen, andererseits kdnnte die Ver-
teilung (das ,Pattern‘) der Abweichungen Hinweise auf (weitere) alternative
Repréasentationsmodi der Proximitydaten liefern.

Sollen in der Anwendung verschiedene hierarchische Strukturierungen vergli-
chen werden, so ist dazu auf folgende Ansétze hinzuweisen:

- Boorman/Olivier (1973) definieren eine Reihe von Metriken Uber Folgen
von Partitionen bzw. Uber Ultrametriken, die z.B. zur Auswahl eines ,mittle-

ren', maximal konsistenten Dendrogramms herangezogen werden sollen.

- Zur konfirmatorischen statistischen Priifung der Ubereinstimmung a-prio-
ri formulierter hierarchischer Strukturhypothesen mit den Resultaten der An-
wendung von HCA-Verfahren auf (unabhéangige) Daten setzen Hubert/Baker
(1977) das aulRerst flexible Paradigma des ,quadratischen Assignierens' ein
(Lawler, 1975; Hubert/Schultz, 1976). Diee generelle Strategie der Datenana-
lyse ist Uber die Untersuchung von Permutationsverteilungen eng mit der
Methodologie der Randomization-Tests verknupft. Sie gestattet auch eine
konfirmatorisch zufallskritische Beurteilung der Ubereinstimmung von (z.B.
nach Verfahrensanwendung ultrametrischen) Proximitymatrizen aus verschie-
denen Untersuchungsgruppen (Subsamples). Gleichzeitig liefert die Theorie
des quadratischen Assignierens eine Grundlage zur probabilistischen Evalua-
tion der von Boorman/Olivier (1973) vorgeschlagenen DistanzmafRe fur Folgen
von Partitionen. - Bei der Anwendung dieser komfortablen Evaluations- und
Prifstrategie ist zur Vermeidung von Artefaktinterpretationen grundsétzlich
zu beachten, dal die zu vergleichenden Proximitymatrizen unabhéngiger Her-
kunft sind. (So ware z.B. die ,Prifung’ der kophenetischen Korrelation zwi-
schen empirischer Proximitymatrix und der nach Verfahrensanwendung re-
konstruierten Ultrametrik unzulassig.) - Erhebliche Weiterentwicklungen
des Paradigmas des quadratischen Assignierens durch die Einfihrung und
Untersuchung des Vergleichs genereller Proximityfunktionen werden von Hu-
bert/Baker (1977), Hubert (1978) und Hubert/Baker (1979) angeregt. Im hier
gegebenen Diskussionszusammenhang ist die Mdglic