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Avant-propos

Ce livre est issu des notes d’un cours enseigné de 1992 & 2000 au DEA
de Physique des Solides de Paris/Orsay. Les compléments de chapitre provien-
nent, pour la plupart, des travaux dirigés et des problemes associés.

Les sujets traités dans cet ouvrage relevent du champ, extrémement vaste,
de la physique statistique hors d’équilibre. On rencontre, dans tous les
domaines de la physique, une treés grande variété de situations et de phénomenes
impliquant des systemes qui ne sont pas en équilibre thermodynamique, et
ceci a toutes les échelles. L'une des difficultés de la physique statistique de ces
systémes réside dans le fait que, contrairement & 1’équilibre oti 'on dispose
d’une approche unifiée permettant d’expliquer les propriétés macroscopiques
de la matiere & partir des interactions microscopiques (J.W. Gibbs), hors de
I’équilibre ’on ne dispose & ce propos que d’un nombre limité de résultats
de portée générale. Les approches utilisées pour décrire le passage du micro-
scopique au macroscopique dans le cas des systémes hors d’équilibre sont
diverses, et peuvent dépendre du systéme particulier étudié. Il est cependant
possible de classer ces approches en deux grands groupes, mettant en ceuvre,
pour 'un, des équations cinétiques (L. Boltzmann), et, pour 'autre, la théorie
de la réponse linéaire (R. Kubo). En dépit de leur diversité, ces méthodes ont en
commun plusieurs points fondamentaux essentiels sur lesquels elles s’appuient.

L’une des ambitions de ce livre est de dégager, a propos de différents
systeimes physiques, quelques idées centrales communes a ces différentes appro-
ches. Eu égard a Pimmensité du sujet, ne sont traitées ici que des situations
proches de 1’équilibre, dans lesquelles les processus irréversibles mis en jeu
peuvent étre qualifiés de linéaires.

Bien qu’extrémement variés, les phénomenes hors d’équilibre font apparai-
tre de facon trés générale le role essentiel joué par existence au sein des
systemes étudiés d’échelles de temps bien séparées. La plupart d’entre elles,
trés courtes, sont associées aux degrés de liberté microscopiques, tandis que
d’autres, en petit nombre et beaucoup plus longues, sont macroscopiques et
caractérisent les variables lentes. Le livre s’attache notamment & mettre en
évidence, & propos de chacune des approches mises en ceuvre, I'importance du
role joué par la séparation des échelles de temps.

Une propriété centrale commune, dans le cadre linéaire, aux différentes
approches, est le théoreme de fluctuation-dissipation, qui exprime la relation
entre la réponse d’un systéme dans une situation faiblement hors d’équilibre et
les fluctuations & I’équilibre des variables dynamiques concernées. Ce résultat
constitue le noyau central commun aux différentes méthodes de physique statis-
tique hors d’équilibre dans le domaine linéaire.
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Les éléments prérequis pour aborder cet ouvrage sont assez limités. 1l
est cependant nécessaire de maitriser les connaissances de base de mécanique
quantique et de physique statistique & ’équilibre. En ce qui concerne les tech-
niques mathématiques mises en ceuvre, elles sont standard. De facon générale,
les notions nécessaires & la compréhension de chaque chapitre sont fournies
dans celui-ci ou Vont été dans les chapitres précédents, et les calculs sont
exposés en détail. A la fin de chacun des chapitres est proposée une liste
d’ouvrages de référence sur le sujet traité (classés par ordre alphabétique),
complétée, chaque fois que possible, par une liste d’articles originaux (classés
par ordre chronologique).

L’organisation générale de Pouvrage est décrite brievement ci-dessous.

Notions de base

En physique statistique, chaque variable macroscopique est une moyenne
statistique des quantités microscopiques correspondantes. Les notions de
moyenune et de fluctuations (et, plus généralement, les définitions ct les résultats
dont il est utile de disposer & propos des variables aléatoires et des processus
aléatoires) sont rassemblées dans le chapitre 1. Les résultats les plus importants
en vue de I'étude des fluctuations sont, d’une part, le théoréme de la limite
centrale qui fonde le réle central en physique des lois gaussiennes, ct, d’autre
part, le théoréme de Wiener-Khintchine qui relie la fonction d’autocorrélation
et la densité spectrale d’un processus aléatoire stationnaire.

La thermodynamique des processus irréversibles

Le chapitre 2 est consacré a la thermodynamique des processus irréver-
sibles. L'une des caractéristiques macroscopiques des systéemes hors d’équilibre
est en effet d’étre le siége de processus irréversibles, tels que les phénomenes
de transport ou les processus de relaxation. Ces processus ont un caractere
dissipatif, ce qui signifie que les systéemes au sein desquels ils se produisent
perdent de P’énergie (celle-ci est transférée a l'environnement du systéme et ne
revient jamais vers ce dernier). Un systéme hors d’équilibre est le siege d’une
production d’entropie strictement positive. Dans le cas des systemes locale-
ment a I'équilibre, il est possible, en s’appuyant sur les variables lentes et la
production d’entropie, d’étendre la thermodynamique (limitée originellement
a Yétude des états d’équilibre) a la description des processus irréversibles.

C’est pour des systemes proches de Péquilibre que cette théorie est le
plus solidement établie. Les phénomenes de transport obéissent alors a des lois
phénoménologiques linéaires. La thermodynamique des processus irréversibles
permet d’établir certaines propriétés des coefficients de transport, parmi les-
quelles des relations de symétrie ou d’antisymétrie entre coefficients cinétiques
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(L. Onsager), ainsi que la relation d’Einstein entre mobilité et coeflicient de dif-
fusion, qui constitue la toute premiere formulation du théoréme de fluctuation-
dissipation.

Introduction a la physique statistique hors d’équilibre

Si elle permet d’établir certaines propriétés des coefficients de transport,
la thermodynamique des processus irréversibles ne fournit en revanche aucun
moyen de les calculer explicitement.

Pour cela, il est nécessaire de partir d’'une description microscopique des
gystemes hors d’équilibre, et de faire le lien entre cette description et les pro-
priétés observées a Péchelle macroscopique. Les chapitres 3 et 4 constituent
une introduction & cette démarche. Y sont présentés les principaux outils
de la physique statistique des systémes hors d’équilibre classiques et quan-
tiques, notamment les équations d’évolution de la fonction de distribution et
de Popérateur densité.

Les approches cinétiques

Les chapitres 5 a 9 sont consacrés a la description des phénomenes de
transport par des équations cinétiques irréversibles, principalement Péquation
de Boltzmann.

On commence, dans le chapitre 5, par s’intéresser au gaz parfait clas-

sique de molécules effectuant des collisions binaires (historiquement le premier
systéme & avoir été étudié au moyen d’une équation cinétique). L'approche
cinétique repose dans ce cas sur 'hypotheése du chaos moléculaire, ¢’est-a-dire
d’absence de corrélations entre les vitesses de deux molécules qui vont entrer en
collision. Cette hypothese conduit a I'équation de Boltzmann pour la fonction
de distribution.

Dans le chapitre 6, on montre comment 'équation de Boltzmann permet,
moyennant des approximations convenables, de déterminer les coefficients de
transport du gaz. Dans le chapitre 7, on ¢établit les équations de 'hydro-
dynamique a partir de ’équation de Boltzmann. Le chapitre 8 est consacré
aux applications de 'équation de Boltzmann en physique des solides, ou elle
est largement utilisée pour déterminer les coefficients de transport dans les
semi-conducteurs et les métaux (théorie semi-classique du transport de Bloch-
Boltzmann).

De fagon générale, la validité des approches cinétiques repose sur ’existen-
ce au sein du systéme étudié de deux échelles de temps bien séparées. Dans
le contexte des gaz dilués, ’échelle de temps courte est la durée d’une col-
lision, tandis que ’échelle de temps longue est lintervalle de temps moyen
géparant deux collisions successives d'une molécule donnée. Dans le chapitre 9,
on étend ce type d’approche aux systemes dans lesquels les interactions peuvent
étre considérées comme locales et instantanées. L’évolution hors d’équilibre de
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ces systémes peut, moyennant des hypotheses de décorrélation analogues a
Ihypotheése du chaos moléculaire, étre décrite par des équations cinétiques
irréversibles, génériquement appelées équations malitresses.

Le mouvement brownien

Les chapitres 10 et 11 traitent du mouvement brownien, ¢’est-a-dire du
mouvement erratique d’une particule immergée au sein d’'un fluide de molécules
plus légeres.

Il s’agit de I'un des problemes paradigmatiques de la physique statistique
hors d’équilibre. L’étude du mouvement brownien est généralement abordée
au moyen de I'équation de Langevin, qui décrit 'évolution de la vitesse de
la particule sur des intervalles de temps intermédiaires entre une échelle de
temps courte, le temps de corrélation de la force aléatoire s’exercant sur la
particule brownienne, et une échelle de temps longue, le temps de relaxation
de sa vitesse moyenne. On retrouve dans ce cadre la relation d’Einstein entre
mobilité et coefficient de diffusion.

La théorie du mouvement brownien joue un réle d’autant plus important
que la particule brownienne peut ne pas étre une véritable particule, mais la
représentation d’'une propriété collective d’un systeme macroscopique.

On présente également un modéle microscopique du mouvement brownien
d’une particule couplée & un bain, ce dernier étant constitué par un ensemble
infini d’oscillateurs harmoniques en équilibre thermique. Ce modele est tres
utilisé pour décrire la dynamique dissipative de différents systemes classiques
ou quantiques (A.O. Caldeira et A.J. Leggett).

La théorie de la réponse linéaire

La théorie de la réponse linéaire (R. Kubo) est développée dans les chapi-
tres 12 a 14.

Si l’on se limite & des systemes proches de 1’équilibre, les quantités physi-
ques observées s’écartent faiblement de leurs valeurs d’équilibre, et 'on attend
des écarts linéaires par rapport aux perturbations ayant entrainé le systeme
hors de ’équilibre. La théorie de la réponse linéaire précise la relation entre
les fonctions de réponse linéaire et les fluctuations a P’équilibre des variables
dynamiques concernées. Une fois admise I’hypothese de linéarité, cette théorie
est générale.

Pour commencer, les notions de fonctions de réponse linéaire, d’une part,
et de fonctions de corrélation a 1’équilibre, d’autre part, sont présentées dans le
chapitre 12. La théorie générale de la réponse linéaire précisant le lien entre ces
deux types de quantités est développée dans les chapitres 13 et 14, ce dernier
chapitre étant centré sur le théoréme de fluctuation-dissipation.

Les fonctions de corrélation a ’équilibre jouent ainsi en physique statis-
tique hors d’équilibre un role central. Beaucoup de propriétés de systemes hors
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d’équilibre, par exemple les coeflicients de transport des lois phénoménologiques
linéaires, sont déterminées par des fonctions de corrélation temporelles a 1’équi-
libre. Ces fonctions fournissent aussi un moyen utile d’interpréter de nom-
breuses expériences de diffusion de rayonnements ou de particules.

Coeflicients de transport

Dans les chapitres 15 et 16, on montre comment la théorie de la réponse
linéaire permet d’obtenir des expressions microscopiques des coefficients de
transport en termes des fonctions de corrélation a 1’équilibre des courants
appropriés. Ces expressions constituent les formules de Green-Kubo.

Dans le chapitre 15, on établit 'expression microscopique des composantes
du tenseur de conductivité électrique en termes des fonctions de corrélation des
composantes correspondantes du courant électrique. Dans le cas homogene,
on en déduit la partie réelle de la conductivité d’un gaz d’électrons sans
interactions en termes de fonctions de corrélation de courants & une particule
(formule de Kubo-Greenwood). Les corrections par rapport & la conductivité
semi-classique déduite de I’équation de Boltzmann sont dues & des effets d’inter-
férences quantiques. On discute aussi brievement approche de Landauer de
la conductance des systémes mésoscopiques et du phénomene de localisation
a une dimension.

Le chapitre 16 traite des coeflicients de transport thermiques tels que la
conductivité thermique ou le coefficient de diffusion, qui ne peuvent pas étre
calculés directement a partir de la théorie de Kubo, ainsi que de la facon dont
on peut les déterminer par différentes expériences (par exemple de diffusion de
la lumiere).

Pour conclure cet avant-propos, je voudrais souligner le fait que ce travail
n’a pas été celui d’une seule personne, mais qu'il est le fruit d’un enseigne-
ment effectué en équipe. Je souhaite donc en premier lieu remercier Jean Klein,
Sylvie Rousset et Frédérick Bernardot, avec qui j’ai collaboré étroitement pen-
dant plusieurs années dans le cadre de cet enseignement au DEA de Physique
des Solides. Je suis en outre trés reconnaissante & Frédérick Bernardot pour
sa relecture attentive de nombreux chapitres de ce livre, ainsi que pour ses
remarques précises et judicieuses.

Mes remerciements vont aussi aux nombreux étudiants et lecteurs des
notes de cours, qui, par leurs remarques, ont contribué a ’amélioration de cet
ouvrage.

Ils s’adressent enfin & Michele Leduc, directrice de la collection ¢ Savoirs
actuels », dont I’encouragement constant, qui a été pour moi précieux, a permis
Paboutissement de ce projet.
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Chapitre 1

Variables aléatoires
et processus aléatoires

En physique statistique, on est amené a considérer les grandeurs carac-
térisant I'état macroscopique d’un systéme physique constitué d’un grand
nombre de particules comme des moyennes statistiques des quantités micro-
scopiques correspondantes. Les variables macroscopiques, ainsi définies comme
des moyennes, sont accompagnées de fluctuations dues a I'agitation thermique
des degrés de liberté microscopiques associés. Lorsque le systeme étudié est
hors d’équilibre, les évolutions temporelles des moyennes et des fluctuations
doivent étre prises en compte dans la description et la modélisation des phéno-
ménes le concernant. Les variables aléatoires et les processus aléatoires sont
ainsi des outils essentiels de la physique statistique hors d’équilibre.

Quelques notions fondamentales sur ce sujet sont donc rassemblées dans
ce premier chapitre. Tout d’abord, on introduit les distributions de probabilité
et les moments des variables aléatoires 4 une ou a plusicurs dimensions. On
étudie la distribution de la somme de deux ou de plusieurs variables aléatoires
indépendantes, puis le théoréme de la limite centrale concernant la distribu-
tion de la somme d’un nombre N de variables aléatoires indépendantes dans la
limite N — oo. Ce théoréme est d’une importance cruciale en physique statis-
tique, puisqu’il est responsable du réle central qu’y jouent les lois gaussiennes.

Ensuite, a4 propos des processus aléatoires, on introduit la notion de
stationnarité, et I'on discute briévement les propriétés d’ergodicité, c’est-a-dire
d’équivalence entre moyennes temporelles et moyennes statistiques. On s’inté-
resse plus particuliérement aux processus aléatoires stationnaires en présentant
les grandes lignes de leur analyse harmonique, qui est une méthode bien
adaptée a I'étude des processus régis par des équations différentielles linéaires.
On démontre notamment le théoréme de Wiener-Khintchine reliant la densité
spectrale du bruit et la fonction d’autocorrélation d’un processus aléatoire
stationnaire.
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1. Variables aléatoires, moments et fonction caractéristique

1.1. Définition

Une variable aléatoire' est un nombre X (¢) associé a chaque résultat ¢
d’une expérience. En ce sens, c’est une fonction dont le domaine de définition
est 'ensemble des résultats de l'expérience. Pour définir une variable aléatoire,
il faut spécifier, d’une part, 'ensemble des valeurs possibles, appelé ensemble
des états, et, d’autre part, la distribution de probabilité sur cet ensemble.
L’ensemble des valeurs possibles peut étre, soit discret, soit continu sur un
intervalle donné (ou bien, partiellement discret et partiellement continu). Par
ailleurs, 'ensemble des états peut étre multidimensionnel (la variable aléatoire
est alors écrite vectoriellement X).

Dans le cas réel unidimensionnel, la distribution de probabilité d’une
variable aléatoire X est donnée par une fonction p(z) non négative?,

p(z) >0, (1.1)

et normalisée :

oC
/ p(z)dx = 1. (1.2)
— X

La probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur comprise en-
tre z et &+ dx est égale a p(z)dz. La fonction p(x) caractérisant la distribution
de probabilité de la variable X est également appelée densité de probabilité?
de X. En physique, une densité de probabilité est en général une quantité
dimensionnée : ses dimensions sont inverses de celles de la variable aléatoire
concernée.

Le cas d’une variable susceptible de prendre des valeurs discrétes peut se
traiter de maniere analogue en introduisant des fonctions delta dans la densité
de probabilité. Par exemple, si une variable aléatoire prend les valeurs discretes
Z1,Z2 ... avec les probabilités p;, ps . . ., on peut formellement la décrire comme
une variable aléatoire continue de densité de probabilité :

p(z) = Z_pl- 8z — ), (1.3)

avec :
pi 20, Zpi =1 (1.4)

L On dit également variable stochastique : les deux expressions sont synonymes.

2 Une réalisation, ou valeur possible, de X est désignée ici par x. La lettre majuscule
désigne donc la variable aléatoire, la lettre minuscule 'une de ses réalisations. Lorsqu’il n'y
aura pas de confusion possible entre ces deux notions, nous emploierons une notation unique.

3 Pour plus de clarté, nous la noterons parfois px ().
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1.2. Moments

La moyenne ou espérance mathématique (f(X)) d’une fonction quel-
conque f(X) définie sur l'espace d’états considéré est définie par :

(o) = [ " f@ple) de, (1.5)

a la condition que I'intégrale du second membre de ’équation (1.5) existe.

En particulier, g, = (X™) est le moment d’ordre m de X. Le premicr
moment p; = (X) est la moyenne de X. Lorsque sa moyenne (X) est nulle, la
variable aléatoire X est dite centrée. La quantité :

o = (X = (X))*) = p2 — 41} (1.6)

est la variance de X. C’est le carré de la déviation standard ou écart quadra-
tique moyen AX = ¢, qui a les mémes dimensions que {X). L’écart quadra-
tique moyen o détermine la largeur effective de la distribution p(x). La variance
o2 est non négative et ne s’annule que si la variable X est certaine. Les deux
premiers moments sont les caractéristiques les plus importantes d’une distribu-
tion de probabilité.

Si la fonction p(z) ne décroit pas suffisamment vite lorsque = tend vers
I'infini, certains des moments de X peuvent ne pas étre définis. Un exemple
extréme en est fourni par la loi lorentzienne (ou loi de Cauchy) :

a 1

;(x—xo)'z—i—a?’

plx) = a >0, (1.7)

dont tous les moments divergent (on peut toutefois en définir le premier
moment par symétrie en posant u; = zp). Les autres moments de la loi de
Cauchy, et donc en particulier sa variance, sont tous infinis.

1.3. Fonction caractéristique

La fonction caractéristique G(k) d’une variable aléatoire X est définie
par :

oo

G(k) = (X)) = / e p(x) da. (1.8)

— 00

La densité de probabilité étant une fonction sommable de z, la fonction caracté-
ristique définie par la formule (1.8) existe pour tout k réel. C’est la transformée
de Fourier de p(x). On a donc, inversement :

p(x) ! /OO e~ G(k) dk. (1.9)

:% .
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La fonction caractéristique possede les propriétés :

Gk=0)=1, |G(k) <1 (1.10)

La fonction caractéristique est aussi la fonction génératrice des moments,
en ce sens que les coeflicients de son développement en série de Taylor de k
sont les moments p,, :

Gky =Y (i:?!m [im.- (1.11)

m=0

Les dérivées de G(k) en k = 0 existent donc jusqu’au méme ordre que les
moments. Cependant, la fonction caractéristique G(k) existe méme lorsque les
moments i, ne sont pas définis. Par exemple, la loi de Cauchy (1.7) ne possede
pas de moments finis, mais sa fonction caractéristique est :

Gk =2 /oo O gp— etk (1.12)
oo (& = x0)? + a? ' '

La fonction e~ @#1+iz0 n’est pas différentiable en k = 0, ce qui correspond au
fait que les moments de la loi de Cauchy n’existent pas.

2. Distributions a plusieurs variables

2.1. Densités conjointes, densités marginales et densités condi-
tionnelles

Lorsque plusieurs variables aléatoires entrent en jeu, ce qui est par exemple
le cas lorsque 'on considére une variable aléatoire multidimensionnelle, il est
nécessaire d’introduire différents types de distributions de probabilité.

e Densité de probabilité conjointe

Soit X une variable aléatoire & n dimensions, possédant donc n compo-
santes X1, Xo,..., X,. Sa densité de probabilité p,{(z1,x2,...,x,) est appelée
densité de probabilité conjointe des n variables X, Xo,..., X,.

e Densité de probabilité marginale

Considérons un sous-ensemble de s < n variables pertinentes Xy,..., X;.
La densité de probabilité de ces s variables, indépendamment des valeurs prises
par les variables non pertinentes X .1,...,X,, est obtenue en intégrant sur
ces dernieres :

Ps(X1,...,2s) = /pn(xl,...,xs,:rsﬂ,...,xn)dxsﬂ...d:cn. (2.1)

La densité (2.1) est appelée densité de probabilité marginale des s variables
pertinentes.
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e Densité de probabilité conditionnelle

On peut attribuer des valeurs fixées xs41,...,7, aux n — s variables
Xs41, ..., Xn, et considérer alors la distribution de probabilité conjointe des
s variables Xi,..., X,. Cette distribution est appelée densité de probabilité
conditionnelle de X1, ..., X,. Onla désigne par psjn_s(21,.. ., %s[Tss1,. .., 2n).

2.2. Indépendance statistique

La densité de probabilité conjointe p,, est égale au produit de la densité de

probabilité marginale pour que X, 1,..., X, prennent les valeurs ,¢1,..., 2,
par la densité de probabilité conditionnelle pour que, ceci étant réalisé, les
variables X1, ..., X, prennent les valeurs x1,...,x; :

pn('rlv Tt axn) - pn—s(xs-i—la et axn)ps|n—s($17 s »$S|$S+17 e a‘r’n)' (22)

C’est, la régle de Bayes, que 1’on écrit généralement sous la forme :

Pn(®1, ..., Zn)
ps!nfs(mla---axs‘xslea---axn) = = : o (23)
pn—s(l's-i—l» p axn)

Si les n variables peuvent étre divisées en deux sous-ensembles (X, ..., X;)
et (Xot1,...,X,) de telle sorte que p,, se factorise, c’est-a-dire si l'on peut
écrire :

pn(xla v amn) = ps(xla e aws)pn—s(xs-f—l, sy .Tn), (24)

ces deux sous-ensembles sont dits statistiquement indépendants I'un de I'autre.

2.3. Moments et fonction caractéristique

Les moments d’une distribution & plusieurs variables sont définis par :

(X X = /pn(ash...,acn)x;nl atrdry.da,. (2.5)

La fonction caractéristique G, (k1,...,k,) est une fonction de n variables
réelles ky, ..., k, définie par :

Golkr, ... ky) = (P Xt ThnXn)y, (2.6)
Son développement de Taylor par rapport aux variables k; (i = 1,...,n)

engendre les moments :

Gk, k) = i (i)™ . (k)™

mi,...,m, =0

(XX (27

mil...my!
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Si les deux sous-ensembles (X3,...,X;) et (Xg11,...,X,,) sont statisti-
quement indépendants I'un de l'autre, la fonction caractéristique se factorise :

Gn(kh teey k57 ks+17 EE »kn) = Gs(kla e 7ks)Gn—s(ks+1a ) kn) (28)
De méme, tous les moments se factorisent :

(XX XD LX) = (X XN (XX, (2.9)

2.4. Moments d’ordre deux : variances et covariances

Les moments d’ordre deux sont particulierement importants en physique,
ou ils suffisent dans la plupart des applications. Ils forment une matrice (X;X;)
de dimensions n x n. On définit également la matrice des covariances, de
dimensions n X n et d’éléments :

Les éléments diagonaux de la matrice des covariances sont les variances définies

précédemment, et sont donc positifs, tandis que les éléments non diagonaux,
appelés covariances, sont de signe quelconque.

On peut montrer, en utilisant 'inégalité de Schwarz, que :

vi;|* < o?a?, (2.11)

ol g; et o; désignent les écarts quadratiques moyens de X; et X;. La quantité
normalisée : Y x XX
Pij = LR (XiX;) = (Xo j>7 (2.12)

005 0i0;

comprise entre —1 et +1, est appelée coefficient de corrélation des variables X;
et X;. Deux variables aléatoires sont dites non corrélées lorsque leur covariance
est nulle (aucune hypothese n’est faite sur les moments d’ordre plus élevé). La
non-corrélation est une propriété plus faible que I'indépendance statistique.

2.5. Variables aléatoires complexes

Une variable aléatoire complexe Z = X + iY est un ensemble de deux
variables aléatoires réelles {X,Y}. La densité de probabilité pz(z) est simple-
ment la densité de probabilité conjointe de X et Y. La condition de normali-
sation s’écrit :

/pz(z) d?z =1, d?z = dx dy. (2.13)
La définition des mornents s’étend aux variables aléatoires complexes.

Si Z1,75,...,7Z, sont des variables aléatoires complexes, leur matrice des
covariances est définie par :

vij = ((Zi = (ZONZ5 —(2}))) ={Z:Z}) — (Z: ) Z})- (2.14)

. 2 I . , .
Les variances 02 = (|Z; — (Z;)|) sont positives, et les coefficients de corrélation
pi; sont complexes et bornés en module par 1.
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3. Addition de variables aléatoires

3.1. Densité de probabilité de la somme de deux variables
aléatoires indépendantes

Soient X7 et X, deux variables aléatoires de distribution conjointe
px(x1,23). La probabilité pour que la variable aléatoire Y = X; + X, ait
une valeur comprise entre y et y + dy est :

py(y)dy = // px (x1, 22) dridas. (3.1)
y<z1+r2<y+dy
On déduit de I'équation (3.1) I'expression de la densité py (y) :

py(y) = //5(901 + @2 — y)px (X1, %2) drrday = /Px(wl,y —w1)dr;. (3.2)

Si les variables X; et X5 sont indépendantes, la densité px (z1,y — x1) se
factorise. L’équation (3.2) devient alors :

py(y) = /‘pxxxl)pxz(y—xl)dxl. (3.3)

La densité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires indépen-
dantes est donc le produit de convolution de leurs densités de probabilité
individuelles.

On peut également arriver a ce résultat en remarquant que, si les variables
X1 et X9 sont indépendantes, la fonction caractéristique de Y se factorise :

Gy (k) = (eHCFX2Dy = (XY (%52) = Gy, (k) Gx, (k). (3.4)

De la formule (3.4) découle, par transformation de Fourier inverse, le résultat
(3.3).

3.2. Moyenne et variance de la somme de deux variables aléa-
toires

On a, dans tous les cas :
(Y) = (X1) + (Xa). (3.5)
La moyenne d’une somme est donc la somme des moyennes, que les variables

X1 et X5 soient corrélées ou non.

Si X, et X5 ne sont pas corrélées, la variance de leur somme est égale a
la somme de leurs variances :

oy = a%, +0%,. (3.6)
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4. Distributions gaussiennes

4.1. Distribution gaussienne a une variable

La forme générale de la distribution de Gauss & une variable est :
p(x) = Ce~34=*~Ba, (4.1)

La distribution gaussienne est appelée également distribution normale. Le
parametre A est une constante positive déterminant la largeur de la gaussienne.
Le parametre B détermine la position du maximum. La constante de normalisa-
tion C' s’exprime & l'aide de A et de B :

C= ( A )l/ze—BQ/QA. (4.2)

o

Il est souvent préférable en pratique d’exprimer les paramétres A et B en
fonction de la moyenne 1 = —B/A et de la variance 0 = 1/A. On écrit alors
la distribution de Gauss sous la forme :

pla) = ——exp [—M} (43)

202

La fonction caractéristique de la distribution gaussienne (4.3) s’écrit :
G(k) = etrb—3o°K (4.4)

Tous les moments de la gaussienne sont finis, ce qui correspond au fait que
. ; _ 1,212 . , . e .

la fonction e*#1%=37°%" egt indéfiniment différentiable en k = 0. Les moments

s’expriment tous a I’aide des deux premiers moments g et p, ou bien a I’aide

de la moyenne p1 et de la variance o2.

Lorsque Xi,...,X, sont des variables gaussiennes indépendantes, leur
somme Y = X; +---+ X, est, elle aussi, une variable gaussienne. Sa distribu-
tion est complétement déterminée par la moyenne et la variance de Y, qui sont
respectivement égales a la somme des moyennes et & la somme des variances
des variables X; (i =1,...,n).

4.2. Distribution gaussienne & n variables

La forme la plus générale de la distribution gaussienne & n variables est :

1 n n
Pr(x1, .., 20) = Cexp <—§ Z Az — Z; Bixi>, (4.5)

ij=1



Distributions gaussiennes 9

oll la matrice A d’éléments A;; est une matrice symétrique définie positive de
dimensions n x n. En notation vectorielle, on écrit :

1
pn(x) = Cexp (-z—mAa: — B.:c), (4.6)
ou « désigne le vecteur de composantes x1,...,Z,, et B le vecteur de compo-
santes by, ...,b,. On peut obtenir la constante de normalisation C' en passant

aux variables dans lesquelles la matrice A est diagonale. On obtient ainsi :
_ 1
C = (27) ”/Q(Dét A)l/2 exp<~§B.M.B>, (4.7)

ou Dét A désigne le déterminant de la matrice A et M = A~! sa matrice
inverse.

La fonction caractéristique de la distribution (4.6) est :
1
Gn(k) = exp(ik.M.k - ik.M.B), (4.8)

ou k est le vecteur de composantes ki, ..., k,. En développant 1'expression
(4.8) de G,,(k) en puissances de k, on obtient les expressions des moyennes et

des covariances :
(Xi) = > M;B;, (4.9)
J

vij = ((Xi = (X)) (X; — (X;))) = M;;. (4.10)
La matrice des covariances de la distribution gaussienne (4.6) est M = A~

Une distribution gaussienne & plusieurs variables est donc completement
déterminée par les moyennes des variables et leur matrice de covariance. Si les
variables ne sont pas corrélées, les matrices A et M = A~! sont diagonales,
et les variables sont donc indépendantes. Ainsi, bien qu’en général la non-
corrélation soit une propriété plus faible que l'indépendance statistique, ce
sont, dans le cas gaussien, des propriétés équivalentes.

4.3. Cas particulier de deux variables

Dans le cas de deux variables aléatoires, la matrice des covariances s’écrit :
2
28] P120102
M = . (4.11)
2
P120102 09

Elle a pour inverse la matrice :

1 ( /o7 —912/0102> | (412)

= 2
1_p12 *[)12/0’10’2 1/0'%
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de déterminant : 1
DétA= 5———5—+ (4.13)
UfU%(l - P%Q)

La distribution gaussienne & deux variables (supposées centrées) s’écrit donc :

1 1 x2 20127122 x2
ol ) = e s (e )]
2ro109(1 — piy) (1 —pfr) \ o7 0102 03

(4.14)
La formule (4.14) montre que, lorsque deux variables gaussiennes ne sont pas
corrélées (p12 = 0), leur distribution de probabilité conjointe se factorise en
le produit des deux densités individuelles. On vérifie donc bien dans ce cas
particulier que des variables gaussiennes non corrélées sont statistiquement
indépendantes.

4.4. Propriété des corrélations

Une propriété importante des variables aléatoires gaussiennes est que
toutes les corrélations d’ordre supéricur peuvent s’exprimer a l’aide des corréla-
tions du second ordre entre paires de variables. Ainsi, les moments d’ordre pair
d’une distribution gaussienne a plusieurs variables centrées (B = 0) possedent
la propriété :

(XX XXy ) =D (XX ) {(XuXy) .o, (4.15)

ou la sommation s’étend & toutes les subdivisions possibles en paires des indices
i,7,k, 0 ..., tandis que les moments d'ordre impair sont tous nuls.

5. Théoreme de la limite centrale

5.1. Stabilité de la loi gaussienne
Considérons tout d’abord un ensemble de N variables aléatoires indépen-
dantes X1, ..., Xy, chacune ayant la méme densité de probabilité gaussienne

px(a) = (27702)_1/2 exp(—22/20?), de moyenne nulle? et de variance 2. Quel
que soit IV, la variable aléatoire Yy définie par :

v _Xit+ o+ Xy
N = NL/2

est, elle aussi, une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance
(Y2) = N~! Zf\[:l(Xf) = o2, La distribution de probabilité de Yx étant la
méme que celle des variables de départ, la loi gaussienne est dite stable par
rapport & Paddition des variables aléatoires®.

(5.1)

4 Les variables X; sont prises ici centrées, la généralisation au cas de variables non
centrées étant immédiate.

5 La variable Yy n'est pas égale & la somme des variables de départ, mais au produit de
cette somme par le facteur d’échelle ey = N—1/2.
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5.2. Enoncé et justification du théoréme de la limite centrale

Le théoréme de la limite centrale, établi par P.-S. de Laplace en 1812,
stipule que, méme lorsque px(x) n’est pas une loi gaussienne mais une autre
distribution de moyenne nulle et de variance finie ¢2, la distribution de Yy
est encore la loi gaussienne de moyenne nulle et de variance o2 dans la limite
N — 00. Cette propriété de convergence vers le domaine d’attraction gaussien
est a 'origine du role dominant de la distribution gaussienne en physique statis-
tique. En effet, dans beaucoup de situations ou intervient une variable aléatoire
fluctuante Y, les luctuations sont une somme de contributions provenant d’un
grand nombre de causes indépendantes®.

Pour comprendre I'origine de cette propriété, considérons la fonction carac-
téristique correspondant & une distribution px(x) arbitraire (centrée) :

Gx (k)= /_OO e px(x) da. (5.2)

Les variables individuelles étant indépendantes, la fonction caractéristique de
YN est :

Gyy (k) = [Gx (%)]N (5.3)

On a donc : A
log Gy, (k) = NlogGx <W> (5.4)

On peut écrire, en développant” en puissances de k/N1/2
bl b

_ k 1, k? k3
formule d’ott U'on déduit® :

1 K3
log Gy, (k) = —502/@2 + O(W) (5.6)

Lorsque N — oo, le terme O(k®/N'/2?) tend vers zéro & cause du facteur
; L . REPE . .
N2 an dénominateur. Par suite, Gy, (k) tend vers e~ **/2_ fonction caracté-

ristique de la distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance o2.

5 En fait, le théoréeme de la limite centrale s’applique méme lorsque les lois individuelles
ne sont pas identiques. Cependant, la discussion en est plus simple lorsque toutes les variables
X; ont la méme distribution, ce que nous supposons ici.

T est préférable de développer les logarithmes, qui varient plus lentement que les fonc-
tions elles-mémes.

8 Dans la formule (5.5) (resp. (5.6)), le symbole O(k*/N3/2) (resp. O(k3/N1/2)) désigne
une quantité d'ordre k3/N3/2 (resp. k3 /N1/2),
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5.3. Discussion

Dans cette discussion, nous continuerons a considérer seulement le cas ou
les variables X; sont distribuées de maniere identique. Méme dans ce cas, le
théoreme de la limite centrale est en réalité valable sous des hypotheses plus
générales que celles que nous avons faites ici (c’est-a-dire de variables aléatoires
individuelles indépendantes ayant une distribution de variance finie).

Tout d’abord, la condition d’indépendance statistique des variables aléatoi-
res individuelles est suffisante, mais non nécessaire. Certes, pour que le théo-
réme soit applicable, ces variables ne doivent pas présenter de corrélations a
longue portée (c’est-a-dire entre des variables X; et X; avec |i — j| > 1)°. Des
corrélations & courte portée peuvent en revanche étre présentes sans affecter le
résultat. Il est bien stur plus difficile de traiter le cas on les variables aléatoires
individuelles sont fortement corrélées.

Ensuite, la condition de variance finie de la distribution px (z) est égale-
ment une condition suffisante, mais non nécessaire, de convergence vers la loi
normale. Cependant, la distribution des variables aléatoires individuelles que
I'on somme ne doit pas étre une loi trop « large »°. On identifie précisément les
fonctions px (x) qui appartiennent au domaine d’attraction de la loi normale
par le critere :

2 flrl>pr(m> dz

lim y : = 0. 5.7
y—co fqusz(fc)dx (57)

Par exemple, une distribution qui décroit comine |x[73 pour |z| — oo
appartient an domaine d’attraction de la loi normale, bien que sa variance soit
infinie. Toutes les distributions décroissant plus vite que |z|™® pour |z| — oo
appartiennent également au domaine d’attraction de la loi normale, qui est
ainsi extrémement vaste.

C’est la raison pour laquelle la loi gaussienne est omniprésente dans les
situations physiques, les exceptions a cette loi (qualifiées de « comportements
anormaux >>) étant comparativement beaucoup plus rares. Les comportements
anormaux correspondent au fait que d’autres lois que la gaussienne possedent
la propriété de stabilité par rapport a la sommation des variables aléatoires
individuelles''. Les lois stables ont été ¢tudiées et classifiées par P. Lévy et
A. Khintchine en 1936. Elles aussi posseédent des domaines d’attraction, qu’il

9 Cest tout & fait apparent si ’on pense par exemple au cas ou les N variables sont
identiques.

10 tp exemple de loi large est fourni par la loi de Cauchy (1.7), dont tous les moments
sont infinis. La somme de N variables indépendantes distribuées selon une loi de Cauchy
est, elle aussi, distribuée selon une loi de Cauchy, ce que 'on peut vérifier en utilisant les
fonctions caractéristiques correspondantes. Si grand que soit N, il n’y a jamais tendance
vers la loi normale.

11 1,4 somme des variables aléatoires individuelles doit, pour chaque loi stable, étre mul-
tipliée par un facteur d’échelle ¢y approprié. Par exemple, dans le cas de la loi de Cauchy,
onacy =N"L
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est possible de caractériser par des généralisations convenables du théoréme de
la limite centrale, et auxquels appartiennent les lois individuelles dites larges.

6. Processus aléatoires

Lorsqu’un ensemble de variables aléatoires Xp, Xo,... n'est pas dénom-
brable, il n’est pas possible de repérer les différentes variables par un indice
discret. On introduit donc a cet effet un parametre continu t. La quantité
X (t) est alors une fonction aléatoire de t. Lorsque ¢ est le temps, ce que nous
supposons ici, X(t) est un processus aléatoire (ou processus stochastique).

En prenant a chaque instant pour la variable aléatoire X 'une de ses
réalisations possibles x, on obtient une réalisation x(t) du processus X (t). Une
telle réalisation est appelée aussi échantillon. Un échantillon ne dépend pas du
temps de maniére déterministe.

6.1. Moyenne d’ensemble

Pour chaque valeur de t, X(f) est une variable aléatoire, définie sur un
certain domaine, avec une densité de probabilité p(x,t). Cette densité est nor-
malisée :

/OC plz,t)de = 1. (6.1)

— o0

La moyenne de X & l'instant ¢, ou moyenne 4 un temps, est définie par :

(X(t)) = /00 ap(z,t) dx. (6.2)

— o0

Pour définir la moyenne, on peut aussi considérer I'ensemble de toutes les
réalisations ou échantillons {x(")(¢)} du processus X (). La moyenne de X &
linstant ¢ peut étre obtenue en moyennant sur cet ensemble de réalisations :

N
(X(t)) = lim izx“")(t). (6.3)

N—oco N
r

Les équations (6.2) et (6.3) sont des définitions équivalentes de la moyenne
d’ensemble ou moyenne statistique de X (t).

6.2. Densités de probabilité conjointes et corrélations

La densité de probabilité p(z,t) pour que X(f) prenne la valeur = a
I'instant ¢ est dite densité & un temps. On la note parfois p; (z,t). Si elle donne
acces A la moyenne (X (¢)), et, plus généralement, aux différents moments a
un temps (X™(t)), la densité p;(x,t) ne décrit cependant pas le processus de
maniére complete.
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La densité a un temps ne fournit notamment aucune information sur les
corrélations éventuelles entre X (t1) et X (¢2) & des instants différents t; et t,.
Cette information est contenue dans la densité a deux temps pa(x1,t1;29,t2),
qui est la densité de probabilité conjointe pour que X (¢) prenne les valeurs x;
a l'instant £y et x5 a I'instant ¢5. D’apres les propriétés des densités conjointes,
on a la condition de cohérence :

/P2(-l’1,t1;$27t2)d$2 =pi(x1,t1), (6.4)

qui spécifie que le résultat de I'intégration sur z ne doit pas dépendre de 5.
La densité a deux temps permet de calculer des moyennes a deux temps, telles
que :

<X(f1)X(f2)> :/561.’E2p2(.’£1,t1;Ig,tg)dxldilfg. (65)

Une quantité calculable & 'aide des densités & un temps et & deux temps est
la fonction d’autocorrélation k(ty,t2) du processus X (t), définie par :

Kty t2) = ([X(t1) — (X(t1))] [X (t2) — (X(t2))])
= <X(t1)X(t2)> — <X(t1)><X(t2)>. (6.6)

La fonction d’autocorrélation permet notamment de connaitre la portée en
temps des corrélations.

De meéme, pour calculer des quantités telles (X (t1)...X(¢,)), il faut
connaitre la densité a n temps pp(z1,t1;-..;Tn, tn). Pour tout entier s < n,
on a la condition de cohérence :

/pn(xlatl;-~§‘/Esats;1's+1-ts+1;-~-;$natn)d$s+l«-~dl'n

=ps(1,ti;. . 2, ts).  (6.7)

La densité p, permet de calculer des moyennes a n temps, telles que :
<X(t1) .. .X(tn)> = /:cl e ZnPp (T, b1 Ty by ) iy - dT,. (6.8)

Il existe une hiérarchie infinie de densités de probabilité conjointes p,.
Chacune inclut toute I'information contenue dans les précédentes, et contient
des informations supplémentaires. Il faut en principe connaitre ’ensemble des
pr, pour disposer d’'une spécification complete du processus stochastique'?.

12 Toutefois, les processus dont le présent n’est pas du tout, sinon faiblement, influencé
par 'histoire passée, peuvent étre caractérisés de maniere plus simple. Ces processus sont
appelés processus de Markov (voir le chapitre 9).
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6.3. Processus aléatoires a plusieurs composantes

Lorsque le processus stochastique est constitué de plusieurs composantes
X1(t), ..., X,(t), il peut se révéler commode de le considérer comme un vecteur
X (t) a n dimensions.

On définit la matrice des corrélations, de dimensions n x n et d’éléments :

rij(t,te) = ([ Xi(t) — (Xa(t))] [ X (k2) — (X;(82))])
= (Xi(t1) X;(t2)) — (Xi(t1))(X;(t2)). (6.9)

Les éléments diagonaux de la matrice des corrélations représentent des auto-
corrélations, et les éléments non diagonaux des corrélations croisées.

6.4. Processus aléatoires complexes

Un processus aléatoire complexe Z(t) est défini comme un ensemble de
deux processus aléatoires réels {X (t),Y(¢)}. La densité de probabilité p(z,t)
est la densité de probabilité conjointe de X et Y & 'instant £. La moyenne de
Z(t) sécrit :

(Z(t)) = / zp(2,t) d?z. (6.10)

Pour un tel processus, on définit une fonction d’autocorrélation complexe par :

w(tista) = ([Z(t) = (Z(1))] [ 27 (t2) — (Z7(t2))})
= (Z(t1)Z"(t2)) — (Z(t1))(Z"(t2)). (6.11)

6.5. Processus gaussiens

Un processus stochastique est dit gaussien si toutes les densités conjointes
PrnlT1,t1;. . 5Ty, ty) sont des distributions gaussiennes. Un processus gaus-
sien X (t) est completement spécifié par la moyenne & un temps (X (¢)) et la
moyenne & deux temps (X (¢1)X (t2)). Par exemple, pour un processus gaussien
centré, les moyennes a nombre pair de temps s’écrivent sous la forme :

(X)X )X (t)X (1)) =Y (X)X (1) )X (L)X (t)) ..., (6.12)

la sommation s’étendant & toutes les subdivisions possibles en paires des indices
i,J,k,1..., tandis que les moyennes a nombre impair de temps sont nulles. Les
processus gaussiens, particulierement simples a traiter, sont souvent utilisés en
physique pour une description approchée des phénomenes aléatoires.
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7. Stationnarité et ergodicité

7.1. Stationnarité

Un processus stochastique est dit stationnaire lorsque toutes les densités
de probabilité p, sont invariantes par une translation arbitraire de I'origine des
temps. S'il en est ainsi, les différentes moyennes ne sont pas non plus modifiées
par une telle translation. Autrement dit, pour tout n, tout 7', et tous t1,...,t,,
on a 'égalité :

(X(t1+T) ... X(tn +T)) = (X(t1) ... X(tn)). (7.1)

La moyenne d’un processus stochastique stationnaire X (t) ne dépend pas
du temps. 1l est souvent agréable de déduire de X (¢) cette moyenne (X) cons-
tante, et de travailler avec le processus centré X(t) — (X).

La fonction d’autocorrélation (t1,¢2) d’un processus stochastique sta-
tionnaire ne dépend que de 7 = t; — t2. Dans le cas réel, la fonction d’auto-
corrélation est une fonction paire de 7, tendant généralement vers zéro lorsque
|7] — oo. Un cas extrémement répandu en physique est celui des fonctions
d’autocorrélation décroissant exponentiellement :

k(1) = Ce~ITl/me, (7.2)

Une telle fonction est négligeable pour |7| > 7.. Le temps caractéristique 7,
est le temps de corrélation du processus aléatoire.

Dans le cas d’un processus stationnaire centré a plusieurs variables, les
éléments de la matrice des corrélations s’écrivent simplement :

Hj,j(T) = <XZ(T)XJ(0)> (73)

Pour un processus stationnaire & plusieurs variables (centré ou non), on a la
propriété :
ki (T) = Kji(=T). (7.4)

7.2. Ergodicité

Considérons un processus aléatoire stationnaire X (t), éventuellement
complexe, dont les différentes réalisations sont désignées par z(")(t). 11 arrive
souvent en pratique qu'une réalisation quelconque contienne toute I'information
statistique concernant le processus. Celui-ci est alors dit ergodique.

Pour préciser cette notion, nous allons tout d’abord définir la moyenne
temporelle du processus stationnaire X (¢). Pour cela, on considére une réalisa-
tion particuliere (") (¢), que I'on note simplement z(t), et un intervalle de
temps fini (£ — %,t + %), de largeur 7. La moyenne temporelle du processus
sur cet intervalle de temps est, par définition :

X0 = % /t “: 2(#) dt’. (7.5)
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Elle dépend a la fois de ¢ et de la largeur T de l'intervalle, ainsi que de la

réalisation particuliere considérée. Dans la limite out T tend vers I'infini, X ()
devient la moyenne temporelle du processus, notée X :
— —T 1 [t
X = lim X(¢) = lim —/ z(t')ydt'. (7.6)
T—oo T ¢

T—o0 _z
2

Cette moyenne ne dépend plus de ¢ ni de 7', mais elle peut a priori encore
dépendre de la réalisation considérée. Si elle n’en dépend pas, elle est alors
égale a la moyenne d’ensemble ou moyenne statistique (X), et le processus

X (t) est dit ergodique en moyenne!3.

Plus généralement, un processus aléatoire stationnaire X (¢t) est dit ergo-
dique §'il y a équivalence entre moyenne temporelle et moyenne statistique,
non seulement en ce qui concerne X (t), mais également en ce qui concerne
tous les produits du type X (¢1)X*(t2)... servant a définir les fonctions de

corrélation d’ordre supérieur'?.

8. Les processus aléatoires en physique : I'exemple du mouve-
ment brownien

8.1. Le mouvement brownien

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouve-
ment irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans 'eau. Il a
également observé que de petites particules minérales peuvent étre soumises
a des mouvements erratiques du méme type, ce qui exclut d’attribuer & une
éventuelle « force vitale » spécifique aux objets biologiques ce mouvement inces-
sant et désordonné. C’est A. Einstein qui, en 1905, a donné la premiére explica-
tion théorique claire de ce phénomene physique. Des vérifications expérimen-
tales directes de la théorie d’Einstein ont été effectuées en 1908 par J. Perrin'®.

Les phénomenes de fluctuations tels que ceux mis en évidence dans le
mouvement brownien sont universellement répandus. Par exemple, 1'agitation
thermique des électrons dans un conducteur en équilibre thermodynamique
donne lieu & des fluctuations du courant électrique qui le traverse et de la
différence de potentiel existant entre ses extrémités. Ces fluctuations consti-
tuent le bruit thermique, étudié en 1928 par J.B. Johnson et H. Nyquist!®. De

13 on peut montrer qu’une condition suffisante pour qu’un processus stochastique station-
naire soit ergodique en moyenne est que les corrélations décroissent assez vite aux grands
temps pour que la fonction d’autocorrélation soit sommable. Alors chaque réalisation parti-
culiere du processus contient suffisamment d’information statistique pour que la moyenne
temporelle soit égale a la moyenne d’ensemble.

' Des critéres peuvent aussi étre établis en ce qui concerne 'ergodicité des fonctions de
corrélation d’ordre supérieur.

15 Te mouvement brownien sera étudié aux chapitres 10 et 11.

16 yoir le complément 10.C.
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maniére générale, toutes les quantités observées expérimentalement, ou varia-
bles macroscopiques, sont accompagnées de fluctuations dues a I'agitation ther-
mique des degrés de liberté microscopiques associés. Dans la plupart des cas, les
fluctuations des variables macroscopiques sont extrémement petites par rap-
port aux valeurs moyennes de ces variables, et peuvent étre négligées. Cepen-
dant, puisqu’elles refletent les mouvements a ’échelle microscopique dans le
systéme considéré, leur analyse est importante pour 1'étude de celui-ci.

8.2. Passage a une description en temps continu

Le mouvement brownien a aussi joué un grand role historique en mathéma-
tiques. C’est pour représenter le déplacement d’une particule brownienne qu’un
processus stochastique a été construit pour la premiere fois (N. Wiener, 1923).

Pour pouvoir modéliser un phénomene physique par un processus aléatoire,
il est nécessaire de passer de la description en temps discret imposée par
Pexpérience & une description en temps continu. Supposons par exemple que
I’'on observe au microscope une particule brownienne pendant un intervalle de
temps 0 < ¢t < T, et que 'on enregistre en fonction du temps la projection
de sa position sur un axe Ox. Répétant N fois les observations au cours du
temps, on obtient N valeurs de la coordonnée de la particule, z(t1),...,z(tn).
A la différence de ce qui se passe en mécanique, il est impossible de faire des
prédictions déterministes, et il faut adopter un point de vue probabiliste. La
valeur z(t) de la coordonnée de la particule brownienne au temps ¢ est une
réalisation d’une variable aléatoire, et chacune des séries observées {x(t;)} est
un échantillon d’un ensemble statistique. Si 'on pouvait effectuer une obser-
vation continue, on obtiendrait une fonction aléatoire du temps ou processus
stochastique X(t) avec t pour parametre continu. En pratique, on effectue

les observations a des temps discrets t; < ... < tx, et I'on obtient ainsi un
ensemble de N nombres, 2(t1),...,2(tx5). La description mathématique par

un processus en temps continu se fait en prenant la limite N trés grand, et des
intervalles entre les instants d’observation de plus en plus petits.

9. Analyse harmonique des processus aléatoires stationnaires

Soit. X (¢) un processus stochastique stationnaire. L’analyse harmonique
de ce processus consiste a étudier les propriétés des coefficients de la série de
Fourier de X (¢), ou bien celles de sa transformée de Fourier. Cette analyse est
particulierement utile dans les problémes linéaires'”. Elle doit cependant étre
abordée avec précaution. En effet, une réalisation quelconque x(t) du processus
n’est a priori ni une fonction périodique développable en série de Fourier, ni
une fonction sommable ou de carré sommable possédant une transformée de
Fourier bien définic.

T yn exemple en sera fourni au chapitre 10, avec ’analyse harmonique de 'équation de
Langevin du mouvement brownien.
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9.1. Transformée de Fourier d’un processus stationnaire

Une réalisation x(¢) du processus stationnaire X (¢) ne tend pas vers
zéro lorsque t — +oo. La fonction z(t) n’est donc ni sommable ni de carré
sommable, ct sa transformée de Fourier n’existe pas au sens usuel. On peut
néanmoins définir une transformée de Fourier de x(¢) de la maniére suivante.
On considere un grand intervalle de largeur finie T de I'axe des temps. Le
processus considéré étant stationnaire, cet intervalle peut étre pris a partir
d’une origine quelconque. On choisit généralement lorigine ¢ = 0. On définit
la transformée de Fourier z(w) de la fonction zr(t), égale & x(t) sur I'intervalle
(0,7} et nulle en dehors :

&S] T
:r,(w)z/ xr(t)e™! d,tv/o x(t)e™t dt. (9.1

J —0OC
Inversement, on a :

xr(t) ! /OO r(w)e “dw. (9.2)

:-2—7; .

Le passage a la limite T' — oo sera effectué in fine.

Pour le processus stochastique X (t) lui-méme, on écrit parfois, de maniére
symbolique!® (la procédure décrite ci-dessus étant alors sous-entendue),

X(w) :/ X(t)e™t dt, (9.3)
et, inversement :
1 [~ .
X(t)= —/ X(w)e ™ dw. (9.4)
27 J_

9.2. Série de Fourier d’un processus stationnaire

Une réalisation z(t) du processus stationnaire X (t) n’est pas une fonc-
tion périodique. On peut cependant définir sa série de Fourier. Pour cela, on
considere cette fonction sur un grand intervalle de largeur finie 7' de 'axe des
temps, pris & partir d’'une origine quelconque (on choisit, comme précédemment,
lorigine ¢t = 0). Pour T fixé, il est possible de développer en série de Fourier la
fonction obtenue en périodisant x(t) (c’est-a-dire en répétant cette fonction de
maniére identique sur chacun des intervalles de largeur T de 1'axe des temps).
Ce développement coincide avec z(t) sur intervalle 0 <¢ < T :

x(t) = Z ane” wnt, 0<t<T. (9.5)

n=——o<

18 pour simplifier, nous utilisons la méme notation z(.) pour la fonction z(t) et sa trans-
formée de Fourier z(w), ainsi quc la méme notation X (.) pour le processus X(t) ct sa
transformée de Fourier X (w).
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Les fréquences angulaires w,, et les coefficients de Fourier a,, sont donnés par
les formules usuelles :

_ 2mn 1

T
Wn = s an = ?/0 x(t)e ot dt, n=0,%1,42,.... (9.6)

On fera tendre T vers U'infini a la fin des calculs.

Pour le processus stochastique (stationnaire), on écrit de maniere sym-
bolique :

o<
X(t)y= Y Ape ™t 0<t<T. (9.7)
n=—oc
Le coefficient de Fourier a, est une réalisation de la variable aléatoire A,

définie par :

1 T iwnt
A, =— [ X(t)e™ ! dt. (9.8)
T 0

La valeur de T étant fixée, on a la relation :

A, = %X(m (9.9)

entre le coefficient de Fourier A,, et la transformée de Fourier X (w,,).

9.3. Conséquences de la stationnarité

Nous allons examiner les conséquences de la stationnarité sur les coeffi-
cients du développement en série de Fourier.

o Moyennes a un temps

Le processus considéré étant stationnaire, (X (¢)) = (X) est une constante.
La moyenne de A, étant donnée par :

T
(A,) = %/0 (X(t))e™rt dt, (9.10)
on a :

<An> =0, n#0
(9.11)

Une réalisation ag de Ay est la moyenne temporelle d’une réalisation z(t) du
processus X (t) sur U'intervalle (0,7) :

ap = 2(f) = l/O 2(t) dt. (9.12)
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Si le processus X (t) est ergodique en moyenne, ce que nous supposons'?, on a :

lim 2() = (X). (9.13)

T—oo

Toutes les réalisations ag de Ag étant alors égales & (X), Ao est une variable
certaine. On peut donc raisonner sur le processus centré X (t)—(X) et supposer,
sans perdre de généralité, que l'on a :

(An) =0, n=0,%1,42,.... (9.14)

e Moyennes a deux temps

Dans le cas d’un processus stationnaire, les moyennes a deux temps ne
dépendent que de la différence de ces temps. La fonction d’autocorrélation
k(1) = (X*(t)X (t + 7)) du processus X(t) supposé centré s’écrit, a I'aide du
développement (9.7) :

k(1) = Z Z <AnAfL,>eii(“’"_“"/)tefw”7. (9.15)

n=—oon’'=-00
Cette fonction devant étre indépendante de ¢ pour toute valeur de 7, il vient :
2
(An ALY = (JAn]" )0 (9.16)

Il n’y a donc pas de corrélation entre deux coefficients de Fourier de fréquences
angulaires différentes.

10. Théoreme de Wiener-Khintchine

10.1. Densité spectrale d’un processus stationnaire centré

Considérons un processus stochastique stationnaire centré X (t) caractérisé
par des réalisations x(t) réelles. Les coefficients de Fourier de z(t) sont de la
forme :

7 : 1 * ’ - I
a, = a, +ia,, a_, =ay, = a, —ia,. (10.1)

Le carré moyen de la composante de Fourier A,, de X (¢) est :
(|Aa?) = (ALY + (A%, (10.2)

olt A et A désignent les variables aléatoires de réalisations respectives aj,
et al. Lorsqu’un filtre convenable est utilisé pour sélectionner les fréquences

1 P . P
9 Plus précisément, nous supposons que la fonction d’autocorrélation k(7) est sommable,
condition suffisante pour assurer 'ergodicité en moyenne.
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angulaires se trouvant dans intervalle (w,w + Aw), intensité moyenne obser-
vable est :
2
owAw= > (A (10.3)
wn, dans Aw

Le second membre de 'égquation (10.3) fait intervenir une somme sur toutes
les fréquences angulaires contenues dans la bande de largeur Aw considérée.
Le nombre de modes de ce type est :

Aw T

Dans la limite T — oo, on peut écrire, a la condition que (|4, |") soit une
fonction continue de w,, :

T
o(w) = lim %<|An|2>. (10.5)

De préférence a o(w), on utilise généralement la quantité :
S(w) = 2m0(w) = lim T{|A.[*), (10.6)

appelée densité spectrale ou spectre de bruit®® du processus X (). En utilisant
la relation (9.9), on peut aussi écrire S(w) en fonction du carré du module de
la transformée de Fourier X (w) :

Slw) = lim %<|X(w)|2>. (10.7)

L’introduction de la densité spectrale permet d’expliciter la limite conti-
nue de Péquation (9.16) montrant qu’il n'y a pas de corrélation entre deux
coefficients de Fourier de fréquences angulaires différentes. On a en effet dans
cette limite :

(X (W) X* (W) = 2m6(w — w')S(w). (10.8)

La formule (10.8) a été établie en supposant que S(w) est une fonction continue
de w. Cette relation peut aussi étre considérée comme définissant la densité
spectrale.

20 On dit également spectre de puissance.
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10.2. Théoreme de Wiener-Khintchine

Revenons sur expression (9.15} de la fonction d’autocorrélation k(7),
supposée sommable, d’un processus stationnaire centré ergodique en moyenne.
On a, compte tenu de la propriété de décorrélation (9.16) :

R(r) = ) ([An e T (10.9)

n=—00

Dans la limite T — oo, la sommation discrete dans la formule (10.9) est
remplacée par une intégration et l'on peut écrire, compte tenu de la relation
(9.9) :

k(1) = lim L <[X(w)|2>efiw dw. (10.10)

La fonction d’autocorrélation x(7) apparait donc comme la transformée de
Fourier de la densité spectrale S(w) :

[ e ,
k(1) = v S{w)e™™7 dw. (10.11)
Inversement, on a :
S(w) = / w(T)e™T dr. (10.12)

L’ensemble des deux relations (10.11) et (10.12) constitue le théoréme de
Wiener-Khintchine, démontré par N. Wiener en 1930 et A. Khintchine en 1934.
La fonction d’autocorrélation et la densité spectrale d’'un processus stochas-
tique stationnaire sont transformées de Fourier I'une de l'autre?!. Ces deux
quantités contiennent la méme information sur le processus considéré.

10.3. Généralisation a4 un processus non centré

La démonstration précédente concerne un processus X (t) centré avec une
fonction d’autocorrélation k(7) = (X*(t)X (t + 7)) sommable, possédant donc
une transformée de Fourier S(w) continue.

Dans le cas d'un processus X (¢} non centré, la fonction d’autocorrélation
est définie par k(7) = ([X*(t) — (X*)][X (¢ + 1) — (X)]). La fonction x(7), que

2L Une autre démonstration, mettant davantage cn lumiére certaines des conditions de
validité du théoreme de Wiener-Khintchine, est proposée en appendice a la fin de ce chapitre.



24 Chapitre 1 : Variables aléatoires et processus aléatoires

nous supposons toujours sommable, n’est autre que la fonction d’autocorréla-
tion (Y*(£)Y (t+7)) du processus centré Y(t) = X (1) — (X) associé aux fluctua-
tions de X (¢) autour de sa moyenne (X). Sous la forme des relations (10.11)
et (10.12), le théoreme de Wiener-Khintchine s’applique au processus centré
Y (). Dans ces formules, (1) peut étre interprétée, soit comme la fonction
d’autocorrélation de Y'(¢), soit comme celle de X (t), tandis que S{w) est la
densité spectrale de Y(t), ¢’est-a-dire des fluctuations de X (¢). Pour un proces-
sus stochastique stationnaire non centré, le théoreme de Wiener-Khintchine
exprime donc le fait que la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale
des fluctuations sont transformées de Fourier I'une de lautre.

La densité spectrale du processus X (t) non centré de moyenne (X)) n’est
pas une fonction continue de w. Elle est la somme de la densité spectrale
S(w) des fluctuations de X (t) et du terme singulier 27|(X)|>§(w). Elle a pour

transformée de Fourier inverse la fonction (X*(8)X (¢t + 7)) = s(7) + {X)|*.

10.4. Exemple

Revenons sur 'exemple (7.2) d’une fonction d’autocorrélation «(7) décrois-
sant exponentiellement avec une constante de temps 7, le parametre C étant
choisi de telle sorte que ffooo k(T)dr =1:

1
K(T) = —e I/, (10.13)

27,

A cette fonction d’autocorzélation « en toile de tente », non différentiable
a Vorigine, correspond par transformation de Fourier une densité spectrale

lorentzienne : )

S(w) = —— We =T, L. (10.14)

- bl
w2 + w? €

A la limite 7. — 0, x(7) tend vers la fonction 6(7). Corrélativement, S(w)
tend vers une constante égale & 1. On est alors dans la limite du bruit blanc.
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Appendice du chapitre 1

Autre démonstration du théoréeme de Wiener-Khintchine

La démonstration ci-dessous éclaire les conditions de validité du théoréme.

On a:

T pT
<lAn(2>:% /0 /0 (XX (#))e™ ) gtay’. (A1)

La fonction d’autocorrélation présente dans Vintégrand ne dépend que de la
différence des temps 7 =t — t'. L’intégration sur ¢ et ' s’effectue dans le carré
0<t<T,0<t <T (Fig. 1).

T

Fig. 1. Changement de variables d’intégration dans la formule (A.1).

Lorsque t > ', on prend pour nouvelles variables d’intégration?? t —t' = r
et t'. L’intégration sur ¢’ s’effectue de 0 & T'— 7, ce qui fournit une contribution
A (| A,]?) égale & :

T
%/0 (T - T)K(T)ei‘”” dr. (A.2)

De méme, lintégration de la partie t < # donne une contribution a (|A,|*)
égale a :

T
% / (T ~ T)k(=T)e~ ™7 dr, (A.3)
1% Jo
c’est-a-dire a :
10 ,
—_ / (T + 7)r(r)e™"7 dr. (A.4)
) 7

22 Le jacobien correspondant & ce changement de variables est égal & 1.
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En regroupant les contributions (A.3) et (A.4) & (|A,|%), on obtient :
. 1 (7 .
<|An]2> =7 /-T( — L;:I)/@(T)ew'” dr. (A.5)

On reporte le résultat (A.5) dans Vexpression (10.6) de la densité spec-
trale. On obtient ainsi :

T

T lT' TwT
S(w) = lim_ 4(1 ~ 3 )r(r)e T dr. (A.6)
A la limite T — oo, il vient :
S(w) = / w(T)e™T dr. (A7)
On a aussi, inversement :
) _ 1 = S —iWwT d A 8
k(1) = o . (w)e w. (A.8)

L’ensemble des deux relations (A.7) et (A.8) constitue le théoréeme de Wiener-
Khintchine.

Etant donnée inégalité :

[ - Dywenar< [ worar (A.9)

une condition suffisante de validité du théoreme est que 'intégrale ffooo |k(T)| d7
soit convergente?:.

3 On retrouve ici une condition suffisante pour que le processus soit ergodique en moyenne.
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Chapitre 2

Thermodynamique linéaire
des processus irréversibles

La thermodynamique des processus irréversibles est une théorie macro-
scopique traitant des états et des processus dans les systémes hors d’équilibre.
Elle permet, du moins lorsque les écarts a I'équilibre ne sont pas trop impor-
tants, de disposer d’un traitement unifié des phénomeénes de transport et des
processus de relaxation. Cette théorie dépasse donc le cadre de la thermo-
dynamique a l'équilibre, oit seuls peuvent étre pris en compte les processus
« réversibles » au cours desquels le systéme est supposé se trouver a chaque
instant dans un état d’équilibre. Hors de I'équilibre, les processus irréversibles
jouent un roéle essentiel. Par exemple, un systéeme maintenu hors d’équilibre par
des contraintes appliquées réagit en étant traversé par des flux. Il est le siége
de phénomeénes de transport. Ou bien, aprés avoir ét€ soumis a des contraintes
appliquées, un systéme revient & I'équilibre une fois celles-ci supprimées. I
s’agit d’un processus de relaxation.

Non loin de 'équilibre, les phénoménes de transport obéissent a des lois
phénoménologiques linéaires. Par exemple, si I'on applique un champ électrique
a un gaz de particules chargées, il en résulte un courant électrique, qui, si le
champ n’est pas trop intense, varie linéairement cn fonction de celui-ci : c¢’est
la loi ’Ohm (G. Ohm, 1822). 1l existe bien d’autres exemples de lois linéaires
du transport. On peut citer la loi de 'écoulement visqueux (I. Newton, 1687),
la loi de la conduction de la chaleur (J. Fourier, 1811), la loi de la diffusion de
matiére (A. Fick, 1855) ... Ces lois font intervenir des coefficients de transport
mesurés expérimentalement.

La description théorique de ces phénoménes nécessite introduction d’une
matrice de coefficients cinétiques relids aux coefficients de transport. Les pro-
priétés de symétrie du systéme permettent de réduire le nombre de coefficients
indépendants : ¢’est le principe de Curie (P. Curie, 1894). La théorie générale
a fait de grands progrés grace a L. Onsager (1931), qui a établi des relations
de symétrie ou d’antisymétrie, dites relations de réciprocité, entre les coeffi-
cients cinétiques. Enfin, la thermodynamique des processus irréversibles a pris
sa forme actuelle a la suite des travaux de plusieurs physiciens, parmi lesquels
I Prigogine qui a établi en 1945 le théoréme du minimum de la production
d’entropie caractérisant les états stationnaires hors d’équilibre.
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1. Quelques rappels de thermodynamique a I'équilibre

1.1. Principe de maximum de ’entropie

Dans sa formulation moderne, due & H.B. Callen (1960), la thermody-
namique & ’équilibre se déduit d’un postulat sur l'existence et la propriété
de maximum de I'entropie. Ce postulat est équivalent aux principes usuels de
la thermodynamique. La formulation « a la Callen » s’avere toutefois mieux
adaptée que la formulation traditionnelle a 'extension de la thermodynamique
a la description des processus irréversibles.

L’énoncé du postulat est le suivant : « Les états d’équilibre d’un systeme
sont paramétrés a ’échelle macroscopique par un certain nombre de variables
extensives X;. Pour chacun des états d’équilibre, on peut définir une grandeur,
appelée entropie et notée S, fonction positive, continue et différentiable des
variables X :

S = S(X,). (1.1)

Cette fonction possede la propriété d’additivité {ou extensivité) : Pentropie
d’un systeme composé de plusieurs sous-systémes est la somme des entropies
des sous-systemes constituants. Dans un systéme composé isolé, le relachement
d’une ou de plusieurs contraintes permet des échanges de grandeurs extensives
entre les différents sous-systémes. Ces échanges produisent des changements
des variables X; relatives aux sous-systémes. Ces changements doivent étre
compatibles avec les contraintes restantes, ainsi qu’avec les lois de conservation.
Les valeurs prises a I’équilibre par les variables extensives dans 1'état d’équilibre
atteint apres relachement d’une ou de plusieurs contraintes internes correspon-
dent au maximum de I'entropie compatible avec les contraintes restantes ».

1.2. Variables conservées, forces conjuguées et équations d’état

Parmi les variables extensives X; figure Iénergie interne E. Pour un
systeme fluide, le volume V et le nombre de molécules N sont également des
variables extensives. Dans le cas d’'un mélange, il faut prendre en compte, parmi
les variables extensives, les nombres de molécules N; des différents consti-
tuants.

Lorsqu'un systeme est composé de plusieurs sous-systenies, les X; sont
Pensemble des variables, telles que 1’énergie, le volume, les nombres de molé-
cules ..., relatives a chacun des sous-systemes. L’indice ¢ désigne alors & la
fois la nature de la variable et le sous-systeme. Ces variables sont des variables
conservées : le changement de 'une d’entre elles est compensé par un change-
ment opposé de la somme des variables correspondantes relatives aux autres
sous-systemes. Dans le cas d’'un mélange fluide, il en est ainsi de E, de V, et
(en labsence de réactions chimiques) des N;.

Plus généralement, dans un milieu continu, les X; se réferent a chaque
élément de volume, et 'indice 7 représente & la fois la nature de la variable
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et les coordonnées du point de P'espace. Il convient alors d’introduire, au lieu
des variables extensives elles-mémes, leurs densités par unité de volume. Dans
le cas d'un fluide, on introduit ainsi ’énergie par unité de volume ¢(r} et le
nombre de particules par unité de volume n(r).

La relation fondamentale (1.1) contient toute l'information thermody-
namique concernant le systeme. La différentielle de I'entropie s’écrit :

as
ds = Z a—XidXi, (1.2)

ou encore :

ds = ZFidXia (1.3)

(relation de Gibbs). Les F; sont les variables intensives conjuguées des quan-
tités conservées X;. Les relations :

a5

Fi= 3%,

(1.4)

sont les équations d’état du systeme. Pour un mélange fluide en équilibre en
Pabsence de réactions chimiques, la relation (1.1) s’écrit :

S=S(E,V,N;). (1.5)
La relation de Gibbs correspondante est :

1 P i
= —d —dv =Y Zdn,, 1.
ds 7 E+TdV Z:Td (1.6)

ou T et P désignent la température et la pression, et p; le potentiel chimique
par molécule du constituant ¢. Les variables intensives conjuguées de E, V et
N; sont respectivement 1/T, P/T et —u;/T.

2. Description des processus irréversibles : affinités et flux

Les processus physiques réels, irréversibles, font toujours intervenir des
états hors d’équilibre. Nous allons introduire les forces généralisées ou affinités
produisant des processus irréversibles au sein d’un systéme, ainsi que les flux
traduisant la réponse du systeme a ces affinités. Les affinités et les flux sont les
quantités fondamentales dans la description des processus irréversibles. Pour
les définir, il faut disposer d’une paramétrisation convenable du systéme hors
d’équilibre. Celle-ci se fait en termes des variables lentes.
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2.1. Variables lentes

Si un systeme isolé constitué de plusieurs sous-systemes est préparé dans
un état initial d’équilibre, et si, suite a la levée de certaines contraintes,
certaines variables extensives X; relatives aux sous-systémes peuvent évoluer
par relaxation interne, le systéme global atteint un état final d’équilibre
maximisant Pentropie S(X,).

Si les X, sont des variables lentes, les autres variables, microscopiques,
relaxant trés vite aux échelles de temps caractéristiques de 'évolution des X,
on peut légitimement considérer que le systéme se trouve a chaque instant
dans un état d’équilibre paramétré par les X,;. On définit alors une entropie
instantanée S(X;) & chaque étape de la relaxation des X;. Cette séparation des
variables en deux groupes suppose une séparation d’échelles de temps entre les
variables microscopiques rapides et les variables lentes. L'existence d’échelles
de temps séparées peut se traduire schématiquement par 1'inégalité :

Te K T, (2.1)

dans laquelle 7, symbolise les temps caractéristiques d’évolution des variables
microscopiques, et 7, les temps de relaxation des variables lentes.

2.2. Affinités et flux dans un systéme discret composé de deux
sous-systémes

Les processus irréversibles les plus intéressants se produisent dans des
milieux continus. C’est par exemple le cas de la conduction de la chaleur dans
une barre ol existe un gradient de température uniforme. 1l est cependant plus
simple, pour commencer, de traiter le cas d’un systeme discret composé de
deux sous-systémes pouvant échanger une grandeur extensive X; globalement
conservée.

Considérons donc un systéeme isolé composé de deux sous-systémes
faiblement couplés, et une grandeur thermodynamique extensive, globalement
conservée, prenant les valeurs X; et X! dans chacun des sous-systémes. Comme
I’ensemble est isolé et le couplage faible, on a :

X+ X, = X9 = Cste. (2.2)

Pour le systéme global, X; comme X constituent des variables internes.
L’entropie totale S(© est la somme des entropies de chacun des sous-systémes :

SO = 5(X,) + (X)) (2.3)

Les valeurs d’équilibre de X; et X/ sont déterminées par le maximum de
Pentropie totale (2.3), ¢’est-a-dire par la condition :

a8 IS+ 5 oS a8

X, |y  0X; |0 0X, 0X]

=F—-F =0. (2.4)

1



Description des processus irréversibles : affinités et flux 33

Dong, si la quantité :

-7:i == Fi - Fi/ (25)

est nulle, le systéme est & 1’équilibre. Sinon, un processus irréversible prend
place et raméne le systeme a l'équilibre. La quantité F; agit ainsi comme
une force généralisée pilotant le processus de retour a I’équilibre. Les forces
généralisées sont également appelées affinités.

Prenons l'exemple de deux systemes fluides séparés par une paroi
diatherme!, et supposons que X; représente 1'énergie. L’aflinité associée, dite
affinité conjuguéde, est (1/T) — (1/T"), ou T et T’ sont les températures de
chacun des sous-systémes. Si cette affinité est nulle, il n’y a pas d’échange
de chaleur & travers la paroi diatherme. Si elle n’est pas nulle, il existe un
échange de chaleur. De méme, si la paroi est mobile et si X; représente le
volume, laffinité conjuguée est (P/T) — (P'/T"), ou P et P’ sont les pressions
de chacun des sous-systémes. Si cette affinité n’est pas nulle, il y a un échange
de volume entre les deux sous-systeémes. Si la paroi est perméable et si X;
représente un nombre de molécules, affinité conjuguée est (p'/T") — (/7).
ou u et u' sont les potentiels chimiques par molécule de chacun des sous-
systemes. Si cette affinité n’est pas nulle, il y a un échange de molécules entre
les deux sous-systeémes.

On caractérise la réponse du systéme a la force appliquée par la vitesse
de variation de la grandeur extensive X;. Le flux J; est défini par :

dX;
dt

Ji = (2.6)

Dans 'exemple ci-dessus, chaque flux s’annule si affinité conjuguée s’annule.
Inversement, une affinité non nulle conduit & un flux conjugué non nul. De
maniere générale, c’est la relation entre les flux et les affinités qui caractérise
les changements survenant au cours des processus irréversibles.

Dans le cas discret décrit ici, les affinités comme les flux ont un caractére
scalaire.

2.3. Production d’entropie

Il convient d’identifier correctement les affinités et les flux dans chaque
probleme particulier. La méthode la plus appropriée consiste a considérer la
vitesse de variation de 'entropie totale S(©) au cours d’un processus irréversible.
L’entropie totale étant une fonction des variables extensives X;, sa vitesse de

L Une paroi diatherme est une paroi permettant les échanges de chaleur.
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variation, appelée production d’entropie, est de la forme :
b k)

ds‘® 95© dx,
dt —~ 0X, dt’ (27)
soit :
4.5©)
— —Xi:fm. (2.8)

La production d’entropie a une structure bilinéaire : c’est la somme des
produits de chaque flux par Paffinité conjuguée.

Cette propriété de la production d’entropie n’est pas limitée au cas d’un
systeme discret, mais se généralise & un milieu continu?.

3. L'hypothese de I'équilibre local

3.1. Formulation

La thermodynamique des processus irréversibles traite de grands systemes,
considérés comme des milieux continus que l'on suppose a chaque instant en
équilibre local. Autrement dit, on imagine qu’a chaque instant le systéme
(qui dans son ensemble est hors d’équilibre) peut étre divisé en cellules® de
taille intermédiaire, assez petites pour que les grandeurs thermodynamiques
y varient peu, mais assez grandes pour pouvoir étre traitées comme des sous-
systemes thermodynamiques en contact avec leur environnement. Il est alors
possible de définir des grandeurs thermodynamiques locales (uniformes & 'inté-
rieur de chaque cellule, mais variant d’une cellule & Uautre).

3.2. Entropie locale

L’entropie locale par unité de volume est désignée par o(r). En ce qui
concerne les autres grandeurs extensives X;, on introduit leurs densités locales
par unité de volume?* &;(r) (par exemple, la masse par unité de volume p(r)).
Pour des raisons pratiques, on introduit aussi les densités locales par unité de
masse de Pentropie et des variables X;, que 'on note respectivement s(r) et
z;(r). Les densités locales par unité de volume et celles par unité de masse
de chacune des grandeurs concernées sont reliées entre elles par des formules
faisant intervenir p(r) :

a(r) =p(r)s(r),  &(r) = p(r)z.(r). 3.1)

2 Voir le paragraphe 4.4.

3 On adopte ici la description eulérienne, dans laquelle les cellules sont des éléments de
volume fixés. Chacune de ces cellules forme un systéme ouvert, échangeant notamment des
particules avec les cellules qui 'environnent.

La dépendance par rapport aux coordonnées d’espace apparaissant ici explicitement,
Pindice 4 se rapporte uniquement a la nature de la variable considérée.
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Selon I'hypothese de ’équilibre local, 'entropie locale est, & chaque ins-
tant, la méme fonction des grandeurs thermodynamiques locales que Ientropie
a l'équilibre des grandeurs thermodynamiques globales. Autrement dit, selon
cette hypothese, la relation de Gibbs est également valable localement. On
écrit ainsi :

ds = /dr Z Fi(r)de(r), (3.2)

et :

d(ps) = Z_ Fd(px)). (3.3)

Les variables intensives locales F;(r) sont donc & chaque instant définies comme
des dérivées fonctionnelles de S :

< :8U(r): é6S .
= 5~ v oy

C’est ainsi, par exemple, que I'on déhnit dans un mélange fluide une tempéra-
ture locale T'(r), une pression locale P(r), et un potentiel chimique local p;(r)
pour les molécules d’espece i. Les relations (3.4) sont les équations d’état
locales. Elles ne dépendent pas de la présence de gradients : en effet, la relation
de Gibbs locale (3.2) ayant la méme forme que la relation de Gibbs a I’équilibre
(1.3), les équations d’état locales (3.4) ont la méme forme que les équations
d’état a 'équilibre (1.4).

Dans le cas d'un fluide, le mécanisme assurant la tendance vers un équilibre
peut étre décrit en termes de collisions entre les molécules. Il ne peut y avoir
équilibre local que si ces collisions sont suffisamment fréquentes®.

3.3. Critére général de validité

La subdivision d’un systéme en cellules d’équilibre local peut se faire sur
une base physique s’il existe une longueur intrinseque A telle que le nombre
Ny = (N/V)A3? de particules dans une cellule de volume A? n’ait que de petites
fluctuations relatives (6Ny/Ny < 1). Dans ce cas, on peut traiter la cellule
d’équilibre local de taille A comme un systéme thermodynamique. Une telle
échelle de longueur intrinseque peut étre définie dans les gaz comme la distance
typique parcourue par une molécule entre deux collisions successives. Cette
distance est appelée libre parcours moyen® et désignée en général par £. On

5 Ainsi peut-il ne pas y avoir équilibre local dans un gaz trés raréfié, ou il n'y a pas
suffisamment de collisions pour thermaliser les molécules (un tel gaz est appelé gaz de
Knudsen).

5 Voir les chapitres 5 et 7.



36 Chapitre 2 : Thermodynamique linéaire des processus irréversibles

peut alors choisir” A = 2.

Les cellules d’équilibre local sont ouvertes au transport d’énergie et de
matiere. Pour que 'équilibre local soit maintenu en présence de gradients
appliqués, ceux-ci doivent induire dans chaque cellule des changements rela-
tifs des variables thermodynamiques inférieurs ou égaux aux fluctuations a
I’équilibre de celles-ci. Un critére général d’équilibre local pourra donc étre
le suivant : si une variable thermodynamique locale II a des fluctuations &
I'équilibre 0llsq dans une cellule de taille A, et si un gradient extérieur produit
un changement A|VII| = AII de cette variable sur une distance A, 1’équilibre
local pour la variable Il pourra étre considéré comme maintenu si I’on a® :

Al 61l
— 1. .
T < < (3.5)

4. Affinités et flux dans un milieu continu en équilibre local

4.1. Equations de bilan : bilan global et bilan local

Considérons un systéme macroscopique constitué par un milieu continu
confiné dans un volume V borné par une surface fermée 3. Chaque grandeur
thermodynamique extensive® (conservée ou non) A(t) peut s’écrire sous la
forme :

A(t):/vp(r,t)a(r,t) dr, (4.1)

o a(r,t) représente la densité par unité de masse de A(¢).

7 Par exemple, dans le cas de 'argon a la température ambiante et a la pression atmo-
sphérique, la densité est n ~ 3 x 109 cm~3 et le libre parcours moyen ¢ ~ 10~° cm, de sorte
que le nombre de molécules dans une cellule d’équilibre local est Ny = nf3 ~ 3 x 10%. Ce
nombre est assez grand pour que 'on puisse négliger les fluctuations et faire de la thermody-

namique : les fluctuations relatives § Ny /N sont d’ordre N;1/2 (voir le complément 2.A),
soit 5 x 1073,

8 Examinons par exemple le critere (3.5), appliqué & la température, dans le cas de argon
a la température ambiante et a la pression atmosphérique. 1l fournit 'ordre de grandeur du
gradient de température maximal acceptable pour que le gaz reste en équilibre local :

UVT|  §Ts, —1/2
Pl —%9 N
T <7 A

~5x 1073,

En reprenant la valeur du libre parcours moyen citée en note 6, on trouve que I’hypothése de
I’équilibre local en température reste valable tant que le gradient de température ne dépasse
pas 105 K.em™! (ce qui assure de fait & cette hypothése un large domaine de validité).

9 La notion de grandeur extensive n’est toutefois définie sans ambiguité qu’en 'absence
de forces a longue portée, telles que les forces électriques ou magnétiques dans un milieu
polarisé ou aimanté. En présence de telles forces, I’énergie acquiert en effet une dépendance
par rapport & la forme du systéme (ce qui correspond a I'existence d’un champ dépolarisant).
Des problemes de ce type apparaissent aussi dans les milieux élastiques. De maniére générale,
I'existence de forces a longue portée empéche de définir une densité locale.
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Plus précisément, on s’intéresse ici aux bilans dans un milieu fluide en
I’absence de réactions chimiques!®. Dans le cas de la masse, de ’énergie et de
I’entropie, A(t) est de caractére scalaire, tandis que dans le cas de la quantité
de mouvement, A(t) est de caractere vectoriel. Pour une grandeur scalaire!!,

I’équation de bilan global s’écrit :

n ,
m+/ JA.VdZ:/ oadr, (4.2)

oll v représente le vecteur unitaire normal a la surface ¥ et orienté vers
Vextérieur. Dans ’équation (4.2), 0 4 est la densité de source (ou, le cas échéant,
la densité de puits) de A, et J4 est la densité de courant, ou densité de flux'?,
de A. En utilisant la formule de Green, on rééerit 1'équation (4.2) sous la forme
équivalente :

%,Eﬂ—i_/‘;(v'JA)dr:/‘,aAdr' (4.3)

L’équation (4.3) étant valable quel que soit le volume V', on en déduit I’équation
de bilan local de la grandeur A :

d(pa)
ot

+V.Js=o04. (4.4)

4.2. Bilan local des grandeurs extensives conservées

Pour les grandeurs extensives conservées X;, pour lesquelles il n’y a par
définition ni source ni puits (ox, = 0), I'équation de bilan local (4.4) prend la
forme d'une équation de conservation, dite équation de continuité :

Ipwi)
ot

+V.J;=0. (4.5)
Dans 'équation (4.5), J; désigne le flux de X;.

4.3. Bilan local de ’entropie : source d’entropie et flux d’entropie

L’entropie, quant a elle, est une grandeur extensive non conservée. L’équa-
tion de bilan global pour 'entropie :

@ + Jg.vd¥ :/ ogdr, (4.6)
dt 5 v

10 Voir aussi le chapitre 7.

1 pour une grandeur vectorielle telle que la quantité de mouvement, la forme prise par
P’équation de bilan (qui, en Pabsence de forces extérieures appliquées, est une équation de
conservation) est plus compliquée. Notamment, la densité de flux correspondante est un
tenseur (voir & ce sujet le chapitre 7).

2 Aucune ambiguité n’étant possible, 'usage est de laisser de c6té le mot densité, et de
parler de courant ou de flux.
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est de la forme :

E _ dSé(:h dSint .
dt — dt dt

Le terme dSsch /dt = — fz Js.vd¥ est la contribution & dS/dt due & I’échange
d’entropie entre le systéme et son environnement. Le terme d.Sin. /dt = fv osdr,
appelé production d’entropie, est 1ié a des changements internes au systeme.
La production d’entropie est en fait la vitesse de variation de I'entropie de
I’ensemble isolé global constitué par le systéme considéré et son environne-
ment'3. C’est donc une quantité positive ou nulle. Les phénomenes irréversibles,
qui contribuent a une production d’entropie strictement positive, sont aussi
appelés phénomeénes dissipatifs.

(4.7)

L’équation de bilan local associée & I'équation (4.6) est :

d(p:s
5;9)_ +V.Js =o05. (4.8)

Dans I'équation (4.8), Jg et og > 0 sont respectivement le flux d’entropie et
la source d’entropie.

4.4. Affinités et flux. Source d’entropie dans un milieu continu

Pour identifier les affinités et les flux, il est nécessaire de disposer d’une
expression explicite de la source d’entropie. Nous étudierons ici le cas parti-
culier d'un milien continu dans lequel les seuls flux mis en jeu, produits par
des forces appropriées, sont le flux d’énergie et les flux de particules de chacun
des constituants. Cette approche simplifiée, si elle ne permet pas de traiter de
problemes tels que la dissipation dans les fluides visqueux, présente I'intérét
de faire apparaitre facilement la structure de expression de og.

Selon 'hypothese de 1’équilibre local, 'entropie locale est la méme fonc-
tion des grandeurs thermodynamiques locales que 'entropie & 1’équilibre des
grandeurs thermodynamiques globales. Sa différentielle est donc de la forme
(3.3), ce qui suggere de définir par analogie le flux d’entropie Jg comme :

Js =Y FuJi, (4.9)

ol J; est le flux de la grandeur extensive conservée X,;. Le premier terme
intervenant dans la formule (4.8) pour og est, d'apreés 'équation (3.3) :

Aps) _ 5, Olpm)

T 5 (4.10)

i

13 1environnement est un thermostat ou un réservoir avec lequel le systéme est en contact.
Il est considéré comme trés peu perturbé par les processus dans lesquels il est impliqué.
Autrement dit, tous les processus qui le concernent sont supposés réversibles, sans production

d’entropie.
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Le second terme se calcule comme suit :

VIs=V.Y_ FJ) =Y VE.Ji+Y FEV.J. (4.11)
La source d’entropie o5 (formule (4.8)) s’écrit alors :
_ O(pzi) T
og = ZET +> VEJi+ Y FV.J. (4.12)

D’apres les équations de continuité (4.5) pour les variables extensives conser-
vées, le premier et le troisieme terme de expression (4.12) de g se compen-
sent. On en déduit :

os =Y VF.J; (4.13)

Introduisant alors I'affinité F; définie par :

Fi =VF, (4.14)

on écrit finalement la source d’entropie sous la forme :

os =, Fidi. (4.15)

Comme dans un systéme discret, la source d’entropie possede la structure
bilinéaire de somme des produits de chaque flux par laffinité conjuguée. Les
flux sont les densités de courant J; des variables extensives conservées (et
non pas leurs dérivées par rapport au temps comme dans un systéme discret).
Quant aux affinités F;, ce sont les gradients des variables intensives locales (et
non pas, comme dans le cas discret, les différences entre les valeurs de celles-ci
dans deux sous-systémes voisins). Plus précisément, on a :

1 i
s :JE.V(?)JrZJNi.VG%), (4.16)

ot Jg désigne le flux d’énergie et Jy, le flux de particules du constituant 7. On
réécrit souvent 'expression de og en faisant intervenir le flux d’entropie. Celui-
ci est relié & Jg ct aux Jy, par la formule (4.9), qui s’écrit plus explicitement :

1 i
, = _ LY S 4.1
Js TJE El TJN,, (4.17)
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1l vient ainsi'? :

1 1
05 = 7. VT = % >IN Vi (4.18)

Revenons & la formule (4.15) pour og. Etablie dans le cas particulier
d’'un fluide dans lequel les seuls flux mis en jeu sont le flux d’énergie et les
flux de particules de chacun des constituants, cette expression ne constitue
pas la forme la plus générale de la source d’entropie dans un milieu continu.
En effet, différents types de processus irréversibles, de caracteres tensoriels
différents, peuvent se produire dans un tel milieu. Les réactions chimiques
sont des processus scalaires, le transport de chaleur et le transport de matiére
sont des processus vectoriels, tandis que le transport visqueux est un processus
tensoriel d’ordre 2. La structure bilinéaire de la source d’entropie est toutefois
générale.

5. Réponse linéaire

Dans un milieu continu en équilibre local, les flux en un point donné de
Pespace et & un instant donné sont déterminés par les valeurs des affinités en
ce point et & cet instant’® :

Ji(r,t) = Ji[Fi(r, 1), Falr,t), .. ]. (5.1)

La réponse du systéme est locale et instantanée, ce qui suppose que les gran-
deurs concernées varient suffisamment lentement dans l’espace et dans le temps.
La formule (5.1) exprime le fait que chaque flux peut dépendre non seulement
de Vaffinité conjugnée (« effet direct »), mais aussi des autres affinités (« effets
indirects »).

Preés de I’équilibre, cette formule peut s’écrire sous la forme d’un développe-
ment limité des flux en fonction des affinités. Comme les flux sont nuls si
les affinités sont nulles, ce développement ne possede pas de terme constant.
Lorsque les écarts & Péquilibre sont faibles'®, le développement peut étre limité
au premier ordre :

Ji(r,t) =3 L Fi(r, t). (5.2)
Les quantités :
aJ;
Lix = ; 3
YA (5:3)

M Cet exemple montre qu’affinités et flux ne sont pas définis de maniére unique.

15 Dans ce paragraphe, pour simplifier Pécriture, les symboles J; et F; servent a désigner
aussi bien des flux et des affinités scalaires que les composantes de flux et d’affinités vectoriels
et/ou tensoriels. L’indice ¢ désigne donc ici & la fois la nature de la variable conservée
impliquée, et, 8’il y a lieu, la composante pertinente.

16 Le domaine de validité de I’hypothese de linéarité doit étre étudié au cas par cas. Il
n’est pas nécessairement le méme que celui de 1'équilibre local.
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appelées coefficients cinétiques, sont déterminées par les valeurs a ’équilibre
des variables intensives F; (telles que la température ou la pression) et ne
dépendent pas des contraintes maintenant le systéme hors d’équilibre (telles
que les gradients de température ou de pression) :

LikZLik(Fl,FQ,...). (54)

La matrice des coefficients cinétiques L d’éléments L;; caractérise la réponse
linéaire du systeme.

En régime lindaire, compte tenu de la forme (5.2} des flux, la source
d’entropie, somme des produits de chaque flux par I'affinité conjuguée, s’écrit
sous la forme :

os =Y LuFiF. (5.5)
ik
Comme o est positive ou nulle, les éléments de la matrice L vérifient les
inégalités :
1
Li; >0, Lii Ly = Z(Lik + L) (5.6)

Par ailleurs, seule la partie symétrique L(®) de la matrice L contribue & la
production d’entropie :

os =Y LuF:Fe=Y L} FiFr. (5.7)

ik ik

Dans le cas d’effets impliquant des variations rapides des affinités dans
I'espace et dans le temps, il peut ne pas y avoir équilibre local. Les relations
de réponse linéaire ne prennent pas alors la forme (5.2), mais font intervenir
des coefficients cinétiques non locaux et retardés (ce qui signifie que les flux
en un point donné de l'espace et &4 un instant donné dépendent des affinités
aux autres points de I'espace et aux instants antérieurs a l'instant considéré).
De tels effets se situent au-dela du cadre de la thermodynamique linéaire des
processus irréversibles. Ils seront étudiés en physique statistique a l'aide de la
théorie de la réponse linéaire!”.

6. Quelques exemples simples de coefficients de transport

Les variables en termes desquelles sont habituellement exprimés les résul-
tats expérimentaux ne sont pas celles intervenant dans les équations théoriques
générales formulées, quant a elles, en termes d’affinités et de flux. Par exemple,
le courant de chaleur produit par une inhormogénéité de température s’exprime
usuellement en fonction de V7' plutét qu'en fonction de Daffinité V(1/T).
Ainsi, au lieu des coefficients cinétiques L;, on utilise plutot en pratique des

7 Voir les chapitres 15 et 16.
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coefficients de transport (qui leur sont reliés). A titre d’exemples simples, nous
allons présenter les coefficients de transport intervenant dans les lois d’Ohm, de

Fick et de Fourier, et discuter leurs relations avec les coefficients cinétiques!.

6.1. Conductivité électrique

Un champ électrique E est appliqué & un gaz de particules chargées, ou
bien aux électrons d’un métal ou aux porteurs de charge d’un semi-conducteur.
On suppose pour simplifier qu’il existe un seul type de porteurs'®. Le systeme
est supposé macroscopiquement neutre (la densité des porteurs est donc
uniforme) et maintenu a température uniforme. Dans ces conditions, le milieu
est traversé par un courant électrique, dont la densité J dépend linéairement
du champ FE si ce dernier n’est pas trop intense. C’est la loi d’Ohin,

ou g est le tenscur de conductivité électrique, de composantes g,3.

Pour des porteurs de charge ¢, la densité de courant électrique J est reliée
au flux de particules Jy par J = gJy. En présence d’un champ électrique
E = —V¢, Paffinité conjuguée de Jy n’est pas V(—p/T) mais V(—7z/T), ou
7L = 1 + q¢ est le potentiel électrochimique®”.

Supposons pour simplifier le milieu isotrope. Le tenseur o est alors pro-
portionnel & la matrice unité : 0,53 = 0d,g (il en est de méme dans un milieu
cristallin de symétrie cubique). Le scalaire o est la conductivité électrique. La
loi d’Ohm (6.1) devient simplement :

J=0F, (6.2)
tandis que la formule (5.2) de la théorie générale s’écrit :

I

Jn =LynV( T)-

(6.3)

I8 oir aussi & ce sujet le chapitre 6, dans lequel ces coefficients de transport, ainsi que les
coefficients cinétiques, sont calculés pour un gaz de Lorentz de particules chargées (c'est-a-
dire un gaz de particules chargées effectuant des collisions sur des centres diffuseurs fixes).

19 Dans un métal ou dans un semi-conducteur fortement dopé de type n, les porteurs
sont des électrons de charge € (e < 0), tandis que dans un semi-conducteur fortement dopé
de type p, ce sont des trous de charge —e. Dans un semi-conducteur intrinscque, il faudrait
ajouter les contributions des différents types de porteurs, électrons et trous.

20 gp effet, il est alors nécessaire d’inclure dans ’énergie libre F' I’énergie électrostatique
des porteurs de charge, égale & g¢ par particule. En dérivant F' par rapport au nombre de
particules, on obtient, non pas le potentiel chimique p, mais le potenticl électrochimique
7= p+qd.
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A température et densité de porteurs uniformes, le gradient de potentiel électro-
chimique est Vii = —¢E. La comparaison des formules (6.2) et (6.3) permet

donc de relier o et Lyn -
2
q
= —Lnyn. 6.4
0 ==Ly (6.4)

6.2. Coefficient de diffusion

On cousidére des particules dissoutes ou suspendues dans un fluide?!,
en 'absence de mouvements de convection. Si, & cause d’une perturbation
extérieure ou d’une fluctuation spontanée, leur densité n’est pas uniforme, il
apparait un flux de particules tendant a rétablir 'homogénéité spatiale de la
densité. C'est le phénomene de diffusion de maticre. A température uniforme,
le flux de particules Jy dépend linéairement du gradient de densité Vn si
celui-ci n’est pas trop grand. C’est la loi de Fick,

Jy = —-D.Vn, (6.5)

ol D est le tenseur de diffusion, de composantes Dyg.

Dans un milieu isotrope ou de symétrie cubique, le tenseur D est propor-
tionnel & la matrice unité : D,z = Ddyg. Le scalaire D est le coefficient de
diffusion. La loi de Fick (6.5) devient simplement :

Jy = —DVn, (6.6)

tandis que la formule (5.2) de la théorie générale s’écrit -

Jn :LNNV(_‘%)' (6.7)

Dans le cas d'un mélange dilué en équilibre mécanique a température
uniforme, le gradient de potentiel chimique ne dépend que du gradient de
densité du soluté :

au
V= on

Vn. (6.8)

T

La comparaison des formules (6.6) et (6.7) perimet alors de relier D et Ly :

10w

D= -2F
T On

Lyn. (6.9)
T

2l e mélange considéré est supposé binaire. On se limite ici au cas ou les molécules

dissoutes ou suspendues sont relativement peu nombreuses par rapport aux autres molécules.
Alors le mélange binaire, dilué, est constitué d’un soluté dans un solvant.
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6.3. Relation d’Einstein

La formule (6.9) s’applique aussi au coeflicient, de diffusion d’un gaz de
particules chargées. Dans ce contexte, en éliminant Lyy entre les formules
(6.4) et (6.9), on obtient une relation entre D et o :

1

D=o¢
o)

QJ|QJ
SRS

(6.10)
T

Il est usuel d’introduire la mobilité de dérive p des porteurs de charge, définie
comme le rapport entre leur vitesse moyenne en régime stationnaire et le champ
électrique. Cette quantité, microscopique, est directement reliée a la conduc-
tivité électrique (quantité macroscopique) :

o =nqup. (6.11)

La formule (6.10) prend la forme d'une relation entre D et pp :

nao
D= - - 6.12
o onl, (6.12)

L’existence d’une telle relation conduit a penser qu’au voisinage de 1’équilibre
la réponse linéaire & une perturbation extérieure (réponse caractérisée ici par
la mobilité) et les fluctuations & ’équilibre (caractérisées par le coeflicient de
diffusion) mettent en jeu les mémes mécanismes microscopiques. On observe
ici, dans un cas particulier, un comportement général des systémes au voisinage
de Péquilibre??.

Pour donner un caractére plus concret & la formule (6.12), il convient
d’expliciter la dérivée thermodynamique (Op/On)r. Nous allons le faire dans
deux cas particuliers, celui d’un gaz non dégénéré (par exemple le gaz d’élec-
trons dans un semi-conducteur non dégénéré), et celui d'un gaz fortement
dégénéré (tel que le gaz d’électrons dans un métal). Dans les deux cas, nous
counsidérerons pour simplifier que les porteurs de charge sont des particules
sans interactions.

o Gaz non dégénéré de porteurs de charges

Les porteurs sont considérés comme formant un gaz parfait classique.
Quclle que soit la dimensionnalité du systeme, on a :

on 4T

o B (6.13)

22 \oir les chapitres 13 et 14.
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(k désigne la constante de Boltzmann). La formule (6.12) prend dans ce cas le
nom de relation d’Einstein®? :

2 (6.14)

o Gaz de fermions aT = 0

On considere un gaz parfait de fermions de masse m. A température nulle,
son potentiel chimique p n’est autre que 'énergie de Fermi ep = h? k%/2m. Le
vecteur d’onde de Fermi kr est déterminé par la densité n du gaz, soit (a trois

dimensions) kp = (37‘(‘271)1/3. Ona:

ou 1
I T () (6.15)

N _ 3/2 ciz 13z p . s
ot nlep) = m227Y2(m/h?) / e;/Q est la densité d’états en énergie par unité
de volume et par direction de spin au niveau de Fermi. La formule (6.12) s’écrit

dans ce cas :
D 2 (3]

= == 6.16

Lo 34 (6.16)
soit, & l’aide de la température de Fermi?* T :

D kT

Z _Mr (6.17)

HD q

6.4. Conductivité thermique d’un solide isolant

On applique un gradient de température VT a un solide isolant. 1l en
résulte un flux d’énergie Jg, qui dépend linéairement du gradient de tempéra-
ture si celui-ci n’est pas trop fort. C’est la loi de Fourier,

Jg = —k.VT, (6.18)

ol k est le tenseur de conductivité thermique, de composantes £,3. Le matériau
étant isolant, la conduction de la chaleur s’effectue uniquement via les phonons

23 1,4 relation d’Einstein sera étudiée dans différents contextes par la suite (voir le chapi-
tre 6, le chapitre 10 consacré au mouvement brownien, et le chapitre 16).

24 A trois dimensions, la température de Fermi est définie par ep = %kTF. La relation
(6.17) est formellement similaire & la relation d’Einstein (6.14), T y étant remplacée par Tr.
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(quasi-particules associées aux modes de vibration de réseau). Comme le nom-
bre de phonons n’est pas conservé, leur potentiel chimique est nul. C’est la
raison pour laquelle le flux d’énergie ne contient pas de terme? en V(—u/T).

Si le milieu est isotrope ou de symétrie cubique, le tenseur K est pro-
portionnel a la matrice unité : k,g = Kdag. Le scalaire x est la conductivité
thermique de l'isolant. La loi de Fourier (6.18) se réduit a :

Jg = —kVT, (6.19)

tandis que la formule (5.2) de la théorie générale s’écrit :
1
JEzLEEV(f)- (6.20)
La comparaison des formules (6.19) et (6.20) permet de relier s et Lpg :

1

7. Principe de Curie

Dans chacun des exemples discutés ci-dessus, une affinité donnée produit
uniquement un flux de sa quantité conjuguée : il s’agit d’un effet direct. Dans
d’autres cas, une affinité produit en outre des flux de quantités qui ne lui
sont pas conjuguées : de tels effets sont qualifiés d’indirects. Dans les systemes
complexes, les phénomeénes de transport sont ainsi fréquemment couplés. Par
exemple, dans un mélange fluide, un gradient de température donne lieu, outre
a un flux de chaleur, & un flux de diffusion. Ce phénomene s’appelle la thermo-
diffusion?®. Des phénomenes de transport couplés sont également mis en jeu
dans les effets thermoélectriques, qui se produisent dans les métaux ou les

semi-conducteurs?7.

Dans la plupart des systemes, les composantes des différents flux ne dépen-
dent pas en fait de toutes les affinités. C’est une conséquence du principe de
symétrie ou principe de Curie (P. Curie, 1894). Ce principe est énoncé tradi-
tionnellement de la maniere suivante : « Lorsque certaines causes produisent
certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se retrouver dans les
effets produits. Lorsque certains effets révelent une certaine dissymétrie, cette
dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui leur ont donné naissance ».
On entend ici par cause un systéme physique avec son environnement (champs
extérieurs, champ de contraintes .. .), et par effet une propriété physique.

25 La situation est différente dans un conducteur, ou la conduction thermique est essen-
tiellement due aux porteurs de charge (voir le complément 2.B).

26 Voir le complément 2.C.

27 Voir le complément 2.B.
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Toutefois, le principe de Curie ne s’applique sous cette forme simple que
si l'effet considéré est unique. S’il n’en est pas ainsi, un effet peut avoir moins
d’éléments de symétrie que sa cause (en d’autres termes, une solution parti-
culiere d’un probleme peut avoir moins d’éléments de symétrie que les données
de ce probleéme). Dans le domaine linéaire, la formulation simple du principe
de Curie est suffisante.

Le principe de Curie a plusieurs conséquences pour la thermodynamique
linéaire des processus irréversibles, tant dans les milieux isotropes qu’aniso-
tropes.

o Milieux isotropes

Dans un milieu isotrope, les flux et les affinités dont les ordres tensoriels
different d’une unité (par exemple, scalaire et vecteur) ne peuvent pas étre
couplés. En effet, si dans la relation de couplage (5.2) la différence des ordres
tensoriels entre les flux et les affinités était impaire, les coefficients cinétiques®®
Lfkﬂ seraient les composantes d’un tenseur d’ordre impair. Un tel tenseur ne
peut pas rester invariant par rapport aux rotations. Les systeémes isotropes
ne peuvent donc étre caractérisés que par des coefficients cinétiques scalaires
ou d’ordre tensoriel pair. Dans un milieu isotrope, le transport de quantités
scalaires comme le nomble de particules ou I'énergie fait intervenir des tenseurs
tels que L({E\, ou ‘; ', proportionnels a la matrice unité : Lva = Lyndag:
L};% = Lpgd.s. Il en est de méme des tenseurs de conductivité électrique, de
diffusion, et de conductivité thermique, qui sont respectivement de la forme
Oap = 0(5(1,[;, D(,ﬂ = D(Saﬂ, et Rag = mia,/j.

e Milieux anisotropes

Dans un milieu anisotrope, par exemple un milieu cristallin invariant
par rapport a certaines transformations d'un groupe de symétrie, la prise en
compte des propriétés de symétrie permet de réduire le nombre de Cocfﬁcicnts
cinétiques indépendants. Ainsi, dans un cristal cubique, les tenseurs LY N et
Lad sont, comme dans un milieu isotrope, proportionnels a la matrice unité.
Il en est de méme des tenseurs de conductivité électrique, de diffusion, et de
conductivité thermique.

8. Relations de réciprocité

En 1931, L. Onsager a avancé l'idée selon laquelle des relations de symétrie
ou d’antisymétrie entre coeflicients cinétiques, appelées relations de réciprocité,
doivent exister dans tous les systémes thermodynamiques dans lesquels les
phénomenes de transport et de relaxation sont convenablement décrits par des
lois linéaires. Les relations de réciprocité d’Onsager permettent en pratique
de réduire le nombre d’expériences nécessaires pour mesurer les coefficients

28 1es indices i, k ... désignent ici la nature de la variable conservée, et les exposants «,
3. .. les composantes pertinentes.
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de transport. Ces relations concernent les éléments non diagonaux de la ma-
trice L, c’est-a-dire les coefficients cinétiques décrivant des effets indirects.
Elles proviennent fondamentalement de la réversibilité des équations micro-
scopiques du mouvement, c¢’est-a-dire de leur invariance par renversement du
temps?? (& la condition toutefois, le cas échéant, de changer également le signe
du champ magnétique et/ou du vecteur rotation).

Afin de pouvoir formuler les relations de réciprocité résultant de cette
invariance, il convient tout d’abord de s’assurer que les affinités et les flux
choisis ont une parité bien définie par rapport au renversement du temps. De
mani¢re générale, l'entropie ne dépendant pas de la direction du temps, la
source d’entropie og est une fonction impaire de t. De la structure générale de
Vexpression de og (formule (4.15)), il résulte que, si les affinités et les flux ont
une parité bien définie, chaque affinité est d’une parité opposée a celle de son
flux conjugué. Des grandeurs telles que la densité d’énergie et la densité de
particules sont invariantes par renversement du temps. On dit encore qu’elles
sont paires ou que leur signature par rapport au renversement du temps est
€; = +1. Les flux de ces grandeurs sont impairs. A I'inverse, une grandeur telle
que la densité de quantité de mouvement change de signe par renversement du
temps. C’est une grandeur impaire, de signature ¢; = —1. Son flux (tensoriel)
est pair.

8.1. Relations d’Onsager

Pour des variables extensives conservées de densités x; et x; invariantes
par renversement du temps, les relations d’Onsager sont des relations de symé-
trie exprimant 1’égalité des coefficients cinétiques L;i et Ly; :

Lir = L. (8.1)

Considérons l'exemple d’un conducteur dans lequel existe un seul type de
porteurs de charge, soumis a un gradient de température et a un gradient de
potentiel électrochimique. Ces gradients produisent un flux de particules et un
flux d’énergic. Les formules générales (5.2) s’écrivent sous la forme®° :

7 1
Ty = LNNV(—%) + LwpV(z)

! ! (8.2)
o = LonV(~5) + LesV(5):

29 L . . .
En mécanique classique, le renversement du temps change le signe des vitesses, sans

changer les positions. En mécanique quantique, le renversement du temps associe 4 une
fonction d’onde la quantité complexe conjuguée.

30 Le conducteur considéré est supposé pour simplifier étre un milieu isotrope.
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Les densités de particules et d’énergie étant invariantes par renversement du
temps, on a la relation de symétrie®! :

Legny = Lykg. (8.3)

8.2. Relations d’Onsager-Casimir

Les relations de réciprocité ont pris leur forme définitive en 1945 grace a
H.B.G. Casimir. Pour des variables extensives conservées de densités x; et xy,
et de signatures €; et €, les relations de réciprocité, dites relations d’Onsager-
Casimir, s’écrivent -

Ly = eiep Lig;. (8.4)

Selon le signe du produit €;¢g, les relations d’Onsager-Casimir expriment la
symétrie ou 'antisymétrie des coefficients cinétiques L;; et Ly;. Dans le cas
€€, = 1, le coefficient L;;, traduit un couplage entre processus de méme parité,
et la relation de réciprocité est une relation de symétrie (L, = Ly;). Lorsque

€i€x = —1, L correspond & un couplage entre processus de parités différentes,
et la relation de réciprocité est une relation d'antisymétrie (L, = —Ly;).

8.3. Généralisation

Lorsque les processus irréversibles ont lieu en présence d’un champ magné-
tique H et/ou dans un systéme en rotation a la vitesse angulaire £2, les rela-
tions d’Onsager-Casimir s’éerivent, :

Lik(H, Q) = EiEkLki(—H,—.Q). (85)

Elles relient les coefficients cinétiques de deux systemes physiques qui different
P'un de 'autre par le changement de signe des parametres H et/ou §2. S’il n'y
a ni champ magnétique ni rotation, les relations d’Onsager-Casimir, données
alors par les formules (8.4), expriment simplement la symdétrie ou 'antisymétrie
des coefficients cinétiques d’un systeme donné.

9. Justification des relations de réciprocité

La démonstration des relations de réciprocité ne peut étre effectuée que
grace au lien avec une description microscopique du systeéme hors d’équilibre
(donc en physique statistique). Nous nous bornerons ici & donner de ces
relations une justification reposant sur une hypothese émise par L. Onsager

concernant I'évolution des fluctuations thermodynamiques3?.

31 La relation (8.3) a été établie des 1854 par W. Thomson (Lord Kelvin) dans le cadre
de 'étude des effets thermoélectriques liés a la présence simultanée de flux de particules et
de flux d’énergie dans les conducteurs (voir le complément 2.B).

321 s’agit de I’hypothése de régression des fluctuations, qui peut étre démontrée dans le
cadre de la théorie de la réponse linéaire (voir les chapitres 13 et 14).
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9.1. Fluctuations a ’équilibre

Considérons un ensemble isolé constitué par un systeme, soit lui-méme
isolé, soit couplé & un thermostat ou a un réservoir avec lequel il est suscepti-
ble d’échanger de la chaleur et, éventuellement, des particules. La probabilité
d’une fluctuation dans laquelle 'entropie et les variables extensives du systeme
varient de 65 et §.X; autour de leurs valeurs d’équilibre s’obtient au moyen de
la théoric des fluctuations thermodynamiques®?, développée notamment par
A. Einstein en 1910.

Pour calculer la probabilit¢ d'une fluctuation dans un systeme isolé &
I’équilibre, Einstein a proposé d’utiliser la formule fondamentale de Boltz-
mann pour lentropie. L’entropie d'un systéme isolé est proportionnelle au
logarithme du nombre d’états microscopiques accessibles (la proportionnalité
fait intervenir la constante de Boltzmann k). En « inversant » cette formule, on
obtient la probabilité d'une fluctuation. Si le systéme n’est pas isolé, la varia-
tion d’entropie & prendre en compte est celle de Pensemble isolé global constitué
par le systéme et son environnement, c’est-a-dire la variation d’entropie d.5int
liée aux changements internes au systeme. La probabilité d’une telle fluctua-
tion est ainsi donnée par la formule d’Einstein :

(15, o

La variation d’entropic liéc aux changements internes au systéme est de
la forme 6Si,, = 55 — 85S¢, o 45 est la variation de Uentropie du systeme et
§Ssch = ), F30X; I'échange d’entropie entre le systéme et son environnement.
La quantité F; désigne la valeur a V'équilibre, définie par les propriétés de
Ienvironnement, de la variable intensive conjuguée de X;. La probabilité d'une
fluctuation caractérisée par les variations 4.5 et d.X; de 'entropic et des autres
variables extensives s’écrit donc :

1
w ~ exp(% 7 Z FiéXi>. (9.2)

&

2
@
el

9.2. Propriété des corrélations

Nous allons démontrer qu’il n’y a pas de corrélations entre les fluctuations
d’une grandeur extensive X, et celles des grandeurs intensives autres que sa
variable conjuguée F;. Plus précisément, nous allons établir 'identité :

(6X,F;) = kb, (9.3)

33 Voir le complément 2.A.
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ol les forces généralisées F; = O0F); sont les fluctuations des variables inten-
sives F;. Dans la formule (9.3), le symbole (...) désigne la moyenne calculée &
Paide de la distribution w.

On a, d’apres la formule (9.2) :

dw 1
(?—E = ~Ew (SX, (9-1)

La valeur moyenne (§X,;F;), définie par :
<5Xz.7:j> = / w (SXL(SF] Hd((SX[), (95)
!

g'écrit, en utilisant la formule (9.4) :

(6X.F;) = —k gw SF; Hd (5X)). (9.6)

Or on a l'identité :

J OO F) Oow
EE./w(SFde@Xl)—' YR Il]d(axl)Jr/dFé T dex), 9.7

l

dont le premier membre est nul, puisqu’il correspond & la dérivée de la valeur
moyenne d’une fluctuation, quantité nulle par définition. Par ailleurs, F; repré-
sentant la valeur a ’équilibre de la variable intensive conjuguée de X;, on a
O0F; /OF; = —6;;. 1l vient dong :

ow
OF,

)= 0. (9.8)

En reportant ce résultat dans la formule (9.6), on démontre la propriété (9.3).

9.3. Régression des fluctuations. Justification des relations de
réciprocité

On considere pour simplifier, dans un systéme sans champ magnétique
ni rotation, des grandeurs extensives X; et X de densités invariantes par
renversement du temps (¢; = ¢, = +1). La fonction de corrélation a 1'équilibre
(0X,;6 Xy (7)) vérifie, d’apres Pinvariance par renversement du temps, la pro-
priété :

(0X:6Xk(r)) = (0Xi0 X4 (7). (9.9)

On en déduit, en utilisant la propriété de stationnarité, 1'égalité :

(0X:0X4 (7)) = (6 X;(T)6X}). (9.10)
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Aprés dérivation par rapport & 7 des deux membres de équation (9.10), il
vient :

(6X:6X,.) = (6X:0Xy). (9.11)

Selon I’hypothése de régression® d’Onsager, les fluctuations relaxent en sui-
vant les mémes lois que les grandeurs macroscopiques :

0X; =Y LyF;,  6Xp =) LiF; (9.12)
i J

On déduit des équations (9.11) et (9.12) la relation :

S L (60X F) = Lij (0X:F). (9.13)

K J

Gréace a la propriété de non-corrélation (9.3), I'égalité (9.13) se réduit a la
relation d’Onsager (8.1) relative & L;j et Lg;. C’est une relation de symétrie, ce
qui correspond au fait que les grandeurs X; et Xx ont été supposées invariantes
par renversement du temps.

9.4. Discussion

Les arguments précédents reposent sur 'hypothese de régression des fluc-
tuations (formule (9.12)). Cependant, pour montrer que les fluctuations rela-
xent en suivant les mémes lois que les valeurs moyennes, il faut les étudier
au niveau microscopique. Dans un cadre strictement thermodynamique, il
est donc impossible de démontrer I’hypothese de régression. C'est la raison
pour laquelle les arguments présentés dans ce chapitre ne constituent pas une
véritable démonstration. Ils ont cependant I'intérét de mettre en lumiere le lien
fondamental entre les relations de réciprocité et la réversibilité des équations
microscopiques du mouvement.

10. Théoréeme du minimum de la production d’entropie

Pour des systémes soumnis a des contraintes extéricures indépendantes du
temps, certains états hors d’équilibre jouent un réle particulierement impor-
tant, analogue dans une certaine mesure a celui des états d’équilibre en thermo-
dynamique. I s’agit des états stationnaires caractérisés, par définition, par des
variables X; (variables d'état) indépendantes du temps. Comme I'a montré
1. Prigogine en 1945, les états stationnaires hors d’équilibre correspondent a
un minimum de la production d’entropie. Le théoréme du minimum de la

3 Cette hypothese constitue 'un des premiers énoncés du théoréme de fluctuation-
dissipation (voir le chapitre 14). Elle sera vérifiée au chapitre 10 dans le cas particulier
des fluctuations de la vitesse d’une particule brownienne a ’équilibre.
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production d’entropie n’est cependant valable que moyennant des hypotheses
relativement restrictives.

Dans un état stationnaire, les variables d’état sont indépendantes du
temps. Dans le domaine de validité de 'hypothese de 'équilibre local, il en
est de méme de l'entropie (fonction des variables d’état). On a donc :

fjﬁ o dSéCh dsint
dt — dt dt

= 0. (10.1)

Dans la formule (10.1), dSsc /dt représente la vitesse de variation de I’échange
d’entropie entre le systéme et son environnement, et Ps = dS;,/dt la produc-
tion d’entropie liée & des changements irréversibles internes au systeme. La
production d’entropie est positive ou nulle :

dSint
dt

:/ ogdV > 0. (10.2)
\'4

On déduit des équations (10.1) et (10.2) P'inégalité :

dSsch
<0. 10.3
dt — ( )

Ainsi, pour maintenir un systéme dans un état stationnaire hors d’équilibre,
il est nécessaire de transférer continuellement de I'entropie de ce systeme vers
le milieu extérieur.

Pour caractériser la fagon dont le systeme évolue vers un tel état station-
naire, on calcule la dérivée de la production d’entropie. On peut montrer
que, si les coeflicients cinétiques sont constants et obéissent aux relations de
réciprocité, et si les conditions aux limites imposées au systeme ne dépendent
pas du temps, la vitesse de production d’entropie vérifie 'inégalité :

dPg

p” <0. (10.4)
La production d’entropie Pg étant positive ou nulle, 'inégalité (10.4) montre
que la vitesse de production d’entropie finit toujours par s’annuler. Le systeme
se trouve alors dans un état stationnaire caractérisé par la plus faible produc-
tion d’entropie compatible avec les conditions aux limites imposées. C'est 1a
I’énoncé du théoréme du minimum de la production d’entropie®>.

35 Nous ne donnons pas ici de démonstration générale de ce théoréme. Une illustration
en sera fournie & propos des effets thermoélectriques (voir le complément 2.B).
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Complément 2.A

Fluctuations thermodynamiques

1. Les fluctuations

La théorie des fluctuations thermodynamiques a ’équilibre a été établie
par JJW. Gibbs en 1902 et A. Einstein en 1910. Les fluctuations sont
considérées comme des variables aléatoires, dont il convient de déterminer la
distribution de probabilité afin de pouvoir en calculer les différents moments.
La définition des fluctuations a ’équilibre ne se fait pas de la méme maniere
selon qu'il s’agit des fluctuations des grandeurs extensives ou de celles des
grandeurs intensives.

1.1. Fluctuations des grandeurs extensives

C’est pour celles des grandeurs extensives qui, outre un sens thermo-
dynamique, posseédent une définition mécanique, comme I'énergie interne E
ainsi que, dans le cas d’un systéme fluide, le volume V et le nombre de
molécules N, que la notion de fluctuations s’introduit le plus naturellement.

Cette notion est en revanche plus délicate a définir en ce qui concerne
Pentropie, grandeur extensive sans définition mécanique. Pour définir les fluc-
tuations de Pentropie, on peut partir de la formulation « a la Callen », dans
laquelle U'entropie d'un systéme est une fonction S(X;) des variables exten-
sives X; paramétrant ses états d’équilibre. On convient d’appeler fluctuation
de I'entropie la variation de la fonction S(X;) découlant des fluctuations des

variables X :
. 1.1
8 = Z 5 X (1)

La formule (1.1) est formellement similaire a la relation de Gibbs entre la
différentielle de I'entropie et les différentielles des X;

1.2. Fluctuations des grandeurs intensives

Pour les variables intensives telles que la température, la pression, le
potentiel chimique . . ., la notion de fluctuations parait a priori beaucoup moins
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claire. Au premier abord, elle semble méme en principe impossible a définir,
puisqu’en physique statistique ces grandeurs apparaissent comme des multi-
plicateurs de Lagrange associés aux variables extensives que le systeme est
susceptible d’échanger avec un réservoir. En ce sens, les variables intensives
sont fixées et ne peuvent fluctuer. Il est cependant parfois nécessaire de pou-
voir donner un sens a leurs fluctuations®.

Pour cela, il convient de considérer celles-ci d’un point de vue un peu
différent, correspondant & une approche plus physique. Par exemple, un thermo-
metre suffisamment sensible et petit, introduit dans un systéme a 1’équilibre,
donne une indication de température fluctuant en fonction du temps : un
tel thermometre mesure en fait U'énergie instantanée de son environnement
immédiat. De ce point de vue, les fluctuations des grandeurs intensives (dans
cet exemple, la température) sont en réalité a la fois une mesure et le résultat
des fluctuations des grandeurs extensives (ici, I'énergie).

Avant de définir la probabilité d’une fluctuation caractérisée par les varia-
tions 05 et dX; de l'entropie et des autres variables extensives, il convient
de revenir plus en détail sur le principe général de maximum de Ventropie,
appliqué a ’ensemble isolé global constitué par le systéme et ’'environnement
avec lequel il est en contact.

2. Conséquences du principe de maximum de |'entropie

De fagon générale, une fluctuation de 'entropie d’un systéme en contact
avec un environnement est de la forme :

55 = 6Sech + 6Sin, (2.1)

ou 0Secn provient de ’échange d’entropie entre le systeme et son environ-
nement, et §S;,; de la variation d’entropie liée a des changements internes
au systéme. La fluctuation 0.5;, représente en fait la fluctuation de 'entropie
de 'ensemble isolé global constitué par le systéme et son environnement. En
vertu du principe de maximum de 'entropie appliqué a cet ensemble isolé a
I’équilibre, on a :

8 Sin < 0. (2.2)

L’inégalité (2.2) s’applique & tout systéme thermodynamique, quelles que soient
les conditions d’équilibre dans lesquelles il est placé. Elle inclut toutes les
situations pour lesquelles le second principe de la thermodynamique se formule
habituellement a l’aide de potentiels thermodynamiques. Nous allons le vérifier
sur quelques exemples.

L Crest par exemple le cas lors de Pétude de la validité du critere d’équilibre local pour
une grandeur intensive II telle que la température ou la pression : on demande en effet que
la variation AII produite par un gradient imposé & 'intérieur d’une cellule d’équilibre local
reste inférieure aux fluctuations & I'équilibre 611¢,.
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e Systéme isolé

Pour un systéme isolé, on a §Ssn, = 0, puisqu’il 1’y a pas d’interaction
avec un environnement. On a donc 84S = §Sjy. Le second principe pour un
systeme isolé a pour conséquence 6.5 < 0, soit 0.5t < 0.

e Systéme fermé susceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat

Pour un systéme fermé, c’est-a-dire n’échangeant pas de particules avec
Uextérieur mais susceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat a la
température 7', on a dS¢e, = 0Q/T. Prenons 'exemple d'un fluide & nombre
de molécules fixé et & volume constant, en contact avec un thermostat a la
température T. La variation de 'énergie libre F' = E — TS s’écrit :

OF = T3§S¢cn, — T(éSéCh + 6Sint) = —T3§Sint. (2.3)

Le second principe s’écrit donc dans ce cas sous la forme 6.5;,; < 0 ou, de facon
équivalente, sous la forme §F > 0. De méme, dans le cas d’un fluide & nombre
de molécules fixé, & pression constante P et en contact avec un thermostat &
la température T, la variation de l'enthalpie libre G = F + PV — TS g’écrit :

8G = T6Sscn — PV + POV — T(6See + 6Sint) = — T8 Sims. (2.4)

Le second principe s’écrit donc indifféremment dans ce cas sous la forme
65t < 0 ou sous la forme 0G >0 .

On peut traiter dans le méme esprit d’autres situations, par exemple le cas
d’un systéme ouvert susceptible d’échanger de la chaleur et des particules avec
un réservoir. On retrouve dans tous les cas I'inégalité (2.2). Cette formulation
présente l'intérét de mettre en évidence le role essentiel joué par la fluctuation
d’entropie 85;,; liée aux changements internes au systeéme.

3. Probabilité d'une fluctuation : formule d’Einstein

Pour un systeme isolé a I'équilibre, la formule d’Einstein est I« inverse » de
la formule fondamentale de Boltzmann pour lentropie. Elle donne la proba-
bilité d’une fluctuation au cours de laquelle ’entropie varie de 45 :

o~ en(%5) -

Pour un systéme non isolé, la fluctuation d’entropie & prendre en compte est,
non pas 05, mais S = 05 — Y, F;0X; (F; désigne la valeur a I'équilibre,
définie par le thermostat ou le réservoir, de la variable intensive conjuguce de
X;). La probabilité d’une fluctuation caractérisée par les variations 6.5 et 6.X;
de Pentropie et des autres variables extensives est donc :

55 1
w~ eXP<7 - ZE-(%)- (3.2)
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La forme (3.2) de la distribution w est générale. Elle permet le calcul des
différents moments des fluctuations des grandeurs thermodynamiques autour
de leurs valeurs a ’équilibre. C’est notamment & partir de cette expression de
w que Pon peut démontrer U'identité :

(6X:6F}) = —kdy;, (3.3)

qui établit ’absence de corrélations entre les fluctuations d’une grandeur exten-
sive et celles des grandeurs intensives autres que sa variable conjuguée.

4. Fluctuations a I'équilibre dans un fluide de N molécules

4.1. La distribution wp

Considérons un fluide & un seul constituant, de nombre de molécules N
fixé, en équilibre a température T et pression P constantes. La distribution de
probabilité des fluctuations est donnée par :

3G
Wy ~0xp<ﬁ>- (4.1)

La variation d’enthalpie libre au cours d'une fluctuation caractérisée par les
variations 6F, 85 et 8V de D'énergic, de l'entropie et du volume est 6G =
0F —T)S 4+ PsV. On a donc :

OE —T465+ P5V> . (4.2)

wpy wexp<— T

4.2. Cas des petites fluctuations

Nous allons déterminer une forme approchée de wy, valable sculement
pour de petites fluctuations mais plus simple dans ce cas a utiliser que 1'expres-
sion générale (4.2).

Pour de petites fluctuations, on peut développer §F en fonction de 45 et
de §V. A l'ordre dominant, argument de 'exponentielle dans la formule (4.2)
est nul, ce qui correspond au fait que wy est maximale & Péquilibre. A ordre
suivant, on obtient :

L[O?E, ., . O°F PE
OF — T8 + PV = b—s—g(w) + 255080V + s (BV) } (4.3)

La température et la pression du fluide étant respectivement données par :

_om
- 08

OF

T i
ov

P = (4.4)

) )
\% S
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on définit les fluctuations de ces grandeurs intensives comme découlant de
celles des grandeurs extensives S et V :

O?E O?FE . O?E O’FE
0T = — —— 0V, IP = — — o0V} 4.5
952" T asov? 7 (asav 5 o ‘W) (4.5)
La formule (4.3) s’écrit donc aussi :
. - 1, -
OFE —~T0S +PéV = 5(6T{)5 — 0PSV). (4.6),

En reportant Uexpression (4.6) de dF — T5S + PoV dans la formule (4.2), on
obtient la forme approchée de wy pour de petites fluctuations :

IPSV — ()TéS)l @)

N eXp( 2%%T

La formule (4.7) donne la distribution de probabilité d’une fluctuation caracté-
risée par de petites variations 8P, 6V, 6T et S de la pression, du volumne, de
la température et de Uentropie. Elle permet d’obtenir les moments des fluctua-
tions & Uéquilibre des diverses grandeurs thermodynamiques pour un fluide de
nombre de molécules fixé?, et ce de maniere exacte jusqu’a l'ordre deux. Afin de
calculer ces moments, il convient de choisir deux variables thermodynamiques,
I'une de nature mécanique, 'autre de nature thermique, en fonction desquelles
on exprimera wy.

o Variables V et T

Ce choix de variables une fois effectué, on exprime les fluctuations de
Pentropie et de la pression en fonction de celles du volume et de la température.
On écrit donc® :

aP
0T+ —
v ov

Nec, oP
= T+ —
7 T 7

v, 6P = L

§S =
y aT

SV, (48)
.

2 Si le nombre de molécules du fluide est susceptible de varier, on peut écrire une formule
approchée analogue pour la probabilité d’une fluctuation,

SPOV — 6T8S — Sud N
w ~ exp 2k T )

ol pu désigne le potentiel chimique par molécule. Les conditions physiques n’étant pas les
mémes, les moments calculés & Paide de w ne sont pas nécessairement identiques & ceux
obtenus a l'aide de wy .

3 Dans I'expression de §S, on a pris en compte la relation de Maxwell (8S/oV)r =
(OP/OT)v .
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ou ¢, désigne la chaleur spécifique & volume constant par molécule. En repor-
tant les expressions (4.8) de 65 et de 6P dans la formule (4.7), on obtient :

1 op
2KT OV

Ney
WN ~ XD | o (6T)* +

(§V)2] (4.9)
T

La probabilité d'une petite fluctuation est donc approximativement une distri-
bution gaussienne? des deux variables 6T et §V. Les fluctuations de tempé-
rature et de volume ne sont pas corrélées :

(0T6V) = 0. (4.10)

Les carrés moyens des fluctuations de température et de volume sont donnés
par :

((6T)) = Vo {((6V)*) = kTV xr. (4.11)

Dans la formule (4.11), xp = —(1/V)(OV/OP) 1 est la compressibilité isotherme
du fluide.

Si 'on désigne par dT, et 6Viq les fluctuations moyennes & 1'équilibre de

la température et du volume®, on a :
5T p o\ /2 5V, KTy \ /2

En pratique, plutét qu’aux fluctuations de volume, on s’intéresse aux fluctua-
tions de la densité n = N/V. Le nombre de molécules étant fixé, on a, en
désignant par dngq 'écart quadratique moyen de la densité :

Snsq _ Veq </«TXT>”2.

- 5 (4.13)

T\
On en déduit la fluctuation relative du nombre de molécules Ny = nV), dans
une cellule d’équilibre local de volume V), fixé au sein d'un fluide en équilibre
local :

ON (nkJTXT>1/2

— 4.14
i A (4.14)

4 Cette forme approchée de wpy permet de calculer de maniére exacte les seconds

moments des fluctuations, mais pas leurs moments d’ordre supérieur.

=4
> Les écarts quadratiques moyens ou fluctuations moyennes a Péquilibre §T¢q et 6Vzq
sont définis par les formules :

(0T5q)® = ((6T)%),  (6Vaq)® = ((6V)?).
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® Variables P et S

On exprime les fluctuations du volume et de la température en fonction
de celles de la pression et de I’entropie. On écrit donc® :
_or

0V = —
JP

oV
5+ 2
BT

oP, 0T = —T—cSS + or

= P 4.15
s P = (4.15)

S

oli ¢, désigne la chaleur spécifique a pression constante par molécule. En repor-
tant les expressions (4.15) de 8V et de §T dans la formule (4.7), on obtient :

{ 1 av
WN ~ exp| ——

2KT OP

2 1 2
& — 6S)Y |- 4.
0P = 69 ] (116)

La distribution wx est une distribution gaussienne des deux variables 0P et
§S. Les fluctuations de pression et d’entropie ne sont pas corrélées :

(0P4S) = 0. (4.17)

Les carrés moyens des fluctuations de pression et d’entropie sont donnés par” :

kTe .
P = 2. §8)%) = kNe,. 41
(OPP) = pT ((g5)) = ey (419
Sil'on désigne par §Psq la fluctuation moyenne a 'équilibre de la pression®,
on a :
§Peq ke, \'?
= . (4.19)
2 P2Ve,xr

Les formules (4.12) et (4.19) montrent que, dans un fluide de N parti-
cules, les fluctuations relatives moyennes de température et de pression sont
d’ordre N=1/2_ Ce résultat intervient notamment dans la discussion des criteres
d’équilibre local pour la température et la pression.

% Dans I’expression de 8V, on a pris en compte la relation de Maxwell (0V/3S)r =
(0T /0P)s.
7 On a utilisé la relation entre les compressibilités isentropique et isotherme :
10V Cy

TVopls T T

8 Lécart quadratique moyen ou fluctuation moyenne a Iéquilibre §P¢q est défini par la
formule :

(6Psq)® = {(6P)?).
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Complément 2.B

Effets thermoélectriques

1. Introduction

Les effets thermoélectriques sont des phénomenes associés a la présence
simultanée de courant électrique et de courant de chaleur dans un systeme, en
pratique un métal ou un semi-conducteur. Ces effets ont été étudiés en 1854
par W. Thomson (devenu par la suite Lord Kelvin).

On suppose pour simplifier qu'il n’existe dans le conducteur qu'un seul
type de porteurs, de charge ¢. Le systeme est supposé macroscopiquement
neutre (la densité des porteurs est donc uniforme). La température T(r) et lc
potentiel électrostatique ¢(r) peuvent varier d’un point a 'autre de I'échantil-
lon, mais restent constants au cours du temps. Comme la densité est uniforme,
le potentiel chimique local ne dépend de r que via la température locale : on
le note donc p[T(r)]. Le potentiel électrochimique local est :

fi(r) = u[T(r)] + qo(r). (1.1)
Les inhomogénéités de température et de potentiel électrochimique donnent
naissance a un flux de particules Jy et a un flux d’énergie Jg. Les affinités
conjuguées de Jy ¢t de Jg sont respectivement V(—7/T) et V(1/T). Les
relations de réponse linéaire entre les flux et les aflinités sont de la forme? :

m 1
Ty = LNNV(—‘T) + LyeV(3) e
1.

1
T = LenV(=5) + LepV(z):

I
T
La relation de réciprocité d’Onsager est une relation de symétrie: Lgy = Ly g.
Les équations (1.2) déterminent les propriétés de transport du conducteur en
régime linéaire. La source d’entropic og s’éerit :

i
= )

" (1.3)

1
oy = JEvV(f) + JIn.V(

L pour simplifier, on considére un milieu dans lequel les flux ainsi que les affinités sont

paralléles & une méme direction. Il peut s’agir d’un milieu isotrope, ou bien d’un milieu uni-
dimensionnel (flux se produisant dans des fils ou dans des barreaux), géométric qui convient
bien & 'analyse des effets thermoélectriques. Les coefficients cinétiques sont donc scalaires.
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2. Flux de particules et flux de chaleur. Source d’'entropie

En pratique toutefois, plutét qu’au flux d’énergie Jg, on s’intéresse au
flux de chaleur JGH = TJs, ou Jg désigne le flux d’entropie, défini ici par
TJs=Jg—pady.Ona:

Jo=Jeg-1dn. {2.1)
Le flux J¢, contient, outre le terme de conduction de la chaleur noté usuelle-

ment Jg, un terme décrivant le transport de la chaleur par convection. Les
flux J¢) et Jg sont reliés par :

Jo=Jdg + Tspdn, (2.2)
ou s, désigne l'entropie par particule?. Le terme T's,Jn représente la contri-
bution convective a J,.

Il est possible de réécrire la source d’entropie en choisissant comme flux

Jy et Jc*g» au lieu de Jy et Jg. On obtient :

N 1
Les affinités conjuguées de Jy et de J¢, sont donc respectivement —(1/T)Vpi
et V(1/T). En régime linéaire, on écrit des relations de réponse de la forme :

1
~ Iy 7V (2.3)

1 1
J]\' == _Lll’fvﬁ+ L12V(T)

f (2.4)

T
Les formules (2.4) doivent étre complétées par la relation de symétrie d’Onsager
Ly2 = Loy

Avant d’analyser les divers effets thermoélectriques, il convient de compa-
rer les deux familles de coefficients cinétiques intervenant dans les systémes
d’équations (1.2) et (2.4). En remplagant J¢, dans la seconde des équations
(2.4) par sa définition (2.1), on montre que les deux familles de coefficients
cinétiques sont reliées par les formules :

1
Jg:) = *LQlTVﬁ + LQZV(

Li1=Lnn
Liz=Lyp —pLNn, Loy = Len — Ly (2.5)
Ly = Lgp ~fi(Lgn + Lvg) + B Lyn.
Inversement, on a :
Lyny = L
Lyg = Lz + plax, Lgn = L1 + iln (2.6)
Lgg = Loa + A(L12 + Lo1) + °Lyy.

2 La relation (2.2) entre les flux J¢, et Jg sera établie au paragraphe 6.3.
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3. Conduction électrique isotherme

3.1. Loi d’Ohm

Lorsque la température est uniforme, la densité de courant électrique est :
1
J = qJN = —-qLHTV}L, (31)

avec Vi = —qE (E = —V¢(r) est le champ électrique). La relation (3.1) nest
autre que la loi d’Ohm J = o E. La conductivité électrique o est donc reliée a

Lll .
2

= —11;. 3.2
o= Lu (3.2)

On peut aussi écrire, du fait de I'identité entre Ly; et Lyy (formules (2.5) et

(2.6)) :

q2
= = . 3.
a TLNN ( 3)

3.2. Effet Joule

L’effet Joule est relié au passage d’un courant électrique dans un conduc-
teur placé dans des conditions de champ électrique, de densité de porteurs
et de température uniformes. Si la température est maintenue constante dans
le temps, 1'énergie apportée au systéme est cédée sous forme de chaleur au
milieu extéricur. La puissance dissipée par effet Joule par unité de volume,
(dQ/dt) joule, €st donnée par le bilan d’énergie :

aq

= = V.Jg = ~V.(J5 + ay). (3.4)

Joule

La température étant uniforme et le milieu macroscopiquement ncutre, on a
V.Jé =0 et V.Jy = 0. A partir de la relation :

q2
vi=-Lay, (3.5)
g

on obtient 'expression de la puissance dissipée par effet Joule par unité de
volume :

dQ 1
o =-J> (3.6)

Joule o

La divergence du flux d’entropie est nulle (V.Jg = 0), et la source d’entro-
ple (2.3) s’écrit :
1
= —J° 3.7
05 = (3.7)
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[’équation de bilan local de Uentropie est donc :

O(ps)_ [
T O'TJ . (3.8)

Cette production d’entropie est & la base de effet Joule, et traduit Uirréversibi-
lité du transport des charges. Elle est caractérisée par la conductivité électrique
o, quantité positive. La conductivité électrique est un coefficient de transport
ou coeflicient dissipatif (et non une quantité d’équilibre thermodynamique).

4. Conduction thermique en circuit ouvert

On considere un circuit ouvert, dans lequel par conséquent J = gJn = 0.
En présence d’un gradient de température V7, il existe un gradient de potentiel
électrochimique égal, d'apres la premiere des équations (2.4), a :

Vi = ———2VT. (4.1)

Puisqu’il 'y a pas de flux de particules, les flux Jg) et Jo sont identiques.
En reportant 'expression (4.1) de Vi dans la seconde des équations (2.4), on
obtient la loi de Fourier de la conduction de la chaleur,

Jo = Jg = —kVT, (4.2)

avec |

1 LyiLos — Lioloy
Le coefficient x, quantité positive, est la conductivité thermique en circuit

ouvert. En utilisant les formules (2.5), on peut également écrire s sous la
forme?® :

K =

(4.3)

o 1 LppLyy — LngLlen

= 4.4
T2 Lyn (44)

5. Effet Seebeck

En circuit ouvert, un gradient de température VI s’accompagne dun
gradient de potentiel électrochimique Vi donné par la formule (4.1). Clest
Ieffet Seebeck, découvert par T. Seebeck en 1821. On pose usuellement :

1
Vi = VT, (5.1)

3 Dans un conducteur, la conduction thermique est due, pour ’essentiel, aux porteurs
de charge, c’est-a-dire & des particules dont le nombre est conservé. Le mécanisme principal
mis en jeu est donc différent de celui qui assure le transport de la chaleur dans un solide
isolant (dans ce cas le transport de la chaleur s’effectue uniquement via des phonons dont
le nombre n’est pas conservé, et U'on a k = Lpg/T?).
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ot i désigne le pouvoir thermodlectrique ou coefficient Seebeck du matériau.
On obtient, en comparant les équations (4.1) et (5.1) :

1 Lo
n=——-—-- 5.2
=T (5.2)

L’effet Seebeck n’existe que si L1 est non nul. C’est en ce sens un effet indirect.
On peut aussi écrire :
1 < LNE _) (5 3)
n=—|———7}. .
qT'\ Lnn

Pour obscrver Deffet Seebeck, on réalise le thermocouple représenté sur
la Fig. 1. C’est un circuit constitué¢ de deux conducteurs différents, deux fils
de pouvoirs thermodlectriques 7 et 1’ soudés entre eux aux points A; et As.
Les soudures sont portées a des températures Ty et 75 différentes. En circuit
ouvert, on mesure entre les points By et By la différence de potentiel :

1 o
o — &1 = ~ / Vidl, (5.4)
q.JB,

Pintégrale étant prise le long du circuit By A; A2 By. Compte tenu de la formule
(5.1), il vient :

w
Ut

(Z)Q*(]b] = / 2(77/—7])dT. ( . )

T

La différence de potentiel ¢2 — ¢; est une différence de potentiel électro-
chimique?.

Meétal M

Fig. 1. Schéma de principe d’un couple thermoélectrique.

4 Cette différence de potentiel se mesure & laide d’un voltmetre tres résistant, de maniere
A ce que le courant dans le circuit soit pratiquement nul. Une fois étalonné, le dispositif per-
met de mesurer la température du point Az, celle du point Ay étant fixée & une température
de référence Ty . La mesure est indépendante de la température ambiante a laquelle se trouve
le voltmetre.
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6. Effet Peltier

L’effet Peltier, découvert en 1834, est leffet indirect inverse de l'effet
Seebeck, au sens ou il fait intervenir le coefficient cinétique Lay (ou Lgy)
tandis que l'effet Seebeck fait intervenir Li2 (ou Lyg).

6.1. Description

A température uniforme, un courant électrique de densité J = qJn
s’accompagne d'un flux de chaleur :
Jo =nd, (6.1)
ou 7 désigne le coefficient Peltier. On a, d’apres les équations (2.4),
mT=—— 6.2
q L11 (6.2)
soit encore : /L
EN
T==-—-0u} 6.3
q (LNN ) (63)

Pour observer l'effet Peltier, on considére une jonction isotherme entre
deux conducteurs différents M et M’, a travers laquelle passe un courant
électrique de densité J. La jonction regoit un flux de chaleur #J du coté de
M, et perd un flux de chaleur #’J du coté de M’. 1l en résulte une absorption
ou un dégagement de chaleur a I'interface, qui vaut, par unité de temps et par
unité de surface :

Q

o = (r—n')J. (6.4)

Peltier

L’effet Peltier est linéaire en J : selon le sens du courant électrique, il se produit
~ . . . ’ r
4 la jonction une absorption ou un dégagement de chaleur”.

6.2. Deuxiéme relation de Kelvin

En comparant les formules (5.2) pour le pouvoir thermoélectrique et (6.2)
pour le coefficient Peltier, et en tenant compte de la relation d’Onsager
Liy = Loy, on obtient la deuxiéme relation de Kelvin, mise en évidence sur

des bases empiriques en 1854 :
m=nT. (6.5)

Ainsi, les quatre coefficients cinétiques associés aux effets thermoélec-
{riques peuvent s’exprimer & P'aide de trois coefficients dissipatifs indépendants
mesurables expérimentalement, par exemple o, & et 1.

5 Des dispositifs réfrigérants ou de régulation de température fondés sur l'effet Peltier
sont construits depuis les années 1960. Ils font intervenir des matériaux semi-conducteurs.
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6.3. Relation entre les flux de chaleur Jg et JZ2

Si I’on élimine Vi entre les expressions (2.4) de Jy et J§), on obtient, en
tenant compte de la seconde relation de Kelvin (6.5) :

Jo = —kVT +ngTJn. (6.6)

Le flux J;, = T'Js apparalt donc effectivement comme la somme de deux
termes. Le premier terme, Jg = —«VT, correspond au transport de chaleur
par conduction thermique en présence du gradient de température imposé. Le
second terme, ngTJy, résulte du transport de chaleur par la convection due
& 'entrainement des charges électriques. Tout se passe donc comme si chaque
porteur de charge transportait avec lui une entropie s, = ng (formule (2.2)).

7. Effet Thomson

Lorsqu’un courant électrique traverse un barreau conducteur de tempéra-
ture inhomogene T'(7), la quantité de chaleur échangée entre le barreau et le
milieu extérieur apparait comme la somme de trois contributions, correspon-
dant & la conduction thermique, a leffet Joule et & un effet supplémentaire,
leffet Thomson.

Le flux d’énergie traversant le barreau conducteur parcouru par un courant
électrique uniforme de densité J = ¢qJy est, d’apres les formules (2.1) et (6.6) :

Jg :J(3+/7JN = —rVT + (L +ngT)JIn. (7.1)

La puissance dégagée a Uextérieur par unité de volume, donnée par le bilan
d’énergie :

d
d_? = -V.Jg = V.(:VT) — V.[(F + nqT)JIn|, (7.2)
s'écrit, puisque le flux Jy est uniforme :
dQ _
e V(&VT) — In.V (i + ngT). (7.3)

L’expression de VI s’obtient & partir de la premiére des équations (2.4), et des
formules (3.2) et (5.2) :

2
Vi = —ngVT — %JN. (7.4)
On a donc : . )

% — V.(kVT) — qT TNV + %J?V, (7.5)
soit, le pouvoir thermoélectrique étant une fonction de la température locale :
dQ dn 1 5

— =V. - T—J. —-J=. )
o V.(kVT) dTJ VT + (TJ (7.6)
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Dans l'expression (7.6) de d@Q/dt, le premier terme représente la puissance
dégagée par conduction thermique. Le troisiéme terme représente la puissance
dissipée par effet Joule. Le sccond terme correspond a Veffet Thomson : i
représente la puissance absorbée par le milieu extérieur lorsqu'un courant
électrique de densité J traverse le gradient de température VT. Le coeffi-
cient Thomson «a est défini comme la puissance Thomson par unité de densité
de courant édlectrique et par unité de gradient de température :

@

= —aJ.VT. .
o o (7.7)

Thomson

Par opposition & l'effet Joule, I'effet Thomson est linéaire en J : selon le sens
du courant, il y a absorption ou dégagement de chaleur. D’apres la formule
(7.6), le coeflicient Thomson est relié au coefficient Seebeck :

dn
=79 7.8
(63 dT ( )
On a également, d’apres la formule (6.5) :
dm
_dr 7.9
“=ar " (7.9

La formule (7.9) est la premiere rclation de Kelvin. Elle peut aussi s’¢tablir
directement & partir du premier principe de la thermodynamique.

Les considérations purement thermmodynamiques ne permettent pas d’aller
plus loin. Pour obtenir des expressions explicites des trois coefficients dissipatifs
o, k et n, il est néeessaire de recourir a une théorie microscopique telle que
I’équation de transport de Boltzmann® ou la théorie de Kubo de la réponse

linéaire”.

8. llustration du théoreme du minimum de la production
d’entropie

La source d’entropie correspondant aux effets thermoélectriques est
donnée, par exemple, par la formule (2.3). Les flux Jy et J¢) sont reliés aux
affinités —(1/T)VE et V(1/T) par les lois linéaires (2.4). En utilisant ces for-
mules ainsi que la relation de symétrie Lo = Loy, on réécrit og sous la forme :

1 2

1 1 1
05 = L (Vi) = 2L1a Vi - V() + Ly [V(?)} ‘ (8.1)

6 Voir le chapitre 8 et le complément 8.B.

" Voir les chapitres 15 et 16.
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Considérons a titre d’exemple 'état stationnaire dans lequel il n’y a pas
de courant de particules. Dans cet état, on a :

1 1

Il est possible de retrouver ’équation (8.2) comme résultant de la condition

selon laquelle o5 est minimale a gradient de température fixé. Cette condition

s'écrit : )
()O’S

v(1/T)

Comme on a :

Jo _ 1_ 17
ST '2[’L”TV’“‘ + L]QV(T)} — 2Jy,  (84)

v(/T)

les deux conditions Jy = 0 et GUS/O(VH/T)[V(UT)
valentes. L’état stationnaire dans lequel il n'y a pas de courant de particules
est donc, & VT fixé, un état de production minimum d’entropie. A gradient de
température fixé, le systéme établit un gradient de potentiel électrochimique tel
quaucun transport de particules ne se produit. Par rapport a ce parametre,
la production d’entropie a un extremum. Cet extremum ne peut étre qu'un
minimum. En effet la source d’entropie, qui, dans un systéme linéaire, est une
forme quadratique du type og = >, LixFi Fy, doit étre positive ou nulle.

= 0 sont en effet équi-

On peut montrer que cet état stationnaire est stable vis-a-vis de petites
perturbations locales.
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Complément 2.C

Thermodiffusion
dans un mélange fluide

1. Introduction

Mis en présence d’un gradient de température, les constituants d’'un mélan-
ge uniforme manifestent une tendance a se séparer. Ce phénomene indirect
s'appelle la thermodiffusion ou Ueffet Soret. 1l se produit dans les gaz et
les liquides, ainsi que dans les solides. Il existe un effet inverse de leffet
Soret, appelé effet Dufour. 11 s’agit du fait qu’un gradient de concentration
dans un mélange produit, outre le courant de diffusion qui tend a rétablir
I’homogénéité, un courant de chaleur. Nous décrirons ici ces effets dans le
cas simple d’'un mélange fluide binaire, en I'absence de forces extérieures, de
phénomenes visqueux et de réactions chimiques.

2. Flux diffusifs dans un mélange binaire

On considere done un mélange fluide, liquide ou gazeux, a deux consti-
tuants A et B. Comime il n’y a pas de forces extérieures, la pression est uniforme
dans le mélange lorsque I’équilibre mécanique local est atteint. On désigne par
n4 et ng les nombres des molécules des especes A et B par unité de volume

du fluide, et par ¢ la concentration en A définie par :
A A
= ———— = —- (2.1)
na+ng n

La concentration varie au cours du temps et aussi d'un point a l'autre de
Pespace, a cause du mouvement macroscopique du fluide et de la diffusion. On
désigne par u 4 et up les vitesses moyennes locales des constituants A et B,
et par u la vitesse barycentrique locale définie par :

u=cug+ (1 -cup. (2.2)

On introduit les flux diffusifs de A et de B par rapport a la vitesse barycen-
trique locale :

Jf;iﬁ =nc(us —u), Jgiff =n(l-c)(up —u). (2.3)
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Ces flux ne sont pas indépendants. On a en cffet :

JGE — _ gt (2.4)

Si le fluide est constitué de molécules toutes de la méme espece, il n’y
a pas de flux de diffusion. Si par exemple ¢ = 0, il n’y a que des molécules
B dans le mélange. Alors on a ug = u. Les flux diffusifs sont donc nuls :
J3ft = — Jdif — 0. Un raisonnement similaire peut étre fait dans le cas ¢ = 1.

3. Source d’entropie

L’expression de la source d’entropic dans le mélange fluide est :
1
US:JE~V<T>+JA-V(*‘7_1)+JB~V(__)7 (3.1)

ou Jg désigne le flux d’énergie et Jj; le flux du constituant k (k = {A, B}).
Dans la formule (3.1), T' désigne la température locale et p le potentiel chimi-
que local par molécule du constituant k.

Le flux de A est la somme d’un flux convectif et du flux diffusif Jf‘iff :
Ji =ncu+ JIT (3.2)

De méme, on a : _
Jg =n(l - c)u + JH, (3.3)

En utilisant la relation de Gibbs-Helmholtz :

ey _ 1 1

ou Vg |r désigne le gradient isotherme de pi et hy enthalpic par molécule
du constituant k, on obtient :

1
o = J[«V(T) - nu.(cV/zAlT +(1— (:)Vu3|T + [chA +(1— (:)hﬂV(%))
i KB di H .
() TV (=) 35)

La pression étant uniforme, la relation de Gibbs-Duhem pour le mélange
s’¢éerit :
(fV/LA‘T+(] —C)V,LLB|T =0. (3.6)

I1 vient donc :

1 ' ) X
os = (Jp — nhw) V(=) + I§V(-50) + g v (-EF). (3.7)
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ou

h=cha+(1-c¢)hp (3.8)

est enthalpie par molécule du mélange. En introduisant le flux de chaleur'
Jo = Jg—nhu, on obtient une expression de la source d’entropie dans laquelle
interviennent les flux Jg, Jj‘ﬁ et Jg‘ff :

1 ; LA ; LB
o5 = Jo.V () + I v(-E2) 4 gt v (-LE). (3.9)
T T T
En introduisant le flux de diffusion J4f = J4iff = —J& et le potentiel
chimique du mélange p = pa — pp, on peut réécrire og sous la forme :
1 diff H
os :JQ.V(T) +J .\7(—?), (3.10)
soit encore? : ) )
05 = (Jo —pI ™).V (%) - Jdiff.?vu- (3.11)

4. Relations linéaires entre les flux et les affinités

L’expression (3.11) de og correspond au choix de flux Jo — uJ%f et
JEFdont les affinités conjuguées sont respectivement V(1/7) et —(1/T)Vp.
On peut écrire les relations linéaires entre les flux et les affinités sous la forme :

o 1 1
JU = L =Vu+ LiaV(5)
T T
[ ! (4.1)
diff
JQ —ud = —LglnyA»ngV(T)a

L Ona:
Jo = Jg — hancu — hgn(l — c)u.

Par ailleurs, posant J(’:) =TJg,ona:
J(S =Jg —pada—updp.
Le flux de chaleur di & la conduction thermique, noté ici Ja”“i, est défini par :
I = J4 —Tsada —Tspdp.

On a donc la relation : ) i

ngond — ']Q o hAJ;{xff _ hBJ?gXH~
La différence entre Jg et Ja’"d représente ce qui, dans le transport de chaleur, est du a la
diffusion de matiere.

2 Dans un fuide pur, les flux diffusifs sont nuls, et la source d'entropie se réduit a sa
partie thermique (on ne tient pas compte ici des phénomeénes visqueux) :

os :JQ.V(%)»

Cette expression de og sera utilisée au chapitre 16 dans lequel on s’intéresse au calcul
microscopique de la conductivité thermique d’un fluide.
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ou les coefficients cinétiques vérifient la relation de symétrie d’Onsager
L1z = Loy.

4.1. Conductivité thermique du mélange
En éliminant V. entre les deux équations (4.1), on obtient une expression
de Jg en termes de JU et de V(1/T) :
Lyy Loy — Lia Loy V(l)
Ly T

Jo=(n+ %)Jdiﬁ“ + (4.2)

<11

Lorsque le flux de diffusion est nul (J4* = 0), on a thermoconduction pure
(Jo = —«VT). On en déduit I'expression de la conductivité thermique du
mélange fluide en termes des coefficients cinétiques :

oo 1 LyyLop — LigLoy
T2 Ly

(4.3)

4.2. Coefficients de diffusion et de thermodiffusion

Le potentiel chimique y d’'un mélange fluide binaire dépend a priori de
la pression, de la température et de la concentration. La pression étant ici
uniforme, on a simplement :
op

VI +—| Ve (4.4)
de o T

o

V=1

p,c
En introduisant I'expression (4.4) de Vu dans les équations (4.1) et en tenant

compte de la relation de symétrie d’Onsager, on obtient pour le flux de diffusion
et le flux de chaleur des expressions de la forme :

. k
J4F _ _pp (w 4 %VT)
) ‘ (4.5)
_ T% )Jdlff — kYT,
p,T P,C

O

L Jde

i

<N+/€T

En comparant les équations (4.1) et {4.5), on obtient par identification les
expressions de D ainsi que de kg en fonction des coefficients cinétiques et des
dérivées thermodynamiques. Le coefficient de diffusion est donné par :

L1110
_ 1 on (4.6)
n T Oc o T
La quantité Dy = k7D est le coefficient de thermodiffusion. On a :
T Ly Op Ly
Dp == (—_ —) 4.7
"= \T ar e T2 (4.7)

Le rapport kr = Dr /D est le coefficient de Soret.
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4.3. Positivité de la source d’entropie

En revenant & la formule (3.11), et en utilisant les expressions (4.1) des
flux et la formule (4.3) pour la conductivité thermique, ainsi que la relation
d’Onsager Ly = Lap, on obtient :

K(VT)?  (JHY
ags — T2 + L1 ’ (48)
Chacun des termes de la source d’entropie doit étre séparément positif ou
nul. La positivité du premier terme implique x > 0. En ce qui concerne le
second terme, sa positivité implique L;; > 0, et donc, puisque la dérivée
thermodynamique du/0c|, T est toujours positive, D > 0.

5. Effet Soret. Effet Dufour

Le flux de diffusion di au gradient de température est déterminé par le
coefficient de thermodiffusion Dr. Cet effet a été étudié dans les gaz en 1879
par C. Soret. L'expression (4.5) de J4 montre qu’en I'absence de flux de
diffusion, V'existence d'un gradient de température conduit & 'apparition d’un
gradient de concentration. On a entre ces deux gradients la relation :

kr
= —— . 1
Vo= —LVT (5.1)

Pour mettre en évidence 'effet Soret dans un mélange gazeux de concen-
tration moyenne en A égale A cg, on place ce mélange dans une enceinte fermée
située entre deux plaques horizontales. On désigne par T la température de la
plaque inférieure, et par Ty celle de la plaque supérieure (on prend Ty > T
afin d’éviter apparition de courants de convection). On suppose que le coef-
ficient de Soret est de la forme :

kr = ac(l —¢) (5.2)

(expression compatible avec le fait qu’il n’y a pas de thermodiffusion dans un
fluide pur). Si 'on fait 'approximation :

kr ~ acy(l — ¢g), (5.3)

on obtient pour la différence de concentration entre le haut et le bas de
I’enceinte ’expression :

T
cy —cg = —acg(l — ¢p) log %~ (5.4)

Une substance dont le coefficient de Soret kr est positif (resp. négatif) tend a

diffuser vers la zone la plus froide (resp. la plus chaude) et & 8’y accumuler?.
Leffet inverse de leffet Soret, c’est-a-dire l'existence d'un courant de

chaleur di & un gradient de concentration, a ét¢ étudié en 1872 par L. Dufour.

3 Leffet Soret est ainsi & la base d’une méthode de séparation de mélanges gazeux
isotopiques (en phase liquide, l'ordre de grandeur de Deffet est trop faible pour que I'on
puisse en envisager des applications pratiques).
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Chapitre 3

Description statistique
des systemes hors d’équilibre

Dans la plupart des problémes discutés dans ce livre, les systemes matériels
mis en jeu, qu’ils solent gazeux, liquides, ou solides, sont constitués d’un trés
grand nombre de particules. Lorsqu’un tel systéme est en équilibre (ou en
équilibre local), son état macroscopique peut étre paramétré par un nombre
limité de variables extensives (ou par leurs densités locales). En revanche, son
état microscopique n’est pas connu exactement : le nombre de degrés de liberté
microscopiques mis en jeu est en effet si élevé qu’il est tout a fait impossible
de disposer d’une connaissance compléte du systéme a ce niveau.

Une connaissance aussi détaillée n’est en fait pas nécessaire pour décrire le
systéme de facon macroscopique. En physique statistique, on définit en effet les
variables paramétrant I'état macroscopique d’un systéme a trés grand nombre
de particules comme des moyennes statistiques des variables associées aux états
microscopiques compatibles avec I'état macroscopique considéré. Ces variables
microscopiques sont des fonctions des coordonnées et des impulsions de toutes
les particules du systéme. Pour calculer leurs moyennes, on introduit, pour
un systéme classique, la fonction de distribution dans Iespace des phases, ou,
pour un systéme quantique, I'opérateur densité.

Hors de ’équilibre, les moyennes définissant les variables macroscopiques
sont des fonctions du temps. Pour déterminer leur dépendance temporelle,
I'une des procédures les plus couramment utilisées consiste a étudier I'évolution
de la fonction de distribution dans 'espace des phases ou celle de I'opérateur
densité. Les notions de fonction de distribution dans 'espace des phases et
d’opérateur densité, ainsi que leur évolution temporelle, font donc Pobjet de
ce chapitre d’introduction a la physique statistique hors d’équilibre.
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1. Fonction de distribution dans l'espace des phases

1.1. Espace des phases

Considérons un systéme classique de N particules ponctuelles dans ’espace
a 3 dimensions. Il peut s’agir d’un gaz ou d’un liquide, systemes dans lesquels
les mouvements de translation des molécules sont convenablement décrits par
les lois de la mécanique classique. Le nombre N est supposé fixé (le systeme
est fermé). Un dtat microscopique du systeme est spécifié par la donnée des
3N coordonnées spatiales qi1,...,g3n des particules et des 3N composantes
P1,...,p3n de leurs impulsions. On introduit 'espace des phases du systéme,
défini comme un espace a 6N dimensions dans lequel les coordonnées sont
G1y--+,G3N, P1,---,P3n. Un état microscopique du systeme est ainsi spécifié
par un point de cet espace. Au cours du temps, le point représentatif de 1’état
du systeme se meut dans V'espace des phases d’unc maniere déterminée par les
équations microscopiques du mouvement'.

La notion d’espace des phases peut étre étendue au cas ot d’autres degrés
de liberté que les degrés de liberté de translation sont susceptibles d’étre traités
classiquement?. Un systeme & s degrés de liberté classiques est ainsi décrit par
s variables de configuration ou coordonnées généralisées ¢; et s impulsions
généralisées p;. L’état microscopique du systéme est alors représenté par un
point dans un espace des phases a 2s dimensions.

Les variables dynamiques ou observables microscopiques du systéme sont
des fonctions des 6N (ou, plus généralement, des 2s) coordonnées et impulsions
(le cas échéant, généralisées).

1.2. Ensemble de Gibbs

De maniére générale, lorsque N ou s sont tres grands®, parler d'un systéme
dans un certain état macroscopique revient en fait & se référer & un nom-
bre extrémement grand d’états microscopiques?, ou encore, suivant une for-
mulation proposée par J.W. Gibbs en 1902, & une collection d’un nombre
extrémement grand de systémes identiques, se trouvant dans des états micro-
scopiques différents mais dans le méme état macroscopique. Cette collection
de systemes constitue un ensemble statistique appelé 1’ensemble de Gibbs.

La trajectoire du point représentatif dans I’espace des phases est, soit une courbe simple
fermée, soit une courbe qui ne se recoupe jamais.

2n peut s’agir, par exemple, des degrés de liberté de rotation dans le cas de molécules
polyatomiques.

3 Pour les systémes macroscopiques, N ou s sont généralement de Pordre du nombre
d’Avogadro.

4 Par exemple, un état macroscopique d’un fluide homogene isolé de N molécules dans
une boite est défini par des propriétés macroscopiques telles que ’énergie et le volume. Un
nombre extrémement grand de fagons de répartir les molécules dans 'espace, et aussi de
répartir entre elles I'énergie totale, est compatible avec ces données macroscopiques.



Fonction de distribution dans 'espace des phases 81

Pour définir les variables macroscopiques, on peut, suivant 'idée de Gibbs,
construire un nombre extrémement grand A de copies du systéme, toutes
ces copies possédant les valeurs imposées des contraintes macroscopiques, ct
étudicr les propriétés de 'ensemble des points de 'espace des phases correspon-
dant aux différents états microscopiques compatibles. Les variables macro-
scopiques sont alors définies comme les moyennes d’ensemble des variables
microscopiques correspondantes.

1.3. Fonction de distribution dans ’espace des phases. Variables
macroscopiques

Le nombre N de systémes de Pensemble de Gibbs étant extrémement
grand, les points représentatifs correspondants sont denses dans l'espace des
phases. On peut donc leur associer une densité, appelée fonction de distribu-
tion dans l'espace des phases. Revenant a exemple du fluide classique de N
particules ponctuelles, la fonction de distribution dans 'espace des phasecs est
une fonction f des coordonnées ¢1,...,q3n,P1,- .., D3N, ainsi que, dans le cas
hors d’équilibre, du temps ¢. Par définition, la quantité :

f((ha <3NPy - 7P3N~,t) dgi ... dgsndpr ... dpan (1.1)

est la probabilité pour que le point représentatif de 1'état microscopique du
fluide se trouve & l'instant ¢ dans 1’élément de volume dq; ... dgsnydpy . . . dpsn
centré au point de coordonnées ¢y, ..., q3n,P1,- - -, Psn de I'espace des phases.
Cette probabilité peut étre désignée aussi de maniére abrégée par f(q,p,t) dqdp.
La fonction de distribution dans 'espace des phases est une quantité positive.
A priori, elle doit étre normalisée de sorte que :

I'intégration s’effectuant dans tout 'espace des phases.

Une fois connue la fonction de distribution, on calcule la moyenne d’cnsem-
ble {A(#)) d’une variable microscopique A(q, p) comme l'intégrale dans I'espace
des phases de A(q,p) pondérée par f(q,p,t) :

A = J f(g,p.t)dgdp

(1.3)

La moyenne (A(t)) représente une variable macroscopique. Sa valeur reste
inchangée si la normalisation de f(q,p,t) est modifiée. En pratique, on utilise
fréquemment, au lieu de la condition (1.2}, la normalisation :

1
N3N /f(qmvf)dqdp: 1, (1.4)
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ol h est la constante de Planck®.

1.4. Evolution de flq,p,t) : équation de Liouville

On considére un systéme classique isolé de N particules, décrit par un
hamiltonien H (g;, p;) indépendant du temps. Les équations microscopiques du
mouvement sont les équations de Hamilton -

oH i OH

.i:—a i = T A i=1,...,3N. 1.5
=g, P o, L (1.5)

11 est possible, & partir des équations (1.5), d’établir I'équation d’évolution
de la fonction de distribution f(g,p,t). Pour cela, on s’intéresse a ’évolution
temporelle du nombre n de points représentatifs contenus dans un volume
arbitraire V de Iespace des phases. Ce nombre est donné par l'intégrale® :

n:./\//f(q,p,t)dqdp. (1.6)
v

La vitesse de variation de n est :

dn of
dt _N/V ot

Or les points représentatifs ne sont ni créés ni détruits. La vitesse de variation
de n est donc égal au flux des points représentatifs a travers la surface fermée
Y} entourant le volume V. On a ainsi :

dadp. (1.7)

dn
— ==-N | fuvd:, (1.8)
dt »

ol u représente le vecteur a 6N composantes ¢y, ..., 43N, P1,- .., P3N, et v le

vecteur unitaire normal & la surface ¥ et orienté vers l'extérieur. L'intégrale
de surface au second membre de I'équation (1.8) peut étre transformée en
intégrale de volume :

dn '

— = —N/ V.(fu)dgdp. (1.9)

dt v
Les expressions (1.7} et (1.9) de dn/dt doivent étre identiques quel que soit le
volume V. On en déduit I’équation de conservation locale du nombre de points
représentatifs dans 'espace des phases :

of

5 T V-(fu) =0. (1.10)

5 (e choix de normalisation permet en effet d’obtenir la mécanique statistique clas-
sique comme cas limite de la mécanique statistique quantique. Le facteur 1/N! est associé a
lindiscernabilité des particules, et le facteur 1/h?Y permet de définir 1’61ément de volume
dans Pespace des phases dqdp/N!h3¥ ainsi que la fonction de distribution f(q,p,t) comme
des quantités sans dimensions.

6 On utilise ici la normalisation (1.2).
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Pour prendre en compte les équations microscopiques du mouvement, on
explicite V.(fu) :

V.(fu) = Z<£(] >+Z<aé (a;>f (1.11)

=1

La seconde somme figurant au second membre de 'équation (1.11) est nulle :
c'est une conséquence des équations (1.5). On a done simplement :

%(()(‘]f ipi>. (1.12)

=1

En utilisant de nouveau les équations de Hamilton, on peut mettre I’équation
de conservation locale (1.10) sous la forme de 'équation de Liouville :

OH Of OH Of
. 1.1
Z<dpz O(Iz aqz alh) 0 ( 3)

La somme figurant au premier membre de 'équation (1.13) est le crochet de
Poisson de H et de f, que 'on désigne par” {H, f}. On a donc :

af -+ {H, [} =0. (1.14)

L'équation (1.14) peut étre réécrite de maniere formelle comme :

of
ot

= —iLf. (1.15)

Dans I'équation (1.15), £ désigne I'opérateur de Liouville défini par :

Lo =—i{H, e}, (1.16)

7 La convention de signe intervenant dans la définition du crochet de Poisson n’est pas
universelle. On utilise ici la convention :

3N

_ da 08  Oa 08
o= ;<api 0.~ . op.)
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ou le symbole e représente une fonction quelconque des coordonnées et des im-
pulsions généralisées. Le hamiltonien H ne dépendant pas du temps, 'intégra-
tion formelle de I’équation d’évolution (1.15) donne pour la fonction de distri-
bution a l'instant ¢ I'expression :

flg.p.t) = e " fq.p). (117)

Dans la formule (1.17), f(¢,p) représente la fonction de distribution & un
certain instant choisi comme origine des temps.

1.5. Forme équivalente de 1’équation de Liouville

Revenant a 1’équation (1.10), on peut aussi I'écrire :

a

G—{Jru.Vf—FfV.u:O. (1.18)
Compte tenu des équations de Hamilton, on a V.u = 0. En introduisant la
dérivée particulaire ou dérivée hydrodynamique, définie par® :

d o0 ;
— = — . 1.1
7 at+u\7, (1.19)

on obtient de nouveau, a partir de I’équation (1.18), Péquation de Liouville,
écrite cette fois sous la forme :

af
- =0 (1.20)

L’équation (1.20) peut étre interprétée cornme le fait que 1’ensemble des points
représentatifs du systéme dans 'espace des phases se comporte comme un
fluide incompressible (¢’est-a-dire comme un fluide dont la densité f ne change
pas lorsque 'on suit I’écoulement au cours du temps).

2. Opérateur densité

En physique statistique quantique, c’est I'opérateur densité p(t) qui joue le
role de la fonction de distribution f(g,p,t) de la physique statistique classique.
Cependant, p(t) porte une information plus riche que f{g,p,t), en précisant les
corrélations quantiques entre variables dynamiques, corrélations inexistantes
classiquement.

8 La formule (1.19) établit le lien, en ce qui concerne la dérivation par rapport au temps,
entre la description lagrangienne, dans laquelle la dérivée d/dt prend en compte le mouve-
ment du fluide, et la description eulérienne, dans laquelle la dérivée 9/t est calculée en un
point fixé de I'espace.
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2.1. Etats purs et mélanges statistiques d’états

On consideére un systeme quantique isolé, décrit par un hamiltonien H
indépendant du temps. Un état microscopique, que 'on appelle aussi état pur,
est un état de la forme :

9) = Z Cn

n

Pn), (2.1)

oll les {|¢,)} désignent les états propres, formant une base orthonormée, d’un
ensemble complet d’observables qui commutent. Les nombres complexes ¢,
sont les coefficients du développement de I'état pur |¢) sur les états |¢,,). La
valeur moyenne d’une observable microscopique A dans I'état pur |@) est :

(A) = (¢|Alg) = Z<¢n|A‘¢m>czcm- (2.2)

n,m

En physique statistique, on cherche & décrire des ensembles statistiques
de systémes se trouvant dans un état macroscopique donné, défini par la
spécification de variables macroscopiques. Un état macroscopique ne corres-
pond pas & un état microscopique bien défini, mais a la donnée d’un ensemble
d’états microscopiques {|¢;}}, & chacun desquels est associée une probabilité
d’occurrence p;. C’est pourquoi un état macroscopique est appelé aussi mcélange
statistique d’états. Les probabilités p; sont positives et normalisées :

Zp,- =1 (2.3)

La valeur moyenne d’une grandeur physique A dans ’état macroscopique consi-

déré est :
(4) = Zpi<"/}i|A[¢'i>- (2.4)

2.2. Définition de 'opérateur densité

Les états {|1;)} du mélange statistique se décomposent sur la base ortho-
normée {|@,)} :

|wz> - chi|¢n>~ (25)

n

En introduisant le développement (2.5) dans la formule (2.4), on obtient :

(4) = 3 pi 3 (Ol Aldm)picmi. (2.6)

n,m

On introduit alors I'opérateur densité p défini par :

p =2 [l (2.7)
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L’opérateur densité est hermitique et positif®. Sur la base orthonormée {|¢,)}.
il a pour éléments de matrice :

Pmn — <¢mlpl¢n> = Zpicrn‘,cmb (28)

Il est donc caractérisé par la matrice densité d’éléments pp,,. La condition
de normalisation (2.3) implique que la trace de 'opérateur densité est égale a

PPunité :
Trp = Z ¢n|p|¢n Z[)z Z Icm = Zpi =1 (29)

Toute l'information concernant ’état macroscopique du systéme est contenue
dans Popérateur densité. L’8lément de matrice diagonal pn, = {(¢n|p|ldn) =
> p,:|Cm'|2 représente la probabilité moyenne de trouver le systeme dans 1'état
| ). Clest la raison pour laguelle les éléments diagonaux de la matrice densité
sont appelés populations. Les éléments non diagonaux sont appelés cohérences.

On a la relation :

(A) = (Dmlpldn) (dn] Aldm), (2.10)

n,m

soit :

(A) = Tr(pA). (2.11)

2.3. Evolution de p(t) : équation de Liouville-von Neumann

Le systeme étant isolé, chacun des états du mélange statistique évolue
selon Iéquation de Schrédinger :

dlii(t))

dt = [ﬂwl(t» (2.12)

L’opérateur densité défini par la formule (2.7) évolue donc selon ’équation de
Liouville-von Neumann :

ih

dp i ‘

— =——[H,p]. 2.13

primi Y] (2.13)
L’équation (2.13) peut étre réécritc de manicre formelle comme :

dp

S 2.14
5 = e (2.14)

Le symbole £ désigne ici I'opérateur de Liouville quantique'®, défini par :
Lo = _[H,e], (2.15)

ol le symbole e représente un opérateur quelconque.

9 La positivité de p signifie que, pour tout état |¢), on a (¢|p|¢) > 0.
10 L’opérateur de Liouville n’agit pas dans I'espace des états, mais dans P'cspace des
opérateurs : c’est la raison pour laquelle on le désigne quelquefois comme un superopérateur.
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Le hamiltonien ne dépendant pas du temps, 'intégration formelle de
Péquation d’évolution (2.14) donne pour Popérateur densité a linstant ¢
Pexpression :

p(t) = e “p. (2.16)

Dans la formule (2.16), p représente l'opérateur densité & un certain instant
choisi comme origine des temps’!. On peut aussi écrire, de maniére équivalente :

P(TL) — efth/hpeth/h. (217>
Si les {|¢n)} sont les états propres de H, d’énergies ¢, on a :

Pnn (f) = Pnn

2.18
Pmmn (7‘) = Pmn€ ( )

—tWmnt

m # n,

avec Wyn = (€m — €,)/h. Sur la base des états propres de H, les populations
sont indépendantes du temps et les cohérences oscillent aux fréquences angu-
laires de Bohr wjny,-

3. Systemes a I'équilibre

Les situations d’équilibre rencontrées le plus souvent sont, soit celle d’un
systéme fermé susceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat (équi-
libre canonique), soit celle d’un systéme ouvert pouvant échanger de la chaleur
ct des particules avec un réservoir (équilibre grand canonique). Nous allons
donner la forme de Popérateur densité (resp. de la fonction de distribution
classique) dans ces deux situations.

3.1. Systéme fermé : équilibre canonique

L’opérateur densité (resp. la fonction de distribution) d’'un systeme de
hamiltonien H, en équilibre avec un thermostat a la température T’ est 'opéra-
teur densité (resp. la fonction de distribution) canonique :

p (resp. f) = %e’ﬁH, B8=(k1)"". (3.1)

La fonction de partition Z g’exprime comme une somme discrete sur les états
du systeme (resp. comme une intégrale dans 'espace des phases du systeme).

L rytilisation de l'opérateur de Liouville conduit pour p(t) et f(g,p,t) & des expressions
formellement analogues (formules (2.16) et (1.17)).
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e Cas quantique

Ona:
Z = Tr(e”PH), (3.2)

ol la trace porte sur tous les états du systeme.

e Cas classique

La trace est remplacée par une intégrale dans ’espace des phases. La
fonction de partition d’un systéme classique de N particules dans un espace a
3 dimensions s’écrit par exemple :

1 -
ZN = iaw / e " dqdp. (3.3)

3.2. Systéme ouvert : équilibre grand canonique

L’opérateur densité (resp. la fonction de distribution) d’un systeme de
hamiltonien H, en équilibre avec un réservoir de température T et de potentiel
chimique p, est lopérateur densité (resp. la fonction de distribution) grand
canonique :

1
p (resp. f) = Ee/ﬁ(H‘“N). (3.4)

Dans la formule (3.4) = désigne la grande fonction de partition.
e Cas guantique
Pour un systéme quantique, on a :
= = Trle AH-#M], (3.5)
La trace porte sur tous les états, avec toutes les valeurs possibles du nombre
N de particules.

e Cas classique

Pour obtenir la grande fonction de partition d’'un systeme classique, on
peut par exemple utiliser la relation générale :

[1]

= PN zy, (3.6)
N=0

dans laquelle Zpn représente la fonction de partition d'un systéme classique de
N particules (formule (3.3)).
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4. Evolution des variables macroscopiques : cas classique

Soit A(g,p) une variable dynamique microscopique du systeme. Pour
étudier I'évolution temporelle de la variable macroscopique associée & (A(t)),
on peut adopter 'une ou lautre de deux approches, qui different par la facon
dont sont prises en compte les dépendances temporelles, mais qui conduisent
in fine a des résultats identiques.

4.1. Les deux approches

e Premiére approche

On considére que la variable A(q,p) ne dépend pas du temps, et que
la fonction de distribution f(q,p,t) évolue au cours du temps en suivant
Uéquation de Liouville (1.15). La valeur moyenne (A(t)) donnée par la for-
mule (1.3) s’écrit, a 'aide de la normalisation (1.4),

(A@t)) = N—,}l@v /A(qm)f(q,p,t) dqdp, (4.1)

soit, en utilisant Uexpression (1.17) de f(g,p, 1) :

(A1) = ]—Vﬁ/fl(qyp)e‘i“f(qm) dqdp. (4.2)

o Seconde approche

On utilise le fait que les coordonnées et les impulsions généralisées évoluent
au cours du temps en suivant les équations de Hamilton (1.5). On considére
donc que la variable dynamique Afg(t), p(t)] = A(t) évolue elle aussi au cours
du temps. On a :

A Eooa. b4
T = ;(8‘%% + 0—p—7pZ> (4.3)

soit, compte tenu des équations de Hamilton :

3N

dA 0AO0H 0AOH
dA - (0AOH  9AOH N 4.4
dt ;;1 (0%‘ Op;  Op; 8q1~> Yy

La somme intervenant au second membre de 'équation (4.4) est le crochet de
Poisson de H et de A. L’équation (4.4) s'écrit donc :

dA ]
i {H, A}, (4.5)
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soit, & I'aide de 'opérateur de Liouville (1.16) :

dA
T LA 4.6
pr iLA (4.6)

Le hamiltonien ne dépendant pas du temps, Pintégration formelle de I'équation
(4.6) donne pour A(t) I'expression :

A(t) = ¢ Alg, p)- (47)
Dans cette approche, la valeur moyenne (A(t)) s’éerit :

1

(A0) = o [ AW @.p) dad. (48)

soit, en utilisant la formule (4.7) :

(A1) = syyw

/ei“A(q,p)f(q,p) dgdp. (4.9)

4.2, Equivalence des deux approches

Les deux approches que nous venons de décrire sont les analogues clas-
siques des points de vue ou « représentations » connus en mécanique quantique
sous les noms de point de vue de Schrodinger et de point de vue de Heisenberg.
Comme en mécanique quantique'?, ces deux approches sont équivalentes, en
ce sens qu’elles conduisent aux mémes résultats pour les valeurs moyennes des
grandeurs physiques.

Pour établir cette équivalence dans le cas classique, le plus simple est de
comparer les expressions de d{A(t))/dt dans la premiere approche,

d{A(t)" 1 ,
<dt ) _ i (=) / AL dgdp, (4.10)
et dans la seconde :
d{A(t 1
<d£ )> = N /EAqudp. (4.11)

12 1 a démonstration de I’équivalence dans le cas quantique est effectuée au paragraphe 5.
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Pour démontrer Videntité des expressions (4.10) et (4.11) de d{A(#))/dt, il suffit
de démontrer la propriété suivante de Popérateur de Liouville,

—1 /Aﬁf dgdp =i /,CAqudp, (4.12)

propriété qui s’écrit, de maniere plus explicite :
f/A{H,f} dgdp = /{H,A}f dgdp. (4.13)

La formule (4.13) se démontre en utilisant des intégrations par parties, et le
fait que la fonction de distribution f s’annule pour ¢; = 00 ou p; = +oc. 1l
résulte de la propriété (4.12) que les expressions (4.10) et (4.11) de d(A(t))/dt
sont identiques. On en déduit 'identité des expressions (4.2) et (4.9) de (A(t)).
Cette identité se traduit par 'égalité :

/A(q,p)e’i“f(q,p) dqdp = /ei“A(q,p)f(q,p) dqdp, (4.14)

qui permet de transférer la dépendance en temps de la fonction de distribution
vers les variables dynamiques, et vice versa.

5. Evolution des variables macroscopiques : cas quantique

On considere une obscrvable A d’un systéme quantique. Pour déterminer
I’évolution temporelle de la variable macroscopique associée a la valeur moyenne
(A(t)), on peut adopter, soit le point de vue de Schridinger, soit le point de
vue de Heisenberg.

5.1. Les deux points de vue

e Point de vue de Schrédinger

L’opérateur densité évolue au cours du temps selon ['équation de Liouville-
von Neumann (2.13). La valeur moyenne (A(t)), donnée par :

{A(t)) = Tr[p(t)A], (5.1)

s’écrit, d’apres Vexpression (2.17) de p(t) :

(A()) = Te(eiH1/m peiHi/n 4). (5.2)
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e Point de vue de Heisenberg
Les observables évoluent au cours du temps. L’équation d’évolution d’une
observable A est I’équation de Heisenberg,

., dA

qui s’écrit aussi, a I'aide de lopérateur de Liouville £ défini par I'équation
(2.15) :

Le hamiltonien ne dépendant pas du temps, I'intégration formelle de U'équation

(5.4) donne pour A(t) I'expression!? :
A(t) = et A, (5.5)
qui 8’écrit aussi - ‘ _
A(t)y = M A eI, (5.6)

La valeur moyenne {A(t)) s’exprime comme :

(A(t)) = Tr[pA()], (5.7)

soit, d’apres l'expression (5.6) de A(t) :

(A(t)) = Tr(peth/hAe”Ht/h). (5.8)

5.2. Equivalence des deux points de vue

Les points de vue de Schriodinger et de Heisenberg sont équivalents :
ils fournissent en effet les mémes résultats pour les valeurs moyennes des
grandeurs physiques, comme le montre V'identité des expressions (5.2) et (5.8)
de (A(t)) (la démonstration de I’équivalence repose ici sur 'invariance de la
trace par permutation circulaire des opérateurs).

13 Iei encore, I'utilisation de 'opérateur de Liouville conduit & une analogie formelle entre
la formule quantique (5.5) et la formule classique (4.7).
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Chapitre 4

Systemes classiques.
Fonctions de distribution réduites

Pour pouvoir déterminer la fonction de distribution d’un systéme classique
tel qu’un gaz ou un liquide, il est nécessaire de connaitre son hamiltonien. La
structure de celui-ci dépend de la nature des interactions entre les particules,
ainsi que de la présence éventuelle de champs extérieurs. Nous nous intéressons
ici & un systéme de particules dont les interactions sont limitées aux inter-
actions de paire. Méme dans ce cas, la résolution de I'équation de Liouville
constitue un probléme extrémement compliqué, principalement parce que la
fonction de distribution concerne ’ensemble des particules en interaction.

Cependant, les variables dynamiques intéressantes en pratique, par exem-
ple Iénergie cinétique ou I'énergie potentielle du systeme, sont des sommes de
quantités dont chacune fait intervenir les coordonnées et les impulsions d’un
tres petit nombre de particules. C’est pourquoi 'on introduit des fonctions
de distribution réduites (concernant un nombre limité de particules), dont la
connaissance suffit a déterminer les valcurs moyennes des variables dynamiques
pertinentes. Parmi les fonctions de distribution réduites, celle qui joue le role le
plus important est la fonction de distribution & une particule. Son évolution se
déduit d’une hiérarchie d’équations couplées faisant intervenir succcssivement
les fonctions de distribution réduites a une, deux ... particules.

A ce stade, on est donc amené a proposer des schémas d’approximation
permettant d’obtenir, a partir de la hiérarchie d’équations couplées pour les
fonctions de distribution réduites, une équation d’évolution fermée pour la
fonction de distribution a une particule. Diverses équations d’évolution appro-
chées ont ainsi été introduites, chacune étant adaptée & un contexte physique
spécifique. A titre d’exemple, on présente dans ce chapitre I'équation de Vlasov
décrivant le début de I'évolution d’un gaz ionisé a partir d’un état initial hors
d’équilibre.
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1. Systemes de particules classiques avec des interactions de
paire

On s’intéresse & un systeme de N particules classiques identiques en
interaction (N > 1). Il peut s’agir de molécules, d’atomes, ou d’ions. Ces parti-
cules, considérées comme ponctuelles, sont supposées confinées & Uintérieur
d’une boite de volume donné.

La forme du hamiltonien du systéme dépend du type d’interactions entre
les particules et de la présence éventuelle de champs extérieurs appliqués.

e Particules avec des interactions de paire

Pour un systéeme de N particules ponctuelles identiques de masse m
en Yabsence de champs extérieurs, il est possible, dans la plupart des cas
intéressants en pratique, d’écrire le hamiltonien comme une somme de termes
d’énergie cinétique et de termes d’énergic potentielle d’interaction de paire? :

N pg N
HN:ZQ—7;'L‘+ ZU(’Ti——’I’jD. (11)
i=1

ig=1
i<

Dans la formule (1.1}, chacun des termes d’interaction de paire est supposé
ne dépendre que de la distance entre les deux particules ¢ et j de la paire
considérée?. Les interactions qui feraient intervenir plus de deux particules ne
sont pas prises en compte dans le hamiltonien (1.1).

e Particules avec des interactions de paire en présence d’un potenticl
scalaire

En présence d'un potentiel scalaire ¢(r) correspondant & un champ gravita-
tionnel ou & un champ électrique extérieur, le hamiltonien s’écrit :

N pz N N

Hy = ﬁ+2¢(ri)+ > u(lri =) (1.2)
=1 i=1 i,j=1
i<j

e Particules avec des interactions de paire en présence d’'un potentiel
scalaire et d’un potentiel vecteur

Si les particules portent une charge ¢ et sont soumises a un champ électro-
magnétique extérieur dérivant d’un potentiel scalaire ¢(r,#) et d'un potentiel
vecteur A(r,t), le hamiltonien s’écrit :

N L ) c 2 N N
Hy = Zl [p: qéf;z,t)/ ] +q§¢(mt) . Z wllri— ), (13)

i<

S

ou ¢ est la vitesse de la lumiere.

Les interactions de paire sont des interactions entre les particules prises deux & deux.

2 Quelques potentiels d’interaction de paire parmi les plus couramment utilisés sont
décrits en appendice a la fin de ce chapitre.
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2. Equation de Liouville

2.1. Fonction de distribution dans ’espace des phases

De fagon générale, pour un systéme classique décrit par des coordonnées
généralisées q; et des impulsions généralisées p;, la connaissance de la fonc-
tion de distribution dans l'espace des phases f(q,p,t) permet de calculer la
moyenne d’ensemble (A(t)) d’une variable dynamique A(g,p) (la moyenne
(A(t)) s’exprime comme l'intégrale dans 'espace des phases de la variable
dynamique concernée pondérée par la fonction de distribution).

Dans le cas d’un systeme de N particules identiques ponctuelles et indiscer-
nables, de positions ; et d'impulsions p; (i = 1,..., N), la fonction de distribu-
tion f(ri,p1,...,rn,PN,t) n'est pas modifiée lorsque 'on échange entre clles
deux particules. Elle est donc invariante par rapport & une permutation quel-
conque des indices i. Nous utiliserons la normalisation suivante :

—_ / f(ri,p1, .. ..vN, PN E) drydpy - drydpy = 1. (2.1)

La fonction de distribution elle-méme peut s’écrire sous la forme d’une moyenne
dans Pespace des phases :

N
FLpls P t) = NN (T [ (s — 7)é(pi — P)). (2.2)

i=1

L’évolution de f est régie par I'équation de Liouville df /dt = 0, que nous
nous proposons d’expliciter en tenant compte de la forme spécifique du hamil-
tonien Hy.

2.2. Forme générale de I’équation de Liouville

L’équation de Liouville s’écrit :

af N N
o +;n.v,‘,,f+zpi.vplf =0. (2.3)

i=1

Dans 'équation (2.3), V,., (resp. Vp,) désigne le gradient par rapport aux
variables de position (resp. d’impulsion) de la particule 7. Sil est clair que
7; n'est autre que la vitesse v; de la particule ¢, il est en revanche nécessaire
d’expliciter p;. On a, d'une maniére générale,

dp;

= F, 2.4
dt 24
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ou F, représente la force s’exercant sur la particule 7. Cette force est la somme
de la force X; due aux potentiels scalaire et vecteur éventuellement présents?,
et des forces X;; dues aux autres particules :

N
Fi=X+) X (2.5)
o
La force X;; dérive du potenticl d’interaction de paire correspondant :

Xz'j = —Vr,iu(|r7: — ’f‘jf). (26)

Nous allons maintenant introduire I'expression de p; dans 'équation (2.3),
tout d’abord dans le cas sans interactions (F; = X;), puis dans le cas d'interac-
tions de paire (F; = X, + ZZIV? Xi;).

17t

2.3. Particules sans interactions

Lorsque les particules n'interagissent pas, le hamiltonien H y se décompose
en une somme de termes & une particule (la forme de ces termes dépend de
la physique du probleéme, c’est-a-dire notamment de la présence de champs
extérieurs). La force F; se réduit a la force X;. Elle ne dépend donc que des
parametres de la particule i. Le premier membre de 1'équation de Liouville
(2.3) comporte par conséquent des sommes de termes a une particule. Cette
équation s’écrit :

8f N N
e S vV f+Y XiVp f=0. (2.7)

i=1 i=1

2.4. Particules en présence d’interactions de paire

En présence d’interactions de paire, il n’est plus possible de décomposer
Hpy en une somme de termes & une particule. La force F; est la somme de X;
et des forces X;; (formule (2.5)). L’équation de Liouville s’écrit :

8f N N

i=1

3 Le calcul de la force X; s’exercant sur une particule en présence d’un potentiel scalaire
et d’un potentiel vecteur décrivant un champ électromagnétique extérieur est effectué en
appendice a la fin de ce chapitre.
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La similitude entre les équations (2.7) et (2.8) n’est qu’apparente. En effet,
a la différence de X;, F; fait intervenir les parametres des particules j en
interaction avec la particule 1.

Pour un systeme de N > 1 particules, il n’est pas possible d’aborder
directement la résolution d’une telle équation. C’est la raison pour laquelle on
établit un formalisme fondé sur une hiérarchie d’équations couplées pour des
fonctions de distribution réduites, c’est-a-dire concernant seulement un nombre
limité de particules. Cette approche permet, moyennant certaines approxima-
tions, d'éliminer 'information non pertinente de maniere plus simple que sur
I’équation de Liouville (2.8) vérifiée par la fonction de distribution complete.

3. Fonctions de distribution réduites. Hiérarchie BBGKY

Pour simplifier, on suppose que les particules en interaction de paire
évoluent, soit en 'absence de tout potentiel, soit en présence d'un poten-
tiel scalaire ¢(r) correspondant par exemple & un champ gravitationnel. Le
hamiltonien Hy est done de la forme (1.1) ou (1.2). Comme il n’y a pas dc
potentiel vecteur, 7; est indépendant de r; (7; = v; = p;/m). De méme, p; est
indépendant de p; (p; = —Vo(r;) — Z]j\%l Ve ul|r: —r;l).

T

3.1. Fonctions de distribution réduites

Les variables dynamiques intéressantes en pratique, par exemple I'énergie
cinétique ou l'énergie potentielle du systéme, sont des sommes de fonctions
dont chacune fait intervenir les coordonnées et les impulsions d’un tres petit
nombre de particules4. Il en est ainsi du hamiltonien Hpy, dont la valeur
moyenne s’écrit :

(Hy) = (E.(1)) + (EE(t)) + (BM(t)), (3.1)
grav 1 ~ p12 d
(Ee(t) + EF™ (1)) = W/[; om T ¢(7“1:)} f(ri,pr,...,mN, PN, ) dTN
B (3.2)
et :

<M2

(B () = _N!;ll‘s‘zv /{ u(|r; —le)]f(ﬁvplw-~v’"N,pN’t) dry. (3.3)

i,5=1
1<

.

4 L’énergie cinétique totale est la somme des énergies cinétiques individuelles p%/Qm
(variables dynamiques & une particule). De méme, P'énergie potentielle dans un champ
gravitationnel décrit par le potentiel ¢(r) est la somme des énergies potentielles individuelles
o(r;). L’énergie potentielle d’interaction est la somme des énergies potentielles d’interaction
de paire (variables dynamiques & deux particules).
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Dans les formules (3.2) et (3.3), (Ec(1)), (EE®¥(t)) et (Ey‘(t)) désignent
respectivement les valeurs moyennes de ’énergie cinétique, de ’énergie poten-
tielle de gravitation et de I’énergie potentielle d’interaction entre les particules.
On a introduit la notation condensée :

N
dry = [[du, — dQ = dridp;. (3.4)
=1

Pour calculer des moyennes du type (3.2) ou (3.3), il n’est pas nécessaire de
connaitre la fonction de distribution complete f(r1,p1,..., 7N, PN, t) (celle-ci
contenant, outre 'information pertinente, des informations sur les corrélations
entre trois, quatre ... particules). Il suffit de connaitre les fonctions de distri-
bution réduites & une et & deux particules, notées respectivement f(1) (r1,p1,1t)
et fA(ry,p1,re,pa,t), et définies par :

1 .
f(l)(rl,pl,t):(—NW/f(rl,pl,...,TN,pN,t)ng...dQN

1
f(Q)(Tl,pl,'I“Q,pg,t) = m/f(rlap]:--~a""N7pN=t)dQS-‘-dQN-

(3.5)
Les fonctions f() et f(?) vérifient les relations :

/f<1> dQ, = N, /f<2> dQdQy = N(N — 1), /f<2> dQy = (N — 1) fM).

(3.6)
En termes de f(1) et ) (Hy) s%écrit :
p?
(Hy) = / {—1- + ¢<m)}f<”(n,p1,t) dsh
J 12m
1
t5 /U(|7’1 —ra|) f @ (1, p1. 2, pa, t) A 0. (3.7)

De méme, plus généralement, on définit des fonctions de distribution
réduites & nombre quelconque n de particules (1 <n < N):

f(n)(,rlvpla"'vrnapnyt)
1 .
— m /f(’l"],pl,..‘,’I'N,pN,t)dQnJ,_l...dQN. (38)

Ainsi, f(") est proportionnelle & la densité de probabilité de trouver n parti-
cules en r1,p1,...,7Ts, Pn a l'instant £, quelles que soient les positions et les
impulsions des (N — n) autres particules.

La fonction de distribution réduite f(!) peut étre interprétée comme la
fonction de distribution dans un espace des phases & une particule (et donc a
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six dimensions). En effet, le nombre moyen de particules dans un élément de
volume drdp autour du point (r,p) de cet espace des phases est donné par :

(3o —riip - p)) drdp = V(. p) drip. (3.9)

Les fonctions de distribution réduites les plus utiles en pratique sont f()
et f2). Nous nous proposons d’établir leurs équations d’évolution en présence
d’interactions de paire. Il convient pour commencer d’étudier le cas simple olt
les particules n’interagissent pas.

3.2. Evolution de f1) : cas sans interactions

Le premier membre de I’équation de Liouville (2.7) comporte des sommes
de termes a une particule. En intégrant cette équation sur dls...d{y dans
tout I'espace des phases, on obtient une équation d’évolution fermée pour f ),
Le calcul repose sur le fait que la fonction de distribution f(g,p,t) s’annule
pour q; = oo ou p; = +oc. Tous les termes dans lesquels la présence
dune dérivée permet de réduire d’une unité le nombre d’intégrations suc-
cessives conduisent done & un résultat nul®. On montre ainsi qu'en I’absence
d’interactions entre les particules, f(1) obéit a une équation d’évolution fermée :

afn
ot

+ 0. Vo Y+ XV, fV = 0. (3.10)

Le terme v1.V,, fU est appelé terme de ddrive, et le terme Xl.Vplf“) terme
d’entrainement. L’équation (3.10) est une simple équation de conservation.
Elle est identique a I’équation de Liouville pour la fonction de distribution
d’un systéme qui se réduirait & une particule unique et dont I'’espace des phascs
aurait six dimensions®

3.3. Evolution de f(*) en présence d’interactions de paire. Hiérar-
chie BBGKY

On part maintenant de ’équation de Liouville (2.8). Les interactions de
paire fournissent & df(1) /9t la contribution suivante :

N
1
(N —1)Ih3N /lej-vplfdﬂg...dﬂjv. (3.11)
N | &

5 Le calcul est assez facile & effectuer dans le cas considéré ici, o1, en l'absence de
potentiel vecteur, 7; est indépendant de r; et p; est indépendant de p;. Le résultat peut étre
étendu au cas ot un potentiel vecteur cst présent. Il est nécessaire pour cela de prendre en
compte les équations de Hamilton appropriées (celles-ci sont écrites en appendice a la fin de
ce chapitre).

6 L’équation (3.10) pour la fonction de distribution & une particule a été introduite
en dynamique stellaire par J.H. Jeans en 1915 sous le nom d’équation de Boltzmann sans
collisions ou d’équation de Liouville.



102 Chapitre 4 : Systémes classiques. Fonctions de distribution réduites

La contribution (3.11) est une somme de (N — 1) termes correspondant
aux diverses valeurs de I'indice j. Ces termes sont tous égaux, car, les parti-
cules étant indiscernables, la fonction de distribution f est symétrique par
rapport & ses divers arguments r;, p;. Compte tenu de la définition de f(
(équation (3.5)), la contribution de 1'un quelconque de ces (N — 1) termes,
apres intégration sur d€d;...dQy, est :

1 ,
1 / X12.Vp, £ dS2y. (3.12)

La fonction de distribution & une particule obéit donc, en présence d’interac-
tions de paire, a une équation d’évolution faisant intervenir la fonction de
distribution a deux particules :

ofm
ot

+ vV fY 4 X v, D 4 /Xm.vplf@) dQy = 0. (3.13)

Le terme de dérive et le terme d’entrainement sont les mémes que dans I’équa-
tion (3.10) correspondant au cas sans interactions. [existence d’interactions
de paire conduit & la présence d'un terme supplémentaire, dont Pexpression
fait intervenir la fonction de distribution & deux particules.

On peut, de maniére analogue, établir 'équation d’évolution de f(?). En
présence d’interactions de paire, cette équation fait intervenir f(*) :
af®
ot

+v1-vr1f(z)+v2~vr2f(2)+(Xl+X12)«vpl f(2)+(X2+X21)-Vp2f(2)

+ / (X13.Vp, F 4 Xo3.V,,, f)ds = 0. (3.14)

De méme, équation d’évolution de f() fait intervenir f*+1). On obtient ainsi,
de proche en proche, une chaine d’équations couplées, dont la derniere, pour
n = IV, n'est autre que 'équation de Liouville pour la fonction de distribution
complete f(N) = f. Aucune de ces équations, sauf la derniere, n’est fermée :
il faut en effet connaitre f(**1) pour pouvoir déterminer 'évolution de fim
(pour n < N).

L’ensemble de ces équations, l'indice n variant de 1 & N, counstitue la
hiérarchie BBGKY , d’apres les noms des différents physiciens qui I'ont établie
indépendamment : N.N. Bogoliubov (1946), M. Born (1946), M.S. Green (1946)
J.G. Kirkwood (1946) et J. Yvon (1935). Ce systéme d’équations en chaine,
de structure hiérarchique, faisant intervenir des fonctions de distribution & un
nombre réduit mais croissant de particules, est exact’. Considéré dans son

?

7 1 est valable méme en présence de potentiels scalaire et vecteur correspondant i des
champs extérieurs appliqués.
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ensemble, il est équivalent a 1'équation de Liouville pour la fonction de distri-
bution complete. Tant qu’aucune approximation n’est effectuée, la hiérarchie
BBGKY est valable quelle que soit la densité des particules (& la condition
toutefois que l'on reste dans le cadre des interactions de paire). Son intérét
majeur est de permettre de procéder a des approximations qui conduisent a
tronquer la hiérarchie & un certain niveau (en pratique, apres f 1)),

Un exemple d’une telle approximation est 'approximation de champ
moyen, dans laquelle les corrélations entre les particules sont négligées. Cette
approximation permet d’obtenir une équation d’évolution de la fonction de
distribution & une particule applicable aux plasmas (gaz ionisés) : il s’agit de
I'équation de Vlasov.

4. Equation de Vlasov

4.1. Approximation de champ moyen

Revenons a la hiérarchie BBGKY, et supposons que 'on puisse négliger
les corrélations dans I’espace des phases et écrire de facon approchée :

f(2)(7‘17171,1"27p2~,t) = f(l)(ThPht)f(l)(rmpmt)- (4.1)
L’équation (3.13) devient alors une équation fermée pour f M.
af (1) (1) (1)
ot + vl.Vrlf + X1 + /Xlgf (’I"Q,pg,t) dQZ .Vplf = 0. (42)

L’existence d’interactions de paire conduit & un terme d’entrainement supplé-
mentaire : la force | Xlgf(l)(rz,pz, t) df)3, produite en moyenne par les autres
particules, s’ajoute a la force extérieure Xi.

L’approximation faite en ne prenant pas en compte les corrélations dans
lespace des phases appartient a la classe générale des approximations de
champ moyen. Le champ moyen, qui est ici la force legf(l)(rg,pg,t) dQQs,
dépend lui-méme de la fonction de distribution que 'on cherche & déterminer.
L’équation (4.2), généralisée & un mélange de deux types de particules (élec-
trons et ions), a été proposée par A.A. Vlasov en 1938 pour 'étude de I'évolu-
tion d’'un plasma® hors d’équilibre. Un plasma est un milieu dans lequel les

8 Un corps dont on éléve la température passe successivement par les phases liquide,
puis gazeuse. Lorsque la température augmente encore, I'énergie cinétique de translation de
chaque molécule devient supérieure & 1’énergie d’ionisation des atomes qui la constituent.
Les chocs des molécules entre elles portent alors les électrons dans des états libres et laissent
des ions chargés positivement, le gaz restant globalement neutre. C’est cet état de la matiere
que l'on appelle plasma. Un plasma est donc constitué de particules chargées positivement
et négativement dans des états non liés. Ces particules interagissent via des interactions de
Coulomb. Dans un plasma, il est nécessaire d’introduire deux fonctions de distribution & une
particule, 'une pour les électrons, Pautre pour les ions. On peut écrire pour ces deux fonctions
de distribution des équations de Vlasov généralisant I’équation (4.2). Certains phénomenes
se produisant dans les plasmas hors d’équilibre sont bien décrits par ces équations. On peut
citer notamment 1’amortissement de Landau des ondes de plasma (voir le complément 6.A).
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interactions coulombiennes entre les particules chargées jouent un role essen-
tiel. A cause de la longue portée de ces interactions, le potentiel moyen agissant
sur une particule donnée est effectivement produit par un trés grand nombre
d’autres particules. L’effet principal des interactions coulombiennes est donc
Peffet collectif de champ moyen.

4.2, Invariance par renversement du temps

Au niveau microscopique, le hamiltonien Hy ne dépend que des coor-
données généralisées g; et des impulsions généralisées p;. Les équations de
Hamilton sont invariantes lorsque I'on change le signe du temps® : t — —¢. Il
en est de méme de I’équation de Liouville pour f, ainsi que des équations de la
hiérarchie BBGKY, tant qu’aucune approximation susceptible de briser cette
invariance n’y est effectuée.

L’approximation de décorrélation (4.1) préserve I'invariance par renverse-
ment du temps. En conséquence, I’équation de Vlasov, tout comme 1'équation
de Liouville, est invariante par renversement du temps : si 'on change ¢t en —¢
dans I'équation (4.2}, il faut changer simultanément p en —p, et l'on constate
que fM(r, —p, —t) vérifie l]a méme équation que fV(r,p,t). L’équation de
Vlasov décrit en fait le début de Pévolution d’un gaz ionisé a partir d’un état
initial hors d’équilibre, mais ne peut pas décrire le processus irréversible qui
amene finalement ce plasma a I'équilibre aprés que les contraintes extérieures
ont été relachées.

5. Invariance de jauge

Considérons un systéme de particules chargées en présence d'un poten-
tiel scalaire et d’un potentiel vecteur décrivant un champ électromagnétique
extérieur. L’équation de Liouville et la hiérarchie BBGKY ont été obtenues
dans le cadre du formalisme hamiltonien, dans lequel les variables dynamiques
s’expriment en termes des coordonnées et des impulsions généralisées, et ou il
est fait appel aux potentiels et non aux champs. Ces équations d’évolution ne
sont donc pas invariantes de jauge.

Pour faire apparaitre explicitement 'invariance de jauge, il est nécessaire
de travailler & ’aide de grandeurs indépendantes de la jauge, les variables dyna-
miques s’exprimant en termes des coordonnées et des vitesses, et 1'utilisation
des champs électrique et magnétique remplacant celle des potentiels. Nous
illustrerons ce point sur 'exemple simple de 1'équation de Liouville pour la
fonction de distribution & une particule!? (cas sans interactions), qui s’écrit,

9 En présence d’un potentiel vecteur, il convient de changer également le signe de celui-ci.

10 poyr simplifier, cette fonction de distribution est désignée ici simplement par f (et non
par f(1)).
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dans le formalisme hamiltonien,

of(r,p.t)

g +o.V.f(r.p,t) + X.Vpf(r,pt) =0, (5.1)

ou X désigne la force due aux potentiels scalaire et vecteur!!. Pour respecter
I'invariance de jauge, il convient, au lieu de ’équation (5.1), d’écrire 1’équation
d’évolution de la fonction de distribution & une particule F(r, v, t), d’arguments
r et v indépendants de la jauge. Cette fonction de distribution est définie par
lidentité :

F(r,v,t)drdv = f(r,p.t)drdp. (5.2)

De la relation p = mwv + qA(r,t)/c, on déduit 1'égalité :
F(r,v,t) =m>f(r,p,t). (5.3)

On peut montrer'?, & partir de I'équation (5.1) pour f(r,p,t), que I'équation
d’évolution de F(r,v,t) s’écrit :

oF t 1 1
% +o.V F(rvt)+ —q[E(r,t) + —v x H(r,t)|. V,F(r,v,t) = 0.
m c
(5.4)
Dans I'équation invariante de jauge (5.4), la force d’entrainement est la force
de Lorentz q[E(r,t) + v x H(r,t)/c].

Ce type d’analyse peut étre étendu a I’évolution en présence d’interactions
de paire'?.

1 L’expression de X en termes des potentiels scalaire et vecteur est donnée en appendice
a la fin de ce chapitre.

12 s détails du calcul sont donnés en appendice a la fin de ce chapitre.

13 L’équation d’évolution invariante de jauge, étendue au cas ou il existe des interactions
de paire, joue un role important dans le transport électronique en présence d’un champ
magnétique (voir les chapitres 6 et 8).
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Appendices du chapitre 4

Al. Potentiels d’interaction de paire

La forme du potentiel d’interaction entre deux particules ponctuelles
dépend notamment de la nature, chargée ou neutre, des particules.

A1.1. Interaction entre deux particules chargées

e Potentiel coulombien

L’interaction électrostatique entre deux particules de charge g séparées
par une distance r est décrite par le potentiel coulombien'® uc(r) :

2
uc(r) = €, (A1.1)
r
Comme toute fonction décroissant en loi de puissance, le potentiel coulombien
ne possede pas de parametre permettant de caractériser sa portée, que 'on
considere pour cette raison comme infinie.

e Potentiel coulombien écranté

Dans un gaz de particules chargées a 1'équilibre, I'interaction coulombien-
ne entre deux particules est en réalité écrantée par la présence des autres.
L’interaction effective qui en résulte est décrite par le potentiel coulombien
éeranté!® ue g (1)
q2€—k07‘

uC,écr(T) = (A12>

,
La portée du potentiel ue gor(r) est caractérisée par la longueur d’écran ko_l,
dont Uexpression dépend du caractere, dégénéré ou non, du gaz. Dans un gaz
classique constitué de particules de densité n en équilibre a la température T,

la longueur d’écran est la longueur de Debye : ky' = (kT/47rnq2)1/2. Dans un

gaz quantique & T = 0, par exemple un gaz d’électrons de charge ¢ = e, la
longueur d’écran est la Iongueur de Thomas-Fermi : kit = (kTr /47'('77,62)1/ ?

ou Tr désigne la température de Fermi'®.

14 On utilise des unités de Gauss.

15 ce potentiel apparait aussi en physique nucléaire, ot il est connu sous le nom de
potentiel de Yukawa.

16 L’expression de la longueur de Thomas-Fermi est formellement similaire a celle de la
longueur de Debye, la température T' y étant remplacée par la température de Fermi Tr.
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A1.2. Interaction entre deux particules neutres

Les deux particules représentent schématiquement deux atomes neutres.
L’interaction entre deux atomes neutres est répulsive aux courtes distances
(& causc du principe de Pauli, les nuages électroniques ne se superposent
pas), et attractive aux grandes distances (il s’agit de Pinteraction de van der
Waals entre les moments dipolaires induits). Cette interaction est généralement
décrite, soit par le potentiel de Lennard-Jones qui modélise convenablement
ses caractéristiques sur 'ensemble des valcurs de 7, soit, de maniere plus
schématique, par le potentiel de sphéres dures.

e Potentiel de Lennard-Jones
Le potentiel de Lennard-Jones uy, ;(r) est :

sy = ()~ (%) (AL3)

r

Il dépend de deux parametres, 'amplitude maximale ug de linteraction
attractive et la position ry du minimum (qui définit la portée de I'interaction).

e Potentiel de spheres dures

On utilise parfois, au lien du potentiel de Lennard-Jones, un modele
simplifié, le potentiel de spheres dures (hard spheres potential) ugs(r) :

oc, r<Tg
’ILH5(7') = 0. r> g (A14)

Le modele de spheres dures représente des atomes sphériques de rayon rg
se mouvant librement dans 'espace, & 1'exception des collisions avec d’autres
atomes & la distance 2rg. Le potentiel de spheres dures ne possede pas de
parameétre permettant de caractériser son amplitude, cette derniere étant par
construction, soit nulle (pour » > rq), soit infinie (pour r < ry).

A2. Equations de Hamilton d’une particule chargée

Le hamiltonicn d'une particule de masse m et de charge ¢ en présence
d’un potentiel scalaire ¢(r,t} et d'un potentiel vecteur A(r,t) est :

[p— gA(r,t)/c]’ .

Hl(rﬂp> = 29

qo(r,t). (A2.1)

Les champs électrique et magnétique auxquels est soumise la particule se
déduisent des potentiels scalaire et vecteur :

10A(r,t
E(r,t) = —V¢(r.t) — ;*% (A2.2)

H(r,t) =V x A(r,t).
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L’ensemble des deux potentiels ¢(r,t) et A(r,t) constitue une jauge. La jauge
n’est pas unique : les potentiels ¢'(r,t) et A’(r,t), définis par les formules

(1) = ofr.t) - XD 2

Al(r,t) = A(r,t) + Vx(r, 1),

ou x(r,t) est une fonction quelconque de r et de ¢, décrivent le méme champ
électromagnétique que ¢(r, 1) et A(r,t).

L’équation d’évolution de r cst I'équation de Hamilton dr/dt = V,H;,
qui, compte tenu de la formule (A2.1), s’écrit :

dr _p—qA(rt)/c
dt m

(A2.4)

En présence d’un potentiel vecteur A(r, ), la relation entre Pimpulsion p et
la vitesse v = dr/dt d’une particule de masse m et de charge g est donc :
qA(r, 1)

p=mv+ —2. (A2.5)
C

La quantité de mouvement mwv est une grandeur physique véritable, indépen-
dante de la jauge. L’équation (A2.5) montre qu’en revanche 'impulsion p
dépend de la jauge choisie.

En présence de champs électrique et magnétique, on a :

m% =q[E(r,t) + %'v x H(r,t)]. (A2.6)

L’expression de la force de Lorentz, au second membre de 'équation (A2.6),
fait intervenir les champs E(r,t) et H(r,t). La force de Lorentz est donc
invariante de jauge. L’équation d’évolution de p est I’équation de Hamilton
dp/dt = —V,H,. On en déduit, en utilisant la formule (A2.1), I'’équation
d’évolution de la composante p, de 'impulsion!” :

dp. _ D0(r.t) g OA(r1)

: (A2.7)

dt K e Oz

17 La formule (A2.7) peut se démontrer également de la maniére suivante. On déduit de
Péquation (A2.5) I'égalité :
dp  dv  qdA(rt)

=m
dt dt ¢ dt

)

qui s’écrit aussi :
dp  dv  qOA(rt)

=m
dt dt ¢ Ot
En utilisant Pexpression (A2.6) de mdv/dt, on obtient :

+ g(v.V)A(r,t)‘

, 1 HA(r,t
P _ B+ Lo H(r,f,)} L 10AY 9 Gy ae ),
dt c c Ot ¢

soit : i

P Valr, )+ Lo x [v x A(r,t)] 4 L) Alr, ).
dt c c

On retrouve bien ainsi, pour dp, /dt, expression (A2.7).
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On écrit finalement :

dp
L-x. (A2.8)
ol :
X = qVlr.t)+ %v x [V x A(r,t)] + %(v.V)A(r, ) (A2.9)

représente la force due aux potentiels scalaire et vecteur.

A3. Invariance de jauge de I'équation de Liouville

Pour déduire de I'équation de Liouville (5.1) pour f(r,p,t), I'équation
de Liouville invariante de jauge (5.4) vérifiée par F(r,v,t), on multiplie tout
d’abord 1'équation (5.1) par m? :

of(r,p,t)
3
m —Of

On calcule successivement les trois termes du premier membre de 1'équa-
tion (A3.1).

o Terme m39f /0t
De I'égalité :

+ va.VTf(r,p, t)+ mgj).fo(r,p, t)=0. (A3.1)

p— qA(r,t)/c

m’Sf(r7p7 t) =Fir
m

t], (A3.2)

on déduit :

oOf OF 1 q0A(r,t) .
33X ZL AN . A
" ot ot me Ot Vol (A3.3)

o Terme m3v.V,. f
On a la relation :

30f _OF 1¢ 8F8AI+£%+0F8AZ
m dr  Or mc\dv, Oz dvy Ox v, 0z )’

(A3.4)

ainsi que des relations analogues pour df/dy et df /0z. La quantité m3v.V,. f
s’exprime donc, en termes de F', comme :

1gq OF 0A, OF 0A OF DA,
Vg | 5 + =2+
“\ fv, Ox ovy Oz ov, Ox
8_F% + 8_F8Ay + IF 9A.
Yy dv, dy  Ovy Oy  Ov, Oy
OF A, | OF 04, 0P 04\
vz ov, 9z v, 0z  Ov, Oz
(A3.5)

v.V,.F —

mec
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o Terme m*p.V,f(r,p,t)
Ona: )
m3vpf(7’,p, t) = =V F(r,v,t). (A3.6)
m

‘Comme la quantité p, donnée par la formule :

q 0A(r, 1)

. 1
pZQ[E(r,t)+vaH(r7t)]+ >

+ %(U.V)A(r,t), (A3.7)

est une somme de trois termes, la quantité m3p.V, f(r, p,t) s’écrit également
sous la forme d’une somme de trois termes.

Le premier fait intervenir la force de Lorentz :

1 1
T—T;q[E(r,t) + U X H(r,t)].V,F. (A3.8)
Le second, donné par :
1 ¢q0A(r,t)
— ==V, I, A3.
me Ot v (A3.9)

compense le terme opposé apparaissant dans la contribution (A3.3). Le troi-
sieme, donné par :
1 gq

s [(v.V)A(r,1)].V, F, (A3.10)

s’écrit aussi :

1gq 0A, 04,  0A,\ OF
EE{ (UTW + oy Tyl ) Oy
+<’U,.% + v % +v 8Ay> ?—F~
Y Oz Y oy © 0z ) Ovuy,
0A. 0A, 0A.\ OF
+<71z e + vy By + v, o >8vz }

(A3.11)

1l compense le terme entre accolades de 'expression (A3.5).

En regroupant toutes les contributions et en tenant compte des compen-
sations évoquées, on obtient I’équation de Liouville invariante de jauge pour
la fonction de distribution F(r,v,t) (formule (5.4)), dans laquelle la force
d’entrainement est la force de Lorentz.
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Chapitre 5

Equation de Boltzmann

L’évolution statistique d’un systéme classique de N particules avec des
interactions de paire peut en principe étre étudiée au moyen de la hiérarchie
BBGKY pour les fouctions de distribution réduites. Si 'on n’effectue aucune
approximation, 'équation d’évolution de la fonction de distribution a une
particule fait intervenir la fonction de distribution a deux particules, et ainsi
de suite. L’étude de I'évolution de la fonction de distribution a une particule
est donc délicate. Dans certains cas, il est toutefois possible, moyennant des
approximations convenables, d’obtenir une équation d’évolution fermée pour
la fonction de distribution a une particule. Si effet des collisions conduisant
a lirréversibilité de I’évolution est pris en compte par ces approximations,
I'équation d’évolution obtenue appartient a la classe des équations cinétiques.
Il existe divers types d’équations cinétiques, chacune d’entre clles étant relative
a un systéme physique particulier placé dans des conditions données.

Historiquement, les premiers systémes a avoir été étudiés au moyen d’une
équation cindtique sont les gaz classiques dilués de molécules effectuant des
collisions binaires. L’approche cinétique repose dans ce cas sur '« hypothése
du chaos moléculaire », selon laquelle, dans la description d’une collision, les
corrélations éventuelles entre les vitesses des deux molécules avant le choc peu-
vent étre négligdes. L’évolution de la fonction de distribution & une particule
est alors régie par I'équation de Boltzmann (L. Boltzmann, 1872). A cette
équation est associé un théoréme traduisant lirréversibilité de I’évolution, lc
théoréme H. Cette approche de I'évolution irréversible d’un gaz classique dilué
s’est révélée extrémement fructueuse. Elle a permis notamment le calcul de la
conductivité thermique et du coefficient de viscosité d’'un gaz a aide de quan-
tités microscopiques telles que le temps de collision.

De fagon générale, la validité des approches cinétiques repose sur l'existen-
ce au sein du systéme de deux échelles de temps bien séparées. Dans le cas des
gaz classiques dilués auxquels s’applique I'équation de Boltzmann, I'échelle de
temps courte est la durée d’une collision, tandis que Iéchelle de temps longue
est I'intervalle de temps moyen séparant deux collisions successives d’une méme
molécule.
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1. Description statistique des gaz classiques dilués

1.1. Gaz classique dilué

Dans la théorie cinétique classique, on s’intéresse a un gaz dilué de N
molécules identiques de masse m confinées a l'intérieur d’une boite de volume
V. Le gaz est considéré comme parfait, ce qui signifie que I’énergie potentielle
d’interaction entre les molécules est négligeable par rapport a leur énergie
cinétique. A température fixée, cette approximation est d’autant meilleure que
le gaz est plus dilué. La dilution se traduit par I'inégalité :

ro < d, (1.1)

otl ry désigne la portée des forces intermoléculaires et d ~ n~1/3 la distance
moyenne entre les molécules (n = N/V est la densité du gaz). Ainsi, les
molécules d’un gaz dilué sont la plupart du temps libres et indépendantes.
Cependant les collisions, qui redistribuent 1’énergie entre les molécules, jouent
un role essentiel dans ’évolution du gaz vers ’équilibre. Nous étudierons cet

effet, en ne prenant en compte que les collisions binaires!.

Par ailleurs, la température est supposée suffisamment élevée et la densité
du gaz suffisamment faible pour que les molécules puissent étre représentées
par des paquets d’onde localisés, dont les dimensions, mesurées par la longueur
d’onde thermique A = h(277ka)71/2, sont petites par rapport a la distance
intermoléculaire moyenne :

A< d. (1.2)

Chaque molécule du gaz peut alors étre considérée comme une particule clas-
sique possédant une position et une impulsion bien définies. Les molécules sont
traitées comme des particules indiscernables.

1.2. Roéle de la fonction de distribution & une particule

Le gaz modélisé par un systeme de N particules ponctuelles classiques
indiscernables est décrit par un hamiltonien dépendant des coordonnées et des
impulsions de toutes les particules. L’espace des phascs ayant 6N dimensions,
la fonction de distribution du systeme dépend, outre le temps, de 6N variables
coordonnées et impulsions.

Dans le cas d’un gaz dilué, il n’est cependant pas nécessaire de connaitre
la fonction de distribution complete pour rendre compte de la plupart des pro-
priétés macroscopiques. En effet, une molécule donnée n’interagit jamais avec
plus d’une autre a la fois et se meut librement entre deux collisions succes-
sives. La durée 73 de chaque collision est beaucoup plus courte que le temps
de collision 7, défini comme 'intervalle de temps moyen séparant deux col-
lisions successives d’une méme molécule : dans un gaz dilué, une molécule,

! Les collisions faisant intervenir plus de deux molécules seront négligées, ce qui est
légitime dans un gaz dilué.
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pour 'essentiel du temps, n'interagit pas avec d’autres. Les propriétés macro-
scopiques d’'un gaz dilué peuvent donc étre obtenues a partir de la fonction
de distribution & une particule, qui dépend, outre le temps, de six variables
coordonnées et impulsions.

2. Echelles de temps et de longueur

2.1. Echelles de temps

Etablir une équation d’évolution pour la fonction de distribution a une
particule f dans un gaz dilué consiste & obtenir une expression de df/dt
appropriée a la physique du probléme. Dans la quantité écrite sous la forme
mathématique de la dérivée df /dt, le symbole df ne représente pas un inter-
valle de temps infinitésimal mais un intervalle de temps fini At pendant lequel
se produit une variation Af (représentée par df) de la fonction de distribu-
tion. Cette variation est due notamment aux collisions se produisant pendant
lintervalle de temps At. Celui-ci doit étre comparé aux diverses échelles de
temps caractéristiques de 'évolution du gaz.

La plus petite de celles-ci est la durée ¢ d’une collision, durée beaucoup
plus petite que le temps de collision 7 : 75 < 7. Le temps de collision est lui-
méme en principe trés petit devant le temps de relaxation 7, vers un équilibre
local, puisqu’un tel équilibre est le résultat de nombreuses collisions? : 7 < 7,..
Il existe enfin une derniere échelle de temps notée 744, beaucoup plus longue
que 7., caractérisant I’évolution macroscopique du gaz vers I'équilibre thermo-
dynamique global : 7, < 7¢q.

L’équation de Boltzmann est une équation fermée pour la fonction de
distribution A une particule dans un gaz classique dilué. Elle décrit Uévolution
de f sur un intervalle de temps At intermédiaire entre 7y et 7,.. Cela signific que,
pour un tel intervalle de temps, elle permet de calculer f(t+At) a partir de f(¢).
Cette étape de 1'évolution d'un gaz initialement hors d’équilibre, caractérisée
par les inégalités :

To € At € 7, (2.1)

est appelée Iétape cinétique®.

2.2. Echelles de longueur

Il existe corrélativement au sein du gaz diverses échelles de longueur carac-
téristiques, notamment la portée ro des forces intermoléculaires et le libre par-
cours moyen £. Le libre parcours moyen est défini comme ’échelle de longueur

2 Toutefois, il est usuel de prendre pour le temps de relaxation Pestimation 7, ~ 7 (voir
le chapitre 6).

3 L’étape cinétique est suivie d’une étape hydrodynamique, correspondant a I’évolution
de f sur un intervalle de temps At beaucoup plus long (7. <« At < 74q)- Dans le cas d'un
gaz dilué hors d’équilibre mais en équilibre local, les équations hydrodynamiques peuvent
étre déduites de I'équation de Boltzmann (voir le chapitre 7).
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associée au temps de collision 7 : c’est donc la distance moyenne parcourue
par une molécule entre deux collisions successives. On peut prendre comme
estimation de ¢ :

1 &
TLI"O T‘O

Le gaz étant dilué, on a rg < d, et, par suite, d < ¢. On a donc également
rg < £. On doit enfin prendre en compte une derniere échelle de longueur,
macroscopique et notée L, caractérisant les dimensions linéaires de la boite
contenant le gaz.

L’équation de Boltzmann met en jeu des distances? Al intermédiaires
entre rg et £ :
ro K Al < L. (2.3)

3. Notations et définitions

3.1. Notations

Pour pouvoir traiter de systemes de particules chargées en présence de
champs extérieurs électrique et magnétique, il convient d’utiliser la fonction
de distribution F'(r,v,t) dont les arguments r et v sont indépendants de la
jauge.

Toutefois, en pratique, on utilise plutét, au lieu de F'(r, v, t), une fonction
de distribution ayant pour arguments la position r et la quantité de mouve-
ment mwv, généralement notée p. Cette fonction de distribution, désignée par
f(r,p,t), est reliée & F(r,v,t) par I'égalité :

. 1
j(T7pat) - mF(Tfuet)’ (31)
avec® p = mwv. La quantité :

flr,p,t)drdp (3.2)

représente le nombre moyen de molécules® qui, & I'instant ¢, ont leur position
dans un élément de volume dr centré en r ct leur quantité de mouvement dans
un élément de volume dp centré en p.

A Déchelle At, les collisions sont considérées comme instantanées. Quant
aux dimensions linéaires Al de ’élément de volume spatial dr, elles sont consi-
dérées comme grandes devant rq. Les collisions se produisant dans cet élément

4 Pour des distances Al supérieures (¢ € Al < L), la description se fait au moyen des
équations hydrodynamiques (voir le chapitre 7).

5 . o . . . . s
La notation p désigne donc dorénavant, non pas 'impulsion, mais la quantité de mou-
vement.

6 Cette définition implique qu’il doit y avoir suffisamment de molécules dans 1’élément

de volume dr, donc que l'inégalité d « Al (plus restrictive que I'inégalité ro < Al), soit
vérifiée.
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de volume modifient la quantité de mouvement des molécules concernées, mais
laissent celles-ci a I'intérieur de 'élément de volume considéré. A Véchelle Al,
les collisions sont donc traitées comme locales.

3.2. Densité locale. Vitesse moyenne locale

La fonction de distribution & une particule donne acces a la densité locale
et a la vitesse moyenne locale des molécules du gaz.

e Densité locale

L’intégrale de f sur la quantité de mouvement est la densité locale n(r, t) :

nir,t) = /f('r,p,t) dp. (3.3)

L’espace & 6 dimensions engendré par le vecteur (7, p) est appelé traditionnelle-
ment U'espace-i”. Un point de cet espace représente un état d’une molécule
du gaz. A tout instant, état d'un gaz de N molécules est représenté par N
points dans l'espace-u. On a :

N:/n(T,t) dr :/f(r,p,t) drdp. (3.4)

e Vitesse moyenne locale

On définit aussi la vitesse moyenne locale u(r,t) :

_ J flr,p,t)vdp

1 e
u(r,t) = (v) = T p.t) dp ) /f(r,p,t)vdp. (3.5)

4. Evolution de la fonction de distribution

On pent établir V’équation d’évolution de f(r,p,t) en nutilisant des argu-
ments de bilan®. Le gaz est enfermé dans une boite de volume V. Un champ
extérieur, gravitationnel ou électromagnétique, peut éventuellement agir sur

7 Cette terminologie cst due & P. et T. Ehrenfest (1911), qui ont proposé d’appeler
espace -y 'espace des phases & 6N dimensions associé au systeme global de N particules et
espace - ’espace des phases a4 6 dimensions correspondant a une particule individuelle.

8 Les seules interactions considérées ici étant des interactions de paire, il est également
possible d’établir I’équation de Boltzmann & partir de la hiérarchic BBGKY en tronquant
celle-ci de manicre appropriée.
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les molécules. Le mouvement de celles-ci entre les collisions est décrit par la
mécanique classique.

4.1. Evolution en ’absence de collisions

En I'absence de collisions, la force s’exergant sur une particule se réduit a
la force extérieure F. Dans le cas d’une particule de charge ¢ en présence de
champs extérieurs électrique et magnétique E(r,t) et H(r,t), F est la force de
Lorentz q[E(r,t) +v x H(r, t)/c]. La fonction de distribution & une particule
obéit a 'équation d’évolution :

% +o.V,f+F.V,f=0. (4.1)

L’équation (4.1), identique a '’équation de Liouville d’'un systéme réduit & une
particule unique, traduit la conservation de la densité dans lespace-p.

4.2. Effet des collisions

En présence de collisions, la densité dans 'espace -y n’est pas conservée et
I’équation (4.1) doit étre modifiée. On écrit formellement 'équation d’évolution
de la fonction de distribution sous la forme :

of ~(9f
5 vV HFY,f = <1’¥>mn7 (4.2)

olt le second membre ou terme de collision (9f/0t)
collisions sur I'évolution de f.

| représente l'effet des

col

On écrit le terme de collision sous une forme faisant apparaitre sa structure

de bilan,
(+) (=)
(50).m (G () 4
ot coll ot coll ot coll

oit (af/at)(+) est appelé terme entrant et (af/at)f;} terme sortant. La quan-

coll
tité (Of/ at)f:gﬁ drdpdt (resp. (Of/ at)gjfl drdpdt) représente le nombre moyen

de molécules effectuant une collision entre les instants ¢ et ¢ + dt, 'une des
deux molécules se trouvant, avant (resp. apres) la collision, dans ’élément de
volume drdp autour du point {r,p} de l'espace-p.

Il convient maintenant de spécifier la forme du terme entrant et du terme
sortant dans le cas d'un gaz dilué de molécules effectuant des collisions binaires.
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5. Les collisions binaires

Le terme de collision (9f/8t)_,, contient toute la physique des collisions.
Nous allonus préciser son expression en faisant les hypotheses suivantes :

o seules les collisions binaires sont prises en compte, ce qui est justifié si
le gaz est suffisamment dilué,

e les molécules sont supposées sans structure interne, ¢’est-a-dire mono-
atomiques (ceci implique P'élasticité des collisions, tout transfert d’énergie a
des degrés de liberté internes étant exclu),

e les collisions sont considérées comme locales et instantanées (en parti-
culier, tout effet éventuel de la force extérieure F' sur les collisions est négligé),

e enfin, dans la description d’une collision entre deux molécules, toutes
les corrélations éventuelles entre les vitesses de celles-ci avant le choc sont
négligées. Cette derniere approximation est appelée traditionnellement I’ hypo-
thése du chaos moléculaire. Elle a été formulée par L. Boltzmann en 1872 sous
le nom de Stosszahlansatz. Cette hypothese, justifiée si la densité du gaz est
suffisamment faible, joue un réle crucial dans 'établissement d’une équation
cinétique irréversible.

5.1. Description des collisions en mécanique classique

On considere une collision entre deux molécules. On désigne par p et
Py les quantités de mouvement des deux molécules avant la collision, et par
p’ et p} leurs quantités de mouvement apres celle-ci. Les énergies cinétiques
correspondantes sont désignées respectivement par €, €q, et €, €]. La collision
étant considdérée comme locale et instantanée, la quantité de mouvement totale
est conscervée lors du choc :

p+p=p +p). (5.1)

De plus, la collision étant supposée élastique, I'énergic cinétique totale est
conservée :
ete=¢+¢). (5.2)

En introduisant la quantité de mouvement totale avant la collision IT = p+p,
et la quantité de mouvement relative? avant la collision 7 = %(pl — p), ainsi
que les quantités correspondantes IT' et 7’ apres la collision, on peut réécrire
les équations de conservation (5.1) et (5.2) sous la forme équivalente :

=11 (5.3)

et :
|| = |=]. (5.4)

Y La masse associée & la « particule relative » est la masse réduite, qui vaut ici m/2
puisque les deux particules sont identiques.
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Etant élastique, la collision produit une rotation de 7 qui 'amene sur
7' sans changer son module. La collision est completement déterminée par la
donnée de IT et m, ainsi que des angles (6, ¢), dits angles de diffusion, de =’
par rapport a .

Le probleme est équivalent & celui de la diffusion d’une molécule par un
centre de forces fictif fixe, représenté par le point O sur la Fig. 1. La molécule
s’approche de O avec une quantité de mouvement 7 et un parametre d’impact
b. Comme |x’| = |m|, Pétat final est précisé par les deux angles de diffusion
et ¢, désignés collectivement par Q.

Fig. 1. Diffusion d’une molécule par un centre de forces fixe O.

La seule donnée des quantités de mouvement initiales p et py ne suffit pas
a déterminer compléetement la collision, parce que le parametre d’impact n’est
pas précisé. La donnée de p et p; définit en fait une classe de collisions avec
différents parametres d’impact, et donc différents angles de diffusion.

On décrit généralement cette classe de collisions en imaginant un faisceau
de particules de quantité de mouvement initiale 7r, uniformément réparti dans
Pespace, incident sur le centre de forces O. Le flux incident est défini comme le
nombre de molécules traversant par seconde 1'unité de surface perpendiculaire
au faisceau incident. Par définition de la section efficace différentielle de col-
lision 0(£2), le nombre de molécules défléchies par seconde dans une direction
contenue dans I'élément d’angle solide d€ est égal au produit du flux incident
par o()d). Dans cette description classique de la collision, on écrit :

() d) = bdbdg. (5.5)

La section efficace différentielle o(£2) est une quantité directement mesurable,

qui peut aussi étre calculée si le potentiel d’interaction de paire est connu'®.

10 Contrairement & la notion de parametre d’impact, la notion de section efficace de
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5.2. Propriétés de la section efficace

Nous n’effectuerons pas ici de calculs détaillés de sections efficaces. Nous
indiquerons seulement, quelques propriétés générales de o(§2), valables quelle
que soit la forme particuliere du potentiel d’interaction. Posons, pour la colli-

sion {p,p1} — {p',p}}:
a(Q) = o(p,p11p’, P))- (5-6)

Les interactions entre les molécules étant d’origine électromagnétique, les équa-
tions microscopiques du mouvement et, par suite, la section efficace de collision
possedent les propriétés d’invariance suivantes,

e invariance par renversement du temps (t — —t) :

o(p,pilp’,p}) = o(=p', —pi| - p.—p1), (5.7)
e invariance par inversion d’espace (r — —r) :

o(p,p1p’, p1) = o(=p,—p1| — P'. —p1). (5.8)

Nous serons amenés dans la suite & nous intéresser a la collision inverse
{p',p\} — {p,p1}, obtenue & partir de la collision {p,p1} — {p'.p}} en
échangeant I'état initial et I'état final. La section efficace pour la collision
inverse est o(p’, pilp,p1). En faisant jouer successivement l'invariance par
renversement du temps (formule (5.7)) et Pinvariance par inversion d'espace
(formule (5.8)), on obtient la relation de microréversibilité :

o(p'.pip.p1) = o(p.p1lP’. P}). (5.9)

6. L’équation de Boltzmann

L’équation d’évolution de la fonction de distribution f(r,p,t) en présence
de collisions est de la forme :

of(r,p,t)

(+) . (=)
5 +o.V,.f(r,p,t)+ F.V,f(r,p,t) = <-0—Ji> — (—()—Ji> - (6.1)

ot coll ot coll

collision conserve un sens en mécanique quantique. Le calcul de o(§2) pour les collisions
binaires au sein d’un gaz dilué doit d’ailleurs étre effectué en mécanique quantique (et non
4 partir de la formule classique (5.5)). En effet, bien qu’entre les collisions les molécules
puissent étre considérées comme des particules classiques (la longueur d’onde thermique A
étant trés petite devant la distance moyenne d entre les molécules), il n’en cst pas ainsi
sur des échelles spatiales comparables & la portée du potentiel diffuseur (on n’a pas en effet
A <€ o). A ces échelles spatiales, la notion de trajectoire perd son sens et 'analyse en termes
de parametre d’impact n’est pas correcte.
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On cherche une expression explicite du second membre, c’est-a-dire des
termes de collision sortant et entrant (9f/ at){(:;l)l et (Of/ (’)t)g::l)l, compte tenu de
Ihypotheése du chaos moléculaire. Celle-ci permet d’écrire que, dans un élément
de volume spatial dr centré en r, le nombre moyen de paires de molécules ayant
des quantités de mouvement dans les éléments dp centré en p et dpy centré en

s’écrit, a Uinstant ¢, sous la forme factorisée suivante :
1 ) )

[f(r,p,t)drdp] x [f(v,p1,t) drdp,]. (6.2)

6.1. Terme de collision sortant

Le taux de décroissance de f(r,p,t) di aux collisions peut étre obtenu
en s'intéressant tout d’abord a une molécule donnée située dans 1’élément de
volume spatial dr centré en r et ayant sa quantité de mouvement dans I’édlément
dp centré en p. Dans I’élément de volume spatial considéré, il y a des molécules
de quantité de mouvement p; formant un faisceau de molécules incidentes sur
la molécule considérée. Le flux incident est :

f(rop1,t) dpi|v — vyl (6.3)

Le nombre de collisions du type {p,p1} — {p’, p}} ayant lieu sur la molécule
considérée entre les instants ¢ et t + df est :

flr,p1,t)dpr|v — v1]o(2) dQdt, (6.4)

ot 0(Q) désigne o(p, p1|p’,P1). On obtient, en prenant en compte 'ensemble
des molécules du type considéré (en nombre f(r,p,t)drdp), et en intégrant
sur py :

=)
(ﬁ) drdpdt = f(r,p,t) d'r'dp/dpl/ dQo(Q)dt[v — vi| f(r,p1,1).

ot coll
(6.5)
On déduit de I'égalité (6.5) 'expression du terme de collision sortant :

(f’_f)(r) = f(r,p, t)/dpl/ dQa (v — vi|f(r,p1,t). (6.6)

ot coll

6.2. Terme de collision entrant

Pour calculer le taux de croissance de f(r,p,t) du aux collisions, on
s’intéresse aux collisions inverses du type {p’,p}} — {P,p1}. On considere
done une molécule donnée de quantité de mouvement p’ et un faisceau inci-
dent de molécules de quantité de mouvement p}. Le flux incident est :

f(r,ph,t)dpi v’ — vl (6.7)
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Le nombre de collisions de ce type ayant lieu sur la molécule considérée cntre
les instants ¢ et t + df est :

flr,pl,t)dp' v — v|o’ () ddt, (6.8)

ou ¢’ (Q) désigne o(p’, pi|p. p; ). Le taux (Of/at)gm vérifie donc 1'égalité :

af\
<0—{> drdpdt = /dp’l/ dQ o' () dt|v' — vi|f(r,p', t) drdp’ f(r,p),1),
coll
(6.9)
obtenue en prenant en compte 'ensemble des molécules du type considéré (en
nombre f(r,p’,t)drdp’) et en intégrant sur pj. On en déduit :

aes (H) .
(%) = [ dos@tel - ollfe.p0dp ftr10. (610
coll

Les sections efficaces différenticlles o(£2) et o'(£2), qui se rapportent & des
collisions inverses 'une de 'autre, sont égales. Comme l'on a par ailleurs les

égalités :
v —v1] = [v" — o] (6.11)

et, a angles de diffusion donnés,

dpdp; = dp'dp}, (6.12)
on obtient & partir de la formule (6.10) 'expression suivante de (8f/(()f)§zl)l :
af (+)
< ) /dpl/dﬂa v —vi|f(r, 0. ) f(r.p),1). (6.13)
coll

Dans la formule (6.13), p est fixé, tandis que p’ et p} sont des fonctions de p,
p1 et €L

6.3. Intégrale de collision. Equation de Boltzmann

En rassemblant les résultats (6.6) et (6.13), on obtient Pexpression,
appelée intégrale de collision, du terme de collision de I’équation (6.1) :

(m)(ou /dpl/ dQo()v —wnl(f'fi = £1). (6.14)

Dans la formule (6.14), o(Q) représente la section efficace différentielle pour

la collision {p,p1} — {p',P}} et pour la collision inverse {p’,p|} — {pP.P1}.
On a utilisé les notations simplifiées suivantes :

f - f(T pat)
('I" pl’t)
f ~ frpD (613)

= f(r,pi,t).
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En reportant cette forme du terme de collision dans 'équation (6.1), on
obtient I'équation de Boltzmann (1872) :

0 ,
8—{ +oV, [+ FYVpf = /dpl/dch(Q)\'u —w|(f fi—fh). | (6.16)

L’équation (6.16) est une équation intégro-différentielle non linéaire pour la
fonction de distribution & une particule dans un gaz classique dilué''. Le
probleme de la théorie cinétique des gaz classiques dilués se ramene a celui
de la résolution de cette équation.

1l peut étre utile de réécrire Péquation de Boltzmann sous une forme
faisant apparaitre explicitement les lois de conservation de la quantité de mou-
vement et de 'énergie cinétique au cours de chaque collision :

9 1 )
of +o.Vef + F.Vpf =3 /dpldp’dp’l W(p', pilp.p1)s(p+p1 — P —p1)

ot
x8(e+er —¢ —eN)(ffl — Ff1)-
(6.17)

Dans Péquation (6.17), la quantité W (p', p||p,p1) = 40(Q)/m? est propor-
tionnelle a la probabilité par unité de temps pour que deux molécules de
quantités de mouvement p et p; acquierent apres leur collision les quantités
de mouvement p’ et pi (le facteur 1/2 tient compte de I'indiscernabilité des
molécules de quantités de mouvement p’ et pf).

6.4. Généralisation & un mélange

L’équation de Boltzmann peut étre généralisée a un gaz constitué d’un
mélange de molécules a et b de masses différentes effectuant des collisions
binaires. Il convient pour cela d’introduire deux fonctions de distribution & une
particule, fo{(r,p,t) et fi(r,p, ), associées respectivement aux molécules de
type a et de type b, ainsi que les sections efficaces différentielles o,,(€2), op,(Q2)
et g44(£2), correspondant aux collisions aa, bb et ab (ou ba). Des arguments
similaires & ceux développés précédemment conduisent & des équations de
Boltzmann pour chacune des fonctions de distribution f, et f;. Ces équations
s’écrivent, en utilisant des notations simplifiées du type de celles de la formule
(6.15),

Ofa

—a—t— + v.Vrfa + F.foa = /dpl dQ2 (Taa(Q)h) - vlf(f(;jo/rl - faftll)

T / ip: / 02 0a (Do — 01| (FLfy — fulur).
(6.18)

1 Te caractére quadratique de lintégrale de collision traduit le fait qu’elle prend en
compte les collisions binaires.
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et :
8f b
ot

+v.Vofo + F.NVpfy = /dpl/dQUbb(Q)lU —o[(fifor — fofnr)

+ / dp: / 42 0a (Vo — v (Jofl — fofur).
(6.19)

Dans le cas particulier ou les molécules b sont beaucoup plus lourdes que
les molécules a (my > my) et ol les collisions des molécules a entre elles peu-
vent étre négligées, le systeme se réduit a un gaz de particules sans interactions
effectuant des collisions avec des centres diffuseurs considérés comme fixes. Un
tel systéme est connu sous le nom de gaz de Lorentz'?.

7. Irréversibilité

’équation de Boltzmann n’est pas invariante par renversement du temps.
Si Von change t en —t dans I’équation (6.16), il faut changer simultanément
le signe des vitesses. Le premier membre change alors de signe, tandis que
I'intégrale de collision au second membre 1’est pas modifiée. On constate donc
que f(r,—p, —t) ne vérifie pas la méme équation que f(r,p,t). Autrement dit,
la dynamique décrite par I’équation de Boltzmann est irréversible : I'équation
de Boltzmann appartient a la classe des équations cinétiques.

L’hypothese déterminante a cet égard dans ’établissement de 1'équation
de Boltzmann est celle du chaos moléculaire. Cette hypothese, qui consiste a
négliger toute corrélation entre les vitesses de deux molécules devant entrer
en collision, signifie qu’aucune molécule effectuant une collision ne transporte
d’information sur les rencontres qu’elle a faites auparavant. La mémoire des
corrélations dynamiques dues aux collisions précédentes est donc perdue avant
qu’'une nouvelle collision ne se produise. Ceci suppose en particulier qu’il existe
deux échelles de temps bien séparées, la durée d’une collision et I'intervalle de
temps moyen séparant deux collisions successives d’'une méme molécule. Cette
séparation d’échelles de temps se traduit par U'inégalité :

T0 < 7. (71)

‘hypothese du chaos moléculaire introduit une distinctior e I’événement
L’hypothese du chao léculaire introduit une distinction entre 1

« avant une collision » et '"événement « aprés une collision ». C’est cette dis-

tinction qui est & la source de lirréversibilité dans 'équation de Boltzmann'3,

12 L’équation d’évolution de la fonction de distribution & une particule du gaz de Lorentz
est établie dans le complément 5.A via un calcul direct. Il est aussi possible de I'obtenir par
passage a la limite & partir de I’équation de Boltzmann (6.18) pour f, : le terme de collision
en 044 doit étre négligé et le terme en o, évalué en y posant fi(r,p,t)drdp = n;dr, n;
étant la densité spatiale des centres diffuseurs fixes.

13 Certaines des questions liées & la compréhension de la fagon dont irréversibilité est
prise en compte dans 'équation de Boltzmann ont fait Pobjet de vives controverses au
XIX¢® siecle. Les objections aux idées de Boltzmann ont été formulées sous la forme de deux
paradoxes, qui sont exposés et discutés dans le complément 5.B.



126 Chapitre 5 : Equation de Boltzmann

Il convient de souligner la différence fondamentale entre I'équation de
Boltzmann pour les gaz classiques dilués et ’équation de Vlasov pour les plas-
mas. L’équation de Vlasov est applicable a une phase transitoire de ’évolution
du systeéme : elle est réversible et n’appartient donc pas a la classe des équations
cinétiques (elle est d’ailleurs dite quelquefois « sans collisions »). L’équation
de Boltzmann, quant a elle, décrit une évolution statistique dans laquelle les
collisions sont prises en compte : elle est irréversible. L’information sur la
dynamique & deux particules intervient dans 1’équation de Boltzmann via une
quantité de nature statistique, la section efficace de collision.

8. Théoreme H

8.1. La fonctionnelle H de Boltzmann

Le théoréme H de Boltzmann concerne 1'évolution de I’entropie d’un gaz
classique dilué hors d’équilibre, telle qu'on peut la déduire de 'équation de
Boltzmann. La fonctionnelle H(t) a été définie par Boltzmann comme :

H(t) = /f(r,p,t) log f(r,p,t) drdp, (8.1)

ol la fonction de distribution & une particule f(r,p,t) satisfait & I'équation de
Boltzmann.

On associe & H(t) une entropie Sg(t), 'entropie de Boltzmann, définje
par :

Sp(t) = k/f('r,p, t) [1 —log B3 f(r, p, t)] drdp. (8.2)

L’entropie de Boltzmann est associée a4 un état du gaz caractérisé par la fonc-
tion de distribution f(r,p,t). Elle est en général différente de l'entropie S
a Iéquilibre thermodynamique et de U'entropie S(t) dans un état d’équilibre
local (sauf si le gaz se trouve a 1'équilibre thermodynamique ou dans un état
d’équilibre local).

L’entropie de Boltzmann et la fonctionnelle H (¢) sont égales & une constan-
te additive pres :

S5(t) = —kH(t) + Cste. (8.3)

Le théoréme H de Boltzmann, selon lequel H(t) décroit avec ¢ (et donc
Sp(t) croit avec t) dans un systéme isolé, met en lumiere le caractere irréversible
de I’évolution décrite par I’équation de Boltzmann.
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8.2. Démonstration du théoréme H

Pour démontrer le théoréme H, on s'intéresse & la densité locale n(r, t) de
la quantité H(t), définie par :

n(r,t) :/f(np,t) log f(r,p,t) dp. (8.4)
On e o [0
5= Gosn i (8.5)
soit encore : i
% = g—{(l + log f) dp. (8.6)

Pour évaluer Pexpression (8.6) de 9r/9t, on multiplie I'équation de Boltzmann
(6.16) par (1+1og f), et I'on intégre sur p. La dérivée dn/0t se présente comme
la somme de trois contributions, dues respectivement au terme de dérive, au
terme d’entrainement et au terme de collision.

La contribution du terme de dérive est donnée par :

— /(1 + logf)v.VTf dp = —V,. / %f log f dp. (8.7)
La contribution (8.7) s’exprime donc comme —V,..Jy, ou :
Turt) = [ r1oet P ap, (8:8)

est le flux de la quantité H(t).

Lorsque la force extérieure ne dépend pas de la vitesse, on peut ¢erire la
contribution du terme d’entrainement comme :

_/(1+logf)F.fodp:fF. /.Vp(flogf) dp. (8.9)

La fonction de distribution s’annule lorsque la quantité de mouvement devient
infinie : la contribution (8.9) est donc nulle!.

On a par conséquent'® :

Or
a—t]—FV.JH =0y, (810)

ou :

OH = /(1 +logf) (f/ff —ffl)U(Q)l’v — vy} dpdp,dQ (8.11)

est la contribution du terme de collision. A Péquation de bilan local (8.10) est
associée 'équation de bilan global :

dH(t)

‘+/(VJH)dT:/ (J'HdT'. (812)
dt v v

1 . ~ , N . " =
4 Ce résultat peut étre étendu au cas ou existe un champ magnétique extérieur.

15 Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, V, est désigné simplement par V.
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Pour étudier oy, on remarque tout d’abord que ’on ne change rien a cette
quantité en permutant les quantités de mouvement p et p; (et donc aussi les
vitesses v et v1). On peut ainsi écrire :

oH = /(1 +log 1) (f'fi — ffi)o(Q)]v — vi| dpdp.dQ. (8.13)

On peut prendre pour oy la demi-somme des expressions (8.11) et (8.13) :

ou =y [ [2+ 102U (£ = FR)o@)0 — ol dpipa0. (.14

On effectue ensuite le changement de variables — (p', p}), ce qui revient
y M1 s M1/

& considérer la collision {p’,pi} — {p,p1}, inverse de la collision {p,p1} —

{p',p|}. Les sections efficaces pour une collision et pour la collision inverse

sont les mémes. Par ailleurs, on a les égalités :

v —wv| = v — v (8.15)
et, a angles de diffusion donnés :
dpdp, = dp'dp). (8.16)

11 vient donc :
o= %/{2 * log(f/f{)} (Ffr = F 1)o@ —vi|dpdprdQ.  (8.17)

En prenant la demi-somme des expressions (8.14) et (8.17) de oy, on
obtient finalement :

1 .

Oy = Z /10g <;/f;/> (f/f{ — ff1>O'(S2))’U — ’l)ly dpdpldﬂ (818)
J1,

La quantité log(f f1/f' f1)(/' fi — f /1) ne pouvant étre que négative ou nulle,

il en est de méme de og.

On revient alors a ’équation de bilan global (8.12). Pour un gaz contenu
dans une boite, 'intégrale sur le volume de celle-ci de V.Jy s’annule, et
dH(t)/dt se réduit & [, op dr. De la résulte le théoreme H, établi en 1872
par L. Boltzmann :

dH(t)

< 0. 8.19
dt  — ( )

Compte tenu de la formule (8.3), ce résultat s’écrit aussi :

dSp(t
dt

~

> 0. (8.20)

L’entropie de Boltzmann ne peut pas décroitre au cours du temps. Elle ne peut
que croitre ou rester stationnaire.
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8.3. Discussion

L’origine physique de la croissance de U'entropie de Boltzmann réside donc
dans les collisions entre les molécules du gaz. La croissance de Sg(t) provient
de la maniére dont les collisions sont prises en compte dans ’équation de
Boltzmann via I’hypothese du chaos moléculaire.

Le role des collisions comme source d’entropie a pour origine le chaos molé-
culaire, qui détruit constamment de l'information. Aprés un choc, les positions
et les vitesses des deux molécules qui y ont pris part sont en réalité corrélées'®.
Cependant, chacune de ces molécules va ensuite effectuer des collisions avec
d’autres. Apres quelques chocs, les corrélations entre les molécules considérées

vont disparaitre. Ceci introduit une irréversibilité dans le temps.

9. Distributions d'équilibre

La définition de Sg(t) permet de montrer que c’est une quantité bornée.
Par ailleurs, on a dSg(t)/dt > 0. L’entropie de Boltzmann doit donc tendre
vers une limite lorsque t — oc. Dans cette limite, on a :

dSp (f)
dt

= 0. (9.1)

L’équation (9.1} admet plusieurs types de solutions, la distribution d’équilibre
macroscopique global d’une part, et des distributions d’équilibre local d’autre
part.

e Distribution d’équilibre global

La distribution d’équilibre global fy est la solution indépendante du temps
de I’équation de Boltzmann (8 fy/0t = 0). L'¢équilibre macroscopique global
est ’équilibre thermodynamique. Le gaz a I’équilibre possede des valeurs bien
définies de la densité n de molécules, de leur vitesse moycnne u et de la
température T

e Distributions d’équilibre local

L’équation (9.1} admet également des solutions qui ne sont pas solutions
de l'équation de Boltzmann. Ces distributions, notées f©(r,p,t), sont des
distributions d’équilibre local. Elles correspondent a des valeurs bien définies

de la densité locale n(r,t) de molécules, de leur vitesse moyenne locale u(r,t)
et de la tempdrature locale T(r, t).

Les échelles de temps nécessaires a 'établissement de ces deux types
d’équilibre ne sont pas les mémes. Les collisions commencent par uniformiser
localement la densité, la vitesse moyenne et la température, mais des in-
homogénéités subsistent a plus grande échelle. En I'absence de contraintes

16 gy effet, si leurs vitesses sont renversées, les deux molécules doivent effectuer une
collision.
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extérieures, ces inhomogénéités disparaissent par la suite. C'est le terme de
collision seul qui controle la relaxation rapide vers un équilibre local, tandis
que c'est Peffet combiné du terme de collision, d’une part, et des termes de
dérive et d’entralnement, d’autre part, qui contréle la relaxation lente vers
I’équilibre global.

10. Equilibre global

10.1. Détermination de la distribution d’équilibre global

Tout d’abord, nous allons considérer le cas o1 il n'y a pas de force extérieure
(F = 0) et ou le systéme est spatialement homogene. La fonction de distribu-
tion, qui ne dépend pas alors de r, peut étre désignée simplement par f(p,1t).

Selon le théoreme H, on a, pour une condition initiale arbitraire :
Jim f(p,t) = fo(p). (10.1)

Dans la limite t — oo, on a dH/dt = 0. 1l est clair, d’apres I’expression (8.18)
de oy dans laquelle Vintégrand a un signe constant, que cet intégrand doit
lui-méme étre nul dans cette limite. La distribution fp doit donc vérifier la
condition :

fo(p)fo(p1) = fo(D') fo(p))- (10.2)

La condition (10.2) s’écrit aussi :

log fo(p) + log fo(p1) = log fo(p') + log fo(p}). (10.3)

L’équation (10.3) est une loi de conservation relative & la collision {p,p1} —
{p’,p1} Elle admet des solutions de la forme :

log fo(p) = x(p), (10.4)

ot x(p) est un invariant collisionnel’”. L’équation (10.3) étant linéaire, sa
solution la plus générale s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des
invariants collisionnels indépendants (la masse, les trois composantes de la
quantité de mouvement et 1'énergie cinétique), ce que I'on peut formuler de la
facon suivante :

log fo(p) = —Alp — mu|? +log C. (10.5)

La distribution d’équilibre global est donc de la forme :

fo(p) = Ce=Alp—mul®, (10.6)

17 Un invariant collisionnel est une quantité conservée lors de la collision :

x(p) + x(p1) = x(p") + x(ph).
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Les parametres C' et A ainsi que les trois composantes de uw doivent étre
déterminés en fonction des propriétés du systeme a ’équilibre.

10.2. Parameétres de la distribution d’équilibre

On les obtient a partir du calcul du nombre total de molécules du gaz, ainsi
que de la quantité de mouvement moyenne et de I'énergie cinétique moyenne
d'une molécule dans le gaz a I’équilibre décrit par la fonction de distribution
(10.6).

e Nombre total de molécules
On a:
NV [ foiw)dp. (107

La densité de molécules est donc n = C (7r/A)3/ 2,

e Quantité de mouvement moyenne d’une molécule

De la formule :

(p) Z%/fo(p)pdn (10.8)

on déduit {p) = mu. Pour un gaz n’effectuant pas de mouvement global de
translation, on a donc u = 0.

e Energie cinétique moyenne

L’énergie cinétique moyenne d’une molécule est!® :
1 p?
= — — dp. 10.9
=1 [nmL i (109)

On obtient, pour u = 0, (¢) = 3(4Am)'1.

Compte tenu des expressions de A et de C' en termes de n et de (¢), la
distribution d’équilibre (10.6) s’écrit :

3/2 3 )

= : - . 10.10
fo(p) = n( (=g ”) (10.10)
L’équilibre global décrit ici n’est autre que 1'équilibre thermodynamique.
L’énergie cinétique moyenne d’une molécule est donc égale a sa valeur d’équi-
partition 3k7'/2. On a par conséquent :

4 <36> m )

2

2mkT

fo(p) = n(2rmkT) %/ exp(— ) (10.11)

18 Dans la formule (10.9), on a posé p = |p|.
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La distribution fo(p), appelée distribution de Maxwell-Boltzmann, non seule-
ment annule l'intégrale de collision (6.14), mais est de plus solution de I’équation
de Boltzmann (formules (6.16) ou (6.17)). Exprimée en fonction de la vitesse,
elle s’identifie a la fonction de distribution des vitesses de Maxwell :

2

Fo(v) = n(QgT)S/QeXp(—%). (10.12)

10.3. Equilibre en présence d’une force extérieure

En présence d’'une force extérieure F'(r) dérivant d’un potentiel scalaire
(1), la distribution d’équilibre global dépend en outre de r. Elle s’écrit :

exp|—o(r)/kT]
[ exp[—¢(r)/kT|
ol fo(p) est donnée par la formule (10.11) (a la condition que le gaz n’effectue
pas de mouvement global de translation). La distribution (10.13) annule
effectivement l'intégrand dans Pexpression (8.18) de oy : en effet, log fo(r, p)
est un invariant collisionnel, puisque log fo(p) Test et que les collisions sont
considérées comme locales. Cette distribution annule aussi le premicr membre
de I'équation de Boltzmann (formules (6.16) ou (6.17)). C'est donc bien la
distribution d’équilibre global.

fO(rap) =V dr fO(p)v (1013)

10.4. Entropie a I’équilibre thermodynamique

L’entropie a I’équilibre thermodynamique se calcule & I'aide de la formule :
5=k [ fo(p) |1 ~10gh fo(w)] dvdp. (10.14)

déduite de la formule générale (8.2) pour Sg(t). A partir de Pexpression (10.11)
de fo(p), on obtient :

J— " v 5 =4
S = Nk(log 3t 2)- (10.15)

La formule (10.15) n’est autre que la formule de Sackur-Tetrode donnant
Ientropie a I'équilibre d'un gaz parfait classique.

11. Equilibre local

11.1. Les distributions d’équilibre local

L’intégrale de collision de I'équation de Boltzmann s’annule pour la distri-
bution d’équilibre global fy(p). Elle s’annule en outre pour toute distribution
d’équilibre local de la forme :

lp—mu(r, )

O (p 1) — KT (r, 1) "% e
FOr,p,t) = nlr, ) [2emkT(r, £)] " exp 2mkT (r, 1)

(11.1)
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Les distributions de la forme (11.1), appelées distributions de Maxwell-
Boltzmann locales, sont paramétrées par la densité locale n(r,t) de molécules,
leur vitesse moyenne locale u(r,t) et la température locale T'(r,t), fonctions
lentement variables de r et de t.

Une distribution d’équilibre local f(°) n’est pas solution de I’équation de
Boltzmann (formules (6.16) ou (6.17)). On a en effet :

8f(0)>
=0, (11.2
< ot coll )

(% +0.V 4 F~Vp>f<°><r,p7t> £0. (11.3)

mais :

11.2. Entropie d’équilibre local

On associe & toute distribution d’équilibre local f (0)(1*, p, ) une entropie
d’équilibre local S(t), définie par :

S(t) = k/fw)(r,p, t) [1 —log h?’f(m(r,p, t)} drdp. (11.4)

L’entropie S(t) n’est définie qu’en régime d’équilibre local, c'est-a-dire pour des
temps ¢ trés supérieurs au temps de relaxation 7,.. La distribution f(© n’étant
pas solution de I'équation de Boltzmann, il n’existe pas de « théoreme » H
stipulant que S(¢t) doive croitre au cours du temps. Il en est cependant ainsi
pour les temps ¢ > 7., puisque la production d’entropie au sein du gaz en
équilibre local est nécessairement positive ou nulle.

On peut montrer que 'entropie de Boltzmann, 'entropie d’équilibre local
et Uentropie d’équilibre thermodynamique vérifient les inégalités :

Sp(t) < 5(t) < 8, (11.5)

qui traduisent le fait que les descriptions du gaz en termes de la fonction
de distribution & une particule (description de Boltzmann, entropie Sg(t)), en
termes des variables hydrodynamiques!® (description d’équilibre local, entropic
S(t)) et en termes des variables thermodynamiques (description d’équilibre
global, entropie S) sont de moins en moins détaillées.

19 Ce sont la densité locale n(r,t), la vitesse moyenne locale u(r,t) et la température
locale T'(r,t).
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Complément 5.A

Gaz de Lorentz

1. Gaz en présence de centres diffuseurs fixes

Le modele d’'un gaz en présence de centres diffuseurs fixes a initialement
été introduit par H.A. Lorentz en 1905 dans le but de décrire le gaz d’électrons
dans les métaux. Le gaz de Lorentz est un ensemble de particules classiques
sans interactions effectuant des collisions sur des centres diffuseurs considérés
comme extérieurs au systeme des particules. S’il ne peut en fait concerner
le gaz d’électrons dans les métaux a cause du caractere dégénéré de celui-ci,
le modele du gaz de Lorentz s’applique en revanche aux électrons dans les
semi-conducteurs non dégénérés'. Dans ce cas, les centres diffuseurs sont les
impuretés et les défauts avec lesquels les électrons effectuent des collisions.

Dans le modele de Lorentz, les centres diffuseurs ont une masse beau-
coup plus grande que les particules du gaz. Ils peuvent pour cette raison étre
considérés comme fixes. Par ailleurs, leur structure interne n’est pas prise en
compte. Les particules du gaz étant elles aussi supposées sans structure inter-
ne, les collisions des particules du gaz sur les centres diffuseurs peuvent donc
étre considérées comme élastiques.

Enfin, les diffuseurs sont supposés répartis aléatoirement dans ’espace, de
maniére & ce que les processus de collision successifs ne donnent pas lieu & des
effets de cohérence.

2. Echelles de temps

La quantité :
f(r,p,t)drdp (2.1)
représente le nombre moyen de particules du gaz de Lorentz qui, a Vinstant ¢,
ont leur position dans un élément de volume dr centré en r et leur quantité
de mouvement dans un élément de volume dp centré en p.

Le modele du gaz de Lorentz s’applique également aux trous. Les électrons et les trous
constituent en premiere approximation deux gaz indépendants de porteurs de charge. Nous
ne nous intéressons ici qu’a la fonction de distribution des électrons (des considérations
analogues peuvent étre faites pour les trous).
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La discussion des échelles de temps et de longueur caractéristiques est
semblable 4 celle effectuée pour les gaz classiques dilués. Notamment, la durée
70 de chaque collision est supposée beaucoup plus courte que le temps de
collision 7. Comme 1'équation de Boltzmann, I’équation cinétique du gaz de
Lorentz décrit I’¢évolution de la fonction de distribution a une particule sur
un intervalle de temps At intermdédiaire entre la durée 79 d’une collision et le
temps de relaxation 7, ~ 7 vers un équilibre local.

3. Les collisions sur les diffuseurs fixes

Les hypothéses sur les collisions sont les suivantes :

e scules les collisions des particules du gaz de Lorentz sur les centres
diffuseurs fixes sont prises en compte, les interactions entre les particules du
gaz elles-mémes étant négligées,

e les centres diffuseurs et les particules du gaz sont supposés sans structure
interne, ce qui implique élasticité des collisions,

e les effets de bord ne sont pas pris en compte,

e les collisions sont considérées comme locales et instantanées,

e les centres diffuseurs sont supposés répartis au hasard dans l'espace.
Cette derniere hypothese est fondamentale. C'est elle en effet qui conduit a
une équation cinétique irréversible.

La collision sur un centre diffuseur fixe d’une particule de quantité de
mouvement p modifie sa quantité de mouvement, qui devient p’. La section
efficace différenticlle correspondante est désignée par o(p|p’). Les collisions
étant élastiques, le module de la quantité de mouvement est conservé lors du
choc? :

Pl = [Pl (3.1)

4. L'équation cinétique du gaz de Lorentz

On cherche & obtenir ’équation d’évolution de la fonction de distribution
& une particule f(r,p,t) du gaz de Lorentz. La problématique est analogue &
celle d’un gaz classique dilu¢ de molécules effectuant des collisions binaires : en
présence de collisions, la densité f(r,p,t) dans I'espace-p n'est pas conservée.
On écrit son équation d’évolution sous la forme :

of _[(of
i vV f + FVpf = <E>“ (4.1)

2 Plus généralement, toute fonction du module de la quantité de mouvement est conser-
vée lors d’une collision. La masse et ’énergie cinétique sont des invariants collisionnels du
modele de Lorentz. En revanche, la quantité de mouvement elle-méme n’est pas conservée.
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o F désigne une force extérieure éventuellement appliquée. Comme pour
I'équation de Boltzmann, le terme de collision (9f/0t).,, peut étre écrit sous
une forme faisant apparaitre sa structure de bilan :

af i () o\
(E)ml. a (E)mu - (E)nu' (4.2)

La quantité (0f/ 8t)£;12 drdpdt (resp. (Of/ 5t)£1'ﬁ drdpdt) représente le nombre
moyen de particules effectuant une collision entre les instants ¢ et ¢ 4 di et
se trouvant, avant (resp. apres) la collision, dans 1’élément de volume drdp

autour du point (r,p) de l'espace-p.

On cherche une expression explicite du terme de collision (4.2), compte
tenu des hypotheses faites sur les collisions, et notamment du fait que les
centres diffuseurs sont répartis au hasard dans Uespace. La densité spatiale
des diffuseurs est désignée par n;.

4.1. Terme de collision sortant

On s’intéresse tout d’abord & un centre diffuseur donné situé dans I’élément
de volume spatial dr centré en r. Dans cet élément de volume, il y a des particu-
les de quantité de mouvement p a dp prés formant un faisceau de particules
incidentes sur le diffuseur considéré. Le flux incident est :

f(r.p.t)dplv|. (4.3)

Le nombre de collisions du type {p} — {p’'} ayant lieu sur ce centre diffuseur
entre les instants £ et £ + dt est :

f(r,p,t) dplvlo(plp") d¥dt, (4.4)

o £ repere la direction de p’. On obtient, en ajoutant les contributions des
n;dr centres diffuseurs présents dans ’élément de volume dr, et en intégrant
sur la direction de p’ :

(-}
(E)f) drdpdt = n;dr |v|f(r,p,t) dpdt/dQ' a(plp’). (4.5)
ot coll

On déduit de P'égalité (4.5) 'expression du terme de collision sortant :

<%)H _ ni|v\f(r,p,t)/dQ’U(p|p/). (4.6)

coll
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4.2. Terme de collision entrant

Le terme (Of/ 81‘)53 se calcule de maniere analogue. On s'intéresse, pour

un centre diffuscur donné, aux collisions inverses du type {p’} — {p}, la
quantité de mouvement p étant donnée & dp pres. Le flux incident, sur un
diffuseur donné, de particules de quantité de mouvement p’ est :

f(r,p' t)dp'|[v']. (4.7)

Le nombre de collisions de ce type ayant lieu sur le diffuseur considéré entre
les instants t et ¢ + dt est :

flr,p',t)dp'|v'|o(p'|p) dQdt, (4.8)

ol df? est I'élément d’angle solide autour de p.

On peut écrire :
dp = p* dpdQ, dp’ = p? dp'dQ'. (4.9)
Les collisions étant élastiques, on a les égalités :
pl=1p",  dlpl=dp'. (4.10)
Lexpression (4.8) s’écrit donc aussi :

f(r,p',t) p* dpdSY |v'|o(p'|p) dQdt. (4.11)

Le taux (Of/ dt)g;{ s'obtient en ajoutant les contributions des n;dr centres

diffuseurs présents dans 1’élément de volume dr, et en intégrant sur la direction
dep':

NG
(%%) drdpdt = n; dr |v| dpdt /dQ'o(p’]p)f(r,p’,t). (4.12)
coll .
On en déduit 'expression de (Gf/(‘?t)gﬁ :
Of (+) ! 7 !
a0 ) =l [ e p)fr.p't). (4.13)
coll

4.3. Intégrale de collision. Equation cinétique du gaz de Lorentz

En rassemblant les résultats (4.6) et (4.13), et en tenant compte de 'égalité
des sections efficaces o(p|p’) et o(p'|p), on obtient I'expression de l'intégrale
de collision du gaz de Lorentz :

(%{)CO“ = nilv| / dQ o(plp") [/ (r.p',t) = f(r.p.1)]. (4.14)
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En reportant cette forme du terme de collision dans ’équation d’évolution
(4.1), on obtient ’équation cinétique du gaz de Lorentz :

0
—(% + v-vrf + vaf = ’Ili|’U| /dQ/ 0(p'pl) [f(r,p',t) - f(’l',p, f)} .

(4.15)
L’équation (4.15) est une équation aux dérivées partielles linéaire pour la fonc-
tion de distribution & une particule. Sa linéarité provient de ce que, les cen-
tres diffuseurs étant considérés comme fixes et répartis aléatoirement dans
I'espace, ils n’interviennent dans I’équation d’évolution que via leur densité n;.
L’équation (4.15) n'est pas invariante par renversement du temps. Elle décrit
donc une dynamique irréversible.

L’équation cinétique du gaz de Lorentz est couramment utilisée dans la
description semi-classique du transport électronique dans les solides. Dans
ce contexte, il existe plusieurs mécanismes de collision faisant intervenir les
électrons. L’'intégrale de collision doit étre écrite de maniere a ce que ces
différents mécanismes soient correctement pris en compte?.

3 1l existe un théoréme H pour le gaz de Lorentz.

4 Voir le chapitre 8 et le complément 8.A.
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Complément 5.B

Les paradoxes de l’'irréversibilité

1. Les paradoxes

Le théoréme H a conduit a la fin du x1x° siécle & une situation confuse.
Bien que ’équation de Boltzmann ait été appliquée avec succes a la description
de nombreux phénomenes physiques, les idées de Boltzmann se sont heurtées a
de violentes objections, de la part a la fois de physiciens et de mathématiciens.
Ces objections ont été formulées sour la forme de deux paradoxes, le paradoxe
du renversement du temps (ou paradoxe de Loschmidt) et le paradoxe de la
récurrence (ou paradoxe de Zermelo).

Ces paradoxes sont tous les deux énoncés a partir d’une formulation
insuffisamment précise du théoréme H, selon laquelle la dérivée dH/dt serait
négative ou nulle & tout instant!.

2. Paradoxe du renversement du temps

2.1. L’argumentation de Loschmidt

Le paradoxe du renversement du temps consiste en des arguments
développés tout d’abord par W. Thomson (Lord Kelvin) en 1874, puis présentés
par J. Loschmidt en 1876 comme constituant une objection a I’équation
de Boltzmann.

Ces arguments peuvent étre résumés de la fagon suivante. Les équations
microscopiques du mouvement sont invariantes par renversement du temps. En
mécanique, aucune direction du temps n’est donc privilégiée. Le théoreme H
indique que 'équation de Boltzmann, quant & elle, privilégie une direction du
temps. Or, étant donné & un certain instant un état du gaz avec certaines
vitesses moléculaires, il existe au méme instant un autre état possible du gaz

1 1énoncé correct du théoreme H est en fait le suivant : si, & un instant donné ¢,
Pétat du gaz satisfait & I’hypothése du chaos moléculaire, alors, & I’instant ¢ 4 € (e — 01),
on a dH/dt < 0. La condition nécessaire et suffisante pour que dH/dt soit nul est que
la distribution f(r,p.t) soit une distribution de Maxwell-Boltzmann (d’équilibre local ou
d’équilibre global).
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dans lequel les molécules ont les mémes positions et des vitesses opposées.
L’évolution de ce second état vers le passé est identique a ’évolution du premier
vers le futur. Dong, si la fonction H(t) décroit dans le premier cas, elle doit
nécessairement croitre dans le second, ce qui, selon Loschmidt, contredirait le
théoreme H.

2.2. La réponse de Boltzmann

Boltzmann a répondu a 'objection de Loschmidt en mettant en lumiere le
role des conditions initiales, ainsi que la nature statistique de la fonctionnelle
H(t). Pour certaines conditions initiales tout & fait particulieres?, H(t) peut
en effet croitre au cours du temps. Mais il y a infiniment plus d’états initiaux
& partir desquels H(t) décroit. La fonction H(t) est en réalité une quantité de
nature statistique. Pour un systeme initialement hors d'équilibre, H(¢) décroit
en moyenne au cours du temps vers sa valeur d’équilibre, mais des fluctuations
sont toujours susceptibles de se produire.

Il est possible aujourd’hui de calculer numériquement 'évolution de H(t)
dans un gaz. On observe qu’en effet, pour un gaz initialement hors d’équilibre,
cette fonction décroit en moyenne, mais qu’il existe des fluctuations par rapport
a ce comportement moyen.

3. Paradoxe de la récurrence

3.1. L’argumentation de Zermelo

Le paradoxe de Zermelo est fondé sur un théoreme de mécanique classique
établi par H. Poincaré en 1889, le théoréme de récurrence. Selon ce théoreme,
tout systeme mécanique d’énergie totale fixée contenu dans un volume fini
retourne apres un certain temps arbitrairement prés de son état initial, et ceci
pour presque tous les états initiaux. Le temps nécessaire a ce retour est appelé
temps de récurrence, et le cycle correspondant, cycle de Poincaré.

Le mathématicien E. Zermelo a développé en 1896 une argumentation
selon laquelle le théoréme de récurrence rendrait tout modele mécanique tel
que la théorie cinétique incompatible avec le second principe de la thermo-
dynamique, ce qui devrait donc conduire a rejeter la théorie cinétique. Autre-
ment dit, il pensait voir une contradiction entre le théoreme H de Boltzmann et
le théoréme de récurrence de Poincaré. Cette contradiction peut étre formulée
de la maniere suivante : comment la fonction H(t) pourrait-elle évoluer vers
une valeur d’équilibre et s’y maintenir (théoréeme H) alors que, d’apres la
mécanique classique, le systéme doit retourner vers son état initial (théoréme
de récurrence)?

2 De telles conditions initiales, extrémement peu probables, peuvent par exemple étre
obtenues en renversant toutes les vitesses des molécules dans un état d’équilibre atteint par
une évolution du gaz & partir d’un état hors d’équilibre.
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3.2. La réponse de Boltzmann

Boltzmann a répondu que le théoréme de récurrence ne contredit pas
le théoreme H, mais est au contraire compatible avec lui. Pour les systémes
physiques macroscopiques concernés par le théoreme H, les temps de récurrence
sont en effet démesurément grands. Une estimation approximative montre que
la durée d’un cycle de Poincaré d’un systéme de N particules est de Pordre
de €. Pour un systéme macroscopique, pour lequel N =~ 1023, la durée d’un
cycle de Poincaré est de 'ordre de 1010 (s, ou toute autre unité de temps).
Un tel temps ne possede évidemment aucune signification physique.

Ainsi, le concept méme d’irréversibilité est lié & la longueur du temps de
récurrence. Pour un systeme initialement dans un état caractérisé par un tres
grand temps de récurrence. le processus d’évolution apparait de fait comme
irréversible.
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Chapitre 6

Coefficients de transport

La résolution des équations cinétiques constitue un probléme délicat. Les
principales difficultés techniques proviennent de la forme compliquée de I'inté-
grale de collision. Cela est particuliérement apparent dans le cas de I'équation
de Boltzmann des gaz classiques dilués, dans laquelle I'intégrale de collision
est quadratique par rapport a la fonction de distribution. Méme I'équation
cinétique du gaz de Lorentz, qui posséde une intégrale de collision linéaire, ne
peut généralement pas étre résolue de maniére simple.

Aussi est-on amené a mettre en ceuvre des méthodes de résolution
approchées. L’une des procédures les plus couramment utilisées est fondée sur
approximation du temps de relaxation, qui permet d’avoir a résoudre, au lieu
d’une équation intégro-différentielle (le cas échéant non linéaire), une équation
aux dérivées partielles linéaire. L’approximation du temps de relaxation repose
sur I'idée selon laquelle Peffet principal des collisions est de produire une relaxa-
tion de la distribution vers une distribution d’équilibre local, en un temps de
Pordre du temps de collision. Lorsque les amplitudes des forces extérieures ou
des gradients appliqués ne sont pas trop importantes, la solution de I'équation
cinétique s’écarte relativement peu de la distribution d’équilibre local vers
laquelle les collisions 'entrainent. Il est alors possible de résoudre I'équation
cinétique au premier ordre en perturbations.

Cette méthode de résolution repose donc sur deux linéarisations succes-
sives, 'approximation du temps de relaxation (qui entraine une linéarisation
par rapport 4 la fonction de distribution), et la linéarisation par rapport aux
perturbations. Elle permet d’obtenir une expression analytique explicite de la
solution de I'équation cinétique. En utilisant cette solution, on peut justifier
d’un point de vue microscopique les lois phénoménologiques linéaires du trans-
port et calculer les coeflicients de transport qui y figurent. Dans ce chapitre,
on applique cette procédure a la détermination de la conductivité électrique
et du coeflicient de diffusion d’un gaz de Lorentz.
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1. Approximation du temps de relaxation

L’équation de Boltzmann et 1'équation cinétique du gaz de Lorentz pour
la fonction de distribution & une particule f(r,p,t) sont 'une comme I’autre

de la forme :
of of

at o o Ot/ con (-0
ol le terme (9f/0t)con représente leffet des collisions sur 1'évolution de la
fonction de distribution!. Au vu des résultats qu'elles permettent d’obtenir,
les équations cinétiques de la forme (1.1) sont appelées aussi équations de
transport.

L’intégrale de collision de I’équation de Boltzmann est quadratique par
rapport a la fonction de distribution (ce qui traduit Iexistence de collisions
binaires au sein du gaz) :

(%) = [aw[ao o(ﬂ)ivml[f<r,p',t>f<r,pa,t>—f<r,p,t>f<r,p1(,1t>j>.

Dans le cas du gaz de Lorentz, I'intégrale de collision est linéaire par rapport
3 la fonction de distribution (ce qui correspond au fait que les diffuseurs sont
fixes et extérieurs au systéme des particules) :

(%{Ln = nilol [ ool [ 2 = Srp0) (1)

Parmi les méthodes de résolution approchées des équations de la forme
(1.1), 'une des plus simples et des plus couramment utilisées fait appel a
Vapproximation du temps de relaxation. Cette approximation est fondée sur
I'idée physique selon laquelle Ieffet principal des collisions décrites par le terme
(Of/0t) o est de faire relaxer la fonction de distribution vers une distribution
d’équilibre local f(©)(r p,t) appropriée & la physique du probleéme.

1.1. Les distributions d’équilibre local

La forme des distributions d’équilibre local dépend des invariants colli-
sionnels.

e (Gaz classique avec des collisions binaires

Dans le cas d’un tel gaz, les invariants collisionnels indépendants sont la
masse, la quantité de mouvement et 'énergie cinétique.

L Une autre équation d’évolution de la fonction de distribution & une particule, ne
possédant pas de terme de collision et appropriée au cas des plasmas, I’équation de Vlasov,
sera étudiée dans le complément 6.A.
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Les distributions d’équilibre local, qui annulent Uintégrale de collision,
sont donc des distributions de Maxwell-Boltzmann caractérisées par la densité
locale n(r,t), la vitesse moyenne locale u(r,t) et la température locale T'(r,t),
fonctions lentement variables de r et de ¢ :

lp —mau(r, t)[’

© _ 9 e
fO(r,p.t) = n(r, ) 2emkT(r, )] ™" exp| = oty

(1.4)

Dans la formule (1.4), m désigne la masse de 'une des molécules du gaz.

o Gaz de Lorentz

Dans le cas du gaz de Lorentz, la quantité de mouvement n’est pas un
invariant collisionnel (seul son module l'est).

L’intégrale de collision s’annule pour des distributions de Maxwell-
Boltzmann locales sans parametre de vitesse moyenne? (u = 0) :

fO®r p,t) = n(r,t) [27rmlfT(r, t)] 3/ exp [_ém%(r,f_)} . (1.5)

1.2. L’équation de transport dans ’approximation du temps de
relaxation

1l convient, dans chaque situation physique spécifique, de commencer par
déterminer les parametres de la distribution d’équilibre local pertinente. Cette
distribution f(® particuliere une fois définie, on écrit le terme de collision
de I’équation (1.1) sous la forme approchée® —(f — FOY/7(v), ot 7(v) est
un temps de relaxation microscopique vers 'équilibre local. L’équation (1.1)
prend alors la forme d’une équation aux dérivées partielles linéaire :

0
OF N f 4 FVpf = -

o
s f— 17, (1.6)

7(v)

L’équation de transport (1.6) est désignée sous le nom générique d’équation
de Boltzmann dans 'approximation du temps de relaxation. Elle peut étre

2 L’intégrale de collision du modeéle de Lorentz s’annule méme, plus généralement, pour
toute distribution locale fonction du module de la quantité de mouvement. La thermalisation
du gaz exige en effet un échange d’énergie des particules avec les diffuseurs, ce que le modele
de Lorentz ne prend pas en compte.

3 Toutefois, les intégrales de collision (1.2) et (1.3) s’annulent pour toute distribution
d’équilibre local (par définition méme d’une distribution d’équilibre local), tandis que la
forme approchée —(f — f(9))/7(v) du terme de collision ne s’annule que pour la distribution
d’équilibre locale particuliere f(o) considérée.
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appliquée & un gaz de molécules effectuant des collisions binaires*, ou & un gaz
de particules effectuant des collisions sur des centres diffuseurs fixes (gaz de
Lorentz).

La suite de ce chapitre est consacrée a la détermination de coefficients de
transport & partir de équation (1.6). D'autres applications de cette équation
seront mises en ceuvre & propos de la théorie semi-classique du transport
électronique dans les solides® (dans ce contexte, la dépendance en vecteur
d’onde ou en énergie du temps de relaxation est liée au détail des mécanismes
des collisions électroniques®).

2. Linéarisation par rapport aux perturbations extérieures

La distribution d’équilibre local () intervenant au second membre de
I'équation (1.6) n'est pas elle-méme solution de cette équation, car elle n’en
annule pas le premier membre. Toutefois, si les amplitudes des forces extérieures
ou des gradients appliqués ne sont pas trop grandes, f reste proche de f(© &
tout instant. Les écarts & 1'équilibre local restant petits, on recherche f sous
la forme :

foe fO 4 @ O« O, (2.1)

Le terme de collision au second membre de I'équation (1.6) s’écrit alors simple-
ment — f(V) /7(v). Quant au premier membre, on le calcule de maniére appro-
chée en tenant compte de I'hypothése f(U) < f(© et en ne conservant que les
termes d’ordre le plus bas par rapport aux perturbations qui font s’écarter le
systéme de 1’équilibre local décrit par f(9). On résout ainsi I’équation (1.6) au

premier ordre en perturbations’.

Dans ce chapitre, nous illustrerons cette procédure générale en appli-
quant & un gaz de Lorentz soumis a un gradient de température et a un gra-
dient de potentiel chimique. On obtient ainsi des expressions microscopiques
des coefficients cinétiques et des coefficients de transport mis en jeu. Chacun
des coefficients de transport peut aussi étre calculé plus directement a partir
de la solution de 'équation de Boltzmann en présence seulement de la force
extérieure ou du gradient appliqué approprié. A titre d’exemple, nous mon-
trerons comment 'on retrouve de cette maniére la conductivité électrique et
le coeflicient de diffusion.

4 Voir le chapitre 7.

5 La théorie semi-classique du transport électronique, dite théorie de Bloch-Boltzmann,
sera exposée au chapitre 8.

8 voir le complément 8.A.

7 La linéarisation par rapport aux perturbations (appelée quelquefois seconde linéarisa-
tion de I’équation de Boltzmann) ne doit pas étre confondue avec la linéarisation par rapport
A f résultant de I'approximation du temps de relaxation (premiére linéarisation).
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3. Coefficients cinétiques

On considere un gaz de Lorentz soumis a un gradient de température et
a un gradient de potentiel chimique. Il n’y a pas de force extérieure appliquée.
La température locale et le potentiel chimique local, indépendants du temps,
sont notés respectivement T(r) et p(r). Le potentiel chimique local est une
fonction de la densité locale n(r) et de la température locale :

exp [M} = B3n(r)[2nmkT(r)]

~3/2
kT (r) ’

(3.1)

3.1. Equation de Boltzmann

Dans ce contexte, la distribution d’équilibre local pertinente est la distri-
bution de Maxwell-Boltzmann caractérisée par n(r) et T(r) :

O p) = n(r) [2memkT(r)] —3/2 exp {— kTg(r)] ; e=2. (3.2

On peut aussi 1’écrire sous forme grand canonique :

FOr,p) = h 3 exp [—%] (3.3)

Comme il n’y a pas de force extérieure appliquée, ’équation de Boltzmann
(1.6) s'écrit :
of £ O

= +v.V,f=—

ot () (34)

3.2. Fonction de distribution au premier ordre

Lorsque les gradients appliqués sont faibles, on s’attend a ce que la solu-
tion f de Péquation (3.4) differe peu de f(®). On écrit donc f sous la forme
(2.1) et 'on recherche f() au moyen d'un développement au premier ordre de
I'équation (3.4). A Dordre le plus bas, on obtient I'équation :

ar®
gt =0, (3.5)

qui est effectivement vérifiée par la distribution f(9 choisie (formules (3.2) ou
(3.3)), puisque T'(r) et u(r) sont indépendants du temps. A P'ordre suivant,
on obtient une équation aux dérivées partielles linéaire pour (1),

f(l)

(1)
a](;t +o.V fO = ) (3.6)
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dont la solution stationnaire est :

fO = —7(v)u.V, fO. (3.7)

3.3. Flux de particules et flux d’énergie

Le flux de particules et le flux d’énergie s'obtiennent a partir de f via les
intégrales :

JE:/f'vedp.

La distribution f(® ne contribue pas aux flux (les intégrales correspondantes
sont nulles par symétrie). Pour déterminer la contribution de f (1) dont I'expres-
sion fait intervenir le produit scalaire v.V,. f(© (formule (3.7)), on utilise la
relation® (déduite de expression (3.3) de f() :

Vrf(o) — _%f(o) [V(k%) —I—EV(%):I (39)

On obtient ainsi les formules :

I = g [t s [V-h) v )] ao -
Je = g [ rtenie 0| V-8 + v )| dp

qui expriment la réponse linéaire du flux de particules et du flux d’énergie aux
affinités V{—u/T) et V(1/T).

3.4. Coefficients cinétiques

Les relations de réponse linéaire (3.10) sont de la forme générale :
In = Ion V(=) 4 LysV(L)
N = LnN T NEV{F

y 1 (3.11)
Jg = LE‘NV(*?) —+ LEEV(f)

8 Aucune ambiguité n’existant en ce qui les concerne, les gradients spatiaux des quantités
1/T et —p/T sont désignés simplement par V(1/T) et V(—p/T) (et non par V,(1/T) et
Vo (=p/T)).
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Les coefficients cinétiques intervenant dans les formules (3.11) ont pour expres-

sions” : .
Lyy = 3% /T(U)UQJC(O) dp
1 )
Ly = Lyg = 3% /T(U)UQGf(O) dp (3.12)
1
Lgg = 7 r(v)o?e? fO) dp.

La relation de symétrie d’Onsager Lgy = Ly g est de facto vérifiée.

Pour effectuer le calcul des intégrales intervenant dans les formules (3.12),
il est nécessaire de connaitre la loi 7(v). Nous supposons pour simplifier que
le temps de relaxation est indépendant de la vitesse : 7(v) = 7. En écrivant
F© sous sa forme (3.2), on montre que les coefficients cinétiques s’expriment
alors & I'aide d’intégrales gaussiennes'’. Tous calculs faits, on obtient pour les
coefficients cinétiques les expressions microscopiques suivantes :

nr’l
I = m
Snr
Len = Lng = 57;102 (3.13)
35nT .
Lgg = z;k?T%

3.5. Coefficients de transport

On peut déduire des formules (3.13) les expressions microscopiques des
coefficients de transport intervenant dans les lois linéaires phénoménologiques.

o Conductivité électrique

De la relation : )
q

= L 3.14

o= FLnn, (3.14)

9 ftant donnée l'isotropie du milieu, les coefficients cinétiques sont des scalaires.

10 Lorsque le temps de relaxation est indépendant de la vitesse, les expressions de 2LNN7
Lgn = Lyg et Lgg font intervenir respectivement les intégrales I, = fooo dyvme v /2kT
avec n = 4, n = 6 et n = 8. Pour les calculer, on effectue le changement de variable

v = z(2kT/m)*/? et I'on utilise la formule :

o0

Ik
/ e'ZQIQQ'ld;E: ~(—a27 a >0,
Jo 2

ou I' désigne la fonction gamma d’Euler. Il vient :
5/2 7/2

Iy = %3#1/2(%) ) Is = 1'—234?771/2(%%) ) Iy = %ﬂrlm(%)

9/2
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on déduit la conductivité électrique d’un gaz de Lorentz de particules de
charge q :

2
o="97 (3.15)
m
e Coefficient de diffusion
De méme, la relation :
1 9du
D==—| L 3.16
T on\, NN ( )
fournit U'expression du coefficient de diffusion du gaz de Loventz :
kT
D=L (3.17)
m

e Conductivité thermique

Le nombre de particules du gaz est conservé. La formule reliant la conducti-
vité thermique aux coefficients cinétiques est donc :

o — l_LEELNN - LNELEN.
T2 LNN

(3.18)

A partir des formules (3.13), on obtient Vexpression de la conductivité ther-
mique du gaz de Lorentz :
5 nk?Tr

K
2 m

(3.19)

Nous allons maintenant revenir sur la conductivité électrique et le coeffi-
cient de diffusion, que nous calculerons en recherchant directement la solution
de Péquation de Boltzmann (1.6) en présence, soit d’un champ électrique, soit
d’un gradient de densité.

4. Conductivité électrique

On consideére un gaz de particules de masse m et de charge g en présence
d’'un champ électrique appliqué E uniforme dans ’espace et constant dans
le temps. Le milieu est supposé macroscopiquement neutre (la. densité n des
particules est donc uniforme), et & température 7" uniforme.

Les particules considérées sont classiques. Il peut s’agir par exemple
d’électrons dans un semi-conducteur non dégénéré. Les électrons sont diffusés
principalement via leurs collisions sur des impuretés ou d’autres types de
défauts. Les diffuseurs fixes sont extérieurs au systéme des particules. Celui-ci
peut donc étre traité comme un gaz de Lorentz (dans la mesure ol les collisions
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des particules entre elles peuvent étre négligées par rapport a leurs collisions
sur les centres diffuseurs).

4.1. Modele de Drude

Lorsque le temps de relaxation ne dépend pas de la vitesse, il n’est pas
réellement nécessaire de recourir a 1’équation de Boltzmann pour calculer la
conductivité électrique. Il suffit en effet d’écrire I'équation d’évolution de la
vitesse moyenne des particules chargées en présence du champ électrique, en
prenant en compte la relaxation sous la forme d™un terme de type « frottement
fluide », proportionnel a la vitesse moyenne :

m% + m<UT> =qFE. (4.1)

On en déduit la vitesse moyenne en régime stationnaire :

(v) = %TZ . (4.2)

Ce modele, proposé par P. Drude en 1900, a fourni historiquement la base
de la premiere théorie du transport électronique dans les métaux!!. La mobilité
de dérive pp du modele de Drude est :

qT
m

D (4.3)

On retrouve ainsi tres simplement pour la conductivité o = nqup 'expression
(3.15), appelée formule de Drude-Lorentz :

c="47 (4.4)

4.2. Equation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann (1.6) permet d’envisager des situations plus
complexes que ne le fait le modele de Drude, dans lequel on s’intéresse simple-
ment & I'évolution de la vitesse moyenne. En effet, 'équation de Boltzmann
autorise la prise en compte de la dépendance du temps de relaxation par
rapport a la vitesse. Toutefois, pour simplifier les calculs, nous traiterons ici
I'équation de Boltzmann avec Vhypothese 7(v) = 7.

1 Toutefois, pour décrire convenablement le transport électronique dans les métaux, il
est nécessaire de tenir compte du caractére quantique du gaz d’électrons et de la structure
de bandes du métal (voir le chapitre 8).
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La densité des porteurs et la température étant uniformes, la distribu-
tion d’équilibre local £ pertinente est la distribution de Maxwell-Boltzmann
caractérisée par la densité n et la température T'. Cette distribution n’est autre
que la distribution d’équilibre thermodynamique fo(p) :

2

2mkT

folp) = n(27rml<:T)_3/2 exp(f ) (4.5)

L’équation de Boltzmann (1.6) s’écrit, compte tenu de ’hypothese 7(v) =7 :

_ 0
O Ly, f+qBv,f=—I I Tf .

= (4.6)

4.3. Fonction de distribution au premier ordre

Lorsque le champ électrique appliqué est faible, on écrit la solution f de
I’équation (4.6) sous la forme (2.1). On la recherche au moyen d’un développe-
ment en perturbations. A l'ordre le plus bas, on obtient 'équation :

f©

5+ 0.V, O = 0. (4.7)

L’équation (4.7) est effectivement vérifiée par la distribution (4.5), puisque la
densité et la température sont uniformes et constantes. A 'ordre suivant, on
obtient une équation aux dérivées particlles linéaire pour f(),

ar) (1)
A vV, fD +qEV,fo = ey (4.8)
ot T
dont la solution uniforme et stationnaire est :
f(l) = *QTE~fo0- (49)

4.4. Loi d’Ohm. Calcul de o

A partir de 'expression de la densité de courant,

J = q/f'udp7 (4.10)

on obtient :

J = q/fov dp~q27'/'u(E.Vp)fo dp. (4.11)

Le premier terme de Pexpression (4.11) de J est nul par symétrie (il n’y a pas
de courant a I’équilibre). Quant au second terme, il se calcule a 'aide de la
formule :

foo = -kLT'Ufo. (412)
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On a donc : )
_ QT

T=3%7

v(v.E) fodp. (4.13)

La formule (4.13) s’identifie avec la loi d’Ohm J = g.E. Le tenseur de con-
ductivité g est ici proportionnel & la matrice unité : 0,5 = 0d,g. La conducti-
vité électrique o est donnée par :

2
ngcT ,
= ) . 4
o - (vz), (4.14)

soit, & aide de la relation d’équipartition (v2) = kT/m :

La formule (4.15), obtenue & partir de I'équation de Boltzmann dans le cas ol
le temps de relaxation ne dépend pas de la vitesse, est identique a la formule de
Drude-Lorentz (4.4). Le calcul de la conductivité via 'équation de Boltzmann
présente toutefois I'avantage de pouvoir étre généralisé a d’autres lois 7(v).

5. Coefficient de diffusion

De la méme maniére, on cherche ici & établir directement une expression
microscopique du coefficient de diffusion d’un gaz de Lorentz!?.

On considere un gaz de Lorentz & température T uniforme, dans lequel
on maintient un gradient de densité. On suppose qu’il n’existe pas de force
extérieure appliquée.

5.1. Equation de Boltzmann

La température étant uniforme, la distribution d’équilibre local f(9 perti-
nente est la distribution de Maxwell-Boltzmann caractérisée par la densité
locale n(r) et la température T :

2

2ka) '

fO®r,p) = n(r)(27rka)_3/2 exp(— (5.1)

12 Le calcul qui suit s’applique également au coefficient de diffusion d’un gaz parfait
classique de molécules effectuant des collisions binaires. Il s’agit alors du coefficient de self-
diffusion, c’est-a-dire du coefficient de diffusion de molécules reconnaissables données, que
lon désigne quelquefois sous le nom de particules marquées, au sein d’un gaz constitué de
molécules identiques, sauf par le marquage, a celles que 'on étudie. Les particules marquées
sont proportionnellement en petit nombre. On néglige donc les collisions qu’elles effectuent
entre elles. L’équation de Boltzmann (1.6) concerne dans ce cas la fonction de distribution
des particules marquées.
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L’équation de Boltzmann (1.6) s’écrit, avec ’hypothése 7(v) =7 :

_ f(0)
T )

ot T (5:2)

5.2. Fonction de distribution au premier ordre

Lorsque le gradient de densité est faible, on écrit la solution f de I’équation
(5.2) sous la forme (2.1). On la recherche au moyen d’un développement en
perturbations. A 1'ordre le plus bas, on obtient ’équation :

af
Jé;t =0. (5.3)

L’équation (5.3) est effectivement vérifiée par la distribution (5.1), puisque
la densité locale et la température sont indépendantes du temps. A Pordre
suivant, on obtient une équation aux dérivées partielles linéaire pour f(),

or® (1)
%— -+ U.Vrf(o) = "f—> (54)
T
dont la solution stationnaire est :
fV = —70.V,.fO. (5.5)

La température étant uniforme, f(°) ne dépend de r que via la densité n(r).
On a donc™ :

(0)
U= —ngn—v.Vn. (5.6)

5.3. Loi de Fick. Calcul de D

La densité de courant de particules Jy(r) = n{r){v) s’exprime & l'aide
de f comme :

Inir) = [ frpywdp. (57)

On obtient :

(0)
In(r) = /f(o)(r,p)vdp«T/v(v.Vn) agn dp. (5.8)

Le premier terme de U'expression (5.8) de Jn (7) est nul par symétrie. Le second
terme se calcule & 1'aide de la relation :
af© f©

8n m' (5.9)

13 Aucune confusion n'étant possible, le gradient spatial de densité est désigné simplement
par Vn (et non par Vyn).
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On a donc :

1
In(r) = ) / v(v.Vn)f© dp. (5.10)

L’équation (5.10) s’identifie avec la loi de Fick Jy = —D.Vn. Le tenseur
D est ici proportionnel & la matrice unité : Dog = Dd,p. Le coefficient de
diffusion D est donné par :

D =1(v2), (5.11)
soit :
m

expression qui coincide avec la formule (3.17).

En introduisant dans la formule (5.11) la vitesse quadratique moyenne
des particules v = <v2>1/ 2, on obtient pour le coefficient de diffusion dans un
espace 3 trois dimensions une expression en termes de v et du libre parcours
moyen défini ici comme £ = vT :

D = —ul. (5.13)

La formule (5.13) présente 'intérét de mettre en évidence le role de la dimen-
sionnalité de ’espace. Dans un espace de dimension d, on a ainsi :

1
D= ot (5.14)

5.4. Relation d’Einstein

Les expressions de la mobilité et du coefficient de diffusion (formules (4.3)
et (5.12)) vérifient la relation d’Einstein :

kT
D _ KT (5.15)
KD q

Les formules (4.3) et (5.12) font intervenir une quantité microscopique, le
temps de collision 7, qui a été pris comme estimation du temps de relaxa-
tion vers un équilibre local. Ce parameétre n’intervient pas dans la relation
d’Einstein (qui, de fait, peut étre obtenue dans le cadre macroscopique des
relations entre coefficients cinétiques et coefficients de transport).
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Complément 6.A

Amortissement de Landau

1. Plasma faiblement couplé

On s’intéresse ici & un plasma faiblement couplé, ce qui signifie que I'énergie
potentielle d’interaction de Coulomb entre deux particules est beaucoup plus
petite que leur énergie cinétique. Pour mesurer 'importance des interactions de
Coulomb dans un plasma de densité n en équilibre a la température 7', on intro-
duit le parameétre de plasma pp,, défini comme le rapport entre I’énergie coulom-
bienne d’interaction & une distance égale A la distance moyenne d ~ n~'/3 entre
les particules' et I’énergie thermique :

€2nl/3

Le plasma est considéré comme faiblement couplé lorsque I'on a p, < 1.

Nous nous intéresserons a certaines propriétés liées & la propagation
d’ondes électromagnétiques dans un plasma faiblement couplé, supposé clas-
sique et non relativiste?. Ces propriétés font intervenir des coefficients de trans-
port tels que la conductivité électrique du plasma, que nous déterminerons a
laide d’équations d’évolution appropriées.

2. Les équations de Vlasov pour un plasma sans collisions

On considere un plasma a deux composantes, ces deux composantes étant,
d’une part, des électrons de charge e, et, d’autre part, des ions positifs d’un
seul type, de charge —Ze. Pour décrire ce plasma hors d’équilibre, il faut intro-
duire une fonction de distribution pour chacun des deux types de particules. I
est préférable d'utiliser des fonctions de distribution ayant pour arguments des

L Pour simplifier, on suppose dans cette estimation que toutes les particules du plasma
portent une charge de module |e|.

2 Pour que les effets quantiques puissent étre négligés, il faut que la température du
plasma soit beaucoup plus élevée que la température de Fermi des électrons. Le plasma est
non relativiste lorsque la condition mc? > kT est vérifiée (m est la masse de ’électron).
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grandeurs indépendantes de la jauge. On introduit ainsi les fonctions de distri-
bution des électrons et des ions, notées respectivement f(r,v,t) et F(r,v,t).

2.1. Evolution des fonctions de distribution

En présence d'un champ électrique E et d’'un champ magnétique H, les
fonctions f et F' obéissent a des équations d’évolution de la forme :

af 1 of
8t+vV f+——F NVof = <af)cou

oF

(2.1)
— +v.V.F+ F Vo F = <6F>
coll

ot M ot

Dans les équations (2.1), F. = e(E+vx H/c) et F;, = —Ze(E +v x H/c)
désignent les forces de Lorentz agissant respectivement sur un électron de
masse m et sur un ion de masse M, tandis que les termes (0f/0t)., et
(OF/0t),,,; décrivent Pinfluence des « collisions » entre les particules sur I'évolu-
tion des fonctions de distribution.

Meéme en 'absernce de champs extérieurs appliqués, des champs E et H
figurent effectivement dans les équations (2.1). En effet, Pinteraction coulom-
bienne entre deux particules chargées est une interaction & longue portée,
dont la description uniquement en termes de « collision » entre les particules
concernées est inadéquate. Il n’existe pas dans un plasma, méme faiblement
couplé, d’échelles de longueur bien séparées (comme le sont la portée des forces
intermoléculaires et la distance moyenne entre les molécules dans un gaz parfait
de molécules neutres). L’effet principal des interactions coulombiennes entre
les particules du plasma est de créer un champ électrique moyen agissant
sur chacune d’entre elles. Cet effet collectif est pris en compte dans les ter-
mes d’entrainement au premier membre des équations d’évolution (2.1) : en
I’absence de champs extérieurs appliqués, le champ E qui y figure est le champ
électrique moyen, créé par Uensemble des particules et agissant sur chacune
d’entre elles, et le champ H est le champ magnétique associé®. Les termes
(0f)0t) oy et (OF/0t).,, décrivent des fluctuations par rapport aux effets
collectifs moyens des interactions coulombiennes.

Nous nous intéressons ici & des phénomeénes pour lesquels ces fluctua-
tions ne jouent pas un role déterminant. Ces phénomenes peuvent étre décrits
par un modele de plasma sans collisions, dans lequel les termes (0f/8t)., et

(OF/at) ., sont négligés. Les équations d’évolution des fonctions de distribu-
tion s’écrivent alors :
af 1
af+v‘7¢f+ (E+vaH).va=0
oF Ze 1 (2:2)
E—FvVF M(E+chH)Vv =0.

3 Ces deux champs sont déterminés de fagon self-consistente a partir des fonctions de
distribution elles-mémes (voir le paragraphe 2.3).



Les équations de Vlasov pour un plasma sans collisions 163

Les équations (2.2) sont invariantes par renversement du temps, c’est-a-dire
par le changement ¢t — —¢ (avec H - —H). Elles ne peuvent pas décrire
de processus irréversibles. Ce ne sont donc pas, stricto sensu, des équations
cinétiques.

2.2. Equations de Maxwell

Les équations d’évolution des fonctions de distribution doivent étre complé-
tées par les équations de Maxwell. On peut écrire celles-ci de deux manieres
différentes, selon que 'on considere le plasma comme du vide en présence de
charges et de courants libres, ou comme un milieu diélectrique polarisable.

e Vide en présence de charges et de courants libres

En présence d’une densité de charge p et d’une densité de courant J, les
équations de Maxwell s’écrivent :

V x H = (1/c)(4nd + OE/0t) V.H=0
V.E =4rp Vx E=—(1/c)0H /0t

Dans un champ faible, le courant J et le champ E sont reliés par la loi d’Ohm
J =¢g.E, ou g est le tenseur de conductivité électrique du plasma.
e Milieu diélectrique polarisable

On peut aussi considérer le plasma comme un milieu diélectrique polari-
sable sans charges libres ni courants libres. Les équations de Maxwell s’écrivent
alors :

{ V x H = (1/¢)0D /8t V.H=0 2.4

V.D=0 V x E = —(1/c)oH /ot,

ou D est le déplacement électrique. En champ faible, la relation entre D et E
est linéaire. On écrit :

D =¢cE, (2.5)
oli £ est le tenseur de permittivité diélectrique du plasma.

Pour une onde électromagnétique plane de vecteur d’onde q et de fréquence
angulaire w, pour laquelle :

E(r 1) = Eoel@™=t) H(r t) = Hye'@™ 1), (2.6)

Iéquivalence entre les deux descriptions du plasma se traduit par la relation
suivante? entre les tenseurs £(q,w) et o(q,w) :

lgw) =1 +ialg.) (2.7

4 La formule (2.7) se démontre en comparant les expressions de V X H dans les deux
descriptions (formules (2.3) et (2.4)).
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2.3. Densités de charge et de courant

Les densités moyennes de charge et de courant se calculent & I'aide des
fonctions de distribution, comme :

p=e/(~ZF—|—f)d’u
(2.8)
J= e/(—ZF+f)vdv.

Les équations d’évolution (2.2), complétées par les équations de Maxwell
(formules (2.3) ou (2.4)), et par les équations de définition des densités de
charge et de courant (2.8), constituent un systeme fermé d’équations. Ce
systéme permet en principe de déterminer, & partir des fonctions de distri-
bution initiales, les fonctions de distribution f et F, ainsi que les champs F
et H, & tout instant ¢ > 0. Les champs E et H sont ainsi obtenus de facon
self-consistente. Ces équations, dites équations de Vlasov, ont été introduites
par A.A. Vlasov en 1938.

3. Conductivité et permittivité diélectrique d’un plasma sans
collisions

Pour simplifier, on suppose désormais que la polarisation diélectrique du
plasma ne fait intervenir que les électrons. Les ions sont représentés par un fond
continu positif qui ne joue pas de role dans la dynamique, et dont 'effet est
simplement de maintenir la neutralité électrique globale. Le plasma est alors un
plasma & une composante décrit par la fonction de distribution électronique f.

Les équations (2.2) se réduisent dans ce cas & I'équation d’évolution de f :

of e 1 B
§+v.vrf+E(E+zva).vaf0. (3.1)

Les densités de charge et de courant s’écrivent :

pze/fd'v

(3.2)
J:e/fvdv.

On se propose de calculer la conductivité électrique et la permittivité
diélectrique de ce plasma. On ne cherche pas a résoudre le probleme de la
relaxation d’une fluctuation de la distribution électronique, ce qui impliquerait
également de déterminer les champs F et H de fagon self-consistente. Ceux-ci
sont simplement traités ici comme des champs extérieurs.
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3.1. Linéarisation de I’équation d’évolution

Pour des champs faibles, le systéme s’écarte peu de 1’équilibre. On recher-
che donc la solution de I’équation (3.1) sous la forme :

feforfY W< g, (3.3)

ot fo(v) désigne la distribution d’équilibre, supposée isotrope, et ) une
correction du premier ordre. L'équation satisfaite par f(1) s’écrit :

afm
ot

+ oV, %E.vao = 0. (3.4)

Dans Péquation (3.4) figure uniquement le champ électrique, et non le champ
magnétique (en effet, dans le terme olt apparait explicitement le champ magné-
tique, la fonction de distribution fy ne joue aucun role®).

On suppose que le champ électrique est celui d’une onde plane de fréquence
angulaire w et de vecteur d’onde g (formule (2.6)), et I'on recherche une solu-
tion de I'équation (3.4) qui varie de la méme maniére. Pour des raisons qui
apparaitront plus clairement dans la suite®, il convient d’attribuer & la fréquence
angulaire w une partie imaginaire finie € > 0 et de passer a la limite ¢ — 07 &
la fin des calculs. L’équation satisfaite par f(1) est, dans ce régime :

i(w +de — qu) f) = %E.Vufo. (3.5)
On en déduit :
Fo e = . (3.6)

3.2. Densité de courant. Conductivité électrique

La distribution d’équilibre étant isotrope, la direction de q est a priori la
seule direction privilégiée du systéme. Nous choisirons 'axe Oz parallele a q.

Dans le plasma a I’équilibre, la densité de charge électronique est compen-
sée en chaque point par la densité de charge ionique, et la densité de courant
est nulle. Dans le plasma perturbé par le champ électrique, les densités de
charge et de courant au premier ordre en perturbations sont respectivement
données par les intégrales :

p= e/f(l) dv (3.7)

5 La distribution Jfo dépendant uniquement de |v|, Vy fo est parallele & v. Le terme en
produit mixte (v x H).Vy fo est donc nul.

5 Voir 4 ce sujet le chapitre 12.
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et :
J = e/f(l)vdv. (3.8)
En utilisant I'expression (3.6) de 1), on obtient” :
2 E.
p= —iS fim [ BV, (3.9)
m e—0+ ) w+1€—qu,
et : )
E.
J= i< lim /Mdv. (3.10)
M e—0t Wt 1€ — qU,

La formule (3.10) montre que le tenseur de conductivité est diagonal.
Il possede deux composantes transverses identiques o4, = 0y, = o7 et une
composante longitudinale ¢,, = oy,. Autrement dit, lorsque E est perpendi-
culaire & g (resp. paralléle & q), la relation entre J et E se réduit & J = o7 E
(resp. J = o E). La dépendance par rapport & g et w des quantités or et o,
traduit le caractére non local et retardé de la réponse du plasma.

e Conductivité transverse
On a:
2 v 8fo

€ . T Ov,
or(q,w) = —i— lim —==dv. 3.11
1(q,w) menor | w+ic — qu, { )

e Conductivité longitudinale

Elle est donnée par :

62 Uz%
yw)=—i— li — 2 . 3.12
(g, w) sti%h/w-i-iefqu ( )

3.3. Permittivité diélectrique

Le tenseur de permittivité diélectrique possede deux composantes trans-
Verses €5 = £yy = €7 €t une composante longitudinale €., = €y, reliées aux
composantes correspondantes du tenseur de conductivité par les formules :

4
er(qw) = 1+ i_or(q.w) (3.13)

et :
47
er(qw) =1+ i;oL(q,w). (3.14)

" Ona posé g = |q|-
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3.4. Ondes transverses. Onde longitudinale

En éliminant H entre les équations de Maxwell (2.3), on obtient la rela-
tion :

4w OF 1 8°E

— E)=—-0—+——— 1
Vx(VxE) 2% T 2o (3.15)
soit :
4 2
g% (g% E)=——giwE - *_E, (3.16)
C C
Oou encore .
UJ2
gx(gxE)= —C—Qé(q,u))ﬂ (3.17)

(formule que 'on peut aussi obtenir directement en éliminant H entre les
équations de Maxwell (2.4)).

Par projection sur les axes Ox, Oy et Oz, équation (3.17) conduit aux
équations :

2w’ 2 W
[q - ~C-2~5T(q,w)} E, =0, q° - C—QET((I»W) E, =0, (3.18)
et :
w2
—Cgé‘L(‘Lw)Ez =0. (3.19)

Les équations (3.18) et (3.19) admettent deux familles de solutions entiére-
ment découplées. La premiere d’entre elles correspond a des ondes transverses

(E; #0, E, #0, E, = 0), définies par :

er(q.w) = ‘,1;_“ (3.20)

L’autre famille de solutions correspond & des ondes longitudinales (F, = 0,
E, =0, E, #0), définies par :

er(q,w) =0. (3.21)

Il s’agit d’ondes nouvelles (c’est-a-dire n’existant pas dans le vide), purement
longitudinales, appelées ondes électrostatiques du fait qu’elles n’ont pas de
champ magnétique associé (H = 0).
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4. Ondes longitudinales dans un plasma maxwellien

On s’intéresse plus particulierement ici 4 la propagation d’une onde électro-
statique longitudinale, désignée également sous le nom d’onde de plasma ou
d’onde de Langmuir. La distribution d’équilibre f; est supposée maxwellienne :

2

folv) = "(2:;T>3/2€Xp(_%}f)' (4.1)

4.1. Permittivité diélectrique longitudinale

La permittivité longitudinale du plasma est une quantité complexe. L’exis-
tence d’une partie imaginaire non nulle de €1,(q,w) correspond & un échange
d’énergie entre le champ et le milieu. Pour calculer explicitement ¢ (q,w), on
part des formules (3.14) et (3.12), et I'on y introduit la forme (4.1) de fo, pour
laquelle :

va() = *'kl?m’l)fo. (42)

Une fois effectuées les intégrations sur v, et sur v, dans la formule (3.12), on
obtient pour ¢ (q,w) Vexpression :

dmne? ;1 m \1/2 p2e~mvE/2KT
, :]v_h—(—) li /—Z,idz. 4.
eL(q:w) wkT \2xkT ot ) w + 1€ — qu, v (43)

La partie imaginaire de e (q,w) est® :

1/2 1 2 2
erlgw) = (g) wwy (qv)Sew 124°%, (4.4)

Dans la formule (4.4), la quantité w, = (4wne?/ m)l/ % est une fréquence angu-

laire caractéristique, appelée fréquence de plasma. Par ailleurs, on a posé v =
1/2

(kT /m)'".

Lorsque ¢ — 0, la permittivité longitudinale tend vers une valeur limite

réelle,
w?
e(g=0,w)=1- el (4.5)

qui est également la limite lorsque ¢ — 0 de la permittivité transverse® er(q,w).

8 Pour le montrer, on utilise la relation :

1
lim

1
= vp— — iwd(x),
e—0t T + i€ p;v (@)

ol le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy.

9 En effet, dans la limite ¢ — 0, il n’y a pas de direction privilégiée dans le systéme.
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4.2. Modéele sans dispersion spatiale

Le résultat & vecteur d’onde nul peut se retrouver directement dans un
modele sans dispersion spatiale dans lequel la dépendance en ¢ du champ de
londe est négligée. En régime de fréquence angulaire w, on a alors simplement :

v=""F (4.6)
mw
et :
ie?
J=—nE. (4.7
mw
On a donc : ,
o(g =0,w) = i (4.8)
mw

On en déduit la permittivité diélectrique £(q = 0,w) via I'une ou 'autre des
équations (3.13) ou (3.14). On retrouve effectivement ainsi le résultat (4.5).

4.3. Propagation de 'onde longitudinale

La propagation de 1'onde longitudinale est régie par la condition (3.21).
Celle-ci 8’écrit, en utilisant la formule (4.3) :

dmne? ;1 m \1/2 p2emvz/2kT
1————( ) I /:Lf—-d2:0 4.9
wkT \27kT eilr(r)l+ w + i€ —qu, v (49)

La formule (4.9) fournit la relation de dispersion de l'onde longitudinale,
c’est-a-dire la dépendance en g de w. Elle posséde des racines complexes
w = w' + ", que 'on peut obtenir par approximations successives.

On néglige tout d’abord les termes dépendant de ¢g. On obtient, a I'ordre
le plus bas,

4 2
T o, (4.10)
mw
S0t :
W= Wp. (4.11)

A cet ordre d’approximation, 'onde électrostatique oscille sans amortissement
a une fréquence angulaire fixe égale & w, (elle ne peut étre excitée que si
w = wy). Il s’agit d'une onde de caractere tres différent de celui d’une onde
électromagnétique (elle n’existe pas dans le vide).

A Tordre suivant, on peut montrer que la solution de 'équation (4.9)
possede effectivement une partie imaginaire non nulle, dont I'existence corres-
pond & un amortissement de 'onde de plasma.
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4.4. Amortissement de Landau

Dans un plasma, particulierement pour une onde électrostatique, des
échanges d’énergie entre onde et les particules, conduisant & un amortissement
de l’onde, peuvent se produire en 1’absence de collisions, ¢’est-a-dire lorsque le
plasma est décrit par 'équation (réversible) de Vlasov.

La puissance moyenne par unité de volume associée a une onde électro-
statique de vecteur d’onde g et de fréquence angulaire w est, étant donnée la
forme (2.6) du champ E,

AW

L o
at §Eo Reor(q,w), (4.12)

soit encore, d’apres la formule (3.14) :

aw  w , 9
= Zeia,W)E. (4.13)

En utilisant la formule (4.4) pour £7(g,w), on obtient :

w ! w2w? ! e’“’z/zqz“zEg. (4.14)
dt  g(em)/t Plqu)?

La formule (4.14) montre que, dans le cas considéré ici (plasma maxwellien), on
a dW/dt > 0. Ce phénomene, connu sous le nom d’amortissement de Landau, a
été prédit par L.D. Landau en 1946 et vérifié expérimentalement par la suite!”.

L’amortissement de Landau n’est pas lié aux collisions. Il s’agit en fait d’un
phénomene de résonance, entierement dii & ceux des électrons dont la vitesse
dans la direction de propagation de 1'onde est égale a la vitesse de phase w/q.
Ces électrons sont des particules résonnantes qui se déplacent en phase avec
I'onde. Le champ de 'onde. stationnaire par rapport & ces électrons, produit
sur eux un travail qui ne s’annule pas en moyenne dans le temps. Un électron
ayant une vitesse légerement plus grande que la vitesse de phase de 'onde
céde de ’énergie & celle-ci, tandis qu’un électron ayant une vitesse légerement
inférieure recoit de ’énergie de I'onde. Dans le cas d’un plasma maxwellien,
la fonction de distribution & Péquilibre des électrons décrolt avec le module
de leur vitesse (formule (4.1)). Le bilan de ces échanges d’énergie correspond
donc & un transfert d’énergie de 'onde aux électrons individuels, c’est-a-dire
a un amortissement de ’onde.

10" Ce mécanisme est utilisé dans les plasmas de laboratoire pour les porter aux tempéra-
tures trés élevées que l'on cherche & obtenir dans le cadre de la fusion thermonucléaire
contrélée.
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Chapitre 7

De I’équation de Boltzmann
aux équations hydrodynamiques

Dans un gaz classique dilué de molécules effectuant des collisions binaires,
Péquation de Boltzmann décrit I'évolution de la fonction de distribution sur
un intervalle de temps intermédiaire entre la durée d’une collision et le temps
de relaxation vers un équilibre local. Cette étape cinétique de I’évolution est
suivie d’une étape hydrodynamique mettant en jeu des intervalles de temps tres
supérieurs au temps de relaxation. Le gaz est alors proche d’un état d’équilibre
local décrit par un nombre réduit de variables pertinentes, la densité locale,
la vitesse moyenne locale et la température locale. L’évolution de ces variables
est régie par les équations hydrodynamiques, qu’il est possible de déduire de
I’équation de Boltzmann.

Pour cela, on établit tout d’abord a partir de celle-ci des équations de bilan
local relatives aux quantités conservées lors d’une collision. Ces équations font
intervenir des moyennes calculées a I'aide de la fonction de distribution solution
de I’équation de Boltzmann.

Les solutions de I’équation de Boltzmann pertinentes dans ce contexte sont
des fonctionnelles de la densité locale de molécules, de leur vitesse moyenne
locale et de la température locale. Ces solutions, appelées solutions normales,
s’obtiennent au moyen du développement de Chapman-Enskog, qui permet de
les construire par approximations successives. L’approximation d’ordre zéro de
la solution est une distribution d’équilibre local. A cet ordre, les flux dissipatifs
sont nuls, et Ihydrodynamique est celle d’'un fluide parfait. La correction
d’ordre un dépend de la distribution d’équilibre local et des affinités. Elle per-
met d’obtenir les flux dissipatifs et les équations hydrodynamiques (c’est-a-
dire I'équation de Navier-Stokes et I'équation de la chaleur).
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1. Régime hydrodynamique

L’évolution d’un gaz a partir d’un état initial hors d’équilibre comprend
tout d’abord une étape cinétique, qui met en jeu un intervalle de temps
d’évolution At trés inférieur au temps de relaxation 7, vers un équilibre local
(et des distances Al trés inférieures au libre parcours moyen ¢). L’état du gaz
est alors décrit par la solution f(r,p,t) de 'équation de Boltzmann. Si les
collisions sont suffisamment efficaces, cette étape cinétique est suivie d’une
étape hydrodynamique, caractérisée par un intervalle de temps d’évolution
At > 1. (et par des distances Al > ¢). Durant cette étape de son évolution,
le gaz reste proche d’un état d’équilibre local! décrit par la densité locale de
molécules n(r, t), leur vitesse moyenne locale u(r,t) et la température locale?
T(r,t). Les équations d’évolution de ces variables sont les équations hydro-
dynamiques. Elles font intervenir des coefficients de transport (dans le cas
d’un gaz de molécules identiques, il s’agit de la conductivité thermique et du
coefficient de viscosité).

Les équations hydrodynamiques peuvent étre déduites de 1'équation de
Boltzmann, ce qui confére a ces lois phénoménologiques une justification micro-
scopique dans le contexte des gaz dilués. Il convient, pour commencer, de
délimiter le domaine de validité du régime hydrodynamique.

1.1. Temps de collision et libre parcours moyen

Le temps de relaxation 7, est au moins de 'ordre du temps de collision .
Il est toutefois usuel de prendre 'estimation 7, ~ 7. Le temps de collision 7 et
le libre parcours moyen ¢ sont reliés par :

4
T o~ — 1.1
- (1)
Dans la formule (1.1), v désigne une vitesse moléculaire typique, de 'ordre de
la vitesse quadratique moyenne (3k7'/ m)l/ 2,

On utilise comme estimation du libre parcours moyen ’expression :
1

NOtot

¢~ , (1.2)

1 Toutefois, lorsque le libre parcours moyen est trés supérieur aux dimensions du récipient,
le gaz, raréfié, ne peut atteindre un état d’équilibre local. Le régime de transport correspon-
dant est appelé régime balistique ou régime de Knudsen. Les collisions sur les parois ont alors
un role essentiel. Le régime balistique joue un réle important dans le transport électronique
dans les dispositifs de tres petites dimensions.

2 Au lieu de la densité locale de molécules, on préfere souvent dans ce contexte utiliser
la densité locale de masse p(r,t) = mn{r,t) (m est la masse d’une molécule du gaz). Par
ailleurs, on choisit souvent comme variable, au lieu de la température locale T'(r, t), la densité
locale d’énergie interne par unité de masse ey (7, t), reliée a la température locale par une
formule d’équipartition :

eint(’r’ t) = %kT(Tv t)'
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ou n est la densité du gaz et ooy ~ r(z) la section efficace totale de collision (rg
désigne la portée des forces intermoléculaires). On en déduit une estimation

du temps de collision :
1

NOtotV

(1.3)

T ~

Le libre parcours moyen et le temps de collision varient en raison inverse de la,
densité du gaz>.

1.2. Domaine de validité du régime hydrodynamique

L’étape hydrodynamique de I’évolution du gaz met en jeu un intervalle de
temps beaucoup plus long que 7, et des distances beaucoup plus grandes que £.
Autrement dit, si Pon désigne par w et g une fréquence angulaire et un vecteur
d’onde typiques des perturbations imposées au milieu (par exemple par une
force extérieure ou un gradient appliqué), le régime hydrodynamique est celui
des excitations de basses fréquences angulaires et de grandes longueurs d’onde,
caractérisées par les inégalités :

wr < 1, gl < 1. (14)

Dans ce régime, il est possible d’établir les équations hydrodynamiques a
partir de 'équation de Boltzmann. Pour cela, il convient tout d’abord d’exami-
ner les conséquences de I’équation de Boltzmann pour les quantités conservées
lors d'une collision. On aboutit ainsi & des équations de bilan local, qui font
intervenir des moyennes calculées a 'aide de la fonction de distribution solution
de 'équation de Boltzmann.

1.3. Solutions normales de I’équation de Boltzmann

Le gaz étant proche d’un état d’équilibre local, on s’intéresse a celles des
solutions de ’équation de Boltzmann qui ne dépendent de r et de ¢ que via
la densité locale, la vitesse moyenne locale et la température locale. Ces solu-
tions particulieres sont appelées les solutions normales. Pour les obtenir, on
peut mettre en ceuvre une procédure de développement systématique proposée
par S. Chapman en 1916 et D. Enskog en 1917. Nous utiliserons successivement
deux ordres d’approximation de la solution. L’approximation d’ordre zéro est
une distribution d’équilibre local. Les équations hydrodynamiques sont alors
celles d'un fluide « parfait », c’est-a-dire d’un fluide dans lequel les proces-
sus dissipatifs sont négligés. Dans 'approximation d’ordre un, on obtient les
équations hydrodynamiques d’un fluide visqueux, dans lesquelles interviennent
les coefficients de transport.

3 Pour évaluer V'ordre de grandeur de £ et de 7 dans un gaz a température ambiante et a
la pression atmosphérique, on calcule la densité du gaz & partir de I’équation d’état. Pour un
gaz parfait, on obtient ainsi, dans ces conditions, n ~ 2.5 x 10'? molécules.cm™3. La portée
des forces intermoléculaires est 79 ~ 1078 cm. On en déduit, en utilisant 1’estimation (1.2),
£ ~ 4x107% cm. Si le gaz est par exemple de azote, la vitesse moléculaire typique &
température ambiante est de l'ordre de 5 x 10% cm.s™!. Le temps de collision est donc
T~8x 107105,
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2. Equations de bilan local

On peut déduire de ’équation de Boltzmann des équations de bilan local
pour chacun des invariants collisionnels. Il s’agit de la masse, des trois compo-
santes de la quantité de mouvement et de ’énergie cinétique dans le repere lié
au fluide®.

Soit x(7, p,t) I'un de ces invariants. On a la propriété® :

/x(r,p, t) (g—{)wn dp =0, (2.1)

ou (Of/0t),. est 'intégrale de collision de I’équation de Boltzmann. La rela-
tion (2.1) permet de déduire de I’équation de Boltzmann un théoréme général
de bilan applicable a 'un quelconque des invariants collisionnels.

2.1. Théoréeme général de bilan

Il s’obtient en multipliant les deux membres de ’équation de Boltzmann :

of . _(of
5tV FV,f = (ELH (2.2)

par un invariant collisionnel x(r, p,t), et en intégrant ensuite sur la quantité
de mouvement. D’apres la formule (2.1), le terme de collision ne fournit aucune
contribution. On obtient donc, F' désignant la force extérieure éventuellement
appliquée (supposée indépendante de la vitesse) :

/X(r,p, t) (%J; +ou.V,.f + F.fo> dp = 0. (2.3)

On peut rééerire I'équation (2.3) sous la forme équivalente :

%/dep—/fg—fclp+vr-/xvfdp~/vaerp
+/Vp.(fo) dpf/fF.Vpxdp:O. (2.4)

4 L’énergie cinétique d’une particule dans le repere lié au fluide est € = %m|v —au(r, )%
Le choix de cet invariant collisionnel est motivé par le fait que la valeur moyenne de ¢/m
représente la densité locale d’énergie interne par unité de masse (voir le paragraphe 2.4).

5 La démonstration de la propriété (2.1) est effectuée en appendice 4 la fin de ce chapitre.
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La fonction de distribution s’annulant lorsque |p| — o0, le cinquitme terme
du premier membre de I'équation (2.4) est nul. On a donc le théoreme général
de bilan suivant  :

%<nx> - 71<%> + Vr.<nxv> — 7L<U‘V',-X> — n<F.Vp)(> = 0. (2.5)

Les moyennes figurant dans 1'équation (2.5) sont définies par la formule :

_ Jfrp Al p t)dp 1 ) ]
<A(7‘,p,t)> = T/(r.p.1)dp T /f( D, 1) A(r, p,t) dp.

(2.6)
Elles doivent étre calculées a Paide de la solution f de I'équation de Boltzmann.

On déduit du théoreme général de bilan des équations de bilan local pour

la masse, la quantité de mouvement et I’énergie interne’.

2.2. Equation de bilan local de la masse

Choisissant x = m, on obtient & partir du théoreme (2.5) I’équation :

%(mn) + V.(mnv) = 0, (2.7

qui s’écrit aussi®, a laide de la densité locale de masse p(r,t) :

49 (o) =0 (2.8)

L’équation de bilan local de la masse (2.8) a la forme d’une équation de con-
tinuité sans terme de source. Le flux de masse J = pu est un flux convectif®.

L'équation (2.8) peut se réécrire sous la forme équivalente :

(% + u.V)p + pV.u =0, (2.9)

qui fait intervenir la dérivée particulaire ou dérivée hydrodynamique d/dt =

0/0t +u.V.

5 Pour abréger, la densité locale n(r,t) est écrite ici simplement n. Cette quantité,
indépendante de la vitesse, peut figurer indifféremment a lintérieur ou a V'extérieur des
valeurs moyennes (voir la définition (2.6)). Il ne faut toutefois pas confondre avec la nota-
tion utilisée généralement, ou n désigne la densité a I’équilibre thermodynamique global.

7 Dans la suite de ce chapitre (sauf lorsque le contexte pourrait préter & confusion), V,
sera désigné simplement par V.

8 Pour abréger, la densité locale de masse p(r,t) est désignée par p, et la vitesse moyenne

locale u(r,t) par u. Il en sera de méme, dans la suite, pour un certain nombre d’autres
quantités définies localement.

Puisque ’on considére ici un gaz a un seul constituant, il n’existe pas de contribution
diffusive au flux de masse.
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2.3. Equation de bilan local de la quantité de mouvement

Choisissant ensuite y = muv; (i = x,y, z), on obtient & partir du théoréme
(2.5) I'équation :

%) 1
E<pui> + V.<pviv> — EpFi = 0. (2.10)
En utilisant les égalités :
(vivj) = ((v; — w;)(v; —uy)) + uguj, (2.11)

on peut réécrire I'ensemble des trois équations (2.10) pour i = z,y, z sous la
forme de I’équation de bilan local de la quantité de mouvement :

Olpu) £ 2.12
T —I—V.(puu+2)~mF. (2.12)

Dans I'équation (2.12), puu désigne le tenseur de composantes pu;u; et P le
tenseur des pressions, de composantes :

’Pij = p<(Ui — ui)(vj — UJ)> (213)

En présence d’une force extérieure F', la quantité de mouvement n’est pas une
grandeur conservée. L’équation d’évolution de sa densité locale pu contient,
outre le terme de flux puu + P, le terme de source (p/m)F.

En tenant compte de 'équation (2.8), on peut réécrire I'équation (2.12)
sous la forme équivalente :

) 11
(5 +uV)u=—F- VP (2.14)

2.4. Equation de bilan local de ’énergie interne

Enfin, pour x = im|v —u(r,t))?, on a (9x/0t) = 0 et (Vpx) = 0. On
obtient donc & partir du théoreme (2.5) I'équation :

S0 (plo ) + 2V (polo —ul) - Lp(u Vo —uf) =0 (2.13)

On définit 1a densité locale d’énergie interne par unité de masse,

cim(r1) = 3 (v~ ulr. ), (2.16)
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et le flux de chaleur :
1
Jo = 5p(r,zs)qv —au(r,)]|v — ulr,t))). (2.17)
Les relations :
1 2 1 2y, 1 2
§p<'u|v —ul’) = §p<('u —u)lv —ul")+ —2—pu<|v —ul®) = Jg +peinru (2.18)

et :
p(ui(vy —u;)) = p{(vi — wi)(v; —uy)) = P (2.19)

permettent de réécrire 'équation (2.15) sous la forme de 1'équation de bilan
local de 1'énergie interne :

a(Peint)

A + V.(Jg + peingu) = =P : V. (2.20)

L’énergie interne n’est pas une grandeur conservée. L'équation d’évolution de
sa densité contient le terme de source —P : Vu. Le flux d’énergie interne est
la somme du flux de chaleur Jg (flux conductif) et du flux convectif peincu.

En tenant compte de I’équation (2.8), on peut réécrire 1’équation (2.20)
sous la forme équivalente :

) 1 1
(E + u.V)eim +oViJg == P:iVu. (2.21)

2.5. Passage aux équations hydrodynamiques

Les équations de bilan local de la masse, de la quantité de mouvement et
de I'énergie interne (formules (2.8), (2.12) ou (2.14}, et (2.20) ou (2.21)) sont
formellement exactes. Elles restent cependant dépourvues de contenu physique
véritable tant que la solution de I’équation de Boltzmann n’est pas déterminée.
En effet, les équations de bilan local de la quantité de mouvement et de 'énergie
interne font intervenir le tenseur des pressions P et le flux de chaleur Jg. Ces
derni¢res quantités s’expriment comme des valeurs moyennes de fonctions de p
qui doivent étre calculées a laide de la solution f(r,p,t) de 1'équation de
Boltzmann.

Il convient donc de déterminer une forme pertinente de f, et d’en déduire
P et Jgo. Les équations de bilan local deviendront alors les équations hydro-
dynamiques. On utilise pour cela le développement de Chapman-Enskog.
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3. Développement de Chapman-Enskog

Le but de la méthode de Chapman et Enskog est de construire, au moyen
d’un développement systématique, les solutions normales de I’équation de
Boltzmann, c’est-a-dire les solutions de la forme'® :

f(r,p.t) = Fln(r.t),u(r,t),T(r,t),p|. (3.1)

Les moyennes de fonctions quelconques de p calculées & ’aide d’une distri-
bution du type (3.1) sont déterminées par les variables thermodynamiques
locales. C’est notamment le cas des flux. Les relations entre les flux et les gra-
dients des variables thermodynamiques locales sont les lois phénoménologiques
du transport, appelées aussi équations constitutives.

3.1. Principe du développement

Les solutions normales f de ’équation de Boltzmann sont des fonction-
nelles de la densité locale, de la vitesse moyenne locale et de la température
locale. Ces grandeurs sont elles-mémes des moyennes calculées a ’aide de f :

n(r,t) = / f(r.p.t) dp

1
n{r,t)

TG t) = s [ Fep o -t o dp,

u(r,t) =

/f(r,p, tyvdp (3.2)

Dans la méthode de Chapman et Enskog, on recherche les solutions normales
sous la forme d’un développement du type :

f= %(f(o) YOO s O« fO) @ « f(l) o (33)

Dans la formule (3.3), £ représente un parametre de développement sans
signification physique particuliere (il sert seulement a caractériser 'ordre des
termes dans les séries et sera fait égal & I'unité a la fin des calculs). On cherche
& établir une procédure systématique conduisant a décomposer I’équation de
Boltzmann (2.2) en une série d’équations permettant de déterminer successive-
ment les f®). Nous décrirons ici les deux premiers ordres de cette procédure.

10 {65 solutions normales constituent une classe particuliere de solutions de 'équation de
Boltzmann. On ne peut donc pas leur imposer de satisfaire & des conditions initiales ou a
des conditions aux limites arbitraires. Par exemple, prés d’une frontiére physique telle que
la paroi d’un récipient, la fonction de distribution n’est pas en général de la forme normale.
De méme, immédiatement aprés une condition initiale donnée, la fonction de distribution
n’est pas non plus de la forme normale.



Développement de Chapman-Enskog 181

3.2. Les deux premiers ordres d’approximation

A Pordre le plus bas, on assimile la fonction de distribution & une distri-
bution de Maxwell-Boltzmann d’équilibre local, notée f(°). Pour déterminer
f© on impose que f et f(©) soient équivalentes en ce qui concerne le calcul
de n(r,t), u(r,t) et T(r,t) (formules (3.2)), ce qui revient & imposer & f(V de
satisfaire aux conditions suivantes :

/f“)dpzo

/f“)v dp=0 (3.4)
/ﬂ%ﬂ@:o

Les conditions (3.4) permettent de définir sans ambiguité la distribution d’équi-
libre local associée a f : ‘

[P~ mu(r,t)”

2mkT (r,t) (3:5)

f(o) (r,p,t) =n(rt) [27rka(r, t)} 82 exp [—

On reporte ensuite le développement (3.3) de la solution normale dans
I'équation de Boltzmann (2.2). Pour simplifier, on écrit le terme de collision
d’une maniére condensée mettant en évidence son caractére quadratique par
rapport & la fonction de distribution!! :

(%)WH —~ 2(41f). (36)

On obtient ainsi :

1 /0 1
g<79T + .. ) (f(o) +€f(1) + - ) + (’U.VT + F~vp)g(f<0) T ff(l) 4. )

= Elz_z(f(O)lf(O)) +% I(f(°)|f(1)) +I(f(1)|f(0))} o (37)

Dans 'équation (3.7), (®) /8t représente 'approximation d’ordre zéro de 1'opé-
rateur de dérivation 8/0t. Comme f ne dépend de t que via n(r,t), u(r,t) et
T(r,t), lopérateur 8/0t s’écrit'? :
8_28n+ 15} 8ui+ o oT
ot ondt  Ou ot  OT ot

(3.8)

1 pay définition, on pose, pour toutes fonctions f(r,p,t) et g(r,p,t) :

7(flg) = / dpr / Qoo — v1|[f(r, 0 )a(r, phot) — F(r D, )g(r,pi1, 1))

12 On utilise la convention usuelle de sommation sur les indices répétés.
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On calcule 'approximation d’ordre zéro (%) /9t de I'opérateur 3/t en utilisant
les équations de conservation écrites a l'ordre zéro, ce qui revient & prendre en
compte les conditions (3.4) imposées a f(1). L'équation (3.7) donne, & I'ordre
le plus bas (c’est-a-dire en identifiant les termes en 1/£2),

Z(f O£ =0, (3.9)

puis, & Pordre suivant (en identifiant les termes en 1/¢) :

%f(o) + ’U.Vrf(()) ¥ F.fo(()) _ I(f(0)1f(l)) + I(f(l)]f(())). (3.10)

L’équation (3.9) confirme simplement que la distribution f(9), qui annule P'inté-
grale de collision, est une distribution d’équilibre local. L’équation (3.10) per-
met de déterminer f(1). La procédure peut se poursuivre aux ordres supérieurs,
mais seuls les deux premiers ordres d’approximation sont utilisés en pratique.

Méme aux deux premiers ordres, la méthode de Chapman-Enskog est
assez lourde a mettre en ceuvre lorsque 'on conserve la structure bilinéaire
exacte de l'intégrale de collision. Elle est plus facile a utiliser lorsque le terme
de collision est écrit dans I'approximation du temps de relaxation. C’est cette
forme plus simple de la méthode que nous allons présenter ici.

4. Approximation d’ordre zéro

4.1. Tenseur des pressions et flux de chaleur & I’ordre zéro

A cet ordre, les moyennes a prendre en compte pour le calcul du tenseur
des pressions, noté P et du flux de chaleur, noté JSJ)

de la distribution (3.5). On pose :

, sont, calculées a 'aide

-3/2 - m

C = n(r,t)[2rmkT(r,t)] = m

(4.1)

e Tenseur des pressions

Les composantes du tenseur des pressions définies par la formule générale
(2.13) s’écrivent, a Vordre zéro,

0 p —Alv—u|?
’P,L(J) = ﬁC/(Ul — ui)(vj — Uj)e Al | dp, (42)
soit, en introduisant la vitesse U(r,t) = v — u(r,t) dans le repere lié au fluide

en mouvement :

P _m40/UU -AUV* qU. (4.3)
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Les éléments non diagonaux du tenseur _72(0) sont nuls. Ses éléments diagonaux
sont égaux & la pression hydrostatique locale P(r,t) = n(r,)kT(r,t) :

PO (r,t) = 5,,P(r,1). (4.4)

e Flux de chaleur
Le flux de chaleur défini par la formule générale (2.17) est donné, a Vordre
zéro, par :

1 ‘ 2
Iy = gmic / UU2e 4V qu. (4.5)

II est donc nul & cet ordre.

Ainsi, dans Uapproximation d’ordre zéro, le tenseur des pressions se réduit
au terme de pression hydrostatique : il n’y a pas de transfert de quantité de
mouvement par viscosité. Le flux de chaleur est nul. Les phénomenes dissipatifs
ne sont donc pas pris en compte a cet ordre d’approximation : le gaz se compor-
te comme un fluide parfait.

4.2. Hydrodynamique non dissipative

Les équations hydrodynamiques d’un fluide parfait s’obtiennent en insérant
Pexpression (4.3) de P'¥ et en faisant J(g) ) = 0 dans les équations de bilan
local de la quantité de mouvement et de ’énergie interne (équations (2.14) et
(2.21)). On doit également tenir compte de I’équation d’état P/p = 2eint /3.

) E‘quation de bilan local de la quantité de mouvement

Elle prend, dans le cas d’un fluide parfait, le nom d’équation d’Euler :

P 11 l
(& +uV)u= aF VP (4.6)

. Equation de bilan local de I'énergie interne

Elle g’écrit, pour un fluide parfait, sous la forme :

9 2
(E n u.V)emt + Zem V=0, (4.7)

[’équation (4.7} est équivalente & une équation pour la température locale :

8 9
9 2 o 48
(81‘, +u‘V)T—|— STV =0 (4.8)
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L’équation de continuité (2.8), Péquation d’Euler (4.6) et ’équation de
bilan local de ’énergie interne (4.7) (ou I’équation pour la température loca-
le (4.8)) constituent les équations hydrodynamiques d’un fluide parfait. Les
phénomenes dissipatifs n’étant pas pris en compte, les solutions de ces équations
correspondent a des écoulements persistant indéfiniment.

Bien que démontrées ici a partir de ’équation de Boltzmann (donc pour
un gaz dilué), ces équations ont une validité plus générale. On peut en effet les
établir & l'aide d’arguments phénoménologiques, également valables dans un
gaz plus dense ou dans un liquide. On peut déduire de ces équations un certain
nombre de propriétés des fluides (équation d’une transformation adiabatique,
équation de propagation d’une onde sonore et calcul de la vitesse du son .. .).

5. Approximation d’ordre un

5.1. Fonction de distribution a4 ordre un

On écrit 'équation de Boltzmann (2.2) dans I'approximation du temps de

relaxation :
of f- O

— + oV f+ FV,f=— ) (5.1)

ot

Pour déterminer (), on écrit, dans I'esprit du développement de Chapman-
Enskog'3 :
(0)

fO ~ —7(v) (aa—t +v.V, + F.v,,> 7. (5.2)

Il est commode d’utiliser pour f(9) les notations suivantes'4 :

f(U) —

mU2)7

—3/2 B
(2mmkT) exp ( 56T

% U= % — u(r,t). (5.3)

Comme f© ne dépend de r et de t que via les fonctions p, T et U, il est
nécessaire de calculer les dérivées partielles de f(9) par rapport & ces grandeurs :

afo O
o p
6f(0) 1 m 2 3 (0)
= (—p2_= 5.4
o~ 7l ) 64
af) m
= __ . fO
. OU; kTU’f '

13 La formule (5.2) est I’analogue de la formule (3.10) pour un terme de collision écrit
dans I'approximation du temps de relaxation.

4 pour simplifier, nous conservons la méme notation f( pour la distribution (3.5) et

pour la fonction de p, T' et U définie par la formule (5.3).
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On a aussi : ©
of m
o :—ﬁUif(O). (5.5)
On en déduit :
1 1/ m 3
1 — _ O 2 po (" g2 2\ plo)
10 = 1) O LD 0) + 5 (50 - 5) D)
Mo DOy L
+ Ui DO () kTF.U], (5.6)

avec DO (X) = (81 /8t +v.V)X. Les quantités D (p), D@ (u;) et DO(T)
sont évaluées & 1'aide des équations hydrodynamiques & l'ordre zéro (formules
(2.8), (4.6) et (4.8)) :

DO (p) = —pV.u+U.Vp
190P 1
DO () = —= il o} ) .

DT = —%Tv.u +U.VT.

Ces expressions une fois reportées dans la formule (5.6), il vient :

%) Ouj _L1m

£ = (o) fO [T PO 5 — UV )],

2kT 2
(5.8)
En introduisant le tenseur symétrique A de composantes :
mOu;  Ouy
Ai L= — ( J : ) 1] r'g
7 2 8.TZ + 8.TJ (J )

on réécrit la formule (5.8) sous la forme :

FO = —r(v)fO© {l(U VT)(ﬂU2—§)+iA- , (U»Uv—lé- .U2)] (5.10)

T 2kT 2/ kT WA 3Y o
Ni la force appliquée ni le gradient de densité ne figurent dans la formule
(5.10). Ceci est cohérent avec les conditions (3.4) qui imposent 'absence de
flux dissipatif de particules & cet ordre, ainsi qu’avec le fait qu'il n’y a pas de
diffusion dans un fluide a un seul constituant.

5.2. Tenseur des pressions et flux de chaleur a ’ordre un

Pour simplifier, le temps de relaxation est supposé indépendant de la
vitesse.
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e Tenseur des pressions

Calculé a laide de Papproximation f ~ f© + f() de la fonction de
distribution, il a pour composantes :

Py =m /(vi ~u)(v; — ) (F O + fO)dp = nkTé;; + P (5.11)

Seul le second terme de I’expression (5.10) de () contribue & 731»(]-1) :

T’I”IL4

M _
Pt =57

1
At / U,U; (UkUl - g(skl(ﬂ) 7O qu. (5.12)

1 o
Le tenseur de composantes Pfj) est un tenseur symétrique de trace nulle

(Zl 1’P(1) = 0), qui dépend linéairement du tenseur symétrique A. Il doit
donc étre de la forme :

2
P = _;g(Aij - %&jv.u). (5.13)

Dans I’équation constitutive (5.13), mV.u est la trace du tenseur A et 7 est le
coefficient de viscosité!®. En identifiant les formules (5.12) et (5.13), on montre
que le coefficient de viscosité s’exprime & 'aide d’intégrales gaussiennes'®. On
obtient :

1 =nkTT. (5.14)

Dans I’approximation d"ordre un, il apparait donc une contribution dissipa-
tive au tenseur des pressions P, dont les composantes s’écrivent :
'

2
Pij = 03P — %(Azj = %%V.U), (5.15)
soit : 5 5 5 s
Y Ui a. OW
7)7'] - 51.773 n(axz + axj 3 ¥ axl) (516)

e Flux de chaleur

Le flux de chaleur a 'ordre un, noté Jg), ne fait intervenir que le premier
terme de Pexpression (5.10) de f)

T

'3 Le calcul direct du coefficient de viscosité d’un gaz classique dilué a partir de sa
définition expérimentale (loi de Newton) est présenté en appendice & la fin de ce chapitre.

Ce calcul permet notamment d’identifier la quantité 7 intervenant dans ’expression de ”Pi(;)
avec le coefficient de viscosité de la loi de Newton.
16 yoir les détails du caleul en appendice.
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L’équation constitutive (5.17) s’identifie avec la loi de Fourier :
1
Jy’ = -k NVT. (5.18)
Le tenseur de conductivité thermique x est ici proportionnel a la matrice

unité : ko3 = kdap. La conductivité thermique k£ déduite de la formule (5.17)
s’exprime & l'aide d’intégrales gaussiennes!”. Tous calculs faits, on obtient :

D nk?*Tr

A (5.19)

5.3. Equations hydrodynamiques au premier ordre

Pour obtenir les équations hydrodynamiques dans approximation du pre-
mier ordre, il faut introduire les expressions (5.16) et (5.18) du tenseur des
pressions et du flux de chaleur dans les équations de bilan local de la quantité
de mouvement et de I'énergie interne (équations (2.14) et (2.21)).

) Equation de bilan local de la quantité de mouvement

Dans Papproximation du premier ordre, cette équation s’écrit :

J 1 1 N2 7
il ) = _F - = - — ). 5.2
(at—l-uV)u = VPG Vs (V) (5.20)

) Equation de bilan local de ’énergie interne

On peut Pécrire sous la forme d’une équation pour la température locale :

o 2 B n(2h; 2. 2
pCy {(5% + u.V)T+ §T<VU)J =V.(kVT) + 5(—m— - gé.l]V.u> .

(5.21)
On a posé!® ¢, = 3k/2m. L’équation (5.21) est 'équation de la chaleur.

17 [ ’expression de x fait intervenir les intégrales I, = Jo7 dv e P 2RT auec = 6 et
n=28 Ona:
1.3.5 26T\ /2 1.3.5.7 2kT\3/2
16:‘,"1/2(__,) N 18=MW1/2(—) .
24 m 25 m

18 1,4 notation ¢y ne désigne donc pas ici la chaleur spécifique & volume constant par
particule, mais la chaleur spécifique a volume constant par unité de masse.



188 Chapitre 7 : Vers ’hydrodynamique

Ainsi, 'approximation du premier ordre permet de tenir compte des phéno-
meénes dissipatifs au sein du gaz, et d’obtenir des expressions microscopiques
du coefficient de viscosité et de la conductivité thermique. La validité de cette
approximation est liée & la petitesse de f(1) par rapport & f(9, et donc notam-
ment & la petitesse du libre parcours moyen par rapport aux distances typiques
d’évolution de la densité locale, de la vitesse moyenne locale et de la tempéra-
ture locale.

Les équations hydrodynamiques {5.20) et (5.21) peuvent donc, dans le cas
d’un gaz dilué, étre déduites de I’équation de Boltzmann. Elles ont en réalité un
domaine de validité beaucoup plus large que celui de I'équation de Boltzmann,
et peuvent étre établies de maniére phénoménologique dans les gaz plus denses
et dans les liquides'®.

5.4. Equation de diffusion thermique

L’équation de la chaleur (5.21) prend dans certains cas une forme beau-
coup plus simple. Par exemple, dans un liquide ot la vitesse moyenne locale
est tres inférieure & la vitesse du son, I'équation de la chaleur s'écrit :

oT
pep—- — V.(kVT) = 0. (5.22)
ot
Dans I’équation (5.22), c,, désigne la chaleur spécifique a pression constante

par unité de masse®. Si I'on peut considérer £ comme indépendant du point
de Pespace, I'équation (5.22) prend la forme d’une équation de diffusion :

T
pcp%—t — kV2T = 0. (5.23)

Le coefficient de diffusion thermique, appelé aussi diffusivité thermique, est :

K
Dy = —- (5.24)
PCp

L’équation (5.23) est vérifiée expérimentalement dans les liquides (si la vitesse
moyenne locale est petite par rapport a la vitesse du son) ainsi que dans les
solides.

19 Dans un fluide incompressible (V.u = 0), I'équation de bilan local de la quantité de

mouvement prend le nom d’équation de Navier-Stokes :

1
(3 +u‘V)u L A
at m p p

20 Le fait que ce soit ¢p, et non ¢,, qui figure dans Péquation (5.22), provient de ce que
les équations pour la densité locale et la température locale ne sont pas découplées (voir le
complément 16.B).
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Appendices du chapitre 7

Al. Propriété de I'intégrale de collision

11 s’agit ici de démontrer la propriété :

/x(r,p,t) (%)COH dp =0, (A1.1)

ot (3f/0t) ., est Vintégrale de collision de I'équation de Boltzmann et x(r, p, )
un invariant collisionnel.

En revenant a la définition de (0f/0t).,, pour des particules effectuant
des collisions binaires, soit :

(%)mn = / dpl/ dQo(Q)|v — il (f' f1 — [ f1), (AL1.2)

on écrit le premier membre de I'équation (Al.1) sous la forme :

3] :
[xew0(5) dp— [df i d0o@ie im0 - o)
oll E
‘ (A1.3)
Pour démontrer la formule (A1.1), on utilise tout d’abord le fait que I'intégrale

au second membre de la formule (A1.3) reste inchangée si 'on permute les
quantités de mouvement p = mwv et p; = mwy, ce qui permet d’écrire :

[xtron(5) o= [dof dp [ a0o@ip-vilocon @10

coll (A14)
On effectue ensuite le changement de variables (p, p1) — (p/, p}), ce qui revient
a considérer la collision {p,p}} — {p,p1}, inverse de la collision {p,p:1} —
{p',p}}. Les sections efficaces pour une collision et pour la collision inverse
sont les mémes. Par ailleurs, on a les égalités :

lv — v = |v" — o] (Al.5)

et :
dpdp, = dp'dp}. (Al.6)
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Il vient ainsi :

d 1
[xtron () = [apf ap: [ avo@to-vilteiarn-r 1,
coll
(ALT)
En prenant la demi-somme des expressions (Al1.4) et (A1.7) du premier mem-
bre de 'équation (A1.1}, on obtient finalement :

/x(r,v,t) (3—{) » dp =

1 [ o o[ d0o@p - vt X - XUH - £,
(A1.8)

Comme x est un invariant collisionnel, le second membre de ’équation (A1.8)
est nul, ce qui démontre la propriété (Al.1).

Cette propriété de I'intégrale de collision est valable pour toute fonction
de distribution f, qu’elle soit ou non solution de I'équation de Boltzmann. Elle
est une conséquence du fait que les collisions, qui modifient les quantités de
mouvement des molécules, sont considérées comme locales et instantanées.

A2. Loi de Newton. Coefficient de viscosité

On considere un gaz de densité et de température uniformes dans ’espace
et constantes dans le temps, dans lequel existe une vitesse moyenne locale u(r)
indépendante du temps, de composantes :

uz = A+ By, uy =0, u, =0, (A2.1)
ol A et B sont des constantes. On peut se représenter le gaz comme consti-

tué de différentes couches glissant les unes sur les autres, comme le montre
schématiquement la Fig. 1.

Fig. 1. Ecoulement de couches de gaz glissant les unes sur les autres.
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On g’intéresse a la force de frottement $ par unité de surface subie par le
gaz situé au-dessus d’un plan donné (représenté par la ligne en pointillés sur
la Fig. 1). Lorsque le gradient de vitesse moyenne locale est faible, la force de
frottement lui est proportionnelle. C’est la loi de Newton :

Ju
Ay

$ =y (A2.2)

Dans la formule (A2.2), 77 est le coefficient de viscosité du gaz.

Le gaz situé au-dessus du plan perd de la composante x de quantité de
mouvement au profit du gaz situé au-dessous du plan. Il subit de ce fait une
force de frottement tangentielle, égale a la composante x de quantité de mouve-
ment transportée par seconde et par unité de surface dans la direction y :

@ = mn{(vy — ) (vy = uy)). (A2.3)

Cette force s’identifie avec I’élément non diagonal P, du tenseur des pressions.
Pour calculer la valeur moyenne intervenant dans la formule (A2.3), il est
commode d’utiliser la fonction de distribution F'(r,v,t). On a :

o= m/F(r, v, t)(vy — ug)(vy — Uy) dv. (A2.4)

Nous calculerons le coefficient de viscosité a l'aide de ’équation de Boltz-
mann écrite dans Papproximation du temps de relaxation.

A2.1. Equation de Boltzmann

La distribution d’équilibre local F(®) pertinente est la fonction de Maxwell-
Boltzmann caractérisée par la vitesse moyenne u(r) :

R e L ()

On désigne par U(r) la vitesse v — u(r) des particules dans le repere lié au
fluide en mouvement : U, = vy —ug, Uy = vy, U, = v,. La distribution (A2.5)
est en fait une fonction?! de U(r) :

R e o

2t Pour simplifier, nous conservons la méme notation F(9 pour la distribution (A2.5) et

pour la fonction de U définie par la formule (A2.6).
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La distribution F(© dépend de y par lintermédiaire de U,. L’équation de

Boltzmann dans I'approximation du temps de relaxation s’écrit?? :
F F—FO
OF  ovp= 21 (A2.7)
ot T

A2.2. Fonction de distribution au premier ordre

Lorsque le gradient de vitesse moyenne locale du, /8y est faible, on écrit
la solution de 1'équation (A2.7) sous la forme

F o~ FO 4 ) FO « FO) (A2.8)

et on la recherche au moyen d’un développement au premier ordre en pertur-
bations. A l'ordre le plus bas, on obtient I’équation :

oF ()
T 0. (A2.9)

L’équation (A2.9) est effectivement vérifiée par la distribution F(%) choisie (for-
mules (A2.5) ou (A2.6)), puisque la vitesse u(r) est indépendante du temps.
A Dordre suivant, on obtient une équation aux dérivées partielles pour F(}),

OF ) jaley!
N FO — A2.10
ot tv T ( )
dont la solution stationnaire est :
IF(©)
FO = 7y, 5y (A2.11)

A2.3. Loi de Newton. Calcul de n

La force de frottement s’exprime a ’aide de F (formule (A2.4)). Calculée
a 'aide de 'approximation F' ~ F(© + (1 de la fonction de distribution, elle
s'écrit :

. m/(F<°> + FOYLO, dU. (A2.12)

Le premier terme de l'expression (A2.12) de ® est nul par symétrie. Pour
calculer le second terme de cette expression, on utilise I’égalité :

OF(O) . TTLUI 8ux F(O)

- T A2.
Oy kT Oy ’ (A2.13)

22 Le temps de relaxation est supposé indépendant de la vitesse pour simplifier.
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qui permet de rééerire 'expression (A2.11) de FM sous la forme :

ou
FO = f@UxU ®

T FO, (A2.14)

La force de frottement a 'ordre un est donc donnée par :

m2r Ouy

) = 0 Y
kT 0y

FOUZU2AU. (A2.15)

L'équation (A2.15) s’identifie avec la loi de Newton :

Jug .
Ay

M = _y (A2.16)

Le coefficient de viscosité 7 s’exprime & l'aide d’intégrales gaussiennes?®. Tous

calculs faits, on obtient :
n =nklT. (A2.17)

A température donnée, le coefficient de viscosité est proportionnel au produit
n7. Or le temps de relaxation, du méme ordre de grandeur que le temps de
collision, varie comme celui-ci en raison inverse de la densité du gaz. Le coef-
ficient de viscosité calculé a I'aide de I'équation de Boltzmann ne dépend donc
pas, pour une température donnde, de la densité du gaz. Ce résultat a été
établi et vérifié expérimentalement par J.C. Maxwell en 1860.

Le calcul précédent n’est valable que si 1'équation de Boltzmann elle-
méme est applicable, ce qui suppose le gaz dilué, mais pas raréfié. Le libre
parcours moyen doit notamment rester petit par rapport aux dimensions carac-
téristiques du récipient contenant le gaz, sinon les collisions sur les parois
prédomineraient sur les collisions entre les molécules et la notion méme de
viscosité perdrait alors toute signification.

23 L’expression de 7 fait intervenir les intégrales I,, = jooo dv v"e*mvz/%T avecn — 0 et
n=2.0Ona: /2 s/2
1 :
Iozlwuz(?k:T) ’ Izziﬂ,l/Q(ﬂ) _
2 m 22 m



194 Chapitre 7 : Vers 'hydrodynamique

Bibliographie

R. BALESCU, Statistical dynamics. Matter out of equilibrium, Imperial College
Press, London, 1997.

R. BALIAN, From microphysics to macrophysics, Vol. 2, Springer-Verlag,
Berlin, 1992.

S. CuapMAN and T.G. CowLING, The mathematical theory of non-uniform
gases, Cambridge University Press, Cambridge, second edition, 1952.

K. HUANG, Statistical mechanics, Wiley, New York, second edition, 1987.

H.J. KREUZER, Nonequilibrium thermodynamics and its statistical founda-
tions, Clarendon Press, Oxford, 1981.

L. LANDAU et E. LIFCHITZ, Mécanique des fluides, Editions Mir, Moscou,
seconde édition, 1989g.

J.A. MCLENNAN, Introduction to nonequilibrium statistical mechanics, Pren-
tice Hall, Englewoods Cliffs, 198g.

D.A. MCQUARRIE, Statistical mechanics, Harper Collins Publishers, New
York, 1976.

F. REIF, Fundamentals of statistical and thermal physics, McGraw-Hill, New
York, 1965.

C. VipaL, G. DEWEL et P. BORCKMANS, Au-dela de l’équilibre, Hermann,
Paris, 1994.

D. ZuBAREV, V. Morozov and G. ROPKE, Statistical mechanics of nonequili-
brium processes, Vol. 1 : Basic concepls, kinetic theory, Akademie Verlag,
Berlin, 1996.

R. ZWANZIG, Noneguilibrium statistical mechanics, Oxford University Press,
Oxford, 2001.



Chapitre 8

Théorie de Bloch-Boltzmann
du transport électronique

L’équation de Boltzmann est au cceur de la théorie semi-classique de
Bloch-Boltzmann du transport électronique dans les solides. La théorie ciné-
tique des gaz fondée sur I'équation de Boltzmann, développée a Iorigine pour
les gaz classiques dilués, a en effet par la suite été adaptée avec succés au gaz
d’électrons de Bloch dans les métaux et les semi-conducteurs, et cela bien qu’il
ne s’agisse en I'occurrence ni d’un gaz classique (sauf dans les semi-conducteurs
non dégénérés) ni d’un gaz dilué.

L’écriture d’une équation de Boltzmann pour les électrons dans les solides
repose sur le modéle semi-classique dans lequel chaque électron est décrit par sa
position 7, son vecteur d’onde k et un indice de bande n, tandis que les champs
appliqués sont traités de maniére classique. Les transitions interbandes sont
négligées, et I'on s’intéresse a la fonction de distribution f(r, k,t) des électrons
dans une bande donnée. Dans ces conditions, on peut écrire pour la fonction
de distribution électronique une équation d’évolution analogue a I’équation
de Boltzmann, le terme de collision étant formulé de maniére appropriée aux
différents mécanismes de collision impliquant les électrons.

Les collisions électroniques les plus importantes sont les collisions électron-
impureté et les collisions électron-phonon (c’est-a-dire les interactions des
électrons avec les vibrations de résean). Dans certains cas, il est possible de
les décrire en utilisant 'approximation du temps de relaxation. L’expression
microscopique de ce dernier dépend du détail du processus de collision.

A partir de I'équation de transport ainsi obtenue, il est possible de calcu-
ler les coefficients de transport du gaz d’électrons dans les métaux et les
semi-conducteurs, et d’en discuter diverses caractéristiques, notamment la
dépendance en température. On peut également traiter dans ce cadre les effets
spécifiques apparaissant en présence d’un champ magnétique appliqué (effet
Hall et magnétorésistance), a la condition toutefois que celui-ci ne soit pas
trop intense.
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1. Equation de Boltzmann pour le gaz d’électrons

1.1. Insuffisance du modéle de Drude

Le modele de Drude, établi en 1900, a été historiquement le premier
modele décrivant le transport électronique dans les métaux. Les électrons sont
considérés comme des particules libres de masse m et de charge e effectuant
des collisions avec des ions fixes. Les collisions ont pour effet de faire relaxer
la vitesse moyenne des électrons avec un temps caractéristique 7 :

d{v v
nﬁ—k?n(—Z =eFE (1.1
dt T
(E est un champ électrique appliqué). Le seul parametre du modeéle est le
temps de relaxation 7 qui, dans l'idée originale de Drude, correspondait au
temps de collision de 'électron sur les ions fixes.

En dépit de succes notables tels que la formule de Drude-Lorentz pour
la conductivité électrique, le modele de Drude souffre de défauts importants.
Notamment, il ne permet pas d’expliquer la dépendance en température de
la conductivité d'un métal normal' (c’est-a-dire non supraconducteur). Les
défauts du modele de Drude sont essentiellement liés au fait que les électrons
y sont traités comme un gaz classique. Entre deux collisions successives, les
électrons sont considérés comme libres, a 'exception de leur confinement au
sein de 1’échantillon. La périodicité de I'arrangement des ions, qui donne lieu
a la structure de bandes du métal, n’est donc pas prise en compte. De plus, la
nature physique des mécanismes de collision décrits par le temps de relaxation
T n’est pas correctement élucidée.

Pour remédier a ces défauts, il est nécessaire de tenir compte du caractere
quantique du gaz d’électrons et de la structure de bandes du métal, et de
décrire convenablement les processus de collision. C’est 1'objet de la théorie
semi-classique du transport fondée sur le théoreme de Bloch et ’équation de
Boltzmann.

1.2. Modele semi-classique

La dynamique des électrons de Bloch, évoluant dans le potentiel périodique
des ions du réseau en présence d’un champ électrique et, éventuellement, d’'un
champ magnétique appliqués, peut étre étudiée dans le cadre plus élaboré du
modeéle semi-classique. La mise en ceuvre de I’équation de Boltzmann pour la
fonction de distribution électronique permet ensuite de relier les propriétés de
transport a la structure de bandes. L’ensemble de la procédure constitue la
théorie de Bloch-Boltzmann du transport électronique.

Y La résistivité (inverse de la conductivité) d’un métal normal varie proportionnellement
a T & température ambiante mais suit une loi en T°, appelée loi de Bloch-Griineisen, 4 basse
température (voir le complément 8.A).



Equation de Boltzmann pour le gaz d’électrons 197

Les électrons sont traités dans I'approximation des électrons indépendants.
En l'absence de champs appliqués, les états électroniques |nk) sont repérés
par l'indice de bande n et le vecteur d’onde k. Ce sont les états propres de
I’équation de Schrodinger & un électron en présence du potentiel périodique des
ions. Contrairement a 'idée de Drude, ce ne sont donc pas les « collisions » avec
les ions du réseau qui limitent la conductivité électrique.

Dans le modele semi-classique, un électron? est repéré a la fois par sa

position 7, son vecteur d’onde k, et un indice de bande n. L’indice n est
considéré comme une constante du mouvement (autrement dit, les transitions
interbandes ne sont pas prises en compte). Le mouvement entre deux collisions
d’un électron d’'une bande donnée d’indice n soumis a des champs électrique
et magnétique E(r,t) et H(r,t) est régi par les équations semi-classiques :

T

vn(k) = %Vken(k)
L (1.2)
hk

i

[Br0) + Toulk) x H(r,1)],

dans lesquelles v, (k) et €,(k) désignent respectivement la vitesse moyenne
et Uénergie de 1'électron dans l'état |nk). Le modele semi-classique repose
donc sur la connaissance de la structure de bandes du solide. Afin qu'il soit
applicable, il faut que les champs extérieurs ne soient pas trop intenses et
varient suffisamment lentement dans Pespace et dans le temps pour qu’il soit
justifié de considérer des paquets d’ondes électroniques et de ne pas prendre
en compte les transitions interbandes.

1.3. Fonction de distribution des électrons d’une bande donnée

On introduit alors la fonction de distribution des électrons d’une bande
donnée (en pratique, la bande de conduction d’un métal ou d’un semi-conduc-
teur). Etant donnée la forme des équations (1.2), il convient d’utiliser la fonc-
tion de distribution® f(r, k,t) qui, outre la position r et le temps ¢, a pour
argument le vecteur d’onde k. La quantité 2(27) > f(r, k, t) drdk représente le
nombre moyen d’électrons qui, a Uinstant ¢, ont une position dans un élément
de volume dr centré en r et un vecteur d’onde dans un élément de volume dk
centré en k, le facteur 2 prenant en compte les deux orientations possibles du
spin de 1'électron?. La densité locale des électrons de la bande considérée est
donnée par :

n(r,t) = (2—;)3/f(r,k:,t) dk. (1.3)

21 s'agit en réalité d’un paquet d’ondes électronique localisé autour d’une position
moyenne r et d'un vecteur d’onde moyen k.

3 Lindice de bande étant considéré comme une constante du mouvement, nous ne le
faisons pas apparaitre explicitement dans ’écriture de la fonction de distribution.

4 Leffet du champ magnétique sur les énergies électroniques est considéré comme négli-
geable.
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1.4. Equation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann pour la fonction de distribution f(r, k,t) est de
la forme® :
of

of F_ .
E + vk.V,.f + ngf = <8t >Coua (14)

oi F(r,t) =e[E(r,t)+ v x H(r,t)/c] est la force de Lorentz.

Les électrons étant des fermions, la fonction de distribution d’équilibre
global a la température T est la fonction de Fermi-Dirac,

1

folew) = m’ (1.5)

ol u désigne le potentiel chimique des électrons.

Pour résoudre ’équation (1.4) et calculer les coefficients de transport du
gaz d’électrons, il est nécessaire de préciser I'expression de l'intégrale de colli-
sion (8 f/ Bt) ooy Pour les différents types de collisions électroniques. Il convient
de tenir compte du fait que les électrons, étant des fermions, obéissent au
principe d’exclusion de Pauli.

2. L’intégrale de collision de I'équation de Boltzmann

2.1. Les processus de collision

Dans ’approximation des électrons indépendants, l'interaction de Cou-
lomb entre les électrons est prise en compte de fagon moyenne dans le hamil-
tonien & un électron. Les écarts par rapport a cette moyenne correspondent
& des interactions électron-électron. Celles-ci jouent un réle mineur dans la
conduction dans les solides®. En effet, 'écrantage di & la présence des autres
électrons et les limitations dans espace des phases dues au principe de Pauli
font que I'on peut considérer les électrons comme n’interagissant que faible-
ment. Aux hautes températures, les interactions électron-électron jouent un
role moins important que les interactions avec les vibrations thermiques des
ions. Aux basses températures, sauf dans des cristaux extrémement purs, ce
sont les collisions des électrons sur les impuretés et les défauts de réseau qui
limitent la conductivité. Cependant, dans les dispositifs métalliques ou semi-
conducteurs de dimensions réduites et de densités de porteurs élevées, le role
des interactions entre électrons est plus important, sans pour autant devenir
dominant.

5 L’indice de bande n étant fixé, nous désignerons désormais par vg et ¢ la vitesse
moyenne et ’énergie d’un électron dans ’état |k).
Yy

6 Ceci différencie le gaz d’électrons dans un solide d’un gaz ordinaire, dans lequel les
collisions entre les particules sont les seules & prendre en compte (mises & part les collisions
sur les parois).
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Les processus de collision les plus importants sont, d’une part, les collisions
sur les impuretés et les défauts cristallins, et, d’autre part, les interactions
avec les vibrations de réseau (collisions électron-phonon). De fagon générale,
les processus de collision conduisent & une modification du vecteur d’onde de
Iélectron (et aussi, dans certains cas, de son énergie). On dit qu’ils donnent
lieu & une diffusion’ de Pélectron.

2.2. L’intégrale de collision

L’intégrale de collision figurant dans Péquation (1.4) fait intervenir la
probabilité par unité de temps pour qu’un électron de Bloch, initialement
dans un état |k), soit diffusé dans un état |k} (et vice-versa). Ces transi-
tions sont induites par un nouveau terme de potentiel, non périodique, dans
le hamiltonien a un électron.

Dans 'approximation de Born, la probabilité de transition entre un état
lk) et un état |k’) est proportionnelle au carré du module de I'élément de
matrice du potentiel perturbateur entre les états |k) et |k’). Lors d'une telle
transition, la quantité de mouvement et ’énergie sont globalement conservées.

Nous allons donner quelques indications sur la structure de Uintégrale de
collision, tout d’abord pour la diffusion par les impuretés, puis pour la diffu-
sion par les vibrations de réseau. Si deux ou plusieurs processus de diffusion
indépendants sont en jeu, I'intégrale de collision est la somme des intégrales
correspondant a chacun des processus.

2.3. Diffusion par les impuretés

Un atome d’impureté agit sur les électrons comme un centre diffuseur
localisé. Dans la collision sur une impureté de masse M, 1’électron passe d'un
état |k) & un état |k’), et I'énergie de I'impureté change de (hlk — k' )?/2M.
Comme M > m, ce changement d’énergie est tres petit par rapport a I'énergie
initiale de I'électron. Celle-ci n’est donc pratiquement pas modifiée par ce type
de diffusion, qui est dite pour cette raison élastique.

On suppose que les impuretés sont suffisainment diluées pour que l'on
puisse considérer qu’un électron n’interagit qu’avec une seule impureté a la
fois. Une telle collision est considérée comme locale et instantanée. Le seul
paramétre nécessaire a la description de la collision est le vecteur d’onde® k
de électron. La fonction de distribution f(r,k,t), notée pour simplifier f,
représente la probabilité pour que 1'état |k) soit occupé par un électron (la
probabilité pour que 1'état |k) soit vide est donc 1 fi). Pour écrire I'intégrale
de collision électron-impureté, il convient d’introduire la probabilité condition-
nelle Wy idt pour qu'une transition de 1'état k) vers I'état (k') se produise

7 Le mot frangais diffusion est employé ici avec le sens du mot anglais scattering.

8 Nous nous limitons ici au cas d’une collision avec une impureté non magnétique. Le
spin de I'électron n’est donc pas modifié par la collision.
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dans l'intervalle de temps dt. Si le potentiel d’interaction est suffisamment
faible, on peut utiliser approximation de Born de la diffusion (ou, ce qui
revient au méme, la régle d’or de Fermi). On obtient ainsi I’expression du taux
de transition de 'état |k) vers I'état k') :

Wik = (K Vi) 5(ew — ). (2.1)

Dans la formule (2.1), V; désigne le potentiel d’interaction électron-impureté,
et la fonction &(e — ex/) exprime le fait que 1'énergie de 1'électron n’est pas
modifiée par la collision. Les taux de transition vérifient la propriété de micro-
réversibilité? :

I/kak/ = Wk’,k- (22)

Pour obtenir la probabilité d’une transition de I'état |k) vers I'état |k')
dans 'intervalle de temps dt, compte tenu du fait qu'initialement ’électron est
dans Détat |k) et que I'état |k') est vide, it faut multiplier Wy  par fi(1— fe).
L’intégrale de collision pour les collisions électron-impureté s’écrit donc :

(g-{) = Z[Wk,k’fk’(l —fr) — Wi ke fie(1 — fk/)}, (2.3)
coll K’

soit, en utilisant pour les vecteurs d’onde une description continue :
L) s [ Wm0 5~ Wt = fu)] ak. (2.0
at ) T 2P k' [k k K kS k . .

Dans ’équation (2.4), V désigne le volume de I’échantillon.

De la propriété de microréversibilité résulte une simplification notable de
I'intégrale de collision, qui devient une fonctionnelle linéaire de la fonction de
distribution électronique :

AN /
(52>c011 B (2—7T)§ / Wikl fier = fio) dk' (2.5)

Le principe d’exclusion n’a donc pas d’effet sur la structure de I'intégrale de
collision correspondant & des collisions élastiques (’expression de (3 f/0t) coll
aurait été la méme en I’absence de restrictions sur 'occupation de I’état final).

9 Cette propriété de symétrie se vérifie directement sur 'expression (2.1) des taux de
transition dans ’approximation de Born, puisque le potentiel perturbateur V; est hermi-
tique. Toutefois, I'égalité des taux Wy, i et Wy ¢+, qui découle de I'invariance des équations
microscopiques du mouvement par renversement du temps, est valable indépendamment du
mode de calcul employé (donc, éventuellement, au-dela de 'approximation de Born).
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2.4. Diffusion par les vibrations de réseaun

Les ions ne sont pas rigoureusement fixés en un arrangement périodique,
mais subissent par rapport & leurs positions d’équilibre des oscillations (corres-
pondant & des vibrations de réseau), dont Pamplitude croit avec la température.
Ces oscillations donnent lieu a une diffusion des électrons, que l'on décrit

généralement en termes d’interaction électron-phonon'?,

La collision d’un électron avec un phonon est une diffusion inélastique dans
laquelle I’énergie de 1’électron n’est pas conservée. Sans traiter ici l'interaction
électron-phonon, nous nous proposons de montrer comment, dans le cadre d’un
modele schématique pour les vibrations de réseau, il est possible de se faire une
idée de la structure de (9f/0t)_, dans le cas de collisions inélastiques''. On
consideére pour cela le modéle d’Einstein, dans lequel chaque ion est supposé
vibrer comme un oscillateur harmonique, indépendamment des autres ions.
Les états |v) d'un tel oscillateur ont des énergies E,. A chacun de ces états est
associée la probabilité moyenne d’occupation p,, . A I’équilibre & la température
T, on a p, ~ e E/FT_ Ta probabilité de transition par unité de temps du
processus de diffusion {|k),v} — {|k'),v'} est de la forme Wy k.., (avec
v = v+ 1 dans le cas le plus simple ou I'on néglige les processus a plusieurs
quanta). Elle est proportionnelle a d(ex — €, + Ev — E,), ce qui traduit la
conservation de I'énergie totale. L'intégrale de collision s’écrit donc :

0
<5§> = Z (W kDo frr (1= fie) = Wt kv wpu fe(1 = far)], (2.6)
coll k/ﬁy’yl

soit, en utilisant pour les vecteurs d’onde une description continue :

af Vv /
(5) = e [Idewflt = )= b= )] . (27)

Dans la formule (2.7), on a, comme v/ =y £+ 1 :

Ak:’,k: = Z(Wk/,k;u+1,u Py + Wk’,k:u,u+1 pu+1)' (28)

v

L’intégrale de collision (2.7} est formellement analogue a l'intégrale de
collision (2.4) pour les collisions électron-impureté. Cependant, tandis que,
dans la formule (2.4), Wy i, est proportionnel & 6(ex — €x/), il n’en est pas ainsi
de la quantité Ay g figurant dans la formule (2.7). Cela est dii a I'inélasticité
des collisions électron-phonon. La symétrie des taux de transition, c’est-a-dire
la relation :

ch,k’;l/,l/’ = Wk’,k;u’,ya (29)

10 rinteraction électron-phonon constitue le mécanisme principal a Vorigine de la dépen-
dance en température de la résistivité en courant continu. Lorsque la température diminue,
Pamplitude des vibrations de réseau décroit. La diffusion des électrons par les impuretés et
les défauts devient alors le processus de collision dominant.

' Voir aussi & ce sujet le complément 8.A.
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n’implique pas en effet la symétrie des quantités Ap x et Ap rr. Compte tenu
de la relation p,/p, = e(Bv=E,)/kT of de la conservation de Iénergie totale
e —€x + El, — E, =0, on a entre Ag , et Ap ps la relation :

Mg = A joelew —em)/KT (2.10)

Cette formule ne permet pas de simplifier davantage I'intégrale de collision, qui
reste une fonctionnelle non linéaire de la fonction de distribution électronique.

3. L’équilibre détaillé

La distribution d’équilibre global fo(ex) est la solution indépendante du
temps de I’équation de Boltzmann (1.4). La distribution fy est également
solution de I'équation (9f/0t).; = 0. Nous allons étudier les conséquences
de cette propriété dans le cas de la diffusion par les impuretés et dans celui de
la diffusion par les vibrations de réseau.

3.1. Diffusion par les impuretés

Le fait que la distribution d’équilibre fy annule 'intégrale de collision
(2.5) se traduit par la relation de bilan suivante :

Zwk & fol(ew’) ZWk/ kfoler). (3.1)

L’égalité (3.1) n’est pas seulement une propriété globale des sommes
considérées, mais elle est réalisée terme a terme. On a en effet la propriété
plus forte, appelée relation de I'équilibre détaillé'? :

Wik folen) = Wi g fo(er). (3.2)

La formule (3.2) traduit le fait que les transitions s’équilibrent séparément
pour chaque paire d’états {|k), |k’) }. Cette propriété découle, d’une part, de la
propriété de microréversibilité (2.2}, et, d’autre part, du fait que la distribution
d’équilibre fy ne dépend que de Pénergie de ’électron.

3.2. Diffusion par les vibrations de réseau

Dans le cas de processus de collision ne conservant pas 1'énergie électro-
nique, comme par exemple Uinteraction des électrons avec les vibrations de
réseau décrite schématiquement par U'intégrale de collision {2.7), la relation de
bilan global sécrit :

ZAk w folew )1 = folex)] = ZAk' wfoler)l = folew)l.  (3.3)

12 1,3 relation de Péquilibre détaillé est une propriété tres générale des systeémes a 1’équilibre
thermodynamique (voir le chapitre 12).
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L’égalité (3.3) est en fait réalisée terme a terme :

Ak folew )1 — foler)] = Awr g folew) (1 — folew)]. (3.4)

La relation de I'équilibre détaillé (3.4) découle de la relation (2.10) entre Ag g/
et A &, et de la forme (1.5) de la distribution de Fermi-Dirac d’équilibre.

4. Approximation du temps de relaxation. Linéarisation

Pour résoudre I'équation de Boltzmann (1.4), on met en ceuvre chaque
fois que possible, comme dans le cas des gaz classiques dilués, une méthode
approchée reposant sur I'idée selon laquelle I'effet principal du terme (0f/0t)
est de faire relaxer la fonction de distribution vers une distribution d’équilibre
local adaptée & la physique du probléme. Dans le cas du gaz d’électrons, les
distributions d’équilibre local sont des fonctions de Fermi-Dirac caractérisées
par une température locale T'(r,t) et un potentiel chimique local u(r,t), et
désignées pour simplifier par f(0(eg) :

1
1+ eler—n(rOl/kT(r0)

FO(e) = (4.1)
Dans ’équation d’évolution de fi, l'intégrale de collision est ainsi écrite de
maniere approchée sous la forme :

of fro = F9(er)
- ~ s 2 2 (4.2)
ot coll T(k)

ot 7(k) est un temps de relaxation vers 1’équilibre local déerit par (O ().
Ce temps dépend en général du vecteur d’onde k (ou simplement de Iénergie
¢k dans le cas d’un systéme isotrope). La dépendance du temps de relaxation

par rapport 4 k (ou & €x) dépend du détail des mécanismes de collision!?.

Le gaz d’électrons peut étre soumis a des champs électrique et magnétique,
ainsi qu’a un gradient de potentiel chimique et a un gradient de température.
Le champ électrique et le champ magnétique agissent tres différemment sur
les électrons : le champ électrique leur cede en effet de ’énergie, mais pas le
champ magnétique. Si les écarts a ’équilibre local restent petits, on recherche
la solution de ’équation de Boltzmann sous la forme :

Fe FOer) + £, Y < 1O (e). (4.3)

Le terme f,(cl) est du premier ordre par rapport aux perturbations créées
par le champ électrique, le gradient de potentiel chimique et le gradient de
température, mais contient des termes de tous les ordres en champ magnétique.

13 Le calcul microscopique des temps de relaxation sera effectué dans le complément 8. A.
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Dans le terme de 'équation (1.4) contenant expliciternent le champ magnétique,
la fonction de distribution f(® ne joue aucun réle. En effet, f(©) dépendant de
k via I’énergie €, on a :

af

ka(()) = hvk 86k .

(4.4)

Le terme en produit mixte (vg x H).Vi f(© est donc nul.

En identifiant les termes du premier ordre en perturbations, on obtient,
& partir de P’équation (1.4) pour fi, I’équation aux dérivées partielles linéaire

satisfaite par f,(cl) :

o) €k — 1 OfON e 1 (!
= +vk.< - VTT—i—V,,,u—eE) e ) e H)IRAD = s
(4.5)

L’équation de Boltzmann linéarisée (4.5) est & la base de I'étude des phéno-
meénes de transport linéaires en régime semi-classique. Elle permet notam-
ment, en présence d’un champ électrique et d’un gradient de température, de
calculer la conductivité électrique, la conductivité thermique et les coefficients
thermoélectriques'®. Elle permet aussi d’analyser les phénomenes de transport
en présence de champ magnétique (effet Hall, magnétorésistance longitudinale
ou transverse} dans le régime semi-classique.

5. Conductivité électrique

La théorie de Bloch-Boltzmann repose sur la connaissance de la structure
de bandes. Nous nous plagons ici dans le cas simple d’électrons appartenant
&4 une seule bande non complétement remplie, la bande de conduction d’un
métal ou d’un semi-conducteur. Cette bande est décrite dans I’approximation
de la masse effective, le tenseur de masse effective étant supposé proportionnel
a la matrice unité. La loi de dispersion de I’énergie électronique s’écrit e, =
h*k2/2m*, le bas de la bande de conduction étant pris comme origine des
énergies. La vitesse de 'électron dans 'état |k) est vi, = hk/m*.

On suppose qu'il existe un champ électrique appliqué F uniforme dans
Iespace et constant dans le temps, et qu’il n’y a pas de gradient de température
ou de potentiel chimique, ni de champ magnétique appliqué. En régime sta-
tionnaire, I’équation (4.5) s’écrit dans ce cas :

of" _ 1
e, Tlew)

(5.1)

(nous supposons ici que le temps de relaxation est une fonction de I'énergie).

14 Le calcul de la conductivité thermique et des coefficients thermoélectriques est effectué
dans le complément 8.B.
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La distribution d’équilibre local pertinente est la distribution de Fermi-Dirac
folex). On obtient donc!®, & partir de I'équation (5.1) :

0
) — er(e)(v.E) ( / °> (5.2)
e
La densité de courant électrique J se calcule & partir de f via 'intégrale :

J= (2—2:)—3 /fkvdlc. (5.3)

La distribution d’équilibre ne contribue pas au courant. Celui-ci s’écrit :

J= < /T(e)U(U.E)( %fo) dk. (5.4)

An3 €

5.1. Expression générale de la conductivité

La formule (5.4) permet de calculer le tenseur de conductivité ¢ inter-
venant dans la loi d’Ohm J = g.E. Avec la rclation de dispersion choisie, ce
tenseur est proportionnel & la matrice unité : 6,3 = Gdag.

Pour effectuer le calcul de o, il est commode d’introduire la densité d’états
en énergie des électrons, notée n( ), et d’écrire une composante quelconque de
J, par exemple J,, sous la forme d’une intégrale sur I’énergie :

Je=é? /000 ’()iEIT(E)( 88{0> (€)de. (5.5)

Compte tenu de la relation de dispersion e = m*v?/2, la conductivité électrique

s’écrit : ) of
o 2e > ) 0
Ll /0 (ﬂ(f)T(E)( e > de. (5.6)

1 convient de faire apparaitre dans 'expression de o la densité des électrons,
n = [0 €)de, qui ’écrit aussi, en termes de la densité d’états intégrée
N(e) = fog ( )de , sous la forme n = [ N(e)(—8fo/de€) de. On obtient ainsi :

2ne? [i en(e)T(e )(—%) de

Bm* [N (e)(—- ) de
Dans le modele étudié, la densité d’états et la densité d’états intégrée sont
respectivement de la forme n(e) = Ce'/? et N(e) = (2C/3)e*/2. 1t est d’usage
de réécrire 'expression (5.7) de la conductivité sous une forme analogue a la
formuie de Drude-Lorentz :

(5.7)

ne*(r) (5.8)
m*

15 Dorénavant, Pénergie et la vitesse de 'électron dans I’état |k) sont désignées simplement
par € et v (au lieu de ¢ et vg).
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La mobilité de dérive des électrons a alors pour expression :

e(r
up = 2L, (5.9)
m
Dans les formules (5.8) et (5.9), la notation (7) désigne un temps de relaxation

moyen défini par :

fooo T(e)63/2(—%) de
Jo7 e3/2(= 200 de

(t) = (5.10)

Nous nous proposons de préciser 'expression de {7} dans deux cas, celui
d’un gaz d’électrons fortement dégénéré (métal) et celui d’un gaz d’électrons
non dégénéré (semi-conducteur non dégénéré).

5.2. Métal

De maniére générale, compte tenu de la forme analytique de la fonction
de Fermi-Dirac fo(e€), on peut, pour une fonction de ’énergie ®(e) lentement
variable sur un intervalle d’énergie |e — u| ~ kT et ne divergeant pas plus
rapidement qu’'une puissance de € lorsque € — oo, écrire le développement de
Sommerfeld :

/Ooqu(e)< %f”>d = ®(p) + G(kT)Z%;f 4+ kT < (5.11)

€ e=p

A basse température, 'opposé de la dérivée de la fonction de Fermi-Dirac agit
donc en premiere approximation comme une fonction delta centrée au potentiel
chimique a température nulle, ¢’est-a-dire au niveau de Fermi eg :

0
af“ ~de—ep), kT <ep. (5.12)
€

A des termes d'ordre (kT/ eF)2 pres, les intégrales intervenant dans la
formule (5.10) peuvent donc, dans le cas d'un métal, étre évaluées a T = 0.
On a ainsi approximativement :

(1) = 7{er). (5.13)

Seule intervient dans 'expression de la conductivité électrique d’un métal la
valeur du temps de relaxation au niveau de Fermi :

ne’7(er) (5.14)

m*

g =
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5.3. Semi-conducteur non dégénéré

La fonction de distribution fo(e) est dans ce cas la fonction de Maxwell-
Boltzmann, de la forme :

fole) = Ae™Pe,  pg=(kT)"". (5.15)
On a: o
A?;G—O = ABe <. (5.16)

Le temps de relaxation dépend généralement de 1’énergie selon une loi de
puissance du type 7(¢)  €°, la valeur de s étant liée a la nature du processus
de collision!%. La formule (5.10) s’écrit donc :

fooo e5e3/2e=P¢ de

e fooo 2B de (5:17)
On en déduit :
TG +s)
(1) « (kT) ﬁ, (5.18)
2

ou ' désigne la fonction gamma d’Euler. La dépendance en température de
(1) et de pup reflete la dépendance en énergie du temps de relaxation.

6. Transport semi-classique en présence de champ magnétique

Les propriétés de transport d’un métal ou d’un semi-conducteur sont
profondément modifiées par Vapplication d'un champ magnétique. Nous nous
intéressons ici a la configuration transverse, dans laquelle un champ électrique
E = (E,, E,,0) et un champ magnétique H = (0,0, H), perpendiculaire a E,
sont appliqués & Péchantillon. Les hypotheses sur les porteurs de charge et la
structure de bandes sont les mémes que précédemment. La température et le
potentiel chimique sont supposés uniformes.

Soumis & un champ magnétique H , un électron libre décrit une hélice avec
une fréquence angulaire w. = |e|H/mc, appelée pulsation cyclotron. Dans le cas
d’une structure de bandes décrite dans 'approximation de la masse effective,
m doit étre remplacé par m* dans I'expression de w.. En présence d’'un champ
magnétique, la théorie semi-classique du transport n’est applicable que si 'on
a hw, < kT. Si cette condition n’est pas vérifiée, la quantification des niveaux
électroniques en niveaux de Landau doit étre prise en compte. L’équation de
Boltzmann, dans laquelle le champ magnétique n’intervient que via la force de
Lorentz, cesse alors d’étre valable, et il faut recourir & une théorie purement
quantique du transport électronique’”.

€

16 voir le complément 8.A.

I7 Les fondements de la théorie quantique du transport électronique seront exposés au
chapitre 15.
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Nous nous limitons ici au transport semi-classique décrit par I'équation
de Boltzmann linéarisée (4.5). Le champ E étant perpendiculaire & H, il en
est de méme du courant J. La relation linéaire entre J et E peut s’écrire, soit
sous la forme de la loi d’'Ohm J = ¢.F, soit, inversement, sous la forme :

E=pJ, (6.1)

ou p est le tenseur de résistivité. Les composantes des tenseurs g et p dépendent
du champ magnétique. En introduisant le temps de collision'® 7, on peut,
tout en restant a l'intérieur du régime semi-classique défini par la condi-
tion hw. < KT, distinguer deux régimes différents de champ magnétique.
Si wer > 1, Pélectron décrit plusieurs pas de 'hélice cyclotron entre deux
collisions successives. Le champ magnétique est alors considéré comme fort!®.

Dans le cas contraire, il est dit faible.

6.1. Modeéle de Drude en champ magnétique transverse

Lorsque le temps de relaxation ne dépend pas de I’énergie, le tenseur o
peut se calculer dans le cadre du modeéle de Drude. La vitesse moyenne des
électrons de masse effective m* obéit a ’équation de mouvement :

m*M +m*@

(v :%E+3mxﬂy (6.2)

d’olt Pon déduit le courant J = ne(v). En régime stationnaire, on obtient ainsi
les expressions du tenseur de conductivité,

1 WeT
-2 14+ w2r? 1+ w?r?
ne‘r
o= - ¢ ¢ , (6.3)
m WeT 1
1+ w2r? 1+ w?r?
et du tenseur de résistivité :
1 WeT
m* c
pP=—= (6.4)
nesT \ —w.r 1

La conductivité longitudinale o,, est une fonction paire de H, tandis que
la conductivité transverse o,, est une fonction impaire de H. On vérifie la
relation d’Onsager :

Ozy(H) = 0y (—H). (6.5)

18 L.a notation 7 désigne ici une valeur typique du temps de relaxation 7(¢).

19 s’agit d’un régime de champ magnétique fort, mais permettant toutefois de rester
dans le domaine du transport semi-classique. Les deux conditions Aw, < kT et wer > 1
doivent étre vérifiées simultanément, ce qui implique I'inégalité h/7 < kT (voir & ce sujet
la. discussion du paragraphe 7).
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En "absence de collisions, ce qui, dans le modele de Drude, se traduit par 7
infini, le tenseur de conductivité s’écrit simplement?C :

2 0 —wt
m* \ -1 0

c

Pour tenir compte de la dépendance en énergie du temps de relaxation, il
est nécessaire de faire appel a 'équation de Boltzmann.

6.2. Fonction de distribution au premier ordre
En régime stationnaire, I’équation (4.5) s’écrit, pour ce probleme :

af() €

(1)
’U.eE(—-) -+ ;(U X H).ka,il) = ffk .

()

Par analogie avec la solution (5.2) en présence du champ électrique seul, on

O¢ he (6.7)

recherche f,gl) sous la forme :
1 dfo

olt C(€) est un vecteur a déterminer. En introduisant 1'expression (6.8) de f,(el)
dans 1'équation (6.7), on obtient pour le vecteur C 1’équation :

e Cuv
—C.(vxH)+ — =eE.v. (6.9)
m*e 7(€)
L’équation (6.9) devant étre vérifiée quelle que soit la vitesse v, le vecteur C
doit étre solution de I’équation :
we x C ¢ E H/m” (6.10)
=———¢ we =—eH/m*c. .
“ 7(€) ’ ¢
En configuration de champ magnétique transverse, I'’équation (6.10) a pour
solution :

_et(e) E w
c= 1+ w272(e) [T(E) e X E} (6.11)

On en déduit fi" :

"= (—%) %Z;(;)(—d [% + (we % E).’u} (6.12)

20 La situation décrite ici est trés différente de la situation sans champ magnétique, dans
laquelle la conductivité o = ner/m* devient infinie en 'absence de collisions.
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6.3. Tenseur de conductivité
En utilisant la formule (5.3) pour le courant, dans laquelle seule f,il)

contribue 2 l'intégrale, et 1'expression (6.12) de f,(cl)7 on obtient 'expression
du tenseur de conductivité en configuration de champ magnétique transverse :

N

T (,L)CT2
neQ <1—|—wC27'2> _<1+ng2>

o= 6.13
= m* < CUCTQ T ( )

1+w272> <1—1—ng2>

Dans la formule (6.13), le symbole {...) a la méme signification que dans la
formule (5.10). Le résultat (6.13) a la méme structure que le résultat du modele
de Drude (formule (6.3)). Cependant, a la différence de ce dernier, il permet
de prendre en compte la dépendance en énergie du temps de relaxation.

Nous allons analyser, dans le régime semi-classique, les effets spécifiques
dus a la présence du champ magnétique, c’est-a-dire 'effet Hall et la magnéto-
résistance transverse.

6.4. Effet Hall

On considere un barreau de géométrie parallélépipédique allongé selon
Vaxe Oz. Le champ électrique est appliqué parallelement a 'axe Oz, et le
champ magnétique parallelement a Paxe Oz (Fig. 1).

‘A
H (0] X

V4—7
(e/lc)vx H

Fig. 1. Schéma de I'expérience de Hall.

La géométrie impose la condition J, = 0. On en déduit qu'il existe un
champ électrique E,, appelé champ de Hall, induit par la présence du champ
magnétique. L’existence de ce champ électrique constitue 'effet Hall, découvert
par E.H. Hall en 1879.
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Les porteurs de charge (électrons ou trous?!), défléchis par le champ
magnétique dans la direction de 'axe Oy, tendent a s’accumuler sur les cotés
de 1’échantillon. Ce phénomene continue jusqu’a ce qu’une charge d’espace
s’établisse de maniére & compenser la déflexion magnétique. Nous supposons
ici que le champ magnétique est faible (w.7 <« 1). Le tenseur (6.13) s’écrit

alors :

na (1) —wc<72)>

q

o= — . (6.14)
m <wc<T2> ()

La valeur prise dans ces conditions par le champ de Hall E, s'obtient en
écrivant que le courant J, = 0y Fy + 0y By est nul. On pose habituellement

Ey = —F,tgly, (6.15)

oll 8y est angle de Hall. Pour w.7 < 1, on a :

On :wc%- (6.16)

La mesure de Veffet Hall est en fait une mesure de la composante py, du
tenseur de résistivité. Comme J, = 0, on a en effet :

E
puw = = (6.17)

11 est usuel d’introduire le coefficient de Hall Ry défini par :

Pour w.7 <« 1, 0n a:
1 {r?)
Ry = —->—5- 6.19
H nge <7_>2 ( )

Nous allons donner les expressions explicites de Ry dans un métal et dans
un semi-conducteur non dégénéré.

e Métal

Dans le cas d’un métal, on a :

() = 7(eF), (%) = T2(€F). (6.20)

21 Nous supposons ici qu’il existe un seul type de porteurs de charge, qui peuvent &tre
soit des électrons de charge g = e, soit des trous de charge ¢ = —e.
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Les porteurs de charge étant des électrons, il vient :

1
Ry=— (6.21)
nec
Le coefficient de Hall d’un métal ne dépend donc d’aucun autre parametre que

la densité des électrons.

e Semi-conducteur non dégénéré

Le signe du coefficient de Hall permet d’obtenir celui de la charge des
porteurs. En prenant pour la dépendance en énergie du temps de relaxation
une loi de puissance du type 7(€) o €, on obtient :

1 I(E+25T(5)
H= —2—5~—§— (6.22)
nae [0+ )]

La valeur de Ry dépend de l'exposant caractérisant la loi 7(¢).

6.5. Magnétorésistance transverse

La force due au champ de Hall compense la force de Lorentz : le courant
Jy est donc nul. 1l s’agit seulement d’une compensation moyenne. En réalité,
lorsqu’'un champ magnétique est présent, la distribution des lignes de vitesse
s’ouvre dans l'espace. La résistance parallele a 'axe Oz augmente. C’est le
phénomene de magnétorésistance. Dans la géométrie considérée, la magnéto-
résistance est dite transverse.

La magnétorésistance est un effet pair en champ magnétique. Pour la
calculer, il est nécessaire de revenir a la formule (6.13) pour le tenseur de
conductivité, d’olt 'on déduit les expressions de J, et Jy, :

ne? T weT?
%:Wkﬁzﬁwf*ﬂzﬁwﬁ

ne? weT? T
%:mﬂ%z@ﬁ@+ﬁ:@ﬁwﬁ

Dans le cas w7 < 1, la magnétorésistance est, a 'ordre le plus bas en
champ magnétique, un effet d’ordre H?. En développant les formules (6.23)
au second ordre en H et en tenant compte de ce que, comme précédemment,
le courant J;, est nul, on obtient :

(6.23)

e[ s o)
5o =" ) -ty + 2 ] B (6:20)

La modification relative, due a la présence du champ magnétique, de la conduc-
tivité longitudinale est du second ordre en H :

Ao (D) = (B

o

. weT < 1. (6.25)
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Dans le cas w.r > 1, il y a saturation de la magnétorésistance. La modifi-
cation relative de la conductivité longitudinale devient indépendante du champ
magnétique :

Ao (i
— = i>—~u, weT > 1. (6.26)
o {r)

Le modeéle de Drude, dans lequel le temps de relaxation est considéré
comme constant, ne permet pas de décrire cet effet (les formules (6.25) et
(6.26) avec T constant conduisent 'une comme l'autre a Ao = 0).

7. Limites de validité de la théorie de Bloch-Boltzmann

7.1. Séparation des échelles de temps

Pour que ’équation de Boltzmann pour les électrons de Bloch soit valable,
il est nécessaire de pouvoir considérer, comme dans le cas des gaz classiques
dilués, les collisions comme locales et instantanées. En particulier, la durée
7o d’une collision doit étre beaucoup plus petite que le temps de collision 7 :
79 <€ 7. En d’autres termes, ces deux échelles de temps doivent étre bien
séparées.

En pratique, 79 ne devient comparable & 7 que dans des métaux tres
impurs ou dans des liquides. Ce sont par conséquent des systemes dans lesquels
la théorie du transport électronique est plus délicate.

7.2. Limitations quantiques

Il est également nécessaire de tenir compte de l'existence de limitations
proprement. quantiques.

Le taux de transition d’un état |k) vers un état |k’) est calculé en utilisant
Iapproximation de Born ou la regle d’or de Fermi. Pour pouvoir considérer
une collision unique, il faut supposer que intervalle de temps At sur lequel
on étudie I'évolution de la fonction de distribution est beaucoup plus petit
que le temps de collision 7, autrement dit que h/7 est une quantité tres petite
par rapport a une énergie électronique typique. Dans un semi-conducteur non
dégénéré, cette condition s’écrit sous la forme du critere de Peierls :

h < kT. (7.1)
-

Dans un métal, I'inégalité (7.1) est violée. Cependant, selon une remarque de
L. Landau, au lieu de k7', ¢’est I’énergie de Fermi er qui doit étre prise en consi-
dération dans ce cas lorsque I’échantillon est de dimensions macroscopiques.
La condition de validité de la théorie de Bloch-Boltzmann s’écrit donc dans
un métal sous la forme :

(er) L €p, (7.2)
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ce qui représente une condition beaucoup moins restrictive que ne le serait
I'inégalité (7.1). La condition (7.2) peut étre réécrite de maniere équivalente
sous la forme du critére de Iofle-Regel :

kpt > 1. (7.3)

Dans la formule (7.3}, kp est le vecteur d’onde de Fermi, et £ ~ hikpr(epr)/m
le libre parcours moyen élastique®? des électrons. Lorsque le critere (7.3) est
vérifié, la théorie de Bloch-Boltzmann est applicable. Lorsque le désordre
augmente et que cette condition n’est plus satisfaite, des effets d’interférences
quantiques, tels que la localisation faible, peuvent apparaitre et modifier pro-
fondément les propriétés de transport?®. Ces effets ont été mis en évidence
dans des systemes de petites dimensions, appelés systémes mésoscopiques,
dans lesquels le spectre des états électroniques est discret, et le mouvement
électronique cohérent (ce qui signifie que, si un électron peut se propager dans
le systéme sans subir de diffusions inélastiques, sa fonction d’onde conserve
une phase définie).

7.3. Equation maitresse de Pauli et équation de Boltzmann

La théorie quantique du transport, développée notamment par R. Kubo,
fait intervenir la matrice densité des électrons, dont il faut étudier ’évolution
en présence des champs extérieurs et des diverses interactions®*. Les éléments
diagonaux de la matrice densité peuvent étre interprétés en termes de proba-
bilités moyennes d’occupation des états. Leur analogue semi-classique est la
fonction de distribution électronique. La discussion de la validité de I’équation
de Boltzmann se rameéne ainsi & la discussion des hypotheses permettant de
ne pas prendre en compte les éléments non diagonaux de la matrice densité.

La premiere déduction de I’équation de Boltzmann a partir de la mécanique
quantique a été proposée par W. Pauli en 1928, moyennant 'hypothese des
phases aléatoires®®, selon laquelle les phases des amplitudes quantiques sont
distribuées au hasard a chaque instant. W. Pauli a ainsi obtenu pour les
éléments diagonaux de la matrice densité une équation d’évolution irréversible,
I’équation maitresse de Pauli. Celle-ci ne fait intervenir que les éléments
diagonaux de la matrice densité, et a pour analogue semi-classique 1'équation
de Boltzmann pour la fonction de distribution.

22 Te libre parcours moyen élastique est relatif aux collisions qui ne modifient pas I’énergie
de ’électron, telles que les collisions électron-impureté.

23 Yoir le complément 15.A.
24 Yoir le chapitre 15.

25 L’hypothese des phases aléatoires est 'analogue quantique de I’hypothese du chaos
moléculaire de la théorie cinétique des gaz classiques dilués (voir le chapitre 9).
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Complément 8.A

Processus de collision

1. Introduction

L’un des buts de I’étude des processus de collision est d’élucider la nature
microscopique des mécanismes limitant le transport électronique et d’obtenir
ainsi, lorsque c’est possible, une expression du temps de relaxation associé a
I’intégrale de collision. Pour les collisions élastiques dans un systenie isotrope,
telles que les collisions électron-impureté et les collisions électron-phonon
acoustique de grande longueur d’onde, ce temps peut étre défini et calculé
microscopiquement, & la condition que le taux de transition Wy . de l'état |k)
vers ’état |k') ne dépende que du module de k et de Vangle entre les vecteurs k
et k'. Le temps de relaxation ne dépend alors que de ’énergie ¢ de I’électron,
quantité conservée lors de la collision. La loi 7(eg) une fois déterminée, les
coeflicients de transport peuvent étre obtenus explicitement.

2. Diffusion des électrons par les impuretés

Nous considérons, ici encore, des électrons appartenant & une seule bande
non complétement remplie, décrite dans ’approximation de la masse effective.
Le tenseur de masse effective est supposé proportionnel & la matrice unité.

2.1. Temps de relaxation pour des collisions élastiques

Dans le cas de collisions élastiques telles que les collisions électron-
impureté, I'intégrale de collision de I’équation de Boltzmann est de la forme :

ory v .
<E>Coll -~ (2m)3 /Wk/’k(fk' fi) dK'. (2.1)

Si les écarts a Péquilibre local restent petits, on recherche la solution de
’équation de Boltzmann sous la forme fr ~ f©) (&) + f,(cl), ou f,gl) est une
correction du premier ordre par rapport aux perturbations qui font s’écarter
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le systeme de 1'équilibre local décrit par f(o)(ek). L’élasticité des collisions
entrainant 1'égalité f(9 () = f(o)(ek/), ona:

0
(%) =g [ Wl = 1) ai (22)
coll
Dans 'approximation du temps de relaxation, on écrit :
af) b
~ st (2.3)
< 0t J con (k)

On déduit de la comparaison des formules (2.2) et (2.3) une expression formelle
de Vinverse du temps de relaxation :

5~ /Wkk(

Cependant, dans la formule (2.4) intervient la solution, elle-méme & déterminer,
de I’équation de Boltzmann linéarisée.

) dk’. (2.4)

On peut s’affranchir de cet inconvénient en étudiant la situation ou la seule
perturbation présente est due & un champ électrique appliqué E uniforme et
constant. L’équation de Boltzmann linéarisée s’écrit dans ce cas :

aro gV

(vn-eB) 5= = = (2.5)

La distribution d’équilibre local f(® pertinente étant la fonction de Fermi-

Dirac fo(ex), on a:
) — o7 (k) (vy. E) (-%) : (2.6)
€k

Pour déterminer 7(k), on suppose (ce que l'on vérifiera en fin de calcul)
que, le systeéme étant isotrope, le temps de relaxation est une fonction de eg
(ou, ce qui revient au méme, une fonction de k = [k|). Les collisions étant
élastiques, on a 7(k) = 7(k'). Comme v, = hk/m*, on déduit de la formule

(2.6) pour f,il) et de son analogue pour f,g}) I'identité :
(1)
k/ — kl.E .
f,gl) k.E

(2.7)

L’inverse du temps de relaxation est donc donné par la formule :

T—(l/?) _ @%/m/,k(l - ,Z§> K, (2.8)

dans laquelle la fonction de distribution électronique ne figure pas.
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Pour expliciter l'intégrale figurant au second membre de I’équation (2.8),
on prend la direction de k comme axe polaire Oz et 'on choisit 'axe Oz de
maniére & ce que le champ E soit contenu dans le plan 2Oz (Fig. 1). On a' :

k.E = kF cos o
(2.9)

k'.E = k' E(cos a cos 8 + sin asin f cos ¢),

et, par suite :

X

"'E
k.E

= cos 0 + tg asin cos ¢. (2.10)

N

Fig. 1. Interaction électron-impureté (k = k') en présence d’'un champ
électrique.

A I'approximation de Born de la diffusion, le taux de transition Wi &
§’écrit :

2
Wi ko = %|<k’[‘fi|kz)|26(ek — ), (2.11)

ot V; désigne le potentiel d’interaction électron-impureté. La section efficace
différentielle correspondante est? :

m*2V2 2
On a donc : (2n) h
_ 27T !
Wi = 5= —0(k = K)o (0). (2.13)

Le taux Wy k. ne dépendant que de k et de 'angle de diffusion € (et non des
orientations absolues des vecteurs k et k'), la formule (2.8) fait intervenir une

! Les notations sont celles de la Fig. 1. On a posé E = |E|.

2 Avec les hypotheses faites sur Wi/ ., la section efficace différentielle ne dépend que de
Pangle 0 (et non des deux angles 8 et ¢). On la note donc o(6).
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intégration sur la surface d’énergie constante eg. Cette intégration une fois
effectuée, il vient :

1 v . hk
) V/U(H)(l — cos 8 — tg asin € cos ¢) dS2, v (2.14)

Seul le terme en 1 — cos# fournit une contribution non nulle & 'intégrale. On

a donc :
% = %/0(9)(1 ~ cos 8) dS). (2.15)

En réalité, il n’y pas dans I’échantillon une impureté unique, mais une
concentration n; d’impuretés. Si celles-ci sont réparties aléatoirement?, I'inverse
du temps de relaxation s’obtient en sommant les contributions des diverses
impuretés :

% o / (6)(1 - cos ) dE2. (2.16)

La formule (2.16) est & rapprocher de estimation 77! ~ nov de 'inverse du

temps de relaxation dans un gaz classique dilué (n est la densité du gaz, oot =
[ o(Q) dQ 1a section efficace totale de collision et v une vitesse moléculaire
typique). Dans la formule (2.16) concernant les collisions électroniques, le
facteur (1 — cos#) figurant dans P'intégrand traduit 'importance relative plus
grande des collisions & grand angle de diffusion. La quantité :

1
n; [ o(0)(1 — cos ) dQ

by = vr(k) = (2.17)

est appelée libre parcours moyen de transport®.

Nous allons maintenant donner les expressions de o(f) et de 7(k) pour
différents types de collisions électron-impureté.

2.2. Temps de relaxation électron-impureté dans les semi-conduc-
teurs

Dans un semi-conducteur, les impuretés peuvent étre neutres ou ionisées
selon la température. Prenons 'exemple d'un semi-conducteur de type n. Aux
températures suffisamment basses, les niveaux donneurs sont occupés et les
impuretés sont neutres. Lorsque kT devient comparable & la différence d’énergie

3 Cette hypothése revient & considérer la diffusion comme incohérente, c’est-a-dire &
négliger les interférences entre les ondes diffusées par les différentes impuretés.

4 Le libre parcours moyen de transport joue un rdle important dans le transport diffusif

des ondes lumineuses en milieu désordonné (voir le complément 16.A).
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entre les niveaux d'impuretés et le bas de la bande de conduction, les donneurs
s’ionisent en perdant leurs électrons au profit de cette derniere.

Nous allons traiter successivement la diffusion par ces deux types d’impu-
retés.

e Impuretés ionisées

S’il y a peu de porteurs libres, leffet d’écran est négligeable. L’énergie
potentielle d’interaction d’un électron de charge e avec une impureté de charge
+Ze est donc coulombienne. Pour une impureté supposée située a Vorigine,
on a’ : )

Vi(r) = j:—Z—e—, (2.18)
€47

oll g4 est la permittivité diélectrique relative du semi-conducteur.

La section efficace différentielle se calcule a partir de la formule quantique
(2.12), dans laquelle il convient de considérer le potentiel coulombien (2.18)
comme la limite d'un potentiel coulombien écranté® de portée infinie. Tous
calculs faits, on obtient pour o(#) un résultat identique & la formule classique
de Rutherford :

R2
 4sin*(8/2)

La formule (2.19), dans laquelle la quantité R = Ze?/eym™v? représente une
longueur liée au parametre d’impact b par I'égalité b = Rcotg (6/2), met en
évidence le fait que la diffusion par des impuretés ionisées est tres anisotrope.
L’intégrale angulaire intervenant au second membre de la formule (2.16), qui

s’écrit : - 0
— cos
—————sin @ dé, 2.20

/0 sin®(4/2) o (2.20)

diverge a la limite 8 — 0, qui correspond a un parametre d’'impact tres grand.
Or, dans un solide, le parametre d’impact a une limite supérieure naturelle

o(0) (2.19)

b = ni_l/ 3 /2, égale a la moitié de la distance typique entre deux impuretés. A
cette limite correspond une limite inférieure 0,,,;, de ’angle de déviation donnée
par Végalité tg (Omin/2) = R/by,. Prenant en compte cette limite inférieure de
6, on réécrit la formule (2.16) comme :

1 Rz (™
— = U2 —

1 —cosf .
7(k) 4 g, sin*(6/2)

sin 0 df. (2.21)

On a:

& 1 )COSG . . emix Gmin
/ W sin @ df = —8logsin ~2—’ = 410g<1 + cotg? 5 ) (2.22)

Bmin

5 On utilise des unités de Gauss, dans lesquelles la permittivité du vide vaut 1.

5 Voir la formule (2.25).
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1l vient finalement, compte tenu de la définition de O,ip :

Rl |1+ (2 2 (2.23)
e mn; R°vlog 7 .

La formule (2.23) a été établie par E. Conwell et V. Weisskopf en 1950.

On en déduit, en revenant a 'expression de R, que le temps de relaxation
pour la diffusion par des impuretés ionisées varie comme le cube de la vitesse.
En considérant le temps de relaxation comme une fonction de ’énergie €, on

a donc :
7€) ox €372, (2.24)

Dans un semi-conducteur non dégénéré, la dépendance en température du
temps de relaxation moyen et de la mobilité reflete la dépendance en énergie
de (). I résulte de la formule (2.24) que la mobilité limitée par la diffusion
par des impuretés ionisées dépend de la température selon une loi up o T3/2.

e Impuretés neutres

Pour simplifier, on considére qu’en ce qui concerne la diffusion d’un
électron, une impureté neutre peut étre traitée comme une impureté ionisée
trés fortement écrantée. On écrit ainsi

Z€2 j—kur
Vitr)=+22°% | (2.25)
g4
ou ky ! désigne la longueur d’écran”.

La section efficace différentielle correspondante est :

200k 2
Ze2m ) 1 (2.26)

7= 4( K+ K2

adh2

ou K = k' — k représente le changement du vecteur d’onde lors du processus
de diffusion. La collision étant élastique, on a :

k=K, K = 2ksin g (2.27)

La formule (2.26) se réécrit donc sous la forme :

2, %\ 2 —2
o(0) = 4(Ze—h";> (kg + 4k? sin? g) . (2.28)
€d

7 4 s ‘ . . -
L’écrantage d’une impureté chargée dans un semi-conducteur est dii au gaz de porteurs

de charge de densité n. Pour un gaz d’électrons non dégénéré, la longueur d’écran est donnée
par l'expression de Debye : ko—l = (kT/47TTL€2)1/2.
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La divergence de Vintégrale donnant 1/7(k) est automatiquement évitée par
I'introduction de la longueur d’écran.

Si la vitesse n’est pas trop grande, on peut négliger k? devant k2 dans la
formule (2.28). Dans ce cas, la section efficace différentielle ne dépend pas de
# (la diffusion est isotrope), ni, par voie de conséquence, de la vitesse. On a :

1

_—T(k;) = N;VUCtot- (229)

Le temps de relaxation varie en raison inverse de la vitesse, soit, en termes
d’énergie :
7(€) oc e71/2, (2.30)

Le calcul précédent repose sur 'hypothese selon laquelle la diffusion d’un
électron par une impureté neutre peut étre décrite a partir du potentiel écranté
(2.25) dans la limite d’un tres fort écrantage. Cependant, le probléme réel de la
diffusion par une impureté neutre est notablement plus compliqué. Un calcul
plus raffiné montre qu’en réalité la section efficace de diffusion est inversement
proportionnelle & la vitesse. Le temps de relaxation correspondant est done
indépendant de ’énergie. La mobilité limitée par la diffusion par des impuretés
neutres est indépendante de la température.

2.3. Temps de relaxation électron-impureté dans les métaux

Dans un métal, une impureté est écrantée par les électrons de conduction.
L’énergie potentielle d’interaction électron-impureté est donc donnée par la
formule® (2.25).

L’ion d’impureté, « habillé » avec le nombre moyen d’électrons par atome
du métal, porte une charge effective —Ze (Z est la différence de valence entre
Pion d’impureté et un ion ordinaire du réseau). La section efficace différentielle
est donnée par la formule (2.28). On en déduit :

2. %\ 2 I —92

%—) = nu2n X 4(222—7”—) /0 (1 —cosf) (kg + 4k? sin® g) sinf dé.
(2.31)
11 suffit, pour déterminer la résistivité du métal, de calculer le temps de
relaxation au niveau de Fermi. La formule (2.31) montre que la contribution
des impuretés A la résistivité du métal, appelée résistivité résiduelle®, est pro-
portionnelle 3 Z2. Compte tenu des contributions éventuelles d’autres types

8 La longueur d’écran est ici celle de Thomas-Fermi : kol = (kTF /47rn62)1/2(TF désigne
la température de Fermi).

9 En présence d’impuretés diffusantes non magnétiques, la résistivité d’un métal décroit
de maniére monotone avec la température vers un terme indépendant de la température,
qui constitue par définition la résistivité résiduelle. C’est la seule contribution & la résistivité
qui subsiste a trés basse température, lorsque la diffusion par les vibrations de réseau est
devenue négligeable.
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d’impuretés, la résistivité résiduelle est de la forme (régle de Linde) :
p~a+bZ® (2.32)

En réalité, le calcul précédent surestime les sections efficaces de diffusion,
et donc la résistivité. Le potentiel d’interaction électron-impureté dans un
métal n’est en effet pas suffisamment faible pour que I"approximation de Born
soit valable. Il est nécessaire d’effectuer une analyse plus soignée, notamment

lorsqu’il s’agit d’expliquer la, résistivité des alliages métalliques'?.

3. Diffusion des électrons par les phonons

La diffusion inélastique des électrons par les vibrations de réseau induit
une dépendance en température de la conductivité électrique. Pour rendre
compte correctement de cet effet, il est nécessaire de prendre en compte la
corrélation des mouvements des ions, qui ne peut étre décrite qu’en termes de
phonons.

3.1. Intégrale de collision

Le hamiltonien d’interaction électron-phonon est de la forme générique!? :

Ha_pn=Y_g(k,K)alan(d' g +by), q=k —k. (3.1)
fo,k!
Dans la formule (3.1), ax et a;fc, sont respectivement les opérateurs annihilation
d’un électron dans 1'état |k) et création d’un électron dans l'état |k'), tandis
que bg et b q désignent respectivement les opérateurs annihilation d’un phonon
de vecteur d’onde q et création d’'un phonon de vecteur d’onde —q.

Le hamiltonien (3.1) induit des transitions électroniques entre les différents
états |k). L’intégrale de collision correspondante est de la forme :

= BNl = car = ) 414 N = e )}

i1 = o} Nadlew = e = ) + (14 N~ a + o)},
(32)

10 0Op utilise pour cela la méthode des déphasages due a J. Friedel (1956).

I on néglige ici les processus Umklapp pour lesquels k' — k = ¢ + K, ou K est un
vecteur du réseau réciproque. Ces processus, dont leffet est beaucoup difficile & calculer,
jouent un role important dans certaines propriétés de transport, notamment la conduction
thermique (néanmoins, ils ne modifient pas qualitativement la dépendance en température
de la résistivité des métaux normaux). Lorsque ces processus ne sont pas pris en compte,
on peut montrer que les seuls modes de phonons & considérer sont les modes longitudinaux
pour lesquels le vecteur polarisation est paralléle au vecteur d’onde.
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olt Ny et wq désignent le nombre moyen d’occupation et la fréquence angulaire
du mode q. Dans la formule (3.2), les deux contributions au terme entrant
en fr (1 — fi) correspondent respectivement a I'absorption d’'un phonon de
vecteur d’onde —q et & 'émission d’un phonon de vecteur d’onde g, tandis
que les deux contributions au terme sortant en fi(1 — fxs) correspondent &
I’absorption d’un phonon de vecteur d’onde g et a I’émission d’un phonon de
vecteur d’onde —q.

3.2. Temps de relaxation électron-phonon acoustique
On suppose que les phonons sont a ’équilibre thermodynamique. On a
donc Ng = N9, ott NJ = (ePPvs — 1) ' désigne la fonction de distribution de

Bose-Einstein & la température!? T = (kp3)~'. Pour les cristaux possédant
un centre de symétrie, on a Ng = Ngq.

Les collisions des électrons avec les phonons acoustiques de grande longueur
d’onde sont quasi-élastiques (h|wq| < €). L'intégrale de collision correspon-
dante posséde la méme structure que l'intégrale de collision (2.1). Elle s’écrit :

of 2 ) /
<_8—t>coll = ‘g %: lg(k, k) (far — Fr) 2N 4 1)8(er — €x), K =k+q,

(3.3)
avec .

, 1/ Ni \'"?
o) = i 0= () U@ (3.4
q

Dans la formule (3.4), N est le nombre d’atomes dans Uéchantillon, M la
masse de I'un de ces atomes et U(q) la transformée de Fourier du potentiel
d’interaction électron-ion. On obtient, pour Vinverse du temps de relaxation :

1 27 2
% =+ 4 (1 — cos 8)|,l (2N2 + 1)6(eprq — €x)s (3.5)
soit, comme Ng >1:

o ST o5 0) g NS ek g — - (3.6)

7(k) h p 7 "e o

k+q
q
g RN
k

Fig. 2. Interaction électron-phonon acoustique.

12 Afin d’éviter toute confusion avec le module k du vecteur d’onde de I’électron, nous
désignons ici la constante de Boltzmann par kg.
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Les vecteurs k et k + q ayant le méme module, on a 1 — cosf = 2cos® o
(Fig. 2). Tl vient!?, en utilisant pour les vecteurs d’onde une description
continue :

1 ir V o T .
7——@ = f(%r)i*/o ¢ clq/0 27 sin v do 2c052a|7q|2N25(6k+q*6k)- (3.7)

En utilisant la relation :

*

m
Oertq — €x) = W&(COSQ + %), (3.8)

on obtient :

1 Ar V[ 2rg®m* o 5 210 q
i) =g ; thqu/o 2sin a cos” avq| Nqé(cosa+ ﬂ) do.
(3.9)

L’intégrale angulaire ne fournit une contribution non nulle que si ¢ < 2k. On

a donc : o
1 m*V .
o m/{) ¢*1a’Ndg. (3.10)

On décrit généralement 'interaction électron-ion par un potentiel coulom-
bien écranté,

efk()T‘
U)o« (3.11)
r
de transformée de Fourier!* :
47
U X —5—=- 3.12
(q) o P (3.12)

La fonction U(q) tend vers une constante lorsque ¢ — 0. Par suite, pour les
modes de phonons acoustiques pour lesquels wq ~ ¢,q, ol ¢, désigne la vitesse
du son, la constante v, introduite dans la formule (3.4) se comporte propor-
tionnellement & ¢/? lorsque ¢ — 0. En prenant comme variable d’intégration
x = hwq/kpT = hcsq/kpT, et en posant, lorsque ¢ — 0, hq|2 = A%g, on
obtient finalement pour 1/7(k) 'expression approchée suivante,

1 m*V k'BT 5 2hck/kpT A
k)~ kR ( hes ) 4 /0 o N(w) de, (3.13)

ot N(z) = (e* —1) .

13 Les notations sont celles de la Fig. 2.

14 pour simplifier, nous utilisons la méme notation U(.) pour la fonction U(r) et sa trans-
formée de Fourier U(g).
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3.3. Dépendance en température de la résistivité des métaux

La résistivité des métaux normaux étant gouvernée par le temps de
relaxation au niveau de Fermi, sa dépendance en température reflete celle
de 7(er), que Pon peut déduire de la formule (3.13) en y faisant k = kp.

Pour k = kp, la borne supérieure 2hcsk/kgT de lintégrale figurant au
second membre de I'équation (3.13) est égale 4 20/T, ou la température ©
est définie par'® © = hc,kr/kp. 11 existe principalement deux régimes de
dépendance en température de 7(ef).

e Régime de basse température

A basse température (T < ©), la borne supérieure de lintégrale (3.13)
est trés supérieure a 1, et 'on peut étendre I'intégration jusqu’a l'infini. Toute
la dépendance en température de 1/7(er) provient du préfacteur en T°.

o Régime de haute température

A haute température (T > ©), les valeurs de z mises en jeu dans U'intégrale
(3.13) étant beaucoup plus petites que 1, la fonction N(x) se comporte comme
7!, et lintégrand comme z. Son intégration jusqu’a une borne inversement
proportionnelle & la température introduit un facteur en T—%. L’inverse du
temps de relaxation au niveau de Fermi varie alors comme T

On observe effectivement deux régimes distincts dans la dépendance en
température de la résistivité des métaux normaux : la résistivité croit d’abord
en suivant une loi en T°, connue sous le nom de loi de Bloch-Griineisen, &
basse température, puis une loi en T’ a haute température.

15 1 oordre de grandeur de © est le méme que celui de la température de Debye ©p =
ficsqp /kp (gp est le vecteur d’onde de Debye). On a en effet k3. = 372n, oli n est la densité
d’électrons de conduction, et q3D = 672N/V, ot N/V est la densité des ions. Pour un métal

de valence Z, on a donc ¢p = (2/Z)* 3kp.
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Coeflicients thermoélectriques

1. Flux de particules et flux de chaleur

On considere un métal ou un semi-conducteur dans lequel existe une den-
sité uniforme n d’électrons de conduction de charge e. La bande de conduction
est décrite dans 'approximation de la masse effective, avec un tenseur de masse
effective proportionnel & la matrice unité.

On suppose que la température T'(r), constante dans le temps, peut varier
d’un point & autre de I’échantillon. Celui-ci est soumis en outre & un champ
électrique E = —V¢ uniforme et constant. Il n’y a pas de champ magnétique
appliqué. En régime stationnaire, I’équation de Boltzmann linéarisée s’écrit
dans ce cas :

€k — i o Y
. T +Vou—eE)| - — e 1.1
on (BT 4 Ve )( o o (1.1)
La solution de I'équation (1.1) est! :
a _ e p *8f(0) '
(M _ T(e)v.[(eE Vi) - VT]( = (1.2)

Un flux de particules Jy et un flux de chaleur J}, = Jg —aJy, ou Jg est
le flux d’énergie et (r) = u[T(r)] + ed(r) le potentiel électrochimique local,
apparaissent au sein du systéme. En régime linéaire, le flux de particules se
calcule a partir de la fonction de distribution f,gl) via lintégrale :

Iy = (Qi)s / 0 dk, (1.3)

Le flux de chaleur J¢) se calcule en principe a 'aide de la formule :

g = (ng/fél)(e—ﬁ)vdk, (1.4)

1 Aucune confusion n’étant possible, V; sera dorénavant désigné simplement par V.
L’énergie et la vitesse de I'électron dans ’état k sont notées simplement € et v.
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qul, €1 I(:glnle 11116&116, se Iedlllt a
,* f(l)(: v 1’3 (] [
Q (2 )3 k / ) )

2. Expression générale des coefficients cinétiques

Les expressions de Jy et de J¢, font intervenir les intégrales suivantes,

0o (0)
K, = §/0 v? (e — u)pn(e)T(f)<Aage ) de, p=0,12 (2.1)

oll n(e) est la densité d’états en énergie des électrons. Plus précisément, les
flux Jy et J¢, sont donnés par les formules :

1
JN = Ko(eE - V,u) - K1?VT

1 (2.2)
Jo = Ky(eE ~Vpu) — KQTVT.
Les relations de réponse linéaire (2.2) sont de la forme générale :
1__ 1
Jn =L ?V,LL + L]QV(T)
2.3)
. 1o 1 (
JQ = Lo Tv,u + LQQV(T)v
avec :
L11 = KQT
Ly =Ly = KiT (2.4)
L22 = KQT

La relation de symétrie d’Ounsager Lo = Lo est effectivement vérifiée.

3. Conductivité thermique

La conductivité électrique isotherme et la conductivité thermique en
circuit ouvert s'expriment comme ¢ = e?Kj et k = (KoK2 — K?)/KoT,
respectivement. D’apres la formule (2.1) pour p =0, on a :

Ko = — (1), (3.1)

n
m*

ou : ©
5 72 (<27 de

Jo R ae

(r) =
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On a de méme, d’apres la formule (2.1) pour p=1et p =2,

K1 = —((c~ ), (3.3)
et :
Ky = TZ ((e — p)*r). (3.4)

Dans les formules (3.3) et (3.4), le symbole (...) a la méme signification que
dans la formule (3.2). On en déduit la conductivité thermique :

K= mT’fT [<62T> - <€<77:>> ] (3.5)

Nous nous proposons de préciser la forme des intégrales Ky, K1 et Ko,
et d’en déduire expression de la conductivité thermique d’'un métal et d’un
semi-conducteur non dégénéré.

3.1. Métal

Le développement de Sommerfeld & Uordre le plus bas des intégrales Ky,
K, et Ko conduit aux expressions approchées :

2 dk 2
Ko~ kolep), K=~ %(k:r)?% . Ko~ T (kD) koler),
S 3
(3.6)
avec : )
ko(e) = T en(€)T(e). (3.7)

On a K? <« KoK> et donc k ~ Ky/T. Comme o = e?Kj, il existe
entre k et o7 une relation de proportionnalité, connue sous le nom de Iloi de
Wiedemann-Franz :

K w2 k?

Le rapport £ = k/oT, appelé nombre de Lorenz, est donc dans ce modele une
constante indépendante de la température? :
72 k2

L= 32 (3.9)
La relation (3.8) a été établie empiriquement en 1853 pour de nombreux
métaux. La valeur du nombre de Lorenz, obtenue ici dans un modele extréme-
ment simple de structure de bandes, ne dépend pas en fait de celle-ci. Dans
le cas général ou la conductivité électrique et la conductivité thermique sont
des tenseurs, on peut montrer que les composantes de mémes indices de ces
tenseurs sont entre elles dans le rapport m2k2T/3¢2.

2 Nous avons calculé ici la contribution des électrons & la conductivité thermique du
métal. La contribution électronique a la conductivité thermique étant d’un ou de deux ordres
de grandeur supérieure a celle du réseau, on peut considérer qu’elle représente effectivement
la conductivité thermique du métal.
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3.2. Semi-conducteur non dégénéré

Il existe également dans ce cas une relation de proportionnalité entre
et o1'. Pour 'obtenir, il est nécessaire de calculer les intégrales K, en prenant
pour f (0)(6) la fonction de Maxwell-Boltzmann d’équilibre local et en tenant
compte de la dépendance en énergie du temps de relaxation.

Pour un temps de relaxation dépendant de I’énergie selon une loi de puis-
sance du type 7(¢) o €°, on obtient pour le nombre de Lorenz la valeur® :

5 k2
£=(5+5)% 3.10

2 + €2 (3.10)
Le rapport £ = k/oT n’est pas universel comme dans les métaux, mais refléte
la dépendance en énergie du temps de relaxation.

Le calcul précédent repose sur 'hypothese de existence d’un temps de
relaxation unique, gouvernant aussi bien la conduction électrique que la conduc-
tion thermique. Un tel temps de relaxation existe lorsque les processus de col-
lision sont élastiques (ce qui signifie en pratique que le changement d’énergie
de chaque électron au cours d’une collision est petit par rapport a k7). La
diffusion des électrons par les vibrations de réseau satisfait & cette condition
aux hautes températures. Aux basses températures, le mécanisme limitant
la conductivité est la diffusion élastique des électrons par les impuretés. La
loi de Wiedemann-Franz est effectivement bien vérifiée a haute et a basse
température.

4. Coefficient Seebeck. Coefficient Peltier

Les relations de réponse linéaire (2.2) permettent également d’évaluer
explicitement les coefficients thermoélectriques.

4.1. Coefficient Seebeck

En circuit ouvert, un gradient de température s’accompagne d’un gradient
de potentiel électrochimique donné, d’aprés la premiere des équations (2.3) et

leS fOrIIluleS (2.4), par -
KO T

Le pouvoir thermoélectrique 7 du matériau considéré, défini par la relation
Vi = —enVT, est donc :
1 K,

_ 1A 4.2
= TR, (4.2)

3 Dans un semi-conducteur, la contribution des électrons a la conductivité thermique
totale est petite par rapport a celle des phonons. De plus, le calcul ci-dessus est trop simplifié,
puisqu’il ne tient compte que des électrons, et non des trous. Si 'on prend en compte la
contribution des trous, un terme supplémentaire s’ajoute a 'expression (3.10) du nombre de
Lorenz dans un semi-conducteur.
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Dans un métal, compte tenu des expressions (3.6) de Ky et K7, on obtient :

2

mk dlogko(e)

= ——kT————= 4.3

K 3 e de _ (43)
€=€fp

Avec la structure de bandes choisie, le pouvoir thermoélectrique est négatif.

De maniére générale, son signe dépend de la structure de bandes du matériau.

4.2, Coeflicient Peltier

[ effet Peltier consiste en 'apparition, & température uniforme, d’un flux
de chaleur accompagnant un courant électrique. Dans ces conditions, les équa-
tions (2.3) et les formules (2.4) conduisent & :

Iy =KV
X oA (4.4)
JoH = —-K\VL.

Le coefficient Peltier 7 du matériau, défini par la relation Jo = emdy, est
donc :
LK,

Les expressions microscopiques (4.3) et (4.5) de 7 et & vérifient la deuxieme
relation de Kelvin :
7w =nT. (4.6)
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Chapitre 9

Equations maitresses

Ce chapitre est consacré aux équations maitresses, qui jouent un réle
tres important dans la description de I'évolution des systémes physiques hors
d’équilibre.

On s’intéresse tout d’abord aux phénoménes physiques susceptibles d’étre
modélisés par des processus aléatoires. Les processus les plus fréquemment
utilisés pour ce type de modélisation sont les processus de Markov, souvent
appelés, de maniére imagée, « processus sans mémoire ». Un processus de
Markov est régi par ses probabilités de transition, qui permettent, de proche
en proche, de déterminer son évolution a partir de sa distribution initiale.
Les probabilités de transition vérifient une équation fonctionnelle non linéaire,
P'équation de Chapman-Kolmogorov. Si 'on dispose d’une information indépen-
dante concernant le comportement des probabilités de transition sur des inter-
valles de temps courts, on peut déduire de I'équation de Chapman-Kolmogorov
une équation linéaire, appelée équation maitresse, décrivant Pévolution des
probabilités de transition sur des intervalles de temps beaucoup plus longs.

Adoptant ensuite un point de vue plus physique, on recherche comment
une telle équation d’évolution peut étre établie 4 partir de I’équation de Liou-
ville-von Neumann pour la matrice densité. On s’intéresse en particulier a
Pévolution en présence d’une perturbation d’un systéme possédant un trés
grand nombre de degrés de liberté. Si la matrice densité du systéme est diago-
nale a l'instant initial, ses éléments diagonaux obéissent ultérieurement, si
certaines hypotheéses sont vérifiées, a une équation d’évolution irréversible,
Péquation maitresse de Pauli.

L’équation maitresse de Pauli, valable dans la limite des faibles couplages
et des grands temps, permet de décrire le comportement irréversible d’un
systéme physique, et notamment Uapproche de 'équilibre & partir d’une distri-
bution initiale hors d’équilibre.
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1. Processus de Markov. équation de Chapman-Kolmogorov

1.1. Probabilités conditionnelles

Pour étudier le déroulement dans le temps d’un processus aléatoire, et
notamment pour déterminer dans quelle mesure son présent est influencé ou
conditionné par son passé, il convient de recourir & la notion de probabilité
conditionnelle introduite pour un ensemble de variables aléatoires.

La probabilité conditionnelle élémentaire! pm(mg, ta]z1,t1) est définie
comme la densité de probabilité du processus X () a instant t2, compte tenu
de ce que la valeur prise par X (¢} & U'instant ¢; était 2. Cette définition impli-
que que les instants t; et fz sont ordonnés : t; < t5. Plus généralement, on

peut fixer les valeurs de X (¢) & k instants différents ¢1, . .., ¢y et s'intéresser a la
probabilité conjointe a n autres instants tgy1,. .., tkin, lesinstants i1, ..., tgqy
étant ordonnés : t; < ... < tp < tgs1 < ... < ltgyn. On définit ainsi
la probabilité conditionnelle py, x(Thr1,ter1s- - Thins toinlT1, 150 Tk, tr).

D’apres la régle de Bayes, elle s’exprime comme le rapport des deux proba-
bilités conjointes pri+n et pi :

P Tha1s e s o5 Thoans tean |1, E15 - Thy Er)
_ P @ b5 T Tk Tag 1 Erg 15 Tk Ten) (1.1)
Pr(T1,t15. . Ths )

A Iinverse, la probabilité conjointe p,, s’écrit en termes de py et des probabilités
conditionnelles py)q (@2, tz|T1,t1), . - s Pripn—1(Zns tnlT1, b1 521, tn 1)

pu(T1,t1;ma, 25 5 Tn, tn) = D121, 1) - P1n—1(Tn, tal @1t T Epm1)-
(1.2)

Revenons & la probabilité conditionnelle élémentaire p, |1 (2, t2]21,t1). La
condition de cohérence :

/p2($17t1;$27t2)d-’131 = p1(z9,t2) (1.3)
implique la relation :
p1(z2,t2) = /mu(l‘mtzllﬁl,tl)Pl(fﬂl»tl)deh 1 <ta. (1.4)

L’équation (1.4) permet d’obtenir la distribution de X (¢) & un instant t5 > t;
a partir de la distribution de X (t) & I'instant ¢4, si la probabilité conditionnelle
élémentaire py)1(z2, t2|z1,t1) est connue. Toutefois, celle-ci peut dépendre de

! par commodité, les densités de probabilité (qu’elles soient conditionnelles ou conjoin-
tes) sont appelées ici simplement probabilités.
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I’histoire passée du processus. S’il en est ainsi, ’équation (1.4) n’est pas utili-
sable en pratique.

1.2. Caractérisation des processus aléatoires

En général, pour caractériser complétement un processus stochastique
X(t), il est nécessaire de connaitre 'ensemble des probabilités conjointes p,,
c'est-a-dire, compte tenu de la relation (1.2), la distribution p; et 'ensemble des
probabilités conditionnelles p;|,. Toutefois, certains processus stochastiques,
dont le présent n’est pas du tout, sinon faiblement, influencé par I'histoire
passée, peuvent étre caractérisés de maniere plus simple.

Un premier exemple est celui des processus complétement aléatoires,
caractérisés par p;. Un second exemple est celui des processus de Markov,
caractérisés par p; et pyj,. Les processus de Markov sont, de loin, les processus
les plus fréquemment utilisés dans la modélisation de phénomenes physiques
par des processus aléatoires?.

1.3. Processus complétement aléatoires

Dans le cas d’'un processus complétement aléatoire, la valeur prise par
la variable & un certain instant est indépendante des valeurs qu’elle a prises
antérieurement. Les probabilités conditionnelles se réduisent alors & des proba-
bilités non conditionnelles :

Dok (Tt 15tk 15+ - 3 Thbny tegn| @1, t1s 3 Tk, BR)
= Pn(Tra1, thrts o5 Thany than). (1.5)

En particulier, la formule générale (1.2) se simplifie :

pn(.’l?l,tl; . .;.I'n,tn) = p1($17t1) .. .pl(.’lin,t”). (16)

La formule (1.6) exprime le fait que les variables aléatoires correspondant aux
valeurs prises par le processus X (t) aux instants ¢4, . .., t,, sont statistiquement
indépendantes. Le présent d’un processus complétement aléatoire n'est pas du
tout influencé par son passé.

1.4. Processus de Markov

Dans un processus de Markov, la valeur prise par la variable & un certain
instant n’est influencée que par celles de ses valeurs passées les plus récentes.
Plus précisément, un processus stochastique X (t) est un processus de Markov
si, pour des instants quelconques t; <ty <... <t,, et pour tout n, on a :

Prin—1(@n, tal1, 1522, t05 - 5 Zn 15 tn1) = P1j (@, nfTn—1,tn 1) (1.7)

2 1is interviennent notamment dans la description du mouvement brownien (voir le
chapitre 11).
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Une fois « arrivé » en xz,_1 a linstant ¢,_1, aprés &tre « passé » par ri a
Pinstant 1, zo & 'instant ¢ ..., le processus évolue ensuite d’une maniére qui
ne dépend que de x, _1. L’évolution du processus & partir d’un instant donné
ne dépend que de la valeur qu’il a prise a cet instant, et non de son histoire
antérieure?. La quantité centrale pour la description d'un processus de Markov
est la probabilité conditionnelle élémentaire p,|;. Compte tenu de ’équation
(1.7, la formule générale (1.2) pour les probabilités conjointes s’écrit en effet,
dans le cas markovien :

Pu(T1, w0, 2. 520 ty) = pr(T1,t) P (Tt |15t 1) (1.8)

Toutes les probabilités conjointes sont donc déterminées si 'on connait la
probabilité p; et la probabilité conditionnelle élémentaire py|;, dite proba-
bilité de transition. La probabilité de transition d’un processus de Markov est
indépendante de I'histoire passée du processus. L'équation (1.4) permet effec-
tivement dans ce cas de déterminer p1(xo,t2) & partir de py(x1,t1) (f2 > t1),
et donc d’établir 'équation d’évolution de p;(z, t).

Parmi les processus de Markov, les processus stationnaires jouent un role
particulierement important. Pour qu’un processus de Markov soit stationnaire,
il est nécessaire et suffisant que p; ne dépende pas du temps et que pyj; ne
dépende que de Vintervalle de temps mis en jeu. Tres souvent, pour un pro-
cessus stationnaire, la probabilité p; représente la distribution que 'on atteint
au bout d'un temps 7 suffisamment long, quel que soit ’état initial xg. Dans
ce cas, ol a :

pi(z) = TlLII;Op1|1($,T[$0). (1.9)

Le processus est alors entierement défini par la donnée de la probabilité de
transition.

1.5. Equation de Chapman-Kolmogorov
On a, de maniére générale, Uidentité :
pij (s, t3lry, tr) :/P1|1($2,t2|$1,t1)p1y2($37t3|ﬂ71,t1;$27t2)d$2,
1 <ty <ts. (110)

3 L’équation (1.7) définit un processus de Markov du premier ordre. Plus généralement,
on peut définir des processus de Markov d’ordre supérieur. Par exemple, si 'on a, pour des
instants quelconques &1 < tp < ... < t,, et pour tout n,

PlinAl(l'mtnlmlvtl%IZvt2§ S ?ITL*lvtnfl) = P1|2(1'n7tnll'nvlvt7L71§CUnA27tn——2)7

autrement dit si la probabilité conditionnelle py|,, ., ne dépend que des deux valeurs les plus
vécentes de la variable, le processus X(t) est un processus de Markov du second ordre. Des
processus de Markov d’ordre plus élevé peuvent étre définis de maniére analogue. La carac-
téristique essentielle d’un processus de Markov (quel que soit son ordre) est que la mémoire
de son histoire passée ne persiste pas indéfiniment, mais finit par disparaitre. Les processus
de Markov du premier ordre étant les seuls considérés ici, ils seront appelés simplement
processus de Markov (sans mention explicite de leur ordre).
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Dans le cas d’un processus de Markov, compte tenu de la définition (1.7),
I'identité (1.10) ne fait intervenir que py|;. Elle s’écrit :

pip (s, t3lay, t) = /Pm(fvz,t2|£l?1,t1)p1y1($37t3lx27t2)d$2, (1.11)

avec t] < tg < t3. L’équation (1.11) exprime une condition nécessaire pour
qu'un processus aléatoire soit markovien. C'est une équation fonctionnelle,
qui traduit une contrainte & laquelle doit satisfaire la probabilité de tran-
sition d’'un processus de Markov. Elle est connue sous le nom d’équation de
Chapman-Kolmogorov, ou d’équation de Smoluchowski*. Elle a été établie par
M. Smoluchowski en 1906, puis par S. Chapman en 1916 et A. Kolmogorov en
1931.

Un processus de Markov spécifique est completement déterminé par pp et
pip- Ces fonctions doivent obéir a I'équation de Chapman-Kolmogorov (1.11),
ainsi qu’a la condition de cohérence (1.4). Deux fonctions non négatives py et
P11 qui vérifient ces deux conditions définissent de maniére unique un proces-
sus de Markov.

2. Equation maitresse pour un processus aléatoire markovien

On considére un processus markovien X (t). L’équation de Chapman-
Kolmogorov (1.11) étant non linéaire, sa solution n’est pas unique. Cette
équation ne permet donc pas, a elle seule, de spécifier la probabilité de tran-
sition. En revanche, si ’on possede des informations sur le comportement de
pyj1 sur des intervalles de temps courts, il est possible de déduire de I’équation
de Chapman-Kolmogorov une équation d’évolution linéaire par rapport a py|1,
valable sur des intervalles de temps beaucoup plus longs, appelée équation
maitresse.

2.1. Equation maitresse

On considére un processus de Markov dont la probabilité de transition ne
dépend que de la différence des temps mis en jeu® :

pip (@2, talry, t1) = pip (@2, Atfzy), At =ty — 1. (2.1)

4 ('est ainsi par exemple qu’elle est désignée dans le contexte du mouvement brownien
(voir le chapitre 11).

5 Aucune hypothése n’étant faite sur la distribution p1 (qui peut dépendre du temps),
un tel processus n’est pas nécessairement stationnaire (seule sa probabilité de transition est
stationnaire).
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On suppose que, pour At < 7 (I'échelle de temps 7 restant éventuellement &
définir d'un point de vue physique), le comportement de p;y; (x2, At|xy) est de
la forme® :

p1|1(l‘2, At|l‘1) = (1 — )\At)é(.bg — 1'1) + AtW($2‘.’I?1) + O(At). (22)

Dans la formule (2.2), la quantité W (xa|x;) > 0 est la probabilité de transition
par unité de temps de x1 & 22 # x1. Le parametre A est fixé par la condition
de normalisation [ py|;(z2, Atlzy)dey =1 :

Le point important est ici 'existence d'un taux de transition W(zy|z ). Comme
le montre I'équation (2.2), W (xa|x1) est lié & pyj (w2, Atlry) (plus précisément,
au comportement de pyj;(z2, At|zy) pour At < 7).

Etant donnée la propriété de stationnarité de py|;, on peut réécrire I'équa-
tion {(1.11) sous la forme :

pijp(xs, t+ Atlzy) = /p1|1($27t|$1)p1|1(3337Atlxz)dﬂim (2.4)

ou l'on a posé t = tg —t; et At = t3 —t3. Dans le second membre de 1’équation
(2.4), on utilise la formule (2.2) pour réécrire py|; (x3, At|z2). On obtient ainsi’ :

P13, t+Atlry) = (1*)\At)Pl\l(«T:saﬂ-Tl)+At/p1|1($27t|I1)W($3|$2)dxz.

(2.5)
On suppose At < t et 'on passe formellement & la limite At — 0 dans
I'équation (2.5). On obtient ainsi I’équation intégro-différentielle® :

Ip11 (3, t|71)

5 = —Apyy(z3, tley) +/[)1|1(.’L‘2,t|LL'1)W(973|JI2)dl‘g, (2.6)

qui s’écrit aussi, en utilisant 'expression (2.3) de A {et en modifiant les nota-
tions) :

Opy1(z,t|71)

o = /[W(Iix’)pm(m’,ﬂxl) — W (' [z)pip (2, tlz)] d’.  (2.7)

6 Le symbole o(At) désigne un terme non spécifié, tel que o(At)/At — 0 lorsque At — 0.

" Ceci suppose At < 7. Aucune limite supérieure n’est en revanche imposée au temps t,
qui peut étre arbitrairement grand.

8 On fait apparaitre ici une dérivée mathématique. En réalité, d’un point de vue physique,
At ne peut pas devenir arbitrairement petit (voir le paragraphe 2.2). Autrement dit, la
dérivée Opy|1(x3, t|x1)/0t représente en fait [py)1(z3,t + Atle1) — pyjr (3, tled)] /At
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Dans les probabilités de transition figurant dans 1’équation (2.7), la valeur

initiale z; est fixée. On peut écrire, en simplifiant les notations?,

Opy)1(,t)

ot = /[W(.’E|IL'/)])1|1($/, t) — W(x/|x)p1‘1(x,t)] dac/, (28)

avec la condition initiale :
p1|1(:17,0) = 0(x — x1). (2.9)

L’équation (2.8) est appelée équation malitresse. Sa solution déterminée pour
t > 0 par la condition initiale (2.9) est la probabilité de transition py; (z,t|z1).

L’équation maitresse a la structure d’'une équation de bilan'Y pour pip- Le
terme entrant en pj;(2’,t) contient le taux de transition W (x|z'), tandis que
le terme sortant en pq|1(z,t) contient le taux W (z'|x). L’équation maitresse
est une équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre par rapport au
temps. Elle permet de déterminer la probabilité de transition a tout instant
t > 0 arbitrairement grand, et dong, en principe, d’étudier 'approche de
I’équilibre.

2.2. Echelles de temps

D’un point de vue physique, un processus aléatoire induisant des transi-
tions entre les états d'un systéme ne peut étre considéré comme un processus
de Markov que sur un intervalle de temps d’évolution beaucoup plus grand
que la durée 7. d’une transition : At > 7.. Les transitions entre les états
d’'un systéme étant généralement dues a des interactions microscopiques, la
modélisation d’un phénomene physique par un processus de Markov ne peut
se faire que sur un intervalle de temps At beaucoup plus grand que la durée
typique d’une telle interaction.

L’existence d’une autre échelle de temps caractéristique, beaucoup plus
longue, doit elle aussi étre prise en compte. En effet, lorsque 'on écrit la formule
(2.2) relative au comportement de pyj; aux temps courts, on s’intéresse en fait

9 La quantité py|, (x,t|z1) est désignée simplement par piji(z,t), 'information sur la
condition initiale étant fournie a part (formule (2.9)).

10 Comme les taux sont eux-mémes liés aux probabilités de transition (formule (2.2)), on
est en principe en présence, avec I’équation maitresse comme avec ’équation de Chapman-
Kolmogorov dont elle émane, d’une équation ne faisant intervenir que les seules probabilités
de transition. En pratique toutefois, I’équation maitresse est utilisée de maniere différente.
Dans un contexte physique connu, on considére que les taux de transition caractérisant le
comportement de p;|; aux temps courts sont des données & propos desquelles 1'on peut
disposer d’une information indépendante. L’équation maitresse prend ainsi un sens différent
de celui de ’équation de Chapman-Kolmogorov, puisque cette derniére ne contient aucune
information spécifique sur le processus de Markov considéré.
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3 un intervalle de temps d’évolution beaucoup plus petit que le temps typique
séparant deux interactions microscopiques : At < 7. La probabilité pour que
deux interactions microscopiques prennent place dans l'intervalle de temps At
est alors effectivement négligeable.

La description de 'évolution de p;j; en termes d’équation maitresse n’a
donc de sens que si les deux échelles de temps 7. et 7 sont nettement séparées :

Te K T. (2.10)

2.3. Equation d’évolution de p;

On peut déduire de ’équation maitresse une équation d’évolution pour la
distribution & un temps. En dérivant par rapport a t Péquation (1.4), réécrite
sous la forme :

pl(x,t):/p1|1(x,t|w1,0)p1(x1,0)dxl, £>0, (2.11)

et en utilisant 'équation maitresse écrite sous la forme (2.7) pour réexprimer
Opyn (z,t|lz1,0)/0t, on obtient I'équation :

%%Q ://[W’(r\m’)pm(x’,t\xl)bW(x’ﬂx)pm(a:,t\x1>]p1(a¢1,t1)da:’dml.

(2.12)
En effectuant d’abord lintégration sur xj, on déduit de 1'équation (2.12)
Iéquation d’évolution de p; :

dpy (.’L‘7 t)

pn :/[W(wll“')m(w',t)—W(x’lx)’pl(x,t)] da'. (2.13)

L’équation (2.13) pour p; est formellement identique a I’équation maitresse
(2.8) pour pyj;. Clest une équation intégro-différentielle linéaire du premier
ordre, d’ol1 'on peut déduire py(x, t) & partir de la distribution initiale p; (x, 0)
si 'on connait les taux de transition!®.

3. Equation maitresse de Pauli

Un systéme physique, sous leffet d’interactions microscopiques, passe
constamment d’un état microscopique a un autre. Dans certains cas, I’évolution

1 L’équation (2.13) pour p; est appelée souvent, par extension, équation maitresse. Cette
dénomination peut cependant préter & confusion. Le fait que la distribution pi(z,t) obéisse
& ’équation (2.13) ne garantit en effet nullement qu’il en soit de méme de la probabilité de
transition py|;(x,t) (et donc que le processus considéré soit markovien).
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macroscopique résultante peut étre décrite par une équation pour les proba-
bilités moyennes d’occupation des états formellement analogue a I’équation
de bilan (2.13). Une telle équation peut étre obtenue & partir de 'équation
d’évolution de la fonction de distribution ou de 'opérateur densité du systeme,
moyennant des approximations convenables.

Les équations d’évolution de ce type sont génériquement appelées équa-
tions maitresses. Historiquement, la premiere équation maitresse « physique »
a ét¢ obtenue par W. Pauli en 1928.

3.1. Equation d’évolution des probabilités moyennes d’occupa-
tion
Soit un systéme physique pouvant se trouver dans un ensemble d’états
{n} avec des probabilités moyennes p,(t). Si les taux de transition W,/ , entre
les états n et n' ne dépendent que de n et de n’', on peut considérer que
les transitions entre états sont induites par un processus de Markov et écrire
I’équation maitresse correspondante, appelée équation maitresse de Pauli :
dp(t)
# — Z[Wn,n’pn’ (t) - u/n’npn(t)] . (31)

n’

L’équation (3.1) est une équation de bilan pour les probabilités moyennes. Elle
permet en principe, si les taux de transition sont connus, d’obtenir les p,(t)
pour t > 0 & partir de leurs valeurs initiales.

L’équation maitresse de Pauli semble présenter un caracteére d’universalité.
Cependant, dans le cas d’un systéme quantique, elle n’est en réalité valable que
dans des circonstances trés particulieres. Considérons par exemple un systeme
de hamiltonien Hj possédant des états propres {|¢,)}, d’énergies e, entre
lesquels des transitions sont produites par un hamiltonien de perturbation!?
AH; (le parametre de couplage réel A mesurant la force de la perturbation).
On désigne par p(t) = e Hot/hpettot/h Popérateur densité du systéme en
représentation d’interaction (c’est-a-dire en représentation de Heisenberg par
rapport au hamiltonien non perturbé Hy). Sous leffet de la perturbation A,
Popérateur densité évolue entre les instants ¢ et ¢ + At selon I'équation :

p(t + At) = U(t + At t)pt)UT(t + At t), (3.2)

ou U(t + At,t) est 'opérateur d’évolution élémentaire e~NALR A partir
de la formule (3.2), on obtient, en passant a la limite At — 0, I'équation
d’évolution de I'élément diagonal p,,,(t) de la matrice densité :

apnn(t) R 1 * .
_5t_ - AI%I-EIO E l:; ;[Unnlpmp(t)Upm} pnﬂ(t) . (33)

12 ¢ hamiltonien H; est supposé sans éléments diagonaux sur la base propre de Hy (c’est
une hypothese qu’il est toujours possible de faire, moyennant éventuellement une redéfinition
appropriée de Hg).
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L’équation (3.3) n’est pas une équation de bilan pour les éléments diagonaux
de la matrice densité. Les éléments non diagonaux de la matrice densité y
interviennent par des contributions oscillantes.

S'il est possible de faire, & chaque instant, ’hypothése des phases aléatoires
selon laquelle les phases des amplitudes quantiques sont distribuées au hasard
(ce qui revient & supposer que la matrice densité est diagonale a chaque ins-
tant), ’équation (3.3) prend la forme d’une équation de bilan pour les éléments
diagonaux de p(t) :

apg;(t) - Alir—rjo Ait ZUU’Llepmm(t) - lUmnlzpnn(t)]- (3.4)

m

En introduisant alors les taux de transition W, , définis par :

2
Wy = lim [Unn|

At—0 At (35)

on obtient!® pour les éléments diagonaux de la matrice densité une équation
d’évolution ayant la forme de 'équation maitresse de Pauli (3.1) :

8_‘0%(25) — Z[Wn,n’Pn'n’(t) - Wn’,npnn(t)} . (36)

n’

Dans I'équation (3.6), les taux de transition sont généralement exprimés a
I’aide de la régle d’or de Fermi :

Wy oy = Q%A2|(¢n/|H1|¢>n>|25(en —€nr). (3.7)

3.2. Irréversibilité

Contrairement aux équations microscopiques du mouvement, 1'équation
maitresse de Pauli n’est pas invariante par renversement du temps'4. Elle est
done susceptible de décrire le comportement irréversible d’'un systeme macro-
scopique. Cependant, comme le montre I’équation d’évolution générale (3.3),
un systéme quantique n’obéit a I’équation maitresse de Pauli que lorsque sa
matrice densité peut étre considérée comme diagonale sur la base des états
{|¢n)}. Méme si la matrice densité est diagonale a un certain instant, elle ne
Pest plus strictement ultérieurement, a cause de I'interaction AH.

13 11 convient d’identifier les éléments diagonaux pnn(t) de la matrice densité avec les
probabilités moyennes d’occupation pr (t).

M En effet, tous ses termes sont réels, et le temps apparait linéairement dans la dérivée
premiere.
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La principale difficulté que I'on rencontre lorsque 'on cherche a établir
I'éguation maitresse de Pauli est précisément la maniére de passer de la
description microscopique, réversible, & une description macroscopique, irréver-
sible. Dans ce qui suit, nous allons présenter une méthode dans laquelle les
approximations permettant d’arriver a une description irréversible apparais-
sent explicitement. Dans un premier temps, on écrit, via un calcul de pertur-
bations au second ordre, une équation d’évolution pour les éléments diago-
naux de la matrice densité. Cette équation, réversible, dite équation maitresse
généralisée, ne fait intervenir que les éléments diagonaux de p(t). On montre
ensuite comment, moyennant certaines hypothéses sur la structure de ensem-
ble des états propres, on peut déduire de I’équation maitresse généralisée
(réversible), 'équation maitresse de Pauli (irréversible).

4. Equation maitresse généralisée

On considere ici un systéme quantique avec de trés nombreux degrés de
liberté, décrit par un hamiltonien H = Hg+ AH;. Par exemple, dans le cas d’un
gaz de molécules en interaction, Hy peut étre le hamiltonien du gaz parfait,
le terme AH; représentant l'interaction entre les molécules. Ou bien, dans le
cas d’un systéme en contact avec un thermostat, Hy peut étre le hamiltonien
décrivant 'ensemble du systéme et du thermostat non couplés entre eux, le
terme AH; représentant le couplage. On souhaite étudier ’évolution statistique
du systeme résultant des transitions entre les états propres de Hy produites
par interaction AHj.

4.1. Equation d’évolution des éléments diagonaux de p(t)

On s’intéresse a ’évolution des éléments diagonaux de la matrice den-
sité p(t) sur la base des états propres {|o,)} de Hp. On suppose que la
matrice densité est diagonale & l'instant £ = 0 (hypothése des phases initiales
aléatoires) : & l'instant initial, le systéme se trouve donc dans I'état |¢,) avec
la probabilité moyenne pp,(0).

En effectuant un développement en perturbations au second ordre de
I’équation de Liouville-von Neumann ihdp(t)/8t = [H, p(t)], on peut montrer!?
que ppn(t) obéit & une équation d’évolution de la forme :

t
3’@’(})_7;(“ Y / 4 Qe (t— ) [pwrnr () — pan(E)] + ONp), (4.1)
’ n’;én 0

ou l'on a introduit les fonctions :

Qs (8) = Qo () = %f{qﬁn/[Hl(qbn)(?cos(e"_hEﬂt). (4.2)

15 [a démonstration de Péquation (4.1) est purement mathématique et ne fait pas inter-
venir d’arguments physiques. Nous ne la détaillons pas ici.
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L’équation (4.1), qui ne fait intervenir que les éléments diagonaux de la matrice
densité, est une équation maitresse retardée ou généralisée'®. Elle contient un
noyau mémoire défini par les fonctions €2, (t).

4.2. Invariance par renversement du temps

L’équation maitresse généralisée ne permet pas de décrire une évolution
irréversible. Elle est en effet invariante par renversement du temps. Pour le
montrer, changeons ¢ en —t dans Péquation (4.1) (en ne conservant dans le
second membre que le terme en A?). Il vient :

_8png§ | AQZ/ dt' Qe (—t = ) [ () = pun(t))]. (4.3)

n'#n

Comme le montre la formule (4.2), €,/ (¢) est une fonction paire. On peut
donc écrire :

_ —t
_9pun(=) N2 Z / dt' Qo (t 4+ 1) [prrn () — panlt)], (4.4)
at n’;én' 0 '

soit, en posant t' = —t" :

%—_VZ/(MQM (t = t")[prm (—t") = pra(=t")].  (4.5)

n'#n

Par conséquent, si un ensemble d’élément diagonaux {pn.(t)} est solution
de Péquation (4.1), Uensemble d’éléments {ppn(—t)} lest aussi. L’équation
maitresse généralisée est donc invariante par renversement du temps. Elle ne
permet pas de décrire une évolution irréversible.

5. De I'équation maitresse généralisée a I'équation maitresse
de Pauli

5.1. Passage & une équation maitresse instantanée

Dans la limite des faibles couplages, et si t est assez petit par rapport
au temps caractéristique 7 d’évolution des éléments diagonaux de la matrice
densité (temps qui, d’aprés U'équation (4.1), est d’ordre A~2), on peut négliger
I’évolution de p entre les instants ¢’ et ¢, et remplacer les éléments diagonaux de
la matrice densité dans le second membre de 'éguation (4.1) par leurs valeurs

16 L’équation maitresse généralisée (4.1) est quelquefois qualifiée de non markovienne, en
raison du fait qu’elle fait intervenir les éléments diagonaux de la matrice densité aux instants
t’ antérieurs 3 ¢. Cette terminologie préte toutefois a confusion, car I’équation maitresse
généralisée ne contient pas suffisamment d’informations pour que I'on puisse déterminer si
le processus qu’elle décrit est, ou non, markovien.
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a linstant t. Autrement dit, pour t < 7, on peut réécrire ’équation (4.1) sous
une forme non retardée :

apnn(t) 2
= A Z {

| Qm«t’)J o (0) — pun(0]. (5.1)
n'#n

0]

Ona:

¢
/ dt' Qs (') = %l(¢n/|Hl}¢n>12 L sin(€" e’ t>. (5.2)
0 h €n — €p’ h

Dans l'équation (5.1), les coefficients des éléments diagonaux de la matrice
densité sont des fonctions du temps. Par ailleurs, cette équation reste in-
variante par renversement du temps. Ces deux caractéristiques la différencient
de léquation maitresse de Pauli (3.6). Cependant, dans le cas d'un systéme
possédant un trés grand nombre de degrés de liberté, on peut, moyennant une
approximation sur la forme du noyau mémoire, aboutir, a partir de I’équation
(5.1), a équation maitresse de Pauli.

5.2. Limite thermodynamique

Dans un systeme avec de nombreux degrés de liberté, les états propres
non perturbés dépendent en général de plusieurs nombres quantiques. Nous
désignerons chaque état d’énergie € par le couple (e, «). Les éléments de matrice
de la perturbation et les éléments diagonaux de la matrice densité seront notés
respectivement Hy(e, a; €', a') et p(e, a;t). Avec ces notations, et compte tenu
de la formule (5.2), I'équation (5.1) se réécrit sous la forme :

Ople,a5t) 5 2 NN
T_A Z;?‘H(QOZ,E,CY){

o’

s sin() o a'st) < slecast)). (53

Dans la limite thermodynamique ou la taille du systeme tend vers l'infini,
on peut introduire la densité d’états en énergie n(e), et remplacer la somme
discrete sur € figurant au second membre de I'équation (5.3) par une intégrale
sur I'énergie. On peut alors écrire pour tous les temps ¢t (limités toutefois
par 7) :

ap(67a;t) 2 ’ / 2 AN ANY4
—8t—~:)\ Z:/de n(e)?|H(e,a,€,a)l

/

n - sin(6 ;_16 t) [p(e,a/st) = ple,ast)]. (5.4)

X

A ce stade, 'équation d’évolution des éléments diagonaux de la matrice densité
est encore réversible.
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5.3. Approximation de mémoire courte

Introduisons Iéchelle de temps microscopique 7. = i/A, ol le parametre A
caractérise la largeur en énergie de la fonction f(e') =3, n(€')|H (e, as €, o).
Pour ¢ > 7., la fonction f(€') varie beaucoup plus lentement que la fonction
[i/(€ — €')]sin[(e — €')t/h], que I'on peut considérer dans cette limite comme

une fonction delta de poids 7h centrée!” en e. L'équation (5.4) s’écrit alors :
; ' 2
%a’:‘_’tz =\? Z/ de’ n(e’)%(S(e — €V H(e,a;¢, )

x[p(€, a5 t) — ple, s t)]. (5.5)
11 vient, V'intégration sur ¢ une fois effectuée :

D) S W (ool o31) — Wl ool 0s)]. (56)

(1/
Dans ’équation (5.6), on a posé :

W(d, a)=W(a,a') = 2%)\2|H(e,o/; e, a)|?n(e). (5.7)

L’équation (5.6), avec les taux de transition (5.7), est I'équation maitresse de
Pauli.

Contrairement 2 ’équation maitresse généralisée, I'équation maitresse de
Pauli n’est pas invariante par renversement du temps. Elle décrit une évolution
irréversible du systeme. Une équation d’évolution irréversible est donc obtenue
a partir du moment ot 'on fait I'hypothese t > 7., dite approximation de
mémoire courte. C’est alors seulement que 'évolution des éléments diagonaux
de la matrice densité devient analogue a celle des probabilités p,, (t) d'un pro-
cessus markovien.

6. Discussion

6.1. Domaine de validité

Revenons sur les hypotheses nécessaires a 1'établissement de 1’équation
maitresse de Pauli. Parmi celles-ci figurent tout d’abord les hypotheses faites
pour obtenir ’équation maitresse généralisée (4.1) (calcul de perturbations,
hypothese des phases initiales aléatoires). Ensuite, interviennent le passage a la

17 On utilise la formule :

h ]
lim sin(E < t) = 7hé(e — ¢).
’ h

t—00 € — €
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limite thermodynamique, puis le passage a la limite ¢ > 7, (approximation de
mémoire courte), 'ordre dans lequel sont prises ces deux limites étant essentiel.
Lorsque le parameétre de couplage A est fini, ’équation maitresse de Pauli
n’est valable que pour des temps t < 7, oil 7 = O(A72). Pour que I'’équation
malitresse de Pauli soit valable a tout instant ¢, il faut se placer dans la limite
A — 0, t — 00, le produit A%t restant fini.

Comme dans le cas des équations maitresses régissant la probabilité de
transition des processus markoviens, on retrouve, pour I’établissement de
Péquation maitresse de Pauli, la nécessité de existence de deux échelles de
temps bien séparées. L’échelle de temps courte 7. caractérise la durée d’une
interaction microscopique provoquant une transition d’un état vers un autre.
L’échelle de temps longue 7 correspond au temps typique séparant deux
interactions microscopiques, et dépend de la force du couplage. La descrip-
tion de ’évolution en termes d’équation maitresse n’est possible que si 7, < 7.
Elle est alors valable pour des temps ¢ tels que 7. < t < 7.

6.2. Description a gros grains

Il reste & déterminer dans quelles conditions et sous quelles hypotheses
I’équation maitresse de Pauli, établie pour des temps compris entre 7, et T,
peut étre utilisée & des temps arbitrairement grands, et en particulier pour
décrire lapproche de Véquilibre (qui se fait typiquement sur des durées de
Vordre de quelques 7).

L’équation maitresse de Pauli est une équation différentielle linéaire du
premier ordre a coefficients constants. Ainsi, la matrice densité étant supposée
diagonale au temps t, ’équation de Pauli permet, au moyen d'un calcul pertur-
batif, de déterminer I’évolution de ses éléments diagonaux jusqu’a des temps de
l'ordre de t+ At, avec 7. < At < 7. Si, de nouveau, on suppose que la matrice
densité est diagonale au temps ¢ + Af, on peut, de méme, utiliser 1’équation
maitresse pour obtenir les éléments diagonaux de la matrice densité au temps
t+ 2At, et ainsi de suite. L’équation maitresse de Pauli permet de cette fagon
d’obtenir la matrice densité 4 tout instant*®, & la condition de travailler sur
une échelle de temps a gros grains, c’est-a-dire avec une résolution limitée par
At. On peut dans cet esprit utiliser ’équation maitresse de Pauli pour des
temps t bien supérieurs a 7, et donc en particulier pour étudier I’approche de
I’équilibre d’un systeme macroscopique.

6.3. Limite de van Hove

Les conditions nécessaires a établissement de ’équation maitresse de
Pauli ont été réexaminées par la suite, en particulier par L. van Hove en 1955
et 1. Prigogine en 1962, notamment dans le but de s’affranchir de 'hypotheése
des phases initiales aléatoires répétée.

18 La dérivée Opnn(t)/t représente alors en fait (1/At)[pnn(t + At) — pralt)].
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Van Hove considére P'opérateur d’évolution exp(—iHt/h), oo H = Hy +
AH;. Un développement en perturbations tronqué apres quelques ordres en A
n’est valable qu'aux temps tres courts. Pour décrire 'approche de 1'équilibre,
il faut pouvoir étudier des temps au moins de Uordre du temps typique séparant
deux interactions microscopiques. Celui-ci est proportionnel & A™2 si les
interactions individuelles sont décrites dans V'approximation de Born. Ceci
suggére que A soit considéré comme petit et ¢ comme grand, le produit A%t
restant fini. On garde donc les termes en puissances de A%t et 'on néglige ceux
du type A"'t" avec m # 2n. En utilisant ces concepts, van Hove a pu montrer
que la somme des termes pertinents dans 'opérateur d'évolution conduit a une
quantité dont la dépendance temporelle est donnée par 1’équation majitresse
de Pauli.
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Chapitre 10

Mouvement brownien.
Modele de Langevin

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouvement
incessant et irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans I'eau.
Il a également remarqué que de petites particules minérales se comportent
exactement de la méme maniére (cette observation est importante, car elle
exclut d’attribuer ce phénomeéne a une quelconque « force vitale » spécifique
aux objets biologiques). De fagon générale, une particule en suspension dans
un fluide se trouve en mouvement brownien lorsque le rapport entre sa masse
et la masse de 'une des molécules du fluide est grand devant 'unité.

L’idée selon laquelle le mouvement d’une particule brownienne est une
conséquence du mouvement des molécules plus légeres du fluide environnant
s’est répandue au cours de la seconde moitié du X1X°¢ siécle. C'est en 1905
qu’A. Einstein a donné la premiére explication théorique de ce phénomene. La
vérification expérimentale directe de la théorie d’Einstein a permis d’établir les
fondements de la théorie atomique de la matiére (on peut citer en particulier
la mesure du nombre d’Avogadro par J. Perrin en 1908). Une théorie plus
compléte du mouvement brownien a été proposée par P. Langevin en 1908.

Cependant, un peu avant A. FEinstein et dans un tout autre contexte,
L. Bachelier avait déja obtenu la loi du mouvement brownien dans sa these
intitulée « La théorie de la spéculation » (1900). Des modéles faisant appel
au mouvement brownien ou a des généralisations de celui-ci sont d’ailleurs
couramment utilisés aujourd’hui en mathématiques financiéres. Sur un plan
plus général, le mouvement brownien a joué un role important en mathé-
matiques : historiquement, ¢’est en effet pour représenter le déplacement d’une
particule brownienne qu’un processus stochastique a été construit pour la
premiére fois (N. Wiener, 1923).

L’importance du mouvement brownien en physique statistique hors
d’équilibre vient de ce que les concepts et les méthodes mis en ceuvre pour
Pétudier ne sont pas limités au mouvement d’'une particule immergée dans un
fluide de molécules plus légéres, mais sont généraux et applicables a une large
classe de phénomeénes physiques.
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1. Modéle de Langevin

Le mouvement brownien est le mouvement compliqué, de type erratique,
effectué par une particule « lourde »' immergée dans un fluide et subissant des
collisions avec les molécules de celui-ci.

Les premieres explications théoriques du mouvement brownien furent
données, indépendamment, par A. Einstein en 1905 et M. Smoluchowski en
1906. Dans ces premiers modeles, l'inertie de la particule brownienne n’était
pas prise en compte. Une description plus élaborée du mouvement brownien,
tenant compte des effets de Pinertie, a été mise au point par P. Langevin en
1908. C’est cette théorie que nous présenterons tout d’abord.

1.1. Equation de Langevin

Le modele de Langevin est un modele phénoménologique classique. Raison-
nant pour simplifier & une dimension, on repeére la position de la particule
brownienne par une abscisse . Deux forces, caractérisant toutes les deux
Peffet du fluide, agissent sur la particule de masse m : une force de frottement
visqueux —m~y(dz/dt), caractérisée par le coefficient de frottement v > 0, et
une force fluctuante F'(t), représentant les impacts incessants des molécules
du fluide sur la particule. La force fluctuante, supposée indépendante de la
vitesse de la particule, est considérée comme une force extérieure, appelée
force de Langevin.

En l'absence de potentiel, la particule brownienne est dite « libre ». Son
équation du mouvement, ’équation de Langevin, s’écrit :

&’z dx
—_— = — — + F(t 1.1
ou encore :
dv dx
— = — = — 1.2
m— myv + F(t), v=— (1.2)

L’équation de Langevin est historiquement le premier exemple d’une équation
différentielle stochastique, c’est-a-dire contenant un terme aléatoire F(t) avec
des propriétés statistiques spécifiées. La solution v(t) de I’équation (1.2) pour
une condition initiale donnée est elle-méme un processus stochastique.

Dans le modéle de Langevin, la force de frottement —m~w et la force fluc-
tuante F'(t) représentent deux conséquences d’un méme phénomene physique
(les collisions de la particule brownienne avec les molécules du fluide). Il reste,
pour définir completement le modele, a caractériser les propriétés statistiques
de la force aléatoire.

Y On entend ici par lourde une particule de masse beaucoup plus grande que celle de
I'une des molécules du fluide.
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1.2. Hypotheses sur la force de Langevin

Le fluide, appelé aussi bain, est supposé se trouver dans un état station-
naire?. En ce qui le concerne, aucun instant ne joue de rdle privilégié. La
force fluctuante agissant sur la particule brownienne est donc modélisée par
un processus aléatoire stationnaire. Par suite, la moyenne® & un temps (F(t))
ne dépend pas de t et la moyenne a deux temps (F($)F(t')) ne dépend que de
la différence t — ¢'.

Outre ces caractéristiques minimales, le modele de Langevin contient un
certain nombre d’hypotheses supplémentaires sur la force aléatoire.

e Valeur moyenne

On suppose que la valeur moyenne de la force de Langevin est nulle :

(F(t))=0. (1.3)

Cette hypothese est nécessaire pour qu’a 'équilibre la valeur moyenne de la
vitesse de la particule brownienne soit nulle (il n'y a pas de force extérieure
appliquée).

e Fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire,

g9(r) = (F()F(t+ 7)), (1.4)

est une fonction paire de 7, décroissant sur un temps caractéristique 7. (temps
de corrélation). On pose :

/00 g(1) dr = 2Dm? (1.5)

— 00

(la signification du parameétre D sera précisée par la suite). Le temps de
corrélation 7. est de Pordre de l'intervalle de temps moyen séparant deux col-
lisions successives des molécules du fluide sur la particule brownienne. Si ce
temps est beaucoup plus court que les autres temps caractéristiques, comme
par exemple le temps de relaxation de la vitesse moyenne a partir d’une valeur
initiale bien définie?, il est possible d’assimiler g(7) & une fonction delta de
poids 2Dm? :

g(r) = 2Dm?*§(7). (1.6)

2 On considérera le plus souvent que le bain est en équilibre thermodynamique.

3 Les moyennes intervenant ici sont définies comme des moyennes d’ensemble calculées
a I'aide de la fonction de distribution du bain (voir le complément 10.B).

4 Voir le paragraphe 2.2.
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e Caractére gaussien de la force de Langevin

Le plus souvent, on suppose en outre, par commodité de calcul, que F(t)
est un processus gaussien. Toutes les propriétés statistiques de la force de
Langevin sont alors calculables a partir de la seule donnée de sa moyenne et
de sa fonction d’autocorrélation®.

2. Réponse et relaxation

L’équation de Langevin est une équation différentielle stochastique linéaire.
Cette linéarité permet de calculer exactement les propriétés moyennes de
réponse et de relaxation de la particule brownienne.

2.1. Réponse a une perturbation extérieure. Mobilité

On suppose que s'exerce sur la particule une force extérieure appliquée
dépendant du temps (mais indépendante de la position de la particule). Cette
force Fext(t) s’ajoute a la force aléatoire F'(t). L’équation du mouvement de la
particule brownienne s’écrit alors :

dv dzx
My = =My + F{t) + Fexs(t), v=a (2.1)
En moyenne, on a :
d(v) d(z)
m fit = —my(v) + Foxe (1), (v) = prat (2.2)

Pour une force appliquée harmonique Fe,((t) = Re(Fe~™*), la solution
de I'équation (2.2) est, en régime stationnaire, de la forme :

(v(t)) = Re({v)ye ™), (2.3)

avec :
(v) = A(w)F. (2.4)
La quantité :
1 1
Aw) = e (2.5)

est 'admittance complexe du modele de Langevin.

5 Cette hypothese peut se justifier & partir du théoréme de la limite centrale : en effet,
par suite des nombreux chocs subis par la particule brownienne, la force F(t) peut étre
considérée comme résultant de la superposition d’un grand nombre de fonctions aléatoires
distribuées de maniére identique.
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Plus généralement, pour une force extérieure Fo.(t) de transformée de
Fourier® F,,(w), la vitesse moyenne (v(t)) solution de 1’équation (2.2) a pour
transformée de Fourier :

(v(w)) = A(w) Fext (w)- (2.6)

La vitesse moyenne de la particule brownienne répond linéairement a la
force extérieure appliquée. On peut associer a cette réponse un coefficient de
transport. La particule brownienne, si elle porte une charge ¢, acquiert sous
Ieffet d'un champ électrique statique E la vitesse limite (v) = ¢E/m~y. Sa
mobilité p = (v)/FE est donc’ :

p=—=qAlw=0). (2.7)
my

2.2. Evolution de la vitesse a partir d’une valeur initiale bien
définie

On suppose maintenant qu’il n’y a pas de force extérieure appliquée et
qu’a linstant ¢ = 0 la vitesse de la particule brownienne a upe valeur bien
définie, non aléatoire, notée vy :

v(0) = vo. (2.8)

La solution de 'équation (1.2) correspondant & la condition initiale (2.8)
§’écrit : .
1 /
v(t) =voe " + = [ F(t)e 7t gt t>0. (2.9)
m Jo
La vitesse v(t) de la particule brownienne est un processus aléatoire. Dans les
conditions définies ci-dessus, ce processus n’est pas stationnaire. Nous allons
calculer la moyenne et la variance de v(t) & un instant quelconque ¢ > 0.

e Vitesse moyenne

Comme la force fluctuante est nulle en moyenne, on obtient, & partir de
la formule (2.9) :
(v(t)) =voe™ ", t>0. (2.10)

La vitesse moyenne relaxe exponentiellement vers zéro avec un temps de

relaxation 7, = 7L

6 pour simplifier, nous gardons la méme notation Fext(.) pour la force Fex¢(t) et sa
transformée de Fourier Fext(w), ainsi que la méme notation (v(.)) pour la vitesse moyenne
{(v(t)) et sa transformée de Fourier {(v(w)).

7 Aucune confusion n’étant possible ici avec un potentiel chimique, la mobilité de dérive
de la particule brownienne est désignée simplement par p (et non up).
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e Variance de la vitesse

La variance de la vitesse est définie par exemple par la formule suivante :

o2(t) = ([v(t) = (w(t))]*). (2.11)

Il vient, & partir des formules (2.9) et (2.10) :

t t
o2(t) = % / dt’ / dt" (F(#YF(#"))ye vt e(t=th, (2.12)
m= Jo 0

Lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin est donnée par
la formule simplifiée (1.6), on obtient :

i
a%(t) = 2D/ e~ 2=t gy (2.13)
0

soit : D
o2ty =—(1—-e Y,  t>0 (2.14)
R
A Tinstant ¢ = 0, la variance de la vitesse est nulle (la vitesse initiale est
une variable certaine). Sous l'effet de la force de Langevin, des fluctuations
de vitesse apparaissent et la variance o2(t) augmente avec le temps. Cette
croissance est tout d’abord linéaire :

o2(t) ~ 2Dt, t < Ty (2.15)

On peut interpréter la formule (2.15) comme décrivant un phénomene de
diffusion dans l'espace des vitesses. Le parametre D, qui a été introduit dans la
définition de g(7) (formule (1.6)), a la signification d’un coefficient de diffusion
dans 'espace des vitesses. La variance de la vitesse n’augmente toutefois pas
indéfiniment, mais finit par saturer a la valeur D/~ :

D
oi(t) ~ ol t> 7. (2.16)

2.3. Second théoréme de fluctuation-dissipation

On peut aussi écrire la variance de la vitesse sous la forme :

o2(t) = (v*(t) — (v(1))". (2.17)

Pour t > 7., la vitesse moyenne tend vers zéro (formule (2.10}). Les équations
(2.16) et (2.17) montrent qu’alors (v2(t)) tend vers une valeur limite D/vy
indépendante de vy. L'énergie moyenne (E(¢)) = m{v?(t))/2 tend vers la limite
correspondante (E) = mD/2+. La particule brownienne est alors en équilibre
avec le bain.
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Si le bain se trouve lui-méme en équilibre thermodynamique & la
température T, 'énergie moyenne de la particule en équilibre avec le bain
prend sa valeur d’équipartition (E) = k7'/2. On en déduit une relation entre
le coefficient de diffusion D, associé aux fluctuations de la vitesse, et le coefli-
cient de frottement -, qui caractérise la dissipation :

m
- p,
V=47 (2.18)

En utilisant la formule (1.5), on peut réécrire Uéquation (2.18) sous la forme® :

v = ﬁ /_OO (FO)F(t+7))dr. (2.19)

L’équation (2.19) relie le coefficient de frottement & la fonction d’autocorréla-
tion de la force de Langevin. Elle est connue sous le nom de second théoréme
de fluctuation-dissipation®. Ce théoréme traduit ici le fait que la force defrot-
tement et la force fluctuante représentent deux facettes du méme phénomene
physique, les collisions de la particule brownienne avec les molécules du fluide
environnant.

2.4. Evolution du déplacement a partir d’une position initiale
bien définie. Diffusion de la particule brownienne

On suppose qu’a l'instant t = 0 la position de la particule a une valeur
bien définie :
z(0) = zq. (2.20)

En intégrant Uexpression (2.9) de la vitesse entre les instants 0 et ¢, on obtient,
compte tenu de la condition initiale (2.20) :

v 1 11 —e -1

z(t) = xo + —9(1 —e M —/ —— F(t')dt, t>0. (2.21)
g m Jo Y

Le déplacement x(t) —zg de la particule brownienne est, lui aussi, un processus

aléatoire. Ce processus n’est pas stationnaire. Nous allons calculer en fonction

du temps la moyenne et la variance du déplacement, ainsi que la quantité

([z(t) — xo]?).

8 On montrera au paragraphe 4.4 que cette relation peut s’étendre au cas ou la fonction
d’autocorrélation de la force de Langevin n’est pas une fonction delta mais une fonction
de largeur finie caractérisée par le temps de corrélation 7., pourvu toutefois que l'on ait
Te & Tp. Voir également a ce sujet le complément 10.A.

9 De fagon générale, le théoréme de fluctuation-dissipation, dont il existe diverses for-
mulations, constitue le cceur de la théorie de la réponse linéaire (voir le chapitre 14).
Dans le cas du mouvement, brownien décrit par le modele de Langevin, la terminologie de
second théoréme de fluctuation-dissipation, associée a la formule (2.19) pour 'intégrale de
la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, est due a R. Kubo.
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e Déplacement moyen

Ona: v
(zt)) =z + —(1—e™ ),  t>0. (2.22)

Y
Pour t > 7, le déplacement moyen (z(¢)) — xo tend vers la limite finie vy /7.

e Variance du déplacement

La variance du déplacement z(¢) — x¢ est aussi la variance de la position
x(t), définie par exemple par la formule :

o2 (t) = ([a(t) — (x(t))]*). (2.23)
On obtient, a partir des formules (2.21) et (2.22),

1
m2y?

o2 (1) =

/t dt’ /t dt" (F(t'YF("))[1 — e 7¢O — e 7] (2.24)
0 0

soit, en prenant pour la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin
l’expression simplifiée (1.6) :

2D [* 2
o2(t) = —7/ (1—e ) dt’. (2.25)
7 Jo
1l vient, I'intégration une fois effectuée :

2D l—e 1- e*W)
2
o2ty ="=(t-2 + . t>0. 2.26
) 72< gl 2y (2.26)

A partir de sa valeur initiale nulle, la variance du déplacement croit, tout
d’abord comme t* pour t < 7, puis comme 2Dt/v? pour t > 7,.

Par ailleurs, comme z(t) — x¢ = z(t) — (z(t)) + (x(t)) — 29, 0n a :

([z(t) — x0]2> =o2(t) + z—é(l - ef"t)2, t>0. (2.27)
Pour £ > 7., on a donc :
(fe(t) — o)) = 22¢. (2.28)

Les formules (2.26) et (2.28) montrent que la particule brownienne
diffuse aux grands temps. Le coefficient de diffusion D est relié au coefficient
de diffusion dans I'espace des vitesses par la formule :

D= (2.29)

SIS
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2.5. Limite visqueuse

Dans les premieres théories du mouvement brownien, proposées par
A. Einstein en 1905 et M. Smoluchowski en 1906, le comportement diffusif de la
particule brownienne est obtenu plus simplement. On ne s’intéresse qu’a une
seule variable dynamique, le déplacement de la particule. On ne tient pas
compte du terme d’inertie dans ’équation du mouvement, que ’on écrit sous
la forme approchée suivante :

dr _
" dt

F(t). (2.30)

La fonction d’autocorrélation de la force aléatoire est écrite sous la forme :
(F(t)F(t")) = 2Dn?s(t — t'). (2.31)

[’équation (2.30), complétée par 'équation (2.31), décrit le mouvement
brownien dans la limite visqueuse, dans laquelle le frottement est suffisam-
ment fort pour que le terme d’inertie puisse étre négligé'®. Le mouvement
brownien est alors dit suramorti. Cette description, valable pour des intervalles
de temps d’évolution suffisamment grands, correspond bien aux observations
expérimentales de J. Perrin.

Dans la limite visqueuse, le déplacement de la particule brownienne
s’obtient directement en intégrant ’équation (2.30). Avec la condition initiale
(2.20), il s’écrit!! :

t
z(t) — xo = 1/ F(t'ydt'. (2.32)
nJo
En utilisant Pexpression (2.31) de la fonction d’autocorrélation de la force
aléatoire, on obtient, quel que soit ¢ :

{[x(t) — wo]?) = 2Dt. (2.33)

Le mouvement de la particule brownienne est, dans cette description, diffusif
a tout temps.

2.6. Relation d’Einstein

A partir des formules (2.7) et (2.29), on obtient une relation entre la
mobilité et le coefficient de diffusion de la particule brownienne,

D_mb (2.34)
R

10 plys précisément, I’équation (2.30) peut étre obtenue & partir de I’équation de Langevin
(1.2) dans la limite m — 0, v — o0, le coefficient de viscosité = m restant fini. L’équation
(2.31), quant a elle, est la traduction de 'équation (1.6) en termes des parametres pertinents
que sont dans ce cas D et 7.

1 Lorsque la force F(t) est modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussien
de fonction d’autocorrélation g(1) = 2Dn?6(7), le processus z(t) — xo défini par la formule
(2.32) est appelé processus de Wiener (voir le chapitre 11).
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qui s’écrit aussi, compte tenu du second théoréme de fluctuation-dissipation

(2.18) :

(2.35)

La formule (2.35) est la relation d’Einstein entre le coeflicient de diffusion D,
associé aux fluctuations du déplacement, et la mobilité u, reliée a la dissipa-
tion. La relation d'Einstein est une forme du premier théoréme de fluctuation-
dissipation?. On peut aussi I'écrire sous la forme d’une relation entre D et 7 :

D — 7 (2.36)

3. Fluctuations de vitesse a I'équilibre

On s’intéresse ici a la dynamique des fluctuations de la vitesse d’une parti-
cule brownienne en équilibre avec le bain. On suppose, comme précédemment,
que celui-ci est en équilibre thermodynamique a la température 7.

Pour obtenir Pexpression de la vitesse de la particule brownienne a 1’équi-
libre, on commence par écrire la solution v(t) de Véguation de Langevin avec
la condition initiale'® v(ty) = vo :

1t '
v(t) = voe Yt 4 = / F(the "t gy, (3.1)
m to

On suppose ensuite que I'instant initial ¢g est reporté a —oo. Comme le montre
la formule (3.1), la valeur initiale de la vitesse est alors « oubliée » et 'on a :

1/t ,
v(t) = —/ F(the 7t gy’ (3.2)
m —

Dans ces conditions, a tout instant ¢ fini, la particule se trouve en équilibre
avec le bain. Sa vitesse v(¢) est alors un processus aléatoire stationnaire'?,
dont nous nous proposons de calculer la fonction d’autocorrélation. La valeur
moyenne de la vitesse étant nulle a 'équilibre, la fonction d’autocorrélation de
v(t) représente la dynamique des fluctuations de vitesse a ’équilibre.

12 (e théoreme sera établi de manidre plus générale au paragraphe 3.4.

13 L’équation (3.1) est donc la généralisation de I'équation (2.9) & un instant initial to
quelconque.

14 Lorsque la force F(t) est modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussien
de fonction d’autocorrélation g(1) = 2Dm?5(7), le processus stationnaire v(t) défini par la
formule (3.2) est appelé processus d’Ornstein-Uhlenbeck (voir le chapitre 11 et le complé-
ment 11.B).
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3.1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la
vitesse

Tout d’abord, & partir de la formule (3.2), il est possible de caleuler la
fonction de corrélation (v(t)F(t')) :

(o(t)F(t) = % /_ (F("F(t))e ) ", (3.3)

Lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin est de la forme
(1.6), I'équation (3.3) s’écrit :

{(v(t)F(t')) = 2Dm /t St —t")e -t gy, (3.4)

— o

On en déduit : /
2Dme Y1) < ¢

3.5
0, t' >t 3:5)

R = {
La vitesse de la particule brownienne a l'instant ¢ n’est donc pas corrélée avec
la force de Langevin a un instant ¢’ > t.

En réalité, le temps de corrélation 7. de la force de Langevin n’est pas
nul, et le résultat (3.5) n'est correct que pour |t — | > 7.. La prise en compte
d’un temps de corrélation fini a pour effet d’adoucir la discontinuité présente
dans l'expression (3.5), la fonction de corrélation (v(t)F(t')) passant en fait
continuement de sa valeur maximale a 0, sur un intervalle de temps de l'ordre
de 7.. L’allure, & 7. fini, de la courbe représentant la fonction de corrélation
(v(t)F(#')) en fonction de t', le temps ¢ étant fixé, est représentée sur la Fig. 1.

< V(F(t) >

Fig. 1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse,
a 7. fini.



264 Chapitre 10 : Mouvement brownicn. Modele de Langevin

3.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse a 1’équilibre

La fonction d’autocorrédlation (v(t)v(t')) s’écrit par exemple, en remplagant
v(t) par son expression (3.2) :

(v(t)o(t")) = % [ () e ) g (3.6)

Si 'on néglige ., il vient, en tenant compte de la formule (3.5) :

v vt :ge-vlt—t/l
(u(t)u(t)) - : (3.7)

La décroissance de la fonction d’autocorrélation de la vitesse est décrite par
une exponentielle de constante de temps 7, = v~ 1.

Négliger 7. conduit ainsi & une fonction d’autocorrélation de la vitesse &
I’équilibre « en toile de tente ». Une telle fonction n’est pas différentiable a
Porigine. Cette singularité disparait lorsque 'on tient compte du fait que le
temps 7, est en réalité fini. On peut montrer qu’alors le départ de la fonction
d’autocorrélation de la vitesse est parabolique!® (Fig. 2).

<v(t)v >

Fig. 2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse, & 7. nul, et a 7, fini.

3.3. Théoréme de régression

Lorsque 7. est négligé, 'évolution pour ¢ > t’ de la fonction d’autocorréla-
tion (v(t)v(t')) est donc décrite par 1'équation différentielle suivante :

Tty = —(ony), 1> (33)

15 Cette propriété sera établie plus loin (voir la formule (4.13)).
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L’équation (3.8) est de la méme forme que I’équation différentielle d(v(t))/dt =
—y{w(®)) (t > 0) décrivant la relaxation de (v(t)) & partir d’'une valeur
initiale bien définie. Cette propriété, selon laquelle les fluctuations de la vitesse
« régressent » (c’est-a-dire disparaissent) en suivant la méme loi que la vitesse
moyenne, est appelée théoréme de régression.

3.4. Premier théoréme de fluctuation-dissipation

D’apres la formule (3.7), on a, pour la particule brownienne en équilibre
avec le bain :

D
{(o(tyw) = —e 1. (3.9)
Y
Le bain étant lui-méme & I’équilibre thermodynamique a la température T', on
peut utiliser la relation (2.18) et réécrire la formule (3.9) sous la forme :
kT
{(v(tyw) = —

Par transformation de Fourier-Laplace'®, on déduit de la formule (3.10)
Pégalité :

" e, (3.10)

kT 1

/Oo<v(t)'1)>ei“t dt = —
0

m y—iw

(3.11)

En se reportant a la définition (2.5) de l'admittance complexe, on vérifie
I'identité :

1 [o )

.A((A.)) = k‘_T ;

(v(t)v)e™* dt. (3.12)

La formule (3.12) est 'expression du premier théoréme de fluctuation-
dissipation!”. Elle relie 'admittance complexe décrivant la réponse & une per-
turbation extérieure harmonique et la fonction d’autocorrélation de la vitesse
a V’équilibre.

4. Analyse harmonique du modele de Langevin

L’équation de Langevin est une équation différentielle stochastique linéaire.
Une méthode standard pour résoudre ce type d’équation est l’analyse har-
monique, qui s’applique aux processus aléatoires stationnaires. La force de

16 1, transformation de Fourier-Laplace, appelée aussi transformation de Fourier uni-
latérale, est définie sur Pintervalle d’intégration (0, c0) (& la différence de la transformation
de Fourier ordinaire, définie sur l'intervalle (—00, 00)). La transformation de Laplace usuelle,
également définie sur Vintervalle (0, co), utilise, au lieu de —iw, un parametre complexe z.

1T 1a terminologie de premier théoréme de fluctuation-dissipation, associée a la formule
(3.12) pour la transformée de Fourier-Laplace de la fonction d’autocorrélation de la vitesse
a Péquilibre, est due & R. Kubo. On peut également obtenir ce résultat en appliquant les
formules de Kubo de la théorie générale de la réponse linéaire au systéme isolé constitué par
la particule brownienne couplée avec le bain (voir le chapitre 14).
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Langevin F(t) est, par hypotheése, un tel processus. Il en est de méme de la
vitesse v(t) de la particule brownienne, a la condition que celle-ci ait été mise
en contact avec le bain depuis un temps suffisamment long pour se trouver
elle-méme a 'équilibre.

Nous allons reprendre par cette méthode ’étude des fluctuations de vitesse
a I’équilibre, en discutant en détail le cas 7, fini.

4.1. Relation entre les densités spectrales de la force aléatoire
et de la vitesse

Les transformées de Fourier F(w) de la force aléatoire et v(w) de la vitesse
de la particule brownienne sont définies par les formules!® :

Fw) = / h F(t)e™* dt (4.1)

—00
(S

o0
v(w) = / v(t)e™" dt. (4.2)
— 00

Etant donné que F(t) et v(t) sont des processus aléatoires stationnaires, F'(w)
et v(w) sont en fait obtenues en intégrant sur un grand intervalle de largeur
finie T' de 'axe des temps pris a partir d’une origine quelconque, le passage a
la limite T' — oo étant effectué in fine. Dans le cadre du modele de Langevin,
F(w) et v(w) sont reliées par la formule :

1 1
v(w) = — -
my — iw

F(w). (4.3)

Les densités spectrales Sp(w) et S,{w) sont définies par les formules :

Se(w) = Jim L(F@[),  Sw) = Jim Z(o@)f). (@4

On a, d’apres I’équation (4.3) :

1 1
m2 42 + w?

Sy(w) = Sp(w). (4.5)

La densité spectrale de la vitesse de la particule brownienne est donc le produit
de la densité spectrale de la force aléatoire par une lorentzienne de largeur ~ +.

D’apres le théoréme de Wiener-Khintchine, la densité spectrale et la fonc-
tion d’autocorrélation d’un processus aléatoire stationnaire sont transformées

13 pour simplifier, nous gardons la méme notation F(.) pour la force aléatoire F(t) et
sa transformée de Fourier F'(w), ainsi que la méme notation v(.) pour la vitesse v(t) de la
particule brownienne et sa transformée de Fourier v(w).
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de Fourier 'une de Pautre!®. La fonction d’autocorrélation g(7) de la force
aléatoire étant une fonction trés « piquée » autour de 7 = 0 (de largeur ~ 7,.),
la densité spectrale Sp(w) est une fonction trés « large » (de largeur ~ 7.1).
Le bain étant & ’équilibre thermodynamique, Sg(w) est désignée sous le nom
de bruit thermique?”.

4.2. Cas du bruit blanc

Supposons la densité spectrale Sp(w) indépendante de la fréquence angu-
laire (bruit blanc) :

Sp(w) = Sr, Sp = 2Dm?. (4.6)

D’aprés le théoreme de Wiener-Khintchine, g(7) est dans ce cas une fonction
delta de poids 2Dm? (formule (1.6)).

En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Wiener-Khintchine, on déduit
alors de l'expression (4.5) de 9,(w) la fonction d’autocorrélation de la vitesse
de la particule en équilibre avec le bain :

(v(t)v) = L[ —L—l—QDm%_M dw (4.7)
Yo ) om2 2 w? ' '

L’intégration une fois effectuée, on retrouve la formule (3.9).

4.3. Généralisation 4 un bruit coloré

Le temps de corrélation 7. étant en réalité fini, la densité spectrale de
la force aléatoire n’est pas une constante, mais une fonction de la fréquence
angulaire, décroissant aux grandes valeurs de celle-ci, et de largeur ~ 7. Un
tel bruit est dit coloré.

Prenons par exemple pour Sg(w) une lorentzienne de largeur ~ w. (w, =

. h
W2

C
w? 4+ w?
La fonction d’autocorrélation de la force de Langevin a alors une forme
exponentielle?! :

SF(UJ) = SF ) SF = 2DTIL2. (48)

g(1) = Dm2w.e eIl (4.9)

19 e théoreme, établi dans le contexte de la théorie des processus aléatoires stationnaires,
fait en principe intervenir une fonction d’autocorrélation définie comme une moyenne tem-
porelle sur un intervalle de temps égal 4 T'. Dans la limite T' — 00, la moyenne temporelle est
équivalente a la moyenne d’ensemble, pourvu que le processus soit ergodique. Une condition
suffisante pour lergodicité en moyenne est la sommabilité de la fonction d’autocorrélation.
Aussi bien F(t) que v(t) possedent cette propriété. Le théoreme de Wiener-Khintchine leur
est donc applicable.

20 Nous reviendrons sur I'étude du bruit thermique (dans un conducteur électrique &
l’équilibre) dans le complément 10.C.

2L De telles expressions de Sp(w) et de g(r) peuvent se justifier & partir de certains
modeles microscopiques de 'interaction de la particule brownienne avec le bain (voir le
complément 10.B).



268 Chapitre 10 : Mouvement brownien. Modéle de Langevin

On a, comme dans le cas du bruit blanc :

/OO g(r)dr = 2Dm?. (4.10)
La fonction d’autocorrélation (v(t)v) est donnée par :
(o(t)0) = % j; T—nl-%Q in 9Dm? wgfw2e~iwt do.  (411)
On obtient, apres intégration :
{v(t)v) = gg%(eﬂtl - g:e““”’tl). (4.12)

La fonction d’autocorrélation de la vitesse a 1’équilibre se comporte de maniere
parabolique pour [t] < 7.. La singularité & lorigine qui existe lorsque 'on
néglige 7. n’est plus présente (Fig. 2).

La formule (4.12) permet de montrer que, méme dans le cas d’'un bruit
coloré, le second théoréeme de fluctuation-dissipation s’écrit encore sous la
forme (2.19), a la condition d’avoir 7. < 7,. On a en effet, d’apres la for-

mule (4.12),
D w,

(=2

Y we + 77
soit, compte tenu de la formule (4.10) :

(v = 1 We /OO g(7) dr. (4.14)

2ym2 we + v J_oo

(4.13)

Le bain étant en équilibre thermodynamique a la température T, on en déduit,
dans la limite v < w,, le second théoreme de fluctuation-dissipation®? :

e 2mlkT /jo (FOFE+7)dr, v <we (4.15)

5. Echelles de temps

Ainsi, comme le montre par exemple la formule (4.12), deux échelles de
temps entrent en jeu dans la dynamique des fluctuations de la vitesse d’une par-
ticule brownienne a ’équilibre, 1'une, trés courte, égale au temps de corrélation
de la force aléatoire ou temps de collision 7., I'autre, beaucoup plus longue,

égale au temps de relaxation 7, = y~! de la vitesse moyenne?3.

22 Les arguments présentés ici sont approchés. En effet, il n’est pas completement cohérent
de tenir compte du temps de corrélation fini de la force aléatoire tout en conservant le
caractére instantané du terme de frottement tel qu’il apparait dans 1’équation de Langevin
(1.2). On doit en fait, dans le cas d’un bruit coloré, écrire une équation de Langevin
généralisée avec un terme de frottement retardé (voir le complément 10.A).

23 Bien que la formule (4.12) ait été établie dans le cas particulier olt g(7) a une forme
exponentielle, le résultat sur les temps caractéristiques de la dynamique des fluctuations de
vitesse & I’équilibre a une portée plus générale.
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Pour que les fluctuations de vitesse régressent (c’est-a-dire décroissent
sensiblement), un temps au moins de l'ordre de ’échelle de temps la plus longue
T, est nécessaire. La vitesse de la particule brownienne est donc essentiellement
une variable lente. La force aléatoire, dont la fonction d’autocorrélation décroit
sur un temps beaucoup plus court de l'ordre de 7., est, quant a elle, une variable
rapide. Cette séparation d’échelles de temps, traduite par I'inégalité :

Te << Tr, (51)

est cruciale dans le modele de Langevin. On peut montrer & partir de modeles
microscopiques que l'inégalité (5.1) est effectivement vérifiée lorsque la par-
ticule considérée est beaucoup plus lourde que les molécules du fluide environ-
nant. C’est dans ce cas seulement qu’une particule en mouvement au sein d’un
fluide peut étre qualifiée de « brownienne », et son évolution convenablement
décrite par I'équation de Langevin (1.2).

En outre, dans le terme en dv/dt figurant dans équation (1.2), dt ne
représente pas un intervalle de temps infinitésimal mais un intervalle de temps
fini A¢ pendant lequel se produit un changement fini Av de la vitesse de
la particule. L’intervalle de temps At est nécessairement beaucoup plus long
que le temps de collision 7., puisque I’évolution de la vitesse de la particule
brownienne découle des nombreux chocs qu’elle subit de la part des molécules
du fluide. Par ailleurs, I'équation (1.2) (moyennée) décrit la relaxation des
fluctuations moyennes de vitesse, et ne traduit une évolution significative que
lorsque At reste petit par rapport au temps de relaxation 7,.. Ces considérations
montrent que ’équation de Langevin décrit D’évolution de la vitesse d’une
particule brownienne sur un intervalle de temps At compris entre 7, et 7, :

Te K AL L Ty (5.2)

Dans la limite visqueuse ou l'on s’intéresse seulement a 1’évolution du
déplacement de la particule brownienne (description d’Einstein-Smoluchowski),
Pintervalle de temps d’évolution mis en jeu vérifie I'inégalité :

At > 1. (5.3)
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Complément 10.A

Modele de Langevin généralisé

1. Equation de Langevin généralisée

1.1. Modéle de Langevin non retardé

Le modele de Langevin repose sur 'équation du mouvement de la particule
brownienne, écrite sous la forme :

d d
me = —myv + F(¢), U= d_j‘:’

- (1.1)

ou v désigne le coefficient de frottement et F'(¢) la force de Langevin. Dans
I’équation (1.1), la force de frottement —m~yv est entiérement déterminée par
la valeur instantanée de la vitesse de la particule. Par ailleurs, le temps de
corrélation 7. de la force aléatoire F(t) est considéré comme beaucoup plus
court que les autres temps caractéristiques!, notamment le temps de relaxation
1. = v~ ' de la vitesse moyenne. Ce modele, dit modele de Langevin simple
ou non retardé?, est bien adapté a la description du mouvement d’une parti-
cule beaucoup plus lourde que les molécules du fluide environnant. L'inégalité
~Te < 1 est alors en effet vérifiée.

1.2. Fonction de réponse de la vitesse

D’aprés 'équation (1.1), la vitesse de la particule en équilibre avec le bain
s’écrit :
I :
u(t) = — / F(the "=t q¢’. (1.2)
— 00

m

L gl est possible de négliger ¢, et si 'on suppose que F(f) est un processus gaussien,

I’évolution de la vitesse & partir de I'instant ¢, telle que la décrit I’équation (1.1), ne dépend
que de sa valeur & ce méme instant, et non de ses valeurs aux instants antérieurs. La vitesse
v(t) est donc dans ce cas un processus de Markov. Cette propriété reste approximativement
vraie si 'on prend en compte le caractere fini de 7., pourvu que l'inégalité 7. <« 7 soit
vérifiée (voir & ce sujet le chapitre 11).

2 La raison de cette dénomination apparalitra par la suite.
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La fonction de réponse A(t) de la vitesse®, définie par la relation :

v(t) = /OO At —tYF(')d, (1.3)
est donc : .
Alt) = G)(t)m et (1.4)

Dans la formule (1.4), ©(¢) désigne la fonction de Heaviside :

(—)(t):{?: R (15)

La transformée de Fourier de LA(t) est 'admittance complexe :

Aw) =+ (1.6)

my — w

Par certains aspects, cette description du mouvement d’une particule
immergée au sein d’un fluide est trop schématique. En particulier, le frottement
ne peut s'établir instantanément, puisqu’il faut pour cela un temps au moins
égal au temps de collision 7. de la particule avec les molécules du fluide. Des
effets de retard sont donc nécessairement présents dans le terme de frottement.
Leur prise en compte conduit & une modification de la forme de ’équation du
mouvement, de la fonction de réponse et de la fonction d’autocorrélation de la
force aléatoire.

1.3. Modeéle de Langevin généralisé

Pour tenir compte des effets de retard, on remplace ’équation différentielle
(1.1) par 'équation intégro-différentielle suivante,

dv dzr

¢
a oy N at’ ) =, 1.
m m/_OO ~(t =t () dt' + F(t), v=— (L.7)

dans laquelle la force de frottement a Uinstant ¢ est déterminée par les valeurs
de la vitesse aux instants t' < t. L’équation (1.7) est appelée équation de
Langevin généralisée ou retardée.

La force de frottement —m fioo ~v(t — t")u(t’') dt’ fait intervenir un noyau
mémoire défini par la fonction ¥(¢) pour ¢ > 0. Il est commode en fait de consi-
dérer que le noyau mémoire y(t) est défini pour tout ¢ comme une fonction

3 Pour simplifier, nous gardons la méme notation 4(.) pour la fonction de réponse .A(t)
de la vitesse et sa transformée de Fourier A(w).
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décroissante de [t]. de largeur ~ 7, et telle que j ~(t)dt = 2v. En intro-
duisant la fonction causale (c’est-a-dire nulle pour t< 0) %(t) = O(t)y(t), on
peut réécrire 'équation (1.7) sous la forme équivalente suivante :

m—:—m/ Yo(t') dt' + F(t), v:%- (1.8)

La force de Langevin F(t) est modélisée ici, comme dans le modeéle de
Langevin non retardé, par un processus aléatoire stationnaire de moyenne
nulle. Ce processus est, le plus souvent, supposé gaussien. Etant donné que
l’on prend maintenant en compte le caractére retardé du frottement, il est
nécessaire, pour la cohérence du modele, de tenir compte également du temps
de corrélation fini de la force aléatoire. On suppose donc que la fonction
d’autocorrélation g(7) = (F(¢)F(t+ 7)) décroit sur un temps fini ~ 7. On ne
fait pas, contrairement au cas non retardé, 'hypothese y7. < 1.

2. Admittance complexe

En présence d’une force extérieure appliquée Fey(t), I'équation retardée
du mouvement de la particule s’écrit :

d” —m/ At~ tyo(t') dt' + F(t) + Faxe(t), v:%- (2.1)

En moyenne, on a :

— / ()t + Foat),  (0)= =20 (22)

Pour une force appliquée harmonique Fi,(t) = Re(Fe "), la solution
de I’équation (2.2) est, en régime stationnaire, de la forme :

(u(t)) = Re((v)e ™), (2.3)
' (v) = A@W)F. (2.4)

La quantité :
1 1
Aw) = ————
my(w) — iw
est 'admittance complexe du modele de Langevin généralisé. Dans la formule
(2.5), le coefficient de frottement généralisé y(w), défini par la formule :

(2.5)

y(w) = /000 ()™ dt, (2.6)
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désigne la transformée de Fourier-Laplace du noyau mémoire (ou la trans-
formée de Fourier du noyau mémoire retardé §(¢)). On a y(w = 0) = ~.

Plus généralement, pour une force extérieure Feo(t) de transformée de
Fourier Feyi(w), la solution (v(t)) de I’équation (2.2) a pour transformée de
Fourier :

<v(w)> = A{w) Fexe(w). (2.7)

3. Analyse harmonique du modele de Langevin généralisé

L’équation de Langevin généralisée (1.8) est une équation intégro-différen-
tielle stochastique linéaire a laquelle il est possible d’appliquer Vanalyse
harmonique. En effet, instant initial dans le terme de frottement retardé ayant
été pris égal & —oo, la particule se trouve, a tout instant ¢ fini, en équilibre
avec le bain. Sa vitesse est donc un processus aléatoire stationnaire. La force
aléatoire F'(t), ainsi que la vitesse v(t), sont développables en série de Fourier.
Les densités spectrales S, (w) et Sp(w) sont reliées par la formule :

1 1
— ———5Sr(w). 3.1
T .

S,(w) =

3.1. Premier théoréme de fluctuation-dissipation. Densités spec-
trales

D’aprés le premier théoreme de fluctuation-dissipation*, I’admittance
complexe est la transformée de Fourier-Laplace de la fonction d’autocorrélation
de la vitesse a 'équilibre :

Alw) = % /Ooo<v(t)v>em dt. (3.2)

La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de la vitesse
est donc :

/00 (v(t)v)e™" dt = 2kT Re A(w), (3.3)

soit, compte tenu de la formule (2.5) :
/ > 2kT  Rey(w)

_Oo<’t}(t)7)>€lw dt = ?L—‘W (34)

4 On démontre ce résultat en appliquant les formules de Kubo de la théorie de la réponse
linéaire au systéme isolé constitué par la particule couplée avec le bain (voir le chapitre 14).
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En faisant appel au théoréme de Wiener-Khintchine, on déduit de 1’équation

(3.4) la densité spectrale de la vitesse,

2T Revy(w)
m fy(w) — iwl*

puis, en utilisant la formule (3.1), la densité spectrale de la force aléatoire :

Sr(w) = 2mkT Re v(w). (3.6)

Sy(w) = (3.5)

3.2. Second théoréme de fluctuation-dissipation

En faisant de nouveau appel au théoréme de Wiener-Khintchine, on peut
écrire, & partir de la formule (3.6), la partie réelle du coefficient de frottement
généralisé sous la forme d’une intégrale de Fourier :

/ (F(t)F(t+7))e™" dr. (3.7)

Re v
() 2ka
Par transformation de Fourier inverse, on en déduit une relation de propor-
tionnalité entre le noyau mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force
aléatoire :

1) = — (). (35)

La décroissance du noyau mémoire est donc caractérisée par le temps de
corrélation® 7.

Le coefficient de frottement généralisé est la transformée de Fourier-
Laplace de la fonetion d’autocorrélation de la force aléatoire :

y(w) :ka/ (F)F(t+ 7)) dr. (3.9)

La formule (3.9) constitue lexpression du second théoréme de fluctuation-
dissipation pour le modele de Langevin généralisé.

4. Un modele analytique

Si I'on dispose de formules analytiques explicites pour le noyau mémoire
et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, on peut en déduire des
expressions analytiques de l'admittance complexe, et, éventuellement, de la
fonction de réponse de la vitesse dans le modele de Langevin généralisé.

5 A contrario, la formule (3.8) montre qu’il n’est pas cohérent de tenir compte du temps
de corrélation fini de la force aléatoire tout en conservant le caractére instantané du terme
de frottement tel qu’il intervient dans ’équation de Langevin non retardée (1.1).
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4.1. Admittance complexe

Si la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin a une forme

exponentielle,
9(1) = DmPwee <"l, (4.1)

avec Dm? = ymkT, le paramétre w, désignant une fréquence angulaire carac-
téristique du bain, le noyau mémoire a également, d’apres la formule (3.8), une
forme exponentielle. En revenant & la variable ¢, on peut écrire® :

A(t) = ywee @ (4.2)

Dans la limite w, — 00, on retrouve les expressions correspondant 2 I’équation
de Langevin non retardée : g(7) = 2Dm26(7), v(t) = 2v6(t).

On a, d’apres la formule” (4.2) :

w
— . 4.3
v(w) Ly (4.3)
On en déduit 'expression de 'admittance complexe :

1 1
Alw) = — 4.4
oy (1.4)

We — tw

Les poles de A(w) donnent acceés aux temps caractéristiques de la relaxation de
la vitesse moyenne & partir d’une valeur initiale bien définie. Pour w./vy > 4,
ces poles sont de la forme iw., avec :

1/2
i = % [1 + (1 . 4%;;1) } (4.5)

4.2. Fonction de réponse de la vitesse

Avec le modele choisi pour A{w) (formule (4.4)), on a :

A =0 = (14 ?) <“’—+e—wt - w—'c“’”). (4.6)

m We We

L’expression (4.6) de A(t) est & comparer avec l'expression correspondante
dans le modele de Langevin non retardé (formule (1.4)). Etant donné que I'on
ne fait pas '’hypothése v, <« 1, il n’y a pas, dans le modele de Langevin
généralisé, de séparation nette d’échelles de temps entre la force aléatoire et
la vitesse de la particule.

5 Des expressions de ce type sont obtenues dans le cadre de certains modeles micro-
scopiques d’interaction de la particule avec le bain (voir le complément 10.B).
piq p P

7 Le cocfficient de frottement généralisé v(w) est la transformée de Fourier de la fonction
causale ¥(t) = ©(t)y(t).
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Complément 10.B

Mouvement brownien
dans un bain d’oscillateurs

1. Modéle de Caldeira et Leggett

Afin de disposer d'une base microscopique pour 'équation de Langevin
généralisée, on peut s’intéresser a la dynamique d’une particule libre inter-
agissant avec un environnement constitué d'un nombre infini d’oscillateurs
harmoniques indépendants en équilibre thermique. Dans le cas d'un couplage
linéaire avec 'environnement, 1’équation du mouvement d’une telle particule
peut étre établie de maniere exacte. Elle prend, apres une modélisation
appropriée, la forme d’une équation de Langevin généralisée, dans laquelle
le noyau mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire ont des
expressions microscopiques déterminées.

Ce modele de dissipation est connu sous le nom de modeéle de Caldeira
et Leggett!. 11 est largement utilisé pour décrire la dynamique dissipative de
systemes classiques ou quantiques.

1.1. Hamiltonien de Caldeira et Leggett

On considére une particule de masse m, décrite par sa coordonnée = et
limpulsion conjuguée p, évoluant dans un potentiel ¢(z). La particule est
couplée & un bain de N oscillateurs harmoniques indépendants de masses m.,,
décrits par les coordonnées z,, et les impulsions conjuguées p, (n =1,..., N).
Le couplage entre la particule et chacun des oscillateurs du bain est sup-
posé bilinéaire. Le hamiltonien du systeme global constitué par la particule
et Iensemble des oscillateurs auxquels elle est couplée s’écrit :

H, ~p2+¢(/)+1i Ph 2( o ')2 (1.1
L= om T 2 = my, MMn@n \ Tn mnw%I ’ 1)

Les constantes ¢, mesurent la force du couplage.

! Bien qu’il ait été proposé antérieurement par d’autres auteurs, c’est a la suite des
travaux de A.O. Caldeira et A.J. Leggett sur la décohérence que ce modele a acquis une
grande notoriété.
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Dans le cas d’une particule libre (¢(x) = 0), le modele décrit par le hamil-
tonien de Caldeira et Leggett est exactement soluble?.

1.2. Particule libre dissipative

A partir du hamiltonien (1.1) avec ¢(x) = 0, on peut écrire les équations
de Hamilton pour tous les degrés de liberté du systéme global, soit, pour la

particule,
dz P dp Cn
@ _r PN, - , 1.
.  m dt ZC <:1: mnw%ac (1:2)

n

et, pour les oscillateurs du bain :

dz p dp .

Les équations {1.3) peuvent étre résolues formellement en considérant la
position z{t) de la particule comme connue. On obtient ainsi :

t : /
sinwplt —1
sinwn(t - 1) >x(t’) at',

(1.4)

ol £y désigne 'instant initial auquel est établi le couplage. En intégrant par par-

ties 'intégrale au second membre de ’équation (1.4), on peut écrire Pégalité :

T (t) = zp(to) cos wn(t~to)+pn(t0) sinwn(t—to)—i—cn/

MpWn to MpWn

Cp, Cn Pn (to)

T (t)— z(to)} coswy, (t—1tg)+ -

z(t) = |zalte)—

sinw, {t—tp)

2 2
MpWy, nWp n

n
t / !
t—t t
gcn/ coswnt - ) (1)
te mpWwy, m

)

L’équation du mouvement de la particule couplée avec le bain, qui, d’apres
les équations (1.2), est de la forme :

2
Cn

ma(t) = 3 en o) -

n

J;(t)} : (1.6)

Mpw2

peut se reformuler, en utilisant I’égalité (1.5), sous la forme d’une équation
intégro-différentielle fermée pour z(t) :

mi(t) +m tv(t — (") dt' = —max(te)y(t — to) + F(t). (1.7)

to

2 Il en est de méme pour une particule évoluant dans un potentiel harmonique (la dyna-

mique dissipative d’un oscillateur harmonique est étudiée dans le complément 14.A).
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Les fonctions (¢) et F(t) intervenant dans ’équation (1.7) sont définies en
termes des parametres microscopiques du modele par les formules :

1 c?
t)=— n_cos 1.8
~(t) - ; " cos wnt (1.8)
et :
F(t) = ch Xp(to) coswy (t — to) + Palto) sinw,(t —to)|. (1.9)
N W,

T

Dans I'équation (1.7), v(t) agit comme un noyau mémoire et F(f) comme
une force aléatoire. En utilisant, au lieu de «(t), le noyau mémoire retardé
F(t) = O(t)y(t), on peut réécrire équation (1.7) sous la forme équivalente
suivante :

ma(t) + m /OO F(t —ta(t') dt' = —ma(to)F(t — to) + F(1). (1.10)

to

Les équations (1.7) et (1.10) ont été déduites sans approximation des
équations de Hamilton (1.2) et (1.3). Le noyau mémoire et la force aléatoire
s’expriment en termes des parametres du hamiltonien microscopique de
Caldeira et Leggett. En particulier, F'(t) est une combinaison linéaire des varia-
bles z,(to) et p,(to) associées & I’état initial du bain d’oscillateurs (formule
(1.9)). Si 'on suppose qu’a Uinstant to le bain est en équilibre thermique a la
température T, sa fonction de distribution® est :

2m.,

2 2
pB=Zlexp{*ﬂ;< Pr -f—ﬁ%x%)], B = (kT)"". (1.11)

Le caractére gaussien de la distribution (1.11) conduit & considérer F'(¢) comme
un processus aléatoire gaussien stationnaire, caractérisé par sa moyenne et sa
fonction d’autocorrélation? :

(F(t)) =0
{ (FYF(t+7)) = mkTy(r). (1.12)

3 s'agit ici de la fonction de distribution classique du bain dans 'espace des phases.
La généralisation quantique sera évoquée au paragraphe 3.

4 Les moyennes intervenant ici sont calculées par rapport a la fonction de distribution
(1.11).
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1.3. Densité spectrale du couplage

Les équations du mouvement (1.7) ou (1.10} ne permettent pas en elles-
mémes de décrire une dynamique irréversible. Cela n’est possible que si le
nombre N des oscillateurs du bain tend vers I'infini, leurs fréquences angulaires
formant alors un continuum.

Un ingrédient central dans le modele est la transformée de Fourier du
noyau mémoire retardé %(t). On la calcule en attribuant & w une petite partie
imaginaire € > 0 et en faisant tendre in fine € vers zéro. On définit donc tout
d’abord :

Yw + i€) = / F(t)e™te e dt, €> 0, (1.13)
0
puis la transformée de Fourier® v(w) :

y(w) = lim vy(w + ie). (1.14)

e—0+

Ainsi, & partir de 'expression de (¢),

. 1 c2
F(t)=00)— Z — Coswpt, (1.15)

on obtient celle de vy{w) :

: 2

4 c . 1 1
—_ — 1 . — }- 1.16
7(w) 2m;mnwf e—1>%1+(w—wn+ze + w—|—wn+@€> ( )

On en déduit® en particulier 'expression de Rey(w) :

i C2
Re y(w) = %ZngQ [6(w — wy) + 8w + w,)]. (1.17)

n

A ce stade, on introduit généralement la densité spectrale du couplage
avec l'environnement, définie pour w > 0 par la formule :

J) =Y O s w),  wso. 118)

Mnn

5 On définit ainsi la transformée de Fourier au sens des distributions de (t). Cette
procédure est d’usage courant dans le calcul des susceptibilités généralisées en tant que
transformées de Fourier des fonctions de réponse (voir le chapitre 12).

6 On utilise 1a relation

lim -
e—0t T + i€

1
= vp ~ — imwd(x),
T

ou le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy.
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Pour w > 0, on a la relation :

Re v(w) = %(:) (1.19)

Daus la limite du continuum, les quantités Re v(w) et J(w) peuvent étre consi-
dérées comme des fonctions continues de w.

1.4. Dissipation ohmique

La dynamique de la particule couplée avec le bain est déterminée par la
densité spectrale. En particulier la dynamique aux grands temps est contrélée
par le comportement de J(w) aux faibles fréquences angulaires. Dans de
nombreux cas, ce comportement est décrit par une loi de puissance du type
J(w) o« w®. L'exposant § > 0 est le plus souvent un entier, dont la valeur
dépend de la dimensionnalité de l'espace correspondant a Penvironnement
considéré”.

La valeur § = 1 est particulierement importante. En effet, dans ce cas,
I’équation de mouvement de la particule couplée au bain contient un terme de
frottement proportionnel & la vitesse (dans une certaine limite®). Le modele
de dissipation correspondant est appelé modéle ohmique®. Il est défini par les
relations :

Jw)=myw (w>0), Rev(w) = 7. (1.20)

Les expressions (1.20) de J(w) et de Rey(w) ne sont valables qu'aux faibles
fréquences angulaires. En effet, en réalité la densité spectrale ne croit pas
indéfiniment, mais décroit vers zéro lorsque w — oo. Pour traduire cela, on
écrit, au lieu des relations (1.20), les formules :

w

ﬂw=mw%< )(w>m, mmwy~m(%) (1.21)

c

dans lesquelles f.(w/w,) est une fonction de coupure tendant vers zéro lorsque'®
w — 0o, On choisit souvent une fonction de coupure lorentzienne :

n(w):—ﬁﬁ* (1.22)

We w? + w?

7 L’exposant § peut éventuellement prendre des valeurs non entiéres, par exemple dans
le cas d’une interaction avec un environnement désordonné ou fractal.

&1 s’agit de la limite de mémoire infiniment courte (voir le paragraphe 1.6)
9 La raison de cette dénomination apparaitra au paragraphe 1.6.

10 14 fréquence angulaire w, caractérise la largeur de la bande de fréquence angulaire des
oscillateurs du bain effectivement couplés & la particule.
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On a alors :
w? w?
J(UJ) = m’ywm (w > 0), %e'y(w) = ’Y'm (123)

Dans ce cas, le noyau mémoire est modélisé par une fonction exponentielle de
constante de temps w_ ! :

Y(t) = ywee M. (1.24)

La modélisation correspondante doit étre effectuée sur la fonction d’auto-
corrélation de la force de Langevin. On a :

(Pt)F(t+ 7)) = mkTyw, e welrl, (1.25)

1.5. Equation de Langevin généralisée

Revenons a I’équation du mouvement (1.10). Son second membre contient,
outre la force de Langevin F(t}, un terme —max(to)¥(t — to) dépendant de la
position initiale de la particule. Dans le modéle ohmique, la fonction %(t)
décroit sur un temps caractéristique de l'ordre de w_!. La quantité J(t — o)
est donc négligeable si w.(t—1p) > 1. Mathématiquement, cette condition peut
étre réalisée en reportant Uinstant initial tg & —oo. Alors la position initiale
de la particule ne joue plus aucun réle dans son équation du mouvement, qui
prend la forme de I'équation de Langevin généralisée :

+0oo
m%m [ A0 uydd = F@), 0= (1.26)

—o

1.6. Limite de mémoire infiniment courte

Le noyau mémoire du modéle ohmique admet une limite de mémoire
infiniment courte ¥(t) = 2y4(t), que 'on obtient par exemple en prenant la
limite w, — oo dans 'équation (1.24). La limite correspondante doit étre prise
dans la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin (formule (1.25)), qui
s’écrit alors (F($)F(t + 7)) = 2mkT~ §(7).

Dans cette limite, ’équation (1.26) prend une forme non retardée :

dv dx

— t) = F(t =

m s mylt) = (), v="

La similitude formelle entre ’équation de Langevin non retardée (1.27) et la loi
d’Ohm dans un circuit électrique!! justifie la dénomination de modele ohmique

donnée au modele de dissipation défini par la densité spectrale (1.20).

(1.27)

1 L’analogie avec un probléme électrique sera étudiée plus en détail dans le complément
10.C consacré au théoréeme de Nyquist.



Dynamique de la particule libre ohmique 285

2. Dynamique de la particule libre ohmique

2.1. Fonction d’autocorrélation de la vitesse

La force de Langevin F(f) pouvant étre considérée comme un processus
aléatoire stationnaire, il en est de méme de la solution v(t) de ’équation (1.26).
On peut donc utiliser analyse de Fourier et le théoréme de Wiener-Khintchine
pour déterminer la fonction d’autocorrélation de la vitesse a I’équilibre :

(v(t)v) = AT 1 /OO Megm dw. (2.1)

m 2 ) fy(w) — iwf?

Dans le modele ohmique avec une fonction de coupure lorentzienne, on a :

Y(w) = — (2.2)

de sorte que 1'équation (2.1) prend la forme :

kT [ w?

mr o (ywe — w2)2 + w2w?

{v(t)v) e~ duw. (2.3)

Considérons le cas w./vy > 4, qui correspond & un faible couplage entre la
particule et le bain. On peut alors écrire :

KT R /00 1 1 o
¢ :_(174 ) - Wt g, (2.4
{v(t)o) mn e oWt w? Wit w? ¢ w, (2:4)
avec : ”
_ e _ ~1 5
we =5 [1 + (1 dyw, ) } (2.5)

On obtient, 'intégration une fois effectuée :

(v(t)v) = ka(l - 47w”1)—1/2 (wie“’“lt s J“J*“l). (2.6)

m ¢ We We

Dans la limite de mémoire infiniment courte w. — o0, on retrouve le
résultat du modele de Langevin non retardé :

kT

{v(t)) = e, (2.7)

2.2. Coefficient de diffusion dépendant du temps
Le coefficient de diffusion dépendant du temps D(t) est défini par :
_1d

(t) = §dt<[;r(t) ~a?),  t>0. (2.8)
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On P'obtient par intégration de la fonction d’autocorrélation de la vitesse :

D@p:é(ﬁynyw. (2.9)

La valeur limite aux grands temps de D(¢) est, a toute température non nulle,
la valeur d’Einstein D = kT'/n du coeflicient de diffusion. Il en est ainsi quelle
que soit la valeur, finie ou non, de w..

Dans le modele non retardé, on a :

kT

D) ==

(1-e), t>0. (2.10)
Le coefficient de diffusion dépendant du temps croit de fagon monotone vers
sa limite.

3. Equation de Langevin quantique

Le modele de Caldeira et Leggett peut étre étendu au cas quantique. Tl
convient pour cela de tenir compte du caractére quantique du bruit et de
modifier en conséquence la densité spectrale Sp(w) de la force aléatoire. On
écrit!? oh

w
Sr(w) = hw coth Tm?Rey(w). (3.1)

Le noyau mémoire étant indépendant de la température, sa modélisation par
une exponentielle peut étre maintenue dans le cas quantique (formule (1.24)),
ce qui revient & conserver 'expression (1.23) de Re~y(w). La relation (1.12)
entre le noyau mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire
doit en revanche étre modifiée. L’équation (1.26), encore formellement valable,
prend alors la signification d’une équation de Langevin quantique. Elle permet
de décrire & toute température, y compris & T = 0, la dynamique de la particule
libre ohmique.

La caractéristique principale de la dynamique est la suivante'? : au-dessous
d’une certaine température de cross-over liée au bain, la description de la
dynamique en termes de mouvement brownien, c’est-a-dire avec des échelles
de temps bien séparées pour la force aléatoire et la vitesse de la particule,
devient inadéquate. Aux grands temps, la fonction d’autocorrélation de la
force aléatoire présente en effet, ainsi que celle de la vitesse, une longue queue
négative oc —t 2.

12 L’équation (3.1) constitue la formulation quantique du second théoréme de fluctuation-
dissipation (voir le chapitre 14). C’est la généralisation quantique de l’expression classique
Sp(w) = 2mkT Rev(w) (qui s'obtient par transformation de Fourier de la formule (1.12)

pour (F(t)F(t + 7))).

13 Les calculs détaillés étant assez complexes, nous ne donnons ici que les grandes lignes
des résultats.
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3.1. Fonction d’autocorrélation de la vitesse

L’étude détaillée de la fonction d’autocorrélation de la vitesse montre
qu’il existe une température T, = hw_/mk (ou T, = hvy/nk dans la limite
de mémoire infiniment courte), au-dessus et au-dessous de laquelle (v(t)v)
présente des comportements qualitativement différents. Pour T > T, cette
quantité est positive a tout temps. En dépit de I'existence de corrections quan-
tiques, ce régime peut étre qualifié de classique. Pour T < T, {v(t)v) est tout
d’abord positive, puis s’annule et devient négative aux grands temps. Ce régime
est qualifié de quantique.

3.2. Coeflicient de diffusion dépendant du temps

Pour T" > T., D(t) croit de fagon monotone vers sa limite k¥T/n. En
revanche, pour T < T,, D(t) commence par croltre, passe par un maximum
et finalement décroit lentement vers kT /7. Ainsi, dans le régime quantique, le
coefficient de diffusion dépendant du temps peut excéder sa valeur stationnaire.
Le régime diffusif n’est atteint que tres lentement, c¢’est-a-dire apres un temps
t > ty, (ten = B/27kT est un temps lié & la température, d’autant plus long
que celle-ci est plus basse).

A T =0, D(t) passe par un maximum & un temps t,, ~ v~ .. Pour ¢ > 1,
ona:

h 1
DT:()(t) ~ ;T; %, ’7t > 1. (32)

La diffusion est alors logarithmique :

(Jz(t) — 2]*) ~ % logyt,  4t> 1. (3.3)

Les courbes représentant D(t) (et le coefficient de diffusion classique corres-
pondant) en fonction de ¢ sont tracées Fig. 1 pour différentes températures.

mD(t)/h

Fig. 1. Le coefficient D(t) (en tirets, le coefficient de diffusion classique).
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Complément 10.C
Théoréme de Nyquist

1. Bruit thermique dans un circuit électrique

Les porteurs de charge dans un conducteur en équilibre thermodynamique
se trouvent dans un état d’agitation thermique permanente. Ce bruit ther-
mique se manifeste notamment par des fluctuations de la différence de potentiel
existant entre les extrémités du conducteur.

Le bruit thermique dans un systéeme électrique linéaire a été étudié
expérimentalement par J.B. Johnson en 1928. Ces mesures ont permis d’établir
que la variance de la différence de potentiel fluctuante est proportionnelle &
la résistance électrique et & la température du conducteur (elle ne dépend, ni
de la forme de celui-ci, ni du matériau qui le constitue). D’un point de vue
théorique, la relation entre la variance de la différence de potentiel fluctuante,
la résistance du conducteur et la température a été établie par H. Nyquist
en 1928 (formule de Nyquist). La vérification expérimentale de la formule de
Nyquist a permis de déterminer la constante de Boltzmann. Le bruit thermique
dans un conducteur est également désigné sous le nom de bruit Johnson ou de
bruit Nyquist.

Le théoréme de Nyquist peut étre étendu a une classe générale de systemes
dissipatifs linéaires autres que des systémes électriques. Historiquement, il
constitue I'un des premiers énoncés du théoréme de fluctuation-dissipation’.

2. Théoreme de Nyquist

On considére un circuit électrique composé d’une résistance R et d’une
inductance L en série. Sous effet de 'agitation thermique, les électrons du
circuit créent un courant fluctuant I(t). On représente les interactions respon-
sables de ce courant par une différence de potentiel fluctuante V' (¢). Lorsque
le circuit est linéaire, la loi d’Ohm lui est applicable.

' De fagon générale, le théoréme de fluctuation-dissipation est ’expression d’une relation
entre 'admittance d’un systeme dissipatif linéaire et les fluctuations a ’équilibre de forces
généralisées appropriées (voir le chapitre 14).
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2.1. Loi A°Ohm

En l'absence de différence de potentiel externe, la loi d’Ohm s’écrit :

I
L % +RI=V(t). (2.1)

L’équation (2.1) est formellement analogue & 'équation de Langevin du mouve-
ment brownien :

dv
dt
La correspondance entre les équations (2.1) et (2.2) met en jeu les analogies
usuelles entre grandeurs électriques et grandeurs mécaniques :

m— +mvyv = F(t). (2.2)

L+—m

(2.3)

Par analogie avec les hypotheses faites sur la force de Langevin, on suppose
que la différence de potentiel fluctuante V() est un processus aléatoire sta-
tionnaire de moyenne nulle, avec des fluctuations caractérisées par un temps
de corrélation 7.. On désigne par g(s) = (V(£)V(t + s)) la fonction d’auto-
corrélation de V(t) et I'on pose :

/OO g(s)ds = 2DL?. (2.4)

Si 7. est beaucoup plus court que les autres temps caractéristiques, comme
par exemple le temps de relaxation 7 = L/R, on assimile g(s) & une fonction
delta de poids 2DL? :

g(s) = 2DL%§(s). (2.5)

2.2. Evolution du courant a partir d’une valeur initiale bien
définie

Si, & Vinstant ¢ = 0, le courant est parfaitement déterminé et vaut I,
Pexpression du courant a un instant ¢ > 0 est :

1t ’
I(t) = Ioe™7 + Z/ V(the O/mar > 0. (2.6)
0

Le courant moyen est donné par :

(I(t)) = Ipe™"",  t>0. (2.7)
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La variance du courant évolue avec le temps comme :
ci(t)=Dr(1—e 27),  t>0. (2.8)

Elle sature a la valeur D7 pour les temps ¢ > 7. On a dans cette limite
(I*) = Dr.

On peut montrer? qu'a I'équilibre, la valeur moyenne L(I2)/2 de I'énergie
emmagasinée dans I'inductance est égale & kT /2. Ce résultat une fois acquis, on
peut suivre pas a pas la démarche adoptée dans le cas du mouvement brownien
pour démontrer le second théoréeme de fluctuation-dissipation. A I’équilibre,
on a (I?) = kT/L, et aussi (I?) = Dr. On déduit de l'identité de ces deux
expressions de (I?) la relation :

1 L
A D)

2.9
T kT’ (2.9)

qui 8’écrit également, compte tenu de expression de 7 et de la formule (2.4) :

R= /%T /ooo<V(t)V(t +5)) ds. (2.10)

La formule (2.10) relie la résistance R du circuit a la fonction d’autocorrélation
de la différence de potentiel fluctuante. Elle est 'expression pour ce probleme
du second théoreme de fluctuation-dissipation.

2.3. Densité spectrale du bruit thermique : théoréme de Nyquist

Le probléme peut aussi se traiter par Panalyse harmonique. La densité
spectrale Sy (w) de la différence de potentiel fluctuante est la transformée de
Fourier de la fonction d’autocorrélation de V (t).

2 Cette propriété résulte de l'analogie déja évoquée entre grandeurs électriques et gran-
deurs mécaniques. On peut aussi la démontrer directement en considérant le courant comme
une variable macroscopique du systéme. La probabilité P{I)dI pour que le courant ait une
valeur comprise entre I et I + dI est :

P(I)dl ~ exp(—%) di,

ol AF est la variation de ’énergie libre & partir de sa valeur a courant nul. Un mouvement
d’ensemble des charges donnant lieu & un courant I, mais laissant leurs états relatifs de
mouvement inchangés, a un effet négligeable sur leur entropie. On a donc AF = AE =
LI%/2, et 'on en déduit :

1LI?

P(I) ~ exp(—é k_T>

L’énergie moyenne emmagasinée dans l'inductance est donc :

1L([Q) = Lr
2 2
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Dans le contexte du théoreme de Nyquist, on utilise plutét, au lieu de
Sy (w), la densité spectrale Jy (w), définie pour les fréquences angulaires posi-
tives et relie & Sy (w) par :

28y (w), w=>0
Jv(w) = 2.11
v() {0, w < 0. @11
On peut rééerire la formule (2.10) sous la forme équivalente :
Jv{w =0) = 4RkT. (2.12)

Si P'on suppose que la fonction d’autocorrélation de la différence de poten-
tiel fluctuante est une fonction delta, la densité spectrale associée est indépen-
dante de la fréquence angulaire : le bruit thermique est un bruit blanc. Si cette
fonction d’autocorrélation a une largeur ~ 7, la densité spectrale associée est
constante jusqu’a des fréquences angulaires ~ 7,71 :

Jv(w) = 4RKT, wL T (2.13)

La formule (2.13) constitue le théoréme de Nyquist®.

2.4. Généralisation a un circuit linéaire quelconque

L’admittance complexe du circuit considéré est :

1

AW = it

(2.14)
L’impédance complexe Z(w) = 1/ A(w) a une partie réelle R indépendante de
w. Pour un circuit linéaire plus général, la partie réelle de Z(w) peut dépendre

de la fréquence angulaire. On la note donc R(w). Le théoréme de Nyquist
s’écrit alors :

Jy (w) = 4R{w)kT, wL T L (2.15)

Le théoréme de Nyquist a une grande importance en physique expérimen-
tale et en électronique. Il fournit une expression quantitative du bruit di aux
fluctuations thermiques dans un circuit linéaire. Il intervient par conséquent
dans toute évaluation du rapport signal sur bruit qui limite les performances
d’un appareillage. La densité spectrale du bruit thermique est proportionnelle

3 En pratique le temps de corrélation 7. de la différence de potentiel fluctuante est
~ 10~ s. La densité spectrale du bruit thermique est donc constante jusqu’a des fréquences
angulaires ~ 1014 s—1,
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a la température. On réduit donc le bruit d’origine thermique en diminuant
celle-ci.

2.5. Mesure de la constante de Boltzmann

La variance du courant fluctuant est donnée par I'intégrale :

(I*(t)) = ! /000 AW Ty (w) dw, (2.16)

T om
soit, compte tenu du théoreme de Nyquist (2.13) :

_2KT [

T Jo

(I*(t)) |A(w)]*R(w) dw. (2.17)

Les valeurs de R(w) et de |A(w)|? sont déterminées expérimentalement. La
mesure de (I%(t)) permet donc en principe d’obtenir la valeur de la constante
de Boltzmann.

En pratique, on s’intéresse plutét a la variance de V(t). On mesure la
contribution a celle-ci des fréquences angulaires appartenant & une gamme
donnée (w,w + Aw) de fréquences angulaires positives :

(VA1) = %Jv(w)Aw. (2.18)

Il vient, & partir du théoréme de Nyquist (2.13) :

(VE(t)) = %R(w)kmu (2.19)

La mesure du rapport (V2(t)),/R(w) permet d’accéder expérimentalement &
la constante de Boltzmann.
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Chapitre 11

Mouvement brownien.
Equation de Fokker-Planck

Dans ce chapitre, on continue a s’intéresser au mouvement brownien d’une
particule libre, mais d’un point de vue différent de celui adopté jusqu’a présent.
On cherche ici a4 déterminer ’évolution temporelle de la fonction de distribution
de la vitesse de la particule. Il s’agit d’une approche « & la Schrodinger »,
complémentaire de Papproche « a la Heisenberg » qui consiste a déterminer la
solution de I'équation de Langevin.

L’approche « a la Schrodinger » repose de fagon cruciale sur la notion de
processus de Markov. Si l'on considére la force de Langevin comime gaussienne
et corrélée en fonction delta (bruit blanc gaussien), la vitesse de la parti-
cule brownienne peut en effet étre considérée comme un processus de Markov.
Cette propriété reste approximativement vraie si la force aléatoire n’est pas
gaussienne et/ou a un temps de corrélation fini (bruit coloré). Le caractére
markovien de la vitesse permet d’exprimer sa fonction de distribution a 'instant
t + At en termes de sa fonction de distribution a Iinstant t, pourvu que At
soit suffisamment grand pour étre compatible avec I’hypothése markovienne
(At > 1., ol 7. est le temps de corrélation de la force de Langevin). Sous
certaines conditions, on peut déduire de cette relation une équation aux dérivées
partielles du second ordre pour la fonction de distribution, I'équation de Fokker-
Planck. Ses caractéristiques sont obtenues en étudiant I'évolution de la vitesse
sur lintervalle de temps At via I'équation de Langevin.

Sur des intervalles de temps d’évolution encore beaucoup plus grands
(At > 7., ol T, est le temps de relaxation de la vitesse moyenne), le déplace-
ment de la particule brownienne peut, a son tour, étre représenté par un
processus de Markov. La fonction de distribution du déplacement obéit alors
a une équation d’évolution similaire a I'équation de Fokker-Planck, 'équation
d’Einstein-Smoluchowski (qui n’est autre que I'équation de diffusion usuelle).
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1. Evolution de la fonction de distribution de la vitesse

On considére une particule brownienne libre. On cherche a déterminer
Iévolution temporelle de la fonction de distribution f(v,t), définie comme
la densité de probabilité pour qu’a l'instant ¢ la vitesse de la particule soit
comprise entre v et v + dv. La fonction f(v,t) donne acceés, & chaque instant,
a des quantités telles que la moyenne ou la variance de la vitesse.

1.1. Caractére markovien de v(t)

La vitesse de la particule brownienne obéit & I’équation de Langevin :

mflg = —myv + F(t), (1.1)
dt

dans laquelle F(#) est la force de Langevin, de moyenne nulle et de fonction
d’autocorrélation g(7) décroissant sur un temps caractéristique 7. L'équation
(1.1) n’est valable que si 7, est beaucoup plus petit que le temps de relaxation
7. = v~ ! de la vitesse moyenne. Elle doit étre interprétée comme décrivant
I’évolution de la vitesse de la particule brownienne sur un intervalle de temps
At compris entre 7. et .. On suppose en outre que F(t) est un processus
gaussien. L'équation (1.1) étant linéaire, la vitesse v(t) de la particule est

alors, elle aussi, un processus gaussien'.

Dans le cas ol1 g(7) peut étre assimilée a une fonction delta (bruit blanc),
on a la propriété de décorrélation suivante :

(v(HF(t)) =0, t' >t (1.2)

Comme F(t) et v(t) sont des processus gaussiens, il résulte de la formule (1.2)
que v(t) et F(#') sont des quantités statistiquement indépendantes pour t' > ¢.
Alors, comme 'équation (1.1) est une équation différentielle du premier ordre,
I’évolution de la vitesse a partir d’un instant donné ne dépend que de sa valeur
& ce méme instant (et non de ses valeurs aux instants antérieurs). La vitesse
de la particule brownienne est donc, dans ce cas, un processus de Markov. Ce
processus est désigné sous le nom de processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Si I'hypothese gaussienne n’est pas vérifiée, le caractére markovien de v(¢)
n’est qu’approché. 1l en est de méme lorsque 'on prend en compte le temps
de corrélation 7, fini de la force de Langevin (c’est-a-dire lorsque le bruit est
coloré). Dans ce cas, la vitesse de la particule brownienne peut étre considérée
comme un processus markovien des lors que 'on étudie son évolution sur un
intervalle de temps At > ..

La probabilité de transition py;; du processus de Markov associé a v(t)
satisfait & I’équation de Chapman-Kolmogorov (ou équation de Smoluchowski),

L Voir le complément 11.B.
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qui s’écrit :

pii(vs, talvr, t) = /P1|1(U2,t2|121,tl)p1)1(v3,t3|vz,t2)d”U27 1) <t2 <.
(1.3)

1.2. Equation d’évolution de flv,t)

On s’intéresse a I’évolution de la fonction de distribution f(v,t) sur un
intervalle de temps At >> 7.. Si la fonction de distribution a I'instant initial ¢
est f(vo,tg), on a, a l'instant ¢,

Flo,t) = /pm(v,ﬂvo,to)f(vo,to) do. (1.4)

et, de méme, & 'instant t + At :
flu,t+ At) = /pm(v, t + Atlvg, o) f (vo, to) dug. (1.5)

On cherche a relier f(v,t 4+ At) et f(v,t) de maniére directe (c’est-a-dire
sans passer par I'intermédiaire de la distribution initiale). Comme v(t) est un
processus de Markov, la probabilité de transition p;j; vérifie I'équation (1.3),
que 'on peut réécrire, en modifiant les notations, sous la forme :

P11 (v, t + Atlvg, to) = /plll(v’,t|'Ug,t0)p1|1(v7t + Aty t)dv’. (1.6)

En reportant I'expression (1.6) de pyji(v,t + Atlvg, tg) dans équation (1.5),
on obtient :

flo,t+ At) = //pm(vl, tlvo, to)prji (v, t + Atl', £) f(vo, to) dv'dvg.  (1.7)

En faisant appel & l'expression intégrale (1.4) de la fonction de distribution
(écrite pour f(v',t)), on déduit de I’équation (1.7) une relation directe entre
flv,t + At) et f(v,t) :

flu, t+ At) = /f(v’,t)p1|1(v,t+At|v’,t) dv’, At > 7. (1.8)

Dans I'équation (1.8), la probabilité de transition py, (v, ¢+ At|v’, t) ne dépend
pas séparément des instants t et t + At, mais seulement de leur différence? At.

2 Qette propriété, qui sera démontrée au paragraphe 2.1, ne suffit pas pour assurer la
stationnarité du processus v(t). Il faut en outre pour cela que la particule brownienne soit
en équilibre avec le bain.
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Il est possible, sous certaines conditions, de déduire de I’équation intégrale
(1.8) une équation aux dérivées partielles pour f(v,t). Pour cela, on effectue un
développement systématique de 'équation (1.8), le développement de Kramers-
Moyal. La procédure mise en ceuvre repose sur l'idée physique selon laquelle
les variations de la vitesse de la particule brownienne produites par les chocs
des molécules du fluide, plus légeres, sont faibles en valeur relative. On obtient
ainsi, & partir de I'équation (1.8), une équation aux dérivées partielles faisant
intervenir, outre df (v, t)/0t, des dérivées partielles de f(v,t) de tous les ordres
par rapport a v.

Moyennant certaines hypotheses, il est possible de ne conserver dans cette
équation que les deux premiéres dérivées de f(v,t) par rapport a v. L’équation
d’évolution ainsi obtenue est ’équation de Fokker-Planck. Elle représente une
forme particuliere d’équation maitresse.

2. Développement de Kramers-Moyal

Le mouvement aléatoire de la particule brownienne est le résultat de
Pagitation incessante des molécules du fluide environnant. Les chocs de ces
molécules modifient la vitesse de la particule brownienne. Cependant, celle-ci
étant beaucoup plus lourde que les molécules du fluide, les variations de sa
vitesse produites par les chocs sont petites en valeur relative, du moins tant
que 'on étudie I’évolution de la vitesse sur un intervalle de temps At < 7,..

1l convient donc, dans Pétude de 1'équation (1.8) sur un tel intervalle de
temps, de tenir compte du fait que la variation de vitesse w = v — v est
beaucoup plus petite que la vitesse v.

2.1. Probabilité de transition

On écrit la probabilité de transition pyj; (v, t+ Atfv’, ) sous la forme d'une
fonction py i (w, t+At}v, t) de la variation de vitesse w et de la vitesse initiale v’
(cette fonction représente la distribution conditionnelle de w & v’ fixée). On
peut la déterminer & P'aide des moments de la variation de vitesse, celle-ci étant
calculée a partir de P’équation de Langevin (1.1) intégrée entre les instants ¢
et t + At.

Pour simplifier écriture, I'argument de py), correspondant a la vitesse ini-
tiale, supposée fixée, est désigné par v (au lieu de v'). La variation de vitesse w
o
s’ecrit :

t+AL 1 t+AL
w= *7/ (") dt’ + E/ F(t')dt'. (2.1)
t t

De ’équation (2.1), on déduit la moyenne de w & v fixée,

(w) = —ywAt + O[(vAH)?], (2.2)
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ainsi que la moyenne de w? & v fixée, qui s’écrit :

(w?) = —72< [[Mt v(t') dt’r> — % /;Hm dt’ [Mt dt" (v(t')F(t"))

1At t+A
+— dt’/ dt"(F{tYFt"). (2.3)
m? J, ¢
Pour At > 7., on peut utiliser I'expression simplifiée g(7) = 2Dm?§(r) de la
fonction d’autocorrélation de la force de Langevin. On a alors :
2Dme= Yy <

(v(t"YF(E")) = { ’ (2.4)

0, t’ > .
On déduit des équations (2.2) et (2.3) la variance de w :
(w?) — (w)? = 2DAL + O[(vAt)?]. (2.5)

Les moments d’ordre supérieur de w peuvent se calculer de maniére analogue.
Ils contiennent tous a priori une contribution du premier ordre en At :

(w™y ~ M, At, At L 7, (2.6)

Dans la formule (2.6), les coefficients M, peuvent dépendre de v. On a notam-
ment, d’apres les formules (2.2) et (2.5) :

My = —yv, M, =2D. (2.7)

La force de Langevin étant gaussienne, la variation de vitesse w calculée
a partir de I’équation de Langevin intégrée (2.1) est une variable aléatoire
gaussienne®. La probabilité de transition P11, considérée comme fonction de
w a v fixée, est donc une loi gaussienne. Elle est caractérisée par la moyenne
et la variance de w, dont les expressions pour At < 7, sont données par les
formules (2.2) et (2.5). Ces quantités ne dépendent pas séparément de ¢ et de
t+ At, mais seulement de At. Il en est de méme de la probabilité de transition,
que 'on peut donc écrire sous la forme d’une fonction? pip(w, v, At)

(w+ 'yvAt)2

~1/2
pip(w, v, At) = (47rDAt) Y exp DAL

T, K At K 7,

(2.8)
Lorsque py; a la forme gaussienne (2.8), seuls les coefficients M7 et My sont
différents de zéro, les coeflicients M,, pour n > 2 étant nuls.

3 Voir le complément 11.B.

4 Méme si 'on ne fait pas 'hypothese que F(t) est un processus gaussien, le théoréme de
la limite centrale indique que p|; (w, v|At), considérée comme fonction de w a v fixée, est
une loi gaussienne des lors que 'on a At > 7.. La variation de vitesse pendant le temps At
résulte en effet d’'un grand nombre de variations de vitesse statistiquement indépendantes,
dues aux nombreux chocs que subit la particule brownienne pendant ’intervalle de temps At.
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2.2. Développement de I’équation d’évolution de f(v,t)

Pour déduire de 'équation (1.8) une équation aux dérivées partielles pour
f(v,t), on commence par réécrire cette équation d’évolution en utilisant les
notations introduites précédemment :

flu,t 4+ At) = /f(v —w,t)p1 (w,v — w, At) dw. (2.9)
En tenant compte de l'inégalité w < v, on peut développer le produit
fv —w,t)prj(w,v — w, At) en série de Taylor® de w :
o0 n on

flo—w, t)pyp (w,v—w, At) :Z

[f(“ )1 (w, v At)] (2.10)

En reportant le développement en série (2.10) dans le second membre de
I'équation (2.9), on obtient la relation :

n

flv,t+At) = Z (= /w"% {f(v,t)pl\l(w,v,At)] dw, (2.11)
n=0

qui s’écrit aussi, a I'aide des moments (w") de py); (w, v, At), sous la forme :

oo}

flu,t+ At) = Z

n TL

. n! (%n[ ">f(v,t)}, At> 7. (2.12)

La formule (2.12) est le développement de Kramers-Moyal de f(v,t + At). Ce
développement a été établi par H.A. Kramers en 1940 et J.E. Moyal en 1949.

Pour At < 7., les moments (w™) sont proportionnels & At (formule (2.6)).
En ne conservant que les termes d’ordre At, on obtient, & partir de ’équation
(2.12) :

fu,t + At) — Z

n=1

M)A (213)

n! 5‘1}"

En faisant tendre formellement At vers zéro, on obtient, a partir de I’équation
(2.13), I"équation aux dérivées partielles vérifiée par f(v,t) :

Z L ). (214)

n!

5 La dépendance de py); par rapport a son premier argument w doit étre maintenue
telle quelle. Il n’est en effet pas possible de développer par rapport & cet argument puisque
p1)1(w, v, At) varie rapidement avec w.
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3. Equation de Fokker-Planck

La structure de I’équation (2.14) suggere d’étudier dans quels cas il est
possible de n’utiliser qu'un nombre limité de termes de la série figurant au
second membre. L’approximation de Fokker-Planck consiste & supposer que
les termes d’ordre n > 3 de cette série peuvent étre négligés. On obtient alors
I'équation aux dérivées partielles plus simple :

af 0 1 9
o5 = 5 (Mif) + 5 o (Maf), (3-1)

proposée par A.D. Fokker en 1913 et M. Planck en 1917.

En ce qui concerne la fonction de distribution de la vitesse d’une particule
brownienne, I’équation de Fokker-Planck est exacte si la force de Langevin est
gaussienne. En effet, dans ce cas, les moments d’ordre supérieur a4 deux du
transfert de vitesse sont d’ordre supérieur ou égal a (At)z, et il n’existe que
deux termes non nuls dans le développement de Kramers-Moyal.

3.1. Equation de conservation dans 1’espace des vitesses

Dans le cas du mouvement brownien décrit par I'équation de Langevin, les
coefficients M; et My sont donnés par la formule (2.7). L’équation de Fokker-
Planck s’écrit donc :

Of(v,t) (‘9[71)]”(1),1‘/)} H? [Df(v,t)J

at v * o (32)

L’équation (3.2) a la forme d’une équation de diffusion généralisée® dans
I'espace des vitesses.

On peut aussi Iécrire sous la forme d’une équation de continuité,

of 0 _

= 3.3
at  dv 0, (33)
dans laquelle le courant de probabilité J est défini par :
0
J=—ywf- D—f' (3.4)
o '

L’évolution de la solution de I'équation de Fokker-Planck est ainsi décrite par
Iimage hydrodynamique d’un écoulement continu dans l'espace des vitesses.
Comme le montre la formule (3.4), le courant de probabilité correspondant est
la somme du courant de convection —vuv f et du courant de diffusion —DIf /.

6 L’équation (3.2) contient en effet, outre le terme de diffusion 82[D f (v, t)]/0v?, le terme
de dérive Ofyvf(v,t)]/0v.
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3.2. Solution stationnaire

Tn régime stationnaire, f ne dépend pas de t. Par suite, d’aprés V'équation
(3.3), J ne dépend pas de v. On peut alors intégrer 'équation différentielle (3.4)
pour f en appliquant par exemple la méthode de variation de la constante. La
seule solution normalisable est obtenue en faisant J = 0 (& une dimension, un
état stationnaire est donc un état & courant nul”). On obtient :

v2

f(v) ~ eXp(—;—D)- (3.5)

Si le bain est en équilibre thermodynamique a la température 7', la solution
stationnaire (3.5) correspond & la distribution de Maxwell-Boltzmann & la
température T, comme le montre le second théoréme de fluctuation-dissipation
~v =mD/kT : la particule brownienne est alors thermalisée.

3.3. Solution fondamentale

On suppose que la vitesse initiale a une valeur bien définie, non aléatoire,
notée vg. On recherche la solution fondamentale de ’équation de Fokker-Planck
(3.2), c’est-a-dire la solution f(v,t) correspondant & la condition initiale :

f(v,0) = (v — vg). (3.6)

On introduit la transformée de Fourier® par rapport & v de f(v,t), définie par :
e = [ rwnee . (37)

La fonction f(£,t) vérifie la condition initiale :
F(£,0) = e’ (3.8)

L’équation de Fokker-Planck (3.2) devient, apres transformation de Fourier
par rapport & v, une équation aux dérivées partielles du premier ordre pour

ren: of(&t) _ O(E.D)
>0 b ) _ 2
o FIET T = DEf(ED). (39)
L’équation (3.9) peut étre identifiée & la différentielle totale :
of of .. _
et Gpde =4, (3.10)

7 Cette propriété disparait en dimensions supérieures, ot il existe des états stationnaires
a courant non nul.

& Pour simplifier, nous gardons la méme notation f(.,¢) pour la fonction de distribution
f(v,t) et sa transformée de Fourier f(&,¢t).



Equation de Fokker-Planck 303

si 'on pose :

a_de 4

= = — . 3.11
I T 10
On déduit des équations (3.11) :
D &2
oy 'Yt = - :
¢=ae, f=heo(->%) (3.12)

La quantité £e~7* est donc une intégrale premiére (c’est-a-dire une quantité
conservée au cours de I'évolution). La solution générale de I’équation (3.9) est
de la forme :

D&? )

f&n) =viee ) ew(-25

Dans I'équation (3.13), ¢ désigne une fonction qui doit étre choisie de maniere
a ce que f(&,t) vérifie la condition initiale (3.8) :

(3.13)

— &g D€2
B(E) = e eXP(;E)' (3.14)
On a donc :
o D¢? —oyt
f(€,t) = exp(ife” Muvp) exp {f??(l —e )} (3.15)

La solution fondamentale f(v,t) s’obtient & partir de la formule (3.15)
pour f(£,t) par transformation de Fourier inverse :

2
flv,t) = (L)lﬂ(l — 872’”)71/2 exp {—l—ﬁ———(v ) }, t>0.

27D 2D 1 —e 2
. (3.16)
A tout instant £ > 0, la distribution (3.16) est une gaussienne, de moyenne :
(v(t)) = voe ", (3.17)
et de variance : D
oit)= =(1—e ), (3.18)
Y

Ces résultats sont bien en accord avec les formules déduites directement de
I’équation de Langevin. Lorsque ¢t — oo (y¢ > 1), la solution fondamentale

tend vers la distribution stationnaire f(v) = (’y/27rD)1/2 exp(—vyv?/2D).

Comme le montre la formule (1.4), la solution fondamentale f(v,t) s’iden-
tifie avec la probabilité de transition py|1 (v, tjvg, to = 0). Dans le cas vt < 1, on

A\

retrouve effectivement?, & partir de la formule (3.16), Pexpression (2.8) de py1.

1 convient, pour le vérifier, d’effectuer les substitutions t — At, v — vg + w.
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4. Mouvement brownien et processus de Markov

4.1. Diffusion d’une particule libre : équation d’Einstein-Smolu-
chowski

La description du mouvement brownien d'une particule libre fait inter-
venir de fagon centrale la notion de processus de Markov. En effet, aussi bien la
vitesse que le déplacement de la particule brownienne peuvent étre considérés
comme des processus markoviens (mais sur des intervalles de temps d’évolution
tres différents dans les deux cas).

e Vitesse

Lorsque la force aléatoire est gaussienne et corrélée en fonction delta
(bruit blanc gaussien), la vitesse de la particule brownienne est un proces-
sus de Markov. Le caractere markovien de v(t) permet d’écrire une équation
de Fokker-Planck pour f(v,t). La description du mouvement brownien par
I’équation de Fokker-Planck est équivalente a la description par 'équation de
Langevin. On s’intéresse dans les deux cas a 1'évolution (de la vitesse ou de
sa fonction de distribution) sur un intervalle de temps At beaucoup plus petit
que le temps de relaxation 7, de la vitesse moyenne.

e Déplacement

Sur un intervalle de temps At < 7., le déplacement de la particule
brownienne n’est pas un processus de Markov. En revanche, sur un inter-
valle de temps At > 7., la vitesse de la particule subit un trés grand nom-
bre de modifications entre deux observations successives de la position. Le
déplacement x(t + At) — x(t) peut alors étre considéré comme indépendant de
la position aux instants antérieurs & ¢. Etudié sur de tels intervalles de temps,
le déplacement de la particule brownienne est donc un processus de Markov.

Effectivement, dans la description de Langevin, le déplacement de la
particule brownienne obéit & une équation différentielle du second ordre et
ne peut donc pas étre considéré comme un processus de Markov, méme si
la force aléatoire correspond a un bruit blanc gaussien. Cependant, dans la
limite visqueuse ou suramortie, le terme d’inertie de I'équation de Langevin
est négligé et 'équation du mouvement s’écrit sous la forme d'une équation
différentielle du premier ordre pour le déplacement,

dx
N = F(t), (4.1)
ol z(t) est une abscisse repérant la position de la particule. L’équation (4.1)
suppose un intervalle de temps d’évolution At > 7,.. Lorsque la force aléatoire
correspond & un bruit blanc, on a la propriété de décorrélation :

(z()F(t')) =0, t' >t (4.2)

qui, dans le cas gaussien, traduit une indépendance statistique. Le déplacement
x(t) —xzg = (1/n) fot F(¥')dt’ est un processus de Markov non stationnaire,
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désigné sous le nom de processus de Wiener. La fonction d’autocorrélation de
la force aléatoire étant écrite sous la forme :

(F(OF(t')) = 2Dt — t'), (4.3)

la densité de probabilité p(z,t) obéit a I'équation d’Einstein-Smoluchowski :

Op(z, t) D82p(m, t)_ (4.4)

ot Ox?

L’équation (4.4) pour p(z,t), analogue & ’équation de Fokker-Planck pour
f(v,t), n'est autre que 'équation de diffusion usuelle!’. La solution fondamen-
tale de I'équation {4.4) correspondant & la condition initiale p(x, 0) = §(x —xq)
est une gaussienne de moyenne zq et de variance o2(t) = 2Dt :

2
plz,t) = (47rDt)_1/2 exp {—%], t>0. (4.5)

En d’autres termes, le front de diffusion est gaussien.

4.2. Mouvement brownien d’une particule dans un potentiel

Si le mouvement brownien s’effectue dans un potentiel ¢(z), la variation
de la vitesse de la particule entre les instants ¢ et t + Af n’est pas uniquement
déterminée par la force aléatoire F'(¢), mais dépend aussi de la force extérieure
—0¢/dz, et donc de la position de la particule & I'instant ¢t. Celle-ci dépendant
a son tour de la vitesse aux instants antérieurs a ¢, la vitesse n’est pas un
processus de Markov (le mouvement brownien d’une particule libre présente
donc sur ce point un caractére tres spéeifique dii & 'absence de potentiel).

Le mouvement brownien dans un potentiel dépendant de la position ne
peut pas étre décrit par un processus de Markov & une dimension (c’est-a-dire
correspondant & un processus aléatoire unique). Considérons a titre d’exemple
le mouvement brownien d'une particule dans un potentiel harmonique. On
peut le décrire par 1'équation de Langevin suivante,

d? d
matff + mvd—j +mwiz = F(t), (4.6)

ou 'on suppose que F(t} correspond & un bruit blanc gaussien. L’équation
(4.6) étant une équation différentielle du second ordre, ni le déplacement x(t)

10 L’équation (4.4) peut également étre obtenue dans le cadre d’'un modeéle de marche au
hasard (voir le complément 11.A).



306 Chapitre 11 : Mouvement brownien. Equation de Fokker-Planck

de Toscillateur ni sa vitesse v(t) = dx(t)/dt ne sont des processus de Markov.
En revanche, le processus & deux dimensions {x(t),v(t)} est markovien. On
peut en effet le décrire par un ensemble de deux équations différentielles du
premier ordre,

dx(t)
TR (47)

et reprendre des arguments analogues a ceux développés pour la vitesse d'une
particule brownienne libre. On montre ainsi que la fonction de distribution
conjointe f(x,v,t) obéit & une équation de Fokker-Planck.

De maniere générale, lorsqu’un processus n’est pas markovien, on peut le
considérer comme une « projection » d’un processus de Markov plus
complexe (c’est-a-dire & un nombre plus grand de dimensions), obtenu en
introduisant dans la description des variables supplémentaires. Les variables
supplémentaires servent a décrire explicitement 'information qui, sinon, serait
contenue implicitement dans les valeurs passées des variables pertinentes.
Cependant, cette procédure n’a d’intérét pratique que si les variables supplé-
mentaires sont en nombre limité. Dans le cas du mouvement brownien d’un
oscillateur harmonique, il suffit de considérer les deux variables x(t) et v(¢)
pour en ramener I’étude a celle d’un processus de Markov a deux dimensions.
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Complément 11.A

Marche au hasard

1. Le marcheur ivre

La théorie d’Einstein du mouvement brownien consiste a ramener 1'étude
de celui-ci & un probléme de marche au hasard. Dans la description la plus
simple, la marche au hasard s’effectue sur un réseau infini a une dimension. Un
marcheur situé sur un site donné effectue & I'instant initial un pas susceptible
de 'amener, avec une égale probabilité, sur I'un ou I'autre des deux sites plus
proches voisins du site considéré. La procédure se répete apres un intervalle
de temps At, et ainsi de suite. Le probléme consiste notamment a déterminer
la moyenne et la variance du déplacement du marcheur en fonction du temps
(ce probleme est également connu sous le nom de marche de I'homme ivre).

La marche au hasard est trés largement utilisée comme modéle micro-
scopique de la diffusion’. Le probléme & résoudre peut étre formulé, soit en
temps discret, soit en temps continu.

1.1. Formulation en temps discret

Les pas s’effectuent & des instants £At, ou & est un entier positif ou nul.
La probabilité P, (k) pour le marcheur de se trouver au site n a 'instant kA¢
vérifie I’équation aux différences suivante :

N | =

L’équation (1.1) peut aussi s’écrire sous la forme équivalente :

Palk + 1) = Palk) = 5 [Paa(B) + Paa(k) —2Pa(R)). (1)

! Le modele décrit ici (marche au hasard symétrique) peut s’étendre au cas ou il existe

un biais (marche asymétrique). Dans ce cas, les probabilités pour le marcheur d’effectuer un
pas vers 'un ou 'autre des deux sites plus proches voisins de celui sur lequel il se trouve ne
sont pas égales. La marche au hasard asymétrique est un modele microscopique décrivant
un mouvement de dérive-diffusion (le marcheur a dans ce cas une vitesse moyenne finie).
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Comme il n’y a pas de biais, les équations (1.1) et (1.2) sont invariantes par
la transformation n — 1 «—n + 1.

1.2. Passage a une description en temps continu

On passe a une description en temps continu en faisant tendre le pas de
temps At vers zéro et Uindice k vers l'infini, le produit kAt devenant dans
cette limite le temps ¢. La probabilité P,(k) tend alors vers la probabilité
pn(t), et la différence P, (k+1) — P, (k) tend vers Atdp, (t)/dt. L' équation aux
différences (1.2) s’écrit ainsi, dans la limite du temps continu, sous la forme
d’une équation différentielle? :

dpn(t)
dt

= w(pps1(t) + pa_1(t) — 2pa(t)]. (1.3)

Dans D’équation (1.3), la quantité w = (2At)”" représente la probabilité de
transition par unité de temps entre un site donné et I’'un ou 'autre de ses deux
plus proches voisins.

De la définition méme du modele, il résulte que le déplacement du marcheur
ivre est un processus de Markov. L’équation (1.3) est ’équation maftresse
gouvernant I’évolution des probabilités p,,(t).

2. Diffusion du marcheur ivre sur un réseau

Nous utiliserons dorénavant la formulation en temps continu. Si le mar-
cheur (que nous appellerons désormais particule) est situé sur le site n = 0 &
Pinstant initial ¢ = 0, la condition initiale pour les probabilités s’écrit :

pn(o) = dno- (2'1)

On peut montrer que la solution p, (t) de I'équation maitresse (1.3) déterminée
par la condition initiale (2.1) s’exprime & I'aide de la fonction de Bessel modifiée
d’ordre |n| :

p(t) = €72V ), (2wt). (2.2)

Compte tenu des propriétés de Ij,|, on peut déduire de la formule (2.2) le
comportement asymptotique de p,(t) (¢t — oo, n — oo avec n?/t fixé) :

’fL2
Pu(t) ~ (dmwt) /> exp(—m)- (2.3)

2 L’équation (1.3) est une équation différentielle pour ce qui concerne le temps, qui est
continu. Elle reste une équation aux différences en ce qui concerne I'espace, qui est discret
puisque la marche au hasard s’effectue sur un réseau.
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On s’intéresse aux propriétés de diffusion de la particule. Les deux pre-
miers moments de son déplacement sont définis par les formules :

> o

(z(t)) =a Z npn(t), (z%(t)) = a® Z nZp,(t), (2.4)
ou a désigne le pas du réseau.

Dans la marche au hasard symétrique, la condition initiale comme P'équa-
tion maitresse étant invariantes par rapport a la transformation n—1 «— n+1,
on a, pour toute valeur de ¢ :

(x(t))y = 0. (2.5)
Le second moment du déplacement de la particule obéit a 'équation d’évolu-

tion :
2 [e ]
d<:17dt(t)> —wa® 3 w2 [pusa(t) + paci(t) — 2pa ()], (2.6)

n=—oo

¢

avec la condition initiale :

(z*(0)) =0. (2.7)

La quantité entre crochets figurant au second membre de ’équation (2.6) est
simplement égale & 23 0 p,(t), c'est-d-dire & 2 puisque la somme des
probabilités est conservée (3.7 pn(t) = 1). On doit donc, pour déterminer
(z2(t)), résoudre I'équation différentielle :

d(x?(t)) .
———* = 2wa’ 2.8
. , (29)
en tenant compte de la condition initiale (2.7). On obtient, & tout instant ¢ :

(x?(t)) = 2wa’t. (2.9)

Le mouvement de la particule (marcheur au hasard) est donc diffusif. Le coef-
ficient de diffusion est :

D = wa2. (210)

3. Equation de diffusion

Pour passer a une description en espace continu, on fait le pas du réseau
égal a Ar, et Pon fait tendre cette quantité vers zéro. On pose :

pn(t) = p(z,t) Az. (3.1)
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La fonction p(z,t) est la densité de probabilité de présence de la particule au
point z a l'instant ¢.

En développant I’équation maitresse (1.3) & l'ordre le plus bas en Az, on
obtient I'équation aux dérivées partielles & laquelle obéit p(x, ) :

agoPE ) 1 (Ax)2—_~—‘92"” (z,1) (3.2)

ot 2 ox?

Avec I’hypothese d’échelle :

(Az)?
At

— 2D, (3.3)

I’équation (3.2) s’identifie & une équation de diffusion caractérisée par le coef-
ficient de diffusion D. Le front de diffusion p(x,t) est gaussien :

2

plz,t) = (4nDt) V2 exp(—ﬁj—t)a t>0. (34)

Cette description est équivalente a la description d’Einstein-Smoluchowski du
mouvement brownien dans la limite visqueuse.
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Complément 11.B

Mouvement brownien.
Processus gaussiens

1. Analyse harmonique des processus gaussiens stationnaires

Considérons un processus stochastique Y (¢), supposé centré, et fixons n
instants arbitraires ty,...,t,. L'ensemble des valeurs {y(t1),...,y{t,)} prises
par la fonction aléatoire Y'(t) en ces n instants forme une variable aléatoire a
n dimensions.

Le processus Y (t) est gaussien si, quels que soient les instants t1,...,¢,,
et quel que soit leur nombre, 'ensemble {y(t1),...,y(t,)} est une variable
aléatoire gaussienne. Chacun de ces ensembles est entierement défini par la
donnée des corrélations (y(¢;)y(t;)) (1 <i<n,1<j <n). Le processus Y (t),
quant a lui, est complétement caractérisé par sa fonction d’autocorrélation
g(t,t") = (Y)Y (t')). En particulier, toutes les moyennes a plus de deux temps
sont calculables & partir de la fonction d’autocorrélation.

Si le processus Y (t) est stationnaire, on peut en faire ’analyse en série de

Fourier. On développe chaque réalisation y(t), périodisée avec la période T, en
série de Fourier :
= 2
YO = Y e e, = T

n=-—0od0

. 0<t<T. (1.1)

La limite T' — oo est prise & la fin des calculs. Chaque coefficient de Fourier
a, est une combinaison linéaire des y(t) correspondant aux valeurs de t appar-
tenant a U'intervalle 0 <¢ < T :

1 /7 o
n = = t)e* 't dt. 1.2
o= | e (12)
On écrit aussi :

Y(t)= Y Ape ™t 0<t<T, (1.3)

n=—00
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avec
! T twnt
An = — | Y(t)e™tdt. (1.4)
T Jo

Les coefficients A,,, qui sont des superpositions linéaires de variables aléatoires
gaussiennes, sont également des variables aléatoires gaussiennes.

La stationnarité du processus Y (t) implique que ses coeflicients de Fourier
de fréquences angulaires différentes ne sont pas corrélés :

<A”AZ’> - <|An!2>5n,n’~ (15)

Comme ils sont de plus gaussiens, ils sont indépendants. Les coeflicients de
Fourier d’un processus aléatoire gaussien stationnaire sont donc des variables
aléatoires gaussiennes indépendantes.

2. Processus stationnaires gaussiens et markoviens

Pour qu'un processus gaussien stationnaire soit, de plus, markovien, il
faut que sa fonction d’autocorrélation soit une exponentielle (et donc que sa
densité spectrale soit une lorentzienne). Ce résultat constitue le théoréme de
Doob. Nous allons donner une démonstration de ce théoreme, en supposant
pour simplifier que les y(t;) sont des variables aléatoires centrées et normées a
l'unité (donc de variance égale a 1'unité).

2.1. La probabilité conditionnelle p;;; d’un processus gaussien
stationnaire

Considérons donc le processus gaussien stationnaire Y'(t). Sa densité de
probabilité & un temps s’écrit :

pr(y, t1) = (2m) 72 vil2, (2.1)

La loi (2.1) ne dépend pas de t;, puisque le processus est stationnaire.

La densité de probabilité & deux temps po(y1,t1;¥2,t2), qui ne dépend
que de |tz — t4], est la densité de probabilité de la variable gaussienne a deux
dimensions {y(t1),y(t2)}. Pour en donner 'expression, il convient d’introduire
les coefficients de corrélation, compris entre 0 et 1 (et égaux ici aux covarian-
ces) :

pij = (yty(ty)) = g(t; —tl), {35} = {1,2}. (2.2)

On a p;; = 1 et p;; = p;;. La matrice des covariances est donc de la forme :

1
M, = < ””) , (2.3)
piz 1
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ol p12 est une fonction de |t —#;|. La distribution & deux temps pa(y1, t1; Y2, t2)
s’écrit :

_ i 2 1
p2(y1, t1; ye, t2) = (27) ' (Dét Az) Y GXP<—§y2-A2~y2> , (2.4)

ol yo désigne le vecteur de composantes y;,y2, et Ay = Mo ! la matrice
inverse de M3, de déterminant Dét A5. Si l'on pose :

Ay = <a“ (“2) , (2.5)

21  QA22

on a :

_ , 1/2 1
P2(y1,t1; Y2, t2) = (2m) I(Det As) / exp {‘5(%13/% + az2y3 + 2a120112) | -

(2.6)
Comme :
1 1 —p12
Ay— — ( ) 2.7)
L=piy \=piz 1 (
et :
1
Dét Ay = ————, 2.8
21— Ptz (28)

la formule (2.6) s’écrit aussi :

2 2

_ —1/2 yi +ys —2p Y

P2yt t2) = (2m) 7N (1 pdy) exp[~ Ll P } (2.9)
2(1 — piy)

Pour ¢; < ¢, la probabilité conditionnelle py;(yz, t2|y1,¢1) s’obtient en
divisant pa(y1,t1;y2, t2) (formule (2.9)) par py(y1,¢1) (formule (2.1)) :

2
(?J2 y1p12) }’ 1 < to.

taly, ) = [20(1 — p2)] P exp | —
p11(yas t2ly1, t1) = 27(1 — piy)] exp o(1— p3,)

(2.10)

2.2. La probabilité conditionnelle D1j2- Condition nécessaire pour
que le processus soit markovien

De fagon analogue, la distribution a trois temps ps(y1,t1;y2,2;¥3,t3)
s'écrit :

- . 1/2 1
p3(y1,t15y2, to; y3, t3) = (2m) 3/2(]36’0443) / eXP<—§y3-A3-y3>a (2.11)
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ol y3 désigne le vecteur de composantes y1, yo2, y3, M3 la matrice des covarian-
ces de dimensions 3 x 3, et Az = M3 la matrice inverse de M. La matrice
des covariances est de la forme :

L p12 pis
Msg=|pa 1 pos}. (2.12)
P31 psz 1
Si Pon pose :
A A Agg
Az = | A1 A A |, (2.13)
Az Azp Asz

la formule (2.11) s’écrit :

- / 1/2
p3(y1,t1; Y2, t2; ys, t3) = (27) 3/"’(DetAg,) /

1
xexp| =y (A11y7 + Aooys + Aszys + 2A10u1y2 + 2A13Y103 + 24239203 |-
(2.14)

Pour t; < t; < t3, la probabilité conditionnelle p1j2(ys, t3]y2, t2; y1, 1) s'obtient
en divisant p3(y1,t1; Y2, ta; y3, t3) par p2(y1,t1; 42, t2).

Pour que le processus Y'(¢) soit markovien, il faut que la probabilité
conditionnelle pyjo(ys, talyz, t2;91,t1) = pa(y1, t1s Y2, 23 Y3, t3) /D2y, t1s y2, t2)
ne dépende pas de y;. De la comparaison des formules (2.6) et (2.14) pour les
probabilités & deux temps et a trois temps, il résulte que 'absence de terme
en y1ys3 dans ps implique que Uon doit avoir A3 = 0. Quant aux termes en y?
et en Y12, ils disparaitront lors de la division de p3 par py si :

1 P12
) A= a1 = — .
~ pta 1—pt,

Comme A;3 est proportionnel au mineur de p13 dans My, la condition A3 = 0
entraine :

(2.15)

Ay =an =

p32p21 — p31 = 0. (2.16)

On peut montrer que, si la condition (2.16) est satisfaite, les conditions (2.15)
le sont aussi.

2.3. Théoréme de Doob

L’équation (2.16) exprime la condition pour que le processus gaussien Y (t)
soit, de plus, markovien. Elle s’écrit sous la forme d’une équation fonctionnelle
pour la fonction d’autocorrélation :

g(ts — ta)g(ta —t1) = g(ts — t1). (2.17)
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La solution de 1’équation (2.17) est une exponentielle,
g(r)=e " >0, (2.18)

ce qui démontre le théoreme de Doob.

3. Application au mouvement brownien

On considére & nouveau l’équation de Langevin pour le mouvement
brownien d’une particule libre,

dv

™

+ myv = F(t), (3.1)
ol la force de Langevin F'(t) est un processus aléatoire stationnaire. On
suppose que la densité spectrale de F(t) est indépendante de la fréquence
(bruit blanc), ce qui revient a considérer que la fonction d’autocorrélation
correspondante est une fonction delta. Le processus est alors completement
aléatoire. On fait I'hypothese supplémentaire que c’est un processus gaussien.

On suppose que la particule brownienne a été mise en contact avec le
bain depuis suffisamment longtemps pour se trouver elle-méme & Uéquilibre.
La vitesse v(t) est alors un processus aléatoire stationnaire. Grace & I'’hypothese
gaussienne, on peut résoudre de maniére extrémement simple 1’équation (3.1).
On vérifie le théoréme de Doob. On en déduit 'expression de la fonction de
distribution f(v,t) (obtenue précédemment en résolvant ’équation de Fokker-
Planck).

3.1. Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Les transformées de Fourier de F(t) et de v(t) sont reliées par la formule :

o(w) = ~—L_F). (3.2)

my —iw

Puisque F'(¢) est un processus aléatoire gaussien, F'(w) est une variable aléatoire
gaussienne. Il en est de méme de v(w). Par suite, v(t), comme F(t), est un
processus aléatoire gaussien (le processus d’Ornstein-Uhlenbeck), entiérement
caractérisé par sa fonction d’autocorrélation (v(t)v(t + 7)).

3.2. Vérification du théoreme de Doob

Comme la fonction d’autocorrélation de F(t) est une fonction delta, la
solution v(t) de 'équation (3.1) est un processus de Markov. Les densités
spectrales S, (w) et Sp(w) sont reliées par la formule :

1 1
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Comme le bruit est blanc, sa densité spectrale est indépendante de la fréquence
angulaire : Sp(w) = Sp. Si le bain est a I’équilibre thermodynamique a la
température T, on a Sp = mykT /7. On déduit alors de 'équation (3.3) la
fonction d’autocorrélation de la vitesse & 1'équilibre :

(o(ty) = L

2l (3.4)

m
On vérifie le théoréme de Doob : le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, gaussien
et markovien, a une fonction d’autocorrélation exponentielle.

3.3. Probabilité de transition du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le processus v(t) étant stationnaire, la probabilité & un temps ne dépend
pas du temps. On a, en revenant aux variables dimensionnées :

pi(vr) = (Q;ZT)W eXp(*;nTiﬁ)' (3:5)

La probabilité & deux temps pa(v1,t1;v2,t2) ne dépend que de [to — t4].
Comme, & tout instant ¢;, v(¢;) est une variable gaussienne de variance kT /m,
on obtient, a partir de la formule générale (2.9) (en rétablissant les variables
dimensionnées) :

m (1 _ 6_2—”1:2_,51()'1/2

2rkT
2 e _ O, — ‘tg*t]]
- m v v — 2uvpe™”
<o (g (36)

pa(v1,t1;v2,t0) =

On déduit des expressions (3.5) et (3.6) de pi(vy) et de pa(vy,ti;va,t2) la
probabilité conditionnelle du processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

I
Y3

2
m [vy —vie Y2 mt)]
X exp(—ﬁ 1— 6727(t27t1) ) t, < ts. (37)

pij1(v2, t2vr, 1) = (

La fonction de distribution de la vitesse & I'instant ¢, obtenue en partant
d’une distribution initiale §(v — wp), est donc :

Fs0) = () o) [ e T
YU =\ ok € PN Tk 1 — e 2t '

La fonction de distribution (3.8) est la solution fondamentale de I’équation de
Fokker-Planck. Elle vérifie en effet 'équation aux dérivées partielles :

Of(v,t) 8{'yvf(v,t)] H? [Df(v,t)] )
ot ov T o (3.9)

o D = vkT/m, avec la condition initiale f(v,0) = §(v — vg).
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Chapitre 12

Réponses linéaires.
Corrélations a 1’équilibre

Ce chapitre constitue une introduction a la théorie de Ia réponse linéaire.
Comme on le verra au chapitre suivant, cette théorie permet d’exprimer les
propriétés de réponse des systemes faiblement écartés de 'équilibre en termes
des fonctions de corrélation a I'équilibre des variables dynamiques concernées.
Dans une approche introductive, on se limite ici a présenter dans un cadre
général, d’une part, les fonctions de réponse linéaire, et, d’autre part, les fonc-
tions de corrélation a ’équilibre. On ne cherche pas, pour le moment, a établir
explicitement le lien existant entre ces deux types de quantités.

Pour introduire les fonctions de réponse linéaire, on considére un systéme a
P’équilibre en ’'absence de champ extérieur, que I'on soumet a une perturbation
créée par un champ appliqué. Lorsque la perturbation est suffisamment faible,
son effet sur le systéme peut étre convenablement décrit dans le cadre d’une
approximation linéaire. La réponse du systéme a la perturbation est étudiée
a laide de la fonction de réponse lindaire ou de sa transformée de Fourler,
la susceptibilité généralisée. Ces quantités ne dépendent que des propriétés du
systéme non perturbé. La fonction de réponse posséde la propriété de causalité
(un effet physique ne peut étre antérieur & la cause qui le produit). Il en
résulte des formules reliant entre elles la partie réelle et la partie imaginaire
de la susceptibilité généralisée : ce sont les relations de Kramers-Kronig. Dans
le cas de la réponse d’une grandeur a son propre champ conjugué, le taux
de dissipation de I'énergie au sein du systéme perturbé est caractérisé par la
partie imaginaire de la susceptibilité généralisée.

On définit ensuite les fonctions de corrélation de variables dynamiques
a I’équilibre. On précise notamment la relation de Fourier entre les fonctions
d’autocorrélation a I'équilibre et les facteurs de structure dynamiques (en ter-
mes desquels s’analysent les expériences de résonance et de diffusion inélastique
de rayonnements ou de particules). Les principales propriétés des fonctions
d’autocorrélation a I'équilibre sont passées en revue, un accent particulier étant
mis sur la relation de I'équilibre détaillé vérifiée par les systéemes en équilibre
canonique.
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1. Fonctions de réponse linéaire

1.1. Définition

On considére un systéme physique a 'équilibre thermodynamique en
I'absence de champ extérieur. On le soumet & un champ extérieur a(t) sup-
posé homogeéne, ¢'est-a-dire spatialement uniforme!. La perturbation corres-
pondante est décrite par le hamiltonien :

Hi(t) = —a(t)A. (1.1)

Le champ a(t) est donc couplé & une grandeur conjuguée A. Par exemple, dans
le cas d'une perturbation par un champ électrique, la grandeur conjuguée du
champ est la polarisation électrique?, tandis que, dans le cas d’une perturbation
par un champ magnétique, la grandeur conjuguée du champ est 'aimantation?.

On s’intéresse a une grandeur B, dont la valeur moyenne a 1'équilibre
est (B). Dire que l'on cherche & connaitre la réponse de B au champ a(t)
signifie que I'on cherche & calculer a chaque instant la modification §(B(t)), =
(B(t))q — (B), due au champ appliqué, de la valeur moyenne de B. Pour
simplifier, on suppose que B est centrée, c’est-a-dire que (B} = 0, ce qui
permet d’identifier §(B(t)), et (B(t)),. Dans le domaine linéaire, la moyenne
hors d’équilibre de B s’écrit sous la forme :

o0

(BO), = [ tmattt)a(e)r, 12)

— 00

ol la quantité réelle Y g a(t,t’) est une fonction de réponse linéaire ne dépendant
que des propriétés du systéme non perturbé.

1.2. Propriétés générales

La fonction de réponse linéaire xpa(t,t') est invariante par translation
dans le temps et causale.

e Invariance par translation dans le temps

Le systeme non perturbé étant a ’équilibre, la fonction de réponse linéaire
xBa(t,t') ne dépend pas séparément des deux arguments ¢ et ¢, mais seule-
ment de la différence £ — /. Ainsi, la fonction de réponse posséde la propriété

! Le cas d’un champ inhomogéne sera traité au paragraphe 5.

2 Voir le complément 12.B sur la polarisation d’un atome perturbé par un champ élec-
trique et le complément 13.A sur la relaxation diélectrique.

3 Voir le complément 13.B sur la résonance magnétique.
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d’invariance par translation dans le temps*. La formule (1.2) a donc une struc-
ture de produit de convolution :

(BO), = [ tnatt—)att) . (13)

—00
Si le champ est une impulsion en fonction delta (a(t) = aé(t)), on a :

(B(1)), = axpa(t). (1.4)
La fonction de réponse ypa(t) représente donc la réponse impulsionnelle®.

o Caractére causal

Le principe de causalité est un principe physique communément admis :
tout effet physique est postérieur dans le temps a la cause qui ’a produit. Une
modification du champ appliqué & I'instant ¢ ne peut donc conduire 3 une
modification de (B(t)), qu’a des instants ¢ > t’. Autrement dit, la fonction de
réponse xpa(t,t’) est causale, ce qui signifie qu’elle ne peut étre non nulle que
pour ¢ > t'. La borne supérieure effective de I'intégrale au second membre des
formules (1.2) et (1.3) est donc ¢, et non +oo.

1.3. Réponse linéaire d’une grandeur & son champ conjugué

Nous nous limitons dans cette introduction a 'étude des propriétés de la
réponse linéaire d’une grandeur A & son propre champ conjugué a(t). Nous
désignons simplement par x(t) (au lieu de xa4(t)) la fonction de réponse
correspondante, que nous ne cherchons pas ici & calculer explicitement®.

2. Susceptibilités généralisées

2.1. Réponse linéaire 4 une perturbation harmonique

La réponse linéaire de A au champ harmonique a{t) = Re(ae ) s’écrit :

(A@t)), = /oo X(t —t') Re(ae™ ™) dt’, (2.1)

— 00
soit, la fonction de réponse étant réelle :
oo

(A(t)), = Re {/ Kt —tae™ ™" dt'). (2.2)

— 00

4 Cette propriété disparait lorsque le systéme non perturbé n’est pas a l’équilibre ther-
modynamique. C’est notamment le cas des verres de spin et des verres structuraux, qui
présentent des propriétés de vieillissement pouvant se traduire par la dépendance séparée de
certaines fonctions de réponse ¥ (¢, t'} par rapport & chacun des deux arguments ¢ et t'.
Ces fonctions de réponse dépendent alors, non seulement de la différence des temps, mais
aussi de ’age du systeme, c¢’est-a-dire du temps écoulé depuis sa préparation (voir également
& ce sujet le chapitre 14).

5 On I'appelle encore fonction de Green retardée.

6 La théorie générale de la réponse linéaire fera 1'objet du chapitre 13. On y établira no-
tamment les formules de Kubo permettant de calculer explicitement les fonctions de réponse
linéaire en termes de fonctions de corrélation a I’équilibre des variables dynamiques concer-
nées.
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Comme largument de x(t — t') doit étre positif, la borne supérieure de
V'intégrale au second membre des équations (2.1) et (2.2) est en réalité ¢. Posant
t —t' = 7, on obtient :

(A(t)), = Re {aei“’t /OOO (e dr] . (2.3)

A Paide de la susceptibilité généralisée x(w), définie comme la transformée de
Fourier de la fonction causale x{(t), c’est-a-dire par la formule :

) = | T iwetar, (2.4)

la formule (2.3) s’écrit :

(A(t)), = Re {ae‘i“‘x(w)J. (2.5)

En posant y(w) = x'{w) + ix”(w), on écrit la réponse (A(t)), & un champ
harmonique a(t) = a coswt d’amplitude a réelle sous la forme d’une somme de
deux termes,

(A(1)), = a]x'(w) coswt + X" (w) sinwt], (2.6)
dans laquelle a’(w) coswt représente la réponse en phase et ax” (w)sinwt la
réponse en quadrature.

Plus généralement, la réponse (A(t)), & un champ appliqué a(t) de trans-
formée de Fourier a(w) a pour transformée de Fourier”

(A(w)), = alw)x(w)- (2.7)

2.2. Définition de la susceptibilité généralisée x(w)

La définition (2.4) de la transformée de Fourier de x(t) peut poser proble-
me. L’intégrale au second membre de I'équation (2.4) peut en effet ne pas
converger : dans un tel cas, la susceptibilité généralisée n’existe pas en tant
que fonction. Elle peut cependant étre définie au sens des distributions, ¢’est-
a-dire comme limite d’une suite de fonctions appropriée. Une telle limite peut
par exemple étre obfenue en considérant la suite de fonctions y(w + i€) définie
par :

x
x(w + i) = / x(t)ete ™ dt, €>0, (2.8)
0
et en faisant tendre in fine € vers zéro. On pose alors :
x(w) = lim (w +ic). (2.9)

7 Pour simplifier, nous gardons la méme notation a(.} pour le champ a(t) et sa trans-
formée de Fourier a(w), ainsi que la méme notation A(.) pour 'opérateur A(t) et sa trans-
formée de Fourier A(w).
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La susceptibilité généralisée est ainsi définie comme la transformée de Fourier
au sens des distributions de la fonction de réponse.

I est utile d’introduire la fonction x(z) définie pour un argument complexe
z de partie imaginaire positive comme la transformée de Fourier-Laplace de

x(t) :

x(z) = / (et dt, Smz > 0. (2.10)
0

La fonction x(z) est une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe
supérieur. On suppose dans la suite de ce chapitre® que y(z) — 0 lorsque
z — oo. La susceptibilité généralisée x(w) est la limite de la fonction x(z)
lorsque le point d’affixe z = w + ie situé dans le demi-plan complexe supérieur
tend vers le point d’abscisse w situé sur 'axe réel.

2.3. Représentations spectrales de x(z)

La fonction de réponse étant réelle, la partie réelle (resp. imaginaire) de
la susceptibilité est une fonction paire (resp. impaire) de w. Des formules (2.8)
et (2.9) donnant x(w), on déduit les expressions correspondantes de x'(w) et
X'(w)
o0
X (w) = lim / x(t) coswt e " dt
0

e—0F

(2.11)

E———>0+

¥ (w) = lim/ x(t)sinwte <t dt.
0

La fonction x'(w) est la transformée de Fourier de la partie paire ¥,(t) =
S[x(t) + x(—t)] de x(t) et (3 un facteur 1/i pres) la fonction x”(w) est la
transformée de Fourier de sa partie impaire ¥;(t) = 3[x(t) — x(—t)]. Posant
Xo(t) = X'() et x:(t) = iX"(t), on a x'(w) = [7_ ¥ (t)etdt et X' (w) =

j‘fooo )Z//(t)eiwt dt.
e Représentation spectrale de x(z) en termes de y'(w)

On peut représenter x(t) & l'aide de sa partie impaire, en écrivant :
X(t) = 20(t)xi(t) = 2i0()X" (1), (2.12)

ot ©(t) désigne la fonction de Heaviside. Revenant alors & la formule (2.10)
valable pour $m z > 0, on peut écrire :

oo 2T

o - * dw .
x(z) = 22’/ dt e”t/ X (w)e™ ™", Smz > 0. (2.13)
0

& Des précisions sur le comportement de x(z) lorsque z — co sont données en appendice
4 la fin de ce chapitre.
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L’intégration sur t conduit & la représentation spectrale de x(z) en termes de
1t
X" (w) :

w—2z

x(2) = L /OO )y, (2.14)

— o0

La formule (2.14) fait apparaitre que la fonction x(z) n’a de singularités que sur
I’axe réel. C’est donc une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe

supérieur?.

o Représentation spectrale de x(z) en termes de x'(w)

On peut également représenter x(t) a 'aide de sa partie paire :

X(t) = 20()Xp(t) = 20()X'(1). (2.15)

On obtient, en procédant comme ci-dessus, une représentation spectrale de
x(z) en termes de x'{w) :

x(z) = i/OO X g, (2.16)

w2

La représentation (2.16) est équivalente a la représentation (2.14). Cette
derniére est toutefois plus fréquemment utilisée, car x”/(w) est une quantité
souvent plus facile & mesurer que x'(w), et directement reliée & la dissipation

d’énergie au sein du systéme!C.

3. Relations de Kramers-Kronig

Les relations de Kramers-Kronig sont des transformations intégrales
reliant la partie réelle et la partie imaginaire de toute susceptibilité généralisée.
Elles ont établies en 1926 et 1927 par H.A. Kramers et R. Kronig. Leur exis-
tence repose sur le fait que la fonction de réponse x(t) est causale, et que, par
conséquent, la fonction x(z) définie par I'intégrale de Fourier-Laplace (2.10) est
une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe supérieur. Cette pro-
priété découle de la seule causalité et ne dépend pas de la forme spécifique de
x(t). C’est pourquoi il est possible, dés & présent (sans disposer d’expressions
explicites de x(t) ou de x(w)), de démontrer les relations de Kramers-Kronig.
Nous déduirons directement!! ces relations des représentations spectrales (2.14)
et (2.16) de x(2).

Y La représentation spectrale (2.14) peut étre utilisée pour définir x(z) en tout point
d’affixe z situé en dehors de l'axe réel. Elle définit une fonction analytique de z dans le
demi-plan complexe supérieur ou dans le demi-plan complexe inférieur (voir le chapitre 13).
1l n’en est pas de méme de la définition intégrale (2.10), valable seulement pour Smz > 0.

10 voir le paragraphe 4.

I 1 existe une autre maniére, trés couramment utilisée, d’établir les relations de Kramers-
Kronig. Nous la présentons en appendice & la fin de ce chapitre.
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En écrivant ces représentations pour z = w + ie (¢ > 0), on obtient les

formules : Lo ")
cao 1t X \w /
x(w +i€) = W/—oo T (w10 dw (3.1)
et : ) ~ /( ,)
N X \W ’
x(w +ie) = e /_Oo T wtid dw’. (3.2)

En passant & la limite ¢ — 0%, dans laquelle x(w + ic) tend vers x(w) =
X' (w) 4+ ix"(w), on obtient!? & partir des formules (3.1) et (3.2) les relations
de Kramers-Kronig :

T oo W —w
3.3
, L W) (33)
V@) = —Lup [T XD g,
T o W W

Les formules (3.3) sont une conséquence directe du principe de causalité.

Ainsi, les parties réelle et imaginaire de x(w) ne sont pas indépendantes
I'une de l'autre, mais reliées par une transformation intégrale : x"(w) est
la transformée de Hilbert de x'(w), et x'(w) est la transformée de Hilbert
inverse'® de x"(w). La connaissance, soit de x'(w), soit de x”(w), suffit donc
4 déterminer complétement la susceptibilité généralisée. Le plus souvent, on
mesure x”(w) (par exemple dans une expérience d’absorption). Si les mesures
de x” (w) sont effectuées sur un domaine de fréquences angulaires suffisamment
étendu, les relations de Kramers-Kronig permettent d’en déduire x'(w).

4. Dissipation

La puissance instantanée absorbée par le systeme soumis au champ a(t)
est :
dw (t)d<A(t)>a
27 a2 e,
dt dt

La réponse linéaire (A(t)), au champ harmonique a(t) = acoswt est donnée
par la formule (2.5). La puissance instantanée absorbée correspondante est

(4.1)

12 On utilise la relation :

1
im — = vp — —ind(x),
e—0+ T + i€ i

otl le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy.

13 Transformation de Hilbert et transformation de Hilbert inverse sont identiques au signe
pres.
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donc : aW
o a*wcoswt[—x'(w) sinwt + x"(w) coswt]. (4.2)

La puissance moyenne absorbée sur une période (ou sur un nombre entier de
périodes) est donnée par la formule :

aw 1, 43
= 2% WX (w). (4.3)

Le taux moyen d’absorption d’énergie dans le systéme est donc relié & la partie
imaginaire de la susceptibilité généralisée. L’énergie fournie par le champ
extérieur est finalement dissipée de maniere irréversible au sein du systeme,
c’est-a-dire transformée en chaleur'. Pour cette raison, x”(w) est appelée
partie dissipative de la susceptibilité généralisée.

A I’équilibre thermodynamique, la puissance moyenne dissipée est posi-
tive!®. Il en résulte que la quantité wy”(w) est positive.

5. Phénomenes non uniformes

5.1. Fonctions de réponse linéaire

On considére toujours ici un systéme physique & 1’équilibre thermody-
namique en I'absence de champ extérieur. On le soumet a un champ extérieur
non homogene a(r, t}. Le hamiltonien de perturbation peut en principe s’écrire
sous une forme généralisant le hamiltonien (1.1) du cas homogene :

Hi(t)= 7/d’l‘ a(r,t)A(r). (5.1)

Dans la formule (5.1), A(r) est la grandeur conjuguée du champ a(r,t), et
Pintégration s’effectue sur tout le volume du systeme. Dans certains cas toute-
fois, le hamiltonien de perturbation fait intervenir plus naturellement le poten-
tiel dont dérive le champ appliqué. Prenons I'exemple d’un systeme d'électrons
perturbé par un champ électrique non uniforme E(r,t) = —V¢(r, t). Le hamil-
tonien de perturbation est Hi(t) = [dr ¢(r,t)p(r), ot p(r) =€), 6(r — 7;)
est la densité de charges au point r (e désigne la charge de 1'électron et les
{r;} sont les opérateurs position des différents électrons). La densité de charges
p(r) est donc couplée au potentiel ¢(r,t).

M yUn exemple en est donné par un oscillateur harmonique amorti par frottement visqueux
(voir le complément 12.A). Dans ce cas, I’énergie fournie par le champ est transférée aux
degrés de liberté incohérents du fluide amortissant ’oscillateur.

15 Cette propriété sera démontrée au chapitre 14 & partir de I’expression microscopique
de la puissance moyenne dissipée.
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Dans un cas inhomogene, chercher & connaitre la réponse de la grandeur
B(r) au champ a(r,t) signifie que 'on cherche & calculer la modification
85{B(r,t))q, due au champ appliqué, de la valeur moyenne de B(r). Nous sup-
posons que la grandeur B(r) est centrée. Dans le domaine linéaire, sa moyenne
hors d’équilibre s’écrit :

(B(r,1)), = /dr’ /OO xpa(r,t;r ha(r',t')dt'. (5.2)

La quantité réelle xpa(r,t;r’,t') est une fonction de réponse linéaire non
locale. L’intégration spatiale au second membre de la formule (5.2) s’effectue
sur tout le volume du systéme.

La fonction de réponse linéaire est invariante par translation dans le temps
et causale (comme dans le cas homogene). Par ailleurs, si le systéme non per-
turbé est invariant par translation dans 'espace, ce que nous supposons dans
la suite de ce paragraphe, la fonction de réponse xga(r,t;r’,t') ne dépend
pas séparément des deux arguments 7 et 7/, mais seulement de la différence
r—r.

Comme dans le cas uniforme, nous nous limitons ici a ’étude de la réponse
linéaire d’'une grandeur A(r) a son propre champ conjugué a(r,t), en désignant
simplement par x(r,t) la fonction de réponse correspondante.

5.2. Susceptibilités généralisées

La réponse linéaire de la grandeur A(r) au champ harmonique a(r,t) =
Relae @79t gécrit :

(A(r,t)), = /dr’ /00 T(r — v t — t') Relae’ (@™ <] a’, (5.3)
soit encore : -

(A(r,t)), = Re [/ dr’ /OO K(r =7t —taear ) dt'} . (5.4)
Posant t —t' =7 etr — 7' = p,—(())on obtient :

<A(r,t)>a = Re [aei(q'rwt)/dpeiq'p/ Xp,T)e™T dT} (5.5)
0

A Taide de la susceptibilité généralisée x(q,w), définie comme la transformée
de Fourier spatiale et temporelle!® de x(r,t), c’est-a-dire par la formule :

x{g,w) = fd'r e "7 lim X(r, t)e™te < dt, (5.6)

e—0t Jo

16 pn raison du principe de causalité, les variables de temps et d’espace ne jouent pas des
réles équivalents en ce qui concerne la fonction de réponse. La transformée de Fourier spatiale
de la fonction de réponse est une vraie transformée de Fourier, tandis que la transformée
(dite de Fourier) temporelle est en fait une transformée de Fourier-Laplace (qui doit étre

prise au sens des distributions). v
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la formule (5.5) s’écrit :

<A(r,t)>a = Re|ae" Ty (q,w)|. (5.7)

Plus généralement, la réponse (A(r,t)), & un champ appliqué a(r,t)
de transformée de Fourier a(q,w) a pour transformée de Fourier spatiale et
temporelle :

(Alq,w)), = alq,w)x(q,w). (5.8)

L’étude de la susceptibilité généralisée x(q,w) & vecteur d’onde g donné
s’effectue de maniére analogue a celle de x(w). En utilisant des notations
généralisant celles du cas homogene, on peut notamment écrire la représentation
spectralel” :

x(q,2) = l/m de, (5.9)

TS W—2

ainsi que des relations de Kramers-Kronig entre x'(q,w) et x”(q,w).

Par ailleurs, la fonction de réponse étant réelle, on a les propriétés :

{ X'(q,w) = X' (—q, —w) (5.10)

x'(g,w) = —x"(—q, —w).

6. Fonctions de corrélation a I'équilibre

Les propriétés dynamiques des systemes en équilibre thermodynamique
s'expriment a ’aide de fonctions de corrélation a 1’équilibre. Ces fonctions sont
les quantités appropriées a 'interprétation des données de plusieurs techniques
expérimentales importantes, notament en physique de la matiére condensée.
Certaines de ces techniques mettent en ceuvre des méthodes de résonance,
par exemple la résonance magnétique nucléaire (RMN), la résonance para-
magnétique électronique (RPE) ou la spectroscopie Mossbauer. D'autres font
appel a la diffusion inélastique de rayonnements (ondes acoustiques, lumiere,
rayons X ...), ou de particules neutres ou chargées (neutrons, électrons ...).

Nous allons dans la suite de ce chapitre introduire les fonctions de corréla-
tion a P’équilibre et étudier leurs principales propriétés, en traitant directement
le cas non uniforme.

17 Comme dans le cas uniforme, cette représentation spectrale peut étre étendue & tout
point d’affixe 2z situé en dehors de ’axe réel.
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6.1. Définition

Le systeme en équilibre est décrit par un hamiltonien Hy indépendant
du temps. A chaque grandeur physique du systéme est associée une variable
dynamique ou observable A(r) pouvant dépendre du point r de ’espace. Un
exemple d’une telle observable est la densité de particules n(r) = >, d(r —r;).

En mécanique classique, une variable dynamique A(r,t) est une fonction
des coordonnées et des impulsions généralisées, qui évoluent en suivant les
équations de Hamilton gouvernées par Hy. En mécanique quantique, on associe

A une observable un opérateur hermitique A(r,t) = eHot/h A(p)e—tHot/h quj
évolue selon "équation de Heisenberg :
dA(r,t

Considérons deux opérateurs classiques'® (variables dynamiques) A;(r,t)
et A;(r,t), supposés centrés pour simplifier. Leur fonction de corrélation &
I’équilibre est définie par la formule :

Caa,(ritir ) = (Ai(r, ) A;(r' 1), (6.2)

ou le symbole (...} désigne la moyenne a I’équilibre thermodynamique. Lorsque
Ay =A; = A, la quantité :

Caalr,t;r' t)) = (A(r, ) A(r', 1)) (6.3)

est la fonction d’autocorrélation de 1'opérateur A(r,t).

Pour un systéme invariant par translation dans I'espace (par exemple un
fluide homogene), la fonction de corrélation & 1'équilibre de deux opérateurs
A; et A; ne dépend que d’une variable spatiale et d’'une variable temporelle.
On la désigne par Cy,a,(r,t).

18 Dans le cas quantique, & cause de la non-commutation des opérateurs, il existe plusieurs
définitions, non équivalentes, de la fonction de corrélation de deux opérateurs A;(r,t) et
Aj(r,t). Il en est méme ainsi avec la fonction d’autocorrélation d’un opérateur A(r,t),
car A(r,t) ne commute pas en général avec A(r’,t’). On utilise notamment la fonction
de corrélation symétrique Sa,a,(r,t) = %(Ai(r,t)Aj + AjA;(r,t)), ainsi que, pour un
systéme en équilibre canonique, la fonction de corrélation canonique de Kubo K 4, A; (r,t) =
At ff(e/\HOAje*/\Hl)Ai(r,t)) dA, ot 3 = (KT)"'. Dans la limite classique, Saa,(r,t) et
RALAj (7, t) se réduisent toutes les deux & éAiA,- (r,t) (voir le chapitre 14). Dans la présente

discussion, nous utilisons dans tous les cas la notation Ci pour la fonction de corrélation
(dans le cas quantique, il s’agit en fait, soit de S, soit de K).
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6.2. Spectre de puissance d’un opérateur. Généralisation du
théoréme de Wiener-Khintchine

Soit un opérateur centré A(r,t). Pour définir son spectre de puissance, on
introduit tout d’abord la transformée de Fourier temporelle!® de A(r,t) :

A(r,w):/ Alr, t)e™t dt. (6.4)

Inversement, on a :
A = [ At (65)
rt) =g - r,w)e w. .

En utilisant le fait que la fonction d’autocorrélation Caa(r,t;r/,t') ne
dépend pas séparément de ¢ et de t', mais seulement de la différence t — ¢/, on
montre que :

(A(r,w)A(r", ")) = 270w + W' )Caa(r,w;r’). (6.6)

Dans la formule (6.6), Caa(r,w;r’) désigne la transformée de Fourier tem-
porelle de Ca4(r,t;r’,0), définie par?® :

CAA(r,w;r’):/ CAA(r,t;r’,O)ei‘“tdt. (6.7)

La fonction C44(r,w;7) est appelée spectre de puissance ou densité spectrale
des fluctuations®! de A(r,t). La formule (6.7) constitue la généralisation du
théoreme de Wiener-Khintchine & une variable dynamique (cas classique) ou
a une observable (cas quantique).

6.3. Cas d’un milieu homogéne : transformée de Fourier spatiale
et temporelle de la fonction de corrélation de deux opérateurs

On considére ici un milieu homogeéne. Pour calculer la transformée de
Fourier spatiale de la fonction de corrélation C4; 4, (7, t), on utilise tout d’abord
la propriété d’invariance par translation dans I’espace pour réécrire Ca, 4, (7, 1)
sous la forme suivante :

Caa,(rt) = (Ai(r + 7/, t)A;(r,0)). (6.8)

19 pour simplifier, nous gardons la méme notation A(r,.) pour l'opérateur A(r,t) et sa
transformée de Fourier temporelle A(r,w).

20 A 1a différence des fonctions de réponse, les fonctions de corrélation ne sont pas des
fonctions causales. La transformée de Fourier temporelle intervenant dans la définition (6.7)
est donc une vraie transformée de Fourier et non une transformée de Fourier-Laplace.

21 11 reste a démontrer que cette quantité est effectivement positive. Cette propriété, qui
découle du théoréeme de fluctuation-dissipation, sera établie au chapitre 14.
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On calcule alors sa transformée de Fourier en introduisant I'intégration supplé-
mentaire V! [dr’ =1 (V désigne le volume du systéme). On obtient ainsi :

- ) 1
/ G, (r,0)e 87 dr = T Ai(a,1)4,(~q,0)). (6.9)
Dans la formule (6.9), on a défini la transformée spatiale?? d’un opérateur
A(r,t) par :
Alg,t) = /A(r,t)e_iq'r dr. (6.10)

La transformée de Fourier spatiale et temporelle C4, 4,(q, w) de la fonction
de corrélation des opérateurs A;(r,t) et A;(r,t) est définie par :

Ca,a,(q,w) :/dre_iq‘r/ dtei“’tCN‘AlAj(r,t). (6.11)

En utilisant la formule (6.9), on obtient la relation (valable dans un milieu
invariant par translation) :

CAlAj(q,w) = %/00 <Ai(q,t)A]-(—q,O)>eM dt. (6.12)

— 00

6.4. Facteur de structure dynamique

On considere un processus de diffusion inélastique au cours duquel, sous
leffet de 'interaction avec un rayonnement, un systéme a ’équilibre effectue
une transition d’'un état initial |A\) & un état final |\'). L’énergie correspondante
passe de €y & €y, tandis que I'énergie du rayonnement passe de F & E’. La
conservation de I'énergie globale exige que &+ ey = E' + . L'énergie perdue
par le rayonnement est désignée par fiw (hw = F — E' = €y — ¢, ). On associe
a Pinteraction du rayonnement avec le systéme un opérateur centré A(r). Par
exemple, dans le cas de la diffusion de la lumiére par un fluide en équilibre??,
le rayonnement est diffusé par les fluctuations de densité, et l'opérateur A(r)
est proportionnel a la fluctuation dn(r) = n(r) — (n).

Un état initial d’onde plane incidente |k) est diffusé vers un état final
qui, dans le cadre de 'approximation de Born de la diffusion, est considéré
comme étant un état d’onde plane?® |k'). L’élément de matrice de 'opérateur

2 Nous gardons la méme notation A(.,t) pour opérateur A(r,t) et sa transformée de
Fourier spatiale A(q.t).

23 Voir le complément 16.B.

24 Ceci implique que 'interaction du rayonnement avec la cible est suffisamment faible
pour que I'on puisse négliger les diffusions multiples. Si Papproximation de Born n’est pas
adéquate, on remplace le potentiel d’interaction A(r) par un pseudopotentiel approprié.
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d’interaction entre les états |k) et (k') est (k'|A(r)|k) = [ e~k T A(p)etkT dir
il est donc identique & la composante de Fourier A(—q) de Popérateur A(r)
(on a posé ¢ = k — k'). A Tordre le plus bas en perturbations, la probabilité
par unité de temps du processus (|k),A\) — (Jk’), X') est donnée par la régle
d’or de Fermi :

Wik A1) W——|<MA< @) N6 (hw + ex — ex). (6.13)

La probabilité par unité de temps Wy i du processus |k) — |k') est obtenue en
pondérant W a1y (k1) par la probabilité moyenne d’occupation py de I'état
initial du systéeme & ’équilibre, et en sommant sur tous les états initiaux et
tous les états finals du systeme :

Wi ke = Zm VA=) N 8(hw + ey — exr). (6.14)
AN

On associe & Wy x la fonction de diffusion S(q,w) = thk/‘k

S(a,w) =21 Y paAlN AP (w + 2X) (615)
AN

Dans le cas ot A(r) est la densité de particules n(r), la fonction de diffusion
S(q,w) est aussi désignée sous le nom de facteur de structure dynamique. C’est
cette dénomination que nous adopterons de fagon générale dans la suite de ce
chapitre.

En introduisant dans la formule (6.15) la représentation de Fourier de
la fonction delta, §(w) = (2r) " [ e™tdt, on peut montrer que S(g,w)
s'exprime & l'aide d’une fonction d’autocorrélation. Comme 'opérateur A(r)
est hermitique, on a en effet :

NA(=g)IN)" = (AlA(g) V). (6.16)

On en déduit :

S(q,w) / Y (AT Ag)e T NN NA(— @) e dt, (6.17)

P WY

soit :

S(q,w) = /DO {A(q,t)A(~q,0))e™" dt. (6.18)
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L’équation (6.18) montre que le facteur de structure dynamique®® est la trans-
formée de Fourier de la fonction d’autocorrélation (A(q,t)A(-q,0)). Cette
propriété a été démontrée par L. van Hove en 1954.

Dans le cas particulier d’un milieu invariant par translation, on en déduit,
en comparant la formule (6.18) avec la formule (6.12) écrite pour 4; = A; = A:

S(q,w) = VCaalq,w). (6.19)

Il est alors possible de déduire du facteur de structure dynamique la fonction
d’autocorrélation Caa(r,t).

1. Propriétés des fonctions d’autocorrélation a I'équilibre

Nous allons passer en revue quelques propriétés générales des fonctions
d’autocorrélation & 1'équilibre (A(q,t)A(—q, 0)) relatives & un opérateur centré
A(r,t), et de leurs transformées de Fourier S(q,w). Nous nous placerons dans
le cadre quantique, le passage a la limite classique pouvant étre effectué si
nécessaire.

7.1. Stationnarité

Les fonctions de corrélation a 1’équilibre ne dépendent que de la différence
de leurs deux arguments temporels. On a par conséquent 1'égalité :

Pinstant tg étant arbitraire. Choisissant {3 = —¢ on obtient notamment :
(A(g,1)A(—q,0)) = (A(g,0)A(—q, —1)). (7.2)

7.2. Dérivation par rapport au temps

On a la relation :

l <A(qa0)A(qut)> = M<A(q70)A(_q’t)>' (73)

25 Des exemples simples de facteurs de structure dynamiques sont présentés dans le
complément 12.C. Le facteur de structure dynamique dans un fluide sera étudié dans
le complément 16.B.
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Pour démontrer la formule (7.3), on peut par exemple?® dériver la formule
(7.1) par rapport a fg :

<aA(q,t+t0) 3_14(:&@> ~0.

L2 00) o(-g,t0) ) + (a4 10) 21 (r.)

En faisant tg = 0 dans I’équation (7.4), on vérifie tout d’abord la propriété :

(A(q,t)A(—q,0)) = —(A(q, t) A(—q,0)), (7.5)

puis, en translatant tous les temps de —t et en changeant ensuite ¢ en —t, la
formule (7.3).

7.3. Conjugaison complexe

On a la propriété :

<A(q7t)A(_q7O)>* = <A(q70)A(—q7t)> (76)

Pour démontrer 1'égalité (7.6), on explicite la définition des moyennes & I’équi-
libre. L’égalité (7.6) s’écrit ainsi :

(Tr [poct /™ A(g, 0)e ™ Hot/h A(—q, 0)])
= Tr[poA(q, 0)e /" A(—g,0)e™HoV/™) - (1.7)
ou pp désigne lopérateur densité a I'équilibre. En utilisant la propriété de

conjugaison complexe [Tr(AB)] * = Tr(B' A") ainsi que I'invariance de la trace
par permutation circulaire des opérateurs, on vérifie les formules (7.7) et (7.6).

7.4. Caracteére réel de la fonction S(q,w)

Les formules (7.2) et (7.6) permettent de démontrer que S(q,w) est une
quantité réelle.

On a, en effet, en prenant le complexe conjugué de la formule de définition
(6.18), et en utilisant la formule de conjugaison complexe (7.6),

s@e) = [ (M@ 0AC-g0)e (7.8)

26 On peut également démontrer la formule (7.3) en écrivant les équations de Heisen-
berg relatives aux opérateurs A(q,t) et A(—gq,t), c’est-d-dire 1hA(q,t) = [A(q,t), Ho] et
ithA(—q,t) = [A(—q,t), Ho], et en utilisant I'invariance de la trace par permutation circu-

laire des opérateurs (et aussi le fait que 'opérateur densité a I’équilibre est une fonction
de Hg).
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soit encore, en changeant ¢ en —t dans I'intégrale au second membre de I'équa-
tion (7.8) :
st = [ (Al@.0A-g )" dr (79)

En utilisant la propriété de stationnarité (7.2), on vérifie que S*(q,w) =
S(q,w).

7.5. Propriétés spécifiques des fonctions d’autocorrélation clas-
siques

Les fonctions d’autocorrélation {A(qg,t) A(—g, 0)) sont en général des quan-
tités complexes. C’est seulement pour les systémes classiques possédant une
symétrie d’inversion (c’est-a-dire invariants par la transformation r — —r) que
les fonctions d’autocorrélation (A(g,t)A(—q,0)) sont réelles. Ce sont alors des
fonctions paires du temps.

7.6. Condition de Kubo-Martin-Schwinger

Les fonctions de corrélation & 1’équilibre canonique vérifient la condition
de Kubo-Martin-Schwinger :

Pour démontrer la formule (7.10), on explicite la définition des moyennes &
I’équilibre et on utilise explicitement la forme py = Z~ e~ de V'opérateur
densité canonique (Z = Tre~?Ho désigne la fonction de partition). Le premier
membre de I'égalité (7.10) s’écrit :

1 . ,
T [e7PHo A(q, 0) eHot/n A(—q, 0)e™Hot/R], (7.11)

soit, en effectuant des permutations circulaires d’opérateurs sous la trace,

1 _ . ,
ST [eHot/h A(—q, 0)eHol=hO/ A(g,0)], (7.12)

ou encore .
%Tr [e‘ﬁH" et Ho/h g(_g ()t t-iRBHo/R 4(q 0)]. (7.13)

Cette derniere expression n’est autre que (A(—gq, t—ih3)A(g,0)), ce qui démon-
tre la formule (7.10).
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7.7. Relation de I’équilibre détaillé

La relation de I’équilibre détaillé s’écrit :

5(q,w) = S(—q, —w)e’. (7.14)

De méme que la condition de Kubo-Martin-Schwinger, dont elle découle, la
formule (7.14) est une propriété spécifique des systeémes a 1’équilibre canonique.
Elle exprime la relation entre les facteurs de structure dynamiques relatifs a
des processus inverses 'un de I'autre, c’est-a-dire caractérisés respectivement
par les changements de vecteur d’onde et de fréquence angulaire (g,w) et
(—gq, —w). Si le systéme possede la symétrie d’inversion r — —r, la relation de
I’équilibre détaillé prend une forme plus simple :

S(q,w) = S(gq, —w)e’™. (7.15)

Pour démontrer la relation (7.14), on rééerit tout d’abord la formule don-
nant S(q,w) en utilisant les propriétés (7.6) et (7.10). Il vient :

S@e) = [ (ACqt - ing)ag.0) ¢ (7.16)
On en déduit, puisque S(g,w) est une quantité réelle :
S(q,w) = / (A(—q,t — ihB)Alq, O)>e*i“’t dt. (7.17)

Cette expression de S(q,w) est & comparer avec celle de S(—q, —w) :
o .
S(—gq,—w) = / (A(—q, t)A(q,0))e™ " dt. (7.18)
—00
Pour relier S(q,w) et S(—q, —w), on peut étudier V'intégrale de contour :
I = f <A(—q,T)A(q,0)>e_im dr, (7.19)
I's

ou I'y est le contour rectangulaire de grands cotés égaux a 2R représenté sur la
Fig. 1 (on fera tendre R vers l'infini & la fin des calculs). La fonction & intégrer

est analytique dans le domaine intérieur au contour?’. L’intégrale I est donc
nulle d’apres le théoreme de Cauchy.

27 On a en effet :

1 —Be iT(e\ —€47
(A=, 1)A(g,0)) = — > 1A(g, 0y [PePrtirianen),
AN

Pour —3 < Om 1 <0, la série au second membre est convergente.
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Ay=Im=
-R (0] R x=Rert
A
-R-ihf R-ihf

Fig. 1. Contour d’intégration I';.

En détaillant les diverses contributions a I, on obtient I'égalité :
R
| (atana@oe a
R
+ [ (ACq 1~ ing) g 0))e e (in) y
0
+ e*ﬁW/ (A(~q,t — inB)A(q,0))e ™" dt
R

+/O<A(~q, —R — ihy)A(q, 0))e™ e~V (—ih) dy = 0.
<)

(7.20)

Dans la limite & — oo, les contributions a [ des deux segments verticaux
d’abscisses R et —R tendent vers zéro, a la condition que les fonctions d’auto-
corrélation (A(—q, R—ihy)A(q,0)) et {(A(—q, —R—ihy)A(q,0)) tendent elles-
mémes vers zéro dans cette limite?®. On obtient alors I'égalité :

/00 <A(—q,t)A(q,O)>€_iut dt = efﬁﬁw /oo <A(~q7f _ Zhﬁ)A(q’0)>€f1wt dt.

—00 — oG
(7.21)
Le premier membre de I'équation (7.21) est S(—q, —w), tandis que l'intégrale
figurant au second membre de cette équation n’est autre que S{q,w). Il vient
donc :
S(_qv —w) = eiﬁhws(tb W)ﬂ (722)

ce qui démontre la relation de I’équilibre détaillé (7.14).

28 (Vest une hypothése physiquement raisonnable dans un systéme possédant un nombre
infini de degrés de liberté. En revanche, dans les systémes avec un nombre fini de degrés de
liberté, les fonctions de corrélation sont des fonctions oscillantes et cette limite n’existe en
principe pas. On peut cependant la définir en traitant les fonctions de corrélation comme
des distributions, ce qui permet d’étendre la relation de ’équilibre détaillé & ces systémes.
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Appendice du chapitre 12

Autre démonstration des relations de Kramers-Kronig

Pour établir les relations de Kramers-Kronig, on peut étudier l'intégrale

de contour :
J:f X 4., (A1)
I, Z—w

ol w désigne une fréquence angulaire réelle. La fonction x(z), analytique
dans le demi-plan complexe supérieur, est définie par I'intégrale de Fourier-
Laplace (2.10). Le contour d’intégration I'; représenté sur la Fig. 2 évite, en le
contournant par un demi-cercle de rayon ¢, le pole d’abscisse w de la fonction
x(z)/(z — w). Le contour I'; est fermé par un demi-cercle de grand rayon E.

Almz

1

,;?(\‘ .

»

-R O w-£¢ ® w+e€ R Rez

A

Fig. 2. Contour I'; pour la démonstration des relations de Kramers-Kronig.

La fonction x(z) étant analytique dans le demi-plan complexe supérieur, l'inté-
grale J de la formule (A.1) est nulle d’apres le théoreme de Cauchy. La fonction
x(2) tend généralement vers zéro lorsque 2 tend vers l'infini*®. La contribution
du demi-cercle de rayon R a l'intégrale J s’annule donc dans la limite R — oo.
Il vient alors, en détaillant les autres contributions a J :

w—g / o 4 0

7 r_
oo W —w JewW —w

29 Comme exemple simple, on peut citer la susceptibilité généralisée x < (z) d’'un oscilla-
teur harmonique, amorti ou non, qui décroit proportionnellement & z~~ lorsque z tend vers
linfini, excepté dans la limite visqueuse oi1 elle décroit proportionnellement & z~1 (voir le
complément 12.A).
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Dans la limite e — 0T, la troisieme intégrale du premier membre de I'équation
(A.2) tend vers —imx(w). On obtient ainsi la formule :

x(w) = —% vp /00 x/(w’) dw'. (A.3)

En écrivant séparément 'égalité des parties réelle et imaginaire des deux
membres de I'équation (A.3), on en déduit les relations de Kramers-Kronig
(formules (3.3)).

Les relations de Kramers-Kronig doivent étre modifiées si x(z) ne tend
pas vers zéro mais vers une constante X.o lorsque z tend vers I'infini*®. S'il
en est ainsi, la moyenne hors d’équilibre de la grandeur A comporte, outre
la contribution retardée [ x(t — t')a(t')dt’, une contribution instantanée
Xoo(t) (due & un terme x,.6(t) dans la fonction de réponse). On peut encore
écrire dans ce cas des relations de Kramers-Kronig en travaillant sur la quantité

X(2) = Xoo-

30 Un exemple de comportement de ce type apparait dans la relaxation diélectrique (voir
le complément 13.A).
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Complément 12.A

Réponse linéaire
d’un oscillateur amorti

1. Intérét général de I'étude de I'oscillateur amorti

Les propriétés dynamiques de nombreux systemes physiques sont contro-
lées par des modes d’oscillateur. L'information sur la fréquence angulaire et
Pamortissement de ces modes est contenue dans les fonctions de réponse linéaire
et les susceptibilités généralisées, ainsi que dans les fonctions de corrélation a
I’équilibre associées!.

Nous nous proposons ici d’étudier les propriétés de réponse linéaire d’un
oscillateur harmonique classique amorti par frottement visqueux. L’extréme
simplicité de ce modeéle permet en effet de calculer directement, c’est-a-dire
sans faire appel a la théorie générale de la réponse linéaire, la fonction de
réponse du déplacement et la susceptibilité généralisée correspondante. Leurs
propriétés sont généralisables & tout systéme dans lequel existent des modes
propres de fréquence angulaire finie.

2. Oscillateur harmonique non amorti

Le hamiltonien d’un oscillateur harmonique & une dimension de masse m
et de constante de rappel k s’écrit :

2
D 1,

Hy = — + —kz°. 2.1

0 2m+2km (2.1)

Les équations de Hamilton pour le déplacement z(t) et I'impulsion p(t) de
Poscillateur sont :

&=, p= ko (2.2)

1 Voir la théorie générale de la réponse linéaire exposée au chapitre 13.
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Pour déterminer les modes propres, on suppose que z(t) et p(f) sont
proportionnels & e %, On obtient ainsi I’équation caractéristique :

k
—w?4+ = =0, (2.3)
m

dont les solutions sont les fréquences angulaires des modes propres :
k 1/2
w = Fwy, wo = <—> . (2.4)
m

L’équation du mouvement de oscillateur s’écrit :

d’z 5
M + muwie = 0. (2.5)
Le hamiltonien Hy (formule (2.1)), les équations de Hamilton (2.2) et I’équation
du mouvement (2.5) de Voscillateur non amorti sont invariantes par renverse-
ment du temps.

3. Oscillateur amorti par frottement visqueux

On peut introduire un amortissement de maniére phénoménologique en
supposant que l'oscillateur est placé dans un fluide visqueux. La particule
de masse m est alors soumise, outre la force de rappel —kz, & une force de
frottement, visqueux —m~y(dz/dt) caractérisée par le coefficient de frottement
v > 0.

L’équation du mouvement de loscillateur s’écrit alors :

d*x

moa + mv% + mwiz = 0. (3.1)
A la différence de Péquation (2.5), équation (3.1) n'est pas invariante par
renversement du temps. Elle a été introduite de maniére phénoménologique
et ne découle pas directement (c’est-a-dire sans approximations) d’un hamil-
tonien microscopique?. La force visqueuse représente leffet moyen produit
sur l'oscillateur par ses interactions avec les trés nombreux degrés de liberté
incohérents du fluide dans lequel il se trouve. L’énergie de V'oscillateur amorti
décrit par 'équation (3.1) tend & s’écouler irréversiblement vers les modes du
fluide. Cet écoulement correspond a une dissipation de I’énergie de 'oscillateur.

2 L’équation du mouvement (3.1) peut étre établie dans le cadre du modele de dis-
sipation de Caldeira et Leggett. Le hamiltonien de Caldeira et Leggett décrit le systéme
global constitué par 'oscillateur considéré et les modes du bain auquel il est couplé. Si ces
modes forment un continuum, on peut obtenir pour 'oscillateur une équation du mouvement
irréversible. Dans le cas du modéle de dissipation ohmique, cette équation est de la forme
(8.1) (voir également & ce sujet le complément 14.A).
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3.1. Modes propres

[’équation caractéristique déterminant les fréquences angulaires des modes
propres de l'oscillateur amorti s’écrit :

—w? —iw + wi = 0. (3.2)
Elle a pour solutions :
2\ 1/2
w= 4w — 'z%, Wy = <w§ — %) . (3.3)

Deux types différents de mouvements amortis peuvent avoir lieu, selon que
Von a v < 2wy ou 7y > 2wy.

3.2. Cas v < 2w,

Dans ce cas, la fréquence angulaire w; est réelle. Pour des conditions
initiales z(0) = x¢ et ©(0) = vg, la solution de U'équation (3.1) s’écrit :

1
z(t) = [zo coswit + (vo + %mo)w— sinwlt} e M2 t>0. (3.4)
1

Le déplacement x(t) oscille a la fréquence angulaire w;. L’amplitude des oscil-

lations décroit au cours du temps avec la constante de temps 7 = 2771,

3.3. Cas v > 2w,

La fréquence angulaire w; est alors imaginaire pure. Le déplacement x(t)
est une combinaison linéaire de deux exponentielles réelles décroissantes, dont
les inverses des constantes de temps sont :

- 8 o\ 1/2
T 12*[14;-(1—40.;37 2 /}
2 (3.5)

1 Y 9 _9\1/2
Ty 25[1—(1—4w0'y' ) }

Dans la limite visqueuse v >> 2w, les constantes de temps 71 ~ 77! et
Ty & YWy 2 sont bien séparées : 71 < T2. Pour les temps ¢ > 71, on peut alors
négliger U'exponentielle de constante de temps 7 dans 'expression de x(t),
ce qui revient & ne pas tenir compte du terme d’inertie dans équation (3.1).
Celle-ci se réduit alors & une équation différentielle du premier ordre :

d
myi + mwiz = 0. (3.6)
dt
La solution de I’équation (3.6) correspondant & la condition initiale z(0) = xq
s’écrit : ,
z(t) = woe w0t/ t> 0. (3.7)
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4. Susceptibilité généralisée

On applique au systéme une force extérieure Fey (). L'équation du mou-
vement s’écrit : 2 p
x x 9
m-L_lt? + m’ya? + mwgyr = Fext(t>- (41)
La susceptibilité généralisée x..(w) s’obtient en considérant un régime
harmonique stationnaire dans lequel la force appliquée et le déplacement
varient en e~**, On a :

(W) = 2 L 42
Xax T om—w? Wi — i (4.2)
Les parties réelle et imaginaire de Xz (w) sont :
1 wa — w?
Xlxz(w) = _’I;L— (w2 . 32)2 4 2202
o) T (4.3)

1 yw
X/zlz (w) =

m(w? — w%)Q + 42?2

La puissance moyenne dissipée, proportionnelle & wy”(w), est effectivement
positive.

La formule (4.2) pour x..{(w) peut étre étendue & un argument complexe
z de partie imaginaire positive. On définit ainsi une fonction x..(z) analytique
dans le demi-plan complexe supérieur :

1 1

————— R > 0. 4.4
m —22 + wi — iz S (44)

Xz (z) =

La fonction x..(z) décroit proportionnellement & 22 lorsque z tend vers
Iinfini (excepté dans la limite visqueuse®). Les poles du prolongement de
Xzz{z) dans le demi-plan complexe inférieur sont les fréquences angulaires
propres complexes +wy — iy/2 de Poscillateur amorti.

Les caractéristiques de la fonction Y..(w) dépendent de la valeur de
Pamortissement. Nous les décrirons dans les deux cas v < 2wg et v > 2wy
(en nous limitant dans ce dernier cas & la limite visqueuse).

4.1. Susceptibilité dans le cas v < 2w,
En décomposant U'expression (4.2) de x..(w) en éléments simples, on ob-

tient : ) .
1
zo(W) = — — + — . 4.5
Xar() Qmw1< w—wl‘f‘% w+w1+%> ( )

3 Voir le paragraphe 4.2
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La décomposition (4.5) est valable quel que soit 'amortissement (faible ou
non). Toutefois elle ne présente d’intérét pratique que lorsque wy est réel,
c'est-a-dire dans le cas v < 2wg. Dans ce cas, on en déduit que x7 (w) est la
somme algébrique de deux lorentziennes centrées en w = +w; et de largeur ~

(Fig. 1) :

1 X ol
" 2 2

Xpe W) = — . 4.6
zac( ) 2muwy (w _ w1)2 + 'yT2 (w +W1)2 + —YTZ ( )

X x(®)

0 w/u)o

Fig. 1. Partie imaginaire de la susceptibilité généralisée dans le cas v < 2wp.

A la limite ol amortissement tend vers zéro (7 << wp), X7, (w) se présente
comme la somme algébrique de deux pics en fonction delta centrés en w = +wy :

™

X (w) = ST [0(w — wp) — 6(w + wo)]. 4.7

4.2. Susceptibilité dans la limite visqueuse

Dans ce cas, Xy (w) s’écrit :

1 1
= 4.8
Xoz(w) muwi — iyw (48)
La fonction : ) .
mwi — 1Y%
décroit proportionnellement 3 z~! lorsque z tend vers l'infini. On a :
1
Xoa(w) = — = (4.10)

U 2,2
mwy + Yw
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La quantité x7, (w)/w est constituée d’un unique pic lorentzien, centré en w = 0

et de largeur 2w3y~1 (Fig. 2).

X" xx(@) / @

Fig. 2. La fonction X7, (w)/w dans la limite visqueuse.

5. Fonction de réponse du déplacement

La fonction Xg.(t) se déduit de x,.(w) par transformation de Fourier
inverse :

~ 1 o —iw
Xz (t) = 5;/ Xez(w)e ™ dw. (5.1)

Nous donnerons son expression dans les deux cas considérés précédemment.

5.1. Fonction de réponse dans le cas v < 2w,

En introduisant lexpression (4.5) de X, (w) dans la formule (5.1), on
obtient, aprés intégration :

)Za:m(t) = G(t) maw,

La fonction de réponse du déplacement tend vers zéro en oscillant lorsque
t — oo. Dans le cas d’un oscillateur non amorti, ¥,;(¢) oscille indéfiniment
sans décroitre :

51nw1t€_7t/2

(5.2)

sin wot

Xzz(t) = O(1) (5.3)

mwo

5.2. Fonction de réponse dans la limite visqueuse

On utilise 'expression (4.8) de x,,{w). L'intégrale de Fourier inverse (5.1)

conduit & :

v U it/

Xzzx (t) = G(t);n_’ye o . (54)
La fonction de réponse du déplacement tend vers zéro sans osciller lorsque
t — oo.
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Complément 12.B

Polarisation électronique

1. Modéle semi-classique

En présence d’une onde électromagnétique non résonnante, un systéme
atomique acquiert une polarisation électrique. La fonction de réponse permet-
tant de la déterminer peut étre calculée dans le cadre d’'un modele semi-
classique, dans lequel Patome est quantifié tandis que le champ électro-
magnétique de l'onde est traité comme une grandeur classique. Ce modele
est suffisamment simple pour que la fonction de réponse et la susceptibilité
généralisée puissent étre obtenues directement. Ce calcul semi-classique per-
met notamment d’introduire la notion de force d’oscillateur associée a une
transition, et de justifier le modele de Lorentz (complétement classique) de
Pélectron élastiquement lié.

On considere donc un systéeme atomique avec un niveau fondamental
d’énergie €g et des niveaux excités d’énergie ¢,,, supposés non dégénérés pour
simplifier, auxquels correspondent des états propres |¢g) et |¢,). On suppose
que Patome, initialement dans 1'état fondamental |¢g), est excité par une onde
plane non résonnante! de fréquence angulaire w. Sous 'effet de cette excita-
tion, il apparalt un moment dipolaire électrique induit, oscillant a la fréquence
angulaire w et proportionnel au champ électrique de U'onde lorsque celui-ci est
faible.

Le champ électrique E(t) de Ponde, paralléle & 'axe Oz, est supposé
spatialement uniforme. La perturbation est décrite par le hamiltonien dipolaire
électrique :

H,(t) = —eE(t)x, (1.1)

dans lequel e désigne la charge de I'électron et x la composante de son déplace-
ment sur 'axe Ox. On cherche a calculer la moyenne hors d’équilibre du
moment dipolaire induit P = ex. Cette moyenne {P(t)), est définic par la
formule :

(P)), = e(¥(t)|lv(t)), (1.2)

L La fréquence angulaire w ne coincide donc avec aucune des fréquences angulaires de
Bohr wno = (en — €0)/h associées aux transitions s’effectuant & partir de |¢q).
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ont |¢(t)) représente I’état du systéme a Pinstant ¢. Dans le domaine linéaire,
on écrit {P(t}), sous la forme :

(P(t)), = / x(t —tYE@[)dt'. (1.3)
Dans Péquation (1.3), x(t) = €2X,.(t) désigne la fonction de réponse linéaire
de la polarisation.

2. Fonction de réponse de la polarisation

Pour calculer %(t), on prend pour le champ appliqué une impulsion en
fonction delta : F(t) = Ed(t). On suppose qu’avant I'application du champ
Patome se trouve dans son état fondamental. On a donc :

W) = e Mgy, t <0, (2.1)
et, juste avant Uapplication du champ (pour t =07) :
[$(07)) = |do). (2.2)

L’impulsion de champ provoque une discontinuité de I’état du systéme. On
peut déterminer cette discontinuité en intégrant ’équation de Schrodinger :

dly(t))
dt

ih = [Ho - eEd(t)x] [y(t)) (2.3)
entre les instants ¢ = 0~ et £ = 07. On obtient ainsi :
o+
in([6(O") — 10(07)) = —eBz | s®p(0)) dt. (2.4)
o-
Au premier ordre en perturbations, [¢(¢)) doit étre remplacé par |pg) dans
le second membre de V’équation (2.4). Il vient, compte tenu de la condition
initiale (2.2) :

i (1(07)) — l60)) = —eBelso). (2.5)
On en déduit Pétat atomique juste apres Papplication du champ? :
[(01)) = id0) — 7B D 1bu){dullen). (2:6)

L’état du systeme a un instant ¢ > 0 est donc :

(1)) = e lgo) - B Y e Mg alalde).  (27)

2 Onu a introduit la relation de fermeture oo lon){dn] = 1.
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Le moment dipolaire électrique induit moyen (P(t)), = e{¥(t)|z|p(t)) se
calcule a laide du vecteur d’état [¢(¢)) donné par la formule (2.7). L’élément
de matrice {Po|z|dg) étant nul par symétrie, on obtient au premier ordre en
perturbations :

2¢*E 9 .
(P(1), = == D_1(dnlzléo)l’ sinwnot, £ >0. (2.8)

n

La fonction de réponse linéaire du systéme atomique est donc :

X(6) = ()2 3 | (9nlaloo) st (2.9

3. Susceptibilité généralisée

Pour un champ appliqué harmonique E(t) = Re(FEe "), la réponse de
la polarisation s’écrit :

<P(t)>(L = Re [Ee”“’tx(w)]. (3.1)

La susceptibilité généralisée est définie par la formule x(w) = lim._, g+ x(w+i€),
avec :

x(w +ie) = Z( (dnlz|do)|* / sinwnot e dt. (3.2)

On obtient, I'intégration une fois effectuée :

1 1
— 1 n — .
x(w lmzl¢lx|¢0 ( w—wn0+ie+w+wno+ie)
(3.3)
Les parties réelle et imaginaire de x(w) sont :
S alotoo)” Lt
— n T —V V
h — 0 pw—wno pw+wn0
(3.4)

X'() = 5= D [nlldo) *[5(w — wao) = 8w + wno)].
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4. Comparaison avec le modele de Lorentz

Le modele de Lorentz est un modele completement classique, dans lequel
le mouvement, de I’électron est décrit comme celui d’une particule chargée liée3.
En présence d'une onde électromagnétique, ’électron est donc soumis & une
force de rappel proportionnelle a son déplacement, ainsi qu’au champ électrique
de 'onde. Son équation du mouvement est celle d'un oscillateur harmonique
(dont on désigne la fréquence angulaire propre par wg) en présence d’une force
extérieure :

d*z .
mos + mwiz = eE(t). (4.1)

4.1. Susceptibilité du modeéle de Lorentz

Si E(t) = Re(Ee™™") est le champ électrique d’une onde de fréquence
angulaire w, équation (4.1) possede, en régime stationnaire, une solution de
la forme :

z(t) = Re(ze ™). (4.2)

On écrit :
er = xa(w)E, (4.3)

olt Xe1(w) désigne la susceptibilité généralisée du modele de Lorentz (ou suscep-
tibilité classique). Pour la déterminer, on calcule tout d’abord yq(w + i€), et
I'on fait tendre ensuite € vers 0F. Pour ¢ fini, on obtient, en ne gardant au
dénominateur que les termes d’ordre € :

e? 1

c je) ~ — . 4.4
Xer(w €] m —w? + wi — 2iew (44)

A la limite ¢ — 0%, on obtient la susceptibilité généralisée du modéle de
Lorentz, dont les parties réelle et imaginaire sont :

, e? 1 1
Xel (w) —Vp + vp
w — Wy

2muwyg w + wyp

" (4.5)

Xalw) = 9w [5(01 —wp) — O(w +w0)].

4.2. Comparaison avec la susceptibilité semi-classique. Notion
de force d’oscillateur

Les formules (4.5) sont directement comparables aux formules semi-
classiques (3.4) (& la condition d’écrire ces derniéres pour le cas particulier

3 Ce modéle a joué historiquement un role trés important dans 1'étude des propriétés
optiques des milieux matériels.
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d’un systéme & deux niveaux € et €;). Il convient pour cela d’identifier la
fréquence angulaire propre wy de l'oscillateur du modele de Lorentz avec la
fréquence angulaire de Bohr wig = (€1 — €g)/h. Plus précisément, introduisant
la quantité :

2mw
fro == l{¢lalg0)" (46)
on peut écrire 'identité :
X(w) = flOX(:l (w)[wo—»wm] . (47)

La quantité fio est un nombre réel sans dimensions caractéristique de la tran-
sition |¢g) — |¢1), appelé force d’oscillateur de cette transition.

Plus généralement, pour un systéme a plusieurs niveaux, on introduit la
force d’oscillateur associée & la transition |¢g) — |@,), définie par la formule :

2mMwng

anZ A

(@ lelo) . (18)

Pour un hamiltonien non perturbé de la forme Hq = (p?/2m) + ¢(r), ot v
et p sont les opérateurs position et impulsion de 1’électron, il est possible de
démontrer la propriété suivante, dite régle de somme des forces d’oscillateur
(ou régle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn)*

> fao=1 (4.9)
On vérifie alors, a partir des formules (3.4) d’une part et (4.5) d’autre part,

les identités :
X' (@) = F0Xa (@) fwoswnol

" (4.10)
X'(@) =) FroX (@) we—wnol:
d’ou l'on déduit la relation :
X(w) = Z f‘nDXcl(w)[UJO—)wnO]' (411)

Le calcul semi-classique permet ainsi, pour une onde non résonnante, de
justifier le modele classique de Lorentz de I’électron élastiquement lié. La sus-
ceptibilité généralisée semi-classique apparait comme une combinaison linéaire
de susceptibilités généralisées du type de celle du modele de Lorentz. Les
fréquences angulaires propres des divers oscillateurs s’identifient aux fréquences
angulaires de Bohr de I’atome. La proportion d’oscillateurs ayant une fréquence
angulaire propre donnée est donnée par la force d’oscillateur associée a la tran-
sition correspondante.

4 Voir le chapitre 14 pour une discussion générale des régles de somme.
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Complément 12.C

Exemples de facteurs
de structure dynamiques

1. Les exemples

On présente ici deux exemples élémentaires de facteurs de structure
dynamiques. Les systémes considérés, constitués par un atome unique, libre ou
soumis & un potentiel harmonique, sont décrits par des équations du mouve-
ment extrémement simples. Dans des systémes plus réalistes tels qu'un fluide,
la détermination du facteur de structure dynamique met en jeu des équations
du mouvement beaucoup plus complexes, mais s’effectue cependant selon des

lignes analogues'.

2. Atome libre

On considére un atome unique de masse m, dont les opérateurs position et
impulsion sont désignés respectivement par rg et pg. Cet atome, libre, est sup-
posé en équilibre thermique & la température T'. Pour simplifier, on suppose que
la statistique & Véquilibre est la statistique classique de Maxwell-Boltzmann.
Le caractére quantique des équations du mouvement sera cependant pris en
compte.

2.1. La densité et sa transformée de Fourier

L’opérateur associé a I'interaction du rayonnement avec le systeme est la
densité n(r,t) = §[r — ro(t)]. La transformée de Fourier spatiale? de n(r,t),
définie par :

n{q,t) = /n(r,t) e dr, (2.1)

est :
n(g,t) = exp[—iq.ro(t)]. (2.2)

L Voir a ce sujet le complément 16.B.

2 Nous gardons la méme notation n(.,.) pour la densité n(r,t) et sa transformée de
Fourier spatiale n(q,t).
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Pour un atome libre, on a r¢(t) = ro + (po/m)t. On en déduit :

n(q,t) = exp [—iq.(ro + %t)]. (2.3)

On peut factoriser l'expression (2.3) de n{q,t) en un produit d’expo-
nentielles. 11 faut pour cela tenir compte du fait que les opérateurs ro(t) et
79 ne commutent pas. En utilisant U'identité de Glauber?, on aboutit, soit &
P'une, soit & l'autre, des deux expressions équivalentes suivantes :

hq?t :
n(g,t) = exp(—l 4 ) exp(—ipo—qt) exp(—iq.ro)
2m m
hq?t
n(q,t) = exp(
2m

(2.4)

) exp(—ig.rp) exp (—th> .
m

2.2. Fonction d’autocorrélation de la densité

La fonction d’autocorrélation de la densité est définie comme la moyenne
a P’équilibre du produit n(q, t)n(—gq,0). Celui-ci s’écrit, a Vaide de la premiere
des formules (2.4) appliquée & n(g,t), sous la forme :

n(qg,t)n(—q,0) = exp<~ i;l:];t) exp<\ip;qt). (2.5)

La moyenne sur la distribution de Maxwell-Boltzmann (fonction gaussienne
de po) une fois effectuée, on obtient :

(t+ih[3)}7

<n(q,t)n(*q, 0)> = exp {_q t o 8= (kT)_l. (2.6)

De méme, & Paide de la seconde des formules (2.4) appliquée & n(—gq,t),
on peut écrire :

n(q,0)n(—q,t) = exp(iijt> exp(i%ﬂt). (2.7

On en déduit :

q*t(t — z’hﬂ)]. (2.8)

(n(q,0)n(—q,t)) = exp [_ 2mp

3 Pour deux opérateurs A et B qui commutent chacun avec le commutateur [A, B], on a

I'identité de Glauber :

1
A+B _ LA B, (48]



358 Complément 12.C : Exemples de facteurs de structure dynamiques

Les quantités (n(q,t)n(—q,0)) et (n(qg,0)n(—g,t)) sont, 'une comime
lautre, invariantes par le changement g — —gq (c’est une conséquence du
fait que le systéme posséde la symétrie d’inversion » — —r). On vérifie la
condition de Kubo-Martin-Schwinger :

(n{q,0)n(—q,t)) = (n(—q,t — ihB)n(q,0)). (2.9)

2.3. Facteur de structure dynamique
Le facteur de structure dynamique est défini par la formule :
o .
S(@.o)= [ (n(a.tnl-g.0)e . (2.10)
—

On obtient, I'intégration une fois effectuée :

1/2 9\ 2
S(q,w) = <27Z:ﬁ> exp [«%(w — hi%) :l . (2.11)

A vecteur d’onde q donné, S{q,w) est une fonction gaussienne de w centrée
en w = hg?/2m. La variance ¢ kT /m de cette gaussienne augmente avec q et
avec la température. Le facteur de structure dynamique donné par la formule
(2.11) vérifie la relation de Uéquilibre détaillé S(q,w) = S(q, —w)elhv.

3. Atome dans un potentiel harmonique

On suppose maintenant que ’atome diffuseur évolue dans un potentiel
d’oscillateur harmonique isotrope. Dans la formule donnant la densité n(r,t),
Pexpression de 7o (¢) doit étre appropriée au potentiel dans lequel se trouve
Patome. Le caractére quantique des équations du mouvement et de la statis-
tique & I'équilibre sera pris en compte dans le calcul.

3.1. Fonction d’autocorrélation de la densité

L’expression du produit n(g, t)n(—q,0) fait intervenir les composantes xg
et xo(t) des opérateurs rg et 7o(t) le long du vecteur d’onde q :

n(q,t)n(—q,0) = exp[~igxo(t)] exp(igzo). (3.1)

On peut regrouper les deux facteurs figurant au second membre de 'équation
(3.1), en tenant compte du fait que zo(t) et xyp ne commutent pas? :

exp|—iqzo(t)] exp(igro) = exp(%q2 [20(2), .Z‘()]) exp|—iqro(t) + iqxo). (3.2)

4 On utilise de nouveau I'identité de Glauber.
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Pour un oscillateur de masse m et de fréquence angulaire propre wy, on a
zo(t) = 0 cos wot+(po/mwp) sin wot. Le commutateur [xo(t), zo] est un scalaire
qui n’a pas & etre moyenné. On a donc :

<n(q, tin(—q, O)> = exp(%(f [zo(t), x0]> <exp[—z’qx0(t) + iqato]). (3.3)

Pour déterminer la fonction d’autocorrélation de la densité, on est ainsi amené
& calculer la valeur moyenne & 1'équilibre d’une exponentielle d’opérateur de
la forme e?, dans laquelle Vopérateur A = —ig[xo(t) — xo] est une combinai-
son linéaire des opérateurs position et impulsion de l'oscillateur. En utilisant
lidentité® : )

(e?) = exp<A7>, (3.4)

applicable & ce type d’opérateurs, on obtient :
. . 1 )
<exp[—qug(t) + qu0]> = exp(—§q2<[m0(t) — $0]2>>. (3.5)
On en déduit :

(n(g, tyn(~q,0)) = exp(~a*[(a) — (o(t)ao)] )- (36)

La formule (3.6) fait intervenir la fonction d’autocorrélation (zo(t)xo),
ainsi que la moyenne (z3). On a :

h . ,
(zo(t)zo) = m[(l + ng)e™ 0t 4 nge™],

(3.7)

2\ __ h Bhwo
<x0> = o coth =5

ot ny = (ePhwo — 1)v1 désigne la fonction de distribution de Bose-Einstein a
la température T = (kﬂ)"l.

3.2. Analyse de I’expression de (n(q,t)n(—q,0))

La fonction d’autocorrélation (n(q,t)n(—q,0)) donnée par la formule (3.6)
ge présente sous la forme d’un produit de deux facteurs exponentiels. Le
premier d’entre eux, indépendant du temps,

hq? h
exp(—¢°(z3)) = eXp<_2rrZu§ coth b ;O) : (3.8)

5 Lidentité (3.4) est analogue & la formule de théorie des probabilités donnant la valeur
moyenne de 'exponentielle d’une variable aléatoire gaussienne centrée.
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est appelé facteur de Debye-Waller et noté e WD) e second facteur, qui
dépend du temps,
2 FLQQ —iwqpt iwgt
exp(q <x0(t)a:0>) = exp —[(1 + ngle ot + nge' ] , (3.9)
2muwyg

peut s’écrire sous la forme équivalente :

hg? —dwgt 2o iwgt— 2o
eXp(q2<x0(t)$0>):exp<m{e( twol+—3 )+e( ot 2 )})

(3.10)
En posant :
hq?
=— 3.11
Y 2muwy sh@ ( )

on peut réécrire I'expression (3.9) de exp(q?(zo(t)zo)) a I'aide du développe-
ment en série suivant :

o0}
exp[%y(x+%)] =3 aM(y),  n=0+142,..., (3.12)

ou les I,(y) sont les fonctions de Bessel modifiées de premiere espece. On
obtient finalement la formule :

(n(q, t)n(—q,0)) = e 2V @ N [, (y)ernfhwoinuot, (3.13)

n=—oo

3.3. Facteur de structure dynamique

Le facteur de structure dynamique correspondant se calcule par transfor-
mation de Fourier selon la formule (2.10). On obtient :

S(q,w) = 9re2W (@)t 3 8hw Z I, (y)d(w — nuwy). (3.14)

n=—00

Le facteur de structure dynamique donné par la formule (3.14) vérifie la rela-
tion de 'équilibre détaillé® S(q,w) = S(q, —w) ™ (le systeme possede la
symétrie d’inversion).

Dans la somme figurant au second membre de I’équation (3.14), le terme
n = 0 correspond & un processus de diffusion élastique au cours duquel il
n’y a pas d’échange d’énergie entre le rayonnement et la cible. Les termes
n = %1 représentent les contributions a un quantum au facteur de structure
dynamique. Les termes avec des valeurs plus élevées de |n| représentent les
contributions a plusieurs quanta.

5 Pour le montrer, on utilise la propriété suivante des fonctions de Bessel modifiées :
I_n(y) = In(y).
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Chapitre 13

Théorie générale
de la réponse linéaire

La théorie de la réponse linéaire est un formalisme général applicable a
tout systéme physique faiblement écarté de I’équilibre. Elle permet d’exprimer
les fonctions de réponse linéaire et les susceptibilités généralisées en termes
de fonctions de corrélation a I'équilibre des variables dynamiques concernées.
Par exemple, dans le cas de la réponse 4 un champ extérieur appliqué, I'une
des deux variables représente la grandeur conjuguée du champ et Pautre la
grandeur dont on mesure la valeur moyenne hors d’équilibre. Le calcul des
fonctions de réponse lindaire repose sur un développement de perturbations
au premier ordre de l'opérateur densité (ou de la fonction de distribution)
du systéme couplé au champ. Les expressions ainsi obtenues constituent les
formules de Kubo.

Dans ce chapitre, aprés avoir introduit ce formalisme général et établi
les formules de Kubo, on étudie les propriétés de symétrie des fonctions de
réponse linéaire et des fonctions de corrélation a 'équilibre. Certaines de ces
propriétés dépendent de la facon dont les variables dynamiques concernées se
comportent sous 'effet du renversement du temps. Les formules de Kubo de
la théorie de la réponse linéaire permettent ainsi de démontrer les relations de
réciprocité d’Onsager.
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1. Objet de la théorie de la réponse linéaire

Une méthode trés couramment utilisée pour effectuer des mesures sur un
systéme physique est de le soumettre & une force extérieure et d’observer la
maniere dont il y répond. Pour que le résultat d’une telle expérience refléte
convenablement les propriétés intrinseques du systéme, la perturbation créée
par la force doit étre suffisamment faible.

Dans ce cadre tres général, trois types distincts de mesures peuvent étre
effectués : des mesures de réponse proprement dite, des mesures de suscepti-
bilité consistant & déterminer la réponse du systéme & une force harmonique, et
enfin des mesures de relaxation dans lesquelles, apres avoir supprimé une force
appliquée pendant un temps tres long, on s’intéresse au retour du systeme
a l’équilibre. Les résultats de ces trois types de mesure sont décrits respec-
tivement par des fonctions de réponse, des susceptibilités généralisées et des
fonctions de relaxation. Dans le domaine linéaire, ces quantités ne dépendent
que des propriétés du systeme non perturbé et sont reliées les unes aux autres.

L’objet de la théorie de la réponse linéaire est de permettre, pour chaque
probléme physique spécifique, de déterminer les fonctions de réponse, les suscep-
tibilités généralisées et les fonctions de relaxation. Dans le domaine linéaire,
ces quantités s’expriment a I’aide de fonctions de corrélation a 1’équilibre des
variables dynamiques concernées du systéme non perturbé. Les expressions
correspondantes constituent les formules de Kubo. Pour les établir, on se fonde
sur un développement au premier ordre de opérateur densité du systeme par
rapport & la perturbation créée par le champ extérieur.

2. Evolution au premier ordre de l'opérateur densité

Au niveau microscopique, les systémes physiques sont généralement décrits
par la mécanique quantique (toutefois, dans certains cas, par exemple pour
traiter les degrés de liberté de translation des molécules d’un gaz ou d’un
liquide, on utilise des équations microscopiques classiques). Nous adopterons
la représentation de Schrédinger (ou le point de vue classique analogue), dans
laquelle les propriétés d’un systeme sont déterminées a ’aide de son opérateur
densité (ou de sa fonction de distribution dans I’espace des phases). Ce sont
ces quantités dont nous allons, pour commencer, déterminer I’évolution au
premier ordre en perturbations.

2.1. Réponse d’un systéme isolé

On considere un systéme physique, initialement & 1’équilibre thermody-
namique et décrit par un hamiltonien Hy indépendant du temps. L’opérateur
densité correspondant est désigné par py. Pour un-systéme en équilibre avec
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un thermostat & la température T, pg est I'opérateur densité canonique' :

1 _
po = e AHo g (kT)"". (2.1)

A partir d’un instant initial ¢, (que l'on fera tendre in fine vers —oo), on
isole le systéme du thermostat et on lui applique un champ extérieur a(t), sup-
posé uniforme dans espace?. La perturbation est décrite par le hamiltonien® :

Hy(t) = —a(t) A, (2.2)

ol A est lopérateur hermitique* associé a la grandeur conjuguée du champ
a(t). Le hamiltonien du systéme perturbé est :

H = Hy + Hy(t). (2.3)

Pour t > tg, le systéme est isolé. Son opérateur densité p(t) obéit a
Péquation de Liouville-von Neumann :

dil—(tt) = —iLp(t), (2.4)

ot £ désigne I'opérateur de Liouville associé au hamiltonien total®. Nous nous
proposons de déterminer, au premier ordre en perturbations, la solution de
'équation (2.4) satisfaisant & la condition initiale p(ty) = po.

2.2. Evolution de I’opérateur densité en régime linéaire

L’opérateur de Liouville est la somme de deux termes :

| s’agit de la situation la plus fréquente, ¢’est pourquoi nous ferons couramment cette
hypothese par la suite. Toutefois, en principe, dans la théorie de Kubo, la distribution a
I’équilibre n’est pas nécessairement la distribution canonique.

2 Le cas d’'un champ non uniforme sera traité au paragraphe 9.

3 Les forces dont I'effet peut se décrire par un hamiltonien du type (2.2) sont appelées
forces mécaniques. 1l existe d’autres sortes de forces, dont 'effet ne peut s’exprimer de
cette maniere. Par exemple, des inhomogénéités de température ou de potentiel chimique
controlées de ’extérieur produisent au sein d’un systéme des forces généralisées qui donnent
lieu & un flux de chaleur ou & un flux de particules. De telles forces sont appelées forces
thermiques internes. 1’étude de la réponse a ce type de forces sera abordée au chapitre 16.

4 De maniére générale, le hamiltonien de perturbation Hi(t) peut se présenter comme
une somme du type — »_; a;(t)A;. L'effet de chacun des termes de la somme peut étre étudié
séparément en régime linéaire. Dans une telle situation, chacun des opérateurs A4; n’est pas
nécessairemnent hermitique (I’hermiticité globale de Hi(t) exige seulement que, si A4; = A;f,

Ion ait a; = aj).

5 Nous utilisons dans cette premiere étape le formalisme de l'opérateur de Liouville, qui
permet de traiter formellement d’une maniére unifiée les problemes classiques et quantiques.
Nous emploierons dans tous les cas le terme d’opérateur densité et la notation p(t) (pour un
systéme classique, il s'agira en fait de la fonction de distribution dans I’espace des phases).



366 Chapitre 13 : Théorie générale de la réponse linéaire

Cette décomposition correspond a la décomposition (2.3) du hamiltonien.
De méme, l'opérateur densité peut s’écrire sous la forme :

p(t) = po + dp(t). (2.6)

En substituant les expressions (2.5) et (2.6) de £ et de p(t) dans I’équation
(2.4), il vient, puisque iLgpy = 0 :

dop(t . . .
—dpf(—) = —iLypg — 1Lodp(t) — iL16p(t). (2.7)
Le dernier terme du second membre de I’équation (2.7) est d’ordre supérieur.
Pour obtenir la correction au premier ordre a pg, on a donc a résoudre I'équation
d’évolution :
ddp(t)

T = —Z'Elp() - zﬁoép(t), (28)

avec la condition initiale dp(tg) = 0.
Pour cela, posons dp(t) = e £otP(t). L'équation d’évolution de F(t)
g'éerit : JF (1)
al t s
T = —1ie Eotﬁlpo‘ (29)

La solution de 'équation (2.9) correspondant & la condition initiale F'(tg) = 0
est :

t
F(t) = —i/ 6i£0t/[,1p0 dt’. (210)
to

On en déduit 'expression de dp(t) :

t
Sp(t) = —i / e o=t £y po dt’. (2.11)

to

La simplification majeure provenant de ’hypothese de linéarité est la présence
de l'opérateur de Liouville non perturbé dans 'exposant de I'opérateur d’évolu-
tion.

A ce stade, il convient de préciser la signification® de £, pg :

(H,. pol- (2.12)

S|

Lipo =

La formule (2.11) s’écrit donc :

t
plt) = 1 / O H pol d, (2.13)

to

6 Tes notations du cas quantique étant plus familiéres, c’est ce dernier que nous choisis-
sons de développer ici, le cas classique étant traité en appendice & la fin de ce chapitre.
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soit, en tenant compte de P'expression (2.2) du hamiltonien de perturbation :

t
Sp(t) = ¢ / a(te o=t A poldt’. (2.14)

to

Dans la formule (2.14), Uopérateur A, écrit en représentation de Schrodinger,
ne dépend pas du temps. Par ailleurs, 'opérateur de Liouville £y n’agit que
sur A et non sur pg, puisque py et Hy commutent. On a donc :

o(t) = 1 [ a®)A'(e 0, ol (2.15)

to

ot Al(t) = ebot A = eHot/h pe=tHot/h Jésigne I'opérateur A en représentation
d’interaction (c’est-a-dire en représentation de Heisenberg par rapport au
hamiltonien non perturbé Hy).

Apres passage & la limite t, — —o0, il vient :

Sp(t) =~ / (VAT — 1), po) dt'. (2.16)

3. Fonction de réponse linéaire

3.1. Formule de Kubo

On s'intéresse 3 'effet de la perturbation décrite par Hy(t) sur ’évolution
temporelle de la valeur moyenne hors d’équilibre (B(t)), d’une grandeur phy-
sique représentée par un opérateur hermitique B. Cette moyenne s’écrit en
représentation de Schrédinger sous la forme :

(B(t)) = Tr[p(t)B]. (3.1)
On obtient, en utilisant la décomposition (2.6) de 'opérateur densité,
<B(t)>a = (B) + Tr[ép(t)B], (3.2)

ou (B) = Tr(pOB) désigne la valeur moyenne de B a Péquilibre. On suppose
pour simplifier que B est centrée, c’est-a-dire que (B) = 0.

Dans ces conditions, on déduit de la formule (2.16) pour §p(t) I’expression
au premier ordre en perturbations de (B(t)), :

(B(t)), = i/ a(t)Tr([AT(t' —t), po| B) dt'. (3.3)

—o
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Il vient, en utilisant l'invariance de la trace par permutation circulaire des
opérateurs :

(B(1)), = % / a(t'YTe([B, A'(¢' — )]po) dt’. (3.4)

— 00

La quantité Tr([B, A! (t' —1)]p) n’est autre que la valeur moyenne & I'équilibre
([B, AT(t'—1)]). Il est donc possible d’effectuer une translation de ses arguments
temporels sans la modifier et d’écrire” :

7

(B(t)), = E/, a(t' ([B(t - t), A])dt'. (3.5)

La réponse (B(t)), au premier ordre en perturbations est de la forme :

[e )

<B(t)>a:/ XBAa(t —ta(t)dt'. (3.6)

— 00

La formule (3.5) montre que la fonction de réponse linéaire x pa(t) s’exprime
& l'aide d’une valeur moyenne a 'équilibre d’un commutateur de variables
dynamiques du systéme non perturbé. L’une de ces variables, A, représente la
grandeur conjuguée du champ appliqué, Pautre, B, la grandeur dont on mesure
la valeur moyenne hors d’équilibre.

L’expression obtenue pour la fonction de réponse,

xpa(t) = %@(t)([B(t),A]), (3.7)

oi1 ©(t) désigne la fonction de Heaviside, est la formule de Kubo® pour {pa(t).
La moyenne figurant dans la formule (3.7) est une moyenne a léquilibre
calculée a Vaide de I'opérateur densité pg. Si I'un ou l'autre des opérateurs
A ou B commute avec Hp, la fonction de réponse linéaire Ypa(t) s’annule.

3.2. Expression de xpa(t) 4 I’aide des états propres et des valeurs
propres de Hy

On désigne par {|¢,)} une base d’états propres de Hy, d’énergies €, (les
niveaux sont supposés non dégénérés). C'est aussi une base d’états propres

7 Tandis que {B(t)), désigne la valeur moyenne hors d’équilibre de B, une quantité
telle que ([BI(t — t'), A]) désigne une moyenne a I'équilibre d’un commutateur de variables
dynamiques en représentation d’interaction. Aucune erreur d’interprétation n’étant possible,
nous supprimerons dorénavant ’indice supérieur I pour les opérateurs en représentation
d’interaction figurant dans les fonctions de réponse et les fonctions de corrélation associées.

8 La formule classique analogue & la formule (3.7) est démontrée en appendice a la fin
de ce chapitre.
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de po, puisque pp et Hy commutent. On peut réécrire la formule (3.7) sous la
forme :

2ma(t) = £0() Y (6nllB(0), Alooln), (39

n

soit?, en désignant par II, = (¢n|po|én) la population a I'équilibre de I’état
160) |
> ¢ bW tw
XBalt) = ﬁG(t)ZHn (BngAgne™rtt — ApgBgne™nt) . (3.9)
n,q

On peut aussi écrire, en intervertissant les indices n et ¢ dans la deuxieme
somme au second membre de I’équation (3.9) :

o i iw
XBa(t) = ‘ﬁ(")(t) Z(Hn — ) BrgAgne™". (3.10)

n.,q

Ainsi, la fonction de réponse X g 4 (¢) apparait comme une superposition d’expo-
nentielles imaginaires oscillant aux fréquences angulaires de Bohr du systeme
non perturbé. Pour un systéme possédant un nombre fini de degrés de liberté,
le spectre de Hy est discret, et il en est de méme du spectre de Fourier de
xBA(t). La fonction de réponse est alors une somme dénombrable de fonctions
périodiques. Une telle fonction ne tend pas vers zéro lorsque ¢ — oo : un
systéme fini posseéde donc en ce sens une « mémoire » infiniment longue!?.
Nous allons illustrer cette propriété de la fonction de réponse sur deux exemples
simples.

e Oscillateur harmonique

La fonction de réponse ¥..(t) du déplacement d’un oscillateur harmonique
de masse m et de fréquence angulaire propre wy est une fonction sinusoidale
oscillant & la fréquence angulaire wy :

sin wot

Xaa(t) = O(1) (3.11)

mwo

e Atome perturbé par un champ électrique

Revenons sur I’exemple de la fonction de réponse ;. (t) permettant de cal-
culer la polarisation d’un systéme atomique perturbé par un champ électrique
dans le cas ot 'atome non perturbé se trouve dans son état fondamental |¢o).

9 Dans la formule (3.9), les quantités Wnq = (€n — €q)/h sont les fréquences angulaires
de Bohr du systéme non perturbé.

10 7 s’agit ici d’un systéme fini décrit par un hamiltonien. Ceci exclut un systéme tel que
l'oscillateur amorti par frottement visqueux, dont la fonction de réponse du déplacement
tend vers zéro lorsque t — oo.
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L’opérateur densité correspondant est le projecteur pg = |[do){¢o]. Il s’agit
donc d’un calcul a température nulle.

Les formules (3.7) et (3.9) s’écrivent simplement dans ce cas :

Kaalt) = 30(0) (ol [2(0), 21160), (312)

et (les populations des différents niveaux étant Ily = 1,11, = 0) :

iy i LW, tw
Xzz(l) = E@(t) Z(m()nwnoe ot o R Tnoe "”t). (3.13)

n

Ainsi, la fonction de réponse de la polarisation d’'un atome, initialement dans
son état fondamental |¢g) et perturbé par un champ électrique, est une somme
de fonctions sinusoidales :

Cox(t) = O3 Y {dolelgn) [ sincnot. (3.14)

La formule (3.14) est en accord avec le résultat du calcul direct effectué
précédemment.

On vérifie sur ces deux exemples que, dans un systeme fini, la fonction
de réponse ne tend pas vers zéro lorsque ¢ — oo. Dans un gystéme infini en
revanche, le spectre de Fourier de la fonction de réponse est continu. Celle-ci
tend donc vers zéro lorsque t — oo.

4. Relation avec la fonction de corrélation canonique

On s’intéresse ici & un systéme initialement en équilibre avec un thermo-
stat & la température T, pour lequel pg est opérateur densité canonique (2.1).
La population & Péquilibre de ’état |¢,,) est donc :

1
T, = Ee*ﬁfn. (4.1)

Dans ces conditions, la valeur moyenne {[B(t), A]) intervenant dans la formule
(3.7) peut étre rééerite de fagon plus simple (sans commutateur).

Pour calculer ([B(t), A]) = Tr([A, po] B(t)), on utilise I'identité suivante'! :

8
[A, e PHo] = ¢~ PHo / eMo[Hy, Ale™ o d), (4.2)
0

1 on peut vérifier I'identité (4.2) en calculant les éléments de matrice des deux membres
sur la base {|¢n)}.
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Compte tenu de la formule (4.2) et de I'équation d’évolution de I'opérateur A
(ihA = [A, Hyp]), on peut écrire :

B ,
[A, po] = —ihpo /0 e A= o g\, (4.3)

La fonction de réponse (3.7) apparait ainsi sous la forme :
B ,
Ba(t) = @(t)/ {ero Ae= Mo B(t)) dA. (4.4)
0

On introduit la fonction de corrélation canonique de Kubo K g 4(t), définie
de la facon suivante :

. 1 /P
KBA(t)ZB/O (A(=ihN)B(t)) dX. (4.5)

Dans la formule (4.5), A(—ih)\) = eMloAe o désigne l'opérateur A en
représentation d’interaction au temps imaginaire —ihA.

La formule (4.4) montre que la fonction de réponse ypga(t) d’un systéme
initialement en équilibre avec un thermostat a la température 7' s’exprime en
termes de la fonction de corrélation canonique!? de B avec A :

XBa(t) = BOMK 5 4(1). (4.6)

5. Susceptibilité généralisée

La réponse linéaire (B(t)), & un champ appliqué a(t) de transformée de
Fourier a(w), conjugué d’une grandeur A, a pour transformée de Fourier :

(B)), = xsa@)a(w). (5.1)

La susceptibilité généralisée xpa(w) est la transformée de Fourier au sens des
distributions de la fonction de réponse Xp(t). Pour I'obtenir, on calcule tout
d’abord :

xpalw i) = / Tmalt)ele < dt, (5.2)
0

12 La formule classique correspondant & la formule (4.6) est démontrée en appendice 4 la
fin de ce chapitre.
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puis :
xpalw) = lir(r)l+ xpa(w + i€), (5.3)

Si 'on exprime Y¥p4(t) & laide de la formule (3.10), on obtient pour xga(w)
I’expression :

1
XBa(w Z(H Ug)BrgAgn lim, ————— (5.4)

e—0t Wyn — W — 26

Il est utile, z étant Paffixe d’un point du demi-plan complexe supérieur,
d’introduire la transformée de Fourier-Laplace xpa(z) de xpa(t) :

xBA(2) :/ xBa(t)e izt dt, Smz > 0. (5.5)
0

En utilisant une fois encore la formule (3.10), on obtient :

1
xBa(z =5 Z qun—TZ' (5.6)

Wan

La formule (5.6) fait apparaitre les singularités de xpa(2) : & chaque fréquence
angulaire de Bohr wg,, du systéme est associé un pole de xp4(z) sur Paxe réel.
Pour un systéme fini décrit par un hamiltonien, les poles de xp4(2) restent
séparés les uns des autres par une distance minimale. Il est alors possible de
définir xpa(z) dans tout le plan complexe (& ’exception des pdles) par un
prolongement analytique direct de la formule (5.6). Revenons & ce propos sur
les deux exemples considérés précédemment.

e Oscillateur harmonique
On a, pour tout z # Fwyg :

Yo (2) = — <— ! ) (5.7)

2muwy Z—wg 24w

e Atome perturbé par un champ électrique

Pour un atome initialement dans son état fondamental |¢g) et perturbé
par un champ électrique, on a, pour tout z # *wyg :

e hZ|¢o|$I¢n ( Loy ) (5.8)

Wno Z + Wno

De maniere générale, lorsque la taille du systeme tend vers l'infini, les
poles de xpa(z) se resserrent. A la limite d’un systéme infini, ils forment un
continuum. L’ensemble discret de péles situés sur I'axe réel devient alors une
coupure et la formule (5.6) n’est valable que pour Smz # 0. 1l convient alors
d’introduire une fonction caractérisant la densité de poéles sur P'axe réel en
fonction de w : c’est la fonction spectrale £ga(w).
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6. Fonction spectrale

6.1. Définition

La fonction spectrale £ga(w) est définie par :

{palw =7 Z ) BrgAgnd{wgn — w). (6.1)

Seuls les termes avec n # ¢ de la double somme au second membre de la formule
(6.1) fournissent une contribution non nulle a g 4(w). Comme la fonction de
réponse, la fonction spectrale s’annule si 'un ou 'autre des opérateurs A ou
B commute avec Hy.

Les opérateurs A et B ayant été supposés hermitiques, on a la propriété :

{palw) = Eap(w). (6.2)

6.2. Transformée de Fourier inverse

La transformée de Fourier inverse de g 4(w) est, par définition :

Epalt / Ea(w)e ™ dw. (6.3)

En reportant dans la formule (6.3) Uexpression (6.1) de £ga{w), on démontre

la formule : .

Ealt) = 3 ([B(), A)). (64)

En comparant la formule (6.4) avec la formule de Kubo (3.7) pour la fonction
de réponse, on vérifie la relation :

xBa(t) = 2i0(t)Epa(t). (6.5)

Dans le cas particulier B = A, on a 44(w) = x4 4(w)-

6.3. Représentation spectrale de xpa(z)

Les formules (5.6) et (6.1) montrent que I’on peut écrire une représentation
spectrale de xpa(z) en termes de £pa(w) :

1 /7 épalw)

xpa(z) = — e dw. (6.6)
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A la différence de la définition intégrale (5.5), valable seulement pour Sm z > 0,
la représentation spectrale (6.6) permet de définir x g4 (2) en tout point d’affixe
z situé en dehors de 'axe réel.

On a la propriété (valable pour tout z en dehors de 'axe réel) :

Xpa(z) = xan(z"). (6.7)

Sur Paxe réel, on a, d’aprés la formule (5.2) et la formule (6.6) (écrite pour
2= w+ie)

1. €pa(w’)
w) = — lim —_—
XpaWw) Ten0t ) W —w—1ie

dw'. (6.8)

La fonction xga(z) définie par la représentation spectrale (6.6) prend des
valeurs différentes de part et d’autre de la coupure :

el—i)r& xBAlw + i€) # Egrg+ xBalw — i€). (6.9)
Ona:
lir(r)1+ xBalw + i€) — lir(r)1+ xpA(w —i€) = 21 €palw). (6.10)

La fonction spectrale £p4(w) représente donc, au facteur (2i)”' prés, la
différence entre les valeurs prises par xpa(z) au bord supérieur et au bord
inférieur de la coupure au point d’abscisse w = Rez. Le premier terme du
premier membre de I’équation (6.10) n’est autre que ypa(w), tandis que le
second terme, qui fait intervenir xpa(w — t€) = x%plw + d€), est égal a
lim, o+ xBa(w — i€) = x% g(w). La formule (6.10) s’écrit donc :

€54(0) = 5= Desale) —Xan()]. (611)

En général, les susceptibilités xga(w) et x ap(w) ne sont pas égales, et la fonc-
tion spectrale {p4(w) ne s’identifie pas avec la partie imaginaire de xpa(w).
Toutefois, dans le cas particulier B = A, on a :

§aa(w) = Smxaaw) = Xaa(w). (6.12)

Dans le cas d'un systéme fini, ég4(w) est une somme dénombrable de
distributions de Dirac. Ce n’est donc pas une fonction, mais une distribution.
Nous donnons ci-dessous son expression dans les deux exemples simples déja
considérés.

e Oscillateur harmonique
On a:
v

rs(@) = Xial) = 5= [ - wn) ~ 8w +un)]. (6.13)
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e Atome perturbé par un champ électrique

La fonction spectrale £;,(w) pour un atome, initialement dans son état
fondamental |¢o) et perturbé par un champ électrique, s’écrit :

o) = Xiaw) = £ D bolalén) [w —wno) = 8w + wno)]. (614)

7. Relaxation

Lors d’une mesure de relaxation, le systéme est tout d’abord soumis a
un champ a(t) pendant un temps suffisamment long. Le champ est ensuite
soudainement coupé. On étudie alors la relaxation d’une grandeur B, c’est-
a-dire la maniére dont la valeur moyenne hors d’équilibre (B(¢)), tend vers
la valeur moyenne & I'équilibre!® (B). On désigne par §(B(t)), 'écart a la
moyenne (B(t)), — (B).

7.1. Préparation d’un état hors d’équilibre

A Dlinstant initial (qui sera pris égal & —o0), le systéme est en équilibre
avec un thermostat. On 'isole alors du thermostat et on lui applique un champ
a(t) de la forme :

a(t) = ae™O(—t), 7> 0. (7.1)

Le champ atteint sa valeur finale a en un temps caractéristique de Yordre de
n~! (Fig. 1). Le systeme s’écarte ainsi progressivement de 1'état d’équilibre
initial. Dans la limite n — 0", la perturbation est établie adiabatiquement.

a(t)

Fig. 1. Le champ a(t).

A Vinstant ¢ = 0, on coupe brusquement le champ. Le systéme évolue alors
librement sous l'effet de Hy seul. Le comportement de §(B(t)), pour ¢t > 0
décrit la relaxation de B a partir de ’état hors d’équilibre atteint & ¢t = 0. Le
champ appliqué est supposé suffisamment faible pour que la relaxation puisse
étre convenablement décrite par une théorie linéaire.

13 1a grandeur B n’est pas ici supposée centrée.
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7.2. Détermination de §(B(t)),

On a, en régime linéaire,

§(B(t)), = a/jo e O(—t")Xpalt — t') dt, (7.2)
soit : o
§(B(t)), = ae”t/t Ypalte™ ™ dt'. (7.3)

A la limite 7 — 0%, on obtient la formule :
6(B(t)), = a/ xpa(t')dt, (7.4)
t

ol l'intégrale [ xpa(t')dt’ est définie comme lim,_,q+ = xpa(t)e ' dt’. La
formule (7.4) est valable aussi bien pour ¢ < 0 que pour ¢ > 0.
o Cast <0

Pour ¢ < 0, la borne inférieure effective de I'intégrale au second membre
de I’équation (7.4) est 0. On a donc :

5(B(1)), ;o = @ lim XBAa(t)e < dL. (7.5)

e—0t Jg

La formule (7.5) montre que l’écart a 'équilibre de la valeur moyenne de
B pour t < 0 ne dépend pas du temps et s’exprime comme le produit de
lamplitude a du champ appliqué par la susceptibilité statique ypa(w = 0) =
lime o+ fooo Xpa(t)e <t dt :

6<B(t)>a¢$0 = aXBA(W — O) (76)

e Cast>0

Pour ¢ > 0, on part de la formule (7.4), réécrite sous la forme :

6<B(t)>a7t20 =axpa(w=0)— a/o xpal(t)dt'. (7.7)

On calcule le second terme du second membre de I’équation (7.7) en utilisant
la formule de Kubo (4.6), réécrite sous la forme :

B
%a(t) = =6(0) [ (AN B() (7.8)

L’intégration sur le temps une fois effectuée, on obtient & partir de la formule
(7.7) Vexpression de §{B(t)}), pour ¢ > 0 :

B 8
6<B(t)>a)t>0 =axpalw = 0)+a/0 (A(=ihN)B(t)) d)\—a/ (A(—ihX\)B) dA.
= 0
(7.9)
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7.3. Formule de Kubo pour la susceptibilité statique

La susceptibilité statique joue un role central dans le calcul de §(B(t))q,
aussi bien pour ¢t < 0 (formule (7.6)) que pour ¢t > 0 (formule (7.9)). On a, en
utilisant expression (7.8) de la fonction de réponse :

xalw=0)= — lim [ e / —ihA)B(t)) dAdt. (7.10)

e—0t

Pour en déduire une formule de Kubo pour xp4(w = 0), on effectue une
intégration par parties & € > 0 fini de 'intégrale sur le temps dans la formule
(7.10). 11 vient :

8 o0 B
xBa(w = 0) :/ (A(—ihM\)B) dX — hr&e/ e‘et/ {A(—ihA)B(t)) dAdt.
0 e 0
(7.11)
Les éléments de matrice de B(t) oscillent aux fréquences angulaires de Bohr
du systéme non perturbé. On a donc' :

lim e/ *d/ (A(—iRA)B(t)) dxdt = B(A°BY). (7.12)

e—0t

Dans la formule (7.12), les opérateurs A° et B sont définis'® par leurs éléments
de matrice sur la base propre de Hy :

0 (PnlAldy), En=E,
(Pn|A%|Bq) = 0 B 4E (7.13)

On en déduit Pexpression de la susceptibilité statique'®

B
xBA(w = 0) = /0 (A(—ihA)B) dXx — B(A°BY). (7.14)

La formule (7.14) fait intervenir la fonction de corrélation canonique & temps
égaux Kp_po 4 a0 (t=0):

xpalw=0)=pBKg poa_a(t=0). (7.15)

4 On atilise la formule :
lim e ” e c Tt g — 0, v#0
e—0t 0 1, v =0.

15 G les niveaux d’énergie de Ho ne sont pas dégénérés, les opérateurs A® et B° ne
possedent que des éléments diagonaux sur la base propre de Hp. Ils peuvent alors étre
appelés parties diagonales des opérateurs A et B par rapport & Hy.

16 Une discussion plus compléte de la susceptibilité statique est présentée en appendice a
la fin de ce chapitre. On y compare notamment la susceptibilité statique xpga(w = 0) avec
la susceptibilité isotherme XEA'
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Si 'un ou autre des opérateurs A ou B commute avec H®, la susceptibilité
statique s’annule.

7.4. Fonction de relaxation

Pour ¢ <0, Pécart a 'équilibre de la valeur moyenne de B est proportion-
nel & xpa(w = 0) (formule (7.6)). On a donc, en utilisant la formule de Kubo
(7.15) :

{;6<B(t)>ait§0 = (Iﬂf(B_BoyA_Au(t = 0) (716)

Pour t > 0, la grandeur B relaxe. En introduisant la formule de Kubo
(7.15) pour xpa(w = 0) dans la formule (7.9), on obtient :

B
5(B(1), 10 =a /O (A(—hNB()) dA — aB(A°B%),  (7.17)

soit :

6<B(t)>a,t_>_0 = aﬂf(B‘BOVA‘AO (t) (718)

Ainsi, la rel~axation de B pour ¢ > 0 fait intervenir la fonction de corrélation
canonique Kp_pgao a_a0(t). La formule (7.18) est la formule de Kubo pour la
relaxation.

On peut introduire la fonction de relaxation ®p(t), définie pour t > 0
par :

Dpalt) = BKp_poa_ao(t),  t>0. (7.19)
On a:
6<B(t)>a,t20 =a®pal(t). (7.20)

D’aprés la formule (7.4), la fonction de réponse et la fonction de relaxation
sont reliées par :

Dpa(t) :/ xpa(t')dt, t>0. (7.21)
¢
On a, inversement :
. d .
xXpa(t) = ——®pa(t), lim ®p4(t) =0, t>0. (7.22)
dt t—oco
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7.5. Lois de relaxation usuelles

Les processus de relaxation peuvent souvent étre décrits en termes d’une
fonction de relaxation exponentielle :

d(t)y=etT,  t>0. (7.23)

11 s’agit de la relaxation de Debye'”. La fonction de relaxation (7.23) est
completement caractérisée par le temps de relaxation 7 et la condition ini-
tiale ®(0) = 1.

Dans beaucoup de systémes cependant'®, les dynamiques de relaxation
s’écartent des lois exponentielles (et sont généralement beaucoup plus lentes).
Les processus de relaxation sont alors décrits au moyen de diverses autres
fonctions, par exemple a laide de la loi de Kohlrausch-Williams-Watts (ou
exponentielle étirée),

o(ty=e @ 0<p<1,  t20 (7.24)

ou bien d’une loi du type :

m”zfiéﬁﬁ’ 550, >0, (7.25)

décroissant pour ¢ > 7 comme une loi de puissance.

7.6. Détermination des fonctions de corrélation a I’équilibre a
partir des fonctions de réponse linéaire

Il s’agit de la problématique inverse de celle qui a été développée jusqu’ici
dans ce chapitre : grace aux formules de Kubo, il est possible d’obtenir les fonc-
tions de corrélation & I’équilibre & partir des fonctions de réponse correspon-
dantes dans une situation faiblement hors d’équilibre, ce qui présente un intérét
pratique dans les cas ou ces fonctions de réponse peuvent étre déterminées de
maniere indépendante.

Par exemple, certains problemes de relaxation en régime linéaire peuvent
se traiter en calculant directement & partir des équations linéarisées du mou-
vement la transformée de Fourier-Laplace 6(B(z)), de §(B(t))q :

5(B(2)), = /0 TS(B) Gt d, Smz> 0. (7.26)

17 Le modéle de Debye de la relaxation diélectrique est décrit dans le complément 13.A.

18 1] en est par exemple ainsi dans les verres de spin et les verres structuraux, ainsi que
dans d’autres systémes complexes.
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En régime linéaire, 6(B(z)), est relibe & xpa(z). On obtient en effet, & partir
des formules (7.7) et (7.8), la relation'? :

§<B(t=0)>a[ xBA(z) )_1]

iz xBa(z =0

(5<B(z)>a = (7.27)
En introduisant dans la formule (7.27) Pexpression de §{B(z)), déduite directe-
ment des équations du mouvement, on peut obtenir I'expression de xpa4(z) et
en déduire la fonction de corrélation & I’équilibre intervenant dans la formule de
Kubo associée. Cette méthode peut étre utilisée pour le calcul des coeflicients
de transport?°.

8. Symétries des fonctions de réponse et de corrélation

Les symétries du probléme étudié permettent d’obtenir un certain nombre
de relations vérifiées par les fonctions de réponse linéaire et les fonctions de
corrélation a I’équilibre.

Toutes les fonctions intervenant dans la théorie de la réponse linéaire étant
reliées les unes aux autres, il suffit d’étudier les propriétés de symétrie de I'une
d’entre elles, par exemple celles de la fonction £p A(t) (proportionnelle a la
valeur moyenne a [’équilibre ([(B(t), Al)).

8.1. Stationnarité. Conjugaison complexe

e Stationnarité

Le systéme non perturbé étant a 1'équilibre, la fonction Epal(t) est sta-
tionnaire, ¢’est-a-dire invariante par translation dans le temps. On a donc :

1 1
57 {B(1), Al) = = 5= ([A(=1), B]), (8.1)

c’est-a-dire :

pa(t) = —Eap(—t). (8.2)

On en déduit, par transformation de Fourier :

{palw) = —€ap(-w). (8.3)

19 La formule (7.27) contient la méme information que la formule (7.7). Elle peut ap-
paraitre comme plus esthétique que cette derniére. Cependant elle se complique beaucoup
lorsqu’interviennent plusieurs opérateurs d’entrée, autrement dit lorsque le hamiltonien de
perturbation est de la forme — Y, a;(t)A;.

20 Les formules de Green-Kubo permettant de calculer les coefficients de transport a
partir des fonctions de corrélation & P’équilibre seront établies aux chapitres 15 et 16.
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e Conjugaison complexe

Comme : | .
o7 (B0, Al = — 2 (1B(6), 4], (8.4)
Epa(t) = —€pa(t), (8.5)
et :
§palw) = —€pa(—w) = ap(w). (8.6)

Par suite, si la fonction spectrale £ 4p(w) est invariante lorsque 1'on échange les
opérateurs A et B, c’est une fonction réelle et impaire de w. Si £4p(w) change
de signe lors de cette permutation, ¢’est une fonction imaginaire pure et paire
de w.

8.2. Propriétés liées au renversement du temps

La fagon dont se comportent les opérateurs A et B ainsi que Vopérateur
densité py sous effet du renversement du temps détermine des propriétés de
symétrie supplémentaires des fonctions de réponse et de corrélation.

Avant d’analyser ces propriétés, il convient de caractériser effet du ren-
versement du temps sur A et B, ainsi que sur Hy et pp. En mécanique quan-
tique, on décrit le renversement du temps par un opérateur antiunitaire 7. Si
|T¢n) et |T¢,) sont les états déduits des états |¢,) et |¢,) par renversement du
temps, on a I'égalité (7¢,|T¢,) = (&,)¢,). Le renversement du temps appli-
qué & un opérateur A conduit & un nouvel opérateur 7A7t. Le renversement
du temps appliqué a un produit d’opérateurs met en jeu un renversement de
Pordre des opérateurs.

e Signature d’un opérateur

Tres souvent, un opérateur A se transforme sous l'effet du renversement
du temps comme :
TA)TT = €4 A(—1), (8.7)

olt €4 = %1. S’il en est ainsi, 'opérateur A possede une signature bien définie
€4 par rapport au renversement du temps. Par exemple, le renversement du
temps ne change pas l'opérateur position d’une particule mais renverse son
opérateur vitesse :

ro(t)rt = x(-t), ro(t)rT = —u(-t). (8.8)

La signature de la position est donc ¢, = +1, tandis que celle de la vitesse est

€, = —1.
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e Effet d’'un champ magnétique

En Vabsence de champ magnétique, Hy et py sont invariants par ren-
versement du temps. Cependant, Hy et py peuvent dépendre d’un champ
magnétique extérieur H brisant cette invariance. Un tel champ est couplé
& des grandeurs de signature —1. On a :

THo(H)t' = Hy(-H),  7po(H)7" = po(—H). (8.9)
Les opérateurs transformés de Hy et de py par renversement du temps corres-

pondent au hamiltonien et a 'opérateur densité du systeme dans le champ —H.

8.3. Relations de réciprocité

On suppose que Hy et py sont invariants par renversement du temps :
THot! = Hy, Tpot! = po. (8.10)

On considere des opérateurs A et B possédant des signatures bien définies
€4 et eg. En appliquant les régles relatives au comportement des différents
opérateurs par rapport au renversement du temps, on peut démontrer les deux

identités suivantes :
{ <B(t)A> = EAEB<A(t)B>
<AB(t)> = 6A€B<BA(t)>.

On en déduit les relations de réciprocité vérifiées par la fonction £54 (t),

(8.11)

£pa(t) = eaepfan(t), (8.12)

et, par transformation de Fourier, celles vérifiées par la fonction spectrale :

épa(w) = eaeplan(w), (8.13)

Compte tenu des formules (8.6), on en déduit que, si les opérateurs A et B
ont des signatures par renversement du temps identiques, la fonction spectrale
éap(w) = £pa(w) est une fonction réelle et impaire de w, tandis que, si A et
B ont des signatures différentes, la fonction spectrale £4p5(w) = —€pa(w) est
une fonction imaginaire pure et paire de w.

En ce qui concerne la fonction de réponse, les relations de réciprocité
s’écrivent -
XBa(t) = eaepXan(t). (8.14)

En présence d’'un champ magnétique H, on a :

xBa(t, H) = eaepxap(t,—H). (8.15)
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Ces relations sont vérifiées par le tenseur de conductivité électrique en présence
d’un champ magnétique extérieur, ainsi que par le tenseur de susceptibilité
magnétique?*.

Les formules de Kubo de la théorie de la réponse linéaire fournissent donc
un moyen microscopique de calculer les coefficients cinétiques. Ceux-ci vérifient
les relations de réciprocité d’Onsager ou d’Onsager-Casimir, qui se trouvent
ainsi démontrées.

9. Phénomenes non uniformes

La formule de Kubo pour la fonction de réponse se généralise au cas ou
le systéme est perturbé par un champ extérieur non homogeéne a(r,t). La
perturbation est alors décrite par un hamiltonien de la forme :

Hi(t) = —/d'r a(r,t)A(r). (9.1)

Dans le domaine linéaire, la moyenne hors d’équilibre d’une grandeur centrée
B(r) s’écrit :

<B(r,t)>a = /dr' /oo xa(r,t;r' ta(r' t")dt'. (9.2)

La réponse est dans ce cas a la fois non locale et retardée.

La formule de Kubo généralisant la formule (3.7) du cas homogene s'écrit :

xpalr,t;r' t) = %G(t = ){[B(r,t), A(r',t)]). (9.3)

La fonction de réponse xpa(r,t;r,t') ne dépend que de ¢ — t’. Si le systéme
non perturbé est invariant par translation dans Uespace, xpa(r,t;7',t') ne
dépend pas séparément de T et de 7', mais seulement de la différence r — 7',

Ainsi, dans la théorie de la réponse linéaire, la réponse du systéme &
une perturbation extérieure, traduisant donc une situation hors d’équilibre,
s’exprime en termes de certaines moyennes a deux temps dans 1’état d’équilibre,
c’est-a-dire de fonctions de corrélation a I'équilibre. La valeur moyenne hors
d’équilibre (B(r,t)), d’une grandeur centrée B(r), linéaire pour des excita-
tions faibles, est calculée & Vaide d’une fonction de réponse XYpa(r,t;r’,t')
causale et invariante par translation dans le temps (ainsi que, le cas échéant,
dans ’espace).

2L voir le complément 13.B.
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Appendices du chapitre 13

Al. Réponse linéaire classique

Les formules classiques de la théorie de la réponse linéaire se déduisent
des formules quantiques analogues via la correspondance :

{}e— sl ] (AL1)

entre commutateurs et crochets de Poisson.

Sans faire appel & cette correspondance, nous allons présenter ici une
démonstration directe des formules classiques pour la correction du premier
ordre & la fonction de distribution ainsi que pour la fonction de réponse linéaire
(en nous limitant au cas d’une perturbation spatialement homogene).

Al.1. Expression de dp(t) en mécanique classique

Ona:
Lipo = —i{Hy, po}- (A1.2)

La formule (2.11) s’écrit donc :
t ,
Sp(t) = — / e =Y H L povdl, (41.3)
to
soit, en tenant compte de 'expression (2.2) du hamiltonien de perturbation :
¢ _ )
dp(t) = / a(t')e Holt—t A, po}dt'. (A1.4)
to
L’opérateur de Liouville £y n’agit que sur A. On a donc :

S9(t) = [ alt) AW ~ 1) o} . (41.5)

to
olt A(t) = e**°'A. Aprés passage & la limite t, — —oo, il vient :
t

Sp(t) = / WA — 1), po} dt'. (A1.6)

—0o0
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A1.2. Fonction de réponse linéaire classique : formule de Kubo

La grandeur B étant supposée centrée, sa valeur moyenne en présence du
champ extérieur est :

1
(B(t)), = W/dp(t)B dqdp. (AL.7)
11 vient, en utilisant 'expression (A1.6) de dp(¢) :
1 ¢
(B(t)), = Wﬁ/ a(t’)dt’/{A(t’ —t), po} B dqdp. (A1.8)

En utilisant la propriété?? :

/{A,po}B dgdp = — /{A, B} po dqdp, (A1.9)
on obtient :
| AN ,
<B(t)>a = W/ a(t )dt /{B,A(t e t)}PO dqdp, (AllO)

soit encore, par translation des arguments temporels de la fonction de corréla-
tion & Péquilibre ({B, A(t' — t)}) = (N1R3N) ™! [{B, A(t' — t)}po dgdp :

<B(t)>a:/ a(t){{B(t—t), A})dt’. (A1.11)

— o

La formule (A1.11) montre que la fonction de réponse linéaire classique s’expri-
me a Paide d’une valeur moyenne & 'équilibre d'un crochet de Poisson de
variables dynamiques (formule de Kubo) :

Xpa(t) = O()({B(t), A})- (A1.12)

A1.3. Expression de XxBa(t) en termes de la fonction de corréla-
tion (B(t)A)

Lorsque pg correspond & l'équilibre canonique, la fonction de réponse
donnée par la formule générale (A1.12) peut s’écrire sous la forme plus simple
suivante :

XBa(t) = BO(t)(B(t)A). (A1.13)

22 Llidentité (A1.9) se démontre en utilisant des intégrations par parties et le fait que la
fonction de distribution pg s’annule pour ¢; = +00 ou p; = *oo.
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Pour démontrer la formule (A1.13), on part de la formule (41.12). Celle-ci fait
intervenir la valeur moyenne du crochet de Poisson {B(t), A}, soit :

1 1
(1B, AY) = s [ (B, Abodadp = e [ (A oo} BU) dad.
(A1.14)
On a, par définition des crochets de Poisson,

([ 0Adpy DA dp,
{4, po} = Z(api S0 Ta op. ) (A1.15)

i
ou l'indice 7 repere les différents degrés de liberté du systeme de hamiltonien
Hy. Comme pg est la fonction de distribution canonique, on a :

aPO aI—IO apo 8H0
= — ’ = — ’ A116
94, Bpo 4, o9, Bpo o, ( )
soit :
{A,po} = —ﬁpo{A, Ho} (A].l?)
Compte tenu de I'équation d’évolution A = {Hy, A},1a formule (A1.17) s’écrit :
{4, po} = BpoA. (A1.18)
On obtient finalement 1’égalité :
({B(), A}) = B(B(HA), (A1.19)

ce qui démontre la formule (A1.13). Celle-ci se déduit d’ailleurs trés directe-
ment de Pexpression quantique correspondante (formule (4.6)) : en effet, dans
le cas classique, les différents opérateurs commutent, et la fonction de corréla-
tion canonique de Kubo K, ;(t) s'identifie avec (B(t)A).

A2. Susceptibilité statique d'un systéme isolé et susceptibilité
isotherme

A2.1. Susceptibilité statique d’un systéme isolé

Revenons sur le calcul de x pa(w = 0). La susceptibilité statique est définie
comme la transformée de Fourier de xpa(t) a fréquence angulaire nulle :

o0

xBalw =0) = n% XBa(t)e™ < dt. (A2.1)
€— 0

Pour obtenir x g4{w = 0), on utilise la formule de Kubo qui permet d’exprimer
la fonction de réponse Xp4(t) d'un systeme isolé en termes de la fonction de
corrélation canonique®® K ;(¢) :

& .
Xpa(t) = —@(t)/o (A(—ihA)B(t)) dA. (A2.2)

23 Ceci suppose que le systéme est initialement en équilibre avec un thermostat 3 la
température T'.
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En reportant 'expression (A2.2) de xpa(t) dans la formule (A2.1), on obtient,
I'intégration sur le temps et le passage a la limite ¢ — 0% une fois effectués :

xpalw=0) = / (A(—ihA)B) dX — hm/ (—iRA)B(t))dX.  (A2.3)

On peut montrer?* que, dans la limite ¢ — 00, ne subsistent dans le second
terme du second membre de I'équation (A2.3) que les éléments de matrice
entre états propres de méme énergie des opérateurs A et B. On a donc :

8
xBa(lw =0) = /0 (A(—ihA)B) dX — B{A°B°), (A2.4)

soit, en termes de la fonction de corrélation canonique & temps égaux des
opérateurs A — AY et B — BY :

XBA(W = 0) = ﬁf(B_BO,A,Ao (t = 0) (A25)

L’expression (A2.5), obtenue & 'aide de la formule de Kubo pour la fonction
de réponse, est celle de la susceptibilité statique d’un systéme isolé.

La susceptibilité statique n’est pas nécessairement égale & une suscepti-
bilité thermodynamique. Dans ce qui suit, nous allons définir et déterminer la
susceptibilité isotherme Xg 4, et examiner dans quelles conditions physiques il
est possible d’identifier xpa(w = 0) et x5 4.

A2.2. Susceptibilité isotherme

La susceptibilité isotherme correspond en effet a une situation physique
différente de la précédente : le systéme soumis au champ appliqué n’est pas
isolé de I'extérieur, mais reste constamment en contact avec un thermostat a
la température 7.

Pour calculer x5 4, On suppose que le systéme, tout en étant en contact
avec le thermostat, est soumis & un champ extérieur a indépendant du temps.
Son hamiltonien s’écrit donc :

H=H, —aA. (A2.6)
24 On utilise le théoréme d’Abel,
8
lim (A(=tRA)B(t)) d\ = lim e/ *Et/ (—iRA)B(t)) dX
t— 00 0 e—0t

et Iidentité :
1im+e/ *“/ —iRN)B(t)) dA dt = B(A°BY).
e—0
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En régime linéaire, la susceptibilité isotherme correspondant a la réponse de
la grandeur B & la perturbation créée par le champ o est définie de la facon
suivante : B B
XLy = Tim (Bla = (B}, (42.7)
a—0 a
Dans la formule (A2.7), (B}, désigne la valeur moyenne de B & 'équilibre en

présence du champ appliqué :

’I\I‘[Be”ﬁ(HD*GA)]

(B)a = Tr[e~P(HoaA)] )

(A2.8)

De méme, {B) est la valeur moyenne de B & équilibre en ’absence de champ :

Tr(BefHo
(B)= ——~Tr((e_5,,0)) : (42.9)

Pour calculer (B), au premier ordre, on écrit le développement & cet ordre de
'exponentielle e~ #Ho—ad) o

B
e PlHo—ad) _ o—FHo [1 + a/ A(=ih)) dX + O(az)], (A2.10)
0
et Von en déduit le développement au premier ordre de 'opérateur densité a
I’équilibre en présence du champ :
e~ B(Ho—aA)} e~ PHo

8
Tr[e—f(Ho—ad)] = Tr[e-PT] <1 +a/0 [A(=ih)) — (4)] dA). (A2.11)

Dans la formule (A2.11), (A) désigne la valeur moyenne de A a 'équilibre en
Pabsence de champ. On déduit alors de la formule (A2.7) Pexpression de la
susceptibilité isotherme :

B
a= [ (ACINB) A= 3a)(B). (42.12)

La formule (A2.12) fait intervenir la fonction de corrélation canonique & temps
égaux des opérateurs A — (A) et B — (B) :

XBa = 6I~(B~(B>,A~(A> (t =0). (A42.13)

Dans le cas particulier B = A, la susceptibilité isotherme est égale a la fonction
de corrélation canonique a temps égaux des fluctuations de A :

Xaa = BKa_(ay,a-(ay(t = 0). (A42.14)
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Dans le cas classique, la formule (A2.14) permet de relier x4 4 & la variance
des fluctuations de A a Péquilibre en 'absence de champ :

Xha = B{(A ~ (4)%). (A2.15)

A2.3. Discussion

La comparaison entre la susceptibilité statique d’un systeme isolé calculée
via la formule de Kubo et la susceptibilité isotherme met en évidence le fait
que ces deux quantités sont en principe différentes.

Comme le montrent les formules (A2.4) et (A42.12), xpa(w = 0) et x54
ne sont égales que si Uon a V'identité :

(A°B%) = (A)(B). (A2.16)

La condition (A2.16) s’écrit aussi :

B
li A(—ih\)B = B{AY(B). A2.1
tim [ (A-inB(0) dx = 5(4) (B) (A2.17)
Cette derniére égalité est une hypothese physiquement raisonnable, reliée aux
propriétés d’ergodicité des variables dynamiques concernées. Elle n’est pas
vérifiée a priori de fagon générale. Elle I'est toutefois dans les systémes possé-
dant un tres grand nombre de degrés de liberté.
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Complément 13.A

Relaxation diélectrique

1. Permittivité diélectrique et polarisabilité

On consideére un diélectrique homogene, que 'on suppose isotrope ou de
symétrie cubique. Lorsqu’il est soumis a un champ électrique extérieur Eqx,
le diélectrique, de volume V, acquiert un moment dipolaire électrique M et
une polarisation P = M /V.

Lorsque le champ appliqué est suffisamment faible, la réponse du matériau
diélectrique est linéaire. Elle peut étre décrite, soit par une quantité macro-
scopique, la permittivité diélectrique e(w), soit par une quantité microscopique,
la polarisabilité a(w). Pour établir la relation entre e(w) et a(w), il faut
définir de maniere précise les différents champs mis en jeu. Il s’agit notam-
ment, au niveau macroscopique, du champ de Maxwell Eyr,y, €t, au niveau
microscopique, du champ local Ey,..

1.1. Champ de Maxwell et champ local

Le champ de Maxwell est le champ macroscopique intervenant dans les
équations de Maxwell. Il représente la moyenne du champ microscopique e sur
une petite région entourant chaque point :

EMax = <e> (11)

La théorie des milieux diélectriques repose aussi sur la notion de champ local.
Le champ local E),. en un point (par exemple en un site d’un cristal) est
la somme du champ macroscopique Fyax et du champ créé par les dipdles
intérieurs & Péchantillon, & I’exception du dipole présent au site considéré!.

Pour établir la relation entre le champ de Maxwell et le champ local, on
considére un échantillon diélectrique ayant la forme d’un ellipsoide avec I'un
de ses axes parallele au champ appliqué (dans un tel ellipsoide, si le champ

U e champ local Ej,. ne doit pas étre confondu avec le champ microscopique e qui, quant
A lui, est la somme du champ extérieur et du champ créé par tous les dipdles intérieurs a
I’échantillon.
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extérieur est uniforme, la polarisation 'est également). On écrit usuellement le
champ créé par les dipdles sous la forme d’une somme de trois termes, E;, E;
et E5. Le champ E; est le champ dépolarisant provenant des charges situées
sur la surface extérieure de I’échantillon. Pour définir les champs E, et Fjg,
on imagine une cavité sphérique fictive creusée dans le diélectrique et centrée
au point considéré. Les charges de polarisation sur la surface de cette cavité
sont & l'origine du champ Es, dit champ dc cavité de Lorentz, tandis que les
dipdles se trouvant a Vintérieur de cette cavité créent un champ Fj3. Compte
teriu de ces différentes contributions, le champ local s’écrit sous la forme :

E\. = E.+ E\ + Ey + E;. (12)

Le champ de Maxwell est la somme du champ extérieur et du champ dépolari-
sant :

EMax = Lyt + El- (13)

On a donc, entre le champ de Maxwell et le champ local, la relation :

E\.c = Eyrox + Eg + E5. (14)

e Champ dépolarisant

On écrit généralement le champ dépolarisant sous la forme :
Elw = ‘NIPI-, Ely - 7~N‘yPy; Elz = _NZPZ7 (15)

ott Ny, Ny, et NV, sont les facteurs de dépolarisation®.

o Champ de Lorentz

Le champ de Lorentz E5 est dit aux charges de polarisation sur la surface
de la cavité sphérique fictive. On a :

4
E, = ?WP. (1.6)

e Champ des dipoles a lintérieur de la cavité

Parmi les champs contribuant au champ local, le champ F5 est le seul qui
dépend de la structure du matériau. Dans un milieu isotrope ou de symétrie
cubique, on a :

E; =0. n

2 Les valeurs des facteurs de dépolarisation dépendent des rapports entre les axes prin-
cipaux de I'ellipsoide. Dans le cas d’un échantillon sphérique, on a A = 47/3 pour tout axe.
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Compte tenu des formules (1.6) et (1.7), la relation (1.4) s'écrit :

4
Eloc = EMax + ?Tr P7 (18)

indépendamment de la forme (sphérique ou non) de I’échantillon. La formule
(1.8), appelée relation de Lorentz, est toujours valable (& la condition que le
milieu considéré soit isotrope ou de symétrie cubique).

Dans le cas d’un échantillon sphérique pour lequel N, = N, = N, = 47/3,
la relation (1.2) devient simplement :

Eloc — Lext- (19)

1.2. Relation de Clausius-Mossotti
On se place dans le régime de réponse linéaire. La permittivité diélectrique
¢ d’un milieu isotrope ou de symétrie cubique est définie par la relation :

Eax + 47P = e Epfay. (1.10)

On déduit des formules (1.8) et (1.10) la relation entre le champ local et le
champ de Maxwell :

Eloc = —EMax- (111)

D’un point de vue microscopique, on introduit la polarisabilité « liée a chaque
dipdle p en écrivant la relation de proportionnalité suivante :

D= aBrg. (112)

La polarisabilité caractérise une propriété atomique ou ionique, tandis que la
permittivité diélectrique dépend en outre de la maniere dont les atomes ou les
ions sont assemblés au sein du matériau. Si N est le nombre de dipdles par
unité de volume, on a :

P:NO(E]OC. (1.13)

En utilisant la relation de Lorentz (1.8), ainsi que les formules (1.10) et
(1.13) pour P, on démontre la relation de Clausius-Mossotti entre ¢ et « :

el ATy (1.14)
e+2 3

1.3. Détermination des propriétés optiques du milieu

La permittivité diélectrique du milieu détermine notamment ses propriétés
optiques. En particulier, I'indice de réfraction complexe 7 est défini par :

n? =e. (1.15)
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Il est de la forme 7. = n + i, ol n désigne l'indice de réfraction usuel et & le
coefficient d’extinction caractérisant I'amortissement de ’onde dans le milieu.
On a, en désignant respectivement par £’ et €” les parties réelle et imaginaire
de € :
e =n? - K2, e’ = 2nk. (1.16)
Le champ électrique d’une onde électromagnétique de fréquence angulaire
w se propageant dans le milieu paralltlement & Paxe Oz est de la forme :

E(z,t) = Egewt—nz/e)g=wrz/e, (1.17)
L’absorption de ’onde par le milieu est caractérisée par le rapport :

EGOP ke
(=0, t)|2 = . (1.18)

Le coefficient d’absorption K, qui représente 'inverse d’une longueur d’absorp-
tion, est relié & la partie imaginaire de la permittivité diélectrique :

K= (1.19)

2. Mécanismes microscopiques de polarisation

Le calcul de la polarisabilité d’'un matériau diélectrique requiert une étude
microscopique. En pratique, il existe trois mécanismes principaux de polari-
sation, dont "importance relative dépend de la fréquence angulaire du champ
extérieur.

e Polarisation électronique

La polarisation électronique provient du déplacement des électrons par
rapport au noyau, c’est-a-dire de la déformation de la couche électronique.
Dans le domaine optique, la polarisation électronique est le mécanisme fournis-
sant la contribution la plus importante a la permittivité diélectrique. On
peut calculer la polarisabilité électronique en utilisant le modele classique de
Pélectron élastiquement lié, ou, quantiquement, en faisant appel aux forces
d’oscillateur.

e Polarisation ionique

La polarisation ionique provient du déplacement relatif des ions de signe
opposé en présence d’un champ électrique appliqué.

e Polarisation orientationnelle ou dipolaire

Ce mécanisme de polarisation apparait dans des substances composées de
moments électriques permanents plus ou moins libres de changer d’orientation
dans le champ. C’est un cas courant dans les gaz et les liquides.
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Nous nous proposons ici d’étudier la polarisation orientationnelle d’un
liquide diélectrique formé de molécules polaires, c’est-a-dire possédant un mo-
ment dipolaire permanent. Nous calculerons la permittivité diélectrique du
liquide, tout d’abord en suivant la théorie phénoménologique proposée par
P. Debye, puis en élaborant un modele microscopique traité dans le cadre de
la théorie de la réponse linéaire.

3. Théorie de Debye de la relaxation diélectrique

Dans certains liquides polaires, par exemple 1’eau, l'alcool ..., les cons-
tantes diélectriques statiques ont des valeurs importantes. Par exemple, pour
I'eau & température ambiante, la permittivité diélectrique statique €5 vaut
81, tandis que la permittivité diélectrique aux fréquences optiques® £, vaut
1,77. La différence entre e, et 4 est due principalement a la polarisation
par orientation des moments dipolaires, effective aux basses fréquences mais
négligeable aux fréquences supérieures & environ 1010 s~1.

3.1. Modéle de Debye pour a(w). Diagramme Cole-Cole

En 1929, P. Debye a expliqué les valeurs importantes de €, dans certains
liquides en supposant que les molécules possedent des moments dipolaires per-
manents susceptibles de s’écarter de leur orientation d’équilibre, leur retour
vers celle-ci étant caractérisé par un temps de relaxation* 7. Si la fréquence
angulaire w du champ appliqué est trés supérieure & 7', la molécule ne peut
plus « suivre » le champ. Debye propose en conséquence d’écrire la polarisa-
bilité sous la forme : o

o(w) = —2—, (3.1)
1 —dwTt
oll ag désigne la polarisabilité orientationnelle statique.

Dans un liquide peu dense, on a e(w) ~ 1. On peut donc confondre le
champ local et le champ de Maxwell, et simplifier la formule de Clausius-
Mossotti (1.14) en écrivant :

e(w) — 1 = 4rNa(w). (3.2)

Il vient alors®, compte tenu de la modélisation (3.1) :

47TNO(0

—1
W =1+ T

(3.3)

3 Le fait que €0 # 1 est dii aux autres mécanismes de polarisation qui entrent en jeu
aux fréquences plus élevées que celles auxquelles 'on s’intéresse.

4 Les temps de relaxation peuvent dépendre fortement de la température. Par exemple,
dans leau a température ambiante, on a 771 ~ 3 X 1010 s—1 tandis qu'a —20°C, on a
771103 57

5 On a ici £00 = 1, puisque 'on ne considére pas d’autres mécanismes de polarisation
que la polarisation orientationnelle.
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Les parties réelle et imaginaire de £(w) sont données par les formules :

1
gw)—1=(e5— 1) ————
11 w2r2
) U (3.4)
£ (w) = (ES — l)ma

avec €5 — 1 = 4nNay. Les courbes correspondantes sont représentées sur la
Fig. 1.

(s'—l)/4nNa0
08 |
06 -
e"/4nNa,
04 0
02
0 1 1 |
0 1 2 wT 3

Fig. 1. Modele de Debye : [¢'(w) — 1]/4nNayg et €’ (w)/4mNag en fonction
de wr.

Une autre représentation couramment utilisée dans les problémes de
relaxation diélectrique est le diagramme Cole-Cole, dans lequel €’(w) est porté
en abscisse et €”(w) en ordonnée. Eliminant w entre ¢’ (w) et &”(w) (formules
(3.4)), on obtient ’équation :

S+ 12 . —1)°
(s’—g + ) P Tl Vi (3.5)

2 4

Le diagramme Cole-Cole associé au modele de Debye est donc un demi-cercle
(” > 0). Le temps de relaxation peut étre lu directement sur ce diagramme,
puisque " (w) devient maximum pour w = 77! (Fig. 2).

wt=1

U
wTt>>1 0t << 1

Fig. 2. Modéle de Debye : diagramme Cole-Cole.
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3.2. Absorption d’une onde électromagnétique
Le liquide étant peu dense (n ~ 1), le coefficient d’absorption donné par
la formule (1.19} s’écrit :

K~_—"-. (3.6)

Dans le modele de Debye, il vient :

s —1 Wit

K= _wr
c 1+w?r?

(3.7)

Le coefficient d’absorption croit tout d’abord avec w, puis sature pour wr > 1:
c’est le plateau de Debye (Fig. 3).

Kct/(es—l)
Lr OT>> 1
08 |-
06
04 |-
02 F
0 1 1 ]
0 ] 2 0t 3

Fig. 3. Modéle de Debye : coefficient d’absorption.

3.3. Discussion

En réalité, la théorie de Debye n’est valable que pour wr « 1. La partie
du diagramme Cole-Cole expérimental correspondant a w7 > 1 présente en
effet une sorte de protubérance, c’est-a-dire une zone dans laquelle &’ < 1,
absente du diagramme semi-circulaire correspondant au modele de Debye. De
méme, pour wr > 1, le coefficient d’absorption mesuré ne présente pas de
plateau mais une décroissance.

Le modele de Debye de la polarisation orientatonnelle se révele donc insuf-
fisant pour expliquer I'allure des courbes de relaxation diélectrique effective-
ment observées dans les liquides polaires. Nous allons voir les améliorations
qui peuvent étre apportées par une description microscopique fondée sur la
théorie de la réponse linéaire.

4. Modeéle microscopique de la polarisation orientationnelle

Nous nous intéressons ici & un liquide constitué de molécules « rigides »°.
Leur mouvement orientationnel peut, avec une bonne approximation, étre

% Nous excluons donc les molécules présentant des degrés de rotation internes libres ou
presque libres.
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décrit dans le cadre de la mécanique classique (dans un intervalle d’énergie
d’ordre kT, il existe & température ambiante beaucoup de niveaux de rota-
tion).

4.1. Formule de Kubo pour &(w)

Nous supposons que le champ extérieur Eo(t), parallele & Vaxe Oz, pro-
duit seulement une petite perturbation. Le hamiltonien du systéme perturbé
s’écrit” :

H = Hy — ME.(t). (4.1)

Le liquide étant isotrope en moyenne, le moment dipolaire induit moyen est
parallele & Oz. En régime de réponse linéaire, il est de la forme :

M), = [ Caraalt = ) B4 (12)

—0
Par transformation de Fourier, on en déduit (avec des notations standard) :
(M(w)), = xmar(w)Eexs (w). (4.3)
La fonction de réponse xarar(t) est donnée par la formule de Kubo,
Xarne(t) = BO(E)(M (1) M), (4.4)
que ’on peut réécrire sous la forme :

Xarar(t) = —BO)(M(t)M). (4.5)

On suppose que la relation entre le champ local et le champ extérieur est
simplement donnée par la formule (1.9). On a alors Na(w) = V= ypar(w).
Compte tenu de la relation de Clausius-Mossotti (1.14), les quantités x aras (w)
et e(w) sont reliées par la formule :

ew)—-1 4rn1

wyv2 3 vl (+6)
soit : )1 PP
elw) — ™ R -
—_— = — Wt dt. 4.
g(w) + 2 3 V/O Xarn (t)e (4.7)

En reportant dans I'équation (4.7) Pexpression (4.5) de Xarar(t), on obtient la

formule :
o e(w)—1 4m 1 /°° d(M(t)M)
0

S it gt 4.
c(w) +2 3V b (48)

- dt

" Pour simplifier, nous désignons simplement par M la composante M, du moment
dipolaire induit.
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qui, a cause de 'isotropie moyenne du liquide, peut se réécrire sous la forme

sulvante : @) d<M( ) M>
ew)—1 dr > t).
/

_ twit
W) +2  OkTV a ¢ d (4.9)

La formule (4.9) est valable quelle que soit P'origine du moment dipolaire de
I’échantillon (polarisation ionique, orientationnelle . ..). Nous allons 'appliquer
au calcul de la polarisation orientationnelle d’'un fluide polaire peu dense.

4.2. Permittivité diélectrique d’un fluide peu dense constitué de
molécules polaires peu polarisables

Dans un fluide peu dense, on a e(w) ~ 1 et la formule (4.9) se simplifie :

dm e d(M()M
KTV J, dt

glw)—1= >ei“’t dt. (4.10)

Lorsque les molécules sont peu polarisables, le moment électrique du
systeme trouve son origine essentiellement dans 'orientation des dipoles molé-
culaires. On écrit donc :

et dt, (4.11)

) 1= g [ UMo(!)-Mo)

3kTV dt

ol My est la contribution orientationnelle au moment dipolaire®.

-4.3. Fonction d’autocorrélation (My(t). M)

Le moment My est la somme des moments dipolaires individuels des
différentes molécules polaires :

8 En effet, le moment dipolaire M dépend, de maniere générale, des coordonnées des
centres de masse des molécules (désignées symboliquement ci-dessous par r), de ensemble
des angles d’Euler dans le référentiel du laboratoire (désignés par §2), et enfin des coordonnées
internes fixant la position des noyaux dans les molécules (désignées par n;). On peut écrire,
si les déplacements internes restent de faible amplitude,

oM
M:M(T,Q,ni:0)+§ a—-niju.."
PR

80it :
M = My + M,

ou Mj est la contribution au moment dipolaire due & 'orientation des molécules (considérées
comme des batonnets rigides) et M la contribution des vibrations. Celles-ci étant supposées
de faible amplitude, la contribution la plus importante & M est M. C’est la seule dont nous
tenons compte ici, ce qui revient & faire e = 1.
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Le fluide étant dilué, les corrélations d’orientation entre des molécules diffé-
rentes sont négligeables et 'on peut écrire approximativement :

(NV est le nombre total de molécules). On a donc :

AxN (2 dpa(t)m) o,
—1=- Mt dt. 4.14
ew) 3T /0 a (4.14)
A fréquence angulaire nulle, on a :
47N
— 1= (2. 4.
€s 5T (M) (4.15)

On déduit des équations (4.14) et (4.15) la formule :

ew)—1 [ d [()-pi)] s
T ‘_/0 %[—O@ }e dt. (4.16)

Si u,; désigne le vecteur unitaire parallele a p;, on peut réécrire 1'équation
(4.16) sous la forme :

g(w) —1 _ *dS(t)
- /0 et (4.17)

ou la fonction S(t) = (u;(t).u;) est proportionnelle a la fonction d’autocorréla-
tion d’un dipéle individuel. A I'instant initial, on a S(0) = u? = 1. Au fur et
4 mesure des collisions que subit la molécule, S(¢) décroit (et tend vers zéro
aux grands temps).

4.4. Fonction d’autocorrélation d’un dipéle individuel. Interpré-
tation du diagramme Cole-Cole expérimental

Le calcul explicite de S(t) nécessite un modeéle pour la dynamique micro-
scopique d’un dipole rigide. Si I’'on suppose que S(t) décroit exponentiellement,
c’est-a-dire si 'on écrit :

Sty=eY"  t>0, (4.18)

le temps 7 étant une mesure de la durée de la corrélation de w;(t) avec u;(0),
on obtient pour la permittivité diélectrique I'expression :

gw)y—-1 1
es—1 1 —idwr

(4.19)
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C’est V'expression de Debye (formule (3.3)).

Cependant, comme le montrent les expériences, le résultat (4.19) n’est
pas correct aux fréquences angulaires mettant en jeu des temps tres inférieurs
a 7. En d’autres termes, la forme approchée (4.18) de S(t) n’est pas valable
aux temps courts. La fonction d’autocorrélation S(¢) (prolongée de fagon paire
pour t < 0) doit en effet étre analytique en ¢t = 0, et donc posséder a 'origine
une dérivée premieére nulle (la dérivée seconde a l'origine devant, pour des
raisons physiques, étre négative). Pour obtenir le comportement de £(w) aux
fréquences angulaires w > 77!, on peut intégrer par parties I'intégrale présente
au second membre de I’équation (4.17) :

o0 1 fo%e)
+— [ S(t)e*tdt. (4.20)
0w Jo

E(w) -1 — 7_i€thS(t)

€s— 1 w

En réitérant Vintégration par parties, on engendre un développement de ¢(w)
en puissances inverses de w :

ew -1 _80) 50
gs—1  dw  (iw)? + (4.21)

Comme $(0) = 0, le premier terme non nul du développement (4.21) est le

terme en S(0). Par suite, pour w7 3> 1, on peut écrire la formule approchée :

ew)—1 _5(0)
T T2 (4.22)

dans laquelle S(0) < 0. En écrivant 1'égalité des parties réelle et imaginaire®
des deux membres de 1’équation approchée (4.22), il vient :

S(0)
2 (4.23)

(W) —1~(g5—1)
e’ (w) =0.

Les formules (4.23) permettent de comprendre l'origine!® de la protubérance
g’ < 1 observée sur le diagramme Cole-Cole expérimental (Fig. 3). Elles mon-
trent de plus que le coefficient d’absorption K = we” /nc tend vers zéro lorsque
w — 00, ce qui explique la redescente de la courbe K (w) observée pour wr > 1.

9 Nous avons négligé les corrélations d’orientation entre des molécules différentes. Si 'on
tient compte de ces corrélations, on aboutit & une permittivité diélectrique avec une partie
imaginaire non nulle.

10 1 mécanisme microscopique précis permettant d’expliquer Panalyticité de S(t) en
t = 0 n’est pas décrit ici. Par analogie avec la fonction d’autocorrélation de la vitesse d’une
particule brownienne, on peut penser que ce mécanisme met en jeu un temps microscopique
beaucoup plus petit que le temps de relaxation .
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Complément 13.B

Résonance magnétique

1. Formulation du probleme

Nous proposons dans ce chapitre, a titre d’exemple d’application de la
théorie quantique de la réponse linéaire, une étude du principe de la résonance
magnétique!. On considére un systéme de spins placés dans un champ magné-
tique extérieur H(t). Chacun des spins porte un moment magnétique. De fagon
générale, le moment magnétique M associé a un moment angulaire J est de
la forme M = ~vJ (7 est le rapport gyromagnétique?). Dans les expériences
de résonance magnétique, le champ magnétique appliqué est la somme d’un
champ statique Hy et d'un petit champ oscillant H(t) perpendiculaire & Hy :

H(t) = Hy + H.(1). (L.1)
Lorsque les spins ne sont soumis & aucune autre interaction, le moment
magnétique moyen (M (t)), induit par le champ évolue selon 1'équation :

‘KL;)L =y (M(1)), x H(1). (1.2)

En présence d’interactions susceptibles de faire relaxer le moment magnétique
moyen, on écrit, au lieu de I'équation (1.2), une équation d’évolution de la

forme : d<M( )>
t
YT w

d{M(t))

= ¢ =y (M(t)) x H(t) , (1.3)

relax

dans laquelle le terme de relaxation d{M (t)}, /dt} e1ax représente 'ensemble des
phénomenes conduisant a la relaxation de (M (¢)), vers sa valeur d’équilibre.

1 1i existe plusieurs types de phénomenes de résonance magnétique, la résonance magné-
tique nucléaire, la résonance paramagnétique électronique ..., ainsi dénommés selon que les
spins sont portés par des noyaux, des électrons ... Nous nous limitons ici & une description
du principe général du phénomene de résonance.

2 Le rapport gyromagnétique est négatif pour les spins électroniques, mais le plus souvent
positif pour les spins nucléaires.
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Nous allons tout d’abord exposer la théorie phénoménologique de la
résonance magnétique reposant sur les équations de Bloch, puis résoudre le

méme probleme de fagcon microscopique via la théorie quantique de la réponse

linéaire3.

2. Théorie phénoménologique

2.1. Equations de Bloch

A I’équilibre en présence du champ statique Hy appliqué selon I'axe Oz, la
seule composante non nulle du moment magnétique moyen est sa composante
selon cet axe. On a ainsi :

<Mz>a = <My>a =0, <Mz>a = My, (2'1)

avec :
My = xoHo. (2.2)
Dans 1'équation (2.2), xo désigne la susceptibilité magnétique statique.
e Relaxation de (M.(t))q

Hors de 1’équilibre, on décrit la relaxation de (M,(t)), vers sa valeur
d’équilibre M par le terme de relaxation suivant :

AM:(0),| __(Ma(), ~ Mo, (2.3)
dt T .

relax

Le temps caractéristique T; figurant dans la formule (2.3) est appelé temps de
relaxation longitudinal. La composante selon ['axe Oz du moment magnétique
moyen est reliée & ’énergie moyenne du systéme de spins. Son évolution est
déterminée par les processus inélastiques. Par exemple, dans le cas de la
résonance magnétique nucléaire d’un échantillon cristallin, les spins sont portés
par des atomes situés sur les sites d'un réseau, et les processus inélastiques
consistent essentiellement en I'interaction des spins avec les phonons a 1'équi-
libre thermique.

o Relaxation de (My(t)), et (My(t))o

Les composantes transverses (M (t)), et (M, (t)), du moment magnétique
moyen relaxent vers zéro avec un temps caractéristique 715 appelé temps de
relaxation transverse :

d(Mey(®), ] (May(D)), (2.4)
dt B '

15

relax

3 Nous nous limiterons alors au cas simple ol 'amortissement est négligé.
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Le calcul microscopique des temps 1) et Ts requiert la connaissance des
mécanismes d’interaction d’un spin avec son environnement. Selon les condi-
tions particulieres du systeme étudié, on peut avoir, soit 17 ~ Ty, soit T7 > Ts.
Les équations d’évolution obtenues a partir de 'équation (1.3) par projection
sur les trois axes, les termes de relaxation étant donnés par les formules (2.3)
et (2.4), constituent les équations de Bloch.

2.2. Réponse linéaire a un champ tournant transverse. Résonance

On suppose tout d’abord que H; (t) est un champ tournant & la fréquence
angulaire w, de composantes® H; coswt, Hy sinwt. Les équations d’évolution
de (M.(t))q et (My(t)), s'écrivent dans ce cas :

@;LM = My (8)), Ho ~ v(M.(8)), Hisinwt — { ;(;»a
M <My(t)>a (2.5)

7 & = —y(M,(t)) Ho+v(M,(t)) H;coswt —

Si 'amplitude du champ H; est suffisamment faible, on peut, dans le cadre
d'un développement au premier ordre des équations (2.5), y remplacer (M, (t)),
par sa valeur d’équilibre My. On obtient ainsi pour (M, (t))a et (My(t))q les
équations d'évolution linéaires suivantes® :

d{ M (t M (t
<—(—)>—a = v(My(t)) Hp — vMoH, sinwt — é(—»“
dt " T2 (2.6)
d{M,(t M, (&
_<_L)>a :—7<M’I(t)> Ho + vMoH, coswt—<—y—%-
dt a Ty
Pour résoudre le systéme d’équations couplées (2.6), on pose :
(M(t)), = (My(8)), +i(M,(t)),. (2.7)
11 vient :
d{ M (t . M (t
< +( )>(l :ZWO<A/[+(t)> _’_i,}/A[OHIe’Lth < +( >>a
di ’ Iz (2.8)
d(M_{t , M_(t
———< ( )>a = —Z(U()<]V[,(f)> - Z"')/M()Hleilwt - —*——< ( )>a.
dt a T

4 Ce choix de composantes convient au cas v < 0. Dans le cas v > 0, il faudrait considérer
un champ tournant de composantes Hy coswt, —H; sinwt.

5 Le temps de relaxation longitudinal disparait des équations d’évolution de (M (%)),
et (My(t)), lorsque celles-ci sont linéarisées. Pour mesurer T1, il faut donc, soit observer
un phénomene non linéaire, soit étudicr un phénomeéne transitoire tel que la relaxation de
(M- (t))a-
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Dans les équations (2.8), on a introduit la fréquence angulaire wg = —vHy
(fréquence angulaire de Larmor dans le champ Hy).

En régime stationnaire & la fréquence angulaire w, on cherche une solution
des équations (2.8) de la forme :

{<M+<t>>a M. ()
(M_(t)) =M (w)

Les amplitudes M, (w) et M_(w) vérifient le systéme d’équations couplées :

wwt

[
(2.9)
e

—iwt
@ .

M.
iwM, (w) = iwoMy (w) + iyMoHy — —}@

MQ_ @) (2.10)

2

—twM_{(w) = —iwoM_{w) — iyMoH; —

¥

d’out I'on déduit : ALH
]\’;[+ (w) — YyMoily
i(w - uJo) + E

iy My H, (2.11)

M_(w) =
Le module commun M (w) de My (w) et M_(w), donné par :

—1/2
M(u)) = yMyH, {(w - UJ())2 + Tigzi R (212)

présente un maximum pour w = wq (résonance).

2.3. Susceptibilité transverse
Revenons a (M, (t)), et (My(t))a. On a:

1| iyMoHe™t —ivyMoH e ™t
(Mx(1), = 5 TR0 g e (2.13)

1
H(w — wo) + Tz —i{w — wp) + T

(il existe une formule analogue pour (M, (t)),). Le moment magnétique moyen
décrit par (M, (t))a et (M, (t)), est une réponse au champ tournant H,(t}. On
peut écrire (M, (t)), sous la forme :

(My(t)), = 2H; [x7(w) coswt + x7{w) sinwt], (2.14)
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ou : ) ( )
woXolwo — w
Xr(w) = 5 —=———t
2 (w — w0)2 + —
T3
] (2.15)
" _ 1 OXOTQ
XT(W) =3 1
2 (w — WQ)2 + —
{ T3

sont les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité transverse yr(w).

2.4. Réponse a un champ polarisé linéairement

Considérons un champ H;(t) polarisé linéairement parallelement & I'axe
Oz avec pour composante le long de cet axe Hycoswt. La réponse linéaire 3
ce champ est de la forme® :

(My(t)), = Hy Xy, (w) coswt + X7, (w) sinwt] (2.16)

(il existe une formule analogue pour (My(t)),). Comme le champ considéré est
la demi-somme de deux champs tournants aux fréquences angulaires w et —w,

on a :
{x;zw) = o)+ Xp(~) o
Xz (@) = X7 (W) = X7 (—w)-
La susceptibilité généralisée Xz, (w) = xbp(w) + ixl, (w) s'écrit donc :
Xaz(w) = *%woxo ! — = L = (2.18)
w—wo+?2 w-{—w(ﬁr?2

2.5. Puissance moyenne absorbée dans un champ polarisé liné-
airement

La puissance instantanée absorbée par le systéme soumis au champ
polarisé linéairement H(¢) est donnée par :

dw d(M(t))
— = H{(t)  ——&- 2.19
o 1(t) pm (2.19)
Dans le cas du champ considéré, on a, en moyenne sur une période,
dw 1
= —H?wx" (w), (2.20)

W_g 1 Tz

6 1.a notation abrégée Xz (w) désigne la susceptibilité x ar, ar, (w)-
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avec :

1 1 1 1

Xoo (W) = —woxo= T T | (2.21)
2 T (W-w) 4= (wHwo) + =5

2 T2

Pour w = wy, la contribution dominante & x/. (w) est celle du premier terme de
I'expression (2.21). La puissance moyenne absorbée s’écrit alors sous la forme
d’une lorentzienne centrée en wy et de largeur & mi-hauteur 2/75 :

dw 1
dt ~— 4

1 1
Hwor —

T 2.22
2 (w _ w0)2 + 51_2 ( )
2

La largeur de la raie de résonance est donc déterminée par 7y. Inversement,
la. mesure de la largeur de raie fournit des indications sur les processus micro-
scopiques’ gouvernant T5.

3. Modele microscopique

On considere un spin S placé dans un champ magnétique statique Hy.
On le perturbe par un champ magnétique transverse H;(t) de faible ampli-
tude. On cherche le moment magnétique moyen (M (t)), au premier ordre en
perturbations.

Le hamiltonien non perturbé est® :
ho = —M .Hj. (3.1)

Les valeurs propres de hg sont €, = —m~yhHy = mhwp, le nombre quantique
magnétique m étant entier ou demi-entier. Les vecteurs propres correspondants
sont notés |m). Le hamiltonien de perturbation est :

Selon les choix effectués pour les fonctions Hy,(t) et Hyy(t), la forme (3.2)
de hy(t) permet de décrire, soit un champ tournant, soit un champ polarisé
linéairement.

7 Cette propriété est & la base des applications, trés nombreuses, de la résonance magné-
tique nucléaire (notamment en chimie et en biologie, ainsi que dans le domaine médical).

8 Le hamiltonien non perturbé est désigné ici par une lettre minuscule, afin d’éviter toute
confusion avec le champ magnétique (il en est de méme, ci-dessous, du hamiltonien perturbé).
L’expression (3.1) de hg correspond a la partie de spin du hamiltonien non perturbé (celui-
ci peut posséder en outre une partie orbitale). Par ailleurs, les interactions spin-réseau et
spin-spin ne sont pas prises en compte ici.
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De fagon générale, le moment magnétique induit moyen (M, (¢)), est
donné, selon la théorie de la réponse linéaire, par :

[e e}

(M (1)), :/ (Xao(t — ')V Hig(t') + Xay(t — ') Hyy (t)] dt’. (3.3)

—

Les fonctions de réponse Xar, s, (t) et Xaz, ar, (), notées ici xzz(t) et Xay(t)
pour simplifier, peuvent étre calculées a partir des formules de Kubo, qui
s’écrivent dans ce cas :

i

=0(t)y*h*([Sx(1), S=(0)]), (34)

)Zza:(t) =

et : ,
Ray(t) = FOUNH (S:(0). 5, (0)])- (35)

On peut aussi déduire Xz, (t) et X,y (t) des susceptibilités généralisées X (w)
et Xzy(w) par transformation de Fourier inverse. C’est cette méthode que nous
adoptons ici®.

3.1. Susceptibilités et fonctions de réponse

Dans un premier temps, on se place a température nulle. Alors seul 1'état
fondamental |0) = |m = —s) (spin antiparalléle & Hy) a une population non
nulle. On a :

) = iy 3 (LS OIS g

Wmo — W — 1€ Wom — W — 1€
m#£0 m0 om

et :

Wmo — W — %€ Wom — W — 1€

Xzy(w) = ¥?R lim

e—0t

Z <<0|Sz|m><m|sy|0> <m|Sz|0><0‘Sy(m>)‘ (3.7)

m#0

Pour expliciter les expressions (3.6) et (3.7) de xzz(w) et Xxuy(w), on calcule
les éléments de matrice (0S;|m) et (0|Sy|m). Pour un spin s (m varie alors
de —s & +s),on a:

. .
<0|sx|m>:5(23)1/25m,_s+1, <0|Sy|m>=%(25)1/2(5,”7,34_1. (3.8)

9 On calcule les susceptibilités a partir de la formule générale :

1 1
= — II, — ;)BngA lim ———-
P L e v
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On a alors wy,0 = wp. Il vient finalement :

2
sy°h 1 1
, = - 1 - 3.9
Xow(w) 2 53(1)1+(w—w0+i6 w+w0+ie> (8.9)
et : 2,
.8y . 1 1
=1 1 . 3.10
Xoy(w) =i 2 el.r(r)l+<w—w0+ie+w+wo+ie> (3.10)
Ces résultats se généralisent a température finie. On a dans ce cas :
@) = s 1 1 1 (.11)
ze(w) = —{(S,) lim — — - .
X 2 e—0+\ W —wp +1€  w+wy+ €
et :
W) =-2Lsy N (3.12)
en{w) = — .} lim - — | .
Xzy 2 e—0T\ W —wp +1€  w+ wy+ 1€
Dans les formules (3.11) et (3.12), (S.) désigne la moyenne & I'équilibre de la
composante du spin le long de ’'axe Oz. A température nulle, on a (S,) = —s.

Les formules (3.11) et (3.12) coincident alors respectivement avec les formules
(3.9) et (3.10).

Les fonctions de réponse X,z(t) et Xzy(t) se déduisent des susceptibilités
correspondantes par transformation de Fourier inverse. On obtient ainsi, &
partir des formules (3.11) et (3.12), apres avoir effectué le passage A la limite
€ — 07, les formules :

Xaz(t) = —(S)Y2RO(t) sin wot (3.13)

et :
Xay(t) = —{S.)v?hO(t) cos wot. (3.14)

3.2. Relations d’Onsager

On peut, de facon analogue, calculer xy.(w) et Xyz(t). Les susceptibilités
et les fonctions de réponse vérifient les relations d’Onsager en présence du
champ magnétique Hy :

(3.15)

Xya:(waO) = wa(w7 _H0)7
X’yw(ta HO) - )Zzy(ta —H0)~

3.3. Réponse a un champ tournant transverse. Résonance

Examinons de nouveau le cas d’un champ tournant transverse de compo-
santes H) coswt, Hy sinwt. Le moment magnétique moyen correspondant se
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calcule & l'aide de la formule (3.3). On a, en rétablissant ¢ > 0 fini dans les
expressions des fonctions de réponse,

¢
(M (1)), = —(S.)7°hH, lir(r)l+ [coswt’ sinwg(t —t')

— 00

+ sinwt’ cos wo(t — t’)]e‘e(t_t') dt’, (3.16)

soit, apres intégration :

(M, (1)), = —<Sz>72hH1% lim

[ ezwt e—zwt
e—0t

—(w—wo) +iE€  w—wp+ i€

|- e

Aprés passage 3 la limite € — 07, il vient :

<Mx(t)>a = —(S,)y*hH, [—vp coswt + mé(w — wp) sinwt] . (3.18)

W — Wy
Il apparait une résonance pour w = wp. Celle-ci est infiniment étroite, ce
qui n’est pas physique. En fait, un calcul correct devrait tenir compte, dans
I’expression du hamiltonien non perturbé, des interactions spin-réseau et spin-

spin. On obtiendrait alors un pic de résonance élargi par suite de ces interac-
tions.

3.4. Fonctions de corrélation des spins

On peut également calculer les fonctions de corrélations symétriques des
spins transverses, notées Sy, (f) et Sy, (t), et définies par les formules :

Sealt) = (S:(1)S:(0) + S.(0)8.()), (3.19)

et :
Seylt) = £ (S:(1)5,(0) + 5,(0)S2 (1)), (3.20)

Nous présentons ici le calcul de Sz, (t) (celui de S, (t) s’effectue selon des lignes
analogues). On déduit S;,(t) de sa transformée de Fourier S;;(w), donnée par
la formule!? :

.@[

Spalw) = —g<52)c0th S(wo —w) — dwo+w)], A= *T)"" (3.21)

10 0On calcule Szx(w) & l'aide de la formule générale suivante, qui sera établie au chapi-
tre 14 :
Spalw) =mY (In +g)BngAgné(wen — w).

n,q
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De 'expression (3.11) de xzz(w) = xar, m, (w), on déduit, apres passage a la
limite € — 07 :

X, (@) = 52 (S2)[3w + wo) = 6(w - wo)). (3.22)

On vérifie donc la relation!! :

I
Szz(w) = hcoth gQ—ngr s, (W). (3.23)

La fonction de corrélation S (t) s’obtient & partir de Sz(w) (formule (3.21))
par transformation de Fourier inverse. Il vient :

S () = —%(Sz) coth P10

cos wot. (3.24)

3.5. Comparaison des approches phénoménologique et micro-
scopique

En ce qui concerne la réponse & un champ tournant transverse, les
expressions du moment magnétique moyen (M, (t)), obtenues, d'une part, en
résolvant les équations de Bloch linéarisées (formule (2.13)), et, d’autre part,
en appliquant la théorie de la réponse linéaire (formule (3.17)), sont similaires.

Les expressions de xz.(w) obtenues dans les deux approches, données
respectivement par les formules (2.18) et (3.11), peuvent méme étre identifiées
complétement. Il convient pour cela de donner A € le sens physique'? de 75 ™.

1. relation (3.23) entre Szz(w) et X%, (w) constitue 'expression pour ce probléme du
théoréme de fluctuation-dissipation (voir le chapitre 14).

12 On a en effet 'identité :
woxo _ _'yzh

5 7(5'2}.
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Chapitre 14

Théoreme
de fluctuation-dissipation

Ce chapitre est consacré au théoréme de fluctuation-dissipation, qui consti-
tue I'un des énoncés fondamentaux de la physique statistique des processus
irréversibles linéaires.

Le théoréme de fluctuation-dissipation exprime une relation entre la partie
dissipative d’une susceptibilité généralisée et la fonction de corrélation a I'équi-
libre associée. En pratique, cette relation est utilisée, soit pour décrire les
fluctuations intrinséques d’'une variable dynamique a partir des caractéristiques
de la susceptibilité, soit, a I'inverse, pour obtenir cette derniére & partir des
fluctuations a I'équilibre.

Le théoréme de fluctuation-dissipation se démontre a partir des formules
de Kubo. De facon générale, un systéme dissipatif couplé 4 un champ extérieur
a(t) absorbe en moyenne de la part de celui-ci plus d’énergie qu’il ne lui en
restitue, I’énergie fournie par le champ étant finalement dissipée de maniére
irréversible au sein du systéme. Dans le cas d’un couplage linéaire décrit par
le hamiltonien de perturbation —a(t)A, la puissance moyenne dissipée est
reliée a la partie imaginaire de la susceptibilité généralisée x 4a{w). Celle-ci
s’exprime en termes de la fonction d’autocorrélation a I'équilibre de la varia-
ble dynamique concernée (la grandeur A). La fonction d’autocorrélation d’un
opérateur caractérisant les fluctuations de la grandeur physique associée, la
formule de Kubo pour x'j 4(w) établit un lien entre la dissipation et les fluc-
tuations de A a I'équilibre. C’est cette relation qui constitue le théoréeme de
fluctuation-dissipation.
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1. Dissipation

L’énergie recue par un systeme de taille infinie couplé a un champ extérieur
est finalement transformée en chaleur. Elle est ainsi dissipée de maniere irréver-
sible au sein du systéeme. En régime harmonique linéaire, la puissance moyenne
dissipée est reliée a la susceptibilité généralisée. C’est pourquoi 'un des moyens
pour déterminer expérimentalement la susceptibilité consiste 4 mesurer la puis-
sance moyenne dissipée.

La relation entre la puissance moyenne dissipée et la susceptibilité peut
étre établie de plusieurs maniéres, soit dans le cadre général de la théorie de
la réponse linéaire, soit en comparant 'expression de la puissance moyenne
dissipée déduite de la regle d’or de Fermi avec la formule de Kubo pour la
susceptibilité.

1.1. Calcul de la puissance moyenne dissipée via la théorie de la
réponse linéaire

On considére un systeme de hamiltonien non perturbé Hp, soumis a un
champ appliqué a(t) uniforme dans l'espace. La perturbation correspondante
est décrite par le hamiltonien® :

Hi(t) = —a(t)A, (1.1)

dans lequel 'opérateur hermitique A représente la grandeur couplée au champ
extérieur. On suppose que celui-ci est un champ harmonique a(t) = Re(ae ™).
On cherche a calculer la puissance moyenne dissipée dW/dt. On peut obtenir
celle-ci, soit en calculant la puissance moyenne regue par le systéme et finale-
ment dissipée, soit & partir du taux moyen d’évolution de Iénergie totale du
systéme couplé au champ.

e Puissance moyenne recue par le systéme

La puissance instantanée reque par le systéme soumis au champ a(t) est :

aw o HAD),

= 1.2
5 = U (1.2)

En régime harmonique stationnaire, on a :
<A(t)>a = Re[ae !y aa(w)]. (1.3)

Pour une amplitude a réelle, la puissance instantanée recue par le systéme est

donc : aW
e a’w cos wt [~X'4a(w)sinwt + x4 4(w) coswt]. (1.4)

L1 est possible de généraliser 1'étude au cas o H1(t) se présente comme une somme
du type — Zj aj(t)A;. Pour le calcul de la dissipation, il est alors nécessaire de prendre en
compte la réponse linéaire des diverses observables A;, c’est-a-dire ’ensemble des suscepti-
bilités généralisées x 4, 4, (w)-
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La puissance moyenne dissipée au sein du systéme est égale & la puissance
moyenne recue par celui-ci. Elle est donc proportionnelle & wx’} 4(w) :

daw 1

e Taux moyen d’évolution de 'énergie du systéme couplé au champ

On peut également obtenir la puissance moyenne dissipée en considérant
comme ¢ systéme » (au sens de la thermodynamique) le systéme de hamiltonien
non perturbé Hy placé dans le champ a(t), et en déterminant le taux moyen
d’évolution de I'énergie Fio; de ce systéme global. L’énergie Fy, est donnée
par :

Bt = T\l"[p(f)H], (16)

ot H = Hy — a{t)A est le hamiltonien du systéme couplé au champ et p(t)
Popérateur densité du systéme. On a :

dE _ d

i = g (TleoH]), (17)

c’est-a-dire :

@d;—"t - Tr[MH] ELLOE PO (1.8)

dt dt

Le premier terme du second membre de I'équation (1.8) étant nul compte tenu
de Véquation d’évolution de p(t), il vient :

dEtOt da (t)

T (A(1)),- (1.9)

Dans le régime harmonique considéré, on a donc, a chaque instant,

dFE;, . ;
—d; Y — q2wsinwt {X;‘A(W) coswt + x'44(w) Sth]’ (1.10)

et, en moyenne :

dE.: 1
d; e i(lzwxffm(w). (1.11)

La puissance recue par le systeme (formule (1.4)) et le taux d’évolution de
I’énergie du systéme couplé au champ (formule (1.10)) ne sont pas des quantités
égales & chaque instant. Cependant, comme le montrent les formules (1.5) et
(1.11), elles sont égales en moyenne. C’est pourquoi la puissance moyenne
dissipée peut aussi s’obtenir & partir du taux moyen d’évolution de I'énergie
totale du systeme couplé au champ.



418 Chapitre 14 : Théoréme de fluctuation-dissipation

1.2. Calcul de la puissance moyenne dissipée via la regle d’or
de Fermi

Le hamiltonien Hy posséde une base d’états propres {lg,)}, d’énergies
€,. Le systéme est soumis & la perturbation —aA coswt. On associe & cette
perturbation un taux de transition entre un état initial |¢,) et des états finals
|¢4) donné par la regle d’or de Fermi :

T 2
T D QAL (8w = ) + 8(wng — )] (112)

La transition |¢,) — |¢q) correspond & un processus d’absorption si €, > ¢,
et & un processus d’émission induite si €; < €y.

On désigne par dW/dt|,ps 'énergie absorbée par unité de temps par le
systeme en équilibre thermodynamique a la température 7. On la calcule &
partir du premier terme de 'expression (1.12), sommé sur tous les états ini-

tiaux |¢,) pondérés par leurs probabilités moyennes d’occupation a ’équilibre
M, oc e Pen

dW
dt

252 qnl d(wgn — w). (1.13)

De méme, on désigne par dW/dt|¢m 'énergie émise par unité de temps. On la
calcule de maniére analogue & partir du second terme de l'expression (1.12).
On obtient :

ran th ZH he| Agn|*8(wnq — w), (1.14)

soit, l'opérateur A étant hermitique :

Zn howl Agnl? 8(wen — w). (1.15)

dt |, 2h2

L’énergie effectivement regue par unité de temps par le systéme se calcule en
effectuant le bilan dW/dt|abs — dW/dt|em :

dw 7T(LQ 2
- == (I, = T))w|Agn| 6{wen — w). (1.16)
abs dt ém 2h n,q ! ! !

aw
dt

C’est une quantité positive?. La formule (1.16) est une expression micro-
scopique de Pénergie totale recue par unité de temps par le systeme, c’est-a-dire

2 En effet, pour w > 0, on a ¢; > €p et donc I, > I,.
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de la puissance moyenne dissipée dW/dt. En comparant la formule (1.16) avec
la définition de la fonction spectrale® £44(w), on vérifie la relation :

aw 1,
- _Z 1.17
o 50 wéaa(w). (1.17)

La fonction spectrale £ 4. 4{w) n'étant autre que la partie imaginaire X} ,(w) de
la susceptibilité généralisée, les expressions (1.5) et (1.17) de dW/dt sont bien
identiques. Le lien étroit entre les calculs effectués via la théorie de la réponse
linéaire et via la regle d’or de Fermi vient de ce que, dans les deux cas, il s’agit
de traitements au premier ordre en perturbations.

1.3. Détermination de la susceptibilité généralisée

Les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité généralisée se déduisant
I'une de Pautre au moyen des relations de Kramers-Kronig, il résulte des
formules (1.5} ou (1.17) que la mesure de la dissipation moyenne d’énergie
en fonction de la fréquence angulaire du champ extérieur suffit en principe a
déterminer la susceptibilité généralisée et la fonction de réponse linéaire.

2. Fluctuations a I'équilibre

A Téquilibre, la corrélation entre les fluctuations de deux grandeurs
physiques est caractérisée par la fonction de corrélation des opérateurs associés.
Dans le cas classique, la fonction de corrélation Ca(t) de deux opérateurs A
et B est définie sans ambigiiité (pour des opérateurs centrés, on a Cpa(t) =
(B(t)A)). Dans le cas quantique en revanche, & cause de la non-commutation
des opérateurs, on fait couramment appel a deux définitions, non équivalentes,
de la fonction de corrélation de deux opérateurs A et B. 1l en est également
ainsi pour la fonction d’autocorrélation d’un opérateur A, car A(t) ne commute
pas en général avec A(t').

2.1. Fonctions de corrélation symétrique et canonique

Nous nous limitons ici & Pétude des fonctions de corrélation de deux
opérateurs hermitiques A et B dont les parties diagonales par rapport & Hy
sont nulles (4% = 0, B = 0). Cette hypothése implique notamment que A et
B sont centrés :

(A) = Tr(poA) =0,  (B) = Tr(poB) = 0. (2.1)

3 La fonction spectrale £ 4.4 (w) est définie par la formule :

Ean(@) = 2 D (M = T1)| Agn *(wan ~ ).

n,q
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e Fonction de corrélation symétrique

La fonction de corrélation symétrique Sp a(t) de deux opérateurs centrés
A et B est définie par la formule :

Spa(t) = <{A B(t)}+), (2.2)

ou {A,B(t)}4+ = AB(t) + B(t)A désigne 'anticommutateur de A et de B(t).
La quantité :

p 1
Saalt) = §<{A7A(t)}+> (2.3)
est la fonction d’autocorrélation symétrique de 'opérateur A.

e Fonction de corrélation canonique

Pour les systeémes en équilibre canonique, on utilise également la fonction
de corrélation canonique des opérateurs A et B, définie par :

Kpal(t [3/ (X0 Ae= o B(1)) dA. (2.4)

2.2. Expression des transformées de Fourier Spa(w) et Kpa(w)
sur une base propre de Hy

_ Soient Spa(w) et Kpa(w) les transformées de Fourier respectives de
SBA<t) et KBA(t) :

Spa(w) = /oo SBA(t)eth dt, KBA(LU) = /Oo RBA(t)ei”t dt. (2.5)

e Expression de Spa(w)

Des formules :

(B(t)A) =) T,BngAgme ot (2.6)
n,q
et :
AB(t)) = TI,AgBpge ™t 2.7
q“q q
n,q

on déduit V'expression de Spa{w) :

Spalw -WZ n 4 1) BrgAgnd(wen — w). (2.8)



Théoréme de fluctuation-dissipation 421

e Expression de Kpa(w)

Pour obtenir K g 4(w), on réécrit tout d’abord la formule (2.4) pour Kpal(t)
sous la forme :

. 1 BngAgn
Kpa(t) = = S (I, — I1,) 22420 giwnat, 2.
BA( ) /Bh ;( n q) qu e ( 9)
On en déduit I'expression de Kp4(w) :
27 Bn A n
KBA(W) = % Z(Hn - Hq) —S—L 6(qu - w)~ (2'10)
n,q qn

2.3. Relation entre Spa(w) et Kpa(w)
Compte tenu de 'identité :

I, - 11, 1 — e Plea=en)

M, — 10, = (L, + 1) =% = (I, + ) —— ———
¢ =+ Q)Hn+Hq (M + Mo e e

(2.11)

on déduit des formules (2.8) et (2.10) une relation directe (ne faisant pas
intervenir la base propre de Hp) entre Spa(w) et Kpa(w) :

Shw . Shw

SBA(OJ) = 5 oth —Q—KBA((,U). (2.12)

2.4. Limite classique

A la limite classique, les différents opérateurs commutent, et l'on a :
Spa(t) = Kpa(t) = Cpa(t). (2.13)

Les deux fonctions de corrélation symétrique et canonique sont donc identiques
dans la limite classique.

Corrélativement, en ce qui concerne les transformées de Fourier de ces
fonctions, on a, dans la limite classique Shw < 1 :

SBA(w):KBA(w):CBA(w). (2.14)

3. Théoréme de fluctuation-dissipation

Le théoréme de fluctuation-dissipation constitue le noyau central de la
théorie de la réponse linéaire. Il exprime une relation générale entre la réponse
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ou la relaxation en régime linéaire et les fluctuations a ’équilibre?. T} permet
notamment de relier la dissipation d’énergie au cours des processus irréversibles
linéaires et la densité spectrale des fluctuations a ’équilibre. Le théoréme de
fluctuation-dissipation est utilisé pour prédire les caractéristiques des fluctua-
tions ou du bruit thermique & partir de celles de 'admittance, ou, a I'inverse,
pour obtenir 'admittance & partir des fluctuations thermiques. Le théoréme
de Nyquist constitue un exemple de la premiere démarche, tandis que la
démonstration d’Onsager des relations de réciprocité entre les coefficients ciné-
tiques est Pexemple le plus ancien de la seconde.

La premiére formulation de ce théoréme a été effectuée par A. Einstein
en 1905 dans le cadre de son étude du mouvement brownien. Ce résultat
a ¢été étendu par H. Nyquist en 1928 au bruit thermique dans un circuit
électrique a ’équilibre, puis généralisé par L. Onsager en 1931 sous la forme
d’une hypothese sur la régression des fluctuations. Le théoreme de fluctuation-
dissipation a été démontré dans le cadre de la théorie quantique de la réponse
linéaire par H.B. Callen et T.A. Welton en 1951, puis par R. Kubo en 1957.

3.1. Relation entre Spa{w) ou Kpga{w) et la fonction spectrale
€pa(w)

On vérifie, en utilisant les expressions (2.8) et (2.10) de Spa(w) et Kpa(w),
ainsi que la définition de la fonction spectrale® £p4(w), les deux relations :

Spa(w) = hcoth ﬂ%ﬁg,q(w) (3.1)
et :
2
Kpa(w) = E&BA(W)' (3.2)

4 On n'observe des violations de ce théoréme que dans des systémes hors d’équilibre,
tels que les verres de spin ou les verres structuraux. Ces systémes relaxent trés lentement et
présentent des propriétés de vieillisserment : I’échelle de temps de la réponse & une perturba-
tion extérieure ou d’une fonction de corrélation entre deux grandeurs physiques augmente
avec 'dge du systéme, c’est-a-dire avec le temps écoulé depuis sa préparation. Autrement
dit, ces fonctions décroissent d’autant plus lentement que le systéme est plus vieux. Le vieil-
lissement se traduit notamment par la dépendance séparée des fonctions de réponse et/ou de
corrélation de certaines variables dynamiques par rapport a leurs deux arguments temporels.
Le théoreme de fluctuation-dissipation n’est alors pas applicable.

5 La fonction spectrale £p 4 (w) est définie par la formule :

€pa(w) = % Z(Hn = IIg) BngAqnd(wgn — w).

n,q
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3.2. Formulations du théoréme de fluctuation-dissipation

Les formules (3.1) et (3.2) conduisent, 'une comme 'autre, & des formu-
lations du théoreme de fluctuation-dissipation pour un systéme en équilibre
thermodynamique & la température T' = (kﬂ)fl.

Par exemple, dans le cas ou le hamiltonien de perturbation est de la
forme (1.1), la dissipation est libe & £44(w) = Xx44, tandis que Saa(w) ou
K A 4(w) peuvent étre interprétées comme la densité spectrale des fluctuations®
de A. On peut écrire les relations :

Brw\ " [ -
Xaa(w) = <hcoth T) / Saa(t)e™ dt (3.3)
et : -
Xaa(w) = _6_; [m Kaa(t)e™ dt. (3.4)

Les formules (3.3) et (3.4) montrent que la connaissance de la dissipation
d’énergie dans le systéme perturbé par le champ a(t) couplé a la grandeur A
est équivalente a celle de la dynamique des fluctuations de A a Péquilibre.

A la limite classique, S’AA(t) et I~(AA(t) s'identifient & C’AA(t) (formule
(2.14)), et les formules (3.3) et (3.4) s’écrivent :

Vo (w) = %‘" / A A dt. (3.5)

— o

3.3. Quelques exemples

Les applications du théoreme de fluctuation-dissipation sont extrémement
nombreuses. En voici quelques exemples”.

e Mouvement décrit par 'équation de Langevin généralisée

On consideére, au sein d’un fluide en équilibre, une particule dont le mou-
vement est décrit par I'équation de Langevin généralisée : la particule est
soumise de la part du fluide environnant & une force fluctuante et 4 une force
de frottement retardée. Au cours de la relaxation d’une fluctuation de vitesse,
de I'énergie se trouve dissipée au sein du fluide.

L’admittance A(w) n’est autre que la transformée de Fourier-Laplace
Yz (w) de la fonction de réponse linéaire x,.(t). On a A(w) = 1/m[y(w) — iw],

5 Voir le paragraphe 4.2.

7 Les exemples présentés ici sont classiques. Un autre exemple, quantique, concernant
le déplacement d’un oscillateur harmonique couplé & un bain de phonons, sera traité dans
le complément 14.A.
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ol v(w) désigne le coefficient de frottement généralisé. La partie dissipative®
de A(w) est reliée a la fonction d’autocorrélation de la vitesse a Péquilibre :
1 o

Re A(w) = T | (v(t)v)e™ dt. (3.6)

La formule (3.6), appelée premier théoréme de fluctuation-dissipation dans
la terminologie de R. Kubo, découle de I'équation de Langevin généralisée.
On peut également 1’établir en appliquant la théorie de la réponse linéaire au
systeéme isolé constitué par la particule couplée avec le bain.

La partie réelle du coeflicient de frottement généralisé est la transformée
de Fourier de la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin :

Rey(w) = ﬁ /_ b (F(t)F)e** dt. (3.7)

La formule (3.7), appelée second théoréme de fluctuation-dissipation, se démon-
tre & partir de la formule (3.6) et de ’équation de Langevin généralisée®.

e Diffusion de la lumiére par un fluide

Une autre application du théoréme de fluctuation-dissipation est mise en
jeu lors de I’étude de la diffusion de la lumiere par les fluctuations de den-
sité d'un fluide. De la mesure du spectre de la lumiére diffusée, on déduit le
spectre des fluctuations de densité. Celles-ci sont de deux types : les fluctua-
tions thermiques, dues a des fluctuations de I’entropie locale, et les fluctuations
mécaniques, dues aux ondes sonores amorties. Pour les fluctuations de faible
amplitude, de basse fréquence angulaire et de grande longueur d’onde, le spec-
tre de la lumiere diffusée peut se déduire des fonctions de réponse obtenues &
partir des équations linéarisées de ’hydrodynamique.

Les expériences de diffusion de la lumiére fournissent ainsi un moyen de
mesurer les coefficients dissipatifs du fluide'°.

8 Les opérateurs vitesse et position ayant des signatures opposées par rapport au ren-
versement du temps, la partie dissipative de A(w) est sa partie réelle x/,.(w). On a en effet
la relation £ue(w) = —ix4,(w). Une discussion analogue est effectuée au chapitre 15 en ce
qui concerne la conductivité électrique.

9 La densité spectrale de la force aléatoire est donc, dans le cas classique, proportionnelle
a la partie réelle du coefficient de frottement généralisé :

Sr(w) = 2mkT Re y(w).

Dans le cas quantique, on a :

I3
Sp(w) = hw coth Ez—wm%e'y(w).

10 voir le complément 16.B.
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4. Positivité de wx’ ,(w). Susceptibilité statique

4.1. Positivité de wyx' 4 (w)

On considere, comme précédemment, un systeme de hamiltonien non per-
turbé Hy, soumis & une perturbation —a(t)A, ol a{t) est un champ harmonique
de fréquence angulaire w.

L’expression microscopique (1.16) de la puissance moyenne dissipée dW/dt
montre que ¢’est une quantité positive : un systéme dissipatif stable absorbe
en moyenne de la part du champ auquel il est couplé plus d’énergie qu’il ne
lui en restitue. On en déduit, en faisant appel & expression (1.5) de dW/dt,
la positivité de wx’s 4 (w) :

wx'qalw) > 0. (4.1)

4.2. Généralisation du théoréme de Wiener-Khintchine

Des formules (3.3) et (3.4), on déduit les égalités :

-1
wX'4a(w) = w(h coth %ﬂ) Saa(w) (4.2)
et : )
N al) = B Kanle) (4.3)

Les formules (4.2) et (4.3) montrent que la positivité de wx’j 4(w) entraine
celle de Saa(w) et de Kaa(w) :

Saaw) >0,  Kaa(w)>0. (4.4)

Les inégalités (4.4) assurent a posteriori qu’il est effectivement possible d’inter-
préter Saa(w) ou Ka4(w) comme la densité spectrale (positive) des fluctua-
tions de A. Les relations de Fourier (2.5) (écrites avec B = A) représentent
donc la généralisation du théoréme de Wiener-Khintchine & une variable
dynamique ou & une observable.

4.3. Susceptibilité statique

La partie imaginaire x4 4(w) de la susceptibilité généralisée est une fonc-
tion impaire de w. En utilisant cette propriété, on peut déduire du théoreme
de fluctuation-dissipation 'expression de x 44 (w = 0) en termes d’une fonction
de corrélation a ’équilibre.
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La fonction x’4 4 (w) étant impaire, x4 4 (w = 0) s’identifie avec la suscep-
tibilité statique. La relation de Kramers-Kronig pour x4 4(w = 0},

ualw=0 =7 [ Y xaal) g, (45)

TS o W

fournit donc une représentation intégrale de la susceptibilité statique :

XAaa(w =0) = E /OO Xaalw) dw. (4.6)

T o W

On en déduit, d’apres le théoreme de fluctuation-dissipation (3.4) :
B o
)(AA(LUZO): -2~/ KAA(w)dw. (47)
T — 00

On retrouve ainsi la relation de proportionnalité entre la susceptibilité statique
et la fonction de corrélation canonique & temps égaux ! Kp4(t =0) :

Xaa(w = 0) = BKaa(t = 0). (4.8)

Dans le cas classique, la formule (4.8) s’écrit simplement :

xaa(w = 0) = B(A?). (4.9)

4.4. Regle de somme thermodynamique
Comme P'on a supposé A% = 0 (et donc (A) = 0), la susceptibilité statique
est identique a la susceptibilité isotherme :

0A
Xaalw=0)=xk4s=—| - (4.10)
AA da -

Dans la formule (4.10), a désigne un champ extérieur statique appliqué au
systeme.

La formule (4.8) (qui prend la forme (4.9) dans le cas classique) permet
donc d’exprimer la dérivée thermodynamique 0A/da|r en termes de la fonction
de corrélation K 44 (t = 0) (égale & (A?) dans le cas classique) :

0A

5. | = BKaalt=0). (4.11)
alr

La formule (4.11) constitue la régle de somme thermodynamique.

gy principe, l'exgression de xpa(w = 0) fait intervenir la fonction de corrélation

canonique I?B_BOYA_Ao(t = 0). Celle-ci se réduit ici & Kp4(t = 0), puisque 'on a supposé
A®=0, B"=0.
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5. Regles de somme

De fagon générale, les régles de somme de la théorie de la réponse linéaire
sont des relations intégrales exactes que doit vérifier toute susceptibilité géné-
ralisée. Elles stipulent que chacun des moments de xpa(w) doit étre égal a
une fonction de corrélation a I’équilibre a temps égaux de certaines dérivées
des opérateurs A(t) et B(t). La régle de somme thermodynamique et la régle
de somme des forces d’oscillateurs sont les exemples les plus marquants de
regles de somme. En pratique, les regles de somme imposent des contraintes
aux modeles phénoménologiques susceptibles d’étre proposés pour les suscep-
tibilités généralisées (notamment en ce qui concerne leur comportement aux
grandes fréquences angulaires).

Nous allons établir les régles de somme, en nous limitant au cas simple de
la réponse d’une grandeur A a son propre champ conjugué.

5.1. Démonstration

Pour étudier le comportement de la susceptibilité y44(w) aux grandes
fréquences angulaires, on introduit la fonction y 4 4(z), définie par sa représenta-
tion spectrale en termes de x'j 4 {w) :

1 oo 1"
xaa(z) = —/ Xaalw) dw, Smz # 0. (5.1)
oo W2
On développe le second membre de P'équation (5.1) en puissances de 1/z :
1 1 oo 1" 1 1 o "
XAA(Z):___/ wwdw__g_/ WQXL(M)(M*..._ (52)
27T J oo w 227 o w

Les coefficients du développement (5.2) sont proportionnels aux moments
d’ordre n > 1 de X/} 4 (w)/w.

D’apres le théoréme de fluctuation-dissipation (3.4), on a 'égalité :

1 o0 " oo
- / W™ XAA(w) dw = ﬂ wnKAA(w) du}, n > 0. (53)

T J oo w 2 ) o

Le développement (5.2) fait donc intervenir les moments d’ordre n > 1 de
Kaa(w). D’apres les propriétés de la transformation de Fourier, chacun des
moments de Ka4(w) (y compris celul d’ordre zéro, qui ne figure pas dans le
développement (5.2)) est proportionnel & la dérivée de méme ordre'?, calculée

12 Onaen effet, par définition :
_ 1 [ )
Kaa(t) = A/ KAA(w)e_lut dw.
27 J _ o
On en déduit 'expression du moment d’ordre n de K4 4(w) :
1 o0

d\" -
nK dw = (iZ) Kaatt ' , > 0.
WK g4(w) dw (ldt> aa(t) o n>

2 oo
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pour ¢ = 0, de la fonction d’autocorrélation K 44(t). On en déduit la formule :

1 > nX;IlA(w) _ d e
;/oow wa—,@(l—d—t> KAA(t)‘t:()’ nzO (54)

L’expression figurant au second membre de Péquation (5.4) est une quantité
finie. Les relations ainsi obtenues pour les diverses valeurs de n > 0 constituent
les régles de somme que doit satisfaire x4 4(w).

Les formules (5.4) n’ont d’intérét que pour n pair. En effet, comme x’ , (w)
est une fonction impaire de w, les moments d’ordre impair de x4 4(w)/w sont
nuls. Corrélativement, K 4 A(t) est une fonction paire de ¢ analytique en ¢t = 0.
Ses dérivées d’ordre impair a Uorigine sont nulles.

Dans le cas classique, on déduit de 'équation (5.4), écrite pour le moment
d’ordre 2p de x} 4(w)/w, la relation :

L[ @ = 5(AT), pzo (5.5)

TJ-x

5.2. Retour sur la régle de somme thermodynamique

La formule (5.4) pour n = 0 s’écrit :

% /OO XZL:;(W) dw = BKaa(t =0). (5.6)

— o0

On peut réécrire I’égalité (5.6) sous la forme équivalente :
Xaalw =0) = BKaa(t = 0), (5.7)

formule qui n’est autre que la régle de somme thermodynamique (4.8).

5.3. Régle de somme- f
Nous allons examiner plus en détail la régle de somme (5.5) dans le cas
p=1:
1 [ .
;/ wx'h4(w) dw = B(A?). (5.8)

Il s’agit d’une propriété connue sous le nom de régle de somme-f. Nous allons
la vérifier sur I'exemple de la polarisation d'un atome perturbé par un champ
électrique.
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La susceptibilité généralisée associée a la polarisation d’'un atome, ini-

tialement dans son état fondamental |¢g) et perturbé par un champ électrique
parallele a axe Oz, est :

1 1
x(w) Elm Z‘ $nlz]d0)] ( wno+ze+w+wno+l€> (59

Dans la formule (5.9), les états {|¢n)} (n > 0) sont les autres états propres
non perturbés et les quantités wyg les fréquences angulaires de Bohr. On a :

2
e
X" (@) = 5= Y[ nlal60) [*[6(w — wno) = (w + wno)] (5.10)
La regle de somme-f (5.8) s’écrit dans ce cas :
2m
e Z |(@nlzl @0} *wno = 1. (5.11)

La formule (5.11) n’est autre que la régle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn
des forces d’oscillateurs.

5.4. Modeles phénoménologiques et régles de somie

Les diverses regles de somme constituent un ensemble de contraintes
auxquelles les modeles phénoménologiques n’obéissent que partiellement.

Revenons sur I'exemple de la susceptibilité x,,(w) de l'oscillateur amorti
par frottement visqueux, donnée par la formule :

1 1

—_— 5.12
m —w? + w} —iw (5.12)

Xzz(w) =

Ona: )
Yw
X'w) = — (5.13)
M (w? —wi)” + 7w

Les moments d’ordre impair de x7.(w)/w sont bien nuls. Les deux premiers
moments d’ordre pair non nuls de x” (w)/w sont finis. La regle de somme
thermodynamique et la régle de somme-f sont vérifiées quel que soit v. On a
en effet les égalités :

o 1
i/ 7 dw=— (5.14)

M J oo (w2 — wi)’ + 2w mwy

(régle de somme thermodynamique) et :

1 e 2 1
— il dw = — (5.15)
mT J_co (w? —wd)” + 7y2w? m

(regle de somme-f).
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En revanche, les moments d’ordre pair plus élevé de x . (w)/w diver-
gent. Cette divergence met en évidence le fait que le modele d’amortissement
visqueux avec un coefficient de frottement indépendant de w n’est pas satis-
faisant aux grandes fréquences angulaires. On peut améliorer ce modele en
introduisant un coefficient de frottement généralisé y(w) (Véquation du mou-
vement de l'oscillateur fait alors intervenir une force de frottement retardée).
Par exemple, avec le coeflicient de frottement généralisé :

We (5.16)

Yw) =7—">
We — iw

dans lequel w, désigne une fréquence angulaire caractéristique du fluide amor-
tissant le mouvement de Poscillateur, le moment d’ordre 4 de x,. (w)/w devient
fini, les moments d’ordre supérieur de cette quantité continuant toutefois &

diverger.
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Complément 14.A

Dynamique dissipative
d’un oscillateur harmonique

1. Oscillateur couplé a un bain thermique

La dynamique dissipative classique ou quantique d’un oscillateur har-
monique peut étre étudiée dans le cadre du modele de Caldeira et Leggett.
L’oscillateur considéré est couplé linéairement a un environnement constitué
d’un nombre infini d’oscillateurs indépendants en équilibre thermique. Ce cou-
plage donne lieu & un amortissement. Le modele étant linéaire, il est possible de
déterminer exactement la fonction de réponse du déplacement de l'oscillateur
amorti, et, grice au théoréme de fluctuation-dissipation, d’en déduire la fonc-
tion de corrélation associée.

Nous allons tout d’abord rappeler expression de la fonction de réponse
et de la susceptibilité associées au déplacement de l'oscillateur non couplé, et
calculer la fonction de corrélation correspondante. Nous examinerons ensuite
comment la dynamique de Poscillateur est modifiée par le couplage.

2. Dynamique de I'oscillateur non couplé

Le hamiltonien d'un oscillateur harmonique a une dimension de masse m
et de fréquence angulaire propre wy s’écrit, en fonction du déplacement x et
de 'impulsion p :

2
p 1 2,2
Hy = — 4+ -mwga”. (2.1
om 200 )
Il peut aussi s'écrire en termes des opérateurs annihilation et création! a et
at:

1
Hy = hwy (aTa + 5) (2.2)

I On rappelle les formules :

;p:< n )1/2(a+af), p:-i(m)l/Q(a*aT).

2mwg 2
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L’oscillateur est soumis en outre a une force extérieure F'(t). Le hamil-
tonien de perturbation correspondant est :

Hy(t) = —F(t)z. (2.3)

2.1. Fonction de réponse du déplacement

La fonction de réponse du déplacement ¥, (¢) est une combinaison linéaire
des quatre fonctions de réponse Xaqt(t), Xata(f); Xaa(t) €t Xqtqt(t). Etant
données les expressions de a(t) et af(t),

a(t) = ae” "o, al(t) = aleto?, (2.4)
on a, d’apres les formules de Kubo,

Roat () = O, Xuralt) = —£6(0)e", (2.5)

et :
)Zaa(t) =0, S(a'f(ﬂ (t) =0. (26)

La fonction de réponse du déplacement se réduit donc a une somme de deux
termes :

h

Xzx (f) = m [)Zaaﬁ (t) + )zaTa(t)]' (27)

Compte tenu des formules (2.5), on a :

- sinwpt
Koz () = O(t) ——-

mwo

2.2. Susceptibilité généralisée

La susceptibilité généralisée y..{w) est la transformée de Fourier de
Xzx(t) :

Xz (W) = lim/ Xz (t)e“te™ dt. (2.9)
0

e—0t

On obtient, & partir de la formule (2.8) :

Xesl@) = o i (o o) (2.10)

= im - -
2muwyg e—0+ w—wp+ie wHwg+e
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Les parties réelle et imaginaire de xz{(w) sont :

’ 1 1 1
Xxl(w) = —Vvp + vp
2o Wowo Wt (2.11).
, T
Xpz(w) = S [6(w — wo) — 8(w + wo)].

2.3. Fonction d’autocorrélation du déplacement

La fonction d’autocorrélation symétrique du déplacement de Voscillateur

est :
Sult) = %(mt) 1 a(t)z). (2.12)

Les moyennes & 1'équilibre (aa) et (a'a') étant nulles, on a simplement :

Sun(t) = " [8uur (1) + Sara(0)], (2.13)

4mwg

soit, compte tenu des expressions (2.4) de a(t) et af(t) :

~ h
Szz(t) = ST (aa’ + ala) coswt. (2.14)

Les moyennes & l'équilibre (a'a) et {aa’) sont données par les formules :
<aTa> = ng, <aa‘L> =1+ ng, (2.15)

ot ng = (ehwo — 1)_1 désigne la fonction de distribution de Bose-Einstein
a la température T = (kB)~'. On en déduit la fonction d’autocorrélation
symétrique du déplacement,

h

= oth Phiwo
2muwy

Sea(t)

cos wot, (2.16)

et, par transformation de Fourier, la fonction spectrale associée :

S (w) = 2:220 coth ﬂhwo

[6(w — wo) + 6(w + wp)]. (2.17)

En l'absence de couplage, l'oscillateur n’est pas amorti. La fonction de
réponse et la fonction d’autocorrélation de son déplacement oscillent indéfini-
ment sans décroitre, comme le montrent les formules (2.8) et (2.16).
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2.4. Théoréme de fluctuation-dissipation

On peut réécrire 'expression (2.17) de S, (w) sous la forme :

™ coth ﬁ;‘ﬂ [6(w — wo) — 8(w + wo)]- (2.18)

Sex(w)

2muwy

En comparant la formule (2.18) avec Pexpression (2.11) de x7,(w), on vérifie
le théoreme de fluctuation-dissipation associé au déplacement de 'oscillateur :

phw

Sza(w) = hcoth Txm(w). (2.19)

En réalité, Voscillateur non couplé n’est pas amorti et ne constitue pas un
véritable systeme dissipatif. D’aprés la formule (2.11) pour X7 (w), Voscillateur
n’absorbe d’énergie qu’a la fréquence angulaire propre wg. Les fluctuations du
déplacement se produisent exclusivement a cette fréquence angulaire, comme
le montre la formule (2.16) pour Sy, (t). Le théoréme de fluctuation-dissipation
traite ce cas limite de maniére cohérente (formule (2.19)).

3. Fonctions de réponse et susceptibilités d'un oscillateur
couplé a un bain

Le couplage de loscillateur & un bain permet de générer un véritable
systeme dissipatif. Il est nécessaire, pour qu’il en soit ainsi, que le nombre
des oscillateurs du bain tende vers 'infini, leurs fréquences angulaires formant
alors un continuum.

3.1. Hamiltonien de Caldeira et Leggett

Le hamiltonien de Caldeira et Leggett s’écrit, pour le probléeme étudié,

H vl ”+1§N Py 2( o )2 (3.1)
L= — + —mwir® + = T+ Wi | @y, — , .
LT o, T 2n:1 My, “n\T mnw%x

ot 'indice n = 1,..., N désigne chacun des oscillateurs du bain (on peut

considérer qu’il s’agit de modes de phonons). Le terme de couplage bilinéaire
entre l'oscillateur considéré et le bain est :

N N
*chmnx = hzgn(bn +bL)<a+aT)7 (32)
n=1 n=1

ot1 b,, et bl sont les opérateurs annihilation et création relatifs au mode n. Les
"y ~1/2
quantités ¢, ou g, = —c,(dmmuwows) sont des constantes de couplage.
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On néglige généralement les termes b,a + bl a’, qui correspondent & des pro-
cessus dans lesquels deux quanta sont annihilés ou créés?. On écrit alors, a des
constantes additives pres :

N N
He_ 1, ~ hwoala + Z Fuwn bl by + Z hgn(abl, + a'hy,). (3.3)

n=1 n=1

Le couplage entre le systéme et le bain s’effectue par des processus dans lesquels
Poscillateur gagne un quantum au détriment du mode n, et vice versa.

3.2. Formule générale pour la dérivée d’une fonction de réponse

Nous allons tout d’abord établir une formule générale® permettant d’expri-
mer la dérivée par rapport au temps d’une fonction de réponse. En dérivant
la formule de Kubo pour la fonction de réponse xpa(t),

O()([B(t), A]), (3.4)

- 1
XBa(t) = 7

on obtient pour dxpa(t)/dt 'expression suivante :

dxpalt 1 1 .

dxeall) _ 150008, A7) + Lo@)((B), Al). (3.5)
dt h I

Le second terme du second membre de I’équation (3.5) n’est autre que X g 4(t)-

On a donc : e t .
X%?(‘) = Z0()([B, A} + X4 (0). (3.6)

3.3. Equations couplées pour les fonctions de réponse

On cherche & calculer la fonction de réponse X.(t) du déplacement de
Poscillateur couplé au bain, I’évolution du systéme global étant gouvernée par
le hamiltonien de Caldeira et Leggett.

e Fonctions de réponse Xqt(t) €t Xata(t)

En appliquant la formule générale (3.6) & dx,,1(t)/dt, on obtient, compte
tenu de la structure du hamiltonien (3.3) :

df(a(ﬂ (t) U

T = ﬁé(t) - inXaaT (t) - izn:gnibnaf (t) (37)

2 (Ces termes correspondent en couplage faible & des contributions rapidement oscillantes
dont D’effet peut étrc négligé. Cette approximation est couramment utilisée en optique, oli
elle prend le nom d’approximation de I'onde tournante.

3 Les notations employées sont celles de la théorie générale de la réponse linéaire.
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On applique ensuite la formule (3.6) & dx,, .+ (t)/dt :

d)zbnaT (t)

dt = _iwnibna‘f (t) ~ i9nXaat (t). (3'8)

L’équation (3.7) et 'ensemble des équations (3.8) forment un systéme d’équa-
tions différentielles couplées pour les fonctions de réponse X,,t(t) et Xp o+ (¢).
On procede de maniere analogue en ce qui concerne X1, (t).

e Fonctions de réponse Xqq(t) et Xqtqr (t)

Les fonctions de réponse Xqa(t) €t Xqrqt(t) restent nulles en présence du
couplage. En effet, si I'on applique la formule générale (3.6) & dxaq(t)/dt,
le terme inhomogene en &(t) ne fournit pas de contribution. La méthode
précédente permet alors d’écrire un systeme d’équations différentielles couplées
linéaires et homogenes pour les fonctions de réponse X,4(2) et Xp,4(t), sSystéme
dont la seule solution est X.q(t) = Xb,q(t) = 0. Le méme argument s’applique
& Xatat (t)-

3.4. Susceptibilité généralisée x5 (w)

Aux équations différentielles couplées (3.7) et (3.8) pour les fonctions de
réponse X,,1(t) et ¥ o1 (t) correspondent, & € > 0 fixé, des équations couplées
pour les susceptibilités généralisées x 1 (w + i€) et xp 1 (w + i€) :

. . 1 .
(w+ i€ — wo)Xaqt (W t€) = - + Zn:anbnaT (w + ie) (3.9)

(w + i€ — wn)XbMﬂ (w + 26) = InXaat (w + iE).

On en déduit, apres élimination des susceptibilités x, 1 (w + i€) et passage a
la limite € — 0%, Pexpression de xgq1(w),

1

1
wt (@) = — = lim —, 3.10
Xaat (@) hoem0t wtie —wy — Y, g2(w + i€ — wy,) ! (3.10)
et, de maniére analogue, celle de y,14(w) :
. 1
Xate{w) = = lim (3.11)

hoemtt wie+wyg — 3., g2(w+ie+ wp) !
La susceptibilité généralisée associée au déplacement de 1'oscillateur couplé

avec le bain se déduit de xgqt(w) et Xqto(w) :

h

sz(w) = m [XaaT (w) + Xafa(w)] . (3'12)

Pour étudier xq.(w), il faut donc analyser les formules (3.10) et (3.11).
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4. Analyse de x,.(w)

4.1. La fonction X {w)

La quantité centrale pour I’étude de .ot (w) est la fonction X(w) définie
par la formule :

_ B 1

= Elircr){r Zgn WA ie—wy) . (4.1)
Elle est de la forme :

Y(w) = g* [A(w) - iF(w)], (4.2)

avec :

Zgn "
{w ZWZgnéw—wn).

Pour décrire une dynamique irréversible, on se place dans la limite ol
le nombre N de modes du bain tend vers I'infini, leurs fréquences angulaires
formant un continuum. Les parties réelle et imaginaire g?A(w) et ¢°T'(w) de
¥(w) peuvent étre considérées dans cette limite comme des fonctions conti-
nues de w. Comme le montre la formule (4.1), le prolongement X(z) de la
fonction ¥ (w) & un argument complexe z est une fonction analytique dans le
demi-plan complexe supérieur. Les fonctions A(w) et I'(w) ne sont donc pas
indépendantes, mais reliées entre elles par des formules 4 la Kramers-Kronig.
On a notamment :

(4.3)

Alw) = %vp/m uCr (4.4)

!
o W — W

4.2. Modélisation de X(w)

Il convient de choisir la fonction {w) de fagon a ce qu’elle soit adaptée
4 la description d’un environnement constitué de modes de phonons. Si 'on
suppose pour simplifier que la constante de couplage ¢, est indépendante de
n et que 'on pose g, = geff, la fonction I'(w) s’écrit :

T 2
[(w) = % 36w~ wn). (4.5)

Elle est proportlonnelle a la densité Z(w -1 Yo 0w ) de modes de
phonons. Si l'on pose geff =N"1g2 ona:

Nw) = nZ(w). (4.6)

C’est donc cette fonction Z(w) qu’il convient de modéliser.
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e Densité de modes de phonons

On peut choisir de la décrire simplement par un modele de Debye :
3w?/w}, O<w<w
Z(w) = { /D b
0, w > Wwp.
La fréquence angulaire de Debye wp est une mesure de la largeur de bande
des phonons.

(4.7)

e Fonction A{w)
Dans le modele de Debye, on a, d’apres les formules (4.4), (4.6) et (4.7) :

wp 3 12 1
Alw) = vp/ a; - dw'. (4.8)
0 WD W —Ww
On en déduit notamment :
1
Aw) ~ o |w| > wp, (4.9)
ett 3
Alw=0)=———- 4.10
w=0) =5~ (110)
L’intégration au second membre de Uéquation (4.8) une fois effectuée, il vient :
1 2 —
A(w):__?’_[_+i+ (i) ln’w—D—wH- (4.11)
wpl2 wp wp w

La fonction A(w) est représentée sur la Fig. 1.

A(w)

—_— oOp W
—3/2wD

Fig. 1. Fonction A(w) dans le modsale de Debye.

4 Comme le montre la formule générale (4.4), le comportement A(w) ~ w™! aux grandes
fréquences angulaires de la fonction A(w) n’est pas propre au modele de Debye, mais est
réalisé dans tous les cas (il est lié uniquement & la normalisation de la densité de modes
Z(w)). Par ailleurs, la propriété A(w = 0) < 0 est, elle aussi, vraie indépendamment de la
modélisation choisie pour la densité de modes, puisque A(w = 0) = vp [7°_[Z(w)/w] dw et
que Z(w) est une quantité positive.
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4.3. Expression de X, (w). Condition de stabilité
La susceptibilité x4t (w) s'écrit, en termes de la fonction L(w) :
1 1
= —= . 4.12
Xaat () hw+ie —wy — L(w) (4.12)

Ses parties réelle et imaginaire sont donc :

, 1 w—wy — g*AWw)
XaaT (w) = _? 2 2
N e X L
" o 1 gzr(u}) .
Xaar(w) ) 2 2 5 3
o — w0 — AW + [?L(w)]
A fréquence angulaire nulle, on a :
1 1
Xaat (w =0) (4.14)

" hwo + P’ A(w=0)
Or, selon la relation de Kramers-Kronig relative a la susceptibilité x .1 (w), la
quantité x/ _;(w = 0) s’écrit sous la forme :

o 1"
Xt (W =0) = l/ Xaat\W) w) dw. (4.15)
TS W
Dans un systéme dissipatif stable, intégrand x” . (w)/w est positif®. On a
donc nécessairement x/; (w = 0) > 0, ce qui implique, d’aprés la formule
(4.14) :

wo + g°A(w = 0) > 0. (4.16)

Comme A(w = 0) < 0, la condition de stabilité (4.16) impose que la constante
de couplage g n’excede pas une certaine valeur g,... Dans le cas particulier
du modele de Debye, A(w = 0) est donné par la formule (4.10). On a alors

gmax = (2wowp /3)"/2.

4.4. Recherche graphique des maxima de x” ,(w)

aat
Comme le montre la formule (4.13), x” , (w) présente en général un maxi-
. . . ’ aa .
mum au voisinage d’une solution w,, de 'équation :

w—wy — g?A(w) = 0. (4.17)

On peut obtenir les solutions de I’équation (4.17) en recherchant les intersec-
tions de la courbe A(w) avec la droite d’équation f(w) = g %(w—wyp). La Fig. 2
présente, pour deux valeurs différentes de wp (I'une supérieure, autre infé-
rieure & wp) les constructions graphiques appropriées dans les cas de couplage
faible et de couplage intermédiaire.

5 L’opérateur d’entrée et I'opérateur de sortie (c’est-a-dire respectivement l'opérateur A
et Popérateur B de la théorie générale de la réponse linéaire) sont ici hermitiques conjugués
P'un de lautre. Il en résulte que £,,1(w) n’est autre que x” ,{w). La puissance moyenne

aa

dissipée, positive, est proportionnelle & w¢, i (w), c’est-a-dire & wx:l’aT (w). Ceci assure la
positivité de 'intégrand au second membre de la formule (4.15).
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(1)0>(1)D

(D0<U)D

Fig. 2. Recherche des maxima de X!/ ;(w) pour wp > wp et wy < wp.

Lorsque la condition de stabilité (4.16) est vérifiée, 'ordonnée a lorigine
de la droite d’équation f(w) = g %(w — wp) est inférieure & A(w = 0) =
—3/2wp. Toutes les solutions de ’équation (4.17) correspondent alors & des
fréquences angulaires w,, > 0. Le nombre de solutions dépend de la force du
couplage. 1l existe une seule solution en couplage faible® (intersection de la
courbe A(w) avec la droite f(w) en pointillés), et trois solutions en couplage
intermédiaire (intersection avec la droite f(w) en traits pleins).

51 y a effectivement une seule solution en couplage faible, quelle que soit la valeur de
wo. La divergence logarithmique de la fonction A(w) en w = wp est un artéfact du modele
de Debye (dans une description plus réaliste de la densité de modes, la fonction A(w) serait
négative pour les petites valeurs de w et positive pour les grandes, la courbe A(w) présentant
Pallure d’une courbe de dispersion avec un maximum proche de la valeur maximale de la
fréquence angulaire des phonons).
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De maniere générale, prés d’un zéro wy, de I'équation (4.17), on peut écrire
les développements suivants :

{w —wo — PAW) > (W = win) [1 = @A ()] + .. (4.18)

T(w) ~Twm) + ...

Pour w =~ wpy, xJ,(w) prend donc approximativement la forme d’une1
lorentzienne centrée en w,, de largeur & mi-hauteur 22T (wy,)[1 — g2 A" (wim)] ™

et de poids [1 — ng’(wm)]hl :

9°T(wnm)
" 1 1 1— ¢?A' (wi)
Xgat\W) = ¢ = Wm
ot ) = 5 T 8 o) ooty [T T
LTI T T A
(4.19)
L’expression correspondante de x/ ;(w) est :
' (W) 1 1 W — W w
W)~ —— 3 w >~ .
Xaa! RN lon) e 0T )] "
W Wm 1—g2A(wpm)
(4.20)

e Forme de la solution en couplage faible

Lorsque le couplage est faible, il est possible d’obtenir pour x! ;(w) et
1

Xaaf(“’) des formules approchées valables pour I’ensemble des valeurs de w.
En couplage faible, le terme [w — wg — ng(w)]2 du dénominateur des formules
(4.13) est grand devant le terme en [g2F(w)]2 (sauf pres de wy,, on il s’annule). It
est donc légitime, dans les termes tres petits g2I'(w) et g2 A(w), de remplacer w
par wo. La fonction x”/_; (w) est alors correctement représentée, pour I'ensemble
des valeurs de w, par une lorentzienne centrée en wy, ~ wo + ¢°A{wg) et de
largeur & mi-hauteur 2¢%I"(wy) :

1 5

" m 2
e = ¢‘T . 4.21
Xoat (W) 5 - w )2 v Y = g°T(wo) ( )

L’expression correspondante de x/, ;(w) est :

W — Wm

Xt (@) = —3 (422)

—
(w - wm) + 77271
e Résonance

Lorsque wg > wp, et quelle que soit la force du couplage, I'une des solu-
tions de I'équation (4.17) est supérieure & wy, donc & wp. Pour cette solution,



444 Complément 14.A : Dynamique dissipative d’un oscillateur harmonique

désignée par wm1, on a Z{wm, ) = 0 et T{w,,, ) = 0. La réponse correspondante
n’est pas amortie. Au voisinage de wy,,, on a :

NN P S
Xaat (w) T hRl1-— QQA/(wml) Wé(w wml)' (4'23)

Cette réponse est appelée une résonance du modele.
Les autres solutions éventuelles, qui apparaissent en couplage intermé-

diaire, sont telles que w,, < wp. On a alors Z(w,,) # 0 et I'(wy,) # 0. La
réponse correspondante est effectivement amortie.

4.5. Susceptibilité généralisée x;,(w) en couplage faible

Nous nous proposons de discuter la solution de couplage faible dans le cas
wp < wp. Cette solution, qui ne correspond pas alors a une résonance, est
effectivement amortie.

De facon générale, on vérifie sur les formules (3.10) et (3.11) les propriétés :

{ Xt () = Xt ) w2

XZaT (LU) = ﬂX;’Ta(hw)

Pour obtenir, & partir des expressions de couplage faible de X q1 (W) €t Xg1q(w)
(équations (4.21) et {4.22)), la susceptibilité généralisée Y. (w) de Voscillateur
faiblement couplé aux phonons, il est cohérent de modifier la formule (3.12)
en tenant compte du fait que la fréquence angulaire propre de Poscillateur,
déplacée par le couplage, vaut wy, ~ wo + g2A(we) au lieu de wp, et d’écrire
Xzz(w) sous la forme approchée suivante :

R

2Mwoy,

Xzx (w) = [XaaT (W) + Xa*a(w)} . (425)

On a, en faisant appel a la seconde des propriétés (4.24) :

H

(Xt (@) = X (—w)]. (4.26)

h
/// ~
Nialw) = 5o

En utilisant alors Pexpression de couplage faible {4.21) de ¥” . {w), on obtient :
aat

1 v g
" m m
() ~ _ . 4.27
o) 2w | (w— wm)® +192 (W wm)® + 2 2

De maniére analogue, on écrit x/..(w) sous la forme :

!

[Xeat (@) + Xoat (—)]- (4.28)

h
! ~
Kal) > 5
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En utilisant alors I'expression de couplage faible (4.22) de x/, . (w), on obtient :

1 W — W W+ W
Xz (W) =~ - 75 + | (4.29)
2mwm | (w—wp) 72, (Wt wn) +2,

Dans la Yimite (v, — 0,wy,, — wo) olt le couplage avec les phonons s’annule,
les formules (4.27) et (4.29) s’identifient aux formules correspondantes pour
Voscillateur non amorti (équations (2.11)).

On déduit des formules (4.27) et (4.29) la susceptibilité généralisée Xz (w)
de loscillateur de fréquence angulaire propre wy < wp, faiblement couplé a un
bain de phonons de largeur de bande wp :

Xaw (W) 2 : < ! + ! ) (4.30)

T 2mwm \ W — Wi F Y W+ Wi F Y

Le coefficient d’amortissement v, = ¢g°I'(wy) est déterminé par la densité de
modes & la fréquence angulaire wy. Le déplacement w,, — wy = ¢2A(wp) de
la fréquence angulaire propre est déterminé par l'ensemble de la densité de
modes, comme le montre 'expression intégrale (4.4) de A{w).

5. Dynamique de I'oscillateur faiblement couplé

D’apreés la formule (4.30), la susceptibilité généralisée x..(w) de l'oscilla-
teur faiblement couplé aux phonons est formellement semblable & celle d'un
oscillateur classique amorti de fréquence angulaire propre w,, et de coeflicient
de frottement 2v,,. On en déduit la fonction de réponse du déplacement :

“‘ TIIt —_
Yoo (t) = O(t) o Eml =yt (5.1)

MW

Pour obtenir la fonction d’autocorrélation associée, on utilise le théoreme
de fluctuation-dissipation, qui permet de déduire S;,(w) de x7,(w). On a ainsi :

Sex(w) = h coth Phw Tm - Jm .
o 2mw 2 — 2 2 2 2
m (w—wm)” t77 (Wtwn) +77,

(5.2)
On peut calculer Sy, (t) par transformation de Fourier inverse. A température
quelconque, la fonction S,.(t) n'a pas une expression analytique simple’.

7 Les poles de la fonction coth 3fiw/2 interviennent en effet dans le calcul de I'intégrale
de Fourier donnant Sy (t).
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Cependant, dans la limite classique Shw < 1 ou S'M(t) est donnée par la
formule :

Gt = 2kTym 1
v T S o [(w = wim)® +72) w4+ win)? + 73]

e “dw, (5.3)

on obtient, au second ordre en couplage :

Spa(t) ~ (coswmt +Im sinwmm)e—%\”. (5.4)
w.

2
m m

Les formules (5.1) et (5.4) montrent qu’en présence d'un couplage faible
avec le bain de phonons, le mouvement de Voscillateur en régime classique
consiste en une oscillation amortie, de fréquence angulaire w,,, décalée par rap-
port a la fréquence angulaire de I'oscillateur non couplé d’une valeur proportion-
nelle au carré de la constante de couplage. Le temps de corrélation 7, = «,*
varie quant a lui comme l'inverse du carré de la constante de couplage. 11
diverge lorsque celle-ci tend vers zéro, oscillation persistant alors indéfiniment
sans amortissement.
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Chapitre 15

Théorie quantique
du transport électronique

Les théories semi-classiques de la conduction électrique reposent sur le fait
que dans un solide, métal ou semi-conducteur, les électrons d’une bande donnée
obdissent entre deux collisions aux équations semi-classiques du mouvement,
ceci étant contrebalancé par la diffusion due aux phonons et aux défauts de
réseau. Dans cette approche, les sections efficaces de collision ainsi que les
structures de bande sont calculées en mécanique quantique, mais les équations
de bilan ne prennent en compte que des probabilités moyennes d’occupation.
Les diffuseurs situés en des endroits différents sont supposés agir de fagon
incohérente.

La premiére approche purement quantique de la théorie du transport
électronique est celle de la théorie de Kubo de la réponse linéaire. Elle
conduit & écrire une expression microscopique du tenseur de conductivité
faisant intervenir les fonctions de corrélation des composantes appropriées
du courant électrique (formule de Kubo-Nakano). Dans le cas homogéne, on
peut en déduire une expression de la partie réelle de la conductivité d’un gaz
d’électrons sans interactions en termes de fonctions de corrélation de courants a
une particule (formule de Kubo-Greenwood). A I'ordre le plus bas en (kpé)™"
(kp étant le vecteur d’onde de Fermi et ¢ le libre parcours moyen élastique
relatif aux collisions électron-impureté), on retrouve ainsi pour la conductivité
le résultat du calcul semi-classique fondé sur I'équation de Boltzmann. Les
corrections par rapport a ce résultat sont dues a des effets d’interférences
quantiques mettant en jeu des échelles de longueur trés supérieures a £.
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1. Formule de Kubo-Nakano

De maniere générale, la théorie de la réponse linéaire conduit a exprimer
chacun des coefficients des lois linéaires phénoménologiques du transport en
termes d’une fonction de corrélation & ’équilibre des courants appropriés. Les
formules ainsi obtenues portent le nom générique de formules de Green-Kubo.

Nous allons établir ici la formule de Green-Kubo pour le tenseur de
conductivité électrique. Cette formule, qui permet d’exprimer les composantes
du tenseur de conductivité en termes dune fonction de corrélation des compo-
santes correspondantes du courant électrique, est aussi appelée plus spécifique-
ment formule de Kubo-Nakano. Le systéme des porteurs de charge étant décrit
au niveau microscopique par la mécanique quantique, la formule de Kubo-
Nakano est a la base de la théorie quantique du transport électronique.

Nous établirons cette formule en supposant tout d'abord que le champ
électrique appliqué est spatialement uniforme. Nous étudierons ensuite la
généralisation au cas non uniforme.

1.1. Conductivité en champ électrique uniforme

On considére un matériau conducteur auquel est appliqué un champ élec-
trique spatialement uniforme E(t). Si le champ est paralléle & la direction 3,
le hamiltonien de perturbation peut s’écrire :

Hl(t) = —GZTiygEg(t). (11)

Dans la formule (1.1), les {r;} sont les opérateurs position des différents
électrons de Iéchantillon considéré.

L’opérateur densité de courant électrique au point 7 est défini par :
e
J(r) = §Z[vi5(r—ri)+5(r—ri)'vi}, (1.2)
2
ol v; = 7; est la vitesse de I’électron . Lorsque le champ est uniforme, il en

est de méme de la densité de courant, que Von peut par conséquent définir
aussi par la formule :

J = %/J(r)dr, (1.3)

dans laquelle V' désigne le volume de 'échantillon. On en déduit, compte tenu
de la formule (1.2) :
e
J=r Z ;. (1.4)

Dans le régime de réponse linéaire, la valeur moyenne (J,(t)) de la compo-
sante parallele & la direction « de la densité de courant s’écrit sous la forme :

(Ja(t)) = /oo Xpal(t —t)Es(t") dt, (1.5)

— o0
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avec A =e ), 1 get B = J,. D’apres la théorie générale de la réponse linéaire,
la fonction de réponse Y pa(t) est donnée par la formule :

Ta(t) = 1OU(al0)e 3 mi). (1.6)

Le systéme non perturbé est supposé en équilibre canonique a la température 7',
On peut donc écrire X pa(t) & I'aide de la fonction de corrélation canonique de
Kubo KBA(t) = VKJQJB (t) :

g
;zBA(t):e(t)v/O (Jo(=ibN)Jo ()Y dr,  B=(KT)"'.  (L.7)

Le tenseur de conductivité électrique a pour composantes :

00 8
ap(w) =V lim /0 e(w'e)tdt/ﬂ {Ja(—ihA)Ja(t)) dX. (1.8)

e—0t

La. conductivité se calcule donc & partir d’une fonction de corrélation courant-
courant a ’équilibre. La formule (1.8) est la formule de Kubo-Nakano pour le

cas particulier d’un champ électrique uniforme!.

1.2. Généralisation au cas non uniforme

L’étude précédente peut étre étendue au cas ou la perturbation dépend,
non seulement du temps, mais aussi du point r de Pespace. Le tenseur de
conductivité est alors une fonction, non seulement de la fréquence angulaire,
mais aussi du vecteur d’onde : ¢ = g(q, w).

Pour un potentiel extérieur imposé non homogene ¢(r,t), la perturbation
est décrite par le hamiltonien :

Hi(t) = [ o(r.0p(r) dr (1.9)

olt p(r) = e, 6(r — r;) est la densité de charges au point r.

L' En utilisant le fait que la fonction de réponse xpa(t) est réelle, on peut aussi écrire
les composantes du tenseur de conductivité en champ électrique uniforme sous la forme
équivalente :

o0 . 3
aag(w):v&gx(x;+ A e<w--€>*dt/0 (Jadg(—t +ihAY) dA,

ot J, désigne Ju(t = 0).
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Pour faire apparaitre explicitement le champ Eg(r,t) = —Vg¢(r,t) dans
I'expression de la perturbation, on introduit opérateur dérivé Hy défini par
thHy = [Hy, Hy] (la dérivation correspond & I’évolution non perturbée) :

H, = /¢(r,t)p(1~) dr. (1.10)
En prenant en compte 'équation de continuité p(r) = —V.J(r), on obtient :
H = —/(b(r,t)V.J(r) dr, (1.11)

soit encore :
Hy = ~/V.[(b(r,t)J(r)] dr + /J(r).V(b(r,t) dr. (1.12)
Le premier terme du second membre de I'équation (1.12) peut étre transformé

en intégrale de surface du flux ¢(r,t)J(r), puis annulé grace 4 un choix conve-
nable des conditions aux limites. La formule (1.12) se réduit alors a :

H, = ~/Eg(r,t)J5(r)dr. (1.13)
La formule (1.13) est de la forme générale :
Hy = A/a(r,t)A('r) dr, (1.14)

avec a(r,t) = Eg(r,t) et A(r) = Ja(r).

Dans le régime de réponse linéaire, la valeur moyenne (J,(r,t)) s'écrit
donc sous la forme :

(Ja(r, b)) = /dr’ /jo xpa(r —r',t —t")Eg(r', ') dt’, (1.15)

avec B(r) = J,(r). Pour un systéme non perturbé en équilibre canonique a
la température T, la fonction de réponse xpa(r — 7', t —t') est donnée par la
formule :

Xpalr — vt — t’):G(t—t’)/ﬁ<J5(r',—ih)\)Ja(r,t—t')>d/\. (1.16)
0

Pour déterminer le tenseur de conductivité, on introduit les transformées
de Fourier spatiales et temporelles Eg(q,w) et (Jo(q,w)) de Eg(r,t) et
(Ja(r,t)), définies respectivement par les formules :

Es(q,w) = /dr/E'ﬁ(r,t)ei(“’tfq"') dt (1.17)
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et :

(Ja(g,w)) = /dr/ua(r,t))ei(wt*q") dt. (1.18)

On obtient, par transformation de Fourier de I’équation (1.15), une relation
de la forme :

(Jalg,w)) = 0ap(a,w)Es(q,w), (1.19)

avec, compte tenu de la formule (1.16) :

R

oo

, N
x lim d(t—t')e“w—f)(f—”/ (J5(r', —ihA) Ja(r, t — ') dX.(1.20)
0

e—=0+ Jo

En introduisant 'intégration supplémentaire % [dr =1, et en effectuant le
changement de variables (r,r — ') — (r,7') dans l'intégrale double sur les
variables d’espace ainsi obtenue, on réécrit la formule {1.20) pour les compo-
santes du tenseur de conductivité sous une forme faisant intervenir une fonction
de corrélation des transformées de Fourier spatiales des densités de courant? :

o0

1 ) B8
Oap(q,w) = v lim dte@M)t/O (J5(—q, —ihA)Ja(q, 1)) dX,

e—0t Jg

(1.21)
La formule (1.21) est la formule générale de Kubo-Nakano.

2. Formule de Kubo-Greenwood

Dans certains cas, on peut écrire pour la conductivité une formule plus
explicite. En particulier, il est possible d’exprimer la partie réelle de la conduc-
tivité & vecteur d’onde nul d’'un gaz d’électrons sans interactions a ’aide de
fonctions de corrélation & ’équilibre de courants a une particule. Cette expres-
sion de Re o,5(q = 0,w) constitue la formule de Kubo-Greenwood, que nous
allons déduire ici de la formule de Kubo-Nakano®.

2 On peut aussi écrire les composantes du tenseur de conductivité sous la forme équi-
valente :

1 o0 . 3

Ganlaw) = 5 im [ 7 ate=0 [ (@) a(-a,—t +i0) A
V e—ot Jo 0

ot Jo(q) désigne J,(q,t = 0).

3 Une autre démonstration de la formule de Kubo-Greenwood, reposant sur la relation
entre la partie réelle de la conductivité & vecteur d’onde nul et les propriétés d’absorption
optique, est présentée dans le complément 15.A.
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Si les électrons sont libres, les états propres & une particule sont des ondes
planes [k;) ({rlk;) = V~1/2¢%*:7). Plus généralement, notamment en présence
d’'impuretés, les états propres de vecteur d’onde k;, notés alors |¢g, ), peuvent
étre d’autres fonctions ¢, (r). L'ensemble des électrons est décrit dans une
représentation en nombres d’occupation, dans laquelle n; désigne le nombre
d’occupation* de l'état de vecteur d’onde k;. Pour un gaz d’électrons sans
interactions, de hamiltonien Ho = ), ekza};i ak,, les opérateurs annihilation
et création dans I'état de vecteur d’onde k; a l'instant ¢ sont donnés par :

_iﬁki t/ﬁ’ aTk’L (t) - (ILi eie’% t/h' (21)
Dans le cas ou les états propres & une particule sont des ondes planes, les

opérateurs champ (annihilation et création de particules au point r) sont
définis par les formules :

w(r’ t) — V—1/2 Za’ki (t)eAiki.r

ag, (t) = ag,e

! 2.9
W) = V23 g (et >

Plus généralement, si les états propres a une particule sont des fonctions ¢, (1),
on définit les opérateurs champ de la fagon suivante :

br, 1) = 3 an, (), (r)

: (2.3)
whrt) =" al, (06, (r).

2.1. Expression des courants J,(q = 0,t) et Jg(g = 0,—ih\) a
Paide des états propres a une particule

Pour exprimer la densité de courant a 1’aide des opérateurs champ, on part
de Péquation de continuité p(r) = —V.J(r). La densité de charges s’exprimant,
en termes des opérateurs champ, comme p(7,t) = ey (v t)y(r, t), on vérifie
que J,(r,t) s’écrit sous la forme :

(2.4)

e r pt f
) = [ r 2500 20Dy ).

Oz, 0z,

La transformée de Fourier spatiale de J,(r,t) est® :

Ja(g,t) = /dr e—iq.rﬂ Z [¢ZI(T)MQL1akz

mi oz
ky, k2 @

9%, (r)

_Ta% (r)a};lakz}. (2.5)

4 Comme il s'agit de fermions, n; peut valoir, soit 0, soit 1.

5 Dans les formules (2.5) et (2.6), les opérateurs a,‘;l et ag, sont pris a I'instant ¢, bien
que, pour alléger 'écriture, ceci ne soit pas noté de fagon explicite.
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A vecteur d’onde nul, il vient :

a *
Jolg =0,t) = /drﬁ > [(ﬁkl( )8(?;;i )a Ao, — qg;(ir)%z(r)allakz .

(2.6)
On peut intégrer par parties le second terme du second membre de la formule
(2.6) : le terme tout intégré ne fournit aucune contribution, tandis que I'autre
contribution de l'intégration par parties de ce second terme vient doubler le
premier. On obtient ainsi® pour J,(q = 0,t) 'expression :

Jal@=0,8) = = 3 (kilpalko)al, (D, (1), (2.7)

ki,k2

dans laquelle p, = (h/i)0/0z, désigne la composante parallele a la direction o
de I'impuision 3 une particule. On en déduit, en utilisant les expressions (2.1)
des opérateurs annihilation et création a l'instant ¢ :

€ ; —
Ja(q = O,t) = —T—n— Z <k1|pa|k2>el(ek1 ekz)t/ha;fmakz
k1 k2

. € —€
Ja(g = 0,—ihX) = - E <k3|pﬁ|k4>e(€k3 k4)>‘a;rc3ak4.
ks, ka

(2.8)

Les opérateurs & vecteur d’onde nul J,(q = 0,¢t) et Jz(g = 0,—ihA) sont
hermitiques. Cette propriété jouera un role crucial dans la suite.

2.2. Partie réelle de la conductivité a vecteur d’onde nul

Reportant les expressions (2.8) de J,(q = 0,t) et Jg{q = 0, —ih\) dans
la formule de Kubo-Nakano (1.21) écrite pour ¢ = 0, on obtient :

2
€
Gaslq = 0,w) = Vegr&/ dee®mt Y —{kalpalka) (kslpslka)

ki k2 ,k3,ky

] B
xe’(e’“l*6'“2)t/ﬁ<a;c3ak4a};,akz>/ elma=®INdx. (2.9)
0

Pour expliciter 0,3(g = 0,w), il reste & calculer la moyenne a I'équilibre
<a};3 Ak, aLlaM). D’aprés les regles générales sur les valeurs moyennes a 'équi-
libre de produits d’opérateurs création et annihilation, les deux seules pos-
sibilités d’avoir un résultat non nul sont, d’'une part, ky = ko, k3 = k4, et,

6 Les états propres |¢g, ) sont notés dorénavant {k;) pour simplifier, méme si ce ne'sont
pas des ondes planes.
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d’autre part, ki = kg4, ko = k3. La contribution correspondant a ki = ko,
ks = k, contient la somme :

> (ka1 palkr) (kalpslks) e, kg (2.10)
k1.,kg

ol ng, = (a;rciaki) est le nombre moyen d’électrons dans I'état |k;) & Péquilibre
thermodynamique. Comme il n’y a pas de courant a I’équilibre, on a :

> " (klplk) ny = 0. (2.11)

k

La contribution k1 = ko, k3 = k4 & la moyenne (aLSak4a,Llak2> est donc nulle.
Par suite, on tient compte uniquement de la contribution k; = kg4, ko = k3.
La composante c,5(q = 0,w) du tenseur de conductivité s’écrit :

1 . > Tw—€ 62
0ap(q = 0,w) = o lim, i dt et kz’; 3 (K1[palka) (k2lps| ki)
1,2

, 8
x(1 — nkl)nkZez(E’“l*EW)t/h/ el = )N g) - (2.12)
0

L’intégration sur ¢ donne :

>

: (1w—€)t i(en; —eis )t/ _ i ( €y — kg )
elir& | dte et k1 Tk =P + mélw e
w —_——
h
(2.13)
Par ailleurs, on a :
B —Blery —€ry)
/ eleramem gy = &7 L (2.14)
0 €ky — €k,
et 'on vérifie la formule :
(1 — g, )nge, [6_5(6’“175’“2) — 1] = Nk, — Nk, (2.15)

En tenant compte des équations (2.13), (2.14) et (2.15), on obtient finalement
la formule de Kubo-Greenwood pour la partie réelle du tenseur de conductivité
4 vecteur d’onde nul” :

Re oap(w) = ;ﬁ%v > (k1lpalke) (kalpslks) (na, — 1k, )6lhw — (ek, — ek, )].
ki,k2

(2.16)

7 Pour simplifier I’écriture, le tenseur de conductivité a vecteur d’onde nul est désormais
désigné simplement par g(w).
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La formule (2.16) permet de relier la partie réelle de la conductivité a vecteur
d’onde nul d’'un gaz d’électrons sans interactions & des transitions entre les
états stationnaires a une particule.

2.3. Relation avec les propriétés d’absorption optique

La partie réelle de la conductivité a vecteur d’onde nul correspond a la
partie dissipative de cette susceptibilité.

Pour le montrer, on peut revenir & la formule de Kubo-Nakano (1.21).
Cette expression du tenseur de conductivité a été obtenue a partir des formules
générales de la théorie de la réponse linéaire avec A(r) = Js(r) et B(r) =
Jo(r), opérateurs dont les transformées de Fourier spatiales a vecteur d’onde
nul sont hermitiques. Les signatures par renversement du temps des opérateurs
A(r) et B(r) sont respectivement ¢4 = +1 et eg = —1. Cela implique la
relation :

Oap(w) = —0ga(w). (2.17)

On en déduit, en ce qui concerne la fonction spectrale £,3{(w), ¢’est-a-dire la
partie dissipative de la susceptibilité :

2ip(w) = oaplw) — U;a(w) = oap(w) + a(*w(w) =2Reoap(w). (2.18)

Dans un métal, la partie réelle du tenseur de conductivité et la partie
imaginaire du tenseur de permittivité diélectrique sont reliées par la formule® :

Sme(w) = 45 Re g(w). (2.19)

Dans le cadre d’un modele d’électrons indépendants, la formule de Kubo-
Greenwood pour Re g(w) donne donc également acces aux propriétés d’absorp-
tion optique caractérisées par Sme(w).

3. Conductivité d'un gaz d’électrons en présence d’'impuretés

Revenons sur le calcul de la conductivité d'un gaz d’électrons dégénéré
en présence d’impuretés, obtenue antérieurement dans le cadre d'un calcul
semi-classique effectué a partir de 'équation de Boltzmann linéarisée.

3.1. Temps de relaxation

Si le potentiel V;(r) créé par les impuretés reste suffisamment faible, les
états électroniques en présence des impuretés peuvent s’obtenir a partir des
états électroniques en l'absence de celles-ci via un calcul de perturbations.
L’équation aux valeurs propres s’écrit, en présence des impuretés,

(Ho + Vi)|or,) = Ek,|ox,) (3.1)

8 Voir le complément 15.A.
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tandis qu’en I'absence des impuretés elle s’écrit simplement :

Holki> = €k,

k;). (3.2)
Au premier ordre en perturbations, on a :

(k| Vilks)

eki - ekj

|on,) = ki) + D ;). (3.3)

ki#ki

Par conséquent, pour k; # kj, 'élément de matrice de p, entre les états |¢g, )
et |pr,) s'écrit :

(Ok, 1Pz |Pks) = hlk1z — kgz)w- (3.4)
ko €ky

Ce sont ces éléments de matrice entre états perturbés qui doivent étre pris en
compte dans la formule de Kubo-Greenwood (2.16). Le systéme, désordonné,
peut étre considéré comme isotrope, et I'on a 6,3 = 0d45. On obtient :

Reo(w) = Y 121k, — kyf?
gWw) = m2ka = g™ 2

| (R |V | ko) |2
(hw)?

x (7ky — 1y )8 [hw — (€k, — €k,)]. (3.5)

Ce calcul perturbatif n’est valable que pour V; < hw, ol Vj représente une
valeur typique du module des éléments de matrice (k;|V;|k2). Il n’est donc pas
applicable & fréquence angulaire nulle.

Dans un métal, k] et |k2| sont tous les deux proches du module kr du
vecteur d’onde de Fermi. On a donc, 6 désignant P'angle entre les vecteurs k,
et k2 :

lky — ka|” ~ 2k%(1 — cos#). (3.6)

Par ailleurs, on a :
nkl - nkg = fO(Ckl) - f0(6k2)7 (37)

ou fy désigne la fonction de Fermi-Dirac. Puisque, dans la formule de Kubo-
Greenwood, €, et eg, sont reliés par eg, — ex, = Aw, on peut écrire, pour
hw < ep,

dfo

fo(ekl) - fO(EkQ) ~ _hwa_“‘7
Ek;

(3.8)

soit, le gaz d’électrons étant dégénéré :

folew,) = folex,) ~ hw d(ew, — €F). (3.9)
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On obtient finalement, dans un domaine intermédiaire de fréquences angulaires
caractérisé par la double inégalité V; < hw < ep :

Reolw) = o SIM L s o (3.10)
co(w) = ;g > TN €k, — €F). )

Dans la formule (3.10), I'inverse du temps de relaxation 7(k;) est défini par la
formule usuelle pour les collisions électron-impureté :
1

(k1) 2%2|<k1“/i|k2>|2(1—COS@)(S(C]CZ — €k, )- (3.11)
k2

3.2. Conductivité

La partie réelle de la conductivité se calcule facilement grace a la présence
de la fonction delta dans la somme figurant au second membre de 1'équation
(3.10). Cette équation s’écrit aussi :

62 2 2
Re o(w) = ! )Zﬁ i 5[ﬁ (k2 - 2)}, (3.12)

Vm2w? m(ep 3

ol 7(ep) désigne le temps de relaxation au niveau de Fermi.

On a:

n*ki R
% Z [ (k2 — k2 )] = mmn, (3.13)
ot n = k% /372 est la den31te du gaz d’électrons. On obtient donc :
2
ne
= 3.14
Re o(w) o (3.14)
L
Si Pon réécrit la formule (3.14) sous la forme
ner(er)
%ea(w) = ma (315)

elle apparait comme la limite pour wr(ep) > 1 d’une formule de Drude-Lorentz
généralisée® écrite avec un temps de relaxation de la vitesse moyenne égal &

9 La formule de Drude-Lorentz généralisée s’obtient en résolvant en régime harmonique
de fréquence angulaire w ’équation d’évolution de la vitesse moyenne des électrons en champ
électrique uniforme :

d{v) (v)

— — =eE(t).
m— +mT eE(t)

Pour E(t) et (v(t)) variant en e~ %, on obtient :

ner 1

o(w) =

m 1 —iwr
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T(ep) : o (er) X
Reo(w) = =~ =T (3.16)

3.3. Au-dela du résultat de Drude : critére de Ioffe-Regel et
transport quantique

Le calcul effectué ici, valable dans un domaine intermédiaire de fréquences
angulaires caractérisé par la double inégalité 7! (er) < w < ep/h, est compa-
tible avec le résultat classique de Drude pris dans la limite!? wr(ep) > 1.
C’est seulement lorsque la condition epr(ep) > h n'est pas vérifiée que des ef-
fets spécifiquement quantiques sont susceptibles d’apparaitre. Cette condition
s’écrit aussi, plus simplement, sous la forme du critere de Ioffe-Regel,

kel > 1, (3.17)

ou £ ~ hkpT(er)/m est le libre parcours moyen élastique des électrons.

Lorsque le désordre augmente et que le critere de loffe-Regel n’est plus
vérifié, des corrections & la théorie de Drude doivent étre prises en compte.
Ces corrections, dont on peut montrer qu’elles font intervenir des termes en
puissances inverses de krf, sont dues a des effets d’interférences quantiques
qui mettent en jeu des échelles de longueur tres supérieures a £. La diffusion
élastique sur des impuretés ne détruit pas la cohérence de phase des ondes dif-
fusées. Cette cohérence est détruite sur une longueur de cohérence £4(T) > ¢,
qui dépend en général de mécanismes dynamiques (mouvement des impuretés,
diffusion sur des phonons .. .).

Dans des systémes mésoscopiques de taille L < €4(T), des effets d’inter-
férences quantiques, tels que la localisation faible, sont susceptibles de modifier
les propriétés de transport!!. Il convient, pour les étudier, de mettre en ceuvre
une méthode de calcul adaptée. Une telle méthode a été proposée pour la
premiere fois par R. Landauer en 1970'2.

10 tn autre calcul de Re o(w) & partir de la formule de Kubo-Greenwood, ne supposant
pas la condition wT(ep) 3> 1, est présenté dans le complément 15.A.

Y longueur de cohérence £4(T") est une fonction décroissante de la température. Tout
systéme a température suffisamment basse est donc mésoscopique.

12 Voir le complément 15.A.
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Complément 15.A

Conductivité
d’un métal faiblement désordonné

1. Introduction

On s’intéresse ici 4 la conductivité électrique en champ électrique uniforme
d'un conducteur faiblement désordonné & température nulle. Dans le cas d’un
échantillon macroscopique, la conductivité peut étre calculée a l'aide de la
formule de Kubo-Greenwood. Cette fagon de calculer la conductivité, qui fait
usage de la relation entre la partie réelle de la conductivité et ’absorption
optique, correspond a une situation ou 1’échantillon conducteur sans contacts
est placé dans une cavité électromagnétique, et ou 'on mesure 'absorption
supplémentaire due & sa présence.

11 existe une autre approche, due & R. Landauer, du calcul de la conduc-
tivité. L’approche de Landauer est mieux adaptée au cas des systémes de pe-
tites dimensions (mésoscopiques) et a la discussion du phénomeéne de localisa-
tion (absence de conduction) dans les systémes unidimensionnels.

2. Formule de Kubo-Greenwood

Les équations de Maxwell dans un milieu matériel s’écrivent :

{ V x H = (1/c)(4nd + 8D/dt) V.B=0 21

V.D =4np V x E=—(1/c)0B/0t.

Dans les équations (2.1), J désigne la densité de courant et p la densité de
charges libres. Définissant comme & 'habitude les transformées de Fourier spa-
tiales et temporelles des différentes quantités mises en jeu, on écrit en régime
linéaire des relations de la forme D(q,w) = £°(q,w).E(q,w) et B(q,w) =
p{q,w).H(gq,w), ainsi que la loi d’'Ohm J(g,w) = g(q,w).E(q,w). Les tenseurs
€% et {4 sont respectivement les tenseurs de permittivité diélectrique et de
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perméabilité magnétique du milieu®, et o est le tenseur de conductivité élec-
trique.

On s’intéresse ici a la propagation d’une onde électromagnétique dans un
milieu non magnétique (pag = dap), considéré comme suffisamment simple
pour que les tenseurs £° et g soient proportionnels a la matrice unité : €75 =
£%008, Oap = 00ap. On suppose que les champs de I'onde varient peu sur
une distance de 'ordre du libre parcours moyen électronique. Alors €° et ¢ ne
dépendent pas du vecteur d’onde g, mais seulement de la fréquence angulaire
w de 'onde.

2.1. Permittivité diélectrique globale

A fréquence angulaire nulle, la permittivité et la conductivité correspon-
dent & des processus physiques différents : ¢ décrit le mouvement des charges
libres (électrons de conduction), tandis que £° décrit la polarisation des charges
liées (électrons dans des bandes complétement remplies).

A fréquence angulaire finie, la distinction entre €° et o est purement
conventionnelle. On peut considérer que la réponse des électrons et les pro-
priétés optiques sont en fait déterminées par la seule permittivité diélectrique
globale (w), reliée & £%(w) et o(w) par la formule :

g(w) = e’ (w) + i%a(w). (2.2)

La permittivité e(w) comprend la contribution des électrons de toutes les ban-
des, méme de celles qui ne sont que partiellement remplies. Pour le montrer, on
analyse de deux manieres différentes I'équation de Maxwell (2.1) pour V x H.

Si Von décrit tous les effets de réponse des électrons par une permittivité
diélectrique globale £(w), on considére qu’il n’y a pas de courant dans le milieu
et on écrit D = eFE. On a alors :

1
V x H = -[—iwe(w) | E. (2.3)
c
Si 'on adopte le point de vue selon lequel la réponse des électrons est décrite

& la fois par une permittivité diélectrique £°(w) et une conductivité électrique
o(w), le milieu est parcouru par un courant J = oF et l'on a :

VxH= %[4#0@1) — iwe®(w)] E. (2.4)

En identifiant les expressions (2.3) et (2.4) de V x H, on aboutit & la formule
(2.2).

1 Rappelons que 'on utilise des unités de Gauss, dans lesquelles la permittivité diélectri-
que du vide vaut 1.
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2.2. Absorption optique et conductivité

On considere un échantillon conducteur de volume V', dont les électrons
sont traités comme indépendants. Le hamiltonien a un électron étant Hy, on
désigne par {|¢,)} une base d’états propres de Hy, d’énergies ¢,,. Les niveaux
d’énergie sont supposés non dégénérés pour simplifier. On écrit D = eE =
E + 47P, ot P = xFE est la polarisation? induite par le champ E et y la
susceptibilité électrique du milieu.

La théorie générale de la réponse linéaire permet d’obtenir une expression
de x(w), puis de £(w), 4 Paide des états propres et des valeurs propres de Hy.
Le hamiltonien de perturbation & un électron s’écrit, pour un champ électrique
appliqué® E(t) :

Hy(t) = —eE(t).r. (2.5)

De facon générale, la formule de Kubo pour le tenseur de susceptibilité élec-
trique s’écrit :

) = g 1y S, 1 Bnlreldn)Golralon) 0

Vﬁ e—0+ Wan — W — 1€

o, a température et potentiel chimique fixés, la probabilité moyenne d’occupa-
tion & 'équilibre IT,, de I’état |¢y,) est la fonction de Fermi-Dirac f(e,). Comme
les tenseurs £°(w) et g(w), le tenseur x(w) est supposé ici diagonal : x.g(w) =
X(w)dap. On a : B

e [(ql|n)]”
x(w) = — lim Z[f(ﬁn) — fleq)] w_qngj‘;-__lz (2.7)
On en déduit la permittivité diélectrique e(w) = 1 + 4y (w).

La polarisation des électrons des bandes complétement remplies conduit
généralement & un £°(w) réel. On a done, d’apres la formule (2.2),

Sme(w) = 4% Re o(w), (2.8)
soit encore :
Reo(w) = wSm x(w). (2.9)

En utilisant la formule (2.7) pour x(w), on obtient 'expression de la partie

réelle de la conductivité & vecteur d’onde nul :

nelw
Vh [f(fn) - f(ﬁq)] '<¢q|m1¢n>|25(qu - w). (2.10)

n,q

Reo(w) =

2 On suppose ici que la polarisation du milieu est uniquement d’origine électronique.

3 Les champs variant peu sur une distance de I’ordre du libre parcours moyen électronique,
ils peuvent étre considérés comme spatialement uniformes.
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La formule (2.10) fait intervenir les éléments de matrice de Popérateur x. I
est d’usage de réécrire Re o(w) en exprimant les éléments de matrice de = a
Paide de ceux de Popérateur v, = (ih) ™' [z, Hy) :

7'('62 2
Reo(w) = oV Z Z [{(bqlvz|dn)] [f(en) - f(eq)]5(eq —€n — Tw).

n g#n

(2.11)
On reconnait la formule de Kubo-Greenwood, précédemment obtenue a partir
de la formule générale de Kubo-Nakano donnant la conductivité en termes
d’une fonction de corrélation de courants.

La puissance moyenne absorbée par unité de volume par le conducteur
placé dans une onde électromagnétique de champ électrique E(t) = Re[Ege ")
est :

aw 1
soit :
aw 1

3. Conductivité d'un systéeme macroscopique

On considere un échantillon macroscopique a trois dimensions d’un métal
contenant des impuretés. Le systéme étant macroscopique, les énergies propres
de Hy forment un continuum. Pour calculer Re o (w) & partir de la formule de
Kubo-Greenwood (2.11), on introduit donc la densité d’états en énergie n(e)
par unité de volume et par direction de spin. On écrit, opérateur v, n’ayant
d’éléments de matrice non nuls qu’entre états de meme spin :

TEL [ nenntealioadonton) Pl ten) - )]
X0(€q — €n — hw) deydey.  (3.1)

Reo(w) =

A température nulle, les excitations du systéme sont des paires électron-trou :
grace a labsorption d’'un quantum d’énergie hw, un électron dans un état
d’énergie €, < er est porté dans un état d’énergie ¢, > ¢p, laissant derriere lui
un trou (ep est 'énergie de Fermi). Il vient, grace 3 la présence de la fonction
delta dans I'intégrale au second membre de I’équation (3.1),

T nley)n(en + hw)
hw

En moyennant sur les positions des impuretés, supposées réparties aléatoire-
ment, on obtient :

Reo(w) = 271"€2Vh/

e}:—hw

[{Bglveldn)|” den. (3.2)

?Rea(w)z?weQVh/EF ﬁ(e")”'(iUM<|(vx)qn|2>den. (3.3)

ep—hw
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Dans la formule (3.3), {|(vz)4n|”) désigne la moyenne de {pglvz]dn)]? sur les
différentes configurations de V'échantillon désordonné.

Dans I'hypothése kpf >> 1, ou kp désigne le vecteur d’onde de Fermi et ¢
le libre parcours moyen élastique des électrons, les états propres de Hy peuvent
se décomposer sur une base d’ondes planes {|k)}, les différents états d’onde
plane formant un paquet d’ondes de largeur ~ ¢! :

bn) =D _ar k), o) =Y ailk). (3.4)
k

k

On pose €, = h2k2 /2m et ¢, = h2k2/2m (avec kné > 1, kgl > 1). On suppose
que, compte tenu du désordre, les amphtudes ay peuvent étre modélisées par
des variables aléatoires gaussiennes 1ndependantos, de moyenne nulle et de
variance approximativement donnée par une lorentzienne® de largeur ¢! :

s 1

CR2V (k= k) + (402) 7!

<a2*ai/> ~ 8 Okk (3.5)

La normalisation (¢, |¢,) = 1 est ainsi assurée®. Compte tenu du caractére

gaussien des amplitudes, on peut déduire des formules (3.4) et (3.5) I'expression
" 2

de la quantité {|(vg)gn|”) pour ¢ #n. On a:

hk!
< Uz qnl ZZ m iak' nza2/>, q }é n. (36)

D’aprés la formule (3.5), seuls les termes avec k = k/ contribuent & la moyenne.
1l vient :

\ 72 h’k?/3
<|(Uz)qn| > €2V2k%k5 % [(k . kn)g + (4£2)71] [(k — kq)z + (462)71] ’
(3.7)
soitf :
(Joa)enl®) = 2 — %)

VM2 1 1 (kg — kn)202

4 On a posé k = |k|.
® On a en effet :
¢n{¢n z |a’k|
soit, compte tenu de la formule (3.5) :
2V o0 4
kfl/ = —dk,  kal>> L.
(2m)® "o (k—kn)® + (402)

On a donc bien (¢n|prn) = 1.

(Pnldn) =

6 e résultat (3.8) s’obtient par exemple par intégration par résidus.
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Revenant alors & la formule (3.3), on obtient :

Am2e2hP0 [F n(en 1
9&0@):1139—/' n{en)nen + h) —den.  (39)
3m ep—hw hw 1+ (kq - kn) 2
Dans le domaine de fréquences angulaires fiw < €p, on a :
kg — k)26 pme 3
1+ — kn, ~ 1+ ) .10
( q ) hz k2F ( )
soit :
1+ (kg — kn) 202 = 1 4+ w?r(ep), (3.11)

ol 7(ep) = fm/hkp est le temps de relaxation au niveau de Fermi. La partie
réelle de la conductivité s’écrit alors approximativement :

4m2e?ne 1
Re o(w) ~ sz " (eF)lﬁ-wQTZ(eF)' (3.12)

Pour poursuivre le calcul, il faut disposer d’une expression de la densité
d’états dans le métal désordonné. Nous supposerons que la densité d’états
¥ ) » 17 . 9 — 3/2
differe peu de celle d’un gaz d’électrons libres n(e) = 7 22=/2(m/h?) Rz,
1l vient alors, en tenant compte de la relation n = k%./37%, ou n désigne le
nombre d’électrons par unité de volume :

ne?r(er) 1
o~ . A
Re o(w) m 1T 2 (er) (3.13)

C’est le résultat, pour un champ harmonique a la fréquence angulaire w, du
modele classique de Drude.

La méthode ci-dessus peut aussi s’appliquer a un échantillon unidimen-
sionnel, & la condition qu’il soit macroscopique. Pour effectuer le calcul, il
faut prendre en compte les modifications appropriées dans les expressions de

2 o .
(|(vz)qnl|”) et de n(ep), ainsi que dans la relation entre n et kg.

4. Conductance d'un systeme mésoscopique : approche de
Landauer

4.1. Problémes posés par la formulation de Kubo dans un systéeme
de petites dimensions

Lorsque les dimensions de I’échantillon sont suffisamment faibles pour que
les énergies propres électroniques ne forment pas un continuum (systéme méso-
scopique), la méthode précédente n’est pas applicable. Pour calculer Reo(w)



Conductance d’un systéme mésoscopique : approche de Landauer 469

dans le cadre de la théorie de Kubo, il est alors nécessaire de revenir a la for-
mule (2.11), celle-ci faisant intervenir une double sommation sur des états qui
peuvent étre considérés comme discrets. Cette formule, appliquée & un con-
ducteur isolé fini, conduit & une conductivité statique nulle : Re o(w = 0) = 0.
(est 'expression du fait qu'un systéme isolé fini, ayant un spectre d’énergie
discret, n’absorbe pas d’énergie de la part du champ électromagnétique.

On ne peut donc pas obtenir de cette fagon la conductivité statique finie
d’un systeme métallique mésoscopique.

4.2. L’approche de Landauer

Toutefois, V'expression (2.11) de Re o(w) se réféere & une quantité mesurée
en placant Iéchantillon conducteur sans contacts dans une cavité électro-
magnétique, et en mesurant ’absorption supplémentaire due a sa présence.

Il est possible, comme I'a montré R. Landauer dés 1957, de définir et
de mesurer d’une autre maniere la conductivité statique, par exemple en
reliant par des contacts I’échantillon conducteur & une source de courant. Dans
cette approche, on considére un conducteur désordonné parcouru par un flux
d’électrons incidents rencontrant une barriére d’obstacles de longueur L due
au désordre. On suppose que, de part et d’autre de ces obstacles, il existe un
espace libre sans désordre. On désigne par R la probabilité de réflexion sur la
barriére : la densité relative de particules dans I'espace libre & gauche de la
barriere est donc 1 + R (dans cet espace coexistent les courants incident et
réfléchi), tandis qu’a droite la densité relative est T'= 1 — R (seul le courant
transmis existe dans cet espace) (Fig. 1).

Fig. 1. La géomeétrie de Landauer.

Le gradient de densité & travers la barri¢re est égal & —2R/L. A tempéra-
ture nulle, en supposant pour simplifier que tous les électrons du conducteur
ont la méme vitesse, égale & la vitesse de Fermi vp, on écrit le courant associé
a ce gradient comme J = vp(1 — R). Le courant J est un courant de diffusion,
et le coeflicient D de la loi de Fick est :

D=-"="_" (4.1)
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La conductance de ’échantillon s’en déduit via le théoreme de fluctuation-
dissipation, écrit sous la forme de la relation :

D nou

(4.2)

o e onl,
entre le coefficient de diffusion et la mobilité (n désigne ici le nombre d’électrons
par unité de longueur). AT =0, ona:

1
- = Ser) (4.3)

ou
on

ol n(ep) est ici la densité d’états par unité de longueur et par direction de
spin au niveau de Fermi. En prenant la valeur n(er) = (rhup) " correspon-
dant & un gaz d’électrons libres, on obtient pour la conductivité ¢ = neup
P’expression :

2De?
o= e (4.4)
On en déduit la résistivité p =o' :
Thup
P=3De (4:3)

Compte tenu de expression (4.1) de D, la résistance {2 = pL d’un échantillon
de longueur L est :
mh R
LA A (4.6)
e 1-R
A température nulle, la conductance G = Q! de I’échantillon unidimen-
sionnel désordonné, modélisé par une barriere de coeflicient de réflexion R et
de coefficient de transmission T = 1 — R, est donc donnée par la formule de
Landauer :

2

€
— . 4.7
G - (4.7)

ol o

5. Addition en série de résistances quantiques. Localisation

Un échantillon désordonné a une dimension peut étre considéré comme
une succession de barriéres de coefficients de réflexion et de transmission R;
et T’z =1- Rl
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5.1. Résistance moyenne d’un systéme de deux barriéres en série

Pour déterminer la résistance moyenne d’une telle succession de barriéres,
on considere tout d’abord deux barrieres en série.

Le probleme ne peut étre traité en faisant intervenir uniquement les
coefficients de réflexion et de transmission (R1,T1) et (Rg,T%) relatifs a la
densité de particules. De fagon générale en effet, les interactions des électrons
avec des impuretés fixes, responsables du libre parcours moyen élastique ¢,
conservent la cohérence de phase. Ce sont les interactions aléatoires qui font
perdre cette cohérence, notamment les interactions électron-phonon et les
interactions électron-électron. A basse température, ce sont, principalement les
interactions électron-électron (qui ne modifient pas la quantité de mouvement
et n’influencent donc pas £) qui sont responsables de la perte de cohérence de
phase. On est ainsi conduit & introduire la longueur de cohérence £, sur laquelle
la cohérence de phase de la fonction d’onde d’un électron proche du niveau de
Fermi est perdue. Si I'on considére un matériau pour lequel £4 > ¢, les phases
de Délectron & la sortie de la premiere barriere et a Pentrée de la seconde
sont parfaitement corrélées. 11 faut donc tenir compte de cette cohérence en
utilisant dans le calcul les amplitudes de probabilité plutot que les densités de
particules (Fig. 2).

1 B Be? D
— > ” Lo——————
-i
A C < Ce

Fig. 2. Amplitudes réfiéchies et transmises par deux barriéres en série.

Ainsi, étant donnée une onde incidente d’amplitude unité, on désigne par
A VYamplitude réfléchie par la premiére barriere et par D 'amplitude trans-
mise par 'ensemble des deux barriéres. L’onde d’amplitude B émergeant de la
premiére barri¢re subit un déphasage ¢ avant d’arriver sur la seconde. L’onde
d’amplitude C subit un déphasage similaire entre la seconde et la premiere
barriére. Les équations de continuité des amplitudes au niveau des entrées et
des sorties des barrieres s’écrivent :
{ A=r1+Ct B:t1‘|‘c7”1

_ | . 5.1
Ce™'® = Be'r, D = Be*t,. o

Dans les équations (5.1), r; et t; désignent respectivement le coefficient
de réflexion de Pamplitude & I'entrée de la premiére barriere et le coefficient de
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transmission de lamplitude par cette barriére, tandis que rj = r} désigne le
coefficient de réflexion de I'amplitude a la sortie de cette barriere. De méme,
r9 et ty désignent respectivement le coefficient de réflexion de I'amplitude a
Pentrée de la seconde barriere et le coefficient de transmission de celle-ci.

Les équations (5.1) permettent d’obtenir A, B, C et D en fonction des
parametres des barrieres et du déphasage. On a notamment :

t1t2€i¢
D= —— . 5.2
1 — e?¢ror! (5.2)
Le coefficient de transmission de I’ensemble des deux barrieres est :
20, 12
1%\t
T®) — |pf = a1t . (5.3)
1+ frif|ra]” — e2idrary — e 2%rir
soit, avec des notations standard :
T
7@ _ 172 e . (5.4)
14+ R1Ry — 2(R1R2) cos
Dans I'équation (5.4), on a posé :
0 = 2¢ + arg(rory). (5.5)
On calcule ensuite le coefficient de réflexion R® =1 — 7@ 11 vient :
1/2
R® _ Ri+ Ry —2(RyRz) ' “cosd (5.6)

14 R1R2 — 2(R1R2)1/2 cosf

La conductance de cet obstacle formé de deux barrieres en série est, d’apres
la formule de Landauer,

2 (2
@) f_ﬂ, (5.7)
wh R(2) '
soit, compte tenu des formules (5.4) et (5.6) :
2 T
G = © 12 (5.8)

;ﬁRl + Ry — 2(R1R2)1/2 cose.

Le déphasage ¢ dépend de la distance entre les barrieres. On considere
maintenant un ensemble statistique d’échantillons constitués des deux barrieres
décrites ci-dessus, séparées par des distances variant d’'un échantillon a Pautre.
On désigne par {...) la moyenne sur cet ensemble. On peut supposer que ¢ a
une distribution uniforme sur l'intervalle (0, 27). La formule (5.5) donne dans
ce cas (cosf) = 0. On déduit alors de la formule (5.8) la résistance moyenne :

<1>:71'7L R+ Ry

@) = Ry ) o
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La formule (5.9) montre que la loi d’'Ohm d’addition des résistances en série
n’est pas valable en général” (rappelons toutefois qu’il s’agit ici d’un calcul &
T =0).

En vue du calcul de la résistance moyenne d’un systeme formé de N
barrieres en série, il convient de réécrire la formule (5.9) sous la forme :

1 mh R Ry Ry R,
i = — 2 M -1
(zw) 62<1—Rl+132+ 1—R11—R2> (5:10)

5.2. Résistance moyenne d’un conducteur désordonné

On cherche maintenant & établir comment varie avec N la résistance
moyenne d’un conducteur unidimensionnel désordonné modélisé par une suite
de N barriéres du type précédent en série. On introduit la conductance sans di-

mensions g, telle que G = (71'7’1)7162.9, et la résistance sans dimensions® p = g~ .

La loi d’addition (5.10) permet de calculer la résistance moyenne {p(?))
d’un ensemble de deux systémes de résistances p; et pz en série :

(p®) = p1 + p2 + 2p1p2- (5.11)

Une fois effectuée en outre la moyenne sur les parametres propres a chacun
des systémes, supposés statistiquement indépendants les uns des autres, on
obtient? :

(p) = (p1) + (p2) +2(p1){p2). (5.12)

Ainsi, en considérant un obstacle constitué de N — 1 barriéres en série avec
une barriere supplémentaire, chacune de ces barrieres ayant une résistance
moyenne {p), on montre que la résistance moyenne (p)y d’un conducteur de
N barrieres est :

1
(P = 5[+ 2> = 1], (5.13)
Pour {p) < 1, on a approximativement :
1
(pMN)y ~ 5(62<P>N ~1). (5.14)

7 La loi d’Ohm donnerait en effet, pour la résistance de Pensemble des deux barrieres
(indépendamment de la valeur de ¢) :

1 wh Ry n Ro
G®  e2\1-R 1-Ro
Dans la limite des petites résistances, c’est-a-dire des petits coefficients de réflexion (R; < 1),
la loi d’Ohm s’identifie avec le résultat exact (5.9).

8 La notation p ne désigne pas ici la résistivité, mais I'inverse de la conductance sans
dimensions g.

9 Pour conserver des notations simples, nous gardons la méme désignation pour la
résistance moyenne avant et apres le moyennage supplémentaire sur les parametres propres
a chacun des systémes.
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Cette croissance exponentielle de la résistance moyenne avec N constitue le
phénomene de localisation & une dimension. Pour un échantillon de longueur
L, si d désigne la distance moyenne entre les barrieres, on a N = Ld ™! et la
formule (5.14) s’écrit :

1

(pM)) ~ 5(e‘lL -1). (5.15)

Le paramétre a = 2{p)d~! représente I'inverse d’une longueur de localisation.

5.3. Variable d’échelle

L’approche précédente de la localisation, qui repose sur le calcul de la
résistance moyenne, n’est pas entierement satisfaisante. En effet, la densité de
probabilité des résistances est une loi large, de sorte que la dépendance en N
d’une moyenne dépend crucialement du choix de la quantité moyennée.

Il est intéressant de rechercher une quantité qui puisse jouer le role de
« variable d’échelle », ¢c’est-a-dire qui se comporte de fagon extensive (additive),
avec une moyenne augmentant linéairement avec N. La quantité log(1 + p)
possede cette propriété. Pour chaque barriére, on a 1 + p = T, et donc
log(1 + p) = —logT. La quantité —logT, qui joue le rdle d’un coefficient
d’absorption!®, se comporte de manie¢re additive. En effet, revenant & 'obstacle
constitué de deux barrieres, on obtient a partir de la formule (5.4), en moyen-
nant sur le déphasage!'! ¢, une loi additive :

(log T@) = log T} + log Ts. (5.16)

La formule (5.16) permet de montrer que log(1 + p) est une variable d’échelle
pertinente pour ce probléme. On en déduit en effet, pour le conducteur de
N barrieres considéré précédemment, aprés avoir moyenné sur les parameétres
propres a chaque barriere :

(log(1 + p'"™)) = N(log(1 + p)). (5.17)

La formule (5.17) implique que la résistance typique d’un échantillon de lon-
gueur L suit la loi d’échelle log(1 + p) = «L, d’olt 'on déduit :

p=el -1 (5.18)
C’est «, inverse de la longueur de localisation, qui joue le rdle de variable
d’échelle.

La formule (5.19) montre que, pour oL > 1, la résistance typique d'un
échantillon de longueur L croit exponentiellement avec L (p ~ %), tandis
que, pour oL < 1, on a une résistance additive « classique » (p ~ aL).

10 gy effet, le rapport & 'intensité incidente de l'intensité transmise apres passage dans
un échantillon de longueur L et de coefficient d’absorption K est T = e~ &L

1 On utilise la formule :

27
/ log(a + bcos8)df = wlog % [a+ (a% — b2)1/2],
0
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Chapitre 16

Coefficients
de transport thermiques

Dans un fluide, les gradients de densité, de vitesse moyenne ou de tempé-
rature donnent lieu & des « forces thermiques » internes au systéme étudié. Les
perturbations correspondantes n’étant pas hamiltoniennes, il n’est pas a priori
possible d’obtenir les réponses a ces forces ou les susceptibilités généralisées
associées en appliquant directement la théorie de la réponse linéaire, celle-ci
ayant été développée a I'origine pour les réponses aix perturbations mécaniques
décrites par un hamiltonien.

Il est cependant généralement admis que Pon dispose, pour les réponses
linéaires aux forces thermiques, d’expressions analogues a celles des réponses
Iinéaires aux forces mécaniques. Cela implique en particulier qu’il existe des
formules de Green-Kubo permettant d’exprimer les coeflicients de transport
mis en jeu en termes des fonctions de corrélation a I'équilibre des courants
appropriés.

On présente dans ce chapitre deux méthodes permettant d’obtenir les
formules de Green-Kubo pour les coefficients de transport thermiques. La
premiére, qualifi¢e de « méthode de Kubo indirecte », est appliquée au cas
d’un conducteur dans lequel des impuretés ou des phonons donnent lieu a
un comportement résistif en présence d’un champ électrique appliqué. En
équilibrant le courant de diffusion et le courant de dérive, on peut déduire
Pexpression du tenseur de diffusion de celle du tenseur de conductivité électri-
que. La seconde méthode est appliquée au cas d’un fluide. Elle repose sur
Pexpression de la production d’entropie, a laquelle on associe un « hamil-
tonien » de perturbation équivalent. La connaissance de ce dernier permet
ensuite d’appliquer formellement la théorie de la réponse linéaire. On peut
ainsi obtenir les coefficients de transport du fluide, notamment sa conductivité
thermique et son coefficient de viscosité.
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1. La méthode de Kubo indirecte

Les coefficients de transport associés aux perturbations non mécaniques ne
peuvent pas étre obtenus directement par la théorie de Kubo, puisque celle-ci
repose fondamentalement sur I'existence du hamiltonien décrivant la pertur-
bation. Il est cependant possible d’obtenir pour ces coefficients de transport
des formules de Green-Kubo, par exemple en utilisant la méthode de Kubo
indirecte. Nous allons en illustrer le principe & propos du tenseur de diffusion
dans un matériau conducteur. Le tenseur de diffusion est déterminé a partir
du tenseur de conductivité électrique, ce dernier étant lui-méme calculé via la
formule de Kubo-Nakano.

1.1. Position du probléme

On considere donc un matériau conducteur dans lequel évoluent des élec-
trons de charge e et de masse m, soumis & un potentiel extérieur ¢(r,t) dont
dérive un champ électrique E(r,t) = —V¢(r,t). Les opérateurs densité de
charges et densité de courant électrique sont respectivement :

p(r,t) 2626[1'—7'2»@)], (1.1)

et :

T(r,t) = =3 w8 [r — r(®)] + 8] — ()] wilt) L. (1.2)
2

(2

Dans les formules (1.1) et (1.2), les {r;} et les {v; = 7;} sont les opérateurs
position et vitesse des différents électrons. La densité de charges et la densité
de courant sont reliées par ’équation de continuité :

plr,t) + V. J(r,t) = 0. (1.3)

On s’intéresse aux valeurs moyennes locales (p(r,t)) et (J(r,t)). En régime
de réponse linéaire, la densité de courant électrique moyenne est reliée aux
champs appliqués (champ électrique et gradient de densité) par Péguation
constitutive phénoménologique non locale et retardée suivante,

(Jalr, )y =" [ dr' [ dt' Gap(r —v',t —t)Eg(v',t)
ey

- dr' [ dt' Dag(r — v/, t —t)\Vg(p(r',t')), (1.4)
> [ [ dt D ’

dans laquelle g(r, t) et Q(r7 t) sont respectivement les tenseurs de conductivité
électrique et de diffusion.
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On définit les transformées de Fourier spatiales et temporelles des diverses
quantités mises en jeu par des formules du type' :

Alq,w) = /dr/A(r,t)ei(WW dt. (1.5)

Par transformation de Fourier des équations (1.3) et (1.4), on obtient entre
(p(g,w)) et &(q,w) la relation :

Z UQB(‘LW)QQQB
a,B

{p(q,w)) = P(q,w). (1.6)

B —iw + Z Da,ﬁ’(qaw)QQQﬁ
.3

On en déduit la relation linéaire suivante entre les transformées de Fourier de
la densité de courant électrique moyenne et du champ électrique :

Y Oarp(Q,w)qar gy
a/’ﬁ/
—iw+ Y Darp(q,w)qaqs
a/’ﬂ/

<Ja(q»w)> = Z Uozﬁ((I:W)_Daﬁ(va) Eﬁ(q»w)'
8

(1.7)

1.2. Propriétés en régime statique et homogene

On s’intéresse aux propriétés de ce systéme de charges dans la limite
statique et homogene dans laquelle w et g tendent tous les deux vers zéro. On
distingue deux cas selon Vordre respectif des limites w — 0 et ¢ — 0.

e Le cas « rapide »

Le vecteur d’onde et la fréquence angulaire tendent tous les deux vers zéro,
mais q tend vers zéro d’abord. Plus précisément, on suppose w > Dy 3G043.
Dans ce cas, le systeme de charges n’a pas le temps de s’adapter a la variation
spatiale du potentiel et reste homogene. Comme le montre la formule (1.7}, on
peut alors écrire approximativement :

<Ja(q:0’w)> zzaaﬂ(qzo’w)Eﬂ(q:Oaw)' (18)
B

La formule de Kubo-Nakano pour g,4(g = 0,w) s’écrit :

1 . < Ww—e g .
0as(q = 0,w) = v 613&/0 dt e >t/0 (Ja(q =0,—ihA)Jo(q = 0,t)) dA

! Nous gardons la méme notation A(.,.) pour une quantité A(r,t), sa transformée de
Fourier spatiale A(q,t), et sa transformée spatiale et temporelle A(q,w).



480 Chapitre 16 : Coefficients de transport thermiques

(V est le volume de I’échantillon). En introduisant 'opérateur densité de
courant du systéme homogene, J(t) = V! [ J(r, t)dr = V-'J(q = 0,1),
on peut réécrire la formule (1.9) sous la forme :

x

) 8
0ap(@=0,w) =V lim e(“_‘)tdt/ (J5(—ihA)Ja(t))ydX.  (1.10)
0

e—0t 0

En passant ensuite a la limite w — 0, on obtient le tenseur de conductivité
statique :

00 B

ag =V lim e dt/ (Ja(—1hA)Jo(t)) dA. (1.11)
=07 Jg 0

e Le cas « lent »

Le vecteur d’onde et la fréquence angulaire tendent tous les deux vers
zéro, mais w tend vers zéro d’abord. Autrement dit, on suppose w < Dy 3gaqs-
Aucun courant ne passe, puisque 'on a alors un potentiel statique appliqué
parfaitement bien défini. Le systéme de charges est donc en équilibre ther-
mique, et le courant est nul :

(Jolg,w =0)) =0. (1.12)
Comme le montre la formule (1.7), on a alors, dans la limite g — 0 :

Za’,ﬁ/ Ua’,@’Qa’(]ﬂ’

Oug = Dy . 1.13
8 95 o Dot (1.13)
La formule (1.6), quant & elle, s'écrit :
Za/ " Oa'ﬂ/q /Qﬁ/
(plg.w = 0)) = - S ¢(q,w = 0). (1.14)

>ar,p Darprqargp

La relation (1.14) ne peut étre vérifiée pour g arbitraire que s’il existe une
relation de proportionnalité entre o,z et D,g de la forme :

0aB :CLDa[g, (115)

oll @ est une constante indépendante de g. La formule (1.14) montre en outre
que la constante a peut étre déduite de la relation entre {p(q,w = 0)) et
(g, w = 0), qui s'écrit, compte tenu de la formule (1.15) :

(p(q,w =0)) = —ag(g,w = 0). (1.16)

La constante a une fois déterminée, la formule (1.15) permet de déduire Dyg
de 0qg.
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1.3. Relation entre les tenseurs de conductivité et de diffusion

La formule (1.16) fournit une prescription pour déterminer a. La quantité
(p(g,w = 0)) est la densité de charges d’un systéme en équilibre dans un
potentiel électrostatique extérieur de coeflicient de Fourier ¢(g,w = 0). La
constante a peut donc étre déduite des propriétés d’équilibre de ce systéme.

Lorsque le systéme de densité de charges p(r) est soumis & un potentiel
@(r, t), le hamiltonien de perturbation s’écrit :

Hy(t) = /d)(r,t)p('r') dr. (1.17)

Les formules (1.16) et (1.17) montrent que la constante de proportionnalité a
entre oag et Dop représente une susceptibilité statique du type xpa(w = 0),
dans laquelle les opérateurs A et B sont tous les deux identiques & la densité
de charges p(r) = en(r). Plus précisément, on a :

a = e lim Ynn(q). (1.18)
q—0

La susceptibilité x,,(g = 0) peut étre déduite de la regle de somme thermo-
dynamique :

Xnn(q = 0) = VB{(An)?). (1.19)
D’apres la théorie des fluctuations thermodynamiques & ’équilibre, on a :
kT on
An)?y = |, 1.20
(@) =gl (1.20

ou 4 désigne le potentiel chimique des porteurs de charge. On déduit des
formules (1.19) et (1.20) expression de xnn(g = 0) :

~On

= 3 (1.21)

Xnn(q = 0)

T
On a donc, d’apres la formule (1.18) :

a=e(
on

T) N (1.22)

On obtient ainsi, & partir des équations (1.15) et (1.22), la relation suivante
entre les composantes de mémes indices des tenseurs o et D :

Dog 1 0u

— 1.2
Oup €2 0n (1.23)

T

Dans le cas d'un gaz d’électrons non dégénéré, la formule (1.23) n’est autre
que la relation d’Einstein.
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De fagon générale, la formule (1.23) permet de déterminer le tenseur de
diffusion & partir du tenseur de conductivité, ce dernier étant lui-méme calculé
3 l'aide de la formule de Kubo-Nakano (1.11). Cette procédure est pour cette
raison qualifiée de « méthode de Kubo indirecte »2.

2. Source d'entropie et « hamiltonien » équivalent

Il s’avere possible de décrire un systeme soumis a une perturbation ther-
mique de maniére formellement hamiltonienne, en introduisant un « hamil-
tonien » de perturbation équivalent H; () déterminé a partir de la production
d’entropie.

Pour étudier le lien entre Hi(t) et la source d’entropie, on choisit de se
placer dans le cas d’une perturbation mécanique, et de considérer un conduc-
teur & température uniforme soumis & un potentiel ¢(r, t). Cette perturbation
est décrite par le hamiltonien Hi(t) donné par la formule (1.17). Définissant
I'opérateur dérivé :

i = [ otr.0ptr) dr (2.1)

olt p(r) correspond & I’évolution non perturbée de p(r), on vérifie (par intégra-
tion par parties) la relation :

H = —/E(r,t).J(r)dr. (2.2)

Par ailleurs, la source d’entropie, liée ici a I'effet Joule, s’écrit dans ce cas :

os = %E(r,t).J(r). (2.3)

La comparaison des formules (2.2) et (2.3) montre que, dans ce cas, H, /T
n’est autre que 'opposé de la production d’entropie & l'intérieur du systeme :

Hy = —T/rfg dr. (2.4)

C’est cette relation que nous nous proposons de généraliser afin de pouvoir
définir un opérateur dérivé Hy dans d’autres situations, celles-ci non hamil-
toniennes, telles que la conduction de la chaleur dans un fluide. Une telle

2 La méthode de Kubo indirecte peut étre utilisée pour obtenir les formules de Green-
Kubo associées & d’autres coefficients de transport thermiques, par exemple la conductivité
thermique et le coefficient de viscosité d’un gaz ou d’un liquide.
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approche du calcul des coefficients de transport thermiques peut, en ce sens,
étre qualifiée de mécanique®.

2.1. Production d’entropie due a la conduction de la chaleur

On considére un fluide pur pour lequel, a Péquilibre, la température et
le potentiel chimique sont fixés, et valent respectivement T et po. S’il y a
un écoulement, le fluide possede une vitesse moyenne d’ensemble ug. Nous
supposons ici que tel n’est pas le cas (up = 0). On s’intéresse a une situation
dans laquelle le fluide est écarté de I’équilibre, mais reste toutefois en équilibre
local. 11 8’y produit des variations de la température, du potentiel chimique et
de la vitesse moyenne locales, ces grandeurs devenant respectivement :

T(r,t) =Ty + 0T(r,1)

pu(r,t) = po + dp(r, t) (2.5)
u(r,t) = du(r,t).

Les processus irréversibles générés par ces écarts a I'équilibre donnent lieu a une
production d’entropie au sein du fluide. Celui-ci étant pur, il n’y a pas de flux
diffusifs. Pour simplifier, on ne prend pas en compte ici les effets dissipatifs
visqueux. La source d’entropie est donc liée uniquement au transport de la
chaleur. Elle s’écrit sous la forme :

1

f% (2.6)

gs = JQ.V(

ol Jg est le flux de chaleur correspondant au transport par conduction ther-
mique.

2.2. Perturbation thermique

Considérons donc le fluide écarté de I’équilibre et introduisons le « hamil-
tonien » :

Hl(t) = /hl(’f‘,t)d’l‘, (27)

avec .
ha(r,t) = w [e(r,t) - n(r,t)]. (2.8)

Dans la formule (2.8), n(r,t) et e(r,t) désignent respectivement les densités
locales de particules et d’énergie, tandis que n, € et P sont les valeurs a
Péquilibre thermodynamique global de la densité de particules, de la densité

e+ P

3 Toutefois, cela ne signifie pas que P'on ait une connaissance microscopique détaillée des
forces mécaniques régissant les processus considérés.
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d’énergie et de la pression. La quantité €(r,t) — [(e + P)/n|n(r,t) représente
une densité locale d’énergie thermique. En effet, 4 nombre de particules cons-
tant, on a la relation thermodynamique :

TdS = dE + PdV. (2.9)

SidN =0,onadV/V = —dn/netdE = d(eV) = Vde+edV = V{de—(e/n)dn)].
On déduit alors de la relation (2.9) D'égalité :

e+ P

T
VdS =de — dn. (2.10)

La formule (2.10) permet d’interpréter [e(r,t) — (¢ + P)/n|n(r,t) comme une
quantité dont les variations représentent T fois les variations de la densité locale
d’entropie, autrement dit comme une densité locale d’énergie thermique.

2.3. Relation entre H; et og

Pour pouvoir appliquer la théorie de la réponse linéaire au systéme per-
turbé par Hy(t), on note que cet opérateur est de la forme générale :

H, = —/a(r,t)A(r) dr, (2.11)

ou a(r,t) désigne un champ appliqué et A(r) la grandeur qui lui est couplée.
Dans le cas d'une perturbation thermique, la formule (2.8) montre que la
grandeur couplée au champ appliqué a(r,t) = =T 16T(r,t) est la densité
locale d’énergie thermique.

L’opérateur dérivé H 1 est donné par :
H, = —/a(r,t)A(r) dr. (2.12)

L’évolution de la densité locale d’énergie thermique se déduit de celle de n(r, t)
et de e(r,t). Elle est donc gouvernée par les équations hydrodynamiques :

s ’ 1
%r,z‘) + —=V.g(r,t)=0

L oom (2.13)
9 t) L g g t) =0

ot JE\T, — Y,

dans lesquelles g{r,t) désigne la densité locale de quantité de mouvement et
Je(r,t) le flux d’énergie?. Sous sa forme linéarisée, valable pour des fluctua-
tions de faible amplitude, la densité de quantité de mouvement s’écrit :

g(r,t) = mnu(rt). (2.14)

4 Putilisation des équations hydrodynamiques suppose des variations lentes dans ’espace
et dans le temps des quantités mises en jeu : le régime hydrodynamique est défini par les
inégalités :

wr € 1, @ <1,
ou w et g désignent une fréquence angulaire et un vecteur d’onde typiques des perturbations
imposées au milieu, 7 le temps de collision et £ le libre parcours moyen.
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Le flux d’énergie linéarisé s’écrit sous la forme :

Je(r,t) = (e +Plu(r,t) + Jg. (2.15)

Pour examiner la pertinence de l’expression (2.8) proposée pour hy(r,t),
il convient de montrer que l'opérateur dérivé H, que l'on en déduit vérifie
bien la relation (2.4) (la source d’entropie og étant donnée par la formule
(2.6)). En revenant & la définition (2.12) de H; et en utilisant les équations de
Phydrodynamique (2.13), on obtient :

o= - / g(;ﬁv.(JE _etP g) dr, (2.16)

mn

c’est-a-dire :

H = —/ 5T(j’:’t) (V.Jg)dr. (2.17)

L’intégrale au second membre de Péquation (2.17) se met sous la forme sui-
vante :

/5T(r, H)[V.Jg(r)] dr = /V. [6T(r,8)Jq(r)] dr — /JQ(r).V(ST(r,t) dr.

(2.18)
Le premier terme du second membre de ’équation (2.18) peut étre transformé
en intégrale de surface du flux §T(r, t)Jo, puis annulé par un choix convenable
des conditions aux limites. Il vient ainsi :

H1 = —T/JQV(%)dT (219)

En comparant les formules (2.19) et (2.6), on vérifie effectivement la relation
(2.4) entre H, et og. Ceci justifie a posteriori I'introduction de opérateur
H, (t) défini par les formules (2.7) et (2.8) comme « hamiltonien » de pertur-
bation équivalent.

2.4. Formule de Green-Kubo pour la conductivité thermique

On considére un systéme au sein duquel un gradient de température est
appliqué selon la direction 3 et 1’on cherche la valeur moyenne selon la direction
« du courant de chaleur. Ayant identifié le hamiltonien équivalent H;(t), on
peut appliquer la théorie de la réponse linéaire avec A(r) = Jgs(r) et B(r) =
Jga(r). Le champ appliqué est —T~'VdT(r, t). Pour calculer (Joq(r,t)), on
écrit une relation de réponse linéaire non locale et retardée :

(Jgalr,t)) = —% /dr’/ xpalr — vt —VgoT(r' ¢)dt’.  (2.20)
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En exprimant la fonction de réponse xpa(r —7v',t — ') 4 aide de la fonction
de corrélation canonique de Kubo®, il vient :

<JQQ(’I‘t ————/dr/ dt/ <JQ,3 —Zh)\)JQa( - )>
NVST(r 1y dr. (2.21)

On obtient, par transformation de Fourier de 'équation (2.21) :

(Ja(q,w)) = —rap(q,w)[V50T](q,w). (2.22)

Les composantes £q3(q,w) du tenseur de conductivité thermique £(q,w) ont
pour expression®

Kap(a:w) = 37 nggg/ dt et~ e)t/ (Jop(—q, —ihA)Jgalg, 1)) dX.

(2.23)
La formule de Green-Kubo (2.23) est une expression de la conductivité ther-
mique en termes d’une fonction de corrélation & I’équilibre des transformées
de Fourier spatiales des densités de courant de chaleur.

Dans un fluide isotrope, le tenseur de conductivité thermique est diagonal :

Kap(gq,w) = k(q,w)das. On a simplement (lorsque la description classique
suffit) :
! " g et
Kaw) = gy lm [ a0 ). 22y

5 Le calcul du tenseur de conductivité thermique peut s’effectuer dans un cadre classique
si Pon s’intéresse au cas d’un gaz ou d’un liquide au sens ordinaire. Toutefois, I’écriture
quantique de la formule de Green-Kubo ouvre la possibilité de I'appliquer & d’autres cas,
par exemple au tenseur de conductivité thermique d’un gaz d’électrons dégénéré (métal).

6 Les calculs sont similaires a ceux effectués pour établir la formule de Kubo-Nakano
pour o,5(q,w).
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Complément 16.A

Ondes lumineuses diffusives

1. Le transport diffusif de la lumiére

On s’intéresse ici au transport d’ondes lumineuses en présence de dif-
fuseurs multiples. Le transport de ces ondes en milieu aléatoire se fait, en
premiére approximation, de maniere diffusive (donc non propagative). A partir
des propriétés de transport des ondes lumineuses, on peut obtenir des infor-
mations sur la dynamique des diffuseurs présents dans le milieu.

L’équation de diffusion est une équation classique qui néglige les effets
d’interférences associés a la propagation des ondes. A ce niveau de description,
il n’y a pas de différence entre la diffusion de particules et celle de I'intensité de
l'onde. En présence d’absorption, I'équation de diffusion pour l'intensité locale
I(r,t) s’écrit :

ol (r,t)
ot
ot D désigne le coefficient de diffusion de lintensité lumineuse et S(r,t) un

terme de source éventuellement présent. Le second terme du second membre de
I'équation (1.1) décrit absorption, la longueur d’absorption étant L.ps = k1.

= DV2I(r,t) — D&*I(r t) + S(r,t), (1.1)

On suppose qu’il n’y pas de terme de source (S(r,t) = 0), et 'on prend
pour condition initiale I(r,t = 0) = I(d(r). On introduit la transformée de
Fourier spatiale! de I(r,t),

I(g,t) = /I(r,t)e_iq'r dr, (1.2)

puis la transformée de Fourier-Laplace I(q, z) de I{q,t), définie pour un argu-
ment complexe z de partie imaginaire positive :

I{(q,z) = / I(q,t)e' dt, Smz > 0. (1.3)
0

I Nous gardons la méme notation I(.,.) pour l'intensité I(r, t), sa transformée de Fourier
spatiale I(g,t) et la transformée de Fourier-Laplace de celle-ci, I(q, 2).
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11 vient, d’apres I’équation (1.1) :

Iy

I = .
(g:2) —iz + Dg? + Dk?

(1.4)

Ak = 0, I(q, z) posséde un pole, dit péle de diffusion, situé dans le
demi-plan complexe inférieur, et dont I'affixe 29(k = 0) = —iDg? tend vers 0
lorsque ¢ — 0. En présence d’absorption, I(g, z) posséde toujours un pole dans
le demi-plan complexe inférieur. Son affixe est :

20(K) = —iD(q* + K?). (1.5)

Pour calculer I(q,t), on inverse la transformation de Fourier-Laplace :

IO e—izt
I(g.t) = 2 dz. 1.6
(g1) 27 /c —iz+ D(¢® + K?) ? (16)

Dans I’équation (1.6), le contour d’intégration C est une paralléle 4 'axe des
abscisses d’ordonnée strictement supérieure a celle de zo(x). En appliquant le
théoréme des résidus, on obtient? :

0, t<0
I(g,t) = 1.7
(@) Tpe D@+r)t 5 g, (1)

L’intensité I{(r,t) s’en déduit par transformation de Fourier inverse :

1 2,
I(r,t) = Tye Pt g /e_qute“"r dq. (1.8)
7
Il vient :
0, t<0
I(r.) = rz (1.9
Iy (47rDt)73/2 exp(—4—Dt) exp(—Dk?t), t>0.

2 On peut aussi résoudre directement 1’équation différentielle vérifiée par I(q,t) :

2@ _ _pige 1 w2)1(a,1) + 1o,

ot
On arrive ainsi au résultat (1.7) sans passer par la transformation de Fourier-Laplace.
Toutefois, 'usage de cette transformation est trés fortement recommandé dans les cas
plus complexes ou interviennent des variables couplées (un exemple en est donné dans le
complément 16.B).
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2. Coefficient de diffusion de l'intensité lumineuse

2.1. L’équation de transfert radiatif

On cherche a obtenir une expression microscopique du coefficient de diffu-
sion de l'intensité lumineuse. Pour cela, on part de I'équation de bilan jouant
le réle d’« équation de Boltzmann » pour le transport de I’énergie lumineuse
dans un milieu contenant des diffuseurs multiples. Il s’agit de I'équation de
transfert radiatif® vérifiée par I'intensité spécifique Z(r,n,t) :

1
T%I(r,n,t) +4n.V,I(r,n,t)= yo /p(n,n')I(r,n’,t) Y — I(r,n,t).

(2.1)

La définition de Z{r,n,t) est la suivante : 'énergie du rayonnement contenue

dans un intervalle de fréquences angulaires (w,w + dw), transportée pendant

Iintervalle de temps dt a travers une surface do centrée au point r dans des

directions appartenant & un angle solide d{2 centré autour de la direction
n = (0,¢), est :

dE =ZI(r,n,t)cos @ dwdodQdt, (2.2)

ot § désigne I’angle entre n et la normale & I'élément do (Fig. 1).

Fig. 1. Géométrie pour la définition de l'intensité spécifique.

Dans 'équation (2.1}, p(n, n')dS¥'dS? est la fraction de l'intensité du rayon-
nement entrant dans un céne d’angle solide d€?’ autour de la direction incidente
n' et sortant dans un cone d’angle solide dQ autour de la direction diffusée
n. Pour un milieu contenant des diffuseurs & symétrie sphérique, p(n,n’) est

3 L'étude de la diffusion des ondes lumineuses a débuté en astrophysique, dans le but de
comprendre comment le rayonnement émis au centre des étoiles est affecté par la traversée
d’un nuage interstellaire. C’est dans ce contexte qu’a été introduite et utilisée I’équation de
transfert radiatif.
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une fonction de n’.n = cos O, ot O est 'angle de diffusion (angle entre les
directions incidente et diffusée). Le temps 7 est le temps moyen séparant deux
événements de diffusion successifs, et la longueur £ est le libre parcours moyen
correspondant. Ces deux parameétres sont supposés constants.

2.2. Evolution des densités locales de rayonnement et de courant

La densité locale de rayonnement I(r,t) et la densité locale de courant
J(r,t) sont définies en termes de I'intensité spécitique par les formules :

I(r,t) = /I(r,n,t) ds, J(rt) = ﬁ/nl'(r,n,t) dfd. (2.3)

T

Pour obtenir 1'équation d’évolution de I(r,t), on intégre sur df? I'équation
de transfert radiatif. On obtient ainsi la relation? :
ol(r,t 1—-a
%—2 +V.J(r,t) = ——I(r,t). (2.4)
T

Dans la formule (2.4), on a introduit 'albedo (c’est-a-dire la « blancheur »)

du diffuseur : )

= p(n,n')dQ. (2.5)

a

L’albedo est une quantité inférieure ou égale a 1 selon que la diffusion se
fait avec ou sans absorption d’énergie lumineuse. L’équation (2.4) n’est une
équation de conservation pour I(r,t) que si ¢ = 1 (c’est en effet le cas ot il
n’y pas d’absorption).

De méme, en multipliant les deux membres de I'équation (2.1) par n et
en intégrant sur df), on obtient I’équation d’évolution de J(r,t) :

72 9J(r 1)

R Tam %(1 — (cos ©))J(r,t) = —z/n(n.v,,)z(r,n,t) Q. (2.6)

Dans I’équation (2.6), on a posé :
1 / /
yp p(n,n )ndQ = n'(cos ©), (2.7)
T

ou la quantité (cos ©) est définie par :

1
T d4rx

{cos ©) = (n.n') /p(n,n')n.n’ df. (2.8)

4 Dans la suite, lorsqu’aucune confusion ne sera possible, V, sera désigné simplement
par V.
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Les équations (2.4) et (2.6) ne constituent pas un systeme fermé pour I(r,t) et
J(r,t), puisque le terme [ n(n.V.)I(r,n,t)dQ figurant au second membre de
I’équation (2.6) ne peut pas s’exprimer en termes de ces deux seules quantités.

Cependant, lorsque la distribution de l'intensité est presque isotrope, on
peut remplacer, dans le terme [ n(n.V,)I(r,n,t)d), I'intensité spécifique
I(r,n,t) par I(r,t)/4n. Cette approximation permet d’obtenir un systéme
d’équations fermées pour I(r,t) et J(r,t), I'équation d’évolution (2.6) étant
remplacée par I’équation approchée suivante® :

28J(r,t) T

i
e + ?(1 ~ {cos©))J(r,t) = —§VI(r,t). (2.9)

2.3. Résolution des équations couplées pour I(r,t) et J(r,t)

On cherche & résoudre le systeme d’équations couplées (2.4) et (2.9) avec
les conditions initiales I(r,t = 0) = Iyd(r) et J(r,t =0) = 0.

Pour cela, on introduit la quantité I(q, z), définie & partir de I(r,t) par
les formules (1.2) et (1.3), et la quantité J(q, z), définie de maniere analogue &
partir de J(r,t). On peut déduire des équations (2.4) et (2.9) deux équations
couplées pour I(q, z) et J(q,z) :

. . 1—-a
—izI(q,2) +iq.J(q,2) = ———1(q,2) + Iy
T
2 / (2.10)
T T )
—Tin(q,z) + Z(l — (cos©))J(q,2) = ~§qu(q, ).
Dans la limite « hydrodynamique » des évolutions lentes caractérisée par
I'inégalité |z|7 < 1, on en déduit :

52
J(q, ~———iql{q, 2), 2.11
(J(q,2)) 37 (1 = (c0s0)) 4 (q,2) (2.11)
et, par suite :
1
I(q,2) ~ gg — (2.12)
. 2 —a
—1z2+4q

37(1 — {cos ©)) + T

La comparaison de la formule (2.12) avec la formule (1.4) montre que I'intensité
I(r,t) satisfait dans la limite hydrodynamique & une équation de diffusion avec
absorption. On identifie le coefficient de diffusion de I'intensité lumineuse,

62

D= I o))’ (2.13)

5 L’équation (2.9) s’obtient en écrivant approximativement le terme au second membre
de I’équation (2.6) comme —(¢/4w) [ n(n.V,)I(r,t)dQ = —(£/3)V,I(r,t).



Spectroscopie par ondes diffusives 493

ainsi que la longueur d’absorption :

Laps = £[3(1 — a)(1 — {cos ©))] /7. (2.14)
On peut écrire le coefficient de diffusion de 'intensité lumineuse sous la forme :
1
D= vl (2.15)
ot :
b = : (2.16)
71— {cos ©) '
et : ¢
=— 2.17
v=- (217)

sont respectivement le libre parcours moyen de transport et la vitesse de trans-
port.

3. Spectroscopie par ondes diffusives

11 s’agit de I'application des ondes diffusives a la mesure optique des pro-
priétés dynamiques de diffuseurs situés dans des matériaux opaques. Beaucoup
de fluides rencontrés couramment sont en réalité des suspensions. Lorsque la
concentration des particules solides en suspension est élevée et leurs indices de
réfraction suffisamment différents de celui du liquide, le milieu apparait comme
opaque & cause de la diffusion forte par ces particules, méme si le liquide pur
est transparent. Les mesures optiques traditionnelles sont donc tres difficiles &
effectuer, sauf dans le cas extrémement dilué.

Une technique de mesure optique introduite en 1988 par plusieurs groupes,
notamment celui de D.J. Pine et D.A. Weitz, permet de déterminer les pro-
priétés dynamiques des particules en suspension. A cause de Dagitation ther-
mique des molécules du liquide, les particules en suspension se meuvent comme
des particules browniennes. La lumiére qu’elles diffusent dépend aléatoirement
du temps. L’information dynamique sur la suspension peut étre déduite d’une
analyse de la fonction de corrélation temporelle de Uintensité de la lumiere
diffusée. Le caractere diffusif des ondes lumineuses joue un réle erucial dans
linterprétation des résultats expérimentaux, d’ol le nom de spectroscopie par
ondes diffusives donné a cette technique (DWS : diffusive wave spectroscopy ).

3.1. Principe de la méthode

Soit I(t) = ¢(t)¢*(t) l'intensité a l'instant ¢ de la lumiere diffusée en un
point donné 7, la source de lumitre étant supposée située en r = 0. La quantité
#(t) est lamplitude du champ électrique de I'onde. On pose :

(L(HI(0)
()

=1+ gat), (3.1)
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ol le symbole (...) désigne la moyenne de configuration sur les positions des
diffuseurs. La fonction go(¢) est la fonction d’autocorrélation de l'intensité
lumineuse. La concentration de diffuseurs étant élevée, on peut écrire approxi-
mativement® :

(I1(0)) = (6(1)¢" (1)){9(0)9"(0)) + (3(1) 6" (0)){@"(1)(0)).  (3.2)

En utilisant la formule (3.2), on obtient pour la fonction d’autocorrélation de
Pintensité lumineuse la formule de Siegert :

(e(1)9"(0))

) = |g: ()%, t) = 3.3
92(t) = [g1(t)] g1(t) (o) (3:3)
On pose :
o(t) = ¢ (), (34)
n=1

ot ¢{™(t) désigne 'amplitude du champ de 1'onde associée aux trajectoires
lumineuses dans lesquelles la lumiere subit n diffusions, supposées élastiques,
entre la source et le point de mesure. On peut écrire :

o™ (1) = ¢ (0) Hexp{—lql [r:(t) — 7:(0)]}, (3.5)

ol les {r;(t)} représentent la position des diffuseurs & Pinstant ¢ et les {g;} les
vecteurs d'onde de diffusion associés. On a :

. O
|gi| = 2¢sin 5 (3.6)

ol ©; est 'angle de diffusion et ¢ le module du vecteur d’onde de la lumiére.
De la décomposition (3.4) de ¢(¢) résulte la décomposition suivante de g1 (¢},

qi(t) = zw>, (3.7)

n=1

avec, d’apres la formule (3.5) :

M (0)]?) /42
Q%E%iQGIHN—MAmw—rmmw. (55)

)
) N

6 Pour justifier la formule (3.2), on suppose que, eu égard A la concentration élevée des
diffuseurs, 'amplitude ¢(t) peut étre considérée comme un processus aléatoire gaussien.

M) =
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La quantité : )
(o™ O))
(lol°)

est la probabilité pour qu’une trajectoire se terminant au point de mesure
comprenne n événements de diffusion. Outre P(n), qui concerne les propriétés

P(n) = (3.9)

diffusives des ondes lumineuses, 1'expression (3.8) de gln) (t) fait intervenir une
moyenne de configuration relative aux particules en suspension. Cette derniere
met en jeu, d’une part, une moyenne sur les positions 7; des diffuseurs, et,
d’autre part, une moyenne sur les directions possibles des vecteurs g;. Ces deux
ensembles de variables aléatoires seront, en premiere approximation, traités
comme indépendants.

3.2. Moyenne de configuration relative aux particules en suspen-
sion

Les diffuseurs étant considérés comme des particules browniennes de coef-
ficient de diffusion Dy, la distribution de probabilité de r;(t) — 7;(0) est la loi
gaussienne caractéristique de la diffusion :

p[ri(t) — ri(O)] = (47erz‘/)'3/2 exp(—'—r—i%(ol)- (3.10)

La moyenne sur les positions des différents diffuseurs une fois effectuée, on
obtient, compte tenu de la formule (3.6) :

n
O,
ggn)(t) = P(n)<H exp(—4D,¢*t sin® 72)> (3.11)
i=1
Dans la formule (3.11), il reste a effectuer la moyenne sur les angles de diffusion.
On peut poser’ to = (quQ)fl. A Dordre le plus bas en t/ty, la moyenne sur
les angles de diffusion s’effectue de la fagon suivante :

. 0, 0Oy T ot o
<£[1€Xp(A4qu tsin ?)>kexp[ 2nt0 (1 <cos@z>)]. (3.12)

On en déduit, en faisant apparaitre le libre parcours moyen ¢ et le libre parcours
moyen de transport £, défini par la formule (2.16) :

(") 4) PN
g (t)_P(n)exp< Qnto etr) (3.13)

On a donc :

g1(t) ~ Z P(n) exp(~2n%é>~ (3.14)

n=1

7 Physiquement, ¢y représente le temps nécessaire pour qu’une particule en suspension
diffuse sur une longueur de Pordre de la longueur d’onde de la lumiére.
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3.3. Calcul de P(n)

La longueur d’une trajectoire lumineuse comportant n événements de dif-
fusion est n¢ = s. On choisit comme variable, au lieu de la variable discrete n,
la, variable continue s de densité de probabilité p(s). On a donc :

P(n) = p(s) ds, (3.15)
et 'on écrit, au lieu de la formule (3.14) :
g1(t) ~ / p(s) exp( 2——~> ds. (3.16)
0 to bir

Le calcul détaillé exact de p(s) est délicat. On peut montrer que cette quantité
est dominée par un facteur exponentiel exp(—r?/4D7), dii au caractére diffusif
des ondes lumineuses (7 = s/v est le temps de transit du photon et D = vf, /3
le coefficient de diffusion des ondes). La densité p(s) est de la forme :

pls) = ols) e~ ), (3.17)

oll ¢(s) est une fonction décroissant en loi de puissance.

3.4. Fonction d’autocorrélation de I’'intensité lumineuse

En remplagant p(s) par son expression (3.17) dans la formule (3.16) don-
nant g1(t), on obtient :

2

gl(t)ﬁ/om@(s)exr)(;ztr) < - 2a a) ds. (3.18)

On peut déduire de la formule (3.18) le comportement dominant de g1 (¢).
L’argument de ’exponentielle figurant dans 'intégrand a en effet un maximum,
situé au point sy ou la dérivée de argument s’annule :

3r2 1 t 1
4£tr 5(2) t() gtr

=0. (3.19)

On a 5o = r(3ty/ St)l/ . Comme ce maximum intervient dans un exposant,
c’est sa position qui détermine le comportement de gy (¢). On a approximative-

ment :
g1(t) ~ exp [—E (@) } , (3.20)

ce qui conduit pour la fonction d’autocorrélation de 'intensité lumineuse au
comportement :

1/2

.qz(t)':exp{ (,”(Gt) ] (3.21)

De la mesure de g=(t) dans diverses configurations expérimentales, on peut
déduire 4, et tg, et donc notamment le coefficient de diffusion D), des particules
en suspension.
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Complément 16.B

Diffusion de la lumiere
par un fluide

1. Introduction

Quand un rayon de lumiere monochromatique traverse un milieu dense,
transparent, une partie de la lumiére est diffusée, puisque la densité n’est pas
uniforme. Or des fluctuations de densité « gelées » (c’est-a-dire indépendantes .
du temps) ne peuvent pas exister dans un fluide. La lumiére diffusée par les
fluctuations de densité dans un fluide présente donc un spectre de fréquences
angulaires caractéristique de leur dépendance en temps.

Nous nous proposons ici de montrer comment l'on peut déterminer ce
spectre dans le cas d’un fluide normal, ¢’est-a-dire isotrope, formé de molécules
a symétrie sphérique, non chargé et non superfluide. On s’intéresse au régime
hydrodynamique qui prévaut lorsque le systeme, apres beaucoup de collisions,
a atteint un état d’équilibre thermodynamique local. Si w et g désignent res-
pectivement une fréquence angulaire et un vecteur d’onde typiques des per-
turbations imposées au milieu, c’est-a-dire, dans le cas présent, la fréquence
angulaire et le vecteur d’onde de la lumiere, le régime hydrodynamique est celui
des excitations de basse fréquence angulaire et de grande longueur d’onde. 11
est caractérisé par les inégalités :

wT K 1, gf < 1, (1.1)

ou 7 représente le temps de collision et £ le libre parcours moyen!.

L Dans un liquide dense, le domaine de validité du régime hydrodynamique est trés vaste.
En effet, le libre parcours moyen est de l'ordre de la portée des forces intermoléculaires, soit
quelques A, et le temps de collision, que l'on peut estimer par des arguments comparables,
est lui aussi trés petit, de Pordre de 107!2 s (sauf aux températures trés basses ol les
liquides gelent). Dans un gaz, le domaine de validité des expressions hydrodynamiques est
comparativement beaucoup plus réduit, puisque ¢ et 7 y sont beaucoup plus grands que dans
un liquide.
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Dans le régime hydrodynamique, le fluide est complétement décrit par les
valeurs locales des grandeurs thermodynamiques, dont I'évolution est déter-
minée par les équations hydrodynamiques. Lorsque 'amplitude des fluctua-
tions n’est pas trop importante, les équations hydrodynamiques peuvent étre
linéarisées.

2. Equations hydrodynamiques linéarisées

2.1. Equations de conservation

Dans les équations hydrodynamiques interviennent deux sortes de para-
metres, d'une part, les dérivées thermodynamiques, et, d’autre part, les coef-
ficients de transport?.

On désigne respectivement par n(r,t), g(r,t) et e(r,t) les densités loca-
les de particules, de quantité de mouvement et d’énergie. Les équations de

conservation correspondantes s’écrivent, de maniere générale, sous la forme? :

on(r,t) 1
——+ —V.g(r,t)=0

5 —V.g(r.t)

0 t

Lv’ ) +V.P(r,t) =0 (2.1)

ot
Oe(r,t)

—— 4+ V.Jg(r,t)=0.
o B(r,1)
Dans les équations (2.1), P(r,t) désigne le tenseur des pressions ct Jg(r,t) le
flux d’énergie.

2.2. Equations constitutives linéarisées

Pour étudier les fluctuations hydrodynamiques, il est nécessaire d’adjoindre
aux équations (2.1) des équations constitutives macroscopiques donnant
I’expression des flux.

Sous leur forme linéarisée, la densité de quantité de mouvement (propor-
tionnelle au flux de particules), le tenseur des pressions et le flux d’énergie
s’écrivent respectivement :

g(r,t) = mnu(r,t)

( 3 2 0
Ou;  Ou ul) (2.2)

92 T or;  3%0m
Je(r,t) = (e+ Pu(r,t) — VT (r,t).

Pij(r,t) = 6, P(r,t) =

2 Pour exprimer ceux-ci, il faut mettre en ceuvre une théorie microscopique, par exemple,
lorsque les écarts & ’équilibre ne sont pas trop importants, la théorie de la réponse linéaire.

3 On peut indifféremment interpréter les équations (2.1), soit comme les équations d’évo-
lution des quantités physiques concernées, soit comme les équations d’évolution de leurs
fluctuations par rapport a leurs valeurs d’équilibre global.
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Dans les équations (2.2), u(r,t) et P(r,t) sont respectivement la vitesse moyen-
ne locale et la pression locale, tandis que 7 et k sont le coefficient de viscosité
et la conductivité thermique du fluide. Les quantités n, € et P sont les valeurs &
I’équilibre thermodynamique de la densité de particules, de la densité d’énergie
et de la pression.

L’ensemble formé par les équations de conservation (2.1) et les équations
constitutives linéarisées (2.2) constitue un systéme fermé*. On en déduit les
équations hydrodynamiques linéarisées :

an(r,t)

ot
%(r-t) | Ip(r,1) - -V [Vg(rt)] - L-Vg(rty =0 (23)

ot
Ode(r,t) e+ P
+

ot mn

-
+ —V.g(r,t)=0
m

V.g(r,t) — kV*T(r,t) = 0.

Pour simplifier I’étude des fluctuations hydrodynamiques, on élimine les
conditions aux limites en considérant un milieu infini et en effectuant une
transformation de Fourier spatiale. Le probléme se réduit alors & un probleme
de conditions initiales, que ’on peut résoudre en utilisant la transformation de
Fourier-Laplace.

3. Fluctuations transverses

On décompose la densité de quantité de mouvement en la somme d’une
composante longitudinale et d’une composante transverse,

g(,,.’t) :gL(rat)+gT(r7t)7 (31)

V xgr, =0, V.gr =0. (3.2)

On introduit la transformée de Fourier spatiale® g(q,t) de g(r,t), définie par :
b

g{q,t) = /g(r,t)e_iq" dr, (3.3)

ainsi que les transformées de Fourier g1.(q,t) et gr(q,t), définies de maniéere
analogue & partir de g, (r,t) et gr(r,t). Les quantités g (q,t) et gr(q,t) sont
respectivement les composantes paralléle et perpendiculaire a g de g(g, t).

411 faut prendre en compte le fait que les diverses variables thermodynamiques ne sont
pas indépendantes les unes des autres.

5 Nous gardons la méme notation g(. , t) pour la densité de quantité de mouvement g(r, t)
et sa transformée de Fourier spatiale g(g,t).
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3.1. Evolution de la densité de quantité de mouvement trans-
verse

On vérifie, & partir du systeme d’équations (2.3), que la composante
gr(r,t) de la densité de quantité de mouvement est découplée des autres varia-
bles hydrodynamiques et qu’elle obéit a 1’équation d’évolution :

ogr(r,t) N o2
N g = 0. 3.4
ot mn gr(r,t) =0 (34)

Bien que gpr(r,t) ne soit pas, en général, la quantité qui nous intéresse au
premier chef®, son équation d’évolution, découplée de celles des autres variables
hydrodynamiques, est plus simple & analyser. L’équation (3.4) est une équation
de diffusion faisant intervenir un coefficient de diffusion transverse, lié a la
viscosité du fluide et appelé aussi pour cette raison viscosité cinématique :

Dr=-L. (3.5)

Apres transformation de Fourier spatiale, 'équation (3.4) devient :

agT(qa t)

Drq? t) = 0. .
5+ Dra gr(q.t) (3.6)

3.2. Variables lentes

L’équation (3.6) met en évidence le fait que les composantes de Fourier
spatiales de grande longueur d’onde de la quantité conservée g (v, t) sont des
variables lentes.

Un argument physique simple permet de le montrer. Soit une fluctuation
de gr(r,t) de longueur d’onde A. Pour la faire relaxer, c’est-a-dire disparaitre,
les molécules du liquide doivent diffuser sur une distance d’ordre A. Plus cette
distance est grande, plus le temps de relaxation correspondant est long. Les
particules doivent en effet diffuser sur une longueur A ~ 1/q, ce qui, d’apres
I’équation (3.6), exige un temps ~ (Dqu)_l, qui tend donc vers I'infini avec .
Cette propriété est générale : dans tous les systémes ou existent des variables
extensives conservées, les densités locales de ces variables varient lentement
aux grandes longueurs d’onde.

Toutefois, dans un fluide incompressible, les fluctuations de quantité de mouvement
sont purement transverses.
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3.3. Résolution de I’équation de diffusion

On suppose qu’a I'instant ¢ = 0 une fluctuation gr(q,t = 0) de la den-
sité de quantité de mouvement transverse existe dans le fluide. On cherche
la fluctuation gr(g,t) & un instant ¢ > 0. C’est un probléme de conditions
initiales, que 'on peut résoudre en introduisant la transformée de Fourier-
Laplace gr(q, z) de gr(q,t), définie par” :

[}
griq,z) = / gr(q. t)e*tdt, Smz > 0. (3.7)
0
On déduit de 'équation (3.6) 'expression de gr(q,z) :
gr(q.t =0)
== 8
gr(q,z) i+ D (3.8)

Le processus de diffusion se traduit par I'existence d’un podle de diffusion de
gr(q, z), daffixe zg = —iDpg?®. On calcule gr(q,t) en inversant la transfor-
mation de Fourier-Laplace :

(3.9)

ar q:t =0 eﬁiZt
gr(q.t) = ( ) /C

dz
2m —iz 4+ Drg?
Dans I'équation (3.9), le contour d’intégration C est une parallele a 1’axe
des abscisses d’ordonnée strictement positive. En appliquant le théoréme des
résidus, on obtient® :

gr(a.t) = gr(q.t = 0)e” P77, ¢>0. (3.10)
Si la fluctuation initiale est localisée & 1'origine, c’est-a-dire si :
gr(r,t =0) = gro(r), (3.11)
on a:
gr(q.t =0) = gr, (3.12)
et, a un instant ¢ > 0 :
2
gr(q,t) = gre V1ot (3.13)
On en déduit :
—3/2 7"2
gr(r,t) = gr(4nDrt) exp(— 4DTt>7 t>0. (3.14)

I’étalement est gaussien, ce qui est caractéristique d’un processus de diffusion.

7 Nous gardons la méme notation g(.,.) pour g(q,t) et sa transformée de Fourier-Laplace
g(q, 2).

8 On peut aussi résoudre directement 1'équation (3.6) et arriver au résultat (3.10) sans
passer par la transformation de Fourier-Laplace. Toutefois, c’est cette méthode que nous
choisissons d’utiliser, ici comme dans la suite de ce chapitre, en raison du fait qu’elle permet
de traiter de fagon relativement simple le cas des fluctuations longitudinales ol interviennent
des variables couplées (voir le paragraphe 4).
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4. Fluctuations longitudinales

La densité locale de particules, la composante longitudinale de la densité
locale de quantité de mouvement, et la densité locale d’énergie obéissent aux
équations d’évolution couplées suivantes :

ang;,t) + LV gi(r,t) =0
% +VP(r.t) - V[V gr(r.t)] - —V2gL(r =0 (41)
66( ) ) n e+ PV.gL(r,t) VT 1) =0,

ot mn

On choisit ici comme variables thermodynamiques la densité locale de
particules et la température locale. Il est possible, aprés avoir éliminé gr,(r, )
entre les deux premiéres des équations (4.1), de se ramener & deux équations
couplées pour n(r,t) et T{r,t).

4.1. Les équations couplées pour la densité de particules et la
température
Tout d’abord, en prenant le gradient de I’équation d’évolution de g (r,t)

(seconde des équations (4.1)), et en tenant compte de 'équation d’évolution
de n(r,t) (premiere des équations (4.1)), on obtient 1’équation :

(82 D 2Vz)n(r t) — ——V P(r,t) =0, (4.2)
oz o '
ou la quantité :
Dy = 21 (4.3)
3mn

est le coeflicient de diffusion longitudinal (ou viscosité cinématique longitudi-
nale). On déduit de Péquation (4.2), apreés quelques transformations, 'équation
suivante :
0? ( 0 L1 1 0P
at? For T mon |,

V3 n(r,t) = LIPI Gop T(r,t). (4.4)
m BT

Comme précédemment, on considere un milieu infini. On prend la trans-
formée de Fourier spatiale de ’équation (4.4). Apres transformation de Fourier-
Laplace par rapport au temps, on se rameéne a un probleme de conditions
initiales :

2 2 2
5 . 9 Ciq ) q° OP
— n(q,z) + — T(q,z
( e+ Lo 1)

= (—iz+ Dpg*)n(g,t = 0) + n(q,t = 0). (4.5)
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Dans ’équation (4.5), on a introduit le carré de la vitesse adiabatique du son
dans le fluide c2 = (y/m)(8P/0n)r (7 est le rapport des chaleurs spécifiques a
pression constante et & volume constant). A priori, le terme de conditions ini-
tiales au second membre de 'équation (4.5) fait intervenir & la fois n(q,t = 0)
et n(q,t = 0). Il est toujours possible de choisir n(g,t = 0) = 0 (il suffit pour
cela que g(g,t = 0) soit purement transverse). L’équation (4.5) s’écrit alors? :

2.2 2
2 2, Cs4 g IP . 9
(- - i2Dua? + S Ynia.2) + £ 8] T(a.5) = (=i + Dugin(a,0)

(4.6)

Il faut maintenant prendre en compte P'équation d’évolution de €(r,t).
En éliminant gy (r,t) entre la premiere et la troisieme des équations (4.1), on
obtient ’équation suivante :

—g—t[e(r,t) _ T Pn(r,t)] — kV2T(r,t) = 0. (4.7)

En fonction des variables thermodynamiques choisies n(r,t) et T'(r,t), la den-
sité locale d'énergie thermique €(r,t) — [(e + P)/n|n(r,t) s'écrit :

e+ P _Tas

n(r,t)

e(r,t) - n T Von

n(r,t) + ne,L(r,t), (4.8)

ol ¢, désigne la chaleur spéeifique & volume constant par particule. En repor-
tant I'expression (4.8) de la densité locale d’énergie thermique dans ’équation
(4.7), on obtient 'équation :

Tos

on(r,t) oT(r,t) 9 B
vV on - ot -+ ncv—at—— Y T(T‘,t) == O7 (49)
qui s’écrit aussi :
0 K o T 13S| On(r,t)
— = T —— =0. .
(3t ncvv ) (r,t) + ne, Von|p Ot 0 (4.10)
Posant :
K
a = 9 (411)
Ne,

on obtient, aprés quelques transformations, I’équation :

0 9 T Os
(a —aV )T('I‘,t) + a%

on(r,t)
r Ot

-0, (4.12)

9 En I’absence d’ambiguité, la quantité n{q,t = 0) sera simplement écrite n(q,0).
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dans laquelle s = S/N désigne 'entropie par particule.

Apres transformation de Fourier spatiale et transformation de Fourier-
Laplace par rapport au terps, on obtient, & partir de I’équation (4.12), 'équa-
tion :

B o U X B )
(—iz+aq*)T{q, ) zzcv o Tn(q,z) = o Tn(q,t =0)+T(q,t =0).
(4.13)

Le terme de conditions initiales au second membre de 'équation (4.13) fait
intervenir!® n(q,t = 0) et T(q,t = 0). Il n’y a pas de corrélations instan-
tanées entre les fluctuations de densité et la température. Il n’est donc pas
nécessaire, pour calculer le spectre des fluctuations de densité, d’inclure de
terme en T(q,0) dans 'expression de n(q, z). Autrement dit, on peut prendre
T(g,0) = 0. L’équation (4.13) se réduit ainsi & :

. T O T O
(—iz + ag®)T(q, 2) —iz——| n(q,2) = —

S
oo, — Tn(q,()). (4.14)

4.2. Résolution des équations couplées pour n(q,z) et T(q,z)

Le systeme linéaire a résoudre est celui formé par les deux équations
couplées (4.6) et (4.14) pour n(q, z) et T(q, z). Il s’écrit, sous forme matricielle :

2.2 2 o
—2% —izDpg? + C q——P n(q, z) —iz 4+ Drg?
¥ m oT'|,,
n(g,0).
. T Os . 5 T Os
—ig— —iz + aq T(q,z2) —
Cy On ¢y O |1 (4.15
Le déterminant de la matrice a inverser est :
2q? 20P| T O
De l'identité thermodynamique :
T 0s| 0 -1
L o) 0Pl a1 (4.17)
me, On | 0T |, ~

10 Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, ces quantités seront désignées par n(g,0) et T'(g,0).
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établie en note ci-dessous!!, on déduit I'expression suivante du déterminant
(4.16) :

2.2 —1
Dét = z[(z + iag?) (22 +izDpg* — ﬂ) — zcquZ;—} (4.18)
v

La solution du systeme linéaire (4.15) est, en ce qui concerne la densité de
particules représentée ici par n(q, z) :
. . -1
(= +iag?)(z +iDrg?) - c2q*T—
n(g,z) = in(q,t = 0) =
(z +iag®) (z2 +izDpg? — =2

(4.19)

. .
—1
q >,zc§q27
Y

4.3. Calcul de n(q,t)

Les processus associés a la régression d’une fluctuation de densité peuvent
étre identifiés en étudiant le caractére des péles de n(q,z). Il s’agit, pour
déterminer ces poles, de résoudre ’équation cubique :

2.2 —1
(z + ia,qz)(z2 +izDrg? — ﬁ) — zctg? T 0, (4.20)
Y Y

ce que nous ferons dans la limite des petits vecteurs d’onde.

' En revenant aux expressions v = cp/ey et ¢2 = (v/m)(@P/8n)r du rapport des
chaleurs spécifiques et du carré de la vitesse du son, on écrit la relation thermodynamique
(4.17) sous la forme :

ey =y = _T(85/8n)T(('J"P/@T)n7
(oP/on)r
soit encore, en introduisant le volume V = nN
(0s/0V ) (OP/OT)v
cp—cy =T .
(OP/OV )T

Eu égard a la relation de Maxwell (85/0V ) = (8P/0T)v, il s’agit, pour établir identité
(4.17), de démontrer la formule :
o) — oy — — L UOP/OT)VI
o N (8P/8V)p
La formule précédente peut se réécrire sous la forme :
TVa?

Ncp — o) = ,
XT

o o = (1/V)(8V/OT)p est le coefficient de dilatation du fluide & pression constante et
xT = —(1/V)(8V/OP)r sa compressibilité isotherme. On reconnait dans la formule ci-
dessus une identité thermodynamique standard.
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® Poles dans le cas découplé

Si la température était découplée de la densité, ce qui se traduirait formelle-
ment par v = 1 (voir I'identité (4.17)), I’équation & résoudre pour obtenir les
poles de n(q, z) serait simplement :

(z + iaq®) (22 +izDy¢* — 2¢?) = 0. (4.21)
A Vordre ¢2, les poles de n(g, z) sont, dans cette approximation de découplage :

zéo) = —iag*

(0)

i X (4.22)
zy 9 = FeCsq — §DLq .

Le pole zéo), qui a la caractere d’'un pole de diffusion, est dit péle de chaleur.

Les poles z§02) sont dits péles de son.

e Poles en couplage faible
En présence d’un faible couplage, le pole de chaleur zy peut étre cherché

sous la forme z(()o) + Azp. L'équation (4.20) s’écrit alors sous la forme :

2 2.2 -1
Az {(z(()o) +Az) + iDLqQ(z(()O) + Azy) — Cij—} = (z((]o) + Azg)c§q277.

(4.23)
Il vient, au premier ordre en Az :
2 -1
Azy {(zéo)) —+ iDLqu(()O) — cqu} = z(()o)ciq2 - (4.24)
Y
Dans la limite des petits vecteurs d’onde, Azy est d’ordre ¢ :
-1
Azg = —z5 — (4.25)
7
Le pole de chaleur déplacé est donc :
1 ;
20 = —iag® + ianL = f%f = —iDwmq?, (4.26)
Y

ou l'on a introduit le coefficient de diffusion thermique Dy = a/v = K/nc,
(cp est la chaleur spécifique & pression constante par particule). Un calcul

analogue peut étre effectué pour les poles de son 212, que 'on cherche sous

la forme z%og) + Az; 3. Dans la limite des petits vecteurs d’onde, Az; o est

d’ordre ¢2 :
7 -1
Az p = —zag*—. (4.27)
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Les poles de son déplacés sont donc :

. . 1
219 = Fecsq — EDLQQ — iaq27—— = de.q — iT¢7, (4.28)
' 2 2 5
ou :
D av-1
r==2ty-1 - 4.29
> T2 (4.29)

est le coefficient d’atténuation du son. Les trois poles, 2y et zj 2, sont tous
situés dans le demi-plan complexe inférieur.

Revenons 4 la formule (4.19) pour n(g, z). A lordre ot I'on a calculé les
poles, on peut écrire le dénominateur sous la forme du produit suivant :

(2 + iDwng?) (2 — csq + 10 (2 + csq + D). (4.30)

En décomposant n(q,z) en éléments simples, et en exprimant les résidus a
Pordre le plus bas en g, on obtient :

n(q,z)  y-1 i i( 1 1 >

= — +
n(q,t =0) v z+iDinhg? + 27\ 2z —csq +ilq? 2+ ceq +i'¢>
(4.31)

En inversant la transformation de Fourier-Laplace, on déduit de la formule
(4.31) Pexpression de n(q,t) :

t y — 1 1 :
n(g.t) = L e Dud’t o T g csqt, t>0. (4.32)
n(g,0) v g

4.4. Régression des fluctuations de densité

Le pole de chaleur de n(q,z), donné & l'ordre ¢* par la formule (4.26),
est purement imaginaire. Il correspond & une fluctuation qui régresse sans
se propager, son temps de vie étant déterminé par le coefficient de diffusion
thermique.

Les poles de son de n(q, z), donnés & Yordre ¢ par la formule (4.28),
possedent une partie réelle égale a +c;q et une partie imaginaire proportion-
nelle au coefficient d’atténuation du son. Ils correspondent & une fluctuation
qui se propage dans le fluide & la vitesse du son, et dont 'amplitude régresse par
suite des effets de viscosité et de conduction thermique. L’amortissement ther-
mique des ondes sonores est faible lorsque v ~ 1, comme le montre I'expression
(4.29) du coefficient d’atténuation I'.
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5. Facteur de structure dynamique

L’intensité de la lumiere diffusée est proportionnelle au facteur de struc-
ture dynamique S(q,w), défini comme la transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation {n(q,t)n{—q,0)) :

S{q,w) = /00 <n(q,t)n(—q,0)>ei“’t dt. (5.1)

—0oQ

5.1. Calcul de S(q,w)
Pour ¢ > 0, n(q,t) est donné par la formule (4.32). On en déduit :

-1 1
<n(q, t)n(—q, 0)> = <n(q, 0)n(—gq, O)> (l—e_D‘hqzt + ;e_rq% cos csqt)

Y
(5.2)
Pour obtenir (n{q,t)n(—q,0)) pour ¢ < 0, on utilise la propriété d’invariance
par translation dans le temps :

(n(q,t)n(—q,0)) =(n(q,0)n(—q, —t)). (5.3)

La quantité n(—q, —t) s’obtient & partir de la formule (4.32) en y changeant q
en —qetien —t:

I'q

*t cos csqt. (5.4)

n(—q,—t) ~v-—1 Dend’t N l .
Y

n(-q,0) v

Il vient donc, pour ¢t < 0 :

(n(g,t)n(—q,0)) = (n(q,0)n(—q,0)) (11;—16[)”“’% + %erq% cos csqt>. (5.5)

Le facteur de structure dynamique (formule (5.1)) est donné par :

o° -1 1 .
S(q,w) = S(q)2 %e{/ (l—e_D“‘q2t + ;E—Fq% cos csqt> et dt}, (5.6)
0 v

ou l'on a posé S(q) = (n(q,0)n(—q,0)). On obtient, I'intégration une fois
effectuée :

S(qw) y—1 2Duq?

S(q) 7 w? + (Ding?)?
1 I'q? I'q?
+= 5 =t 5 3 |- (5.7)
Yl{w+esq)” +(Tg?)”  (w—cq)” + (I'g?)
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5.2. Spectre de la lumiere diffusée

Comme le montre la formule (5.7), le spectre des fluctuations de densité
d'un fluide normal comprend trois composantes lorentziennes : la raie Rayleigh,
centrée en w = 0 et de largeur ~ Dy,q?, et les deux raies Brillouin, centrées
en w = +¢,q et de largeur ~ ['q?. Les deux composantes centrées en w = +¢,q
correspondent 4 des modes qui se propagent {analogues aux modes associés aux
phonons acoustiques longitudinaux dans un solide), tandis que la raie centrée
en w = 0 représente le mode thermique qui régresse sans se propager.

L’intensité intégrée totale de la raie Rayleigh est :

1 [®  2Dug®
Tr = S(g)L / e dw. (5.8)
v —00 w2 + (Dthqz)

On obtient : )
Tp = an(qﬂT- (5.9)

L’intensité intégrée de chacune des raies Brillouin est :

1

Ip =2nS(q)—: .10
s = 2r5(a)5- (5.10)

On a ainsi I'égalité :
IR+QIB=27TS((]). (5A11)

Le rapport :
Ir

— =71 12
oTg (5-12)

est appelé rapport de Landau-Placzek (L. Landau et G. Placzek, 1934).

Lorsque P'on s’approche du point critique, ¢, — oo et I'intensité diffusée
se trouve essentiellement dans la raie Rayleigh, dont la largeur ~ Dy,q? tend
alors vers zéro. Loin du point critique, ce sont en revanche les raies Brillouin
qui dominent. A partir de la position et de la largeur des raies Brillouin, on
peut mesurer la vitesse et le coefficient d’atténuation du son. A partir de la raie
Rayleigh, on peut déterminer le coefficient de diffusion thermique. Enfin, du
rapport de Landau-Placzek, on peut déduire le rapport des chaleurs spécifiques.
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Phy jue
h e

Alors que les systémes a I'équilibre sont traités d’une facon uni-
fiée par le formalisme de la fonction de partition, la physique
statistique des systemes hors d’équilibre couvre une grande
variété de situations qui sont souvent sans lien apparent.
L'originalité de cet ouvrage est de proposer un point de vue
unifié pour I'ensemble des systemes proches de I’équilibre : il
dégage la profonde unité des lois qui les régissent et rassemble
un grand nombre de résultats usuellement dispersés dans la lit-
térature.

Le lecteur trouvera dans ce livre un exposé pédagogique des
résultats fondamentaux : origines physiques de I'irréversibilité,
théoréme de fluctuation-dissipation, équation de Boltzmann,
réponse linéaire, relations d’Onsager, phénomeénes de
transport, équations de Langevin et de Fokker-Planck. L'organi-
sation de cet ouvrage en fait aussi bien un manuel d’enseigne-
ment pour les phénomenes irréversibles qu’un livre de réfé-
rence pour les chercheurs grace a son caractére exhaustif.

[ssu d’un cours donné pendant de nombreuses années au DEA
de Physique des solides de la région parisienne, ce livre
s'adresse a un vaste public d’étudiants de master de physique
et de chimie, et d’éleves des écoles d'ingénieurs. Il intéressera
également les chercheurs dans des domaines aussi variés que
la physique des solides, la mécanique des fluides, la physique
des plasmas ou la mécanique céleste.

Noélle PoTTIER est professeur a I’Université Paris Diderot-Paris 7.

Série Physique dirigée par Michel LE BELLAC

SAVOIRS ACTUELS

Collection dirigée par Micheéle LEDUC

CNRS EDITIONS @R EDP

WAL IH\('(“HHH\ s W \‘\,\\[(,’(“)\(‘\{'ﬂ( ©5.com

7828687839343

ISBN 978-2-806883-934-3
ISBN 978-2-271-06548-3

T

i

i

i
s

i
¥

¥
t



Noélle POTTIER

Physique statistique
hors d’équilibre

Alors que les systemes a |I'équilibre sont traités d’une fagon uni-
fiée par le formalisme de la fonction de partition, la physique
statistique des systemes hors d’équilibre couvre une grande
variété de situations qui sont souvent sans lien apparent.
Uoriginalité de cet ouvrage est de proposer un point de vue
unifié pour I'ensemble des systemes proches de I’équilibre : il
dégage la profonde unité des lois qui les régissent et rassemble
un grand nombre de résultats usuellement dispersés dans la lit-
térature.

Le lecteur trouvera dans ce livre un exposé pédagogique des
résultats fondamentaux : origines physiques de I'irréversibilité,
théoréme de fluctuation-dissipation, équation de Boltzmann,
réponse linéaire, relations d’Onsager, phénoménes de
transport, équations de Langevin et de Fokker-Planck. L'organi-
sation de cet ouvrage en fait aussi bien un manuel d’enseigne-
ment pour les phénomenes irréversibles qu’un livre de réfé-
rence pour les chercheurs grace a son caractere exhaustif.

Issu d’un cours donné pendant de nombreuses années au DEA
de Physique des solides de la région parisienne, ce livre
s'adresse a un vaste public d'étudiants de master de physique
et de chimie, et d'éléves des écoles d'ingénieurs. Il intéressera
également les chercheurs dans des domaines aussi variés que
la physique des solides, la mécanique des fluides, la physique
des plasmas ou la mécanique céleste.

Noélle PorTier est professeur a I'Université Paris Diderot-Paris 7.

Série Physique dirigée par Michel LE BELLAC

SAVOIRS ACTUELS

Collection dirigée par Michéle LEDUC

www.edpsciences.com

CNRS EDITIONS

Ces ouvrages, ecrits par nh-n
chercheu reflétent  des
enseignements dispensés dans
le cadre de la formation a la
recherche. s s'adressent
donc aux étudiants avancés
aux chercheurs désireux de

perectionner leurs connais

sances ainsi qu'a tout lecteur

}'I:I\Hilll'll‘l' |'J|Il |.| sclence

contemporaine

9 "782868"839343

ISBN 978-2-86883-934-3
ISBN 978-2-271-06548-3




	Avant-propos
	Table des matières
	Chapitre 1
 Variables aléatoires
 et processus aléatoires
	1 Variables aléatoires rnonients et fonction caractéristique
	2 Distributions à plusieurs variables
	3 Addition de variables aléatoires
	4 Distributions gaussiennes
	5 . Théorème de la limite centrale
	6 Processus aléatoires
	7 Stationnarité et ergodicité
	8. Les processus aléatoires en physique : l’exemple du mouvement brownien
	9 Analyse harmonique des processiis aléatoires stationnaires
	10 Théorème de Wiener-Khintchine
	Appendice du chapitre 1 Autre démonstration du théorème de Wiener-Khintchine
	Bibliographic
	Références


	Chapitre 2 Thermodynamique linéaire des processus irréversibles
	1. Quelques rappels de thermodynamique à l’équilibre
	2 Description des processus irréversibles : affinités et flux
	3. L’hypothèse de l’équilibre local
	4 Affinités et flux dans un milieu continu en équilibre local
	5 Réponse linéaire
	6 Quelques exemples simples de coefficients de transport
	7 Principe de Curie
	8 Relations de réciprocité
	9 Justification des relations de réciprocité
	10 Théorème du minimum de la production d'entropie
	Bibliographie
	Références
	Complément 2.A Fluctuations thermodynamiques
	1 Les fluctuations
	2 Conséquences du principe de maximum de l'entropie
	3 Probabilité d'une fluctuation : formule d'Einstein
	4 Fluctuations a l'équilibre dans un fluide de N molécules
	Bibliographie
	Références

	Complément 2.B Effets thermoélectriques
	1 Introduction
	2 Flux de particules et flux de chaleur Source d'entropie
	3 Conduction électrique isotherme
	4 Conduction thermique en circuit ouvert
	5 Effet Seebeck
	6 Effet Peltier
	7 Effet Thomson
	8 Illustration du théorème du minimum de la production d™entropie
	Bibliographie

	Complément 2.C Thermodiffusion dans un mélange fluide
	1 Introduction
	2 Flux diffusifs dans un mélange binaire
	3 Source d'entropie
	4 Relations linéaires entre les flux et les affinités
	5 Effet Soret Effet Dufour
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 3 Description statistique des systèmes hors d'équilibre
	1 Fonction de distribution dans l'espace des phases
	2 Opérateur densité
	3 Systèmes à l'équilibre
	4 Evolution des variables macroscopiques : cas classique
	5 Evolution des variables macroscopiques : cas quantique
	Bibliographie
	Références

	Chapitre 4 Systèmes classiques Fonctions de distribution réduites
	1 Systèmes de particules classiques avec des interactions de paire
	2 Equation de Liouville
	3 Fonctions de distribution réduites Hiérarchie BBGKY
	4 Equation de Vlasov
	5 Invariance de jauge
	Appendices du chapitre 4
	A1 Potentiels d'interaction de paire
	A2 Équations de Hamilton d'une particule chargée
	A3 Invariance de jauge de l'équation de Liouville
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 5 Equation de Boltzmann
	1 Description statistique des gaz classiques dilués
	2 Echelles de temps et de longueur
	3 Notations et définitions
	4 Evolution de la fonction de distribution
	5 Les collisions binaires
	6 L'équation de Boltzmann
	7 Irréversibilité
	8 Théorème H
	9 Distributions d'équilibre
	10 Equilibre global
	11 Equilibre local
	Bibliographie
	Références
	Complément 5.A Gaz de Lorentz
	1 Gaz en présence de centres diffuseurs fixes
	2 Echelles de tenips
	3 Les collisions sur les diffuseurs fixes
	4 L'équation cinétique du gaz de Lorentz
	Bibliographie
	Références

	Complément 5.B Les paradoxes de l'irréversibilité
	1 Les paradoxes
	2 Paradoxe du renversement du temps
	3 Paradoxe de la récurrence
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 6 Coefficients de transport
	1 Approximation du temps de relaxation
	2 Linéarisation par rapport aux perturbations extérieures
	3 Coefficients cinétiques
	4 Conductivité électrique
	5 Coefficient dc diffusion
	Bibliographie
	Références
	Complément 6.A Amortissement de Landau
	1 Plasma faiblement couplé
	2 Les équations de Vlasov pour un plasma sans collisions
	3 Conductivité et permittivité diélectrique d'un plasma sans collisions
	4 Ondes longitudinales dans un plasma maxwellien
	Bibliographie


	Chapitre 7
 De l’équation de Boltzmann
 aux équations hydrodynamiques
	1 Régime hydrodynamique
	2 Equations de bilan local
	3 Développement de Chapman-Enskog
	4 Approximation d'ordre zéro
	5. Approximation d’ordre un
	Appendices du chapitre 7
	Al Propriété de l'intégrale de collision
	A2 Loi de Newton Coefficient de viscosité
	Bibliographie


	Chapitre 8 Théorie de Bloch-Boltzmann du transport électronique
	1 Equation de Boltzmann pour le gaz d'électrons
	2. L’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann
	3 L'équilibre détaillé
	4. Approximation du temps de relaxation. Linéarisation
	5 Conductivité électrique
	6 Transport semi-classique en présence de champ magnétique
	7 Limites de validité de la théorie de Bloch-Boltzmann
	Bibliographie
	Références
	Complément 8.A Processus de collision
	1 Introduction
	2 Diffusion des électrons par les impuretés
	3 Diffusion des électrons par les phonons
	Bibliographie
	Réferences

	Complément 8.B Coefficients thermoélectriques
	1. Flux de particules et flux de chaleur
	2 Expression genérale ties coefficients cinétiques
	3. Conductivité thermique
	4 Coefficient Seebeck coefficient Peltier
	Bibliographie


	Chapitre 9 Equations maîtresses
	1 Processus de Markov Equation de Chapmari-Kolmogorov
	2 Équation maîtresse pour iin processus aléatoire markovien
	3 Equation maîtresse de Pauli
	4. Équation maîtresse généralisée
	5. De l’équation maîtresse généralisée à l’équation maîtresse
 de Pauli
	6 Discussion
	Bibliographie
	Références

	Chapitre 10 Mouvement brownien Modèle de Langevin
	1. Modèle de Langevin
	2 Réponse et relaxation
	3 Fluctuations de vitesse à l'équilibre
	4. Analyse harmonique du modèle de Langevin
	5 Echelles de temps
	Bibliographie
	Références
	Complément 1O.A Modèle de Langevin généralisé
	1 Equation de Langevin généralisée
	2 Admittance complexe
	3 Arialyse harmonique du modèle de Langevin généralisé
	4 Un modèle analytique
	Bibliographie
	Références

	Complément 10.B Mouvement brownien dans un bain d'oscillateurs
	1 Modèle de Caldeira et Leggett
	2 Dynamique de la particule libre ohmique
	3 Equation de Langevin quantique
	Bibliographie
	Références

	Complément 10.C Théorème de Nyquist
	1 Bruit thermique dans un circuit électrique
	2 Théorème de Nyquist
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 11 Mouvement brownien Équation de Fokker-Planck
	1 Évolution de la fonction de distribution de la vitesse
	2 Développement de Kramers-Moyal
	3 Equation de Fokker-Planck
	4 Moiivement brownien et processus de Markov
	Bibliographie
	Références
	Complément 11 .A Marche au hasard
	1 Le niarcheur ivre
	2 Diffusion du marcheur ivre sur un réseau
	3 Equation de diffusion
	Bibliographie
	Références

	Complément Il .B Mouvement brownien Processus gaussiens
	1. Analyse harmonique des processus gaussiens stationnaires
	2 Processus stationnaires gaussiens et markoviens
	3. Application au mouvement brownien
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 12 Réponses linéaires Corrélations à l'équilibre
	1 Fonctions de réponse linéaire
	2 Susceptibilités généralisées
	3 Relations de Kramers-Kronig
	4 Dissipation
	5 Phénomènes non uniformes
	6 Fonctions de corrélation à l'équilibre
	7 Propriétés des fonctions d'autocorrélation à l'équilibre
	Appendice du chapitre 12 Autre démonstration des relations de Kramers-Kronig
	Bibliographie
	Références

	Complément 12.A
 Réponse linéaire
 d’un oscillateur amorti
	1 Intérêt général de l'étude de l'oscillateur amorti
	2 Oscillateur harmonique non amorti
	3 Oscillateur amorti par frottement visqueux
	4 Susceptibilité généralisée
	5 Fonction de réponse du déplacement
	Bibliographie

	Complément 12.B Polarisation électronique
	1. Modèle semi-classique
	2 Fonction de réponse de la polarisation
	3 Susccptibilité généralisée
	4 Comparaison avec le modèle de Lorentz
	Bibliographie

	Complément 12. C Exemples de facteurs de structure dynamiques
	1 Les exemples
	2. Atome libre
	3 Atome dans un potentiel harmonique
	Bibliographie


	Chapitre 13 Théorie générale de la réponse linéaire
	1 Objet de la théorie de la réponse linéaire
	2 Evolution au premier ordre de l'opérateur densité
	3 Fonction de réponse linéaire
	4 Relation avec la fonction de corrélation canonique
	5 Susceptibilité généralisée
	6 Fonction spectrale
	7 Relaxation
	8 Symétries des fonctions de réponse et de corrélation
	9 Phénomènes non uniformes
	Appendices du chapitre 13
	Al Réponse linéaire classique
	A2 Susceptibilité statique d'un système isolé et susceptibilité isotherme
	Bibliographie
	Références

	Complément 13.A Relaxation diélectrique
	1. Permittivité diélectrique et polarisabilité
	2 Mécanismes microscopiques de polarisation
	3 Théorie de Debye de la relaxation diélectrique
	4 Modèle microscopique de la polarisation orientationnelle
	Bibliographie
	Références

	Complément 13.B Résonance magnétique
	1 Formulation du problème
	2. Théorie phénoménologique
	3 Modèle microscopique
	Bibliographie


	Chapitre 14 Théorème de fluctuation-dissipation
	1 Dissipation
	2 Fluctuations à l'équilibre
	3 Théorème de fluctuation-dissipation
	4 Positivité de wx/AA(w) Susceptibilité statique
	5 Règles de somme
	Bibliographie
	Références
	Complément 14.A Dynamique dissipative d'un oscillateur harmonique
	1 Oscillateur couplé à un bain thermique
	2 Dynamique de l'oscillateur non couplé
	3. Fonctions de réponse et susceptibilités d’un oscillateur
 couplé à un bain
	4 Analyse de xJJ(w)
	5 Dynamique de l'oscillateur faiblement couplé
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 15 Théorie quantique du transport électronique
	1 Formille de Kubo-Nakano
	2 Formule de Kubo-Greenwood
	3. Conductivité d’un gaz d’électrons en présence d’impuretés
	Bibliographie
	Références
	Complément 15.A Conductivité d'un métal faiblement désordonné
	1. Introduction
	2. Formule de Kubo-Greenwood
	3. Conductivité d’un système macroscopique
	4 Conductance d'un système mésoscopique : approche de Landauer
	5 Addition en série de résistances quantiques Localisation
	Bibliographie
	Références


	Chapitre 16 Coefficients de transport thermiques
	1. La méthode de Kubo indirecte
	2 Source d'entropie et "kiamiltonien" équivalent
	Bibliographie
	Références
	Complément 16.A Ondes lumineuses diffusives
	1 Le transport diffusif de la lumière
	2. Coefficient de diffusion de l’intensité lumineuse
	3. Spectroscopie par ondes diffusives
	Bibliographie
	Références

	Complément 16.B Diffusion de la lumière par un fluide
	1 Introduction
	2. Équations hydrodynamiques linéarisées
	3. Fluctuations transverses
	4. Fluctuations longitudinales
	5. Facteur de structure dynamique
	Bibliographie
	Références


	Index

