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Avant-propos 

Ce livre est issu des notes d’un cours enseigné de 1992 i 2000 au DEA 
de Physique des Solides de Paris/Orsay. Les compléments de chapitre provien- 
nent, pour la plupart, des travaux dirigés et des problèmes associés. 

Les sujets traités dans cet ouvrage relèvcrit du champ, extrêmement vaste, 
de la physique statistique hors d’équilibre. On rencontre, dans tous les 
domaines de la physique, une très grande variété de situations et de phénomènes 
impliquant des systèmes qui ne sont pas en équilibre thermodynamique, et 
ceci à toutes les échelles. L’une dcs difficultés tie la physique statistique de ces 
systèmes réside daris le fait que, contraireinerit à l’équilibre oii l’on dispose 
d‘une approche unifiée permettant d’expliquer les propriétés macroscopiques 
de la matière à partir des interactions microscopiqiies (J.W. Gibbs), hors de 
l’équilibre l’on rie dispose à ce propos que d’un nombre limité de résultats 
de portée générale. Les approches utilisées pour décrire le passage du micro- 
scopique au macroscopique dans le cas des systèmes hors d’équilibre sont 
diverses, et peiivent, dépendre du système particulier étudié. I1 est cependant 
possiblc de classer ces approches en deux grands groupes, niettarit en ceuvre. 
pour l’un, des équations ciriétiques (L. Boltzrnarin), et, pour l‘autre, la tliéorie 
de la réponse linéaire (R. Kubo). En dépit de leur diversité. ces méthodes ont, en 
commun plusieurs points foridamentaux essentiels sur lesquels elles s’appuieiit. 

L’une dcs ambitions de ce livre est de dégager, à propos de différents 
systkrries physiques, quelques idées centrales corniniines à ces différentes appro- 
ches. Eu égard à l’imnierisité du siijet. ne sont traitées ici que des sit,u a t’ ions 
proches de l‘équilibre, dans lesquelles les processus irréversibles mis en jeu 
peuvent être qualifiés de linéaires. 

Bien qu’extrêmement variés, les phénomènes hors d‘équilibre font apparaî- 
tre de façon très générale le rôle essentiel joui: par l’existence au sein des 
systèmes étudiés d’échelles de temps bien séparées. La pliipart d’entre elles, 
très courtes, sont, associées aux degrés de liberté niicroscopiques, tandis que 
d’autres, en petit nombre et beaucoup plus longues, sont macroscopiqiies et 
caractérisent les variables lentes. Le livre s’attache notamment i mettre en 
évidcnce, à propos de chacune des approches mises en ceuvre, l’importance du 
rôle joué par la séparation des échelles de temps. 

Une propriété centrale commune! dans le cadre linéaire, aux différentes 
approches, est le théorème de fluctuation-dissipation, qui exprime la relation 
entre la réponse d’un système dans une situation faiblement hors d’équilibre et 
les fluctuations à l’équilibre des variables dynamiques concernées. Ce résultat 
constitue le noyau central commun aux diffkrerites méthodes tie physique statis- 
tique hors d’équilibre dans le doriiairie linéaire. 
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Les éléments prérequis pour aborder cet ouvrage sont assez limités. I1 
est cependant nécessaire de maîtriser les connaissances de base de mécanique 
quantique et de physique statistique à l’équilibre. En ce qui concerne les tecli- 
niques mathématiques mises en œuvre, elles sont standard. De façon générale, 
les notions nécessaires à la compréhension de chaque chapitre sont, fournies 
dans celui-ci ou l’ont été dans les chapitres précédents, et les calculs sont 
exposés en détail. À la fin de chacun des chapitres est proposée une liste 
d’ouvrages de référence sur le sujet traité (classés par ordre alphabétique), 
complétée, chaque fois qiie possible, par une liste d’articles originaux (classés 
par ordre chronologique). 

L’organisation générale de l’ouvrage est décrite brièvement ci-dessous. 

Notions de base 

En physique statistique, chaque variable rnacroscopique est une moyenne 
statistique des quantités microscopiques correspondantes. Les notions de 
rrioyeririe et de fluctuations (et, plus généralement, les définitions et les résultats 
dont il est utile de disposer à propos des variables aléatoires et des processus 
aléatoires) sont rassemblées dans le chapitre 1. Les résultats les plus importants 
en vue dc l’étude des fluctuations sont, d’une part, le théorème de la limite 
centrale qui foride le rôle central en physique des lois gaussiennes, et. d’autre 
part, le théorème de Wiener-Khintchine qui relie la foriction d’autocorrélation 
et la densité spectrale d’im processus aléat,oire stationnaire. 

La thermodynamique des processus irréversibles 

Le chapitre 2 est consacré à la thermodynamique des processus irréver- 
sibles. L’une des caractéristiques macroscopiques des systèmes hors d’équilibre 
est en effet d’être le siège de processus irréversibles, tels que les phénomènes 
de transport ou les processus de relaxation. Ces processus ont un caractère 
dissipat,if, ce qui signifie que les systèmes au sein desquels ils se produisent 
perdent de l’énergie (celle-ci est transférée ;L l‘environnement du système et ne 
revient jamais vers ce dernier). Un système hors d’équilibre est le siège d’une 
production d’entropie strictement positive. Dans le cas des systèmes locale- 
ment à l‘équilibre, il est possible, en s‘appiiyant sur les variables lentes et la 
production d’entropie. d’étendre la thermodynamique (limitée originellement 
A l’étude des états d’équilibre) à la description des processus irréversibles. 

C’est pour des systèmes proches de l’équilibre qiie cette théorie est le 
plus solidenient établie. Les phénornènes de transport obéissent alors à des lois 
phénoménologiqiies linéaires. La therniodynarnique des processus irrCtversibles 
permet d’établir certaines propriétés des coefficients de transport, parmi les- 
quelles des relations de symétrie ou d’antisyrnétrie entre coefficients cinétiques 
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(L. Oiisager). ainsi que la relation d’Einstein entre mobiliti. et coefficient de dif- 
fusion, qui constitue la toute première formiilation du tlriéorème de fluctuation- 
dissip a t ion. ‘ 

Introduction à la physique statistique hors d’équilibre 

Si elle permet d’établir certaines propriétés des coefficients de t>ransport, 
la tlierriiodynamique des processus irréversibles ne fournit en revanche aiici i i i  
moyen de les calciilcr explicitenierit. 

Poiir cela, il est riéccssaire de partir d’une description microscopique des 
systèmes hors d’équilibre, et de faire le lieri entre cette descript,ion et  les pro- 
priétés observées à l’échclle niacroscopiqiie. Les chapitres 3 et 4 coristitiient 
une introdiiction à cette tiérnarche. Y sont présentés les principaux outils 
de la physique statistique des systbmes hors tl’éqiiilibre classiques et quan- 
tiques: notamment les équations d‘évolution de la fonction de distribiition et 
de l’opérateur densité. 

Les approches cinétiques 

Les chapitres 5 A 9 sont consacrés à la description des pliénonièries de 
transport par des équations ciriktiques irréversibles, principalement l’équation 
de Boltzniarin. 

0x1 (:orriinence, dans le chapitre 5, par s’intéresser au gaz parfait clas- 
sique de rnolécules effectuant des collisions binaires (liistoriquenient le premier 

nie ii avoir été étudié aii moyen d’une équation cinétique). L’approche 
cinétique repose dans ce cas sin- l’hypotlièse (hi chaos nioléciilaire, c’est-à-dire 
d’absence de corrélations eritrc lcs vitesses de deiix rnolécules qui vont cmtrer en 
collision. Cette hypothèse conduit h l’éqiiation de Boltzmann pour la fonction 
de distribution. 

Dans le chapitre 6 ,  on nioritre corrirncnt 1’équat)ion (le Boltzniariri pcrrnet, 
rrioyeririant des approximations converiables, de d6terniirier les coefficientas de 
transport du gaz. Dans le chapitre 7. on etablit les équations de l‘hydro- 
dynamique à partir de l’équation de Boltzrriann. Le chapitre 8 est consacré 
aux applications de l‘équation de Boltzrnarin en pliysiqiie des solides, oii elle 
est largement utilisée pour déterminer les coefficients de transport dans les 
senii-coridiicteurs et les rriet,aiix (théorie semi-classique du transport de Bloch- 
Boltzrriann). 

De façon générale, la validit6 des approches cinétiques repose sur l‘existen- 
ce au sein du système étudié de deux échelles de temps bien séparées. Dans 
le contexte des gaz dilués, l’échelle dt temps courte est la durée d’iirie col- 
lision, tandis qiie l’échelle de temps longue est l’intervalle de temps moyen 
séparant deux collisions successives d’une molécule donnée. Daris le chapitre 9, 
on étend ce type d’approche aux systèmes dans lesquels les interactions peuvent 
être considérées conmie locales et instantanées. L’évolution hors d’équilibre de 
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ces systèmes peut, moyennant des hypothèses de décorrélation analogues à 
l’hypothèse du chaos moléculaire, être décrite par des équations cinétiques 
irréversibles, génériquement appelées équations maîtresses. 

Le mouvement brownien 

Les chapitres 10 et 11 traitent du mouvement brownien, c’est-à-dire du 
mouvement erratique d’une particule immergée au sein d’un fluide de molécules 
plus légères. 

I1 s’agit de l’un des problèmes paradigmatiqiies de la physique statistique 
hors d’équilibre. L’étude du mouvement brownien est généralement abordée 
au moyen de l’équation de Langevin, qui décrit l’évolution de la vitesse de 
la particule sur des intervalles de temps intermédiaires entre une échelle de 
temps courte, le temps de corrélation de la force aléatoire s’exerçant sur la 
particule brownienne, et une échelle de temps longue, le temps de relaxation 
de sa vitesse moyenne. On retrouve daris ce cadre la relation d’Einstein entre 
mobilité et coefficient de diffusion. 

La théorie du mouvement brownien joue un rôle d’autant plus important 
que la particule brownienne peut ne pas être une véritable particule, mais la 
représentation d’une propriété collective d’un système macroscopique. 

On présente également, un modèle microscopique du mouvement brownien 
d’une particule couplée à un bain, ce dernier étant constitué par un ensemble 
infini d’oscillateiirs harmoniques en équilibre thermique. Ce modèle est très 
utilisé pour décrire la dynamique dissipative de différents systèmes classiques 
ou quantiques (A.O. Caldeira et A.J.  Leggett). 

La théorie de la réponse linéaire 

tres 12 à 14. 
La théorie de la réponse linéaire (R. Kiibo) est développée daris les chapi- 

Si l’on se limite à des systèmes proches de l’équilibre, les quantités physi- 
ques observées s’écartent faiblement de leurs valeurs d’équilibre, et l’on attend 
des écarts linéaires par rapport aux perturbations ayant entraîné le système 
hors de l’équilibre. La théorie de la réponse linéaire précise la relation entre 
les fonctions de réponse linéaire et les fluctuations à l’équilibre des variables 
dynamiques concernées. Une fois admise l’hypothèse de linéarité, cette théorie 
est générale. 

Pour commencer, les notions de fonctions de réponse linéaire, d’une part, 
et de fonctions de corrélation à l’équilibre, d’autre part, sont présentées dans le 
chapitre 12. La théorie générale de la réponse linéaire précisant le lieri entre ces 
deux types de quantités est développée dans les chapitres 13 et 14, ce dernier 
chapitre étant centré sur le théorème de fluctuation-dissipation. 

Les fonctions de corrélation à l’équilibre jouent ainsi en physique statis- 
tique hors d’équilibre iin rôle central. Beaucoup de propriétés de systèmes hors 

I 
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d’équilibre, par exemple les coefficients de transport des lois phénoménologiques 
linéaires, sont déterminées par des fonctions de corrélation temporelles à l’équi- 
libre. Ces fonctions fournissent aussi un moyen utile d’interpréter de nom- 
breuses expériences de diffusion de rayonrienients ou de particules. 

Coefficients de transport 

Dans les chapitres 15 et 16, on montre comment la théorie de la réponse 
linéaire permet d’obtenir des expressions microscopiques des coefficients de 
transport en termes des fonctions de corrélation à l’équilibre des courants 
appropriés. Ces expressions constituent les formules de Green-Kubo. 

Dans le chapitre 15, on établit l’expression microscopique des composantes 
du tenseur de conductivité électrique en ternies des fonctions de corrélation des 
composantes correspondantes du courant électrique. Dans le cas homogène, 
on en déduit la partie réelle de la conductivité d’un gaz d’électrons sans 
interactions en termes de fonctions de corrélation de courants à line particule 
(formule de Kubo-Greenwood). Les corrections par rapport à la conductivité 
senii-classique déduite de l’équation de Boltzmann sont dues à des effets d’inter- 
férences quantiques. On discute aussi brièvement l’approche de Landauer de 
la conductance des systèmes rnésoscopiqiies et du phénomène de localisation 
à une dimension. 

Le chapitre 16 traite des coefficients de transport thermiques tels que la 
conductivité thermique ou le coefficient de diffusion, qui ne peuvent pas être 
calculés directement à partir de la théorie de Kubo, ainsi que de la façon dont 
on peut les déterminer par différentes expériences (par exemple de diffusion de 
la lumière). 

Pour conclure cet avant-propos, jc voudrais soiiligrier le fait que ce travail 
n’a pas été celui d’une seule personne, mais qu’il est le fruit d’un enseigne- 
ment effectué en équipe. Je souhaite donc en premier lieu remercier Jean Klein, 
Sylvie Rousset et Frédérick Bernardot, avec qui j ‘ai collaboré étroitement pen- 
dant plusieurs années dans le cadre de cet enseignement au DEA de Physique 
des Solides. Je suis en outre très reconnaissante à Frédérick Berriardot pour 
sa relecture attentive de nombreux chapitres de ce livre, ainsi que pour ses 
remarques précises et judicieuses. 

Mes remerciements vont aussi aux nombreux étudiants et lecteurs des 
notes de cours, qui, par leurs remarques, ont contribué à l’aniélioration de cet 
ouvrage. 

Ils s’adressent enfin à Michèle Leduc, directrice de la collection (( Savoirs 
actuels D, dorit l’encouragement constant, qui a été pour moi précieux, a permis 
l’aboutissement de ce projet. 
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Chapitre 1 

Variables aléatoires 
et processus aléatoires 

En physique statistiqiie, on est amené à considérer les grandeurs carac- 
térisant l’état macroscopique d’iin système physique constitué d’un grand 
nombre de particules comme des moyennes statistiques des quantités rnicro- 
scopiques correspondantes. Les variables macroscopiques, ainsi définies comme 
des moyennes, sont accompagnées de Aiictiiations dues à l’agitation thermique 
des degrés de liberté microscopiques associés. Lorsque le système étudié est 
hors d’éqiiilibre, les évolutions temporelles des moyennes et des Aiictiiations 
doivent être prises en compte dans la description et la modélisation des phéno- 
mènes le concernant. Les variables aléatoires et les processus aléatoires sont 
airisi des outils essentiels de la physiqiie statistique hors d’équilibre. 

Quelques notions fondamentales s i x  ce sujet sorit donc rassemblées dans 
ce premier ckiapitre. Tout d’abord, on introduit les distributions de probabilité 
et les monients des variables aléatoires A ilne ou A plusicius dirnensioris. On 
étudie la distribiition de la somme de deux ou de pliisieiirs variables aléatoires 
indépendaritcs, puis le théorème de la limite centrale concernant la distribu- 
tion de la somme d’un nombre N de varia.bles aléatoires indéperidarites dans la 
limite N + 00. Ce théorème est d’une importance cruciale en physiqiie statis- 
tiqiie, pirisqu’il est responsable du rôle central qii ’.y jouent les lois gaiissienrics. 

Ensuite, à propos des processus aléatoires, 0 1 1  introduit la notiori de 
stationnarité, et l’on discute brièvement les propriétés d’ergodicité, c’est-à-dire 
d’équivalence eritre moyennes temporelles et nio,yennes statistiques. Ori s’inté- 
resse pliis particulièrement aux processus aléatoires stationnaires en présentant 
les grandes lignes de leur anal.yse harmoniqiie, qui est une méthode bier1 
adaptée à l’étude des processus régis par des équations différentielles linéaires. 
On démontre notamment le théorème de Wiener-Khintchine reliant la densité 
spectrale du bruit et la fonction d’autocorrélation d’un processus aléatoire 
stationnaire. 
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1. Variables aléatoires, moments et fonction caractéristique 

1.1. Définition 
Une variable aléatoire’ est un nombre X ( < )  associé à chaque résultat < 

d’une expérience. En ce sens, c’est une fonction dont le domaine de définition 
est l’erisernble des résultats de l’expérience. Pour définir une variable aléatoire, 
il faut spécifier, d’iine part, l’ensemble des valeurs possibles, appelé ensemble 
des états, et, d’autre part. la distribution de  probabilité sur cet ensemble. 
L’ensemble des valeiirs possibles peut être, soit discret, soit continu sur un 
intervalle donné (ou bien, partiellement discret et partiellement continu). Par 
ailleurs. l’ensemble des états peut être niultidirnensionnel (la variable aléatoire 
est alors écrite vectoriellement X )  . 

Dans I r  cas réel unidirnensionnel, la distribution de probabilité d’une 
variable aléatoire X est donnée par une fonction p ( z )  non négative’, 

lx2 
et normalisée : 

p ( z )  dx = 1. (1.2) .II, 
La probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur comprise en- 
tre 1c et z f d z  est égale à p(.c)dz.  La fonction p(x) caractérisant la distribution 
de probabilité de la variable X est également appelée densité de probabilité3 
de X .  En physique, uric densité de probabilité est en général line quantité 
dimensionnée : ses dimensions sont inverses de celles de la variable aléatoire 
concernée. 

Le cas d’une variable susceptible de prendre des valeurs discrètes peut se 
traiter de manière analogue en introduisant des fonctions delta dans la densité 
de probabilité. Par exemple. si line variable aléatoire prend les valeiirs discrètes 
z1,22 . . . avec les probabilitris p l ,  p2 . . ., on peut formellement la décrire coniine 
une variable aléatoire continue de densité de probabilité : 

avec : 

On dit également variable stochastique : les deux expressions sont synonymes. 

Une réalisation, ou valeur possible, de X est désignée ici par 2. La lettre majuscule 
désigne donc la variable aléatoire, la lettre minuscule l’une de seb réalisations. Lorsqu’il n’y 
aura pas de confusion possible entre ces deux notions, nous emploierons une notation unique. 

Pour plus de clarté, nous la noterons parfois p X ( z - )  
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1.2. Moments 
La rno.ye~irie ou espérance mathématique ( f (X))  d'une fonction qiiel- 

coriquc f (X)  définie sur l'espace d'états considéré cst définie par : 

?i la condition qiie l'intégrale du second membre de l'équation (1.5) existe. 

Eri particulier, pTn = (X'.) est le moment d'ordre m de X .  Le premier 
moment p1 = ( X )  est la moyenne de X .  Lorsque sa moyenne ( X )  est nulle, la 
variable aléatoire X est dite centrée. La quantité : 

(1.6) fT2 = ( ( X  - ( x ) ) 2 )  = 14 ~ /L, 2 

est la variance de X .  C'est le carré de la déviation standard ou écart quadra- 
tique rrmyen A X  = g, qui a les mênics dimensions que ( X ) .  L'écart quadra- 
tiqiie moyen f~ détermine la largeur effective de la distribution ~ ( 2 ) .  La variance 
a2 est non négative et ne s'annule que si la variable X est certaine. m es deux 
preniiers niorrients sont les caractéristiques les plus importantes d'une distribii- 
tion de probabilité. 

Si la fonction p(z)  ne décroît pas suffisamment vite lorsque II: tend vers 
l'infini, certains des monierits de X peuvent ne pas être définis. Un exemple 
extrême en est fourni par la loi lorentzienne (ou loi de Cauchy) : 

dont tous les moments divergent (on peut toutefois en définir le premier 
moment par symétrie en posant p1 = 20). Les autres moments de la loi de 
Cauchy, et donc en particulier sa variance, sont tous infinis. 

1.3. Fonction caractéristique 
La fonction caractCristiqiie G( k )  d'une variable aléatoire X est définie 

par : 
I I 

La densité de probabilité étant une fonction sommable de z, la fonction caracté- 
ristiqiie définie par la formule (1.8) existe pour tout k réel. C'est la transformée 
de Fourier de p ( z ) .  On a donc, inverserrierit : 
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La fonction caractéristique possède les propriétés : 

G(k  = O)  = 1, IG(k)l 5 1. (1.10) 

La fonction caractéristique est aiissi la fonction génératrice des moments, 
en ce sens que les coefficients de son développement en série de Taylor de IC 
sont les moments pnl : 

(1.11) 

Les dérivées de G ( k )  en IC = O existent donc jusqu’au même ordre que les 
moments. Cependant, la fonction caractéristique G ( k )  existe même lorsque les 
moments p m  ne sont pas définis. Par exemple, la loi de Cauchy (1.7) ne possède 
pas de moments finis, mais sa fonction caractéristique est : 

(1.12) 

La fonction eëa~ki+ik50 n’est pas différentiable en k = O,  ce qui correspond au 
fait que les moments de la loi de Cauchy n’existent pas. 

2. Distributions à plusieurs variables 

2.1. Densités conjointes, densités marginales et densités condi- 

Lorsque plusieurs variables aléatoires entrent en jeu, ce qui est par exemple 
le cas lorsque l’on considère une variable aléatoire niultidimensionnelle, il est 
nécessaire d’introduire diffkrents types de distributions de probabilité. 

t ionnelles 

Densité de probabilité conjointe 

Soit X une variable aléatoire à n dimensions, possédant donc n compo- 
santes X i ,  Xa, . . . , X,. Sa densité de probabilité p,(zi, ~ 2 , .  . . , 2,)  est appelée 
densité de probabilité conjointe des n variables X I ,  X2, . . . , X,. 

Densité de probabilité marginale 

Considérons iin sous-ensemble de s < n variables pertinentes X I ,  . . . , X,. 
La densité de probabilité de ces s variables, indépendamment des valeurs prises 
par les variables non pertiiierites Xs+l,  . . . , X,, est obtenue en intégrant sur 
ces dernières : 

La densité (2.1) est appelée densité de probabilité marginale des s variables 
pertinentes. 
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Densité de probabilité conditionnelle 

On peut attribuer des valeurs fixées zs+l,. . . ,x, aux n - s variables 
X s + l , .  . . , X,, et considérer alors la distribution de probabilité conjointe des 
s variables XI , .  . . , X,. Cette distribution est appelée densité de probabilité 
conditionnelle de X I ,  . . . , X,.  On la désigne par p,31n-s (21, . . . , x, I z , + I ,  . . . .x,). 

2.2. Indépendance statistique 

La densité de probabilité conjointe p,, est égale au produit de la densité de 
probabilité marginale pour que Xs+l, . . . , X ,  prennent les valeurs ~ , + 1 ,  . . . , z, 
par la densité de probabilité conditionnelle pour que, ceci étant réalisé, les 
variables X I , .  . . , X ,  prennent les valeurs 21 , .  . . , x, : 

C'est la règle de Bayes, que l'on écrit généralement sous la forme 

Si les n variables peuvent être divisées en deux sous-ensembles (XI,  . . . , X , )  
et ( X s + l , .  . . , X T L )  de telle sorte que p,, se factorise, c'est-à-dire si l'on peut 
écrire : 

P,(Z*l, ' . ' , z,) = p s  (z1, ' ' ' , ~ . s ) P , - s  (zs+1,. ' . ,  zn) ,  (2.4) 

ces deux sous-ensembles sont dits statistiquement indépendants l'un de l'autre. 

2.3. Moments et fonction caractéristique 

Les monierits d'une distribution à plusieurs variables sont définis par : 

La fonction caractéristique G,(ICl, . . . , IC,) est une fonction de n variables 
réelles I C I ,  . . . , k ,  définie par : 

Son développement de Taylor par rapport aux variables IC, ( i  = 1,. . . , n) 
engendre les moments : 
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Si les deux sous-ensembles ( X I , .  . . , X , )  et ( X s + l , .  . . , X,) sont statisti- 
quement indépendants l'un de l'autre, la fonction caractéristique se factorise : 

(2.8) 

(Xi' . . .xp . . .Xgi;T' . . .Xn"rL) = (Xi' . . .xBs)(xz;1 . . . X27L). (2.9) 

G,(ki,. . . , k , ,  k,+i, .  . . , k )  = Gs(ki , .  . . , ks)Gn-s(ks+i,. . . , h). 
De même, tous les moments se factorisent : 

2.4. Moments d'ordre deux : variances et covariances 
Les moments d'ordre deux sont particulièrement importants en physique, 

où ils suffisent dans la plupart des applications. Ils forment une matrice (X ,X, )  
de dimensions n x n. On définit égalerrierit la matrice des covariances, de 
dimensions 77 x n et d'éléments : 

Les éléments diagonaux de la matrice des covariances sont les variances définies 
précédemment, et sont donc positifs, tandis que les éléments non diagonaux, 
appelés covariances, sont de signe quelconque. 

On peut montrer, en utilisant l'inégalité de Schwarz, que : 

où oL et 0, désignent les écarts quadratiques moyens de X, et X,. La quantité 
normalisée : 

(2.12) V2J = ( X J , )  - (XZ) (X , )  
Pa, = ~ 

0% 0, 0% 0, 

comprise entre -1 et $1, est appelée coefficient de corrélation des variables X, 
et X ,  . Deux variables aléatoires sont dites non corrélées lorsque leur covariance 
est nulle (aucune hypothèse n'est faite sur les monients d'ordre plus élevé). La 
non-corrélation est une propriété plus faible que l'indépendance statistique. 

2.5. Variables aléatoires complexes 
Une variable aléatoire complexe 2 = X + ZY est un ensemble de deux 

variables aléatoires réelles { X ,  Y } .  La densité de probabilité p z ( z )  est simple- 
ment la densité de probabilité corijointe de X et Y .  La condition tie riormali- 
sation s'écrit : 

p z ( z )  d'% = 1, d L z  = dxdy. (2.13) 

La définition des moments s'étend aux variables aléatoires complexes. 
Si Zl ,Z2 ,  . . . , 2, sont des variables aléatoires complexes, leur matrice des 
covariances est définie par 

J 

V l ,  = ((ZZ - ( Z L ) ) ( z ;  - (Z,*))) = (z,z,*) - (z,)(z;>. (2.14) 

Les variances 0; = (12, - ( & ) I 2 )  sont positives, et les coefficients de corrélation 
pZJ sont complexes et bornés en module par 1. 
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3. Addition de variables aléatoires 

3.1. Densité de probabilité de la somme de deux variables 
aléatoires indépendantes 

Soient XI et X2 deux variables aléatoires de distribution conjointe 
p x ( r 1 . 2 2 ) .  La probabilité pour que la variable aléatoire Y = XI  + X l  ait 
une valeur comprise entre y et y + dy est : 

px(21.T2)d.-rldT2. (3.1) 
Y < X i  + J - Z < Y + d Y  

PY (Y) dy = .III’ 
On déduit de l’équation (3.1) l’expression de la densité py(y)  : 

Si les variables X I  et X2 sont indépendantes, la densité px (21, y - 21) se 
factorise. L’équation (3 .2 )  devient alors : 

PY (Y) = .I P X I  ( X l ) P X ,  (y - 2 1 )  d2l .  (3.3) 

La derisité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires indépen- 
darites est donc le produit de convolution de leurs densités de probabilité 
individuelles. 

On peut également arriver à ce résultat en remarquant que, si les variables 
XI et X2 sont indépendantes, la fonction caracthistiqiie de Y se factorise : 

G y ( k )  ( e z k ( x l + x L )  ) = ( e z k X i ) ( e z b X z )  = G x , ( k ) G x , ( k ) .  (3.4) 

De la formule (3.4) découle, par transformation de Fourier inverse, le résultat 
(3.3). 

3.2. Moyenne et variance de la somme de deux variables aléa- 

On a, dans tous les cas : 

toires 

( Y )  = ( X l )  + ( X 2 ) .  ( 3 . 5 )  

La rrioyenrie d’une somme est donc la somme des moyennes, que les variables 
XI  et X2 soient corrélées ou non. 

Si X1 et X2 ne sont pas corrélées, la variance de leur soinnie est égale à 
la somme de leurs variances : 

(3.6) 
2 2 m y  = m g ,  + oxz. 
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4. Distributions gaussiennes 

4.1. Distribution gaussienne à une variable 

La forme générale de la distribution de Gauss à une variable est : 

La distribution gaussierine est appelée également distribution normale. Le 
paramètre A est une constante positive déterminant la largeur de la gaussienne. 
Le paramètre B détermine la position du maximum. La constante de normalisa- 
tion C s’exprime à l’aide de A et de B : 

I1 est souvent préférable en pratique d’exprimer les paramètres A et B en 
fonction de la moyenne p1 = -B /A  et de la variance u2 = 1/A. On écrit alors 
la distribution de Gauss sous la forme : 

La fonction caractéristique de la distribution gaussienne (4.3) s’écrit : 

Tous les moments de la gaussienne sont finis, ce qui correspond au fait que 
la fonction e z p l k - + g L k L  est indéfiniment différentiable en IC = O. Les moments 
s’expriment tous à l’aide des deux premiers moments p1 et 1 1 2 ,  ou bien à l’aide 
de la moyenne p 1  et de la variance a2. 

Lorsque X I  ’ . . . ’ X ,  sont des variables gaussierines indépendantes, leur 
somme Y = X I  + . . . + X n  est, elle aussi, une variable gaussienne. Sa distribu- 
tion est complètement déterminée par la moyenne et la variance de Y’ qui sont 
respectivement égales à la somme des moyennes et à la somme des variances 
des variables X ,  (i = 1’ . . . . n).  

4.2. Distribution gaussienne à n variables 

La forme la plus générale de la distribution gaussienne à n variables est : 
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où la matrice A d'éléments A,, est line matrice symétrique définie positive de 
dimensions TZ x n. En notation vectorielle. on écrit : 

(4.6) 

où 5 désigne le vecteur de composantes 21, . . . , z,, et B le vecteur de compo- 
santes b l . .  . . , b,. On peut obtenir la constante de normalisation C en passant 
aux variables dans lesquelles la matrice A est diagonale. On obtient ainsi : 

C = ( 2 ~ ) - ~ ' ~ ( D é t A ) ~ ' ~ e x p  - - B . M . B  ~ ( :  1 (4.7) 

où Dét A désigne le déterminant de la matrice A et M = A-' sa matrice 
inverse. 

La fonction caractéristique de la distribution (4.6) est : 

- i k .M.B 

où k est le vecteur de composantes k l ,  . . . , k, .  En développant l'expression 
(4.8) de GT2.(k)  en puissances de k ,  on obtient les expressions des moyennes et 
des covariances : 

3 

U t )  = ( ( X ,  - ( X z ) ) ( X j  - ( X , ) ) )  = w j .  (4.10) 

La matrice des covariances de la distribution gaussienne (4.6) est M = A-'. 
Une distribution gaussienne h plusieurs variables est donc complètement 

déterminée par les moyennes des variables et leur matrice de covariance. Si les 
variables ne sont pas corrélées, les matrices A et M = A-' sont diagonales, 
et les variables sont donc indépendantes. Ainsi, bien qu'en général la non- 
corrélation soit une propriété plus faible que l'indépendance statistique, ce 
sont, dans le cas gaussien, des propriétés équivalentes. 

4.3. Cas particulier de deux variables 

Dans le cas de deux variables aléatoires, la matrice des covariances s'écrit 

(4.11 
ff: PI2"iffZ 

M = (  
pi20102 0; 

Elle a pour inverse la matrice : 

(4.12) 
1 1 / 4  -P12/ffi f f2  

- P L  -pi2/01az 1/ff; 
A = - (  
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de déterminant : 
1 

(4.13) 

La distribution gaussienne à, deux variables (supposées ccntrCes) s’écrit donc : 

La formule (4.14) montre que, lorsque deux variables gaussiennes ne sont pas 
corrélées (p12 = O ) ,  leur distribution de probabilité conjointe se factorise eri 
le produit des deux densités individuelles. On vérifie donc bien daris ce cas 
particulier que des variablcs gaussiennes non corrélées sont statistiquenierit 
indépendantes. 

4.4. Propriété des corrélations 
Uric propriété iniportnritc des variables aléatoires gaiissiennes est que 

toutes les corrélations d’ordre supérieur peuvent s’exprimer à l’aide des corréla- 
tioris du second ordre eritre paires de variables. Ainsi, les mornerits d’ordre pair 
d’ime distribution gaussienrie à plusieurs variables ceritrées (B = O) possitdent 
la propristé : 

, (4.15) 

où la sommation s’étend k toutes les subdivisions possibles eii paires des indices 
i, j ,  I C ,  1 . . ., tandis que les nioments d’ordre impair sont tous riiils. 

5 .  Théorème de la limite centrale 

5.1. Stabilité de la loi gaussienne 
Considérons tout d’abord un ensemble de N variables aléatoires indépen- 

dantes X I ,  . . . , X N ,  chacune ayant la même densité de probabilité gaussienne 
p x ( z )  = exp(-.r2/2a2), de rnoyeririe ni111e4 et de variance 02. Qiiel 
que soit N, la variable aléatoire Y N  definie par : 

est, elle aussi, une variable aléatoire gaussienric de moyenne riiille et de variance 
( Y i )  = N-’ ~ ~ , ( X ~ )  = a’. La distribution de probabilité de YN étant la 
même qiie celle des variables de départ. lit loi gaussienrie est dite stable par 
rapport A l’addition des variables aléatoires“ 

Les variables X ,  sont prises ici centrées, la généralisation ai1 cas de variables non 

La variable i‘p~ n’est pas égale k la somme des variables de départ, mais au produit de 
centrées étant irrirriédiate. 

cette somme par le facteur d’échelle C N  = NP1I2. 



Théorème de la limite centrale 11 

5.2. Énoncé et justification du théorème de la limite centrale 
Le théorème de la limite centrale, établi par P.-S. de Laplace en 1812, 

stipule que; même lorsque p x ( z )  n'est pas une loi gaiissieririe mais line autre 
distribution de moyenne nulle et de variance finie cr2 ,  la distribution de YN 
est encore la loi gaussienne de moyenne nulle et de variance cr' dans la limite 
N --f 30. Cette propriété de convergence vers le domaine d'attraction gaiissien 
est i l'origine dii rôle dominant de la distribiition gaussieririe en physique statis- 
tique. En effet, dans beaucoup de situations où intervient une variable aléatoire 
fliictiiante Y ,  les fliictiiations sont line sornnie de contributions provenant d'un 
grand nombre de causes indépendantes'. 

Pour comprendre l'origine de cette propriété, considérons la fonction carat 
téristiqiic correspondant & iirie distribution px (x) arbitraire (centrée) : 

(5.2) 

Les variables individuelles étant in<li.pentlarites, la fonction caractéristique de 
Y N  est : 

On a donc : 

log Gy, ( k )  = N log G x  ~ 

(kl2) 

On peut écrire, cii di.velopparit7 en puissances de k / N 1 I 2 ,  

forrniile d'oii l'on (iédiiit' 

( 1 
2 

logGy,(k) = --a2k2 + O  ~ . 

(5 .3 )  

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

Lorsque N i m, le ternie O ( ~ ' ~ / N ' / ~ )  terici vers zéro à cause dii facteur 
N1/2 ai dénorninatciir. Par siiite, Gy, ( k )  tend vers e-" 1 . fonction caractb- 
ristique de la distribution gaiissierine de moyenne nulle et de variance cr2. 

2 .L 2 

En fait. le théorème de la limite centrale s'applique même lorsque les lois individuelles 
ne sont pas identiques. Cependant, la discussion en est pliis simple lorsque toutes les variables 
X ,  ont la rriênic distritnition, ce que nous supposons ici. 

I1 <:st préf6rahle de développer les logarithrries, qui varicrit pliis leriterrierit que les fonc- 

Dans la formule (5.5) (resp. (5.6)), le syrrihole O(k3/lN"/2)  (resp. O(k:3/N1/2)) désigne 
t ions elles-mêmes. 

iiiie quantité d'ordrc k"/N"12 (resp. k " / N 1 / 2  1. 
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5.3. Discussion 

Dans cette discussion, nous continuerons à considérer seulement le cas où 
les variables X ,  sont distribuées de manière identique. Même dans ce cas, le 
théorème de la limite centrale est en réalité valable sous des hypothèses plus 
générales que celles que nous avons faites ici (c’est-à-dire de variables aléatoires 
individuelles indépendantes ayant une distribution de variance finie). 

Tout d’abord, la condition d’indépendance statistique des variables aléatoi- 
res individuelles est suffisante, mais non nécessaire. Certes, pour que le théo- 
rème soit applicable, ces variables ne doivent pas présenter de corrélations à 
longue portée (c’est-à-dire entre des variables X ,  et X ,  avec Ii - j l  > 1)’. Des 
corrélations à courte portée peuvent en revanche être présentes sans affecter le 
résultat. I1 est bien stir plus difficile de traiter le cas où les variables aléatoires 
individuelles sont fortement corrélées. 

Ensuite, la condition de variance finie de la distribution p x ( z )  est égale- 
ment line condition suffisante, mais non nécessaire, de convergence vers la loi 
normale. Cependant, la distribution des variables aléatoires individuelles que 
l’on soinine ne doit pas être une loi trop (( large ))lo. On identifie précisément les 
fonctions px (z) qui appartiennent au domaine d’attraction de la loi norniale 
par le critère : 

Par exemple, une distribution qui décroît corrime 15/p3 pour 1x1 + 00 

appartient au domaine d’attraction de la loi normale, bien que sa variance soit 
infinie. Tontes les distributions décroissant plus vite que lz1-3 pour 1x1 -i OC, 

appartiennent également au doniairie d’attraction de la loi normale, qui est 
airisi extrêmement vaste. 

C’est la raison pour laquelle la loi gaussienne est omniprésente dans les 
situations physiques, les exceptions à cette loi (qualifiées de (( cornporterneiits 
anormaux D) étant, conipara.tivernent beaucoup plus rares. Les comportemeiits 
anormaux correspondent au fait que d’autres lois que la gaussienne possèdent 
la propriété de stabilité par rapport à la sommation des variables aléatoires 
individuelles’’. Les lois stables ont été étudiées et classifiées par P. Lévy et 
A. Khintchine en 1936. Elles aussi possèdent des domaines d’attraction, qii’il 

C’est tout à fait apparent si l’on pense par exemple au cas où les N variables sont 
identiques. 

lo  Un exemple de loi large est fourni par la loi de Cauchy (1.7), dont tous les moments 
sont infinis. La somme de N variables indépendantes distribuées selon une loi de Cauchy 
est, elle aussi, distribuée selon une loi de Cauchy, ce que l’on peut vérifier en utilisant les 
fonctions caractéristiques correspondantes. Si grand que soit N, il n’y a jarnais tendance 
vers la loi normale. 

La somme des variahles aleatoires individuelles doit, pour chaque loi stable, être miil- 
tipliée par un facteur d’échelle C N  approprié. Par exemple, dans le cas de la loi de Cauchy, 
on a C N  = N - l .  
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est possible de caractériser par des généralisations convenables du théorème de 
la limite centrale, et auxquels appartiennent les lois individuelles dites larges. 

6. Processus aléatoires 

Lorsqu’iin ensemble de variables aléatoires X I  , X2 , . . . n’est pas dénom- 
brable, il n’est pas possible de repérer les différentes variables par un indice 
discret. On introduit donc à cet effet un paramètre continu t .  La quantité 
X ( t )  est alors une fonction aléatoire de t. Lorsque t est le temps, ce que nous 
supposons ici, X ( t )  est un processus aléatoire (ou processus stochastique). 

En prenant à chaque instant pour la variable aléat,oire X l’une de ses 
réalisations possibles 5 ,  on obtient une réalisation x ( t )  du processus X ( t ) .  Une 
telle réalisation est appelée aussi échantillon. Un échantillon ne dépend pas du 
temps de manière déterniinist,e. 

6.1. Moyenne d’ensemble 

Pour chaque valeur de t ,  X ( t )  est une variable aléatoire, définie sur un 
certain doniaine, avec une densité de probabilité p(x, t ) .  Cette densité est nor- 
malisée : 

O= 

p ( x ,  t )  dx = 1. (6.1) 1, 
La moyenne de X à l’instant t ,  ou moyenne à un temps, est définie par : 

Poiir définir la moyenne, on peut aussi considérer l’ensemble de toutes les 
réalisations ou échantillons {z(‘)(t)} du processus X ( t ) .  La moyenne de X à 
l’instant t peut être obtenue en moyennant sur cet erisenible de réalisations : 

Les équations (6.2) et (6.3) sont des définitions équivalentes de la moyenne 
d’ensemble ou mqyenne statistique de X ( t ) .  

6.2. Densités de probabilité conjointes et corrélations 

La densité de probabilité p(s,t) pour que X ( t )  prenne la valeur à 
l’instant t est dite densité à un  temps. On la note parfois pl(x, t ) .  Si elle donne 
accès à la moyenne ( X ( t ) ) ,  et, plus gériéralenierit, aux différents moments à 
un temps ( X ” ( t ) ) ,  la densité pl (z ,  t )  ne décrit cependant pas le processus de 
manière complète. 
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La densité à un temps ne fournit notamment aucune information sur les 
corrélations éventuelles entre X(t1) et X ( t 2 )  à des instants différents tl et t 2 .  

Cette information est contenue dans la densité à deux temps p2(x1, t l ;  5 2 ,  t z ) ,  
qui est la densité de probabilité conjointe pour que X(t) prenne les valeurs 21 

à l’instant t l  et x2 à l’instant t 2 .  D’après les propriétés des densités conjointes, 
on a la condition de cohérence : 

qui spécifie que le résultat de l’intégration sur x2 ne doit pas dépendre de t 2 .  

La densité à deux temps permet de calculer des moyennes à deux temps, telles 
que : 

(X( tdX( t2) )  = I x 1 . c 2 ~ 2 ( ~ 1 ,  t1; z2, t2) dz1dx2. (6.5) 

Une quantité calculable à l’aide des densités à un temps et à deux temps est 
la fonction d’autocorrélation K ( t 1 ,  ta) du processus X ( t ) ,  définie par : 

La fonction d’autocorrélation permet notamment de connaître la portée en 
temps des corrélations. 

De même, pour calculer des quaritiths telles ( X ( t 1 ) .  . X ( t , ) ) ,  il faut 
connaître la densité à n temps p , ( z l ,  t l ;  . . . ; zn ,  t,). Pour tout entier s < n, 
on a la condition de cohérence : 

pn(xl, t 1 ; .  . . ;IC,, t,; z,+1. t ,9+l; .  . . ; x,, t,) dx,+1.. . dz, I 
La densité p ,  permet de calculer des moyennes à I L  temps, telles que : 

( X ( t 1 ) .  . . X(t , , ) )  = 1 x 1  . . . x,p,(x1, t l ;  . . . ; x,, t n )  dzl . . . dx,. (6.8) 

I1 existe une hiérarchie infinie de densités de probabilité Conjointes p,. 
Chacune inclut toute l’information contenue dans les précédentes, et contient 
des inforniatioris supplémentaires. I1 faut en principe connaître l’ensemble des 
p ,  pour disposer d’une spécification complète du processus stochastique12. 

l2 Toutefois, les processus dont le présent n’est pas du tout, sinon faiblement, influencé 
par l’histoire passée, peuvent être caractérisés de manière plus simple. Ces processus sont 
appelCs processus de Markov (voir le chapitre 9). 
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6.3. Processus aléatoires à plusieurs composantes 

Lorsque le processus stochastique est constitué de plusieurs composantes 
XI ( f ) ,  . . . , X, ( t ) ,  il peut se révéler commode de le considérer comme un vecteur 
X ( t )  à 72 dimensions. 

On définit la matrice des corrélations, de dimensions ri x ri et d'éléments : 

Les éléments diagonaux de la matrice des corrélations représentent des auto- 
corrélations, et les déments non diagonaux des corrélations croisc'es. 

6.4. Processus aléatoires complexes 

Un processus aléatoire complexe Z ( t )  est défini comme un ensemble de 
deux processus aléatoires réels { X ( t ) ,  Y @ ) } .  La densité de probabilité p ( z ,  t )  
est la densité de probabilité conjointe de X et Y à l'instant t .  La moyenne de 
Z ( t )  s'écrit : 

( Z ( t ) )  = i' z p ( z ,  t )  8 2 .  (6.10) 

Pour un tel processus, on définit une fonction d'autocorrélation complexe par : 

6.5. Processus gaussiens 

Uri processus stochastique est dit gaussien si toutes les densités conjointes 
p,, ( T I ,  t i ;  . . . ; x,, f , ) )  sont des distributions gaussiennes. Un processus gaus- 
sien X ( t )  est complètement spécifié par la moyenne à un temps ( X ( t ) )  et la 
moyenne à deux temps ( X ( t , ) X ( t Z ) ) .  Par exemple, pour un processus gaussien 
centré, les rrioyeriries à nombre pair de temps s'écrivent sous la forme : 

la sommation s'étendant à toutes les subdivisions possibles en paires des indices 
i, j ,  k ,  1 .  . ., tandis que les moyennes à nombre impair de temps sont nulles. Les 
processus gaussiens, particulièrement simples à traiter, sont souvent utilisés en 
physique pour line description approchée des phénomènes aléatoires. 



16 Chapitre 1 : Variables aléatoires et processus aléatoires 

7. Stationnarité et ergodicité 

7.1. Stationnarité 
Un processus stochastique est dit stationnaire lorsque toutes les densités 

de probabilité pn sont invariarites par une translation arbitraire de l'origine des 
temps. S'il en est ainsi, les différentes moyennes ne sont pas non plus modifiées 
par une telle trarislatioii. Autrement dit, pour tout n, tout T ,  et tous t l ,  . . . , t,, 
on a l'égalité : 

(X(t1 + T )  . . . X(t, + T ) )  = (X(t1) .  . . X(t,)) .  (7.1) 

La moyenne d'un processus stochastique stationnaire X ( t )  ne dépend pas 
du temps. I1 est souvent agréable de déduire de X ( t )  cette moyenne ( X )  cons- 
tante, et de travailler avec le processus centré X( t )  - ( X ) .  

La fonction d'autocorrélation ~ ( t l ,  t 2 )  d'un processus stochastique sta- 
tionnaire ne dépend que de r = tl - t 2 .  Dans le cas réel, la fonction d'auto- 
corrélation est une fonction paire de r, tendant généralement vers zéro lorsque 
171 + 00. Un cas extrêmement répandu en physique est celui des fonctions 
d'autocorrélation décroissant exponentiellement : 

pi,(.) = Ce-l'1/Tç. (7.2) 
Une telle fonction est riégligeable pour 171 >>  IT^. Le temps caractéristique r, 
est le temps de corrélation du processus aléatoire. 

Dans le cas d'un processus stationnaire centré à plusieurs variables, les 
éléments de la niatrice des corrélations s'écrivent simplement : 

r " 1 3 ( T )  = (Xi (T)Xj (O)) .  (7 .3)  

K i j ( 7 )  = K J z ( - T ) .  (7.4) 

Pour un processus stationnaire à plusieurs variables (centré ou riori), on a la 
propriété : 

7.2. Ergodicité 
Considérons un processus aléatoire stationnaire X ( t ) ,  6ventuellement 

complexe, dont les différentes réalisations sont désignées par .d') ( t ) .  I1 arrive 
souvent eri pratique qu'une réalisation quelconque contienne toute l'information 
statistique concernant le processus. Celui-ci est alors dit ergodique. 

Pour préciser cette notion, nous allons tout d'abord définir la moyenne 
temporelle du processus stationnaire X(t). Pour cela, on considère une réalisa- 
tion particulière d 7 ) ( t ) ,  que l'on note simpienierit z ( t ) ,  et un intervalic de 
temps fini ( t  - 5 ,  t + $), de largeur T .  La rrioyeriiie temporelle du processus 
sur cet intervalle de temps est, par définition : 
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Elle dépend à la fois de t et de la largeur T de l’intervalle, airisi que de la 
-?’ 

réalisation particulière considérée. Dans la limite oi i  T tend vers l’infini, X ( t )  
devient la moyenne temporelle du processus, notée x : 

Cette moyenne ne dépend plus de t ni de T ,  niais elle peut a priori encore 
dépendre de la réalisation considérée. Si elle n’en dépend pas, elle est alors 
égale à la moyenne d’ensemble ou moyenne statistique (X),  et le processus 
X ( t )  est dit ergodiqiie cri mo,yenncl” 

Plus généralenierit, un processus aléatoire stationnaire X ( t )  est dit ergo- 
dique s’il y a equivalence entre moyenne temporelle et moyenne statistique. 
non seulement en ce qui concerne X ( t ) ,  mais également en ce qui concerne 
tous les produits du type X ( t , ) X * ( t Z ) .  . . servant à définir les fonctions de 
corrélation d’ordrc ~iipérieiir l~.  

8. Les processus aléatoires en physique : l’exemple du mouve- 
ment brownien 

8.1. Le mouvement brownien 

En 1827, le botanistc R .  Brown a découvert au microscope le rnouve- 
nient irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans l’eau. I1 a 
également observé que de petites particules minérales peuvent être soumises 
à des mouvements erratiques du même type, ce qiii exclut d’attribuer A unc 
éventuelle (( force vitale )) spécifique aux objets biologiques ce moiivenient irices- 
sarit et désordonné. C’est A. Einstein qui, en 1905, a dorini. la prerriihre explica- 
tion théorique claire de ce phénornkne physique. Des vérifications expérinien- 
tales directes de la théorie d’Einstein ont été effectuées en 1908 par J .  Perriril5. 

Les phénoniènes de fluctuations tels que ceux mis eri évidence clans le 
nioiivenient brownien sont uriiversellenient répandus. Par exemple, l’agitat<ion 
thermique des électrons dans un conductcur en équilibre tl-ierrrioc~yriarrii<iiie 
donne lieu à cles fluctiiations dii coiirant élcctriqiie qiii le traverse et de la 
différence de potentiel existant entre ses extrémités. Ces fluctuations cons& 
tuent le bruit tlicrrriique, étiidié en 1928 par J.B. Johnson et H. Nyquist,’”. De 

l 3  On peut montrer qu‘une condition suffisante pour qii’uri processus stochastique stat,iori- 
naire soit ergodiqiie en moyenne est que les corrélations décroissent assez vite aux grands 
ternps pour que la fonction d’autocorrélation soit sommable. Alors chaque réalisation parti- 
ciiiikre du  processus contient sufisaniment d’information statistique pour que la rrioyeriric 
temporelle soit égale à la moyenne d’ensemble. 

Des critères peuvent aussi être établis en ce qui concerne l’ergodicité des fonctions de 
corrélation d’ordre supérieur. 

l4 

’’ Le mouvement brownien sera étudii. aux chapitres 10 et 11 

l6 Voir ie corriplérrieiit 10.c. 
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manière générale, toutes les quantités observées expérirneritalernerit? ou varia- 
bles macroscopiques, sont accompagnées de fluctuations dues & l’agitation ther- 
mique des degrés de liberté microscopiques associés. Dans la plupart, des cas. lcs 
fliictiiations des variables macroscopiques sont extrernerricnt petites par rap- 
port aux valeurs moyennes de ces variables, et peuvent être négligées. Cepcii- 
darit, piiisqu’elles reflètent les mouvements à l’échelle microscopique dans IC 
système considéré, leur arialysc est iniportarit,e pour l’étude de celui-ci. 

8.2. Passage à une description en temps continu 

Le moiivenierit browriicri a aussi joué un grand rôle historique en rnathénia- 
tiques. C’est pour représenter le déplacement d’une particule brownienne qu’un 
processus stocliastiqiie a éti: construit pour la première fois (N. Wiener? 1923). 

Pour poiivoir modéliser un phénomène pliysiqiie par 1111 processus aléatoire, 
il est nécessaire de passer de la dcscript,ion en tenips discret imposée par 
l’expérience ii une descript ion en tenips continu. Supposons par exemple que 
l‘on observe au microscope une particiile brownienne peridant im intervalle de 
temps O 5 t 5 T ,  et que l’on eriregistre en fonction du temps la projection 
de sa position sur un axe Ox. Répétant N fois les observations au cours du 
temps, on obtient N valeurs de la coordonnée de la particiile, x ( t l )  
À la difference de ce qui se passe en mécanique, il est inipossible de faire des 
prédictions déterministes, et il faut adopter un point de vue probabiliste. La 
valeur z ( t )  de la coordonnée de la particule brownienne au tenips t est une 
réalisation d‘iiiie variable aléat,oire, et chacuiie des séries observées { ~ ( t j ) }  est 
un échantillon d’un ensemlk statistique. Si l’on pouvait effectuer iirie obser- 
vation continue, on obtiendrait une fonction aléatoire dii temps ou processus 
stochastique X ( t )  a v c ~  t pour paramètre coritiriii. En pratique, 011 effectue 
les observations à, des temps discrets tl < . . . < t ~ ,  et l’on obtient ainsi un 
ensemble de N iiombres, n:(tl), . . . ~ z : ( t N ) .  La description rriat,liéinatiqiie par 
un processus en tenips continu se fait en prenant la limite N très grand, et des 
intervalles entre les iristarits d’observation de pliis en plus petits. 

9. Analyse harmonique des processus aléatoires stationnaires 

Soit X ( t )  un processus stochastique stationnaire. L’analyse harrrwriique 
de ce processus consist,e à étudier les propriétés des coefficients de la série de 
Foiirier de X ( t ) ,  ou bien celles de sa transformée de Fourier. Cette analyse est 
particulièrement utile dans les problèmes linéaires”. Elle doit ccpeiidarit être 
abordée avec précaution. En effet, une réalisation quelconque ~ ( t )  du processus 
n’est a priori ni une fonction périodique développable en série de Fourier, ni 
iinc fonction sorrirriable 011 de carré sornniable possédant ilne transformée de 
Fourier bien définie. 

U n  exeniple en sera fourni a11 chapitre 10, avec l’analyse harmonique de l’équation de 
Langevin d u  moiivenierit brownien. 
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9.1. Transformée de Fourier d’un processus stationnaire 

Urie réalisation ~ ( t )  du processus stat>ionnairc X ( t )  rie tend pas vcrs 
zéro lorsque t 4 i o o .  La fonction x ( t )  n’est donc ni sommable ni de carre 
soinniahle, ct sa transformée de Fouricr n’existe pas au seris usuel. Ori peut 
riéarirrioiris défiriir Ur ie  transformée de Fourier de x (  t )  de la riianièrc suivante. 
On corisidCrc Uri grand intervalle de largeur finie T de l’axe des temps. Le 
processus considéré étant stationnaire, cet intervalle peut être pris à partir 
d’une origine quelconque. On choisit généralenient l’origine t = O. Ori (Iéfiriit 
la transformée de Fourier ~ ( w )  de la fonction x ~ ( t ) ,  égale A, ~ ( t )  sur l’iritervalle 
(O. T )  c>t riiille cm deliors 

.r(w) = 

Iriversenieiit. on a : 

Lr passage A la limite T + oo sera effectué in fine. 

Pour le proccssiis stochastique X ( t )  lui-même, on &:rit parfois, de rriariière 
syrribolique18 (la procédure décrit,(: ci-(iossiis étarit alors sous-entendue), 

X(w) = s’, X ( t ) P  d t ,  (9.3) 

et, inversement : 

9.2. Série de Fourier d’un processus stationnaire 
Urie réalisation :c ( t )  du processus stationriaire X ( t )  n’est pas une fori<:- 

tiori périodique. On peut ceperidarit dbfiriir sa série de Fourier. Pour cela, oii 

considix cette forictiori sur un graiid intervalle de largeur finie T de l’axe cles 
temps, pris ii partir d’itiir origine quelcorique (ori choisit. coniine précéderrimerit, 
l‘origine t = O).  Pour T fixé, il est possible de développcr en série (le Foiirier la 
fonction obtenue cri périodisant :x(t) (c‘est,-A-dire en ri.phtarit cettc forictiori de 
rnanikre identique sur chacim des intervalles de largciir T de l’axe des temps). 
Co développement coïncide avec x ( f )  sur l’iritcrvalle O 5 t 5 T : 

I s  Pour simplifier, noils utilisons la rriBnic riotation .(.I pour la fonction z ( t )  et sa traiis- 
forrriée de Fourier :Z:(W): ainsi quc la r&me riotatiori X ( . )  pour le proccssus X ( t )  ct sa 
transformée de Fourier X ( W ) .  
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Les fréquences angiilaires w, et les coefficients de Fourier a,  sont dorinés par 
les formules usuelles : 

On fera tendre T vers l'infini à la fin des calculs. 

Pour le processus stochastique (stationnaire), on écrit de manière syrn- 
boliqiie : 

M 

n=-o3 

Le Coefficient de Fourier aT1 est une réalisation de la variable aléatoire A, 
définie par : 

l T  
A, = ./u X(t)eLW71t d t .  

La valeur de T étant fixée, on a la relation : 

1 
A " - T  - - X ( w n )  (9.9) 

entre le coefficient de Fourier A,, et la transformée de Fourier X ( W , ~ )  

9.3. Conséquences de la stationnarité 

Nous alloris examiner les corisbquences de la stationnarité sur les coeffi- 
cients du développement en série de Fourier. 

Moyennes A un temps 

Le processus considéré &nt stationnaire, ( X ( t ) )  = ( X )  est une constante. 
La moyenne de A, étant donnée par : 

on a : 

(9.10) 

(9.11) 

Une réalisation a0 de A" est la moyenne temporelle d'une réalisation x ( t )  du 
processus X ( t )  sur l'intervalle (O, T )  : 

(9.12) 
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Si le processus X ( t )  est ergodique en moyenne, ce que nous s u p p o s o n ~ ~ ~ ,  on a : 

T 
Iim z(t) =(x). 

T-m 
(9.13) 

Toutes les réalisations a0 de A0 étant alors égales à (X), A0 est une variable 
certaine. On peut donc raisonner sur le processus centré X ( t ) - ( X )  et supposer, 
sans perdre de généralité, que l’on a : 

(A,) = O, n, = O ,  *1,1t2,. . . . (9.14) 

e Moyennes à deux temps 

Dans le cas d’un processus stationnaire, les moyennes à deux temps ne 
dépendent que de la différence de ces temps. La fonction d’autocorrélation 
K ( T )  = ( X * ( t ) X ( t  + T ) )  du processus X ( t )  supposé centré s’écrit, à l’aide du 
développement (9.7) : 

,=-CO n‘=-CO 

Cette fonction devant être indépendante de t pour toute valeur de T ,  il vient : 

I1 n’y a donc pas de corrélation entre deux coefficients de Fourier de fréquences 
angiilaircs différentes. 

10. Théorème de Wiener-Khintchine 

10.1. Densité spectrale d’un processus stationnaire centré 

Considérons un processus stochastique stationnaire centré X ( t )  caractérisé 
par des réalisations ~ ( t )  réelles. Les coefficients de Fourier de ~ ( t )  sont de la 
fornie : 

(10.1) ’ I I  al, = a; + iax, a-,  = a>, = a:, - au,,. 

Le carré moyen de la composante de Fourier An de X ( t )  est : 

où AL et A: désignent les variables aléatoires de realisations respectives an 
et a:. Lorsqu’un filtre convenable est utilisé pour sélectionner les frequences 

l9 Plus précisément, nous supposons que la fonction d’autocorrélation K(T) est sommable, 
condition suffisante pour assurer l’ergodicité en moyenne. 
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angulaires se trouvant dans l’intervalle ( w ,  w + Au), l’intensité moyenne obser- 
vable est : 

(10.3) a ( w ) A w  = (IATLI2). 
w,& dans ALL 

Le second membre de l’équation (10.3) fait intervenir une soinnie sur toutes 
les fréquences angulaires contenues dans la bande de largeur A w  considérée. 
Le nonibre de modes de ce type est : 

Aw T 
2xlT 2 x  

~ = -Aw. (10.4) 

Dans la limite T 4 ml on peut écrire, à la condition que (IA1J2) soit une 
fonction continue de w, : 

De préférence à a ( w ) ,  on utilise généralement la quantité 

(10.5) 

(10.6) 

appelée densité spectrale ou spectre de bruit2’ du processus X ( t ) .  En utilisant 
la relation (9.9), on p i i t  aiissi écrire S ( w )  en fonction du carré du rnodiile de 
la transformée de Fourier X ( w )  : 

(10.7) 

L’introduction de la densité spectrale permet d’expliciter la limite conti- 
nue de l’équation (9.16) montrant qu’il n’y a pas de corrélation entre deux 
coefficients de Fourier de fréquences angulaires différentes. On a en effet dans 
cette limite : 

I ( X ( w ) X * ( w ’ ) )  = 27r6(w - w’)S(w).  (10.8) 

La formule (10.8) a été établie en supposant que S(w) est une fonction continue 
de w. Cette relation peut aussi être considérée comme définissant la densité 
spectrale. 

2” On dit également spectre de  puissance 
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10.2. Théorème de Wiener-Khintchine 

Revenons sur l’expression (9.15) de la fonction d’autocorr4lation K ( T ) ,  

supposée somrnable, d’un processus stationnaire centré ergodique en moyenrie. 
On a, compte tenu de la propriété de décorrélation (9.16) : 

Daris la limite T 4 00, la sommation discrète dans la formule (10.9) est 
remp1aci.e par une intégration et l‘on peut krire,  comptc tenu de la relation 
(9.9) : 

(10.10) 

La fonction d’autocorrélatiori K ( T )  apparaît donc comme la transformée de 
Fourier de la densité spectrale S(w)  : 

(10.11) 

Inversement, on a : 

(10.12) 

L’ensernble des deux relations (10.11) et (10.12) constitue le théori.rne de 
Wiener-Khiritchirie, démontré par N. Wiener eri 1930 et A. Khintchine en 1934. 
La fonction d’autocorrélation et la derisité spectrale d’un processus stochas- 
tique stationnaire sont transformées de Fourier l’une de l’autre’’. Ces deux 
quantités coritieririent la rnêrrie information sur le processus corisidéri.. 

10.3. Généralisation à un processus non centré 

La démonstration précédentje concerne un processus X ( t )  ceritré avec une 
fonction d’autocorrélation ~ ( 7 )  = ( X ”  ( t ) X ( t  + 7 ) )  sorrimable, possédant donc 
line transformée de Fourier S(w) continue. 

Daris le ca.s d’lin processus X ( t )  rion centré, la fonction d’autocorrélation 
est définic par K ( T )  = ( [ X * ( t )  - ( X * ) ] [ X ( t  + T )  - ( X ) ] ) .  La fonction K , ( T ) ,  que 

Urie autre ci&rionstration, mettant davantage en lumihre certaines des conditions de 
validité di1 théorème de Wiener-Khintchine. est propos& en appendice à la fin de ce chapitre. 



24 Chapitre 1 : Variables aléatoires et processus aléatoires 

nous supposons toujours sommable, n’est autre que la fonction d’autocorréla- 
tion (Y*(t)Y(t+r)) du processus centré Y ( t )  = X ( t ) -  (X) associé aux fluctua- 
tions de X ( t )  autour de sa moyenne ( X ) .  Sous la forme des relations (10.11) 
et (10.12)’ le théorème de Wiener-Khintchine s’applique au processus centré 
Y( t ) .  Dans ces formules, ~ ( r )  peut être interprétée, soit comme la fonction 
d’autocorrélation de Y ( t ) ,  soit comme celle de X ( t ) ,  tandis que S ( w )  est la 
densité spectrale de Y ( t ) ,  c‘est-à-dire des fluctuations de X ( t ) .  Pour un proces- 
sus stochastique stationnaire non centré, le théorème de Wiener-Khintchine 
exprime donc le fait que la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale 
des fluctuations sont transformées de Fourier l’une de l’autre. 

La densité spectrale du processus X ( t )  non centré de moyenne ( X )  n’est 
pas une fonction continue de w. Elle cst la somme de la densith spectrale 
S ( w )  des fluctuations de X ( t )  et du terme singulier 2nl(X)l2d(w). Elle a pour 
transformée de Fourier inverse la fonction ( X * ( t ) X ( t  + r ) )  = ~ ( 7 )  + I (X)l2.  

10.4. Exemple 

Revenons sur l’exemple (7.2) d’une fonction d’aiitocorrélation ~ ( r )  décrois- 
sant exponentiellemerit avec une constante de temps 7,’ le paraniètre C étant 
choisi de telle sorte que s-”, K ( T )  d r  = 1 : 

(10.13) 

À cette fonction d’autororrélation (( en toile de tente D, non différentiable 
à l’origine, correspond par transformation de Fourier une densité spectrale 
lorentzienrie : 

(10.14) -1 WL 
S ( w )  w, = rc . 

wc + w2’ 

À la limite rc + O, ~ ( r )  tend vers la fonction h ( r ) .  Corrélativement, S ( w )  
tend vers une constante égale à 1. On est alors dans la limite du bruit blanc. 
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Appendice du chapitre 1 

Autre démonstration du théorème de Wiener-Khintchine 

La démonstration ci-dessous éclaire les conditions de validité du théorème. 

La fonction d'autocorrélation présente dans l'intégrand ne dépend que de la 
différence des temps 7 = t ~ t'. L'intégration sur t et t' s'effectue dans le carré 
O I t 5 T ,  O 5 t' 2 T (Fig. 1). 

01 t T t  

Fig. 1. Changement de variables d'intégration dans la formule (A.1) 

Lorsque t > t', on prend pour nouvelles variables d'intégration22 t - t' = r 
et t'. L'intégration sur t' s'effectue de O à T - T ,  ce qui fournit une contribution 
à (IAnl2) égale à : 

(A.2) 

De même, l'intégration de la partie t < t' donne une contribution à (\Ani2) 
égale à 

c'est-à-dire à : 
I O  5 S T ( T  + T)K(7)e iW"T  d r  

22 Le jacobien correspondant à ce changement de variables est égal à 1. 
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En regrouparit les coritributioris (A.3) et (A.4) à (lAr,lz), 011 obtient : 

(A.5) 

On reporte le résultat (A.5) dans l’expression (10.6) de la densité spec- 
trale. Ori obtient airisi : 

À la limite T -+ m. il viciit : 

On a aussi, inversement : 

L’ensemble des deux relations (A.7) et (A.8) constitue le théorème de Wiener- 
Khint chirie. 

Étant dorinée i’inégalitr; : 

une condition suffisante de validité du théorème est que l’intégrale s-”, I.(.)/ d~ 
soit convergente2” 

23 On retrouve ici une condition suffisante pour que le processus soit ergodiqiie en moyenne. 
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Chapitre 2 

Thermodynamique linéaire 
des processus irréversibles 

La thermod,ynamiqiie des processus irréversibles est une théorie rnacro- 
scopique traitant des états et des processus dans les systèmes hors d’équilibre. 
Elle perrriet, du moins lorsque les écarts à l’équilibre ne sont pas trop impor- 
tants, de disposer d’iin traitement unifié des phénomènes dc transport et des 
processus de relaxation. Cette théorie dépasse donc le cadre de la thermo- 
dynarniqiie à l’équilibre, où seuls peuvent être pris en comptc les processus 
(( réversibles )) au cours desquels le système est supposé se trouver à ciiaque 
instant dans un état d’équilibre. Hors de 1 ’équilibre, les processus irréversibles 
jouent un rôle essentiel. Par exemple, un s,ystème maintcriii hors d‘équilibre par 
des contrairites appliquées réagit en étant traversé par des flux. Il est le siège 
de phénoniènes de transport. Ou bien, après avoir été soumis A des contraintes 
appliquées, UII système revient à i’équilibre line fois celles-ci supprimées. Il 
s’agit d’un processus de relaxation. 

Non loin de l’équilibre, les phénomènes de transport obéisserit a des lois 
phdnoiriénolog.iques linéaires. Par exemple, si 1 ’or1 appliqiie U I I  cliarrip drctriyue 
à U r i  gaz de particules ckiargkes, il en r6sulte l i n  cornant électrique, qui, si le 
charrip n’est pas trop iriterise, varie linéairement cri fonction de celui-ci : c’est 
la loi d’Ohm (G. Olim, 1822). Il existe hien d’aiitres exemples de lois linéaires 
d i i  transport. On peut citer la loi de l’écoulement visqueux (I. Newton, 1687)’ 
la loi de la conductiori de la chaleur (J. Fourier, 181 1)’ la loi de la diffusion de 
matière (A. Pick, 1855) . . . Ces lois forit intervenir ties coefficients de transport 
mesurés expérirneritalenierit. 

La description théorique de ces phénomènes nécessite 1 ’introduction d’une 
matrice de coefficients cinétiques reliés aux coefficients de transport. Les pro- 
priétés de s.ymétrie du s.ystème permettent de réduire le nombre de coefficients 
indépendants : c’est le principe de Curie (P. Curie, 1894). La théorie générale 
a fait de grands progrès grâce à L. Onsager (1931)’ qui  a établi des relations 
de s,yrnétrie ou d’antkymétrie, dites relations de rkciprocitk, eiitre les coeffi- 
cients cinétiques. Enfin, la therrriodyiiainique des processrrs irréversibles a pris 
sa forme actuelle A la suite des travaiix de  plusieurs physiciens, parmi lesquels 
I .  Prigogine qui a établi en 1945 le théorèrne du minimum de la production 
d’entropie caractérisant les états stationnaires hors d’équilibre. 
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1. Quelques rappels de thermodynamique à l’équilibre 

1.1. Principe de maximum de l’entropie 
Dans sa forrniilatiori moderne, due à H.B. Callen (1960)’ la thermody- 

namique à, l’équilibre se déduit d’un postulat sur l’existence et la propriété 
de maximum de l’entropie. Ce postulat est équivalent aux principes usuels de 
la thermodynamique. La formulation (( à la Callen )) s’avère toutefois mieux 
adaptée que la formulation traditionnelle à l’extension de la thermodynamique 
à la description des processus irrévcrsibles. 

L’énoncé du postulat est le suivant : (( Les états d’équilibre d’un système 
sont paramétrés à l’échelle macroscopique par un certain nombre de variables 
extensives X , .  Pour chacun des états d‘équilibre, on peut définir une grandeur, 
appelée entropie et notée S, fonction positive, continue et différentiable des 
variables X ,  : 

Cette fonction possède la propriété d’additivité (ou extensivité) : l’entropie 
d’un système cornposé de plusieurs sous-systèmes est la somme des entropies 
des sous-systèmes constituants. Dans un système composé isolé, le relâchement 
d’une ou de plusieurs contraintes permet des échanges de grandeurs extensives 
entre les différents sous-systèmes. Ces échanges produisent des changements 
des variables X ,  relatives aux sous-systèmes. Ces changements doivent être 
compatibles avec les contraintes restantes, airisi qu’avec les lois de conservation. 
Les valeiirs prises à l’équilibre par les variables extensives dans l’état d’équilibre 
atteint aprhs relâchement d’une ou de plusieurs contraintes interries correspon- 
dent au maximum de l’entropie corripat,ible avec les contraintes restantes n. 

1.2. Variables conservées, forces conjuguées et équations d’état 
Parmi les variables extensives X i  figure l’énergie interne E .  Pour un 

système fluide, le voluine V et le nombre de rriolécules N sont également des 
variables extensives. Daris le cas d’un mélange, il faut prendre en compte, parmi 
les variables extensives, les nombres de molécules Ni des différents consti- 
t uarit s. 

Lorsqu’un système est composé de plusieurs sous-systèmes, les X i  sont 
l’ensemble des variables, telles que l’énergie, le volume, les nombres de molé- 
cules . . ., relatives à, chacun des sous-systèmes. L’indice 1; désigne alors à la 
fois la nature de la variable et le soils-système. Ces variables sont des variables 
conservkes : le changement de l’une d’entre elles est compensé par un cliange- 
ment opposé de la somme des variables correspondantes relatives aux autres 
sous-systèmes. Dans le cas d‘un mélange fluide, il en est ainsi dc E ,  de V ,  et 
(en l’absence de réactions chimiques) des Ni. 

Plus généralement, daris un milieu continu, les X i  se réfèrent à chaque 
élément de volume, et l’indice i représente à la fois la nature de la variable 
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et les coordonnées du point de l’espace. I1 convient alors d’introduire, a.u lieu 
des variables extensives elles-mêmes, leurs densités par unité de volume. Daris 
le cas d’un fluide, on introduit ainsi l’énergie par unité de volume t(r) et le 
nombre de particules par unité de volume n>(r). 

La relation fondarrieritale (1.1) contient toute l’information thermody- 
namique concernant le système. La différentielle de l’entropie s’écrit : 

ou encore : 
dS = 

(relation de Gibbs). Les F, sont les 
tit& coiiscrvées X,.  Les relations : 

(1.3) 
2 

variables intensives conjuguées des quan- 

dS 
F - -  
- ax, 

sont les &quatioris d’état du système. Pour un mélange fluide eri équilibre eii 
l’absence de réactioiis chimiques, la relation (1.1) s’écrit : 

s = S ( E ,  v, Ni) .  (1.5) 

La relation de Gibbs correspondante est : 

dS = -dE 1 + -dV P - A d N , ,  P 
T T T 

2 

où T et P désignait la tempbrature et la pression, et ,LL, le potentiel chirniqiie 
par molécule du constituant i. Les variables intensives conjuguées de E.  V et 
N, sont respectivement 1/T, P/T et - p u , / T .  

2. Description des processus irréversibles : affinités et flux 

Les processus physiques réels, irréversibles, font toiijours intervenir des 
états hors d’équilibre. Nous allons introduire les forces gériéralisées ou afiriit& 
produisant des processus irréversibles au sein d’un systime, airisi qi ie  les flux 
traduisant la réponse du système à ces affinités. Les affinités et les flux sont les 
quantités fondamentales dans la descript,ion des processus irréversibles. Pour 
les définir, il faut disposer d’une paramétrisation convenable du système hors 
d’équilibre. Celle-ci se fait en termes des variables lentes. 
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2.1. Variables lentes 
Si un système isolé constitué de plusieurs sous-systèmes est préparé dans 

un état initial d’équilibre, et si, suite à la levée de certaines contraintes, 
certaines variables extensives X ,  relatives aux sous-systèmes peuvent évoluer 
par relaxation interne, le système global atteint un état final d’équilibre 
maximisant l’entropie S ( X ,  ). 

Si les X ,  sont des variables lentes, les autres variables, niicroscopiques, 
relaxant très vite aux échelles de temps caractéristiques de l’évolution des X , ,  
on peut légitimement considérer qiie le système se trouve à chaque instant 
dans un état d’équilibre paramétré par les X,.  On définit alors une entropie 
iristantanée S(X,) à chaque étape de la relaxation des X,.  Cette séparation des 
variables en deux groupes suppose une séparation d’échelles de temps entre les 
variables microscopiques rapides et les variables lentes. L’existence d’échelles 
de temps séparées peut se traduire schématiquement par l’inégalité : 

dans laquelle rc symbolise les temps caractéristiques d’évolution des variables 
microscopiques, et T~ les temps de relaxation ties variables lentes. 

2.2. Affinités et flux dans un système discret composé de deux 
sous-syst èmes 

Les processiis irréversibles les plus intéressants se produisent dans des 
milieux continus. C’est par exemple le cas de la conduction de la chaleur dans 
urie barre où existe un gradient de température uniforme. I1 est cependant plus 
simple, pour commencer, de traiter le cas d’un système discret composé de 
deux soils-systèmes pouvant échanger urie grandeur extensive X ,  globalement 
conservée. 

Considérons donc un système isolé composé de deux sous-systèmes 
faiblement couplés, et une grandeur tlierniodyriamique extensive, globalement 
conservée, prenant les valeurs X ,  et X i  dans chacun des sous-systèmes. Comme 
l’ensemble est isolé et le couplage faible, on a : 

,Y, + X :  = x(’) = Cste. (2.2) 

Pour le système global, X ,  comme X :  constituent des variables internes. 
L’entropie totale S(O) est la somme des entropies de chacun des sous-systèmes : 

= S ( X , )  + syx:). 
Les valeurs d’équilibre de X ,  et X l  
l’entropie totale (2 .3) ’  c’est-à-dire par 

sont déterminées par le maximum de 
la condition : 



Description des processus irréversibles : affinités 

Doric. si la quantité : 

33 et Aux 

(2.5) 

est nulle, le système est à l’équilibre. Sinon, uti processus irréversible prend 
place et ramène le système à l’équilibre. La quantité Fi agit ainsi cornrne 
une force généralisée pilotant le processus de retour à l’équilibre. Les forces 
généralisées sont également appelées affinités. 

Prenons l’exemple de deux systèmes fluides séparés par une paroi 
diatherme’ , et supposons que X i  représente l’énergie. L’affinité associée, dite 
affinité conjuguée, est (l/T) - (l/T’), où T et T’ sont les températures de 
chacun des sous-systèmes. Si cette affinité est nulle, il n’y a pas d’échange 
de chaleur A travers la paroi diatherme. Si elle n’est pas nulle, il existe un 
Ccharige de chaleur. De même, si la paroi est mobile et si X i  représente le 
volume, l’affinité conjuguée est ( P / T )  - (?’/Y), où P et P’ sont les pressions 
de chacun des soiis-systèmes. Si cette affinité n’est pas nulle, il y a un échange 
de volume entre les deux sous-systèmes. Si la paroi est perméable et si X ,  
représente un nombre de molécules, l’affinité conjuguée est (pl/?”’) - ( p / T ) ,  
où IL et p’ sont les potentiels chimiques par molécule de chacun des sous- 
systèmes. Si cette affinité n’est pas nulle, il y a un échange de molécules entre 
les deux soils-systèmes. 

On caractérise la réponse du système A la force appliquée par la vitesse 
de variation de la grandeur extensive X,.  Le flux J ,  est défini par : 

J ,  = Z‘ nr 
Dans l’exemple ci-dessus, chaque flux s’annule si l’affinité conjiigure s’annule. 
Inversement, une affinité non nulle conduit à un flux conjugué non nul. De 
manière générale, c’est la relation entre les flux et les affinités qui caractérise 
les changements survenant au cours des processus irréversibles. 

Dans le cas discret décrit ici, les affinités comme les flux ont iin caracthe 
scalaire. 

2.3. Production d’entropie 

I1 convient d’identifier correctetnerit les affiriités et les flux dans chaqiie 
problènie particulier. La méthode la plus appropriée consiste à considérer la 
vitesse de variation de l’entropie totale S(O) au cours d’un processus irréversible. 
L’entropie totale étant une fonction des variables extensives X, ,  sa vitesse de 

Urie paroi diatlierme est une paroi permettant les échanges de chaleur. 
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variation, appelée production d'entropie, est de la forme : 

as(0) d X ,  
df ax, df 

soit : 

La production d’entropie a une structure bilinéaire : c’est la somme des 
produits de chaque flux par l’affinité corijiiguée. 

système discret, mais se généralise à 11x1 milieu continu2. 
Cette propriété de la production d’entropie n’est pas limitée au cas d’un 

3. L’hypothèse de l’équilibre local 
3.1. Formulation 
La tlierniodynaniique des processiis irréversibles traite de grands systèmes, 

consitlérés comme des milieux continus que 1’011 suppose à chaque instant en 
éqiiilibre local. Autrement dit, on imagine qu’à chaque instant le système 
(qui dans son enserrible est hors d’équilibre) peut être divisé en cellules3 de 
taille intermédiaire, assez petites pour que les grandeurs thermodynamiques 
y varient peu, mais assez grandes pour pouvoir être traitées corrime des sous- 
systèmes thermodynamiques en contact avec leur environnement. I1 est alors 
possible de définir des grandeurs thermodynamiques locales (uniformes à 1’int)é- 
rieur de chaque celliile’ mais variant d’une cellule à l’autre). 

3.2. Entropie locale 
L’entropie locale par unité de volume est désignée par O(.). En ce qui 

concerne les autres grandeurs extensives X ,  , on introduit leurs densités locales 
par unité de voliime4 < % ( T )  (par exemple, la masbe par unité de volume p ( ~ ) ) .  
Pour des raisons pratiques, on introduit aussi les densités locales par unité de 
masse de l’entropie et des variables X , ,  que l’on note respectivement S ( T )  et 
z , ( T ) .  Les densités locales par unité de volimie et celles par iiriité de masse 
de chacune des grandeurs concernées sont reliées entre elles par des formules 
faisant intervenir p ( ~ )  : 

4.) = P ( T ) S ( T ) ’  <%(TI = P(T)Z%(T). (3.1) 

Voir le paragraphe 4.4. 
On adopte ici la description euiériennc, dans laquelle les cellules sont des éléments de 

volunie fixés. Chacune de ces cellules forme un système ouvert, échangeant notamment des 
particules avec les cellules qui l’environnent. 

La dépendance par rapport aux coordonnées d’espace apparaissant ici explicitement, 
l’indice z se rapporte uniquement à la nature de la variable considérée. 
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Selon l'hypothèse de l’équilibre local, l’entropie locale est, à chaque iris- 
tant, la rriêrrie fonction des grandeurs thermodynamiques locales que l’entropie 
à l’équilibre des grandeurs thermodynamiques globales. Autrement dit, selon 
cette hypothèse, la relation de Gibbs est égalerrierit valable localement. On 
écrit ainsi : 

et : 

Les variables intensives locales F, ( r )  sont donc A chaque instant définies cointrie 
des dérivées fonctionnelles de S : 

C’est ainsi, par exeniple, qiie l’on définit dans un rnClange fluide une tempéra- 
ture locale T ( r ) ,  une pression locale P ( r ) ,  et un potetitiel chimique local pi(r) 
pour les molécules d’espèce i. Les relations (3.4) sont les équations d’état 
locales. Elles rie dépendent pas de la présence de gradients : en effet, la relation 
de Gibbs locale (3.2) ayant la rriêrrie forme que la relation de Gibbs à l’équilibre 
(1.3), les équations d’état locales (3.4) ont la riiênie forme qiic les hqiiations 
d’Ctat à l’équilibre (1.4). 

Dans le cas d’iin fliiide, le mécariisnie assurant la tendance vers un éqiiilibre 
peut être décrit en termes de collisions entre les molécules. I1 rie peut y avoir 
équilibre local que si ces collisions sont suffisamment fréquentes5. 

3.3. Critère général de validité 

La subdivision d’un système eu cellules d’équilibre local peut se faire sur 
une base physique s’il existe une longueur intrinsèque X telle que le nombre 
NA = (N/V)X3 de particules dans une cellule de volunie X3 n’ait que de petites 
fluctuations relatives ( 6 N x l N ~  << 1). Dans ce cas, on peut traiter la celliile 
d’équilibre local de taille X comme ilri système thermodynamique. Une telle 
échelle de longueur intrinsèque peut être définie dans les gaz comme la distance 
typique parcourue par une molécule entre deux collisions successives. Cette 
distance est appelée libre parcoiirs rno,yeri6 et désignée en général par e. On 

Ainsi peut-il ne pas y avoir équilibre local dans un gaz très raréfié, oil il n’y a pas 
suffisamment de collisions pour thernialiser les moléciiles (un tel gaz est appelé gaz de 
Knudseri). 

5 

‘’ Voir les cliapitres 5 et  7. 
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peut alors choisir7 X = k‘. 

Les cellules d’équilibre local sont ouvertes au transport d’énergie et de 
matière. Pour que l’équilitre local soit maintenu en présence de gradients 
appliqiiés, ceux-ci doivent induire dans chaque cellule des changements rela- 
tifs des variables thermodynamiques inférieurs ou égaux aux fluctuations à 
l’équilibre de celles-ci. Un critère général d’équilibre local pourra donc être 
le suivant : si une variable thermodynamique locale II a des fluctuations à 
l‘équilibre bné, dans une cellule de taille A, et si un gradient extérieur produit 
iin changement XlVIIi = AH de cette variable sur une distance A, l’équilibre 
local pour la variable II poilrra être considéré comme maintenu si l’on a* : 

4. Affinités et flux dans un milieu continu en équilibre local 

4.1. Équations de bilan : bilan global et bilan local 

Considérons un système macroscopique constitué par un milieu continu 
confiné dans un volume V borné par une surface fermée E. Chaque grandeur 
thermodynamique extensive9 (conservée ou non) A(t)  peut s’écrire sous la 
forme : 

où a ( r , t )  représente la densité par unité de masse de A(t ) .  

Par exeniple, dans le cab de l’argon à la température ambiante et  à la pression atmo- 
sphérique, la densité est n - 3 x loLy cmp3 et  le libre parcours moyen e ,-., lop5 cm, de sorte 
que le nombre de molécules daris une cellulc d’équilibre local est NA = ne3 - 3 x lo4.  Ce 
nombre est assez grand pour que l’on puisse négliger les fluctuations et  faire de la thermody- 
namique : les fluctuations relatives bNx /Nx  sont d’ordre NX1’* (voir le complément 2.A),  
soit 5 x l o r 3 .  

Examinons par exemple le critère ( 3 . 5 ) ,  appliqué à la température, dans le cas de l’argon 
à la température ambiante et à la pression atmosphérique. I1 fournit l’ordre de grandeur du 
gradient de température maximal acceptable pour que le gaz reste en équilibre local : 

En reprenant la valeur du libre parcours moyen citée en note 6, on trouve que l’hypothèse de 
l’équilibre local en température reste valable tant que le gradient de température ne dépasse 
pas lo5 K.cm-’ (ce qui assure cie fait à cette hypothèse un large domaine de validité). 

La notion de grandeur extensive n’est toutefois définie sans ambiguïté qu’en l’absence 
de forces à longue portée, telles que les forces électriques ou magnétiques dans un milieu 
polarisé ou aimanté. En présence de telles forces, l’énergie acquiert en effet une dépendance 
par rapport à la forme du système (ce qui correspond à l’existence d’un champ dépolarisant). 
Des problèmes de ce type apparaissent aussi dans lcs milieux élastiques. De manière générale, 
l’existence de forces à longue portée empêche de définir une densité locale. 
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Plus précisément, on s’intéresse ici aux bilans dans iin rnilieii fluide en 
l’absence de réactions chimiques”. Dans le cas de la masse, de l’énergie et de 
l’entropie, A(t) est de caracthe scalaire, tandis que dans le cas de la quantit6 
de mouvement, A(t) est de caractère vectoriel. Pour une grandeur scalaire”, 
l’équation de bilan global s’écrit : 

où u représente le vecteur iinitaire normal à la surface C et orienté vers 
l’extérieur. Dans l’équation (4.2)’ U A  est la densité de source (ou, le cas échéant, 
la densité de puits) de A, et JA est la densité de coiirarit, oil densité de 
de A. En utilisarit la forrriule de Green, on réécrit l’éqiiation (4.2) solis la formc 
équivalente : 

L’équation (4.3) étant valable quel que soit le volurne V ,  on en déduit l’éqiiation 
de  bilan local de la grandeur A : 

4.2. Bilan local des grandeurs extensives conservées 
Pour les grandeurs extensives conservbes X, ,  pour lesquelles il n’y a par 

définition ni source ni puits (OX, = O ) ,  l’équation de bilan local (4.4) prend la 
forme d’une équation de conservation, dite équation de contirmite : 

Dans l’équation (4.5), J, désigne le flux de X i  

4.3. Bilan local de l’entropie : source d’entropie et flux d’entropie 
L’entropie, quant à elle, est une grandeur extensive non conservée. L’éqiia- 

tion de bilan global pour l’entropie : 

lo Voir aiissi le chapitre 7 

l1 Pour une grandeur vectorielle telle que la quantité de mouvement, la forme prise par 
l’équation de bilan (qui, en l’absence de forces extérieures appliquées, est une equation de 
conservation) est plus compliquée. Notamment, la densité de flux correspondante est un  
tenseur (voir à ce sujet le chapitre 7). 

l2 Aucune ambiguïté n’étant possible, l’usage est de laisser de côté le mot densité, et  de 
parler de courant ou de flux. 
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est de la forme : 

(4.7) 
d S  dséch dsint, + ~. - -~ - 
d t  d t  d t  

Le terme dSé,h/dt = - s, J s . v  dC est la contribution à d S / d t  due à l’échange 
d’entropie entre le système et son environnement. Le terme dS in t /d t  = sv os d r ,  
appelé production d’entropie, est lié à des changements internes au système. 
La production d’entropie est en fait la vitesse de variation de l’entropie de 
l’ensemble isolé global constitué par le système considéré et son environne- 
merit13. C’est donc une quantité positive ou nulle. Les phénomènes irréversibles, 
qui contribuent à une production d’entropie strictenient positive, sont aussi 
appelés pliénomènes dissipatifs. 

L’équation de bilan local associée à l’équation (4.6) est : 

Dans l’équation (4.8)’ J s  et 0s 2 0 sont respectivement le flux d’entropie et 
la source d’entropie. 

4.4. Affinités et flux. Source d’entropie dans un milieu continu 

Pour identifier les affinités et les flux, il est nécessaire de disposer d’une 
expression explicite de la source d’entropie. Nous étudierons ici le cas parti- 
culier d’lin milieu continu dans lequel les seuls flux mis en jeu, produits par 
des forces appropriées, sont le flux d’énergie et les flux de particules de chacun 
des constituants. Cette approche simplifiée, si elle rie permet pas de traiter de 
problèmes tels que la dissipation dans les fluides visqueux, présente l’intérêt 
de faire apparaître facilement la structure de l’expression de os. 

Selon l’hypothèse de l’équilibre local, l’entropie locale est la même fonc- 
tion des grandeurs thermodynamiques locales que l’entropie à l’équilibre des 
grandeurs tlierrnodyriariiiqiies globales. Sa différentielle est donc de la forme 
(3 .3 ) ,  ce qui suggère de définir par analogie le flux d’entropie J s  comme : 

2 

où J ,  est le flux de la grandeur extensive conservée X i .  Le premier terme 
intervenant dans la formule (4.8) pour os est, d’après l’équation (3.3) : 

(4.10) 

l3  L’environnement est un thermostat ou un réservoir avec lequel le systènie est en contact. 
I1 est considéré comme très peu perturbé par les processus dans lesquels il est impliqué. 
Autrement dit, tous les processus qui le concernent sont supposés réversibles, sans production 
d’entropie. 
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Le second ternie se calcule comme suit 

La source d’entropie os (formule (4.8)) s’écrit alors : 

(4.12) 

D’après les equations de coritinuite (4.5) pour les variables extensives conser- 
vées, le prcrnier et le troisième ternie de l’expression (4.12) de os se cornpen- 
serit. On en déduit : 

(4.13) 

Introduisant alors l’affinité 3. définie par : 

3, = VF, ,  (4.14) 1 
on écrit firialenierit la source d’entropie sous la forme : 

(4.15) 
I I 

Corrime dans un système discret, la source d’entropie possède la structure 
bilinéaire de soirime des produits de chaque fliix par l’affinité conjiigiiée. Les 
flux sont les densités de courant J ,  des variables extensives conservées (et 
non pas leurs dérivées par rapport au tenips comme dans un système discret). 
Quant aux affinités Fi, ce sont les gradients des variables intensives locales (et 
non pas, comme dans le cas discret, les différences entre les valeurs de celles-ci 
dans deux soils-systèmes voisins). Plus précisément, on a : 

(4.16) 

où J E  désigne le flux d’énergie et JN,  le flux de particules du constituant i .  On 
réécrit souvent l’expression de as en faisant intervenir le flux d’entropie. Celui- 
ci est relié a J E  ct aux JN,  par la formule (4.9)’ qui s’écrit plus explicitement : 

1 PZ J~ = - J ~  - 1 -JN; T T 
2 

(4.17) 
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I1 vient ainsi14 : 
1 1 

Js.UT - - J N , . U ~ , .  
= -T T 

(4.18) 
z 

Revenons à la formule (4.15) pour us. Établie dans le cas particulier 
d’un fluide dans lequel les seuls flux mis en jeu sont le flux d’énergie et les 
flux de particules de chacun des constituants, cette expression ne constitue 
pas la forme la plus générale de la source d’entropie dans un milieu continu. 
En effet, différents types de processus irréversibles, de caractères tensoriels 
différents, peuvent se produire dans un tel milieu. Les réactions chimiques 
sont des processus scalaires, le transport de chaleur et le transport de matière 
sont des processus vectoriels, tandis que le transport visqueux est un processus 
tensoriel d’ordre 2 .  La structure bilinéaire de la source d’entropie est toutefois 
générale. 

5. Réponse linéaire 

Dans un milieii continu en équilibre local, les flux en un point donné de 
l’espace et à un instant donné sont déterminés par les valeurs des affinités en 
ce point et à cet instant15 : 

J i ( r , t )  = J ~ [ ~ l ( . , t ) , 3 2 ( r , t ) , . . . ] .  (5.1) 
La réponse dii système est locale et instantanée, ce qui suppose que les grari- 
deurs concernées varient suffisamment lentement daris l’espace et dans le temps. 
La formule (5.1) exprime le fait que chaque flux peut dépendre non seulement 
de l’affinité conjiigiiée (N effet direct N), mais aiissi des autres affinités ((( effets 
indirects n ) .  

Près de l’équilibre, cette formule peut s’écrire sous la fornie d’un développe- 
ment limité des flux en fonction des affinités. Conirne les flux sont nuls si 
les affinités sont nulles, ce développenient ne possède pas de terme constant. 
Lorsque les écarts à l’éqiiilibre sont faibles16 ~ le développement peut être limité 
au premier ordre : 

Les quantites 
8 J z  L --’ 

zk  - ! 3 3 k  
( 5 . 3 )  

l 4  Cet exemple montre qu’affinités et  flux ne sont pas définis de manière unique. 
l5 Dans ce paragraphe, pour simplifier l’écriture, les symboles J ,  et 3, servent à désigner 

aussi bien des flux et  des affinités scalaires que les composantes de flux et  d’affinités vectoriels 
&/ou tensoriels. L’indice i désigne donc ici à la fois la nature de la variable conservée 
impliquée, et ,  s’il y a lien, la composante pertinente. 

l6 Le domaine de validité de l’hypothèse de linéarité doit être étudié au cas par cas. I1 
n’est pas nécessairement le même que celui de l’éqiiilibre local. 
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appelées coefficients cinétiqiies, sont déterminées par les valeurs à l’équilibre 
des variables intensives F, (telles que la température ou la pression) et ne 
dépendent pas des contraintes maintenant le système hors d’équilibre (tclles 
que les gradients de température ou de pression) : 

La matrice des coefficients cinétiques L d’éléments L z k  caractérise la réponse 
iiriéaire du système. 

En régirne linéaire, compte tenu de la forme ( 5 . 2 )  des flux, la source 
d’entropie, somme des produits de chaque flux par l’affinité conjuguée, s’écrit 
sous la forme : 

( 5 . 5 )  g S  LLk&-Tk. 
ak 

Cornrne os est positive ou nulle, les élérrierits de la matrice L vérifient les 
inégalités : 

(5.6) 

Par ailleurs, seule la partie symétrique L(”)  de la matrice L contribue à la 
production d’entropie : 

i k  zk 

Dans le cas d’effets impliquant des variations rapides des affinités dans 
l’espace et dans le temps, il peut ne pas y avoir équilibre local. Les relations 
de réponse linéaire ne prennent pas alors la forme (5.2), mais forit intervenir 
des coefficients cinétiques nori locaux et retardés (ce qui signifie que les flux 
en un point donné de l’espace et à un instant donné dapendent des affinités 
aux autres points de l‘espace et aux instants antérieurs à l’instant considéré). 
De tels effets se situent au-delà du cadre de la thermodynamique linéaire des 
processus irréversibles. Ils seront étudiés en physique statistique à l’aide de la 
théorie de la réponse lini.aire17. 

6. Quelques exemples simples de coefficients de transport 

Les variables en termes desquelles sont habituellement exprimés les résiil- 
tats expérimentaux ne sont pas celles intervenant dans les équations théoriques 
générales formulées, quant à elles, en termes d’affinités et de flux. Par exemple, 
le courant de chaleur produit par une inhomogénéité de température s’exprime 
usuellement en fonction de V T  plutôt qu’en fonction de l’affinité V(  l/T). 
Ainsi, au lieu des coefficients cinétiqiies L i k ,  on utilise plutôt en pratique des 

l7 Voir les cliapitres 15 et 16. 
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coefficients de transport (qui leur sont reliés). A titre d’exemples simples, nous 
allons présenter les coefficients de transport intervenant dans les lois d’Ohm, de 
Fick et de Fourier, et discuter leurs relations avec les coêfficicnts cinetiques”. 

6.1. Conductivité électrique 

Un champ électrique E est appliqué à un gaz de particiiles chargées, ou 
bien aux électrons d’lin métal ou aux porteurs de charge d’un semi-conducteur. 
On suppose pour simplifier qu’il existe un seul type de p o r t e ~ r s ’ ~ .  Le système 
est siipposé macroscopiqi1t:rnerit neutre (la derisité des porteurs est donc 
uniforme) et mainteriil à. terripératiire uniforme. Dans ces conditions, le milieu 
est traversé par un courant, électrique, dont la dcnsité J dépend linéairement 
du champ E si ce dernier n’est pas trop intense. C’est la loi d’Ohm, 

J = g . E ,  u 
oil 0 est le tenscm de coridiictivité électrique, de composantes sop. 

Pour des porteurs de charge q,  la densité de courant électrique J est reliée 
au flux de particules J N  par J = q J N .  En présence d‘un champ électrique 
E = -Vq5, l’affinité conjuguée de J N  n’est pas V ( - p / T )  mais V(-p/S), où 
p = I L  + qq5 est le potentiel électrochirriiyiie20. 

Supposons pour sirripli6rr le rriilicii isotrope. Lc tenseur. 0 est alors pro- 
portionnel i la rnat,rice unité : a , ~  = afi,,~j (il en est de même dans iin milieu 
cristallin de symétrie ciihiqiie). Le scalaire O est la conductivité électriquc. La 
loi d’Ohm (6.1) devient sirripleinent : 

- 

taridis que la formule (5.2) de la théorie générale s‘écrit : 

- 

JN = L N N V ( - - ) .  Il, (6.3) T 

l8 Voir aussi à ce sujet le chapitre 6.  dans lequel ces coefficients de transport, ainsi que les 
coefficients cinétiques, sont calculés pour un gaz de Lorentz de particules chargées (c’est-8 
dire un gaz de particules chargées effectuant des collisions sur des centres diffuseurs fixes). 

l9 Dans un métal ou dans un senii-conducteur fortement dopé de type 71, les porteurs 
sont des électrons de charge e (e < O ) ,  tandis que dans un semi-conducteur forterrierit, dopé 
de type p ,  ce sont des trous de charge -e. Dans un semi-conducteur intrinskyiie, il faudrait 
ajouter les contributions des différent,s types de porteurs, électrons et trous. 

2o En cffet, il est alors nécessaire d’inclure dans l’énergie libre F l’ériergie électrostatiqiic 
des porteurs de charge, égale à y 4  par particule. En dérivant F par rapport au norribre de 
particules, ou obtient, noli pas le potentiel cliiniiyue p, niais le potentiel électrochimique 
- 
j l  = p + (14. 
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À teinpératiire et densité de porteurs uniformes, 113 gradient de potentiel Glectro- 
chirriique est Vp = -qE. La coinparaison des formules (6.2) et (6.3) permet 
donc dc relier O et L N N  : 

(6.4) 
q2 

O = - L N N .  
T 

6.2. Coefficient de diffusion 

Ori considère des particiiles dissoutes ou suspendues dans un fluide2’, 
en l’absence de inouveinents de convection. Si, & cause d’une perturbation 
extérieure ou d’une fliictiiat,ion spontanée, lem densité n’est pas uniforme, il 
apparaît un flux de particules tendant à rétablir l’homogénéité spatiale de la 
deiisiti.. C’cst le phénornène de diffusion de n i a t i h .  A tenipérature uriifornie, 
le flux de particiiles J N  dépend linéairenierit du gradient de densité Vrr si 
celui-ci n’cst pas trop grand. C'est la loi d e  Fi&, 

(6.5) 

où 0 est le tenseur dc diffusiori, de cornposarites Dea. 
Dans un milieu isotrope ou de syrn6trie cubique, le trriseiir 0 est propor- 

tioririel à la matrice unité : DclLj = DS,B. Le scalaire D est le cocficicrit tie 
diffusion. La loi de Fick (6.5) devient sirripleinent : 

J N  = -DVri, 

tandis que la forinille (5.2) de la théorie gér16rale s’écrit : 

Daris le cas d’un rriélange diliié en équilibrc mécanique a ternpérature 
unifornie, le gradient dc, potentiel chimique rie d4prrid que du gradicrit de 
densité du soluté : 

(6.8) 

La comparaison des formules (6.6) et (6.7) permet alors de rclier D et L N N  : 

(6.9) 

21 ~ , e  rrielange considéri. est supposé hiilaire. 011 se iirriite ici au cas où les nioleciiles 
dissoutes ou suspendues sont relativement peu nombreuses par rapport aux aiit,res rriolécules. 
Alors le mélange binaire, diliié, est coristit,iié d’un soluté daris un solvaiit. 
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6.3. Relation d’Einstein 

La formule (6.9) s’applique aussi au coefficient de diffusion d’un gaz de 
particules chargées. Dans ce contexte, en éliminant L N N  entre les formules 
(6.4) et (6.9)’ on obtient une relation entre D et O : 

(6.10) 

I1 est usuel d’introduire la mobilité de dérive P D  des porteurs de charge, définie 
comme le rapport entre leur vitesse moyenne en régime stationnaire et le champ 
électrique. Cette quantité, microscopique, est directement reliée à la conduc- 
tivité électrique (quantité macroscopique) : 

La formule (6.10) prend la forme d’une relation entre D et p~ : 

(6.12) 

I I 

L’existence d’une telle relation conduit à penser qu’au voisinage de l’équilibre 
la réponse linéaire à une perturbation extérieure (réponse caractérisée ici par 
la mobilité) et les fluctuations à l’équilibre (caractérisées par le coefficient de 
diffusion) mettent en jeu les memes mécanismes microscopiques. On observe 
ici, dans un cas particulier, iin comportement général des systkmes ail voisinage 
de l’équilibrez2. 

Pour donner iin caractère plus concrtt à la formiile (6.12), il convient 
d’expliciter la dérivée thermodyriarnique ( 3 p / d n ) s .  Nous allons le faire dans 
deux cas particuliers, celui d’un gaz non dégitnéré (par exemple le gaz d’élec- 
trons dans un semi-conducteur non dégénéré), et celui d’un gaz fortement 
dégénéré (tel que le gaz d’électrons dans un métal). Dans les deux cas, nous 
considérerons pour simplifier que les porteurs de charge sont des particules 
sans interactions. 

O Gaz non &généré de porteurs de charges 

Les porteurs sont considérés comme formant un gaz parfait classique. 
Quelle que soit la dimensioiinalité du systkrne, on a : 

(6.13) 

2 2  Voir les chapitres 13 et 14. 
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( I C  désigne la constante de Boltzmann). La formule (6.12) prend dans ce cas le 
nom de relation d’Einsteinz3 : 

(6.14) 

e Gaz de fermions à T = O 

On considère iin gaz parfait de fermions de masse m. À température nulle, 
son potentiel chimique IL n’est autre que l’énergie de Fermi E F  = h2rF$/2m,. Le 
vecteur d’onde de Fermi ICF est déterminé par la derisité n du gaz, soit (à trois 
diniensions) k F  = (37r’n) 113 . On a : 

(6.15) 

où n ( t ~ )  = n-22-i/2(m/h2)312t~2 est la densité d‘états en énergie par unité 
de volume et par direction de spin au niveau de Fermi. La formule (6.12) s’écrit 
dans ce cas : 

(6.16) 

soit; à l’aide de la ternpératiire de Fermiz4 TF : 

(6.17) 

6.4. Conductivité thermique d’un solide isolant 

On applique un gradient de température VT à un solide isolant. I1 en 
résulte un flux d’énergie J E ,  qui dépend linéairement dii gradient de tempéra- 
ture si celui-ci n’est pas trop fort. C’est la loi de Fourier, 

(6.18) 
I 

où 5 est le tenseur de conductivité thermique, de composantes ~ ~ 0 .  Le matériau 
étant isolant, la conduction de la chaleur s’effectue uniqiiement via les phonons 

23 La relation d’Einstein sera étudiée dans différents contextes par la suite (voir le rhapi- 

24 À trois dimensions. la température de Fermi est définie par t~ = z k T ~ .  La relation 
(6.17) est formellement similaire à la relation d’Einstein (6.14), T y étant remplacée par T F .  

tre 6, le chapitre 10 consacré au mouvement brownien, et  le chapitre 16). 
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(quasi-particules associées aux modes de vibration de réseau). Comme le nom- 
bre de phonons n’est pas conservé, leur potentiel chimique est nul. C’est la 
raison pour laquelle le flux d’énergie iie contient pas de terme25 en V ( - p / T ) .  

Si le milieu est isotrope ou de syniétrie cubique, le tenseur 5 est pro- 
portionnel à la matrice unité : I C ~ ~  = ~ 6 ~ 0 .  Le scalaire K est la conductivité 
thermique de l’isolant. La loi de Fourier (6.18) se réduit ti : 

J E  = -KUT, (6.19) 

tandis que la formule (5.2) de la théorie générale s’écrit 

La comparaison des formules (6.19) et (6.20) permet de relier IC et LEE : 

(6.21) 

7. Principe de Curie 

Dans chacun des exemples discutés ci-dessus, une affinité donnée produit 
uniquement un flux de sa quantité conjuguée : il s‘agit d’un effet direct. Dans 
d’autres cas, une affinité produit en outre des flux de quantités qui ne lui 
sont pas conjuguées : de tels effets sont qualifiés d’iiidirccts. Dans les systèmes 
complexes, les phénomènes de transport sont ainsi fréquemment, couplés. Par 
exemple, dans un mélange fluide, un gradient de température donne lieu, outre 
à un flux de chaleur, ti un flux de diffusion. Ce phénomène s’appelle la thermo- 
diffusion”. Des phénoinènes de transport couplés sont également mis en jeu 
dans les effcts thermoélectriqiies, qui se produisent dans les métaux ou les 
sen~i-conducteurs~~. 

Dans la plupart des systèmes, les composantes des différents flux ne dépen- 
dent pas en fait de toutes les affinités. C’est une conshquence du principe de 
symétrie ou principe de Curie (P. Curie, 1894). Ce principe est énoncé tradi- 
tioiiriellcrnent de la manière suivante : (( Lorsque certaines causes produisent 
certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se retrouver dans les 
effets produits. Lorsque certains effets révèlent une certaine dissymétrie, cette 
dissymétrie doit se retrouver daris les causes qui leur orit donné naissance )). 

On entend ici pa,r cause un système physique avec son environnement (champs 
extérieurs, champ de contraintes . . .), et par effet une propriété physique. 

25 La situation est différente dans un conducteur, où la conduction thermique est essen- 

2ô Voir ie compiémerit 2.c 

27 Voir le complément 2.B 

tiellement due aux porteurs de charge (voir le complément 2.B). 
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Toutefois, le principe de Ciirie ne s’applique sous cette forme simple qiic 
si l’effet considéré est unique. S’il n’en est pas ainsi, un effet peut avoir moins 
d’éléments de syniktrie que sa cause (en d’autres termes, une solution parti- 
culière d’un problème peut avoir moins d’éléments de symétrie que les données 
de ce problème). Dans le domaine linéaire, la formulation simple du principe 
de Curie est suffisante. 

Le principe de Ciirie a pliisiciirs conséquences pour la tlierrriodyrianiiqiie 
linéaire des proccssiis irréversibles, tant dans les milieux isotropes qii’aiiiso- 
tropes. 

0 Miiieiix isotropes 

Dans un milieu isotrope, les flux et les affinités dont les ordres tensoriels 
diffèrent d’une unité (par exemple, scalaire et vccteiir) ne peuvent pas être 
couplés. En effet, si dans la relation de coiiplage (5.2) la différence des ordres 
tensoriels entre les flux et les affinités était impaire, les coefficients 
L$ seraient les composantes d’un tenseur d’ordre impair. Uri tel tenseur ni: 
peut pas rester invariant par rapport aux rotations. Les systèmes isotropes 
rie peuvent donc Ctrc caractérisés que par des coefficients cinétiques scalaires 
ou d’ordre tensoriel pair. Dans un milieu isotrope, le transport de quantités 
sca.laires coiiiine le riorribre de particiiles ou l’énergie fait intervenir des tenseurs 
tels que L ? ~  ou L;!~, proportionnels h la matrice unit4 : L:& = ~ N N i j ~ d ;  

E E  = LE ES^^!^. I1 cil cst (IC: inCmc dcs t,enseurs de conductivité électrique, de 
diffusion, ct de conductivité thermique, qui sont, respectivement de la fornie 

= gL, ,3 ,  D,,,i. = D&,/j. et’ K<Y[j = K&,[ j .  

Milieux anisotropes 
Dans lin milieu anisotrope, par exemple un milieu cristallin invariant 

par rapport h ccrtaincs transformations d’un groupe de syniétrie, la prise en 
compte des propriét,és clr syrnkt,rie permet de réduire le nombre de coefficients 
cinétiques iridépericlarits. Airisi, dans i i r i  cristal cubique, les tenseiirs Ln& ct 
LZL sont, comme dans un milieu isotrope, proportioririels à la matrice iinitt. 
I1 en est de m6me des tenseurs de conductivité élect,rique, de diffusion. et de 
conductivité thermique. 

8. Relations de réciprocité 

En 1931, L. Onsager a avancé l’idée selon laquelle des relatioris de symétrie 
ou d’antisymétrie eritre coefficients ciriétiques, appelées relations de réciprocité, 
doiverit exister dans tous les systitmes thermodynamiques dans lesquels les 
phénomènes de transport et de relaxation sont convenablement décrits par des 
lois linéaires. Les relations de réciprocité d’orisager permettent en pratique 
de réduire le rionibrc d’expériences nécessaires pour niesiirer les coefficients 

. . . désignent, ici ia natiire de la variat>ie conservée. et les exposants a ,  28  es indices i ,  
/? . . . les coniposantes pertinentes. 
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de transport. Ces relations concernent les éléments non diagonaux de la ma- 
trice L ,  c’est-à-dire les coefficients cinétiques décrivant des effets indirects. 
Elles proviennent fondamentalement de la réversibilité des équations rnicro- 
scopiques du mouvement, c’est-à-dire de leur invariance par renversement du 
tempszg (à la condition toiit,efois, le cas échéant, de changer également le signe 
dii chanip magnétique et/ou du vecteur rotation). 

Afin de pouvoir formuler les relations de réciprocité résultant de cette 
invariance, il convient tout d’abord de s’assurer qiie les affinités et les flux 
choisis ont une parité bien définie par rapport au renversement du temps. De 
manière générale, l’entropie ne dépendant pas de la direction du temps, la 
source d’entropie gs est une fonction impaire de t .  De la structure générale de 
l’expression de 0s (formule (4.15))’ il résiilte que, si les affinités et les flux ont 
une parité bien définie, chaque affinité est d’une parité opposée à celle de son 
flux conjugué. Des grandeurs telles que la densité d’énergie et la densité de 
particiiles sont invariantes par renversement du temps. On dit encore qu’elles 
sont paires ou que leur signature par rapport au renversement du temps est 

= +l. Les flux de ces grandeurs sont impairs. A l’inverse, une grandeur telle 
que la densité de quantité de mouvement change de signe par renversement du 
temps. C’est une grandeur impaire, de signature ti = -1. Son flux (tensoriel) 
est pair. 

8.1. Relations d’Onsager 

Pour des variables extensives conservées de densités xi et z k  invariantes 
par renversement du temps, les relations d‘orisager sont des relations de symé- 
trie exprimant l’égalité des coefficients cinétiques L,k et LkL : 

Considérons l’exemple d’un conducteur dans lequel existe un seiil type de 
porteurs de charge, soumis à un gradient de température et à un gradient de 
potentiel électrochimique. Ces gradients produisent un flux de particules et un 
flux d’énergie. Les formules générales (5.2) s’écrivent sous la forme3’ : 

” En mécanique classique, le renversement du temps change le signe des vitesses, sans 
changer les positions. En niécariique quantique, le renversement du temps associe à une 
fonction d’onde la quarititr complexe conjuguée. 

30 Le conducteur considéré est supposé pour simplifier être un milieu isotrope. 
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L i k ( H , Q )  = ~ , ~ k L k i ( - H , - n ) .  

Les densités de particules et d’énergie étant invariantes par renverstment dii 
temps, on a la relation de symétric3’ : 

L E N  = L N E ‘ .  (8.3) 

(8.5) 

8.2. Relations d’onsager-Casimir 
Les relations de réciprocité ont pris leur forme définitive en 1945 grâce à, 

H.B.G. Casimir. Pour des variables extensives conservées de densités .r7 et T k ,  

et de signatures E ,  et c k ,  les relations de réciprocité, dites relatioris d’Onsager- 
Casimir, s’écrivent : 

L I 

Selon le signe du produit t , ~ ,  les relations d’onsager-Casimir expriment, la 
symétrie oii l‘aritisyrnétrie des coefficients cinétiques L,k. et Lki. Dans le cas 

= 1, le coefficient L i k  traduit i l r i  couplage entre processus de même parité, 
et la relation de réciprocité est une relation de symétrie ( L , k  = L k j ) .  Lorsqiie 
t i c k  = -1, L z k  correspond à iin coiiplage entre processus dc parités différentes. 
et la rclatiori de réciprocité est line relation d’antisymétrie ( L i k  = - L k , ) .  

8.3. Généralisation 
Lorsqiie les processiis irréversibles ont, lieii cn préscnce d‘iin champ niagné- 

tique H et/oii dans iin systkmt: en rohtion A la vitesse angulaire n, les rela- 
tioris d’Onsager-Casimir s’&rivent : 

La relation (8.3) a k t6  établie dès 1854 par W. Thomson (Lord Kelviii) daiis le cadrc 
de l’étiick des effets tlierrrioélectriqiies liés B la présence sirriiiltariée de flux de particiiles et 
de flux d’énergie dans les conducteurs (voir le complément 2.B). 

32 I1 s‘agit de l’hypothèse de régression des fluctuations. qui peut être démontrée dans le 
cadre de la théorie de la réponse linéaire (voir les chapitres 1 3  et 14). 

3 1 



9.1. Fluctuations à l’équilibre 
Considérons un ensemble isolé constitué par un système’ soit liii-rnênie 

isole, soit couplé & un thermostat ou à un réservoir avec lequel il est siiscepti- 
ble d’échanger de la chaleur et ,  éverit~iiellerrierit, des pa r t ides .  La probabilité 
d’iine fliictiiatiori dans laquelle l’entropie et les variables extensives t h  systCrne 
varient de 6s et bXi autour. de leurs valeurs d’équilibre s’obtient au moyen de 
la tliéoric des fluctuations theriiiodynamiqiies”” développée notarnrncnt par 
A. Einstein eri 1910. 

l’éqiiilibre, Einstein a proposé d’utiliser la formule foridarrientale de Boltz- 
mann pour l’entropie. L’entropie d’un système isolé est proportionnelle ail 
logaritlime du nonibre d’états rriicroscopiqiics accessibles (la proportionnalité 
fait intervenir la constlank de Boltzmann k ) .  En (( inversant )) cette formule, 011 
obtient la probabilité d‘une fluctuation. Si le systc‘me n’est pas isolé, la varia- 
tion d’entropie A prendre en compte est’ celle de l’ensemble isolé global constitué 
par le système et son envirorinerricnt ~ c’est-à-dire la variation d’entropie 6Sint 
liée aux changements internes au système. La probabilité d’une telle fliictua- 
tion est ainsi donnée par la forrriule d’Einstein : 

Pour calciiler la probabilitk d’une fluctuation daris un système isolC 

La variation d‘entropic liée aux charigenierits internes au système est de 
la forrrie SSirIL = S S  - SSeck,,.i,’ où S S  est la variation dt: l’ciitropie dii système et 
bSéch = E, Fi6Xi l’échange d’entropie entre le système et son environriernerit. 
La quantité Fi dksigrie la valeur à 1‘6quilibre, définie par les propriétés de 
l’environnement ~ de la variable intensive cori.jiigiiée de X ;  . La probabilité tl’iine 
fluctuation caractérisée par les variations 6s et 6 X ,  de l‘entropic et des autres 
variables extensives s’écrit donc : 

9.2. Propriété des corrélations 
Nous allons démontrer qu’il n’y a pas de corrélations entre les fluctuations 

d’une grandeur extensive X ,  et celles des grandeurs intensives autres qiic sa 
variable conjuguée F, . Plus précisément, nous allons établir l’identité : 

3 3  Voir le coniplénierit 2.A 
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oii les forces généralisées 3 j  = 6F, sont les fiuctuatioris des variables intcri- 
sives F7. Daris la formule (9.3). le syrnbolc (. . .) dksignc la moyenne ca.lculée à 
l’aide de la distrihiitiori <w. 

Oii a, c1‘aprt.s la forrnule (9.2) : 

La valeur rnoyeriiie ( 6 X , F J ) ,  définie par : 

s‘écrit, cn utilisant la forinule (9.4) : 

Or on it l‘idcntit,é : 

(9.5) 

(9.6) 

dont le premier niernbre est r i d ,  puisyu’il corresporid A la dérivbe de la valeiir 
moyenne d’une fluctuation. quantité nulle par défiriitiori. Par ailleurs. F, rtxprb- 
seritarit la valeur à l’équilibre de la variable iriterisive corijiigii4c. (Ir, X, , oii il 

a6Fl /i3F, = I1 vient donc : 

En rcportnrit cc résultat dans la foriniile (9.6), on démontre la propri6té (9.3).  

9.3. Régression des fluctuations. Justification des relations de 
réciprocité 

On considère pour simplifier, dans un systèrne saris charrip rriagriéticpe 
ni rohtion. des grandeurs ext>erisives X i  et Xk de densités invariantes par 
rcxiv<:rstrncrit t l i i  temps ( c i  = c k  = +I).  La fonction (le corrélation à. l’éqiiilibre 
(6X, 6Xk  ( 7 ) )  vérifie, d’après l’invariance par reriversernerit du ternps, la pro- 
priéti. : 

( b X / S X k  ( 7 ) )  = (6X,SXk ( - 7 ) ) .  (9.9) 

On en déduit, en utilisant la propriét,é de st,ationnariti., l‘égaliti. : 
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Après dérivation par rapport & 7 des deux membres de l’éqimtion (9.10). il 
vient : 

(sx,sXi,) = (SXi,SX,). (9.11) 

Selon l’hypothèse de r é g r e ~ i o n “ ~  d’onsager, les fluctuations relaxent en sui- 
vant les mêmes lois que les grandeurs macroscopiques : 

(9.12) 

On déduit des équations (9.11) et (9.12) la relation : 

Grâce à la propriété de non-corrélation (9.3)’ l’égalité (9.13) 5e réduit la 
relation d’Onsager (8.1) relative à L,k et L k z .  C’est une relation de symétrie, ce 
qui correspond au fait que les grandeurs X ,  et Xk ont été siipposées invariantes 
par renversement du tenips. 

9.4. Discussion 

Les arguments précédents reposent sur l’hypothèse de régression des fluc- 
tuations (formule (9.12)). Cependant, pour montrer que les fluctuations rela- 
xent en suivant les mêmes lois que les valeiirs moyennes, il faut les étiidier 
au niveau niicroscopiquc. Dans im cadre strictement thermodynamique, il 
est donc impossible de démontrer 1’hypothi:se de régression. C’est la raison 
pour laquelle les arguments présciités dans ce chapitre rie constituent pas une 
véritable démonstration. Ils ont cependant l’intérêt de rriettrc en lumière le lieri 
fondamental entre les relations de réciprocité et la réversibilité des équations 
microscopiques du niouvenient. 

10. Théorème du minimum de la production d’entropie 

Pour des systèrnes souinis 21 des contraintes extérieures indépendantes dii 
tenips, certains états hors d’éqiiilibrc jouent un rôle particidièrement impor- 
tant, analogue daris une certaine mesure à celui des états d’equilibre en therrno- 
dyriarriique. I1 s’agit des états stationmires caractérisés, par définition, par des 
variables X i  (variables d’état) indépendantes du temps. Cornme l’a montré 
I. Prigogine en 1945, les états stationnaires kiors d’équilibre correspondent à 
un mininiinri de la prodiict>ion d‘entropie. Le the‘orèrrie d u  rniriimurn de la 

Cettc hypothèse constitue l’un des premiers énoncés du théorème de Aiictiiation- 
dissipation (voir le chapitre 14). Elle sera vérifiée au chapitre 10 dans le cas particulier 
des fluctuations de la vitesse d’une particule brownienne à l’équilibre. 
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production d’entropie n‘est cependant valable que moyennant des hypothèses 
relativement restrictives. 

Dans un état stationnaire, les variables d’état sont indépendantes dii 
temps. Dans le domaine de validité de l’hypothèse de l’équilibre local, il en 
est de même de l’entropie (fonction des variables d’état). On a donc : 

(10.1) 

Dans la formule (10.1)’ dS,,h/dt représente la vitesse de variation de l’échange 
d’entropie entre le système et son environnement. et Ps dS,,,+/dt la produc- 
tion d’entropie liée à des changements irreversibles internes au systhic.  La 
production d’entropie est positive ou nulle : 

On déduit des équations (10.1) et (10.2) l’inégalité 

(10.2) 

(10.3) 

Airisi, pour maintenir un système daris un état stationnaire hors d’équilibre, 
il est nécessaire de transférer coiitiniiellernerit de l’entropie de ce système vers 
IC milieu extérieur. 

Pour caractériser la façon dont le système évolue vers un tel état station- 
naire, on calcule la dérivée de la production d’entropie. On peut morit,rer 
que, si les coefficients cinétiques sont constants et obéissent aux relations de 
rkciprocité’ et si les conditions aux limites imposées au système ne dépendent 
pas du  temps, la vitesse de production d’cntropie vérifie l’inégalité : 

dPs 
~ 5 o. 

d t  
(10.4) 

La production d’cntropie Ps étant positive ou nulle, l’inégalité (10.4) rrioritre 
que la vitesse de production d’entropie finit toujours par s’annuler. Le système 
se trouve alors dans un état stationnaire caractérisé par la plus faible produc- 
tion d’entropie compatible avec les conditions aux limites imposées. C’est là 
l’horicé du théorème du minimimi de la production d’entropic‘3” 

35 Nous nc donnons pas ici de démonstration gknérale de ce théorèmc. Une illustration 
en sera fournie à propos des effets therrrioélectri(1iies (voir le corriplénient 2.B). 
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Complément 2.A 

Fluctuations thermodynamiques 

1. Les fluctuations 

La t,h<:orie des fluctuations therrnodyriarriiques A l’équilibre a ét,é <:tablie 
par J.W. Gibbs cri 1902 et A. Einstein c r i  1910. Les fliictiiations sont 
consitler6cs comme des variables aléatoires, dont il convierit de déterminer la 
distribution (le probabilité afin de pouvoir en calcider les différents rnornent,s. 
La définition des fluctuations à l’équilibre nc se fait pas de la rnêrrie manière 
selon qu’il s’agit des fluctuations des grandeurs extensives oii de celles des 
grandeurs intensives. 

1.1. Fluctuations des grandeurs extensives 

C’est pour celles des grarideurs extensives qui, outre 1111 sciis tliernio- 
dynamique; possèdent inie dCfiriitioii mécanique, comme l’énergic iriterne E 
airisi qiie, daris le cas d’un s y s t b c  fluide, 1<: volurnc V et IC nointire d~ 
inolécules N .  qiie la notion tic fliictuatioris s’introduit le plus iiatindlernerit . 

Cette notion est en revanchc plus délicat,e à définir eri (:c qui conwriie 
l’eritjropic, grandcur ext,ensive sans d4firiition rriécanique. Pour définir les fluc- 
tuations de l’entropie, on peut partir de la formulation (( à la Callen )), dans 
laquelle l‘entropie d‘iiri système est iinc fonction S( X i )  des variablcs ext>eri- 

de l’entropie I s  va.riat,ion de la fonction S ( X , )  découlant, des fiiictiiations des 
sives Xi  parainétrarit ses états cl’éqidibre. On coiivicrit d’appclcr fliict,il‘ ri t ’  1011 

varithles X ,  

La formule (1 .l) vst forinclleinent siniilairc à la rdation dc Gibbs critre la 
différentielle de l’entropie et les différentielles des X , .  

1.2. Fluctuations des grandeurs intensives 

Pour les variables intensives trlles que la température, la pression, IC 
potentiel chimique . . ., la riotion dc> fliictiiatioris paraît a priori beaucoiip moins 
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claire. Ail premier abord, elle seinble m h e  en principe impossible à définir, 
puisqu’en physique statistique ces grandeurs apparaissent comme des miilti- 
plicateurs de Lagrange associés aux variables extensives que le système est 
susceptible d’échanger avec un réservoir. En ce sens, les variables intensives 
sont fixées et ne peuvent fluctuer. Il est cependant parfois nécessaire de poii- 
voir donner un sens à leurs fliictuatioris’. 

Pour cela, il convient de considérer celles-ci d’un point de vue un peu 
différent, correspondant à une approche plus physique. Par exemple, un thermo- 
mètre suffisamment sensiblt: et petit, introduit dans un système à l’équilibre, 
donne une indication de température fliictiiant en fonction di1 temps : un 
tel thermomètre mesure en fait l’énergie irist,aritanée de son environnement 
immédiat. De ce point de vue, les fluctuations des grandeurs intensives (dans 
cet exerriple, la température) sont en réalité à la fois une mesure et le rksiiltat 
des flitctuatioris des grandeurs extensives (ici, l’énergie). 

Avant de définir la probabilité d’une fluctuation caractérisée par les varia- 
tions 6s et 6Xi de l’entropie et des autres variables extensives, il convient 
de revenir plus en détail sur le principe général de rna,ximum de l’entropie, 
appliqué à l’ensemble isolé global constitué par le système et l’environnement 
avec lequel il cst en contact. 

2. Conséquences du principe de maximum de l’entropie 

De façon générale, m e  fliictuation de l’eritropic d‘un système en contact 
avec un environnement est de la fornie : 

où 6Sech provient de l’écliarige d’entropie entre le système et son envirori- 
nement, et 6S,,,t de la variation d’entropie liée à des changerrients internes 
au système. La fluctuation cSS,,~ représente en fait la fluctuation de l’entropie 
de l’ensemble isolé global constitué par le système et son environnement. En 
vertu du principe de rriaxinium de l’entropie appliqué à cet ensemble isolé à 
l’équilibre, on a : 

6Smt 5 o. (2.2) 

L’inégalité (2.2) s’applique à tout système thermodynamique, quelles que soient 
les conditions d’équilibre dans lesquelles il est placé. Elle inclut toutes les 
situations pour lesquelles le secorid principe de la thermodynamique se formule 
habituellement & l’aide de potentiels thermodynaniiques. Noiis allons le vérifier 
sur quelques exemples. 

C’rst par exemple le cas lois de l’étude de la validité du critère d’équilibre local pour 
une grandeur intensive Il telle que la température ou la pression : on demande en effet que 
la variation N I  produite par un gradient imposé à l’intérieur d’une cellule d’équilibre local 
reste inférieure aux fluctuatioiis W l’équilibre 6Ii6,. 
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Système isolé 
Pour un système isolé, on a 6S,+k, = O, puisqii’il n’y a pas d’interaction 

avec un environnement. On a donc 6s = 6Sint,. Le second principe pour iin 
système isolé a pour conséquence SS 5 O, soit SSint 5 O. 

Système fcrmé susceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat 

Pour un système fernié, c’est-Mire n’échangeant pas de particules avec 
l’extérieiir mais siisceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat à la 
température T ,  on a SSl,, = SQ/T. Prenons l’exemple d’un fluide à nombre 
de molécules fixé et à volume constant, en contact avec un thermostat à la 
tenipérature T .  La variation de l’énergie libre F = E - T S  s’écrit : 

6F = T 6 S k c h  - T ( ~ S G ~ ~ ,  + 6s i , , t )  -TdSi,,t. ( 2 . 3 )  

Le second principe s’écrit donc dans ce cas solis la fornie SSint 5 O ou, de façon 
équivalente, sous la forme 6F 2 O. De même, dans le cas d’un fluide à nombre 
de molécules fixé, à, pression constante P et en contact avec un thermostat à 
la temperature T ,  la variation de l’enthalpie libre G = E + PV - TS s’écrit, : 

6G TSSéch  - P6V + PSV - T ( 6 S é c h  + 6 S i n t )  = -ThSin t .  (2.4) 

Le second principe s’écrit donc indifféremment, dans ce cas soiis la forme 
SSint 5 O ou sous la fornie 6G 2 O . 

On peut traiter dans le même esprit d’aiitres situations, par exerriple le cas 
d’un système oiivert siisceptiblc d’échanger de la chaleur et des particules avec 
un réservoir. On retrouve dans tous les cas l‘inégalité ( 2 . 2 ) .  Cette formiilation 
présente l’intérét de mettre en évidence le rôle essentiel joué par la fluctuation 
d’entropie 6SiILt li& aux changements interries au système. 

3. Probabilité d’une fluctuation : formule d’Einstein 

Pour un système isole à l’équilibre, la forniule d’Einstein est 1’<< inverse )) de 
la formule fondamentale de Boltzmarin pour l’entropie. Elle donne la proba- 
bilité d’iirie fluctuation au cours de laquelle l’entropie varie de 6s : 

Pour iin système non isolé, la fluctuation d’entropie à prendre en compte est, 
non pas SS, mais fiSirit = 6s - E, F,6X, (F,  désigne la valeur à l’équilibre, 
définie par le thermostat ou le réservoir, de la variable intensive corijuguéc de 
X,). La probabilité d’une fliictuation caractérisée par les variations 6s et SX,  
de l’entropie et des autres variables extensives est donc : 

I 

(3.2) 
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La forme ( 3 . 2 )  de la distribution w est gériérale. Elle permet le calcul des 
différents moments ties fluctiiations des grandeurs thermodynainiques autour 
de leurs valeurs à, l‘équilibre. C’est notaniinerit à, partir de cet,te expression de 
w qiic l’on p i i t  démontrer l’ideiitité : 

(SX,SF,) = -kS, , .  (3.3) 

qiii établit l‘a,bsence de corrélations entre les fluctua,tioris d’iine grandeur exten- 
sive et celles des grandeurs intensives autres qiie sa variable conjuguée. 

4. Fluctuations à l’équilibre dans un fluide de N molécules 

4.1. La distribution WN 

Considérons un fluide d im seul constitiiant, de riornbre de rnol6cules N 
fix4, cn éqiiilibre à tcrnpératiire T et pression P constantes. La clistribiition de 
probahilité des fluctuations est doriri& par : 

La variation d’entlialpic~ libre au cours d’une fluctuation caractérisec par Its 
variations SE, SS et 6V de l’&iergk, de l’entropie et dii volurnc est SG = 
SE - TSS + P6V. On a doric : 

4.2. Cas des petites fluctuations 

Nous allons déterminer une forme approchét. de W N  , valable seulement 
pour de petites fluctuations mais plus simple dans ce cas à utiliser que l‘expres- 
sion géii(?rale (4.2). 

Pour de petites fluctuations, on peiit développer SE en fonction de 6s et 
de SV. À l’ordre dominant, l’argument de l’cxponeritielle dans la forniille (4.2) 
est niil, ce qiii correspond aii fait que W N  est rriaxinialc à l’équilibre. À l’ordre 
suivant, on obtient : 

SE - TSS + PSV = 

La tenipératiire et la pression du fluide &tant rtspectivcment dorinécs par 
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oii définit les fliictiiations de ces grandciiis intensives comme décoularit de 
celles des grandeiirs extensives S et V : 

La forrniile (4.3) s’krit  donc aussi : 

(4.6). 
1 .  - 
2 

SE - TSS + PSV = -(bTbS - SPSV). 

En reportait l’expression (4.6) dc 6E - TSS + PRV dans la forrnule (4.2). on 
obtient la fornie approchée dc UIN pour de petites fliictuations : 

SPRV - 6TGS I wN 2kT )‘ ~ 

(4.7) 

La formule (4.7) donne la distribution de probabilité d’une fluctuation caracté- 
risée par de petitcs variations SP, 6V, bT et 6 s  de la pression, du volume, de 
la température et de l’entropie. Elle permet d’obtenir les moments des fluctiia- 
tioris à l’équilibre des diverses grandeurs thcrrriodyriariiiqiies pour un fluide de 
rionibre de inoléciiles fixé2, et, ce de manière exacte j i isqu’à l’ordre deux. Afin de 
calculer ces moments, il corivient de choisir deux variables tlierrnod3iriarriiques’ 
l’une de nature rriécariiqiie, l’aiitre de iia,ture tlierrriique. en fonction desqiielles 
on expririiera, W N .  

Variables V et T 
Ce choix de variahles une fois effectué, or1 exprime les fliictiiatioiis de 

l’entropie et de la prcssion en fonction de celles du volume et de la température. 
On écrit, donc“ : 

Si le nombre de inoléciiles du fluide est susceptible de varier, on peut bcrirc une foriniilc 
approchée arialogiie pour la probabilitr d’une fluctuation, 

où fi désigne le potentiel chimique par rrioléciile. Les conditions physiques n’étant pas les 
mêmes, les moments calculés à l’aide de U I  ne sont pas nécessairement identiques à ceux 
obteiiiis à l‘aide de W N .  

Dans l’expression de SS, on a pris en compte ia relation de nfaxweii (%S/aV)T = 
(aP/%T)v. 
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où c, désigne la chaleur spécifique à volurne constant par rnolécule. En repor- 
tant les expressions (4.8) de 6s et de 6P dans la forrniile (4.7). on obtient : 

NC,, 1 dP 
W N  N exp -~ [ 2kT2 (4.9) 

La probabilité d‘une petite fliictuation est donc approxiniativenient une distri- 
bution gaussienric4 des deux variables ST et 6V. Les fluctuations de ternpé- 
rature et de volume rie sont pas corrélées : 

6TbV) = 0. u (4.10) 

Les carrés moyens des fluctuations de tenipérature et de volume sont donnés 
par : 

I 

(4.11) 

I I 

Dans la formule (4.11)’ XT = -(l/V)(aV/dP), est la compressibilité isotherme 
di1 fluide. 

l’équilibre de 
la tenipérature et du volume5, on a : 

Si l’on désigne par STe,, et 6V4, les fluctuations moyennes 

(4.12) 

En pratique, plutôt qu’aux fluctuations de volume. on s’intéresse aux fluctiia- 
tions de la densité n = N / V .  Le nonibre de molécules @tant fixé, on a, en 
désignant par 6n4, l’écart quadratique moyen de la densité : 

(4.13) 

On en déduit la fluctuation relative du riombre de molécules NA = nVx dans 
line celliile d’équilibre local de volurne VA fixé au sein d’un fluide eri équilibre 
local : 

(4.14) 

Cette forme approchée de W N  permet de calculcr de Iriariikre exacte les seconds 

Les écarts quadratiques moyens ou fluctuations rnoyeriries à l’équilibre bTk, et bV& 

nioments des fluctuations, mais pas leurs niorrierits d’ordre supérieur. 

sont défiriis par les formules : 

5 

(6T;,,)2 = ( ( 6 q 2 ) ,  (SV&,)2 = ((&y). 
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Variables P et S 
On exprime les fliictimtions du volume et de la température en fonction 

de celles de la pression et de l'entropie. Ori écrit donc6 : 

où cp designe la chaleur spécifique à pression constante par rnolbcule. En repor- 
tant les expressions (4.15) de SV et de ST daris la formulc (4.7). on obtient : 

(4.16) 

La distribution IL IN  est unc distribution gaiissienne des (leilx variables SP et 
65’. Les fliictimtions de pression et d‘entropie ne sorit pas corrélées : 

I (SPSS) = o .  I (4.17) 

Les carrés moyens des fluctuations de pression et d’entropie sont domiés par’ : 

I 

(4.18) 

Si l’on désigne par SPG,, la fluctuation moyenne à, l’équilibre de la pression’, 
O11 a : 

(4.19) P 

Les formules (4.12) et (4.19) montrent que, dans un fluide de N parti- 
ciiles, les fluctuations relatives moyennes de tcrnpérature et de pression sorit 
d’ordre N-’ /2 .  Ce résultat intervient riot ammerit daris la discussion des critères 
d’équilibre local pour la température et la pression. 

fi Dans l’expression de SV, on a pris en compte la relation de Maxwell ( a V / a s ) ~  = 

’ On a utilisé la relation entre les conipressibilités isentropiqiie et isotherme : 

( ü T / W )  S. 

1 av I Cl, 

L’écart quadratique moyen ou fluctuation moyenne à l’équilibre 67’6, est défini par la 
formule : 

(SPGP)‘ = ((6P)’) 
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Complément 2.B 

Effets thermoélectriques 

1. Introduction 

Les effets thermoélectriques sont des phénomènes associés à la présence 
simultanée de comarit électrique et de courant de chaleiir dans iiri système, en 
pratique iin n i h l  ou un semi-conducteur. Ces effets ont été étudiés en 1854 
par W. Tlionison (devenu par la suitc Lord Kelvin). 

On suppose pour siniplifier qu’il ri’existe dans le condiicteur qu’un sciil 
type de port,eiirs, de charge g. Le système est supposé riiacroscopiqueirierit 
neutre (la densité des porteurs est donc iiriifornie). La terripératme T ( r )  et le 
pot,eritiel électrost,atiqiie @(r)  peuvent varier d’un point à l’autre dc; l’échantil- 
lon, niais restent constants au coiirs du temps. Cornrne la densité est ixiiforinc. 
le potentiel cliiniiqiic local ne dépend de r que via la températurc localc : on 
le riote donc p[T(r)] .  Le potentiel électrochimique local est, : 

(1.1) 
- 
P ( T )  = P[7+9] + q$(r). 

Les irihomogériéités de température et de potentiel électrochimique tloiinerit 
riaissancc A lin flux de particiilcs J N  et A un flux d’énergie J E .  Les affiriit6s 
coiijiiguées de J N  ct de JE sont, respectivement V ( - g / T )  et V( l /T) .  Les 
relations de réponse linéaire entre les flux et Ics affiriitks sont de la forme’ : 

La relation de réciprocité d’Onsager est line relation de symétrie : L E N  = Lxf.:, 
Les équations (1.2) déterminent les proprietes de transport du conducteiir en 
régiinc linéaire. La source d’entropie CTS s’krit  : 

Pour simplifier, on consitlkre un rriilieu dans lequel les flux ainsi que les affinités soiit 
pltrallkles ii une même direction. I1 peut s’agir d’un rriilieii isotrope. ou bien d’un niilieu uni- 
dirriensionnel (flux se produisant daris des fils 011 dans des barreaux), géorriétric qui coiivierit 
bien à l’analyse des effets thermoélectriques. Les coefficients cinétiques sont doric scalaires. 
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2. Flux de particules et flux de chaleur. Source d’entropie 

En pratique toutefois, pliitôt qu’au Aux d’énergie J E ,  on s’intéresse au 
Biix de chaleur J; = T J s ,  où J s  désigne le flux d’entropie, défini ici par 
T J s  = JE - ~ J N .  On a : 

Le flux JG contient, outre le terme de conduction de la chaleur noté usiielle- 
ment JQ,  un terme décrivant le transport de la chaleur par convection. Les 
Aux JZ et JQ sont reliés par : 

JG JE -pJ.îq. (2.1) 

JG = JQ + Ts,  J N ,  (2.2) 

où s, désigne l’entropie par particule2. Le terme Ts, JN représente la contri- 
bution convective à 58. 

I1 est possible de réécrire la source d’entropie en choisissant comme flux 
JN et J;, au lieu de JN et J E .  On obtient : 

1 1 
T T 

OS = JQ.V(-)  - JN.-VJI, ( 2 . 3 )  

Les affinités conjuguées de JN et de JG sont donc respectivement -(l/T)VD 
et V ( l / T ) .  En régime linéaire, on écrit des relations de réponse de la forine : 

Les forniiiles (2.4) doivent être complétées par la relation de syrriCtrie d’Onsager 
LI2 = L21. 

Avant d’analyser les divers effets thermoélectriques, il convient de compa- 
rer les deux familles de coefficients cinétiques intervenant dans les systènies 
d’éqiiations (1.2) et (2.4). En remplaçant JZ dans la seconde des équations 
(2.4) par sa définition (2.1), on montre que les deux familles de coefficients 
cinétiqiies sont reliées par les formules : 

Lii = LNN 
Li2 = L N E  ~ GNN, L 2 i =  LEN - $ N N  (2.5) { L22 = L E E  -  LEN + L N E )  + Ti2L~.w. 

Inversement, on a : 

La relation (2.2) entre les flux 58 et JQ sera établie au paragraphe 6.3. 
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3. Conduction électrique isotherme 

3.1. Loi d’Ohm 
Lorsque la terripérature est iiniforrrie, la derisité de courant électrique est : 

avec V p  = -qE ( E  = -Vd(r) est le champ électrique). La relation (3.1) n’est 
aiitre que la loi d’Ohm J = aE.  La conductivité électrique a est donc reliée à 
L11 : 

a = -L11. 
T 

On peiit aussi &rire, dii fait de l’identité entre L.11 ct LNN (forrriides (2.5) et 

(3.2) 
q2 

(2.6)) : 

(3.3) 

3.2. Effet Joule 

L’effet Joule est relié au passage d’mi courant électrique dans lin coiidtic- 
teur placé dans des conditions de champ électrique, de densité de porteurs 
ct de température uniformes. Si la température est maintenue constante dans 
IC temps, l’énergie apportée aii système est cédée sous forme de chaleur aii 
milicii extérieiir. La puissance dissipée par effet Joule par imité de voluine, 
( d Q / d t ) ~ ~ ~ , ~ l ~ ,  est donnée par le bilan d’énergie : 

(3.4) 

La terripérature étant unjforme et le milieu macroscopiqiierrient neutre. on a 
V.JG = O et V . J N  = O. A partir de la relation : 

( 3 . 5 )  

on obtient l’expression de la puissance dissipée par effet Joule par unité de 
voliinie : - 

1 1 = aJ2. 1 
La divergence dii flux d’entropie est nulle (V. Js  = O ) ,  et la source d’entro- 

pie (2.3) s’écrit : 

OS = -J 1 2  . (3.7) O T  
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L’éqiiation de bilan local dc l‘entropie est donc : 

3(ps)  - 1 
- - - J 2  

3t aT 

Cettc production d’entropie est à la base de l’effet Joule, et traduit l’irréversibi- 
lité du transport des charges. Elle cst caractérisée par la conductivité électriqiie 
g, qiiantité positive. La conductivité électrique est un coefficient tie transport 
oil coefficient dissipatif (et noii ilne qiiantité d’équilibre tlierinodyriamique). 

4. Conduction thermique en circuit ouvert 

On corisidère iiii circiiit ouvert, daris lcquel par coriséqiient J = y JN = O. 
En présence d‘iiii gradient de ternpératiirc VT, il existe un gradient de poteriticl 
blectrochiiniqiie bgal, (i‘dpr6s la première des équations (2.4)’ A : 

Puisqii’il n’y a pas tic flux de particules, lcs flux JG et JQ sont identiques. 
En rcportaiit l’exprcssiori (4.1) de Up dans la seconde (les éqiiations (2.4), on 
obtient la loi de Fourier de la conduction de la clialeiir. 

avec : 

Le coefficient 6, qiiantitt. positive. est la, coritluctivité thermique en circiiit 
ouvert. En utilisant les formiiles (2.5)’ on peut également écrire K soils la 
forine3 : 

5. Effet Seebeck 

En circuit oiivert, iin gradient de température VT s’accompagne d’un 
gradient de potcntiel électrochimique Vp donné par la formule (4.1). C’est 
l’effet Seebeck, découvert par T. Seebeck en 1821. On pose usuellenient : 

Dans un conducteur, la conduction thermique est due, pour l’essentiel; aux porteurs 
de charge, c’est-à-dire à des particules dont le nombre est conservé. Le mécanisnie principal 
mis en jeu est donc différent de celui qui assure le transport de la chaleur dans un solide 
isolant (dans ce cas le transport de la chaleur s’effectue uniquement via des phonons dont 
le nombre n’est pas conservé, et l’on a r; = LEE/T’) .  
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oi i  r/ désigne le pouvoir thermo6iectriqiie ou coefficient Seebeck du matériaii. 
Ori ohtierit. en corriparant les éqiiations (4.1) et (5.1) : 

(5.2) 

L’effet Seebeck n’existe que si ,512 cst nori nul. C’est en ce sens un effet indirect. 
On ptiit aiissi h i r e  : 

(5.3) 

Pour ohservcr l’effet Seebeck, on réalise le tlierrriocoiiple représenté sur 
la Fig. 1. C’est iin circuit coiistitué de deiix conducteurs différents, deux fils 
de pouvoirs thermoélectriques ‘ri et 71’ soudés entre eux aux points Al et Az. 
Les soudures sont portées des teiripératiires Ti et Tz <iiff<:reritcs. En circuit 
ouvert, on ineslire eiitre les points Bi et Bz la diff6rcrice de poterit,iel : 

(5.4) 

l’intégrale 6taiit prise le long du circuit B1A1A2&. Compte tenu de la forrniilc 
(5.1), il vient : - 

1 I 

La différence (le potentiel 4 2  ~ &I est line différericc 
chirniqiie4. 

Métal M 

(5.5) 

de potentiel clectro- 

A2 

Fig. 1. Schéma de principe d’un couple thermoélectrique. 

Cette différericc de potentiel se rriesure à l’aide d’un voltrriètre très résistant, dc iriariière 
& ce que le coiirant dans le circuit soit pratiquerrierit nul. Une fois étalonné, le dispositif per- 
met de mesurer la température di1 point A Z ~  celle du point Ai étant fixée à une température 
de référence Ti.  La niesure est, indépendantc de la température ambiante à laqiielle se trouve 
le voltmètre. 



68 Cornpiémerit 2.B : Effets thermoélectriques 

6 .  Effet Peltier 

L’effet Peltier, déroinert en 1834, est l’effet indirect inverse de l’effet 
Seebeck. au sens où il fait intervenir le coefficient cinétique L21 (OU LEN) 
tandis que l‘effet Seebeck fait intervenir L I Z  (ou LNE). 

6.1. Description 
À température uniforme, un courant électrique de densité J = q J N  

s’accompagne d’un flux de chaleur : 

JG = TJ, (6.1) 
où 7r désigne le coefficient Peltier. On a. d‘après les équations (2.4), 

soit encore : 

Pour observer l’effet Peltier, on considère une jonction isotherme entre 
deux conducteurs différents hl et M I ,  à travers laquelle passe un courant 
électrique de densité J .  La jonction reçoit un flux de clialeiir TJ du côte de 
A l ,  ct perd un flux de chaleur T’J du côté de M’. I1 en résulte une absorption 
ou un dégagement de chaleur & l’interface, qui vaut, par unité de temps et par - imité de surface : 

= (7r - 7r’)J. I 2 (lieitirr 

L’effet Peltier est lin6aire en J : selon le sens du courant électrique, il se produit 
à la jonction une absorption ou un dégagement de chaleur’. 

6.2. Deuxième relation de Kelvin 
En comparant les forniules (5.2) pour IC pouvoir tliermoélectrique et (6.2) 

pour le coefficient Peltier. et en tenant compte de la relation d’Onsager 
L I 2  = LZ1 ,  on obtient la deuxième relation de Kelvin, mise en évidence sur 
des bases empiriques en 1854 : 

m 
7r = 17s. LA 

Ainsi, les quatre coefficients cinétiques associés aux effets therrnoélec- 
triques peuvent s’exprimer A l’aide de trois coefficients dissipatifs indépendants 
mesiirables expérimentalement, par exemple g, 6 et ri. 

Des dispositifs réfrigérants ou de régulation de température fondés sur l’effet Peltier 5 

sont construits depuis les ainées 1960. Ils font intervenir des matériaux semi-conducteurs. 
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6.3. Relation entre les flux de chaleur JQ et J ;  
Si l’on éliniirie Vp entre les expressions (2.4) de J N  et JG, on obtient, en 

tenant compte de la scconde relation de Kelvin (6.5) : 

JG = -KVT + qqTJN. (6.6) 

Le flux JG = T J s  apparaît donc effectivement coniine la somme de deux 
termes. Le premier terme, JQ = -KVT, correspond au transport de chaleur 
par conduction thermique en prkserice du gradient de tcnipérature imposé. Le 
secorid terme, qqTJN ~ résulte dii transport de chaleur par la convection d i i e  
à l’entraînement des charges électriques. Tout se passe donc coniine si chaque 
porteur de charge transportait avec lui une entropie s P  = rjq (formule (2.2)). 

7. Effet Thomson 

Lorsqii‘un courant élcctriqiie traverse un barreau conducteur de ternpéra- 
ture inhomogkne T ( r ) ,  la quantité de chaleur échangée critre le barreau et le 
milieu extérieur apparaît comme la somme de trois contribiitioris, correspon- 
dant à la contliiction thermiqiie, à l’effet Joule et à i i r i  effet supplémentaire. 
1’ effet T~OITLSOI~.  

Le flux d‘énergie traversant IC barreau condiictcm parcouru par iin courant 
électrique iiniforrne de densité J : qJN est’ d’après les formules (2.1) et (6.6) : 

JE = JQ + ~ J N  = -6VT + (ji + r1qT) J N .  (7.1) 

La puissance dégagée à l’extérieur par unité de volume, donnée par le bilan 
d‘énergie : 

- = -V. J E  = V. ( KVT)  - V. [ (p + ~lqT)  J N ]  . (7.2) 
dd) 
dt  

s’écrit, puisque le fliix JN est uniforme : 

dQ = V.(KVT)  - J N . V ( P  + qqS). (7.3) d t  

L’expression de Op s’obtient à partir de la première des équations (2.4), et des 
formiiles (3 .2 )  et (5.2) : 

On a donc : 

(7.5) 
(I2 dQ = V.(KVT)  - qTJN.Vq + - J;, d t  0 

soit. le pouvoir thernioélectriquc &ant une fonction de la température locale : 

(7.6) 
drl 1 dQ = V.(KVT) - T-  J.VT + - J 2 .  d t  dT (T 
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Daris l’expression (7.6) de d Q / d t ,  le premier terme représente la puissance 
degagée par conduction therniiqiie. Le troisième t,ernie représente la puissance 
dissipée par effet Joule. Le second terme correspond & l’effet Thomson : il 
représente la puissance absorbée par le rnilicii extérieur lorsqii‘un coiirant 
électrique de denuit>é J traverse le gradient de tenipérature V T .  Le coefi- 
cierit Thomson a est défini comme la piiissance Thomson par imité de densité 
de courant électrique et  par unité de gradient de température : 

= -0J.VT. (7.7) 

Par opposition à l’effet Joule. l‘effet Tliorrison est linéaire en J : selon le sen5 
dii courant, il y a absorption ou dégagement de chaleur. D’après la formule 
(7.6)’ le coefficient Thomson est reli6 au coefficient Seebeck : 

On a égalernerit, d’après la formule (6.5) : 

La formule (7.9) est la première rclatiori de Keiviri. Elle peut aussi s’établir 
directenient à partjir du premier principe de la therniodyriamique. 

Les considkrations purement tlierrriodyriamiqiies ne permettent pas d’aller 
plus loin. Pour obtenir (les expressions explicites des trois coefficients dissipatifs 
(T, K et TI ,  il est nécessaire de recourir à une théorie microscopique telle que 
l’équation de transport de Boltzmann6 ou la théorie de Kubo de la réponse 
linéaire7. 

8. Illustration du théorème du minimum de la production 
d’entropie 

La source d’entropie correspondant aux effets thermoélectriques est 
donnée, par exemple, par la formule (2.3).  Les flux JN et JG sont reliés aux 
affinités -(l/T)Vp et V(l/’T) par les lois linéaires (2.4). En utilisant ces for- 
mules ainsi que la relation de syrriétrie L I Z  = L21, on réécrit sous la forme : 

; I 2  (8.1) 
1 2 1 1 

ffs = Lii-(VI’) Tl  - 2LL-Vy.V(-)  T T + Lzz V(-) . 

Voir ie cliapitre 8 et le conipibment 8.13. 

Voir les chapitres 15 et 16 
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Considérons A titre d'exemple l'etat stationriaire dans Icqiiel il n'y a pas 
de roiirarit de particules, Daris cet état, on a : 

I1 est possible de retroiiver l'équation (8.2) coninie résultant de la condition 
selon laqiielle os est miniinale A gradient de température fixé. Cette condition 
s 'kr i t  : 

(8.3) 
(3as I = o .  

W i - i l T )  V ( l / T )  

1 
T 

- 2 5 ~ .  (8.4) 

les deux conditions J N  = 0 et 3as/3(Vji/ï')(v(i,7.j = O sont en effet éqiii- 
valentes. L'état stationnaire dans leqiiel il n'y a pas de courant ,de particules 
est donc, ?I VT fixé, l i n  état de prodiictiori minimum d'entropie. A gradient de 
température fixi:, le système établit un gradient tie potentiel électrochimique t,el 
qii'aiicuii transport de particules rie se produit. Par rapport à ce pararriètre, 
la product,iori d'entropie a un extremum. Cet extremum rie pcut être q i i h  
minimum. En effet la source d'entropie, qui, dans in1 système linkaire, est une 
forrnc quadratique dii type as = Elk Lik&.Fk,  doit rtrc positive ou nulle. 

pertiirbatioris locales. 
On peut montrer que cet état stationnaire est stable vis-à-vis dc petites 
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Complément 2.C 

Thermodiffusion 
dans un mélange fluide 

1. Introduction 

Mis en présence d’iin gradient de température, les constituants d’un mélari- 
ge uniforme manifestent une tendance à se séparer. Ce phénomène indirect, 
s’appelle la thermodiffiisiori ou l’effet Soret. I1 se produit dans les gaz et 
lcs liquides, airisi qiie daris les solides. I1 existe un effet iiivcrse de l’effet 
Soret, appelé l’effet Dufour. I1 s’agit du fait qu’un gradient de concentration 
dans un mélange produit, outre le coiirant de diffusion qui tend à rétablir 
l’liorriogériéité, iin coiirant de chaleur. Nous décrirons ici ces effets daris le 
cas sirriple d’un mélange fluide binaire, en l’absence de forces extérieiires. de 
phénorriènes visqueux et de réactions cliimiqiies. 

2. Flux diffusifs dans un mélange binaire 

On considkrc donc i i r i  rnélangc fluide, liquide oil gazeiix, ii cleux coiisti- 
tiiarits A et B. Coirime il n‘y a pas de forces extérieures, la pression est uniforme 
dans le mélange lorsque l’équilibre mécanique local est atteint. On désigne par 
T>A et n B  les nombres des molécules des espèces A et, B par iiriitb de voliinie 
dii fluide. et par c la. concentration en A définie par : 

La concentration varie au coiirs du temps et aussi d’un point à l’autrc de 
l’espace, caiise du mouvement macroscopique du fluide et de la diffusion. On 
désigne par U A  et U B  les vitesses moyennes locales des constituants A et B ,  
et par u la vitesse barycentriquc locale définie par : 

u = CUA + (1 - C ) u B .  (2.2) 

On introduit les flux diffusifs (le A et de B par rapport A la vitesse baryceri- 
triqiie locale : 

~ 2 ~ “  = n c ( u A  - u) ,  5:“ = ‘rL(1 - .)(UR - u) .  ( 2 . 3 )  
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Ces flux ne sont pas indépcndarits. On a en effet : 

Si le fluide est constitué de nioléciiles toutes tie la meme espèce, il n'y 
a pa.s dc flux de diffusiori. Si par exemple c = O,  il n'y a que des molécules 
B dans le mélange. Alors or1 a U B  y u. Les flux diffusifs sont donc niils : 
J:" = - J$" = O.  Un raisonnement sirriilaire peut être fait dans le cas c = 1. 

3. Source d'entropie 
L'expression de la source d'entropic dans le nidange fluide est : 

(3.1) 
os = J E . O ( - )  1 + JA.O(- - )  P A  + JB .O( - - ) ,  f L B  

T T T 

oii J E  désigne le flux d'éntrgie et Jk le flux du constituant k ( k  = { A ,  B } ) .  
Dans la foriniile (3.1), T &?signe la température locale et Pk le potentiel chiini- 
qiit local par niolécule du constituant k .  

Le flux de A cst la sonimc d'un flux convectif et du flux diffusif J 2 f f  : 

De rriêrne, on a : 
J B  = T L (  1 - C ) U  + Jg" .  

En utilisant la relation (le Gibbs-Helrrilioltz : 

(3.3) 

où VpklT désigne le gradient isotherrne de ,uh et h k  l'enthalpic par rrio1i.de 
dii constituant k .  on obtient : 

La pression Ctant iiniforrric., la rclation de Gibbs-Diihcm poiir le mélange 
s'écrit : 

c'V/!AIT + (1 - C ) V f L B I T  O. (3.6) 

I1 vient donc : 

(3 .7 )  
0s = ( J E  -n>hu) .V( - )  1 + JA'".O(--) /LA + J$".O(--) ,  PB 

T T T 

http://rrio1i.de
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Oil : 

est, l'enthalpie par molécule du rndarige. En introduisant IC fliix tie clialeiir' 
JQ = JE -nhu, on ohticnt une expression de la soiircc d'entropie daris laqiielle 
interviennent lcs flux JQ, Jiiff et JB" : 

h = din + (1 - ~ ) h s  (3.8) 

1 iLA I" B 

T T T 
CTS = JQ.V(-) + J:".V(--) + J:".V(--) (3.9) 

En introduisant le flux dc diffusion Jdiff = Jiiff = -JEff ct le ~OteJitiel 
chimique du mélange p = /LA - p ~ ,  on peut réécrirc 0,s soiis la forme : 

1 
T 

P (3.10) CTS = JQ.V(-) + J ' " f f .V(-s ) .  

1 1 
T T 

soit (:ncore2 : 
(3.11) CTS = ( JQ - pJCiiff) .V (-) - J C l i f f .  -VIL. 

4. Relations linéaires entre les flux et les afFinités 

L'expression (3.11) de CTS correspond ai l  choix de flux JQ - pJd" et 
Jdiff, dont les affinités corijiigiiées sont respect,ivenicrit V(  1/T) et - (l/T)Vp. 
On pciit tlcrire les relat,ions linéaires entre les flux et, les :iffinit& soiis la forme 

(4.1 

Ori a :  
JQ = J E  - ~ A T L C U  - / L B I L ( ~  - C)U.  

Par ailleurs. posarit, Jlj = T J s ,  on a : 

J G = J E - ~ A J , . - / L B J B .  

Lcx flux dc clialeiir dû à la coiidiiction tlierrriique. noté ici J?'"', cst défini par : 

JtYnd = J ;  - T.SA J A  - T S B  J B .  

Ori a doric la relation : JC;iid = JQ - hA J2ff - }lB J$". 
La différence erit,re JQ ct J Y r i d  représente cc qiii, daris le transport, tic clialeiir. est dû i l a  
tiiffiisiori de matière. 

~ a r i s  i iri  fluide pur. les flux ciiffiisifs sont nuls; et la soiirce d'entropie se réciiiit i sa 
part,ie therniiqiic (on ne tierit, pas cornptc ici des phériornhes visqueux) : 

1 
(TI; = J Q . C ( ~ )  

Cette expression de (TS sera iitilisée a i1  chapitre 16 dans leqiicl on s'intéresse au calcul 
riiicroscopiqiie de la condiictiviti. thermique d'un fliiidc. 
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où les coefficients cinétiques vérifient la relation de symétrie d‘Onsager 
L12 = L21. 

4.1. Conductivité thermique du mélange 

En éliminant V p  entre les deux équations (4.1)’ on obtient une expression 
de JQ en termes de Jdiff et de V( l /T)  : 

Lorsque le flux de diffusion est nul (Jdiff = O),  on a thermoconduction pure 
(JQ = -KVT).  On en déduit l’expression de la conductivité thermique di1 
mélange fluide en termes &s coefficients cinétiques : 

4.2. Coefficients de diffusion et de thermodiffusion 
Le pokritiel chimique p d’un mélange fluide binaire dépend a priori de 

la pression, de la tenipérature et de la concentration. La pression étant ici 
uniforme, on a simplement : 

En introduisant l’expression (4.4) de V p  dans les équations (4.1) et en tenant 
compte de la relation de symétrie d’Onsager, on obtient pour le flux de diffusion 
et le flux de chaleur des expressions de la forme : 

En comparant les équations (4.1) et (4.5), on obtient par identification les 
expressions de D ainsi que de k r  en fonction des coefficients cinétiques et des 
dérivées thermodynamiques. Le coefficient de diffusion est donné par : 

La quantité DT = ~ T D  est le coefficient dc thermodiffusion. Oil a : 

Le rapport kT = DT/D est le coefficient de Soret. 
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4.3. Positivité de la source d’entropie 
En revenant ii la formule (3.11)’ et en utilisant les cxpressions (4.1) des 

flux et la formule (4.3) pour la conductivits thermique, ainsi que la relation 
d’Onsagcr LI2 = L21, on obtient : 

Chacun des termes de la source d’entropie doit être séparément positif ou 
nul. La positivité du premier terme implique K > O. En ce qui concerne le 
second terme, sa positivité implique LI1 > O, et donc, puisque la dérivét 
thermodynamique d p / d c I 1 > , ~  est toujours positive, D > O. 

5. Effet Soret. Effet Dufour 

Le flux de diffusion dû au gradient de température est déterminé par le 
coefficient de thermodiffusion DT. Cet effet a été étudié dans les gaz en 1879 
par C. Soret. L’expression (4.5) de Jdiff montre qu’en l’absence de flux de 
diffusion, l’existence d’un gradient de température conduit à l’apparition d’un 
gradient de concentration. On a entre ces deux gradients la relation : 

(5.1) 
kT 
T 

Pour mettre en évidence l’effet Soret dans iin mélange gazeux de concen- 
tration moyenne en A égale ii co, on place ce mélange dans une enceinte fermée 
située entre deux plaques horizontales. On désigne par TB la température de la 
plaque inférieure, et par TH celle de la plaque supérieure (on prend Tif > TB 
afin d’éviter l’apparition de courants de convection). On suppose que le coef- 
ficient de Soret est de la forme : 

OC = --UT. 

kT = a.( 1 - c )  (5.2) 
(expression compatible avec le fait qu‘il n’y a pas de therniodiffusion dans un 
fluide pur). Si l’on fait l‘approxiniation : 

kT CY aco(1 - C o ) ,  (5.3) 
on obtient pour la différence de concentration entre le haut et le bas de 
l’enceintc l’expression : 

(5.4) 

Une substance dont le coefficient de Soret k~ est positif (resp. négatif) tend ii 
diffuser vers la zone la plus froide (resp. la plus chaiide) et à s’y accuniuler3. 

L’effet inverse de l’effet Soret, c’est-à-dire l’existence d’un courant de 
chaleur dû à un gradient de concentration, a été étiidié en 1872 par L. Dufour. 

L‘effet Soret est ainsi à la base d’une nirtiiode de srparation de niélanges gazeux 
isotopiques (en phase liquide, l’ordre de grandeur de l’effet est trop faible pour que l’on 
puisse en envisager des applications pratiques). 
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Chapitre 3 

Description statistique 
des systèmes hors d’équilibre 

Dans la plupart des problèmes discutés dans ce livre, les s,ystèrnes matériels 
mis en jeu,  qu’ils soient gazeux, liquides, ou solides, sont constitués d’un très 
grand nombre de particules. Lorsqu’iin tel système est en équilibre (011 en 
équilibre local)’ son état macroscopique peut être paramétré par un nombre 
limité de variables extensives (ou par leurs densités locales). Eii revanche, son 
état microscopique n’est pas connu exactement : le nombre de degrés de liberté 
microscopiques mis er i  jeu est en effet  si élevé qii’il est tout à fait impossible 
de disposer d’une connai 

Une connaissance aussi détaillée n’est en fait pas nécessaire pour décrire le 
systhrne de façon macroscopique. En physique statistique, on définit en effet les 
variables pararnétrant l’état macroscopique d’un système à très grand nornbrc 
de particules comme des moyennes statistiqiies des variables associées aux états 
rriicro.scc?l)iqiic.s compati bies avec 1 ’état iriacroscopiquc consid4ré. Ces variables 
microscopiques sont des fonctions des coordonnées et des impulsions de toutes 
les particules di1 s.ystème. Pour calculer leurs nmyennes, on introduit, pour 
iiii s.ystème classique: la fonction de distribution dans l’espace des phases, ou, 
pour un qystèmc qiiaiitique, l’opérateur densité. 

Hors tie 1 ’équilibre, les nioyeiiries (léfinissant les variables macroscopiques 
sont dcs fonctions dii tenips. Poiir déterrriiner l e m  d4pendance temporelle, 
l’une des procédures les pliis couramment utilisées consiste à étudier l’évolutiori 
de la fonction de distribution dans l’espace des phases ou celle de l’opérateur 
derisité. Les notions de  fonction de distributiori dans l’espace des phases et 
d’opérateur densité, ainsi que leur évolution temporelle, font donc l’objet de 
ce chapitre d’introduction a la ph.ysique statistique hors d’équilibre. 
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1. Fonction de distribution dans l’espace des phases 

1.1. Espace des phases 

Considérons un système classique de N particules ponctuelles dans l‘espace 
à 3 dimensions. I1 peut s’agir d’iin gaz ou d’un liquide, systèmes dans lesquels 
les mouvements de translation des molécules sont convenablement décrits par 
les lois dc la mécanique classique. Le norribre N est supposé fixé (le système 
est fernié). Un (%at niicroscopique du système est spécifié par la donnée des 
3N coordonnées spatiales (11, . . . , q 3 ~  des particules et des 3N composantes 
p l ,  . . . , p S N  de leurs impulsions. On introduit l’espace des phases du système, 
défini coniine un espace à 6N dimensions dans lequel les coordonnées sont 
41.  . . . ~ q 3 N ,  pl ,  . . . , p 3 ~ .  Un état rnicroscopique du syst>ènie est ainsi spécifié 
par un point de cet espace. Au cours du temps, le point représentat,if de l’état 
du système se nieut (laris l’espace des phases d’une manière déterminée par les 
équations microscopiques du rnoiivenientl. 

La notion d’espace des phases peut être étendue au cas où d’autres degrés 
de liberté que les degrés dc liberté de translation sont susceptibles d‘être traités 
classiquement2. Un système à s degrés de liberté classiques est ainsi décrit par 
s variables de configuration ou coordonnkcs généralisées 4% et s impulsions 
généralisées pz . L’état microscopique du système est alors représenté par un 
point dans un espace des phases à 2s dimensions. 

Les variables dynamiques ou observables microscopiques du système sont 
des fonctions des 6N (ou, pliis gén&alernent, des 2 s )  coordonnées et impulsions 
(le cas échéant , gknéralisées) . 

1.2. Ensemble de Gibbs 

De manière générale, lorsque N ou s sont très grands3, parler d’un système 
daris un certain état macroscopique revient en fait à se référer à iin norm 
bre extrêmement grand d’états rriicroscopiques” ou encore, suivant line for- 
mulation propos& par J.W. Gibbs en 1902, à une collection d’lin nombre 
extrêmement grand de systèmes identiques, se trouvant dans des états micro- 
scopiques différents niais dans le même état macroscopique. Cette collect,ion 
de systèmes constitue un eriserrible statistique appelé l’erisembie de Gibbs. 

La trajectoire du point représentatif dans l’espace des phases est, soit une courbe simple 
fermée, soit une courbe qui rie se recoupe jamais. 

I1 peut s’agir, par exemple. des degrés de liberté de rotation dans le cas de molécules 

Pour les systèmes macroscopiques, N ou s sont généralenient de l’ordre du nombre 

Par exemple, un état niacroscopique d’iiri fluide homogène isolé de N molécules dans 
une boîte est défini par des propriétés macroscopiques telles que l’énergie et le volume. Un 
nombre extrêniement grand de façons de répartir les molécules dans l’espace, et aussi de 
répartir entre elles l’énergie totale, est compatible avec ces doriiiérs macroscopiques. 

polyatomiqiies. 

d’Avogadro. 



Fonction de distribution dans l’espace des phases 81 

Pour définir les variables macroscopiques, on peut, siiivarit l’idée de Gibbs, 
construire un nombre extrêmement grand JV de copies du système, tolites 
ces copies possédant les valeurs imposées des contraintes rnacroscopiqiies, et 
étudier les propriétés de l‘ensemble des points de l’espace des phases correspoii- 
darit aux différents états microscopiqiies compatibles. Les variables rriacro- 
scopiqiies sont alors definies comme les moyenries tl’erisemble des variables 
microscopiqiies correspondantes. 

1.3. Fonction de distribution dans l’espace des phases. Variables 
macroscopiques 

Le nombre N de systkmes de l’erisemble de Gibbs étant extrêmement 
grand, les points représentatifs correspondants sont denses dans l’espace des 
phases. On peut donc leur associer une densité, appelée fonction de  distribu- 
tion dans l’espace des phases. Revenant à l’exemple du fluide classique de N 
particides ponctuelles, la fonction de distributiori daris l’espace des phases est 
une fonction .f des coordonnées y1, . . . , q 3 ~ . p l ,  . . . , p 3 N ,  ainsi que, daris le cas 
hors d’équilibre, (lu temps t .  Par définition, la quaritité : 

f (q i  , . . . ,  ( 1 3 N . l > l , . . . , P 3 N ~ t ) d q l  . . .  dqSNdPl . . . ( i p 3 N  (1.1) 

est la probabilité pour que le point représentatif de l‘état microscopique du 
fluide se trouve à l’instant t dans l’élément, de volume dql . . . dq3NdpI  . . . d p ; . a ~  
centré au point dc coordoririées q1, . . . ’ q 3 N ,  p1 ,  . . . , p 3 ~  de l’espace des phases. 
Cette probabilité peut être désignée aussi de rnanikre abrégée par f ( q ,  p ,  t )  dqrip. 
La fonction tir distribution dans l’espace des phases est inie quaritité posit,ive. 
A priori, elle doit être norm&& tie sorte que : 

l’intégration s’effectiiant dans tout l’espace des phases 

Urie fois conmie la fonction de distribution, on calcule la nioyennc d’eriserri- 
ble ( A ( t ) )  d‘une variable microscopiqiie A(y, p )  cornine l’int6grale tiaris l’espace 
des phases de A ( q , p )  pond6rEe par f ( q , p ,  t )  : 

La moyenne ( A ( t ) )  représente ilne variable niacroscopique. Sa valeur reste 
inchangée si la normalisation de f ( q .  p ,  t )  est rnodifiéc. En pratique, on iitilisc 
fréquemment, au lieu de la condition (1.2)’ la norinalisation : 

I / f ( q , p , t )  dqdp = 1. N!h3N , 
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oii h est la constante de Planck5. 

1.4. Évolution de f ( q ,  p, t) : équation de Liouville 
On considère iin système classique isolé de N particules. décrit par un 

hamiltoriien H ( q 2 ,  p z )  ind4pendant du temps. Les équations rnicroscopiqiies du 
mouvement sont les équations de Hamilton : 

(1.5) 

I1 est possible, à partir des éqiiations (1.5)’ d’4tablir l’équation d’évolution 
de la fonction de distrihiition f ( q , p ,  t ) .  Pour cela, on s’intéresse à l’évolution 
temporelle du nombre n de points représentatifs contenus dans un voliime 
arbitraire V de l’espace dcs phases. Ce nombre est donrib par l’intégrale6 : 

La vitcssc de variation de 71 est : 

(1.6) 

Or les points représentatifs ne sont ni créés ni détruits. La vitesse de vari a t ’  1011 

de ri est donc égal au fliix des points représentatifs à travers la surface fermée 
C entourant le voliime V .  On a ainsi : 

d n  
d t  

oii u représente le vectciir à 6 N  composantes 41,. . . , G ~ N , ~ I , .  . . . P A N ,  et v le 
vecteur unitaire normal à la surface C et orienté vers l’extérieur. L’intégrale 
de surface au second membre de l’bqiiatiori (1.8) peut être transforrriée en 
intégrale de voliime : 

Le5 expressions (1.7) et (l.!)) de d n / d t  doivent être identiqiics quel qiir soit le 
voliirne V .  On en déduit l’éqiiation de conservation locale du nombre de points 
représentatifs dans l’espace des phases : 

(1.10) 

Ce choix de nornialisation permet en effet d’obtenir la nikanique statistique clas- 
sique comme cas limite de la mécanique statistique quantique. Le facteur 1/N! est associé à 
l’indiscernabilité des particules, et le facteur l /h3N permet de définir l’élément de volume 
dans l’espace des phases d q d p / N ! / ~ ~ ~  ainsi que la fonction de distribution f ( q , p ,  t )  comme 
des quantités sans dimensions. 

011 utilise ici ia normalisation (1.2). 
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Poilr prendre en corriptc les équations microscopiques du niouvernerit. on 
explicite O . ( f u )  : 

La seconde sornnir: figurant au second rricmhre de l’équation (I .  11) est nulle : 
c‘est uiic conséquence des équations (1.5). On a donc simplement : 

(1.12) 

En utilisant dc noiiveaii les éqiiations de Hamilton, on peut mettre l’équation 
de conservation locale (1.10) sous la forme de l’dqiiatiori de Lioiiviiic : 

(1.13) 

La somme figurant ail prtniier rnernbre dc 1‘6qilatiori (1.13) est IC crochet de 
Poisson de H ct de f ,  que l’on designe par7 { H .  f } .  On a donc : 

(1.14) 

L’equation (1.14) pciit être réécrite i1c nianière formelle coninic : 

(1.15) 

u 
Dans l’kpation (1.15)> C désigne l‘op6ratcm de Liouviiic défini par : 

C o  = - i { H ,  O } >  (1.16) 

La convention de sigric intervenant dans la définition du crochet de Poisson n’est pas 
universelle. 011 utilise ici la convent,ion : 

&Y aB aa 30 
apt <)(IL aqz  i)pb 

3 Ili 

{ ( Y , / 7 }  =E(-- - --). 
? = I  
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où le symbole O représente une fonction quelconque des coordonnées et des irri- 
pulsions généralisées. Le harniltoriien H ne dépendant pas t h  temps, l’intégra- 
tion formelle dc l’équation d’évolution (1.15) donne pour la fonction de distri- 
bution à l’instant t l’expression : 

Daris la formule (1.17)’ f ( q , p )  repritsente la fonction de distribution à un 
certain instant choisi comme origine des tenips. 

1.5. Forme équivalente de l’équation de Liouville 

Revenant à l’équation (1.10), on peut aussi l’écrire : 

8.f -+u.Vf  + f V . u = 0 .  (1.18) 
at 

Compte tenu des équations de Hamilton, on a V.u = O. En introduisant la 
dérivée particiilaire ou dérivée kiydrodyriamique, définie par8 : 

d d 
--- - +U.V’ 
d t  at 

on obtient de nouveau, à partir de l’équation 
écrite cette fois sous la forme : 

(1.19) 

(1.18), l’équation de Liouville, 

(1.20) 

L’équation (1.20) peut être interprétée coniine le fait que l’ensemble des points 
représentatifs du système dans l’espace des phases se comporte comme un 
fluide incompressible (c’est-à-dire comme un fluide dont la densité f ne change 
pas lorsque l’on suit l’écoulerrient au cours du temps). 

2. Opérateur densité 

En physique statistique quantique, c’est l’opérateur derisité p ( t )  qui joue le 
rôle de la fonction de distribution f ( q , p ,  t )  de la physiqiie statistique classique. 
Cependant, p ( t )  porte une information plus riche que f ( 4 . p ’  t ) ,  en précisant les 
corr4lations quantiques entre variables dynamiques, corrélations inexistantes 
classiquement. 

La forrriiilc (1.19) établit le lien, en ce qui concerne la dérivation par rapport au temps, 
entre la description iagrangierine, dans laquelle la dérivée d/ù t  prend en compte le rxio~~ve- 
ment du fluide, et la description eulérieririe, dans laquelle la dérivée a/at est calculée en un 
point fixé de l’espace. 
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2.1. États purs et mélanges statistiques d’états 
On considère un systèrrie quantique isolé, décrit par un lianiiltoriien H 

indéperidant du ternps. Un état microscopique, que l‘on appelle aiissi état pur,  
est un état de la forme : 

14) = C C n l 4 n ) ’  
7L 

oii les { I & ) }  désignent les états propres, formant une base orthonormée, d’un 
ensemble complet d’observables qui commutent. Les nombres complexes cn 
sont lcs coefficients (III développement de l’état pur 14) sur les états I&).  La 
valciir rnoyenric d’une observable microscopique A dans l’état pur 14) est : 

n,rn 

En physique statistique, on cherche à décrire des ensembles statistiques 
de systèmes se trouvant dans un état macroscopique donné, défini par la 
spécification de variables rnacroscopiqiies. Uri état niacroscopiqiie ne corrcs- 
poritl pas A iin 6tat microscopique bien défini‘ mais à la donnée d’un eriscrnble 
d’états microscopiques { I&) } ,  à chacun desquels est associée urie prohabilité 
d’occurrence p l .  C’est pourquoi un état rriacroscopiqiie est appelé aussi mélange 
statistique d’états. Les probabilités pi sont positives et normalisées : 

2 

La valeur moyeririe d’une grandeur physique A dans l’état macroscopique consi- 

2.2. Définition de l’opérateur densité 

Les états { 
normée { )&)} : 

du mdarige statistique se décomposent sur la base ortho- 

I+%) = C C n z l O Z r i ) .  (2.5) 
71 

En introduisant le développement (2.5) dans la formulc (2.4)’ on obtient : 

z n.m 

On introduit alors l’opérateiir derisita p défini par : 

(2.6) 
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L’opérateur densité est herniitique et positifg. Sur la base orthonorrriée { I & ) } .  
il a pour éléments de matrice : 

Pmn = (@7nlpl4n) = C P 2 C h 7 1 Z .  (2.8) 
z 

II est donc caractérisé par la matrice densité d’éléments pmn. La condition 
de norrrialisation (2.3) implique que la trace de l’opérateur densit4 est égale à 

11 2 n 7 

Toute l’inforniatiori concernant l’état rnacroscopiqiic du système est contenue 
dans l‘opérateur densité. L’9lénierit de niatricc diagorial pnli. = (& \pl&) = 

E, p ,  lelLz 1’ rep-éseritr la probabilité moyenne de troiiver le système dans l’état 
I&).  C’est la raison pour laqilelle les éléments diagonaux de la matrice densité 
sont appelés popuiatioiis. Les éléments non diagonaux sont appelés cohérences. 

On a la relation : 

(2.10) 

soit : 
I 

2.3. Évolution de p ( t )  : équation de Liouville-von Neumann 
Le système étant isolé, chacun des 4tats dit mélange statistique évolue 

selon l’éqiiatiori de Schrodiiiger : 

(2.12) 

L’opérateur densité défini par la formule (2.7) évolue donc selon l’équation de 

L’équation (2.13) peut êtrc réécrite de manière formclle comme : - 1 2 = - i c p .  1 
(2.13) 

(2.14) 

Le symbole C désigne ici l’opératem de Lioiiviile qimitique’O, défini par : 

(2.15) 
1 Lo = ~ f i  [H’ 01’ 

où le symbole 0 représente un opérateur qiielconqiie. 

’ La positivité de p signifie que, pour tout état Id), on a (41~14) 2 O. 
lo L’opérateur de Liouville n’agit pas daris l’espace des ét,ats, mais dans l’espace des 

opérateurs : c’est la raison pour laquelle on le dbçigne quelquefois comme un superopérateur. 
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Le harniltoriieri ne dépendant pas du temps, l’int6gration formelle de 
l’équation d’évolution (2.14) doririe pour l’opkrateiir derisitk à l’instant t 
l’expression : 

p( t )  = e-tp. (2.16) 

Dans la formule (2.16)’ p représente l‘opérateiir densité a iin certain instant 
choisi comme origine des temps’’. On peut aussi écrire‘ de manière équivalente : 

Si les { l&)}  sont les états propres de H ,  d’énergies f,. on a : 

(2.18) 

avec ullLn = (eTn - c,,)/h. Sur la base des états propres de H ,  les populations 
sorit indépendantes dii tenips et les cohérences oscillent aux fréquences angii- 
laires de Bohr O,,,,. 

3. Systèmes à l’équilibre 

Les sitiiations d’éqiiilibre rencontrées le plus souvent sorit ~ soit celle d’un 
système f k n é  siisceptible d’échanger de la chaleur avec un thermostat (&pi- 
libre canonique), soit celle d’un systènic: ouvert pouvant échanger de la clialeur 
et des particiiles avcc un réservoir (équilibre grand canonique). Noiis allons 
donner la forme de l’opérateiir densité (resp. de la fonction de distribiition 
classique) dans ces deux situations. 

3.1. Système fermé : équilibre canonique 

L’opérateur dmsité (resp. la fonction de distribution) d’un s y s t h e  cle 
liarriiltonien H ,  en équilibre avec un thermostat à la température T ,  est l’opéra- 
teur densité (resp. la fonction de distribution) canoniqiic : 

p = ( k 7 y .  

La fonction de partition 2 s’exprime coninie une sonline ciiscriite sur les états 
du système (resp. comme une intiigrale dans l’espace des pliases du s y s t h e ) .  

L’utilisation de l’opérateur de Liouville conduit pour p ( t )  et f ( y , p , t )  ii des expressions 
formellement analogues (formules (2.1F) et  (1.17)). 
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Cas quantique 

On a : 
2 = T r ( ë B H ) ,  

où la trace porte sur tous les états dii système. 

Cas classique 

La trace est remplacée par une intégrale dans l’espace des phases. La 
fonction de partition d’un système classique de N particules dans mi espace 
3 dimensions s’écrit par exemple : 

3.2. Système ouvert : équilibre grand canonique 

L’opérateiir derisité (resp. la fonction de distribution) d’un système de 
hamiltonien H ,  en équilibre avec un réservoir de température T et de potentiel 
chimique p,  est l’opérateur demit4 (resp. la fonction de distribution) grand 
canonique : 

Dans la formule (3.4) E clésigne la grandc fonction de partition. 

Cas quantique 

Pour un système quantique; on a : 

La trace porte sur tous les états, avec toutes les valeurs possibles du nombre 
N dc particules. 

Cas classique 

Pour obtenir la grande fonction de partition d’iin système classique, on 
peut par exemple utiliser la relation générale : 

dans laquelle ZN représente la fonction de partit,ion d’un système classique de 
N particules (formule (3.3)).  
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4. Évolution des variables macroscopiques : cas classique 

Soit A(q, p )  line variable dyriarniqiie microscopique dii s y s t h e .  Pour 
étudier l’évolution temporelle de la variable macroscopique associée à (A( t ) )  . 
on peiit adopter l’iirie ou l’autre de deux approches, qui diffkrerit par la façon 
dont sont prists en compte les dépendances temporelles. mais qui conduisent 
in fine à des résultats identiqucs. 

4.1. Les deux approches 

0 Première approche 

Ori corisidèrc que la variable A ( q , p )  ne dépend pas du temps, et quc 
la fonction de distrihiition f ( q , p , t )  évolue au cours du temps en suivarit 
l’équation dc Liouville (1.15). La valeiir moyenne (A@)) donnée par la for- 
mule (1.3) s’écrit. a l’aide de la, noririalisatiori (1.4). 

soit, en utilisant l’expression (1.17) de f ( q , p , t )  : 

0 Seconde approche 

On utilise le fait quc les coordonnées et les impulsions généralisées évoluent 
ail coiirs du temps (:ri suivarit les équations de Hamilton (1.5). Or1 considèrc 
donc que la variable dyriarriiqiie A[q( t ) , p ( t ) ]  = A(t)  évolue elle aussi au coiirs 
du temps. On a : 

soit. compte tenu des éqiiatioris dc Hamilton : 

La somme intervenant aii second membre de l’équation (4.4) est le crochet dc 
Poisson de H et de A. L’éqiiation (4.4) s’écrit donc : 

- = { H ,  A}. 
dA 
d t  

(4.5) 
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soit. à l‘aidc de l’opbratcur de Liouville (1.16) : 

Le hamiltoiiien ne d6peiidaiit pas du temps. l’int6gration formelle de l’équation 
(4.6) doririe pour A@)  l’expression : 

A ( t )  = e”LctA(q,p). 

Dans c,ette approche, la valeur rnoyeiirie ( A ( t ) )  s’écrit : 

1 (&I) = N!h”N / A ( t ) f ( G P )  W P  

soit, en utilisant la forniiile (4.7) : 

(4.7) 

4.2. Équivalence des deux approches 

Les deux approches que nous venons de décrire sont les analogues clas- 
siques des points de vue ou ( (  représentations )) connus en rriécanique quantique 
sous les noms de point de vile de Schrodinger et de point de vue de Heisenberg. 
Comme en mécanique quantique12, ces deux approches sont équivalentes, en 
ce seils qii’elles conduisent aux inêiiies résultats pour les valeurs moyennes des 
grandeurs physiques. 

Pour 6tablir cette équivalence dans le cas classique, le plus simple est de 
comparer les expressions de d(A( t ) ) /d t  dans la première approche, 

et dans la seconde : 

(4.10) 

(4.11) 

l2 La démonstration de l’équivalence dans le cas quantique est effectuée au paragraphe 5. 
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Pour dénioiitrtlr l'identité des expressioris (4.10) et (4.11) de d(A( t ) ) /d t ,  il suffit 
de démontrer la propriété suivante de l'opérateiir de Liouville, 

-2 / A L f  dqdp = i (4.12) 

propriété qui s'écrit, de manière plus explicite : 

La formule (4.13) se démontre en utilisant des iiitagratioris par parties, et le 
fait que la fonction de distribution f s'annule pour qi = i o 0  ou p ,  = i o o .  II 
résulte de la propriété (4.12) que les expressioris (4.10) et (4.11) de d(A( t ) ) /d t  
sont identiques. On en déduit l'identité des expressions (4.2) et (4.9) de (A@)).  
Cette identité sc traduit par l'&alité : 

qui permet de transférer la dépendance en temps de la fonction de distribiition 
vers les variables dynamiques. et vice versa. 

5. Évolution des variables macroscopiques : cas quantique 

Ori considère line observable A d'un système quantique. Poiir déterminer 
l'évolution temporelle de la variable macroscopique associée à la valtiir moyenne 
(A( t ) ) .  on peut adopter, soit le point de vile de Schr6diriger1 soit le point de 
vile dc Heisenberg. 

5.1. Les deux points de vue 

Point de vue de Schrodinger 

L'opérateur densité évolue au cours di1 temps selon l'équation de Lioiiville- 
von Neiirnann (2.13). La valeur moyenne ( A @ ) ) ,  doniiée par : 

( A @ )  = Tr[p(t)A] 1 

s'écrit. d'aprt's l'expression (2.17) de p( t )  : 

( A ( t ) )  = Tr(eé"Ht/h p e t H t l h  A) (5.2) 
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Point de  vue de  Heiscnberg 

Les obscrvablw évoluent au cours du temps. L‘équation d’évolution d‘une 
observable A est l’équation de Heisenberg, 

dA 
dt 

Zfi,- = [ A ‘ H ] .  (5 .3 )  

qui s’écrit aussi, à l’aide de l’opérateur de Liouville C défini par l’éqiiation 
(2.15) : 

= ZCA. 
dA 
d t  
- (5.4) 

Le hariiiltonieri rie dépendant pas du temps, l’intégration formelle de l’équation 
(5.4) donne poiir A(t )  l’expressiori13 : 

A(t )  = eZCtA.  (5.5) 

La valeur moyenne (A( t ) )  s’exprime comme 

soit, d’après l‘expression (5.6) de A(t )  : 

5.2. Équivalence des deux points de vue 

Les points de vue de Schrodinger et dc Heisenberg sont équivalents : 
ils foiirnissent en effet les mêmes résultats pour les valeurs rnoyerines des 
grandeurs physiques, comme le montre l’identité des expressions (5.2) et (5.8) 
de (A( t ) )  (la démonstration de l’équivalence rcpose ici sur l’invariance de la 
trace par permutation circulaire des opérateurs). 

l 3  Ici encore. l’utilisation de l’opérateur de Liouville conduit à une analogie formelle entre 
la forrriiile quantique (5.5) et  la formule classique (4.7). 
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Chapitre 4 

Systèmes classiques. 
Fonctions de distribution réduites 

Pour pouvoir ddterrriiner la fonction de riistrihiitioii d’un s.y.stème classiqiic 
tel qii’un gaz ou iiri liquide, il est nécessaire de connaître son hamiltonien. La 
structure de  celui-ci &pend d e  la nature ùes interactions mt re  les partiriiles, 
ainsi que de la présence <:ventiielle de cliamps extérieiirs. Noils no115 intéressons 

me dc particiiles dont les interactions sont limitées aux inter- 
actioris de paire. hIême dans ce cas, la résolution de l‘dquation de Liouville 
constitue un problème extrêmenicnt conipliqud, principalemcnt parce que la 
fonction de distribution concaxe J’cnsemble des particiiles en interaction. 

Cependant, les variables dynamiques intéressarites e11 pratique, par exem- 
ple l’énergie cinétiqiie ou l’énergie potentielle t i i i  s.ystème, sont des somines de 
qiiantit(is dont cha,cuiie fait intervenir les coordonnées et les inpiisions d’un 
tr6s petit nombre de particules. C’est pourqiioi l’on introduit des fonctions 
de  distributioii réduites (concerriant iiri riomhrc limité de particiiles), dont la  
c o ~ m  aissan ce s i i  ffi t à déterminer les vale i irs Ir1 o.yen ri es des variables (lyn miiq ucs 
pcrtinentes. Parmi les fonctions de distributiori réduites, celle qui ,jouc le rôlti IC 
pliis important est la fonction tie distribution ;i une particiile. Son évoliition se 
déduit d‘une hiérarchie d’6qiiations couplées ftiisant interveiiir siicc 
les fonctions de distributiori réduites à une, deux . . . particules. 

A ce stade, or1 est donc amené à proposer des schémas d’approxirnation 
permettant d’obtenir, à partir de la hiérarchie d’dquations couplées pour les 
fonctions de  distribution rkdiiites, une équation d’4volution fermde pour la 
fonction de distribiition à iine particule. Diverses éqiiatioiis d ’évolii tion appro- 
chdes oiit ainsi dté introdiiitcs, chacune étant adaptée à 1111 contexte physiqiie 
spécifique. À titre d’exemple, on présente dans ce chapitre l’dqiiation de Vlasov 
décrivant le débiit de l’évolution d’un gaz ionisé à partir d’un état iiiitial hors 
d ’éqiiili bre. 
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1. Systèmes de particules classiques avec des interactions de 
paire 

On s’intéresse à un système de N particules classiques identiques en 
interaction ( N  > 1). I1 peut s’agir de molécules, d’atomes, ou d’ions. Ces parti- 
cules, considérées cornnie ponctuelles, sont supposées confinées à l’intérieur 
d’une boîte de volunie donné. 

La forme dii hmiltoriien du système dépend du type d’interactions entre 
les particules et de la prksence éventuelle de champs extérieurs appliqués. 

Particules avec des interactions de paire 
Pour un système de N particules ponctiielles identiques de niasse ni 

en l’absence de champs extérieurs, il est possible. dans la plupart des cas 
intéressants en pratique, d’écrire le harriiltonieri comnie une sonirne de termes 
d’énergie cinétique et, de termes d’énergie potentielle d’interaction de paire’ : 

Z < l  

Dans la formule (1.1)’ chacun des ternies d’interaction de paire est supposé 
rie dépendre que de la distance eritre les deux particules z et 1 de la paire 
considérée’. Les interactions qui feraient intervenir plus de deux particules ne 
sont pas prises eri compte dans le haniiltoiiieri (1.1). 

Particiiles avec des interactions de  paire cri préscmce d’un potenticl 

En présence d’un potentiel scalaire 4 ( r )  correspondant à un champ gravita- 
scalaire 

tionnel ou à un champ électrique extérieur, le Iianiiltoriien s’écrit : 

particules avec des interactioris de paire en présence d’un potentiel 
scalaire et d’iin potentiel vccteur 

Si les particiiles portent une charge (1 et sont soumises à iin champ électro- 
magnétique extérieur dérivant d‘un potentiel scalaire 4(r?  t )  et d’un potentiel 
vecteur A(T, t ) .  le hamiltonieii s’écrit : 

où c est la vitesse de la lumière. 

Les interactions de paire sont des interactions entre les particules prises deux à deux. 
Quelques potentiels d’interaction de paire parmi les plus coiiramrrient utilisés sont 

décrits en appendice à la fin de ce chapitre. 
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2. Équation de Liouville 

2.1. Fonction de distribution dans l’espace des phases 

De façon générale, poiir un système classique décrit par des coordonnées 
généralisées qi et des impulsions généralisdes p i ,  la connaissance de la fonc- 
tion de distribiitiori dans l’espace des phases f ( q , p , t )  permet de calculer la 
moyenne d’ensemble ( A ( t ) )  d’une variable dynamique A(q’ p )  (la moyenne 
(A( t ) )  s’exprime conime l’intégrale dans l’espace des phases de la variable 
dynamique concernée pondérée par la fonction (le distribution). 

Dans le cas d’un systènit: de N particules identiques ponctuelles et indiscer- 
nables, de positions ri et d’impulsions p ,  ( i  = 1, . . . ’ N ) ,  la fonction de distribii- 
tion f ( r1 ‘p1‘ .  . . , r N .  p ~ .  t )  n’est pas modifiée lorsque l’on échange entre elles 
deux particules. Elle est doiic invariante par rapport une permutation qiiel- 
conque des indices i .  Nous utiliserons la normalisation siiivante : 

1 
- J’ f(r1 . p l , .  . . . r N , p N .  t )  drldp,  . . . drNdpN = 1. N !  ti,3N (2.1) 

La fonction de distribution rlle-même peut s’écrire sous la forme d‘une moyenne 
dans l’espace des phases : 

L’évolution de f rst régir par l’équation de Liouville dffldt = 0. que nous 
nous proposons d’expliciter en teriarit compte de la forme spécifique du tianiil- 
tonien H N .  

2.2. Forme générale de l’équation de Liouville 

L’équation de Liouville s’écrit : 

N N 

-+~r,.a, . f+Ci>t.*ptf  = o .  
z = 1  2 = 1  

at (2.3) 

Dans l’éqiiation (2.3)’ Vpz (resp. Vpt) désigne le gradient par rapport aux 
variables de position (rcsp. d’impulsion) de la particule I .  S’il est clair que 
r, n’est autre que la vitesse u, de la particule 2 ,  il cst en revanche nécessaire 
d’expliciter p Z .  On a,  d’une manii-re générale, 
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où F, représente la force s’exerçant sur la particule 2 .  Cette force est la somme 
t i c  la force X ,  due aux poteritiris scalaire et vecteur éventuellement présents3, 
et des forces X, ,  dues aux autres particules : 

N 

F, = X ,  + X,, . 
, = I  
J +  

La force X, ,  dérive du potentiel d’interaction de paire correspondant : 

Nous allons maintenant introduire l’expression de p ,  dans l’bquatiori (2.3). 
tout d’abord daris le cas sans iriteractions (F, = X t ) ,  puis dans le cas d’interac- 
tioris de paire (F, = X ,  + ci”=1 x?,).  

> # I  

2.3. Particules sans interactions 

Lorsque les particiiles ri’int,eragissent pas, le lianiiltoriien H N  se décompose 
en iirie sonirrie de ternies 2 m e  particulc (la forme de ces termes dépend de 
la physique du problèrne, c’est-à-dire notamment de la préserice de champs 
ext>érieurs). La force F, se réduit à la force X , .  Elle rie dépend donc que des 
paramètres de la particule i. Le prernicr rnerribre de l‘éqiiatiori (le Liouville 
(2.3) comporte par coriséquerit des soinnies de termes A une particule. Cette 
équation s’écrit : 

2.4. Particules en présence d’interactions de paire 

En préserice d’interactions de paire, il n’est plus possible de décomposer 
HN en urie sonirric de termes à une particule. La force F, est la somme de X ,  
et des forces X,,  (formule (2.5)). L’équation de Liouville s’écrit : 

Le calcul de la force X ,  s’exerçant sur une particule en présence d’un potentiel scalaire 
et d’un potentiel vecteur décrivant un champ électromagnétique extérieur est effectué en 
appendice à la fin de ce chapitre. 
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La similitude entre les équations (2.7) et (2.8) n'est qu'apparente. En effet, 
A la différence de X , ,  Fi fait intervenir les paramètres des particules j en 
interaction avec la particule i .  

Pour un système de N >> 1 particules! il n'est pas possible d'aborder 
directement la résolution d'une telle éqiiatiori. C'est la raison pour laquelle on 
&tablit in1 forriialisrne fondé sur une hiérarchie d'équations couplées pour des 
fonctions de distribution rddiiites, c'est-à-dire concernant seiilernent un nornbre 
limité de particules. Cette approche permet, nioyeririarit certaines approxima- 
tions, d'élimiiicr l'iriforrriatiori 11011 pertinente de manikre phis simple que sur 
l'équation de Liouville (2.8) vérifiée par la fonction de distribution corriplète. 

3. Fonctions de distribution réduites. Hiérarchie BBGKY 
Poiii sirnplifier, on suppose que les particiiles en interaction de paire 

évoluent, soit eii 1'itl)wrice de tout potentiel, soit c m  prCscricc d'iiri poten- 
tiel scalaire 4 ( ~ )  correspondant par exrrriplc A iiii champ gravitatioiiriel. L t  
hamiltoriieri H N  est doiic de la forme (1.1) 011 (1.2). Comme il n'y a pas dc 
potentiel vecteur, T, cst indépendant de T,  (T, = w, = p,/rn).  De même, p ,  est 
iiid4peritlant de p ,  ( P L  = - V ~ ( T , )  ~ CJ=, VT7u(Irz - ~ ~ 1 ) ) .  N 

. ? # I  

3.1. Fonctions de distribution réduites 

Les variables dynarriiqiies intéressantes en pratiqiic, par exemple l'énergie 
cinétique ou l'énergie potentielle du système, sont des sommes de fonct,ions 
dont chacune fait intervenir les coordonnées et les inipiilsions d'un très petit 
nornbre de particiiles4. I1 en est ainsi di1 hamiltonien H N ,  dont la valeur 
rnoyeriric s'écrit : 

( H N )  = (E&))  + (E;'""(t)) + ( E F ( t ) ) ,  (3.1) 

avec : 

(3.2) 
et : 

L'énergie cinétique totale est la somme des énergies cinétiques individuelles pl/2m 
(variables dynamiques à une particule). De même, l'énergie potentielle dans un champ 
gravitationnel décrit par le potentiel q 5 ( ~ )  est la somme des énergies potentielles individuelles 
4 ( ~ , ) .  L'énergie potentielle d'interaction est la soirime des énergies potentielles d'interaction 
de paire (variables dynamiques à deux particules). 
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Dans les forniiiles (3 .2 )  et (3 .3 ) ,  ( E L ( t ) ) ,  ( E F ( t ) )  et ( E F t ( t ) )  désignent 
respectivement les valeurs riioyennes de l’énergie cinétique, de l’énergie poteri- 
tiellc de gravitation et de l’energie potentielle d’interaction entre les particules. 
On a introduit la iiotation ronderisée : 

N 

d r ~  = II do,. do2, = dr,dp,. (3.4) 
2=1  

Pour calculer des moyeriries du type ( 3 . 2 )  ou ( 3 . 3 ) ,  il n’est pas nécessaire de 
connaître la fonction de distribution complète f ( r I , p I , .  . . , r N , p N ,  t )  (celle-ci 
contenant, outre l’information pertinente, de5 informations bur les corrélations 
entre trois, quatre . . . particwles). I1 suffit dc3 connaître les fonctions de distri- 
bution réduites à une et ii dcux particules. notées respectivement f ( ’ ) ( r l ,  p l ,  t )  
et f ( ’ ) ( r l , p l , r 2 , ~ 2 , t ) ,  et (léfinies par : 

(3 .5 )  
Les fonctions f ( ’ )  et, f ( ’ )  vérifient les relatioris : 

De même, plus généralement, on définit des fonctions de distribution 
réduites à riorribrc quelconque n dc> particules (1 5 n < N )  : 

f ( n ) ( r l ,  P I , .  ’ ‘ 1 r,, P,, t )  

f(r1 , p l , .  . . . r N . p N .  t )  dR,+l . . . dRN. (3.8) ( N  - n)!h3’V , 
- - 

Ainsi, f ( ” )  est proportionnelle à la derisité de probabilitk de trouver R parti- 
cules en q , p 1 , .  . . , r,, p ,  à l’instant t ,  quelles que soient les positions et les 
impulsions des ( N  - n)  autres particiiles. 

La fonction de distribution réduite f ( ’ )  peut être interprétée comme la 
fonction de distribution dans un espace des phases à une particule (et donc à 
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six dimensions). En effet, le riombre moyen de particules dans un élément de 
volume drdp autour du point ( r , p )  de cet espace des phases est donné par : 

(3.9) 

Les fonctions de distribution rbduites les plus utiles en pratique sont f ( ’ )  
et f(’). Nous mus  proposons d’etablir leurs équations d’évolution en présence 
d’interactions de paire. I1 convient pour cornrnencer d‘étudicr le cas simple où 
les particules ri’interagisserit pas. 

3.2. Évolution de f(’) : cas sans interactions 
Le premier nieiribre de l’équation de Liouville (2.7) comporte des soiriines 

de termes à une particule. En intégrant cet,te éqiiatiori sur do:! . . . d C l ~  daris 
tout l’espace des phases, 011 obtient iiiic éqiiation d’iivoliition fermée pour , f ( ’ ) .  
Le calcul repose sur le fait que la fonction de distribution f ( q , p , t )  s‘annule 
pour qi = *cc ou pi  = *cc. Tous les ternies dans lcsqiiels la prkserice 
d’une dérivke permet de réduire d’une iinité le nombre d’intégrations suc- 
cessives conduisent, donc A un résultat nul” On montre ainsi qu’en l’absence 
d’interactions entre les particules, f ( ’ )  obéit à une éqiiatiori d’évolution fermée : 

(3.10) 

Le ternie u1 .V,, f(’) est appelé terme de ddrive, et le terme XI .V,, f ( ’ )  tcrrne 
d’eritraîriemerit. L’éqiiation (3.10) est une simple éqiiation de conservation. 
Elle cst identique A l’kqiiatiori de Liouville pour la fonction de distribiition 
d’mi système qui se réduirait à line particule iinique et clont l’cspace des phases 
aurait six dimensioris6 

3.3. Évolution de f(’) en présence d’interactions de paire. Hiérar- 

On part inairitenant de l’équation de Liouville (2.8). Les interactions de 
chie BBGKY 

paire fournissent à 3f(1)/ t l t  la contribution suivante : 

(3.11) 

Le calcul est assez facile à effectuer dans le cas considéré ici, où, en l’absence tie 
potentiel vecteur, T, est indépendant de rZ et pz est indépendant de p , .  Le résultat peut être 
étendii au cas où un potent,iel vecteur est présent. I1 est nécessaire pour cela de prendrc en 
compte les équations de Hamilton appropriées (celles-ci sont écrites en appendice à la fin de 
ce chapitre). 

L’éqiiation (3.10) pour la fonction de distribiition à une particule a été introduite 
en dynaniiqiie stcllaire par J.H. Jeans en 1915 soils le nom d’équation de  Boltzrriarin sans 
collisions ou d’équation de Lioiiviiie. 

5 
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La contribution (3.11) est une sonime de ( N  - 1) termes correspondant 
aux diverses valeurs de l’indice j .  Ces termes sont tous égaux, car, les parti- 
cules étant indiscernables, la fonction de distribution f est symétrique par 
rapport à ses divers arguments r , , p , .  Conipte tenu de la définition de f ( 2 )  

(équation ( 3 . 5 ) ) ’  la contribution de l’un quelconque de ces ( N  - 1) termes, 
après integration sur dR3 . . . ~ R N ,  est : 

(3.12) 

La fonction de distribution à une particule obéit donc. en présence d’interac- 
tions de paire, à une équation d’évolution faisant intervenir la fonction de 
distribution à deux particules : 

I I 

Le terme de dérive et le terme d’entraînement sont les mêmes que dans l’équa- 
tion (3. 10) correspondant ai l  cas sans interactions. L’existence d’interactions 
de paire conduit à la présence d’un terme supplémentaire, dont l’expression 
fait intervenir la fonction de distribution à deux particules. 

On peut, de manière analogue, établir l’equation d‘6voliition de f ( ’ ) .  En 
piéscnce d’interactions de paire, cette équation fait interveriir f ( 3 )  . 

t /(X13.Vplf(3) + X23.Vpîf(3)) do3 = O. (3.14) 

De niênie, l’équation d’évolution de f ( 7 L )  fait intervenir f ( 7 ’ + 1 ) .  On obtient ainsi, 
de proche en proche, une chaîne d’équations couplées, dont la dernière, pour 
n = N, n’est autre que l’équation de Liouville pour la fonction de distribution 
complète f ( N )  = f .  Aucune de ces équations, sauf la dernière, n’est ferniée : 
il faut en effet connaître f ( ”+ l )  pour pouvoir déterminer l’évolution de f ( ” )  
(pour n < N ) .  

L’ensemble de ces équations, l’indice ri variant de 1 à N ,  constitue la 
hiérarchie BBGKY,  d’après les iionis des différents physiciens qui l‘ont établie 
indépendamment : N.N. Bogoliubov (1946), M. Born (1946), M.S. Green (1946), 
J.G. Kirkwood (1946) et J .  Yvon (1935). Ce système d’équations en chaîne, 
de structure hiérarchique, faisant intervenir des fonctions de distribution à un 
nombre réduit rnais croissant de particiiles, est exact7. Considéré dans sori 

I1 est valable même en présence de potentiels scalaire et vecteur correspondant 2 des 
champs extérieurs appliqiiés. 
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ensemble. il est équivalent à l’équation de Liouville poiir la fonction de distri- 
bution complète. Tant qu’aucune approximation n’est effectuée, la hiérarchie 
BBGKY est valable quelle que soit la densité des particiiles (à la condition 
t,outefois qiie l’on reste dans le cadre des interactions de paire). Son intérêt 
majeur est de permettre de procéder à des approximations qui conduisent à 
tronquer la, hiérarchie à iin certain niveau (en pratique, après f “ ) ) .  

Un exemple d’une telle approximation est l’approxirmtiori de  champ 
moyen, dans laquelle les corrélations entre les particules sont négligées. Cet,te 
approximation permet d‘obtenir une équation d’évolution de la fonction de 
distribution & une particule applicable aux plasmas (gaz ionisés) : il s’agit de 
l’éqimtion de  Vlasov. 

4. Équation de Vlasov 

4.1. Approximation de champ moyen 

Revenons & la. hiérarchie BBGKY, et supposons que l’on puisse négliger 
les corrélations daris l‘espace des phases et écrire de façon approchée : 

f(2)(T1’ Pi ’ Y?, P2? t )  f ( l ) ( n  1 Pl 1 t ) . P  (n> P2,  t ) .  (4.1) 

L’équation (3.13) devient alors une équation fermée pour f ( ’ )  : 

L’existence d‘interactions de paire coridiiit & un ternie d’entraînement supplé- 
mentaire : la force J X12f(’)(r;!, pa‘ t )  dR2, produite en moyenne par les autres 
particiiles, s‘ajout>e 2 la force extérieure XI. 

L’approximation faite en ne prenant pas en compte les corrélations daris 
l’espace des phases appartient à la classe générale des approximations de 
champ moyen. Le charrip moyen, qui est ici la force X12f(’)(r2, p2, t )  db22, 
dépend lui-même de la fonction de distribution que l’on cherche à déterminer. 
L’éqiiation (4.2), généralisée A un mélange de deux types de particules (élec- 
trons et ions), a été proposée par A.A. Vlasov en 1938 pour l’étude de l‘évolii- 
tion d’un plasma’ hors d’équilibre. Un plasnia est un milieu dans 1t:qi-iel les 

’ Un corps dont on élève la température passe successivement par les phases liquide, 
puis gazeuse. Lorsque la températnre augmente encore, l’énergie cinétique de translation de 
chaque molécule devient supérieure à l’énergie d’ionisation des atonies qui la constituent. 
Les chocs des molécules entre elles portent alors les électrons dans des état,s libres et laissent 
des ions chargés positivement, le gaz restant globalement neutre. C’est cet état de la matière 
que l’on appelle plasma. Un plasma est donc constitué de particules chargées positivement 
et négativement dans des états non liés. Ces particules interagissent via des interactions de 
Coulomb. Dans un plasnia, il est nécessaire d’introduire deux fonctions de distribution ti une 
particule, l ’me  pour les électrons, l’autre pour les ions. On peut écrire p o w  ces deux fonctions 
de distribution des équations de Vlasov gCriéralisant l’équation (4.2). Certains phénomènes 
se produisant dans les plasmas hors d’équilibre sont bien décrits par ces équations. On peut 
citer riot,arnnient l’arnortissenierit de Landau des ondes de plasma (voir le complément 6.A). 
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interactions coiilornbienries entre les particules chargées jouent un rôle esseri- 
tiel. À cause de la longue portée de ces interactions, le potentiel moyen agissarit 
sur une particule donnée est effectivement produit par un très grand nombre 
d’autres particules. L’effet principal des interactions coulombiennes est donc 
l’effet collectif de champ moyen. 

4.2. Invariance par renversement du temps 

Au niveau microscopique, le hamiltonieri H N  ne dépend que des coor- 
doririées généralisées q2 et des impulsions généralisées p i .  Les équations de 
Hamilton sont invariantes lorsque l’on change le signe du temps’ : t + -t. I1 
en est de même de l’équation de Liouville pour f, airisi que des équations de la 
hiérarchie BBGKY, tant qu’aucune approximation susceptible de briser cette 
invariance n’y est effectuée. 

L’approximation de décorrélation (4.1) préserve l’invariance par reriverse- 
ment du temps. En coriséqiience, l’équation de Vlasov, tout comme l’équation 
de Liouville, est invariante par renversement du temps : si l’on change t en -t 
dans l’éqiiation (4.2)’ il faut, changer simultanément p en - p ,  et l’on constate 
que f ( ’ ) ( r ,  -p ,  -t)  vérifie la même équation que f ( ’ ) ( r , p ,  t ) .  L’équation de 
Vlasov décrit en fait le débiit de l’évolutiori d’un gaz ionisé à partir d’un ét,at 
initial hors d‘équilibre, mais ne peut pas décrire le processus irréversible qui 
amène finalement ce plasma à l’kquilibre aprks que les contraintes extérieures 
ont été relâchées. 

5. Invariance de jauge 

Corisidéroris un systèmc de particiiles chargées en préserice d’un poten- 
tiel scalaire et d’un potentiel vecteur décrivant, un champ électromagnétique 
extérieur. L’équation de Liouville et la hiérarchie BBGKY ont été obtenues 
dans le cadre du formalisme harriiltonien, daris lequel les variables dynamiques 
s’expriment en termes des coordonnées et des impulsions généralisées, et oii il 
est fait appel aux potentiels et non aux champs. Ces équations d’évolution ne 
sont donc pas invariantes de jauge. 

Pour faire apparaître explicitement l‘invariance de jauge, il est nécessaire 
de travailler ii l’aide de grandeurs indépendantes de la jauge, les variables dyna- 
miques s’exprimant en termes des coordonnées et des vitesses, et l’utilisation 
des champs électrique et niagnétique remplaçant celle des potentiels. Nous 
illustrerons ce point siir l’exemple simple de l’équation de Liouville pour la 
fonction de distribution à une particule’” (cas sans interactioris), qui s’écrit, 

‘ En présence d’un potentiel vecteur, il convient de changer égalenierit le signe de celui-ci. 

lo Pour simplifier, cette fonction de distribution est désignée ici simplenient par f (et non 
par f( ‘1 1. 
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dans le formalisme kiarriiltoriien, 
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(5.1) 

où X désigne la force due aux potentiels scalaire et vecteur”. Pour respecter 
l’invariance de jauge, il corivicrit, au lieu de l’équation (5.1), d’écrire l’équation 
d’évolution de la fonction de distribution à line particule F ( r ,  v, t ) ,  d’argurnerits 
T et 2i indépendarits de la jauge. Cette fonction de dist,ribution est définie par 
l’identité : 

F ( r ,  v, t )  drdv = f ( r ,  p .  t )  drdp. ( 5 . 2 )  

De la relation p = mu + qA(r, t ) / r ,  on déduit l’égalité : 

Ori peut montrer“, & partir de l’équation (5.1) pour f ( r , p ,  t ) ,  que l’équation 
d’évolution de F ( r ,  v, t )  s’écrit : 

Dans l’équation invariante dc jauge (5.4), la force d’entraînerrierit est la force 
de Lorentz q [ E ( r .  t )  + v x H ( r ,  t ) / c ]  . 

Ce type d’analyse peut Strc 6teritlii à l’évolution en pr6scrice d’interactions 
de paire’“. 

* I  L’expression de x en ternies cies potentiels scalaire et, vecteur est donnée eri appcriciice 

l2 Les détails du calcul sont doiiriés en appendice A la fin de ce chapitre 

l3 L’equation d’évolution invariante de jauge, étendue ail cas où il  existe des interactions 
de paire, joue un rôle important dans le transport électronique en présence d’un champ 
magnétique (voir les chapitres 6 et 8). 

B la fin de ce chapitre. 
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Appendices du chapitre 4 

A l .  Potentiels d’interaction de paire 

La forme du potentiel d’interaction entre deux particiiles porictiicllcs 
dépend notamment de la nature, chargée ou neutre, des particules. 

A l . l .  Interaction entre deux particules chargées 

0 Potentiel coiilombien 

L’interaction électrostatique entre deux particules de charge q séparées 
par une distance T est décrite par le potentiel cou1ombienl4 u ~ ( T )  : 

( A l . l )  

Comme toute fonction décroissant en loi de puissance, le potentiel coulonibien 
ne possède pas de paramètre perniettarit de caractériser sa portée, que l’on 
considère pour cette raison cornine infinie. 

0 potentiel coulornbien écranté 

Dans un gaz de particules chargées à l‘équilibre, l’interaction coulonibien- 
ne entre deux particiiles ebt en rCalité écrantée par la présence des autres. 
L’interaction effective qui en rCsiilte est décrite par le potentiel coulonibien 
é c r a n t P  u c . b c r ( r . )  : 

La portée du potentiel U C , C ~ . ~ ( T )  est caractérisée par la longueur d’écran / c i 1  , 
dont l’expression dépend du caractère, dégénéré ou non, du gaz. Dans 1111 gaz 
classique constitiié de particiiles de densité n, en équilibre à la terripérature T ,  
la longueur d‘écran est la longueur de Debye : IC;’ = ( l cT /4~ny~) ’ ’~ .  Dans un 
gaz quantique à T = O, par exemple un gaz d’klectrons de charge q = e ,  la 

1’2 
lorigiieur d’écran est la longueur de Thomas-Fermi : kO1 = (/cTp/47rne2) , 
où TF désigne la température de Fermi”. 

l 4  On utilise des unités de Gauss. 
Ce potentiel apparaît aussi en physique nucléaire. où il est connu sous le nom de 

l6 L’expression de la longueur de Thomas-Fernii est formellement siniilaire à celle de la 

potentiel de Yukawa. 

longueur de Debye, la température T y étant remplacée par la température de Fermi T F .  
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A1.2. Interaction entre deux particules neutres 
Les deux particules représentent schématiquement dciix atornes rieutres. 

L’interaction entre deiix atomes neutres est répulsive aux coiutes distancts 
(à cause du principe de Pauli, les nuages électroniqim ne se superposent 
pas), et attractive aux grandes distarices (il s’agit de l‘interaction de vari der 
Waals entre lcs momerits dipolaires induits). Cette interaction rst gériéralerrierit 
décrite, soit par le potentiel de Lerinarci-Jones qui modélise convenablenierit, 
ses caractéristiques sur l’ensemble des valciirs de r ;  soit. de nianière plus 
schérnatiqiie, par le poteritiel de sphères dures. 

potentiel de Leririard-.Joiies 

Le pot,eritiel de Lennard-Jones P L L J  (1.) cst : 

(A1.3) 

I1 dépend de deiix paramètres, l’arnplitiidc rriaxirriale su() de l’interaction 
attractive et la position ro du rniriirriurri (qui définit la portéc (IC l‘interaction). 

e Potentiel de spikres diires 

On utilise parfois, ail lieu du potentiel de Lcririard-Jones, un modèle 
siniplifii., IC potentiel de sphères dures (herd spheres potential) U H S  (7.) : 

(A1.4) 

Le rriodèle de sphères dures rcpréscrite des at,ornes sphériques de rayori 1‘0 

se rriouvürit lilmxnent, dans l’espace, A l’exception dcs collisions avec d‘autres 
atomes à la distance 2 1 0 .  Le potent,iel de sphères diires rie possède pas de 
paramètre permettant de caracteriser son aniplitudc, cette dernière étant par 
construction, soit riullr (poiir r > r o ) ,  soit infinie (pour r < ,TO).  

A2. Équations de Hamilton d’une particule chargée 

Le haniiltonim d’urie particule de massr rri et de charge q en pr4scnccx 
tl’im potentiel scalaire @(r3 f )  et d’lui potentiel vecteur A(r ,  f )  est : 

(A2.1) 

Les cliarnps électriqiie et rnagnétiquc auxqiiels est souniise la particule se 
dédiiiscnt des potentiels scalaire et vecteur : 

1 aA(r , t )  
c at E ( r ,  t )  = -Vq!)(r. t )  ~ ~ ~ 

(A2.2) 
H ( r ’ t )  = V x A ( r , t ) .  
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L’ensemble des deux potentiels 4(r,  t )  et A(r,  t )  constitue une ,jauge. La jauge 
n’est pas unique : les potentiels 4’(r, t )  et A’(r, t ) ,  définis par les formules 

(A2.3) 

oii  X ( T ,  t )  est une fonction quelconque de T et de t ,  décrivent le même champ 
électromagnétique que 4(r,  t )  ct A(T,  t ) .  

L’équation d’évolution de r cst l’équation de Hamilton dr/dt = V , H I ,  
qui, compte tenu de la formule (A2.1), s’écrit : 

dr p - qA(r, t ) / c  
dt rn 
- - (A2.4) 

Eri présence d’un potentiel vecteur A(r,  t ) .  la relation entre l’impulsion p et 
la vitesse u = dr/dt d’une particule de masse m et de charge 4 est donc : 

(A2.5) 

La quantité de mouvement mu est une grandeur physique véritable, indéperi- 
dante de la jauge. L’équation (A2.5) rnoritre qu’en revanche l’irnpiilsion p 
dépend de la jauge choisie. 

En présence de charrips dectriqiie et magnétique, on a : 

du 1 
dt  C 

ni- = q [E(r .  t )  + -u x H ( T ,  t ) ]  . (A2.6) 

L’expression dc la force de Loieiitz, au second nieiribre de l’équation (A2.6). 
fait intervenir les champs E(r,  t )  et H ( r , t ) .  La force de Lorentz est donc 
invariante de jauge. L’équation d’évolution de p est l’équation de Hamilton 
dp/dt = -V,HI. On eri dRdiiit, en utilisant la formule (A2.1). l’équation 
d’évolution de la composante p ,  de l’irripiilsionl7 : 

(A2.7) 

l7 La formule (A2.7) peut se démontrer également de la nianière suivante. On déduit tic 
1’6qiiation (A2.5) l’égalité : 

dv q d A ( r . t )  9 = m -  + - ~ ,  
d t  d t  c d t  

qui s’écrit aussi : 

t ,  + !(v.V)A(r,  t )  
-=,,-+-- dv 
d t  d t  e at 

En utilisant l’expression (A2.6) de r n d v l d t ,  on obtient : 

1 q aA(r .  t )  + ! (v .V)A(r ,  t ) ,  
d t  c at 

soit : 

On retrouve bien ainsi, pour dp ,  / d t ,  l’expression (A2.7) 
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On écrit finalernrrit : 

- = x i  
d t  

où 

q X = -qVq5(r, t )  + -v x [V x A(r,  t ) ]  + - (v .V)A(r,  f )  
C c 

(A2.8) 

(A2.9) 

représente la force diie aux potentiels scalaire et vecteur. 

A3. Invariance de jauge de l'équation de Liouville 

Pour dédiiire de l'équation de Liouville (5.1) pour f ( r ,  p ,  t ) .  l'équation 
de Liouville invariante de jaiige (5.4) vérifiée par F ( r ,  v, t ) ,  on multiplie tout 
d'aborti l'équation (5.1) par m3 : 

(A3.1) 

On calcule succcssivcrrierit les trois termes du prcriiier membre de l'équa- 
tion (A3.1). 

O Terme m3df /at  
De l'égalité : 

(A3.2) 

(A3.3) 

0 Ternie m"v.V, f 
On a la relation : 

d F  ),  (A3.4) 

ainsi que de5 relations analogues pour d f l a y  et 3 f / d z .  La quantité m'v.V, f 
s'exprime donc, en terints de F ,  comme : 

d f  d F  1 q d F d A ,  d F d A  ~ ~ + - Y  + -2 
an. ds m c dzi, d z  811, ailz dx 

7 > l j -  - - _ _ ~  

(A3.5) 
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Terme rn3p.Vp f ( r , p ,  t )  
Ori a : 

1 
m 

m 3 V V , f ( r . p ,  t )  = - V , F ( r , u , t ) .  (A3.6) 

Conime la quantité p ,  donriée par la forrriiile : 

(I d A ( r ,  t )  + Q ( v . V ) A ( r , t ) ,  (A3.7) 
1 
c c at C 

p = q [ E ( r ;  t )  + -2, x H ( r ,  t ) ]  + - ~ 

est une somme de trois termes, la quantité m 3 p . V p f ( r ,  p ,  t )  s’écrit également 
sous la forme d’une somme de trois termes. 

Le premier fait intervenir la force de Lorentz : 

(A3.8) 
1 1 
-q[E(r ,  t )  + -2, x H ( r ,  t ) ]  .V,F. 
rn c 

Le second, donné par : 
1 q d A ( r ,  t )  

r n  c dt 
VVF, (A3.9) 

compense le ternie opposé apparaissant dans la contribiition (A3.3). Lc troi- 
sième, donrié par : 

1- in c [ ( w . V ) A ( r , t ) ] . V , F ,  (A3.10) 

s’écrit aiissi 

(A3.11) 

I1 compense le terme entre accolades de l‘expression (A3.5) 

En regroupant toutes les contributions et en tenarit compte des coriipen- 
sations évoquées, 011 obtient l’équation de Liouville irivariantc de jauge pour 
la fonction de distrihiition F ( T ,  v. t )  (formule (5.4)), dans laquellr la force 
d’entraînement est la force de Lorentz. 
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Chapitre 5 

Équation de Boltzmann 

L’évolution statistique d’un système classique de N particules avec des 
interactions de paire peut en principe être étudiée au moyen de la hiérarchie 
B B G K Y  pour les fonctions de distribution réduites. Si l’on n’effectue aucune 
approximation, l’éqiiation d’évolution de la fonction de distribiitiori à iine 
particille fait intervenir la fonction de distribution à deux particules, et ainsi 
de siiite. L’étude de l’évolution de la fonction de distribution N uric particille 
est donc délicate. Dans certains cas, il est toutefois possible, rrio~yennant des 
approximations convenables, d’obtenir une équation d’évolution fermée pour 
la fonction de distribution A ime particule. Si l’effet des collisions conduisant 
ii l’irréversibilité de l’évolution est pris en compte par ces approximations, 
l’équation d’évoliition obtenue appartient A la classe des équations cinétiques. 
Il existe divers t,ypes ti’éqiiatioris cinétiques, chacune d ’entrc cllcs étant relative 
N uii système ph,ysique particulier placd dans des conditions données. 

Historiquement, les premiers s.ystèrnes à avoir été étudiés au rno.ÿeri d’iine 
équation ciri6tiqiic sorit les gaz classiques dilu& dc rrioiécules effectuarit des 
collisions binaires. L‘approche cinétique repose dans ce cas sur 1 ’N ii,ypothè.se 
di1 chaos moléculaire )), selon laqiieh,  dens la description d’une collision, les 
corrdations éventuelles entre les vitesses des deux molécules avant le clioc peu- 
vent être nc‘glig6es. L’évolution de la fonction de distribution à une particule 
est alors r&ie par l’équation de Boltzniarin (L.  Boltzrnann, 1872). À cette 
c‘qiiation est associé iin théorème traduisant 1 ’irréversibilité de 1 ’évolution. le 
tlié»rèrrie H .  Cette approche de l’évoliition irréversible d’un gaz c~assiqiic ciilut: 
s’est révélée extrêmement fructueuse. Elle a permis notamment le calcul de la 
conductivité thermique et di1 coefficient de viscosité d’un  gaz A l’aide de yuan- 
tités microscopiques telles que le temps de collision. 

Dc façon générale, la validité des approches cinétiques repose sur l’existeri- 
ce au sein di1 systèmc d e  deux échelles de tenips hien s4parées. Dans le cas des 
gaz classiqiies dililés auxquels s’applique l’équation de Boltzmann, 1 ’6chelk de 
ternps courte est la durde d’une collision, tandis que l’kclielle de temps longue 
est l’intervalle de temps rno.yeii séparant deux collisions siiccessives d’une rnêrric 
rnoléciile. 
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1. Description statistique des gaz classiques dilués 

1.1. Gaz classique dilué 

Dans la théorie cinétique classique, on s’intéresse à un gaz dilué de Ar 
molécules identiques de masse r n  confinées à l‘intérieur d’une boît~e de volume 
V. Le gaz est considéré coniine parfait, ce qui signifie qiie l’énergie potentielle 
d’interaction entre les molécules est négligeable par rapport à leur énergie 
cinétique. A température fixée, cette approximation est d’autant meilleiire que 
le gaz est plus dilue. La dilution se traduit par l’inégalité : 

TO << d,  (1.1) 

où r0 désigne la portée des forces intermoléciilaircs et d N nP1I3 la distarice 
moyenne entre les molécules (n  = N/V est la densité dii gaz). Ainsi, les 
molécules d’un gaz dilué sont la plupart di1 temps libres et indépendantes. 
Cependant les collisions, qui redistribuent l’énergie entre les inoléciiles, jouent 
un rôle essentiel dans l’évolution dii gaz vers l’équilibre. Nous étudierons cet 
effet, en ne prenant en coniptc que les collisions binaires’. 

Par ailleiirs, la température est supposée siiffisarriment élevée et la densité 
dii gaz suffisaninierit faible pour qiie les molécules puissent être representées 
par des paquets d’onde localisés, dont’ les dimensions, mesurées par la longueur 
d’onde thermique X = h ( 2 1 ~ m l T ) ~ ~ / ~ ,  sont petites par rapport à la distance 
interrrioléculaire moyenrie : 

x < d.  (1.2) 

Chaque molécide di1 gaz peut alors être considérée comme iine particiile clas- 
sique possédant une position et une impulsion bien définies. Les molécules sont, 
traitées comnie des particules indiscernables. 

1.2. Rôle de la fonction de distribution à une particule 
Le gaz modélisé par un système de N particules porictiielles classiques 

indiscernables est décrit par iin hamiltonien dépendant des coordonnées et des 
impulsions de toutes les part,icules. L’espace des phases ayant GN dimensions, 
la fonction de distribution du système dépend, outre le temps, de 6 N  variables 
coordonnées et impulsions. 

Dans le cas d’iiri gaz dilué, il n’wt cependant pas nécessaire de connaître 
la fonction de distribution complète poiir rendre compte de la plupart des pro- 
priétés macroscopiqiies. En effet, une molécule doririée n’interagit jamais itvec 
plus d’ime autre à la. fois et se meut librement, entre deux collisions succes- 
sives. La durée TO de chaque collision est beaucoup plus courte que le temps 
de collision 7 ,  défini comme l’intervalle de temps moyen skparaiit deux col- 
lisions successives d‘une mênie molécule : daris un gaz dilué, une molécule, 

Les collisions faisant irit,ervenir plus Cie cieux nioiéciiies seront négligées, ce qui est 
légitime daris un gaz dilué. 



pour l’essentiel du temps, ri‘interagit pas avcc d’autres. Les propriétés macro- 
scopiques d’un gaz dilué peiiverit donc être obteniics à. partir de la fonction 
de distribution à iine particult:, qui dépend, outre IC temps, de six variables 
coordonnées et irnpiilsions. 

2. Échelles de temps et de longueur 

2.1. Échelles de temps 
Établir une équation d’évolution pour la fonction de distribution à. uric 

particule f dans un gaz dilué consiste à. obtenir une expression de @ / d t  
appropriée A la physique dii problènie. Dans la quantité écrite sous la forme 
niat,liénia.tique dc la dérivée df/dt, le symbol(: dt rie représente pas un iriter- 
valle de temps infinitésimal mais un intervalle de temps fini At pendant lequel 
se produit une variation Af (représentée par (If) de la fonction de distribu- 
tion. Cette variation est diie riotanirnent aiix collisions se produisant pendant 
l’intervalle de ternps At. Celiii-ci doit être comparé aiix diverses échelles de 

La plus petit,c (IC celles-ci est la durée ro d’iirie collision, diirfc I)eaucoup 
plus pctite que le temps de collision r : ro << r. Le tmips de collision est liii- 
même e11 principe très petit, devarit le temps de relaxation 7,. vers u r i  équilibrc 
Iocal, puisqu’un t,eI éqiiiIibre est le résultat de riorrilxeiises collisions2 : r << r,.. 
I1 exist,e enfin i i ne  dernière échelle de teriips riot,ée réq  braii(:oiip plus longue 
que 7,. , caractérisant, I‘évoliitiori macroscopique dii gaz vers l’équilibre t,hrrriio- 
dynamiqiic global : 7,. << ~ 6 ~ ~ .  

L’tiqiiatiori de Boltzmann est une équation fi:rrriée pour la fonctiori tic, 
distribution A iine particule t1a.ns 1111 gaz classiqiie dilné. Elle dGcrit, l’kvoliition 
de f sur un intervalle de temps At interniédiaire entre ro et T,.. Cela signific qiic, 
pour un tel intervalle de temps, elle perrriet de calculer f(t+At) A partir de f ( t ) .  
Cettc étape de l’évolution d’un gaz iriitialemerit hors d’équilibre, caracthis& 
par les iriéga1iti.s : 

est appelée l’étape cir16tique”. 

iqiies de l‘évolution dii gaz. 

ru < At < r,.. (2.1) 

2.2. Échelles de longueur 
I1 existe corrélativenient au sein du gaz diverses échelles de longueur carac- 

téristiques, notaninient la portée T()  des forces internioléculaires et le libre par- 
cours rrioyeri e. Le libre parcours moyen est tléfirii coniine l’é(:lielle de longiiciir 

Toutefois, il est usuel de preritire pour le tenips de relaxation l’estimation 7,. - T (voir 
le chapitre 6). 

L’étape ciiiétique est suivie d’iirie étape hydrodynamique. correspondant i I’évoliitiori 
de f sur un intervalle de temps At  beaucoup plus long ( T ~  << At << ~ 4 ~ ) .  Daris le cas d’un 
gaz dilué hors d’équilibre niais en équilibre local, les éqimtioris hydrodyriamiqucs peuvent, 
@tro déduites de l’kluatiori de Boltzrriariii (voir le chapitre 7). 
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associée au temps de collision 7 : c’est donc la distarice moyenne parcourue 
par une molécule entre deux collisions successives. On peut prendre comme 
estimation de .4 

Le gaz étant dilue, on a TO << d, et ,  par suite, d << e. On a donc également 
TO << e. On doit enfin prendre en compte iinc dernière échelle de longiieiir, 
macroscopique et notée L ,  caractérisant les dinierisions linéaires de la boîte 
contenant Ir gaz. 

L’équation de Boltzniariri met en jeu des distances4 Al interniédiaires 
entre TO et t : 

r g  << ai << e. ( 2 . 3 )  

3. Notations et définitions 

3.1. Notations 

Pour poiivoir traiter de syst,èmes de particules chargées en présence de 
champs extérieurs électrique et magnétique, il convient d’utiliser la fonction 
de distribiition F ( r ,  v, t )  dont les argiirncnts r et v sont indépendants de la 
jauge. 

Toutefois, en pratique, on ut,ilise plutôt, au lieu de F ( r ,  v, t ) ,  une fonction 
de dist,ribiition ayant pour arguments la position r et la quantité de mouve- 
ment mu, généralement notée p .  Cette fonction de distribution, désignée par 
f ( r ,  p ,  t ) ,  est reliée à F ( r ,  ‘II, t )  par l’kgalité : 

1 
r n j  

j ( r , p , t )  = - F ( r , u . t ) ,  

avec5 p = mu. La quantité : 

représente le nombre moyen de moléciilesh qui, à l’instant t ,  ont leur position 
dans un élément de volume d r  centré en r et leur quantité de niouverrient dans 
un élément de volurne dp centré en p .  

À l’échelle At , les collisions sont considérées comme instantanées. Quant 
aux dimensions linéaires Al de l‘élément de volume spatial d r  , elles sont consi- 
dPr6cs comme grandes devant T O .  Les collisions se produisant dans cet élément 

Pour des distances Al siiptirieures (P < Al << L ) ,  la description se fait aii rrioyen des 

La riotation p désigne donc dorériavant, nori pas l’impulsion. riiais la quaritit,é de moii- 
vernent . ’ Cette définition implique qu’il doit y avoir suffisamment de molécules dans l‘élément 
de voliirrie d r ,  donc que l’inégalité (1 << Al (plus restrictive que l’inégalité TO << Al), soit 
vérifiée. 

équations iiydrodynamiques (voir le chapitre 7). 
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de volume modifient la quantité de niouvemerit des molécules concernées, mais 
laissent celles-ci à l’intérieur de l’élbrrient de volume considéré. À l’bchelle Al? 
les collisions sont donc traitbes comme locales. 

3.2. Densité locale. Vitesse moyenne locale 

La fonction de distribution à une particule donne accès à la densité locale 
et à la vitesse moyenne locale des m o l h l e s  du gaz. 

Dcnsité locale 

L’intégrale de f sur la quantité de mouvement est la densite locale n(r ,  t )  : 

L’espace à 6 dimensions engendré par le vecteur ( r . p )  est appelé traditionrielle- 
ment l’espace -p7. Un point d t  cet espace représente un état d’une niokiile 
du gaz. À tout instant, l’état d’lin gaz de N niolécules est représenté par N 
points dans l’espace-p. On a : 

Vitesse moyenne locale 

On définit aiissi la vitesse mqymne locale u( r ,  t )  : 

4. Évolution de la fonction de distribution 

On peut établir l’équation d’évolution de f ( r ,  p ,  t )  en utilisant des argu- 
ments de bilan’. Le gaz est enfernié dans une boîte de volume V .  Un champ 
extériciir, gravitationriel ou électromagnétique, peut éventiiellerrierit agir sur 

Cette terminologie est due à P. et  T. Ehrenfest (1911), qui ont proposé d’appeler 
espace-y l’espace des phases à 6N dimensions associé au système global de N particules et 
espace -p l’espace des phases à 6 diniensions correspondant à une particule individuelle. 

 es seules interactions considérées ici étant des interactions de paire, il est égaiement 
possible d’établir l’équation de Bo1t)xmanIi à partir de la hiérarchie BBGKY en tronquant 
celle-ci de manière appropriée. 
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les molécules. Le mouvement de celles-ci entre les collisions est décrit par la 
mécanique classique. 

4.1. Évolution en l’absence de collisions 

En l’absence de collisions, la force s’exerçant sur line particule se réduit ii 
la force extérieure F .  Dans le cas d’iine particule de charge q en présence de 
charrips extérieurs électrique et magn6tique E ( T .  t )  et H ( r ,  t ) ,  F est la force de 
Lorentz q [ E ( r ,  t )  + v x H ( r ,  t ) / c ]  . La fonction de distribution à une particule 
obéit à l’équation d’évolution : 

a f  
- + v.V, f + F.V, f = O. 
at 

L’équation (4.1)’ identique à l’équation dc Liouville d’un système réduit à unc 
particule unique, traduit la conservation de la cicnsité dans l’espace -p. 

4.2. Effet des collisions 

En présence de collisioris, la densite dans l’espace-11 n’est pa5 conservée et 
l’équation (4.1) doit être modifiée. On écrit formellement l’équation d’évolution 
de la fonction de distribiition sous la fornie : 

où le second membre ou tf.rme de collision (af/at) ,oli  représente l’effet des 
collisions bur l’évolution de f .  

On k r i t  le ternie de collision soils une forme faisant apparaître ha, structiire 
de bilan, 

où (af/at)iTd est appelé terme entrant et (aj/ût)i,ii  terme sortant. La quan- 
tité (a f /a t j i , i  drdpdt (resp. (af/ût):O,>, drdpdt) représente le nombre moyen 
de molécules effectuant une collision entre les instants t et t + d t ,  l’iine des 
deux molécules se trouvant, avant (resp. après) la collision, dans l’élément de 
volume drdp autour du point ( r ,  p )  de l’espace-p. 

I1 convient maintenant de spécifier la forme du terme entrant et du terme 
sortant clans le cas d’un gaz dilué de molécules effectuant des collisions binaires. 
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5. Les collisions binaires 

Le t,erme de collision (af/at)coii contient toute la physique des collisions. 
Nous alloris préciser sori expression en faisant les hypothèses suivantes : 

0 seules les collisions loinairos sont prises en compte, ce qui est justifié si 
le gaz est suffisarnnient dilué, 

0 les molécules sont supposées sans structure interne, c’est-à-dire mono- 
atomiques (ceci implique l’élasticité des collisions, tout transfert d’énergie à 
des degrés de liberté internes étant exclu), 

0 lcs collisions sont considérées comme locales et instantanées (en parti- 
culier, tout effct éventuel de la force extérieure F sur les collisions est négligé), 

0 enfin, dans la description d’une collision entre deux rrioléciiles, toutes 
les corrélations éventiielles entre les vite s de celles-ci avant le choc sont 
négligées. Cette dernière approximation est appelée traditioririellemerit l’hypo- 
thèse du chaos moléculaire. Elle a été formulée par L. Boltzmann en 1872 sous 
le nom de Stosszalilansatz. Cette liypothèse, justifiée si la densité (hi gaz est 
siiffisammerit faible, joue un rôle crucial daris 1’ét:ilolisseIiient d’une éqiiatiori 
cinét,ique irréversible. 

5.1. Description des collisions en mécanique classique 

On considère uric collision erit,re dciix molécules. On désigne par p et 
p l  les quantités de rnoiivcrrient des deux molécules avant la collision, et par 
p’ et p i  Iciirs quantités de moiivenient après celle-ci. Les énergies cinétiques 
correspondantes sont désigriées respcctivernerit, par 6, c l ,  et tl. E:. La collision 
étant considbrée cornme locale et iristantariée, la quantité de moiivenient totale 
est coriservGe lors di1 dioc : 

P + P l  = P ’ + P : .  (5.1) 

De phis, la collision étant, siipposée <:lastique, l’ériergic ciriktiquc totale est 
conservée : 

t + t i  = FI + t i .  (5.2) 

En introduisant la quantité de triouveinent totale avant la collision 17 = p + p l  
et la quantité de moiivemerit relative9 avant la collision 7r = (pl ~ p )  , ainsi 
que les quantités correspondantes II’ et 7r’ après la collision, on peut, réécrire 
les éqiiations de conservation (5.1) et (5.2) sous la forme équivalente : 

n = I I 1  ( 5 . 3 )  

et : 

La niasse associée 2 la i( particule relative i) est la masse réduite, qui vaut ici m/2 
puisque les deux particules sont identiques. 
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Etant élastique, la collision produit ilrie rotation de 7r qui l’amène sur 
7r’ sans changer son module. La collision est complètement déterminée par la 
dorinée de Il et x ,  ainsi que des angles ( O ,  4)’ dits angles de diffusion, de 7r’ 

par rapport & 7r. 

Le problème est éqiiivrtlerit à celui de la diffusion d’une molécule par un 
centre de forces fictif fixe, représente par le point O sur la Fig. 1. La moléciilc 
s’approche de O avec une quantité de mouvement x et un paramètre d’impact 
b. Comme Id = 17rlr l’état firial est précisé par les deux angles de diffusion O 
et 4,  désignés collectivement par Cl. 

h / A l  \ \  

Fig. 1. Diffusion d’une molécule par un centre de forces fixe O. 

La seule donnée des qiiaritités de mouvement initiales p et pl ne suffit pas 
à déterminer complètement la collision, parce qiie le paramktre d’impact n‘est 
pas précisé. La donnée de p et pl  définit en fait une classe de collisioris avec 
différent,s paramètres d’inipact, et donc différents angles de diffusion. 

On décrit généralement cette classe de collisions en imaginant iin faisceau 
de particules de quantité de mouvement initiale 7r, uniformément réparti dans 
l’espace, incident sur le centre de forces O. Le flux incident est défini comme le 
nombre de moléciiles traversant par seconde l’imité de surface perpendiciilaire 
au faisceau incident. Par dkfinition de la section efficace différentielle de col- 
lision o(n), le nonibre de moléciiles défléchies par seconde daris une direction 
contenue dans l’élément d’angle solide df2 est égal au produit dii flux incident 
par a(R)dR. Dans cette description classiqiie de la collision, on écrit : 

La section efficace différentielle o(0) est iine quantité directement niesiirable, 
qui peut aiissi être calcul& si le potentiel d’interaction de paire est connulo. 

lo Coritrairenierit à la notion de paramètre d’impact, la notion de section efficace de 
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5.2. Propriétés de la section efficace 

Nous n’effectuerons pas ici de calculs détaillés de sections efficaces. Nous 
indiquerons seulement quelques propriétés générales de a( S2), valables quelle 
que soit la forme particulière di1 potentiel d’interaction. Posons, pour la colli- 
sion { p . p l }  + { p ’ ? p i }  : 

.(a) = 4 P , P I l P ’ > d ) .  (5.6) 

Les interactions entre les molécules étant d‘origine électrorriagrii.ti<iiie, les équa- 
tioris microscopiques du moiivenierit et, par suite, la section efficace de collision 
possèderit les propriétés d’invariancc suivantes, 

0 invariance par renversement dii temps ( t  + -t) : 

(5.7) 

O invariance par iriversiori d’espace ( r  + -r)  : 

Nous serons amenés dans la siiite à noils intéresser à la collision iriverse 
{ p ’ > p i }  + { p , p l } ;  obtenue à partir de la collision { p , p l }  + {p ’ ,p i }  en 
échangeant l’état initial et l’état final. La section efficace pour la collision 
inverse est ~ ( p ’ ,  p{  Ip, p l ) .  En faisant jouer successivement l’invariance par 
renversement du temps (formule (5.7)) et l’irivariance par inversion d’espace 
(formiile (5.8)), on obtient, la relation tie rriicrorévt.rsibilité : 

6 .  L’équation de Boltzmann 

L’éqiiatiori d’évolution de la fonction de distribution f ( r .  p ,  t )  eri présence 
de collisions est de la, formr: : 

collision conserve l in  sens en mécanique quantique. Le calcul de ~ ( 0 )  pour les collisic s 
binaires au sein d’un gaz dilué doit d’ailleurs être effectué eu niécariiqiie quantique (et non 
à partir de la formule classique (5.5)). En effet, bien qu’entre les collisions les rnolécules 
puissent être considérées conime des particules classiques (la longueur d’onde thermique X 
étant très petite devant la distance moyenne d entre les rnoléciiles), il n’en cst pas ainsi 
sur des échelles spatiales comparables 2 la portée du potentiel diffiiseiir (on n’a pas en effet 
X << 7.0). À ces échelles spatiales, la notion de trajectoire perd son sens et l’analyse en ternies 
de parambtre d’impact n’est pas correcte. 
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On cherche une expression explicite du secorid merribre, c’est-à-dire des 
termes de collision sortant et entrant (af/ût)(,’, et (af/at)(: i ,  compte tenu de 
l’liypot,lièse du chaos moléculaire. Celle-ci permet d’écrire que, dans uti élément 
de volurne spatial dr centré en r i  le nonibre moyen de paires tic molécules ayant 
des quantités de mouvement dans les élérncnts d p  centri. en p et dpi centré en 
p l  s’écrit, à l’instant t ,  sous la forme factorisée suivante : 

6.1. Terme de collision sortant 
Lc taux de décroissance tic f ( r >  p ,  t )  dû aux collisions peut Ctre obteiiii 

en s‘intéressant tout d’abord à iitie molécule doniiéc située dans l’élément de 
voliirne spatial d r  centré en r et ayant sa quantité de mouvement daris l’élérntnt 
dp centré en p .  Dans l’éléinent de volume spatial considéré, il y a des riioléciilcs 
de quantité dr mouvement p l  forinarit un faisceau de rrioléciilcs incidentes sur 
la inoléciile considérk. Le fiiix incident est : 

f ( r ,  Pl. t )  dPi IV - v1 I. (6.3) 

Le norribre de collisions du type { p , p l }  + { p ’ , p i }  ayant lieu sur la molécule 
coiisidérée entre les instants et t + d t  est : 

f ( r .  pi, t )  dpiJv  - v i / a (R)  dRdt, (6.4) 

oii a(n) désigne a(p ,p i  Jp’, p i ) .  On obtient, en prenant en compte l’ensemble 
des molécules dii type considéré (en nombre f ( r ,  p ,  t )  drdp), et rn iritegrant 
sur pl  : 

(6.5) 

( - )  ( $) drdpdt = f ( r  , p ,  t )  drdp df2 a(f2) d t  I V  - v1 I f  ( r  , p l ,  t ) .  
C t > l l  

On déduit de l’égalité (6.5) l’expression du terme de collision sortant : 

6.2. Terme de collision entrant 

Pour calculer le taux de croissance de f ( r , p ,  t )  dîi aux collisions, or1 
s’intéresse aux collisions inverses du type {p’ ,pi}  4 { p , p l } .  On considère 
doiic iine moléciile donnée de quantité de mouvement p’ et un faisceau inci- 
dent de molécules de quantité de mouvenient p i .  Le flux incident est : 
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Le riombre de collisions de ce type ayant lieu sur la molécule coiisidbrée eritie 
les instants t et t + d t  est : 

drdpdt = J’ dp:/ dR d ( R )  dt  I V ’  - wi i f ( r ,  p‘, t )  drdp‘ f ( r ,  p’, , t ) ,  (3 r,: 
(6.9) 

obtenue cn prenant en compte I’enserrible des molécules du typt. corisid6rb (en 
riombre f ( r .p ’ .  t )  drdp’) et en intégrant sur p i .  On en &duit : 

Les sections cficaces différeriticlles .(a) et ~ ’ ( f l ) .  qui se rapportent à des 
collisions inverscs l’une tir l’autre, sont égales. Conime l’on a par ailleurs les 
6galités : 

lw - w,1 = 1w’ -.:I (6.11) 

ct. à anglcs de diffusion donnés, 

dPdPi = dP’dP: 1 (6.12) 

on obtient à partir de la formule (6.10) l’expression suivante de (af/at)l; i  : 

Dans la formule (6.13), p est fixé, tandis que p’ et p i  sont des fonctions de p ,  
pl  et (I. 

6.3. Intégrale de collision. Équation de Boltzmann 
En rassemblant les résultats (6.6) et (6.13), on obtient l’expression, 

appelk intégrale de  collision, dii terme de collision de l’équation (6.1) : 

(6.14) 

Dans la formule (6.14), a(f2) représente la section efficace différentielle pour 
la collision { p , p l }  --f {p’,p:} et pour la collision inverse {p’,pi} + { p , p l } .  
On a utilisé les notations simplifiées suivantes : 

(6.15) 
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Eli reportant cette forme du ternie de collision dans l’équation (6.1)’ on 
obtient l’équation de Boltzmann (1872) : 

1 

L‘équation (6.16) est une bqiiatiori intégro-différentielle non linéaire pour la 
fonction de distribution à line particule dans un gaz classique dilué”. Lc 
problème de Id théorie cinétique des gaz classiques dilués se rarrihe à cclui 
de la résolution de cette équation. 

Il peut être utik de iékrire l’équation de Boltzrriann soils une forme 
faisant apparaître explicitement l ~ s  lois de conservation de la quantité de rrioii- 
venierit et de l’énergie cinétique ail coins de chaque collision . 

Dans l’équation (6.17). la quantité W(p‘ ,  pllp,  p l )  = 4 a ( 0 ) / m L  wt propor- 
tionnelle & la probabilité par unité de temps pour qi ie  deux rriolkules de 
quantités de mouvement p et pl acquièrent après leur collision les quantités 
de mouvement p’ et pi  (le facteur 1/2 tient compte de l’indiscernabilité des 
niolécules de quantités de niouvernent p’ et p i ) .  

6.4. Généralisation à un mélange 
L’équation de Boltzmann peut être généralisée & un gaz constitué d’un 

mélange de molécules a et b de masses différentes effect,iiant des collisions 
binaires. I1 convient pour cela d’introduire deux fonctions de distribution ii une 
particille, fa(.. p ,  t )  et f b ( r ,  p ,  t ) ,  associées respectivement aux nioléculcs de 
type a et de type b, ainsi que les sections efficaces différentielles aocZ,(f2), a b b ( i 2 )  

et o,b(n), correspondant aux collisions aa, bb et ab (ou bu). Des arguments 
similaircs à ceux développtis précédenirnent condiiisent A des équations de 
Boltzrriann pour chacune des fonctions de distribution f a  et f b .  Ces éqiiations 
s’kcrivent, en utilisant des notations simplifiées tiii type de celles de la formule 
(6.15)’ 

__ +v.V, fa+F.V .f - dPl dRrr , , (R)Jv-v l / ( f : ,~ : , f : l - f , fa l )  afa 
at p a - /  .I’ 

f J’dPiJ’ &I aab(il))v - vi 1 ( fLfbi ~ f n f b l )  i 

(6.18) 

Le caractère quadratique de l’intégralc de collision traduit Ir fait qu’ellc prend en 
comptc les collisions binaires. 
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et : 

Dans le cas particulicr oii les moléciiles b sont beaucoup plus loiirdes que 
les molécules a ( m b  >> ma) et où les collisions des moléciiles a entre elles peii- 
vent être négligées, IC système SC réduit à iin gaz de particules saris interactions 
effectuant des collisions avec des centres tliffiisems considérés comme fixes. Un 
tel systCrne est connii sous Ie noIn de gaz de Lorei~tz’~.  

7. Irréversibilité 
L’équation de Boltzmann n’est pas invariante par renvcrsernent du temps. 

Si l’on change t en -1 dans l’équation (6.16)’ il faut changer siniult,ariérrierit 
IC signe des vitesses. Le premier membre change alors de signe, tandis yi ie 
l’intégrale de collision aii second rnemhre n’est pas rnodifiée. On constate donc 
qiie f ( r ,  -p ,  -t) ne vérifie pas la mCme équation que f ( r . p ,  t ) .  Aiitrcmerit dit, 
la dynamiqiie décrite par l’éqiiatiori de Boltzrna.nn est irréversible : l’éqiiatioii 
de Boltzmann appartient 2 la classe ties équations cinétiqiies. 

L’kiypoth6se déterniinante 2 cet égard dans l’ktablisscrnerit de l’éqiiation 
de Boltzrnann est celle du chaos inolédaire.  Cette hypothèse, qui (:orisist,c à 
négliger toute corrélation entre les vitesses de deux mol6ciiles devarit entrer 
en collision, signifie yu‘aiiciirie rnolCciile effectiiant ii11c collision ne trarisporte 
d’iriforinat>iori sur les rencontres qu‘elle a f‘aitw ailparavarit. La mémoire des 
corrélations dyriamiqucs dues aux collisions précédentes est donc perdue avant 
qu’une noiivelle collision ne se produise. Ceci siippose en particulier qu‘il existe 
deux éciielles de trmps hieri séparées, la c1iiri.e d‘ime collision et 1 ’intervalle de 
tcrnps nioycn séparant cleux collisions succcssives d’iine même molécule. Cette 
séparation d’échelles de temps se traduit par l’inégalité : 

70 << 7. (7.1) 
L‘hypothèse du chaos moléciilaire introduit une distinction entre l’événement 
(( avant une c:ollision )) et l’événernerit (( après unc collision )). C’est cette dis- 
tinction qui est & la source de l‘irréversibiliti. dans I’Cqiiation de Boltznianii13. 

l 2  L’équation d’évolution de la fonction de distribiit,ion à une particule du gaz de Lorentz 
est établie dans le complément 5.A via un calciil direct,. I1 est aussi possible de l’obtenir par 
passage à la limite à partir de l’bqiiatiori de Boltzrrianri (6.18) pour f a  : le ternie de collision 
en rua doit être négligé et le terme e ~ i  O,,$ évalué en y posant fb(r,p,t)d~dp = 7t,,dr. n, 
étant la densité spatiale des centres diffuseurs fixes. 

l 3  Certaines tics questions liées à la compréhension de la façon dont l’irréversibilité est 
prise en compte dans l’équation dc Boltzrriariri ont fait l’objet ci<: vives controverses aii 
XIXe sikclc. Les objections aux idées de Boltzmann ont été forniiilées sous l a  fornie de deux 
paradoxes. qui sont, exposés et, discutés dans le complénierit 5.R. 
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I1 convient de souligner la différence foridanientale entre l’équation de 
Boltzmann pour les gaz classiques dilués et l’équation de Vlasov pour les plas- 
mas. L’équation de Vlasov est applicable à une phase transitoire de l’évolution 
du système : elle est réversible et n’appartient donc pas à la classe des équations 
cinétiques (elle est d’ailleurs dite quelquefois (( sans collisions D). L’équation 
de Boltzmann, quant à elle, décrit une évolution statistique dans laquelle les 
collisions sont prises en compte : elle est irréversible. L’information sur la 
dynamique à dewx particules intervient dans l’équation de Boltzmann via une 
quantité de nature statistique, la section efficace de collision. 

8. Théorème H 

8.1. La fonctionnelle H de Boltzmann 

Le théorkme H de Boltzmann concerne l’évolution de l’entropie d’un gaz 
classique dilué hors d’équilibre, telle qu’on peut la déduire de l’équation de 
Boltzmann. La fonctionnelle H ( t )  a été définie par Boltzmann comme : 

où la fonction de distribution à une particule f ( ~ , p , t )  satisfait à l’équation de 
Bolt zmarin. 

On associe à H ( t )  une entropie S,(t), l’entropie de Boltzmann, definie 
par : 

L’entropie de Boltzmann est associée à un &at du gaz caractérisé par la fonc- 
tion de distribution f ( r , p , t ) .  Elle est en général différente de l’entropie S 
à l’equilibre thermodynamique et de l’entropie S(t) dans un état d’équilibre 
local (sauf si le gaz se trouve à l’équilibre thermodynamique ou dans un état 
d’équilibre local). 

L’entropie de Boltzmann et la fonctionnelle H ( t )  sont égales à une constaii- 
te additive près : 

I 
SB( t )  = - k H ( t )  + Cste. (8 .3 )  I 

Le théorème H de Boltzmann, selon lequel H ( t )  décroît avec t (et donc 
S,(t) croît avec t) dans un système isolé, inet en lumière le caractère irréversible 
de l’évolution décrite par l’équation de Boltzmann. 
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8.2. Démonstration du théorème H 
Pour démontrer Ir t h é o r h e  H ,  on s’intéresse à la derisité locale q(r.  t )  de 

la qiiaritité H ( t ) .  dcfiriie par : 

v(r ,  t )  = f ( r .  P, t )  1% f ( r .  P’ t )  dP. (8.4) J’ 
On a : 

soit encore : 

f3 
at at ?!? = / - ( f iogf )  dp. 

?! at = 1 %(I  + logf) dp. 

(8.5) 

Pour évaluer l’expression (8.6) de d q / d t ,  on multiplie l’équation de Boltzniarin 
(6.16) par (1 +log f )  , et l’on intègre sur p .  La dérivée 87l/at se présente comme 
la sornrrie de trois contributions, dues respectivement au terme de dérive, aii 
terme d’entraînement et au terme de collision. 

La contribution du terme de dérive est dorinée par : 

- / ( l  + logf )v .V , fdp=  -V,. J’ - f logfdp .  :L 

J H ( T ,  t )  = / f l o g  .f m dPl 

- / ( I  + logf )F .Vpfdp  = -F. V,(flogf) dp. / 

(8.7) 

La contribution (8.7) s’exprime donc comrnc -V,. J H ,  où : 

(8.8) 
P 

est IC flux dr: la quantité N ( t ) .  

contribiitiori dii ternic d’entraînement cornnic : 
Lorsque la force extérieiire ne dépend pas de la vitesse, on peut écrire la 

(8.9) 

La fonction de distribution s’annule lorsque la quantité de moiivemerit devient 
infinie : la contribution (8.9) est donc r i~ l l e ’~ .  

Ori a par coris6quentl’ : 

(8.10) 

ou : 

( 7 ~  = J’(1 + 1og.f) (f’.f: - f . f ~ ) ~ ( n ) l v  - vll dpdpldi2 (8.11) 

est la contribution du terme dc collision. À l’équation de bilan local (8.10) est 
associee l’équation de bilan global : 

9 + ~ ( V . J H )  dr = 
d t  

(8.12) 

l4 Ce r6siiltat peut être htendu aii cas où existe un charrip niagrihtique exthrieur. 
l5 Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, 8, est désigné simplement par V.  
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Pour étudier O H ,  on reinarque tout d’abord que l‘on rie change rieri A cette 
quantité en permutant les quantités de mouvement p et. pl (et donc aussi les 
vitesses 2) et q). On peut ainsi écrire : 

On peut prendre pour U H  la demi-somme des expressions (8.11) et (8.13) : 

Ori effectue ensuite le charigenierit de variables ( p ,  p l )  + (p’, p i ) ,  ce qui revient 
à considérer la collision {p’,p:} 4 { p , p l } ,  inverse de la collision {p,p1} + 

{p’, p i } .  Les sections eficaces pour une collision et pour la collision inverse 
sont les mêmes. Par ailleurs. 011 a les kgalités : 

(8.15) I I  
12, - VI1 = Jzi - v l /  

et, à angles de diffusion donnés : 

dpdpl = dp’dp;. (8.16) 

I1 vient donc : 

En prenant la demi-somme des expressions (8.14) et (8.17) de O H ,  on 
obtient finalement : 

O H  = ’ /log (&) ( f ‘ . f ;  - ff i)a(f2)lv ~ 2(1/ dpdpldf]. (8.18) 

La quantité iog(ff1/f’f:)(f’fi - f f l )  ric pouvant être que négative ou nulle, 
il en est de même de O H .  

On revient alors à 1’Cquation de bilan global (8.12). Pour un gaz contenu 
dans une boîte, l’intégrale sur le volume de celle-ci de V . J H  s’annule, et 
d H ( t ) / d f  se réduit à s,. g~ d r .  De là résulte le théorème H .  établi en 1872 
par L. Boltzniann : 

4 Y.f: 

I 1 

Compte tenu de la formule (8.3), ce résultat s’écrit aussi : 

(8.19) 

(8.20) 

I I 

L’entropie de Boltzmann ne peut pas décroître au cours du tenips. Elle ne peut 
que croître ou rester stationnaire. 
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8.3. Discussion 

L’origine physique de la croissance de l’entropie de Boltzmariri réside donc 
dans les collisions entre les molécules du gaz. La croissance de S,(t) provient 
de la manière dont les collisioris sont prises en compte dans l’équation de 
Boltzmann via l‘hypothèse du chaos moléculaire. 

Le rôle des collisions corrinie source d’entropie a pour origine le chaos molé- 
culaire, qui détruit coristanirrient de l‘information. Après un choc, les positions 
et lcs vitesses des deux nioléciiles qui y ont pris part sont cn réalité corrélées’‘. 
Cependant, chacune de ces molécules va ensiiite effcctiier des collisions avec 
d’autres. Apr& quelques chocs, les corrélations entre les molécules corisidérkes 
vont disparaître. Ccci introduit une irréversibilité dans le temps. 

9. Distributions d’équilibre 

La définition de S,(t) perniet de montrer que c’est uric qiiaritité bornée. 
Par ailleurs, on a d S ~ ( t ) / d t  2 O. L’entropie de Boltzrnariri doit h i c  tendre 
vers une limite lorsque t + oc. Dans cette limite, on a : 

= o. d S B  ( t )  
d t  

L’équation (9.1) admet pliisieurs types de soliitions, la distribiition d’équilibrc 
macroscopiqiir: global d’une part, et des distributions d’éqiiilibre local d’autre 
part. 

e Dis tribii tion d ’4qiiilibre global 
La distribution d‘kquilihre global f o  est la solution indkperidante du temps 

de l‘équation de Boltzrnariri (afo/dt = O ) .  L’éqiiilibrc rriacroscopiqiie global 
est l’équilibre therriiodynarniqiie. Le gaz i l’équilibre possède dcs valeurs bien 
dkfinies de la densité ri de molécules, de lem vitesse rrioycnne u et de la 
terripératiire T .  

Distributions d’équilibre local 
L’bqiiatiori (9.1) admet également des solutions qui ne sont pas solutions 

de l’équation de Boltzmann. Ces distributions, notées f ( o )  ( r .  p ,  t ) ,  sont dcs 
distribiitions (l’équilibre local. Elles correspondent à des valeiirs bien définies 
de la densité locale n(r,  t )  de inoléciiles, de leur vitesse moyenne locale u(r .  t )  
et de la teiiipératiire locale S(r ,  t ) .  

Les échelles de temps nkcessaires ?L l’établissernent de ces deux types 
d’équilibre ne sont pas les rriênies. Les collisions cornniencent par uniformiser 
localenient la densité, la vitesse moyenne et la terripératiire, mais des iri- 
homogénéités subsistent à plus grande échelle. En l’absence de contraintes 

l6  ri effet, si leurs vitesses sont renversées, les cieux molécules doivent effectuer une 
collision. 



130 Cliapitrc 5 : Équation de Boitzrriann 

extérieures, ces inhoniogénbités disparaissent par la suite. C’cst le terme de 
collision seul qui contrôle la relaxation rapide vers lin éqiiilibre local, tandis 
que c’est l’effet combiné du terrric de collision, d’une part, et des ternies de 
dérive et d’entraînement, d’autre part, qui contrôle la relaxatiori lrnte vers 
l’équilibre global. 

10. Équilibre global 

10.1. Détermination de la distribution d’équilibre global 

Tout d’abord, rious alloris considérer le cas oil il n’y a pas de force extérieure 
( F  = 0) et où le système est spatialernent homogène. La fonction de distribii- 
tion, qui i i ~  dépend pas alors t k  r .  peut être désignée simplement par f ( p ,  t ) .  

Selon le tli6orèrne H ,  (111 a. pour une condition initiale arbitraire : 

lin1 f ( P ,  t )  = f o ( P ) .  (10.1) 
t-oc 

Dans la limite t + 00, on a dH/di  = 0. Il est clair, d’aprCs l’expression (8.18) 
de O H  daris laquelle l’iritégrarid a un signe constant,, que cet, iritkgrarid doit 
lui-rriêrne être nul dans cette limite. La distribution fo doit donc vérifier la 
condition : 

f o  (P).fo (Pi 1 = f o  (P’lfo ( P i  1. (10.2) 

La condition (10.2) s‘écrit aussi : 

1% f o  (Pl  + 1% .fo (Pi 1 = 1% f o  (P’)  + 1% f o  (Pi 1. (10.3) 

L’équation (10.3) est une loi de conservation relative & la collision {p,pl} -f 
{ p ’ , p i } .  Elle admet des solutions de la forme : 

1% fofoP) = X ( P ) ,  (10.4) 

où x ( p )  est un invariant colli~iorinel~’. L’équation (10.3) étant linéaire, sa 
solution la plus générale s’&rit sous la forme d’iine combinaison linéaire des 
invariants collisionriels indépendants (la masse, les trois composantes de la 
quantité de mouvement et l’énergie cinétique), cr que l’on peut formuler de la 
façon suivante : 

log f o (p )  = -Alp - V L U ~ ~  + log C. (10.5) 

La distribution d’équilibre global est donc de la forme : 

f o ( P )  Ce-AIP-””l’, (10.6) 

l 7  Un invariant collisiorinel est une quantité conservée lors de la collision : 

X ( P )  + X ( P 1 )  = X(P’) + X ( P i 1 .  



Les paramètres C et A ainsi que les trois composantes de u doivent être 
d4terrriiriés en fonction c h  propriétés du système A l’équilibre. 

10.2. Paramètres de la distribution d’équilibre 

Ori les obtient à partir du calciil du riornbre total de nioléciiles du gaz, ainsi 
qiie de la quantité de mouvernent moyenne et dc l’énergie cinétique moyenric 
d’une moléciilc dans le gaz à l’équilibre décrit par la fonction dc distribution 
(10.6). 

Nomhre total de molécules 

On a : 

N = v f o ( P )  dP. 

La (lerisité de rnoléciilcs est donc n = C(r/A)”’. 

(10.7) 

Quantité de moiivement moyenne d’iine molécule 

De la forrniilc : 
1 

( P )  = ; s x , ( P ) P d P :  (10.8) 

on dédiiit ( p )  
translation, on a donc u = 0. 

mu. Pour iiri gaz n’effectuant pas de inouveinent global de 

Ericrgie cinétique mo,yenne 

L’énergie cinétique moyenne d’iirie niolécule est18 : 

(10.9) 

Ori obtient, poiir u = O, ( e )  = 3(4Am,)-l. 

Compte tenu des expressions de A ct de C en ternies de T L  et de ( e ) ,  la 
distribution d’équilibre (10.6) s’écrit : 

(10.10) 

L’équilibre global décrit ici n‘est autre que l’équilibre thermodynarniqiie. 
L’énergie cinétique moyenne d’une moléciile est donc égale à sa valeur d’éqiii- 
partition 3kT/2. On a par conséquent : 

(10.11) 

Daris la formule (10.9), on a posé p = Ip/ 
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La distribution f o  ( p ) ,  appelée distribiition de  Maxwell-Boltzmann, rion seule- 
ment annule l’intégrale de collision (6.14)’ mais cst de plus solution de l’éqiiation 
de Boltzmann (forrniiles (6.16) ou (6.17)). Exprimée en fonction de la vitesse, 
elle s’identifie à la foriction de distribution des vitesses de Maxwell : 

(10.12) 

10.3. Équilibre en présence d’une force extérieure 
En présence d’une force extérieure F ( r )  dérivant d’un potentiel scalaire 

q5(r), la distribution d’équilibre global dépend en outre d t  r .  Elle s’écrit : 

(10.13) 

où f o ( p )  est donnée par la formule (10.11) (à la condition que le gaz n’effectue 
pas de mouvement global de translation). La distribution (10.13) annule 
effectivement l’intégrand dans l’expression (8.18) de (711 : en effet, log f o ( r , p )  
est un invariant collisionnel, puisque log f o (p )  l’est et qiie les collisions sont 
considérées comme locales. Cet te distribiition annule aussi le premitr nienibrt 
de l‘équation de Boltzmann (forrniiles (6.16) 011 (6.17)). C’est donc bien la 
distribution d’équilibre global. 

10.4. Entropie à l’équilibre thermodynamique 
L’entropie à l’équilibre thermodynamique se calcule & l’aide de la formule : 

(10.14) 

déduite de la forniule générale (8.2) pour S,(t). À partir de l’txpression (10.11) 
de f o  ( p )  , on obtient : 

(10.15) 

La formule (10.15) n’est autre que la forniule de Sackur-Tetrode donnant 
l’entropie à l’équilibre d’un gaz parfait classique. 

11. Équilibre local 
11.1. Les distributions d’équilibre local 
L’intégrale de collision tic l’éqiiation de Boltzmann s‘annule porn la distri- 

bution d’éqiiilibre global f o  ( p ) .  Elle s’annule en outre pour toute distribution 
d’équilibre local de la forme : 
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Les distributions de la forme (1 1 .l), appelées distribiitioris de Maxwell- 
Boltzmann locales, sont pararnétrées par la densité locale n(r,  t )  de molécules, 
leur vitesse moyenne locale u(r ,  t )  et la ternpératiire locale T ( r ,  t ) ,  fonctions 
lentenient variables de r et de t .  

Une distribution d’équilibrc local f( ’) n’est pas solution de l’équation de 
Boltzmann (formules (6.16) oii (6.17)). Ori a en effet : 

mais : 

($ + v.Vr + F.V,  f ( ’ ) ( r , p , t )  # O. ) 

(11.2) 

(11.3) 

11.2. Entropie d’équilibre local 

On associe à toute distribution d’équilibre local f ( ( ) ) ( r .  p ,  f )  line entropie 
d’équilibre local S ( t ) ,  définie par : 

S( t )  1 k J’f(’)(r, p ,  t )  [l ~ log h3f(‘))(r.  p ,  t )  drdp. (11.4) 1 
L’entropie S ( t )  n’est définie qu’en régirrie d’équilibre local, c’est-à-dire pour des 
temps t très supérieurs au temps de relaxation T ~ .  La distribution f( ’) n’étant 
pas solution de l’éqiiation de Boltzmann, il n’existe pas de (( théorèrrie )) H 
stipulant qiie S ( t )  doive croître a i  cours dii temps. Il en est cependant airisi 
poiir les temps t >> T ~ ,  puisque la prodiiction d‘entropie aii sein du gaz en 
équilibre local est riécessaireirierit positive ou nulle. 

Oil peut montrer que l’entropie de Boltzmann, l’entropie d’équilibre local 
ct l’entropie d’équilibre therrriodynamique vérifient, les inégalités : 

(11.5) 

qui traduisent le fait que les descriptions du gaz en trrrries de la fonction 
de distribution à une particule (description de Boltzrnariri, entropie Sg ( t ) ) ,  en 
termes des variables ~?ydrodynarriicluesl~ (description d’équilibre local, entropic 
S ( t ) )  et en ternies des variables thermodynamiques (description d’équilibre 
global, entropie S) sont de moins en moins tlétaillbes. 

l9 Ce sont la densité lorale n ( r , t ) ,  la vitesse moyenne locale u(r , t )  et la température 
locale T ( r , t ) .  
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Complément 5.A 

Gaz de Lorentz 

1. Gaz en présence de centres diffuseurs fixes 

Le modèle d’un gaz en présence de centres diffuseurs fixes a initialement 
été introduit par H.A. Lorentz en 1905 dans le but de décrire le gaz d’électrons 
dans les métaux. Le gaz de Lorentz est un ensemble de particules classiques 
saris interactions effectuant des collisioris stir des centres diffuseurs considérés 
comrrie extérieurs au système des particiiles. S’il ne peut en fait concerner 
le gaz d’klectrons dans les métaux ?i cause du caractère dégénéré de celui-ci, 
le modèle du gaz de Lorentz s’applique eri revanche aux électrons dans les 
semi-condiicteurs non dégéiiérés’ . Dans ce cas, les centres diffuseurs sont les 
impuretés et les défauts avec lesquels les électrons effectuent des collisions. 

Daris le modèle de Lorentz, les centres diffuseurs ont une masse beau- 
coiip plus grande que les particules du  gaz. Ils peuvent poix cette raison être 
considérés cornrrie fixes. Par ailleurs, leur structure interne n’est pa.s prise eri 
compte. Les particules du gaz étant elles aussi supposées saris structure inter- 
ne, les collisions des particiiles du gaz sur les centres diffuseurs peuvent donc 
être considérées comme élastiques. 

Enfin, les diffuseurs sont supposés répartis aléatoirement daris l’espace, de 
manière à ce qiie les processus de collision successifs ne donnent pas lieu à des 
effets de cohérence. 

2. Échelles de temps 

représente le nombre moyen de particules du gaz de Lorentz qui, à l’instant t ,  
ont leur position daris iin élérnerit de volume dr centré en T et lem quantité 
de mouvernent dans un élément de volunie dp centré en p .  

Le modèle du gaz de Lorentz s’applique égalerrient aux trous. Les électrons et les trous 
constituent en première approximation deux gaz indépendants de porteurs de charge. Nous 
ne nous intéressons ici qu’à la fonction de distribution des électrons (des considérations 
analogues peuvent être faites pour les trous). 
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La discussion des échelles de temps et de longueur caractéristiques est 
semblable à celle effectuée pour les gaz classiques dilués. Notamment, la durée 
70 de chaqiie collision est supposée beaucoup plus comte que le temps tie 
collision T .  Comme l’équation de Boltzmann, l’éqiiation ciriétique di1 gaz de 
Lorentz décrit l‘évoliition de la fonction de distribution à une particule sur 
un intervalle de temps At iriterrnbdiaire entre la durée TO d’iine collision et le 
temps de relaxation 7,. - 7 vers un équilibre local. 

3. Les collisions sur les diffuseurs fixes 

Les hypothèses sur les collisions sont les suivantes : 

0 seilles les collisions des particules di1 gaz de Lorentz sur les centres 
diffiisems fixes sont prises en compte, les interactions entre les particules du 
gaz elles-mêmes étarit négligées, 

0 les centres diffuseim et les particules di1 gaz sont supposés sans structure 
internc, ce qui implique l’élasticité des collisions, 

0 les effets de bord ne sont pas pris en conipte, 

0 les collisions sont considérées comme locales et instantanées, 

0 les centres tliffiiseurs sont supposés répartis au hasard dans l’espace. 
Cette dernihe hypothèse est, fondamentale. C’est elle en effet qui conduit à 
une éqiiatiori cinétique irréversible. 

La collision sur l m  centre diffuseur fixe d’une particiile de quantitC de 
mouvement p modifie sa quantité de mouvement, qui devient p’ .  La section 
efficace différentielle correspondante est désignée par ~ ( p l p ’ ) .  Lcs collisions 
étarit élastiques, le module de la quantité de mouvement est conservé lors di1 
 choc^ : 

IPl = IP’I. (3.1) 

4. L’équation cinétique du gaz de Lorentz 

On cherche à obtenir l’éqiiation d’évolution de la fonction de distributiori 
à une particule f ( r ,  p ,  t )  di1 gaz de Lorcntz. La problématiqiie est analogiui A 
celle d’un gaz classique dilué de molécules cffectuarit des collisions binaires : e r i  
présence de collisions, la densité f ( r ,  p ,  t )  dans l’espace -p n’est pas coriserv4e. 
Or1 écrit son 6qiiation d’évoliitiori sous la forme : 

Plus généralement, toute fonction du module de la quantité de niouvemerit cst conser- 
vée lors d’iine collision. La masse et l’énergie cinétique sont des invariants collisionnels di1 
modèle de Lorentz. En revanche. la qlmntité de rrioiivenient elle-rri&ric n’est pas conservée. 
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où F désigne une force exthriein-e éventuellement appliquée. Comme pour 
l’équation de Boltzmann, le ternie de collision (af/at),,,, peut être écrit sous 
une forme faisant apparaîtrc sa structure de bilan : 

La quantité (ûf/at)(;i  drdpdt (resp. (af/at) i$ drdpd t )  représente le nombre 
moyen de particules effectuant une collision entre les instants t ct t + d t  et 
se trouvant, avant (resp. après) la collision, dans l’élément de volinric drdp 
autour du point ( r ,  p )  de l’vspace -p. 

On cherche une expression explicite du terme de collision (4.2) ~ compte 
tenu des hypothkes faites sur les collisions, et notamment du fait que les 
centres diffuseurs sont répartis au liasard dans l‘espace. La densité spatial? 
des diffuseiirs est désignée par n,. 

4.1. Terme de collision sortant 

Ori s’intéresse tout d’abord à un centre diffuseur donné situé dans l’élément 
de volume spatial d r  centré en r .  Dans cet élément de voliirrie, il y a des particu- 
les (le quantité de mouverrient p à d p  près forniarit un faisceau de particules 
incidentes sur le diffuseur considéré. Le flux incident, est : 

Le nombre de collisions du type { p }  4 {p’} ayant lieu sur ce centre diffiiseiir 
entre les instants t et t + d t  est : 

oil 0’ repère la direction de p’. On obtient, en ajoutant les contributions des 
n,dr centres diffuseurs présents dans l’élément de voliinie d r ,  et en integralit 
sur la direction de p’ : 

On déduit de l’égalité (4.5) l’expression du terme de collision sortant 
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4.2. Terme de collision entrant 
Le ternie (af/ût)LO,! se calcule de manière analogue. On s’intércsse, pour 

iin centre diffiiseiir donné, aux collisions inverses du type { p ’ }  4 { p } ,  lil 
quantité de mouveinent p étant tlonnée i dp  près. Le flux incident, sur i i r i  

diffuseur donné, de particules de quantité de iriouveinent p’ est : 

f ( r : p ’ , t )  dP’lVll. (4.7) 

Le nombre dc collisions de ce type ayant lieu sur le diffuseur considéré entre 
les instants t et t + d t  est : 

où dR est 1’ClCrnr~rit d’angle solide mtoiir de p .  

On peut écrirc : 

rlp = p 2  d p d f l ,  dp’ = pI2 dp’dfl’. (4.9) 

Les collisions étant élasticliies, on a les égalitCs : 

IPl = IP’I, dlpl = 4PI. 
L’expression (4.8) s’écrit donc iiiissi : 

(4.10) 

f ( r .  p’, t )  p 2  dpdf2’ Iw’lo(p’1p) dfldt. (4.11) 

Le taux (af/ût)::i s’obtient en ajoiitant les contribiitioris des n,dr ce1itrc.s 
diffuseurs pr 4sents dans l’élément de volurne dr, et en intégrant siir la direction 
de p‘ : 

(4.12) .i‘ (+I (2) dr(ipdt = u, $1‘ lwl clpdf dR‘o(p‘ Ip) f ( r ,p‘ ,  t ) .  
roll 

On en dbduit l’cxpression dc <ûf/at>:Oi : 

(4.13) 

4.3. Intégrale de collision. Équation cinétique du gaz de Lorentz 

En rasseniblant lcs résiiltats (4.6) et (4.13), et en tenant compte de l’égalité 
des sections efficaces ~ ( p l p ’ )  et ~ ( p ’ l p ) ,  on obtient l‘expression de l’iritégralc 
(lc collision du gaz de Lorentz : 

(4.14) 
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En reportant cette forrile du ternie de collision daris l‘équation d’évolution 
(4.1). on obtient l’équation cinétique du gaz de Lorentz : 

I I 
(4.15) 

L’équation (4.15) est une équation aux dérivées partielles linCaire pour la fonc- 
tion de distribution à une particule. Sa linéarité provient de ce que, les ceri- 
tres diffuseurs étant considérés comme fixes et répartis aléatoireinent dans 
l‘espace, ils n’interviennent daris l’équation d’évolution que via leur densité ‘rit. 
L’kqiiation (4.15) n’est pas invariante par renversement dii temps. Elle décrit 
donc une dynamique irréversible‘. 

L’équation cinétique du gaz de Lorentz est couramnierit utilisée daris la 
description semi-classique dii transport électronique dans les solides. Daris 
ce contexte, il existe plusicurs mécanismes de collision faisant intervenir les 
électrons. L’intégrale de collision doit être écrite de manière A ce que ces 
différents mécanismes soient correctement pris en compte4. 

’ I1 existe un théorème H pour le gaz de Lorentz. 

Voir le chapitre 8 et le complément 8.A. 
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Complément 5.B 

Les paradoxes de l’irréversibilité 

1. Les paradoxes 

Le théorème H a conduit à la fin du XIX‘ sièc,le ?i une situation confuse. 
Bien que l’éqiiation de Boltzmann ait été appliquée avec succès à la description 
de nombreux phénomènes physiques, les idées de Boltzmann se sont heurtées à 
de violentes objections, de la part A la fois de physiciens et de niathéniaticieris. 
Ces objections ont, été formulées sour la forme de deux paradoxes, le paradoxe 
du renversement di1 temps (ou paradoxe de Loschmidt) et IC paradoxe de la 
récurrence (ou paradoxe de Zerrrieio). 

Ces paradoxes sont t,ous les deux énoncés à partir d’une formulation 
insuffisamment précise du t,héorème H ,  selon laquelle la dkrivée t lH/d t  serait 
négative ou nulle A tout instant’. 

2. Paradoxe du renversement du temps 

2.1. L’argumentation de Loschmidt 

Le paradoxe du renversement du teinps consiste en des arguments 
développés tout d’abord par W. Thomson (Lord Kelvin) en 1874, puis présentés 
par J. Loschmidt en 1876 corrinie constituant une objection à l’équation 
de Boltzmann. 

Ces arguments peuvent êtrc résumés de la façon suivante. Les équations 
microscopiques du mouvement sont invariantes par renversement du temps. En 
mécanique, aucune direction du temps n’est donc privilégiée. Le théorème H 
indique que l’équation de Boltzmann, quant à elle, privilégie une direction du 
temps. Or, étant donné à un certain instant un état du gaz avec certaincs 
vitesses moléculaires, il existe au mênie instant un autre état possiblc du gaz 

L’énoncé correct du théorème H est en fait le siiivarit : si, à un instant donné t ,  
l’état du gaz satisfait à l’hypothèse du chaos moléculaire, alors. à l’instant t + t (c + O + ) ,  
on a d H / d t  5 O. La condition nécessaire et  suffisante pour que d H / d t  soit nul est que 
la distribution f ( r ,  p .  t )  soit une distribution de Maxwell-Boltzmann (d’équilibre local ou 
d’équilibre global). 
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dans lequel les molécules ont les mêmes positions et des vitesses opposées. 
L’évolution de ce second état vers le passé est identique à l’évolution du premier 
vers le futur. Donc, si la fonction H ( t )  décroît dans le premier cas, elle doit 
nécessairement croître dans le second, ce qui, selon Loschmidt, contredirait le 
théorème H .  

2.2. La réponse de Boltzmann 

Boltzmann a répondu à l’objection de Loschmidt en mettant en lumière le 
rôle des conditions initiales, ainsi que la nature statistique de la fonctionnelle 
H ( t ) .  Pour certaines conditions initiales tout à fait particulières2, H ( t )  peut 
en effet croître au cours du temps. Mais il y a infiniment plus d’états initiaux 
à partir desquels H ( t )  décroît. La fonction H ( t )  est en réalité une quantité de 
nature statistique. Pour un système initialement hors d‘équilibre, H ( t )  décroît 
en moyenne au cours di1 temps vers sa valeur d’équilibre, mais des fluctuations 
sont toujours susceptibles de se produire. 

I1 est possible aujoiird’hiii de calciiler numériquement l’évolution de H (  t )  
dans un gaz. On observe qu’en effet, pour un gaz initialement hors d’équilibre, 
cette fonction décroît en nioyeiiiie, niais qu‘il existe des fluctuations par rapport 
à ce comportement moyen. 

3. Paradoxe de la récurrence 

3.1. L’argumentation de Zermelo 

Le paradoxe de Zermelo est fondé sur un théorème de mécanique classique 
établi par H. Poincaré en 1889, le théorème de récurrence. Selon ce théorème, 
tout systkme mkcanique d’énergie totale fixée contenu dans un voliinie fini 
retourne après un certain temps arbitrairement près de son état initial, et ceci 
pour presque tous les états initiaux. Le temps nécessaire à ce retour est appelé 
teinps de récurrence, et le cycle correspondant, cycle de Poincaré. 

Le mathématicien E. Zermelo a développé en 1896 une argumentation 
selon laquelle le théorème de récurrence rendrait tout modèle mécanique tel 
que la théorie cinétique incompatible avec le second principe de la thermo- 
dynamique, ce qiii devrait donc conduirc à rejeter la théorie cinétique. Autre- 
ment dit, il pensait voir une contradiction entre le théorème H de Boltzmann et 
le théorème de récurrence de Poincaré. Cette contradiction peut être formulée 
de la manière suivante : comment la fonction H ( t )  pourrait-elle évoluer vers 
ilne valeur d’équilibre et s’y maintenir (théorème H )  alors que, d’après la 
mécanique classique, le système doit retourner vers sori état initial (théorème 
de récurrence)? 

’ De telles conditions initiales, extrêmement peu probables, peuvent par exemple être 
obtenues en renversant toutes les vitesses des molécules dans un état d’équilibre atteint par 
tine évolution du gaz 2 partir d’un état hors d’équilibre. 
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3.2. La réponse de Boltzmann 

Boltzmann a répondu que le théorème de récurrence ne contredit pas 
le théorème H ,  mais est au contraire compatible avec lui. Pour les systèmes 
physiques macroscopiques concernés par le théorème H ,  les temps de récurrence 
sont en effet démesurément grands. Une estimation approximative montre que 
la durée d’un cycle de Poincaré d’un système de N particules est de l’ordre 
de e N .  Pour un système macroscopique, pour lequel N = la diirée d’un 
cycle de Poincaré est de l’ordre de l O i o Z 3  (s, ou toute autre unité de temps). 
Un tel temps ne possède évidemment aucune signification physique. 

Ainsi, le concept même d’irréversibilité est lié à la longueur du temps de 
récurrence. Pour un système initialement dans un état caractérisé par un très 
grand temps de récurrence. le processus d’évolution apparaît de fait comme 
irréversible. 
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Chapitre 6 

Coefficients de transport 

La résolution des équations cinétiques constitue iiri problème délicat. Les 
principales difficultés techniques proviennent de la forme compliquée de 1 ’irité- 
grale de collision. Cela est particulièrement apparent dans le cas de l’éqriatiori 
de Boltzmann des gaz classiques diliiés, dans laquelle 1 ’intégrale de collisiori 
est qiiadratique par rapport à la fonction de distribiition. Même l’équation 
cinétiqiie dii gaz de Lorentz, qui possède une intégrale de collisiori linéaire, rie 
peut généralement pas être résolue de manière simple. 

Aussi est-on amcrié à mettre en cpuvre des méthodes de rksoliitiori 
approchées. L’une des procédures les pliis couramnierit utilisées est fondée sur 
l’approximation dii temps de relaxation, qui permet d’avoir à résoudre, aii lieu 
d ’ m e  équation intégro-différentiellc (le cas échéant riori linéaire), line équation 
aux dérivées partielles linéaire. L ’approxi~iiation du temps de relaxation repose 
sur l’idée selon laqiielle 1 ’effet priricipal des collisions est de produire une relaxa- 
tion de la distribution vers une distribution d’équilibrc local, en 1111 temps de 
l’ordrc dii temps tic collision. Lorsqiie les ainplitiides des forces rxtérieiires oii 

des gradients appliqués ne sont pas trop importarites, la solution de l’éqiiation 
cinétique s’écarte relativement peu de la distribution d’équilibre local vers 
laqiielle les collisions l’entraînent. Il est alors possible de résoudre l’éqiiation 
cinétiqiic au premier ordre en perturbatioris. 

Cette niéthode de résolution repose donc sur deux linéarisatioris siicc;es- 
sives, l’approximatiori du temps de relaxation (qui entraîne m e  linéarisation 
par rapport à la fonction de distribution), et la linéarisation par rapport aux 
perturbations. Elle permet d’obtenir une expression anal,ytique explicite de la 
solution de 1 ’équation ciriétiqnc. En  utilisant cette soliition, 011 peiit justifier 
d ’iin point de vue rnicrosropique les lois phénoménologiqiies linéaires du trans- 
port et calculer les coefficients de transport qui y figurent. Dans ce chapitre, 
on applique cette procédure à la détermination de la coridiictivité c‘lectrique 
et dii coefficient tie diffusiori d’un gaz de Lorentz. 
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1. Approximation du temps de relaxation 

L’équation de Boltzmann et l’équation cinétique du gaz de Lorentz poiir 
la fonction de distribution à une particule f ( r ,  p ,  t )  sont l‘une comme l’autre 

où le ternie (af/at),,11 représente l’effet des collisions sur l’évolution de la 
fonction de distribution’. Au vu des résultats qu’elles permettent d’obtenir, 
les équations cinétiques de la forme (1.1) sont appelées aussi éqimtions de 
transport. 

L’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann est quadratique par 
rapport à la fonction de distribution (ce qui traduit l’existence de collisions 
binaires au sein du gaz) : 

(1.2) 
Dans le cas du gaz de Lorentz, l’intégrale de collision est linéaire par rapport 
à la fonction de distribution (ce qui correspond au fait que les diffuseurs sont 
fixes et extérieurs au système des particules) : 

Parmi les méthodes de résolution approchées des équations de la forme 
(i.i), l’une des plus simples et des plus couramment utilisées fait appel à 
l’approximation d u  temps de relaxation. Cette approximation est fondée sur 
l’idée physique selon laquelle l’effet principal des collisions décrites par le terme 
(af/at),,,, est de faire relaxer la fonction de distribution vers une distribution 
d’équilibre local f (O) ( r ,p ,  t )  appropriée à la physique du problème. 

1.1. Les distributions d’équilibre local 

La forme des distributions d’équilibre local dépend des invariants colli- 
sionnels. 

Gaz classique avec àt>s collisions binaires 

Dans le cas d’un tel gaz, les invariants collisionnels indépendants sont la 
masse, la quantité de mouvement et l‘énergie cinetique. 

’ Une autre équation d’évolution de la fonction de distribution à une particule, ne 
possédant pas de terme de collision et  appropriée au cas des plasmas, l’équation de Vlasov, 
sera étudiée dans le complément 6.A. 
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Les distributions d‘équilibre local, qui annulent l’intégrale de collision, 
sont donc des distributions de Maxwell-Boltzmann caractérisées par la densité 
locale n(r.  t ) ,  la vitesse moyenne locale u(r ,  t )  et la température locale S(T, t ) ,  
fonctions lentement variables de T et de t : 

Dans la formule (1.4), m désigne la niasse de l’une des molécules du gaz. 

Gaz de Lorentz 

Dans le cas du gaz de Lorentz, la quantité de mouvement n’est pas un 

L’intégrale de collision s’annule pour des distributions de Maxwell- 

invariant collisionnel (seul son module l’est). 

Boltzmann locales sans paramètre de vitesse moyenne2 (u = O) : 

1.2. L’équation de transport dans l’approximation du temps de 

I1 convient, dans chaque situation physique spécifique, de commencer par 
déterminer les paramètres de la distribution d’équilibre local pertinente. Cette 
distribution f ( O )  particulière une fois définie, on écrit le terme de collision 
de l’équation (1.1) sous la fornie approchée3 - ( f  ~ f ( ’ ) ) /~ (v ) ,  où T ( V )  est 
un temps de relaxation microscopique vers l’équilibre local. L’équation (1.1) 
prend alors la forme d’une équation aux dérivees partielles linéaire : 

relaxat ion 

L’équation de transport (1.6) est désignée sous le nom générique d’équation 
de Boltzmann dans l’approximation d u  temps de relaxation. Elle peut être 

L’intégrale de collision du modèle de Lorentz s’annule même, plus généralement, pour 
toute distribution locale fonction du module de la quantité de mouvement. La thermalisatiori 
du gaz exige en effet un échange d’énergie des particules avec les diffuseurs, ce que le modèle 
de Lorentz rie prend pas eri compte. 

Toutefois, les intégrales de collision (1.2) et (1.3) s’anniilent pour toute distribution 
d’équilibre local (par définition même d’une distribution d’équilibre local), tandis que la 
forme approchée -(f - f(O))/~(v) du terme de collision ne s’anriule que pour la distribution 
d’équilibre locale particulière f(”) considérée. 
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appliquée à un gaz de molécules effectuant des collisions binaires4, ou à un gaz 
de particules effectuant des collisions sur des centres diffuseurs fixes (gaz de 
Lorentz). 

La suite de ce chapitre est consacrée à la détermination de coefficients de 
transport à partir de l’équation (1.6). D’autres applications de cette équation 
seront inises en œuvre à propos de la théorie semi-classique dii transport 
électronique dans les solides5 (dans ce contexte, la dépendance en vecteur 
d’onde ou en énergie du temps de relaxation est liée au détail des niécanismes 
des collisions électroniques6). 

2. Linéarisation par rapport aux perturbations extérieures 

La distribution d’équilibre local f( ’) intervenant au second membre de 
l’équation (1.6) n’est pas elle-même solution de cette équation, car elle n’en 
annule pas le premier membre. Toutefois, si les amplitudes des forces extérieures 
ou des gradients appliqués ne sont, pas trop grandes, f reste proche de f ( ” )  à 
tout instant. Les écarts à l’équilibre local restant petits, on recherche f sous 
la fornie : 

f E f ( 0 )  + f ( U ,  f (1)  < f ( 0 ) .  (2.1) 

Le terme de collision au second membre de l’équation (1.6) s’écrit alors simple- 
ment - f ( ’ ) /~ (v ) .  Quant au premier membre, on le calcule de manière appro- 
chée en teriant compte de l’hypothèse f(’) << f ( ’ )  et en rie conservant que les 
termes d’ordre le plus bas par rapport aux perturbations qui font s’écarter le 
système de l’équilibre local décrit par f ( ’ ) .  On résout ainsi l’équation (1.6) au 
premier ordre en perturbations7. 

Dans ce chapitre, nolis illustrerons cette procédure générale en l’appli- 
quant à un gaz de Lorentz soumis à un gradient de température et à un gra- 
dient de potentiel chimique. On obtient ainsi des expressions microscopiques 
des coefficients cinétiques et des coefficients de transport mis en jeu. Chacun 
des coefficients de transport peut aussi être calculé plus directement à partir 
de la solution de l’équation de Boltzmann en présence seulement de la force 
extérieure ou du gradient appliqué approprié. A titre d’exemple, nous mon- 
trerons comment l’on retrouve de cette manière la conductivité électrique et 
le coefficient de diffusion. 

Voir le chapitre 7. 

La théorie semi-classique di1 transport électronique, dite théorie de Bloch-Boltzmann, 
sera exposée au  chapitre 8. 

Voir le complément 8 . ~  

La linéarisation par rapport aux perturbations (appelée quelquefois seconde linéarisa- 
tion de l’équation de Boltzmann) rie doit pas être confondue avec la linéarisatiori par rapport 
à f résultant de l’approximation du temps de relaxation (première iinéarisatiori). 
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3. Coefficients cinétiques 

On considère un gaz de Lorentz soumis à un gradient de température et 
à un gradient de potentiel chimique. I1 n’y a pas de force extérieure appliquée. 
La température locale et le potentiel chimique local, indépendants du temps, 
sont notés respectivement T ( r )  et p ( r ) .  Le potentiel chimique local est une 
fonction de la densité locale n(r)  et de la température locale : 

3.1. Équation de Boltzmann 

Dans ce contexte, la distribution d’équilibre local pertinente est la distri- 
bution de Maxwell-Boltzmann caractérisée par n(r)  et T ( r )  : 

(3 .2)  f‘O’(r, p )  = n(r) [27rmkT(r)] - 3 / 2  exp [-&I, t=-- P2 
2rn 

On peut aussi l’écrire sous forme grand canonique : 

(3.3) 

8.f f - f ( O )  
- + V.VT f = 
at 

Comme il n’y a pas de force extérieure appliquée, l’équation de Boltzmann 
(1.6) s’écrit : 

(3.4) 

3.2. Fonction de distribution au premier ordre 

Lorsque les gradients appliqués sont faibles, on s’attend à ce que la solil- 
t,iori f de l’équation (3.4) diffère peu de f ( O ) .  On écrit donc f sous la forme 
(2.1) et l’on recherche f ( ’ )  au moyen d’un développement au premier ordre de 
l’équation (3.4). À l’ordre le plus bas, on obtient l’équation : 

qui est effectivement vérifiée par la distribution f ( ’ )  choisie (formules (3.2) ou 
(3.3)), puisque S(r )  et p ( r )  sont indépendants du temps. A l’ordre suivant, 
on obtient une équation aux dérivées partielles linéaire pour f ( ’ ) ,  
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dont la solution stationnaire est : 

3.3. Flux de particules et flux d'énergie 

Le flux de particules et le flux d'énergie s'obtiennent à partir (le f via les 
intégrales : 

(3.8) 

La distribution f( ' )  ne contribue pas aux flux (les intégrales correspondantes 
sont nulles par symétrie). Pour déterminer la contribution de f ( ' ) ,  dont l'expres- 
sion fait intervenir le produit scalaire v.V,f(') (formule (3 .7) ) '  on utilise la 
relation' (déduite de l'expression (3.3) de f ' ')) : 

On obtient ainsi les formules : 

qui expriment la réponse linéaire du flux de particules et di1 flux d'énergie aux 
affinités V(-PIT)  et V(l /T) .  

3.4. Coefficients cinétiques 

Les relations de réponse linéaire (3.10) sont de la forme générale : 

(3.11) 

Aucune ambiguït,é n'existant en ce qui les concerne, les gradients spatiaux des quantités 
1/T et - p / T  sont désignés simplement par V( l /T)  et V ( - p / T )  (et non par V T ( l / T )  et 
V7- ( - F / T ) ) .  
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Les coefficients cinétiques intervenant dans les formiiles (3.11) ont pour expres- 
sions9 : 

(3.12) 

La relation de symétrie d'Onsager LEN = L N E  est de facto vérifiée. 

Pour effectuer le calcul des intégrales intervenant dans les formules (3.12), 
il est nécessaire de connaître la loi T(v). Nous supposons pour siniplifier que 
IC temps de relaxation est indépendant de la vitesse : T ( V )  = T .  En écrivant 
f(") bous sa forme (3.2),  on montre que les coefficients cinétiques s'exprimcnt 
alors ii l'aide d'intégrales gaussiennes'". Tous calciils faits, on obtient pour les 
coefficients cinétiques les expressions rnicroscopiques suivantes : 

" I " ,  

LEN = L N E  = --k5 

LEE = - - k  

2 n1 
35 nr 
4 ml 

(3.13) 

3.5. Coefficients de transport 
On peut déduire des formules (3.13) les expressioris microscopiques des 

coefficients de transport intervenant dans les lois linéaires I>hériorriériologiques. 

e Conductivité électrique 

De la relation 

(3.14) 

Étant dorinée l'isotropie du milieu, les coefficients Cinétiques sont des scalaires. 

Lorsque le tenips de relaxation est indépendant de la vitesse, les expressions de L N N ,  
L E N  = L N E  et L E E  font intervenir respectivement les intégrales I% = JF cil, u ~ ~ ë " 1 ~ ~ ~ / ' k ~  
avec n = 4, n = 6 et, 71 = 8. Pour les calculer, on effectue le changement de variable 
v = z ( ~ / c ~ / r n ) ' / ~  et l'on utilise la formule : 

où désigne la fonction gamma d'Euler. I1 vient : 
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on déduit la conductivité électrique d’un gaz de Lorentz de particules de 
charge q : 

Coefficient de diffusion 

De même, la relation : 

fournit l’expression du coefficient de diffusion du gaz de Lorentz : 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

Conductivité thermique 

Le nombre de particules du gaz est conservé. La formule reliant la conducti- 
vité thermique aux coefficients cinétiques est donc : 

(3.18) 

À partir des formules (3.13), on obtient, l’expression de la conductiviti: ther- 
mique du gaz de Lorentz : 

5 nk2T7 
2 m 

/$= (3.19) 

Nous allons maintenant revenir sur la conductivité électrique et le coeffi- 
cient de diffusion, qiie nous calculerons en recherchant directement la solution 
de l’équation de Boltzmann (1.6) en présence, soit d’un champ électrique, soit 
d’un gradient de densité. 

4. Conductivité électrique 

On considère un gaz de particules de masse ni, et de charge q en présence 
d’un champ électrique appliqué E uniforme dans l’espace et constant dans 
le temps. Le milieu est supposé macroscopiquement neutre (la densit2é n des 
particules est donc uniforme), et à température T uniforme. 

Les particules considérées sont classiques. I1 peut s’agir par exemple 
d’électrons dans un semi-conducteur non dégénéré. Les électrons sont diffusés 
principalement via leurs collisions sur des impuretés ou d’autres types de 
défauts. Les diffuseurs fixes sont extérieurs au système des particules. Celui-ci 
peut donc être traité comme iin gaz de Lorentz (dans la mesure où les collisions 
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des particules entre elles peuvent être négligées par rapport à leurs collisions 
sur les centres diffiiseurs). 

4.1. Modèle de Drude 

Lorsque le temps de relaxation rie dépend pas de la vitesse, il n’est pas 
réellement nécessaire de recourir à l’équation de Boltzmann pour calculer la 
conductivité électrique. I1 suffit en effet d’écrire l’équation d’évolution de la 
vitesse moyenne des particules chargées en présence du champ électrique, en 
prenant en compte la relaxation sous la forme d’un terme de typc (( frottement 
fluide D, proportionnel à la vitesse moyenne : 

011 en déduit la vitesse moyenne en régime stationnaire : 

Ce modèle, proposé par P. Drude en 1900, a fourni historiquement la basc 
de la première théorie du transport électronique dans les métaux”. La mobilité 
de dérive D D  di1 modèle de Drude est : 

On retrouve ainsi très simplement pour la conductivité n = n q p D  l’expression 
(3.15)’ appelée formiile de DrudeLorentz : 

I (4.4) 

4.2. Équation de Boltzmann 

L’équation de Boltzmann (1.6) permet d’envisager des situations plus 
complexes que ne le fait le modèle de Drude, dans lequel on s’intéresse simple- 
ment à l’évolution de la vitesse moyenne. En effet, l’équation de Boltzmann 
autorise la prise en compte de la dépendance du temps de relaxation par 
rapport à la vitesse. Toutefois, pour simplifier les calculs, nous traiterons ici 
l’équation de Boltzmann avec l’hypothèse T ( V )  = T .  

Toutefois, pour décrire convenablement le transport électronique dans les métaux, il 
est nécessaire de tenir compte du caractère quantique du gaz d’électrons et de la structure 
de bandes du métal (voir le chapitre 8). 



156 Chapitre 6 : Coefh’cierits de transport 

La densité des porteurs et la terripérature étant uniformes, la distribu- 
tion d’équilibre local f( ’) pertinente est la distribution de Maxwell-Boltzmann 
caractérisée par la densité n et la tenipératiire T .  Cette distribution n’est autre 
que la distribution d’équilibre thermodynamique f o  ( p )  : 

(4.5) 

L’équation de Boltzmann (1.6) s’écrit, compte tenu de l’hypothèse 7(v) = r : 

4.3. Fonction de distribution au premier ordre 

Lorsque le champ électrique appliqué est faible, on écrit la solution f de 
l’équation (4.6) sous la forme (2.1). On la recherche au moyen d’un développe- 
ment en pertiirbations. A l’ordre le plus bas, on obtient l’équation : 

L’équation (4.7) est effectivement vkrifiée par la distribution (4.5). puisque la 
densité et la température sont uniformes et constantes. A l’ordre suivant, on 
obtient une équation ailx dkivées partielles linéaire pour $ ( I ) ,  

dorit la solution uniforme et stationnaire est 

4.4. Loi d’Ohm. Calcul de m 

À partir de l’expression de la densité de cornant, 

J = q  f v d p ,  (4.10) J’ 
on obtient : 

J = q fou dp - q2r v(E.V,) f o  dp. (4.11) 

Le premier terme de l’expression (4.11) de J est nul par symétrie (il n’y a pas 
de courant à l’équilibre). Quant au second terme, il se calcule à l’aide de la 
forniule : 

(4.12) 

J J’ 
1 

kT 
V,fo = --vfo. 
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On a donc : 

(4.13) 

La formule (4.13) s’identifie avec la loi d’Ohm J = C . E .  Le tenseur de con- 
ductivité 0 est, ici proportionnel à la matrice unité : a,~ = aS,p. La conducti- 
vité électrique cr est donnée par : 

soit, à l’aide de la relation d’équipartition (21:) = k T / m  : 

(4.14) 

(4.15) 

La formule (4.15), obtenue à partir de l’équation de Boltzmann dans le cas où 
le temps de relaxation ne dépend pas de la vitesse, est identique à la formule dc 
Drude-Lorentz (4.4). Lr calcul d r  la condiictivite via l’équation de Boltzmann 
présente toutefois l’avantage de pouvoir être généralisé à d’autres lois T ( u ) .  

5 .  Coefficient de diffusion 

De la même manière, on chercht ici ii établir directement une expression 
microscopiqiie du coefficient de diffusion d’un gaz de Lorentz’’. 

On considhe un gaz de Lorrritz à température T uniforme. dans lequel 
on maintient un gradient de densité. On suppose qu’il n’existe pas de force 
extérieiirc appliquée. 

5.1. Équation de Boltzmann 

La templ‘ratiire étant uniforme, la distribution d’équilibre local f( ’ )  perti- 
nente est la distribution de Maxwell-Boltzmann caractérisée par la densité 
locale n(r )  et la température T . 

~~ ~ 

l2 ~e calcul qui suit s’applique égaiement a u  coefficient de ciiffusion d’un gaz parfait 
classique de molécules effectuant des collisions binaires. I1 s’agit alors du coefficient d e  self- 
diffusion, c’est-à-dire du coefficient de diffusion de molécules reconnaissables données, que 
l’on désigne quelquefois sous le noIn de particiiles marquées, au sein d’un gaz coristitiié de 
molécules identiques, sauf par le marquage, à celles que l’on étudie. Les particules niarquées 
sont proportionnellemient en petit nombre. On néglige donc les collisions qu’elles effectuent 
entre elles. L’équation de Boltzmann (1.6) concerne dans ce cas la fonction de distribution 
des particiiles marquées. 
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L’équation de Boltzmann (1.6) s’écrit, avec l’hypot,lièse ~ ( v )  = 7 : 

af f - f ( 0 )  
- + v.V,f = at 7 

5.2. Fonction de distribution au premier ordre 
Lorsque le gradient de densité est faible, on écrit la solution f de l’équation 

(5.2) sous la forme (2.1). On la recherche au moyen d’un développement en 
perturbations. À l’ordre le plus bas, on obtient l’équation : 

L’équation (5.3) est effectivement vérifiée par la distribution (5.1)’ puisque 
la densité locale et, la température sont indépendantes du temps. À l’ordre 
suivant, on obtient une équation aux dérivées partielles linéaire pour f ( ’ ) ,  

dont la solution sta,tionnaire est : 

f ( 1 )  - T W . V , f ( O )  (5.5) 

La température étant uniforme, f(’) ne dépend de T que via la densité n(r ) .  
On a donc13 : 

5.3. Loi de Fick. Calcul de D 
La densité de courant de particules JN(T)  = n(r)(v)  s’exprime à l’aide 

de f comme : 

(5.7) 

Or1 obtient : 

Le premier terme de l’expression (5.8) de JN(T)  est nul par symétrie. Le second 
terme se calcule à l‘aide de la relation : 

d f ( 0 )  f ( 0 )  

dn n(r)  (5.9) - 
~ ~. - 

l3 Aucune confusion n’étant possible, le gradient spatial de densité est désigné simplement 
par V n  (et non par V,n). 
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On a donc : 
J N ( T )  = -7- 1 v(v.Vn)f(’) dp. (5.10) 4.1 

L’équation (5.10) s’identifie avec la loi de Fick J N  = -LJ.Vn. Le tenseur 
- D est ici proportionnel à la niatrice unité : D,p = DS,p. Le coefficient de 
diffusion D est donné par : 

D = .(UN), (5.11) 

soit : - 
D = - ,  L (5.12) 

expression qui coïncide avec la formule (3.17). 

En introduisant daris la formule (5.1 1) la vitesse quadratique irioyenne 
des particules u = (v’)’’~, on obtient pour le coefficient de diffusion dans un 
espace à trois dimensions une expression en ternies de v et du libre parcours 
moyen défini ici comme e = UT : 

D = I: (5.13) 

La formule (5.13) présente l’intérêt de mettre en évidence le rôle de la dimen- 
sionrialité de l’espace. Dans un espace de dimension d ,  on a ainsi : 

1 
d 

D = -!Ue. (5.14) 

5.4. Relation d’Einstein 

Les expressions de la mobilité et du coefficient de diffusion (formules (4.3) 
et (5.12)) vérifient la relation d’Einstein : 

(5.15) 

Les formules (4.3) et (5.12) font intervenir une quantité microscopique, le 
temps de collision T ,  qui a été pris comme estimation du temps de relaxa- 
tion vers un équilibre local. Ce paramètre n’intervient pas dans la relation 
d’Einstein (qui, de fait, peut être obtenue dans le cadre macroscopique des 
relations entre coefficients cinétiques et coefficients de transport). 
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Complément 6.A 

Amortissement de Landau 

1. Plasma faiblement couplé 

On s‘intéresse ici à iiri plasma faiblement couplé, ce qui signifie que l’énergie 
potentielle d’interaction de Coulomb entre deux particules est beaucoup plus 
petite que leur énergie cinétique. Pour mesurer l’importance des interactions de 
Coulomb dans un plasma de densité n en équilibre à la température T ,  on intro- 
duit le paramètre de plasma ,op, défini comme le rapport entre l’énergie coulom- 
bierine d’interaction ?i une distance égale à la distance moyenne d N n-’/<’ entre 
les particules’ et l’énergie thermique : 

Le plasma est considéré comme faiblement couplé lorsque l’on a p p  < 1. 

Noiis nous intéresserons à certaines propriétés liées A la propagation 
d’ondes électromagnétiques dans un plasma faiblement couplé, supposé clas- 
siqiie et non relativiste2. Ces propriétés font intervenir des coefficients de trans- 
port tels que la conductivité électrique dii plasma, que nous déterminerons & 
l’aide d’équations d’évolution appropriées. 

2. Les équations de Vlasov pour un plasma sans collisions 

On considère un plasma it deux ComposaIltes, ces deux composantes étant, 
d’une part, des électrons de charge e ,  et, d’autre part, des ions positifs d’un 
seul type, de charge - 2 e .  Pour décrire ce plasma hors d’équilibre, il faut intro- 
duire une fonction de distribution pour chacun des deux types de particules. I1 
est préférable d’utiliser des fonctions de distribution ayant pour arguments des 

’ Pour simplifier, on suppose dans cette estimation que toutes les particules d u  plasma 
portent une charge de module /el. 

Pour que les effets quantiques puissent être négligés, il faut que la températiire du 
plasma soit beaucoup plus élevée que la température de Fermi des électrons. Le plasma est 
non relativiste lorsquc la condition mc2 > kT est vérifiée (m  est la masse de l’électron). 
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grandeurs indépendantes dr  la jauge. On introduit ainsi les fonctions de distri- 
bution des électrons et des ions, notées respectivement f ( r .  V ,  t )  et F ( T ,  v,  t ) .  

2.1. Évolution des fonctions de distribution 
En présence d’un chanip électrique E et d’un champ magnétique H ,  les 

fonctions f et F obéissent A des équations d’évolution de la forme : 

Dans les équations (2.1)’ Fe = e ( E  + v x H / c )  et E’’ = -Ze(E + v x H / c )  
désignent les forces de Lorentz agissant respectivement sur un électron de 
masse m et sur un ion de masse A l ,  taridis que les termes (af/at),,,, et 
(dF/dt),,,, décrivent l’infliirnce des (( collisions )) entre les particules sur l’évolu- 
tion des fonctions de distribution. 

Même en l’absence de champs extérieiirs appliqués, des champs E et H 
figurent effectivement dans les équations (2.1). En effet, l’interaction coulom- 
bieniie entre deux particules chargées est une interaction à longue portée, 
dont la description uniquenient, en termes de (( collision )) ent,re les particules 
concernées est inadéquate. I1 n’existe pas dans un plasma, même faiblement 
couplé, d’échelles de longueur bien séparées (comme le sont la portée des forces 
intermoléculaires et la distance moyenne entre les molécules dans un gaz parfait 
de molécules neutres). L’effet, principal des interactions coulombiennes entre 
les particules du plasma est de créer un champ électrique moyen agissant 
sur chacune d’entre elles. Cet effet collectif est pris en compte dans les ter- 
mes d’entraînement au premier membre des équations d’évolution (2.1) : en 
l’absence de champs extérieiirs appliqués, le champ E qui y figure est le chanip 
électrique moyen; créé par l’ensemble des particules et agissant sur chacune 
d’entre elles, et le chanip H est le champ magnétique associé3. Les termes 
(af/at),,,, et (dF/dt),,,, décrivent des fluctuations par rapport aux effets 
collectifs moyens des interactions coulombiennes. 

Nous nous intéressons ici à des phénomènes pour lesquels ces fluctua- 
tions ne jouent pas un rôle déterminant. Ces phénomènes peuvent être décrits 
par un modèle de plasma sans collisions, dans lequel les termes (af/at),,,, et 
(aF/at),.,, sont négligés. Les éqiiatioris d’évolution des fonctions de distribu- 
tion s’écrivent alors : 

a f  e 1 
- + v.V, f + - ( E  + -V x H).V,f = O 

(2.2) 
m C 

Ze 1 
M C 

- + v.V,F - - ( E  + -V x H ) . V , F  = O.  
at 

{ ar<” 

Ces deux champs sont déterminés de façon self-consistente à partir des fonctions de 
distribution elles-mêmes (voir le paragraphe 2 .3 ) .  
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Les équations ( 2 . 2 )  sont invariantes par renversement du temps, c’est-à-dire 
par le changement t + -t (avec H + - H ) .  Elles ne peuvent pas décrire 
de processus irréversibles. Ce ne sont donc pas, stricto sensu, des équations 
cinétiques. 

2.2. Équations de Maxwell 
Les équations d’évolution des fonctions de distribution doivent être complé- 

tées par les équations de Maxwell. On peut écrire celles-ci de deux manières 
différentes, selon que 1,011 considère le plasma comme du vide en présence de 
charges et de courants libres, ou comme un milieu diélectrique polarisable. 

0 Vide en présence de charges et de courants libres 

En présence d’une densité de charge p et d’une densité de courant J ,  les 
équations de Maxwell s’écrivent : 

V x H = (1 / c )  ( 4 ~  J + aE/dt )  V . H  = O  
(2.3) V . E  = 4 ~ p  V x E = - ( i /c )dH/dt .  I 

Dans un champ faible, le courant J et le champ E sont reliés par la loi d’Ohm 
J = g . E ,  où 0 est le tenseur de conductivité électrique du plasma. 

0 Milieu diélectrique polarisable 

On peut aussi considérer le plasma comme un milieu diélectrique polari- 
sable sans charges libres ni courants libres. Les équations de Maxwell s’écrivent 
alors : 

V x H = ( l /c )aD/at  V . H  = O  
(2.4) V . D  = O V x E = - ( l /c )dH/dt ,  i 

où D est le déplacement électrique. En champ faible, la relation entre D et E 
est linéaire. On écrit : 

D = g.E, (2.5) 
où 2. est le tenseur de permittivité diélectrique du plasma. 

Pour une onde électromagnétique plane de vecteur d’onde q et de fréquence 
angulaire w ,  pour laquelle : 

> H ( r ,  t )  = HOei(q.TpWt), (2.6) i ( q . r - w t )  E ( T , t )  = Eoe 

l’équivalence entre les deux descriptions du plasma se traduit par la relation 
suivante4 entre les tenseurs E(q ,w)  et g ( q , w )  : 

47r 
- E ( Q , W )  = 1 + i - o ( q , w ) .  

W 

La formule (2.7) se démontre en comparant les expressions de ‘(7 x H dans les deux 
descriptions (forniules ( 2 . 3 )  et (2 .4) ) .  
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2.3. Densités de charge et de courant 

Les derisités nioyennes de charge et de courant se calculent à l’aide des 
fonctions de distribution, comme : 

p = e ( - Z F  + f )  I S  
Les équations d’bvolutiori (2.2), complétées par les équations tie Maxwell 

(formules (2.3) 011 (2.4))’ et par les équations de définition des densités de 
charge et de courant (2.8)’ constituent un système fermé d‘équations. Ce 
système perniet en principe de déterminer, à partir des fonctions de distri- 
bution initiales, les fonctions de distribution f et F ,  ainsi que les champs E 
et H ,  à tout instant t > O. Les champs E et H sont ainsi obtenus de façon 
self-consistente. Ces nquatioris, dites équations de Vlasov, ont 6té introduites 
par A.A. Vlasov t n  1938. 

3. Conductivité et permittivité diélectrique d’un plasma sans 
collisions 

Pour simplifier. on suppose désormais que la polarisation diélectrique du 
plasma ne fait intervenir que\ les électrons. Les ions sont représentés par un fond 
continu positif qui ne joue pas de rôle dans la dynamique, et dont l’effet est 
simplement de maintenir la iiciitralité électrique globale. Le plasma est alors un 
plasma 2i une composarite décrit par la fonction de distribution électronique f .  

Les équations (2.2) se réduisent dans ce cas à l’iiquation d’évolution de f : 

8.f e 1 
- + v.V, f + - ( E  + -V x H).V,f = at rn c o. (3.1) 

Les densités de charge et de coiirant s’écrivent : 

On se propose de calculer la conductivité électrique et la permittivité 
diélectrique de ce plasina. On ne cherche pas à résoudre le problème de la 
relaxation d’une fluctuation de la distribution électronique, ce qui impliquerait 
également de déterminer les champs E et H de façon self-consisterite. Ceux-ci 
sont simplement traités ici comme des champs extérieurs. 
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3.1. Linéarisation de l’équation d’évolution 
Pour des champs faibles, le système s’écarte peu de l’équilibre. On recher- 

che donc la solution de l’équation (3.1) sous la forrrie : 

où f o  (v) désigne la distribution d’équilibre, supposée isotrope, et f ( ’ )  une 
correction du premier ordre. L’équation satisfaite par f ( ’ )  s‘écrit : 

Dans l’équation (3.4) figure uniquement le champ électrique, et non le charrip 
magnétique (en effet, dans le terme où apparaît explicitement le champ rnagné- 
tique, la fonction de distribution f o  rie joue aucun rôle’)). 

Or1 suppose que le champ électrique est celui d’une onde plane de fréquence 
angulaire w et de vecteur d’onde q (forrnide (2.6))’ et l’on recherche une solu- 
tion de l’équation (3.4) qui varie dr  la même manière. Pour des raisons qui 
apparaîtront plus clairement dans la suite6, il convicnt d’attribuer à la fréquence 
angulaire w une partie imaginaire finie t > O et de passer à la limite F + O’ à 
Io, fin des calculs. L’équation satisfaite par f ( ’ )  est, dans cï régirne : 

On en déduit : 
e E.V,fo f U )  = Pi- 
rn w + ic - q.v 

( 3 . 5 )  

(3.6) 

3.2. Densité de courant. Conductivité électrique 
La distribution d’équilibre étant isotrope. la direction de q rst a priori la 

seule direction privilégiée du systt‘me. Nous choisirons l’axe Oz parallèle à q. 

Dans le plasma à l’équilibre, la densité de charge électronique cst corripen- 
sée en chaque point par la derisité de charge ionique, et la densité de courant 
est nulle. Dans le plasma perturba par le charrip électrique, les densités de 
charge et de courant au premier ordre eri perturbations sont respectivement 
données par les intégrales : 

La distribution fo dépendant uniquement de I V ) ,  0 , f o  est parallèle à v. Le terme en 
produit mixte (v x H).V,fo est donc nul. 

Voir à ce sujet le chapitre 12. 
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et : 

J = e f ( l ) v d u .  J’ 
En utilisant l’expression (3.6) de f ( ’ ) ,  on obtientS7 : 

m t i o f  J’ w + E.VvSo i~ - qv, 
p = -2- . e2 lim 

et : 

(3.10) 

La formule (3.10) montre que le tenseur de conductivité est diagonal. 
I1 possède deux composantes transverses identiques gz, = og3 = CTT et une 
composante longitudinale cZz = o ~ .  Autrement dit, lorsque E est perpendi- 
culaire à q (resp. parallèle à q) ,  la relation entre J et E se réduit à J = aZE 
(resp. J =  LE). La dépendance par rapport à q et w des quantités OT et c~ 
traduit le caractère non local et retardé de la réponse du plasma. 

e Conductivité transverse 

On a : 

du. 
m €-O+ s w + i e  - qv, 

. e2 
a T ( q , w )  = -2- lim 

e Conductivité longitudinale 

Elle est donnée par : 

du. e2 
o L ( q , w )  = -2- lirn 

(3.11) 

(3.12) 

3.3. Permittivité diélectrique 

Le tenseur de permittivité diélectrique possède deux composantes trans- 
= ET et une composante longitudinale E,, = E L ,  reliées aux verses E,, = 

composantes correspondantes du tenseur de conductivité par les formules : 

et : 

(3.14) 
47l 

E L ( Q , W )  = 1 + i -oL,(q,w). 
W 

On a posé q = 141 
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3.4. Ondes transverses. Onde longitudinale 

En éliminant H entre les équations de Maxwell (2.3), on obtient la rela- 
tion : 

47r d E  1 d 2 E  
c* - at e2 at2 . -V x (V x E )  = -UP + -~ (3.15) 

soit : 
W 2  4-ir . 

c2 - C2 
(3.16) 4 x ( 4  x E )  = --UZWE - - E ,  

ou encore : 

(3.17) 

(formule que l’on peut aussi obtenir directement en éliminant H entre les 
équations de Maxwell (2.4)). 

Par projection sur les axes Oz, OIJ et O z ,  l’équation (3.17) conduit aux 
équations : 

W 2  
4 x ( 4  x E )  = - @’ w)E.  

[y2 - W 2  c2&T(q .w)]E,  = O ,  [Y2 - W 2  7 ‘ r ( 4 : W ) ] E g  = O. (3.18) 

et : 
W 2  
- E L ( q ,  w)E, = O .  
c2 

(3.19) 

Les &piations (3.18) et (3.19) admettent deux familles de solutions entière- 
ment découplées. La première d’entre elles correspond à des ondes transverses 
(E ,  # O, E, # O ,  E ,  = O ) ,  définies par : 

(3.20) 

L’autre famille de solutions correspond à des ondes longitiidinales (E,  = O ,  
E, = O, E, # O ) ,  définies par : 

(3.21) 

I1 s’agit d’ondes nouvelles (c’est-à-dire n’existant pas dans le vide). purement 
longitudinales, appelées ondes électrostatiques du fait qu’elles n’ont pas de 
champ magnétique associé ( H  = O). 
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4. Ondes longitudinales dans un plasma maxwellien 

On s’intéresse plus particulièrement ici à la propagation d’une onde électro- 
statique longitudinale, désignée également sous le nom d’onde de plasma ou 
d’onde de Langmuir. La distribution d’équilibre fo est supposée maxwellienrie : 

4.1. Permittivité diélectrique longitudinale 

La permittivité longitudinale du plasma est une quantité complexe. L’exis- 
tence d’une partie imaginaire non nulle de E L ( Q ,  w )  correspond à un échange 
d’énergie entre le champ et le milieu. Pour calculer explicitement E L ( Q , W ) ,  on 
part des formules (3.14) et (3.12)’ et l’on y introduit la forme (4.1) de fo, poiir 
laquelle : 

1 
0 , f o  = --mwfo. kT (4.2) 

Une fois effectuées les intégrations sur uz et sur uy daris la formule (3.12)’ on 
obtient pour EL(Q, w )  l’expression : 

La partie iniaginaire de E L ( Q , W )  est’ : 

Dans la formule (4.4)’ la quantité wp = ( 4 ~ n e ~ / m ) ~ / ~  est une fréquence angu- 
laire caractéristique, appelée fréquence de plasma. Par ailleurs, on a posé v = 

(kT/m)’”. 

Lorsque q + O,  la permittivité longitudinale tend vers une valeur limite 
réelle, 

W 2  

W 2  
&(q = 0 , w )  = 1 - 2, (4.5) 

qui est également la limite lorsque q --f O de la permittivité transverseg E s ( q ,  w ) .  

Pour le montrer, on utilise la relation : 

1 1 
c - O +  z + i t  z 
lirn ~ = vp- - 27rd(z), 

où le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy. 

En effet, dans la liniite p -t O, il n’y a pas de direction privilégiée dans le système 



Ondes longitudinales dans [in plasma maxweliien 169 

4.2. Modèle sans dispersion spatiale 

Le résultat à vecteur d’onde nul peut se retrouver directement daris un 
modèle sans dispersion spatiale dans lequel la dépendance en q du champ de 
l’onde est négligée. En réginie de fréquence angulaire w, on a alors simplement : 

et : 

26: 

n1w 
ti= - E  

ie2 
J = -nE. 

mw (4.7) 

On a donc : 
, ne2 

a(q = 0 , w )  = 2-. 
mw (4.8) 

On en déduit la permittivité diélectrique E ( q  = 0 , w )  via l’une ou l’autre des 
équations (3.13) ou (3.14). Ori retrouve effectivement ainsi le résultat (4.5). 

4.3. Propagation de l’onde longitudinale 

La propagation de l’onde longitudinale est r(?gie par la condition (3.21). 
Celle-ci s’écrit, en utilisant la formule (4.3) : 

La formule (4.9) fournit la relation de dispersion de l’onde longitudinale, 
c’est-à-dire la dbpendance en q de w .  Elle possède des racines complexes 
w = w’ + iw”, que l‘on peut obtenir par approximations successives. 

Ori néglige tout d’abord les termes dépendant de q.  On obtient, à l’ordrc 
le plus bas, 

4rne2 
1 - - - - - -  = O,  

m w 2  
(4.10) 

soit : 
w = wp. (4.11) 

À cet ordre d’approximation, l’onde électrostatique oscille sans amortissement 
à une fr6querice angulaire fixe égale à wp (elle ne peut être excitée que si 
w = up) .  I1 s’agit d’une ondc dc caractère très différent de celui d’iirie oride 
électromagnétique (elle n’existe pas dans le vide). 

À 1‘orcir.e suivant, on peut montrer que la solution de l’équation (4.9) 
possède effectivement une partie imaginaire non nulle, dorit l‘existence corres- 
pond à un miortisserrierit de l’onde de plasma. 
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4.4. Amortissement de Landau 

Dans un plasma, particulièrement pour une onde électrostatique, des 
échanges d’énergie entre l’onde et les particules, conduisant à un amortissement 
de l’onde, peuvent se produire en l’absence de collisions, c’est-à-dire lorsque le 
plasma est décrit par l’équation (réversible) de Vlasov. 

La puissance moyenne par unité de volume associée à une onde électro- 
statique de vecteur d’onde q et de frt‘tquence angulaire w est, étant donnée la 
forme (2.6) du champ E ,  

soit encore, d’après la formule (3.14) : 

- 
dW w 
dt  8.ir 

~ = - E X ( q , w ) E i  

En utilisant la foriiiule (4.4) pour E g ( q ,  w ) ,  on obtient : 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

La formule (4.14) xioritre que, dans le cas considhré ici (plasma maxwellien), on 
a d W / d t  > O. Cc phénomène, connu s o u  le nom d’amortissement de Landau, a 
été prédit par L.D. Landau cn 1946 et vérifié expérimentalement par la suitel’. 

L’amortissement de Landau n’est pas lié aux collisions. I1 s’agit en fait d’un 
phénomène de résonance, entièrement dû à ceux des électrons dont la vitesse 
dans la direction de propagation de l’onde est 6gale à la vitesse de phase w l q .  
Ces électrons sont des particules résonnantes qui se déplacent en phase avec 
l’onde. Le chanip de l’onde. stationnaire par rapport à ces électrons. produit 
sur eux uti travail qui ne s’annule pas en moyenne dans le temps. Un électroii 
ayant une vitesse légèrement plus grande que la vitesse de phase de l’onde 
cède de l‘énergie à celle-ci, tandis qu’un électron ayant une vitesse légèrement 
inférieure reçoit de l’énergie de l’onde. Dans le cas d’un plasma rnaxwellien, 
la fonction de distribution à l’équilibre des électrons dScroît avec le module 
de leur vitesse (formule (4.1)). Le bilan de ces échanges d’énergie correspond 
donc à un transfert d’énergie de l’onde aux électrons individuels, c’est-à-dire 
à iin amortissement de l’onde. 

lo Ce mécanisme est utilisé daris les plasmas de laboratoire pour les porter aux tempéra- 
tures très élevées que l’on cherche à obtenir dans le cadre de la fusion thermonucléaire 
contrôlée. 
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Chapitre 7 

De l’équation de Boltzmann 
aux équations hydrodynamiques 

Dans un gaz classique dilué de molécules effectuant des collisions binaires, 
l’équation de Boltzmann décrit l’évolution de la fonction de distribution sur 
un intervalle de temps intermédiaire entre la durée d’une collision et le temps 
de relaxation vers un équilibre local. Cette étape cinétique de l’évolution est 
suivie d’une étape hydrodynamique mettant en jeu des intervalles de temps très 
supérieurs au temps de relaxation. Le gaz est alors proche d’un état d’équilibre 
local décrit par un nombre réduit de variables pertinentes, la densité locale, 
la vitesse moyenne locale et la température locale. L’évolution de ces variables 
est régie par les équations hydrodynamiques, qu’il est possible de déduire de 
1 ’équation de Boltzmann. 

Pour cela, on établit tout d’abord àpartir  de celle-ci des équations de bilan 
local relatives aux quantités conservées lors d’une collision. Ces équations font 
intervenir des nioyeriries calculées à i’aide de la fonction de distribution solution 
de l’équation de Boltzmann. 

Les solutions de l’équation de Boltzmann pertinentes dans ce contexte sont 
des fonctionnelles de la densité locale de molécules, de leur vitesse moyenne 
locale et de la température locale. Ces solutions, appelées solutions normales, 
s’obtiennent au moyen du développement de Chapman-Enskog, qui permet de 
les construire par approximations successives. L’approximation d’ordre zéro de 
la solution est une distribution d’équilibre local. A cet ordre, les Aux dissipatifs 
sont nuls, et l’hydrod.ynamique est celle d’un Auide parfait. La correction 
d’ordre un dépend de la distribution d’équilibre local et des affinités. Elle per- 
met d ’obtenir les Aux dissipatifs et les équations hydrodynamiques (c’est-à- 
dire 1 ’équation de Navier-Stokes et l’équation de la chaleur). 
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1. Régime hydrodynamique 

L’évolution d’un gaz à partir d’un état initial hors d’équilibre comprend 
tout d’abord une étape cinétique, qui niet en jeu un intervalle de temps 
d’évolution At très inférieur au temps de relaxation T~ vers un équilibre local 
(et des distances Al très inférieures au libre parcours moyen e). L’état du gaz 
est alors décrit par la solution f ( ~ , p , t )  de l’équation de Boltzmann. Si les 
collisions sont sufisamment efficaces, cette étape cinétique est suivie d’une 
étape hydrodynamique, caractérisée par un intervalle de temps d’évolution 
At > r, (et par des distances Al >> e ) .  Durant cette étape de son évolution, 
le gaz reste proche d’un état d’équilibre local’ décrit par la densité locale de 
molécules n ( ~ ,  t ) ,  leur vitesse moyenne locale U ( T ,  t )  et la température locale2 
T ( T ,  t ) .  Les équations d’évolution de ces variables sont les équations hydro- 
dynamiques. Elles forit intervenir des coefficients de transport (dans le cas 
d’un gaz de molécules identiques, il s’agit de la conductivité thermique et du 
coefficient de viscosité). 

Les équations hydrodynamiqiies peuvent être déduites de l’équation de 
Boltzmann, ce qui confère & ces lois phénoménologiques une justification micro- 
scopique dans le contexte des gaz dilués. I1 convient, pour commencer, de 
délimiter le domaine de validité du régime hydrodynamique. 

1.1. Temps de collision et libre parcours moyen 
Le tenips de relaxation T~ est au moins de l’ordre du temps de collision 7 .  

I1 est toutefois usuel de prendre l’estimation T~ N 7 .  Le temps de collision 7 et 
le libre parcours moyen l sont reliés par : 

Dans la formule (1.1), u désigne une vitesse moléculaire typique, de l’ordre de 
la vitesse quadratique rnoyonrie (3kTlm) 1’2. 

On utilise comme estimation du libre parcours moyen l’expression : 

Toutefois, lorsque le libre parcours moyen est très supérieur aux diniensions du récipient, 
le gaz, raréfié, ne peut atteindre un état d’équilibre local. Le régirrie de transport correspon- 
dant est appelé régime balistique ou régime de Knudsen. Les collisions sur les parois ont alors 
un rôle essentiel. Le régime balistique joue un rôle important dans le transport électronique 
dans les dispositifs dc très petites dimensions. 

Au lieu de la densité locale de molécules, on préfère souvent dans ce contexte utiliser 
la densité locale de rnasse p ( r ,  t )  = m,n(r, t )  (m est la masse d’une molécule di1 gaz). Par 
ailleurs, 011 choisit souvent comme variable, au lieu de la température locale S(T, t ) ,  la densité 
locale d’énergie interne par unité de masse eint(r ,  C), reliée à la température locale par une 
formule d’équipartitiori : 

eiiit(r, t )  = -kT(r ,  t ) .  
3 

2m 
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où n est la densité du gaz et atot - la section efficace totale de collision (TO 

désigne la portée des forces iritermoléculaires). On en déduit une estimation 
du temps de collision : 

1 

Le libre parcours moyen et le temps de collision varient en raison inverse de la 
densit,i. du gaz3. 

1.2. Domaine de validité du régime hydrodynamique 
L’étape hydrodynamique de l’évoliitiori du gaz met en jeu un intervalle de 

temps beaucoup plus long que r, et des distances beaucoup plus grandes que e. 
Autrement dit, si l’on désigne par w et q une fréquence angulaire et un vecteur 
d’onde typiques des perturbations imposées au milieu (par exemple par une 
force extérieure ou un gradient appliqué), le régime hydrodynamique est celui 
des excitations de basses fréquences angulaires et de grandes lorigiieurs d’onde, 
caractérisées par les inégalités : 

wr < 1, qe << 1. (1.4) 

Dans ce régime, il est possible d’établir les équations hydrodynamiques à 
partir de l’équation de Boltzmann. Pour cela, il convient tout d’abord d’exanii- 
rier les coriséqiiences de l’équation de Boltzmann pour les quantités conservées 
lors d’une collision. On aboutit ainsi à des équations de bilan local, qui font 
intervenir des moyenries calculées à l’aide de la fonction de distribution solution 
(le l’équation de Boltzmann. 

1.3. Solutions normales de l’équation de Boltzmann 
Le gaz étant proche d’un état d’équilibre local, on s’intéresse ii celles des 

solutions de l’éqiiation de Boltzmann qui ne dépendent de T et de t que via 
la densité locale, la vitesse rrioyerine locale et la température locale. Ces solii- 
tioris particulières sont appelées les soiiitions riorniaies. Pour les obtenir, 011 
peut mettre en œuvre une procédure de développement systématique proposée 
par S. Chapman en 1916 et D. Eriskog en 1917. Nous utiliserons successivement 
deux ordres d’approximation de la solution. L’approximation d’ordre zéro est 
une distribution d’équilibre local. Les équations hydrodynamiques sont alors 
celles d’un fluide (( parfait n’ c’est-à-dire d’un fluide dans lequel les proces- 
sus dissipatifs sont négligés. Dans l’approximation d’ordre un, on obtient les 
équations hydrodynamiques d’un fluide visqueux, dans lesquelles interviennent 
les coefficients de transport. 

‘’ Pour évaluer l’ordre de grandeur de l! et de T dans un gaz à température ambiante et à 
la pression atmosphérique, on calcule la densité du  gaz à partir de l’équation d’état. Pour un 
gaz parfait, 011 obtient ainsi, dans ces conditions, n - 2.5 x 1019 molé~ules .cm-~.  La portée 
des forces intermoléculaires est TO - cm. On en déduit, en utilisant l’estimation (1 .2) ,  
B - 4 x l op5  cm. Si le gaz est par exernpie de l’azote, la vitesse moléculaire typique à 
terripérat,ure ambiante est de l’ordre de 5 x lo4 c1n.s-l. Le temps de collision est donc 
T N 8 x 10-1” s. 
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2. Équations de bilan local 

On peut déduire de l’équation de Boltzmann des équations de bilan local 
pour chacun des invariants collisionnels. I1 s’agit de la masse, des trois cornpo- 
santes de la quantité de rnouvenierit et de l’énergie cinétique dans le repère lié 
au fluide4. 

Soit x ( r , p ,  t )  l’un de ces invariants. On a la propriété5 : 

x(r ,  P’ t )  (%) dP = O’ 
col1 

où (ûf/ût),,,, est l’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann. La rela- 
tion (2.1) permet de déduire de l’équation de Boltzmann un théorème général 
de bilan applicable à l’un quelconque des invariants collisionnels. 

2.1. Théorème général de bilan 

I1 s’obtient en multipliant les deux membres de l’équation de Boltzmann : 

af 
- +‘U.V.,- f + F.V ,  f = 
d t  

par un invariant collisionnel x ( r , p ,  t ) ,  et en intégrant ensuite sur la quantité 
de mouvement. D’après la formule (2.1)’ le terme de collision ne fournit aucune 
contribution. On obtient donc, F désignant la force extérieure éventuellement 
appliquée (supposée indépendante de la vitesse) : 

1 x ( r , p ,  t )  ($ + v.V, f + F.V,  f ( 2 . 3 )  

On peut réécrire l’équation (2.3) sous la forme équivalente : 

J’x  f dp - / f dX tlp + V,. xu f dp - v f.U,xdp 
at at s s  
L’énergie cinétique d’une particule dans le repère lié au fluide est t = smiw ~ U ( T ,  t ) i 2 .  

Le choix de cet invariant collisionnel est motivé par le fait que la valeur moyenne de t /m 
représente la densité locale d’énergie interne par unité de masse (voir le paragraphe 2.4). 

La démonstration de la propriété (2.1) est effectuée en appendice à la fin de ce chapitre. 5 
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- (nx)  d ~ T L ( - )  dX + O,.(nxv) - TL(Zi.V,X) - n(F.V,x) = o. at d t  

La fonction de distribution s’annulant lorsque Ipj + 00, le cinquième terme 
du premier membre de l’équation (2.4) est nul. On a donc le théorème général 
de bilan suivant : 

(2.5) 

Les moyennes figurant dans l’équation (2.5) sont définies par la formule : 

Elles doivent être calculées à l’aide de la solution f de l’éqiiation de Boltzmann. 
On déduit du théorème général de bilan des équations de bilan local pour 

la masse, la quantité de rnouvement et l’énergie interne7. 

2.2. Équation de bilan local de la masse 
Choisissant x = m, on obtient à partir du théorème (2.5) l’équation : 

qui s’écrit aussi’, à l’aide de la densité locale de masse p ( ~ ,  t )  : 

9 at + V.(pu) = o. 

L‘équation de bilan local dc la masse (2.8) a la forme d’une équation de con- 
tinuité sans terme de source. Le flux de masse J = pu  est un flux convectip. 

L’équation (2.8) peut se réécrire soils la forme équivalente : 

qui fait intervenir la dérivée partiîiilairc oil dériver hydrodynamique d l d t  = 
d / d t  + U.V. 

Pour abréger, la densité locale n(r ,  t )  est écrite ici simplement n. Cette quantité, 
iridéperidarite de la vitesse, peut figurer iridifférerriment à l’intérieur ou à l’extérieur des 
valeurs moyennes (voir la définition (2.6)). I1 ne faut toutefois pas confondre avec la riota- 
tion utilisée généralement, où n désigne la derisité à l’équilibre therrriodyrianiique global. 

Dans la suite de ce chapitre (sauf lorsque le contexte pourrait prêter à confusion), V, 
sera désigné siniplenierit par O. 

Pour abréger, la densité locale de masse p ( ~ ,  t )  est désignée par p ,  et la vitesse moyenne 
locale U ( T ,  t )  par u. I1 en sera de même, dans la suite, pour un certain nombre d’autres 
quantités définies localement. 

Puisque l’on considère ici un gaz à un seul constituant, il n’existe pas de contribution 
diffusive au flux de masse. 
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2.3. Équation de bilan local de la quantité de mouvement 

Choisissant ensuite x = mw, (i = 2 ,  y, z ) ,  on obtient à partir du théorème 
(2.5) l’équation : 

1 
m 

(2.10) 
d 
%(p.,) + O . ( p v t ~ )  - -pF, = O. 

En utilisant les égalités : 

on peut réécrire l’ensemble des trois équations (2.10) pour i = 2,  y, z sous la 
forme de l’équation de bilan local de la quantité de mouvement : 

(2.12) 

Dans l’équation (2.12), p u u  désigne le tenseur de composantes pu,u3 et p le 
tenseur des pressions, de composantes : 

PZj = P ( ( V i  - Ui)(Vj - U j ) ) .  (2.13) 

En présence d’une force extérieure F ,  la quantité de mouvement n’est pas une 
grandeur conservée. L’équation d’évolution de sa densit6 locale pu  contient, 
outre le terme de flux p u u  + p, le terme de source (p/rn)F. 

En tenant compte de l’équation (2.8)’ on peut réécrire l’équation (2.12) 
sous la forme équivalente : 

(2.14) 

2.4. Équation de bilan local de l’énergie interne 

Enfin, pour x = imlv - U ( T ,  t)l , on a (ax/&) = O et (V,x) = 0. On 2 

obtient donc à partir du théorème (2.5) l’équation : 

On définit la densité locale d’énergie interne par unité de masse, 

(2.16) 
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et le fi 71x de chaleur : 

Les relations : 

1 1 2 1  2 
-p(wlv - u12) = -p (  (w - u)lv - u1 ) + - p u (  121 - ut ) = JQ +peintu (2.18) 2 2 2 

et : 
P(’U&’J -.,I) = P ( ( U L  - u,)(q -.,I) = PLj (2.19) 

permettent de réécrire l’équation (2.15) sous la forme de l’équation de bilan 
local de l’énergie interne : 

(2.20) 

L’énergie interne n’est pa5 uric grandeur conservée. L’équation d’évolution de 
5a derisité contient le terme de source -2 : Vu.  Le flux d‘énergie interne est 
la sornnie du flux de chaleur JQ (flux condiictif) et du flux convectif peIntu. 

En tenant compte de l’équation (2.8)’ on peut réécrire l’équation (2.20) 
sous la forme équivalente : 

(2.21) 

2.5. Passage aux équations hydrodynamiques 

Les équations de bilari local de la masse, de la quantité de rriouvernent et 
de l’énergie interne (formules (2.8)’ (2.12) ou (2.14)’ et (2.20) ou (2.21)) sont 
formellernerit exactes. Elles restent cependant dépourvues de contenu physique 
véritable tant que la solution de l’équation de Boltzniann n’est pas déterminée. 
En effet, les équations de bilan local de la quantité de mouvtnient et de l’énergie 
interne font intervenir le tenseur des pressions et le flux de chaleur JQ. Ces 
dernières quantités s’expriment conirrie des valeurs moyennes de fonctions de p 
qui doivent être calculées à l’aide dc la solution f ( r , p ,  t )  de l’équation de 
Boltzmann. 

I1 convient donc de déterminer une forme pertinente de f .  et d’en déduire 
- P et JQ. Les équations de bilan local deviendront alors les équations liydro- 
dynamiques. On utilise pour cela le d6veloppernent de Chapman-Enskog. 
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3. Développement de Chapman-Enskog 

Le but de la méthode de Chapman et Enskog est de construire, au moyen 
d’un développement systématique, les solutions normales de I’Sqiiation de 
Boltzmann, c’est-à-dire les solutions de la formel’ : 

Les moyennes de fonctions quelconques de p calculées à l’aide d’une distri- 
bution du type (3.1) sont déterminées par les variables thermodynamiques 
locales. C’est notamment le cas des flux. Les relations entre les flux et les gra- 
dients des variables thermodynamiques locales sont les lois phénoménologiques 
du transport, appelées aussi équations constitutives. 

3.1. Principe du développement 

Les solutions normales f de l’équation de Boltzmann sont des fonction- 
nelles de la densité locale, de la vitesse moyenne locale et de la température 
locale. Ces grandeurs sont elles-mêmes des moyennes calculées à l’aide de f : 

Dans la méthode de Chapman et Enskog, on recherche les solutions norniales 
sous la forme d’un développement du type : 

Dans la formule (3 .3 ) ,  représente un paramètre de développement sans 
signification physique particulière (il sert seulement à caractériser l’ordre des 
termes dans les séries et sera fait égal à l’unité à la fin des calculs). On cherche 
à établir une procédure systématique conduisant à décomposer l’équation de 
Boltzmann (2.2) en une série d’équations permettant de déterminer successive- 
merit les f‘”). Nous décrirons ici les deux premiers ordres de cette procédure. 

lo Les solutions normales constituent une classe particulière de solutions de l’équation de 
Boltzmann. On ne peut donc pas leur imposer de satisfaire à des conditions initiales ou à 
des conditions aux limites arbitraires. Par exemple, près d’une frontière physique telle que 
la paroi d’un récipient, la fonction de distribution n’est pas en général de la forme normale. 
De même, immédiatement après une condition initiale donnée, la fonction de distribution 
n’est pas non plus de la forme normale. 
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3.2. Les deux premiers ordres d'approximation 
À l'ordre le plus bas, on assimile la fonction de distribution à une distri- 

bution de Maxwell-Boltzmann d'équilibre local, notée f ( ' ) .  Pour déterminer 
f ( O ) ,  on impose que f et f ( ' )  soient équivalentes en ce qui concerne le calcul 
de n(r,  t ) ,  U ( T ,  t )  et T ( T ,  t )  (forniiiles ( 3 . 2 ) ) '  ce qui revient ii imposer à f ( ' )  de 
satisfaire aux conditions suivantes : 

Les conditions (3.4) permettent de définir sans ambigiiité la distribution d'équi- 
libre local associée à f : 

f 'O)(r ,p ,  t )  = n(r,  t )  [27rmkT(r, t ) ]  -3'2 exp 
2 r n k T ( r ,  t )  

On reporte ensuite le développement (3 .3 )  de la solution normale dans 
l'équation de Boltzmann ( 2 . 2 ) .  Pour simplifier, on écrit le terme de collision 
d'une manière condensée mettant en évidence son caractère quadratique par 
rapport à la fonction de distribution" : 

On obtient ainsi : 

1 1 
= -WO'If''') E 2  + r [ Z ( f ' O ' l f ' l ) )  + I( f '1) I f ' " ' ) ]  + . . . (3.7) 

Dans l'équation (3 .7 ) '  d(')/ût  représente l'approximation d'ordre zéro de l'opé- 
rateur de dérivation d / d t .  Comme f ne dépend de t que via n(r,  t ) ,  U ( T ,  t )  et 
T ( T ,  t ) ,  l'opérateur 3 / d t  s'écrit12 : 

(3 d d n  d d u  d 3T 
d t  d n  dt du, at dT dt  
- - ~ --+-2 +-- 

l1 Par définition, on pose, pour toutes fonctions f ( ~ , p ,  t )  et g ( r , p ,  t )  : 

(3.8) 

On utilise la convention usuelle de sommation sur les indices répétés 
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On calcule l’approximation d’ordre zéro d(’)/dt de l’opérateur d / d t  en utilisant 
les équations de conservation écrites à l’ordre zéro, ce qui revient à prendre en 
compte les conditions (3.4) imposées à f ( ’ ) .  L’équation (3.7) donne, à l’ordre 
le plus bas (c’est-à-dire en identifiant les termes en 1/t2) ,  

puis, à l’ordre siiivaiit (en identifiant les termes en il() 

(3.10) 

L’équation (3.9) confirme simplement que la distribution f ( ’ ) ,  qui annule l’inté- 
grale de collision, est une distribution d’équilibre local. L’équation (3.10) per- 
met de déterminer f ( ’ ) .  La procédure peut se poursuivre aux ordres supérieurs, 
mais seuls les deux premiers ordres d’approximation sont utilisés en pratique. 

Même aux deux premiers ordres, la méthode de Chapman-Enskog est 
assez lourde à mettre en ceiivre lorsque l’on conserve la structure bilinéaire 
exacte de l’intégrale de collision. Elle est plus facile à utiliser lorsque le ternie 
de collision est écrit dans l’approximation du temps de relaxation. C’est cette 
forme plus simple c l c  la méthode que nous allons présenter ici. 

4. Approximation d’ordre zéro 

4.1. Tenseur des pressions et flux de chaleur à l’ordre zéro 

À cet ordre, les moyennes à prendre en compte pour le calcul du tenseur 
des pressions. noté .P_(O).  et du flux de chaleur. rioté J:’, sont calciilées à l’aide 
de la distribution (3.5). On pose : 

e Tenseur des pressions 

Les composantes dii tenseur des pressions définies par la formule générale 
(2.13) s’écrivent, à l‘ordre zéro, 

soit, en introduisant la vitesse U(r, t )  = 2i - u ( r ,  t) dans le repère lié au fluide 
en mouvement : 

(4.3) 
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Les éléments non diagonaux du tenseur @O) sont nuls. Ses élénients diagonaux 
sont, égaux à la pression hydrostatique locale P ( r ,  t )  = n(r ,  t )kT(r ,  t )  : 

(4.4) ( 0 )  PZJ ( r ,  t )  = &JP(T,t). 

e Flux de chaleur 

Le flux de chaleur défini par la formule générale (2.17) est donné, à l’ordre 
zéro, par : 

d u .  (4.5) 

I1 est donc nul à cet ordre. 

Ainsi, dans l’approximation d’ordre zéro, le tenseur des pressions se réduit 
au ternie de pression hydrostatique : il n’y a pas de transfert de quantité de 
mouvement par viscosité. Le flux de chaleur est nul. Les phénomènes dissipatifs 
rie sont donc pas pris en compte à cet ordre d’approximation : le gaz se compor- 
te coniine iin fluide parfait. 

4.2. Hydrodynamique non dissipative 

Les équations hydrodynaniiques d’un fluide parfait s’obtiennent en insérant 
l’expression (4.3) de et en faisant J$) = O dans les équations de bilan 
local de la qiiantité de mouvement et de l’énergie interne (équations (2.14) et 
(2.21)). On doit également tenir compte de l’équation d’état P/p  = 2eInt/3. 

0 Équation de bilan local de la quantité de nioiivement 

Elle prend, dans le cas d’lin fluide parfait, le nom d’équation d’Euler : 

(4.6) 

0 Équation de bilan local de l’énergie interne 

Elle s’écrit, pour un fluide parfait, sous la forme : 

d 2 ‘ ( g  + u.v ejnt + -eintv.u = O. 1 3  (4.7) 

L’équation (4.7) est équivalente à une équation pour la température locale : 

2 1 ($ + u.V)T + ?TV.U = O. 
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L’équation de continuité (2.8)’ l’équation d’Euler (4.6) et l’équation de 
bilan local de l’énergie interne (4.7) (ou l’équation pour la température loca- 
le (4.8)) constituent les équations hydrodynamiques d’un fluide parfait. Les 
phénomènes dissipatifs n’étant pas pris en compte, les solutions de ces équations 
correspondent à des écoulements persistant indéfiniment. 

Bien que démontrées ici à partir de l’équation de Boltzmann (donc pour 
un gaz dilué), ces équations ont une validité plus générale. On peut en effet les 
ét,ablir à l’aide d’arguments phénoménologiques, également valables dans un 
gaz plus dense ou dans un liquide. On peut déduire de ces équations un certain 
nombre de propriétés des fluides (équation d’une transformation adiabatique, 
équation de propagation d’iine onde sonore et calcul de la vitesse du son . . .). 

5. Approximation d’ordre un 

5.1. Fonction de distribution à l’ordre un 

On écrit l’équation de Boltzmann (2.2) dans l’approximation du temps de 
relaxation : 

Pour déterminer f ( ’ ) ,  on écrit, dans l’esprit du développement de Chapman- 
Enskog13 : 

( 5 . 2 )  

I1 est commode d’utiliser pour f(’)  les notations suivantesL4 : 

Comme f(’) ne dépend de r et de t que via les fonctions p, T et U ,  il est 
nécessaire de calculer les dérivées partielles de f(’) par rapport à ces grandeurs : 

(5.4) 

13 La formule (5.2) est l’analogue de la formule (3.10) pour un ternie de collision écrit 

l4 Pour simplifier, nous conservons la même notation f(”) pour la distribution (3.5) et 

dails l’approxiniation du temps de relaxation. 

pour la fonction de p, T et U définie par la formule (5.3). 
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On a aussi : 

185 

(5.5) 

On en déduit : 

avec D( ' ) ( x )  = (a(O)/at + V.V)X. Les quantités D(' ) (P) ,  ~ ( O ) ( u j )  et D(") (T )  
sont évaluées à l'aide des équations hydrodyriamiqiies à l'ordre zéro (formules 
(2.8), (4.6) et (4.8)) : 

2 
3 

D( ' ) (T )  = --TV.u + U.VT. 

Ces expressions une fois reportées dans la formule (5.6), il vient 

2 k T  
(5.8) 

En introduisant le tenseur symétrique de composantes : 

(5.9) 

on réécrit la formule (5.8) sous la fornie : 

1 rn 5 1  1 
2 k T  2 kT 

f ( ' )  = - ~ ( v ) f ( ~ )  [ (U.VT) ( -U2 - -) + -hij (UiUj - - & j U 2 ) ]  3 . (5.10) 

Ni la force appliquée ni le gradient de derisité ne figurent dans la formule 
(5.10). Ceci est cohérent avec les conditions (3.4) qui imposent l'absence de 
flux dissipatif de particules à cet ordre, ainsi qu'avec le fait qu'il n'y a pas de 
diffusion dans iin fluide à un seul constituant. 

5.2. Tenseur des pressions et flux de chaleur à l'ordre un 

Pour simplifier, le temps de relaxation est supposé indépendant de la 
vitesse. 
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Tenseur des pressions 

Calculé à l'aide de l'approximation f = ,f(') + f ( ' )  de la fonction de 
distxibutioii, il a pour composantes : 

PL3 = 171 /(th - u,)(w3 - u l ) ( f ( " )  + f( ')) d p  = nkTG,, + P:;). (5.11) 

Seul le second terme de l'expression (5.10) de f ( ' )  contribue à P::) : 

Le tenseur de composantes P(J) est un tcnseur symétrique de trace nulle 

P:,') = O),  qui dépend linéairemeiit du tcnseur symétrique A. Il doit 
donc être dc la forme : 

2v r n  
P:;' = --(Aij m - -6,O.u). 3 (5.13) 

Dans l'équation constitutive (5.13), mV.u est la trace du tenseur A et 77 est le 
coefficient de viscosité15. En identifiant les formules (5.12) et (5.13), on montre 
que le coefficient de viscosité s'exprime a l'aide d'intégrales gaiissiennesl" On 
obtient : 

= nkTr. (5.14) 

Dans l'approximation d'ordre un, il apparaît donc une contribution dissipa- 
tive au tenseur des pressions p, dont les composantes s'écrivent : 

soit : 

m (5.15) 

(5.16) 

Flux de chaleur 

Le flux de chaleur à l'ordre un, noté J g ) ,  ne fait intervenir que le premier 
terme de l'expression (5.10) de f ( ' )  : 

5 1 d T  
- -) -U,-f(') d u .  (5.17) 

2 2kT 2 T i3xi 

l5 Le calcul direct du coefficient de viscosité d'un gaz classique dilué à partir de sa 
définition expérimentale (loi de Newton) est présenté en appendice à la fin de ce chapitre. 
Ce calcul permet notamment d'identifier la quantité 7 intervenant dans l'expression de P(3' 
avec le coefficient de viscosité de la loi de Newton. 

l6 Voir les détails du calcul en appendice. 
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L’équation constitutive (5.17) s’identifie avec la loi de Fourier 

J$’ = -&.VT. - (5.18) 

Le tenseur de conductivité thermique 6 est ici proportionnel à la matrice 
unité : ‘ F ‘ ~ B  = d,~. La conductivité thermique ‘F’ déduite de la formule (5.17) 
s’exprime à l’aide d’intégrales gaus~iennes’~. Tous calculs faits, on obtient : 

(5.19) 

5.3. Équations hydrodynamiques au premier ordre 

Pour obtenir les équations hydrodynaniiques dans l’approximation du pre- 
mier ortire, il faut introduire les expressions (5.16) et (5.18) du tenseur des 
pressions et du flux de chaleur dans les équations de bilan local de la quantité 
de mouvement et de l‘énergie interne (équations (2.14) et (2.21)). 

Equation de bilan local de la quantité de mouvement 

Dans l’approximation du premier ordre, cette équation s’écrit : 

(5.20) 71 2 77 + -V u + - V ( V . u ) .  
P 3P 

Équation de bilan local de l’énergie interne 

On peut l’écrire sous la forme d’une équation pour la température locale : 

77 2A,, 2 1 pcv [ (2 + u.V = V.(KVT) + - (- - -OcJV.u)2.  1 
2 m  3 

I I 

(5.21) 
On a posé” e, = 3k/2m.  L’équation (5.21) est l’équation de la chaleur. 

l7 L’expression de n fait intervenir les intégrales I ,  = SF dv vneëmv2 /2kT  avec n = 6 et 
n = 8 . O n a :  

l8 La notation cv ne désigne donc pas ici la chaleur spécifique à volume constant par 
particule, mais la chaleur spécifique à volume constant par unité de masse. 
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Ainsi, l’approximation du premier ordre permet de tenir compte des phéno- 
mènes dissipatifs au sein du gaz, et d’obtenir des expressions microscopiques 
du coefficient de viscosité et de la conductivité thermique. La validité de cette 
approximation est liée à la petitesse de f ( ’ )  par rapport à f(’), et donc notam- 
ment à la petitesse du libre parcours moyen par rapport aux distances typiques 
d‘évolution de la densité locale, de la vitesse moyenne locale et de la tempéra- 
ture locale. 

Les équations hydrodynamiqiies (5.20) et (5.21) peuvent donc, dans le cas 
d’un gaz diluil, être déduites de l’équation de Boltzmann. Elles orit en réalité un 
domaine de validité beaucoup plus large que celui de l’équation de Boltzmann, 
et peuvent être établies de manière phérioménologiqiie dans les gaz plus denses 
ct dans les liqiiideslg. 

5.4. Équation de diffusion thermique 
L’équation de la chaleur (5.21) prend dans certains cas une forme beau- 

coup plus simple. Par exemple, dans iin liquide où la vitesse moyenne locale 
est très inférieure à la vitesse du son, l’équation de la chaleur s’écrit : 

d T  
at pep- - V.(KVT) = O. (5.22) 

Dans l’équation (5.22), cp désigne la chaleur spécifique à pression constante 
par unité de masse”. Si l’on peut considérer K comme indépendant du point 
de l’espace, l’équation (5.22) prend la forme d’une équation de diffusion : 

! p ‘ y g  - K V ~ T  = O. (5.23) 

Le coefficient de  diffusion tlierrniqiie, appelé aussi diffusivité thermique, est : 

(5.24) 

L’équation (5.23) est vérifiée cxpérimentalemerit dans les liquides (si la vitesse 
moyenne locale est petite par rapport à la vitesse du son) ainsi que dans les 
solides. 

l9 Dans un fluide incompressible (V.u = O ) ,  l’équation de bilan local de la quantité de 
niouvernent prend le nom d’équation de Navier-Stokes : 

Le fait que ce soit cQ, et non ru ,  qui figure dans l’équation (5 .22) ,  provient de ce que 
les équations pour la densité locale et  la température locale ne sont pas découplées (voir le 
complément 16.B). 
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Appendices du chapitre 7 

A l .  Propriété de l’intégrale de collision 

I1 s‘agit ici de démontrer la propriété 

( A 1 . l )  

où (ûf/&)coll est l’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann et , y ( r ,p ,  t )  
un invariant collisionnel. 

En revenant à la définition de (af/af),,,, pour des particules effectuant 
des collisions binaires. soit : 

on écrit le premier menibre de l’équation ( A l . l )  sous la forme : 

Pour démontrer la formule ( A l . l ) >  on utilise tout d’abord le fait que l’intégrale 
au second membre dr la formule (A1.3) reste inchangee si l’on permute les 
quantités de niouvenierit p niv et p l  = mv1. ce qui permet d’krire : 

Or1 effectue ensuite le changement de variables ( p ,  p l )  4 ( p ’ , p i ) ,  ce qui rcvient 
à considérer la collision {p’ ,p! ,}  + { p , p l } ,  inverse de la collision { p ,  p l }  + 

{p ’ .  p {  }. Les sections efficaces pour une collision et pour la collision inverse .. 

sont les mêmes. Par ailleurs, on a lei 

et : 

dPdPi 

égalités : 

= IV’ -.;I 

= dp’dpk. 

(A1.5) 

(A1.6) 
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Il vient ainsi : 

En prenant la demi-somme des expressions (A1.4) et (A1.7) du premier mem- 
bre de l’équation (&41.1), on obtient finalement : 

Comme x est un invariant collisiorinel, le second membre de l’équation (A1.8) 
est nul, ce qui démontre la propriété (A1.1). 

Cette propriété de l’intégrale de collision est valable pour toute fonction 
de distribution f ,  qu’elle soit ou non solution de l’équation de Boltzmann. Elle 
est une conséquence du fait que les collisions, qui modifient les quantités de 
mouvement des molécules, sont considérées comme locales et instantanées. 

A2. Loi de Newton. CoefFicient de viscosité 

On considère iin gaz de densité et de température uniformes dans l’espace 
et constantes dans le temps, dans lequel existe une vitesse moyenne locale a(.) 
indépendante du temps, de composantes : 

U~ = A -t B y ,  uY = O, U ,  = O, (A2.1) 

où A et B sont des constantes. On peut se représenter le gaz comme consti- 
tué de différentes couches glissant les unes sur les autres. comme le montre 
schématiquement la Fig. 1. 

Y 

O X 

Fig. 1. Écoulement de couches de gaz glissant les unes sur les autres. 
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On s’intéresse à la force de frottement <a par unité de surface subie par le 
gaz situé au-dessus d’un plan donné (représenté par la ligne en pointillés sur 
la Fig. 1). Lorsque le gradient de vitesse moyenne locale est faible, la force de 
frottement lui est proportionnelle. C’est la loi de Newton : 

(A2.2) 

Dans la formule (A2.2)’ 7 est le coefficient de viscosité du gaz. 

Le gaz situé aii-dessus du plan perd de la composante n: de quantité de 
mouvement au profit du gaz situé au-dessous du plan. I1 subit de ce fait une 
force de frottement tangentielle, égale à la composante 5 de quantité de mouve- 
ment transportee par seconde et par unité de surface dans la direction y : 

@ = mn((u, - U,) (V ,  - u,)). (A2.3) 

Cette force s’identifie avec l’élément non diagonal PZy du tenseur des pressions. 
Pour calculer la valeur moyenne intervenant dans la formule (A2.3)’ il est 
commode d’utiliser la fonction de dist,ribiition F ( r ,  w ,  t ) .  On a : 

= rn F ( T ,  u, t ) ( v ,  - ,u,)(v, - u U )  dw. (A2.4) .I’ 
Nous calculerons le coefficient de viscosité à l’aide de l’équation de Boltz- 

mann écrite dans l’approximation du temps de relaxation. 

A2.1. Équation de Boltzmann 

La distribution d’équilibre local F(O) pertinente est la fonction de Maxwell- 
Boltzmann caracterisée par la vitesse moyenne ~ ( r )  : 

On désigne par U ( r )  la vitesse w - ~ ( r )  des particules dans le repère lié au 
fluide en mouvement : U, = u, - u,, U, = Y,, U,  = uz .  La distribiition (A2.5) 
est en fait line fonction21 de U ( r )  : 

(A2.6) 

Pour simplifier, rious conservons la même notation F(”)  pour la distribution (A2.5) et 
pour la fonction de U définie par la formule (A2.6). 



192 Chapitre 7 : Vers l’hydrodynamique 

La distribution F(’) dépend de y par l’intermédiaire de U,. L’équation de 
Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation s’écrit22 : 

(A2.7) 

A2.2. Fonction de distribution au premier ordre 

Lorsque le gradient de vitesse moyenne locale du,/dy est faible, on écrit 
la solution de l’équation (A2.7) sous la forme 

F 2 F(0) + F(l), F ( I )  < F(O), (A2.8) 

et on la recherche au moyen d’un développement au premier ordre en pertur- 
bations. À l’ordre le plus bas, on obtient l’équation : 

(A2.9) 

L’équation (A2.9) est effectivement vérifiée par la distribution F(O) choisie (for- 
mules (A2.5) ou (A2.6))’ puisque la vitesse IL(.) est indépendante du temps. 
À l’ordre suivant, on obtient une équation aux dérivées partielles pour F ( l ) ,  

dont la solution stationnaire est : 

(A2.10) 

(A2.11) 

A2.3. Loi de Newton. Calcul de Q 

La force de frottement s’exprime A l’aide de F (formule (A2.4)). Calculée 
à l’aide de l’approximation F E F(O) + F ( l )  de la fonction de distribution, elle 
s’écrit : 

Q = m s (F(’)+ F(~))u,u, d u .  (A2.12) 

Le premier terme de l’expression (A2.12) de Q est nul par symétrie. Pour 
calculer le second terme de cette expression, on utilise l’égalité : 

(A2.13) 

22 Le temps de relaxation est supposé indépendant de la vitesse pour simplifier. 
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qui permet de réécrire l’expression (A2.11) de F ( I )  sous la fornie : 

La force de frottement à l’ordre un est donc donnée par : 

L’équation (A2.15) s’identifie avec la loi de Newton : 

(A2.14) 

(A2.15) 

(A2.16) 

Le coefficient de viscosité TI s’exprime à l’aide d’intégrales g a ~ s s i e n n e s ~ ~ .  Tous 
calculs faits, on obtient : - 

7 = rikTr. (A2.17) 
I I 

À température donnée, le coefficient de viscosité est proportionnel au produit 
nr. Or le temps de relaxation, du même ordre de grandeiir que le temps de 
collision, varie comme celui-ci en raison inverse de la densité du gaz. Le coef- 
ficient de viscosité calculé à l’aide de l’équation de Boltzmann ne dépend donc 
pas, pour une température donnée, de la densité di1 gaz. Ce résultat a été 
établi et vérifié expérimentalement par J.C. Maxwell en 1860. 

Le calciil précédent n’est valable qiie si l’équation de Boltzriiann elle- 
même est applicable, ce qiii suppose le gaz dilué, niais pas raréfié. Le libre 
parcours rnoyeri doit notamment rester petit par rapport aux dimensions carac- 
téristiques di1 récipient corit,enant, le gaz, sinon les collisions sur les parois 
prédomineraient sur les collisions entre les moléciiles et la notion même de 
viscosité perdrait alors toute signification. 

23 L’expression de 17 fait intervenir les intégrales I ,  = dvvnrpT’L”2/2kS avec n = O et 
n = 2. On a : 

2 
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Chapitre 8 

Théorie de Bloch-Boltzmann 
du transport électronique 

L’équation de Boltzmann est au cœur de la théorie semi-classique de 
Bloch-Boltzmann du transport électronique dans les solides. La théorie ciné- 
tique des gaz fondée sur l’équation de Boltzmann, développée à l’origine pour 
les gaz classiques dilués, a en effet  par la suite été adaptée avec succès au gaz 
d’électrons de Bloch dans les métaux et les semi-conducteurs, et cela bien qu’il 
ne s’agisse en l’occurrence ni d’un gaz classique (sauf dans les semi-conducteurs 
non dégénérés) ni d’un gaz dilué. 

L’écriture d’une équation de Boltzmann pour les électrons dans les solides 
repose sur le modèle semi-classique dans lequel chaque électron est décrit par sa 
position r ,  son vecteur d’onde k et un indice de bande n, tandis que les champs 
appliqués sont traités de manière classique. Les transitions interbandes sont 
négligées, et l’on s’intéresse à la fonction de distribution f ( r ,  k ,  t )  des électroiis 
dans une bande donnée. Dans ces conditions, on peut écrire pour la fonction 
de distribution électronique une équation d’évolution analogue à l’équation 
de Boltzmann, le terme de collision étant formulé de nianière appropriée aux 
différents mécanismes de collision impliquant les électrons. 

Les collisions électroniques les plus importantes sont les collisions électron- 
impureté et les collisions électron-phonon (c’est-à-dire les interactions des 
électrons avec les vibrations de réseau). Dans certains cas, il est possible de 
les décrire en utilisant l’approximation du temps de relaxation. L’expression 
niicroscopique de ce dernier dépend du détail du processus de collision. 

À partir de l’équation de transport ainsi obtenue, il est possible de calcu- 
ler les coefficients de transport du gaz d’électrons dans les métaux et les 
semi-conducteurs, et d’en discuter diverses caractéristiques, notamment la 
dkpendance en température. On peut également traiter dans ce cadre les effets 
spécifiques apparaissant en présence d’un champ magnétique appliqué (effet 
Hall et magnétorésistance), à la condition toutefois que celui-ci ne soit pas 
trop intense. 
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1. Équation de Boltzmann pour le gaz d’électrons 

1.1. Insuffisance du modèle de Drude 

Le modèle de Drude, établi en 1900, a été historiquement le premier 
modèle décrivant le transport électronique dans les métaux. Les électrons sont 
considérés coniine des particules libres de masse m et de charge e effectuant 
des collisions avec des ions fixes. Les collisions ont pour effet de faire relaxer 
la vitesse moyenne des électrons avec un temps caractéristique IT : 

( E  est iin champ électrique appliqué). Le seul paramètre du modèle est le 
temps de relaxation T qui, dans l’idée originale de Driide, correspondait au 
temps de collision de l’élect,ron siIr les ions fixes. 

En dépit de succès notables tels que la formule de Drude-Lorentz pour 
la conductivité électrique, le modèle de Driide souffre de défauts importants. 
Notamment, il ne permet pas d’expliquer la dépendance en température de 
la conductivité d’iin métal normal’ (c’est-à-dire non supraconducteur). Les 
défauts dii modèle de Drude sont essentiellement liés au fait que les électrons 
y sont traités conimc iin gaz classique. Entre deux collisions successives, les 
électrons sont considérés comme libres, à l’exception de leiir confinement au 
sein de l’échantillon. La périodicité de l’arrangement des ions, qui donne lieu 
à la structure de barides du métal, n’est donc pas prise en compte. De plus, la 
nature physique des mécanismes de collision décrits par le temps de relaxation 
r n’est pas correctement élucidée. 

Pour remédier à ces défauts, il est nécessaire de tenir compte du caractère 
quantique du gaz d’électrons et de la striictiire de bandes du Inétal, et de 
décrire convenablement les processus de collision. C’est l’objet de la théorie 
semi-classique di1 tmrisport, fondée sur le théorème de Bloch et l’équation de 
Boltzmann. 

1.2. Modèle semi-classique 

La dynamique des électrons de Bloch, évoluant dans le potentiel pkriodique 
des ions du réseau en préseiice d’un champ électrique et, éventuellement, d‘un 
champ magnétique appliqués, peut être étudiée dans le cadre plus élaboré du 
modèle semi-classique. La mise en œuvre de l’équation de Boltzmann pour la 
fonction de distribution électronique permet ensuite de relier les propriétés de 
transport à la striicture de bandes. L’ensemble de la procédure constitue la 
théorie de Bloch-Boltzmann du transport électronique. 

La résistivité (inverse de la conductivité) d‘un métal normal varie proportionnellement 
à T à température ambiante mais suit une loi en T 5 ,  appelée loi de Bloch-Grüneisen, à basse 
température (voir le complément 8.A). 
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Les électrons sont traités dans l’approximation des électrons indépendants. 
En l’absence de champs appliqués, les états électroniques Ink) sont repérés 
par l’indice de baride n et le vecteur d’onde k .  Ce sont les états propres de 
l’équation de Schrodiriger à un électron en présence du potentiel pkriodique des 
ions. Contrairement à l’idée de Drude, ce ne sont donc pas les (( collisions )) avec 
les ions du réseau qui limitent la conductivité électrique. 

Dans le rnodèle semi-classique, un électron’ est repéré à la fois par sa 
position r ,  son vecteur d’onde k ,  et un indice de bande n. L’indice n, est 
considéré comme une constante du mouvement (autrement dit, les transitions 
interbandes ne sont pas prises en compte). Le mouvement entre deux collisions 
d’un électron d’une bande donnée d’indice n soumis à des champs électrique 
et magnétique E ( r ,  t )  et H ( r ,  t )  est régi par les équations semi-classiques : 

dans lesquelles un ( k )  et cTL (IC) désignent respectivement la vitesse moyenne 
et l’énergie de l’électron dans l’état Ink). Le modèle semi-classique repose 
donc sur la connaissance de la structure de barides du solide. Afin qu’il soit 
applicable, il faut que les champs extérieurs ne soient pas trop intenses et 
varient suffisamment lentement dans l’espace et dans le temps pour qu’il soit 
justifié de considérer des paquets d’ondes électroniques et de ne pas prendre 
en compte les transitions interbandes. 

1.3. Fonction de distribution des électrons d’une bande donnée 
On introduit alors la fonction de distribution des électrons d’ime bande 

donnée (en pratique, la bande de conduction cl’iin métal 011 d’un semi-conduc- 
teur). Étant cionnée la forme des équations (1.21, il convient d’utiliser la fonc- 
tion de di~tribii t ion~ f ( r ,  k ,  t )  qui, outre la position r et le temps t ,  a pour 
argument le vecteur d’onde k .  La quantité 2(27rp3f(r, k ,  t )  drdk représente le 
nombre moyen d’électrons qui, à l’iristant t ,  orit une position daris un élément 
de volume dr centré en r et un vecteur d’onde daris un élément de volurne d k  
centré en k ,  le facteur 2 prenant en compte les deux orientations possibles (111 
spin de l’électron4. La densité locale des électrons de la bande considérée est 
donnée par : 

n(r ,  t )  = ~ (27r )3  J ’ f ( r ,  k ,  t> dk. (1.3) 

I1 s’agit en réalité d’un paquet d’ondes électronique localisé autour d’une position 

L’indice de bande étant considéré comme une constante du mouvement, nous ne le 

L’effet du champ magnétique sur les énergies électroniques est considéré comme négli- 

nioyenne T et d’un vecteur d’onde moyen IC. 

faisons pas apparaître explicitement dans l’écriture de la fonction de distribution. 

geable. 
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1.4. Équation de Boltzmann 

L’équation de Boltzmann pour la fonction de distribution f ( r ,  k, t )  est de 

où F ( r ,  t )  = e [ E ( r ,  t )  + 01, x H ( r ,  t ) / c ]  est la force de Lorentz. 

global A la température T est la fonction de Fermi-Dirac] 
Les électrons étant des fermions, la fonction de distribution d’équilibre 

où 1-1 désigne le potentiel chimique des électrons. 

Pour résoudre l’équation (1.4) et calculer les coefficients de transport du 
gaz d’électrons, il est nécessaire de préciser l’expression de l’intégrale de colli- 
sion (aflût) toll pour les différents types de collisions électroniques. I1 convient 
de tenir compte du fait que les électrons, étant des fermions] obéissent au 
principe d’exclusion de Pauli. 

2. L’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann 

2.1. Les processus de collision 

Dans l’approximation des électrons indépendants, l’interaction de Cou- 
lomb entre les électrons est prise en compte de façon moyenne dans le hamil- 
tonien à un électron. Les écarts par rapport à cette moyenne correspondent 
à de5 interactions électron-électron. Celles-ci jouent un rôle mineur dans la 
conduction dans les solides6. En effet, I’écrantage dû à la présence des autres 
électrons et les limitations dans l’espace des phases dues au principe de Pauli 
font que l’on peut considérer les électrons comme n’interagissarit que faible- 
ment. Aux hautes températures, les interactions électron-électron jouent un 
rôle moins important que les interactions avec les vibrations thermiques des 
ions. Aux basses tenipératures, sauf dans des cristaux extrêmement purs, ce 
sont les collisions des élections sur les impuretés et les défauts de r6seau qui 
limitent la conductivité. Cependant, dans les dispositifs métalliques ou semi- 
conducteurs de dimensions réduites et de densités de porteurs élevées, le rôle 
des interactions entre électrons est plus important, sans pour autant devenir 
dominant. 

L’indicc de bande n étant fixé, nous désignerons désormais par zik et t k  ia vitesse 
moyenne et l’énergie d’un électron dans l’état Ik). 

Ceci différencie le gaz d’électrons dans un solide d’un gaz ordinaire, dans lequel les 
collisions entre les particules sont les seules à prendre en compte (mises à part les collisions 
sur les parois). 
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Les processus de collision les plus importants sont, d’une part, les collisions 
sur les impuretés et les défauts cristallins, et, d’autre part, les interactions 
avec les vibrations de réseau (collisions électron-phonon). De façon générale, 
les processus de collision conduisent à une modification du vecteur d’onde de 
l’électron (et aussi, dans certains cas, de son énergie). On dit qu’ils donnent 
lieu à une difksiori7 de l’électron. 

2.2. L’intégrale de collision 

L’intégrale de collision figurant dans l’équation (1.4) fait intervenir la 
probabilité par unité de temps pour qu’un électron de Bloch, initialement 
dans un état Ik)‘ soit diffusé dans un état Ik’) (et vice-versa). Ces transi- 
tions sont induites par un nouveau ternie de potentiel, non périodique, dans 
le liarniltoriien à un électron. 

Dans l’approximation de Born, la probabilité de transition entre un état 
lk) et un état lk’) est proportionnelle au carré du module de l’élément de 
matrice du potentiel perturbateur entre les états I I C )  et lk’) .  Lors d’une telle 
transition, la quantité de mouvement et l’énergie sont globalement conservées. 

Nous allons donner quelques indications siir la structiire de l’intégrale de 
collision, tout d’abord pour la diffusion par les impuretés, puis pour la diffu- 
sion par les vibrations de réseau. Si deux ou plusieurs processus de diffusion 
inc1épenda.nts sont en jeu, l’intégrale de collision est la soninie des intégrales 
correspondant à chacun des processus. 

2.3. Diffusion par les impuretés 

Un atonie d’impureté agit sur les électrons comme iin centre diffuseur 
localisé. Dans la collision sur une impureté de masse M ,  l’électron passe d’un 
état Ik) à un état lk’), et l’énergie de l’impureté change de (hlk - k ’ ( ) 2 / 2 M .  
Comme 11.1 >> m, ce changement d’énergie est très petit par rapport à l’énergie 
initiale de l’électron. Celle-ci n’est donc pratiqueinerit pas modifiée par ce typo 
de diffusion, qui est dite pour cette raison élastique. 

On suppose que les impuretés sont suffisamment diluées pour que l’on 
puisse considérer qu’un électron n’interagit qu’avec une seule impureté à la 
fois. Une telle collision est considérée comme locale et instantanée. Le seul 
parametre nécessaire à la description de la collision est le vecteur d’onde’ IC 
de l’électron. La fonction de distribution f ( r ,  IC, t ) ,  notée pour simplifier f k ,  

représente la probabilité pour que l’état I I C )  soit occupé par un électron (la 
probabilité pour que l’état /IC) soit vide est donc 1 - f k ) .  Pour écrire l’intégrale 
de collision électron-impureté, il convient d’introduire la probabilité conditiori- 
nelle W k ~ , k d t  pour qu’une transition de l’état Ik) vers l’état Ik’) se produise 

Le niot fraiiqais diffusion est employé ici avec le sens du mot anglais scattering 

’ Nous nous limitons ici au cas d’iine collision avec une impureté non magnétique. Le 
spin de l’électron n’est donc pas modifié par la collision. 
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dans l’intervalle de temps d t .  Si le potentiel d’interaction est suffisamment 
faible, on peut utiliser l’approximation de Born de la diffusion (ou, ce qui 
revient au mênie, la règle d’or de Fermi). On obtient ainsi l’expression du taux 
de transition de l’état ik) vers l’état Ik’) : 

Dans la formule (2.1)’ V,  désigne le potentiel d’intera,ction électron-impureté, 
et la fonction b ( f k  - f k l )  exprime le fait que l’énergie de l’électron n’est pas 
modifiée par la collision. Les taux de transition vérifient la propriété de micro- 
réversibilitég : 

w k , k /  = w k / , k .  ( 2 . 2 )  

Poiir obtenir la probabilité d’une transition de l’état lk) vers l’état lk’) 
dans l’intervalle de temps d t ,  compte tenu du fait qu’initialement l’électron est 
dans l’état /IC) et que l’état Jk’) est vide, il faut multiplier w k f , k  par f k ( i - f k / ) .  

L’intégrale de collision pour les collisions électron-impureté s’écrit donc : 

soit, en utilisant pour les vecteurs d’onde une 

w k ’ , k f k ( 1  - f k ’ ) ]  ( 2 .3 )  

description continue : 

Dans l’équation (2.4), V désigne le volume de l’échantillon. 

De la propriété de microréversibilité résulte une simplification notable de 
l’intégrale de collision, qui devient une fonctionnelle linéaire de la fonction de 
distribution électronique : 

Le principe d’exclusion n’a donc pas d’effet sur la structure de l’intégrale de 
collision correspondant à des collisions élastiques (l’expression de (af /at)  toll 

aurait 4té la niême en l’absence de restrictions sur l’occupation de l’état final). 

Cette propriété de symétrie se vérifie directement sur l’expression (2.1) des taux de 
transition dans l’approximation de Born, puisque le potentiel perturbateur V, est hermi- 
tique. Toutefois, l’égalité des taux Wk/ ,k  et W k , k , ,  qui découle de l’invariance des équations 
microscopiques du niouvernerit par renversement du temps, est valable indépendamment du 
mode de calcul employé (donc, éventuellement, au-delà de l’approximation de Born). 
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2.4. Diffusion par les vibrations de réseau 
Les ions ne sont pas rigoiireusement fixés en un arrangement périodique, 

mais subissent par rapport à leurs positions d’équilibre des oscillations (corres- 
pondant à dcs vibrations de réseau), dont l’amplitude croît avec la températiire. 
Ces oscillations donnent lieu à une diffusion des électrons, que l’on décrit 
généralement en termes d’interaction électron-phonon”. 

La collision d’un électron avec un phonon est une diffusion inélastique dans 
laquelle l’énergie de l’électron n’est pas conservée. Sans traiter ici l’interaction 
électron-phonon, nous nous proposons de montrer comment, dans le cadre d’un 
modèle schématique pour les vibrations de réseau, il est possible de se faire une 
idée de la structure de (af/&)coll dans le cas de collisions inélastiques”. On 
considère pour cela le modèle d’Einstein, dans lequel chaque ion est supposé 
vibrer commc un oscillateur harmonique, indépendarnrnent des autres ions. 
Les états I V )  d’un tel oscillateur ont des énergies E,. A chacun de ces états est 
associée la probabilité moyenne d’occupation p u .  À l’équilibre à la température 
T ,  on a p ,  N e La probabilité de transition par unité de temps du 
processus de diffusion { l k ) , ~ }  + { l k ’ ) , ~ ’ }  est de la forme W k ~ , k : u ~ , u  (avec 
Y’ = v * 1 dans le cas le plus sirriple oii l’on néglige les processus à plusieurs 
quanta). Elle est proportionnelle à f i ( € &  - Ek + Eu) - Eu)’ ce qui traduit la 
conservation de l’énergie totale. L’intégrale de collision s’écrit donc : 

soit, en utilisant pour les vecteurs d’onde une description continue : 

Dans la formule (2.7), on a, conime Y’ = v zk 1 : 

h f . k  x ( w k ’ , k : u + l , u l ) v  + w k / , k ; u , u + l   PU+^). (2.8) 
U 

L’intégrale de collision (2.7) est formellenient analogue à l’intégrale de 
collision (2.4) pour les collisions électrori-impureté. Cependant, tandis que, 
dans la formule (2.4)’ W k f , k  est proportionnel à 6 ( ~ k  - Q,),  il n’en est pas ainsi 
de la quantité hk t . k  figurant dans la formule (2.7). Cela est dfi à I’inélasticité 
des collisions électron-phonon. La symétrie des taux de transition, c’est-à-dire 
la relation : 

w k , k ‘ ; u , u ’  = W k ’ , k ; u ’ , u r  (2.9) 

lo L’interaction électron-phonon constitue le mécanisme principal à l’origine de la dépen- 
dance en température de la résistivité en courant continu. Lorsque la température diminue, 
l’amplitude des vibrations de réseau décroît. La diffusion des électrons par les impuretés et 
les défauts devient alors le processus de collision dominant. 

Voir aiissi à ce sujet le complément 8 .A  
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n’implique pas en effet la symétrie des quantités A k , , k  et A k , k , .  Compte t,enu 
de la relation p v , / p v  = e(Eu-E1,’)/kT et de la conservation de l’énergie totale 
6k‘ - € k  + EL - E, = 0, on a entre A k J , k  et A k , k ,  la relation : 

Cette formule rie permet pas de simplifier davantage l’intégrale de collision, qiii 
reste une fonctionnelle non linéaire de la fonction de distribution électronique. 

3. L’équilibre détaillé 
La distribution d’équilibre global f o ( f k )  est la solution indépendante du 

temps de l’équation de Boltzmann (1.4). La distribution fo est également 
solution de l’éqiiation (ûf/ût)co,, = O. Nous allons étudier les conséquences 
de cette propriété dans le cas de la diffusion par les impuretés et dans celui de 
la diffusion par les vibrations de réseau. 

3.1. Diffusion par les impuretés 

Le fait que la distribution d’équilibre f o  annule l’intégrale de collision 
(2.5) se traduit par la relation de bilan suivante : 

k‘ k‘ 

L’égalité (3.1) n’est pas seulement une propriété 
considérées, mais elle est réalisée terme à terme. On a 
plus forte, appelée relation de l’équilibre détaillé” : 

globale des sommes 
en effet la propriété 

( 3 . 2 )  

La formule (3.2) traduit le fait que les transitions s’équilibrent séparément 
pour chaque paire d’états {Ilc), llc’)}. Cette propriété découle, d’une part, de la 
propriété de microréversibilité (2.2)’ et, d’autre part, du fait que la distribution 
d’équilibre f o  ne dépend que de l’énergie de l’électron. 

3.2. Diffusion par les vibrations de réseau 

Dans le cas de processus de collision ne conservant pas l’énergie électro- 
nique, comme par exemple l’interaction des électrons avec les vibrations de 
réseau décrite schématiquernent par l’intégrale de collision (2.7)’ la relation de 
bilan global s’écrit : 

x A k , k r , f û ( E k ’ ) [ l  - f û ( c k ) ]  = x h c i , k f O ( E k ) [ l  - f O ( € k ’ ) ] .  (3.3) 
k’ k’ 

l2 La relation de l’équilibre détaillé est une propriété très générale des systèmes à l’équilibre 
thermodynamique (voir le chapitre 12). 
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L’égalité (3.3) est en fait réalisée terme à terme 

La relation de l’équilibre détaillé (3.4) découle de la relation (2.10) entre A k , k ,  

et h k f , k ,  et de la forme (1.5) de la distribution de Fermi-Dirac d’équilibre. 

4. Approximation du temps de relaxation. Linéarisation 

Pour résoudre l’équation de Boltzmann (1.4)’ on met en ceiivre chaque 
fois que possible, comme dans le cas des gaz classiques dilués, une méthode 
approchée reposant sur l’idée selon laquelle l‘effet principal du terme (af/&)co,, 
est de faire relaxer la fonction de distribution vers une distribution d’équilibre 
local adaptée à la physique du problème. Dans le cas du gaz d’électrons, les 
distributions d’équilibre local sont des fonctions de Fermi-Dirac caractérisées 
par une température locale S(r , t )  et un potentiel chimique local p(r , t ) ,  et 
désignées pour siniplifier par f ( ’ ) ( f k )  : 

(4.1) 

Dans l’équation d’évolution de f k ,  l’intégrale de collision est ainsi écrite de 
manière approchée sous la forme : 

où ~ ( k )  est un temps de relaxation vers l’équilibre local décrit par f ( ” ) ( ~ k ) .  

Ce temps dépend en général du vecteur d’onde k (ou simplement de l’énergie 
Ek dans le cas d’un systèrne isotrope). La dépendance du temps de relaxation 
par rapport à k (ou à e k )  dépend du détail des mécanismes de collision1”. 

Le gaz d’électrons peut être soumis à des champs électrique et niagnétique, 
ainsi qu’à un gradient de potentiel chiniique et à un gradient de température. 
Le champ électriqiic et le chmip magnétique agissent très différemment sur 
les électrons : le champ électrique leur cède en effet de l’énergie, mais pas le 
champ magnétique. Si les écarts à l’équilibre local restent petits, on recherche 
la solution de l’équation de Boltzmann sous la forme : 

Le terme f f )  est du premier ordre par rapport aux perturbations créées 
par le champ électrique, le gradient de potentiel chimique et le gradient de 
température, mais contient des termes de tous les ordres en champ magnétique. 

l3  Le calcul microscopique des temps de relaxation sera effectué dans le complément 8.A. 
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Dans le terme de l’équation (1.4) contenarit explicitement le champ magnétique, 
la fonction de distribution f( ’) ne joue aucun rôle. En effet, f(’) dépendant de 
k via l’énergie € k ,  on a : 

Le terme en produit mixte ( v k  x H).Vkf(’) est donc nul. 

En identifiant les termes du premier ordre en perturbations, on obtient, 
à partir de l’équation (1.4) pour f k ,  l’équation aux dérivées partielles linéaire 
satisfaite par f f )  : 

(4.5) 
L’équation de Boltzmann linéarisée (4.5) est à la base de l’étude des phéno- 
mènes de transport linéaires en régime semi-classique. Elle permet notam- 
ment, en présence d’un champ électrique et d’un gradient de température, de 
calculer la conductivité électrique, la conductivité thermique et les coefficients 
thermoélectriques’“. Elle permet aussi d’analyser les phénomènes de transport 
en présence de champ magnétique (effet Hall, magnétorésistance longitudinale 
ou transverse) dans le réginie semi-classique. 

5. Conductivité électrique 

La théorie de Bloch-Boltzmann repose sur la connaissance dc la structure 
de bandes. Nous nous plaçons ici dans le cas simple d’électrons appartenant 
à une seule bande non complètement remplie, la bande de conduction d’un 
métal ou d’un semi-conducteur. Cette bande est décrite dans l’approximation 
de la masse effective, le tenseur de masse effective étant supposé proportionnel 
à la matrice imité. La loi de dispersion de l’énergie électronique s’écrit t k  = 
h2k2/2rn*, le bas de la bande de conduction étant pris comme origine des 
énergies. La vitesse de l’électron dans l’état lk) est ‘uk = hk/m*.  

On suppose qu’il existe un champ électrique appliqué E uniforme dans 
l’espace et constant dans le temps, et qu’il n’y a pas de gradient de température 
ou de potentiel chimique, ni de champ magnétique appliqué. En régime sta- 
tionnaire, l’équation (4.5) s‘écrit dans ce cas : 

(nous supposons ici que le temps de relaxation est une fonction de l’énergie). 

l4 Le calcul de la conductivité t,hermique et des coefficients thernioélectriques est effectué 
dans le complément 8.B. 
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La distribution d’équilibre local pertinente est la distribution de Fermi-Dirac 
f o ( t k ) .  On obtient donc15, à partir de l’équation (5.1) : 

fil’ = er (c ) (w .E)  -_ ( ”) 
La derisité de courant électrique J se calcule à partir de f k  via l’intégrale : 

La distribution d’équilibre ne contribue pas au courant. Celu-ci s’écrit : 

7 ( t ) w ( w . E )  -- dk .  ( 2)  e2 
4x3 

J = -  J 

( 5 . 3 )  

(5.4) 

5.1. Expression générale de la conductivité 
La formule (5.4) permet de calculer le tenseur de conductivité 0 inter- 

venant dans la loi d’Ohm J = C . E .  Avec la relation de dispersion choisie. ce 
tenseur est proportionnel à la matrice unité : ocxfj = aS,p. 

Pour effectuer le calcul de a ,  il est commode d’introduire la densité d’états 
en énergie des électrons, notée n ( ~ ) ,  et d’écrire une composante quelconque de 
J ,  par exemple JZ, sous la forme d’une intégrale sur I’hergie : 

Compte tenu de la relation de dispersion F = 771*u2/2, la conductivité électrique 
s’écrit : 

Il convient de faire apparaître dans l’expression de (T la densité des électrons, 
n = fu n(t)fo(t)dt ,  qui s’écrit aussi, en termes de la densité d’états intégrée 
N ( F )  = si n(c’)dt’, solis la forme n = sr N(t ) ( -û fo /ûc)  dt. On obtient ainsi : 

Co 

(5.7) 
2 nr’ JO f n ( f ) r ( t ) ( - g )  df 

( T =  -__ 
3 m* JO N ( f ) ( - g )  df 

Daris le modèle étudié, la densité d’états et la densité d’états intégrée sont 
respectivement de la forme n(t)  = Cf‘/’ et N ( E )  = (2C/3)c3/’. I1 est d’usage 
de reécrire l’expression (5.7) de la conductivité sous une forme analogue à la 
formule de Driide-Lorentz : 

ne2 ( r )  -. (5.8) 

l5  Dorénavant, l’énergie et  la vitesse de l’électron dans l’état Ilc) sont désignées sirriplenient 
par t et î> (au lieu de Ek et vk). 
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La mobilité de dérive des électrons a alors pour expression : 

Dans les formules (5.8) et (5.9), la notation ( T )  désigne un temps de relaxation 
moyen défini par : 

(5.10) 

Nous nous proposons de préciser l’expression de (7) dans deux cas, celui 
d’un gaz d’électrons fortement dégénéré (métal) et celui d’un gaz d’électrons 
non dégénéré (semi-conducteur non dégénéré). 

5.2. Métal 
De manière genérale, compte tenu de la forme analytique de la fonction 

de Fermi-Dirac ~ o ( E ) ,  on peut, pour ilne fonction de l’énergie @ ( E )  lentement 
variable sur un intervalle d’énergie /t - pl = kT et ne divergeant pas plus 
rapidement qu’une puissance de F lorsque t + oc, écrire le développement de 
Sommerfeld : 

7r2 

6 lm @ ( E )  (-g) de = @(pu) + - ( k T )  + . . . . kT < p .  (5.11) 

À basse température, l’opposé de la dérivée de la fonction de Fermi-Dirac agit 
donc en première approximation comme une fonction delta centrée au potentiel 
chimique à température nulle, c’est-à-dire au niveau de Fermi C F  : 

2 À des termes d’ordre ( ~ T / E F )  prés. les intégrales intervenant dans la 
formule (5.10) peuvent donc, dans le cas d’iin métal, Rtre évaluées à T = O. 
On a ainsi approximativement : 

(7 )  !2 T ( t F ) .  (5.13) 

Seule intervient dans l’expression de la conductivité électrique d‘un métal la 
valeur du temps de relaxation au niveau de Fermi : 

ne2. ( E F )  
O =  

171 * 
(5.14) 
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5.3. Semi-conducteur non dégénéré 
La fonction de distribution ~ O ( E )  est dans ce cas la fonction de Maxwell- 

f o ( t )  = AeëBt,  ,3 = ( k T ) - ' .  (5.15) 

Boltzmann, de la forme : 

On a : 
-__ ' f o  - - AP,-Bf. a€ 

Le temps de relaxation dépend généralement de 
puissance du type T ( E )  O( tS,  la valeur de s étant liée 
de collisionI6. La formule (5.10) s'écrit donc : 

On en déduit : - 
r(g + S )  

(7)  O( ( k T ) "  
r(g) ' 

(5.16) 

l'énergie selon une loi de 
à la nature du processus 

(5.17) 

(5.18) 

où r désigne la fonction gamma d'Euler. La dépendance en température de 
( T )  et de ,UD reflète la dépendance en énergie du temps de relaxation. 

6. Transport semi-classique en présence de champ magnétique 

Les propriétés de t,rarisport d'un métal ou d'un semi-conducteur sont, 
profondénient modifiées par l'application d'un champ magnétique. Nous nous 
irit4ressons ici à la configuration transverse, dans laquelle un champ électrique 
E = ( E L ,  E,, 0) et un charrip niagriétiqiie H = (O. O,  H ) ,  perpendiculaire à E' 
sont appliqués à l'échantillon. Les hypothèses sur les porteurs de charge et la 
structure de bandes sont les niêrnes que précédemment. La terripérature et le 
potentiel chimique sont supposés uniformes. 

Soumis à un champ magnétique H ,  lin électron libre décrit une liélice avec 
une fréquence angulaire wc = lelH/rnc, appelée pulsation c,yciotron. Dans le cas 
d'une structure de bandes décrite dans l'approxirnatiori de la masse effective, 
rri doit être remplacé par m* dans l'expression de w,. En présence d'un charrip 
magnétique, la théorie semi-classique du transport n'est applicable que si l'on 
a hw, < kT. Si cette condition n'est pas vérifiée, la quantification des niveaux 
électroniques en niveaux de Landau doit être prise en compte. L'équation de 
Boltzmann, dans laquelle le champ magnétique n'intervient que via la force de 
Lorentz, cesse alors d'être valable, et il faut recourir à une théorie purement 
quaritiqiie du transport é iectr~niquel~.  

lo: Voir le complément 8 . ~ .  

l7 Les fondements de la théorie quantique du transport électronique seront exposés au 
chapitre 15. 
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Noils nous limitons ici au transport semi-classique décrit par l’équation 
de Boltzmann linéarisée (4.5). Le champ E étant perpendiculaire à H ,  il en 
est de même du courant J .  La relation linéaire entre J et E peut s’écrire, soit 
sous la forme de la loi d’Ohm J = g . E ,  soit, inversement, sous la forme : 

où p est le tenseur de résistivité. Les composantes des tenseurs 0 et p dépendent 
du champ magnétique. En introduisant le temps de collision” r ,  on peut, 
tout en restant à l’intérieur du régime semi-classique défini par la condi- 
tion hwc << IcT, distinguer deux régimes différents de champ magnétique. 
Si w c r  > 1, l’électron décrit plusieurs pas de l’hélice cyclotron entre deux 
collisions successives. Le champ magnétique est alors considéré comme fortlg. 
Dans le cas contraire, il est dit faible. 

- - 

6.1. Modèle de Drude en champ magnétique transverse 

Lorsque le tenips de relaxation ne dépend pas de l’énergie, le tenseur 0 
peut se calculer dans le cadre du modèle de Drude. La vitesse moyenne des 
électrons de masse effective m,* obéit à l’équation de mouvement : 

7- 

d(v) rrl* ~ 

d t  

d’où l’on déduit le courant J = ne(v).  En régime stationnaire, on obtient ainsi 
les expressions du tenseur de conductivité, 

wcr ) ’  
- .=-( r L f h  1 + w y  1 + w y  

- 
1 

m” WCT 1 
1 + w y  1 + w y  

et du tenseur de résistivité 

La conductivité longitudinale azz est une fonction paire de H ,  tandis que 
la conductivité transverse ozY est une fonction impaire de H .  On vérifie la 
relation d’Onsager : 

O z y ( H )  = . yz ( -H) .  (6.5) 

l8 La notation T désigne ici une valeur typique du  temps de relaxation T ( E )  

l9 I1 s’agit d’un régime de champ magnétique fort, mais permettant toutefois de rester 
dans le domaine di1 transport semi-classique. Les deux conditions FwC. < k T  et W ~ T  >> 1 
doivent être vérifiées simultanément, ce qui implique l’inégalité FL/T << kT  (voir à ce sujet 
la discussion du paragraphe 7). 
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En l’absence de collisioris, ce qiii, dans le modèle de Drude, se traduit par 7 

infini, le tenseur de conductivité s’écrit simplement2’ : 

Pour tenir compte de la dépendance en énergie du temps de relaxation, il 
est nécessaire de faire appel à l’équation de Boltzmann. 

6.2. Fonction de distribution au premier ordre 

En régime stationnaire, l’équation (4.5) s’écrit, pour ce problème : 

Par analogie avec la solution ( 5 . 2 )  en présence du chanip électrique seiil, on 
reckierckie fi1) sous la forme : 

fi1) = W . C ( F )  (+)’ 
où C(f) est un vecteur à déterminer. En introduisant l’expression (6.8) de f f )  
dans l’équation (6.7)’ on obtient pour le vecteur C l’équation : 

e c . w  -C.(W x H )  + ~ = ~ E . w .  
m*c 7 ( e )  

(6.9) 

L’équation (6.9) devant être vérifiée quelle que soit la vitesse w, le vecteur C 
doit être solution de l’équation : 

(6.10) 

C =  + w , x  E 

En configuration de champ magnétique transverse, l‘équation (6.10) a pour 
solution : 

(6.11) 

On en déduit ft) : 

~ 

2o La situation décrite ici est très différente de la situation sans champ magnétique, dans 
laquelle la conductivité O = ne2.r/m* devient infinie en l’absence de collisions. 
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6.3. Tenseur de conductivité 

En utilisant la formule (5.3) pour le courant, dans laquelle seule fi, (1) 

contribue à l’intégrale, et l’expression (6.12) de ft), on obtient l’expression 
du tenseur de conductivité en configuration de champ magnétique transverse : 

(6.13) 

Dans la forrniile (6.13)’ le symbole (. . .) a la même signification que dans la 
formule (5.10). Le résultat (6.13) a la même structure que le résultat du modèle 
de Drude (formule (6.3)). Cependant, à la différence de ce dernier, il permet 
de prendre en compte la dépendance en énergie du temps de relaxation. 

Nous allons analyser, dans le régime semi-classique, les effets spécifiques 
dus à la présence du champ magnétique, c’est-à-dire l’effet Hall et la magnéto- 
résistance transverse. 

6.4. Effet Hall 
On considère un barreau de géométrie parallélépipédique allongé selon 

l’axe Ox. Le champ électrique est appliqué parallèlement à l’axe Ox, et le 
champ magnétique parallèlement à l’axe Oz (Fig. 1). 

H 

Z 

O Lx 

Fig. 1. Schéma de l’expérience de Hall. 

La géométrie impose la condition Jg  = 0. On en déduit qu’il existe un 
champ électrique Eg,  appelé champ de Hall, induit par la présence du champ 
magnétique. L’existence de ce champ électrique constitue l’effet Hall, découvert 
par E.H. Hall en 1879. 
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Les porteurs de charge (électrons ou trousz1), défléchis par le champ 
magnétique dans la direction de l’axe Oy, tendent à s’accumuler sur les côtés 
de l’échantillon. Ce phénomène continue jusqu’à ce qu’une charge d’espace 
s’établisse de manière à compenser la déflexion magnétique. Nous supposons 
ici que le champ magnétique est faible (W,T << 1). Le tenseur (6.13) s’écrit 
alors : 

(6.14) 

La valeur prise dans ces conditions par le champ de Hall E, s’obtient en 
écrivant que le courant J,  = cyXEx + oyyEy est nul. On pose habitiiellenient 

où OH est l’angle de Hall. Pour wcr << 1, on a : 

(6.16) 

La mesure de l’effet Hall est en fait une mesure de la composante pyx du 
tenseur de résistivité. Comme Jy = O, on a en effet : 

E Y  PYX = J,’ 

I1 est iisiiel d’introduire le coefficient de Hail RH défini par : 

(6.17) 

pyx = R H H .  (6.18) 

Pour w,r << 1, on a : 
7 

(6.19) 

Nous allons donner les expressions explicites de RH dans un métal et dans 
un semi-conducteur non dégénéré. 

0 Métal 

Dans le cas d’un métal, on a : 

21 Nous supposons ici qu’il existe un seul type de porteurs de charge, qui peuvent être 
soit des électrons de charge q = e ,  soit des trous de charge y = -e. 
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Les porteurs de charge étant des électrons, il vient : 

(6.21) 

Le coefficient de Hall d’un inétal ne dépend donc d’aucun autre paramètre que 
la densité des élect,rons. 

0 Semi-conducteur non dégénéré 
Le signe du coefficient de Hall permet d’obtenir celui de la charge des 

porteurs. En prenant pour la dépendance en énergie du temps de relaxation 
une loi de puissance du type r ( t )  O; ?, on obtient : 

(6.22) 

La valeur de RH dépend de l’exposant caractérisant la loi .(e). 

6.5. Magnétorésistance transverse 
La force due au champ de Hall compense la force de Lorentz : le courant 

Jy est donc nul. I1 s’agit seulement d’une compensation moyenne. En réalité, 
lorsqu’un champ magnétique est présent, la distribution des lignes de vitesse 
s’ouvre dans l’espace. La résistance parallèle à l’axe Oz augmente. C’est le 
phénomène de magnétorésistance. Dans la géométrie considérée, la magnéto- 
résistance est dite transverse. 

La magnétorésistance est un effet pair en champ magnétique. Pour la 
calculer, il est nécessaire de revenir à la formule (6.13) pour le tenseur de 
conductivité, d’où l’on déduit les expressions de J,  et Jy : 

ne2 r 

r (6.23) 

Dans le cas w,r < 1, la magnétorésistance est, à l’ordre le plus bas en 
champ magnétique, un effet d’ordre H 2 .  En développant les formules (6.23) 
au second ordre en H et en tenant conipte de ce que, comme précédemment, 
le courant Jy est nul, on obtient : 

(6.24) 

La modification relative, due à la présence du champ magnétique, de la conduc- 
tivité longitudinale est du second ordre en H : 

(6.25) 
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Dans le cas ucr >> 1, il y a satmatioii de la magnétorésistance. La modifi- 
cation relative de la conductivité longitudinale devient indépendante du champ 
magnétique : 

(6.26) 

Le modèle de Drude, dans lequel le temps de relaxation est considéré 
comme constant, ne permet pas de décrire cet effet (les formules (6.25) et 
(6.26) avec r constant conduisent l’une comme l’autre a Aa = O). 

7. Limites de validité de la théorie de Bloch-Boltzmann 

7.1. Séparation des échelles de temps 

Pour que l’équation de Boltzmann pour les électrons de Bloch soit valable, 
il est nécessaire de pouvoir considérer, comme dans le cas des gaz classiques 
dilués, les collisions comme locales et instantanées. En particulier. la durée 
ro d’une collision doit etre beaucoup plus petite que le temps de collision r : 
ro < r .  En d’autres termes, ces deux échelles de temps doivent être bien 
séparées. 

En pratique, TO ne devient comparable à r que dans des mitaiix très 
impurs ou dans des liquides. Ce sont par conséquent des systèmes darts lesquels 
la théorie du transport électronique est plus délicate. 

7.2. Limitations quantiques 

I1 est également nécessaire de tenir compte de l’existence de limitations 
proprement quantiques. 

Le taux de transition d’un état Ilc) vers un état Ik’) est calculé en utilisant 
l’approximation de Born ou la règle d’or de Fermi. Pour pouvoir considérer 
une collision unique, il faut supposer que l’intervalle de temps At sur lequel 
on étudie l’évolution de la fonction de distribution est beaucoup plus petit 
que le temps de collision 7, autrement dit que Fl/r est une quantité 1,rès petite 
par rapport à une éiiergie électronique typique. Dans uii semi-coridiicteiir nori 
dégénéré, cette condition s’écrit sous la forme di1 critère de Peierls : 

f i  
- < kT. 
r 

Dans un métal, l’inégalité (7.1) est violée. Cependant, selon une remarque de 
L. Landau, au lieu de kT, c’est l’énergie de Fermi 6~ qui doit être prise en consi- 
dération dans ce cas lorsque l’échantillon est de dimensions macroscopiqucs. 
La condition de validité de la théorie de Bloch-Boltzmann s’écrit donc daris 
un métal sous la forme : 

Fl 
< EF’  
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ce qui représente une condition beaucoup moins restrictive que ne le serait 
l’inégalité (7.1). La condition (7.2) peut être réécrite de manière équivalente 
sous la forme du critère de Ioffe-Regel : 

Dans la formule (7 .3) ’  k p  est le vecteur d’onde de Fermi, et l N f L k ~ ~ ( ~ p ) / m  
le libre parcours moyen élastique22 des électrons. Lorsque le critère (7.3) est 
vérifié, la théorie de Bloch-Boltzmann est applicable. Lorsque le désordre 
augmente et que cette condition n’est phis satisftiite, des effets d’interférences 
quantiques, tels que la localisation faible, peuvent apparaître et modifier pro- 
fondément les propriétés de transport23. Ces effets ont été mis en évidence 
dans des systèmes de petites dimensions, appelés systèmes mésoscopiques. 
dans lesquels le spectre des états électroniques est discret, et le mouvement 
électronique cohérent (ce qui signifie que, si un électron peut se propager dans 
le système sans subir de diffusions inélastiqiies, sa fonction d’onde conserve 
une phase définie). 

7.3. Équation maîtresse de Pauli et équation de Boltzmann 

La théorie quantique du transport, développée notamment par R. Kiibo, 
fait intervenir la matrice densité des électrons: dont il faut étudier l’évolution 
en présence des champs extérieurs et des diverses  interaction^^^. Les éléments 
diagonaux dr la rriatricc derisité peuvent Ctre iriterprétéx en termes de proba- 
bilités inoyennes d’occupation des états. Leur analogue semi-classique est la 
fonction de distribution électronique. La discussion de la validité de l’équation 
de Boltzmann se ramène airisi A la discussion des hypothèses permettant de 
ne pas prendre en compte les éléments non diagonaux de la niatrice derisité. 

La première déduction de l’équation de Boltzmann à partir de la mécanique 
quantique a été proposée par W. Pauli en 1928, moyennant, l’hypothèse des 
phases aléatoires25, selon laquelle les phases des amplitudes quantiques sont 
distribuées au hasard à chaque instant. W. Pauli a ainsi obtenu pour les 
éléments diagonaux de la matrice densité une équation d’évolution irréversible, 
l’équation maîtresse de Pauli. Celle-ci ne fait intervenir que les éléments 
diagonaux de la matrice derisité, et a pour analogue semi-classique l’équation 
de Boltzmann pour la fonction de distribution. 

22 Le libre parcours moyen élastique est relatif aux collisions qui rie modifient pas l’énergie 

23 Voir le complément 15.A. 

24 Voir le chHpitre 15. 

25 L’hypothèse des phases al6atoires est l’analogue quantique de l’hypothèse du chaos 

de l’électron, telles que les collisions électron-impureté. 

moléculaire de la théorie cinétique des gaz classiques dilués (voir le chapitre 9). 
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Complément 8.A 

Processus de collision 

1. Introduction 

L’un des buts de l’étude des processus de collision est d’élucider la nature 
microscopique des mécanismes limitant le transport électronique et d’obtenir 
ainsi, lorsque c’est possible, une expression du temps de relaxation associé à 
l’intégrale de collision. Pour les collisions élastiques dans un systènie isotrope, 
telles que les collisions électron-impureté et les collisions électron-phonon 
acoustique de grande longueur d’onde, ce temps peut être défini et calculé 
microscopiquement. à la condition que le taux de transition W k f , k  de l’état 11%) 
vers l’état Ik’) ne dépende que du module de k et de l’angle entre les vecteurs k 
et k’. Le temps de relaxation ne dépend alors que de l’énergie €k de l’électron, 
quantité conservée lors de la collision. La loi T ( E ~ )  une fois déterminée, les 
coefficients de transport peuvent être obtenus explicitement. 

2. Diffusion des électrons par les impuretés 

Nous considérons, ici encore, des électrons appartenant à une seule bande 
non complètement remplie, décrite dans l’approximation de la masse effective. 
Le tenseur de masse effective est supposé proportionnel à la matrice unité. 

2.1. Temps de relaxation pour des collisions élastiques 

Dans le cas de collisions élastiques telles que les collisions électron- 
impureté, l’intégrale de collision de l’équation de Boltzmann est de la forme : 

Si les écarts à l’équilibre local restent petits, on recherche la solution de 
l’équation de Boltzmann sous la forme fk f ‘”(Ek)  + ff), où ft) est une 
correction du premier ordre par rapport aux perturbations qui font s’écarter 
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le système de l’équilibre local décrit par f( ’) ( t k ) .  L’élasticité des collisions 
entraînant l’égalité f ‘”(6k)  = f(’)(tk,), on a : 

Dans l’approximation du temps de relaxation, on écrit 

On déduit de la comparaison des formules (2.2) et (2.3) une expression formelle 
de l‘inverse du temps de relaxation : 

Cependant, dans la formiile (2.4) intervient la solution, elle-même à déterminer, 
de l’équation de Boltzmann linéarisée. 

On peut s’affranchir de cet inconvénient en étudiant la situation où la seule 
perturbation présente est due à un champ électrique appliqué E uniforme et 
constant. L’équation de Boltzmann linéarisée s’écrit dans ce cas : 

(2.5) 

La distribution d’équilibre local f ( ’ )  pertinente étant la fonction de Fermi- 

Pour déterminer ~ ( k ) ,  on suppose (ce que l’on vérifiera en fin de calcul) 
que, le systènie étant isotrope, le temps de relaxation est une fonction de f k  

(ou, ce qui revient ail même, une fonction de k = lki). Les collisions étant 
élastiques, on a ~ ( k )  = ~ ( k ’ ) .  Comme = hk/rn*, on déduit de la formule 
(2.6) pour f i ”  et de son analogue pour f i : )  l‘identité : 

L’inverse du temps de relaxation est donc donné par la formiile : 

daris laquelle la fonction de distribution électronique ne figure pas. 



218 Complément 8.A : Processus de collision 

Pour expliciter l’intégrale figurant au second membre de l’équation (2.8)’ 
on prend la direction de k comme axe polaire Oz et l’on choisit l’axe Ox de 
manière à ce que le champ E soit contenu dans le plan xOz (Fig. I ) .  On ai  : 

k . E  = kEcosa  
k’.E = k’E(cos cv cos O + sin cv sin û cos 4)’ (2.9) 

et, par suite : 
k‘. E 
k . E  
- = cosû + tgcvsinûcosq5. (2.10) 

l z  

4’ 
Fig. 1. Interaction électron-impureté ( k  = k ’ )  en présence d’un champ 
électrique. 

À l’approximation de Born de la diffusion, le taux de transition w k , , k  

s’écrit : 
271 

w k ‘ , k  = I(k’/KIk)12s(ck - c k ’ ) ,  (2.11) 

où V,  désigne le potentiel d’interaction électron-impureté. La section efficace 
différentielle correspondante est2 : 

(2.12) 

(2.13) 

Le taux Wkf,k ne dépendant que de IC et de l‘angle de diffusion O (et non des 
orientations absolues des vecteurs IC et k’) ,  la formule (2.8) fait intervenir une 

Les notations sont celles de la Fig. 1. On a posé E = /El 
Avec les hypothèses faites sur Wkt,k, la section efficace différentielle ne dépend que de 

l’angle û (et non des deux angles 8 et 4). On la note donc O(@). 
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intégration sur la surface d’énergie constante fk. Cette intégration une fois 
effectuée, il vient : 

Seul le terme en 1 - cosd fournit une contribution non nulle à l’intégrale. On 
a donc : 

(2.15) 

En réalité, il n’y pas dans l’échantillon une impureté unique, niais une 
concentration n, d’impuretés. Si celles-ci sont. réparties a léat~irernent~,  l‘inverse 
du temps de relaxation s’obtient en sommant les contributions des diverses 
impuretés : 

I 

(2.16) 

La forriiule (2.16) est à rapprocher de l’estimation 7-l N nctotti de l’inverse du 
temps de relaxation dans un gaz classique dilué (n  est la densité du gaz, ctot = 

.(O) dR la section efficace totale de collision et 2i une vitesse moléculaire 
typique). Dans la forniule (2.16) concernant les collisions électroniques, le 
facteur (1 - cos û) figurant dans l’intégrand traduit l’importance relative plus 
grande des collisions à grand angle de diffusion. La quantité : 

(2.17) 

est appelée libre parcours moyen de transport4. 

différents types de collisions électron-impureté. 
Nous allons maintenant donner les expressions de a(8) et de r ( k )  pour 

2.2. Temps de relaxation électron-impureté dans les semi-conduc- 

Dans un semi-conducteur, les impuretés peuvent être neutres ou ionisées 
selon la température. Prenons l’exeniple d’un semi-conducteur de type n. Aux 
températures suffisamment basses, les niveaux donneurs sont occupés et les 
impuretés sont neutres. Lorsque kT devient comparable à la différence d’énergie 

teurs 

Cette hypothèse revient à considérer la diffusion comme incohérente, c’est-à-dire à 

* Le libre parcours moyen de transport joue un rôle important dans le transport diffusif 

négliger les interférences entre les ondes diffusées par les différentes impuretés. 

des ondes lumineuses en milieu désordonné (voir le complément 16.A). 
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entre les niveaux d‘impuretés et le bas de la bande de conduction, les donneurs 
s‘ionisent en perdant leurs Électrons au profit de cette dernière. 

Nous allons traiter successivement la diffusion par ces deux types d’inipu- 
retés. 

Impuretés ionisées 

S’il y a peu de porteurs libres, l’effet d’écran est négligeable. L’énergie 
potentielle d’interaction d’un électron de charge e avec une impureté de charge 
f Ze est donc coiilombienne. Pour une impureté supposée située à l’origine, 
on a’ : 

(2.18) 

où &d est la permittivité diélectrique relative du semi-conducteur. 

La section efficace différentielle se calcide à partir de la forniule quantique 
(2.12), dans laquelle il convient de considérer le potentiel coulombien (2.18) 
comme la limite d’un potentiel coulombien écranté’ de portée infinie. Tous 
calculs faits, on obtient pour .(O) un résultat identique à la formule classique 
de Rutherford : 

R2 
4 sin4 (û/2) 

4 0 )  = (2.19) 

La formule (2.19)’ dans laquelle la quantité R = Ze2 / E d m * v 2  représente une 
longueur liée au paramètre d’impact b par l’égalité b = Rcotg (û/2) ,  met en 
évidence le fait que la diffusion par des impuretés ionisées est très anisotrope. 
L’intégrale angulaire intervmant au second membre de la formule (2.16)’ qui 
s’écrit : 

(2.20) 

diverge à la limite 6’ + 0, qui correspond à un paramètre d’impact très grand. 
Or, dans un solide. le paramètre d’impact a une limite supérieure naturelle 
b,, = n,1/3/2, égale à la moitié de la distance typique entre deux impuretés. À 
cette limite correspond une liniitr inférieure O,,,, de l’angle de déviation donnée 
par l’égalité tg (OmlIl/2) = R/b,. Prenant en compte cette limite inférieure de 
O ,  on réécrit la formule (2.16) comme : 

(2.21) 

On a 

2 emin  -1. 2 (2.22) 1 - cos0 Qmin  sing d0 = -8logsin __ = 41og 
2 

On utilise des unités de Gauss, dans lesquelles la permittivité du vide vaut 1 

Voir la formule (2.25). 
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I1 vient finalement, compte tenu de la définition de ernin : 

(2.23) 

La formule (2.23) a été établie par E. Conwell et V. Weisskopf eri 1950. 

On en déduit, en revenant à l’expression de R, que le temps de relaxation 
pour la diffusion par des impuretés ionisées varie comme le cube de la vitesse. 
En considérant le temps de relaxation comme une fonction de l’énergie t, on 
a donc : 

.(€) cx t3l2. (2.24) 

Dans un semi-conducteur non dégénéré, la dépendance en température dii 
temps de relaxation moyen et de la mobilité reflète la dépendance en énergie 
de .(e). I1 résulte de la formule (2.24) que la mobilité limitée par la diffusion 
par des impuretés ionisées dépend de la température selon une loi p~g cx T3/’. 

Impuretés neutres 

Pour simplifier, on considère qu’en ce qui concerne la diffusion d’un 
électron, une inipiireté neutre peut être traitée comme une impureté ionisbe 
très fortement écrant6e. On écrit ainsi 

où I c i 1  désigne la longiieur d’écran7. 

La section efficace différentielle correspondante est : 

(2.25) 

(2.26) 

où K = k’ - k représente le changement du vecteur d’onde lors di1 processus 
de diffusion. La collision étant élastique, on a : 

(2.27) 
e 
2 

IC = k‘, K = 2ksin -. 

La forrnule (2.26) se réécrit donc sous la forme : 

(2.28) 

L’écraritage d’iine impureté chargée dans iin senii-conducteur est dîi au gaz de porteurs 
de charge de densité R.. Pour iin gaz d’électrons non dégénéré, la longueur d’écran est donnée 
par l’expression de Debye : k c ’  = (kT/4~ne~)’’~. 
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La divergence de l’intégrale donnant l / ~ ( l c )  est automatiquement évitée par 
l’introduction de la longueur d’écran. 

Si la vitesse n‘est pas t,rop grande, on peut négliger I C 2  devant k: dans la 
formule (2.28). Dans ce cas, la section efficace différentielle ne dépend pas de 
0 (la diffusion est isotrope), ni, par voie de conséquence, de la vitesse. On a : 

(2.29) 

Le temps de relaxation varie en raison inverse de la vitesse, soit, en termes 
d’énergie : 

T ( F )  O: t-1’2. (2.30) 

Le calcul précédent repose sur l’hypothèse selon laquelle la diffusion d’un 
électron par une impureté neutre peut être décrite à partir du potentiel écranté 
(2.25) dans la limite d’un très fort écrantage. Cependant, le problème réel de la 
diffusion par une impureté neutre est notablement plus compliqué. Un calcul 
plus raffiné montre qu’en réalité la section efficace de diffusion est inversement 
proportionnelle à la vitesse. Le temps de relaxation correspondant est donc 
indépendant de l’énergie. La mobilité limitée par la diffusion par des impuretés 
neutres est indépendante de la température. 

2.3. Temps de relaxation électron-impureté dans les métaux 

Dans un métal, une impureté est écrantée par les électrons de conduction. 
L’énergie potentielle d’interaction électron-impureti. est donc donnée par la 
formule’ (2.25). 

L’ion d’impureté, (( habillé )) avec le nombre moyen d’électrons par atonie 
du métal, porte line charge effective - 2 e  (2 est la différence de valence entre 
l’ion d’impureté et un ion ordinaire du réseau). La section efficace différentielle 
est donnée par la formule (2.28). On en déduit : 

I1 suffit, pour déterminer la résistivité du métal, de calculer le temps de 
relaxation au niveau de Fermi. La formule (2.31) montre que la contribution 
des impuretés à la résistivité du métal, appelée résistivité résiduelleg, est pro- 
portionnelle à Z 2 .  Compte tenu des contributions éventuelles d’autres types 

La longueur d’écran est ici celle de Thomas-Fermi : “ O 1  = (kT~/47rne~)~’~(T~ désigne 
la température de Fermi). 

En présence d’impuretés diffusantes non magnétiques, la résistivité d’un métal décroît 
de manière monotone avec la température vers un terme indépendant de la température, 
qui constitue par définition la résistivité résiduelle. C’est la seule contribution à la résistivité 
qui subsiste à très basse température, lorsque la diffusion par les vibrations de réseau est 
devenue négligeable. 
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d’impuretés, la résistivité résiduelle est de la forme (règle de Linde) : 

p - a + bZ2. (2.32) 

En réalité, le calcul précédent surestinie les sections efficaces de diffusion, 
et donc la résistivité. Le potentiel d’interaction électron-impureté dans un 
métal n’est en effet pas suffisamment faible pour que l’approximation de Born 
soit valable. I1 est nécessaire d’effectuer une analyse plus soignée, notamment 
lorsqu’il s‘agit d’expliquer la résistivité des alliages métalliques”. 

3. Diffusion des électrons par les phonons 

La diffusion inélastique des électrons par les vibrations de réseau induit 
une dépendance en température de la conductivité électrique. Pour rendre 
compte correctement de cet effet, il est nécessaire de prendre en compte la 
corrélation des mouvements des ions, qui ne peut être décrite qu’en termes de 
phonons. 

3.1. Intégrale de collision 
Le hamiltonien d’interaction électron-phonon est de la forme générique’’ : 

(3.1) Nél-ph c g ( k ’  k ’ ) n i r a k ( b - ,  t + b q ) ,  q = k’ - k .  
k ,k ’  

Dans la forniule (3.1)’ a k  et a i ,  sont respectivement les opérateurs annihilation 
d‘un électron dans l’état lk) et création d’un électron dans l’état lk’)’ tandis 
que b, et bTq désignent respectivement les opérateurs annihilation d’un phonon 
de vecteur d’onde q et création d’un phonon de vecteur d’onde -9. 

Le harriiltonien (3.1) induit des transitions électroniques entre les différents 
états lk) .  L’intégrale de collision correspondante est de la forme : 

lo On utilise pour cela la méthode des déphasages due à J.  Friedel (1956). 

l1 On néglige ici les processus Umklapp pour lesquels k‘ - k = q + K ,  où K est un 
vecteur du réseau réciproque. Ces processus, dont l’effet est beaucoup difficile à calculer, 
jouent un rôle important dans certaines propriétés de transport, notamment la conduction 
thermique (néanmoins, ils ne modifient pas qualitativement la dépendance en température 
de la résistivité des métaux normaux). Lorsque ces processus ne sont pas pris en compte, 
on peut montrer que les seuls modes de phonons à considérer sont les modes longitndinaux 
pour lesquels le vecteur polarisation est parallèle au vecteur d’onde. 
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où Nq et wq désignent le nombre moyen d’occupation et la fréquence angulaire 
du mode q.  Dans la formule (3.2)’ les deux contributions au terme entrant 
en &,(l - f k )  correspondent respectivement à l’absorption d’un phonon de 
vecteur d’onde -q et à l’émission d’un phonon de vecteur d’onde q,  tandis 
que les deux contributions au terme sortant en f k ( 1  - f k , )  correspondent à 
l’absorption d’un phonon de vecteur d’onde q et à l’émission d’un phonon de 
vecteur d’onde -4. 

3.2. Temps de relaxation électron-phonon acoustique 
On suppose que les phonons sont à l’équilibre thermodynamique. On a 

donc Nq = N:, où N: = (pBfiwq - l)-’ désigne la fonction de distribution de 
Bose-Einstein à la température” T = ( k s p ) - ’ .  Pour les cristaux possédant 
un centre de symétrie, on a N: : NOq. 

Les collisions des électrons avec les phonons acoustiques de grande longueur 
d’onde sont quasi-élastiques (filw, 1 < €IC). L’intégrale de collision correspon- 
dante possède la même structure que l’intégrale de collision (2.1). Elle s’écrit : 

avec : 

Dans la formule (3.4), N est le nombre d’atomes dans l’échantillon, M la 
masse de l’un de ces atomes et U ( q )  la transformée de Fourier du potentiel 
d’interaction électron-ion. On obtient, pour l’inverse du temps de relaxation : 

soit, comme NQ >> î : 

k 

Fig. 2. Interaction électron-phonon acoustique. 

l2 Afin d’éviter toute confusion avec le module IC du vecteur d’onde de l’électron, nous 
désignons ici la constante de Boltzmann par k g .  
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Les vecteurs k et k + q ayant le même module, on a 1 - cos 6’ = 2 cos2 a 
(Fig. 2). I1 vient”, en utilisant pour les vecteurs d’onde une description 
continue : 

En utilisant la relation : 

on obtient : 

L’intégrale angulaire ne fournit une contribution non nulle que si q < 2 k .  On 
a donc : 

(3.10) 

On décrit généralement l’interaction électron-ion par un pot,entiel coulom- 
bien écranté, 

e - k ( ~ r  
U ( T )  7’ (3.11) 

de transformée de Fourier14 : 

(3.12) 

La fonction U ( q )  tend vers line constante lorsque q + O. Par suite, pour les 
modes de phonons acoustiques pour lesquels wq - csq, où c, désigne la vitesse 
du son, la constante y4 introduite dans la formule (3.4) 5e comporte propor- 
tionnellement à ql/’ lorsque q + O. En prenant comme variable d’intégration 
x = r-tw,/koT = hc,q/kBT, et en posant, lorsque q + 0, /yq(  = A2q, on 
obtient finalement pour l / r ( k )  l’expression approchée suivante. 

2 

5 2 f i c k l k a T  

(3.13) 
rn* V I C B  T 

r ( k )  - 2nh3k3 (G) A2 J’ x 4 N ( x )  dx, 
1 

-N -  

l3 Les notations sont celles de la Fig. 2. 

l4 Pour simplifier, nous utilisons la même notation u(.)  pour la fonction u ( T )  et sa trans- 
formée de Fourier V(y). 
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3.3. Dépendance en température de la résistivité des métaux 

La résistivité des métaux normaux étant gouvernée par le temps de 
relaxation au niveau de Fermi, sa dépendance en température reflète celle 
de T ( ~ F ) ,  que l’on peut déduire de la formule (3.13) en y faisant IC = k ~ .  

Pour k = k ~ :  la borne supérieure 2 f i c , k / k ~ T  de l’intégrale figurant au 
second membre de l’équation (3.13) est égale à 2 0 / T ,  où la température O 
est définie par15 8 = ~ c , ~ F / I C B .  I1 existe principalement deux réginies de 
dépendance en température de T (  t ~ ) .  

Régime de basse température 

À basse température (T << S), la borne supérieure de l’intégrale (3.13) 
est très supérieure à 1, et l’on peut étendre l’intégration jusqii’à l’infini. Toute 
la dépendance en t,enipérature de l / ~ ( t ~ )  provient du préfacteur en T5.  

O Régime de haute température 

À haute température (T >> O), les valeurs de J: mises en jeu dans l’intégrale 
(3.13) étant beaucoup plus petites que 1, la fonction N ( z )  se comporte comme 
2-l’ et l’intégrand comme x3. Son intégration jusqii’à une borne inversement 
proportionnelle à la température introduit un facteur en T-4. L’inverse du 
temps de relaxation au niveau de Fermi varie alors comme T .  

On observe effectivement deux régimes distincts dans la dépendance en 
température de la résistivité des métaux normaux : la résistivité croît d’abord 
en suivant une loi en T 5 ,  connue sous le nom de loi de Bloch-Grüneisen, à 
basse température, puis une loi en T à Iiaiite température. 

l5 L’ordre de grandeur de O est le même que celui de la température de Debye O D  = 
bc,qD/kB (40 est le vecteur d’onde de Debye). On a en effet k> = 37r2n, où n est la densité 
d’électrons de conduction, et  q; = 67r2N/V, où N / V  est la densité des ions. Pour un métal 
de valence Z ,  on a donc qD = (2 /Z)1 ’3k~ .  
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Complément 8.B 

Coefficients thermoélectriques 

1. Flux de particules et flux de chaleur 

On considère im métal ou un senii-conducteur dans lequel existe une den- 
sité uniforme n d’électrons de conduction de charge e. La bande de conduction 
est décrite dans l’approximation de la masse effective, avec un tenseur de masse 
effective proportionnel à la matrice unité. 

On suppose que la température T ( r ) ,  constante dans le temps, peut varier 
d’un point à l’autre de l’échantillon. Celui-ci est soumis en outre à un champ 
électrique E = -V$ uniforme et constant. I1 n’y a pas de champ magnétique 
appliqué. En régirne statiorinaire, l’équation de Boltzmann linéarisée s‘écrit 
dans ce cas : 

La solution de l’éqiiation ( I .  1) est’ : 

Un flux de particules J N  et iin flux de chaleur JG = JE - ~ J N ,  où JE est 
le flux d’énergie et p ( r )  = p[T(r ) ]  + e $ ( r )  le potentiel électrochimique local, 
apparaissent au sein du système. En régime linéaire, le flux de particules se 
calcule à partir de la fonction de distribution fi1) via l’intégrale : 

Le flux de chaleur J; se calcule en principe à l’aide de la formule : 

’ Aucune confusion n’étant possible, V, sera dorénavant désigné simplement par V. 
L’énergie et  la vitesse de l’électron dans l’état k sont notées simplement c et î>. 
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qui, en régime linéaire, se réduit à : 

(1.5) 

2. Expression générale des coefficients cinétiques 

Les expressions de J N  et de JG font intervenir les intégrales suivantes, 

où n(e) est la densité d’états en énergie des électrons. Plus précisément, les 
flux J N  et J& sont dorinés par les forniules : 

1 
T 
1 

J N  = Ko(eE  - V p )  - K1-VT 

JG K i ( e E  - Vp) - Kz-VT T 

Les relations de réponse linéaire ( 2 . 2 )  sont de la forme générale : 

1 1 
T T 
1 1 
T 

J N  = -L11-Vp + L.i2V(-) 

JG = -Lzi -Op + L22V( T)’ 
avec : 

LI1 = KoT 
Li2 = L2i = K I T  
L.22 = K2T. 

La relation de symétrie d’orisager ,512 = ,521 est effectivement vérifiée. 

( 2 . 3 )  

3. Conductivité thermique 

La conductivité électrique isotherme et la conductivité thermique en 
= e2Ko et LG = (KoK2 - K f ) / K o T ,  circuit ouvert s’expriment comme 

respectivement. D’après la formule (2.1) pour p = O, 011 a : 

où : 

n 
m KO = *(.), 
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On a de même, d’après la formule (2.1) pour p = 1 et p = 2, 

et : 

n 
m 

KI = , ( ( E  - (3.3) 

Dans les formules (3 .3)  et (3.4)’ le symbole (. . .) a la même signification que 
dans la formule (3.2). On en déduit la conductivité thermique : 

n 
[(€’7) - -1. (d ( 3 . 5 )  

Nous nous proposons de préciser la forme des intégrales KO,  K I  et Ka, 
et d’en déduire l’expression de la conductivité thermique d’un métal et d’un 
semi-conducteur non dégénéré. 

3.1. Métal 
Le développement de Sommerfeld à l’ordre le plus bas des intégrales KO,  

KI et K2 conduit aux expressions approchées : 

avec : 
2 

3m* kg(€) = -€7L(t)7(€). (3.7) 

On a K; << h0K2 et donc rc cx K2/T. Comme g = e’Ko, il existe 
entre IC et aT une relation de proportionnalité, connue sous le nom de loi de 
&’iedeniann-Franz : 
7 

I I 

Le rapport C = K./oT, appelé nombre de Lorenz, est donc dans ce modèle une 
constante indkpendarite de la température’ : 

7r’ k 2  Lc-- 
3 e2 (3.9) 

La relation (3.8) a été établie empiriquement en 1853 pour de nombreux 
métaux. La valeur du nombre de Lorenz, obtenue ici dans un modèle extrême- 
ment simple de structure de bandes, ne dépend pas en fait de celle-ci. Dans 
le cas général où la conductivité électrique et la conductivité thermique sont 
des tenseurs, on peut montrer que les composantes de mêmes indices de ces 
tenseurs sont entre elles daris le rapport 7r21C2T/3e2. 

’ Nous avons calculé ici la contribution des électrons à la conductivité thermique du 
métal. La contribution électronique à la conductivité thermique étant d’un ou de deux ordres 
de grandeur supérieure à celle du  réseau, on peut considérer qu’elle représente effectivement 
la conductivité therniique du métal. 
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3.2. Semi-conducteur non dégénéré 
I1 existe également dans ce cas une relation de proportionnalité entre K 

et aT. Pour l’obtenir, il est nécessaire de calculer les intégrales K p  en prenant 
pour f ( ’ )  (e) la fonction de Maxwell-Boltzmann d’équilibre local et en tenant 
compte de la dépendance en énergie du temps de relaxation. 

Pour un temps de relaxation dépendant de l’énergie selon une loi de puis- 
sance du type ~ ( e )  O( es, on obtient pour le nombre de Lorenz la valeur3 : 

(3.10) 

Le rapport C = K / ~ T  n’est pas universel comme daris les métaux, niais reflète 
la dépendance en énergie du temps de relaxation. 

Le calcul précédent repose sur l‘hypothèse de l’existence d’un tcmps de 
relaxation unique, gouvernant aussi hien la conduction Glectrique que la conduc- 
tion thermique. Un tel temps de relaxation existe lorsque les processus de col- 
lision sont élastiques (ce qui signifie en pratique que le changement d’énergie 
de chaque électron au cours d’une collision est petit par rapport à kT).  La 
diffiision des électrons par les vibrations de réseau satisfait 2 cette condition 
aux hautes températures. Aux basses températures, le mécanisnie limitant 
la conductivité est la diffusion dastique des électrons par les impuretés. La 
loi de Wiedemann-Franz est effectivement bien vérifiée à haute et à basse 
température. 

4. Coefficient Seebeck. Coefficient Peltier 

Les relations de réponse linéaire (2.2) permettent également d’évaluer 
explicitement les coefficients thermoélectriques. 

4.1. Coefficient Seebeck 
En circuit ouvert, un gradient de température s’accompagne d’un gradient 

de potentiel électrochimique donné, d’après la première des équations (2.3) et 
les formules (2.4), par : 

(4.1) qj = K1 ‘ V T .  
KO T 

Le pouvoir thermoélectrique 77 du matériau considéré, défini par la relation 

(4.2) 

Dans un semi-conducteur, la contribution des électrons à la conductivité thermique 
totale est petite par rapport à celle des phonons. De plus, le calcul ci-dessus est trop simplifié, 
puisqu’il ne tient compte que des électroris, et non des trous. Si l’on prend en compte la 
contribution des trous, un terme supplémentaire s’ajoute à l’expression (3.10) du riombre de 
Lorenz dans un semi-conducteur. 
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Dans un métal, compte tenu des expressions (3.6) de KO et K I ,  on obtient : 

Avec la structure de bandes choisie, le pouvoir thermoélectrique est négatif. 
De manière générale, son signe dépend de la structure de bandes du matériau. 

4.2. Coefficient Peltier 
L’effet Peltier consiste en l’apparition, à température uniforme, d’un flux 

de chaleur accompagnant un courant électrique. Dans ces conditions, les équa- 
tions (2.3) et les formules (2.4) conduisent à : 

Le coefficient Peltier r du matériau, défini par la relation JQ = e r J N ,  est 
donc : 

(4.5) 
1 K1 
e KO 

xiT= --. 

Les expressions microscopiques (4.3) et (4.5) de 77 et 7r vérifient la deuxième 
relation de Kelvin : 

x = rlT. (4.6) 



Bibliographie 233 

Bibliographie 

N.W. ASHCROFT and N.D. MERMIN, Solid state phys ics ,  W.B. Saunders 
Company, Philadelphia, 1976. 

W. JONES arid N.H. MARCH, Theoretical solid-state physics : non-equilibrium 
and disorder,  Vol. 2 ,  Dover Publications, New York, second edition, 1985. 

P. KIRÉEV, L a  physique des semi-conducteurs,  Éditions Mir, Moscou, 1975. 

H. SMITH and H.H. JENSEN, Transport phenornena, Oxford Science Publica- 
tions, Oxford, 1989. 

J.M. ZIMAN, Electrons and phonons:  the theory of transport phenomena  in 
solids,  Clarendon Press, Oxford, 1960. Published in the Oxford Classic Series, 
Oxford, 2001. 

J . M .  ZIMAN, Principles of the theory of solids,  Cambridge University Press, 
second edition, 1972. 





Chapitre 9 

Équations maîtresses 

Ce chapitre est consacré aux équations maîtresses, qui jouent un rôle 
très important dans la description de l’évolution des systèmes physiques hors 
d’équilibre. 

On s’intéresse tout d’abord aux phénomènes physiques susceptibles d’être 
modélisés par des processus aléatoires. Les processus les plus fréquemment 
utilisés pour ce type de modélisation sont les processus de Markov, souvent 
appelés, de manière imagée, (( processus sans mémoire D. Un processus de 
Markov est régi par ses probabilités de transition, qui permettent, de proche 
en proche, de déterminer son évolution à partir de sa distribution initiale. 
Les probabilités de transition vérifient une équation fonctionnelle non linéaire, 
l’équation de Chapman-Kolmogorov. Si l’on dispose d’une information indépen- 
dante concernant le comportement des probabilités de transition sur des inter- 
valles de temps coiirts, on peut déduire de l’équation de Chapman-Kolmogorov 
une équation linéaire, appelée équation maîtresse, décrivant l’évolution des 
probabilités de transition sur des intervalles de temps beaucoup pliis 101ig.s. 

Adoptant ensuite un point de vue plus physique, on recherche comment 
une telle équation d’évoliitiori peut être établie à partir de l’équation de Lioii- 
ville-von Neunianri pour la matrice densité. On s’intéresse en particulier A 
l’évolution en présence d’une perturbation d’un s.ystème possédant un très 
grand nombre de degrés de liberté. Si la matrice densité d u  s-ystème est diago- 
nale A l’instant initial, ses éléments diagonaux obéissent ultérieurement, si 
certaines hypothèses sont vérifiées, à une équation d’évolution irréversible, 
l’équation maîtresse de Pauli. 

L’équation maîtresse de Pauli, valable dans la limite des faibles couplages 
et des grands temps, permet de décrire le comportement irréversible d’un 
s-ystème ph.ysique, et notamment l’approche de l’équilibre à partir d’une distri- 
bution initiale hors d’équilibre. 
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1. Processus de Markov. Équation de Chapman-Kolmogorov 

1.1. Probabilités conditionnelles 

Pour étudier le déroulement dans le temps d’un processus aléatoire, et 
notamment pour déterminer dans quelle mesure son présent est influencé ou 
conditionné par son passé. il convient de recourir à la notion de probabilité 
conditionnelle introduite pour un ensemble de variables aléatoires. 

La probabilité conditionnelle élémentaire’ p 1 1 1 ( 2 2 ,  t 2  1x1, t i )  est définie 
comme la densité de probabilité di1 processus X ( t )  à l’instant t 2 ,  compte tenu 
de ce que la valeur prise par X ( t )  à l’instant tl était 21. Cette définition inipli- 
que que les instants tl et t z  sont ordonnés : ti < t 2 .  Plus généralement, on 
peut fixer les valeurs de X ( t )  à k instants différents t l ,  . . . , t k  et s’intéresser la 
probabilité conjointe à n autres instants t k + l ,  . . . , tl;+n, les instants t i ,  . . . , t k + 7 L  

étant ordonnés : tl  < . . .  < t k  < t k + l  < . . .  < t k+n .  On définit ainsi 
la probabilité conditionnelle Pnlk(x: lc+l ,  t k + l ; .  . . ; ~ k + ~ ,  t k + n l x l ,  t l ;  . . . ; z k ,  t k ) .  

D’après la règle de Bayes, elle s’exprime comme le rapport des deux proba- 
bilités conjointes yk+n et p k  : 

A l’inverse, la probabilité conjointe p ,  s’écrit en termes de pl et des probabilités 
conditionnelles p 1 1 1 ( 2 2 ,  t z I z 1 , t l ) ,  . . . , ~ l l ~ - l ( ~ ~ ~ , t ~ / 2 1 , t l ; .  . . ;  xn-l,tn-1) : 

P n ( 2 1 ,  t 1 ;  2 2 ,  t z ;  . . . ; Xnr t n )  = P l ( Z 1 ’  t i )  . . . PlIn-1 (xn, tnI51, t l ;  . . . ; 5 , - 1 ,  tn-1). 

(1.2) 
Revenons à la probabilité conditiorinelle élémentaire p l l i ( z 2 ,  t21x1, t i ) .  La 

condition de cohérence : 

implique la relation : 

L’équation (1.4) permet d’obtenir la distribution de X ( t )  à un instant t z  > tl 
à partir de la distribution de X ( t )  à l’instant t l ,  si la probabilité conditionnelle 
élémentaire pllx ( 2 2 ,  tzlzl,  t l )  est connue. Toutefois, celle-ci peut dépendre de 

Par conimodité, les densités de probabilité (qu’elles soient conditionnelles ou conjoin- 
tes) sont appelées ici simplement probabilités. 
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l’histoire passée du processus. S’il en est ainsi, l’équation (1.4) n’est pas utili- 
sable en pratique. 

1.2. Caractérisation des processus aléatoires 
En général, pour caractériser complètement un processus stochastique 

X ( t ) ,  il est nécessaire de connaître I’ensemble des probabilités conjointes p,,, 
c’est-à-dire, compte tenu de la relation (1.2), la distribution pl et l’ensemble des 
probabilités conditionnelles plin.  Toutefois, certains processus stochastiques, 
dont le présent n’est pas du tout, sinon faiblement, influencé par l’histoire 
passée, peuvent être caractérisés de manière plus simple. 

Un premier exemple est celui des processus complètement aléatoires, 
caractérisés par pl .  Un second exemple est celui des processus de Markov, 
caractérisés par pl et pili. Les processus de Markov sont, de loin, les processus 
les plus fréquemment utilisés dans la modélisation de phénomènes physiques 
par des processus aléatoires2. 

1.3. Processus complètement aléatoires 

Dans le cas d’un processiis complètement aléatoire, la valeur prise par 
la variable à un certain instant est indépendante des valeurs qu’elle a prises 
antérieurement. Les probabilités conditionnelles se réduisent alors à des proba- 
bilités non conditionnelles : 

P n l k ( Q + l ,  h + 1 ;  ’ ’ ’ ; Z k + n ,  tk+nln,  t1; ‘ ’ . ; Zk, t k )  

Pn(Zk+l,tk+l;. . . ; xk+nr t k + n ) .  (1.5) 

En particulier, la formule générale (1.2) se simplifie : 

Pn(T1, t1; . . . ; x,, t n )  = Pl(Z1, t i )  . . . P l ( T n ,  tn). (1.6) 

La formule (1.6) exprime le fait que les variables aléatoires correspondant aux 
valeurs prises par le processiis X ( t )  aux instants t l ,  . . . , t ,  sont statistiquement 
indépendantes. Le présent d’un processus complètement aléatoire n’est pas du 
tout influencé par son passé. 

1.4. Processus de Markov 
Dans un processus de Markov, la valeur prise par la variable à un certain 

iristant n’est influencée que par celles de ses valeurs passées les plus récentes. 
Plus précisément, un processus stochastique X ( t )  est un processus de Markov 
si, pour des instants quelconques ti < t2 < . . . < t,, et pour tout n, on a : 

Pl in- 1 ( X n ,  t ,  1x1, t i  ; 2 2 ,  t z ;  . . . ; 5 , - 1 ,  L i )  = PlIl (G, t ,  (5,-1, L i  1. (1.7) 

Ils interviennent notamment dans la description du mouvement brownien (voir le 
chapitre 11). 
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Une fois (( arrivé )) en znP1 à l’instant t T L - l ,  après être (( passé )) par z1 à 
l’instant t l ,  2 2  à l’instant t 2  . . ., le processus évolue ensuite d’une manière qui 
ne dépend que de ~ ~ - 1 .  L’évolution dii processiis à partir d’un instant donné 
ne dépend que de la valeur qu’il a prise à cet instant, et non de son histoire 
antérieure3. La quantité centrale pour la description d’un processus de Markov 
est la probabilité conditionnelle élémentaire pli 1. Conipte tenu de l’équation 
(1.7), la formule générale (1.2) pour les probabilités conjointes s’écrit en effet, 
dans le cas markovien : 

p 7 ~ , ( ~ 1 , t 1 ; z 2 , t 2 ; . . . ; z ~ . t 7 ~ )  = p i ( 2 i , t i )  . .  .Plll(2’n,tn/2n-i,tn-l). (1.8) 

Toutes les probabilités conjointes sont donc déterminées si l’on connaît la 
probabilité pl  et la probabilité conditionnelle élémentaire pill ! dite proba- 
bilité de transition. La probabilité de transition d’un processus de Markov est 
indépendante de l’histoire passée du processus. L’équation (1.4) permet effec- 
tivement dans ce cas de déterminer p l ( z 2 ,  t 2 )  à partir de pl(z1, t l )  ( t 2  > t ~ ) ,  
et donc d’établir l’équation d’évolution de pl (x, t ) .  

Parmi les processus de Markov, les processus stationnaires jouent un rôle 
particulièrement irnportant . Pour qu’un processus de Markov soit stationnaire, 
il est nécessaire et suffisant que pl ne dépende pas di1 temps et que pli l  ne 
dépende que de l’intervalle de temps mis en jeu. Très souvent, pour un pro- 
cessus stationnaire, la probabilité pl représente la distribution que l’on atteint 
au bout d’un temps 7 sufisamnierit long, quel que soit l’état initial 2 0 .  Dans 
ce cas, on a : 

Pl(Z) = T-00 lim P l ~ l ( ~ , ~ I ~ O ) .  (1.9) 

Le processus est alors entièrement défini par la donnée de la probabilité de 
t rarisit ion. 

1.5. Équation de Chapman-Kolmogorov 
On a, de manière générale, l’identité : 

Pili (23 ,  t3121’ t i )  = pili (J2 ,  t 2 / 2 1 >  tl)Plj2(Z3, t3121 , t l ;  2 2 9  t 2 )  d 5 2 ,  

t l  < ta < t 3 .  (1.10) 
J 

L’équation (1.7) définit un processus dc Markov d u  premier ordre. Plus généralement, 
on peut définir des processus de  Markov d’ordre supérieur. Par exemple, si l’on a, pour des 
instants quelconques 11 < C2 < . . . < t,, et pour tout n, 

PlilL-l(.c,.t,,l~l,tl;22. t a ; .  . . ;.cn-1, t T L P 1 )  = p1~~(2,,tn/Z,-lrt7LP1;Z,-2, t n - 2 ) ,  

autrement dit si la probabilité conditionnelle pi,,_1 ne dépend que des deux valeurs les plus 
récentes de la variable, le processus X ( t )  est un processus de Markov du second ordre. Des 
processus de Markov d’ordre plus élevé peuvent être définis de manière analogue. La carac- 
téristique essentielle d’un processus de Markov (quel que soit son ordre) est que la mémoire 
de son histoire passée ne persiste pas indéfiniment, mais finit par disparaître. Les processus 
de Markov du premier ordre étant les seuls considérés ici, ils seront appelés simplement 
processus de Markov (sans mention explicite de leur ordre). 
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Dans le cas d’un processus de Markov, compte tenu de la définition (1.7)’ 
l’identité (1.10) ne fait intervenir que pill. Elle s’écrit : 

I I 

avec t l  < t 2  < t 3 .  L’équation (1.11) exprime une condition nécessaire pour 
qu’un processus aléatoire soit markovien. C’est une équation fonctionnelle, 
qui traduit une contrainte à laquelle doit satisfaire la probabilité de tran- 
sition d’un processus de Markov. Elle est connue sous le nom d’équation de 
Chapman-Kolmogorov, ou d’équation de Smoluchow~ki~. Elle a 6té établie par 
M. Sinoluchowski en 1906, puis par S. Chapman en 1916 et A. Kolmogorov en 
1931. 

Un processus de Markov spécifique est complètement déterminé par pl  et 
plil. Ces fonctions doivent obéir à l’équation de Chapman-Kolniogorov (1. 11), 
ainsi qu’à la condition de cohérence (1.4). Deux fonctions non négatives p l  et 
p1 1, qui vérifient ces deux conditions définissent de manière unique un proces- 
sus de Markov. 

2. Équation maîtresse pour un processus aléatoire markovien 

On considère un processus markovien X ( t ) .  L’équation de Chapman- 
Kolniogorov (1.11) étant non linéaire, sa solution n’est pas unique. Cette 
équation ne permet donc pas, à elle seule, de spécifier la probabilité de tran- 
sition. En revanche, si l’on possède des informations sur le cornportenient de 
plii sur des intervalles de temps courts, il est possible de déduire de l’équation 
de Chapman-Kolmogorov une équation d’évolution linéaire par rapport à p l  11, 

valable sur des intervalles de temps beaiicoiip plus longs, appelée équation 
maîtresse. 

2.1. Équation maîtresse 

On considère un processus de Markov dont la probabilité de transition ne 
dépend que de la différence des tenips mis en jeu5 : 

* C’est ainsi par exemple qu’elle est désignée dans le contexte du mouvement brownien 
(voir le chapitre 11). 

‘ Aucune hypothèse n’étant faite sur la distribution p l  (qui peut dhpendre du temps), 
un tel processus n’est pas nécessairement stationnaire (seule sa probabilité de transition est 
stationnaire). 
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On suppose que, pour At < T (l’échelle de temps 7 restant éventuellement à 
définir d’un point de vue physique), le comportement de p111(z2! Atlzl) est de 
la forme6 : 

Dans la formule ( 2 . 2 ) ,  la quantité W(z2lz1) 2 O est la probabilité de transition 
par unité de temps de z1 à 2 2  # zl. Le paramètre X est fixé par la condition 
de normalisation sp111(z2, Atlzl) dx2 = 1 : 

x = W(z2121) d z 2 .  (2.3) J 
Le point important est ici l’existence d’un taux de transition W(z21z1). Conime 
le montre l’équation (2.2)’ W(z21z1) est lié àpp,Il(x:2, Atizl)  (plus précisément, 
au comportement cie plil(zz, Atlxl)  pour At << 7 ) .  

Étant donnée la propriété de stationnarité de plil, on peut réécrire l’équa- 
tion (1.11) sous la forme : 

p111(z3,t+ AtlXl) = (2.4) J 
où l’on a posé t = t 2  - t l  et At = t 3  - t 2 .  Dans le second membre de l’équation 
(2.4)’ on utilise la formule (2.2) pour réécrirep111(r3, Atl.2). On obtient ainsi7 : 

Pili ( 2 3 ,  t + Atlzi) = (1 ~ Xnt)Pil i ( 5 3 ,  tlzi) + At Pili ( X 2 ,  tlZi)W(x3122) dx2.  

On suppose At < t et l’on passe formellement à la limite At --f O dans 
l’équation (2.5). On obtient ainsi l’équation iritégro-différentielle’ : 

(2.5) 
s 

qui s’écrit aussi, en utilisant l’expression (2.3) de X (et en modifiant les nota- 
tions) : 

Le symbole o(At) désigne un ternie non spécifié, tel que o(At)/At i O lorsque At i O. 

Ceci suppose At << 7 .  Auciirie limite siipérieure n’est en revanche imposée au terrips t ,  
qui peut être arbitrairement graiid. 

* On fait apparaître ici ilrie derivée mathématique. En réalité, d’un point de vue physique, 
At ne peut pas devenir arbitrairement petit (voir le paragraphe 2.2). Autrenient dit, la 
dérivée ~ p l i i ( z 3 ,  tlzi)/at représente en fait [pli l(z3,t  + At1.i) - ~ ~ I ~ ( L c s , ~ ~ z I ) ] / A ~ .  
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Dans les probabilités de transition figurant dans l’équation (2.7)’ la valeiir 
initiale x1 est fixée. On peut écrire, en simplifiant les notationsg, 

avec la condition initiale : 

L’équation (2.8) est appelée équation maîtresse. Sa solution déterminée pour 
t 2 O par la condition initiale (2.9) est la probabilité de transition plll(z, tlsi). 

L’équation maîtresse a la structure d’une équation de bilan” pour plil. Le 
ternie entrant en p l l l ( d , t )  contient le taux de transition W(xlx’), tandis que 
le terme sortant en p l ~ l ( x ,  t )  contient le taux W(x’1r). L’éqiiation maîtresse 
est une équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre par rapport au 
temps. Elk permet de déterminer la probabilité de transition à tout instant 
t 2 O arbitrairement grand, et donc, en principe, d’étudier l’approche de 
l’éqiiilibrc. 

2.2. Échelles de temps 

D’un point de vue physique, un processus aléatoire induisant des transi- 
tions entre les états d’un système ne peut être considéré comme un processus 
de Markov que sur un intervalle de temps d’évolution beaucoup plus grand 
que la durée r, cl’iine transition : At > T ~ .  Les transitions entre lc,s &tats 
d’un système étant généralement dues à dcs interactions microscopiques‘ la 
modélisation d’un phénomène physique par un processus de Markov ne peut 
se faire que sur un intervalle de temps At beaucoup plus grand que la durée 
typique d’une telle interaction. 

L’existence d’une autre échelle de temps caractbristique, beaucoup plus 
longue, doit elle aussi être prise en compte. En effet, lorsque l’on écrit la formule 
(2.2) relative au comportcrrierit de plll aux temps courts, on s‘intéresse en fait 

~ 

La quantité p l l , ( s ,  tirci) est désignée simplement par pll i(s,  t ) ,  l’information sur la 
condition initiale étant fournie à part (formule (2.9)). 

lo Comme les taux sont eux-mêmes liés aux probabilités de transition (formule (2.211, on 
est en principe en présence, avec l’équation maîtresse comme avec l’équation de Chapman- 
Kolmogorov dont elle émane, d’une équation ne faisant intervenir que les seules probabilités 
de transition. En pratique toutefois, l’équation maîtresse est utilisée de manière différente. 
Dans un contexte physique connu, on considère que les taux de transition caractérisant le 
coniportenient de pili aux temps courts sont des données A propos desquelles l’on peut 
disposer d’une information indépendante. L’équation maîtresse prend ainsi un sens différent 
de celui de l’équation de Chapman-Kolmogorov, pnisque cette dernière ne contient auciine 
information spécifique sur le processus de Markov considéré. 
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un intervalle de temps d’évolution beaucoup plus petit que le temps typique 
séparant deux interactions microscopiques : At << r. La probabilité pour que 
deux interactions microscopiques prennent place dans l’intervalle de temps At 
est alors effectivement négligeable. 

La description de l’évolution de plil en termes d’équation maîtresse n’a 
donc de sens que si les deux échelles de temps rc ct r sont nettenient séparées : 

rc << r. (2.10) 

2.3. Équation d’évolution de p l  

On peut déduire de l’équation maîtresse une équation d’évolution pour la 
distribution à un temps. En dérivant par rapport à t l’équation (1.4)’ réécrite 
sous la forme : 

Pl(X’t) = Pl~l(~,~l~l’~)~l(~1,0)~~l, t > 0, (2.11) I‘ 
et en utilisant l’éqiiation maîtresse écrite sous la forme (2.7) pour réexprimer 
apill ( 2 ,  tlzl, O)/at, on obtient l’équation : 

En effectuant d’abord l’intégration sur 5 1 ,  on déduit de l’équation (2.12) 
l’équation d’évolution de pl : 

L’équation (2.13) pour p l  est formellement identique à l’équation maîtresse 
(2.8) pour plil. C’est une équation intégro-différentielle linéaire du premier 
ordre, d’où l’on peut déduire pl (z, t )  à partir de la distribution initiale p l  (z, O) 
si l’on connaît les taux de transition’’. 

3. Équation maîtresse de Pauli 

Un système physique, sous l’effet d’interactions microscopiques, passe 
constamment d’un état microscopique à un autre. Dans certains cas, l’évolution 

L’équation (2.13) pour p l  est appelée souvent, par extension, équation maîtresse. Cette 
dénomination peut cependant prêter à confusion. Le fait que la distribution pi(z,t) obéisse 
à l’équation (2.13) ne garantit en effet nullement qu’il en soit de même de la probabilité de 
transition plli(z, t )  (et donc que le processus considéré soit markovien). 
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macroscopique résultante peut être décrite par une équation pour les proba- 
bilités moyennes d’occiipatiori des états formellement analogue à l’équation 
de bilan (2.13). Une telle équation peut être obtenue à partir de l‘équation 
d’évolution de la fonction de distribution ou de l’opérateur densité du système, 
moyennant des approximations convenables. 

Les equations d’évolution de ce type sont génériquement appelées équa- 
tioris maîtresses. Historiquement, la première équation maîtresse (( physique )) 

a été obtenue par W. Pauli en 1928. 

3.1. Équation d’évolution des probabilités moyennes d’occupa- 
tion 

Soit un système physique pouvant se trouver dans un ensemble d’états 
{n} avec des probabilités moyennes p n ( t ) .  Si les taux de transition W,,,, entre 
les états n et ,ri’ ne dépendent que de n et tie ri’, on peut considérer que 
les transitions entre états sont induites par un processus de Markov et Ecrire 
l’équation maîtresse correspondantje, appelée équation maîtresse de Pauli : 

L’équation (3.1) est une équation de bilan pour les probabilités moyennes. Elle 
permet eri principe, si les taux de transition sont connus, d’obtenir les p T L ( t )  
pour t > O à partir de leurs valeurs initiales. 

L’équation maîtresse de Pauli semble présenter lin caractère d’iiriiversalité. 
Cependant, dans le cas d’un système quantique, elle n’est en réalité valable que 
dans des circonstances très particulières. ConsidEroris par exemple un système 
de liarriiltonien Ho possédant des états propres { I & ) } ,  d’énergies er13  entre 
lesquels dcs transitions sont produites par un hamiltonien de 
AH1 (le paramètre de couplage réel X mesurant la force de la Perturbation). 
On désigne par p ( t )  = epiHot /hpezHnt /h  l’opérateur densité dii système en 
représentation d’interaction (c’est-à-dire en représentation de Heisenberg par 
rapport au hamiltonien non perturbé Ho). Sous l‘effet de la perturbation XH1, 
l’opérateur densité Evolue entre les instants t et t + At selon l’équation : 

P(t + at) = ~ ( t  + at, t)p(t)u+(t + at, t ) ,  (3.2) 

oil U ( t  + At, t )  est l’opérateur d’évolution élémentaire eëiXHiAt/‘. À partir 
de la formule (3.2)’ on obtient, en passant à la limite At + O, l’équation 
d’évolution de l’élérrient diagonal plLn ( t )  de la matrice densité : 

l2 Le hamiltonieri H l  est supposé sans éléments diagonaux sui la base propre de Ho (c’est 
une hypothèse qu’il est toujours possible de faire, moyeririarit éventuellement une redéfinitiori 
appropriée de Ho) .  
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L’équation (3.3) n’est pas une équation de bilan pour les éléments diagonaux 
de la matrice densité. Les éléments non diagonaux de la matrice densité y 
interviennent par des contributions oscillantes. 

S’il est possible de faire, à chaque instant, l’hypothèse des phases aléatoires 
selon laquelle les phases des amplitudes quantiques sont distribuées au hasard 
(ce qui revient à supposer que la matrice densité est diagonale à chaque ins- 
tant), l’équation (3.3) prend la forme d’une équation de bilan pour les éléments 
diagonaux de p ( t )  : 

En introduisant alors les taux de transition WTLt,n définis par : 

on obtient13 pour les éléments diagonaux de la matrice densité une équation 
d’évolution ayant la forme de l’équation maîtresse de Pauli (3.1) : 

I I 

Dans l’équation (3.6)’ les taux de transition sont généralement exprimés à 
l’aide de la règle d’or de Fermi : 

(3 .7)  
27-r 

Wd,n, = hx21(dn~lll11dn)126(fn - w). 

3.2. Irréversibilité 
Contrairement aux équations microscopiques du mouvement, l‘équation 

maîtresse de Pauli n’est pas invariante par renversement du temps14. Elle est 
donc susceptible de décrire le comportement irréversible d’un système macro- 
scopique. Cependant, comme le montre l’équation d’évolution générale (3.3)’ 
un système quantique n’obéit à l’équation maîtresse de Pauli que lorsque sa 
matrice densité peut être considérée comme diagonale sur la base des états 
{Idn)}. Même si la matrice densité est diagonale A un certain instant, elle ne 
l’est plus strictement ultérieiirement, à cause de l’interaction XH1. 

l3 I1 convient d’identifier les éléments diagonaux p n n ( t )  de la matrice densité avec les 

l4 En effet, tous ses termes sont réels, et le temps apparaît linéairement dans la dérivée 

probabilités moyennes d’occupation pn  ( t ) .  

première. 
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La principale dificulté que l’on rencontre lorsque l’on cherche à établir 
l’équation maîtresse de Pauli est précisément la manière de passer de la 
description microscopique, réversible, à une description macroscopique, irréver- 
sible. Dans ce qui suit, nous allons présenter une niéthode dans laquelle les 
approximations permettant d’arriver à une description irréversible apparais- 
sent explicitement. Dans un premier temps, on écrit, via un calcul de pertur- 
bations au second ordre, une équation d’évolution pour les éléments tliago- 
naux de la matrice densité. Cette équation, réversible, dite équation maîtresse 
généralisée, ne fait intervenir que les éléments diagonaux de p( t ) .  On montre 
ensuite comment, moyennant certaines hypothèses sur la structure de l’ensern- 
ble des états propres, on peut déduire de l’éqiiatiori maîtresse généralisée 
(réversible), l’équation maîtresse de Pauli (irréversible). 

4. Équation maîtresse généralisée 

On considhe ici un système quantique avec de très nombreux degrés de 
liberté, décrit par un liamiltonieri H = tio+XH1. Par exemple, dans le cas d’un 
gaz de molécules en interaction, Ho peut être le hamiltonien du gaz parfait, 
le terme AN1 représentant l’interaction entre les molécules. Ou bien, dans le 
cas d’un système en contact avec tin thermostat, Ho peut être le haniiltoriien 
décrivant l’ensemble du systènie et du thermostat non couplés entre eux, le 
terme AH1 représentant le couplage. On souhaite étudier l’évolution statistique 
du système résultant des transitions entre les états propres de Ho produites 
par l’interaction XH1. 

4.1. Équation d’évolution des éléments diagonaux de p( t )  

On s’intéresse à l’évolution des éléments diagonaux de la matrice den- 
sité p ( f )  sur la base des états propres { I&)}  de Ho. On suppose que la 
niatrice densité est diagonale à l’instant t = O (hypothke des phases initiales 
aléatoires) : à l’instant initial, le système se trouve donc dans l’état I&) avec 
la probabilité moyenne pnn(0 ) .  

En effectuant un developpement en perturbations au second ordre de 
l’équation de Lioiiville-von Neumann zhdp( f ) /d f  = [H,  p ( f ) ] ,  on peut rnontrerl5 
que pnn . ( t )  obéit à une equation d’évolution de la forme : 

où l’on a introduit les fonctions 

l5  La démonstration de l’équation (4.1) est purement mathématique et  ne fait pas inter- 
venir d’arguments physiques. Nous ne la détaillons pas ici. 
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L’équation (4.1), qui ne fait intervenir que les éléments diagonaux de la matrice 
densité, est une équation maîtresse retardée ou généralisée16. Elle contient un 
noyau mémoire défini par les fonctions Qn,n/ ( t ) .  

4.2. Invariance par renversement du temps 

L’équation maîtresse généralisée ne permet pas de décrire une évolution 
irréversible. Elle est en effet invariante par renversement du temps. Pour le 
montrer, changeons t en -t dans l’équation (4.1) (en ne conservant dans le 
second membre que le terme en A2). I1 vient : 

Comme le montre 
donc écrire : 

dt’ (-t - t’) [pnr,i (t’) - pnn( t ’ ) ] .  (4.3) 
x2 ZL JO’ 
la formule (4.2), R,,,(t) est une fonction paire. On peut 

soit, en posant t’ = -t” : 

apnn(-t) = A2 lt dt” ( t  - t”) [pTLIn1(-t”) - pnn( -t”)] . (4.5) 
n’fn 

at 

Par conséquent, si un ensemble d’élément diagonaux {pnn ( t ) }  est solution 
de l’équation (4.1), l’ensemble d’éléments {pnn  ( - t ) }  l’est aussi. L’équation 
maîtresse généralisée est donc invariante par renversement du temps. Elle ne 
permet pas de décrire une évolution irréversible. 

5. De l’équation maîtresse généralisée à l’équation maîtresse 
de Pauli 

5.1. Passage à une équation maîtresse instantanée 

Dans la limite des faibles couplages, et si t est assez petit par rapport 
au temps caractéristique 7 d’évolution des éléments diagonaux de la nia.trice 
densité (temps qui, d’après l’équation (4.1)’ est d’ordre A-’)), on peut. négliger 
l’évolution de p entre les instants t’ et t ,  et remplacer les éléments diagonaux de 
la matrice densité dans le sccond membre de l’équation (4.1) par leurs valeurs 

l6 L’éqnation maîtresse généralisée (4.1) est quelquefois qualifiée de non niarkovienne, en 
raison du fait qu’elle fait intervenir les éléments diagonaux de la matrice densité aux instants 
t’ antérieurs à t .  Cette terminologie prête toutefois à confusion, car l’équation maîtresse 
généralisée ne contient pas suffisamment d’informations pour que l’on puisse déterminer si 
le processus qu’elle décrit est, ou non, markovien. 
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à l’instant t .  Autrement dit, pour t << r ,  on peut réécrire l’équation (4.1) sous 
une forme non retardée : 

On a : 

Dans l’équation (5.1), les coefficients dcs éléments diagonaux de la matrice 
densité sont des fonctions du temps. Par ailleurs, cette équation reste in- 
variante par renversement di1 temps. Ces deux caractéristiques la différencient 
de l’équation maîtresse de Pauli (3.6). Cependant, dans le cas d’un système 
possédant un très grand nombre de degrés de liberté, on peut, moyennant une 
approximation sur la forme du noyau mémoire, aboutir, à partir de l’équation 
(5.1), à l’équation maîtresse de Pauli. 

5.2. Limite thermodynamique 

Dans un système avec de nombreux degrés de liberté, les états propres 
non perturbés dépendent en général de pliisieurs nombres quantiques. Nous 
désignerons chaque état d’énergie par le couple ( E ,  a) .  Les éléments de niatrice 
de la perturbation et les élénients diagonaux de la matrice densité seront notés 
respectivement H I ( € ,  a ;  t’,a’) et p( t ,  a;  t ) .  Avec ces notations, et compte tenu 
de la formule (5.2)’ l’équation (5.1) se réécrit sous la forme : 

Dans la limite thermodynaniique où la taille du système tend vers l’infini. 
on peut introduire la densité d’états en énergie n(t), et remplacer la somnie 
discrète sur F’ figurant au second membre de l’équation (5 .3 )  par une intégrale 
sur l’énergie. On peut alors écrire pour tous les temps t (limités toutefois 
par r )  : 

À ce stade, l’équation d’évolution des éléments diagonaux de la matrice densité 
est encore réversible. 
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5.3. Approximation de mémoire courte 

Introduisons l’échelle de temps microscopique T~ = h/A, où le paramètre A 
caractérise la largeur en énergie de la fonction f(€’) = E,, n ( t ’ ) l ~ ( c ,  a;  t’, a’)12. 
Pour t >> T,, la fonction f ( d )  varie beaucoup plus lentement que la fonction 
[ T L / ( €  - E ’ ) ]  sin[(€ - t’) t /h],  que l’on peut considérer dans cette limite comme 
une fonction delta de poids nh centrée17 en e.  L’équation (5.4) s’écrit alors : 

211 

7ï 
dp(t’ t ,  = x2 / dt’ n(e’)-6(t - E’)JH(f, a; t’, (Y’)/2 

cy‘ 
at 

x [/I(€‘, a‘; t )  - p( t ,  a;  t ) ] .  (5.5) 

I1 vient, l’intégration sur t’ une fois effectuée : 

a; t )  = [W(N,  a ’ ) p ( t ,  a’; t )  - W(a’, Q ) P ( E ,  a ;  t ) ] .  (5.6) 
a’ 

at 

Dans l’équation (5.6)’ on a posé : 

27r 
W(a’, a )  = W ( a ,  a’) = -)\21H(€, h a’; €, a)12n(c). (5.7) 

L’équation (5.6), avec les taux de transition (5.7), est l’équation maîtresse de 
Pauli. 

contrairement à l’équation maîtresse généralisée, l’bquation maîtresse de 
Pauli n’est pas invariante par renversement du tetnps. Elle décrit une évolution 
irréversible du systPnie. Une équation d’évolution irréversible est donc obtenue 
à partir du niorrient où l’on fait l’hypothèse t >> T,, dite approximation de 
mémoire courte. C’est alors seulement que l’évolution des éléments diagonaux 
de la matrice densit4 devient analogue à celle des probabilités p T L ( f )  d’un pro- 
cebsus markovien. 

6 .  Discussion 

6.1. Domaine de validité 

Revenons sur les hypothèses nécessaires à l’établissetnent de l’équation 
maîtresse de Pauli. Parmi celles-ci figurent tout d’abord les hypothèses faites 
pour obtenir l’équation maîtresse généralisée (4.1) (calcul de perturbations, 
hypothèse des phases initiales aléatoires). Ensuite, interviennent le passage à la 

l7 On utilise la formule : 
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limite thermodynamique, puis le passage à la limite t >> rc (approximation de 
mémoire courte), l’ordre dans lequel sont prises ces deux limites étant essentiel. 
Lorsque le paramètre de couplage X est fini, l’équation maîtresse de Pauli 
n’est valable que pour des temps t << 7 ,  où 7 = O(X-’). Pour que l’équation 
maîtresse de Pauli soit valable à tout instant t ,  il faut se placer dans la limite 
X + O, t -f 00, le produit X 2 t  restant fini. 

Comme dans le cas des équations maîtresses régissant la probabilit,é de 
transition des processus markoviens, on retrouve, pour l’établissement de 
l’équation maîtresse de Pauli, la nécessit,é de l’existence de deux échelles de 
temps bien séparées. L’échelle de temps courte T~ caractérise la durée d’une 
interaction microscopique provoquant une transition d’un état vers un autre. 
L’échelle de temps longue r correspond au temps typique séparant deux 
interactions microscopiques, et dépend de la force du couplage. La descrip- 
tion de l’évolution en termes d’équation maîtresse n’est possible que si 7;: << 7 .  

Elle est alors valable pour des temps t tels que T~ < t << 7 .  

6.2. Description à gros grains 

I1 reste à déterminer dans quelles conditions et sous quelles hypothèses 
l’équation maîtresse de Pauli, établie pour des temps compris entre r, et 7 ,  

peut être utilisée à des temps arbitrairement grands, et en particulier pour 
décrire l’approche de l’équilibre (qui se fait typiquement sur des durées de 
l’ordre de quelques 7 ) .  

L’équation maîtresse de Pauli est une équation différentielle linéaire du 
premier ordre à coefficients constants. Ainsi, la matrice densité étant supposée 
diagonale au temps t ,  l’équation de Pauli permet, au moyen d’lin calcul pertur- 
batif, de déterminer l’évolution de ses éléments diagonaux jusqu’à des temps de 
l’ordre de t+At, avec 7,: < At << r. Si, de nouveau, on suppose que la matrice 
densité est diagonale au temps t + At, on peut, de même, utiliser l’équation 
maîtresse pour obtenir les éléments diagonaux de la matrice densité au temps 
t + 2At, et ainsi de suite. L’équation maitresse de Pauli permet de cette façon 
d’obtenir la matrice densité à tout iristant18, à la condition de travailler sur 
une &chelle de temps à gros grains, c’esbà-dire avec une résolution limitée par 
At. On peut dans cet esprit utiliser l’équation maîtresse de Pauli pour des 
temps t bien supérieurs à r>  et donc en particulier pour étudier l’approche de 
l’équilibre d’un système rnacroscopiqiie. 

6.3. Limite de van Hove 
Les conditions necessaires à l’établissement de l’équation maîtresse de 

Pauli ont été réexaminées par la suite, en particulier par L. van Hove en 1955 
et I. Prigogine en 1962, notamment dans le but de s’affranchir de l’hypothèse 
des phases initiales aleatoires répétée. 

l8 La dérivée apnn( t ) /a t  représente alors en fait (i/At)[p,,(t + At)  - p n r L ( f ) ]  
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Van Hove considère l’opérateur d’évolution exp(-iHt/h), où H = Ho + 
XHl. Un développement en perturbations tronqué après quelques ordres en X 
n’est valable qu‘aux temps très courts. Pour décrire l’approche de l’équilibre, 
il faut pouvoir étudier des temps au moins de l’ordre du temps typique séparant 
deux interactions microscopiques. Celui-ci est proportionnel à si les 
interactions individuelles sont décrites dans l’approximation de Born. Ceci 
suggère que X soit considéré comme petit et t comme grand, le produit X 2 t  
restant fini. On garde donc les termes en puissances de X 2 t  et l’on néglige ceux 
du type X ” t n  avec m # 2n. En utilisant ces concepts, van Hove a pu montrer 
que la sonirne des termes pertinents dans l’opérateur d’évolution conduit à une 
quantité dont la dépendance temporelle est donnée par l‘équation maîtresse 
de Pauli. 
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Chapitre 10 

Mouvement brownien. 
Modèle de Langevin 

En 1827, le botaniste R. Brown a découvert au microscope le mouvement 
incessant et irrégulier de petites particules de pollen en suspension dans l’eau. 
Il a égalernerit reniarqué que de petites particules minérales se comportent 
exactement de la même manière (cette observation est importante, car elle 
exclut d’attribuer ce phénomène A une quelconque (( force vitale )) spécifique 
aux objets biologiques). De façon générale, une particule en suspension dans 
un fluide se trouve en rnoiiverrient brownien lorsqiie le rapport entre sa masse 
et la masse de l’une des rnolécules du fiuide est grand devant l’unité. 

L’idée selon laquelle le rri«iivement d’une particule brownienne est une 
conséquence du mouvement des riiolécules plrrs légères d u  fluide envirorinarit 
s’est répandue au cours de la seconde moitié di1 XIX‘ siècle. C’est; en 1905 
qu’A. Einstein a donné la première explication théorique de ce ph6nomène. La 
vérification exp6rimentale directe de la théorie d’Einsteiii a permis d ‘étahlir les 
fondements de la théorie atomique de la matière (on peut citer en particulier 
la mesure du nombre d’Avogadro par J .  Perrin en 1908). Une théorie plus 
compiiite di1 mouvement brownien a été propos& par P. Langeviii en 1908. 

Cependant, un peu avant A. Einstein et dans un tout autre contexte, 
L. Bachelier avait dejà obteriu la loi du mouvernent brownien dans sa thèse 
intitulée (( La théorie de la spéculation )) (1900). Des modhles faisant appel 
au mouvement brownien ou à des généralisations de celui-ci sont d’ailleurs 
couramment utilisés au.jourd’hiii en mathématiques financières. Sur un plan 
pius général, le mouvement brownien a joué un rôle important eri mathé- 
matiques : historiquement, c’est en effet pour représenter Je d4placerrient d’une 
particule brownienne qii ’un processus stochastiqiie a été construit pour la 
première fois (N. Wiener, 1923). 

L’importance du mouvement brownien en physique statistique hors 
d’équilibre vient de ce que les concepts et les méthodes mis en euvre  pour 
l’étudier ne sont pas limités au mouvement d’une particule immergée dans un 
fluide de molécules plus légères, mais sont généraux et applicables à ilne large 
classe de phénomènes physiques. 
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1. Modèle de Langevin 

Le mouvement brownien est le mouvement compliqué, de type erratique, 
effectué par une particule (( lourde ))’ immergée dans un fluide et subissant des 
collisions avec les molécules de celui-ci. 

Les premières explications théoriques di1 mouvement brownien furent 
données, indépendamment, par A. Einstein en 1905 et M. Smoluchowski en 
1906. Dans ces premiers modèles, l’inertie de la particule brownienne n’était 
pas prise en compte. Une description plus élaborée du mouvement brownien, 
tenant compte des effets de l’inertie, a été mise au point par P. Langevin en 
1908. C’est cette théorie que nous présenterons tout d’abord. 

1.1. Équation de Langevin 

Le modèle de Langevin est un modèle phénoménologique classique. Raison- 
nant pour simplifier à une dimension, on repère la position de la particule 
brownienne par une abscisse x. Deux forces, caractérisant toutes les deux 
l’effet du fluide, agissent sur la particule de masse m : une force de frottement 
visqueux -my(dx/dt) ,  caractérisée par le coefficient de frottement y > O, et 
une force fluctuante F ( t ) ,  représentant les impacts incessants des molécules 
du fluide sur la particule. La force fluctuante, supposée indépendante de la 
vitesse de la particule, est considérée comme une force extérieure, appelée 
force de Langevin. 

En l’absence de potentiel, la particule brownienne est dite i( libre D. Son 
équation du rriouvement, l’équation de Langevin, s’écrit : 

d2x dx 
d t  r n s  = -my- + F ( t ) ,  

ou encore : 
1 

L’équation de Langevin est historiquement le premier exemple d’une équation 
différentielle stochastique, c’est-à-dire contenant un ternie aléatoire F ( t )  avec 
des propriétés statistiques spécifiées. La solution v(t)  de l’équation (1.2) pour 
une condition initiale donnée est elle-même un processus stochastique. 

Dans le modèle de Langevin, la force de frottement -myv et la force fluc- 
tuante F ( t )  représentent deux conséquences d’un même phénomène physique 
(les collisions de la particule brownienne avec les molécules du fluide). I1 reste, 
pour définir complètement le modèle, à caractériser les propriétés statistiques 
de la force aléatoire. 

On entend ici par lourde une particule de masse beaucoup plus grande que celle de 
l’une des molécules du fluide. 
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1.2. Hypothèses sur la force de Langevin 

Le fluide, appelé aussi bairi, est supposé se trouver daris un état station- 
naire’. En ce qui le concerne, aucun instant ne joue de rôle privilégié. La 
force fluctuante agissant sur la particule brownienne est donc modélisée par 
un processus aléatoire stationnaire. Par suite, la moyenne3 à un temps ( F ( t ) )  
ne dépend pas de t et la moyenne A deux temps (F( t )F( t ’ ) )  ne dépend que de 
la différence t - t’. 

Outre ces caractéristiques minimales, le niodèle tie Langevin contient un 
certain nombre d’hypothèses supplémentaires sur la force aléatoire. 

e Valeur mqyenne 

On siipposc que la valeiir moyenne de la force de Langevin est niille : 

( F ( t ) )  = O. (1.3) 

Cette hypothèse est nécessaire pour qu’à l’équilibre la valeur moyenne de la 
vitesse de la particule browriiennc soit niille (il n’y a pas de force extérieure 
appliquée). 

e Fonction d’autocorrélation 

La fonction d’aiitocorrélation de la force aléatoire, 

est une fonction paire de r ,  décroissant sur un tenips caractéristique rc (temps 
de corrélation). On pose : 

(la signification du paramètre 2) sera précisée par la suite). Le tenips de 
corrélation rc est de l’ordre de l’intervalle de temps moyen séparant deux col- 
lisions successives des molécules du fluide sur la particule brownienne. Si ce 
temps est beaucoup plus court que les autres temps caractéristiques, conirrie 
par exemple le temps de relaxation de la vitesse moyenne à partir d’une valeiir 
initiale bien définie4, il est possible d’assimiler g(7) à une fonction delta de 
poids 2Dm2 : 

g(7) = 22)rn’S(7). (1.6) 

’ On considérera le plus souvent que le bain est en équilibre thermodynamique 

Les moyennes intervenant ici sont définies comme des moyennes d’ensemble calculées 
à l’aide de la fonction de distribution du bain (voir le complément 10.B). 

Voir le paragraphe 2.2 
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Caractère gaussien de la force de  Langevin 
Le plus souvent, on suppose en outre, par commodité de calcul, que F ( t )  

est un processus gaussien. Toutes les propriétés statistiques de la force de 
Langevin sont alors calculables à partir de la seule donnée de sa moyenne et 
de sa fonction d’autocorrélation” 

2. Réponse et relaxation 

L’équation de Langevin est une équation différentielle stochastique linéaire. 
Cette linéarité permet de calculer exactement les propriétés moyennes de 
réponse et de relaxation de la particule brownienne. 

2.1. Réponse à une perturbation extérieure. Mobilité 

On suppose clue s’exerce sur la particule une force extérieure appliquée 
dépendant du temps (mais indépendante de la position de la particule). Cette 
force F,,,(t) s’ajoute à la force aléatoire F ( t ) .  L’équation du mouvement de la 
particule brownienne s’écrit alors : 

En moyenne, on a 

Pour une force appliquée harmonique F,,,(t) = %e(Feë”‘), la solution 
de l’équation (2.2) est, en réginie stationnaire, de la forme : 

avec : 

La quantité : 

( , u )  = A ( w ) F .  

1 1  
rri y - iw 

A ( w )  = -~ 

est l’admittance complexe di1 modèle de Langevin. 

Cette hypothèse peut se justifier à partir du théorème de la limite centrale : en effet, 
par suite des nombreux chocs subis par la particule brownienne, la force F ( t )  peut être 
considérée comme résiiltant de la superposition d’un grand nombre de fonctions aléatoires 
distribuées de manière identique. 
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Plus généralemerit, pour une force extérieure Fext ( t )  de transformée de 
Fourier‘ Fext(w), la vitesse moyenne ( w ( t ) )  solution de l’équation (2.2) a pour 
trarisforrnée de Fourier : 

La vitesse moyenne de la particule brownienne répond linéairement ii la 
force extérieure appliquée. On peut associer à cette réponse un coefficient de 
transport. La particule brownienne, si elle porte line charge q, acquiert sous 
l‘effet d’un champ électrique statique E la vitesse limite (II) = qE/my .  Sa 
mobilité p = (w)/E est donc7 : 

2.2. Évolution de la vitesse à partir d’une valeur initiale bien 

On suppose niaintenant qu’il n’y a pas de force extérieure appliquée et 
qu’à l’instant t = 0 la vitesse de la particule brownienne a une valeur bien 
définie, non aléatoire, notée wo : 

définie 

La solution de l’équation (1.2) correspondant à la condition initiale (2.8) 
s’écrit : 

v ( t )  = u g e ë Y t  + - ,t, it F(t/)e-+tf) dt’. t > o. (2.9) 

La vitesse 7 , ( t )  dc la particule brownienne est un processus aléatoire. Dans les 
conditions définies ci-dessus, ce processus n’est pas stationnaire. Nous allorls 
calculer la moyenne et la variance de v ( t )  A un instant quelconque t > O. 

0 Vitesse mo-yenne 

Comme la force fluctuante est nulle en nioyerine, on obtient, ii partir de 
la formule (2.9) : 

( ~ ( t ) )  = ugeëYt, t > O. (2.10) 

La vitesse moyenne relaxe exponentiellement vers zéro avec un temps de 
relaxation T~ = y-’. 
~ 

Pour simplifier, nous gardons la même notation F,,t(.) pour la force Fcxt(t) et sa 
transformée de Fourier F,,t(w), ainsi que la même notation ( u ( . ) )  pour la vitesse moyenne 
( v ( t ) )  et sa transformée de Fourier (v(~)). 

Aucune confusion n’étant possible ici avec un potentiel chimique, la niobilité de dérive 
de la particule brownienne est désignée simplenient par p (et non p ~ g ) .  
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Variance de la vitesse 

La variance de la vitesse est définie par exemple par la formule suivante : 

I1 vient, à partir des formules (2.9) et (2.10) : 

(2.12) 

Lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin est donnée par 
la formule simplifiée (1 .G) ’  on obtient : 

&) = 227 e-2y(t-t’)  &’, (2.13) Iù” 
soit : 

a,(t) 2 2 )  = -(1 - ë 2 T t ) ’  t > o. (2.14) 
Y 

À l’instant t = O, la variance de la vitesse est nulle (la vitesse initiale est. 
une variable certaine). Sous l’effet de la force de Langevin, des fluctuations 
de vitesse apparaissent et la variance aU(t) augmente avec le temps. Cette 
croissance est tout d’abord linéaire : 

oU(t) 2 2Dt’ t < rr. (2.15) 

On peut interpréter la formule (2.15) cornnie décrivant un phénomène de 
diffusion dans l’espace des vitesses. Le paramètre D, qui a été introduit dans la 
définition de g ( r )  (formule (1.6))’ a la signification d’un coefficient de diffusion 
dans l’espace des vitesses. La variance de la vitesse n’augmente toutefois pas 
indéfiniment, mais finit par saturer à la valeur D/y : 

(2.16) 

2.3. Second théorème de fluctuation-dissipation 

On peut aussi écrire la variance de la vitesse sous la forme : 

crO(t) = ( v 2 ( t ) )  - (.(t))’. (2.17) 

Pour t > rr, la vitesse moyenne tend vers zéro (formule (2.10)). Les équations 
(2.16) et (2.17) montrent qu’alors (v2( t ) )  tend vers line valeur limite D/y 
indépendante de vug. L’énergie moyenne ( E @ ) )  = m(v2(t))/2 tend vers la limite 
correspondante ( E )  = mD/2y. La particule brownienne est alors en équilibre 
avec le bain. 
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Si le bain se trouve lui-même en équilibre thermodynamique à la 
température T ,  l’énergie moyenne de la particule en équilibre avec le bain 
prend sa valeur d’équipartition ( E )  = k T / 2 .  On en déduit une relation entre 
le coefficient de diffusion V’ associé aux fliictiiations de la vitesse, et le coeffi- 
cient de frottement y, qui caractérise la dissipation : 

(2.18) 

En utilisant la formule (1.5)’ on peut réécrire l’équation (2.18) sous la forme’ : 

( F ( t ) F ( t  + r ) )  d r .  (2.19) 

L’équation (2.19) relie le coefficient de frottement à la fonction d’autocorréla- 
tion de la force de Langevin. Elle est connue sous le nom de second théorème 
de A uctuation-dissipation’. Ce théorème traduit ici le fait que la force defrot- 
tement et la force fluctuante représentent deux facettes du même phénomène 
physique, les collisions de la particule brownienne avec les molécules du fluide 
environnant. 

2.4. Évolution du déplacement à partir d’une position initiale 

On suppose qu’à l’instant t = 0 la position de la particule a une valeur 
bien définie. Diffusion de la particule brownienne 

bien définie : 
z(0) = zo. (2.20) 

En intégrant l’expression (2.9) de la vitesse entre les instants 0 et t ,  on obtient, 
compte tenu de la condition initiale (2.20) : 

F(t’)  dt” t > 0. (2.21) 710 

Y Y 
z ( t )  = 2 0  + -(1 - e - y t  

Le déplacement z ( t )  - 2 0  de la particule brownienne est, lui aussi, un processus 
aléatoire. Ce processus n’est pas stationnaire. Nous allons calculer en fonction 
du temps la moyenne et la variance du déplacement, ainsi que la quantité 
( M t )  - 2012). 

On montrera au paragraphe 4.4 que cette relation peut s’étendre au cas où la fonction 
d’autocorrélation de la force de Langevin n’est pas une fonction delta mais une fonction 
de largeur finie caractérisée par le temps de corrélation T ~ ,  pourvu toutefois que l’on ait 
T~ << T ~ .  Voir également à ce sujet le complément 10.A. 

De façon générale, le théorème de fluctuation-dissipation, dont il existe diverses for- 
rnnlations, constitue le cœur de la théorie de la réponse linéaire (voir le chapitre 14). 
Dans le cas du mouvement brownien décrit par le modèle de Langevin, la terminologie de 
second théorème de fluctuation-dissipation, associée à la formule (2.19) pour l’intégrale de 
la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, est due à R. Kubo. 
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Déplacenient moyen 

On a : 
(2.22) uo 

Y 
( z ( t ) )  = 20 + -(I - e ë y t ) ,  t > O. 

Pour t >> 7;., le déplacement moyen ( ~ ( t ) )  - 2 0  tend vers la limite finie vo/y. 

Variance du déplacement 

La variance du déplacement z ( t )  ~ 5 0  est aussi la variance de la position 
~ ( t ) ,  définie par exemple par la formule : 

0.m = ([.(t> - (4))l’). (2.23) 

On obtient, à partir des formules (2.21) et (2.22), 

soit, en prenant pour la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin 
l’expression simplifiée (1.6) : 

(2.25) 

I1 vient, l’intégration une fois effectuée : 

, t > 0 .  (2.26) 
1 - 1 - e-2yt + 

2Y 

À partir de sa valeur initiale nulle, la variance du déplacement croît, tout 
d’abord comme t3 pour t << T,, puis comme 2Dt/y2 pour t > r,. 

Par ailleurs, comme x ( t )  - zo = z ( t )  - ( ~ ( t ) )  + ( ~ ( t ) )  - zo, on a : 

(2.27) 212 2 

Y2 
( [ z ( t )  - zo]7 = a;@) + “(1 ~ e - y t )  , t > 0. 

Pour t > r,, on a donc : 

(2.28) 2 D  
Y2 

( [ z ( t )  - Z O ]  ) 2 2-t. 

Les formules (2.26) et (2.28) montrent que la particule brownienne 
diffuse aux grands temps. Le coefficient de diffusion D est relié au coefficient 
de diffusion dans l’espace des vitesses par la formule : 

(2.29) 
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2.5.  Limite visqueuse 
Dans les premières théories du mouvement brownien, proposées par 

A. Einstein en 1905 et M. Snioluchowski en 1906, le comportement diffiisif de la 
particule brownienne est obteriii plus siniplement. On ne s’intéresse qu’à une 
seule variable dynamique, le déplacement de la particule. On ne tient pas 
compte du ternie d’inertie dans l’équation du mouvement, que l’on écrit sous 
la forme approchée suivante : 

(2.30) 

I I 

La fonction d’aiitocorrélation de la force aléatoire est écrite sous la forme : 

( F ( t ) F ( t / ) )  = 2D$S(t - t’). (2.31) 

L’équation (2.30), complétée par l’équation (2.31), décrit le mouvement 
brownien dans la limite visqueuse, dans laquelle le frottement est suffisarri- 
ment fort pour que le terme d’inertie puisse être riégligélO. Le mouvement 
brownien est alors dit suramorti. Cette description, valable pour des intervalles 
de temps d’évolution suffisamment grands, correspond bien aux observations 
expérimentales de J. Perrin. 

Dans la limite visqueiise, le déplacement de la particule brownienne 
s’obtient directement en intégrant l’équation (2.30). Avec la condition initiale 
(2.20), il s’écrit’’ : 

l t  
x ( t )  - 5 0  = - / F(t’)  dt’. 

7 7 0  
(2.32) 

En utilisant l’expression (2.31) de la fonction d’autocorrélatiori de la force 
aléatoire, on obtient, quel quc soit t : 

(2 .33)  ( [ ~ ( t )  - T O ]  ) = 2Dt. 

Le mouvement de la particule brownienne est, dans cette description, diffusif 
à tout temps. 

2 

2.6. Relation d’Einstein 
À partir des formules (2.7) et (2.29), on obtient une relation entre la 

mobilité et le coefficient de diffusion de la particule brownienne, 

(2.34) 

lo Plus précisément. l’équation (2.30) peut être obtenue à partir de l’équation de Langevin 
(1.2) dans la limite m i O, y + CO, le coefficient de viscosité 17 = my restant fini. L’équation 
(2.31), quant à elle, est la traduction de l’équation (1.6) en termes des paramètres pertinents 
que sont dans ce cas D et 7).  

l1 Lorsque la force F ( t )  est modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussieri 
de fonction d’autocorrélation g(T) = 2Dq26(7 ) ,  le processus z ( t )  - .%O défini par la formule 
(2.32) est appelé processus de Wiener (voir le chapitre I l ) .  
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qui s’écrit aussi, compte tenu du second théorème de fluctuation-dissipation 
(2.18) : 

m 
(2.35) 

I I 

La formule (2.35) est la relation d’Einstein entre le coefficient de diffusion D ,  
associé aux fluctuations du déplacement, et la mobilité p, reliée à la dissipa- 
tion. La relation d’Einstein est une forme du premier théorème de Auctuation- 
diss ipat ior~~~.  On peut aussi l’écrire sous la forme d’une relation entre D et q : 

(2.36) 

3. Fluctuations de vitesse à l’équilibre 

On s’intéresse ici à la dynamique des fluctuations de la vitesse d’une parti- 
cule brownienne en équilibre avec le bain. On suppose, comme précédemment, 
que celui-ci est en équilibre thermodynamique à la température T .  

Pour obtenir l’expression de la vitesse de la particule brownienne à l’équi- 
libre, on commence par écrire la solution v ( t )  de l’équation de Langevin avec 
la condition initiale13 ? / ( to )  = 110 : 

(3.1) 

On suppose ensuite que l’instant initial t o  est reporté à -03. Comme le montre 
la formule (3.1)’ la valeur initiale de la vitesse est alors (( oubliée )) et l’on a : 

(3.2) 

Dans ces conditions, à tout instant t fini, la particule se trouve en équilibre 
avec le bain. Sa vitesse w ( t )  est alors un processus aléatoire ~tationnaire’~, 
dont nous nous proposons de calculer la fonction d’autocorrélation. La valeur 
moyenne de la vitesse étant nulle à l’équilibre, la fonction d’autocorrélation de 
v ( t )  représente la dynamique des fluctuations de vitesse à l’équilibre. 

l2 Ce théorème sera établi de manière plus générale au paragraphe 3.4 

l3  L’équation (3.1) est donc la généralisation de l’équation (2.9) à un instant initial t o  
quelconque. 

l4 Lorsque la force F ( t )  est modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussien 
de fonction d’autocorrélation g ( 7 )  = 2 D m 2 6 ( ~ ) ,  le processus stationnaire u ( t )  défini par la 
formule ( 3 . 2 )  est appelé processus d’ornstein-Uhlenbeck (voir le chapitre 11 et le complé- 
ment l l .B) .  
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3.1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la 

Tout d’abord, à partir de la formule (3.2)’ il est possible de calculer la 

vitesse 

fonction de corrélation ( v ( t )F( t ’ ) )  : 

( v ( t )F( t ’ ) )  = .i’ (F(t”)”’))e-’(t-t’’) dt”. 
m -00 

(3.3) 

Lorsque la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin est de la forme 
(1.6)’ l’équation (3 .3)  s’écrit : 

( v ( t )F( t ’ ) )  = 22)7n, 6(t’ - t”)e-Y(tpt”) dt“. (3.4) 

La vitesse de la particule brownienne à l’instant t n’est donc pas corrélée avec 
la force de Langevin à un instant t’ > t .  

En réalité, le temps de corrélation T~ de la force de Langevin n’est pas 
nul, et le résultat ( 3 . 5 )  n’est correct que pour It - t’I > rc. La prise en compte 
d’un temps de corrélation fini a pour effet d’adoucir la discontinuité présente 
dans l’expression (3 .5) ’  la fonction de corrélation ( v ( t )F( t ’ ) )  passant en fait 
continuement de sa valeur maxiniale à O, sur un intervalle de temps de l’ordre 
de T ~ .  L’allure, ii T~ fini, de la courbe représentant la fonction de corrélation 
( ~ ( t ) F ( t ’ ) )  en fonction de t’, le temps t étant fixé, est représentée sur la Fig. 1. 

< v(t)F(t’) > 

Fig. 1. Fonction de corrélation entre la force de Langevin et la vitesse, 
à r, fini. 
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3.2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse à l’équilibre 
La fonction d’autocorr6Iatiori ( 7 i ( t )  v(t ’ ) )  s’écrit par exemple, en remplaçant 

u(t)  par son expression (3.2) : 

(3 .6 )  

Si l’on néglige r,, il vient, en tenant compte de la forrriiile (3 .5 )  : r- v( t )v ( t ’ ) )  = -e-+t’i. (3.7) 

La décroissance de la fonction d’autocorrélation de la vitesse est décrite par 
une exponentielle de constante de temps T~ = y-’. 

Négliger 7, conduit ainsi à line fonction d’aiitocorrélation de la vitesse à 
l’équilibre (( en toile de tente D. Une telle fonction n’est pas différentiable à 
l’origine. Cette singularité disparaît lorsque l’on tient compte du fait que le 
temps rc est en réalité fini. On peut montrer qu’alors le départ de la fonction 
d’autocorrélation de la vitesse est parabolique15 (Fig. 2). 

< v(t)v > 

O t 

Fig. 2. Fonction d’autocorrélation de la vitesse, à T~ nul, et à r, fini. 

3.3. Théorème de régression 
Lorsque rc est négligé, l’évolution pour t 2 t’ de I s  fonction d‘aiitocorréla- 

tion (v(t)7~(t’)) est donc décrite par l’équation différentielle suivante : 

d 
-(v(t)v(t’)) dt  = -y(w(t)v(t’)), t 2 t’. (3 .8)  

l5 Cette propriété sera établie plus loin (voir la formule (4.13)). 
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L’équation (3.8) est de la même forme que l‘équation différentielle d ( v ( t ) ) / d t  = 

-y(v(t)) (t 2 O) décrivant la relaxation de ( v ( t ) )  à partir d’une valeur 
initiale bien définie. Cette propriété, selon laquelle les fluctuations de la vitesse 
(( régressent )) (c’est-à-dire disparaissent) en suivant la même loi que la vitesse 
moyenne, est appelée théorème de régression. 

3.4. Premier théorème de fluctuation-dissipation 

D’après la formule (3.7)’ on a,  pour la particule brownienne en équilibre 
avec le bain 

2) 

Y 
(w(t)v) = (3.9) 

Le bain étant lui-même à l’équilibre thermodynamique à la température T ,  on 
peut utiliser la relation (2.18) et réécrire la formule (3.9) sous la forme : 

kT 
r n  

(u ( t )v )  = -e-7lt’. (3.10) 

Par transforrnatiori de  Fourier-Laplace“, on déduit de la formule (3.10) 
l’égalité : 

(3.11) 

En se reportant à la définition (2.5) de l’admittance complexe, on vérifie 
l’identité : 

(3.12) 

La formule (3.12) est l’expression di1 premier théorème de fiiictuation- 
d is~ ipa t ion l~ .  Elle relie l’adrnittance complexe décrivant la réponse à une per- 
turbation extérieure harmonique et la fonction d’autocorrélation de la vitesse 
à l’équilibre. 

4. Analyse harmonique du modèle de Langevin 

L’équation de Langevin est une équation différeritiellc stochastique linéaire. 
Une méthode standard pour résoudre ce type d’équation est l’analyse har- 
monique, qui s’applique aux processus aléatoires stationnaires. La force de 

l6 La transformation de Fourier-Laplace, appelée aussi transformation de Fourier uni- 
latérale, est définie sur l’intervalle d’intégration (O,  00) (à la différence de la transformation 
de Fourier ordinaire, définie sur l’intervalle (-CO, m)). La transformation de Laplace usuelle, 
kgalement &finie sur l’intervalle (O, oo), utilise, a u  lieu de - iu>, un paramètre complexe 2. 

l7  La termiriologie de premier théorème de fluctuation-dissipation, associée à la formule 
(3.12) pour la transforrriée de Fourier-Laplace de la fonction d’autocorrélatiori de la vitesse 
à l’équilibre, est due L R. Kubo. On peut égalenient obtenir ce résultat en appliquant les 
formules de Kubo de la théorie générale de la réponse linéaire au système isolé constitué par 
la particiile brownienne coiiplée avec le bain (voir le chapitre 14). 
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Langevin F ( t )  est, par hypothèse, un tel processiis. I1 en est de même de la 
vitesse v ( t )  de la particule brownienne, à la condition que celle-ci ait été mise 
en contact avec le bain depuis un temps suffisamment long pour se trouver 
elle-même à l’équilibre. 

Nous allons reprendre par cette méthode l’étude des fluctuations de vitesse 
à. l’équilibre, en discutant en détail le cas -rC fini. 

4.1. Relation entre les densités spectrales de la force aléatoire 

Les transformées de Fourier F ( w )  de la force aléatoire et v(w) de la vitesse 

et de la vitesse 

de la particule brownienne sont définies par les formules” : 

et : 

Étant donné que F ( t )  et v( t )  sont des processus aléatoires stationnaires, F ( w )  
et v(w) sont en fait obtenues en intégrant sur un grand intervalle de largeur 
finie T de l’axe des temps pris à partir d’une origine quelconque, le passage à 
la limite T + CO étant effectué in fine. Dans le cadre du modèle de Langevin, 
F ( w )  et u(w)  sont reliées par la formule : 

Les densités spectrales SF(W) et Sw(w) sont définies par les formules : 

On a, d’après l’équation (4.3) : 

La densité spectrale de la vitesse de la particule brownienne est donc le produit 
de la densité spectrale de la force aléatoire par une lorentzienne de largeur - y. 

D’après le théorkme de Wiener-Khintchine, la densité spectrale et la fonc- 
tion d’autocorrélation d’un processus aléatoire stationnaire sont transformées 

Pour siniplifier, nous gardons la même notation F ( . )  pour la force aléatoire F ( t )  et 
sa transformée de Fourier F ( w ) ,  ainsi que la même notation u( . )  pour la vitesse v ( t )  de la 
particule brownienne et  sa transformée de Fourier v ( u ) .  
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de Fourier l’une de l ’a~i t re’~.  La fonction d’autocorrélation g ( 7 )  de la force 
aléatoire étant une fonction très (( piquée )) autour de 7 = O (de largeur N T ~ ) ,  

la densité spectrale SF(W) est une fonction très (( large )) (de largeur N -.,-’). 
Le bain étant à l’équilibre thermodynamique, SF (w) est désignée sous le nom 
de briiit thermique2’. 

4.2. Cas du bruit blanc 
Supposons la densité spectrale SF (w) indépendante de la fréquence angu- 

laire (bruit blanc) : 

SF(W) = S F ,  S F  = 22)rn2. (4.6) 
D’après le théorème de Wiener-Khintchine, g ( 7 )  est dans ce cas une fonction 
delta de poids 2Vm2 (formule (1.6)). 

En utilisant une nouvelle fois le thkorème de Wiener-Khintchine, on déduit 
alors de l’expression (4.5) de S?,(w) la fonction d‘autocorrélation de la vitesse 
de la particule en équilibre avec le bain : 

L’intégration une fois effectuée, on retrouve la formule (3.9). 

4.3. Généralisation à un bruit coloré 
Le temps de corrélation T~ étant en réalité fini. la densité spectrale de 

la force aléatoire n’est pas une constante, mais une fonction de la fréquence 
angulaire, décroissant aux grandes valeurs de celle-ci, et de largeur N 7;’. Uri 
tel bruit est dit coloré. 

Prenons par exemple pour SF(W) une loreritzienne de 
r$) : 

La fonction d’autocorrélation de la force de Langevin 
exponentielle2’ : 

y(-.) = Dm2Wce-w“~’. 

largeur N wc (wc = 

(4.8) 

a alors une forme 

(4.9) 

l9 Ce théorème, établi dans le contexte de la théorie des processus aléatoires stationnaires, 
fait en principe intervenir une fonction d’autocorrélation définie comme une moyenne tem- 
porelle sur un intervalle de temps égal à T .  Dans la limite T 03, la moyenne temporelle est 
équivalente à la moyenne d’ensemble, pourvu que le processus soit ergodique. Une condition 
suffisante pour I’ergodicité en moyenne est la somniahilité de la fonctioii d’autocorrélation. 
Aussi bien F ( t )  que v ( t )  possèdent cette propriété. Le théorème de Wiener-Khintchine leur 
est donc applicable. 

Nous reviendrons sur l’étude du brnit thermique (dans un conducteur électrique à 
l’équilibre) dans le complénient 10.C. 

21 De telles expressions de SF(W) et de y(.) peuvent se justifier 2 partir de certains 
modèles microscopiques de l’interaction de la particule brownienne avec le bain (voir IC 
complément 10.B). 
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On a ,  comme dans le cas du bruit blanc : 
00 

c/ (7)  d~ = 22)7n2. .I_, 
La fonction d’autocorrélation (v(t)v) est donnée par : 

(4.10) 

On obtient, après intégration 

(4.12) 

La fonction d’autocorrélation de la vitesse à l’équilibre se comporte de manière 
parabolique pour It1 << T ~ .  La singularité à l’origine qui existe lorsque 1,011 
néglige T~ n’est plus présente (Fig. 2). 

La formule (4.12) permet de montrer que, même dans le cas d’un bruit 
coloré, le second théorème de fluctuation-dissipation s’écrit encore sous la 
forme (2.19)’ à la condition d’avoir 7, < T ~ .  On a en effet, d’après la for- 
mule (4.12), 

2 l7 wc 
( P I  ) = -~ 

Y wc+y’ 
soit, compte tenu de la formule (4.10) : 

(4.13) 

(4.14) 

Le bain étant en équilibre thermodynamique à la température T, on en déduit, 
dans la limite y < w,, le second théorème de fliictuation-dissipation22 : 

(4.15) 

5 .  Échelles de temps 

Ainsi, comme le montre par exemple la formule (4.12)’ deux échelles de 
temps entrent en jeu dans la dynamique des fluctuations de la vitesse d’une par- 
ticule brownienne à l’équilibre, l’une, très courte, égale au temps de corrélation 
de la force aléatoire ou ternps de collision T,, l’autre, beaucoup plus longue, 
égale au temps de relaxation rr = y-’ de la vitesse moyenne”. 

22 Les arguments présentés ici sont approchés. En effet, il n’est pas complètement cohérent, 
de tenir compte du temps de corrélation fini de la force aléatoire tout en conservant le 
caractère instantané du ternie de frottement tel qu’il apparaît dans l’équation de Langevin 
(1.2). On doit en fait, dans le cas d’un bruit coloré, écrire m e  équation de Langevin 
généralisée avec un terme de frottement retardé (voir le complément 10.A). 

23 Bien que la formule (4.12) ait été établie dans le cas particulier où g(T) a une forme 
exponentielle, le résultat sur les temps caractéristiques de la dynamique des fluctuations de 
vitesse à l’équilibre a une portée plus générale. 
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Pour que les fluctuations de vitesse régressent (c’est-à-dire décroissent 
sensiblement), un temps au moins de l’ordre de l’échelle de temps la plus longue 
T~ est nécessaire. La vitesse de la particule brownienne est donc essentiellement 
une variable lente. La force aléatoire, dont la fonction d’autocorrélation décroît 
sur un temps beaucoup plus court de l’ordre de T ~ ,  est, quant elle, une variable 
rapide. Cette séparation d’échelles de temps, traduite par l’inégalité : 

est cruciale dans le modèle de Langevin. On peut montrer à partir de modèles 
microscopiques que l’inégalité (5.1) est effectivement vérifiée lorsque la par- 
ticide considérée est beaucoup plus lourde que les molécules du fluide environ- 
nant. C’est dans ce cas seulement qu’une particule en mouvement au sein d’un 
fluide peut être qualifiée de (( brownienne N, et son évolution convenablement 
décrite par l’équation de Langevin (1.2). 

En outre, dans le ternie en du /&  figurant daris l’équation (1.2)’ d t  ne 
représente pas un intervalle de temps infinitésimal niais un intervalle de temps 
fini At pendant lequel se produit un changement fini Au de la vitesse de 
la particule. L’intervalle de temps At est nécessairement beaucoup plus long 
que le tenips de collision r,, puisque l’évolution de la vitesse de la particule 
brownienne découle des nombreux chocs qu’elle subit de la part des molécules 
du fluide. Par ailleurs, l’équation (1.2) (rnoyenriée) décrit la relaxation des 
fluctuations moyennes de vitesse, et ne traduit une évolution significative que 
lorsque At reste petit par rapport au temps de relaxation 7T. Ces considérations 
montrent que l’équation de Langevin décrit l’évolution de la vitesse d’une 
particule brownienne sur un intervalle de temps At corripris entre 7<: et 7, : 

7c At < rr. (5.2) 

Dans la limite visqueiise où l’on s’intéressc seulement à l’évolution du 
déplacement de la particule brownienne (description d’Einstein-Smoluchowski) , 
l’intervalle de temps d’évolution mis en jeu vérifie l’inégalité : 

At >> TT.  ( 5 . 3 )  
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Complément 1O.A 

Modèle de Langevin généralisé 

1. Équation de Langevin généralisée 

1.1. Modèle de Langevin non retardé 

Le modèle de Langevin repose sur l’équation di1 mouvement de la particule 
brownienne, itcrite sous la forme : 

où y désigne le coefficient de frottement et F ( t )  la force de Langevin. Dans 
l’équation (l.l), la force de frottement - m y  est entièrement déterminée par 
la valeur instantanée de la vitesse de la particule. Par ailleurs, le temps de 
corrélation T~ de la force aléatoire F ( t )  est considéré comme beaucoup plus 
court que les autres temps caractéristiques’ , notamment le temps de relaxation 
T~ = y-’ de la vitesse moyenne. Ce modèle, dit modèle de Langevin simple 
ou non retardé2, est bien adapté à la description du mouvement d’une parti- 
cille beaucoup plus lourde c4iie les molécules du fluide environnant. L’inégalité 
y~~ << 1 est alors en effet vbrifiée. 

1.2. Fonction de réponse de la vitesse 

D’après l’équation (1.1)’ la vitesse de la particule en équilibre avec le bain 

s’il est possible de négliger T,-, et si l’on suppose que ~ ( t )  est un processus gaussien, 
l’évolution de la vitesse à partir dc l’instant t ,  telle que la décrit l’équation (l.l), ne dépend 
que de sa valeur & ce niêrrie iristant, et non de ses valeurs aux instants antérieurs. La vitesse 
u ( t )  est donc dans ce cas un processus de Markov. Cette propriété reste approximativement 
vraie si l’on prend en compte le caractère fini de T,, pourvu que l’inégalité T~ << T~ soit 
vérifiée (voir à ce sujet, le chapitre 11). 

La raison de cette dénomination apparaîtra par la suite 
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La fonction de réponse A(t) de la vitesse3, définie par la relation 

est donc : 

A(t ~ t’)F(t’)  dt‘, 

1 
m, 

A(t) = O(t)-e-Yt 

Dans la formule (1.4), O ( t )  désigne la fonction de Heaviside : 

O, t < O  i 1, t > o. o(t) = 

La transformée de Fourier de A(t) est l’adrriittance complexe : 

Par certains aspects, cette description du mouvement d’une particule 
immergée au sein d’un fluide est trop schématique. En particulier, le frottement 
ne peut s’établir instantanément, puisqu’il faut pour cela un temps au moins 
égal au temps de collision r, de la particule avec les molécules du fluide. Des 
effets de retard sont donc nécessairement présents dans le terme de frottement, 
Leur prise en compte conduit à line modification de la forme de l’équation t h  

mouvement, de la fonction de réponse et de la fonction d’aiitocorrélation dr  la 
force aléatoire. 

1.3. Modèle de Langevin généralisé 

Pour tenir compte des effets de retard, on remplace l’équation différentielle 
(1.1) par l’équation iritégro-différentielle suivante, 

dV clz 
~ ( t  - t’)7i(t’)dt’ + F ( t ) ,  u = - 

dt ’ 

dans laquelle la force de frottement à l’instant t est déterminée par les valeurs 
de la vitesse aux instants t’ < t .  L’éqiiation (1.7) est appelée équation de 
Langevin gdnéralisée ou retardée. 

La force de frottement -m s!, y ( t  - t ’ )u( t ’ )  dt’ fait intervenir iin noyau 
mémoire défini par la fonction y ( t )  poiir t > O. Il est commode en fait de consi- 
dérer que le noyau mémoire y ( t )  est défini pour tout t comme line fonction 

Pour simplifier, nous gardons la même notation A(.) pour la fonction de réponse A(t) 
de la vitesse et sa transformée de Fourier A ( w ) .  
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décroissante de It!, de largeur - r,, et telle que JFmy( t )d t  = 2y. En intro- 
duisant la fonction causale (c'est-à-dire nulle pour t < O) r ( t )  = O ( t ) y ( t ) ,  on 
peut réécrire l'équation (1.7) sous la forme équivalente suivante : 

La force de Langevin F ( t )  est modélisee ici, comme dans le modèle de 
Langevin non retardé, par un processus aléatoire stationnaire de moyenne 
nulle. Ce processus est, le plus souvent, supposé gaussien. Etant donné que 
l'on prend maintenant en compte le caractère retardé du frottement' il est 
nécessaire, pour la cohérence du modèle, de tenir compte également du temps 
de corrélation fini de la force aléatoire. On suppose donc que la fonction 
d'autocorrélation g(r) = ( F ( t ) F ( t  + T ) )  décroît sur un temps fini - r,. On ne 
fait pas, contrairement au cas non retardé, l'hypothèse y-rc << 1. 

2. Admittance complexe 

En présence d'une force extérieure appliquée Fext ( t ) ,  l'équation retardée 
du mouvement de la particule s'écrit : 

En moyenne, on a : 

Pour une force appliquée harmonique Fcxt(t) = %e(FeëZWt) ,  la solution 
de l'équation (2.2) est, en régime stationnaire, de la forme : 

(u( t ) )  = 9?e((.>e-"", (2 .3 )  

avec : 
(w) = A ( w ) F .  

La auantité : 
1 1  
m y(w) - iw A ( w )  = - 

est l'admittance complexe du modèle de Langevin généralisé. Dans la formule 
(2.5), le coefficient de frottement généralisé y ( w ) ,  défini par la formule : 
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désigne la transformée de Fourier-Laplace du noyau niémoire (ou la trans- 
formée de Fourier du noyau mémoire retardé Y ( t ) ) .  On a y(w = O) = y. 

Plus généralement, pour une force extérieure Fext ( t )  de transformée de 
Fourier F,,+(w), la solution ( ~ ( t ) )  de l’équation (2.2) a pour transformée de 
Fourier : 

(tl(w)) = A(w)Fe,t (w). (2.7) 

3. Analyse harmonique du modèle de Langevin généralisé 

L’équation de Langevin généralisée (1.8) est une équation intégro-différen- 
tielle stochastique linéaire à laquelle il est possible d’appliquer l’analyse 
harmonique. En effet, l’instant initial dans le terme de frottement retardé ayant 
6th pris égal à -00, la particule se trouve, à tout instant t fini, en équilibre 
avec le bain. Sa vitesse est donc un processus aléatoire stationnaire. La force 
aléatoire F ( t ) ,  ainsi que la vitesse v ( f ) ,  sont développables en série de Fourier. 
Les densités spectrales Sv(w)  et SF(w) sont reliées par la formule : 

(3.1) 

3.1. Premier théorème de fluctuation-dissipation. Densités spec- 

D’après le premier théorErne de fluctuatiori-dissipation‘. l’admittance 
coniplexe est la transformée de Fourier-Laplace de la fonction d’autocorrdation 
de la vitcssc A l’bqiiilihre : 

trales 

La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélatiori de la vitesse 

Cu 
est donc : 

(w(t)v)ezWt d t  = 2 k T % r A ( w ) ,  (3 .3 )  L 
soit, compte tenu de la forniule (2.5) : 

On démontre ce résultat eri appliquant les formules de Kubo de la théorie de la réponse 
linéaire au système isolé constitué par la particule couplée avec le bain (voir le chapitre 14). 
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En faisant appel au théorème de Wiener-Khintchine, on déduit de l’équation 
(3.4) la densité spectrale de la vitesse, 

puis, en utilisant la formule (3.1)’ la densité spectrale de la force aléatoire : 

SF(W) = 2 m k T R e y ( w ) .  (3.6) 

3.2. Second théorème de fluctuation-dissipation 
En faisant de nouveau appel au théorème de Wiener-Khintchine, on peut 

écrire, à partir de la formule (3.6). la partie réelle du coefficient de frottement 
généralisé sous la forme d’une intégrale de Fourier : 

Par transformation de Fourier inverse, on en déduit une relation de propor- 
tionnalité entre le noyau mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force 
aléatoire : 
7 

La décroissance du noyau mémoire est donc caractérisée par le temps de 
corrélation5 T ~ .  

Le coefficient de frottement généralisé est la transformée de Fourier- 
Laplace de la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire : 

I I 
La formule (3.9) constitue l’expression du second théorème de fluctuation- 
dissipation pour le modèle de Langevin généralisé. 

4. Un modèle analytique 

Si l’on dispose de forniules analytiques explicites pour le noyau rnénioire 
et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire, on peut en déduire des 
expressions analytiques de l’admittance complexe, et, éventuellement, de la 
fonction de réponse de la vitesse dans le modèle de Langevin généralisé. 

A contrario, la formule (3.8) montre qu’il n’est pas cohérent de tenir compte du temps 
de corrélation fini de la force aléatoire tout en conservant le caractère instantané du terme 
de frottement tel qu’il intervient dans l’équation de Langevin non retardée (1.1). 
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4.1. Admittance complexe 
Si la fonction d’aiitocorrélation de la force de Langevin a une forme 

exponentielle, 

avec Vrn2 = y m k T ,  le paramètre w, désignant une fréquence angulaire carac- 
téristique du bain, le noyau mémoire a également, d’après la formule (3.8)’ une 
forme exponentielle. En revenant 

g ( 7 )  = D r n 2 W c ë ~ C ’ T ’ ,  (4.1) 

la variable t ,  on peut écrire6 : 

y ( t )  = ywce?‘ l t l .  (4.2) 

Dans la limite w, + 00, on retrouve les expressions correspondant à l’équation 
de Langevin non retardée : g ( ~ )  = 2Drn26(7). y(t) = 2yS(t). 

On a, d’après la forrnide7 (4.2) : 

W ,  

w, - aw y(w) = y.’ 

On en déduit l’expression de l’adrnittance complexe : 

1 1 
m W c  

A(w) = - 
y- -iw 
w,: - iw ’ w,: - iw 

(4.3) 

(4.4) 

Les pôles de A ( w )  donrierit accès aux temps caractéristiques de la relaxation de 
la vitesse moyenne à partir d’une valeur initiale bien définie. Pour wc/y  > 4, 
ces pôles sont de la forme zw&, avec : 

4.2. Fonction de réponse de la vitesse 
Avec le modèle choisi pour A ( w )  (formule (4.4)), or1 a : 

L’expression (4.6) de A(t) est à comparer avec l’expression correspondante 
daris le modèle de Langevin non retardé (formule (1.4)). Étant donné que l’on 
ne fait pas l’hypothèse y ~ ,  << I, il n’y a pas, dans le modi.le de Langevin 
généralisé, de séparation nette d’échelles de temps entre la force aléatoire et 
la vitessp de la particule. 

Des expressions de ce type sont obtenues dans le cadre de certains modèles micro- 

Le cocficient de frottement généralisé y (w)  est la transforrnée de Fourier de la fonction 

scopiques d’interaction de la particule avec le bain (voir le complément 10.B). 

causale Y ( t )  = O ( t ) y ( t ) .  
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Complément 10.B 

Mouvement brownien 
dans un bain d’oscillateurs 

1. Modèle de Caldeira et Leggett 

Afin de disposer d’une base microscopique pour l’équation de Langevin 
généralisée, on peut s’intéresser à la dynamique d’une particule libre inter- 
agissant avec un environnement constitué d’un nombre infini d’oscillateiirs 
harmoniques indépendants en équilibre thermique. Dans le cas d’un couplage 
linéaire avec l’environnement, l’équation du moiivenient d’une telle particule 
peut être établie de manière exacte. Elle prend, après une modélisation 
appropriée, la forme d’une équation de Langevin généralisée, dans laquelle 
le noyau mémoire et la fonction d’aiitocorrélatiori de la force aléatoire ont des 
expressions microscopiques déterminées. 

Ce modèle de dissipation est connu sous le nom de modèle de Caldeira 
et L e g g e d  . I1 est largcment utili& pour décrire la dynamique dissipative de 
systèmes classiques ou quantiques. 

1.1. Hamiltonien de Caldeira et Leggett 
On considère une particule de masse m, décrite par sa coordorinée 5 et 

l’impulsion corijugiiée p ,  évoluant dans un potentiel 4(x). La particule est 
couplée à un bain de N oscillateurs harmoniques indépendants de masses rn,, 
décrits par les coordonnées x,, et les impiilsions conjuguées p ,  ( n  = 1, . . . , N ) .  
Le couplage entre la particule et chacun des oscillateurs du bain est sup- 
posé bilinéaire. Le hamiltonien du système global constitué par la particule 
et l’ensenible des oscillateurs auxquels elle est couplée s’écrit : 

c, 
,rn,,w; 

n=l  
2 

P2 HCPL = - + $ ( : E )  + + m n w : ( ~ , ,  - -.)’I. (1.1) 
2rn 

Les constantes e, mesurent la force du couplage. 

Bien qu’il ait été proposé antérieurement par d’autres auteurs, c’est à la suite des 
travaux de A.O. Caldeira et A.J.  Leggett sur la décohérence que ce modèle a acquis une 
grande notoriété. 
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Dans le cas d’une particule libre (#(x) = O), le modèle décrit par le hamil- 
tonien de Caldeira et Leggett est exactement soluble’. 

1.2. Particule libre dissipative 

À partir di1 hamiltonien (1.1) avec $(x) = O, on peut écrire les équations 
de Hamilton pour tous les degrés de liberté du système global, soit, pour la 
particule, 

(1.2) - -  dx - - P , $ = nC+ - -.), Cn 
dt m m,w; 

et, pour les oscillateurs du bain : 

(1.3) 

Les équations (1.3) peuvent être résolues formellement en considérant la 
position x(t) de la particule comme connue. On obtient ainsi : 

(1.4) 
où t o  désigne l’instant initial auquel est établi le couplage. En intégrant par par- 
ties l’intégrale au second membre de l’équation (1.4), on peut écrire l’égalité : 

L’équation du mouvement de la particule couplée avec le bain, qui, d’après 
les équations (1.2), est de la. forme : 

n 

peut se reformuler, en utilisant l’égalité (1.5), sous la forme d’une équation 
intégro-différentielle fermée pour x ( t )  : 

I1 en est de même pour une particule évoluant dans un potentiel harmonique (la dyna- 
mique dissipative d’un oscillateur harmonique est étudiée dans le complément 14.A). 
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mi!(t) + m, +(t - t’)k(t’) dt’ = -mz(to)Y(t - t o )  + F ( t ) .  1: 

Les fonctions y ( t )  et F ( t )  intervenant dans l’équation (1.7) sont définies en 
termes des paramètres microscopiques du modèle par les formules : 

(1.10) 

et 

Daris l’équation (1,7), y(t)  agit comme un noyau mémoire et F ( t )  comme 
une force aléatoire. En utilisant, au lieu de le noyau niémoire retardé 
r( t )  = O ( t ) y ( t ) ,  on peut réécrire l’équation (1.7) sous la forme équivalente 
suivante : 

Les équations (1.7) et (1.10) ont été déduites sans approximation des 
équations de Hamilton (1.2) et (1.3). Le noyau mémoire et la force aléatoire 
s’expriment en termes des paramètres du hamiltonien microscopique de 
Caldeira et Leggett. En particulier, F ( t )  est une combinaison linéaire des varia- 
bles xn(to)  et p,(to) associées à l’état initial du bain d’oscillateurs (formule 
(1.9)). Si l’on suppose qu’à l’instant t o  le bain est en équilibre thermique à la 
température T ,  sa fonction de distribution3 est, : 

Le caractère gaussien de la distribution (1.11) conduit à considérer F ( t )  comme 
un processus aléatoire gaussien stationnaire, caractérisé par sa moyenne et sa 
fonction d’a~tocorréiation~ : 

(1.12) 

II s’agit ici de la fonction de distribution classique du  bain dans l’espace des phases. 

Les nioyenries intervenant ici sont calculées par rapport à la fonction de distribution 

La généralisation quantique sera évoquée au paragraphe 3 .  

(1.11). 
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1.3. Densité spectrale du couplage 

Les équations du mouvement (1.7) 011 (1.10) ne permettent pas en elles- 
mêmes de décrire une dynamique irréversible. Cela n’est possible que si le 
nombre N des oscillateurs du bain tend vers l’infini, leurs fréquences angulaires 
formant alors un continuum. 

Un ingrédient central dans le modèle est la transformée de Fourier du 
noyau mémoire retardé r ( t ) .  On la calcule en attribuant à w une petite partie 
imaginaire F > O et, en faisant tendre in fine t vers zéro. On définit donc tout 
d’abord : 

Y ( t ) P t e ë C t  d t ,  F > O, (1.13) 

puis la transformée de Fourier5 y(w) : 

y ( w )  = lim -y(w + i ~ ) .  
C‘Of 

Ainsi, à partir de l’expression de r(t), 

(1.14) 

(1.15) 

on obtient celle de y(w) : 

i 
= m m,w;L, 

On en déduit6 en particulier 

) .  (1.16) 
1 

w - w, + i€  

l’expression de Re y ( w )  : 

iim ( + 
€-O+ w + w, + Z €  

7r 
Rey(w) = - ~ [6(w - w,) + S(W + un)].  

2m , m,w; 
(1.17) 

À ce stade, on introduit généralement la densité spectrale du couplage 
avec l’environnement, définie pour w > O par la formule : 

On définit ainsi la transformée de Fourier au sens des distributions de q(t) .  Cette 
procédure est d’usage courant dans le calcul des susceptibilités généralisées en tant que 
transformées de Fourier des fonctions de réponse (voir le chapitre 12). 

On utilise la relation 
1 1 

t+u+ X + 2.5 X 
lirn y = vp - - i7r6(5), 

où le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy. 
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Pour w > O, on a la relation : 

283 

(1.19) 

Dans la limite du continuum, les quantités Re y(w) et J(w) peuvent être consi- 
dérées comme des fonctions continues de w. 

1.4. Dissipation ohmique 

La dynamique de la particule couplée avec le bain est déterminée par la 
densité spectrale. En particulier la dynamique aux grands temps est contrôlée 
par le comportement de J ( w )  aux faibles fréquences angulaires. Dans de 
nombreux cas, ce comportement est décrit par une loi de puissance du type 
J(w) cx w6. L'exposant 6 > O est le plus souvent un entier, dont la valeur 
dépend de la dimensionnalité de l'espace correspondant à l'environnement 
considéré7. 

La valeur 6 = 1 est particulièrement importante. En effet, dans ce cas, 
l'équation de mouvement de la particule couplée au bain contient un terme de 
frottement proportionnel à la vitesse (dans une certaine limite'). Le modèle 
de dissipation correspondant est appelé modèie ohmique" I1 est défini par les 
relations : 

I 1 
J(w) = myw (w > O ) ,  Rey(w) = y. (1.20) 

Les expressions (1.20) de J(w) et de Rey(w) ne sont valables qu'aux faibles 
fréquences angulaires. En effet, en réalité la densité spectrale ne croît pas 
indéfiniment, mais décroît vers zéro lorsque w + 03. Pour traduire cela, on 
écrit, au lieu des relations (1.20), les formules : 

dans lesquelles f c  (w/wc) est une fonction de coupure tendant vers zéro lorsque" 
w + 00. On choisit souvent une fonction de coupure lorentzienne : 

(1.22) 

~ ~ ~ 

L'exposant 6 peut éventuellement prendre des valeurs non entières, par exemple dans 

I1 s'agit de la limite de mémoire infiniment courte (voir le paragraphe 1.6) 

La raison de cette dénomination apparaîtra au paragraphe 1.6 

le cas d'une interaction avec un environnement désordonné ou fractal. 

lo La fréquence angulaire wc caractérise la largeur de la bande de fréquence angulaire des 
oscillateurs du bain effectivement couplés à la particule. 
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On a alors : 

(w > O ) ,  Rey(w) = y-. w c (1.23) w c 
w: + w2 J ( w )  = myw- 

LIJ: + w2 
Dans ce cas, le noyau mémoire est modélisé par une fonction exponentielle de 
constante de temps w;' : 

y(t)  = yw,e?"t'. (1.24) 

La modélisation correspondante doit être effectuée sur la fonction d'auto- 
corrélation de la force de Langevin. On a : 

( F ( t ) F ( t  + 7 ) )  = mkTyw,  e-wcl.rl. (1.25) 

1.5. Équation de Langevin généralisée 
Revenons à l'équation du mouvement (1.10). Son second membre contient, 

outre la force de Langevin F ( t ) ,  un terme -mr(to)Y(t - t o )  dépendant de la 
position initiale de la particule. Daris le modèle ohmique, la fonction i ( t )  
décroît sur un temps caractéristique de l'ordre de w;'. La quantité ?(t - t o )  
est donc négligeable si wc( t  - t o )  >> I .  Mathématiquement, cette condition peut 
être réalisée en reportant l'instant initial to à -00. Alors la position initiale 
de la particule ne joue plils aucun rôle daris son équation du riiouvement, qui 
prend la forme de l'équation de Langcvin généralisée : 

1.6. Limite de mémoire infiniment courte 
Le noyau mémoire du modèle ohmique adinet une limite de mémoire 

infiniment courte y(t) = 276( t ) ,  que l'on obtient par exemple en prenant la 
limite w, + 00 dans l'équation (1.24). La limite correspondante doit être prise 
dans la fonction d'aiitocorrélation de la force de Langevin (formule (1.25)), qui 
s'écrit alors ( F ( t ) F ( t  + T ) )  = 2 ~ n k T y S ( ~ ) .  

Dans cette limite, l'équation (1.26) prend une forme non retardée : 

(1.27) 

La similitude formelle entre l'équation de Langevin non retardée (1.27) et la loi 
d'Ohm dans un circuit électrique'' justifie la dénomination de modèle ohmique 
donnée au modèle de dissipation défini par la densité spectrale (1.20). 

l1 L'analogie avec un problènie électrique sera étudiée plus en détail dans le complément 
10.C consacré au théorknie de Nyquist. 
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2. Dynamique de la particule libre ohmique 

2.1. Fonction d'autocorrélation de la vitesse 

La force de Langevin F ( t )  pouvant être considérée comme un processus 
aléatoire stationnaire, il en est de même de la solution u(t)  de l'équation (1.26). 
On peut donc utiliser l'analyse de Fourier et le théorème de Wiener-Khintchine 
pour déterminer la fonction d'autocorrélation de la vitesse à l'équilibre : 

Dans le modèle ohmique avec une fonction de coupure lorentzienrie, on a : 

de sorte que l'équation (2.1) prend la forme : 

Considérons le cas w c / r  > 4, qui correspond à un faible couplage entre la 
particule et le bairi. On peut alors écrire : 

avec : 

(2.5) 

On obtient, l'intégration une fois effcctuée : 

Dans la limite de mémoire infiniment courte w, + CO, on retrouve le 
résultat du modèle de Langevin non retardé : 

kT (.(t).) = -e-yI t ' .  
r n  

2.2. Coefficient de diffusion dépendant du temps 

Le coefficient de diffusion dépendant du temps D ( t )  est défini par : 

I d  
2 (it D ( t )  = - - ( [ x ( t )  - x]", t > o. 
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On l’obtient par intégration de la fonction d’autocorrélation de la vitesse : 

D(t )  = (TJ(t/)u) dt’. (2.9) I’ 
La valeur limite aux grands temps de D(t )  est, à toute température non nulle, 
la valeur d’Einstein D = k S / v  du coefficient de diffusion. I1 en est ainsi quelle 
que soit la valeur, finie ou non, de w,. 

Dans le modèle non retardé, on a : 

(2.10) 

Le coefficient de diffusion dépendant du temps croît de façon monotone vers 
sa limite. 

3. Équation de Langevin quantique 

Le modèle de Caldeira et Leggett peut Gtre étendu au cas quantique. I1 
convient pour cela de tenir compte du caractère quantique du bruit et de 
modifier en conséquence la densité spectrale S F ( W )  de la force aléatoire. On 
écrit12 : 

SF(W) = fiwcoth-m%ey(w). 

Le noyau mémoire étant indépendant de la température, sa modélisation par 
une exponentielle peut être maintenue dans le cas quantique (formule (1.24)), 
ce qui revient à conserver l’expression (1.23) de Xey(w). La relation (1.12) 
entre le noyau mémoire et la fonction d’autocorrélation de la force aléatoire 
doit en revanche être modifiée. L’équation (1.26), encore formellement valable, 
prend alors la signification d’une équation de Langevin quantique. Elle permet 
de décrire à toute température, y compris à T = O, la dynamique de la particule 
libre ohmique. 

La caractéristique principale de la dynamique est la suivante13 : au-dessous 
d’une certaine température de cross-over liée au bain, la description de la 
dynamique en termes de mouvement brownien, c’est-à-dire avec des échelles 
de temps bien séparées pour la force aléatoire et la vitesse de la particule, 
devient inadéquate. Aux grands temps, la fonction d’autocorrélation de la 
force aléatoire présente en effet, ainsi que celle de la vitesse, une longue queue 
négative O: -t-2. 

(3.1) 
Phu 

2 

l2 L’équation (3.1) constitue la formulation quantique du second théorème de fluctuation- 
dissipation (voir le chapitre 14). C’est la généralisation quantique de l’expression classique 
SF(W)  = 2mkTRey(w) (qui s’obtient par transformation de Fourier de la formule (1.12) 
pour ( E ( t ) F ( t  + T))). 

l3  Les calculs détaillés étant assez complexes, nous ne donnons ici que les grandes lignes 
des résultats. 



Équation de Langevin quantique 287 

3.1. Fonction d’autocorrélation de la vitesse 
L’étude détaillée de la fonction d’autocorrélation de la vitesse montre 

qu’il existe une température T, = fiw-/7rk (ou T, = fiy/7rlc dans la limite 
de mémoire infiniment courte), au-dessus et au-dessous de laquelle ( v ( t )u )  
présente des comportements qualitativement différents. Pour T > T,, cette 
quantité est positive à tout temps. En dépit de l’existence de corrections quan- 
tiques, ce régime peut être qualifié de classique. Pour T < T,, (.u(t)v) est tout 
d’abord positive, puis s’annule et devient négative aux grands temps. Ce régime 
est qualifié de quantique. 

3.2. Coefficient de diffusion dépendant du temps 
Pour T > T,, D ( t )  croît de façon monotone vers sa limite kT/q.  En 

revanche, pour T < T,, D ( t )  commence par croître. passe par un maximum 
et finalement décroît lentement vers lcT/q. Ainsi, dans le régime quantique, le 
coefficient de diffusion dépendant du temps peut excéder sa valeur stationnaire. 
Le régime diffusif n’est atteint que très lentement, c’est-à-dire après un temps 
t > t t h  ( t t h  = fi/27rkT est tin temps 1% a la température, d’autant plus long 
que celle-ci est plus basse). 

À T = O, ~ ( t )  passe par un maximum à un temps t ,  N y-’. Pour y t  >> 1, 
on a : 

(3.2) 

La diffusion est alors logarithmique : 
Fl 

7rm 
(3.3) ( [ z ( t )  - XI2)  N - logyt, y t  >> 1. 

Les courbes représentant D ( t )  (et le coefficient de diffusion classique corres- 
pondant) en fonction de yt sont tracées Fig. 1 pour différentes températures. 

T = Tc12 

O 
6 8 I O  O 2 4 

Yt 
Fig. 1. Le coefficient D ( t )  (en tirets, le coefficient de diffusion classique) 
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Complément 10.C 

Théorème de Nyquist 

1. Bruit thermique dans un circuit électrique 

Les porteiirs de charge dans un conducteur en équilibre thermodynamiqiie 
se trouvent dans un état d’agitation thermique permanente. Ce bruit, ther- 
mique se manifeste notamment par des fluctuations de la différence de potentiel 
existant entre les extrémités du conducteur. 

Le bruit thermique dans un système électrique linéaire a été étudié 
expérimentalement par J.B. Johnson en 1928. Ces mesures ont permis d’établir 
que la variance de la différence de potentiel fluctuante est proportionnelle à 
la résistance électrique et à la température du conducteur (elle ne dépend, ni 
de la forme de celui-ci, ni du matériau qui le constitue). D’un point de vue 
théorique, la relation entre la variance de la différence de potentiel fluctuante, 
la résistance du conducteur et la température a été établie par H. Nyquist 
en 1928 (formule de Nyquist). La vérification expérimentale de la forniule de 
Nyquist a permis de déterminer la constante de Boltzmann. Le bruit therniiqiie 
dans un conducteur est également désigné sous le nom de bruit Johnson ou de 
bruit Nyquist . 

Le théorème de Nyquist peut être étendu A une classe générale de systèmes 
dissipatifs linéaires autres que des systèmes électriques. Historiquement ~ il 
constitue I’im des premiers énoncés du théorème de fluctuation-dissipation1 . 

2. Théorème de Nyquist 

On considère un circuit électrique composé d’une résistance R et d’une 
inductance L en série. Sous l’effet de l’agitation thermique, les électrons du 
circuit créent un courant fluctuant I @ ) .  On représente les interactions respon- 
sables de ce courant par une différence de potentiel fluctuante V ( t ) .  Lorsque 
le circuit est linéaire, la loi d’Ohm lui est applicable. 

De façon générale, le théorème de fluctuation-dissipation est l’expression d’une relation 
entre l’admittance d’un système dissipatif linéaire et les fluctuations à l’équilibre de forces 
généralisées appropriées (voir le chapitre 14). 
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2.1. Loi d’Ohm 

En l‘absence de différence de potentiel externe, la loi d’Ohm s’écrit : 

d l  
L + RI = V ( t ) .  

L’équation (2.1) est formellement analogue à l’équation de Langevin du mouve- 
ment brownien : 

du 
dt 

m - + myv = F(t) .  (2.2) 

La correspondance entre les équations (2.1) et (2.2) met en jeu les analogies 
usuelles entre grandeurs électriques et grandeurs mécaniques : 

Par analogie avec les hypothèses faites sur la force de Langevin, on suppose 
que la différence de potentiel fluctuante V ( t )  est un processus aléatoire sta- 
tionnaire de moyenne nulle, avec des fluctuations caractérisées par un temps 
de corrélation T ~ .  On désigne par g(s )  = (V(t)V(t  + s ) )  la fonction d’auto- 
corrélation de V ( t )  et l’on pose : 

m [ g ( s )  d s  = 2DL2 
J -00 

Si T~ est beaucoup plus court que les autres temps caractéristiques, comme 
par exemple le temps de relaxation T = L/R ,  on assimile g ( s )  à une fonction 
delta de poids 2DL2 : 

g ( s )  = 2DL26(s). ( 2 . 5 )  

2.2. Évolution du courant à partir d’une valeur initiale bien 

Si, à l’instant t = O, le courant est parfaitement déterminé et vaut T O ,  

définie 

l’expression du courant à un instant t > O est : 

Le courant moyen est donni: par : 

( I ( t ) )  = t > O .  
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La variance du courant évolue avec le temps comme : 

&t) = Dr(1 ~ ë 2 t ’ T ) ’  t > o. (2.8) 

Elle sature à la valeur Dr pour les temps t >> 7.  On a dans cette limite 

On peut montrer2 qu’à l’équilibre, la valeur moyenne L ( 1 2 ) / 2  de l’énergie 
emmagasinée dans l’inductance est égale à k T / 2 .  Ce résultat une fois acquis, on 
peut suivre pas à pas la démarche adoptée dans le cas du mouvement brownien 
pour démontrer le second théorème de fluctuation-dissipation. À l’équilibre, 
on a ( I 2 )  = k T / L ,  et aussi (1’) = Dr.  On déduit de l’identité de ces deux 
expressions de (I2) la relation : 

( 1 2 )  = vr. 

qui s’écrit également, compte tenu de l’expression de r et de la formule (2.4) : 

(2.10) 

La formule (2.10) relie la résistance R du circuit à la fonction d’autocorrélation 
de la différence de potentiel fluctuante. Elle est l’expression pour ce problème 
du second théorème de fluctuation-dissipation. 

2.3. Densité spectrale du bruit thermique : théorème de Nyquist 
Le problème peut aussi se traiter par l’analyse harmonique. La densité 

spectrale Sv(w) de la différence de potentiel fluctuante est la transformée de 
Fourier de la fonction d’autocorrélation de V ( t ) .  

Cette propriété résulte de l’analogie déjà évoquée entre grandeurs électriques et gran- 
deurs mécaniques. On peut aussi la démontrer directement en considérant le courant comme 
une variable macroscopique du système. La probabilité P ( I ) d I  pour que le courant ait une 
valeur comprise entre I et I + d l  est : 

P ( I )  d l  N exp -- d I ,  ( 3 
où A F  est la variation de l’énergie libre à partir de sa valeur à courant nul. Un mouvement 
d’ensemble des charges donnant lieu à un courant I ,  mais laissant leurs états relatifs de 
mouvement inchangés, a UR effet négligeable sur  leur entropie. On a donc A F  = A E  = 
L I 2  12. et l’on en déduit : 

L’énergie moyenne emmagasinée dans l’inductance est donc : 

‘ L ( 1 2 )  = - k T  1 
2 2 
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J v ( w )  = 4RlcT, w << 

Dans le contexte du théorème de Nyquist, on utilise plutôt, au lieu de 
Sv (w), la densité spectrale Jv(w), définie pour les fréquences angulaires posi- 
tives et reliée à Sv(w) par : 

(2.13) 

w > o  
w < o. Jv(w) = {is.<,)’ 

J v ( w )  = 4 R ( w ) k T ,  w << rCp1. 

(2.11) 

(2.15) 

On peut réécrire la formule (2.10) sous la forme équivalente : 

Jv(w = O) = 4RlcT. (2.12) 

Si l’on suppose que la fonction d’autocorrélation de la différence de poteri- 
tiel fluctuante cst une fonction delta, la densité spectrale associée est indépen- 
dante de la fréquence angulaire : le bruit thermique est un bruit blanc. Si cette 
fonction d’autocorrélation a. une largeur N T ~ ,  la densité spectrale associée est 
constante jusqii’à ties fréquences angulaires N : 

La formule (2.13) constitue le théorème de Fyquist3. 

2.4. Généralisation à un circuit linéaire quelconque 

L’adniittarice coniplexe du circuit considéré est : 

1 
R - iLw d ( w )  = (2.14) 

Le théorème de Nyquist a une grande importance en physique expérimen- 
tale et en électronique. II fournit une expression quantitative du bruit dû aux 
fluctuations thermiques dans un circuit linéaire. I1 intervient par conséquent 
dans toute évaluation du rapport signal sur bruit qui limite les performances 
d’un appareillage. La densité spectrale du bruit thermique est proportionnelle 

En pratique le temps de corrélation T~ de la différence de potentiel fluctuante est 
s. La densité spectrale d u  bruit thermique est donc constante jusqu’à des fréquences - 

angulaires - 1014 s-’ 
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à la température. On réduit donc le bruit d'origine thermique en diminuant 
celle-ci. 

2.5. Mesure de la constante de Boltzmann 

La variance du courant fluctuant est donnée par l'intégrale 

soit, compte tenu du théorème de Nyquist (2.13) : 

(2.16) 

(2.17) 

2 Les valeurs de R(u)  et de IA(u)l sont déterminées expérimentalement. La 
mesure de (12(t))  permet donc en principe d'obtenir la valeur de la constante 
de Boltzmanri. 

En pratique, on s'intéresse plutôt à la variance de V ( t ) .  Or1 mesure la 
contribution à celle-ci des fréquences angulaires appartenant à une gamme 
donnée (w, w + Au) de fréquences arigulaires positives : 

I1 vient, à partir du théorème de Nyquist (2.13) : 

2 
(V"(t))u = - R ( w ) k T A w .  

7l 

(2.18) 

(2.19) 

La mesure du rapport (Vz  ( t ) ) , /R(u)  permet d'accéder expérimentalement A 
la constante de Boltzmann. 
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Chapitre 11 

Mouvement brownien. 
Équation de Fokker-Planck 

Dans ce chapitre, on continue à s’intéresser au mouvement brownien d’une 
particule libre, mais d’un point de vue différent de celui adopté jusqu’à présent. 
On cherche ici à déterminer l’évolution temporelle de la fonction de distribution 
de la vitesse de la particule. Il s’agit d’une approche (( à la Schrodinger )), 

complémentaire de l’approche (( à la Heisenberg i )  qui consiste à déterminer la 
solution de l’équation de Langevin. 

L’approche (( à la Schrodiriger )) repose de façon cruciale s u r  la notion de 
processus de Markov. Si l’on considère la force de Langevin comme gaussienne 
et corrélée en fonction delta (bruit blanc gaussien), la vitesse de la parti- 
cule brownienne peut en effet être considérée comme un processus de Markov. 
Cette propriété reste approximativement vraie si la force aléatoire ri ’est pas 
gaussienne &/ou a un temps de corrélation fini (bruit coloré). Le caractère 
markovien de la vitesse permet d’exprimer sa fonction de distribution à l’instant 
t + At en termes de sa fonction de distribution à l’instant 1, pourvu que At 
soit suffisamment grand pour être compatible avec l’hypothèse markovienne 
(At >> r,, où r, est le temps de corrélation de la force de Langevin). Sous 
certaines conditions, on peut déduire de cette relation une équation aux dérivées 
partielles du second ordre pour la fonction de distribution, l’équation de Fokker- 
Planck. Ses caractéristiques sont obtenues en étudiant l’évolution de la vitesse 
sur l’intervalle de temps At via l’équation de Langevin. 

Sur des intervalles de temps d’évolution encore beaucoup plus grands 
(At > rr, où rr est le temps de relaxation de la vitesse mqyenne), le déplace- 
ment de la particule brownienne peut, à son tour, être représenté par un 
processus de Markov. La fonction de distribution du déplacement obéit alors 
à une équation d’évolution similaire à i’équation de Fokker-Planck, l’équation 
d’Einstein-Smoliichowski (qui n’est autre que l’équation de diffusion usuelle). 
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1. Évolution de la fonction de distribution de la vitesse 

On considère une particule brownienne libre. On cherche à déterminer 
l’évolution temporelle de la fonction de distribution f ( u ,  t ) ,  définie comme 
la densité de probabilité pour qu’à l’instant t la vitesse de la particule soit 
comprise entre u et 7) + du. La fonction f ( u ,  t )  donne accès, à chaque instant, 
à des quantités telles que la moyenne ou la variance de la vitesse. 

1.1. Caractère markovien de v(t) 

La vitesse de la particule brownienne obéit à l’équation de Langevin : 

du 
dt  

m- = - m , y  + F ( t ) ,  

dans laquelle F ( t )  est la force de Langevin, de moyenne nulle et de fonction 
d’autocorrélation y(.) décroissant sur un temps caractéristique -rc. L’équation 
(1.1) n’est valable que si -rc est beaucoup plus petit que le temps de relaxation 
T~ = y-’ de la vitesse moyenne. Elle doit être interprétée comme décrivant 
l’évolution de la vitesse de la particule brownienne sur un intervalle de temps 
At compris entre -rc et -rr. On suppose en outre que F ( t )  est un processus 
gaussien. L’équation (1.1) étant linéaire, la vitesse u(t)  de la particule est 
alors, elle aussi, un processus gaiissieiil . 

Dans le cas oii g(7-) peut être assimilée à une fonction delta (bruit blanc), 
on a la propriété de décorrklation suivante : 

(V( t )F( t ’ ) )  = O, t‘ > t .  (1.2) 

Comme F ( t )  et u ( t )  sont des processus gaiissieris, il résulte de la formule (1.2) 
que u ( t )  et F(t’)  sont des quantités statistiquement iridépendantes pour t’ > t .  
Alors, comnie l’équation (1.1) est une équation différentielle dii premier ordre, 
l’évolution de la vitesse à partir d’un instant donné ne dépend que de sa valeur 
à ce même instant (et non de ses valeurs aux instants antérieurs). La vitesse 
de la particule brownienne est donc, dans ce cas, un processus de Markov. Ce 
processus est désigné sous le nom de processus d’Ornsteim Uhlenbeck. 

Si l’hypothèse gaiissienne n’est pas vérifiée, le caractère markovien de u ( t )  
n’est qu’approché. I1 en est de même lorsque l’on prend en compte le temps 
de corrélation T~ fini de la force de Langevin (c’est-à-dire lorsque le bruit est 
coloré). Dans ce cas, la vitesse de la particiilc brownienne peut être considérée 
comme un processiis markovien dès lors que l’on étudie son évolution sur iin 
intervalle de temps At >> -rc. 

La probabilité de transition pili du processus de Markov associé à v ( t )  
satisfait à l’bquation de Chapman-Kolmogorov (ou équation de Srnoluchowski), 

Voir le corripiémerit 1 1 . ~ .  



Évolution de la fonction de distribution de la vitesse 297 

qui s’écrit : 

1.2. Équation d’évolution de f (v ,  t )  
On s’intéresse à l’évolution de la fonction de distribution f(v,t) sur un 

intervalle de temps At > T ~ .  Si la fonction de distribution à l’instant initial t o  
est f(vo,  t o ) ,  on a, à l’instant t ,  

On cherche à relier f (v ,  t + At) et f ( v ,  t )  de manière directe (c’est-à-dire 
sans passer par l’intermédiaire de la distribution initiale). Comme v(t)  est un 
processus de Markov, la probabilité de transition plll vérifie l’équation (1.3), 
que l’on peut réécrire, en modifiant les notations. sous la forme : 

~ i l i ( v , t  + Atlvo,to) = Pili(v’,tlU”,to)pil1(Y,t + Atlv’,t)dv’. (1.6) 

En reportant l’expression (1.6) de pll l(v,  t + AtIuo,to) daris l’équation (1.5)’ 
on obtient : 

.I 

En faisant appel à l’expression intégrale (1.4) de la fonction de distribution 
(écrite pour f(v’, t ) ) ,  on déduit de l’équation (1.7) iine relation directe entre 
f ( v ,  t + At) et f ( v ,  t )  : 

Dans l‘équation (1.8)’ la probabilité de transition plll(v, t+At(w’, t )  rie dépend 
pas séparément des instants t et t + At, mais seulement de leur différence2 At. 

Cette propriété, qui sera déniontrée au paragraphe 2.1, ne suffit pas pour assurer la 
stationnarité di1 processus v ( t ) .  I1 faut en outre pour cela que la particule brownienne soit 
en équilibre avec le bain. 
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11 est possible, sous certaines conditions, de déduire de l’équation intégrale 
(1.8) une équation aux dérivées partielles pour f ( v ,  t ) .  Pour cela, on effectue un 
développement systématique de l’équation (1.8), le développement de Kramers- 
Moyal. La procédure mise en œuvre repose sur l’idée physique selon laquelle 
les variations de la vitesse de la particule brownienne produites par les chocs 
des molécules du fluide, plus légères, sont faibles en valeur relative. On obtient 
ainsi, à partir de l’équation (1.8)’ une équation aux dérivées partielles faisant 
intervenir, outre ûf(v, t ) /ût ,  des dérivées partielles de f ( v ,  t )  de tous les ordres 
par rapport à ‘u. 

Moyennant certaines hypothèses, il est possible de ne conserver dans cette 
équation que les deux premières dérivées de f ( v ,  t )  par rapport à v. L’équation 
d’évolution ainsi obtenue est l’équation de Fokker-Planck. Elle représente une 
forme particulière d’équation maîtresse. 

2. Développement de Kramers-Moyal 

Le mouvement aléatoire de la particule brownienne est le résultat de 
l’agitation incessante des molécules du fluide environnant. Les chocs de ces 
molécules modifient la vitesse de la particule brownienne. Cependant, celle-ci 
étant beaucoup plus lourde que les molécules du fluide, les variations de sa 
vitesse produites par les chocs sont petites en valeur relative. du moins tant 
que l’on étudie l’évolution de la vitesse sur un intervalle de temps At << T ~ .  

I1 convient donc, daris l’étude de l’équation (1.8) sur un tel intervalle de 
temps, de tenir compte du fait que la variation de vitesse w = v - v’ est 
beaucoup plus petite que la vit$esse v .  

2.1. Probabilité de transition 

Or1 écrit la probabilité de transition plil (v, t+Atjv’, t )  sous la forme d’une 
fonction plli(wl t+Atjv’, t )  de la variation de vitesse w et de la vitesse initiale II’ 
(cette fonction représente la distribution conditionnelle de w à 71’ fixée). On 
peut la déterminer à l’aide des moments de la variation de vitesse, celle-ci étant 
calculée à partir de l’équation de Langevin (1.1) intégrée entre les instants t 
et t + At. 

Pour simplifier l’écriture, l’argument de plil correspondant à la vitesse ini- 
(au lieu de u‘). La variation de vitesse w tiale, supposée fixée, est désigné par 

s’écrit : 

De l’équation (2.1), on déduit la moyenne de w à ‘II fixée, 
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ainsi que la moyenne de w2 à ‘u fixée, qui s’écrit : 

Pour at >> T,-, on peut utiliser l’expression simplifiée g ( r )  = 2Drri26(7-) de la 
fonction d’aiitocorrélation de la force de Langevin. On a alors : 

(2.4) 

On déduit des équations (2.2) et (2.3) la variance de 111 : 

(w2) - (,)’ = 2 ~ a t  +  at)^]. (2.5) 

Les moments d’ordre supérieur de PL! peuvent se calculer de manière analogue. 
Ils contiennent tous a priori une contribution du premier ordre en At  : 

(!w*) = MrLat, at << r T .  (2.6) 

Daris la formule (2.6), les coefficients AIn peuvent dépendre de w. On a notarn- 
ment, d’après les forniules (2.2) et (2.5) : 

Ml = -yu, ILI2 = 2D. (2.7) 

La force de Langevin étant gaussienrie, la variation de vitesse w calculée 
A partir de l’équation de Langevin intégrée (2.1) est une variable aléatoire 
gaiissienne3. La probabilité de transition plii, considérée comme fonction de 
711 à 2) fixée, est donc une loi gaussienrie. Elle est caractéris6e par la moyenne 
et la variance de w ,  dorit les expressions pour At < T~ sont données par les 
forniiiles (2.2) et (2.5). Ces quantités ne dépendent pas séparément de t et de 
t + At, mais seulerrierit de At. I1 en est de même de la probabilité de transition, 
que l’on peut donc écrire sous la forme d’une fonction4 p l l l ( w , t ~ .  At) : 

I I 

(2.8) 
Lorsque pili a la forme gaussienne (2.8), seuls les coefficients hl1 et A/r, sont 
différents de zéro, les coefficients hirn pour n > 2 étant nuls. 

Voir IC complément l l . B  
Meme si l’on rie fait pas l’hypothèse que F ( t )  est un processus gaussien, le théorème de 

la limite centrale indique que pili(w,vlAt), considérée comme fonction de w à v fixée, est 
une loi gaussienne dès lors que l’on a At >> T ~ .  La variation de vitesse pendant le temps At 
résulte en effet d’un grand nombre de variations de vitesse statistiquement indépendantes, 
dues aux nombreux chocs que subit la particule brownienne pendant l’intervalle de temps At .  
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2.2. Développement de l'équation d'évolution de f ( v ,  t )  
Pour déduire de l'équation (1.8) une équation aux dérivées partielles pour 

f ( u ,  t ) ,  on commence par réécrire cette équation d'évoliition en utilisant les 
notations introduites précédemment : 

En tenant compte de l'inégalité 20 << v, on peut développer le produit 
f ( u  - ~ , t ) p ~ ~ ~ ( i ~ ,  u - w,At)  en série de Taylor5 de w : 

En reportant le développement en série (2.10) dans le second membre de 
l'équation (2.9), on obtient la relation : 

qui s'écrit aussi, à l'aide des moments (w") de plli(w, 11,  At), sous la forme : 

La formule (2.12) est le développement de Krarners-Moyal de f ( v ,  t + At). Ce 
développement a été établi par H.A. Kramers en 1940 et J.E. Moyal en 1949. 

Pour At < T,, les moments (wn)  sont proportionnels à At (formule (2.6)). 
En ne conservant que les termes d'ordre At,  on obtient, à partir de l'équation 
(2.12) : 

En faisant tendre formellement At vers zéro, on obtient, à partir de l'équation 
(2.13), l'équation aux dérivées partielles vérifiée par f ( u ,  t) : 

(2.14) 

La dépendance de p11i par rapport à son premier argument w doit être maintenue 
telle quelle. I1 n'est en effet pas possible de développer par rapport à cet argument puisque 
pili (w, II, At) varie rapidement avec w. 
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3. Équation de Fokker-Planck 

La structure de l’équation (2.14) suggère d’étudier dans quels cas il est 
possible de n’utiliser qu’un nombre limité de termes de la série figurant au 
second membre. L’approximation de Fokker-Planck consiste à supposer que 
les termes d’ordre R 2 3 de cette série peuvent être négligés. On obtient alors 
l’équation aiix dérivées partielles pliis simple : 

proposée par A.D. Fokker en 1913 et M. Planck en 1917. 

En ce qui concerne la fonction de distribution de la vitesse d’une particule 
brownienne, l’équation de Fokker-Planck est exacte si la force de Langevin est 
gaussienne. En effet, dans ce cas, les moments d’ordre supérieur à deux du 
transfert de vitesse sont d’ordre supérieur ou égal à (A t )2 ,  et il n’existe que 
deux termes non nuls dans le développement de Kramers-Moyal. 

3.1. Équation de conservation dans l’espace des vitesses 

Daris le cas du moiivement brownien décrit par l’équation de Langevin, les 
coefficients Ml et M 2  sont donnés par la formule (2.7). L’équation d t  Fokker- 
Planck s’écrit donc : 

( 3 . 2 )  imv, t )  - - a[w(71,  t11 + d2  [ w u ,  t ) ]  
at du au2 

L‘équation (3.2) a la forme d’une Cquatiori de diffusion généralisée‘ dans 
l’espace des vitesses. 

On peut aussi l’écrire soils la forme d’une équation de continiiiti., 

ûf d J  
- + - = O ,  at du  

dans laquelle le courant de probabilité J est défini par : 

(3.3) 

L’évolution de la solution de l’équation de Fokker-Planck est ainsi décrite par 
l’image hydrodynamique d’un écoulement continu dans l’espace des vitesses. 
Comnic le montre la formule (3.4)’ le courant de probabilité correspondant est 
la somme du courant de convection -yv f et du courant de diffusion -Dû f /au. 

L’équation ( 3 . 2 )  contient en effet, outre le ternir de diffusion a 2 [ D f ( v ,  t ) ] / a v 2 ,  le terme 
de dérive a[yvf (v ,  t ) ] / a v .  
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3.2. Solution Stationnaire 
En régime stationnaire, f ne dépend pas de t .  Par suite, d'après l'équation 

(3.3), J ne dépend pas de v. On peut alors intégrer l'équation différentielle (3.4) 
pour f en appliquant par exemple la méthode de variation de la constante. La 
seule solution norrnalisable est obtenue en faisant J = O (à une dimension, un 
état stationnaire est donc un état à courant nul7). On obtient : 

Si le bain est en équilibre thermodynamique à la température T ,  la solution 
stationnaire (3.5) correspond à la distribution de Maxwell-Boltzmann à la 
température T ,  comme le montre le second théorème de fluctuation-dissipation 
y = mD/lcT : la particule brownienne est alors thermalisée. 

3.3. Solution fondamentale 

On suppose que la vitesse initiale a une valeur bien définie, non aléatoire, 
notée vo. On recherche la solution fondamentale de l'équation de Fokker-Planck 
(3.2), c'est-à-dire la solution f ( v ,  t )  correspondant à la condition initiale : 

f ( v ,  O) = S(V - vg). (3.6) 

On introduit la transformée de Fourier' par rapport à v de f ( v ,  t ) ,  définie par : 

03 

fit, t )  = f ( v ,  t)e7,[" du. 
-03 

La fonction f (< ,  t )  vérifie la condition initiale : 

(3.7) 

L'équation de Fokker-Planck (3.2) devient, après transformation de Fourier 
par rapport à 21, une équation aux dérivées partielles du premier ordre pour 

L'équation (3.9) peut être identifiée à la différentielle totale : 

(3.9) 

(3.10) 

Cette propriété disparaît en dimensions supérieures, où il existe des états stationnaires 

Pour simplifier, nous gardons la même notation f ( .  , t )  pour la fonction de distribution 
à courant non nul. 

f ( u ,  t )  et sa transformée de Fourier f((, t ) .  
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si l’on pose : 

(3.11) 

On déduit des équations (3.11) : 

(3.12) 

La quantité est donc une intégrale première (c’est-à-dire une quantité 
conservée au cours de l‘évolution). La solution générale de l’équation (3.9) est 
de la forme : 

(3.13) 

Dans l’équation (3.13), y‘/ désigne une fonction qui doit être choisie de manière 
à ce que f ( E ,  t )  vérifie la condition initiale (3.8) : 

f ( < ’ t )  = $(Ee-Tt)eXP(-;y). D J2 

On a donc : 

(3.14) 

(3.15) 

La solution fondamentale f(u,t) s’obtient à partir de la formule (3.15) 
pour f (E, t )  par transformation de Fourier inverse : 

I I 
(3.16) 

À tout instant t > O, la distribution (3.16) est une gaussienne, de moyenne : 

( u ( t ) )  = u O ë Y t ,  (3.17) 

et de variance : 

(3.18) 

Ces résultats sont bien en accord avec les formules déduites directement de 
l’équation de Langevin. Lorsque t + 03 (yt >> 1)’ la solution fondamentale 
tend vers la distribution stationnaire f (u) = ( ~ / 2 7 r D ) l / ~  exp(-yv2/2D). 

Comme le montre la formule (1.4)’ la solution fondamentale f ( u ,  t )  s’iden- 
tifie avec la probabilité de transition pll l(ul  tluo, t o  = O ) .  Dans le cas yt < 1, on 
retrouve effectivementg, à partir de la formule (3.16)’ l’expression (2.8) de plii. 

a,(t) 2 D  = -(1 - ë 2 T t ) .  

Y 

I1 convient, pour le vérifier, d’effectuer les substitutions t --* At,  II i I IO + w 
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4. Mouvement brownien et processus de Markov 

4.1. Diffusion d’une particule libre : équation d’Einstein-Smolu- 

La description du mouvement brownien d’iine particule libre fait inter- 
venir de façon centrale la notion de processiis de Markov. En effet, aussi bien la 
vitesse qiie le déplacement de la particule brownienne peuvent être considérés 
comme des processus markoviens (mais sur des intervalles de temps d’évolution 
très différents dans les deux cas). 

chowski 

0 Vitesse 

Lorsque la force aléatoire est gaiissienne et corrélée en fonction delta 
(bruit blanc gaussien), la vitesse de la particule brownienne est un proces- 
sus de hIarkov. Le caractère markovien de v ( t )  permet d’écrire une équation 
de Fokker-Planck pour f ( v ,  t ) .  La description du mouvenient brownien par 
l’équation de Fokker-Planck est équivalente à la description par l’équation de 
Langevin. On s‘intéresse dans les deux cas ?I l’évolution (de la vitesse ou de 
sa fonction de distribution) sur un intervalle de temps At beaucoup plus petit 
que le temps de relaxat,ion T,. de la vitesse moyenne. 

0 Déplacement 

Sur un intervalle de temps At << T,, le déplacement de la particule 
brownienne n’est pas un processus de Markov. En revanche, sur un inter- 
valle de temps At >> T,, la vitesse de la particule subit iin très grand nom- 
bre de modifications entre deux observations successives de la position. Le 
déplacement z ( t  + At) - z ( t )  peut alors être considéré comme indépendant de 
la position aux instants antérieurs à t .  Etudié sur de tels intervalles de temps, 
le déplacement de la particule brownienne est donc iin processus de Markov. 

Effectivement, dans la description de Langevin, le déplacement de la 
particule browriieririe obéit à urie équation différentielle du secorid ordre et 
ne peut donc pas être considéré comme un processus de Markov, même si 
la force aléatoire correspond à iin bruit blanc gaussieri. Cependant, dans la 
limite visqueuse ou surarnortie, le terme d’inertie de l’équation de Langevin 
est négligé et l’équation du mouvement s’écrit sous la forme d’une équation 
différentielle du premier ordre pour le déplacement, 

dz 
d t  

ri- = F ( t ) ,  

où z ( t )  est une abscisse repérant la position de la particule. L’équation (4.1) 
suppose un intervalle de temps d’évolution At > T ~ .  Lorsque la force aléatoire 
correspond A un bruit blanc, on a la propriété de décorrélation : 

( z ( t ) F ( t ’ ) )  = 0 ,  t’ > t ,  (4.2) 

qui, dans le cas gaussien, traduit urie indépendance statistique. Le déplacement 
z ( t )  - zo = (1/q) Ji F(t’)  dt’ est un processus de Markov non stationnaire, 
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désigné SOUS le nom de processus de Wiener. La fonction d’autocorrélation de 
la force aléatoire étant écrite sous la forme : 

( F ( t ) F ( t ’ ) )  = 2Dq2S(t - t’), (4.3) 

la derisité de probabilité p(x, t )  obéit à l’équation d’Einstein-Smoluchowski : 

L’équation (4.4) pour p(x, t ) ,  analogue à l’équation de Fokker-Planck pour 
f ( v ,  t )  n’est autre que l’équation de diffusion iisiiellelo. La solution fondamen- 
tale de l’équation (4.4) correspondant à la condition initiale p(x, O) = G(z-ro) 
est une gaussienne de moyenne xo et de variance = 2Dt : 

En d’autres termes, le front de diffusion est gaussien. 

4.2. Mouvement brownien d’une particule dans un potentiel 

Si le mouvement brownien s’effectue dans un potentiel 4(z), la variation 
de la vitesse de la particule entre les instants t et t + At n’est pas uniquement 
déterminée par la force aléatoire F ( t ) ,  mais dépend aussi de la force extérieiire 
-ûqh/ôx, et donc de la position de la particule à l’instant t .  Celle-ci dépendant 
à son tour de la vitesse aux instants antérieurs à t ,  la vitesse n‘est pas ilri 

processus de Markov (le mouvement brownien d’une particule libre présente 
donc sur ce point un caractère très spécifique dû à l’absence de potentid). 

Le mouvement brownien dans un potentiel dépendant de la position rie 
peut pas être décrit par un processus de Markov à une dimension (c’est-à-dire 
correspondant à un processus aléatoire unique). Considérons à titre d’exemple 
le mouvement brownien d’une particule dans un potentiel harmonique. On 
peut le décrire par l’équation de Langevin suivante, 

où l’on suppose que F ( t )  correspond à un bruit blanc gaussien. L’équation 
(4.6) étant line équation différentielle du second ordre, ni le déplacement x ( t )  

’” L’équation (4.4) peut égalernent être obtenue dans le cadre d’un modèle de marche aii 

hasard (voir le complément l l . A ) .  
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de l’oscillateur ni sa vitesse v ( t )  = d z ( t ) / d t  ne sont des processus de Markov. 
En revanche, le processus à deux dimensions { z ( t ) , v ( t ) }  est inarkovien. On 
peut en effet le décrire par un ensemble de deux équations différentielles du 
premier ordre, 

dz(t) = v( t )  
d t  1 rn? + mrv( t )  + mw;z(t) = F ( t ) ,  

(4.7) 

et reprendre des arguments analogues à ceux développés pour la vitesse d’ime 
particule brownienne libre. On montre ainsi que la fonction de distribution 
conjointe f ( x ,  v, t )  obéit à une équation de Fokker-Planck. 

De manière générale, lorsqii’un processus n’est pas markovien, on peiit le 
considérer comme une (( projection )) d’un processus de Markov pliis 
complexe (c’est-à-dire à un nombre plus grand de dimensioris), obtenu en 
introduisant dans la description des variables supplémentaires. Les variables 
supplémentaires servent à décrire explicitement l’information qui, sinon, serait 
contenue implicitement dans les valeurs passées des variables pertinentes. 
Cependant, cette procédure n’a d’intérêt pratique que si les variables supplé- 
mentaires sont en nombre limité. Dans le cas du mouvement brownien d’un 
oscillateur harmonique, il suffit de considérer les deux variables x ( t )  et v(t> 
pour en ramener l’étude à celle d’un processus de Markov à deux dimensions. 
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Complément 11 .A 

Marche au hasard 

1. Le marcheur ivre 

La théorie d’Einstein du mouvement brownien consiste à ramener l’étude 
de celui-ci à un problème de marche a u  hasard. Daris la description la plus 
simple, la marche au hasard s’effectue sur un réseau infini à une dimension. Un 
marcheur situé sur un site donné effectue à l’instant initial un pas susceptible 
de l’amener, avec une égale probabilité, sur l‘un ou l’autre des deux sites plils 
proches voisins du site considéré. La procédure se répète après un intervalle 
de temps At,  et ainsi de suite. Le problème consiste notamment à déterminer 
la moyenne et la variance du déplacement du marcheur en fonction du temps 
(ce problènie est également connu sous le nom de marche de l’honime ivre). 

La marche au hasard est très largement utilisée comme modèle micro- 
scopique de la diffusion’. Le problènie à résoudre peut être formulé, soit en 
temps discret, soit en temps continu. 

1.1. Formulation en temps discret 
Les pas s’effectuent à des instants ka t ,  oi i  k est iin entier positif ou niil. 

La probabilitb P,(k) pour le marcheur de se trouvcr au site n à l’instant kat  
vérifie l’équation aux différerires suivante : 

I I 

L’équation (1.1) peut aussi s’écrire sous la forme équivalente : 

Le modèle décrit ici (marche au hasard symétrique) peut s’étendre au cas où il existe 
un biais (marche asyrnetrique). Dans ce cas, les probabilités pour le marcheur d’effectuer un 
pas vers l’un ou l’antre des deux sites plus proches voisins de celui sur lequel il se trouve ne 
sont pas égales. La marche au hasard asymétrique est un modèle microscopique décrivant 
un mouvement de dérive-diffusion (le marcheur a dans ce cas une vitesse moyenne finie). 
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Comme il n’y a pas de biais, les équations (1.1) et (1.2) sont invariantes par 
la transformation ri - 1 ti n + 1. 

1.2. Passage à une description en temps continu 

On passe à une description en temps continu en faisant tendre le pas de 
temps At  vers zéro et l’indice k vers l‘infini, le produit k a t  devenant dans 
cette limite le tenips t .  La probabilité Pn(k) tend alors vers la probabilité 
p n ( t ) ,  et la différence P,(lc+ 1) - Pn(k)  tend vers A t d p n ( t ) / d t .  L’équation aux 
différences (1.2) s ’ k i t  ainsi, dans la limite du temps continu, sous la forme 
d’une équation différentielle2 : 

Dans l’équation (1.3)’ la quantité w = (2At)-’ représente la probabilité de 
transition par unité de temps entre un site donné et l’un ou l’autre de ses deux 
plus proches voisins. 

De la définition même du modèle, il résulte que le déplacement du marcheur 
ivre est un processus de Markov. L’équation (1.3) est l’équation maîtresse 
gouvernant l’évolution des probabilités p ,  ( t )  . 

2. Diffusion du marcheur ivre sur un réseau 

Nous utiliserons dorénavant la forniulation en temps continu. Si le mar- 
cheur (que nous appellerons désormais particule) est situé sur le site n = O à 
l’instant initial t = O, la condition initiale pour les probabilités s’écrit : 

On peut montrer que la solution p,(t) de l’équation maîtresse (1.3) déterminée 
par la condition initiale (2.1) s’exprinie à l’aide de la fonction de Bessel modifiée 
d’ordre In/ : 

p,(t)  = eë2wtIlnl(2wt). (2.2) 

Compte tenu des propriétés de Iln,, on peut déduire de la formule (2.2) le 
comportement asymptotique de p,(t) ( t  4 03, n -+ 00 avec n2/t fixé) : 

n2 
p ,  ( t )  E (47rwt) ~ lP exp (- -) . 

4UJt 

L’équation (1.3) est une équation différentielle pour ce qui concerne le temps, qui est 
continu. Elle reste une équation aux différences en ce qui concerne l’espace, qui est discret 
puisque la marche au hasard s’effectue sur un réseau. 
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On s’intéresse aux propriétés de diffusion de la particule. Les deux pre- 
miers moments de son déplacernent sont définis par les formules : 

Co 00 

où a désigne le pas du réseau 

Dans la marche au hasard symétrique, la condition initiale comme l’équa- 
tion maîtresse étant invariantes par rapport à la transformation n-1 ti n+1, 
on a, pour toute valeur de t : 

(.(t)) = o. (2.5) 

Le second moment du déplacement de la particule obéit à l’équation d’évolu- 
tion : 

00 d(  x’ ( f ) )  

d t  = wu2 n2 [Pn+i(t) + P,-l(f)  - 2 p n ( t ) ] ,  (2.6) 
n=-Cu 

avec la condition initiale : 
(x2(0)) = o. (2.7) 

La quantité entre crochets figurant au second membre de l’éqiiation (2.6) est 
simplement &gale à 2 E:=-, p,( t ) ,  c’est-à-dire à 2 puisque la somme des 
probabilités est conservée (Cr=-,p,(t) = 1). On doit donc, pour déterminer 
(x’ ( t ) ) ,  résoudre l’équation tiifférentielle : 

d ( : 2  ( t )  ) 
= 2 w 2 ,  

d t  

en tenant compte de la condition initiale (2.7). On obtient, à tout instant t : 

( 2 ( f ) )  = 2wa2t. (2.9) 

Le mouvement de la particule (marcheur au hasard) est donc diffusif. Le coef- 
ficient de diffusion est : 

D = WU’. (2.10) 1 
3. Équation de diffusion 

Pour passer à une description en espace continu, on fait le pas du réseau 
égal à Ax, et l’on fait tendre cette quantité vers zéro. On pose : 
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La fonction p ( z ,  t )  est la densité de probabilité de présence de la particule au 
point z à l’iristant t .  

En développant l’équation maîtresse (1.3) à l’ordre le plus bas en Ax, on 
obtient l’équation aux dérivées partielles à laquelle obéit p ( z ,  t) : 

Avec l’hypothèse d’échelle : 

l’équation (3 .2)  s’identifie à une équation de diffusion caractérisée par le coef- 
ficient de diffusion D. Le front de diffusion p ( z ,  t) est gaussien : 

Cette description est équivalente à la description d’Einstein-Smoluchowski du 
mouvement brownien dans la limite visqueuse. 



Bibliographie 313 

Bibliographie 

S. CHANDRASEKHAR, Stochastic problems in physics and astronomy, Rev. 
Mod. Phys. 15, 1 (1943) ; reproduit dans Selected papers on noise and stochas- 
tic processes (N. WAX Editor), Dover Publications, New York, 1954. 

B. DERRIDA et É. BRUNET, Le mouvement brownien et le théorème de 
%iLctuation-dissipation, Chapitre 5 du livre Einstein, aujoi~rd 'hui, EDP Scien- 
ces/CNRS Éditions, Paris, 2005. 

C .W. GARDINER, Handbook of stochastic methods, Springer-Verlag, Berlin. 
second edition, 1985. 

N.G. VAN KAMPEN, Stochastic processes in physics and chemistry, North- 
Holland, Amsterdarn, second edition, 1992. 

L. MANDEL and E. WOLF, Optical coherence and quantum optics, Cambridge 
University Press, Cambridge, 1995. 

G.H. WEISS, Aspects and applications of the random walk, North-Holland, 
Amsterdam, 1994. 

R. ZWANZIG, Nonequilibrium statistical mechanics, Oxford University Press, 
Oxford, 2001. 

Références 

A. EINSTEIN, Über die von der molekularkirietischen Theorie der Warme 
geforderte Bewegung von in ruhenden Flüssigkeiteri suspendiertcri Teilchen, 
Annalen der Physik 17, 549 (1905). 

M. KAC, R.andoni walk and the theory of Brownian motion, American Mathe- 
matical Monthly 54, 369 (1947) ; reproduit dans Selected papers on noise and 
stochastic processes (N .  WAX Editor), Dover Publications, New York, 1954. 



Complément Il .B 

Mouvement brownien. 
Processus gaussiens 

1. Analyse harmonique des processus gaussiens stationnaires 

Considérons un processus stochastique Y ( t ) ,  supposé centré, et fixons n, 
instants arbitraires t l ,  . . . , t,. L’ensemble des valeurs {y(tl) ,  . . . , y ( t n ) }  prises 
par la fonction aléatoire Y ( t )  en ces n instants forme une variable aléatoire à 
n dimensions. 

Le processus E’@) est gaussien si, quels que soient les instants 2 1 ,  . . . , t,, 
et quel que soit leur nombre, l’ensemble {y(tl) ,  . . . , y ( t T L ) }  est une variable 
aléatoire gaussienne. Chacun de ces ensembles est entièrement défini par la 
donnée des corrélations (y(ti)y(tJ))  (1 5 i 5 n, 1 5 j 5 n) .  Le processus Y ( t ) ,  
qiiant à lui, est coiiiplètenient caractérisé par sa fonction d’autocorrélation 
g ( t ,  t’) = (Y(t)Y(t’)) .  En particulier, toutes les moyennes à plus de deux temps 
sont calculables à partir de la fonction d’autocorrélation. 

Si le processus Y ( t )  est Stationnaire, on peut en faire l’analyse en série de 
Fourier. On développe chaque réalisation y ( t ) ,  périodisée avec la période T ,  en 
série de Fourier : 

La limite T + 00 est prise à la fin des calculs. Chaque coefficient de Fourier 
a,  est une combinaison linéaire des y(t)  correspondant aux valeurs de t appar- 
tenant à l’intervalle O 5 t < T : 

On écrit aussi : 
w 

n=-o3 
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avec : 

Les coefficients A,, qui sont des superpositions linéaires de variables aléatoires 
gaussiennes, sont Pgalement des variables aléatoires gaussiennes. 

La stationnarité du processus Y ( t )  implique que ses coefficients de Fourier 
de fréquences angulaires différentes ne sont pas corrélés : 

Cornme ils sont de plils gaussiens, ils sont indépendants. Les coefficients de 
Fourier d’un processus aléatoire gaiissien stationnaire sont donc des variables 
aléatoires gaiissiennes indépendantes. 

2. Processus stationnaires gaussiens et markoviens 

Pour qu’un processus gaiissieri stationnaire soit, de plus, rriarkovien, il 
faut que sa fonction d’autocorrélation soit une exponentielle (et donc que sa 
densité spectrale soit une lorentzienne). Ce résultat constitue le théorème de 
Doob. Nous allons donner une démonstration de ce théorème, en supposant 
pour simplifier que les y(&) sont des variables aléatoires centrees et normées à 
l’unité (donc de variance égale à l’unité). 

2.1. La probabilité conditionnelle plii d’un processus gaussien 

Considérons donc le processiis gaiissien stationnaire Y ( t ) .  Sa densité de 

stat ionnaire 

probabilité à un temps s’écrit : 

La loi (2.1) ne dépend pas de t l ,  puisque le processiis est stationnaire. 

La densité de probabilité à deux temps p2(s/1, t l ;  y2, t z ) ,  qui ne dépend 
que de It2 - tlI. est la densité de probabilité de la variable gaussienne à deiix 
dimensions {y( t i ) ,  y(t2)). Pour en donner l’expression, il convient d’introduire 
les coefficients de corrélation, compris entre O et 1 (et égaux ici aux covariari- 
ces) : 

P i j  = ( Y ( t J Y ( t j ) )  = .9Wj  - til)’ { i ’ j >  = {1 ,2) .  (2.2) 

On a pii = 1 et piJ = p j i ,  La ma.trice des covariances est donc de la forme : 
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où p12 est; une fonction de J t z - t l l .  La distribution àdeux ternpsp2(yi,ti;  y2, t 2 )  

s’écrit : 

oii y2 désigne le vecteur de composantes y l ,yz ,  et A2 = M 2 - I  la matrice 
inverse de M2, de déterminant Dét A2. Si l’on pose : 

on a : 

Comme : 

et 

la formule (2.6) s‘écrit aussi : 

Pour tl < t 2 ,  la probabilité conditionnelle pllI(y2, t21y1, t i )  s‘obtient en 
divisant pa(yi, t l ;  y2. t 2 )  (formule (2.9)) par pi (YI, t i )  (formule (2.1)) : 

2.2. La probabilité conditionnelle pli2. Condition nécessaire pour 
que le processus soit markovien 

De façon analogue, la distribution à trois temps p3(yl, t l ;  7 ~ 2 ,  t 2 ;  y3, t 3 )  

s’écrit : 
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g ( t 3  - t2)Y( t2  - t l )  = Y( t3  - t i ) .  

où y3 désigne le vecteur de composantes y l ?  y ~ ,  YS, M3 la matrice des covarian- 
ces de dimensions 3 x 3,  et A3 = M3-l la matrice inverse de M3. La matrice 
des covariances est de la fornie : 

(2.17) 

p12 p13 

(2.12) 

p31 p32 

Si l’on pose : 
All  A12 A13 

A S =  A21 A22 

(A31 A32 

’ 

la forrriule (2.11) s’écrit : 

(2.13) 

(2.14) 

Pour tl < t 2  < t 3 ,  la probabilité conditionnelle p1l2(g3, t 3 / y 2 ,  ta; y1, t l )  s’obtient 

Pour que le processus Y ( t )  soit markovien, il faut que la probabilité 

ne dépende pas de y1. De la comparaison des forniides (2.6) et (2.14) pour les 
probabilités à deux ternps et à trois temps, il résulte que l’absence de terme 
en g1y3 dans p2 implique que l’on doit avoir A13 = O. Quant aux termes en y: 
et eri yiy2,  ils disparaîtront lors de la division de p3 par pz si : 

en divisant ~ 3 ( ~ 1 ?  t i ;  ~ 2 ,  t 2 ;  ~ 3 ,  t 3 )  par p2 (YI ,  t1 ; YZ, t 2 ) .  

conditionnelle P112(y3? t 3  /Y2 1 t 2 ;  y1 1 t l )  = p3 (y11 t i ;  y2’ t 2 ;  Y3 , t 3 ) / P 2  (vi , t i  ; Y2 1 t 2 )  

(2.15) 

Cornrne A13 est proportionnel au mineur de p13 dans M3,  la condition A13 = O 
entraîne : 

p32p21 - p31 0. (2.16) 

On peut montrer que, si la condition (2.16) est satisfaite, les conditions (2.15) 
le sont aussi. 
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La solution de l’équation (2.17) est une exponentielle, 

g ( r )  = e-7’71, y > O, (2.18) 

ce qui démontre le théorème de Doob. 

3. Application au mouvement brownien 

On considère à nouvcau l’équation de Langevin pour le mouvement 
brownien d’une particule libre, 

du 
d t  

m- + myu  = F ( t ) ,  

où la force de Langevin F ( t )  est un processus aléatoire stationnaire. On 
suppose que la densité spectrale de F ( t )  est indépendante de la fréquence 
(bruit blanc), ce qui revient à considérer que la fonction d’autocorrélation 
correspondante est une fonction delta. Le processus est alors complètement 
aléatoire. On fait l’hypothèse supplémentaire que c’est un processus gaussieri. 

On suppose que la particule brownienne a été mise en contact avec le 
bain depuis suffisamment longtemps pour se trouver elle-même à l’équilibre. 
La vitesse u( t )  est alors un processus aléatoire stationnaire. Grâce à l’hypothèse 
gaussienne, on peut résoudre de manière extrêmement simple l’équation (3.1). 
On vérifie le théorème de Doob. On en déduit l’expression de la fonction de 
distribution f ( u ,  t )  (obtenue précédemment en résolvant l’équation de Fokker- 
Planck). 

3.1. Processus d’ornstein-Uhlenbeck 

Les transformées de Fourier de F ( t )  et de u ( t )  sont reliées par la formule : 

Puisque F ( t )  est un processus aléatoire gaussien, F ( w )  est une variable aléatoire 
gaussienne. I1 en est de même de u ( ~ ) .  Par suite, u ( t ) ,  comme F ( t ) ,  est un 
processus aléatoire gaiissien (le processus d’ornstein-Uhlenbeck), entièrement 
caractérisé par sa fonction d’autocorrélation (u( t )u( t  + T ) ) .  

3.2. Vérification du théorème de Doob 
Comme la fonction d’autocorrélation de F ( t )  est une fonction delta, la 

solution v ( t )  de l’équation (3.1) est un processus de Markov. Les densités 
spectrales S,(w) et Sp(w) sont reliées par la formule : 
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Comme le bruit est blanc, sa densité spectrale est indépendante de la fréquence 
angulaire : SF(w) = S F .  Si le bain est à l’équilibre thermodynamiqiie à la 
température T ,  on a SF = mykT/.ir. On déduit alors de l’équation (3.3) la 
fonction d’aiitocorrélation de la vitesse à l’équilibre : 

(3.4) 

On vérifie le théorème de Doob : le processus d’ornstein-Uhlenbeck, gaussieri 
et rnarkovien, a iirie fonction d’autocorrélation exponentielle. 

3.3. Probabilité de transition du processus d’ornstein-Uhlenbeck 
Le processus v ( t )  étant stationnaire, la probabilité à un temps ne dépend 

pas du temps. On a,  en revenant aux variables dimensionnées : 

La probabilité à deux temps p 2 ( q ,  t l ;  w 2 , t a )  ne dépend que de It2 - til. 
Conime, à tout instant t i ,   ti) est une variable gaussienne de variance k T / m ,  
on obtient, à partir de la formule générale (2.9) (en rétablissant les variables 
dimensionnées) : 

On déduit des expressions (3.5) et (3.6) de pi(v1)  et de p 2 ( ~ 1 , t l ; u 2 , t 2 )  la 
probabilité conditionnelle dii processus d’ornstein-Uhlenbeck : 

La fonction de distribution de la vitesse à l’instant t ,  obtenue en partant 
d’une distribution initiale S(v - vo), est donc : 

La fonction de distribution (3.8) est la solution fondamentale de l’équation de 
Fokker-Planck. Elle vérifie en eEet l’équation aux dérivées partielles : 

(3.9) df(., t )  - - +f(V t ) ]  + d2 [ w u ,  t>] 
at d U  du2 

oii 2) = y k T / m ,  avec la condition initiale f ( v ,  O)  = S(v - vug). 
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Chapitre 12 

Réponses linéaires. 
Corrélat ions à l’équilibre 

Ce chapitre constitue une introduction à la théorie de la réponse linéaire. 
Comme on le verra au chapitre suivant, cette théorie permet d’exprimer les 
propriétés de réponse des systèmes faiblement écartés de i ’équilibre en termes 
des fonctions de corrélation à 1 ’équilibre des variables dynamiques concernées. 
Dans line approche introdiictive, on se limite ici à présenter dans un cadre 
général, d’une part, les fonctions de réponse linéaire, et, d’autre part, les fonc- 
tions de corrélation à l’équilibre. On ne cherche pas, pour le moment, à établir 
explicitement le lien existant entre ces deux types de quantités. 

Pour introduire les fonctions de réponse linéaire, on considère un système à 
l’éqiiilibre en l’absence de champ extérieiir, que l’on soumet à une pertiirbation 
créée par un champ appliqué. Lorsque la perturbation est sufisarnrnent faible, 
son effet  s71r le système peut être convenablement décrit dans le cadre d’une 
approximation linéaire. La réponse du système à la perturbation est étudiée 
à l’aide de la foiiction de réponse linéaire ou de sa transformée de Fourier, 
la siisceptibilité généralisée. Ces quantités ne dépendent que des propriétés du 
s,ystèrne non pertilrbé. La fonction de r6ponse possède la propriété de causalité 
(un effet ph.ysique ne peut être antérieur à la cause qui le produit). Il en 
résulte des formules reliant entre elles la partie réelle et la partie imaginaire 
de la susceptibilité généralisée : ce sont les relations de Kramers-Kronig. Dans 
le cas de la réponse d’une grandeur à son propre champ conjugué, le taux 
de dissipation de l’énergie au sein du système perturbé est caractérisé par la 
partie imaginaire de la susceptibilité généralisée. 

On définit ensuite les fonctions de corrélation de variables dynamiques 
à l’équilibre. On précise notamment la relation de Fourier entre les fonctions 
d’autocorrélation à l’équilibre et les facteiirs de structure dynamiques (en ter- 
mes desquels s’analysent les expériences de résonance et de diffusion inélastique 
de rayonnements ou de particules). Les principales propriétés des fonctions 
d’autocorréiation à l’équilibre sont passées en revue, un accent particulier étant 
mis sur la relation de l’équilibre détaillé vérifiée par les s,ystèmes en équilibre 
canonique. 
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1. Fonctions de réponse linéaire 

1.1. Définition 

On considère un système physique à l’équilibre thermodynamique en 
l’absence de champ extérieur. On le soumet à un champ extérieur a( t )  sup- 
posé homogene, c’est-à-dire spatialement uniforme’. La perturbation corres- 
pondante est décrite par le hamilt>onieri : 

Le champ a ( t )  est donc couplé à une grandeur conjuguée A. Par exemple, dans 
le cab d’une perturbation par un champ électrique, la grandeur conjuguée dii 
champ est la polarisation électrique2, tandis que, dans le cas d’une perturbation 
par un charrip magnétique, la grandeur conjuguée du champ est l’aimantation3. 

On s’intéresse à une grandeur B,  dorit la valeur moyenne à l’équilibre 
est (B). Dire que l’on cherche à connaître la réponse de B au champ a ( t )  
signifie que l’on cherche à calculer à chaque instant la modification S(B( t ) ) ,  = 
(B( t ) )a  - ( B ) ,  due au champ appliqué, de la valeur moyenne de B. Pour 
simplifier, on suppose que B est centrée, c’est-à-dire que (B) = O ,  ce qui 
permet d’identifier 6(B(t)) , ,  et (B(t)) , .  Dans le domaine linéaire, la moyenne 
hors d’équilibre de B s’écrit soils la forme : 

I I 

où la quantité réelle XBA( t ,  t’) est une fonction de réponse linéaire ne dépendant 
que des propriétés du système non perturbé. 

1.2. Propriétés générales 

La fonction de réponse linéaire g ~ ~ ( t ,  2’) est invariante par translation 
daris le temps et causale. 

Invariance par. translation dans le temps 

Le système non perturbé étant à l’équilibre, la fonction de réponse linéaire 
X B A ( ~ ,  t’) ne dépend pas séparément des deux arguments t et t’, mais seule- 
ment de la différence t - t’. Ainsi, la fonction de réponse possède la propriété 

Le cas d’un chanip inhomogène sera traité au paragraphe 5 

Voir le complénient 12.B sur la polarisation d’un atome perturbé par un champ élec- 
trique et  le complément 13.A sur la relaxation diélectrique. 

Voir le complément 13.B sur la résonance magnétique. 
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d’invariance par translation dans le temps4. La formule (1.2) a donc une struc- 
ture de produit de convolution : 

Si le chanip est une impulsion en fonction delta ( a ( t )  = ad( t ) ) ,  on a : 

( B ( t ) ) a  = ~ x B A ( ~ ) .  (1.4) 
La fonction de réponse g ~ ~ ( t )  représente donc la réponse impulsio~inelle~. 

Caractère causal 
Le principe de causalité est un principe physique coniniunément admis : 

tout effet physique est postérieur dans le temps à la cause qui l’a produit. Une 
modification du chanip appliqué à l’instant t’ ne peut donc conduire à une 
modification de qu’à des instants t > f ’ .  Autrement dit, la fonction de 
réponse XBA(C, t’) est causale, ce qui signifie qu’elle rie peut être lion nulle que 
pour t > t’. La borne supérieure effective de l’intégrale au second menibre des 
formules (1.2) et (1.3) est donc t ,  et non +m. 

1.3. Réponse linéaire d’une grandeur à son champ conjugué 
Nous nous limitons dans cette introduction à l’étude des propriétés de la 

réponse linéaire d’une grandeur A à son propre champ conjugué a ( t ) .  Nous 
désignons simplement par X ( t )  (au lieu de X A A ( ~ ) )  la fonction de réponse 
correspondante, que nous rie cherchons pas ici à calculer explicitement‘, 

2. Susceptibilités généralisées 

2.1. Réponse linéaire à une perturbation harmonique 
La réponse linéaire de A au chanip harmonique a ( t )  = Re(aeë2‘“‘) s’écrit : 

00 

( ~ ( t ) ) ,  = 1 x(t  - t’) Re(ae-twt’) dt’, 

1 
(2.1) 

-0û 

soit, la fonction de réponse étant réelle : 

(2.2) 
Co 

( ~ ( t ) ) ,  = X e  [./ x(t  - t’)ae-zut’ dt’ . 
-00 

Cette propriété disparaît lorsque le système non perturbé n’est pas à l’équilibre tlier- 
modynamiqiie. C’est notamment le cas des verres de spin et des verres structuraux, qui 
présentent des propriétés de vieillissement pouvant se traduire par la dépendance séparée de 
certaines fonctions de réponse x o ~ ( t .  t’) par rapport à chacun des deux arguments t et t’. 
Ces fonctions de réponse dépendent alors, non seulement de la différence des tenips, mais 
aussi de l’âge du système, c’est-à-dire du temps écoulé depuis sa préparation (voir également 
à ce sujet le chapitre 14). 

On l’appelle encore fonction de Green retardée. 
La théorie générale de la réponse linéaire fera l’objet du chapitre 13. On y établira no- 

tamment les formules de Kubo permettant de calculer explicitement les fonctions de réponse 
linéaire en termes de fonctions de corrélation à l’équilibre des variables dynamiques concer- 
nées. 
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Comme l’argument de x( t  - t’) doit être positif, la borne supérieure de 
l’intégrale au second membre des équations (2.1) et ( 2 . 2 )  est en réalité t .  Posant 
t - t’ = r ,  on obtient : 

À l’aide de la susceptibilité généralisée ~ ( w ) ,  définie comme la transformée de 
Fourier de la fonction causale X ( t ) ,  c’est-à-dire par la formule : 

x ( w )  = X(t )ezwt  d t ,  

la formule (2.3) s’écrit 

( A ( t ) ) ,  = Re ueëzwtX(w)  [ I  
En posant x ( w )  = x’(w) + i x” (w) ,  on écrit la réponse (A( t ) )a  à un champ 
harmonique a ( t )  = a cos wt d’amplitude a réelle sous la forme d‘une somme de 
deux termes, 

dans laquelle ax’(w)  coswt représente la réponse en phase et ax”(w) sinwt la 
réponse en quadrature. 

Plus généralement, la réponse (A( t ) )a  à un champ appliqué a ( t )  de trans- 
formée de Fourier U ( W )  a pour transformée de Fourier7 : 

( A ( t ) ) a  = a [ x ’ ( w )  coswt + ~ ” ( w )  sinwt], (2.6) 

I I 

2.2. Définition de la susceptibilité généralisée x ( w )  
La définition (2.4) de la transformée de Fourier de k ( t )  peut poser problè- 

me. L’intégrale au second membre de l’équation (2.4) peut en effet ne pas 
converger : dans un tel cas, la susceptibilité généralisée n’existe pas en tant 
que fonction. Elle peut cependant être définie au sens des distributions’ c’est- 
à-dire comme limite d’une suite de fonctions appropriée. Une telle limite peut 
par exemple être obtenue eii considérant la suite de fonctions x ( w  + i t )  définie 
par : 

x ( w  + i t )  = X(t)eiwteëFt dt, t > O ,  (2.8) .6\ 
et en faisant tendre in fine t vers zéro. On pose alors : 

x(w) = lim ~ ( w  f i t ) .  
€-O+ 

Pour simplifier, nous gardons la même notation a ( . )  pour le champ a ( t )  et sa trans- 
formée de Fourier u ( w ) ,  ainsi que la même notation A(.) pour l’opérateur A(t)  et sa trans- 
formée de Fourier A(ui). 
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La susceptibilité généralisée est ainsi définie comme la transformée de Fourier 
au sens des distributions de la fonction de réponse. 

I1 est utile d’introduire la fonctiori ~ ( z )  définie pour un argument complexe 
z de partie imaginaire positive comme la transformée de Fourier-Laplace de 
2( t )  : 
: 

(2.10) 

La fonction x ( z )  est une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe 
supérieur. On suppose dans la suite de ce chapitre’ que ~ ( z )  + O lorsque 
z --f CO. La susceptibilité généralisée x(w)  est la limite de la fonction x ( z )  
lorsque le point d’affixe z = w + i f  situé dans le demi-plan complexe supérieur 
tend vers le point d’abscisse w situé sur l’axe réel. 

2.3. Représentations spectrales de x ( z )  
La fonction de réponse étant réelle, la partie réelle (resp. imaginaire) de 

la susceptibiliti. est une fonction paire (rc,sp. impaire) de w. Des formules (2.8) 
et (2.9) donnant ~ ( w ) ,  on déduit les expressions correspondantes de x’(w) et 
x”(w) : 

~ ( t )  c o s ~ t e - ‘ ~  d t  

~ ( t )  sin wt e-tt d t .  
(2.11) 

La fonction ~’(w) est la transformée de Foiirier de la part>ie paire w,(t) = 
S[%(t) + %(-t)] de x ( t )  et (à un facteur i / i  près) la fonction x”(w)  est la 
transformée de Fourier de sa partie impaire = $ [x ( t )  - %(-t )] .  Posant 
2,(t) = x ’ ( t )  et ~ i ( t )  = iX”( t ) ,  on a x’(w) = Jym~’ ( t ) e iw td t  et ~ ” ( w )  = 
J-”, X ” ( t ) e i W t  d t .  

0 Représentation spectrale de x ( z )  en ternies de x”(w)  
On peut représenter 2(t)  à l’aide de sa partie impaire, en écrivant : 

%(t)  = 2@(t)>C,(t) = Li@(t)>(”(t), (2.12) 

où @( t )  désigne la fonction de Heaviside. Revenant alors à la formule (2.10) 
valable pour Srnz > O, on peut écrire : 

Des précisions sur le comportement de x ( z )  lorsque z 4 03 sont données en appendice 
à la fin de ce chapitre. 



326 Chapitre 12 : Réponses linéaires. Corrélations à l’équilibre 

L’intégration sur t conduit à la représentation spectrale de x ( z )  en termes de 
x”(w)  : 

(2.14) 

La formule (2.14) fait apparaître que la fonction x ( z )  n’a de singularités que sur 
l’axe réel. C’est donc une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe 
supérieurg. 

O Représentation spectrale de x ( z )  en termes de x’(w) 
On peut, également représenter x ( t )  à l’aide de sa partie paire : 

%(t)  = 2@(t)X,(t) = 2O(t)X’(t). (2.15) 

On obtient, en procédant comme ci-dessus, une représentation spectrale de 
x ( z )  en termes de x ’ (w)  : 

(2.16) 

La représentation (2.16) est équivalente à la représentation (2.14). Cette 
dernière est toutefois plus fréquemment utilisée, car f ( w )  est une quantité 
souvent plus facile à mesurer que ~’(w), et directement reliée à la dissipation 
d’énergie au sein du système’’. 

3. Relations de Kramers-Kronig 

Les relations de Kramers-Kronig sont des transformations intégrales 
reliant la partie réelle et la partie imaginaire de toute susceptibilité généralisée. 
Elles ont établies en 1926 et 1927 par H.A. Kramers et R. Kronig. Leur exis- 
tence repose sur le fait que la fonction de réponse X(t) est causale, et que, par 
conséquent, la fonction ~ ( z )  définie par l’intégrale de Fourier-Laplace (2.10) est 
une fonction analytique de z dans le demi-plan complexe supérieur. Cette pro- 
priété découle de la seule causalité et’ ne dépend pas de la forme spécifique de 
X(t).  C’est pourquoi il est possible, dès à présent (sans disposer d’expressions 
explicites de %(t)  ou de ~ ( w ) ) ,  de démontrer les relations de Kraniers-Kronig. 
Nous déduirons directement,” ces relations des représentations spectrales (2.14) 
et (2.16) de x ( z ) .  

La représentation spectrale (2.14) peut être utilisée pour définir x ( z )  en tout point 
d’affixe z situé en dehors de l’axe réel. Elle définit une fonction analytique de z dans le 
demi-plan complexe supérieur ou dans le demi-plan complexe inférieur (voir le chapitre 13). 
I1 n’en est pas de même de la définition intégrale (2.10), valable seulement pour Smz > O. 

lo Voir le paragraphe 4. 

I1 existe une autre manière, très couramment utilisée, d’établir les relations de Kramers- 
Kroriig. Nous la présentons en appendice à la fin de ce chapitre. 



Dissipation 327 

En écrivant ces représentations pour z = w + i t  (t > O ) ,  on obtient les 

et : 

En passant à la limite t + O + ,  dans laquelle x ( w  + i t )  tend vers x ( w )  = 
x ’ (w)  + i x” (w) ,  on obtient12 à partir des formules (3.1) et (3.2) les relations 
de Kramers-Kronig : 

(3.3) 

Les formules (3.3) sont une conséquence directe du principe de causalité. 

Ainsi, les parties réelle et imaginaire de x ( w )  ne sont pas indépendantes 
l’une de l’autre, mais reliées par une transforniation intégrale : x”(w)  est 
la transformée de Hilbert de ~’(w), et x’(w) est la transformée de Hilbert 
inverse13 de ~ ” ( w ) .  La connaissance, soit de ~ ’ ( w ) ,  soit de ~ ” ( w ) ,  si i f f i t  donc 
à déterminer complètement la susceptibilité généralisée. Le plus souvent, on 
mesure x ” ( w )  (par exemple dans line experience d’absorption). Si les mesiires 
de ~ ” ( w )  sont effectuées sur iin domaine de fréquences angulaires suffisamment 
étendu, les relations de Kramers-Kronig permettent d’en déduire ~’(w). 

4. Dissipation 

La puissance instantanée absorbée par le système soumis au champ a ( t )  
est : 

dt 
~ = a( t )  
dW 
dt 

La réponse linéaire (A(t)),  au champ harmonique a( t )  = acoswt est donnée 
par la formule (2.5). La puissance instantanée absorbée correspondante est 

l2 On utilise la relation : 

1 1 
t+o+ x + i€ X 
lim ~ = vp - - 27r6(Z), 

où le symbole vp désigne la valeur principale de Cauchy. 

près. 
l3  Transformation de Hilbert et transformation de Hilbert inverse sont identiques au signe 
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donc : 

~ = u2w cos wt [-x’(w) sin wt + ~ ” ( w )  coswt] . (4.2) 
di47 
d t  

La puissance moyenne absorbée sur une période (ou sur un nombre entier de 
périodes) est donnée par la formule : 

dW 1 
d t  2 

= -u2wx/yw).  (4.3) 

Le taux moyen d’absorption d’énergie dans le système est donc relié à la partie 
imaginaire de la susceptibilité généralisée. L’énergie fournie par le champ 
extérieur est finalement dissipée de manière irréversible au sein du système, 
c’est-à-dire transformée en chaleur14. Pour cette raison, ~ ” ( w )  est appelée 
partie dissipative de la susceptibilité généralisée. 

À l’équilibre thermodynamique, la puissance moyenne dissipée est posi- 
tive15. I1 en résulte que la quantité wx”(w)  est positive. 

5. Phénomènes non uniformes 

5.1. Fonctions de réponse linéaire 

On considère toujours ici un système physique à l’équilibre thermody- 
namique en l’absence de champ extérieur. On le soumet à un champ extérieur 
non homogène u ( r ,  t ) .  Le harniltonien de perturbation peut en principe s’écrire 
sous une forme généralisant le hamiltonien (1.1) dii cas homogène : 

Dans la forrriule (5.1)’ A(r )  est la grandeur conjuguée du champ a ( r , t ) ,  et 
l’intégration s’effectue sur tout le volume dii systènie. Dans certains cas toute- 
fois, le hamiltonien de perturbation fait intervenir plus naturellement le poten- 
tiel dont dérive le champ appliqué. Prenons l’exemple d’un système d’électrons 
perturbé par un champ électrique non uniforme E ( r ,  t )  = -V$(r, t ) .  Le hamil- 
tonien de perturbation est H l ( t )  = d r  q5(r, t ) p ( r ) ,  où p ( r )  = e E, 6(r - rL) 
est la densité de charges au point r ( e  désigne la charge de l’électron et les 
{r , }  sont les opérateiirs position des différents électrons). La densité de charges 
p ( r )  est dorir couplée aii potentiel d(r ,  t ) .  

l4 Un exemple en est donné par iiri oscillateur harmonique amorti par frottement visqueux 
(voir le complément i2 .A) .  Dans ce cas, l’énergie fournie par le champ est transférée aux 
degrés de liberté incohérents di1 fluide amortissant l’oscillateur. 

l5 Cette propriété sera démontrée ai1 chapitre 14 à partir de l’expression microscopique 
de la puissance moyenne dissipée. 
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Dans un cas inhomogène, chercher à connaître la réponse de la grandeur 
B ( r )  au champ a ( r , t )  signifie que l’on cherche à calculer la modification 
b(B(r ,  t)) , ,  due au champ appliqué, de la valeur moyenne de B(r ) .  Nous sup- 
posons que la grandeur B ( r )  est centrée. Dans le domaine linéaire, sa moyenne 
hors d’équilibre s’écrit : 

La quantité réelle X B A ( T ,  t ; T ’ ,  t’) est une fonction de réponse linéaire non 
locale. L’intégration spatiale au second rnernbre de la formule ( 5 . 2 )  s’effectue 
sur tout le volume du systi.me. 

La fonction de réponse linéaire est invariante par translation dans le temps 
et causale (comme dans le cas homogène). Par ailleurs, si le système non per- 
turbé est invariant par translation dans l’espace, ce que nous supposons dans 
la suite de ce paragraphe, la fonction de réponse X B A ( T ,  t ; r’, t’) ne dépend 
pas séparément des deux arguments r et r’, mais seulement de la différence 
r - r’. 

Comnie dans le cas uniforme, nous nous limitons ici à l’étude de la réponse 
linéaire d’une grandeur A ( r )  à son propre champ conjugué a ( r ,  t ) ,  en désignant 
simplement par X(r, t )  la fonction de réponse correspondante. 

5.2. Susceptibilités généralisées 
La réponse linéaire de la grandeur A(r )  au champ harmonique a ( r ,  t )  = 

~ e [ a e ~ ( q . ’ - ~ ~ ) ]  s’écrit : 
03 

(A( r ,  t ) ) ,  = J’ dr’ J’ X(r - r’, t - t’) Re[aeL(q.r’pwt’) 1 dt ‘ ,  (5 .3 )  
-00 

soit encore : 

Posant t - t’ = r et r - r’ = p, on obtient : 

À l’aide de la susceptibilité généralisée x (q ,  w ) ,  définie comme la transformée 
de Fourier spatiale et temporelle16 de X ( T ,  t ) ,  c’est-à-dire par la formule : 

En raison du principe de causalité, les variables de temps et d’espace ne jouent pas des 
rôles équivalents en ce qui concerne la fonction de réponse. La transformée de Fourier spatiale 
de la fonction de réponse est une vraie transformée de Fourier, tandis que la transformée 
(dite de Fourier) temporelle est en fait une transformée de Fourier-Laplace (qui doit être 
prise au sens des distributions). \I 
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la formule ( 5 . 5 )  s’écrit 

Plus généralement, la réponse ( A ( T - , ~ ) ) ~  à un champ appliqué a( r , t )  
de transformée de Fourier a ( q . w )  a pour transformée de Fourier spatiale et 
temporelle : 

L’étude de la susceptibilité généralisée x(q, w )  à vecteur d’onde q donné 
s’effectue de manière analogue à celle de x ( w ) .  En utilisant des notations 
généralisant celles du cas homogène, 011 peut notamment écrire la représentation 
spectraIe17 : 

airisi que des relations de Kramers-Kronig entre x’(q, w) et x”(q, w). 
Par ailleurs, la fonction de réponse étant réelle, on a les propriétés : 

(5.10) x’(4, w )  = -w)  
>1”(q, w) = - x ” ( - q ,  -w).  

6. Fonctions de corrélation à l’équilibre 

Les propriétés dynamiques des systèmes en équilibre thermodynamique 
s’expriment à l’aide de fonctions de corrélation à l’équilibre. Ces fonctions sont 
les quantités appropriées à l’interprétation des données de plusieurs techniques 
expérimentales importantes, notanient en physique de la matière condensée. 
Certaines de ces techniques mettent en œuvre des méthodes de résonance, 
par exemple la résonance magnétique nucléaire (RMN), la résonance para- 
magnétique électronique (RPE) ou la spectroscopie Mossbauer. D’autres font 
appel à la diffusion inélastique de rayonnements (ondes acoustiques, lumière, 
rayons X . . .), ou de particules neutres 011 chargées (neutrons, électrons . . .). 

Nous allons dans la suite de ce chapitre introduire les fonctions de corréla- 
tion à l’équilibre et étudier leurs principales propriétés, en traitant directement 
le cas non uniforme. 

l7 Comme dans le cas uniforme, cette représentation spectrale peut être étendue à tout 
point d’affixe z situé en dehors tie l’axe réel. 
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6.1. Définition 

Le systi‘me en équilibre est décrit par un hamiltonieri Ho indépendant 
du temps. À chaque grandeur physique du système est associée une variable 
dynamique ou observable A(r )  pouvant dépendre du point r de l’espace. Un 
exemple d’unc telle observable est la densité de particules n ( ~ )  = E, S(r - T , ) .  

En mécanique classique, line variable dynamique A ( T ,  t )  est une fonction 
des coordonnées et des impulsions généralisées, qui évoluent en suivant les 
équations de Hamilton gouvernées par Ho. En mécanique quantiqiie, on associe 
à une observable un opérateur lierrnitique A ( r ,  t )  = e z H o f / h A ( ~ ) e ~ Z H [ l t / ’ ,  qui 
évolue selon I’6quation tie Heisenberg : 

Considérons deux opérateurs classiques” (variables dynamiques) A, ( r ,  t )  
et A, ( r3  t ) ,  supposés centrés pour simplifier. Leur fonction de Corrélation à 
l’équilibre est définie par la formule : 

où le symbole (. . .) désigne la moyenne à l’équilibre thermodynamique. Lorsque 
A,  = A, = A, la quantité : 

CAA(T, t ; T ’ ,  t’) = ( A ( T ,  t)A(r’, t’)) (6.3) 

est la fonction d’aiitocorrdatiori de l’opérateur A ( T ,  t ) .  
Pour un système invariant par translation dans l’espace (par exemple un 

fluide homogène), la fonction de corrPlation à l’équilibre de deux opérateurs 
A, et A, ne dépend que d’une variable spatiale et d’une variable temporellc. 
On la désigne par C A L A ,  ( r ,  t ) .  

l8 Daris le cas quantique, 2 cause de la riori-commutation des opérateurs, il existe plusieurs 
définitions, non équivalentes, de la fonction de corrélation de deux opérateurs A i ( r ,  t )  et 
A , ( r ,  t ) .  I1 en est même ainsi avec la fonction d’autocorrélatiori d’un opérateur A(T ,  t ) ,  
car A ( T , ~ )  rie commute pas en général avec A(r’ ; t ’ ) .  On utilise notamment la fonction 
de corrélation symétrique S A ~ A ,  ( r , t )  = i ( A i ( r , t ) A ,  + A,A,(r, t ) ) ,  ainsi que, pour un 
système en équilibre canonique, la fonction de corrélation canonique de Kiibo  KA,.^, ( r ,  t )  = 

BPI ~ ~ ( e X H o A 3 e P X H I ) A z ( r ,  t ) )  dA, où 0 = ( k T ) - ’ .  Dans la limite classique, SA,A,, ( r ,  t )  et 

K A , A ,  ( T ,  t )  se réduisent toutes les deux à C A , A ,  ( T ,  t )  (voir le chapitre 14). Dans la présente 
discussion, nous utilisons dans tous les cas la notation C- pour la fonction de corrélation 
(dans le cas quantique, il s’agit en fait, soit de S, soit de K ) .  
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6.2. Spectre de puissance d’un opérateur. Généralisation du 

Soit un opérateur centré A(r ,  t ) .  Pour définir son spectre de puissance, on 

théorème de Wiener-Khintchine 

introduit tout d’abord la transformée de Fourier temporelle” de A(r ,  t )  : 
CO 

A ( r ,  w )  = J’, A(r,  t )e iwt  dt .  

Inversement, on a 

En utilisant le fait que la fonction d’autocorrélation CA,(,, t ; r’, t’) ne 
dépend pas séparément de t et de t’, mais seulement de la différence t - t’, on 
montre que : 

( A ( r , w ) A ( d , ~ ’ ) )  27rb(w + ~ ’ ) C A A ( T , W ; T ’ ) .  (6.6) 

Dans la formule (6.6)’ CAA(T,W;T’)  désigne la transformée de Fourier tem- 
porelle de CAA(‘I‘, t ;  r’, O ) ,  définie par2’ : 

J-CO 

La fonction CAA(T, w ; r )  est appelée spectre de puissance ou densité spectrale 
des fluctuationsz1 de A(r ,  t ) .  La formule (6.7) constitue la généralisation du 
théorème de Wiener-Khintchine à une variable dynamique (cas classique) ou 
à une observable (cas quantique). 

6.3. Cas d’un milieu homogène : transformée de Fourier spatiale 
et temporelle de la fonction de corrélation de deux opérateurs 

On considère ici un milieu homogène. Pour calculer la transformée de 
Fourier spatiale de la fonction de corrélation CA,A, ( r ,  t ) ,  on utilise tout d’abord 
la propriété d’invariance par translation dans l’espace pour réécrire CA,A, ( r ,  t )  
sous la forme suivante : 

- 

CA,,, ( r ,  t )  = (Ai(r + r’, t)A3(r’, O)).  (6.8) 

Pour simplifier, nous gardons la mêmc notation A ( r ,  .) poiir l’opérateur A ( T ,  t )  et sa 
transformée de Fourier temporelle A ( r ,  w ) .  

À la différence des fonctions de réponse, les fonctions de corrélation ne sont pas des 
fonctions causales. La transforniée de Fourier temporelle intervenant dans la définition (6.7) 
est donc une vraie transformée de Fourier et non une transformée de Fourier-Laplace. 

21 I1 reste à démontrer que cette quantité est effectivement positive. Cette propriété, qui 
découle du théorème de fluctyation-dissipation, sera établie au chapitre 14. 
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On calcule alors sa transformée de Fourier en introduisant l’intégration supplé- 
mentaire V-’ dr’ = 1 (V désigne le volume du système). On obtient ainsi : 

1 
CA, A ,  ( r ,  t)e-“ d r  = v (A, ( Q ,  t)A, (-4, O)) .  (6.9) 

Dans la formule (6.9)’ on a défini la transformée spatiale22 d’un opérateur 
A ( r , t )  par : 

A ( q ,  t )  = / A ( r ,  t ) ë t q  d r .  (6.10) 

La transformée de Fourier spatiale et temporelle CA,A, (9, w) de la fonction 
de corrélation des opérateurs At(r ,  t )  et A, ( T ,  t )  est définie par : 

CA,A] ( q , w )  = / dr eFzq  [I d t  e 2 W t C ~ , ~ 3  ( r ,  t ) .  (6.11) 

En utilisant la formule (6.9), on obtient la relation (valable dans un milieu 
invariant par translation) : 

6.4. Facteur de structure dynamique 
On considère iin processus de diffusion inélastique au cours duquel, sous 

l’effet de l’interaction avec un rayoririerrierit, uii système à l’équilibrc effectue 
une transition d’un état initial IX) à un état final \A’). L’énergie correspondante 
passe de C A  à F A / ,  tandis que l’énergie du rayonnement passe de E à E‘. La 
conservation de l’énergie globale exige que E + FA = E’ + F A ’ .  L’énergie perdue 
par le rayonnement est désignée par hw (FLU = E - E’ = ~ CA). On associe 
à l’interaction tiii rayonnement avec le système iin opérateur centré A(r ) .  Par 
exemple, dans le cas de la diffusion de la lurriière par un fluide en 4quilibre23, 
le rayonnement est diffusé par les fluctuations de densité, et l‘opérateur A(r )  
est proportionnel à la fluctuation 6n(r) = n(r) - (n).  

Un état initial d’onde plane incidente lk) est diffusé vers un état final 
qui, dans le cadre de l’approximation de Born de la diffusion, est considéré 
comme étant im état d’onde plane24 ]IC’). L’élément de matrice de l’opérateur 

22 Nous gardons la même notation A( .  , t )  pour l‘opérateur A ( T ,  t )  et sa transformée de 

23 Voir le complément 1 6 . ~ .  
24 Ceci implique que l’interaction du rayonnement avec la cible est suffisamment faible 

pour que l’on puisse négliger les diffusions multiples. Si l’approximation de Born n’est pas 
adéquate. on remplace le potentiel d’interaction A(r )  par iin pseiidopotentiel approprié. 

Fourier spatiale A ( q .  t ) .  
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d’interaction entre les états lk) et ik’) est (Ic’lA(r)jk} = e - z k ’ . r A ( r ) e Z k . r  d r  : 
il est donc identique à la composante de Fourier A(-q) de l’opérateur A(r)  
(on a posé q = k - k’) .  À l’ordre le plus bas en perturbations, la probabilité 
par unité de temps du processus ( l k ) ,  A) + (]IC’), A’) est donnée par la règle 
d’or de Fermi : 

La probabilité par unité de temps w k l , k  du processus lk) -f lk’) est obtenue en 
pondérant w ( k / , ! , , ) , ( k , J )  par la probabilité moyenne d’occupation p~ de l’état 
initial du système à l’équilibre, et en sommant sur tous les états initiaux et 
tous les états finals di1 système : 

(6.14) 

On associe à w k , , k  la fonction de diffusion S ( q , w )  = h 2 w k ! , k  : 

Dans le cas où A ( r )  est la densité de particules n(r) ,  la fonction de diffusion 
S(q, w )  est aussi désignée sous le nom de facteur de structure dynamique. C’est 
cette dénomination que nous adopterons de façon générale dans la suite de ce 
chapitre. 

En introduisant dans la formule (6.15) la représentation de Fourier de 
la fonction delta, S(w) = ( 2 ~ ) ~ ’  s-, ezwt d t ,  on peut montrer que S ( q , w )  
s’exprime à l’aide d’une fonction d’autocorrélation. Comme l’opérateur A(r )  
est hermitique, on a en effet : 

cc 

On en déduit : 

soit : 

(6.18) 
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L’équation (6.18) montre que le facteur de structure dynamique25 est la trans- 
formée de Foiirier de la fonction d’aiitocorrélation ( A ( q ,  t )A(  -4, O ) ) .  Cette 
propriété a été démontrée par L. van Hove en 1954. 

Dans le cas particulier d’un milieu invariant par translation, on en déduit, 
cn comparant la forniule (6.18) avec la formule (6.12) écrite pour A, = Aj = A : 

I1 est alors possible de déduire du facteur de structure dynamique la fonction 
d’autocorrélation C A A ( ~ ,  t ) .  

7. Propriétés des fonctions d’autocorrélation à l’équilibre 

Nous allons passer en revue quelques propriétés générales des fonctions 
d’aiitocorrélation à l’équilibre (A(q ,  t)A(-q,  O ) )  relatives à un opérateur centré 
A(r ,  t ) ,  et de leiirs transformées de Fourier S(q ,w) .  Nous nous placerons dans 
le cadre quantique, le passage à la limite classique pouvant être effectué si 
nécessaire. 

7.1. Stationnarité 

Les fonctions de corrélation à l’équilibre rie dépendent que de la différence 
de leurs deux arguments temporels. On a par conséquent l’égalité : 

l’instant t o  étant arbitraire. Choisissant t o  = -t on obtient notamment : 

7.2. Dérivation par rapport au temps 

On a la relation : 

25 Des exemples simples de facteurs de structure dynamiques sont présentés dans le 
complénient 12.C. Le facteur de structure dynamique dans un fluide sera étudié dans 
le complément 16.B. 
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Pour démontrer la formule (7.3), on peut par exemple26 dériver la formule 
(7.1) par rapport à t o  : 

En faisant t o  = O dans l’équation (7.4)’ on vérifie tout d’abord la propriété : 

(A(!?’ t)A(-q,  0,) = - ( A h ,  t)A(-q,  O,), (7.5) 

puis, en translatant tous les temps de -t et en changeant ensuite t en -t, la 
formule (7 .3 ) .  

7.3. Conjugaison complexe 

On a la propriété : 

Pour démontrer l’égalité (7.6), on explicite la définition des moyennes à l’équi- 
libre. L’égalité (7.6) s’écrit ainsi : 

(Tr[ / )g~ZHot~hA(q ,  O)ëzHnt /hA(-q ,  O)])  * 

= Tr[poA(q, O)eZHHOt/’A(-q, O)e-zHot/‘], (7.7) 

où po désigne l’opérateur densité à l’équilibre. En utilisant la propriété de 
conjugaison complexe [Tr(AB)] * = Tr(BtAt) ainsi que l’invariance de la trace 
par perniutation circulaire des opbrateurs, on vérifie les forniules (7.7) et (7.6). 

7.4. Caractère réel de la fonction S ( q , w )  

Les formules (7.2) et (7.6) permettent de démontrer que S ( q , w )  est line 

On a,  en effet, en prenant le corriplexe conjugué de la formule de définition 

quant it é réelle. 

(6.18), et en utilisant la formule de conjugaison complexe (7.6)’ 

26 On peut également démontrer la formule (7.3) en écrivant les équations de Heisen- 
berg relatives aux opérateurs A(q ,  t)  et A(-q ,  t), c’est-à-dire itLA(q, t) = [A(q ,  t ) ,  Ho] et 
ihA(-q,t)  = [A( -q ,  t ) , H o ] ,  et en utilisant l’invariance de la trace par permutation circu- 
laire des opérateurs (et a.ussi le fait que l’opérateur densité à l’équilibre est une fonction 
de Ho) .  
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soit encore, en changeant t en -t dans l’intégrale au second membre de l’équa- 
tion (7.8) : 

00 

S * ( q , w )  = L _ ( A ( q , O ) A ( - q ,  - t ) ) e iUtd t .  (7.9) 

En utilisant la propriété de stationnarité (7.2), on vérifie que S*(q ,w)  = 

S(4, w). 

7.5. Propriétés spécifiques des fonctions d’autocorrélation clas- 
siques 

Les fonctions d’aiitocorrélation (A(q .  t)A( -4, O ) )  sont en général des quan- 
tités complexes. C’est seulement pour les systèmes classiques possédant une 
symétrie d’inversion (c’est-à-dire invariants par la transformation 7‘ + -7‘) que 
les fonctions d’aiitocorrélation ( A ( q ,  t )A( -q ,  O)) sont réelles. Ce sont alors des 
fonctions paires di1 temps. 

7.6. Condition de Kubo-Martin-Schwinger 

Les fonctions de corrélation à l’équilibre canonique vérifient la coridition 
de Kubo-Martin-Schwinger : 

Pour démontrer la formule (7.10)’ on explicite la définition des moyennes à 
l’équilibre et l’on utilise explicitement la fornie po = Z - l ë f l H o  de l’opérateiir 
densité canonique (2 = Tr eëPNo désigne la fonction de partition). Le premier 
mernbre de l’égalité (7.10) s’écrit : 

(7.11) 

soit, en effectuant des permutations circulaires d’opérateurs sous la trace, 

(7.12) 

ou encore : 

- Tr [e-~ol i , ,ez( t -zhB)HO/hA(-q,  O)e-“(t-””BHO/hA(q, O)].  z (7.13) 

Cette dernière expression n’est autre que ( A ( - q ,  t-ihP)A(q, O ) ) ,  ce qui démon- 
tre la formule (7.10). 
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7.7. Relation de l’équilibre détaillé 
La relation de l’éyuilibre détaillé s’écrit 

S ( q , w )  = S(-q,  -w)e@Y (7.14) 

De même que la condition de Kubo-Martin-Schwinger, dont elle découle, la 
formule (7.14) est line propriété spécifique des systèmes à l’équilibre canonique. 
Elle exprime la relation entre les facteurs de structure dynamiques relatifs à 
des processus inverses l’un de l’autre, c’est-à-dire caractérisés respectivement 
par les changements de vecteur d’onde et de fréquence angulaire ( q , w )  et 
( -q ,  -w). Si le système possède la symétrie d’inversion r + - r ,  la relation de 
l’équilibre détaillé prend une forme plus simple : 

Pour démontrer la relation (7.14)’ on réécrit tout d’abord la formule don- 
nant S ( q , w )  en utilisant les propriétés (7.6) et (7.10). I1 vient : 

03 

S(q,  w) = ( A ( - q ,  t - ih.P)A(q, O))*ezwt dt .  (7.16) 

On en déduit, puisque S(q,  w) est une quantité réelle : 
30 

S(q ,w)  = L m ( A ( - q , t  - iFq3)A(q,0))e?utdt. (7.17) 

Cette expression de S(q ,w)  est à comparer avec celle de S(-q, -w) : 
Cu 

S(-y, -w) = ( A ( - q ,  t)A(q,O))e-zwt d t .  (7.18) s, 
Pour relier S(y,w) et S(-q ,  -w), on peut étudier l’intégrale de contour : 

(7.19) 

où î~ est le contour rectangulaire de grands côtés égaux à 2R représenté sur la 
Fig. 1 (on fera tendre R vers l’infini à la fin des calculs). La fonction à intégrer 
est analytique dans le domaine intérieur au contour27. L’intégrale I est donc 
nulle d’après le théorème de Cauchy. 

27 On a en effet : 

Pour -0 5 Sm7- 5 O, la série au second membre est convergente. 



Propriétés des fonctions d'au tocorrélation à J'éqiiilibre 339 

y = I m t  I 
Fig. 1. Contour d'intégration 

En détaillant les diverses contributions à I ,  on obtient l'égalité : 
PR 

( A ( - q ,  t )A (q ,  O))eëiwt  d t  
J - R  

+ i ' ( A ( - q ,  R - ihy)A(q,  O))e-iwReë'WY(-ih) dy 

+ / o - ( A ( - q ,  - R  - ihy)A(q,O))e""Reë"Y(-ih)d~ = O. 

(7.20) 

Daris la limite R -f CO, les contributions ii I des deux segments verticaux 
d'abscisses R et -R tendent vers zéro, à la condition qiie les fonctions d'auto- 
corrélation (A(-q,  R-ihy)A(q,O)) et (A(-q,  -R-ihy)A(q.O)) tendent elles- 
mêmes vers zéro dans cette limitez8. On obtient alors l'égalité : 

00 oc [ (A(-q, t )A(q,O))eëiwtdt  = e-Bnu [ (A( -q ,  t - ih/3)A(q,0))e-iwt d t .  
J-00 J-oc 

(7.21) 
Le premier membre de l'équation (7.21) est S(-q, -u), tandis que l'intégrale 
figurant au second membre de cette équation n'est autre que S(q, w). I1 vient 
donc : 

S(-q, -w) = e-PAuS(q,w),  (7.22) 

ce qui démontre la relation de l'équilibre détaillé (7.14). 

28 C'est une hypothèse physiquement raisonnable dans un système possédant un nombre 
infini de degrés de liberté. Er1 revanche, dans les systèmes avec un nombre fini de degrés de 
liberté, les fonctions de corrélation sont des fonctions oscillantes et cette limite n'existe en 
principe pas. On peut cependant la définir en traitant les fonctions de corrélation conime 
des distributions, ce qui permet d'étendre la relation de l'équilibre détaillé à ces systèmes. 
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Appendice du chapitre 12 

Autre démonstration des relations de Kramers-Kronig 

Pour établir les relations de Kramers-Kronig, on peut étudier l’intégrale 
de contour : 

J = d z ,  

où w désigne une fréquence angulaire réelle. La fonction ~ ( z ) ,  analytique 
dans le demi-plan complexe supérieur, est définie par l’intégrale de Fourier- 
Laplace (2.10). Le contour d’intégration l?J représenté sur la Fig. 2 évite, en le 
contournant par un demi-cercle de rayon 6,  le pôle d’abscisse w de la fonction 
x ( z ) / ( ~  - w ) .  Le contour rJ est fermé par un demi-cercle de grand rayon R. 

t I m z  

Fig. 2. Contour pour la démonstration des relations de Kramers-Kronig. 

La fonction x( z )  étant analytique dans le demi-plan complexe supérieur, l’inté- 
grale J de la formule (A.1) est nulle d’après le t,héorème de Cauchy. La fonction 
x ( z )  tend généralement vers zéro lorsque z tend vers l’infini’’. La contribution 
du demi-cercle de rayon R à l’intégrale J s’annule donc dans la limite R + 03. 

I1 vient alors, en détaillant les autres contributions à J : 

29 Comme exemple simple, on peut citer la susceptibilité généralisée xzz(z) d’un oscilla- 
teur harmonique, amorti ou non, qui décroît proportionnellement à z p 2  lorsque z tend vers 
l’infini, excepté dans la limite visqueuse où elle décroît proportionnellement à 2-l (voir le 
complément 12.A). 
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Dans la limite E + O+,  la troisième intégrale du premier membre de l’équation 
(A.2) tend vers - i q ( w ) .  On obtient ainsi la formule : 

En écrivant séparément l’égalité des parties réelle et imaginaire des deux 
membres de l’équation (A.3), on en déduit les relations de Kramers-Kronig 
(formules (3.3)). 

Les relations de Kramers-Kronig doivent être modifiées si x ( z )  ne tend 
pas vers zéro mais vers une constante xo3 lorsque z tend vers l’infini3’. S’il 
en est ainsi, la moyenne hors d’équilibre de la grandeur A comporte, outre 
la contribution retardée s-”, x( t  - t’)a(t’)dt’, line contribution instantanée 
xma(t)  (due à un terme x,s(t) dans la fonction de réponse). On peut encore 
écrire dans ce cas des relations de Kramers-Kronig en travaillant sur la quantité 
x ( z )  - xoo. 

30 Un exemple de comportement de ce type apparaît dans la relaxation diélectrique (voir 
le complément 13.A).  
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Complément 12.A 

Réponse linéaire 
d’un oscillateur amorti 

1. Intérêt général de l’étude de l’oscillateur amorti 

Les propriétés dynamiques de nombreux systèmes physiques sont contrô- 
lées par des modes d’oscillateur. L’information sur la fréquence angulaire et 
l’amortissement de ces modes est contenue dans les fonctions de réponse linéaire 
et les susceptibilités généralisées, ainsi que dans les fonctions de corrélation à 
l’équilibre associées’. 

Nous nous proposons ici d’éhdier les propriétés de réponse linéaire d’un 
oscillateur harmonique classique amorti par frottement visqueux. L’extrême 
simplicité de ce modèle permet en effet de calculer directement, c’est-à-dire 
sans faire appel à la théorie générale de la réponse linéaire, la fonction de 
réponse du déplacement et la susceptibilité généralisée correspondante. Leurs 
propriétés sont généralisables à, tout système dans lequel existent des niodes 
propres de fréquence angulaire finie. 

2. Oscillateur harmonique non amorti 

Le hamiltoriien d’un oscillateur harmonique à une dimension de rnasse m 
et de constante de rappel k s’écrit : 

P2 1 2 Ho = - + -kz . 
2m 2 

Les équations de Hamilton pour le déplacement z ( t )  et l’inipulsion p ( t )  de 
l’oscillateur sont : 

(2.2) 
. P  

in 
x =  -, p =  - k z .  

Voir la théorie générale de la réponse linéaire exposée au chapitre 13. 
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Pour déterminer les modes propres, on suppose que x(1) et p ( t )  sont 
proportionnels à eëiwt. On obtient ainsi l’équation caractéristique : 

k 
m 

-w2 + - = O, 

dont les solutions sont les fréquences angulaires des modes propres : 

L’équation du mouvement de l’oscillateur s’écrit : 

d2x 2 m- + mwox = O. 
dt2 

Le hamiltonien Ho (formule (2.1))’ les équations de Hamilton (2.2) et l’équation 
du mouvement (2.5) de l’oscillateur non amorti sont invariantes par renverse- 
ment du temps. 

3. Oscillateur amorti par frottement visqueux 

On peut introduire un amortissement de manière phénoménologique en 
supposant que l’oscillateur est placé dans un fluide visqueux. La particule 
de masse 7n est alors soumise, outre la force de rappel - k z ,  à une force de 
frottement visqueux -my(dz/dt) caractérisée par le coefficient de frottement 
y > o. 

L’équation du mouvement de l’oscillateur s’écrit alors : 

d2x dx 
dt2  d t  m-- +my- + muix  = O. 

À la différence de l’équation ( 2 . 5 ) ’  l’équation (3.1) n’est pas invariante par 
renversement du temps. Elle a été introduite de manière phénoménologique 
et ne découle pas directement (c’est-à-dire sans approximations) d’un hamil- 
tonien microscopique2. La force visqueuse représente l’effet moyen produit 
sur l’oscillateur par ses interactions avec les très nombreux degrés de liberté 
incohérents du fluide dans lequel il se trouve. L’énergie de l’oscillateur amorti 
décrit par l’équation (3.1) tend à s’écouler irréversiblement vers les modes du 
fluide. Cet écoulement correspond à une dissipation de l’énergie de l’oscillateur. 

L’équation du mouvement (3.1) peut être établie dans le cadre du modèle de dis- 
sipation de Caldeira et Leggett. Le hamiltonien de Caldeira et Leggett décrit le système 
global constitué par l’oscillateur considéré e t  les modes du bain auquel il est couplé. Si ces 
modes forment un continuum, on peut obtenir pour l’oscillateur une équation du mouvement 
irréversible. Dans le cas du modèle de dissipation ohmique, cette équation est de la forme 
(3.1) (voir également à ce sujet le complément 14.A).  
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3.1. Modes propres 

L’équation caractéristique déterminant les fréquences angulaires des modes 
propres de l’oscillateur amorti s’écrit : 

( 3 . 2 )  
2 -w2 - i yw + wg = o. 

Elle a pour solutions : 

(3 .3)  

Deux types différents de mouvements amortis peuvent avoir lieu, selon que 
l’on a y < 2wg ou y > 2w0. 

3.2.  Cas y < 2w, 

Dans ce cas, la fréquence angulaire w1 est réelle. Pour des conditions 
initiales z(0) = 20 et i ( 0 )  = 110, la solution de l’équation (3.1) s’écrit : 

Le déplacement x ( t )  oscille à la fréquence angulaire 01. L’amplitude des oscil- 
lations décroît au cours du temps avec la constante de temps 7 = 27-l. 

3.3.  Cas y > 2w, 

La fréquence angulaire w1 est alors imaginaire pure. Le déplacement z ( t )  
est une combinaison linéaire de deux exponentielles réelles décroissantes’ dont 
les inverses des constantes de temps sont : 

7i -1 = - [ 1 + ( 1 - 4 w , ~  Y 2 -2 ) 112 ] 
~ ~ - ~ = - [ 1 - ( 1 - 4 ~ + ?  Y 2 -2 ) 112 1 .  2 

2 
(3.5) 

Dans la limite visqueuse y >> 2wg, les constantes de temps ri E y-’ et 
7 2  2 yw02 sont bien séparées : 71 << 7 2 .  Pour les temps t > 7 1 ,  on peut alors 
négliger l’exponentielle de constante de temps TI dans l’expression de z ( t ) ,  
ce qui revient à ne pas tenir compte du terme d’inertie dans l’équation (3.1). 
Celle-ci se réduit alors à une équation différentielle du premier ordre : 

da: 2 my-  + mwox = O. 
d t  

La solution de l’équation (3.6) correspondant à la condition initiale ~ ( 0 )  = zo 
s’écrit : 

z ( t )  = zge-W:t/7, t > o. (3 .7)  
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4. Susceptibilité généralisée 

On applique au système une force extérieure FeXt(t). L’équation du mou- 

La susceptibilité généralisée xzz (w) s’obtient en considérant un régime 
harmonique stationnaire dans lequel la force appliquée et le déplacement 
varient en e-iwt. On a : 

Les parties réelle et imaginaire de xzz(w) sont 

La puissance moyenne dissipée, proportionnelle à w ~ ” ( w ) ,  est effectivement 
positive. 

La formule (4.2) pour xzz(w) peut être étendue à un argument complexe 
z de partie imaginaire positive. On définit ainsi une fonction xzz(z) analytique 
dans le demi-plan complexe supérieur : 

1 I 
m -22 + w i  - i y z  x25(z)  = - ’ Smz>O.  (4.4) 

La fonction x z z ( z )  décroît proportionnellement à zp2 lorsque z tend vers 
l’infini (excepté dans la limite visqueuse3). Les pôles du prolongement de 
xzz ( z )  dans le demi-plan complexe inférieur sont les fréquences angulaires 
propres complexes i w l  - iy/2 de l’oscillateur amorti. 

Les caractéristiques de la fonction xzz(w) dépendent de la valeur de 
l’amortissement. Nous les décrirons dans les deux cas y < 2wo et y > 2wo 
(en nous limitant dans ce dernier cas à la limite visqueuse). 

4.1. Susceptibilité dans le cas 7 < 2w, 
En décomposant l’expression (4.2) de xzz(w) en éléments simples, on ob- 

tient : 

(4.5) 
1 + 

w -w1+ 2 w + W l +  2 
Voir le paragraphe 4.2. 
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La décomposition (4.5) est valable quel que soit l’amortissement (faible ou 
non). Toutefois elle ne présente d’intérêt pratique que lorsque w1 est réel, 
c’est-à-dire dans le cas y < 2w0. Dans ce cas, on en déduit que x&(w) est la 
somme algébrique de deux lorentziennes centrées en w = *wl et de largeur y 
(Fig. 1) : 

-1 1 

Fig. 1. Partie imaginaire de la susceptibilité généralisée dans le cas y < 2w0. 

À la limite où l’amortissement tend vers zéro (y < wo), xjllx(w) se présente 
comme la somme algébrique de deux pics en fonction delta centrés en w = f w o  : 

4.2. Susceptibilité dans la limite visqueuse 

Dans ce cx, x z z ( w )  s’écrit : 

1 1  
m wo - iyw xxz (w)  = - 2 

La fonction : 
’ Smz>O, 

1 1  
m wo - i y z  xxz(.) = - 2 

décroît proportionnellement à z- l  lorsque z tend vers l’infini. On a : 

(4.9) 

(4.10) 
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La quantité xZ,(w)/w est constituée d’un unique pic lorentzieri, centré en w = O 
et de largeur 2w;y--’ (Fig. 2). 

O O) 

Fig. 2. La fonction x;,(w)/w dans la limite visqueuse 

5. Fonction de réponse du déplacement 
La fonction XrJ.(t) se déduit de xIZ(w)  par transformation de Fourier 

inverse : 
1 ” ”  

?CZS(t) = lm xzz(W)e-~~tdw. (5.1) 

Nous donnerons son expression dans les deux cas considérés précédemment. 

5.1. Fonction de réponse dans le cas y < 2w, 
En introduisant l’expression (4.5) de xZz(w) daris la formule (5.1), on 

obtient, après intégration : 

La fonction de réponse du déplacement tend vers zéro en oscillant lorsque 
t -f CO. Dans le cas d’un oscillateur non amorti, XZZ(t)  oscille indéfiniment 
sans décroître : 

5.2. Fonction de réponse dans la limite visqueuse 
On utilise l’expression (4.8) de xzl(w).  L’intégrale de Fourier inverse (5.1) 

1 

m y  

conduit à : 

Xz.C(t) = @(t)-e-“:t/Y. (5.4) 

La fonction de réponse du déplacement tend vers zéro sans osciller lorsque 
t -f 03. 
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Complément 12.B 

Polarisat ion électronique 

1. Modèle semi-classique 

En présence d’une onde électromagnétique non résonnante, un système 
atomique acquiert une polarisation électrique. La fonction de réponse permet- 
tant de la déterminer peut être calculée dans le cadre d’un modèle semi- 
classique, dans lequel l’atome est quantifié tandis que le charrip électro- 
magnétique de l’onde est traité comme une grandeur classique. Ce modèle 
est suffisamment simple pour que la fonction de réponse et la susceptibilité 
généralisée puissent être obtenues directement. Ce calcul semi-classique per- 
met notamment d’introduire la notion de force d’oscillateur associée à une 
transition, et de justifier le modèle de Lorentz (complètement classique) de 
l’électron élastiquement lié. 

On considère donc un système atomique avec un niveau foridaniental 
d’énergie €0 et des niveaux excités d’énergie E,, supposés non dégénérés pour 
simplifier, auxquels correspondent des états propres 140) et 14,). On suppose 
que l’atome, initialement dans l’état fondamental \$O) ,  est excité par une onde 
plane rion résonnante’ de fréquence angulaire w. Sous l’effet de cette excita- 
tion, il apparaît un moment dipolaire électrique induit, oscillant à la fréquence 
angulaire w et proportionnel au champ électrique de l’onde lorsque celui-ci est 
faible. 

Le champ électrique E ( t )  de l’onde, parallèle à l’axe Ox, est supposé 
spatialement uniforme. La perturbation est décrite par le hamiltonien dipolaire 
électrique : 

dans lequel e désigne la charge de l’électron et z la composante de son déplace- 
ment sur l’axe Ox. On cherche à calculer la moyenne hors d’équilibre du 
moment dipolaire induit P = m. Cette moyenne (P( t ) )a  est définie par la 
formule : 

H I @ )  = -eE( t )x ,  (1.1) 

(P<t>),  = e(q(t) lzI+(t)) ’  (1.2) 

La fréquence angulaire w ne coïncide donc avec aucune des fréquences angulaires de 
Bohr wno = (en - e o ) / h  asociées aux transitions s’effectuant à partir de 140). 
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où I+(t)) représente l'état du système à l'instant t .  Dans le domaine linéaire, 
on écrit ( P ( t ) ) ,  sous la forme : 

(1.3) 

Dans l'équation (1.3)' g ( t )  = e2XTz( t )  désigne la fonction de réponse linéaire 
de la polarisation. 

2. Fonction de réponse de la polarisation 

Pour calculer X(t),  on prend pour le champ appliqué line inipulsion en 
fonction delta : E(t )  = Ed(t) .  On suppose qu'avant l'application du champ 
l'atonie se trouve dans son état fondamental. On a donc : 

\$J(t))  = e - z Q q 4 " ) ,  t < O, (2.1) 

l@(O-)) = 140). (2.2) 

et ,  juste avant l'application du champ (pour t = O-)  : 

L'impiilsion de champ provoque line discontinuité de l'état du système. On 
peut déterminer cette discontinuité en intégrant l'équation de Sclirodiiiger : 

ih 5!&2 = [Ho - rEG(t).C] /7f!!(t)) 
d t  

entre les instants t = O- et t = O+.  Or1 obtient ainsi : 

Au premier ordre en perturbations, I$(t)) doit être remplacé par 140) dans 
le second menibre de l'équatiori (2.4). I1 vient, compte tenu de la condition 
initiale (2.2) : 

ih(I$(O+)) - I W O ) )  = -eEzl40) .  (2.5) 

On en déduit l'état atomique juste après l'application du champ' : 

L'état du système à un instant t > O est donc 

On a introduit la relation de fermeture C ,  I& ) (& /  = 1. 



352 Complément 12.B : Polarisation électronique 

Le moment dipolaire électrique induit moyen ( P ( t ) ) ,  = e($ ( t ) l z l $ ( t ) )  se 
calcule à l'aide du vecteur d'état I$@)) donné par la formule ( 2 . 7 ) .  L'élément 
de matrice (qf~lxl&) étant nul par symétrie, on obtient au premier ordre en 
perturbations : 

La fonction de réponse linéaire du système atomique est donc : 

3. Susceptibilité généralisée 

Pour un charnp appliqué harmonique E ( t )  = %e(Eeëi"'), la réponse de 
la polarisation s'écrit : 

La susceptibilité généralisée est définie par la formule x ( w )  = 
avec : 

x(w+ic),  

On obtient, l'intégration une fois effectuée : 

( 3 . 3 )  
Les parties réelle et imaginaire de x ( w )  sont : 
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4. Comparaison avec le modèle de Lorentz 

Le modèle de Lorentz est un modèle complètement classique, dans lequel 
le mouvement de l’électron est décrit comme celui d’une particule chargée liée3. 
En présence d’une onde électromagnétique, l’électron est donc soumis à une 
force de rappel proportionnelle à son déplacement, ainsi qu’au champ électrique 
de l’onde. Son équation du mouvement est celle d’un oscillateur harmonique 
(dont on désigne la fréquence angulaire propre par wo) en présence d’une force 
extérieure : 

m- + mwOz = eE( t ) .  (4.1) 
d2x 2 
d t2  

4.1. Susceptibilité du modèle de Lorentz 

Si E ( t )  = Re(EeëtWt) est le champ électrique d’une onde de fréquence 
angulaire w ,  l’équation (4.1) possède, en régime stationnaire, une solution de 
la forme : 

z ( t )  = Re(zeëZwt).  (4.2) 

en: = Xrl(w)E, (4.3) 
On écrit : 

où xc l (w)  désigne la susceptibilité généralisée du modèle de Lorentz (ou suscep- 
tibilité classique). Pour la déterminer, on calcule tout d’abord xc i (w + ZE), et 
l’on fait tendre ensuite t vers O + .  Pour t fini, on obtient, en ne gardant au 
dénominateur que les ternies d’ordre E : 

(4.4) 
e2 1 
m -w2 + w i  - 2itw 

xc,(w + i € )  e - 

À la limite 6 + O + ,  on obtient la susceptibilité généralisée du modèle de 
Lorentz, dont les parties réelle et imaginaire sont : 

(4.5) 

4.2. Comparaison avec la susceptibilité semi-classique. Notion 

Les formules (4.5) sont directement comparables aux formules semi- 
classiques (3.4) (à la condition d’écrire ces dernières pour le cas particulier 

de force d’oscillateur 

Ce modèle a joué historiquement un rôle très important dans l’étude des propriétés 
optiques des milieux matériels. 
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d’un système à deux niveaux EO et € 1 ) .  I1 convient pour cela d’identifier la 
fréquence angulaire propre wo de l’oscillateur du modèle de Lorentz avec la 
fréquence angulaire de Bohr w10 = (€1 - to)/h.  Plus précisément, introduisant 
la quantité : 

l(411X140)12’ (4.6) 

x ( w )  = f l o x c l ( ~ ) [ w o ~ w i ” ] .  (4.7) 

2mw10 
f i 0  = __ Ti 

on peut écrire l’identité : 

La quantité f i 0  est un nombre réel sans dimensions caractéristique de la tran- 
sition 140) + I&), appelé force d’oscillateur de cette transition. 

Plus généralement, pour un système à plusieurs niveaux, on introduit la 
force d’oscillateur associée à la transition 140) i I& ) ,  définie par la formule : 

Pour un hamiltonien non perturbé de la, forme Ho = ( p 2 / 2 r n )  + 4( r ) ,  où r 
et p sont les opérateurs position et impulsion de l’électron, il est possible de 
démontrer la propriété suivante, dite règle de somme des forces d’oscillateur 
(ou règle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn)* : 

n 

On vérifie alors, à partir des formules (3.4) d’une part et (4.5) d’autre part, 

I n 

d’où l’on déduit la relation 

(4.10) 

(4.11) 

Le calcul semi-classique permet ainsi, pour une onde non résonnante, de 
justifier le modèle classique de Lorentz de l’électron élastiquement lié. La sus- 
ceptibilité généralisée semi-classique apparaît comme une combinaison linéaire 
de susceptibilités généralisées du type de celle du modèle de Lorentz. Les 
fréquences angulaires propres des divers oscillateurs s’identifient aux fréquences 
angulaires de Bohr de l’atome. La proportion d’oscillateurs ayant une fréquence 
angulaire propre donnée est donnée par la force d’oscillateur associée à la trari- 
sition correspondante. 

Voir le chapitre 14 pour une discussion générale des règles de somme 
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Complément 12. C 

Exemples de facteurs 
de structure dynamiques 

1. Les exemples 

On présente ici deux exemples élémentaires de facteurs de structure 
dynamiques. Les systèmes considérés, constitués par un atome unique, libre ou 
soumis à un potentiel harmonique, sont décrits par des équations du mouve- 
ment extrêmement simples. Dans des systèmes plus réalistes tels qu’un fluide, 
la détermination du facteur de structure dynamique met en jeu des équations 
du mouvement beaucoup plus complexes, mais s’effectue cependant selon des 
lignes analogues’. 

2. Atome libre 
On considère un atome unique de masse rn, dont les opérateurs position et 

impulsion sont désignés respectivement par TO et PO.  Cet atome, libre, est sup- 
posé en équilibre thermique à la température T .  Pour simplifier, on suppose que 
la statistique à l’équilibre est la statistique classique de Maxwell-Boltzmann. 
Le caractère quantique des équations du mouvement sera cependant pris en 
compte. 

2.1. La densité et sa transformée de Fourier 
L’opérateur associé à l’interaction du rayonnement avec le système est la 

densité n(r,  t )  = 6[r - ~ ( t ) ] .  La transformée de Fourier spatiale’ de n(r,  t ) ,  
définie par : 

n(q, t )  = / n(r, t )  d r ,  (2.1) 

est : 
n(q,  t )  = exp[-iq.ro(t)]. ( 2 . 2 )  

Voir à ce sujet le complément 16.B. ’ Nous gardons la même notation n(. , .) pour la densité n(r,  t )  et sa transformée de 
Fourier spatiale n(q ,  t ) .  
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Pour un atome libre, on a ~ ( t )  = TO + (po/rn)t. Or1 en déduit : 

On peut factoriser l’expression (2.3) de n(q,t) en un produit d’expo- 
nentielles. I1 faut pour cela tenir compte du fait que les opérateurs ~ ( t )  et 
TO ne commutent pas. En utilisant l’identité de Glauber3, on aboutit, soit à 
l’une, soit à l’autre, des deux expressions équivalentes suivantes : 

2.2. Fonction d’autocorrélation de la densité 

La fonction d’autocorrélation de la densité est définie comme la moyenne 
à l’équilibre du produit n(q, t)n(-q, O).  Celui-ci s’écrit, à l’aide de la première 
des formules (2.4) appliquée à n(q, t ) ,  sous la forme : 

La moyenne sur la distribution de Maxwell-Boltzmann (fonction gaiissienne 
de PO) une fois effectuée, on obtient : 

De même, à l’aide de la seconde des formules 
on peut écrire : 

p = (kT)-’ .  (2.6) 

(2.4) appliquée à n(-q, t ) ,  

On en déduit 

Pour deux opérateurs A et B qui commutent chacun avec le commutateur [ A ,  BI, on a 
l’identité de Glauber : 

&+B ~ , A , B , - ~ [ A , B I  
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Les quantités (n(q,  t)n(-q, O)) et (n(q,  O)n(-q, t ) )  sont, l’une comme 
l’autre, invariantes par le changement q --+ -q  (c’est une conséquence du 
fait que le système possède la symétrie d’inversion T 4 - T ) .  On vérifie la 
condition de Kubo-Martin-Schwinger : 

(2.9) (4% O)n(-q, t ) )  = (+q, t - i~P)1z.(Q’ O)).  

2.3. Facteur de structure dynamique 

Le facteur de structure dynamique est défini par la formule : 

On obtient, l’intégration une fois effectuée : 

À vecteur d’onde q donné, S(q,w) est une fonction gaussienne de w centrée 
en w = hq2/2m. La variance q2 kT/m de cette gaussienne augmente avec q et 
avec la température. Le facteur de structure dynamique donné par la formule 
(2.11) vérifie la relation de l’équilibre détaillé S(q, w) = S(q,  -w)eDnw. 

3. Atome dans un potentiel harmonique 

On suppose rnaintenant que l’atome diffuseur évolue dans un potentiel 
d’oscillateur harmonique isotrope. Dans la formule donnant la densité n(r ,  t ) ,  
l’expression de r o ( t )  doit être appropriée au potentiel dans lequel se trouve 
l’atome. Le caractère quantique des équations du mouvement et de la statis- 
tique à l’équilibre sera pris en compte dans le calcul. 

3.1. Fonction d’autocorrélation de la densité 

L’expression du produit n(q, t)n( -q,  0) fait intervenir les composantes 2 0  

et zo(t) des opérateurs T O  et q ( t )  le long du vecteur d’onde q : 

n(q, t)n(-q, 0) = exp[-iqzo(t)l exp(iqz0). (3.1) 

On peut regrouper les deux facteurs figurant au second menibre de l’équation 
(3.1)’ en tenant compte du fait que zo(t) et 50 ne commiitent pas4 : 

On utilise de nouveau l’identité de Glauber. 
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Pour un oscillateur de masse rn et de fréquence angulaire propre wg, on a 
xo(t) = 5 0  coswot+(po/mwo) sinwot. Le commutateur [ ~ ( t ) ,  201 est un scalaire 
qui n’a pas à être moyenné. On a donc : 

Pour déterminer la fonction d’autocorrélation de la densité, on est ainsi amené 
à calculer la valeur moyenne à l’équilibre d’une exponentielle d’opérateur de 
la forme e A ,  dans laquelle l‘opérateur A = -iq[zo(t) - 501 est une combinai- 
son linéaire des opérateurs position et impulsion de l’oscillateur. En utilisant 
l’identité5 

(3.4) 
A A2 

( p -  ) = e x P ( T ) ’  

applicable à ce type d’opérateiirs, on obtient : 

On en déduit : 

La formule (3.6) fait intervenir la fonction d’autocorrélation (xo(t )x”) ,  
ainsi que la moyenne (xi). On a : 

1 où no = (e@Rw() - 1)- 
la température T = (kp1-l. 

désigne la fonction de distribution de Bose-Einstein à 

3.2. Analyse de l’expression de (n(q, t)n(-q,  O ) )  

La fonction d’autocorrélation (n(q, t)n(-q, O))  donnée par la formule (3.6) 
se présente sous la forme d’un produit de deux facteurs exponentiels. Le 
premier d’entre eux, indépendant du temps, 

exp (-4’ (.O)) = exp 

L’identité (3.4) est analogue & la formule de théorie des probabilités donnant la valeur 5 

moyenne de l’exponentielle d’une variable aléatoire gaussienne centrée. 
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est appelé facteur de Debye-Waller et noté ë 2 W ( q ) .  Le second facteur, qui 
dépend du temps, 

peut s’écrire sous la forme équivalente : 

En posant : 
k2 

Y =  2mwo s h v  ’ (3.11) 

on peut réécrire l’expression (3.9) de exp(q2(Xo(t)zo)) à l’aide du développe- 
ment en série suivant : 

cc 

+ ‘)I = X n I n ( y ) ,  12 = O, *1,*2,. . . ’ (3.12) 
-03 

X 

où les In(y) sont les fonctions de Bessel modifiées de première espèce. On 
obtient finalenient la formule : 

00 

(n(q,  t )n( -q ,  0)) = e-2W(q) I n Y e  ( SnPhwo-inwot. (3.13) 
n=-cc 

3.3. Facteur de structure dynamique 
Le facteur de structure dynamique correspondant se calcule par transfor- 

mation de Fourier selon la formule (2.10). On obtient : 

Le facteur de structure dynamique donné par la formule (3.14) vérifie la rela- 
tion de l’équilibre détaillé6 S(q, w) = S(q,  -w)  eohw (le système possède la 
symétrie d’inversion). 

Dans la somme figurant au second membre de l’équation (3.14), le ternie 
n = O correspond à un processus de diffusion élastique au cours duquel il 
n’y a pas d’échange d’énergie entre le rayonnement et la cible. Les termes 
n = &1 représentent les contributions à un quantum au facteur de structure 
dynamique. Les termes avec des valeurs plus élevées de In( représentent les 
contributions & plusieurs quanta. 

Pour le montrer. on utilise la propriété suivante des fonctions de Bessel modifiées : 

Z-n(Y) = In(Y).  
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Chapitre 13 

Théorie générale 
de la réponse linéaire 

La théorie de la réponse linéaire est un formalisme général applicable à 
tout système physique faiblement écarté de l’équilibre. Elle permet d’exprimer 
les fonctions de réponse linéaire et les susceptibilités généralisées en termes 
de fonctions de corrélatiori à l’équilibre des variables dynamiques concernées. 
Par exemple, daris le cas de la réponse à un champ extérieur appliqué, l’une 
des deux variables représente la grandeur conjuguée du champ et l’autre la 
grandeur dorit oz1 mesure la valeur moyenne hors d’équilibre. Le calcul des 
fonctions de réponse linéaire repose sur un développement de perturbations 
au premier ordre de l’opérateur densité (ou de la fonction de distribution) 
du système couplé a71 champ. Les expressions ainsi obtenues coristituent les 
formules de Kubo. 

Dans ce chapitre, après avoir introduit ce formalisme général et établi 
les form7iJes de  Kubo, on étudie les propriétés de symétrie des fonctions de 
réponse linéaire et des fonctions de corrélation à l’équilibre. Certaines de  ces 
propriétés dépendent de la façon dont les variables dyrmniques concernées se 
comportent sous l’effet d u  renversement d u  temps. Les formules de Kubo de 
la théorie de la réponse linéaire permettent ainsi de démontrer les relations de 
réciprocité d ’Onsager. 
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1. Objet de la théorie de la réponse linéaire 

Une méthode très couramment utilisée pour effectuer des mesures sur un 
système physique est de le soumettre à une force extkrieure et d’observer la 
manière dont il y répond. Pour que le résultat d’une telle expérience reflète 
convenablement les propriétés intrinsèques du système, la perturbation créée 
par la force doit être suffisamment faible. 

Dans ce cadre très général, trois types distincts de mesures peuvent être 
effectués : des mesures de réponse proprement dite, des mesures de suscepti- 
bilité consistant à déterminer la réponse du système à une force harmonique, et 
enfin des mesures de relaxation dans lesquelles, après avoir supprimé une force 
appliquée pendant un temps très long, on s’intéresse au retour du système 
à l’équilibre. Les résultats de ces trois types de mesure sont décrits respec- 
tivement par des fonctions de réponse, des susceptibilités généralisées et des 
fonctions de relaxation. Dans le domaine linéaire, ces quantités ne dépendent 
que des propriétés du système non perturbé et sont reliées les unes aux autres. 

L’objet de la théorie de la réponse linéaire est de permettre, pour chaque 
problème physique spécifique, de déterminer les fonctions de réponse, les suscep- 
tibilités généralisées et les fonctions de relaxation. Dans le domaine linéaire, 
ces quantités s’expriment à l’aide de fonctions de corrélation à l’équilibre des 
variables dynamiques concernées du système non perturbé. Les expressions 
correspondantes constituent les formules de Kubo. Pour les établir, on se fonde 
sur lin développement au premier ordre de l’opérateur densité du système par 
rapport à la perturbation créée par le champ extérieur. 

2. Évolution au premier ordre de l’opérateur densité 

Au niveau microscopique, les systèmes physiques sont généralement décrits 
par la mécanique quantique (toutefois, dans certains cas, par exemple pour 
traiter les degrés de liberté de translation des molécules d’un gaz ou d’un 
liquide, on utilise des équations microscopiques classiques). Nous adopterons 
la représentation de Schrodinger (ou le point de vue classique analogue), dans 
laquelle les propriétés d’un système sont déterminées à l’aide de son opérateur 
densité (ou de sa fonction de distribution dans l’espace des phases). Ce sont 
ces quantités dont nous allons, pour commencer, déterminer l’évolution au 
premier ordre en perturbations. 

2.1. Réponse d’un système isolé 

On considère un système physique, initialement à l’équilibre thermody- 
namique et décrit par un Iiamiltonien HO indépendant du temps. L’opérateur 
densité correspondant est désigné par po. Pour unsystème en équilibre avec 
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un thermostat à la température T ,  po est l’opérateur densité canonique’ : 

À partir d’un instant initial t o  (que l’on fera tendre in fine vers -03)’ on 
isole le système du thermostat et on lui applique un champ extérieur a ( t ) ,  sup- 
posé uniforme dans l’espace’. La perturbation est décrite par le hamiltonien3 : 

où A est l’opérateur hermitique4 associé à la grandeur conjuguée du champ 
a ( t ) .  Le hamiltonien du système perturbé est : 

H = Ho + H l ( t ) .  

Pour t > t o ,  le système est isolé. Son opérateur densité p ( t )  obéit à 
l’équation de Liouville-von Neumann : 

(2.4) 

où L désigne l’opérateur de Liouville associé au hamiltonien total5. Nous nous 
proposons de déterminer, au premier ordre en perturbations, la solution de 
l’équation (2.4) satisfaisant à la condition initiale p(t0) = PO.  

2.2. Évolution de l’opérateur densité en régime linéaire 

L’opérateur de Liouville est la somme de deux termes : 

c = c” + c1. (2.5) 

’ I1 s’agit de la situation la plus fréquente, c’est pourquoi nous ferons couramment cette 
hypothèse par la suite. Toutefois, en principe, dans la théorie de Kubo, la distribution à 
l’équilibre n’est pas nécessairement la distribution canonique. 

’ Le cas d’un champ non uniforme sera traité au paragraphe 9. 
Les forces dont l’effet peut se décrire par un hamiltonien du type (2.2) sont appelées 

forces mécaniques. I1 existe d’autres sortes de forces, dont l’effet ne peut s’exprimer de 
cette manière. Par exemple, des inhomogénéités de température ou de potentiel chimique 
contrôlées de l’extérieur produisent au sein d’un système des forces généralisées qui donnent 
lieu à un flux de chaleur ou à un flux de particules. De telles forces sont appelées forces 
thermiques internes. L’étude de la réponse à ce type de forces sera abordée au chapitre 16. 

De manière générale, le harniltonien de perturbation H i ( t )  peut se présenter comme 
une somme du type - C,  a, ( t )A i .  L’effet de chacun des ternies de la somme peut être étudié 
séparément en réginie linéaire. Dans une telle situation, chacun des opérateurs A, n’est pas 
nécessairement liermitique (l’herrniticité globale de H i  (1) exige seulement que. si A, = A i ,  
l’on ait a, = a;) .  

Nous utilisons dans cette première étape le formalisme de l’opérateur de Liouville, qui 
permet de traiter formellement d’une manière unifiée les problèmes classiques et quantiques. 
Nous emploierons dans tous les cas le terme d’opérateur densite et  la notation p ( t )  (pour un 
système classique, il s’agira en fait de la fonction de distribution dans l’espace des phases). 
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Cette décomposition correspond à la décomposition (2.3) du hamiltonien. 
De même, l’opérateur densité peut s’écrire sous la forme : 

En substituant les expressions (2.5) et (2.6) de C et de p ( t )  dans l’équation 
(2.4)’ il vient, puisque iCop0 = O : 

iClP0 - iC,Sp(t) - 

Le dernier terme du second membre de l’équation (2.7) est d’ordre supérieur. 
Pour obtenir la correction au premier ordre à pol on a donc à résoudre l’équation 
d’évolution : 

avec la condition initiale Sp(t0) = O. 

s’écrit : 
Pour cela‘ posons bp( t )  = c ~ ‘ o ~ F ( ~ ) .  L’équation d’évolution de F ( t )  

La solution de l’équation (2.9) correspondant à la condition initiale F(t0)  = O 
est : 

t 
F ( t )  = -2 ,&al’ L i p 0  dt‘. (2.10) 1” 

On en déduit l’expression de 6p( t )  : 

t 
dp( t )  = -i bo e-z‘o(t+tf)C ipo dt’. (2.11) 

La simplification majeure provenant de l’hypothèse de linéarité est la présence 
de l’opérateur de Liouville non perturb6 dans l’exposant de l’opérateur d’évolu- 
tion. 

À ce stade, il convient de préciser la signification6 de LIP ,  : 

1 
ClPO = j4HI’POI. 

La formule (2.11) s’écrit donc : 

(2.12) 

(2.13) 

~ 

Les notations du cas quantique étant plus familières, c’est ce dernier que nous choisis- 
sons de développer ici, le cas classique étant traité en appendice à la fin de ce chapitre. 
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soit, en tenant compte de l’expression (2.2) du hamiltonien de perturbation : 

(2.14) 

Dans la formule (2.14)’ l’opérateur A, écrit en représentation de Schrodinger, 
ne dépend pas du temps. Par ailleurs, l’opérateur de Liouville LO n’agit que 
sur A et non sur PO, puisque po et Ho commutent. On a donc : 

a(t’)[A’(t’ - t),po] dt’, (2.15) 

où AI@) = eLCutA = eiHOt/h.AeëiHOt/h. désigne l’opérateur A en représentation 
d’interaction (c’est-à-dire en représentation de Heisenberg par rapport au 
hamiltonien non perturbé HO) .  

Après passage à la limite t o  + -03, il vient : 

(2.16) 

3. Fonction de réponse linéaire 

3.1. Formule de Kubo 
On s’intéresse à l’effet de la perturbation décrite par H l ( t )  sur l’évolution 

temporelle de la valeur nioyenne hors d’équilibre (B(t))a d’une grandeur phy- 
sique représentée par un opérateur hermitique B. Cette moyenne s’écrit en 
représentation de Schrodiriger sous la forme : 

On obtient, en utilisant la décomposition (2.6) de l’opérateur densité, 

où ( B )  = Tr(p0B) désigne la valeur moyenne de B à l’équilibre. On suppose 
pour simplifier que B est centrée, c’est-à-dire que (B) = O. 

Dans ces conditions, on déduit de la formule (2.16) pour Sp(t) l’expression 
au premier ordre en perturbations de (B(t))a : 

t 
(B(t)), = 1 a(t’)Tr([A’(t’ - t ) , p o ] B )  dt’. 

-Co 

(3.3) 
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I1 vient, en utilisant l’invariance de la trace par permutation circulaire des 
opérateurs : 

La quantité Tr ([B, A’ (t’ - t ) ]po)  n’est autre que la valeur moyenne à l’équilibre 
([B, A’(t’-t)]). I1 est donc possible d’effectuer une translation de ses arguments 
temporels sans la modifier et d’écrire7 : 

( 3 . 5 )  

La réponse (B( t ) )a  au preniier ordre en perturbations est de la forme : 

00 

( B ( t ) ) ,  = / 2 B ~ ( t  - t’)a@’) dt’. 
-03 

La formule (3 .5 )  montre que la fonction de réponse linéaire X B A ( ~ )  s’exprime 
à l’aide d’une valeur moyenne à l’équilibre d’un commutateur de variables 
dynamiques du système non perturbé. L’une de ces variables, A ,  représente la 
grandeur conjuguée du champ appliqué, l’autre, B, la grandeur dont on mesure 
la valeur moyenne hors d’équilibre. 

L’expression obtenue pour la fonction de réponse, 

I l 

où O ( t )  désigne la fonction de Heaviside, est la formule de Kiibo’ pour j & ~ ( t ) .  
La moyenne figurant dans la formule (3.7) est une moyenne à l’équilibre 
calculée à l’aide de l’opérateur densité po. Si l’un ou l’autre des opérateurs 
A ou B commute avec Ho, la fonction de réponse linéaire 2 ~ ~ ( t )  s’annule. 

3.2. Expression de x ~ ~ ( t )  à l’aide des états propres et des valeurs 
propres de HO 

On désigne par { lq5n)} une base d’états propres de Ho, d’énergies en (les 
niveaux sont supposés non dégénérés). C’est aussi une base d’états propres 

Tandis que ( B ( t ) ) a  désigne la valeur moyenne hors d’équilibre de B ,  une quantité 
telle que ([B’(t ~ t ’ ) , A ] )  désigne une moyenne à l’équilibre d’un commutateur de variables 
dynamiques en représentation d’interaction. Aucune erreur d’interprétation n’étant possible, 
nous supprimerons dorénavant l’indice supérieur I pour les opérateurs en représentation 
d’interaction figurant dans les fonctions de réponse et les fonctions de corrélation associées. 

La forniiile classique analogue à la formulc ( 3 . 7 )  est démontrée en appendice à la fin 
de ce chapitre. 
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de PO, puisqiie po et Hg cornmutent. On peut réécrire la formule (3.7) sous la 
forme : 

soit’, en désignant par II, = (4,lp,-l&) la popiilation à l’équilibre de l’état 
I&) : 

XBA(t) = i @ ( t )  II, (BnqAqTLeiwnqt - A nq B q n  eiwqnt 1 . (3.9) 
n>q 

On peut aussi écrire, en intervertissant les indices n et q dans la deuxième 
somnie aii second membre de l’équation (3.9) : 

(3.10) 

Ainsi, la fonction de réponse ; iBA ( t )  apparaît comme une superposition d’expo- 
nentielles imaginaires oscillant aux fréquences angulaires de Bohr du système 
non perturbé. Pour un système possédant un nombre fini de degrés de liberté, 
le spectre de HO est discret, et il en est de même du spectre de Fourier de 
X B A ( ~ ) .  La fonction de réponse est alors iine somme dénombrable de fonctions 
périodiques. Une telle fonction ne tend pas vers zéro lorsque t 4 CO : un 
système fini possède donc en ce sens une (( mémoire )) infiniment longue“. 
Noiis allons illustrer cette propriété de la fonction de réponse sur deux exemples 
simples. 

Oscillateur harmonique 

La fonction de réponse zzz ( t )  dii déplacenient d’un oscillateur Iiarmoniqiic 
de masse m et de fréquence angiilaire propre wo est une fonct,ion sinusoïdale 
oscillant & la fréquence angulaire wg : 

(3.11) 

Atome perturbé par iin champ électrique 

Revenons sur l’exemple de la fonction de réponse X z z ( t )  permettant de cal- 
culer la polarisation d’un système atomique perturbé par un champ électrique 
dans le cas où l’atome non perturbé se trouve dans son état fondamental 140). 

’ Dans la formule (3.9), les quantités wlLq = ( e n  - f q ) / F t  sont les fréquences angulaires 
dc Bohr di1 système non perturbé. 

lo Il s’agit ici d’un système fini décrit par un hamiltonien. Ceci exclut un système tel que 
l’oscillateur amorti par frottement visqueux, dont la fonction de réponse d u  déplacement 
terid vers zéro lorsque t 4 CO. 
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L'opérateur densité correspondant est le projecteur po = l&,)(q5o/. I1 s'agit 
donc d'un calcul à température nulle. 

Les formules (3.7) et (3.9) s'écrivent simplement dans ce cas : 

(3.12) 

et (les populations des diffkrents niveaux étant II0 = 1, IIn#o = O )  : 

Ainsi, la fonction de réponse de la polarisation d'un atome, initialement dans 
son état fondamental (40) et perturbé par un champ électrique, est une somme 
de fonctions sinusoïdales : 

(3.14) 

La formule (3.14) est en accord avec le résultat du calcul direct effectué 
précédemment. 

On vérifie sur ces deux exemples que, dans un système fini, la fonction 
de réponse ne tend pas vers zero lorsque t 4 03. Dans un système infini en 
revanche, le spectre de Fourier de la fonction de réponse est continu. Celle-ci 
tend donc vers zéro lorsque t + 03. 

4. Relation avec la fonction de corrélation canonique 

On s'intéresse ici à un système initialement en Squilibre avec un thermo- 
stat à la température T ,  pour lequel po est l'opérateur densité canonique (2.1). 
La population à l'équilibre de l'état I&) est donc : 

Dans ces conditions, la valeur moyenne ( [B( t ) ,  A]) intervenant dans la formule 
(3.7) peut être réécrite de façon plus simple (sans commutateur). 

Pour calculer ( [ B ( t ) ,  A]) = Tr( [A, p o ] B ( t ) ) ,  on utilise l'identité suivante" : 

P B  

On peut vérifier l'identité (4.2) en calculant les éléments de matrice des deux membres 
sur la base { I& ) } .  



Susceptibilité généralisée 371 

Compte tenu de la formule (4.2) et de l’équation d’évolution de l’opérateur A 
(%A = [A, Ho]) ,  on peut écrire : 

La fonction de réponse (3.7) apparaît ainsi sous la forme : 

(4.3) 

On introduit la fonction de corrélation canonique de Kubo k ~ ~ ( t ) ,  définie 
de la façon suivante : 

Dans la formule (4.5), A(-ihX) = eXHuAeëAHo désigne l’opérateur A en 
représentation d’interaction au temps imaginaire 4h.X. 

La formule (4.4) montre que la fonction de réponse X B A ( t )  d’un système 
initialement en équilibre avec un thermostat à la température T s’exprime en 
termes de la fonction de corrélation canoriiqud2 de B avec A : 

5 .  Susceptibilité généralisée 

La réponse linéaire (B( t ) )a  à un champ appliqué a ( t )  de transformée de 
Fourier a(w),  conjugué d’une grandeur A, a pour transformée de Fourier : 

La susceptibilité généralisée X B A ( W )  est la transformée de Fourier au sens des 
distributions de la fonction de réponse X B A ( ~ ) .  Pour l’obtenir, on calcule tout 
d’abord : 

XBA(t )ezwteëFt  d t ,  

l2 La formule classique correspondant à la formule (4.6) est démontrée en appendice 3. la 
firi de ce chapitre. 
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puis : 
XBA(w)  = lim XBA(W + i c ) ,  (5 .3 )  

€-O+ 

Si l’on exprime , Y ~ . 4 ( t )  à l’aide de la formule (3.10)’ on obtient pour X B A ( W )  

l’expression : 

I1 est utile, z étant l’affixe d’un point du demi-plan complexe supérieur, 
d’introduire la transformée de Fourier-Laplace X B A  ( z )  de %BA ( t )  : 

cci 

X B A ( z )  = 1 XBA(t)eZZt d t ,  ~ r n z  > O. (5.5) 

En utilisant une fois encore la formule (3.10)’ on obtient : 

La formule (5.6) fait apparaître les singularités de X B A ( Z )  : à chaque fréquence 
angulaire de Bohr wqn du système est associé un pôle de X B A ( Z )  sur l’axe réel. 
Pour un système fini décrit par un hamiltonien, les pôles de X B A ( Z )  restent 
séparés les uns des autres par une distance minimale. I1 est alors possible de 
définir X B A ( Z )  dans tout le plan complexe (à l’exception des pôles) par un 
prolongement analytique direct de la formule (5.6). Revenons à ce propos sur 
les deux exemples considérés précédemment. 

Oscillateur harmonique 
On a, pour tout z # f w o  : 

Atome perturbé par un champ électrique 
Pour un atome initialement dans son état fondamental 140) et perturbé 

par un champ électrique, on a, pour tout z # f w , ~  : 

De manière générale, lorsque la taille du système tend vers l’infini, les 
pôles de X B A ( Z )  se resserrent. A la limite d’un système infini, ils forment un 
continuum. L’ensemble discret de pôles situés sur l’axe réel devient alors une 
coupure et la formule (5.6) n’est valable que pour 9rn z # O. I1 convient alors 
d’introduire une fonction caractérisant la densité de pôles sur l’axe réel en 
fonction de w : c’est la fonction spectrale <BA(w). 
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6. Fonction spectrale 

6.1. Définition 
La fonction spectrale [ B A ( W )  est définie par 

373 

Seuls les t,ermes avec 71. # q de la double somme au second membre de la formule 
(6.1) fournissent une contribution non nulle à &A(w).  Comme la fonction de 
réponse, la fonction spectrale s’annule si l’un ou l’autre des opérateurs A ou 
B commute avec Ho. 

Les opérateurs A et B ayant été supposés hermitiques, on a la propriété : 

E ~ A ( w )  = < A B ( w ) .  (6.2) 

6.2. Transformée de Fourier inverse 

La transformée de Fourier inverse de (BA(W) est, par définition : 

En reportant dans la formule (6.3) l’expression (6.1) de < B A ( w ) ,  on démontre 
la formule : 

1 
< B A ( t )  = s ( [ B ( t ) ’  (6.4) 

En comparant la formule (6.4) avec la forniille de Kubo (3.7) pour la fonction 
de réponse, on vérifie la relation : 

X B A ( t )  = Lic->(t)EBA(t) .  (6.5) 

Dans le cas particulier B = A ,  on a <AA(W) = x I ( ~ ~ ( w ) .  

6.3. Représentation spectrale de X B A ( Z )  

Les formules (5.6) et (6.1) montrent que l’on peut écrire une représentation 
spectrale de X B A ( Z )  en ternies de &A(w) : 
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À la différence de la définition intégrale (5.5)’ valable seulement pour Sm z > 0, 
la représentation spectrale (6.6) permet de définir X B A ( Z )  en tout point d’affixe 
z situé en dehors de l’axe réel. 

On a la propriété (valable pour tout z en dehors de l’axe réel) : 

XBA(Z) = X A B ( Z * ) .  (6.7) 

Sur l’axe réel, on a, d’après la forniule (5.2) et la formule (6.6) (écrite pour 

La fonction X B A ( Z )  définie par la représentation spectrale (6.6) prend des 
valeurs différentes de part et, d’autre de la coupure : 

On a : 
lim X B A ( W  + i f )  - lim X B A ( W  - i t )  = % < B A ( W ) .  (6.10) 

€‘O+ F-O+ 

La fonction spectrale <BA(W)  représente donc, au facteur (22)-’ près, la 
différence entre les valeurs prises par X B A ( Z )  au bord supérieur et au bord 
inférieur de la coupure au point d’abscisse w = X e z .  Le premier terme du 
premier membre de l’équation (6.10) n’est autre que X B A ( W ) ,  tandis que le 
second terme, qui fait intervenir X B A ( W  - if) = x A B ( w  + i t ) ,  est égal à 

X B A ( W  - i t )  = xAB(u).  La forrriiile (6.10) s’écrit donc : 

(6.11) 

Er1 général, les siisceptibilités X B A ( W )  et X A B ( W )  ne sont pas égales, et la fonc- 
tion spectrale <BA(W)  ne s’identifie pas avec la partie imaginaire de x B A ( ~ ) .  

Toutefois, dans le cas particulier B = A,  on a : 

(6.12) 

Dans le cas d’un système fini, <BA(W)  est une somme dénombrable de 
distributions de Dirac. Ce n’est donc pas une fonction, mais une distribution. 
Nous donnons ci-dessous son expression dans les deux exemples simples déjà 
considérés. 

Oscillateur ha,rmonique 

On a : 

(6.13) 
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0 Atome perturbé par un champ électrique 
La fonction spectrale &z(w)  pour un atome, initialement dans son état 

fondamental 140) et perturbé par un champ électrique, s’écrit : 

7. 

un 

Relaxat ion 

Lors d’une mesure de relaxation, le système est tout d’abord soumis à 
champ a ( t )  pendant un temps suffisamment long. Le champ est ensuite 

soudainement coupé. On étudie alors la relaxation d’une grandeur B ,  c’est- 
à-dire la manière dont la valeur moyenne hors d’équilibre (B( t ) )a  tend vers 
la valeur moyenne à l’équilibre13 (B). On désigne par S(B(t)) ,  l’écart à la 
moyenne (B( t ) )a  - ( B ) .  

7.1. Préparation d’un état hors d’équilibre 
À l’instant initial (qui sera pris égal à -00)’ le système est en équilibre 

avec un thermostat. On l’isole alors du thermostat et on lui applique un champ 
a ( t )  de la forme : 

Le champ atteint sa valeur finale a en un tenips caractéristique de l’ordre de 
7-l (Fig. 1). Le système s’écarte ainsi progressivement de l’état d’équilibre 
initial. Dans la limite 7 4 O f ,  la perturbation est établie adiabatiquement. 

a ( t )  = a P O ( - t ) ,  ri > O. (7.1) 

O t  

Fig. 1. Le champ a@). 

À l’instant t = O, on coupe brusquement le champ. Le système évolue alors 
librement sous l’effet de Ho seul. Le comportement de 6(B( t ) ) ,  pour t > O 
décrit la relaxation de B à partir de l’état hors d’équilibre atteint à t = O. Le 
champ appliqué est supposé suffisamment faible pour que la relaxation puisse 
être convenablement décrite par une théorie linéaire. 

l3 La grandeur B n’est pas ici supposée centrée. 
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7.2. Détermination de S(B(t)) ,  
On a, en régime linéaire, 

Co 

S(B(t)) ,  = a .I’ e % - t ’ ) h I ( t  - t’) dt’, 
-03 

soit : 

À la limite 7 --f O f ,  on obtient la formule : 

S(B( t ) ) ,  = XBA( t ’ )  dt’, (7.4) 
t 

où l’intégrale JtW ;~BA(t’)cit’  est définie comme 
formule (7.4) est valable aussi bien pour t 5 O que pour t 3 O. 

Jt“ X B A ( t ’ ) ë E t ’ d t ’ .  La 

Cas t 5 O 
Pour t 5 O, la borne inférieure effective de l’intégrale au second membre 

de l’équation (7.4) est O. On a donc : 

La formule (7.5) montre que l’écart à l’équilibre de la valeur nioyenne de 
B pour t 5 O ne dépend pas du temps et s’exprime comme le produit de 
l’amplitude a du champ appliqué par la susceptibilité statique X B A ( W  = O)  = 

X B A ( ~ ) P - - ~ ~  d t  : 

b(B( t ) ) , , t<o = a X B A ( w  = 0). (7.6) 

Cas t 2 O 

Pour t 2 O, on part de la formule (7.4), réécrite sous la forme : 

S(R(t)),,t,o = ~ X B A ( ~  = O) - a X B A ( ~ ’ )  dt‘. (7.7) h’ 
On calcule le second terme du second membre de l’équation (7.7) en utilisant 
la formule de Kubo (4.6), réécrite sous la forme : 

X B A ( ~ )  = -o(t) (A(-iizX)B(t)) dX. Io  
L’intégration sur le temps une fois effectuée, on obtient à partir de la formule 
(7.7) l’expression de S(B(t)) ,  pour t 2 O : 
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7.3. Formule de Kubo pour la susceptibilité statique 
La susceptibilité statique joue un rôle central dans le calcul de G(B(t)),, 

aussi bien pour t 5 O (formule (7.6)) que pour t 2 O (formule (7.9)). On a,  en 
utilisant l’expression (7.8) de la fonction de réponse : 

x B A ( w  = O )  = - F - t O +  lim Lm ëtt 1’(A(-ZhX)B(t)) dXdt .  (7.10) 

Pour en déduire une formule de Kubo poiir X B , ~ ( W  = O),  on effectue iine 
intégration par parties à E > O fini de l’intégrale sur le temps dans la formule 
(7.10). I1 vient : 

X B A ( W  = O )  = 1 (A(-ZhX)B) dX - lim eëtt  1 (A(- ihX)B(t))  dXdt .  

(7.11) 
Les éléments de matrice de B(t )  oscillent aux fréquences angulaires de Bohr 
du système non perturbé. On a donc14 : 

P 00 P 

€’O+ 

Dans la formule (7.12), les opérateurs A’ et Bo sont définis15 par leurs éléments 
de matrice sur la base propre de Ho : 

{ ~ I A I O , ) ’  En = E, 
(7.13) (OnIAOI4,) = 

En # E,. 

On en déduit l’expression de la susceptibilité statique16 : 

(7.14) 

La formule (7.14) fait intervenir la fonction de corrélation canonique à temps 
égaux K B - B [ i , A - A n ( t  = O) : 

l4 On utilise la forniuie : 

lS Si les niveaux d’énergie de HO ne sont pas dégénérés, les opérateurs A’ et Bo ne 
possèdent que des éléments diagonaux sur la base propre de HO.  Ils peuvent alors être 
appelés parties diagonales des opérateurs A et B par rapport à Ho. 

Une discussion plus complète de la Susceptibilité statique est présentée en appendice à 
la fin de ce chapitre. On y compare notamment la susceptibilité statique X ~ A ( U  = O) avec 
la susceptibilité isotherme x g A .  
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I 

d ( B ( t ) ) a . t i û  = aPKB-BO,A-A”(t = 0). 

Si l’un ou l’autre des opérateurs A ou B commute avec H o ,  la susceptibilité 
st at ique s’annule. 

(7.16) 

Pour t 2 O, la grandeur B relaxe. En introduisant la formule de Kubo 
(7.15) pour X B A ( W  = O) dans la formule (7.9), on obtient : 

soit : 

(7.18) 

Ainsi, la relaxation de B pour t 2 O fait intervenir la fonction de corrélation 
canonique KB-~o,A-AO(~). La forniule (7.18) est la formule de Kubo pour la 
relaxation. 

On peut introduire la fonction de relaxation   BA(^), définie pour t 2 O 

@ B A ( t )  = Pf?B-RO,A-Aü(t), t 2 o. (7.19) 

I 

par : 

On a : 
S(B(t>),  = ~ Q B A ( ~ ) .  (7.20) 

D’après la formule (7.4), la fonction de réponse et la fonction de relaxation 
sont reliées par : 

> -  

CO 

 BA(^) = 1 j&~( t ’ )  dt’, t 2 O. 

On a,  inversement : 

(7.21) 
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7.5. Lois de relaxation usuelles 

Les processus de relaxation peuvent souvent être décrits en termes d'une 
fonction de relaxation exponentielle : 

I1 s'agit de la relaxation de Debye17. La fonction de relaxation (7.23) est 
complètement caractérisée par le temps de relaxation T et la condition ini- 
tiale @(O)  = 1. 

Dans beaucoup de systèmes cependant", les dynamiques de relaxation 
s'écartent des lois exponentielles (et sont généralement beaucoup plus lentes). 
Les processus de relaxation sont alors décrits au moyen de diverses autres 
fonctions, par exemple à l'aide de la loi de Kohirausch- Williams- Watts (ou 
exponentielle étirée), 

011 bien d'une loi du type 

(7.25) 

décroissant pour t >> r comme une loi de puissance. 

7.6. Détermination des fonctions de corrélation à l'équilibre à 
partir des fonctions de réponse linéaire 

I1 s'agit de la problématique inverse de celle qui a été développée jusqu'ici 
dans ce chapitre : grâce aux formules de Kubo, il est possible d'obtenir les fonc- 
tions de corrélation à l'équilibre à partir des fonctions de réponse correspon- 
dantes dans une situation faiblement hors d'équilibre, ce qui présente un intérêt 
pratique dans les cas où ces fonctions de réponse peuvent être déterminées de 
manière indépendante. 

Par exemple, certains problèmes de relaxation en régime linéaire peuvent 
se traiter en calculant directement à partir des équations linéarisées di1 mou- 
vement la transformée de Fourier-Laplace S ( B ( z ) ) ,  de S(B(t)) ,  : 

(7.26) 

l7 Le modèle de Debye de la relaxation diélectrique est décrit dans le complément 13.A. 

lS I1 en est par exemple ainsi dans les verres de spin et  les verres structuraux, ainsi que 
dans d'autres systèmes complexes. 
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En régime linéaire, 6 ( B ( z ) ) ,  est reliée à X B A ( Z ) .  On obtient en effet, à partir 
des formules (7.7) et (7.8), la relationl9 : 

En introduisant dans la formule (7.27) l’expression de 6 ( B ( z ) ) ,  déduite directe- 
ment des équations du mouvement, on peut obtenir l’expression de X B A ( Z )  et 
en déduire la fonction de corrélation à l’équilibre intervenant dans la formule de 
Kubo associée. Cette méthode peut être utilisée pour le calcul des coefficients 
de transport”. 

8. Symétries des fonctions de réponse et de corrélation 

Les symétries du problème étudié permettent d’obtenir un certain nombre 
de relations vérifiées par les fonctions de réponse linéaire et les fonctions de 
corrélation à l’équilibre. 

Toiites les fonctions intervenant dans la théorie de la réponse linéaire étant 
reliées les unes aux autres, il suffit d’étudier les propriétés I de symétrie de l’une 
d’entre elles, par exemple celles de la fonction & ~ ( t )  (proportionnelle à la 
valeur moyenne à l’équilibre ( [B( t ) ,  A ] ) ) .  

8.1. Stationnarité. Conjugaison complexe 

Stationnarité 
Le système non perturbé étant à l’équilibre, la fonction <B,BA(~) est sta- 

tionnaire, c’est-à-dire invariante par translation dans le temps. Or1 a donc : 

c’est-à-dire : 

On en déduit, par transformation de Fourier : 

l9 La formule (7.27) contient la même information que la formule (7.7). Elle peut ap- 
paraître comme plus esthétique que cette dernière. Cependant elle se complique beaucoup 
lorsqu’intervienrient plusieurs opérateurs d’entrée, autrement dit lorsque le hamiltonien de 
perturbation est de la forme - 1, a,(t)A,. 

2o Les formules de Greeri-Kubo permettant de calculer les coefficients de transport à 
partir des fonctions de corrélation à l’équilibre seront établies aux chapitres 15 et 16. 
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e Conjugaison complexe 

on a : 
7 

Par suite, si la fonction spectrale <AB(W) est invariante lorsque l’on échange les 
opérateurs A et B ,  c’est une fonction réelle et impaire de w .  Si < A B ( W )  change 
de signe lors de cette permutation, c’est une fonction imaginaire pure et paire 
de w .  

8.2. Propriétés liées au renversement du temps 

La façon dont se comportent les opérateurs A et B ainsi que l’opérateur 
densité po sous l’effet du renversement du temps détermine des propriétés de 
symétrie supplémentaires des fonctions de réponse et de corrélation. 

Avant d’analyser ces propriétés, il convient de caractériser l’effet du ren- 
versement du temps sur A et B‘ ainsi que sur Ho et PO. En mécanique quan- 
tique, on décrit le renversernent di1 temps par un opérateur antiunitaire 7 .  Si 
1 ~ 4 ~ )  et 1 ~ 4 ~ )  sont les états déduits des états I&) et 14q) par renversement du 
temps, on a l’égalité (T&)T&) = (dyl&,). Le renversement du temps appli- 
qi ié  à im opérateur A conduit à un nouvel opérateur ~ A - r t .  Le renversement 
du temps appliqué à un produit, d’opérateiirs met en jeu un renversement de 
l’ordre des opérateurs. 

e Signature d’un opérateur 

Très souvent, un opérateiir A se transforme sous l’effet dii renversement 
du tenips conime : 

TA(~)T ’  = e ~ A ( - t ) ,  (8.7) 

où E A  = i l .  S’il en est ainsi, l’opérateur A possède une signature bien définie 
E A  par rapport au renversement du temps. Par exemple, le renversement du 
temps ne change pas l’opérateur position d’une particule mais renverse son 
opérateur vitesse : 

‘ T Z ( t ) d  = z ( - t ) ,  T.(t )d = -.(-t). (8 .8)  

La signature de la position est donc E ,  = fl, tandis que celle de la vitesse est 
€v = -1. 
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e Effet d’un champ magnétique 

En l’absence de champ magnétique, Ho et po sont invariants par ren- 
versement du temps. Cependant, Ho et po peuvent dépendre d’un champ 
magnétique extérieur H brisant cette invariance. Un tel champ est couplé 
à des grandeurs de signature -1. On a : 

T & ( H ) T t  = & ( - E l ) ,  TPo(H)d = Po(-H). (8.9) 

Les opérateurs transformés de Ho et de po par renversement du temps corres- 
pondent au hamiltonien et à l’opérateur densité du système dans le champ - H .  

8.3. Relations de réciprocité 

On suppose que HO et po sont invariants par renversement du temps : 

THOT+ = Ho, TPOTt = po. (8.10) 

On considère des opérateurs A et B possédant des signatures bien définies 
E A  et €5. En appliquant les règles relatives au comportement des différents 
opérateurs par rapport au renversement du temps, on peut démontrer les deux 
identités suivantes : 

(8.11) 
( B  ( t )  A )  = EA f B  ( A ( t ) B )  i (AB@)) fAfB(BA(t ) ) .  

On en déduit les relations de réciprocité vérifiées par la fonction  BA(^), 

 BA(^) = C A ~ B S A B ( ~ ) ,  (8.12) 

et, par transformation de Fourier, celles vérifiées par la fonction spectrale 

Compte tenu des formules (8.6), on en déduit que, si les opérateurs A et B 
ont des signatures par renversement du temps identiques, la fonction spectrale 
<AB(W)  = <BA(W)  est une fonction réelle et impaire de w,  tandis que, si A et 
B ont des signatures différentes, la fonction spectrale <AB(W)  = -<BA(w) est 
une fonction imaginaire piire et paire de w. 

En ce qui concerne la fonction de réponse, les relations de réciprocité 
s’écrivent : 

X B A ( ~ )  = ~ A ~ B X A B ( ~ ) .  (8.14) 

En présence d’iin champ magnétique H ,  on a : 
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Ces relations sont vérifiées par le tenseur de conductivité électrique en présence 
d’un champ magnétique extérieur, ainsi que par le tenseur de susceptibilité 
magnétique2’. 

Les formules de Kubo de la théorie de la réponse linéaire fournissent donc 
un moyen microscopique de calculer les coefficients cinétiques. Ceux-ci vérifient 
les relations de réciprocité d’Onsager ou d’Onsager-Casimir, qui se trouvent 
ainsi démontrées. 

9. Phénomènes non uniformes 

La formule de Kubo pour la fonction de réponse se généralise au cas où 
le système est perturbé par un champ extérieur non homogène a ( r , t ) .  La 
perturbation est alors décrite par un hamiltonieri de la forme : 

Dans le domaine linéaire, la moyenne hors d’équilibre d’une grandeur centrée 
B ( r )  s’écrit : 

03 

(I?(?-, t ) ) ,  = .I’dr’ .I‘ X B A ( r ,  t ; T I ,  t’)a(?-’, t’) dt’. (9.2) 
-cc 

La réponse est dans ce cas à la fois non locale et retardée. 

La formiile de Kubo généralisant la formule (3 .7 )  du cas homogène s’écrit : 

i 
h 

X B A ( T ,  t ; T ’ ,  t’) = -O(t - t’)( [B(T ,  t ) ,  A(T’ ,  t ’ )]) .  

I I 

La fonction de réponse X B A ( T ,  t ; r‘, t’) ne dépend que de t - t’. Si le système 
non perturbé est invariant par translation dans l’espace, X B A ( T ,  t ; r’, t’) ne 
dépend pas séparément de r et de T’ ,  mais seulement de la différence T - r’. 

Ainsi, dans la théorie de la réponse linéaire, la réponse du système à 
une perturbation extérieure, traduisant donc une situation hors d’équilibre, 
s’exprime en termes de certaines moyennes à deux temps dans l’état d’equilibre, 
c’est-à-dire de fonctions de corrélation à l’équilibre. La valeur moyenne hors 
d’équilibre ( B ( r ,  t ) ) u  d’une grandeur centrée B(r) ,  linéaire pour des excita- 
tions faibles, est calculée à l’aide d’une fonction de réponse 2 5 A  ( r ,  t ; r’, t’) 
causale et invariante par translation dans le temps (ainsi que, le cas échéant, 
dans l’espace). 

21 Voir le complément 13.B. 
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Appendices du chapitre 13 

A l .  Réponse linéaire classique 

Les formules classiques de la théorie de la réponse linkaire se déduisent 
des formules quantiques analogues via la correspondance : 

2 
{ ’  I + + ’  1 (A1.l) 

entre commutateurs et crochets de Poisson. 

Sans faire appel à cette correspondance, nous allons présenter ici une 
démonstration directe des formules classiques pour la correction du premier 
ordre à la fonction de distribution ainsi que pour la fonction de réponse linéaire 
(en nous limitant au cas d’une perturbation spatialenient homogène). 

A l .  1. Expression de 6 p ( t )  en mécanique classique 

On a : 
ClPO = +HI’ P o } .  

La formule (2.11) s’écrit donc : 

(A1.2) 

(A1.3) 

soit, en tenant compte de l’expression (2.2) du hamiltonien de perturbation : 

L’opérateur de Liouville Co n’agit que sur A. On a donc : 

t 

S P ( t )  = l<, a(t’){A(t’ - t ) ,  P o l  dt’. 

où A( t )  = eiCotA. Après passage à la limite t o  + -CO, il vient 

t 
Sp(t) = 1 a(t’){A(t’ - t ) ,  P O }  dt’. 

-00 

(A1.4) 

(A1.5) 

(A1.6) 
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Ai.2. Fonction de réponse linéaire classique : formule de Kubo 
La grandeur B étant supposée centrée, sa valeur moyenne en présence du 

champ extérieur est, : 

Il vient, en utilisant l’expression (A1.6) de 6p( t )  : 

(A1.7) 

En utilisant la propriété22 : 

(A1.9) 

on obtient : 

soit encore, par translation des arguments temporels de la fonction de corréla- 
tion à l’équilibre ( { B ,  A(t’ - t ) } )  = (N!h3N) -1  J { B ,  A(t’ - t ) }po dqdp : 

t 

( B ( t ) ) ,  = J’ a(t’)({B(t  -t‘),A})dt’. (Al. 11) 

La formule (Al . l l )  montre que la fonction de réponse linéaire classique s’expri- 
me à l’aide d’une valeur moyenne à l’équilibre d’un crochet de Poisson de 
variables dynamiques (formule de Kubo) : 

-03 

(Al.  12) 

A1.3. Expression de x ~ ~ ( t )  en termes de la fonction de corréla- 
tion ( ~ ( t ) A j  

Lorsque po correspond à l’équilibre canonique, la fonction de réponse 
donnée par la formule générale (A1.12) peut s’écrire sous la forme plus simple 
suivante : 

X B A ( t )  = @@(t)(B(t)A). (Al.  13) 

22 L’identité (A1.9) se démontre en utilisant des intégrations par parties et le fait que la 
fonction de distribution po s’annule pour q7 = f o o  ou p ,  = im. 
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Pour démontrer la formule (A1.13)’ on part de la formule (A1.12). Celle-ci fait 
intervenir la valeur moyenne du crochet de Poisson {B( t ) ,  A}, soit : 

(A 1.14) 
On a,  par définition des crochets de Poisson, 

(Al.  15) 

où l’indice i repère les différents degrés de liberté du système de liamiltonien 
HO. Comme PO est la fonction de distribution canonique, on a : 

(A1.16) 

soit : 
{A ,  P o )  = -PPo{A, Ho).  (A1.17) 

Compte tenu de l’équation d’évolution A = { H O ,  A}, la formule (A1.17) s’écrit : 

{A’ P o )  = bPoA. (A1.18) 

On obtient finalement l’égalité : 

({W’ 4) = P(B(t)A)’ (Al.  19) 

ce qui démontre la formule (A1.13). Celle-ci se déduit d’ailleiirs très directe- 
ment de l’expression quantique correspondante (formule (4.6)) : en effet, dans 
le cas classique, les différents opérateurs commutent, et la fonction de corréla- 
tion canonique de Kubo krjA(t) s’identifie avec (B( t )A) .  

A2. Susceptibilité statique d‘un système isolé et susceptibilité 
isotherme 

A2.1. Susceptibilité statique d’un système isolé 
Revenons sur le calcul de X B A ( W  = O). La susceptibilité statique est définie 

comme la transformée de Fourier de X B A ( ~ )  à fréquence angulaire nulle : 

xBA(w = O) = lim j&A(t)e-tt d t .  (A2.1) 

Pour obtenir X B A ( W  = O), on utilise la formule de Kubo qui permet, d’exprimer 
la fonction de réponse ) C B A ( ~ )  d’un système isolé en termes de la fonction de 
corrélation canonique2’ KBA(t) : 

€+Of 6” 

X B A ( ~ )  = -@(t) (A(-ihX)B(t)) dX. (A2.2) 

23 Ceci suppose que le système est initialement en équilibre avec un thermostat à la 
température T .  
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En reportant l’expression (A2.2) de g ~ ~ ( t )  dans la formule (A2.1)’ on obtient, 
l’intégration sur le temps et le passage à la limite t -f O+ une fois effectués : 

B 
(A(-ihX)B) dX - lim (A(-ihX)B(t)) dX. (A2.3) 

t+m .lo 
On peut montrer24 que, dans la limite t 4 CO, ne subsistent dans le second 
terme du second membre de l’équation (A2.3) que les éléments de matrice 
entre états propres de même énergie des opérateurs A et B. On a donc : 

X B A ( W  = O) = (A(-ihX)B) dX - /3(AoBo), (A2.4) 

soit, en termes de la fonction de corrélation canonique à temps égaux des 
opérateurs A - A’ et B - Bo : 

.lup 

(A2.5) 

L’expression (A2.5)’ obtenue à l’aide de la formule de Kubo pour la fonction 
de réponse, est celle de la susceptibilité statique d’un système isolé. 

La susceptibilité statique n’est pas nécessairement égale à une suscepti- 
bilité thermodynamique. Dans ce qui suit, nous allons définir et déterminer la 
susceptibilité isotherme xBA,  et examiner dans queIles conditions physiques il 
est possible d’identifier X B A ( W  = O) et x S A .  

A2.2. Susceptibilité isotherme 

La susceptibilité isotherme correspond en effet à une situation physique 
différente de la précédente : le système soumis au champ appliqué n’est pas 
isolé de l’extérieur, mais reste constamment en contact avec un thermostat à 
la température T .  

Pour calculer x g A ,  on suppose que le système, tout en étant en contact 
avec le thermostat, est soumis à un champ extérieur a indépendant du temps. 
Son hamiltonien s’écrit donc : 

H = Ho - aA. (A2.6) 

24 On utilise le théorème d’Abel, 

t’a lim L’(A(-ihX)B(t)) dX = C 4 0 +  lim e l m  e-‘t L’(A(-ZFA)B(t)) dX, 

et l’identité : 
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En régime linéaire, la susceptibilité isotherme correspondant à la réponse de 
la grandeur B à la perturbation créée par le champ a est définie de la façon 
suivante : 

(A2.7) 

Dans la formule (A2.7)’ (B)a  désigne la valeur moyenne de B à l’équilibre en 
présence du champ appliqué : 

(A2.8) 

De même, (B) est la valeur moyenne de B à l’équilibre en l’absence de champ : 

(A2.9) 

Pour calculer ( B ) u  au premier ordre, on écrit le développement à cet ordre de 
l’exponentielle e-iî(Ho-uA), soit : 

et l’on en déduit le développement au premier ordre de l’opérateur densité à 
l’équilibre en présence du champ : 

Dans la formule (A2. 11)’ (A) désigne la valeur moyenne de A à l’équilibre en 
l’absence de champ. On déduit alors de la formule (A2.7) l’expression de la 
susceptibilité isotherme : 

(A2.12) 

La formule (A2.12) fait intervenir la fonction de corrélation canonique à temps 
égaux des opérateurs A - (A) et B - (B) : 

Dans le cas particulier B = A, la susceptibilité isotherme est égale à la fonction 
de corrélation canonique à temps égaux des fluctuations de A : 

XTAA = P&-(A) ,A- (A) ( t  = 0). (A2.14) 
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Dans le cas classique, la formule (A2.14) permet de relier xZA à la variance 
des fluctuations de A à l’équilibre en l’absence de champ : 

A2.3. Discussion 

La comparaison entre la susceptibilité statique d’un système isolé calculée 
via la formule de Kubo et la susceptibilité isotherme met en évidence le fait 
que ces deux quantités sont en principe différentes. 

Comme le montrent les formules (A2.4) et (A2.12), X B A ( W  = O )  et xgA 
ne sont égales que si l’on a l’identité : 

( A o B o )  = ( A ) ( B ) .  

La condition (A2.16) s’écrit aussi : 

(A2. 

(A2. 

Cette dernière égalité est une hypothèse physiquement raisonnable, reliée aux 
propriétés d’ergodicité des variables dynamiques concernées. Elle n’est pas 
vérifiée a priori de façon générale. Elle l’est toutefois dans les systèmes possé- 
dant un très grand nombre de degrés de liberté. 
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Complément 13.A 

Relaxat ion diélectrique 

1. Permittivité diélectrique et polarisabilité 

On considère un diélectrique homogène, que l’on suppose isotrope ou de 
symétrie cubique. Lorsqu’il est soumis à un champ électrique extérieur Eext, 
le diélectrique, de volume V, acquiert un moment dipolaire électrique M et 
une polarisation P = M / V .  

Lorsque le champ appliqué est suffisamment faible, la réponse du matériau 
diélectrique est linéaire. Elle peut être décrite, soit par une quantité macro- 
scopique, la permittivité diélectrique E(w) ,  soit par une quantité microscopique, 
la polarisabilité ~ ( w ) .  Pour établir la relation entre ~ ( w )  et ( ~ ( w ) ,  il faut 
définir de manière précise les différents champs mis en jeu. I1 s’agit notam- 
ment, au niveau macroscopique, du champ de Maxwell  EM^^, et, au niveau 
microscopiqiie, di1 champ local Eloc. 

1.1. Champ de Maxwell et champ local 

Le champ de Maxwell est le champ macroscopique intervenant dans les 
équations de Maxwell. I1 représente la moyenne di1 champ microscopique e sur 
une petite région entourant chaque point : 

La théorie des milieux diélectriques repose aussi sur la notion de champ local. 
Le champ local Eloc en un point (par exemple en un site d’un cristal) est 
la somme du champ macroscopique En/lex et du champ créé par les dipôles 
intérieurs à l’échantillon, à l’exception du dipôle présent au site considéré’. 

Pour établir la relation entre le champ de Maxwell et le champ local, on 
considère un échantillon diélectrique ayant la forme d’un ellipsoïde avec l’un 
de ses axes parallèle au champ appliqué (dans un tel ellipsoïde, si le champ 

Le champ local Eloc ne doit pas être confondu avec le champ microscopique e qui, quant 
à lui, est la somme du champ extérieur et  du champ créé par tous les dipôles intérieurs à 
l’échantillon. 
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extérieur est uniforme, la polarisation l’est également). On écrit usuellement le 
champ créé par les dipôles sous la forme d’une somme de trois termes, El, E2 

et E3. Le champ El est le champ dépolarisant provenant des charges situées 
sur la surface extérieure de l’échantillon. Pour définir les champs E2 et ES,  
on imagine une cavité sphérique fictive creusée dans le diélectrique et centrée 
au point considéré. Les charges de polarisation sur la surface de cette cavité 
sont à l’origine du champ E2, dit champ de cavité de Lorentz, tandis que les 
dipôles se trouvant à l’interieur de cette cavité créent un champ E3. Compte 
tedu de ces différentes contributions, le champ local s’écrit sous la forme : 

Le champ de Maxwell est la somme du champ extérieur et du champ dépolari- 
sant : 

E M a x  = Eext f El. (1.3) 

On a donc, entre le champ de Maxwell et le champ local, la relation : 

e Champ dépolarisant 

On écrit généralement le champ dépolarisant sous la forme : 

où Nx, Ng et N, sont les facteurs de dépolarisation2. 

e Champ de Lorentz 

Le champ de Lorentz E2 est dû aux charges de polarisation sur la surface 
de la cavité sphérique fictive. On a : 

47l 
3 

E2 = - P  

0 Champ des dipôles à l’intérieur de la cavité 

Parmi les champs contribuant au champ local, le champ E3 est le seul qui 
dépend de la structure du matériau. Dans un milieu isotrope ou de symétrie 
cubique, on a : 

E3 O. (1.7) 

Les valeurs des facteurs de dépolarisation dépendent des rapports entre les axes prin- 
cipaux de l’ellipsoïde. Dans le cas d’un échantillon sphérique, on a N = 47r/3 pour tout axe. 
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Compte tenu des formules (1.6) et ( l .7) ,  la relation (1.4) s’écrit 

47r 
3 Eloc =  EM^^ + - P ,  

indépendamment de la forme (sphérique ou non) de l’échantillon. La formule 
(1.8)’ appelée relation de Lorentz, est toujours valable (à la condition que le 
milieu considéré soit isotrope ou de symétrie cubique). 

Dans le cas d’un échantillon sphérique pour lequel N, = Nv = Nz = 47r/3, 
la relation (1.2) devient simplement : 

E l o c  = Eext. (1.9) 

1.2. Relation de Clausius-Mossotti 
On se place dans le régime de réponse linéaire. La permittivité diélectrique 

E d’un milieu isotrope ou de symétrie cubique est définie par la relation : 

 EM^^ + 47rP = E E M ~ ~ .  

On déduit des formules (1.8) et (1.10) la relation entre le champ local ct le 
champ de Maxwell : 

ES-2 
3 

D’un point de vue microscopique, on introduit la polarisabilité cy liée à chaque 
dipôle p en écrivant la relation de proportionnalité suivante : 

(1.10) 

(1.11) Eloc = ~ EMax. 

p = Q E l o c .  (1.12) 

La polarisabilité caractérise urie propriété atomique ou ionique, tandis que la 
permittivité diélectrique dépend en outre de la manière dont les atomes ou les 
ions sont assemblés au sein du matériau. Si N est le nombre de dipôles par 
unité de volume, on a : 

P = NaEi,,. (1.13) 

En utilisant la relation de Lorentz (1.8), ainsi que les formules (1.10) et 
(1.13) pour P ,  on démontre la relation de Clausius-Mossotti entre E et Q: : 

&-I 47r 
~ = -Na.  
& + 2  3 

(1.14) 

1.3. Détermination des propriétés optiques du milieu 
La permittivité diélectrique du milieu détermine notamment ses propriétés 

R2 = E .  (1.15) 

optiques. En particulier, l’indice de réfraction complexe f i  est défini par : 
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I1 est de la forme n = n + Z K ,  où n désigne l’indice de réfraction usuel et K le 
coefficient d’extinction caractérisant l’amortissement de l’onde dans le milieu. 
On a, en désignant respectivement par E’ et E” les parties réelle et imaginaire 
de E : 

E’ = n2 - K~~ E” = 2 n ~ .  (1.16) 

Le champ électrique d’une onde électromagnétique de fréquence angulaire 
w se propageant dans le milieu parallèlement à l’axe Oz est de la forme : 

E(*, t )  ~ E O e - 2 W ( t - 7 1 Z / C )  e - W K Z / C  (1.17) 

L’absorption de l’onde par le milieu est caractérisée par le rapport : 

(1.18) 

Le coefficient d’absorption K ,  qui représente l’inverse d’une longueur d’absorp- 
tion, est relié à la partie imaginaire de la permittivité diélectrique : 

(1.19) 

2. Mécanismes microscopiques de polarisation 

Le calcul de la polarisabilité d’un matériau diélectrique requiert une étude 
microscopique. En pratique, il existe trois mécanismes principaux de polari- 
sation, dont l’importance relative dépend de la fréquence angulaire du champ 
extérieur. 

e Polarisatioii électronique 

La polarisation électronique provient du déplacement des électrons par 
rapport au noyau, c’est-à-dire de la déformation de la couche électronique. 
Dans le domaine optique, la polarisation électronique est le mécanisme fournis- 
sant la contribution la plus importante à la permittivité diélectrique. On 
peut calculer la polarisabilité électronique en utilisant le modèle classique de 
l’électron élastiquement lié, ou, quantiquement, en faisant appel aux forces 
d’oscillateur. 

O Polarisation ionique 

La Polarisation ionique provient du déplacement relatif des ions de signe 
opposé en présence d’un champ électrique appliqué. 

e Polarisation orientationnelie ou dipolaire 

Ce mécanisme de polarisation apparaît dans des substances composées de 
moments électriques permanents plus ou inoins libres de changer d’orient,ation 
dans le champ. C’est un cas courant dans les gaz et les liquides. 
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Nous nous proposons ici d’étudier la polarisation orientationnelle d’un 
liquide diélectrique formé de molécules polaires, c’est-à-dire possédant un rno- 
ment dipolaire permanent. Nous calculerons la permittivité diélectrique du 
liquide, tout d’abord en suivant la théorie phénoménologique proposée par 
P. Debye, puis en élaborant un modèle microscopique traité dans le cadre de 
la théorie de la réponse linéaire. 

3. Théorie de Debye de la relaxation diélectrique 

Dans certains liquides polaires, par exemple l’eau, l’alcool . . ., les cons- 
tantes diélectriques statiques ont des valeurs importantes. Par exemple, pour 
l’eau à température ambiante, la permittivité diélectrique statique E ,  vaut 
81, tandis que la Permittivité diélectrique aux fréquences optiques3 E, vaut 
1,77. La différence entre E,  et E, est due principalement à la polarisation 
par orientation des moments dipolaires, effective aux basses fréquences mais 
n6giigeaMe aux fréquences supérieures à environ lo1’ spl. 

3.1. Modèle de Debye pour ~ ( w ) .  Diagramme Cole-Cole 
En 1929, P. Debye a expliqué les valeurs importantes de E~ dans certains 

liquides en supposant que les molécules possèdent des moments dipolaires per- 
manents susceptibles de s’écarter de leur orientation d’équilibre, leur retour 
vers celle-ci étant caractérisé par un temps de relaxation4 T .  Si la fréquence 
angulaire w du champ appliqué est très supérieure à T - ’ ,  la molécule ne peut 
plus (( suivre )) le champ. Debye propose en conséquence d’écrire la polarisa- 
bilité sous la fornie : 

0 O 
1 ~ i w r  

a ( w )  = -, 

où (YO désigne la polarisabilité orientationnelle statique. 
Dans un liquide peu dense, on a E ( W )  E 1. On peut donc confondre le 

champ local et le champ de Maxwell, et simplifier la formule de Clausius- 
Mossotti (1.14) en écrivant : 

& ( W )  - 1 = 47rN4w). ( 3 . 2 )  
I1 vient alors5, compte tenu de la modélisation (3.1) : 

(3.3) 

Le fait que E~ # 1 est dû  aux autres mécanismes de polarisation qui entrent eu jeu 
aux fréquences plus élevées que celles auxquelles l’on s’intéresse. 

Les temps de relaxation peuvent dépendre fortement de la température. Par exemple, 
daris l’eau à température ambiante, on a 7-l  - 3 x 10’’ sP1, tandis qu’à -20°C, on a 

On a ici E~ = 1, puisque l’on ne considère pas d’autrcs mécanismes de polarisation 
7 - 1  - 103 s-1. 

que la polarisation orientationnelle. 
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Les parties réelle et imaginaire de E(W) sont données par les formules : 

1 
1 + w27-2 E’(W) - 1 = ( E ,  - 1) 

E”(W) = ( E ,  - 1) 
wr I 1 + w27-2’ 

(3.4) 

avec E, - 1 = 47rNuo. Les courbes correspondantes sont représentées sur la 
Fig. 1. 

I I I 

Fig. 1. Modèle de Debye : [ ~ ’ ( w )  - 1]/4.irNao et €’’(w)/47rNCY0 en fonction 
de wr. 

Une autre représentation couramment utilisée dans les problèmes de 
relaxation diélectrique est le diagramme Cole-Cole, dans lequel E’(w) est porté 
en abscisse et E”(w) en ordonnée. Éliminant w entre E’(w) et E”(w) (formules 
(3.4)), on obtient l’équation : 

Le diagramme Cole-Cole associé au modèle de Debye est donc un demi-cercle 
(E” > O). Le temps de relaxation peut être lu directement sur ce diagramme, 
puisque ~ ” ( w )  devient maximum pour w = 7-l (Fig. 2).  

E“ I 

O OT >> 1 1 > “s oz << 1 F’ 

Fig. 2. Modèle de Debye : diagramme Cole-Cole. 
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3.2. Absorption d’une onde électromagnétique 
Le liquide étant peu dense (n  E 1)’ le coefficient d’absorption donné par 

WE“ 

la formule (1.19) s’écrit : 

K E - .  (3.6) c 
Dans le modèle de Debye, il vient : 

Le coefficient d’absorption croît tout d’abord avec w, puis sature pour w r  >> 1 : 
c’est le plateau de Debye (Fig. 3). 

KcT/(E~- 1 ) 

O I 

Fig. 3. Modèle de Debye : coefficient d’absorption. 

3.3. Discussion 
En réalita, la théorie de Debye n’est valable que pour wr << 1. La partie 

du diagramme Cole-Cole expérimental correspondant à w r  >> 1 présente en 
effet une sorte de protubérance, c’est-à-dire une zone dans laquelle E’ < 1, 
absente du diagramme semi-circulaire Correspondant au modèle de Debye. De 
même, pour w r  > 1, le coefficient d‘absorption mesuré ne presente pas de 
plateau mais une décroissance. 

Le modèle de Debye de la polarisation orientatorinelle se révèle donc insuf- 
fisant pour expliquer l’allure des courbes de relaxation diélectrique cffective- 
ment observées dans les liquides polaires. Nous allons voir les améliorations 
qui peuvent être apportées par unc description microscopique fondée sur la 
théorie de la réponse linéaire. 

4. Modèle microscopique de la polarisation orientationnelle 

Nous nous intéressons ici à un liquide constitué de moléciiles (( rigides n 6 .  
Leur mouvement orientatiorinel peut’ avec une bonne approximation, être 

Nous excluons donc les molécules présentant des degrés de rotation internes libres ou 
presque libres. 
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décrit dans le cadre de la mécanique classique (dans un intervalle d’énergie 
d’ordre kT, il existe à température ambiante beaucoup de niveaux de rota- 
tion). 

4.1. Formule de Kubo pour E ( W )  

Nous supposons que le champ extérieur Eex t ( t ) ,  parallèle à l’axe Ox, pro- 
duit seulement une petite perturbation. Le hamiltonien du système perturbé 
s’écrit7 : 

H = Ho - M E e x t ( t ) .  (4.1) 
Le liquide étant isotrope en moyenne, le moment dipolaire induit moyen est 
parallèle à Ox. En régime de réponse linéaire, il est de la forme : 

Par transformation de Fourier, on en déduit (avec des notations standard) : 

(WJ)), XMM(w)Gxt (w) .  (4.3) 

X.WM(t) = m ( t ) ( M ( t ) l q ,  (4.4) 

La fonction de réponse X h f ~ [ ( t )  est donnée par la formule de Kubo, 

que l’on peut réécrire sous la forme 

On suppose que la relation entre le champ local et le champ extérieur est 
simplement donnée par la formule (1.9). On a alors N a ( w )  = Vp1x~fiT(w).  
Compte tenu de la relation de Clausius-Mossotti (1.14), les quantités x ~ ~ M ( w )  
et E ( W )  sont reliées par la formule : 

soit : 

& ( W )  - 1 - 47r 1 
E ( W )  + 2  3 v - - - X M M ( W ) ,  -~ 

Xn.rn/r(t)eiWt d t .  

(4.6) 

(4.7) 

En reportant daris l’équation (4.7) l’expression (4.5) de X M M ( ~ ) ,  on obtient la 
formule : 

(4.8) 
E ( W )  - 1 47r 1 O0 d ( M ( t ) M )  
E ( w ) + ~  -,,’1 dt 

eîwt d t ,  - - 

‘ Pour simplifier, nous désignons simplement par M la composante n/r, du moment 
dipolaire induit. 



Modèle microscopique de la Polarisation orientationnelie 399 

qui, à cause de l’isotropie moyenne du liquide, peut se réécrire sous la forme 

La formule (4.9) est valable quelle que soit l’origine du moment dipolaire de 
l’échantillon (polarisation ionique, orientationnelle . . .) . Nous allons l’appliquer 
au calcul de la polarisation orientationnelle d’un fluide polaire peu dense. 

4.2. Permittivité diélectrique d’un fluide peu dense constitué de 

Dans un fluide peu dense, on a E ( W )  P 1 et la formule (4.9) se simplifie : 

molécules polaires peu polarisables 

(4.10) 

Lorsque les molécules sont peu polarisables, le moment électrique du 
système trouve son origine essentiellement dans l’orientation des dipôles molé- 
culaires. On écrit donc : 

(4.11) 

où MO est la contribution orientationnelle au moment dipolaire’ 

4.3. Fonction d’autocorrélat ion (Mo ( t )  .MO) 
Le moment Mo est la somme des moments dipolaires individuels des 

différentes molécules polaires : 

Mo = X P i .  
i 

(4.12) 

En effet, le moment dipolaire M dépend, de manière générale, des coordonnées des 
centres de masse des molécules (désignées symboliquement ci-dessous par T), de l’ensemble 
des angles d’Euler dans le référentiel du laboratoire (désignés par O), et enfin des coordonnées 
internes fixant la position des noyaux dans les molécules (désignées par ni) .  On peut écrire, 
si les déplacements internes restent de faible amplitude, 

soit : 
M = Mo + Mi, 

où Mo est la contribution au moment dipolaire due à l’orientation des molécules (considérées 
comme des bâtonnets rigides) et Ml la contribution des vibrations. Celles-ci étant supposées 
de faible amplitude, la contribution la plus importante à M est Mo. C’est la seule dont nous 
tenons compte ici, ce qui revient à faire = 1. 
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Le fluide étant dilué, les corrélations d’orientation entre des molécules diffé- 
rentes sont négligeables et l’on peut écrire approximativement : 

(MO(t).MO) CY N V ( P i  ( t )  .Pi)  

( N V  est le nombre total de molécules). On a donc : 

À fréquence angulaire nulle, on a : 

47rN 
3kT 

E, - 1 = - (p?) .  

On déduit des équations (4.14) et (4.15) la formule : 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

Si u, désigne le vecteur unitaire parallèle à pt, on peut réécrire l’équation 
(4.16) sous la forme : 

(4.17) 

où la fonction S ( t )  = (u%(t).uL) est proportionnelle à la fonction d’autocorréla- 
tiori d’un dipôle individuel. À l’instant initial, on a S(0) = u: = 1. Au fiir et 
à mesure des collisions que subit la molécule, S ( t )  décroît (et tend vers zéro 
aux grands temps). 

4.4. Fonction d’autocorrélation d’un dipôle individuel. Interpré- 
tation du diagramme Cole-Cole expérimental 

Le calcul explicite de S ( t )  nécessite un modèle pour la dynamique micro- 
scopique d’un dipôle rigide. Si l’on suppose que S ( t )  décroît exponentiellement, 
c’est-à-dire si l’on écrit : 

S ( t )  = e-1’7, t > 0, (4.18) 

le temps T étant une mesure de la durée de la corrélation de ui(t) avec ui(O), 
on obtient pour la permittivité diélectrique l’expression : 

1 ~. - & ( W )  - 1 
- 

&,-1 1 - i w r  
(4.19) 
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C’est l’expression de Debye (formule (3.3)). 

Cependant, comme le montrent les expériences, le résultat (4.19) n’est 
pas correct aux fréquences angulaires mettant en jeu des temps très inférieurs 
à T .  En d’autres termes, la forme approchée (4.18) de S ( t )  n’est pas valable 
aux tenips courts. La fonction d’autocorrélation S ( t )  (prolongée de façon paire 
pour t < 0) doit en effet être analytique en t = 0, et donc posséder à l’origine 
une dérivée première nulle (la dérivée seconde ii l’origine devant, pour des 
raisons physiques, être négative). Pour obtenir le comportement de ~ ( w )  aux 
fréquences angulaires w >> 7-l’ on peut intégrer par parties l’intégrale présente 
au second membre de l’équation (4.17) : 

En réitérant l’intégration par parties, on engendre iin développement de E ( W )  

en puissances inverses de w : 

& ( W )  - 1 S(0) S(0) 
E, ~ 1 iw ( iw)2  

+ .  __ -__  - - (4.21) 

Comme S(0) = 0, le premier terme non nul du développement (4.21) est le 
terme en S(0).  Par suite, pour W T  >> 1, on peut écrire la formule approchée : 

E ( W )  - 1 S(0) 
~ N ~, - 

E, - 1 W 2  
(4.22) 

dans laquelle S(0)  < O. En écrivant l’égalité des parties réelle et imaginaire9 
des deux membres de l’équation approchée (4.22), il vient : 

S(0) 
E (w) - 1 CY ( E ,  - 1)- 

W 2  (4.23) 
( E I l ( W )  = 0. 

Les formules (4.23) permettent de comprendre l’originel0 de la protiibérance 
E’ < 1 observée sur le diagranime Cole-Cole expérimental (Fig. 3 ) .  Elles mon- 
trent de plus que le coefficient d’absorption h’ = wE”/’nc tend vers zéro lorsque 
w + 00, ce qui explique la redescente de la courbe K ( w )  observée pour wr >> 1. 

Nous avons négligé les corrélations d’orientation entre des molécules différentes. Si l’on 
tient compte de ces corrélations, on aboutit à une permittivité diélectrique avec une partie 
imaginaire non nulle. 

lo Le mécanisme microscopique précis permettant d’expliquer l’analyticité de S ( t )  en 
t = O n’est pas décrit ici. Par analogie avec la fonction d’aiitocorrélation de la vitesse d’une 
particule brownienne, on peut penser que ce mécanisme met en jeu un temps microscopique 
beaucoup plus petit que le temps de relaxation T. 



402 Complément î3.A : Relaxation diélectrique 

Bibliographie 

N.W. ASHCROFT and N.D. MERMIN, Solid state physics, W.B. Saunders 
Company, Philadelphie, 1976. 

W. JONES and N.H. MARCH, Theoretical solid-state physics : non-equilibrium 
and disorder, Vol. 2 ,  Dover Publications, New York, 1973. 

C. KITTEL, Introduction to solid state physics, Wiley, New York, eighth edi- 
tion, 2005. 

R. KUBO, M. TODA and N .  HASHITSUME, Statistical physics I I  : nonequilib- 
rium statistical mechanics, Springer-Verlag, Berlin, second edition, 1991. 

D. A. MCQUARRIE, Statistical mechanics, Harper Collins Publishers, New 
York, 1976. 

R. ZWANZIG, Nonequilibrium statistical mechanics, Oxford University Press, 
Oxford, 2001. 

Références 

P .  DEBYE, Polare Molekeln, Hirzel, Leipzig, 1929. 

K.S. COLE and R.H. COLE, Dispersion and absorption in dielectrics I. Alter- 
nating current characteristics, J .  Chem. Phys. 9, 341 (1941). 

S.H. GLARUM, Dielectric relaxation of polar liquids, J .  Chem. Ph,ys. 33, 1371 

R.H. COLE, Correlation function theory of dielectric relaxation, J .  Chem. 
Phys. 42, 637 (1965). 

(1960). 



Complément 13.B 

Résonance magnétique 

1. Formulation du problème 

Nous proposons dans ce chapitre, à titre d’exemple d’application de la 
théorie quantique de la réponse linéaire, une étude du principe de la résonance 
magnétique’ . On considère un système de spins placés dans un champ magné- 
tique extérieur H ( t ) .  Chacun des spins porte un moment magnétique. De façon 
générale, le moment magnétique M associé à un moment angulaire J est de 
la forme M = y J  (y est le rapport gyromagnétique2). Dans les expériences 
de résonance magnétique, le champ magnétiqiie appliqué est la somme d’un 
champ statique Ho et d’un petit champ oscillant Hl( t )  perpendiculaire à Ho : 

H ( t )  = Ho + H ’ ( t ) .  (1.1) 

Lorsque les spins ne sont soumis à aucune autre interaction, le moment 
magnétique moyen ( M ( t ) ) ,  induit par le champ évolue selon l’équation : 

En présence d’interactions susceptibles de faire relaxer le mornent magnétique 
moyen, on écrit, au lieu de l’équation (1.2), une équation d’évolution de la 

dans laquelle le terme de relaxation d(M(t)),/dt]relax représente l’ensemble des 
phénomènes conduisant à la relaxation de vers sa valeur d’équilibre. 

I1 existe plusieurs types de phénomènes de résonance magnétique, la résonance magné- 
tique nucléaire, la résonance paramagnétique électronique . . ., ainsi dénommés selon que les 
spins sont portés par des noyaux, des électrons . . . Nous nous limitons ici à ilne description 
du principe général du phénomène de résonance. 

Le rapport gyromagnétique est négatif pour les spins électroniques, mais ie plus souvent 
positif pour les spins nucléaires. 



404 Complément 13.B : Résonance magnétique 

Nous allons tout d’abord exposer la théorie phénoménologique de la 
résonance magnétique reposant sur les équations de Bloch, puis résoudre le 
même problème de façon microscopique via la théorie quantique de la réponse 
linéaire3. 

2. Théorie phénoménologique 

2.1. Équations de Bloch 
À l’équilibre en présence du champ statique Ho appliqué selon l’axe Oz,  la 

seule composante non nulle di1 moment magnétique moyen est sa composante 
selon cet axe. On a ainsi : 

avec : 
Mo = XOHO. 

Dans l’équation (2.2)’ ~0 désigne la susceptibilité magnétique st  a t’ ique. 

0 Relaxation de ( M Z ( t ) ) ,  
Hors de l’équilibre, on décrit la relaxation de (hfz(t)), vers sa valeur 

d’équilibre Mo par le terme de relaxation suivant : 

Le temps caractéristique Ti figurant dans la formule (2 .3 )  est appelé temps de 
relaxation longitudinal. La composante selon l’axe Oz du moment magnétique 
moyen est reliée à l’énergie moyenne du système de spins. Son évolution est 
déterminée par les processus inélastiques. Par exemple. dans le cas de la 
résonance magnétique nucléaire d’un échantillon cristallin, les spins sont portés 
par des atomes situés sur les sites d’un réseau, et les processus inélastiques 
consistent essentiellement en l’interaction des spins avec les phonons à l’équi- 
libre thermique. 

0 Relaxation de ( M z ( t ) ) n  et ( M g ( t ) ) ,  
Les composantes transverses ( M Z ( t ) ) ,  et ( M g ( t ) ) ,  du moment magnétique 

moyen relaxent vers zéro avec un temps caractéristique T2 appelé temps de 
relaxation transverse : 

~ o u s  nous limiterons alors au cas simple où l’amortissement est négligé. 
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Le calcul microscopique des temps Ti et T2 requiert la connaissance des 
mécanismes d’interaction d’un spin avec son environnement. Selon les condi- 
tions particulières du système étudié, on peut avoir, soit Ti 2 T2, soit Ti > T2. 

Les équations d’évolution obtenues à partir de l’équation (1.3) par projection 
sur les trois axes, les termes de relaxation étant donnés par les formules (2.3) 
et (2.4)’ constituent les équations de Bloch. 

2.2. Réponse linéaire à un champ tournant transverse. Résonance 

On suppose tout d’abord que Hl ( t )  est un champ tournant à la fréquence 
angulaire w, de composantes4 H1 cos wt, H1 sinwt. Les équations d’évolution 
de ( f i ~ ~ ( t ) ) ~  et ( L W ~ ( ~ ) ) ~  s’écrivent dans ce cas : 

Si l’amplitude du charrip Hl est suffisaniment faible, on peut, dans le cadre 
d’un développement au premier ordre des équations (2.5), y remplacer (A4z ( t ) )a  
par sa valeur d’équilibre Mo. On obtient ainsi pour (A4z(t)), et (A4g(t))a les 
équations d’évolution linéaires suivantes5 : 

Pour résoudre le système d’équatioris couplées (2.6), on pose 

( w t ) ) a  = ( W t ) ) ,  * w 4 ( t ) ) a  

I1 vient 

Ce choix de composantes convient au cas y < O. Dans le cas y > O, il faudrait considrrer 
un champ tournarit de composantes H i  cos wt, -Hi  sin wt. 

Le temps de relaxation longitudinal disparaît des équations d’évolution de ( M z  (t)), 
et (hîy(t))a lorsque celles-ci sont linéarisées. Pour mesurer Ti, il faut donc, soit observer 
i iri  phénorrièrie non linéaire, soit étudier un phénomène transitoire tel que la relaxation de 
(Mz  (t )) . 
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Dans les équations (2.8)’ on a introduit la fréquence angulaire wo = -yHo 
(fréquence angulaire de Larmor dans le champ H o ) .  

En régime stationnaire à la fréquence angulaire w, on cherche une solution 
des équations (2.8) de la forme : 

Les amplitudes M-+(w) et 111- (w) vérifient le système d’équations couplées : 

d’où l’on déduit : 
iyMoH1 

1 
i ( w  - wg) + - 

TZ 
-iyMgH1 

-i(w - wo) + - 

A.l+(w) = 

M-(w) = 1 I T2 

Le niodule commun M ( w )  de &f+ (w) et A L  (w), donné par : 

M ( w )  = yMoH1 (w - wo) + - 1 [ T2 Ir2 
présente un maximum pour w = wg (résonance). 

2.3. Susceptibilité transverse 

Revenons à ( L V ~ ( ~ ) ) ~  et ( M y ( t ) ) a .  On a : 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(il existe une formule analogue pour   LW^(^))^). Le moment magnétique moyen 
décrit par (Mz( t ) ja  et est une réponse au champ tournant Hl( t ) .  On 
peut écrire ( M z ( t ) ) a  sous la forme : 



Théorie phénoménoiogique 407 

Oil  

(2.15) 

sont les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité transverse X T  ( w )  . 

2.4. Réponse à un champ polarisé linéairement 

Considérons un champ Hl (2) polarisé linéairement parallèlement à l’axe 
Ox avec pour composante le long de cet axe Hl coswt. La reponse linéaire à 
ce champ est de la forme6 : 

( M x ( t ) ) a  = Hl [xk,(w) coswt + x i , ( w )  sinwt] (2.16) 

(il existe une formule analogue pour (hfy(t))a). Comme le champ considéré est 
la demi-somme de deux champs tournants aux fréquences angulaires w et -w,  
on a : 

(2.17) xc, (w> = xT (w) + xT ( -w> i x:,(w) = x 3 - 4  - x&(+). 
La susceptibilité généralisée xxx(w) = x; , (w)  + ix:,(w) s’écrit donc : 

- (2.18) 
1 

2.5. Puissance moyenne absorbée dans un champ polarisé liné- 

La puissance instantanée absorbée par le système soumis au champ 

airement 

polarisé linéairement Hl ( t )  est donnée par : 

Dans le cas du champ considéré, on a, en moyenne sur une période, 
__ 
dW 1 
dt 2 

~ = - H S w x i , ( w ) ,  

(2.19) 

(2.20) 

~ ~~ 

La notation abrégée xzs (w)  désigne la susceptibilité X M , M ,  ( w )  
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avec : 
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r 1 

Pour w e wo, la contribution dominante à xy,(w) est celle du premier terme de 
l’expression (2.21). La puissance moyenne absorbée s’écrit alors sous la forme 
d’une lorentzienne centrée en wo et de largeur à mi-hauteur 2/T2 : 

(2.22) 

La largeur de la raie de résonance est donc déterminée par T2. Inversement, 
la mesure de la largeur de raie fournit des indications sur les processus micro- 
scopique~~ gouvernant T2. 

3. Modèle microscopique 

On considère un spin S placé dans un champ magnétique statique Ho. 
On le perturbe par un champ magnétique transverse H I @ )  de faible ampli- 
tude. On cherche le moment magnétique moyen (M( t ) )a  au premier ordre en 
perturbations. 

Le hamiltonien non perturbé est’ : 

ho = -M.Ho. (3.1) 

Les valeurs propres de ho sont cnL = -rnyhHo = rnhwo, le nombre quantique 
magnétique m étant entier ou demi-entier. Les vecteurs propres correspondants 
sont notés Im). Le hamiltonien de perturbation est : 

hl ( t )  = - M . H l ( t )  = -[hf,Hl,(t) + n/lyH1,(t)]. (3.2) 

Selon les choix effectués pour les fonctions Hl,(t)  et Hl,(t) ,  la forme (3.2) 
de hl( t )  permet de décrire, soit un champ tournant, soit un champ polarisé 
linéairement. 

Cette propriété est à la base des applications, très nombreuses, de la résonance magné- 
tique nucléaire (notamment en chimie et en biologie, ainsi que dans le domaine médical). 

’ Le hamiltonien non perturbé est désigné ici par une lettre minuscule, afin d’éviter toute 
confusion avec le champ magnétique (il en est de même, ci-dessous, du hamiltonien perturbé). 
L’expression (3.1) de ho correspond à la partie de spin du hamiltonien non perturbé (celui- 
ci peut posséder en outre une partie orbitale). Par ailleurs, les interactions spin-réseau et 
spin-spin ne sont pas prises en compte ici. 
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De façon générale, le moment magnétique induit moyen ( M z ( t ) ) a  est 
doriné, selon la théorie de la réponse linéaire, par : 

Les fonctions de réponse Xh.fLh[, ( t )  et Xh.1, hf, ( t ) ,  notées ici XZZ(t)  et Xzv(t)  
pour simplifier, peuvent être calculées à partir des formules de Kubo, qui 
s’écrivent dans ce cas : 

On peut aussi déduire X z z ( t )  et des susceptibilités généralisées xzz(w) 
et xzy(w) par transformation de Fourier inverse. C’est cette méthode que nous 
adoptons icig. 

3.1. Susceptibilités et fonctions de réponse 

Dans un premier temps, on se place à température nulle. Alors seul l’état 
Irn = -s) (spin aritiparallèle à Ho)  a une population non fondamental 10) 

nulle. On a : 

et : 

Pour expliciter les expressions (3.6) et (3.7) de xzz(w) et xz,(w), on calcule 
les éléments de matrice (OISzlrn) et (OISylm). Pour un spin s (rn varie alors 
de -s A +s) ,  on a : 

1 i 
(OISzlm) = 5(2~)”~6,,,,-,+1, (OISylm) = -(2~)~’~6,,-,+1. 2 (3.8) 

’ On calcule les susceptibilités à partir de la formule générale : 

1 1 
x B A ( ~ )  = ~ C(nn - ~,)B,,A,, iim 

h, n,q  
< i o +  W P I L  - w - Zt 
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On a alors w , ~  = wo. I1 vient finalement : 

et : 

). (3.10) 
1 

lim ( + . sy2h 
x z , ( w )  = 7,- 2 € - O +  w - w o + i t  w + w o + i t  

Ces résultats se généralisent à température finie. On a dans ce cas 

- ) (3.11) 
1 

w - wo + Z €  w + W o  + i€ 
Y2 fï x z z ( w )  = --(Sz) lim 2 

et 

). (3.12) 
1 

w - wo + it + 
w + WO + it 

27% 
x z , ( w )  = ----(Sz) lim 2 

Dans les formules (3.11) et (3.12), ( S z )  désigne la moyenne & l’équilibre de la 
composante du spin le long de l’axe Oz. À température nulle, on a (S,) = -s. 
Les formules (3.11) et (3.12) coïncident alors respectivement avec les formules 
(3.9) et (3.10). 

Les fonctions de réponse Xzz ( t )  et Xz, ( t )  se déduisent des siisceptibilités 
correspondantes par transformation de Fourier inverse. On obtient airisi, à 
partir des formules (3.11) et (3.12), après avoir effectué le passage à la limite 
E + O+, les formules : 

~ ~ ~ ( t )  = -(S,)y2fï@(t) sinwot (3.13) 

et : 
Xz,(t) = - (Sz )y2h0( t )  coswot. (3.14) 

3.2. Relations d’Onsager 

On peut, de façon analogue, calculer x y z ( w )  et XYz(t) .  Les susceptibilités 
et les fonctions de réponse vérifient les relations d’Onsager en présence du 
champ magnétique Ho : 

(3.15) 

3.3. Réponse à un champ tournant transverse. Résonance 

Examinons de nouveau le cas d’un champ tournant transverse de compo- 
santes Hl cos w t ,  Hl sin w t .  Le moment magnétique moyen correspondant se 
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calcule à l’aide de la formule (3.3). On a,  en rétablissant E > O fini dans les 
expressions des fonctions de réponse, 

soit, après intégration 

e i W t  e- iw t  

( ~ , ( t ) ) ,  = - 1 .  (3.17) 
-(w - wg) + i t  w - wo + it 

Après passage à la limite E + O f ,  il vient : 

coswt + .irS(w - wg) sinwt . (3.18) 1 1 
( M z ( t ) ) a  = - ( S z ) y 2 m  

I1 apparaît une résonance pour w = wo. Celle-ci est infiniment étroite, ce 
qui n’est pas physique. En fait, un calcul correct devrait tenir compte, dans 
l’expression du hamiltonien non perturbé, des interactions spin-réseau et spin- 
spin. On obtiendrait alors un pic de résonance élargi par suite de ces interac- 
t ions. 

3.4. Fonctions de corrélation des spins 

On peut également calculer les fonctions de corrélations symétriques des 
spins transverses, notées $.,(t) et S,,(t), et définies par les formules : 

et : 

(3.20) 

Nous présentons ici le calcul de S,,(t) (celui de S,,(t) s’effectue selon des lignes 
analogues). On déduit S,, ( t )  de sa transformée de Fourier S,, (w), donnée par 
Ia formule’’ : 

1 S,&) = ~(SZ( t )SY(0)  + sy(o)sz(t)). 

S,,((W) = --(SZ)coth-[6(wo-w) Il Pfiw - 6 ( w o + w ) ] ,  P =  (kT)- ’ .  (3.21) 
2 2 

lo On calcule S,,(w) à l’aide de la formule générale suivante, qui sera établie au  chapi- 
tre 14 : 

SBA(W) = nC(JI,t + nq)&qAqnS(mTn - w) .  
n , q  
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De l'expression (3.11) de xzz(w) = x h f , ~ , ( w ) ,  on déduit, après passage à la 
limite 6 + O+ : 

On vérifie donc la relation" : 

(3 .22)  

(3 .23)  

La fonction de corrélation S,,(t) s'obtient à partir de S,,(W) (formule (3.21)) 
par transforniation de Fourier inverse. I1 vient : 

phwo coswot. 1 
2 2 

S,,(t) = - - ( S z )  coth - (3.24) 

3.5. Comparaison des approches phénoménologique et micro- 
scopique 

En ce qui concerne la réponse à un champ tournant transverse, les 
expressions du moment magnétique moyen ( M z  ( t ) )a  obtenues, d'une part, en 
résolvant les équations de Bloch linéarisées (formule (2.13)), et, d'autre part, 
en appliquant la théorie de la réponse linéaire (formule (3.17)), sont similaires. 

Les expressions de xz,(w) obtenues dans les deux approches, données 
respectivement par les formules (2.18) et (3.11), peuvent même être identifiées 
complètement. I1 convient pour cela de donner à F le sens physique12 de Tz-'. 

'' La relation (3 .23)  entre S,,(w) et xg,(w) constitue l'expression pour ce problème du 
théorème de fluctuation-dissipation (voir le chapitre 14). 
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Chapitre 14 

Théorème 
de fluctuation-dissipation 

Ce chapitre est consacré a u  théorème de fluctuation-dissipation, qui consti- 
tue l’un des énoncés fondamentaux de la physique statistique des processus 
irréversibles linéaires. 

Le théorème de fluctuation-dissipation exprime une relation entre la partie 
dissipative d’une susceptibilité généralisée et la fonction de corrélation à 1 ’équi- 
libre associée. En pratique, cette relation est utilisée, soit pour décrire les 
fluctuations intrinsèques d’une variable dynamique à partir des caractéristiques 
de la susceptibilité, soit, à l’inverse, pour obtenir cette dernière à partir des 
fluctuations à l’équilibre. 

Le théorème de fluctuation-dissipation se démontre à partir de5 formules 
de Kubo. De façon générale, un système dissipatif couplé à un champ extérieur 
a@)  absorbe en moyenne de la part de celui-ci plus d’énergie qu’il ne lui  en 
restitue, 1 ’énergie fournie par le champ étant finalement dissipée de manière 
irréversible au sein du syst6me. Dans le cay d’un couplage linéaire décrit par 
le hamiltonien de perturbation -a(t)A, la puissance moyenne dissipée est 
reliée à la partie imaginaire de la susceptibilité généralisée X A A ( W ) .  Celle-ci 
s’exprime en termes de la fonction d’autocorrélation à l’équilibre de la varia- 
ble dynamique concernée (la grandeur A ) .  La fonction d’autocorrélation d’un 
opérateur caractérisant les fluctuations de la grandeur physique associée, la 
formule de Kubo pour x A A ( w )  établit un lien entre la dissipation et les Auc- 
tuations de A à l’équilibre. C’est cette relation qui constitue le théorème de 
fluc t ua t ion-dissipa tion. 



416 Chapitre 14 : Théorème de fluctuation-dissipation 

1. Dissipation 

L’énergie reçue par un système de taille infinie couplé à un champ extérieur 
est finalement transformée en chaleur. Elle est ainsi dissipée de manière irréver- 
sible au sein du système. En régime harmonique linéaire, la puissance moyenne 
dissipée est reliée à la susceptibilité généralisée. C’est pourquoi l’un des moyens 
pour déterminer expérimentalement la susceptibilité consiste à mesurer la puis- 
sance moyenne dissipée. 

La relation entre la puissance moyenne dissipée et la susceptibilité peut 
être établie de plusieurs manières, soit dans le cadre général de la théorie de 
la réponse linéaire, soit en comparant l’expression de la puissance moyenne 
dissipée déduite de la règle d’or de Fermi avec la formule de Kubo pour la 
susceptibilité. 

1.1. Calcul de la puissance moyenne dissipée via la théorie de la 
réponse linéaire 

On considère un système de hamiltonien non perturbé Ho, soumis à un 
champ appliqué a ( t )  uniforme dans l’espace. La perturbation correspondante 
est décrite par le hamiltonien’ : 

H l ( t )  = -a(t)A, (1.1) 

dans lequel l’opérat,eur herniitique A représente la grandeur couplée au champ 
extérieur. On suppose que celui-ci est un champ harmonique a ( t )  = SI2e(aeëiWt). 
On cherche à calculer la puissance moyenne dissipée d W / d t .  On peut obtenir 
celle-ci, soit en calculant la puissance moyenne reçue par le système et finale- 
ment dissipée, soit à partir du taux moyen d’évolution de l’énergie totale du 
système couplé au champ. 

Puissance moyenne reçue par le système 
La puissance instantanée reçue par le système soumis au champ a ( t )  est 

(1.2 

En régime harmonique stationnaire, on a : 

Pour une amplitude a réelle, la puissance instantanée reçue par le système est 

I1 est possible de généraliser l’étude au cas où H l ( t )  se présente comme une somnie 
d u  type - E, a, @ ) A 3 .  Pour le calcul de la dissipation, il est alors nécessaire de prendre en 
compte la réponse linéaire des diverses observables A,, c’est-à-dire l’ensemble des suscepti- 
bilités généralisées X A , A ,  (w) .  
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La puissance moyenne dissipée au sein du système est égale à la puissance 
moyenne reçue par celui-ci. Elle est donc proportionnelle à W X % ~ ( W )  : 

Taux moyen d’évolution de i’énergie du système couplé au champ 

On peut également obtenir la puissance moyenne dissipée en considérant 
comme (( système )) (au sens de la thermodynamique) le système de hamiltonien 
non perturbé Ho placé dans le champ a@), et en déterminant le taux moyen 
d’évolution de l’énergie Etot de ce système global. L’énergie Etot est donnée 

où H = Ho - a( t )A  est le hamiltonien du système couplé au champ et p(t) 
l’opérateur densité du système. On a : 

dEtot = 5 (Tr [p(t)H]), 
d t  d t  

Le premier terme du second membre de l’équation (1.8) étant nul compte tenu 
de l’équation d’évolution de p ( t ) ,  il vient : 

dEtot - da@) 
d t  dt 

Dans le régime harmonique considéré, on a donc, à chaque instant, 

et, en moyenne : 
7 

(1.10) 

(1.11) 

La puissance reçue par le système (formule (1.4)) et le taux d’évolution de 
l’énergie du système couplé au champ (formule (1.10)) ne sont pas des quantités 
égales à chaque instant. Cependant, comme le montrent les formules (1.5) et 
(1.11), elles sont égales en moyenne. C’est pourquoi la puissance moyenne 
dissipée peut aussi s’obtenir à partir du taux moyen d’évolution de l’énergie 
totale du système couplé au champ. 
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1.2. Calcul de la puissance moyenne dissipée via la règle d’or 

Le haniiltonien Ho possède une base d’états propres {I&)}, d’énergies 
c,. Le système est soumis à la perturbation -aAcoswt. On associe à cette 
perturbation un taux de transition entre un état initial I&) et des états finals 
14q) donné par la règle d’or de Fermi : 

de Fermi 

(1.12) 

La transition I&) + 14,) correspond à un processus d’absorption si eq > E ,  

et à un processus d’émission induite si eq < en. 

On désigne par dW/dt / ,b ,  l’énergie absorbée par unité de temps par le 
système en équilibre thermodynamique à la température T .  On la calcule à 
partir du premier terme de l’expression (1.12)’ sommé sur tous les états ini- 
tiaux I 4,) pondérés par leurs probabilités moyennes d’occupation à l’équilibre 

, - P h  : 

Ta2 ”I = ~ rr,hwJAq,l’b(wqn - w) 
abs 2h2 n,q 

(1.13) 

De même, on désigne par d W / d t l é ,  l’énergie émise par unité de temps. On la 
calcule de manière analogue à partir du second terme de l’expression (1.12). 
On obtient : 

(1.14) 

soit, l‘opérateur A étant hermitique : 

(1.15) 

L’énergie effectivement reçue par unité de temps par le système se calcule en 
effectuant le bilan dW/dtl,b, - d W / d t l é ,  : 

C’est une quantité positive’. La formule (1.16) est une expression micro- 
scopique de l’énergie totale reçue par unité de temps par le système, c’est-à-dire 

’ En effet, pour w > O ,  on a c q  > tn e t  donc ri, > riq 
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de la puissance moyenne dissipée d W / d t .  En comparant la formule (1.16) avec 
la définition de la fonction spectrale3 E A A ( w ) ,  on vérifie la relation : 

(1.17) 

I I 

La fonction spectrale < A A ( W )  n’étant autre que la partie imaginaire xAA(u) de 
la susceptibilité généralisée, les expressions (1.5) et (1.17) de d W / d t  sont bien 
identiques. Le lien étroit entre les calculs effectués via la théorie de la réponse 
linéaire et via la règle d’or de Fermi vient de ce que, dans les deux cas, il s’agit, 
de traitements au premier ordre en perturbations. 

1.3. Détermination de la susceptibilité généralisée 
Les parties réelle et imaginaire de la susceptibilité généralisée se déduisant 

l’une de l’autre au moyen des relations de Kramers-Kronig, il résulte des 
formules (1.5) ou (1.17) que la mesure de la dissipation moyenne d’énergie 
en fonction de la fréquence angulaire du champ extérieur suffit en principe à 
déterminer la susceptibilité généralisée et la fonction de réponse linéaire. 

2. Fluctuations à l’équilibre 
À l’équilibre, la corrélation entre les fluctuations de deux grandeurs 

physiques est caractérisée par la fonction de corrélation des opérateurs associés. 
Dans le cas classique, la fonction de corrélation C B A ( ~ )  de deux opérateurs A 
et B est définie sans ambigüité (pour des opérateurs centrés, on a C,,(t) = 
(B( t )A) ) .  Dans le cas quantique en revanche, A cause de la non-commutation 
des opérateurs, on fait couramment appel à deux définitions, non équivalentes, 
de la fonction de corrélation de deux opérateurs A et B. I1 en est également 
ainsi pour la fonction d’autocorrélation d’un opérateur A ,  car A(t )  ne commute 
pas en général avec A(t’). 

2.1. Fonctions de corrélation symétrique et canonique 
Nous nous limitons ici à l’étude des fonctions de corrélation de deux 

opérateurs hermitiques A et B dont les parties diagonales par rapport à Ho 
sont nulles (Ao = O, Bo = O).  Cette hypothèse implique notamment que A et 
B sont centrés : 

( A )  = Tr(poA)  = O, ( B )  = Tr(poB) = O. (’2.1) 

La fonction spectrale ( A A ( W )  est définie par la formule : 
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Fonction de corrélation symétrique 

La fonction de corrélation symétrique SBA(~)  de deux opérateurs centrés 
A et B est définie par la formule : 

I I 

où { A ,  B(t)}+ = AB(t)  + B( t )A  désigne l’anticommutateur de A et de B(t ) .  
La quantité : 

(2.3) 
1 

S A A ( t )  = 2 ( { A A t ) } + )  

est la fonction d’autocorrélation symétrique de l’opérateur A. 

Fonction de corrélation canonique 

Pour les systèmes en équilibre canonique, on utilise également la fonction 
de corrélation canonique des opérateurs A et B,  définie par : 

2.2. Expression des transformées de Fourier SBA(W) et KBA(W)  

Soient SBA(W) et KBA(W) les transformées de Fourier respectives de 

sur une base propre de HO 

S B A ( t )  et k B A ( t )  : 

J -00 J -03 

Expression de  SBA(w)  

Des formules : 

(B(I )A)  = lI,B,qAqne-iwqnt 
n>q 

et : 
( A B ( t ) )  = IIqAqnBnqe-zWqnt, 

n>q. 

on déduit l’expression de SBA(W) : 

SBA(W)  = 7r E(& + nq)BnqAqnb(wqn - w ) .  
n>q 
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0 Expression de KBA(W)  

Pour obtenir K B A ( w ) ,  on réécrit tout d'abord la formule (2.4) pour I ? B A ( ~ )  
sous la forme : 

On en dédiiit l'expression de K B A ( W )  : 

(2.10) 

2.3. Relation entre SBA(W) et KBA(U)  

Compte tenu de l'identité : 

on dédiiit des formules (2.8) et (2.10) line relation directe (ne faisant pas 
intervenir la base propre de Ho) entre SBA(W) et KBA(W)  : 

2.4. Limite classique 

À la limite classique, les différents opérateurs cornmutent, et l'on a : 

Les deux fonctions de corrélation symétrique et canonique sont donc identiques 
dans la limite classiqiie. 

Corrélativement, en ce qui concerne les transformées de Fourier de ces 
fonctions, on a,  dans la limite classique Phu << 1 : 

3. Théorème de fluctuation-dissipation 

Le théorème de fliictuation-dissipation constitue le noyau central de la 
théorie de la réponse linéaire. I1 exprime line relation générale entre la réponse 
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ou la relaxation en régime linéaire et les fluctuations à l’équilibre4. I1 permet 
notamment de relier la dissipation d’énergie au cours des processus irréversibles 
linéaires et la densité spectrale des fluctuations à l’équilibre. Le théorème de 
fluctuation-dissipation est utilisé pour prédire les caractéristiques des fluctua- 
tions ou du bruit thermique à partir de celles de l’admittance, ou, à l’inverse, 
pour obtenir l’admittance à partir des fluctuations thermiques. Le théorème 
de Nyquist constitue un exemple de la première démarche, tandis que la 
démonstration d’Onsager des relations de réciprocité entre les coefficients ciné- 
tiques est l’exemple le plus ancien de la seconde. 

La première formulation de ce théorème a été effectuée par A. Einstein 
en 1905 dans le cadre de son étude du mouvement brownien. Ce résultat 
a été étendu par H. Nyquist en 1928 au bruit thermique dans un circuit 
électrique à l’équilibre, puis généralisé par L. Onsager en 1931 sous la forme 
d’une hypothèse sur la régression des fluctuations. Le théorème de fluctuation- 
dissipation a été démontré dans le cadre de la théorie quantique de la réponse 
linéaire par H.B. Callen et T.A. Welton en 1951, puis par R. Kubo en 1957. 

3.1. Relation entre SBA(W) OU KBA(W) et la fonction spectrale 

On vérifie, en utilisant les expressions (2.8) et (2.10) de SBA(W) et KBA(W>’ 
 EA ( w )  

ainsi que la définition de la fonction spectrale5 ( B A ( w ) ,  les deux relations : 

et : 

On n’observe des violations de ce théorème que dans des systèmes hors d’équilibre, 
tels que les verres de spin ou les verres structuraux. Ces systèmes relaxent très lentement et 
présentent des propriétés de vieillissement : l’échelle de temps de la réponse à une perturba- 
tion extérieure ou d’une fonction de corrélation entre deux grandeurs physiques augmente 
avec l’âge du système, c’est-à-dire avec le temps écoulé depuis sa préparation. Autrement 
dit ,  ces fonctions décroissent d’autant plus lentement que le système est plus vieux. Le vieil- 
lissement se traduit notamment par la dépendance séparée des fonctions de réponse et/ou de 
corrélation de certaines variables dynamiques par rapport à leurs deux arguments temporels. 
Le théorème de fluctuation-dissipation n’est alors pas applicable. 

La fonction spectrale < B A ( W )  est définie par la formule : 
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3.2. Formulations du théorème de fluctuation-dissipation 

Les formules (3.1) et (3.2) conduisent, l’une comme l’autre, à des formii- 
lations du théorème de fluctuation-dissipation pour un système en équilibre 
thermodynamique à la température T = (kp)-’. 

Par exemple, dans le cas où le hamiltonien de perturbation est de la 
forme (1.1)’ la dissipation est liée à E A A ( W )  = xAA, tandis que SAA(W) ou 
KAA(W) peuvent être interprétées comme la densité spectrale des fluctuations‘ 
de A. On peut écrire les relations : 

et : 

(3.4) 
J-03 

Les formules (3.3) et (3.4) montrent que la connaissance de la dissipation 
d’énergie dans le système perturbé par le champ a ( t )  couplé à la grandeur A 
est équivalente à celle de la dynamique des fluctuations de A à l’équilibre. 

(formule 
(2.14))’ et les formules (3.3) et (3.4) s’écrivent : 

À la limite classique, S A A ( t )  et K A A ( t )  s’identifient à 

3.3. Quelques exemples 

Les applications du théorème de fluctuation-dissipation sont extrêmement 
nombreuses. En voici quelques exeniples7. 

O Mouvement décrit par l’équation de Langevin généralisée 

On considère, au sein d’un fluide en équilibre, une particule dont le mou- 
vement est décrit par l’équation de Langevin généralisée : la particule est 
soumise de la part du fluide environnant à une force fluctuante et à une force 
de frottement retardée. Au cours de la relaxation d’une fluctuation de vitesse, 
de l‘énergie se trouve dissipée au sein du fluide. 

L’admittance A ( w )  n’est autre que la transformée de Fourier-Laplace 
xVz(w) de la fonction de réponse linéaire Xvz(t) .  On a A ( w )  = l/m[r(w) - iw] ,  

Voir le paragraphe 4.2. 

Les exemples présentés ici sont classiques. Un autre exemple, quantique, concernant 
le déplacement d’un oscillateur harmonique couplé à un bain de phonons, sera traité dans 
le complément 14.A. 
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où y(w) désigne le coefficient de frottement généralisé. La partie dissipative8 
de A ( w )  est reliée à la fonction d’autocorrélation de la vitesse à l’équilibre : 

ReA(w) = ~ (v( t )v)eiwt  d t .  
2Lï. I-, 

La formule (3.6)’ appelée premier théorème de fluctuation-dissipation dans 
la terminologie de R. Kubo, découle de l’équation de Langevin généralisée. 
On peut également l’établir en appliquant la théorie de la réponse linéaire au 
système isolé constitué par la particule couplée avec le bain. 

La partie réelle du coefficient de frottement généralisé est la transformée 
de Fourier de la fonction d’autocorrélation de la force de Langevin : 

( F ( t ) F ) e i U t  d t .  (3.7) 

La formule (3.7)’ appelée second théorème de fluctuation-dissipation, se démon- 
tre à partir de la formule (3.6) et de l’équation de Langevin généraliséeg. 

Diffusion de la lumière par un fluide 

Une autre application du théorème de fluctuation-dissipation est mise en 
jeu lors de l’étude de la diffusion de la lumière par les fluctuations de den- 
sité d’un fluide. De la mesure du spectre de la lumière diffusée, 011 déduit le 
spectre des fluctuations de densité. Celles-ci sont de deux types : les fluctua- 
tions thermiques, dues à des fluctuations de l’entropie locale, et les fluctuations 
rnécaniqiies, dues aux ondes sonores amorties. Pour les fluctuations de faible 
amplitude, de basse fréquence angulaire et de grande longueur d’onde, le spec- 
tre de la lumière diffiisée peut se déduire des fonctions de réponse obtenues à 
partir des équations linéarisées de l’hydrodynamique. 

Les expériences de diffusion de la lumière fournissent ainsi un moyen de 
mesurer les coefficients dissipatifs du fluiddo. 

Les opérateurs vitesse et position ayant des signatures opposées par rapport au ren- 
versement du temps, la partie dissipative de A(w) est sa partie réelle x:,(w). On a en effet 
la relation EVT(w) = -zx~,(w). Une discussion analogue est effectuée au chapitre 15 en ce 
qui concerne la conductivité électriqiie. 

La densité spectrale de la force aléatoire est donc, dans le cas classique, proportionnelle 
à la partie réelle di1 coefficient de frottement généralisé : 

S F ( W )  = ZmlcT%Rey(w). 

Dans le cas quantique, on a : 

Pfiw S p ( w )  = hwcoth --mRey(w) 
2 

lo Voir le complément 16.B. 
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4. Positivité de W X > ~ ( W ) .  Susceptibilité statique 

4.1. Positivité de W X % ~ ( W )  
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On considère, comme précédenirnent, un système de hamiltonieri non per- 
turbé Ho, soumis à une perturbation -a(t)A, où a ( t )  est un champ harmonique 
de fréquence angulaire w. 

L’expression microscopique (1.16) de la puissance moyenne dissipée dW/dt 
montrc que c’est une quantité positive : un système dissipatif stable absorbe 
en moyenne de la part du champ auquel il est couplé plus d’énergie qu’il ne 
lui en restitue. On en déduit, en faisant appel à l’expression (1.5) de d W / d t ,  
la positivité de wxAA(u) : 

et 

4.2. Généralisation du théorème de Wiener-Khintchine 

Des formules (3.3) et (3.4)’ on déduit les égalités : 

Les formules (4.2) et (4.3) montrerit que la positivité de w x A A ( w )  entraîne 
celle de SAA(W)  et de KAA(W) : 

Les inégalités (4.4) assurent a posteriori qu’il est effectivement possible d’iriter- 
préter SAA(W) ou KAA(W) comme la densité spectrale (positive) des fluctua- 
tions de A. Les relations de Fourier (2.5) (écrites avec B = A)  représentent 
donc la généralisation du théorème de Wiener-Khintchine une variable 
dynamique ou à une observable. 

4.3. Susceptibilité statique 

La partie imaginaire xAA(u) de la susceptibilité généralisée est une fonc- 
tion impaire de w. En utilisant cette propriété, on peut déduire du théorème 
de fluctuation-dissipation l’expression de X A A ( W  = O) en termes d’une fonction 
de corrélation à l’équilibre. 
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La fonction x A A ( w )  étant impaire, x A A ( w  = O) s’identifie avec la suscep- 
tibilité statique. La relation de Kramers-Kronig pour xLA(w = O),  

fournit donc une représentation intégrale de la susceptibilité statique : 

On en déduit, d‘après le théorème de fluctuation-dissipation (3.4) : 

On retrouve ainsi la relation de proportionnalité entre la susceptibilité statique 
et la fonction de corrélation canonique à temps égaux l1 k ~ ~ ( t  = O) : 

Dans le cas classique, la formule (4.8) s’écrit simplement : 

4.4. Règle de somme thermodynamique 
Comme l’on a supposé A’ = O (et donc ( A )  = O), la susceptibilité statique 

est identique à la susceptibilité isotherme : 

(4.10) 

Dans la formule (4.10), a désigne un champ extérieur statique appliqué au 
système. 

La formule (4.8) (qui prend la forme (4.9) dans le cas classique) permet 
donc d’exprimer la dérivée thermodynamique d A / d a l ~  en termes de la fonction 
de corrélation k ~ ~ ( t  = O) (égale à (A’) dans le cas classique) : 

La formule (4.11) constitue la règle de somme thermodynamique. 

(4.11) 

l1 En principe, l’expression de X ~ A ( U  = O) fait intervenir la fonction de corrélation 
canonique 1 ? ~ - ~ 0 , ~ - , ~ 0 ( t  = O). Celle-ci se réduit ici à k ~ ~ ( t  = O ) ,  puisque l’on a supposé 
A’ = O, Bo = O .  
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5. Règles de somme 

De façon générale, les règles de somme de la théorie de la réponse linéaire 
sont des relations intégrales exactes que doit vérifier toute susceptibilité géné- 
ralisée. Elles stipulent que chacun des moments de X B A ( W )  doit être égal à 
une fonction de corrélation à l’équilibre à temps égaux de certaines dérivées 
des opérateurs A(t )  et B(t ) .  La règle de somme thermodynamique et la règle 
de somme des forces d’oscillateurs sont les exemples les plus marquants de 
règles de somme. En pratique, les règles de somme imposent des contraintes 
aux modèles phérioménologiqiies susceptibles d’être proposés pour les suscep- 
tibilités généralisées (notamment en ce qui concerne leur comportement aux 
grandes fréquences angulaires). 

Nous allons établir les règles de somme, en nous liniitant au cas simple de 
la réponse d’une grandeur A son propre champ conjugué. 

5.1. Démonstration 
Pour étudier le comportement de la susceptibilité X A A ( W )  aux grandes 

fréquences angulaires, on introduit la fonction X A A ( Z ) ,  définie par sa représenta- 
tion spectrale en ternies de x ~ ~ ( w )  : 

(5.1) 

On développe le second membre de l’équation (5.1) en puissances de l / z  : 

Les coefficients du développenient (5.2) sont proportionnels aux moments 
d’ordre n 2 1 de X ~ ~ ( W ) / W .  

D’après le théorème de fluctuation-dissipation (3.4), on a l’égalité : 

Le développement (5.2) fait donc intervenir les moments d’ordre n 2 1 de 
KAA(w).  D’après les propriétés de la transformation de Fourier, chacun des 
moments de KAA(W) (y compris celui d’ordre zéro, qui ne figure pas dans le 
développement (5.2)) est proportionnel à la dérivée de même ordrei2, calculée 

On a en effet, par définition : 

On en déduit l’expression du moment d’ordre n de K A A ( U )  : 
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pour t = O, de la fonction d’autocorrélation KAA(t). On en déduit la formule : 

L’expression figurant au second membre de l’équation (5.4) est une quantité 
finie. Les relations ainsi obtenues pour les diverses valeurs de n 2 O constituent 
les règles de somme que doit satisfaire x i A ( w ) .  

Les formules (5.4) n’ont d’intérêt que pour n pair. Eii effet, comme x i A ( w )  
est une fonction impaire de w ,  les moments d’ordre impair de x ~ ~ ( w ) / w  sont 
nuls. Corrélativement, kAA(t) est une fonction paire de t analytique en t = O. 
Ses dérivées d’ordre impair à l’origine sont nulles. 

Dans le cas classique, on déduit de l’équation (5.4)’ écrite pour le moment 
d’ordre 2p de xAA(w) /w ,  la relation : 

5.2. Retour sur la règle de somme thermodynamique 

La formule (5.4) pour n = O s’écrit : 

On peut réécrire l’égalité (5.6) sous la forme équivalente 

xAA(w = O) = P K A A ( ~  = O ) ,  (5.7) 

formule qui n’est autre que la règle de somme thermodynamique (4.8). 

5.3. Règle de somme-f 

Nous allons examiner plus en détail la règle de somme (5.5) dans le cas 
p = 1 :  

(5.8) 
l o o  
- wxAA(w)  dw = p ( A 2 ) .  

I1 s’agit d’une propriété connue sous le nom de règle de somme- f .  Nous allons 
la vérifier sur l’exemple de la polarisation d’un atome perturbé par un champ 
électrique. 

T L 
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La susceptibilité généralisée associée à la polarisation d’un atome, ini- 
tialement dans son état fondamental 140) et perturbé par un champ électrique 
parallèle à l’axe Ox, est : 

Dans la formule (5.9)’ les états {I&)} (n  > O) sont les autres états propres 
non perturbés et les quantités w , ~  les fréquences angulaires de Bohr. On a : 

La règle de somme-f (5.8) s’écrit dans ce cas : 

(5.11) 

La formule (5.11) n’est autre que la règle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn 
des forces d’oscillateurs. 

5.4. Modèles phénoménologiques et règles de somme 
Les diverses règles de somme constituent un ensemble de contraintes 

Revenons sur l’exemple de la susceptibilité x,, (w) de l’oscillateur amorti 

auxquelles les modèlrs phénoménologiques n’obéissent que partiellement. 

par frottement visqueux, donnée par la formule : 

On a : 
1 Y w x”(w) = m 
(w2 ~ w;)2 + y2w2 

(5.12) 

(5.13) 

Les moments d’ordre impair de xg,(w)/w sont bien nuls. Les deux premiers 
moments d’ordre pair non nuls de &!,(w)/w sont finis. La règle de somine 
thermodynamique et ia règle de somme-f sont vérifiées quel que soit y. On a 
en effet les égalités : 

(règle de somme thermodynamique) et : 

1 
dw = - 1 ”  YU2 1, (w2 - w;)2 + y2w2 Vl 

(5.14) 

(5.15) 

(règle de sornnie-f) . 
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En revanche, les moments d’ordre pair plus élevé de xy,(w)/w diver- 
gent. Cette divergence met en évidence le fait que le modèle d’amortissement 
visqueux avec un coefficient de frottement indépendant de w n’est pas satis- 
faisant aux grandes fréquences angulaires. On peut améliorer ce modèle en 
introduisant un coefficient de frottement généralisé y (w) (l’équation du mou- 
vement de l’oscillateur fait alors intervenir une force de frottement retardée). 
Par exemple, avec le coefficient de frottement généralisé : 

(5.16) 

dans lequel w, désigne une fréquence angulaire caractéristique du fluide amor- 
tissant le mouvement de l’oscillateur, le moment d’ordre 4 de xg,(w)/w devient 
fini, les moments d’ordre supérieur de cette quantité continuant toutefois à 
diverger. 
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Complément 14.A 

Dynamique dissipative 
d’un oscillateur harmonique 

1. Oscillateur couplé à un bain thermique 

La dynamique dissipative classique ou quantique d’un oscillateur har- 
monique peut être étudiée dans le cadre du modèle de Caldeira et Leggett. 
L’oscillateur considéré est couplé linéairement à un environnement constitué 
d’un nombre infini d’oscillateurs indépendants en équilibre thermique. Ce cou- 
plage doririe lieu à un amortissement. Le modèle étant linéaire, il est possible de 
déterminer exactement la fonction de réponse du déplacement de l’oscillateur 
amorti, et ,  grâce au théorème de fluctuation-dissipation, d’en déduire la fonc- 
tion de corrélation associée. 

Noils allons tout d’abord rappeler l’expression de la fonction de réponse 
et de la susceptibilité associées ai1 déplacement de l’oscillateur non couplé, et 
calciiler la fonction de corrélation correspondante. Noils examinerons ensuite 
comment la dynamique de l’oscillateiir est, modifiée par le couplage. 

2. Dynamique de l’oscillateur non couplé 

Le hamiltonieri d’un oscillateur harmonique à une dimension de niasse rri 
et de fréquence angulaire propre wg s’écrit, en fonction tlii déplacernent IC et 

I1 peut aussi s’écrire en termes des opérateurs annihilation et création’ a et 

~ 

On rappelle les formules : 
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L'oscillateur est soumis en outre à une force extérieure F ( t ) .  Le harnil- 
tonien de perturbation correspondant est : 

2.1. Fonction de réponse du déplacement 

La fonction de réponse du déplacement XZZ ( t )  est une combinaison linéaire 
des quatre fonctions de réponse X a a t ( t ) ,  Zuta@),  XaU(t) et X , t u t ( t ) .  Étant 
données les expressions de a ( t )  et at ( t )  . 

a ( t )  = ae-zuot, at@) = a t p J U t ,  (2.4) 

on a, d'après les formules de Kubo, 

La fonction de réponse du déplacement se réduit donc à une somme de deux 
termes : 

Compte tenu des formules ( 2 . 5 ) ,  on a : 

sin wot XZZ(t)  = O(t)---. 

2.2. Susceptibilité généralisée 

La susceptibilité généralisée xZ. (w) est la transformée de Fourier de 
X Z Z ( t )  : 

(2.9) 

On obtient, à partir de la formiile (2.8) : 

(2.10) 1. 1 
XZZ(W) = - iim (- + 

2mwo <-io+ w - w o + i t  w + w o + i €  



Dynamique de J’oscillateur non coupl6 

7i-lï coth ~ BhWO [ 6 ( ~  - wg) + S(w + W O ) ] .  
2 

SXX((w) = ~ 

2mwg 

435 

(2.17) 

Les parties réelle et imaginaire de xxx(w) sont : 

2.3. Fonction d’autocorrélation du déplacement 

La fonction d’autocorrélation symétrique du déplacement de l’oscillateur 
est : 

1 
2 

Les moyennes à l’équilibre (aa) et ( a t a t )  étant nulles, on a simplement : 

Szx( t )  = - ( z x ( t )  + z ( t ) x ) .  (2.12) 

lï 
4mwo Sxx(t) = ~ [Saai ( t )  + Sat&)], 

soit, compte tenu des expressions (2.4) de a ( t )  et a t ( t )  : 

lï 
2mwo 

S,,(t) = --(ad + a t a )  coswot. 

(2.13) 

(2.14) 

Les moyennes à l‘équilibre (u ta )  et (aut )  sont données par les formules : 

( u t a )  = no, ( a n t )  = 1 + no, 

où n o  = (eB”() - 1)-’ désigne la fonction de distribution 
à la température T = ( I C @ ) - ’ .  On en déduit la fonction 
symétrique du déplacement, 

(2.15) 

de Bose-Einstein 
d’autocorrélation 

(2.16) 

et, par transformation de Fourier, la fonction spectrale associée : 

En l’absence de couplage, l’oscillateur n’est pas amorti. La fonction de 
réponse et la fonction d’autocorrélatiori de son déplacement oscillent indéfini- 
ment sans décroître, comme le montrent les formules (2.8) et (2.16). 
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2.4. Théorème de fluctuation-dissipation 

On peut réécrire l’expression (2.17) de Szz(w) sous la forme : 

En comparant la formule (2.18) avec l’expression (2.11) de ,$,(w), on vérifie 
le théorème de fluctuatiori-dissipation associé au déplacement de l’oscillateur : 

(2.19) 

En réalité, l’oscillateur non couplé n’est pas amorti et ne constitue pas un 
véritable système dissipatif. D’après la formule (2.1 1) pour x iz  (w). l’oscillateur 
n’absorbe d’énergie qu’à la fréquence angulaire propre wo. Les fluctuations du 
déplacement se produisent exclusivement à cette fréquence angulaire, comme 
le montre la formule (2.16) pour Szr( t ) .  Le théorème de fluctuation-dissipation 
traite ce cas limite de manière cohérente (formule (2.19)). 

3. Fonctions de réponse et susceptibilités d’un oscillateur 
couplé à un bain 

Le couplage de l’oscillateur à un bain permet de générer un véritable 
système dissipatif. I1 est nécessaire, pour qu’il en soit ainsi, que le nombre 
des oscillateurs du bain tende vers l’infini’ leurs fréquences angulaires formant 
alors iin continuum. 

3.1. Hamiltonien de Caldeira et Leggett 

Le hamiltonien de Caldeira et Leggett s’écrit’ pour le problènie étudié, 

+ rnnw:(x, - -x)’], cn (3.1) 
n=l mnw; 

où l’indice n = 1,. . . , N désigne chacun des oscillateurs du bain (on peut 
considérer qu’il s’agit de modes de phonons). Le terme de couplage bilinéaire 
entre l’oscillateur considéré et le bain est : 

N N 

n=l n=l 

où b, et bn sont les opérateurs annihilation et création relatifs au mode n. Les 
quantités e, ou gn = -cn(4mm,wow,) sont des constantes de couplage. -1/2 
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On néglige généralement les termes bna + bLut, qui correspondent à des pro- 
cessus dans lesquels deux quanta sont annihilés ou créés2. On écrit alors, à des 
constantes additives près : 

N N 

n= 1 n= 1 

Le couplage entre le système et le bain s’effectue par des processus dans lesquels 
l’oscillateur gagne un quantum au détriment du mode n, et vice versa. 

3.2. Formule générale pour la dérivée d’une fonction de réponse 

Nous allons tout d’abord établir une formule générale3 permettant d’expri- 
mer la dérivée par rapport au temps d’une fonction de réponse. En dérivant 
la formule de Kubo pour la fonction de réponse j & ~ ( t ) ,  

on obtient pour  BA ( t ) / d t  l’expression suivante 

= &5(t)( [B ,  A]) + k O ( t ) (  [B( t ) ,  A]) 
d t  f i  ( 3 . 5 )  

Le second terme di1 second membre de l’équation ( 3 . 5 )  n’est autre que XbA(t). 
On a donc : 

(3.6) 
~ X B A ( ~ )  i 
-- d t  - - W ) ( [ B ,  h Al) + X B A ( t ) .  

3.3. Équations couplées pour les fonctions de réponse 

On cherche à calculer la fonction de réponse XZZ(t)  dii déplacement de 
l’oscillateur couplé au bain, l’évolution du système global étant gouvernée par 
le harniltonien de Caldeira et Leggett. 

O Fonctions de réponse X a a t  ( t )  et jj ,t ,(t) 

En appliquant la formule générale (3.6) à d i a a +  ( t ) / d t ,  on obtient, compte 
tenu de la structure di1 hamiltonien ( 3 . 3 )  : 

Ces termes correspondent en couplage faible à des contributions rapidemat  oscillantes 
dont l’effet peut être négligé. Cette approximation est couramment utilisée en optique, oi l  
elle prend le nom d’approximation d e  J’onde tournante. 

Les notations employées sont celles de la théorie générale de la réponse linéaire 



438 Complément 14.A : Dynamique dissipative d’un oscillateur harmonique 

On applique erisuitJe la formule (3.6) à dj&,,T ( t ) / d t  : 

L’équation (3.7) et l’ensemble des équations (3.8) forment un système d’équa- 
tions différentielles couplées pour les fonctions de réponse Xaat ( t )  et Xh,,,t ( t ) .  
On procède de maiiière analogue en ce qui concerne %,ta(t) .  

0 Fonctions de réponse i a a ( t )  et %,tat ( t )  
Les fonct,ions de réponse Xaa(l)  et X a t a t  ( t )  restent nulles en présence di1 

couplage. En effet, si l’on applique la formule générale (3.6) à d>l,,(t)/dt, 
le terme inhomogène en 6 ( t )  rie fournit pas de contribution. La méthode 
précédente permet alors d’écrire un système d’équations différentielles couplées 
linéaires et homogènes pour les fonctions de réponse Xaa(t) et % b n a ( t ) ,  système 
dorit la seule solution est XCLn(t) = l(b, ,( t)  = O. Le même argument s’applique 
à %,tat ( t ) .  

3.4. Susceptibilité généralisée xzz(w)  

Aux équations différentielles couplées (3.7) et (3.8) pour les fonctions de 
réponse X,,+ ( t )  et ,&,at (t) correspondent, à t > 0 fixé, des équations couplées 
pour les susceptibilités généralisées xaat (w + i f )  et Xb,,,t (w + Z f )  : 

1 

f i  n (3.9) 
(w + ,if - W o ) X a a +  (w + i f )  = -- + 

(w + it ~ Wn)Xb,,,t (w + i t )  = QnX,,T (w + it). 
(Ld + i € )  

On en déduit, après élimination des susceptibilités Xb,,,t(w + i t )  et passage à 
la limite t -+ O + ,  l’expression de xaat ( w ) ,  

et, de nianière analogue. celle de x,ta(w) 

1 1 
x,tu(w) = - lim 1 ‘  (3.11) 

<-‘O+ L I  + ze + wo - E, gk(w + it + un)- 
La susceptibilité généralisée associée au déplacement de l’oscillateiir couplé 

avec le bain se déduit de X,,t(w) et x,t,(w) : 

(3.12) 

Pour étudier x z z ( w ) ,  il faut doric analyser les formules (3.10) et (3.11). 
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4. Analyse de xZZ: (w)  
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4.1. La fonction E ( w )  
La quantité centrale pour l’étude de Xaat  (w) est la fonction C(w) définie 

Elle est de la forme : 
E(w) = g2 [A(w) - i r ( w ) ] ,  (4.2) 

avec : 

Pour décrire une dynamique irréversible, on se place dans la limite où 
le nombre N de modes du bain tend vers l’infini, leurs fréquences angulaires 
formant un continuum. Les parties réelle et imaginaire gzA(d)  et g2r(w) de 
C(w) peuvent être considérées daris cette limite comme des fonctions conti- 
nues de w. Comme le montre la formule (4.1), le prolongement E(z) de la 
fonction E(w) à un argument complexe z est une fonction analytique dans le 
demi-plan complexe supérieur. Les fonctions A(w) et r ( w )  ne sont donc pas 
indépendantes, mais reliées entre elles par des formules à la Kraniers-Kronig. 

4.2. Modélisation de E ( w )  
I1 convient de choisir la fonction C(w) de fac;ori à ce qu’elle soit adaptée 

à la description d’un environnement constitué de modes de phonons. Si l’on 
suppose pour simplifier que la constante de couplage gTL est indépendante de 
n et que l‘on pose gn = geR, la fonction r ( w )  s’écrit : 

(4.5) 

Elle est proportionnelle à la densité Z ( w )  = N-’ En S(w - un) de modes de 
phonons. Si l’on pose g& = Npl g2, on a : 

C’est donc cette fonction Z(w)  qu’il convient de modéliser. 
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O Densité de modes de phonons 
On peut choisir de la décrire simplement par un modèle de Debye : 

La fréquence angulaire de Debye W D  est une mesure de la largeur de bande 
des phonons. 

O Fonction A(d) 
Dans le modèle de Debye, on a, d’après les formules (4.4), (4.6) et (4.7) : 

On en déduit notamment : 

(4.9) 
1 

a ( w )  CY - >  > W D ,  
W 

et4 : 

(4.10) 

L’intégration au second membre de l’équation (4.8) une fois effectuée, il vient : 

3 
2WD 

A ( w  = O) = 

La fonction A ( w )  est représentée sur la Fig. 1. 

Fig. 1. Fonction A(w) dans le modèle de Debye. 

(4.11) 

Comme le montre la formule générale (4.4), le comportement A(w) E w-’ aux grandes 
fréquences angulaires de la fonction A(w) n’est pas propre au modèle de Debye, mais est 
réalisé dans tous les cas (il est lié uniquement à la normalisation de la densité de modes 
Z ( w ) ) .  Par ailleurs, la propriété A(w = O) < O est, elle aussi, vraie indépendamment de la 
modélisation choisie pour la densité de modes, puisque A(w = O) = vp Jrm [ Z ( w ) / w ]  dw et 
que Z(w) est une quantité positive. 
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4.3. Expression de Xaat (w). Condition de stabilité 
La susceptibilité Xaat (w) s’écrit, en termes de la fonction C(w) 

1 1 
Xaat  (w) = -- Ti w + i t  - wo - E(w) 

Ses parties réelle et imaginaire sont donc : 

1 

f i  [w - w g  - g2A(w) ]  + [g2r (w)]  

FL [w - wo - g2A(w) I2  + [ Y ~ ~ ( W ) ] ~  

w - Wo - g2A(w) 
xa,t (w) = -- 

xa’,t(w) = - 
1 g 2 W  I 

À fréquence angulaire nuile, on a : 
1 1 
6 WO + g2A(w = O) 

xL,+(w = O) = - 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

Or, selon la relation de Kramers-Kronig relative à la susceptibilité xaa+ (w), la 
quantité xa,+ (w = O) s’écrit sous la forme : 

(4.15) 

Dans un système dissipatif stable, l’intégrand xiat (w)/w est positiF5. On a 
donc nécessairement x ~ + , ( w  = O) > O, ce qui implique, d’après la formule 
(4.14) : 

wo + $A(W = O) > O. (4.16) 

Comme A ( w  = O) < O, la condition de stabilité (4.16) impose que la constante 
de couplage g n’excède pas une certaine valeur gmax. Dans le cas particiilier 
du modèle de Debye, A ( w  = O) est donné par la formule (4.10). On a alors 

1 /2  
gmax ( ~ w o w D / ~ )  . 

4.4. Recherche graphique des maxima de &+ (w) 
Comme le montre la formule (4.13)’ x,,+ (w) présente en général un niaxi- 

w - wo - g2A(w)  = O. (4.17) 

On peut obtenir les solutions de l’équation (4.17) en recherchant les intersec- 
tions de la courbe A(w) avec la droite d’équation f (w)  = g-’(w-wo). La Fig. 2 
présente, pour deux valeurs différentes de wo (l’une supérieure, l’autre infé- 
rieure à w g )  les constructions graphiques appropriées dans les cas de couplage 
faible et de couplage intermédiaire. 

mum au voisinage d’une solution wm de l’équation : 

L’opérateur d’entrée et  l’opérateur de sortie (c’est-à-dire respectivement l’opérateur A 
et l’opérateur B de la théorie générale de la réponse linéaire) sont ici hermitiqiies conjugués 
l’un de l’autre. I1 en résulte que East (w) n’est autre que xl,+ (w). La puissance moyenne 
dissipée, positive, est proportionnelle à WE,,+ ( w ) ,  c’est-à-dire à w x l a t  (w). Ceci assure la 
positivité de l’iritégraiid au second membre de la formule (4.15). 
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Fig. 2. Recherche des maxima de x;’’+(.i) pour wo > W D  et wo < W D .  

Lorsque la condition de stabilité (4.16) est vérifiée, l’ordonnée à l’origine 
de la droite d’équation f ( w )  = gp2(w - W O )  est inférieure à A ( w  = O) = 
- 3 / 2 w ~ .  Toutes les solutions de l’équation (4.17) correspondent alors à des 
fréquences angulaires w, > O. Le nombre de solutions dépend de la force du 
couplage. I1 existe une seule solution en couplage faible6 (intersection de la 
courbe A(w) avec la droite f(w) en pointillés), et trois solutions en couplage 
intermédiaire (intersection avec la droite f ( w )  en traits pleins). 

I1 y a effectivement une seule solution en couplage faible, quelle que soit la valeur de 
WO. La divergence logarithmique de la fonction A(w) en w = wg est un artéfact du modèle 
de Debye (dans une description plus réaliste de la densité de modes, la fonction A(w) serait 
négative pour les petites valeurs de w et positive pour les grandes, la courbe A(w) présentant 
l’allure d’une courbe de dispersion avec un maximum proche de la valeur maximale de la 
fréquence angulaire des phonons). 
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De manière générale, près d’un zéro w, de l’équation (4.17), on peut écrire 
les développements suivants : 

Pour w Y w,, xa,+(w) prend donc approximativement la forme d’une 
- lorentzienne centrée en w,, de largeur à mi-hauteur 2g21’(wm)[1 

et de poids [1 - g2Aal(w,)]-’ : 

L’expression correspondante de xLat (w) est : 

1 1 w-w, 
xaat (w) Y -h, 1 - g2A/(wm) 2’ 

1 - g2A’(Wm) 

g2 A/(w, )I-’ 

w Y w,. 

(4.19) 

w Y w,. 

(4.20) 

Forme de Ja solution en couplage faible 

Lorsque le couplage est faible, il est possible d’obtenir pour xi,, (w) et 
x ~ , + ( w )  des formules approchées valables pour l’ensemble des valeurs de w. 
En couplage faible, le terme [w - wo - g2A(w)I2 du dénominateur des formules 
(4.13) est grand devant le terme en [ g 2 r ( w ) ]  (sauf près de w,, où il s’annule). I1 
est donc légitime, dans les termes très petits g 2 r ( w )  et g2A(w) ,  de remplacer w 
par wo. La fonction (w) est alors correctement représentée, pour l’ensemble 
des valeurs de w, par une lorentzieiine centrée en w, CY wo + g 2 A ( q )  et de 
largeur à mi-hauteur 2g2r(w0)  : 

2 

L’expression correspondante de xaat ( w )  est : 

(4.21) 

(4.22) 

Résonance 

Lorsque wo > W D ,  et quelle que soit la force du couplage, l’une des solu- 
tions de l’équation (4.17) est supérieure à WO, donc à WD. Pour cette solution, 
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désignée par wml,  on a Z(wTnl )  = O et r’(wml) = O. La réponse correspondante 
n’est pas amortie. Au voisinage de w,,, on a : 

7rb(w - wml).  
1 1 

xa,tcw> c2 - 
TL 1 - g2A’(wm,) 

(4.23) 

Cette réponse est appelée une résonance du modèle. 

Les autres solutions éventuelles, qui apparaissent en couplage intermé- 
diaire, sont telles que w, < W D .  On a alors Z ( w T L )  # O et r ( w m )  # O. La 
réponse correspondante est effectivement amortie. 

4.5. Susceptibilité généralisée xZz  ( w )  en couplage faible 

Nous nous proposons de discuter la solution de couplage faible dans le cas 
wo < W D .  Cette solution, qui ne correspond pas alors à une résonance] est 
effectivement amortie. 

De façon générale, on vérifie sur les formules (3.10) et (3.11) les propriétés : 

(4.24) 

Pour obtenir, à partir des expressions de couplage faible de xaat (w) et xnta(w) 
(équations (4.21) et (4.22)), la susceptibilité généralisée xzz (w) de l’oscillateur 
faiblement couplé aux phonons, il est cohérent de modifier la formule (3.12) 
en tenant compte du fait que la fréquence angulaire propre de l’oscillateur, 
déplacée par le couplage, vaut wT,? F wo + g2A(wo) au lieu de wg, et d’écrire 
xzz(w) sous la forme approchée suivante : 

On a,  en faisant appel à la seconde des propriétés (4.24) : 

En utilisant alors l’expression de couplage faible (4.21) de xaat (w), on obtient : 

De manière analogue, on écrit xb,(w) sous la forme : 

(4.28) 
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En utilisant alors l’expression de couplage faible (4.22) de xa,+ ( w ) ,  on obtient : 

w - w m  1 + 
Dans la limite (7, -+ O, w, + wg) où le couplage avec les phonons s’annule, 
les formules (4.27) et (4.29) s’identifient aux formules correspondantes pour 
l’oscillateur non amorti (équations (2.11)). 

On déduit des formules (4.27) et (4.29) la susceptibilité généralisée xzz ( w )  
de l’oscillateur de fréquence angulaire propre wg < W D ,  faiblement couplé a un 
bain de phonoris de largeur de bande W D  : 

Le coefficient d’amortissement = g21’(wo) est déterminé par la densité de 
modes a la fréquence angulaire wo. Le déplacement w, - wo = g2A(wo)  de 
la fréquence angulaire propre est déterminé par l’ensemble de la densité de 
modes, comme le montre l’expression intégrale (4.4) de A(w). 

5 .  Dynamique de l’oscillateur faiblement couplé 

D’après la formule (4.30)’ la susceptibilité généralisée xXZ (w) de I’oscilla- 
teur faiblcnient couplé aux phonons est formellement semblable à celle d’un 
oscillateur classique amorti de fréquence angulaire propre w, et de coefficient 
dt frottement 27,. On en dédiiit la fonction de rbponse du déplacernent . 

Pour obtenir la fonction d’autocorrélation associée, on utilise le théorème 
de fluctuation-dissipation, qui permet de déduire Szz(w) de x;,(w). On a ainsi : 

I I 

(5.2) 
\ I  

On peut calculer S,,(t) par transformation de Fourier inverse. À température 
quelconque, la fonction SXz ( t )  n’a pas une expression analytique simple7. 

Lcs pôles de la fonction coth / J h 1 / 2  interviennent en effet daris le calcul de l’intégrale 
de Fourier donnant s,, ( t ) .  
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Cependant, dans la limite classique PtUJ << 1 où s,,(t) est donnée par la 
formule : 

on obtient, au second ordre en couplage : 

Les formules (5.1) et (5.4) montrent qu’en présence d’un couplage faible 
avec le bain de phonons, le mouvement de l’oscillateur en régime classique 
consiste en une oscillation amortie, de fréquence angulaire wm décalée par rap- 
port à la fréquence angulaire de l’oscillateur non couplé d’une valeur proportion- 
nelle au carré de la constante de couplage. Le temps de corrélation r, = ?;* 
varie quant à lui comme l’inverse du carré de la constante de couplage. I1 
diverge lorsque celle-ci tend vers zéro, l’oscillation persistant alors indéfiniment 
sans amortissement. 
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Chapitre 15 

Théorie quantique 
du transport électronique 

Les théories semi-classiques de la conduction électrique reposent sur le fait 
que dans un solide, métal ou semi-conducteur, les électrons d’une bande donnée 
obéissent entre deux collisions aux équations semi-classiques du mouvement, 
ceci étant contrebalancé par la diffusion due aux phonons et aux défauts de 
réseau. Dans cette approche, les sections efficaces de collision ainsi que les 
structures de bande sont calculées en mécanique quantique, mais les équations 
de bilan ne prennent en compte que des probabilités moyennes d’occupation. 
Les diffuseurs situés en des endroits différents sont supposés agir de façon 
incohérente. 

La première approche purement quantique de la théorie du transport 
électronique est celle de la théorie de Kubo de la réponse linéaire. Elle 
conduit à écrire une expression microscopique du tenseur de conductivité 
faisant intervenir les fonctions de corrélation des composantes appropriées 
du courant électrique (formule de Kubo-Nakano). Dans le cas homogdne, on 
peut en déduire une expression de la partie réelle dc la conductivité d’un gaz 
d’électrons sans interactions en termes de fonctions de corrélation de courants à 
une particule (formule de Kubo-Greenwood). À l’ordre le plus bas en ( k ~ l ) - ’  
(ICF étant le vecteur d’onde de Fermi et l le libre parcours moyen élastique 
relatif aux collisions électron-impureté), on retrouve ainsi pour la conductivité 
le résultat du calcul semi-classique fondé sur l’équation de Boltzmann. Les 
corrections par rapport à ce résultat sont dues à des effets d’interférences 
quantiques mettant en jeu des échelles de longueur très supérieures à e. 
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1. Formule de Kubo-Nakano 

De manière générale, la théorie de la réponse linéaire conduit à exprimer 
chacun des coefficients des lois linéaires pliénoménologiques du transport en 
termes d’une fonction de corrélation à l’équilibre des courants appropriés. Les 
formules ainsi obtenues portent le nom gkriérique de formules de Green-Ku bo. 

Nous allons établir ici la formule de Green-Kubo pour le tenseur de 
conductivité électrique. Cette forniule, qui permet d’exprimer les composantes 
du tenseur de conductivité en termes d’une fonction de corrélation des compo- 
santes correspondantes du courant électrique, est aussi appelée plus spécifique- 
ment formule de Kubo-Nakano. Le système de5 porteurs de charge étant décrit 
au niveau microscopique par la mécanique quantique, la formule de Kubo- 
Nakano est à la base de la théorie quantique du transport électronique. 

Nous établirons cette formule en supposant tout d’abord que le champ 
électrique appliqué est spatialement uniforme. Nous étudierons ensuite la 
généralisation au cas non uniforme. 

1.1. Conductivité en champ électrique uniforme 
On considère un matériau conducteur auquel est appliqué un champ élec- 

trique spatialenient uniforme E( t ) .  Si le champ est parallèle à la direction B,  
le hamiltoriien de perturbation peut s’écrire : 

H l ( t )  = - 
i 

Dans la formule (l.l), les {T,} sont les opérateurs position des différents 
électrons de l’échantillon considéré. 

L’opérateur densité de courant électrique au point T est défini par : 
e 
2 

J ( r )  = -- C[V~S(T - 

i 
Ti) + S(T - 

où vi = r,  est la vitesse de l’électron i .  Lorsque le champ est uniforme, il en 
est de même de la densité de courant, que l’on peut par conséquent définir 
aussi Dar la formule : 

J = - J ( r ) d ~ ,  
V ‘ S  

dans laquelle V désigne le volume de l’échantillon. On en déduit, compte tjenu 
de la formule (1.2) : 

(1.4) 
e 
V 

J=-C vi. 
?, 

Dans le régime de réponse linéaire, la valeur moyenne ( J m ( t ) )  de la compo- 
sante parallèle à la direction a de la densité de courant s’écrit sous la forme : 
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a,fi(w) = V lini 
€++O+ 

avec A = e E, rz,p et B = J,. D’après la théorie générale de la réponse linéaire, 
la fonction de réponse X e ~ ( t )  est donnée par la formule : 

(1.8) 

Le système non perturbé est supposé en équilibre canonique à la température T .  
On peut donc écrire i ~ ~ ( t )  à l’aide de la fonction de corrélation canonique de 
Kubo K , A ( ~ )  = V K j , j q ( t )  : 

Le tenseur de conductivité électrique a pour composantes : 

La conductivité se calcule donc à partir d’une fonction de corrélation courant- 
courant à l’équilibre. La formule (1.8) est la formule de Kubo-Nakano pour le 
cas particulier d’un champ électrique uniforinel . 

1.2. Généralisation au cas non uniforme 

L’étude prbcédente peut être étendue au cas où la perturbation dépend, 
non seulement du temps, mais aussi du point de l’espace. Le tenseur de 
conductivité est alors une fonction, non seulement de la fréquence angulaire, 
mais aussi du vecteur d’onde : 0 = g(q, w). 

Pour un potentiel extérieur imposé non homogène $(r,  t ) ,  la perturbation 
est décrite par le hamiltonien : 

où p ( r )  = e E, b ( r  - T, )  est la densité de charges au point T 

En utilisant le fait que la fonction de réponse g ~ ~ ( t )  est réelle, on peut aussi écrire 
les composantes du tenseur de conductivité en champ électrique uniforme sous la forme 
équivalente : 

où .J, désigne J a ( t  = O )  
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Pour faire apparaître explicitement le champ E p ( r ,  t )  = - 0 p 4 ( r ,  t )  dans 
l’expression de la perturbation, on introduit l’opérateur dérivé Hl défini par 
ihH1 = [ H I ,  Ho] (la dérivation correspond à l’évolution non perturbée) : 

(1.10) 

En prenant en compte l’équation de continuité p(r) = -V.J(r) ,  on obtient : 

Hl z ~ (1.11) 

soit encore : 

81 = - J’ V. [4(r, t ) J ( r ) ]  d r  + 1 J(r).cIq5(~, t )  d r .  (1.12) 

Le premier terme du second membre de l’équation (1.12) peut être transformé 
en intégrale de surface du flux 4(r,  t ) J ( r ) ,  puis annulé grâce à un choix conve- 
nable des conditions aux limites. La formule (1.12) se réduit alors à : 

8, = - Ep(r,t)Jp(r)dr. s (1.13) 

La formule (1.13) est de la forme générale : 

Hi = - J ’a ( r ,  t )A(r)  d r ,  (1.14) 

avec u ( r ,  t )  = E ~ ( T ,  t )  et A(r)  = J ~ ( T ) .  

donc sous la forme : 
Dans le régime de réponse linéaire, la valeur moyenne (J,(r,t)) s’écrit 

(~,(r,t)) = / ” d +  J I x B A ( r  - r ’ , t - t ~ ) ~ ~ ( r ~ ~ t l ) d t / ,  (1.15) 

avec B(r )  = Je(?-). Pour un système non perturbé en équilibre canonique à 
la température T ,  la fonction de réponse ~ & A ( T  - r’, t - t’) est donnée par la 
formule : 

Pour déterminer le tenseur de conductivité, on introduit les transformées 
de Fourier spatiales et temporelles E p ( q , w )  et ( J , (q ,w) )  de Ep(r , t )  et 
( J ,  ( r ,  t ) ) ,  définies respectivement par les formules : 

(1.17) 
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et : 

( J c y ( q , w ) )  = . I d r / ( J , ( ~ , t ) ) p ’ ( ~ ‘ - ~ . ~ ) d t .  (1.18) 

On obtient, par transformation de Fourier de l’équation (1.15)’ une relation 
de la forme : 

( J L y ( ( I I 4 )  = ~ c y O ( q > w ) ~ f i ( q ’ ~ ) ’  (1.19) 

avec, compte tenu de la formule (1.16) : 

En introduisant l’intégration supplémentaire 6 d r  = 1, et en effectuant le 
changement de variables ( r , r  ~ T ’ )  + ( ~ , r ’ )  dans l’intégrale double sur les 
variables d’espace ainsi obtenue, on réécrit la formule (1.20) pour les compo- 
santes du tenseur de conductivité sous une forme faisant intervenir une fonction 
de corrélation des transformées de Fourier spatiales des densités de courant2 : 

I I 
(1.21) 

La formule (1.21) est la formule générale de Kubo-Nakano. 

2. Formule de Kubo-Greenwood 

Dans certains cas, on peut écrire pour la conductivité une formule plus 
explicite. En particulier, il est possible d’exprimer la partie réelle de la conduc- 
tivité à vecteur d’onde nul d’un gaz d’électrons sans interactions à l’aide de 
fonctions de corrélation à l’équilibre de courants à une particule. Cette expres- 
sion de X e  a,fi(q = 0, w )  constitue la formule de Kubo-Greenwood, que nous 
allons déduire ici de la formule de Kubo-Nakano3. 

On peut aussi écrire les composantes du tenseur de conductivité sous la forme équi- 
valente : 

où J ,  ( q )  désigne J , ( q ,  t = O) 

Une autre démonstration de la formule de Kubo-Greenwood, reposant sur la relation 
entre la partie réelle de la conductivité à vecteur d’onde nul et  les propriétés d’absorption 
optique, est présentée dans le complément 15.A. 
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Si les électrons sont libres, les états propres à une particule sont des ondes 
planes \ I C % )  ( ( T ~ I C , )  = ~ - ~ / ~ e ~ ~ *  ’). Plus généralement, notamment en présence 
d’impuretés, les états propres de vecteur d’onde I C , ,  notés alors I#)k%),  peuvent 
être d’autres fonctions 4 k t  ( T ) .  L’ensemble des électrons est décrit dans une 
représentation en nombres d’occupation, dans laquelle n, désigne le nombre 
d’occupation4 de l’état de vecteur d’onde I C , .  Pour un gaz d’électrons sari5 
interactions, de harniltonieri Ho = x k ,  f k t &  ak, , les opérateurs annihilation 
et création dans l’état de vecteur d’onde k, à l’instant t sont donnés par : 

(2.1) - Z t k t t / f L  a t ( t )  = e z t k , t / h .  
a k ,  ( t )  = a k , e  kt 

Dans le cas où les états propres à une particule sont des ondes planes, les 
opérateurs champ (annihilation et création de particules au point r )  sont 
définis par les formules : 

Plus généralement, si les états propres à une particule sont des fonctions #)kt ( T ) ,  

on définit les opérateurs champ de la façon suivante : 

2.1. Expression des courants Ja(q = 0 , t )  et J p ( q  = O ,  -&A) à 
l’aide des états propres à une particule 

Pour exprimer la densité de courant à l’aide des opérateurs champ, on part 
de l’équation de continuité p(r) = - V . J ( r ) .  La densité de charges s’exprirnant, 
en termes des opérateurs champ, comme p ( r , t )  = e$t(r,t)$(~,t), on vérifie 
que JCy(r ,  t) s’écrit sous la forme : 

La transformée de Fourier spatiale de J,(T, t )  est5 : 

Comme il s’agit à e  fermions, n, peut valoir, soit O ,  soit 1. 
Dans les formules (2.5) et (2.6), les opérateurs a i l  et akî sont pris à l’instant t ,  bien 

que, pour alléger l’écriture, ceci ne soit pas noté de façon explicite. 
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À vecteur d'onde nul, il vient : 

(2.6) 
On peut intégrer par parties le second ternie du second membre de la formule 
(2.6) : le terme tout intégré ne fournit aucune contribution, tandis que l'autre 
contribution de l'intégration par partJies de ce second terme vient doubler le 
premier. On obtient, ainsi6 pour Ja(q = O, t) l'expression : 

dans laquelle p ,  = (h/z)û/&, désigne la composante parallèle à la direction Q 

de l'impulsion à une particule. On en déduit, en utilisant les expressions (2.1) 
des opérateurs annihilation et création à l'instant t : 

Les opérateurs à vecteur d'onde nul J,(q = O ,  t) et JB(q = O, -iM) sont 
hermitiqiies. Cette propriété jouera un rôle crucial dans la suite. 

2.2. Partie réelle de la conductivité à vecteur d'onde nul 

Reportant les expressions (2.8) de J a ( q  = O. t )  et J B ( q  = O, -&A) dans 
la formule de Kubo-Nakano (1.21) écrite pour q = O, on obtient : 

Pour expliciter a,p(q = O , W ) ,  il reste à calculer la moyenne à l'équilibre 

libre de produits d'opérateurs création et annihilation, les deux seules pos- 
sibilités d'avoir un résultat non nul sont, d'une part, kl = ka, k3 = k4, et,  

(ak3ak4ak, t t akz). D'après les règles générales sur les valeurs moyennes à l'équi- 

Les états propres I&,) sont notés dorénavant Ik,) pour simplifier, même si ce ne sont 
pas des ondes planes. 



456 Chapitre 15 : Théorie quantique du transport électronique 

d’autre part, kl  = kq, k2 = k3. La contribution correspondant à kl = k2, 
kg = k4 contient la somme : 

(kl [Pa 1-1) ( k 3 1 P B I k 3 ) n k i n k 3  ’ (2.10) 
ki  ,k3 

où n k ,  = (Cz i ,ak , )  est le nombre moyen d’électrons dans l’état lki) à l’équilibre 
thermodynamique. Comme il n’y a pas de courant à l’équilibre, on a : 

x ( k l p / k )  n k  = 0. (2.11) 

( a k 3 a k 4 u k l a k z )  t 

k 

La contribution ki = k2, k:< = k4 à la moyenne t est donc nulle. 
Par suite, on tient compte uniquement de la contribution kl = k4, k2 = kg. 
La composante a,o(q = 0, w) du tenseur de conductivité s’écrit : 

L’intégration sur t donne : 

lim lm d t  e ( z w - t ) t e z ( e k i  -eloz = i ++ % -‘“). 
vp f k z  ~ ck i  Fl 

f i  
W -  

€-O+ 

(2.13) 
Par ailleurs, on a : 

e - P ( e k l  - e * , )  ~ 1 
e(tka-tki)x dX = , (2.14) 

I O  ck î  ~ f k i  

et l’on vérifie la formule : 

(1 - n k J n k z  [ e -B(ek l - ‘kz )  - 11 n k l  - n k z .  (2.15) 

En tenant compte des équations (2.13)’ (2.14) et (2.15)’ on obtient finalement 
la formule de Kubo-Greenwood pour la partie réelle di1 tenseur de conductivité 
à vecteur d’onde nul7 : 

I I 

(2.16) 

Pour simplifier l’écriture, le tenseur de conductivité à vecteur d’onde nul est désormais 
désigné simplement par ~ ( w ) .  
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La formule (2.16) permet de relier la partie réelle de la conductivité à vecteur 
d’onde nul d’un gaz d‘électrons sans interactions à des transitions entre les 
états stationnaires à une particule. 

2.3. Relation avec les propriétés d’absorption optique 
La partie réelle de la conductivité à vecteur d’onde nul correspond à la 

partie dissipative de cette susceptibilité. 

Pour le montrer, on peut revenir à la formule de Kubo-Nakario (1.21). 
Cette expression du tenseur de conductivité a été obtenue à partir des formules 
générales de la théorie de la réponse linéaire avec A(T)  = .Jo(r) et B ( T )  = 
J ,  ( T ) ,  opérateurs dont les transformées de Fourier spatiales à vecteur d’onde 
nul sont hermitiques. Les signatures par renversement du temps des opérateurs 
A ( r )  et B ( r )  sont respectivement C A  = +l et tg = -1. Cela implique la 
relation : 

G Y / + )  = -ap,(w). (2.17) 

On en déduit, en ce qui concerne la fonction spectrale E,p(w), c’est-à-dire la 
partie dissipative de la susceptibilité : 

2iJ,~(w) = o,~(w) - CT;,(W) = o,~(w) + a;B(w) = 2%ea,p(w). (2.18) 

Dans un métal, la partie réelle du tenseur de Conductivité et la partie 
imaginaire du tenseur de permittivité diélectrique sont reliées par la formule’ : 

(2.19) 

Dans le cadre d’un modèle d’électrons indépendants, la formule de Kubo- 
Greenwood pour !Re ~ ( w )  donne donc également accès aux propriétés d’absorp- 
tion optique caractérisées par (3;rn ~ ( w ) .  

47r 
9 r n E ( W )  = - & ( T ( W ) .  

W 

3. Conductivité d’un gaz d’électrons en présence d’impuretés 

Revenons sur le calcul de la conductivité d’un gaz d’électrons degénéré 
en présence d’impuretés, obtenue antérieurement dans le cadre d’un calcul 
semi-classique effectué à partir de l’équation de Boltzmann linéarisée. 

3.1. Temps de relaxation 

Si le potentiel & ( Y )  créé par les impuretés reste suffisamment faible, les 
états électroniques en présence des impuretés peuvent s’obtenir à partir des 
états électroniques en l’abscnce de celles-ci via iin calcul de perturbations. 
L’équation aux valeurs propres s’écrit, en présence des impuretés, 

(Ho + K ) l 4 k , )  = E k t 1 4 k z ) ’  (3.1) 

Voir le complément 1 5 . ~ .  
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tandis qu’en l’absence des impuretés elle s’écrit simplement : 
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HOlk)  = f k ,  Ik). (3.2) 

Au premier ordre en perturbations, on a : 

Par conséquent, pour k l  # kz,  l’élément 
et 14kz) s’écrit : 

de matrice de p ,  entre les états I&,) 

Ce sont ces éléments de matrice entre états perturbés qui doivent être pris en 
compte dans la formule de Kubo-Greenwood (2.16). Le système, désordonné, 
peut être considéré comme isotrope, et l’on a onp = a6,~. On obtient : 

Ce calcul perturbatif n’est valable que pour V,  << hw, où V,  représente une 
valeur typique du module des éléments de matrice (kl lKlk2) .  I1 n’est donc pas 
applicable à fréquence angulaire nulle. 

Dans un métal, lkll et Ileal sont tous les deux proches du module k~ du 
vecteur d’onde de Fermi. On a donc, 0 désignant l’angle entre les vecteurs ICl 
et kz : 

(kl - k212 ? 2kF(1-  cos8). 

n k i  - nk, = f O ( f h 1 )  - f O ( f k z ) ,  

(3 .6)  

(3.7) 

Par ailleurs, on a : 

où f o  désigne la fonction de Fermi-Dirac. Puisque, dans la formule de Kubo- 
Greenwood, € k z  et Eki sont reliés par Ekz - €kl  = hw, on peut écrire, pour 
hw << f F ,  

soit, le gaz d’électrons étant dégénéré : 
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On obtient finalement, dans un domaine intermédiaire de fréquences angulaires 
caractérisé par la double inégalité V,  << fiw < C F  : 

(3.10) 

Dans la formule (3.10), l'inverse du temps de relaxation r (k1)  est défini par la 
formule usuelle pour les collisions électron-impureté : 

3.2. Conductivité 
La partie réelle de la conductivité se calcule facilement grâce à la présence 

de la fonction delta dans la somme figurant au second membre de l'équation 
(3.10). Cette équation s'bcrit aussi : 

où T ( ~ F )  désigne le temps de relaxation au niveau de Fermi. 

où n = kg/37r2 est la densité du gaz d'électrons. On obtient donc : 

ne2 
mw%( E F )  

Rea(w) = 

Si l'on réécrit la formule (3.14) soils la forme 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

elle apparaît comme la limite pour W T ( E F )  > 1 d'une formule de Drude-Lorentz 
généraliséeg écrite avec un temps de relaxation de la vitesse moyenne égal à 

La formule de Drude-Lorentz généralisée s'obtient en résolvant en régime harmonique 
de fréquence angulaire w l'équation d'évolution de la vitesse moyenne des électrons en champ 
électrique uniforme : 

WL- +ni- = eE( t ) .  4 v )  (.) 
d t  r 

Pour E ( t )  et (v( t ) )  variant en e ë z w t ,  on obtient : 

n e Z r  1 
.(O) = ~ _ _ _ .  

m 1 - i w r  
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T ( f F )  : 
n e 2 r ( c F )  1 

!Reo(w)  = 
m I + w ~ T ~ ( ~ F )  

(3.16) 

3.3. Au-delà du résultat de Drude : critère de Ioffe-Regel et 
transport quantique 

Le calcul effectué ici, valable dans un domaine intermédiaire de fréquences 
angulaires caractérisé par la double inégalité 7-l ( t ~ )  << w << E F / ~ L ,  est compa- 
tible avec le résultat classique de Drude pris dans la limite” W T ( E F )  >> 1. 
C’est seulement lorsque la condition E F T ( ~ F )  >> TL n’est pas vérifiée que des ef- 
fets spécifiquement quantiques sont susceptibles d’apparaître. Cette condition 
s’écrit aussi, plus simplement, sous la forme du critère de Ioffe-Regel, 

k F e  > 1, (3.17) 

où e - T L ~ F T ( E F ) / ~  est le libre parcours moyen élastique des électrons. 

Lorsque le désordre augmente et que le critère de Ioffe-Regel n’est plus 
vérifié, des corrections à la théorie de Drude doivent être prises en compte. 
Ces corrections, dont on peut montrer qu’elles font intervenir des termes en 
puissances inverses de k ~ t ,  sont dues à des effets d’interférences quantiques 
qui mettent en jeu des échelles de longueur très supérieures à e. La diffusion 
élastique sur des impuretés ne détruit pas la cohérence de phase des ondes dif- 
fusées. Cette cohérence est détruite sur line longueur de cohérence eq(T) > e,  
qui dépend en génkral de mécanismes dynamiques (mouvement des impuretés, 
diffusion sur des phonons . . .). 

Dans des systèmes niésoscopiques de taille L 5 lq(T),  des effets d’inter- 
férences quantiques, tels que la localisation faible, sont susceptibles de modifier 
les propriétés de transport’’. I1 convient, pour les étudier, de mettre en œuvre 
une méthode de calcul adaptée. Une telle méthode a été proposée pour la 
première fois par R. Landauer en 1970i2. 

lo Un autre calcul de %e O ( W )  à partir de la formule de Kubo-Greenwood, ne supposant 

La longueur de cohérence Q ( T )  est une fonction décroissante de la température. Tout 

pas la condition WT(F+-)  2 1, est présenté dans le complément 15.A. 

système à température suffisamment basse est donc mésoscopique. 

l2 Voir ie complément 1 5 . ~ .  
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Complément 15.A 

Conductivité 
d’un métal faiblement désordonné 

1. Introduction 

On s’intéresse ici à la conductivité électrique en champ électrique uniforme 
d’un conducteur faiblement désordonné à température nulle. Dans le cas d’un 
échantillon macroscopique, la conductivité peut être calculée à l’aide de la 
formule de Kubo-Greenwood. Cette façon de calculer la conductivité, qui fait 
usage de la relation entre la partie réelle de la conductivité et l’absorption 
optique, correspond à une situation où l’échantillon conducteur sans contacts 
est placé dans une cavité électromagnétique, et où l’on mesure l’absorption 
supplémentaire due à sa présence. 

I1 existe une autre approche, due à R. Landauer, du calcul de la conduc- 
tivité. L’approche de Landauer est rnieiix adaptée au cas des systèmes de pe- 
tites dimensions (mésoscopiques) et à la discussion du phénomène de localisa- 
tion (absence de conduction) dans les systèmes unidimensionnels. 

2. Formule de Kubo-Greenwood 

Les équations de Maxwell dans un milieu matériel s’écrivent : 

V x H = (1/~)(47rJ  + a D / a t )  U . B  = O 
(2.1) V . D  = 47rp v x E = - ( l / c ) d B / d t .  

Dans les équations (2.1), J désigne la densité de courant et p la densité de 
charges libres. Définissant comme à l’habitude les transformées de Fourier spa- 
tiales et temporelles des différentes quantités mises en jeu, on écrit en régime 
linéaire des relations de la forme D ( q , w )  = g O ( q , u ) . E ( q , w )  et B ( q , w )  = 
- p(ql w).H(q ,  w), ainsi que la loi d’Ohm J ( q ,  w )  = g(q, w ) . E ( q ,  w).  Les tenseurs 
- E O  et - p sont respectivement les tenseurs de permittivité diélectrique et de 



464 Complément 15.A : Conductivité d’un métal faiblement désordonné 

perméabilité magnétique du milieu’, et 0 est le tenseur de conductivité élec- 
trique. 

On s’intéresse ici à la propagation d’une onde électromagnétique dans un 
milieu non magnétique (pap  = hap) ,  considéré comme suffisamment simple 
pour que les tenseurs go et 0 soient proportionnels à la matrice unité : = 

&‘dao, a,p = abaL?. On suppose que les champs de l’onde varient peu sur 
une distance de l’ordre du libre parcours moyen électronique. Alors E’ et a ne 
dépendent pas du vecteur d’onde q,  mais seulement de la fréquence angulaire 
w de l’onde. 

2.1. Permittivité diélectrique globale 
À fréquence angulaire nulle, la permittivité et la conductivité correspon- 

dent à des processus physiques différents : a décrit le mouvement des charges 
libres (électrons de conduction), tandis que E O  décrit la polarisation des charges 
liées (électrons dans des bandes complètement remplies). 

À fréquence angulaire finie, la distinction entre E’ et a est purement 
conventionnelle. On peut considérer que la réponse des électrons et les pro- 
priétés optiques sont en fait déterminées par la seule permittivité diélectrique 
globale ~(w), reliée à ~‘(w) et a ( w )  par la formule : 

4T 
& ( W )  = &“(LI) + i -a (w) .  

W 

La permittivité E ( U )  comprend la contribution des électrons de toutes les ban- 
des, même de celles qui ne sont que partiellement remplies. Pour le montrer, on 
analyse de deux manières différentes l’équation de Maxwell (2.1) pour V x H .  

Si l’on décrit tous les effets de réponse des électrons par une permittivité 
diélectrique globale ~(w), on considère qu’il n’y a pas de courant dans le milieu 
et l’on écrit D = &E. On a alors : 

1 
V x H = - [ - % w ~ ( w ) ] E .  

c 

Si l’on adopte le point de vue selon lequel la réponse des électrons est décrite 
à la fois par une permittivité diélectrique ~‘(w) et une conductivité électrique 
a ( w ) ,  le milieu est parcouru par un courant J = aE et l’on a : 

1 
V x H = - [ 4 ~ a ( w )  -  WE' ( w ) ]  E .  (2.4) 

C 

En identifiant les expressions (2.3) et (2.4) de V x H ,  on aboutit à la formule 
(2.2). 

’ Rappelons que l’on utilise des unités de Gauss, dans lesquelles la permittivité diélectri- 
qiie du vide vaut 1. 
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2.2. Absorption optique et conductivité 

On considère un échantillon conducteur de volunie V, dont les électrons 
sont traités comme indépendants. Le hamiltonien à un électron étant Ho, on 
désigne par { I & ) }  une base d’états propres de Ho, d’énergies E,. Les niveaux 
d’énergie sont supposés non dégénérés pour simplifier. On écrit D = E E  = 
E + 471.P’ où P = XE est la polarisation2 induite par le champ E et x la 
susceptibilité électrique du milieu. 

La théorie générale de la réponse linéaire permet d’obtenir une expression 
de ~ ( w ) ,  puis de E ( w ) ,  à l’aide des états propres et des valeurs propres de HO. 
Le hamiltonien de perturbation à i l r i  électron s’écrit, pour i l r i  champ électrique 
appliqué3 E(t )  : 

H l ( t )  = -eE(t).r. (2.5) 

De façon générale, la formule de Kubo pour le tenseur de susceptibilité élec- 
trique s’écrit : 

où, à température et potentiel chimique fixés, la probabilité moyenne d’occupa- 
tion à l’équilibre II, de l’état i&) est la fonction de Fermi-Dirac f(t,). Comme 
les tenseurs g ” ( w )  et ~ ( w ) ,  le tenseur - x ( w )  est supposé ici diagonal : xcya (w)  = 
x ( w ) 6 , ~ .  On a : 

On en déduit la permittivité diélectrique E ( W )  = 1 + 47rx(w). 

généralement à un E ” ( w )  réel. On a doric, d’après la formule (2.2). 
La polarisation des électrons des bandes complktemerit remplies conduit 

471. 
(2.8) c. S ~ E ( W )  = - R e a ( w ) ;  

W 

soit encore : 
Re a ( w )  = w Srn x ( w ) .  

En utilisant la formule (2.7) pour ~ ( w ) ,  on obtient l’expression de la partie 
réelle de la conductivité à vecteur d’onde nul : 

On suppose ici que la polarisation du milieu est uniquement d’origine électronique 

Les champs variant peu sur une distance de l’ordre du libre parcours moyen électronique, 
ils peuvent être considérés comme spatialement uniformes. 
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La formule (2.10) fait intervenir les éléments de matrice de l’opérateur L. I1 
est d’usage de réécrire % e a ( w )  en exprimant les éléments de niatrice de 2 à 
l’aide de ceux de l’opérateur u, = (ih)-’ [zl Ho] : 

(2.11) 
On reconnaît la formule de Kubo-Greenwood, précédemment obtenue à partir 
de la formule générale de Kubo-Nakano donnant la conductivité en termes 
d’une fonction de corrélation de courants. 

La puissance moyenne absorbée par unité de volume par le conducteur 
placé dans iine onde électroniagnétique de champ électrique E(t) = %e[EoeëZWt] 
est 

soit : 

~ 

dW 1 
- = -EOwx”(w), 
d t  2 

dW 1 
~ = -E: Reo(w) .  
d t  2 

~ 

(2.12) 

(2.13) 

3. Conductivité d’un système macroscopique 

On considère un échantillon macroscopique à trois dimensions d’un métal 
contenant des impuretés. Le système étant macroscopique, les énergies propres 
de Ho forment un continuum. Pour calculer Re a ( w )  à partir de la forniule de 
Kubo-Greenwood (2.11)’ on introduit donc la dcnsité d’états en énergie n(c)  
par unité de volume et par direction de spin. On écrit, l’opérateur u,  n’ayant 
d’éléments de matrice non nuls qu’entre états de même spin : 

x ~ ( c ,  - E ,  - h w )  d t n d f q .  (3.1) 

À température nulle, les excitations du système sont des paires électron-trou : 
grâce à l’absorption d’un quantum d’énergie hw, un électron dans un état 
d’énergie E ,  < E F  est porté dans un état d’énergie eq > E F ,  laissant derrière lui 
un trou ( c ~  est l’énergie de Fermi). I1 vient, grâce à la présence de la fonction 
delta dans l’intégrale au second membre de l’équation (3.1)’ 

En moyennant sur les positions des impuretés, supposées réparties aléatoire- 
ment, on obtient : 
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Daris la formule ( 3 . 3 ) .  ( / ( t 1 i ) q r L 1 2 )  désigne la moyenne de ~ ( ~ q ~ u r ~ & ) ~ 2  sur les 
différentes configurations de l’échantillon désordonné. 

Dans l’hypothèse kFe > 1, où kF désigne le vecteur d’onde de Fermi et e 
le libre parcours moyen élastique des c?lectrons, les états propres de Ho peuvent 
se décomposer sur une base d’ondes planes { l k ) } ,  les différents états d’onde 
plane formant un paquet d’ondes de largeur N e-’ : 

k k 

On pose e,, = h2k,L/2rn et tq = 7i2~q/2rn (avec k,,e >> 1, k , ~  >> 1). On suppose 
que, compte tenu du désordre, les amplitudes uz peuvent être modélisées par 
des variables aléatoires gaiissierines indépendantcs, de moyenne niille et de 
variance approximativement donnée par une lorentzienne4 de largeur e-’ : 

La normalisation (&I&) = 1 est ainsi assurée‘. Compte tenu du caractère 
gaussien des amplitudes, on peut déduire des formules (3.4) et (3.5) l’expressioii 
de la quantité  ti,)^^^^) pour q # TL.  On a : 

D‘après la formule ( 3 . 5 ) ,  seuls les ternies avec k = k’ contribuent à. la moyenne. 
I1 vient : 

soit6 : 

On a posé IC = lkl. 

On a en effet : 

soit, compte tenu de la formule ( 3 . 5 )  : 

On a donc bien (4n14n) = 1 .  

Le résultat (3.8) s’obtient par exemple par intégration par résidus. 
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Revenant alors à la formule (3 .3) ’  on obtient : 

n(t,)n(E, + f iw) 1 
de,. (3.9) 

fiW 1 + (k, - i q 2 P  
Rea(w) = 

Dans le domaine de fréquences angulaires hw << E F ,  on a : 

(3.10) 

soit 

où T ( E F )  = lm/hkF est le temps de relaxation au niveau de Fermi. La partie 
réelle de la conductivité s’écrit alors approximativement : 

(3.12) 

Pour poursuivre le calcul, il faut disposer d’une expression de la densité 
d’états dans le métal désordonné. Nous supposerons que la densité d’états 
diffère peu de celle d’un gaz d’électrons libres .(e) = ~-22-1/2((rn/f22)3/2~1/2.  
I1 vient alors, en tenant compte de la relation n = k>/37r2, où n désigne le 
nombre d’électrons par unité de volume : 

(3.13) 

C’est le résultat, pour un champ harmonique à la fréquence angulaire w, du 
modèle classique de Drude. 

La méthode ci-dessus peut aussi s’appliquer à un échantillon unidimen- 
sionnel, à la condition qu’il soit macroscopique. Pour effectuer le calcul, il 
faut prendre en compte les modifications appropriées dans les expressions de 
(I(’u,),~~~) et de ~ ( E F ) ,  ainsi que dans la relation entre n et k ~ .  

4. Conductance d’un système mésoscopique : approche de 
Landauer 

4.1. Problèmes posés par la formulation de Kubo dans un système 
de petites dimensions 

Lorsque les dimensions de l’échantillon sont suffisamment faibles pour que 
les énergies propres électroniques ne forment pas un continuum (système méso- 
scopique), la méthode précédente n’est pas applicable. Pour calculer Re a ( w )  
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dans le cadre de la théorie de Kubo, il est alors nécessaire de revenir à la for- 
mule (2.11)’ celle-ci faisant intervenir une double sommation sur des états qui 
peuvent être considérés comme discrets. Cette formule, appliquée à un con- 
ducteur isolé fini, conduit à une conductivité statique nulle : Re a(w = O) = O. 
C’est l’expression du fait qu’un système isolé fini, ayant un spectre d’énergie 
discret, n’absorbe pas d’énergie de la part du champ électromagnétique. 

On ne peut donc pas obtenir de cette façon la conductivité statique finie 
d’un système métallique mésoscopiqiie. 

4.2. L’approche de Landauer 
Toutefois, l’expression (2.11) de !Rea(w) se réfère à une quantité mesurée 

en plaçant l’échantillon conducteur sans contacts dans une cavité électro- 
magnétique, et en mesurant l’absorption supplémentaire due à sa présence. 

I1 est possible, corrinie l’a montré R. Landaiier dès 1957, de définir et 
de mesurer d’une autre manière la conductivité statique, par exemple en 
reliant par des contacts l’échantillon conducteur à une source de courant. Dans 
cette approche, on considère un conducteur désordonné parcouru par un flux 
d’électrons incidents rencontrant une barrière d’obstacles de longueur L due 
au désordre. On suppose que, de part et d’autre de ces obstacles, il existe un 
espace libre sans désordre. On désigne par R la probabilité de réflexion sur la 
barrière : la densité relative de particules dans l’espace libre gauche de la 
barrière est donc 1 + R (daris cet espace coexistent les courants incident et 
réfléchi), tandis qu’à droite la densité relative est T = 1 - R (seul Ir courant 
transmis existe dans cet espace) (Fig. 1). 

I I 

L 

Fig. 1. La géométrie de Landauer. 

Le gradient de densité à travers la barrière est égal à -2R/L.  À tempéra- 
ture nulle, en supposarit pour simplifier que tous les électrons du conducteur 
ont la meme vitesse, égale à la vitesse de Fermi TIF, on écrit le courant associé 
à ce gradient comme J u ~ ( 1 -  R). Le courant J est un courant de diffusion, 
et le coefficicnt D de la loi de Fick est : 
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La conductance de l’échantillon s’en déduit via le théorème de fluctuation- 
dissipation, écrit sous la forme de la relation : 

entre le Coefficient de diffusion et la mobilité (n  désigne ici le nombre d’électrons 
par unit,é de longueur). À T = O, on a : 

où ~ ( E F )  est ici la densité d’états par unité de longueur et par direction de 
spin au niveau de Fermi. En prenant la valeur T L ( ~ F )  = ( T ~ v F ) - ’  correspon- 
dant à un gaz d’électrons libres, on obtient pour la conductivité a = nepD 
l’expression : 

Or1 en déduit la résistivité p = cpl : 

Compte tenu de l’expression (4.1) de D ,  la résistance R = pL d’un échantillon 
de longueur L est : 

i.rh R fi= - ~ .  
e2 1 - R  

À température nulle, la conductance G = fip’ de l’échantillon unidimen- 
sionnel désordonnt5, modélisé par une barrière de coefficient de réflexion R et 
de coefficient de transmission T = 1 - R, est donc donnée par la formule de 
Landauer : 

5.  Addition en série de résistances quantiques. Localisation 

Un échantillon désordonné à une dimension peut être considéré comme 
une succession de barrières de coefficients de réflexion et de transmission Ri 
et Ti = 1 -Ri.  
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5.1. Résistance moyenne d’un système de deux barrières en série 
Pour déterminer la résistance moyenne d’une telle succession de barrières, 

on considère tout d’abord deux barrières en série. 
Le problème ne peut être traité en faisant intervenir uniquement les 

coefficients de réflexion et de transmission (R1,Tl) et, (Rz,T2) relatifs à la 
densité de particules. De f a p n  générale en effet, les interactions des électrons 
avec des impuretés fixes, responsables du libre parcours moyen élastique e,  
conservent la cohérence de phase. Ce sont les interactions aléatoires qui font 
perdre cette cohérence, iiotarnnient les interactions électron-phonon et les 
interactions électron-électron. A basse température, ce sont principalenient les 
interactions électron-électron (qui ne modifient pas la quantité de mouvement 
et n’influencent donc pas e )  qui sont responsables de la perte de cohérence de 
phase. On est ainsi conduit à introduire la longueiir de cohérence l 4  sur laquelle 
la cohérence de phase de la fonction d’onde d’un électron proche du niveau de 
Fermi est perdue. Si l’on considère un niatériau pour lequel l 4  >> l ,  les phases 
de l’électron à la sortie de la première barrière et, à l’entrée de la seconde 
sont parfaitement corrélées. I1 faut donc tenir compte de cette cohérence en 
utilisant dans le calcul les amplitudes de probabilité plutôt que les densités de 
particules (Fig. 2 ) .  

Fig. 2. Amplitudes réfléchies et transmises par deux barrières en série. 

Ainsi, étant donnée une onde incidente d’amplitude unité, on désigne par 
A l’amplitude réfléchie par la première barrière et par D l’amplitude trans- 
mise par l’ensemble des deux barrières. L’onde d’amplitude B emergeant de la 
première barrière subit un déphasage 4 avant d’arriver sur la seconde. L’onde 
d’amplitude C subit un déphasage similaire entre la seconde et la première 
barrière. Les équations de continuité des amplitudes au niveau des entrées et 
des sorties des barrières s’écrivent : 

A = TI + Ctl B = t i  + C( 
D = BP“t2 .  

(5.1) 
Cp-‘4 = BeL4rZ 

Dans les équations (5.1)’ r1 et tl désignent respectivement le coefficient 
de réflexion de l’amplitude à l’entrée de la premiere barrière et le coefficient de 
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transmission de l’amplitude par cette barrière, tandis que 7-i = 7-T désigne le 
coefficient de réflexion de l’amplitude à la sortie de cette barrière. De même, 
7-2 et tz désignent respectivement le coefficient de réflexion de l’amplitude à 
l’entrée de la seconde barrière et le coefficient de transmission de celle-ci. 

Les équations (5.1) permettent d’obtenir A ,  B ,  C et D en fonction des 
paramètres des barrières et du déphasage. On a notamment : 

Le coefficient de transmission de l’ensemble des deux barrières est : 

soit, avec des notations standard : 

Dans l’équation (5.4), on a posé : 

û = 24 + arg(r2T;). 

On calcule ensuite le coefficient de réflexion = 1 - T(’). I1 vient : 

(5.6) 
RI + Rz - 2(R1 R2)1’2 cos0 
1 + RlR2 ~ 2(R1R2)1’2c~~0 

R(2) = 

La conductance de cet obstacle formé de deux barrières en série est, d’après 

soit, compte tenu des formules (5.4) et (5.6) : 

Le déphasage 4 dépend de la distance entre les barrières. On considère 
maintenant un ensemble statistique d’échantillons constitués des deux barrières 
décrites ci-dessus, séparées par des distances variant d’un échantillon à l’autre. 
On désigne par (. . .) la moyenne sur cet ensemble. On peut supposer que 4 a 
une distribution uniforme sur l’intervalle (O, 27r). La formule (5.5) donne dans 
ce cas (cosû) = O. On déduit alors de la formule (5.8) la résistance moyenne : 
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La formule (5.9) montre que la loi d’Ohm d’addition des résistances en série 
n’est pas valable en général7 (rappelons toutefois qu’il s’agit ici d’un calcul à 
T = O). 

En vue du calcul de la résistance moyenne d’un système formé de N 
barrières en série, il convient de réécrire la formule (5.9) sous la forme : 

5.2. Résistance moyenne d’un conducteur désordonné 
On cherche maintenant à établir comment varie avec N la résistance 

moyenne d’un conducteur unidimensionnel désordonné modélisé par une suite 
de N barrières du type précédent en série. On introduit la conductance sans di- 
mensions g, telle que G = ( rh) - le2g ,  et la résistance sans dimensions8 p = 9-l. 

La loi d’addition (5.10) permet de calculer la résistance moyenne ( ~ ( ~ 1 )  
d’un ensemble de deux systèmes de résistances p l  et p2 en série : 

( p ( 2 ) )  = pi + p2 + 2 P l P 2 .  (5.11) 

Une fois effectuée en outre la moyenne sur les paramètres propres à chacun 
des systèmes, supposés statistiquement indépendants les uns des autres, on 
obtientg : 

( P ( 2 ) )  = (Pi) + ( P 2 )  + 2(Pl)(P2). (5.12) 

Ainsi, en considérant un obstacle constitué de N - 1 barrières en série avec 
une barrière supplémentaire, chacune de ces barrières ayant une résistance 
moyenne (p ) ,  011 montre que la résistance moyenne ( ~ ( ~ 1 )  d’un conducteur de 
N barrières est : 

(/?(NI) = [(1 + 2(p ) )N  - 11. 2 
Pour (p )  < 1, on a approximativement 

(5.13) 

(5.14) 

La loi d’Ohm donnerait en effet, pour la résistance de l’ensemble des deux barrières 
(indépendamment de la valeur de 4) : 

Dans la limite des petites résistances, c’est-à-dire des petits coefficients de réflexion (R, < 1), 
la loi d’Ohm s’identifie avec le résultat exact (5.9). 

La notation p ne désigne pas ici la résistivité, mais l’inverse de la conductance sans 
dimensions g.  

Pour conserver des notations simples, nous gardons la même désignation pour la 
résistance moyenne avant et après le moyennage supplénientaire sur les paramètres propres 
à chacun des systèmes. 
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Cette croissance exponentielle de la résistance moyenne avec N constitue le 
phénomène de localisation à une dimension. Pour un échantillon de longueur 
L ,  si d désigne la distance moyenne entre les barrières, on a N = Ld-’ et la 
formule (5.14) s’écrit : 

1 
( p q  cx 2 ( e a L  - 1). (5.15) 

Le paramètre a = 2(p)dp’ représente l‘inverse d’une longueur de localisation. 

5.3. Variable d’échelle 
L’approche précédente de la localisation, qui repose sur le calcul de la 

résistance moyenne, n’est pas entièrement satisfaisante. En effet, la densité de 
probabilité des résistances est line loi large, de sorte que la dépendance en N 
d’une moyenne dépend crucialement du choix de la quantité moyennée. 

I1 est intéressant de rechercher une quantité qui puisse jouer le rôle de 
(( variable d‘échelle ), c’est-à-dire qui se comporte de façon extensive (additive), 
avec une moyenne augmentant linéairement avec N .  La quantité log(1 + p)  
possède cette propriété. Pour chaque barrière, on a 1 + p = T- l ,  et donc 
log(1 + p)  = - log T .  La quantité - log T ,  qui joue le rôle d’un coefficient 
d’absorption’’, se comporte de manière additive. En effet. revenant à l’obstacle 
constitué de deux barrières, on obtient à partir de la formule (5.4), en moyen- 
nant sur le déphasage” 4, une loi additive : 

(log T ( 2 ) )  = log T’ + log s2. (5.16) 

La formule (5.16) permet de montrer que log(1 + p) est une variable d’échelle 
pertinente pour ce problème. On en déduit en effet, pour le conducteur de 
N barrières considéré précédemment, après avoir nioyenné sur les paramètres 
propres à chaque barrière : 

( log(l+ p’)) = N(log(1 + p) ) .  (5.17) 

La formule (5.17) implique que la résistance typique d’un échantillon de lon- 
gueur L suit la loi d’échelle log(1 + p)  = CYL. d’où l’on déduit : 

p = ecvL - 1. (5.18) 

C’est C Y ,  inverse de la longueur de localisation, qui joue le rôle de variable 
d’échelle. 

La formule (5.19) montre que, pour CYL > 1, la résistance typique d’un 
échantillon de longueur L croît exponentiellement avec L ( p  E e a L ) ,  tandis 
que, pour a L  < 1, on a une résistance additive (( classique )) ( p  E a L ) .  

lo En effet, le rapport à l’intensité incidente de l’intensité transmise après passage dans 

’’ un échantillon de longueur L et de coefficient d’absorption K est T = e é K L .  
On utilise la formule : 

log(a+hcos0)d0 = 7 r l o g - [ a + ( a z  1 -b2)1’2] .  
2 



Bibliographie 475 

Bibliographie 

É. AKKERMANS et G. MONTAMBAUX, Physique mhoscopique des électrons et 
des photons, EDP Sciences/CNRS Éditions, Paris, 2004. 

N.W. ASHCROFT and N.D. MERMIN, Solid state physics, IIolt-Saunders, 
Philadelphia, 1976. 

Y. IMRY, Introduction to mesoscopic physics, Oxford University Press, Oxford, 
1997. 
L. LANDAU et E. LIFCHITZ, Électrodynamique des milieux continus, Éditions 
Mir, Moscou, seconde édition, 1990. 

J.-M. LUCK, Systèmes désordonnés unidimensionnels, Aléa Saclay, Paris, 1992. 

N . F .  MOTT, Conduction in non-crystalline materials, Clarendon Press, Ox- 
ford, 1987. 

Références 

D.A. GREENWOOD, The Boltzmann equation in the theory of electrical con- 
duction in metals, Proc. Phys. Soc. London 71, 585 (1958). 

R. LANDAUER, IBM J .  Res. Dev. 1, 223 (1957) ; Electrical resistance of dis- 
ordered one-dimensional lattices, Phzl. Mag. 21, 863 (1970). 

D.  J. THOULESS, Relation between the Kubo-Greenwood formula and the 
Boltzmann equation for electrical conductivity, Phzl. Mag. 32, 877 (1975). 

P .W.  ANDERSON, D.J. THOULESS, E. ABRAHAMS and D.S. FISHER, New 
method for a scaling theory of localization, Phys. Rev. B 22, 3519 (1980). 

Y. IMRY and R. LANDAUER, Conductance viewed as transmission, Rev. Mod. 
Phys., Centennial Issue, 71, S3M (1999). 





Chapitre 16 

Coefficients 
de transport thermiques 

Dans un Auide, les gradients de densité, de vitesse moyenne ou de terripé- 
rature donnent lieu à des (( forces thermiques )) internes au système étudié. Les 
perturbations correspondantes n’étant pas hamiltoniennes, il n’est pas a priori 
possible d’obtenir les réponses à ces forces ou les susceptibilités généralisées 
associées en appliquant directement la théorie de la réponse linéaire, celle-ci 
ayant été développée à 1 ’origine pour les réponses aux pertiirbations mécaniques 
décrites par un harniltonicn. 

Il est cependant gknéralement admis que l’on dispose, pour les réponses 
linéaires aux forces thermiques, d’expressions analogues à celles des riponses 
linéaires aux forces mécaniques. Cela implique en particulier qu ’il existe des 
formules de Green-Kubo permettant d’exprimer les coefficients de transport 
mis en jeu en termes des fonctions de corrélation à l’éqiiilibre des courants 
appropriés. 

On présente dans ce chapitre deux méthodes permettant d’obteriir les 
formules de Greeri-Kubo pour les coefficients de transport thermiques. La 
première, qualifiée de (( méthode de Kiibo indirecte )), est appliquée au cas 
d’un conducteur dans lequel des impuretés ou des phonons donnent lieu à 
un comportement résistif en présence d’un champ électrique appliqué. En 
équilibrant le courant de diffusion et le courant de dérive, on peut déduire 
l’expression du tenseur de diffusion de celle du tenseur de conductivité électri- 
que. La seconde méthode est appliquée au cas d’un Auide. Elle repose sur 
1 ’expression dc la production d’entropie, à laquelle on associe un (( hamil- 
tonien )) de perturbation équivalent. La connaissance de ce dernier permet 
ensuite d’appliquer formellement la théorie de la réponse iinéairo. On peut 
ainsi obtenir les coefficients de transport du ff uide, notamment sa conductivité 
thermique et son coefficient de viscosité. 
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1. La méthode de Kubo indirecte 

Les coefficients de transport associés aux perturbations non mécaniques ne 
peuvent pas être obtenus directement par la théorie de Kiibo, puisque celle-ci 
repose fondamentalement sur l’existence dii hamiltonien décrivant la pertur- 
bation. I1 est cependant possible d’obtenir pour ces coefficients de transport 
des formules de Green-Kubo, par exernple en utilisant la méthode de Kubo 
indirecte. Nous allons en illustrer le principe à propos du tenseur de diffusion 
dans un matériau conducteur. Le tenseur de diffusion est déterminé à partir 
du tenseur de conductivité électrique, ce dernier étant lui-même calculé via la 
formule de Kubo-Nakano. 

1.1. Position du problème 

On considère donc un niatériau conducteur dans lequel évoluent des élec- 
trons de charge e et de masse m, soumis à un potentiel extérieur 4(r ,  t )  dont 
dérive un champ électrique E ( r , t )  = -V4(r1t) .  Les opérateurs densité de 
charges et densité de courant électrique sont respectivement : 

et : 

Dans les formules (1.1) et (1.2), les {ri}  et les {vi = Fi} sont les opérateurs 
position et vitesse des différents électrons. La densité de charges et la densité 
de courant sont reliées par l’équation de continuité : 

p(r, t) + V . J ( r ,  t )  = o. (1.3) 

On s’intéresse aux valeurs moyennes locales ( p ( r ,  t ) )  et ( J ( r ,  t ) ) .  En régime 
de réponse linéaire, la densité de courant électrique moyenne est reliée aux 
champs appliqués (champ électrique et gradient de densité) par l’équation 
constitutive phénoniénologique non locale et retardée suivante, 

- 7 /” dr’ /” dt’ Dap(r - r’, t - t ’ ) V p ( p ( r ’ ,  t ’ ) ) ,  (1.4) 

dans laquelle g ( r ,  t )  et u(r ,  t )  sont respectivement les tenseurs de conductivité 
électrique et de diffusion. 
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On définit les transformées de Fourier spatiales et temporelles des diverses 
quantités mises en jeu par des formules du type’ : 

Par transformation de Fourier des équat,ions (1.3) et (1.4), on obtient entre 
( p ( q , w ) )  et q5(q,w) la relation : 

(1.6) 

On en déduit la relation linéaire suivante entre les transformées de Fourier de 
la densité de courant électrique moyenne et du champ électrique : 

B 

1.2. Propriétés en régime statique et homogène 

On s’intéresse aux propriétés de ce système de charges dans la limite 
statique et homogene dans laquelle w et q tendent tous les deux vers zéro. On 
distingue deux cas selon l’ordre respectif des limites w + O et q + O. 

O Le cas (( rapide )) 

Le vecteur d’onde et la fréquence angulaire tendent tous les deux vers z6ro. 
mais q tend vers zéro d’abord. Plus précisément, on suppose w >> D,,/jq,qp. 
Daris ce cas, le systi.me de charges n’a pas le temps de s’adapter à la variation 
spatiale du potentiel et reste homogène. Corrime le montre la formule (1.7), on 
peut alors écrire approximativement : 

La formule de Kiibo-Nakario pour aap(q  = 0’ w )  s’écrit : 

Nous gardons la même notation A( .  , .) pour une quantité A ( T ,  t ) ,  sa transformée de 
Fourier spatiale A ( q ,  t ) ,  et sa t,rarisformée spatiale et  temporelle A(q, w ) .  
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(V est le volume de l’échantillon). En introduisant l’opérateur densité de 
courant du système homogène, J ( t )  = V-l S J ( r , t )  dr = V-’J(q  = OJ) ,  
on peut réécrire la formule (1.9) sous la forme : 

En passant ensuite à la limite w -+ O, on obtient le tenseur de conductivité 
statique : 

O Le cas (( lent )) 

Le vecteur d’onde et la fréquence angulaire tendent tous les deux vers 
zéro, mais w tend vers zéro d’abord. Autrement dit, on suppose w << D,Pq,qo. 
Aucun courant ne passe, puisque l’on a alors un potentiel statique appliqué 
parfaitement bien défini. Le système de charges est donc en équilibre ther- 
mique, et le courant est nul : 

( J c y ( q ,  w = O ) )  = O. (1.12) 

Comme le montre la formule (1.7), on a alors, dans la limite q i O : 

(1.13) 

La formule (1.6), quant à elle, s’écrit 

La relation (1.14) ne peut être vérifiée pour q arbitraire que s’il existe une 
relation de proportionnalité entre a , ~  et D,p de la forme : 

où a est une constante indépendante de q.  La formule (1.14) montre en outre 
que la constante a peut être déduite de la relation entre (p(q,w = O ) )  et 
#)(q,w = O),  qui s’écrit, compte tenu de la formule (1.15) : 

(P(q ,w = O))  = -a$(q ,w = O). (1.16) 

La constante a une fois déterminée, la formule (1.15) permet de déduire Dao 
de asp. 
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1.3. Relation entre les tenseurs de conductivité et de diffusion 

La formule (1.16) fournit une prescription pour déterminer a. La quantité 
(p(g,w = O)) est la densité de charges d’un système en équilibre dans un 
potentiel électrostatique extérieur de coefficient de Fourier 4 ( g , w  = O). La 
constante a peut donc être déduite des propriétés d’équilibre de ce système. 

Lorsque le système de densité de charges p ( r )  est soumis à un potentiel 
$(r,  t ) ,  le hamiltoriien de perturbation s’écrit : 

(1.17) 

Les formules (1.16) et (1.17) montrent que la constante de proportionnalité a 
entre a , ~  et Dao représente une susceptibilité statique du type X B A ( W  = O),  
dans laquelle les opérateurs A et B sont tous les deux identiques à la densité 
de charges p ( r )  = en(r). Plus précisément, on a : 

(1.18) 

La susceptibilité X n n ( g  = O)  peut être déduite de la règle de somme thermo- 
dynamique 

xnn(q = O) = VB((Anl2). (1.19) 

D’après la théorie des fluctuations thermodynamiques à l’équilibre, on a : 

(1.20) 

où 1-1 désigne le potentiel chimique des porteurs de charge. On déduit des 
formules (1.19) et (1.20) l’expression de xnn(q = O) : 

On a donc, d’après la formule (1.18) 

(1.21) 

(1.22) 

On obtient ainsi, à partir des équations (1.15) et (1.22)’ la relation suivante 
entre les composantes de mêmes indices des tenseurs 0 et 0 : 

(1.23) 

Dans le cas d’un gaz d’électrons non dégénéré, la formule (1.23) n’est autre 
que la relation d’Einstein. 
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De façon générale, la formule (1.23) permet de déterminer le tenseur de 
diffusion à partir du tenseur de conductivité, ce dernier étant lui-même calculé 
à l‘aide de la formule de Kubo-Nakano (1.11). Cette procédure est pour cette 
raison qualifiée de (( méthode de Kubo indirecte n 2 .  

2. Source d’entropie et (( hamiltonien )) équivalent 

I1 s’avère possible de décrire un système soumis à une perturbation ther- 
mique de manière formellement harniltonienne, en introduisant un (( hamil- 
tonien )) de perturbation équivalent H l ( t )  déterminé à partir de la production 
d’entropie. 

Pour étudier le lien entre H l ( t )  et la source d’entropie, on choisit de se 
placer dans le cas d’une perturbation mécanique. et de considérer un condiic- 
teur à température uniforme soumis à un potentiel 4(r,  t ) .  Cette perturbation 
est décrite par le liamiltonien H l ( t )  donné par la formule (1.17). Définissant 
1’oDérateur dérivé : 

où p(r) correspond à l’évolution non perturbée de p(r),  on vérifie (par intégra- 
tion par parties) la relation : 

Par ailleurs, la source d’entropie, liée ici à l’effet Joule, s’écrit dans ce cas : 

(2 .3 )  
1 

fTs = - E ( r , t ) . J ( r ) .  
T 

La comparaison des formules ( 2 . 2 )  et (2 .3)  montre que, dans ce cas, H,/T 
n’est autre que l’opposé de la production d’entropie à l’intérieur du systènie : 

C’est cette relation que nous nous proposons de généraliser afin de pouvoir 
définir un opérateur dérivé H l  dans d’autres situations, celles-ci non hamil- 
toniennes, telles que la conduction de la chaleur dans un fluide. Une telle 

La méthode de Kubo indirecte peut être utilisée pour obtenir les formules de Greeri- 
Kubo associées à d’autres coefficients de transport thermiques, par exemple la conductivité 
thermique et le coefficient de viscosité d’un gaz ou d’un liquide. 
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approche du calcul des coefficients de transport thermiques peut, en ce sens, 
être qualifiée de mécanique3. 

2.1. Production d’entropie due à la conduction de la chaleur 

On considère un fluide pur pour lequel, à l’équilibre, la température et 
IC potentiel chimique sont fixés, et valent respectivement To et PO. S’il y a 
iin écoulement, le fluide possède line vitesse moyenne d’ensemble uo. Nous 
supposons ici que tel n’est pas le cas (uo = O). O K ~  s’intéresse à une situation 
dans laquelle le fluide est écarté de l’équilibre, mais reste toutefois en équilibre 
local. I1 s’y produit des variations de la température, du potentiel chimique et 
de la vitesse moyenne locales, ces grandeurs devenant respectivement : 

T ( r ,  t )  = To + 6T(r, t )  
P(T’ t )  = po + & ( T ,  t )  { U ( T ,  t )  = du(?-, t ) .  

Les processus irréversibles générés par ces écarts à l’équilibre donnent lieu à une 
production d’entropie au sein du fluide. Celui-ci étant pur, il n’y a pas de flux 
diffusifs. Pour simplifier, on ne prend pas en compte ici les effets dissipatifs 
visqueux. La source d’entropie est donc liée uniquement au transport de la 
chaleur. Elle s’écrit sous la forme : 

où JQ est le flux de chaleur correspondant au transport par conduction tlier- 
mique. 

2.2. Perturbation thermique 

Considérons donc le fluide écarté de l’équilibre et introduisons le (( hamil- 
toriien )) : 

(2.7) 

avec : 
€ + P  

T n 

Dans la formule (2.8), n(r,  t )  et ~ ( r ,  t )  désignent respectivement les densités 
locales de particules et d’énergie, tandis que n, t et P sont les valeurs à 
l’équilibre thermodynamique global de la densité de particules, de la densité 

Toutefois, cela ne signifie pas que l’on ait une connaissance microscopique détaillée des 
forces mécaniques régissant les processus considérés. 
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d’énergie et de la pression. La quantité ~ ( r ,  t )  - [ ( E  + P ) / n ] n ( r ,  t )  représente 
une densité locale d’énergie thermique. En effet, à nombre de particules cons- 
tant, on a la relation thermodynamique : 

TdS = dE + PdV. 
Si dN = O, on a dV/V = - d n / n  et dE = ~ ( c V )  = Vdc+rdV = V [ d ~ - ( ~ / n ) d n ] .  
On déduit alors de la relation (2.9) l’égalité : 

(2.9) 

C + p d n .  
T 
-dS = dt - - 
V n 

(2.10) 

La formiile (2.10) permet d’interpréter [ ~ ( r ,  t )  - (t + P) /n]n ( r ,  t )  comme une 
quantité dont les variations représentent T fois les variations de la densité locale 
d’entropie, autrement dit comme une densité locale d’énergie thermique. 

2.3. Relation entre Hl et crs 
Pour pouvoir appliquer la théorie de la réponse linéaire au système per- 

turbé par H l ( t ) ,  on note que cet opérateur est de la forme générale : 

H i  = - a ( r , t ) A ( ~ )  d r ,  (2.11) J 
où a ( r ,  t )  désigne un champ appliqué et A ( r )  la grandeur qui lui est couplée. 
Dans le cas d’une perturbation thermique, la formule (2.8) montre que la 
grandeur couplée au champ appliqué a ( r , t )  = -Spi6T(r , t )  est la densité 
locale d’énergie thermique. 

L’opérateur dérivé Hl est donné par : 

.I fi, = - a ( r ,  t )A(r)  d r  (2.12) 

L’évolution de la densité locale d’énergie thermique se déduit de celle de n(r,  t )  
et de e ( r ,  t ) .  Elle est donc gouvernée par les équations hydrodynamiques : 

1 
m 

+ -V.g(r,t) = O 

‘1 &wl + V . J E ( T ,  t )  = O, 
at 

(2.13) 

dans lesquelles g ( r ,  t )  désigne la densité locale de quantité de mouvement et 
JE(T, t )  le flux d’énergie4. Sous sa forme linéarisée, valable pour des fluctua- 
tions de faible amplitude, la densité de qua,ntité de mouvement s’écrit : 

g ( r ,  t )  = mnu(r, t ) .  (2.14) 

L’utilisation des équations hydrodynamiques suppose des variations lentes dans l’espace 
et dans le temps des quantités mises en jeu : le régime hydrodynamique est défini par les 
inégalités : 

où w et q désignent une fréquence angulaire et un vecteur d’onde typiques des perturbations 
imposées au milieu, 7 le temps de collision et e le libre parcours moyen. 

w7 << 1, qe << 1, 
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Le flux d’énergie linéarisé s’écrit sous la forme : 

JE(T,~) = ( E  + P ) u ( ~ , t )  + JQ.  (2.15) 

Pour examiner la pertinence de l’expression (2.8) proposée pour hl ( T ,  t ) ,  
il convient de montrer que l’opérateur dérivé fil que l’on en déduit vérifie 
bien la relation (2.4) (la source d’entropie OS étant donnée par la formule 
(2.6)). En revenant à la définition (2.12) de l!li et en utilisant les équations de 
l’hydrodynamique (2.13)’ on obtient : 

c’est-à-dire : 

(2.16) 

(2.17) 

L’intégrale au second membre de l’équation (2.17) se met sous la forme sui- 
vante : 

/ b T ( r l t ) [ V . J ~ ( r ) ]  d r  = V.[dT(r,t)J~(r)] d r  - J,(r).VGT(r,t)dr. 
(2.18) 

s s 
Le premier terme du second membre de l’équation (2.18) peut être transformé 
en intégrale de surface du flux ST(r, t )  JQ’ puis annulé par un choix convenable 
des conditions aux limites. I1 vient ainsi : 

(2.19) 

En comparant les formules (2.19) et (2.6), on vérifie effectivement la relation 
(2.4) entre f i l  et 0 ~ 7 .  Ceci justifie a posteriori l’introduction de l’opérateur 
H l ( t )  défini par les formules (2.7) et (2.8) comme (( hamiltonien j) de pertur- 
bation équivalent. 

2.4. Formule de Green-Kubo pour la conductivité thermique 

On considère un système au sein duquel un gradient de température est 
appliqué selon la direction p et l’on cherche la valeur moyenne selon la direction 
CY du courant de chaleur. Ayant identifié le hamiltonien équivalent Hl ( t ) ,  on 
peut appliquer la théorie de la réponse linéaire avec A(r )  = JQB(T) et B ( T )  = 
J Q ~ ( T ) .  Le charrip appliqué est -T-’VpbT(r, t ) .  Pour calculer ( J Q ~ ( T ,  t ) ) ,  on 
écrit une relation de réponse linéaire non locale et retardée : 

1 dr’ 1: - T” t ~ t’)VpST(r’. t’) dt’. (2.20) 
1 
T ( J Q & ? t ) )  -- 
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En exprimant la fonction de réponse  BA(^ - T ’ ,  t - t’) à l’aide de la fonction 
de corrélation canonique de Kubo5, il vient : 

xTJpGT(r’, t’) dX. (2.21) 

On obtient, par transformation de Fourier de l’équation (2.21) : 

Les composantes / caB(q ,  w) du tenseur de conductivité thermique E ( q ,  w )  ont 
pour expression‘ : 

Dans un fluide isotrope, le tenseur de conductivité thermique est diagonal : 
t c a ~ ( q ,  w )  = K ( q ,  w)6,,. On a simplement (lorsque la description classique 
suffit) : 

Le calcul du  tenseur de conductivité thermique peut s’effectuer dans un cadre classique 
si l’on s’intéresse au cas d’un gaz ou d’un liquide au sens ordinaire. Toutefois, l’écriture 
quantique de la formule de Green-Kubo ouvre la possibilité de l’appliquer à d’autres cas, 
par exemple au tenseur de conductivité thermique d’un gaz d’électrons dégénéré (métal). 

Les calculs sont similaires à ceux effectués pour établir la formule de Kubo-Nakano 
pour aas(n,w) .  
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Complément 16.A 

Ondes lumineuses diffusives 

1. Le transport diffusif de la lumière 

On s’intéresse ici au transport d’ondes luniineuses en présence de dif- 
fuseurs multiples. Le transport de ces ondes en milieu aléatoire se fait, en 
première approximation, de manière diffusive (donc non propagative). À partir 
des propriétés de transport des ondes lumineuses, on peut obtenir des infor- 
mations sur la dynamique des diffuseurs présents dans le milieu. 

L’équation de diffusion est une équation classique qui néglige les effets 
d’interférences associés à la propagation des ondes. A ce niveau de description, 
il n’y a pas de différence entre la diffusion de particules et celle de l’intensité de 
l’onde. En présence d’absorption, l’équation de diffusion pour l’intensité locale 
I ( r ,  t )  s’écrit : 

t ,  = DV21(r, t )  - Dn2I(r ,  t )  + S ( r ,  t)’ 
at 

où D désigne le coefficient de diffusion de l’intensité lumineuse et S ( r , t )  un 
terme de source éventuellement présent. Le second terme du second membre de 
l’équation (1.1) décrit l’absorption, la longueur d’absorption étant Labs = K I .  

On suppose qu’il n’y pas de terme de source ( S ( r , t )  = O ) ,  et l’on prend 
pour condition initiale I(r,t = O)  = IoS(r). On introduit la transformée de 
Fourier spatiale’ de I ( r ,  t ) ,  

I ( q ,  t )  = / I ( r ’  t )e - i4 .T  d r ,  

puis la transformée de Fourier-Laplace I ( q ,  z) de I ( q ,  t ) ,  définie pour un argil- 
ment complexe z de partie imaginaire positive : 

Nous gardons la rnême notation I ( .  , .) pour l’intensité I ( r ,  t ) ,  sa transformée de Fourier 
spatiale I ( q ,  t )  et la transformée de Fourier-Laplace de celle-ci, I ( q ,  z ) .  
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I1 vient, d’après l’équation (1.1) : 

À K = O, I ( q , z )  possède un pôle, dit pôle de diffusion, situé dans le 
demi-plan complexe inférieur, et dont l’affixe ZO(K = O) = -iDq2 tend vers O 
lorsque q 4 O. En présence d’absorption, I ( q ,  z )  possède toujours un pôle dans 
le demi-plan complexe inférieur. Son affixe est : 

Pour calculer I ( q ,  t ) ,  on inverse la transformation de Fourier-Laplace : 

Dans l’équation (1.6), le contour d’intégration C est une parallèle à l’axe des 
abscisses d’ordonnée strictement supérieure à celle de % O (  K ) .  En appliquant le 
théorème des résidus. on obtient’ : 

L’intensité I ( r ,  t )  s’en déduit par transformation de Fourier inverse : 

I1 vient : 

t < O  

r2 (1.9) 
10 ( 4 7 r ~ t ) ~ ” ~ e x p ( - ~ )  exp(-DK2t), t > O. 

I ( r , t )  = 

On peut aussi résoudre directement l’équation différentielle vérifiée par I ( q ,  t )  : 

On arrive ainsi au résultat (1.7) sans passer par la transformation de Fourier-Laplace. 
Toutefois, l’usage de cette transformation est très fortement recommandé dans les cas 
plus complexes où interviennent des variables couplées (un exemple en est donné dans le 
complément 16.B). 
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2. Coefficient de diffusion de l’intensité lumineuse 

2.1. L’équation de transfert radiatif 

On cherche à obtenir une expression microscopique du coefficient de diffu- 
sion de l’intensité lumineuse. Pour cela, on part de l’équation de bilan jouant 
le rôle d’<< équation de Boltzmann )) pour le transport de l’énergie lumineuse 
dans un milieu contenant des diffuseurs multiples. I1 s‘agit de l’équation de 
transfert radiatif3 vérifiée par l’intensité spécifique Z ( r ,  nl t )  : 

~ T ~ Z ( T ,  n, t )  + h .V ,Z( r ,  n, t )  = p ( n ,  n‘)Z(r ,  n’, t )  dR‘ 

I I 

(2.1) 
La définition de Z ( r ,  n, t )  est la suivante : l’énergie du rayonnement contenue 
dans un intervalle de fréquences angulaires (wl w + du), transportée pendant 
l’intervalle de temps dt à travers une surface do centrée au point r dans des 
directions appartenant à un angle solide dR centré autour de la direction 
n = (O,$), est : 

dE = Z ( r ,  n, t )  cos0 dwdodRdt,  (2.2) 

où O désigne l’angle entre n et la normale à l’élément d o  (Fig. 1). 

n 

Fig. 1. Géométrie pour la définition de l’intensité spécifique. 

Dans l’équation (2.1)’ p ( n ,  n’)dR’dR est la fraction de l’intensité du rayon- 
nement entrant dans un cône d’angle solide dR‘ autour de la direction incidente 
n’ et sortant dans un cône d’angle solide dR autour de la direction diffusée 
n. Pour un milieu contenant des diffuseurs à symétrie sphérique, p ( n ,  n’) est 

L’étude de la diffusion des ondes lumineuses a débuté en astrophysique, dans le but de 
comprendre comment le rayonnement émis au centre des étoiles est affecté par la traversée 
d’un nuage interstellaire. C’est dans ce contexte qu’a été introduite et utilisée l’équation de 
transfert radiatif. 
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une fonction de n’.n = cos@, où O est l’angle de diffusion (angle entre les 
directions incidente et diffusée). Le temps 7 est le temps moyen séparant deux 
évérienients de diffusion successifs, et la longiieiir t est le libre parcours moyen 
correspondant. Ces deux paramètres sont supposés constants. 

2.2. Évolution des densités locales de rayonnement et de courant 

La densité locale de rayoririernent I ( r ,  t )  et la densité locale de courant 
J ( T ,  t )  sont définies en tcrrries de l’intensité spécifique par les formules : 

Pour obtenir l’éqiiation d‘évolution dc I ( r ,  t ) ,  on intègre sur dR l’équation 
de transfert radiatif. On obtient ainsi la relation4 : 

Dans la formule (2.4), on a introduit l’albedo (c’est-à-dire la (( blancheur ») 
du diffuseur : 

1 
a = - 4T Spin. n‘) do. (2.5) 

L’albedo est une quantité inférieure ou égale à 1 selon que la diffusion se 
fait avec ou bans absorption d’énergie lumineuse. L’équation (2.4) n’est une 
équation de conservation pour I ( r . t )  que si a = 1 (c’est en effet le cas où il 
n’y pas d’absorption). 

De même, en multipliant les deux membres de l’équation (2.1) par n et 
en intégrant sur dR, on obtient l’équation d’évolution de J ( r ,  t )  : 

r2 a J ( r , t )  7 + -(I -~ e at e 
Dans l’équation (2.6), on a posé : 

1 4T J’p(n’n’)ndo =n’(cos@),  

où la quantité (cos O) est définie par : 

(cos@) = (n.n’) = - p ( n , n ’ ) n . n ’ d O .  
4T l J ’  

* Dans la suite, lorsqu’aucune confusion ne sera possible, V, sera désigné simplement 
par V. 
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Les équations (2.4) et (2.6) ne constituent pas un système fermé pour I(r,t) et 
J ( r ,  t ) ,  puisque le terme s n(n.V,)Z(r, n, t )  dR figurant au second membre de 
l’équation (2.6) ne peut pas s’exprimer en termes de ces deux seules quantités. 

Cependant, lorsque la distribution de l’intensité est presque isotrope, on 
peut remplacer, dans le terme s n(n.V,)Z(r, n, t )  do, l’intensité spécifique 
Z ( r ,  n, t )  par I ( r ,  t)/47r. Cette approximation permet d’obtenir un système 
d’équations fermées pour I ( r ,  t )  et J ( r ,  t ) ,  l’équation d’évolution (2.6) étant 
remplacée par l’équation approchée suivante5 : 

r2 a J ( r , t )  ?- e 
-~ + -(1- ( c o s O ) ) J ( r , t )  = - -VI(r , t ) .  e at e 3 

2.3. Résolution des équations couplées pour I ( r ,  t )  et J ( r ,  t )  
On cherche à résoudre le système d’équations couplées (2.4) et (2.9) avec 

les conditions initiales I ( r ,  t = O) = I00b(r) et J ( r ,  t = O) = 0. 

Pour cela, on introduit la quantité I ( q ,  z), définie à partir de I(T, t )  par 
les formules (1.2) et (1.3), et la quantité J ( q ,  z), définie de manière analogue à 
partir de J ( r ,  t ) .  On peut déduire des équations (2.4) et (2.9) deux équations 
couplées pour I ( q ,  2 )  et J ( q ,  z) : 

1 - a  
r 

- i z I ( q ,  z) + i q .J (q ,  z) = - - I ( q ,  z )  + I,, 
(2.10) { - ; izJ(q,z)  + -(1 7 - ( c o s O ) ) J ( q , z )  = - - z q I ( q , z ) .  e .  

e 3 
Dans la limite (( hydrodynamique )) des évolutions lentes caractérisée par 
l’inégalité 1z1r << 1, on en déduit : 

et, par suite : 

l n  

O S O ) )  7 

(2.11) 

(2.12) 

La comparaison de la formule (2.12) avec la formule (1.4) montre que l’intensité 
I ( r ,  t )  satisfait daris la limite hydrodynamique à une équation de diffusion avec 
absorption. On identifie le coefficient de diffusion de l’intensité lumineuse, 

e 2  
D =  

3r(l - ( cos@)) ’  
(2.13) 

L’équation (2.9) s’obtient en écrivant approximativement le terme au second membre 
de l’équation (2.6) comme -(!/47r) Jn(n .Vv) I ( r ,  t )  dR = - ( L / ~ ) V , I ( T ,  t ) .  
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ainsi que la longueur d’absorption : 

Labs = l [3(1  - a)( i  - (2.14) 

On peut écrire le coefficient de diffusion de l’intensité lumineuse sous la forme : 

(2.15) 
1 
3 

D = -vet,, 
où : 

e 
et, = (2.16) 

1 - (cos O) 
et : 

(2.17) 

sont respectivement le libre parcours nioyen de transport et la vitesse de trans- 
port. 

e v = -  
r 

3. Spectroscopie par ondes diffusives 

I1 s’agit de l’application des ondes diffusives à la mesure optique des pro- 
priétés dynamiques de diffuseurs situés dans des matériaux opaques. Beaucoup 
de fluides rencontrés couramment sont en réalité des suspensions. Lorsque la 
concentration des particules solides en suspension est élevée et leurs indices de 
réfraction suffisamment différents de celui du liquide, le milieu apparaît comme 
opaque à cause de la diffusion forte par ces particules, même si le liquide pur 
est transparent. Les mesures optiques traditionnelles sont donc très difficiles à 
effectuer, sauf dans le cas extrêmenient dilué. 

Une technique de mesure optique introduite en 1988 par plusieurs groupes, 
notamment celui de D.J. Pine et D.A. Weitz, permet de déterminer les pro- 
priétés dynamiques des particules en suspension. A cause de l’agitation ther- 
mique des nioléciiles du liquide, les particules en suspension se meuvent cornme 
des particules browniennes. La lurniere qu’elles diffusent dépend aléatoirement 
du temps. L’information dynamique sur la suspension peut être déduite d’une 
analyse de la fonction de corrélation temporelle de l’intensité de la lumière 
diffusée. Le caractère diffusif des ondes lumineuses joue un rôle crucial dans 
l’interprétation des résultats expérimentaux, d’oii le nom de spectroscopie par 
ondes diffusives donné à cette technique (DWS : diffusive wave spectroscopy). 

3.1. Principe de la méthode 

Soit I ( t )  = q5(t)q5*(t) l’intensité à l’instant t de la lumière diffusée en un 
point donné r ,  la source de lumière étant supposée située en r = O. La quantité 
$(t) est l’amplitude du champ électrique de l’onde. On pose : 
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où le symbole (. . .) désigne la moyenne de configuration sur les positions des 
diffuseurs. La fonction g2 ( t )  est la fonction d’autocorrélation de l’intensité 
lumineuse. La concentration de diffuseurs étant élevée, on peut écrire approxi- 
mativement6 : 

En utilisant la formule ( 3 . 2 ) ,  on obtient pour la fonction d’autocorrélation de 
l’intensité lumineuse la formule de Siegert : 

On pose 
M 

(3.3) 

où q5(.) ( t )  désigne l’amplitude du champ de l’onde associée aux trajectoires 
lumineuses dans lesquelles la lumière subit n diffusions, supposées élastiques, 
entre la source et le point de mesure. On peut écrire : 

n 

$‘“’(t) = $(“)(O) rIe.p{-iq,.[r,(t) - r,(O)]}. (3.5) 
2 = 1  

où les {rz( t )}  représentent la position des diffuseurs à l’instant t et les (qz}  les 
vecteurs d’onde de diffusion associés. On a : 

où Oi est l’angle de diffusion et q le module du vecteur d’onde de la lumière. 
De la décomposition (3.4) de 4( t )  résulte la décornposition suivante de g I ( t ) ,  

w 

1 2 = l  

avec, d’après la formule (3.5) : 

Pour justifier la formule ( 3 . 2 ) ,  on suppose que, eu égard à la concentration élevée des 
diffuseurs. l’amplitude 4(t)  peut être considérée comme un processus aléatoire gaussieri. 
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La quantité : 

est la probabilité pour qu’une trajectoire se terminant au point de mesure 
comprenne n événements de diffusion. Outre P ( n ) ,  qui concerne les propriétés 
diffusives des ondes lumineuses, l’expression (3.8) de gin’ ( t )  fait intervenir une 
moyenne de configuration relative aux particules en suspension. Cette dernière 
met en jeu, d’une part, une moyenne sur les positions ri des diffuseurs, et, 
d’autre part, ilne moyenne sur les directions possibles des vecteurs qi. Ces deux 
ensembles de variables aléatoires seront, en première approximation, traités 
comme indépendants. 

3.2. Moyenne de configuration relative aux particules en suspen- 

Les diffuseurs étant considéres comme des particules browniennes de coef- 
ficient de diffiisioii D,, la distribution de probabilité de r,(t) - r,(0) est la loi 
gaussienne caracteristique de la diffusion : 

sion 

(3.10) 

La moyenne sur les positions des différents diffuseurs une fois effectuée, on 
obtient, compte tenu de la formule (3.6) : 

n gi”’(t) = P(n)(nexp(-4Dpq2tsin’  -)) oz 
2 

i=l 

(3.11) 

Dans la formule (3.11), il reste à effectuer la moyenne siir les angles de diffusion. 
On peut poser7 to = (D,q2)-l. À l’ordre le plus bas en t / to ,  la moyenne sur 
les angles de diffusion s’effectue de la façon suivante : 

(3.12) 

On en déduit, en faisant apparaître le libre parcours moyen e et le libre parcours 
riioyeri (lc transport e,, défini par la formule (2.16) : 

(3.13) 

(3.14) 

Physiquement, to représente le temps nécessaire pour qu’une particule en suspension 
diffiise sur une longueur de l’ordre de la longueur d’onde de la lumière. 
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3.3. Calcul de P ( n )  
La longueur d’une trajectoire lumineuse comportant n événements de dif- 

fusion est nt = s. On choisit comme variable, au lieu de la variable discrète ri, 
la variable continue s de densité de probabilité p ( s ) .  On a donc : 

P(n)  = P ( S )  ds, (3.15) 

et l’on écrit, au lieu de la formule (3.14) : 

g 1 ( t )  E / o r p ( s ) e x p ( - 2 t L )  O et, ds.  (3.16) 

Le calcul détaillé exact de p ( s )  est délicat. On peut montrer que cette quantité 
est dominée par un facteur exponentiel exp(-r2/4D.r), dû au caractère diffiisif 
des ondes lumineuses (T = s / u  est le temps de transit du photon et D = v&/3 
le coefficient de diEusion des ondes). La densité p ( s )  est de la forme : 

(3.17) 

oii 4 ( s )  est une fonction décroissant en loi de puissance. 

3.4. Fonction d’autocorrélation de l’intensité lumineuse 
En remplaçant p ( s )  par son expression (3.17) dans la formule (3.16) don- 

nant g l ( t ) ,  on obtient : 

(3.18) 

On peut déduire de la forniiile (3.18) le comportement dominant de g l ( t ) .  
L’argument de l’exponentielle figurant dans l’intégrand a en effet un maximum, 
situé au point so où la dérivée de l’argument s’annule : 

(3.19) 

On a so = r . (3 t0 /8 t ) ’ /~ .  Comme ce maximum intervient dans un exposant, 
c’est sa position qui détermine le comportement de gl ( t ) .  On a approximative- 
ment : 

(3.20) 

ce qui conduit pour la fonction d’aiitocorrélation de l’intensité lumineuse au 
corrmorternent : 

(3.21) 

De la niesure de g2 ( t )  dans diverses corifigiirations expérimentales, on peut 
déduire et,. et t o ,  et donc riotaniment le coefficient de diffusion D, des particules 
en suspension. 
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Complément 16.B 

Diffusion de la lumière 
par un fluide 

1. Introduction 

Quand un rayon de lumière monochromatique traverse un milieu dense, 
transparent, une partie de la lumière est diffusée, puisque la densité n’est pas 
uniforme. Or des fluctuations de densité (( gelées )) (c’est-à-dire indépendantes 
du temps) ne peuvent pas exister dans un fluide. La lumière diffusée par les 
fluctuations de densité dans un fluide présente donc un spectre de fréquences 
angulaires caractéristique de leur dépendance en temps. 

Nous noils proposons ici de montrer comment l’on peut déterminer ce 
spectre dans le cas tl’iin fluide normal, c’est-à-dire isotrope, formé de molécules 
à symktrie sphérique, non chargé et non superfluide. On s’intéresse au régirrie 
hydrodynamique qiii prévaut lorsque le système, après beaucoup de collisions, 
a atteint un état d’équilibre thermodynamique local. Si w et q désignent res- 
pectivement une fréquence angulaire et un vecteur d’onde typiques des per- 
turbations imposées au milieu, c’est-à-dire, dans le cas présent, la fréquence 
angulaire et le vecteur d’onde de la lumière, le régime hydrodynamique est celui 
des excitations de basse fréquence angulaire et de grande longueur d’onde. I1 
est caractérisé par les inégalités : 

où T représente le temps de collision et 12 le libre parcours moyen’. 

Dans un liquide dense, le domaine de validité du régime hydrodynamique est très vaste. 
En effet, le libre parcours moyen est de l’ordre de la portée des forces intermoléculaires, soit 
quelques A, et le temps de collision, que l’on peut estimer par des arguments comparables, 
est lui aussi très petit, de l’ordre de s (sauf aux températures très basses où les 
liquides gèlent). Dans un gaz, le domaine de validité des expressions hydrodynamiques est 
comparativement beaucoup plus réduit, puisque e et 7 y sont beaucoup plus grands que dans 
un liquide. 
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Dans le régime hydrodynamique, le fluide est complètement décrit par les 
valeurs locales des grandeurs thermodynamiques, dont l’évolution est déter- 
minée par les équations hydrodyriamiques. Lorsque l’amplitude des fliictua- 
tioris n’est pas trop importante, les équations hydrodyriamiqiies peuvent être 
linéarisées. 

2. Équations hydrodynamiques linéarisées 

2.1. Équations de conservation 

Dans les équations kiydrodynamiqiies interviennent deux sortes de para- 
mètres, d’une part, les dérivées therniodyriarriiques, et, d’autre part, les coef- 
ficients de transport2. 

On dasigne respectivement par n(r. t ) ,  g ( r ,  t )  et f ( r .  t )  les densités loca- 
les de particules, de quantité de mouvement et d’énergie. Les équations de 
conservation correspondantes s’écrivcnt, de manière générale. sous la forme3 : 

+ -V .g ( r ,  f )  = O 
m 

{ + V.E(r , t )  = O 

Dans les équations (2.1)’ p(r ,  t )  désigne le tenseur des pressions et J E ( T ,  t )  le 
flux d’énergie. 

2.2. Équations constitutives linéarisées 

Polir étiidier les fluctuations hydrodynamiques, il est nécessaire d’adjoindre 
aux équations (2.1) des équations constitutives macroscopiques donnant 
l’expression des flux. 

Sous leur forme linéarisée, la densité de quantité de mouvement (propor- 
tionnelle au flux de particules), le tenseur des pressions et le flux d’énergie 
s’écrivent respectivement : 

( g ( r , t )  = n,nu(r,t) 

Pour exprimer ceux-ci, il faut mettre en ceuvre une théorie microscopique, par exemple, 
lorsque les écarts à l’équilibre ne sont pas trop iniportants, la théorie de la réponse linéaire. 

On peut indifféremment interpréter les équations (2.1), soit comme les équations d’évo- 
lution des quantités physiques concernées, soit comme les équations d’évolution de leiirs 
fluctuations par rapport à leurs valeurs d‘équilibre global. 
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Dans les équations (2.2), u(r ,  t )  et P ( r ,  t )  sont respectivement la vitesse moyen- 
ne locale et la pression locale, tandis que q et IL. sont le coefficient de viscosité 
et la conductivité thermique du fluide. Les quantités n, t et P sont les valeurs à 
l’équilibre thermodynamique de la densité de particules, de la densité d’énergie 
et de la pression. 

L’ensemble formé par les équations de conservation (2.1) et les équations 
constitutives linéarisées ( 2 . 2 )  constitue un système fermé4. On en déduit les 
équations hydrodynamiques linéarisées : 

I 
Pour simplifier l’étude des fluctuations hydrodynamiques, 011 élimine les 

conditions aux limites en considérant un milieu infini et en effectuant une 
transformation de Fourier spatiale. Le problème se réduit alors à un problème 
de conditions initiales, que l’on peut résoudre en utilisant la transformation de 
Fourier-Laplace. 

3. Fluctuations transverses 

On décompose la densité de quantité de mouvement en la somme d’une 
composante longitudinale et d’une composante transverse, 

On introduit la transformée de Fourier spatiale5 g ( q ,  t )  de g ( r ,  t ) ,  définie par : 

g ( q ,  t )  = g ( r ,  t)eëiq.T d r ,  s (3 .3)  

ainsi que les transformées de Fourier gL(q, t )  et gT(q ,  t ) ,  définies de manière 
analogue à partir de gL(r ,  t )  et g T ( r ,  t ) .  Les quantités gL(q ,  t )  et g T ( q , t )  sont 
respectivement les composantes parallèle et perpendiculaire à q de g ( q ,  t ) .  

I1 faut prendre en compte le fait que les diverses variables thermodynamiques ne sont 

Nous gardons la même notation g ( .  , t )  pour la densité de quantité de mouvement g ( r ,  t )  
pas indépendantes les unes des autres. 

et sa transformée de Fourier spatiale g(q,  t ) .  
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3.1. Évolution de la densité de quantité de mouvement trans- 

On vérifie, à partir du système d’équations (2 .3) ’  que la composante 
g T ( r ,  t )  de la densité de quantité de mouvement est découplée des autres varia- 
bles hydrodynamiques et qu’elle obéit à l’équation d’évolution : 

verse 

Bien que g s ( r , t )  rie soit pas, en général, la quantité qui nolis intéresse au 
premier chef6, sori équation d’évolution, découplée de celles des autres variables 
hydrodynamiques, est plus simple à analyser. L’équation (3.4) est une équation 
de diffusion faisant intervenir un coefficient de diffusion transverse, lié à la 
viscosité du fluide et appelé aussi pour cette raison viscosité cinématique : 

Après transformation de Fourier spatiale, l’éqiiation (3.4) devient 

3.2. Variables lentes 

L’équation (3.6) met en évidence le fait que les cornposarites de Foiirier 
spatiales de graiide lorigiieur d’onde de la quaiit,ité conservée g T ( r ,  t )  sont des 
variables lentes. 

Uri argument physique simple permet de le montrer. Soit une fluctuation 
de g T ( r ,  t )  de lorigueur d’onde A. Pour la faire relaxer, c’est-à-dire disparaître, 
les molécules du liquide doivent diffuser sur une distance d’ordre A. Plus cette 
distance est grande, plus le temps de relaxation correspondant est long. Les 
particules doivent en effet diffuser sur une longueur A - l / q ,  ce qui, d’après 
l’éqiiation (3.6): exige un temps N (&q2)-’, qui tend donc vers l’infini avec A. 
Cette propriété est giiii6rale : dans tous les systèmes où existent des variablcs 
extensives conservées, les densités locales de ces variables varient lentement 
aux grandes lorigiieiirs d’onde. 

Toutefois, dans un fluide incompressible, les fluctuations de qiiantit,é de mouvement 
sont purement transverses. 
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3.3. Résolution de l’équation de diffusion 
On suppose qu’à l’instant t = O une fluctuation gT(q,t  = O) de la den- 

sité de quantité de mouverrient transverse existe dans le fluide. On cherche 
la fluctuation g T ( q , t )  à un instant t > O. C’est UIL problème de conditions 
initiales, que l’on peut résoudre en introduisant la transformée de Fourier- 
Laplace gT (q, Z )  de gT (q,  t )  , définie par7 : 

g T ( q ,  Z )  = g T ( q ,  t)eizt  d t ,  ~ m z  > O. r 
On déduit de l’équation (3.6) l’expression de g T ( q ,  z )  : 

(3 .7)  

Le processus de diffusion se traduit par l’rxistence d‘un pôle de diffusion de 
g T ( q ,  z ) ,  d’affixe zo = -z&q2. On calcule g T ( q ,  t )  en inversant la transfor- 
mation de Fourier-Laplacc : 

Dans l’équation (3.9)’ le contour d’intégration C est une parallèle à l‘axe 
des abscisses d’ordonnée strictement positive. En appliquant le théorème des 
résidus, on obtient8 : 

gr(4.t)  = g T ( q ,  t = O ) e - D T q * t ,  t > O .  (3.10) 

Si la fluctuation initiale est localisée à l’origine, c’est-à-dire si : 

m(r, t = 0) = S T S ( T ) ,  (3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

L’étalement est gaussien, ce qui est caractéristique d’un processus de diffusion. 

dq,.). 
Nous gardons la même notation g ( .  , .) pour g ( q ,  t )  et sa transformée de Fourier-Laplace 

On peut aussi résoudre directement l’équation (3.6) et arriver au résultat (3.10) sans 
passer par la transformation de Fourier-Laplace. Toutefois, c’est cette méthode que nous 
choisissons d’utiliser, ici comme dans la suite de ce chapitre, en raison du fait qu’elle permet 
de traiter de façon relativement simple le cas des fluctuations longitudinales où interviennent 
des variables couplées (voir le paragraphe 4) .  
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4. Fluctuations longitudinales 

La densité locale de particules, la composante longitudinale de la densité 
locale de quantité de mouvement, et la densité locale d’énergie obéissent aux 
équations d’évolution couplées suivantes : 

1 
at m 

17 17 + V P ( r , t )  - -V[V.gL(r,t)] - -V2gL(r,t) = O  3mn mn 

+ -V.gL,(r,t) = O 

(4.1) agL(r’  t )  I 
On choisit ici comme variables thermodynamiques la densité locale de 

particules et la température locale. I1 est possible, après avoir éliminé g L ( r ,  t )  
entre les deux premières des équations (4.1)’ de se ramener à deux équations 
couplées pour ,n(r’ t )  et S(r ,  t ) .  

4.1. Les équations couplées pour la densité de particules et la 
température 

Tout d’abord, en prenant le gradient de l’équation d’évolution de gL ( r ,  t )  
(seconde des équations (4.1)), et en tenant compte de l’équation d’évolution 
de n(r ,  t )  (première des équations (4.1)), on obtient l’équation : 

a2 d 1 (- - DL-v”)il(r’ t )  - - V 2 P ( r ,  t )  = O ,  
at2 at rn 

où la quantité : 

(4.3) 

est le coefficient de diffusion longitudinal (ou viscosité cinématique longitudi- 
nale). On déduit de l’équation (4.2)’ après quelques transformations, l’équation 
suivante : 

(4.4) r n  d T  R. [& - ( D L ~  d + , x l i ) V 2 ]  1 dP n(r , t )  = 

Comme précédemment, on considère un milieu infini. On prend la trans- 
formée de Fourier spatiale de l’équation (4.4). Après transformation de Fourier- 
Laplace par rapport au temps, on se raniène ii ilri problème de conditions 
initiales : 

= (-iz + DLq2)rL(q,1 = O) + q q , t  = O).  (4.5) 
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d t î  T 1 a s  
dt  nc, 

(- -- -V’)S(r,t) + __-- ne, V d n  

Dans l’équation (4.5)’ on a introduit le carré de la vitesse adiabatique du son 
dans le fluide ci = ( y / r n ) ( d P / d n ) ~  (y est le rapport des chaleurs spécifiques à 
pression constante et à volume constant). A priori, le terme de conditions ini- 
tiales au second membre de l’équation (4.5) fait intervenir à la fois n(q, t = O) 
et h(q, t = O ) .  I1 est, toujours possible de choisir R(q, t = O) = O (il suffit pour 
cela que g ( q ,  t = O) soit purement transverse). L’équation (4.5) s’écrit alorsg : 

(4.10) dn(r,t) 
~ dt = o. 

1 I 

(4.6) 
I1 faut maintenant prendre en compte l’équation d’évolution de ~ ( r ,  t ) .  

En éliminant g L ( r ,  t )  entre la première et la troisième des équations (4.1)’ on 
obtient l’équation suivante : 

(4.7) 

En fonction des variables thermodynamiques choisies n(r , t )  et T ( r , t ) ,  la den- 
sité locale d’énergie thermique E ( T ,  t )  - [ ( E  + P) /n]n ( r ,  t)  s’écrit : 

n(r, t )  + nc,qr, t)’  (4.8) 
€ + P  

n 
E(r,t) - ~ 

où c, désigne la chaleur spécifique à volume constant par particule. En repor- 
tant l’expression (4.8) de la densité locale d’énergie thermique dans l’équation 
(4.7)’ on obtient l’équation : 

qui s’écrit aussi : 

Posant : 
K 

a=-, 
nc, 

on obtient, après quelques transformations, l’équation : 

T ds dn(r , t )  (g - a V 2 ) T ( r , t )  + --I c, d n  ~ dt  = O, 

(4.11) 

(4.12) 

En l’absence d’ambiguïté, la quantité n(q, t = O) sera simplement écrite n(q,O). 
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( - i z  + aq2)T(q, z )  - 
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(4.14) 

dans laquelle s = S/N désigne l’entropie par particule. 

Après transformation de Fourier spatiale et transformation de Fourier- 
Laplace par rapport au temps, on obtient, à partir de l’équation (4.12)’ l’équa- 
tion : 

(4.13) 
Le terme de conditions initiales au second membre de l’équation (4.13) fait 
intervenir” n ( q , t  = O) et T(q , t  = O).  11 n’y a pas de corrélations instan- 
tanées entre les fluctuations de densité et la température. I1 n’est donc pas 
nécessaire, pour calculer le spectre des fluctuations de densité, d’inclure de 
terme en T ( q ,  O) dans l’expression de n(q, 2). Autrement dit, on peut prendre 
T(q,O) = O. L’équation (4.13) se réduit ainsi à : 

4.2. Résolution des équations couplées pour n(q, 2 )  et T(q,  z )  

Le système linéaire à résoudre est celui formé par les deux équations 
couplées (4.6) et (4.14) pour n(q, z )  et T ( q ,  2). I1 s’écrit, sous forme matricielle : 

Le déterminant de la matrice à inverser est : 

Dét = ( - i z  + aq2) ( - z2  - izDLq + iz-- -- . (4.16) q2 ” 1  1 m d T  n ~ U  d n  Y 

De l’identité thermodynamique : 

(4.17) 

lo Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, ces quantités seront désignées par n(q, O) et S(q, O). 
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établie en note ci-dessous", on déduit l'expression suivante du déterminant 
(4.16) : 

(4.18) 

La sohittion du système linéaire (4.15) est, en ce qui concerne la densité de 
particules représentée ici par n(q, z )  : 

( 2  + iaq2)(z + iDI,g2) - csq 2 2 y - 1  

( z  + iaq2) ( 2 2  + izDlq2 - -) - z c y F  
n(q, z )  = in(q,t = O) Y . (4.19) 

2 q 2  

Y Y 

4.3. Calcul de n(q , t )  

Les processus associés à la régression d'une fluctuation de densité peuvent 
être identifiés en étudiant le caractère des pôles de n ( q , z ) .  I1 s'agit, pour 
déterminer ces pôles, de résoudre l'équation cubique : 

(4.20) 

ce que nous ferons dans la limite des petits vecteurs d'onde. 
~~ 

l1 En revenant aux expressions y = cp/cT, et c: = (y/m)(ûP/an)T du rapport des 
chaleurs spécifiques et  du carré de la vitesse du son, on écrit la relation therrnodynamique 
(4.17) sous la forme : 

(as/an)T (aP/âT)n 
(ap/an)T 

cp - cv = -T 

soit encore, en introduisant le volume V = n N  : 

( d s / a V ) T  (ûp/aT)  V cp - cv = -T 
( a F / a V ) T  

Eu égard à la relation de Maxwell (dS/aV), = (aP/dT)v, il s'agit, pour établir l'identité 
(4.17), de démontrer la formule : 

T [(aP/aT)VI2 cp - cl, = -- 
N (aP/dV)T 

La formule précédente peut se réécrire sous la forme : 

où a = (l/V)(dV/aT)p est le coefficient de dilatation du fluide à pression constante et  
XT = -(l/V)(dV/BP)T sa compressibilité isotherme. On reconnaît dans la formule ci- 
dessus une identité thermodynamique standard. 
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Pôles dans le cas découplé 

Si la température était découplée de la densité, ce qui se traduirait formelle- 
ment par y = 1 (voir l’identité (4.17)), l’équation & résoudre pour obtenir les 
pôles de n(q,  z )  serait simplement : 

( Z  + iaq2)(z2 + izDiq2 - CBq2) = O. (4.21) 

À l’ordre q2,  les pôles de n(q, z) sont, dans cette approximation de découplage : 

(4.22) 

Le pôle zoo), qui a la caractère d‘un pôle de diffusion, est dit pôle de chaleur. 
Les pôles z1,2 sont dits pôles de son. 

Pôles en couplage faible 

En présence d’un faible couplage, le pôle de chaleur zo peut être cherché 

( 0 )  

soils la forme z.0’ + Azo. L’équation (4.20) s’écrit alors sous la fornie : 

I1 vient, au premier ordre en Azo : 

Dans la limite des petits vecteurs d’onde, Azo est d’ordre q2 : 

(4.25) 

Le pôle de chaleur déplacé est donc : 

(4.26) 2 2 y - 1  ia . 2  zo = -iaq + iaq ~ = --q2 = -zDthq , 
Y Y 

où l’on a introduit le coefficient de diffusion thermique Dth = a / r  = K/ncp 
(cP est la chaleur spécifique à pression constante par particule). Un calcul 
analogue peut être effectué pour les pôles de son 21.2, que l’on cherche sous 

( 0 )  la forme + Az1,2. Dans la limite des petits vecteurs d’onde, Az1,2 est 
d’ordre q2 : 

(4.27) 
i 2 y - l  

A21,2 = --aq ___. 
2 Y 
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Les pôles de son déplacés sont donc : 

où : 
(4.29) 

est le coefficient d’atténuation du son. Les trois pôles, zo et z1,2, sont tous 
situés dans le demi-plan coniplexe inférieur. 

Revenons à la formule (4.19) pour n(q, z ) .  À l’ordre où l’on a calculé les 
pôles, on peut écrire le dénominateur sous la forme du produit suivant : 

En décomposant n(q ,  2 )  en éléments simples, et en exprimant les résidus à 
l’ordre le plus bas en q,  on obtient : 

1 
n ( q , z )  - - 7 - 1  i +’( + 

n(q, t = O) Y z + iD,,,g2 27  2 - c,q + irq2 + c,q + i r g 2  
(4.31) 

En inversant la transformation de Fourier-Laplace, on déduit de la formule 
(4.31) l’expression de n(q, t)  : 

4.4. Régression des fluctuations de densité 

Le pôle de chaleur de n ( q , z ) ,  donné à l’ordre q2 par la forniule (4.26), 
est purement imaginaire. I1 correspond à une fluctuation qui régresse sans 
se propager, son temps de vie étant déterminé par le coefficient de diffusion 
thermique. 

Les pôles de son de n ( q , z ) ,  donnés à l’ordre y2 par la formule (4.28)’ 
possèdent une partie réelle égale à *c,y et une partie imaginaire proportion- 
nelle au coefficient d’atténuation du son. Ils correspondent à une fluctuation 
qui se propage dans le fluide à la vitesse du son, et dont l’amplitude régresse par 
suite des effets de viscosité et de conduction thermique. L’amortissement ther- 
mique des ondes sonores est faible lorsque y E 1, comme le montre l’expression 
(4.29) du coefficient d’atténuation r. 
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5. Facteur de structure dynamique 

L'intensité de la lumière diffusée est proportionnelle au facteur de struc- 
ture dynamique S(q, w ) ,  défini comme la transformée de Fourier de la fonction 
d'autocorrélation (n(q,  t)n(-q, O)) : 

5.1. Calcul de S ( q , w )  

Pour t > O ,  n(q,t) est donné par la formule (4.32). On en déduit 

) Y - l e - D t d t  + - e - r Y 2 t  1 
(+I, t)+q, 0)) = ( 4 q ,  O)n(-q, 0)) y cos c,qt , 

Y 
(5.2) 

( 
Pour obtenir (n(q,  t)n(-q, O)) pour t < O, on utilise la propriété d'invariance 
par translation dans le temps : 

La quantité n(-q, -t) s'obtient 2 partir de la formule (4.32) en y changeant q 
en -q et t en -t : 

(5.4) 

I1 vient donc, pour t < O : 

Le facteur de structure dynamique (formule (5.1)) est donné par : 

où l'on a posé S(q )  = (n(q,O)n(-q,O)). On obtient, l'intégration une fois 
effectuée : 

S ( q , w )  - Y - 1 
S(4) Y w2 + ( a i i 4 2 ) 2  

2 h 1 4 2  
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5.2. Spectre de la lumière diffusée 

Comme le montre la formule (5.7), le spectre des fluctuations de densité 
d’un fluide normal comprend trois composantes lorentziennes : la raie Rayleigh, 
centrée en w = O et de largeur N Dthqz, et les deux raies Briilouin, centrées 
en w = *c,q et de largeur - rq2. Les deux composantes centrées en w = *c,q 
correspondent h. des modes qui se propagent (analogues aux modes associés aux 
phonons acoustiques longitudinaux dans un solide), tandis que la raie centrée 
en w = 0 représente le mode thermique qui régresse sans se propager. 

L’intensité intégrée totale de la raie Rayleigh est : 

On obtient : 

(5.9) 
7 - 1  2, = 27rS(q)-. 
Y 

L’intensité intégrée de chacune des raies Brilloiiin est : 

(5.10) 

On a ainsi l’égalité : 
z, + 2z, = 27rS(q). (5.11) 

Le rapport : 

= y - 1  (5.12) 

I J 

est appelé rapport de Landau-PJaczek (L. Landau et G. Placzek, 1934). 

Lorsque l’on s’approche du point critique, cp  i co et l’intensité diffusée 
se trouve essentiellement dans la raie Rayleigh, dont la largeur - Dthq2 tend 
alors vers zéro. Loin du point critique, ce sont en revanche les raies Brillouin 
qui dominent. À partir de la position et de la largeur des raies Brillouiri, on 
peut mesurer la vitesse et le coefficient d’atténuation du son. À partir de la raie 
Rayleigh, on peut déterminer le coefficient de diffusion thermique. Enfin, du 
rapport de Landau-Placzek, on peut déduire le rapport des chaleurs spécifiques. 
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P tl) lue 
h e 

Alors que les systèmes à l’équilibre sont traités d’une façon uni- 
fiée par le formalisme de la fonction de partition, la physique 
statistique des systèmes hors d’équilibre couvre une grande 
variété de situations qui sont souvent sans lien apparent. 
L‘originalité de cet ouvrage est de proposer un point de vue 
unifié pour l’ensemble des systèmes proches de l’équilibre : il 
dégage la profonde unité des lois qui les régissent et rassemble 
un grand nombre de résultats usuellement dispersés dans la Iit- 
térature. 

Le lecteur trouvera dans ce livre un exposé pédagogique des 
résultats fondamentaux : origines physiques de l’irréversibilité, 
théorème de fluctuation-dissipation, équation de Boltzmann, 
réponse linéaire, relations d’onsager, phénomènes de 
transport, équations de Langevin et de Fokker-Planck. L’organi- 
sation de cet ouvrage en fait aussi bien un manuel d’enseigne- 
ment pour les phénomènes irréversibles qu’un livre de réfé- 
rence pour les chercheurs grâce à son caractère exhaustif. 

Issu d‘un cours donné pendant de nombreuses années au DEA 
de Physique des solides de la région parisienne, ce livre 
s’adresse à un vaste public d’étudiants de master de physique 
et de chimie, et d’élèves des écoles d’ingénieurs. II intéressera 
également les chercheurs dans des domaines aussi variés que 
la physique des solides, la mécanique des fluides, la physique 
des plasmas ou la mécanique céleste. 
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