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Preface

LA NAISSANCE DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE date d'un siecle et cette
description des phenomenes physiques, qui a transforme notre vision

du monde, n'est toujours pas remise en cause, ce qui est exceptionnel
pour une theorie scientifique. Ses predictions ont toujours ete verifiees par
1'experience avec une precision impressionnante. Les concepts fondamentaux,
comme les amplitudes de probabilite, les superpositions lineaires d'etats,
qui semblent si etranges pour notre intuition lorsqu'on les rencontre pour
la premiere fois, restent toujours essentiels. Une evolution importante
s'est cependant manifestee au cours des dernieres decennies. Les progres
spectaculaires des techniques d'observation, des methodes de manipulation
des atonies, permettent maintenant de realiser des experiences si dedicates
qu'elles n'etaient considerees que comme des « experiences de pensee » par
les peres fondateurs de la mecanique quantique. L'existence de correlations
quantiques « non separables », qui est a la base du « paradoxe » de Einstein-
Podolsky-Rosen et qui viole les fameuses inegalites de Bell, a pu etre confirmee
experimentalement avec une grande precision. Les etats « intriques »
de deux systemes, qui manifestent de telles correlations quantiques, sont
mieux compris, et sont meme utilises pour des applications concretes,
comme la cryptographic quantique. L'intrication d'un appareil de mesure
avec son environnement se revele une piste interessante pour une meilleure
comprehension du processus de mesure.

Parallelement a ces progres conceptuels, on assiste egalement a une
invasion de notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de
fonctionnement repose sur des phenomenes quantiques. Les sources laser qui
sont utilisees pour la lecture des disques compacts, 1'ophtalmologie ou les
telecommunications optiques, sont basees sur I'amplification de lumiere par
des systemes atomiques dont les populations sont inversees. La resonance
magnetique des noyaux des atomes est couramment utilisee dans les hopitaux
pour prendre des images de plus en plus precises des organes du corps humain.
Des millions de transistors sont inclus dans les puces qui permettent a nos
ordinateurs d'effectuer des operations a des vitesses prodigieuses.

II est done clair qu'un enseignement moderne de la physique quantique
doit tenir compte de ces developpements, pour donner a 1'etudiant ou au
chercheur qui desire s'instruire une image plus precise des progres realises et
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pour accroitre sa motivation de mieux comprendre des phenomenes physiques
dont 1'importance conceptuelle et pratique est de plus en plus evidente. C'est
ce defi qu'essaie de relever avec succes Michel Le Bellac dans le present
ouvrage.

Chacun des 14 chapitres de ce livre contient en effet, en plus d'un expose
clair et concis des notions de base, de nombreuses discussions presentant des
developpements conceptuels ou experimentaux tres recents, qui permettent
au lecteur de se faire une idee precise des avancees de la discipline et de
ses grandes tendances d'evolution. Le chapitre 6 sur les etats intriques
est bien caracteristique d'un tel choix de presentation. Au lieu de mettre
1'accent sur les proprietes mathematiques du produit tensoriel de deux espaces
d'etats, ce qui est un peu austere et rebarbatif, ce chapitre prefere centrer la
discussion sur la notion d'intrication, et introduire de nombreux exemples
de developpements theoriques et experimentaux (dont certains sont tres
nouveaux) : inegalites de Bell, tests de ces inegalites, en particulier les plus
recents utilisant la conversion parametrique, les etats GHZ (Greenberger,
Home, Zeilinger), la notion de decoherence illustree par des experiences
modernes d'electrodynamique quantique en cavite, et qui sera reprise plus
en detail dans une annexe, la teleportation. Comme on le voit, il est
difficile d'imaginer une immersion plus complete dans 1'un des domaines les
plus actifs actuellement de la physique quantique. De nombreux exemples
de presentation moderne peuvent etre donnes a propos d'autres chapitres :
interferences d'ondes de de Broglie realisees avec des neutrons lents ou des
atonies refroidis par laser ; microscopic a effet tunnel ; fluctuations du
champ quantique et effet Casimir ; transformations de jauge non abeliennes ;
equations de Bloch optiques ; forces radiatives exercees par des faisceaux laser
sur les atonies ; piege magneto-optique ; oscillations de Rabi dans le vide d'une
cavite, etc.

Je suis vraiment admiratif devant 1'effort fait par 1'auteur pour donner a
son lecteur une vision si moderne et si attrayante de la physique quantique.
Certes, les developpement decrits ne peuvent pas toujours etre analyses en
grand detail, et le lecteur devra fournir une effort personnel pour parvenir a
une comprehension plus approfondie du sujet etudie. II sera aide en cela par la
bibliographic detaillee qu'il trouvera, soit au cours du chapitre sous forme de
notes en bas de page, soit a la fin de chaque chapitre. Je suis convaincu
qu'un tel ouvrage permettra une meilleure comprehension de la physique
quantique et stimulera un plus grand interet pour cette discipline aussi
centrale. Je remercie Michel Le Bellac pour cette contribution importante
qui va certainement donner une image plus vivante de la physique.

Claude Cohen-Tannoudji



Avant-propos

CE LIVRE EST ISSU DE COURS DONNES A NlCE DANS LES ANNEES 1970
1980, en maitrise de physique et en DEUG MP deuxieme annee,

et plus recemment en licence et en maitrise de physique. Les dix
premiers chapitres correspondent a un cours de base de mecanique
quantique niveau licence et les quatre derniers chapitres peuvent servir
comme complement de cours en maitrise, par exemple pour un cours de
physique atomique. Le livre contient environ 130 exercices de longueur
et de difficulte variees ; plus des trois quarts de ces exercices ont ete
effectivement utilises pour des seances de travaux diriges ou des examens.
Les corriges d'une selection de ces exercices sont disponibles sur le site web
http://www.inln.cnrs.fr/Institut/ouvrageMLB.html

En plus des etudiants de second cycle et des Ecoles d'Ingenieurs, ce
livre est susceptible d'interesser un large public de physiciens : etudiants
de DEA ou de these, chercheurs, enseignants du second degre ou du
superieur souhaitant rafraichir leurs connaissances en physique quantique.
II contient des developpements recents qui ne figurent pas dans les manuels
classiques : etats intriques, cryptographic et calcul quantiques, experiences sur
la decoherence, interaction d'un champ laser avec un atome a deux niveaux,
fluctuations quantiques du champ electromagnetique, manipulation d'atomes
par laser, etc., ainsi qu'en annexe un expose succinct des idees actuelles sur
la mesure en mecanique quantique.

L'organisation du livre differe profondement de celle des textes classiques,
qui prennent tous comme point de depart 1'equation de Schrodinger et
1'etudient dans diverses configurations, ce qui oblige a exposer les principes
de base de la mecanique quantique dans un cas qui n'est pas le plus simple et
a 1'inconvenient de masquer ces principes par des calculs souvent fastidieux.
Je me suis efforce au contraire de presenter les fondements de la mecanique
quantique sur les exemples les plus simples et 1'equation de Schrodinger
apparait seulement au chapitre 9. L'approche suivie consiste a mener jusqu'a
a son terme la logique qu'avait adoptee Feynman (Feynman et al. [1965]) :
developper au maximum une approche algebrique et exploiter les symetries,
en presentant la mecanique quantique dans son cadre autonome, sans faire
reference a la physique classique. Cette logique a de nombreux avantages.

http://www.inln.cnrs.fr/Institut/ouvrageMLB.html
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• L'approche algebrique permet de trailer des problemes simples dans des
espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation
d'un photon, spin 1/2, atome a deux niveaux...

• Cette approche permet d'enoncer de la fagon la plus claire les postulats
de la mecanique quantique, en separant ce qui est fondamental de ce
qui ne Test pas (par exemple le principe de correspondance n'est pas un
postulat fondamental).

• L'exploitation des proprietes de symetrie permet 1'introduction la plus
generate des grandeurs physiques fondamentales : impulsion, moment
angulaire... comme generateurs infinitesimaux de ces symetries, sans
faire appel au principe de correspondance et a un analogue classique.

• Un dernier avantage est que le lecteur qui souhaite s'initier aux
developpements recents de 1'information quantique peut se limiter aux
six premiers chapitres. On peut parfaitement comprendre les bases
de la cryptographic quantique sans etre passe au prealable par le
developpement de la fonction d'onde en harmoniques sprieriques et la
resolution de 1'equation de Schrodinger dans un potentiel central !

Les aspects pedagogiques ont fait 1'objet d'une attention particuliere. La
progression des chapitres a etc soigneusement etudiee, les premiers chapitres
utilisant uniquement les espaces de dimension finie ; c'est seulement une fois
les bases acquises que 1'on passe au cas general a partir du chapitre 7, tandis
que les chapitres 11 a 14 et les annexes font appel a des techniques plus
avancees qui pourront interesser les physiciens professionnels. Un effort a ete
porte sur le vocabulaire, afin d'eviter certaines expressions historiquement
datees et qui peuvent etre un obstacle a la comprehension de la mecanique
quantique : suivant la modernisation du vocabulaire preconisee par Levy-
Leblond, « grandeur physique » est utilise au lieu d'« observable », « inegalite
de Heisenberg » au lieu de « principe d'incertitude », des expressions comme
« complementarite » ou « dualite onde-corpuscule » ont ete evitees, etc.1

Les chapitres cles du livre, c'est-a-dire ceux qui divergent de la fagon la
plus evidente de 1'expose traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5, 6, et 8.
Le chapitre 3 introduit 1'espace des etats sur 1'exemple de la polarisation
des photons et montre comment passer d'une amplitude ondulatoire a une
amplitude de probabilite. Le spin 1/2 introduit d'emblee le lecteur a un
probleme sans analogue classique (ou si peu.. .). Les proprietes essentielles
du spin 1/2 (algebre des matrices de Pauli, matrices de rotation...) sont
obtenues a partir des deux seules hypotheses : (1) la dimension deux de
1'espace des etats ; (2) 1'invariance par rotation. La precession de Larmor
du spin quantique permet d'introduire 1'equation d'evolution. Ce chapitre
prepare le lecteur a I'enonce des postulats de la mecanique quantique au

1. J.-M. Levy-Leblond « Mots et maux de la physique quantique » Bull. U. Phys. 816,
1129 (1999).
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chapitre suivant : il lui est possible dans chaque cas d'illustrer ces postulats de
fagon concrete en revenant aux exemples du chapitre 3. La distinction entre
le cadre conceptuel general de la mecanique quantique et la modelisation
d'un probleme concret est soigneusement expliquee. Le chapitre 5 met en
pratique la mecanique quantique sur des applications simples et physiquement
importantes, dans le cas de systemes dont le nombre de niveaux est fini, avec
comme cas particulier la diagonalisation d'un hamiltonien en presence d'une
symetrie periodique. Ce chapitre introduit egalement sur 1'exemple de la
molecule d'ammoniac 1'interaction d'un systeme a deux niveaux atomique ou
moleculaire avec un champ electromagnetique et les notions fondamentales
d'emission et d'absorption.

Le chapitre 6 est consacre aux etats intriques. On s'est rendu compte de
1'importance de ces etats depuis le debut des annees 1980, mais ils sont ignores
par la plupart des manuels, a 1'exception notable de celui de Basdevant et
Dalibard [2001]. Ce chapitre traite aussi bien des applications fondamentales :
inegalites de Bell, interferences a deux photons, theorie de la mesure, que des
applications concretes potentielles a 1'information quantique. Le chapitre 8 a
comme objectif 1'etude des symetries a partir du theoreme de Wigner, qui
est generalement ignore des manuels malgre son importance cruciale. La
symetrie de rotation permet de definir le moment angulaire comme generateur
infinitesimal, et de demontrer immediatement les relations de commutation
de J en soulignant leur origine geometrique. Les relations de commutation
canoniques de X et P sont deduites de Identification de 1'impulsion comme
generateur infinitesimal des translations. Enfin, on obtient la forme la plus
generale du hamiltonien compatible avec 1'invariance galileenne, moyennant
une hypothese sur la loi de transformation de la vitesse. Ce hamiltonien sera
reinterprete ulterieurement dans le cadre de 1'invariance de jauge locale.

Les autres chapitres peuvent se resumer comme suit. Le chapitre 1
poursuit un triple objectif : (1) introduire des notions de base de physique
microscopique auxquelles il sera fait appel dans la suite du livre ; (2) introduire
le comportement des particules quantiques, la conventionnelle « dualite onde-
corpuscule » ; (3) a 1'aide de 1'atome de Bohr, expliquer simplement la notion
de niveau d'energie et de spectre de niveaux. Le chapitre 2 presente les
notions essentielles sur 1'espace de Hilbert dans le cas de la dimension finie. Le
chapitre 7 donne quelques indications sur les espaces de Hilbert de dimension
infinie ; le but n'est evidemment pas de traiter les mathematiques de fagon
rigoureuse, mais de prevenir le lecteur de certaines difficultes de la dimension
infinie.

Les six derniers chapitres sont consacres a des applications plus classiques.
Le chapitre 9 presente la mecanique ondulatoire et ses applications usuelles
(effet tunnel, etats lies du puits carre, potentiel periodique...). Les relations
de commutation du moment angulaire ayant ete etablies au chapitre 8, le
chapitre 10 debute par la construction des etats propres de J2 et Jz et se
termine par le theoreme de Wigner-Eckart pour les operateurs vectoriels.
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Le chapitre 11 developpe la theorie de 1'oscillateur harmonique et celle du
mouvement dans un champ magnetique constant, ce qui est 1'occasion de
donner quelques explications sur 1'invariance de jauge locale. Une section
importante traite des champs quantifies : champ de vibrations et phonons,
champ electromagnetique et ses fluctuations quantiques. Les chapitres 12 et 13
sont consacres a la diffusion et aux particules identiques. Enfin le chapitre 14
est une breve introduction a la physique de 1'atome a un electron, 1'objectif
principal etant de calculer les forces sur un atome a deux niveaux place dans
le champ d'un laser et d'en discuter les applications, dont le refroidissement
Doppler et les pieges magneto-optiques.

Les annexes contiennent des sujets qui sont techniquement un peu plus
exigeants. La demonstration du theoreme de Wigner et 1'operation de
renversement du sens du temps sont expliquees en detail. Des complements
sur la theorie et les experiences sur la decoherence et une discussion des idees
actuelles sur la mesure se trouvent dans 1'annexe B. Enfin 1'annexe C contient
une discussion de la methode de Wigner et Weisskopf pour les etats instables.
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Baldi, Jean-Pierre Farges, Yves Gabellini, Thierry Grandou, Jacques Joffrin,
Christian Miniatura et tout particulierement de Michel Brune (a qui je
suis aussi redevable des figures 6.9, B.I et B.2), Jean Dalibard, Fabrice
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extraits, ou parfois meme 1'integralite du manuscrit. Je remercie egalement
David Wilkowski qui a inspire le texte de plusieurs exercices du chapitre 14.
Je suis bien entendu entierement responsable du texte final. L'aide de Karim
Bernardet et de Fabrice Mortessagne, qui m'a initie a XFIG et installe le
logiciel, a ete decisive dans la realisation des figures, et je tiens a remercier
Christian Taggiasco pour sa competence et sa disponibilite dans 1'installation
et la maintenance de 1'ensemble des logiciels necessaires. Enfin ce livre n'aurait
pas vu le jour sans les encouragements et le soutien sans faille de Michele
Leduc, et je suis tres reconnaissant a Claude Cohen-Tannoudji qui a bien
voulu le prefacer.

Nice, mars 2003
Michel Le Bellac
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Chapitre 1

Introduction

LE PREMIER OBJECTIF DE CE CHAPITRE est d'exposer succinctement
quelques notions de base sur 1'organisation de la matiere, en reprenant

et en precisant les acquis de cours de physique (et de chimie) anterieurs, et
en particulier les notions de physique microscopique ; il s'agira d'un survol,
et la grande majorite des enonces seront donnes sans demonstration et sans
discussion detaillee. Le deuxieme objectif est de decrire brievement quelques
etapes cruciales des debuts de la physique quantique ; nous ne suivrons pas
1'ordre historique strict, ni les arguments qu'utiliserent au debut du siecle
dernier les peres fondateurs de la mecanique quantique, mais nous insisterons
plutot sur les concepts qui nous serviront par la suite. Le troisieme objectif
est d'introduire des notions de base, comme celles de particule quantique ou
de niveau d'energie, qui reviendront de fac.on recurrente tout au long du livre.
Nous nous appuierons sur la theorie de Bohr, qui permet d'expliquer de fagon'
simple, sinon convaincante, la notion de quantification des niveaux d'energie
et le spectre de 1'atome d'hydrogene. Ce chapitre est a relire ulterieurement,
lorsque les bases de la mecanique quantique auront ete explicitees et illustrees
par des exemples. D'un point de vue pratique, il est possible de sauter
en premiere lecture les considerations gene-rales des sections 1 et 2 et de
commencer ce chapitre par la section 3, quitte a revenir ulterieurement aux
deux premieres sections lorsqu'il sera fait appel aux notions qui y ont ete
introduites.

1.1 Structure de la matiere

1.1.1 Echelles de longueur : de la cosmologie
aux particules elementaires

Le tableau 1.1 donne 1'ordre de grandeur en metres des dimensions
de quelques objets typiques, en partant des dimensions de 1'Univers pour
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TAB. 1.1 — Ordres de grandeur de quelques distances typiques en m.

Univers
connu

1.3 x 1026

bacterie
E. Coli

~ 2 x l O ~ 6

rayon de la
Galaxie
- 5 x 1020

virus HIV

1.1 x 1(T7

distance
Terre-Soleil
1.5 x 1011

fullerene
Ceo
0.7 x icr9

rayon de
la Terre

6.4 x 106

atome

~ ID"10

homme

-1.7

noyau de
plomb

7xl(T15

insecte

0.01 a 0.001

proton

0.8 x 10~15

descendre a celles de la physique subatomique. Une unite de longueur
commode pour les distances astrophysiques est 1'annee-lumiere : 1 annee-
lumiere = 0.95 x 1016 m. Les sous-multiples du metre utiles en physique
microscopique sont le micrometre : l /^m= 10~6m, le nanometre : 1 nm =
10~9m, et le femtometre (ou fermi) : 1 fm= 10~15m. L'exploration des
objets a 1'echelle microscopique se fait souvent a 1'aide d'un rayonnement
electromagnetique1 dont la longueur d'onde est de 1'ordre de grandeur des
dimensions caracteristiques de 1'objet a etudier (observation au microscope,
aux rayons X...). On salt en effet que la limite de resolution est fixee par
la longueur d'onde utilisee : quelques fractions de yum pour un microscope
utilisant de la lumiere visible, quelques fractions de nanometre pour des
rayons X. La gamme des longueurs d'onde du rayonnement electromagnetique
(infra-rouge, visible, . . . ) est resumee dans la figure 1.1.

FlG. 1.1 - Longueur d'onde de rayonnements electromagnetiques et energie des
photons correspondants. Les frontieres entre les differents types de rayonnement
(par exemple la frontiere entre les rayons 7 et les rayons X) ne sont pas definies
de fagon stricte. Un photon d'energie E = I eV a une longueur d'onde A = 1.24 x
10~6 m, une frequence v = 2.42 x 1014 Hz et une frequence angulaire u = 1.52 x
lO^rad.s"1.

1. D'autres techniques d'exploration sont la diffusion de neutrons (exercice 1.6.4), la
microscopie electronique, la microscopie a effet tunnel (§ 9.4.2) etc.
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1.1.2 Etats de la matiere

Nous serons particulierement interesses par les phenomenes a I'echelle
microscopique, et il est utile de rappeler quelques notions element aires sur
la description microscopique de la matiere. La matiere peut se presenter
sous deux formes : une forme ordonnee, le solide cristallin, et une forme non
ordonnee, liquide, gaz, solide amorphe.

Le solide cristallin presente un ordre a longue distance. La figure 1.2 donne
1'exemple de la structure microscopique du chlorure de sodium. On constate
que le motif du cristal se re-pete avec une periodicite I — 0.56 nm, la maille du
cristal. Partant d'un ion chlore ou d'un ion sodium, et suivant une des aretes
de la structure cubique, on retrouvera un ion chlore ou un ion sodium a une
distance n x 0.56 nm ou n est un nombre entier : c'est ce que Ton appelle un
ordre a longue distance.

FlG. 1.2 — Arrangement des atonies dans le cristal de chlorure de sodium. Les ions
chlore Cl~ sont plus gros que les ions sodium Na+.

Les liquides, les gaz et les solides amorphes ne possedent pas d'ordre
a longue distance. Prenons 1'exemple d'un liquide monoatomique, celui de
1'argon liquide. En premiere approximation, les atonies d'argon peuvent etre
representes par des spheres impenetrables de diametre a ~ 0.36nm. La
figure 1.3 represente schematiquement une configuration des atonies pour un
liquide ou les spheres sont pratiquement en contact, mais sont disposees de
fagon desordonnee. Partant du centre d'un atome pris comme origine, la
probabilite p(r) de trouver le centre d'un autre atome a une distance r de ce
centre sera pratiquement nulle tant que r < a. Cette probabilite deviendra
au contraire maximale pour r = 2a et oscillera ensuite pour se stabiliser a une
constante, alors que dans le cas d'un solide cristallin, la fonction p(r) presente
des pics quelle que soit la distance a 1'origine. L'argon gazeux possede le meme
type de configuration que le liquide, la seule difference etant que les atonies
sont beaucoup plus eloignes les uns des autres. Toutefois la difference entre
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FlG. 1.3 — (a) Arrangement des atomes dans 1'argon liquide. (b) Probabilite p(r)
pour un liquide (tirets) et pour un gaz (trait continu). (c) Probabilite p(r) pour un
cristal simple.

gaz et liquide disparait au point critique, et on peut passer continument du
gaz au liquide ou inversement en contournant le point critique, alors qu'un
tel passage continu est impossible vers un solide, parce que le type d'ordre est
qualit at ivement different.

Nous avons pris comme exemple un gaz monoatomique, mais en general
la brique de base est une combinaison d'atomes, la molecule: A^2, 0%, H^O
etc. Certaines molecules comme les proteines peuvent contenir des milliers
d'atomes ; par exemple le poids moleculaire de I'hemoglobine est de 1'ordre
de 64000. Une reaction chimique est un rearrangement d'atomes : les atomes
des molecules initiales se redistribuent pour donner les molecules finales

L'atome est compose d'un noyau atomique (ou simplement noyau) charge
positivement et d'electrons charges negativement. Plus de 99.9 % de la masse
de 1'atome se trouve dans le noyau atomique, car le rapport de la masse de
1'electron m& a celle du proton mp est me/mp ~ 1/1836. L'atome est de dix
a cent mille fois plus gros que le noyau : la dimension typique d'un atome2

est 1 A (1 A = 10~10 m = 0.1 nm), celle d'un noyau de quelques fermis (ou
femtometres).

Un noyau atomique est forme de protons et de neutrons, les premiers
charges electriquement et les seconds neutre ; les masses du proton et du
neutron sont identiques a 0.1 % pres, et on pourra souvent negliger cette
difference de masse. Le numero atomique Z est le nombre de protons du noyau,
et aussi le nombre d'electrons de 1'atome correspondant, de fagon a assurer
sa neutralite electrique. Le nombre de masse A est le nombre de protons
plus le nombre de neutrons N : A = Z + N. Les protons et les neutrons

2. Nous continuerons a utiliser 1'Angstrom, qui est typique de la dimension atomique,
de preference au nm. Par un hasard (?) heureux, le symbole fm peut aussi bien designer le
femtometre que le fermi, unite de longueur des physiciens nucleaires.
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sont appeles collectivement nucleons. Les reactions nucleaires sont pour les
protons et les neutrons Panalogue des reactions chimiques pour les atomes :
une reaction nucleaire est une redistribution des protons et des neutrons dans
des noyaux differents des noyaux initiaux, de meme qu'une reaction chimique
est une redistribution des atomes dans des molecules differentes des molecules
initiales. Un exemple de reaction nucleaire est la reaction de fusion des noyaux
de deuterium (2H : un proton -f un neutron) et de tritium (3H : un proton +
deux neutrons) pour donner un noyau d'helium4 (4He : deux protons + deux
neutrons) et un neutron libre

La reaction degage une energie de 17.6 MeV et pourrait etre utilisee dans
un futur (probablement lointain) pour produire de 1'energie a grande echelle,
1'energie de fusion.

Dans la composition de 1'atome en noyau et electrons, de meme que dans
celle du noyau en protons et neutrons, un concept important est celui d'energie
de liaison. Considerons un objet stable C forme de deux objets A et B : C est
appele etat lie de A et B. La disintegration C —>• A + B ne sera pas possible
si la masse me de C est inferieure a la somme des masses m^ et ra^ de A et
de .B, c'est-a-dire si 1'energie de liaison3 EL

est positive ; c est la vitesse de la lumiere. EL est 1'energie qu'il faut fournir
pour dissocier C en A + B. En physique atomique, cette energie est appelee
energie d'ionisation : c'est 1'energie necessaire pour dissocier un atome en un
ion positif et un electron, ou, en d'autres termes, pour arracher un electron
a 1'atome. Pour les molecules, EL est 1'energie de dissociation, ou 1'energie
necessaire pour dissocier la molecule en atomes. Une particule ou un noyau
instable dans une certaine configuration peut parfaitement etre stable dans
une autre configuration. Le neutron libre (n), par exemple, est instable :
en un temps d'une quinzaine de minutes en moyenne, il se desintegre en
un proton (p), un electron (e) et un antineutrino electronique (t'e), ce qui
correspond a la disintegration de base de la radioactivite /3

3. En raison de la celebre relation d'Einstein E = me2, ou tout simplement par analyse
dimensionnelle, on peut relier masse et energie et exprimer par exemple les masses en J/c2

ou en eV/c2.
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ou nous avons indique en exposant la charge des particules. Cette
disintegration est possible, car les masses4 des particules dans (1.2) verifient

En revanche le neutron ne se desintegre pas dans les noyaux atomiques stables,
par exemple dans le noyau deuterium, ou deuteron, (2H), car

et la desintegration

est impossible : le deuteron est un etat lie proton-neutron.

1.1.3 Const ituants elementaires

Nous avons decompose les molecules en atonies, les atonies en electrons et
noyaux, les noyaux en protons et neutrons. Peut-on aller encore plus loin, par
exemple decomposer le proton ou 1'electron en constituants plus elementaires ?
Peut-on dire par exemple a partir de (1.2) que le neutron est « forme » d'un
proton, d'un electron et d'un antineutrino ? Un argument simple fonde sur
les inegalites de Heisenberg montre que 1'electron ne peut pas preexister dans
le neutron (exercice 9.7.4), et qu'il est cree au moment de la desintegration :
on ne peut done pas dire que le neutron est « compose » d'un proton, d'un
electron et d'un neutrino. On pourrait aussi penser a « casser » un proton
ou un neutron en des composants plus elementaires, en les bombardant par
des particules energiques, et repeter ce qui se passe par exemple quand on
bombarde un deuteron avec des electrons de quelques MeV

Le deuteron 2H a ete casse en ses constituants, un proton et un neutron.
L'histoire ne se repete pas lorsque Ton bombarde un proton avec des electrons.
Pour des electrons peu energiques, les collisions sont elastiques

mais pour des electrons d'energie suffisante (quelques centaines de MeV), au
lieu de casser le proton, on cree d'autres particules, par exemple dans des

4. Trois experiences recentes : S. Fukuda et al. (SuperKamiokande Collaboration) Phys.
Rev. Lett. 86, 5651 (2001), Q. Ahmad et al. (SNO Collaboration) Phys. Rev. Lett.
87, 071301 (2001) et K. Eguchi et al. (Kamland Collaboration) Phys. Rev. Lett. 90,
021802 (2003) montrent de fagon convaincante que la masse du neutrino est non nulle,
probablement de 1'ordre de 10~2 eV/c2 : cf. 1'exercice 4.3.6 sur les oscillations neutrinos.
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TAB. 1.2 - Les particules de matiere. Les charges electriques sont mesurees en
unites de la charge du proton.

lepton q = — I neutrino q = 0 quark q = 2/3 quark q — —1/3
famille 1 electron neutrinoe quark up quark down
famille 2 muon neutrino^ quark charme quark etrange
famille 3 tau neutrinor quark top quark b

reactions du type

ou les mesons TT et K et I'hyperon A° sont de nouvelles particules, dont la
nature importe peu ici. Le point crucial est qu'elles ne sont pas presentes
initialement dans le proton, mais qu'elles sont creees au moment de la reaction.

II arrive done un moment ou il ne semble plus possible de decomposer
la matiere en constituants de plus en plus elementaires. On peut alors se
poser la question suivante : quel est le critere d'elementarite ? Le point de
vue actuel est d'appeler elementaires les particules qui apparaissent comme
ponctuelles dans leurs interactions avec d'autres particules. Avec ce point de
vue, 1'electron, le neutrino et le photon sont elementaires, tandis que le proton
et le neutron sont « composes » de quarks : les guillemets sont importants,
car les quarks n'existent pas a 1'etat libre5, et cette « composition » du proton
en quarks est tout a fait differente de la composition du deuteron en proton
et neutron. II existe seulement des preuves indirectes (mais convaincantes !)
de cette composition en quarks.

Dans 1'etat actuel de nos connaissances6, il existe trois families de
particules elementaires, ou « particules de matiere » de spin 1/27. Le
tableau 1.2 en donne la liste ; la charge electrique q est exprimee en unites
de la charge du proton. Chaque famille se compose de leptons et de quarks,
et a chaque particule correspond une antiparticule de charge opposee. Les
leptons de la premiere famille sont 1'electron et son antiparticule le positron
e+, ainsi que le neutrino electronique ve et son antiparticule 1'antineutrino
electronique ve, et les quarks de cette famille sont le quark « up » (u) de charge
2/3 et le quark « down » (d) de charge -1/3, avec bien sur les antiquarks u
et d correspondants, de charge -2/3 et 1/3 respectivement. Le proton est

5. Ce qui fait que la notion de « masse » d'un quark est une notion complexe, du moins
pour les quarks dits « legers », up, down et etrange. On retrouve une masse (presque)
usuelle pour les quarks lourds 6 et t.

6. II existe un argument tres fort pour limiter a trois ce nombre de families : des
experiences au CERN ont montre en 1992 que le nombre de families etait limite a trois, a
condition que les neutrinos aient une masse inferieure a 45 GeV/c2. La valeur experimentale
actuelle du nombre de families est de 2.984 ± 0.008.

7. Le spin 1/2 est defini au chapitre 3 et le spin en general au chapitre 10.
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une combinaison uud et le neutron une combinaison udd. Cette premiere
famille suffit a notre vie courante, puisqu'elle permet de fabriquer la matiere
ordinaire, le neutrino etant indispensable dans le cycle des reactions nucleaires
assurant la bonne marche du Soleil. Si 1'existence de la premiere famille peut
se justifier par un argument anthropocentrique (si elle n'existait pas, nous ne
serions pas la pour en parler !) la raison d'etre des deux autres families reste
aujourd'hui tout a fait mysterieuse8.

A ces particules, il faut ajouter celles qui « transportent les interactions » :
le photon pour les interactions electromagnetiques, les bosons W et Z pour
les interactions faibles, les gluons pour les interactions fortes et le graviton
pour les interactions gravitationnelles9, ce qui nous amene naturellement a
presenter ces interactions.

1.1.4 Interactions (ou forces) fondamentales

On distingue quatre10 types d'interactions (ou de forces) fondamentales :
fortes, electromagnetiques, faibles et gravitationnelles. Les interactions
electromagnetiques sont celles qui vont jouer un role majeur dans ce livre : ce
sont elles qui regissent le comportement des atonies, des molecules, des solides,
etc. Les forces electriques de la loi de Coulomb sont dominantes : rappelons
que si une charge q est immobile a 1'origine des coordonnees, la force sur une
charge immobile q' situee en un point r est

ou r est le vecteur unitaire11 r/r, r = r\ et £Q la permittivite du vide. Si les
charges sont en mouvement avec une vitesse i?, on doit aussi tenir compte des
forces magnetiques, mais celles-ci sont plus faibles que la force de Coulomb
par un facteur ~ (v/c)2. Pour les electrons des couches externes, (v/c)2 ~
(1/137)2 <C 1, mais, compte tenu de la tres grande precision des experiences de
physique atomique, les forces magnetiques sont facilement mises en evidence
dans des phenomenes comme la structure fine ou 1'effet Zeeman (§ 14.2.3). La

8. cf. la celebre interrogation de Pauli: « Who ordered the rnuon? » Cependant on sait
que chaque famille doit etre complete : ainsi 1'existence du quark top et sa masse ont ete
predites plusieurs annees avant sa decouverte experimentale en 1994. En raison de sa masse
elevee, environ 175 fois la masse du proton, il a fallu attendre la construction du Tevatron
aux USA pour le produire.

9. En toute rigueur, les interactions electromagnetiques et les interactions faibles sont
maintenant unifiees en interactions electrofaibles ; le gluon, tout comme les quarks, n'existe
pas a 1'etat libre. Enfin 1'existence du graviton est pour le moment hypothetique : on n'a
meme pas encore detecte sur la Terre sa version classique, les ondes gravitationnelles.

10. La « cinquieme force » revient periodiquement sur le devant de la scene, mais elle
disparait tout aussi periodiquement !

11. Nous utiliserons systematiquement la notation f , n, p etc. pour les vecteurs unitaires
de 1'espace ordinaire.
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force de Coulomb (1.3) est caracterisee par :

• la forme de la loi de force en 1/r2 : la loi de force est dite d longue
portee ;

• 1'intensite de la force mesuree par une constante de couplage qq' f(4TT£o).

Le point de vue moderne, celui de la theorie quantique des champs, est que
les forces electromagnetiques sont dues a 1'echange de photons « virtuels »12

entre particules chargees. La theorie quantique des champs resulte du mariage
(conflictuel13!) entre la mecanique quantique et la relativite restreinte. Les
interactions entre atonies ou entre molecules sont representees par des forces
effectives, par exemple les forces de van der Waals (exercice 14.5.1). Ces
forces n'ont pas de caractere fondamental car elles se deduisent de la force de
Coulomb : c'est le deguisement sous lequel apparait la force de Coulomb pour
des sytemes complexes electriquement neutres.

Les interactions fortes sont responsables de la cohesion du noyau atomique.
Contrairement a la force de Coulomb, elles decroissent exponentiellement en
fonction de la distance, suivant une loi en exp(—r/ro)/r2, avec rg ~ 1 fm :
on dit que ce sont des forces a courte portee. Pour r < TO, elles sont tres
intenses, et telles que les energies caracteristiques dans un noyau sont de
1'ordre du MeV, alors qu'elles sont de 1'ordre de 1'eV dans un atome pour
les electrons des couches externes. En realite, les forces entre nucleons ne
sont pas des forces de type fondamental, car les nucleons sont, on 1'a vu, des
particules composees. Les forces entre nucleons sont 1'analogue des forces de
van der Waals pour les atonies, et les forces fondamentales sont les forces entre
quarks. Cependant, la relation quantitative qui relie les forces entre nucleons
et les forces entre quarks est encore loin d'etre comprise. Le gluon, particule
de masse nulle et de spin 1 comme le photon, joue pour les interactions fortes
le role que joue le photon pour les interactions electromagnetiques. La charge
est remplacee par une propriete appelee par convention couleur, et la theorie
des interactions fortes est appelee pour cette raison la chromodynamique.

Les interactions faibles sont responsables de la radioactivite j3

dont un cas particulier est (1.2) qui s'ecrit avec les notations de (1.4)

De meme que les interactions fortes, les interactions faibles sont a courte
portee, mais, comme 1'indique leur nom, elles sont beaucoup moins intenses.

12. Ce terme sera explique au § 4.2.4.
13. La combinaison de la mecanique quantique et de la relativite restreinte conduit

a des resultats infinis, et ces infinites doivent etre controlees par une procedure appelee
renormalisation, qui n'a vraiment ete comprise et justifiee que dans les annees 1970.
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Les vecteurs des interactions faibles sont les bosons de spin 1 charges W^
et neutre Z°, dont les masses sont respectivement 82 MeV/c2 et 91 MeV/c2,
environ 100 fois la masse du proton. Les leptons, les quarks, les bosons de
spin 1 (ou bosons de jauge) : photon, gluons, bosons W^ et Z°, ainsi qu'une
particule hypothetique de spin 0, a 1'origine de la masse des particules, le
boson de Higgs, sont les particules du modele standard de la physique des
particules, qui a ete teste experimentalement avec une precision superieure a
0.1 % au cours de ces dix dernieres annees.

Enfin les interactions gravitationnelles, toujours attractives contrairement
aux interactions coulombiennes, ont la forme bien connue entre deux masses ra
et ra/

ou les notations sont identiques a celles de (1.2) et ou G est la constante de
gravitation. La loi de force (1.5), est, comme la loi de Coulomb, une loi a
longue portee, et on peut comparer directement les forces de gravitation et de
Coulomb entre un electron et un proton, puisque la forme de la loi de force
est la meme

Dans un atome d'hydrogene, la force de gravitation est negligeable, et de
fagon generale, la force de gravitation sera totalement negligeable pour
tous les phenomenes de physique atomique, moleculaire ou du solide. La
relativite generale, theorie relativiste de la gravitation, predit 1'existence
d'ondes gravitationnelles14 qui sont pour la gravitation 1'analogue des ondes
electromagnetiques, tandis que le graviton, particule de spin 2 et de masse
nulle, est 1'analogue du photon. Toutefois il n'existe pas aujourd'hui de theorie
quantique de la gravitation. Concilier la mecanique quantique et la relativite
generale, expliquer 1'origine de la masse et des trois families de particules
constituent les defis majeurs de la physique theorique du xxie siecle.

Comme resume de cette presentation des constituants elementaires et
des forces, on retiendra qu'il existe trois families de particules de matiere,
comprenant des leptons et des quarks, et que les vecteurs des forces sont le
photon pour les interactions electromagnetiques, le gluon pour les interaction
fortes, les bosons W et Z pour les interactions faibles, et enfin 1'hypothetique
graviton pour les interactions gravitationnelles.

14. Les preuves de 1'existence des ondes gravitationnelles sont pour le moment indirectes :
elles resultent de 1'observation de pulsars (etoiles a neutrons) binaires. Ces ondes pourraient
etre detectees prochainement sur Terre dans les experiences VIRGO et LIGO. L'observation
du graviton est probablement repoussee a un futur tres lointain.
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1.2 Physique classique et physique quantique

Avant d'introduire la physique quantique, resumons brievement les
fondements de la physique classique. La physique classique comporte trois
branches principales, qui ont chacune diverses ramifications.

1. La premiere branche est la mecanique, dont la loi fondamentale est la loi
de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique, donnant la force F sur
une particule ponctuelle de masse m en fonction de la derivee par rapport au
temps de son impulsion p

Sous cette forme, 1'equation fondamentale de la dynamique survit aux
modifications apportees par Einstein en 1905 avec la relativite restreinte, a
condition d'utiliser 1'expression relativiste de 1'impulsion en fonction de la
vitesse v, de la masse m de la particule et de la vitesse de la lumiere c

2. La deuxieme branche est I'electromagnetisme, resume dans les quatre
equations de Maxwell donnant le champ electrique E et le champ
magnetique B en fonction des densites de charge pem et de courant j^m,
appelees sources du champ electromagnetique

De ces equations, on deduit la propagation d'ondes electromagnetiques dans
le vide a la vitesse de la lumiere

Ceci fait le lien avec 1'optique, qui devient un cas particulier de
1'electromagnetisme. Le lien entre 1 et 2 est fourni par la loi de Lorentz
donnant la force sur une particule de charge q et de vitesse v

3. La troisieme branche est la thermodynamique, qui se deduit du second
principe15: il n'existe pas de dispositif fonctionnant suivant un cycle dont le

15. Le premier principe n'est autre que la conservation de 1'energie, quant au troisieme,
il est fondamentalement d'origine quantique.
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seul effet serait de fournir du travail a partir d'une source de chaleur unique.
A partir du second principe, on deduit la notion d'entropie, dont decoule toute
la thermodynamique classique. L'origine microscopique du second principe a
ete comprise a la fin du Xixe siecle par Boltzmann et Gibbs, qui ont pu relier ce
principe au fait qu'un echantillon de matiere macroscopique est compose d'un
nombre enorme (~ 1023) d'atomes, ce qui permet d'utiliser des raisonnements
probabilistes a la base de la mecanique statistique. Le resultat principal de la
mecanique statistique est la loi de Boltzmann : la probabilite p(E) pour qu'un
systeme physique en equilibre a la temperature absolue T ait 1'energie16 E
comprend un facteur, le « poids de Boltzmann » Ps(-E')

ou kp est la constante de Boltzmann (la constante R des gaz parfaits divisee
par le nombre d'Avogadro), et nous avons introduit la notation usuelle J3 =
l/(ksT). Cependant la mecanique statistique classique n'est pas en fait une
theorie coherente, et il faut parfois se livrer a des acrobatics pour obtenir des
resultats senses, par exemple pour 1'entropie d'un gaz parfait. La physique
quantique leve toutes ces difficultes.

4. En toute rigueur il faut aj outer une quatrieme branche a la physique
classique. En effet, la theorie relativiste de la gravitation n'est pas incluse
dans le cadre precedent : cette theorie est la relativite generate, qui est une
description geometrique, ou les forces de gravitation sont reliees a la courbure
de 1'espace-temps.

Nous avons decrit dans (1.6)-(1.11) les lois fondamentales de la physique
classique, qui se resument done a sept equations en tout et pour tout ! Le
lecteur pourra se demander ce que sont devenues les multiples autres lois qu'il
a rencontrees : loi d'Ohm, loi de Hooke, lois de la dynamique des fluides,
etc. Certaines de ces lois se deduisent directement des lois fondamentales :
ainsi la loi de Coulomb est une consequence des equations de Maxwell et de
la force de Lorentz (1.11) pour des charges statiques, 1'equation d'Euler pour
les fluides parfaits une consequence de la loi fondamentale de la dynamique.
D'autres lois sont des lois17 phenomenologiques, qui n'ont pas une validite
universelle, contrairement aux lois fondamentales : par exemple certains
milieux n'obeissent pas a la loi d'Ohm, la relation entre 1'induction D et le
champ electrique D = eE (pour un milieu isotrope) est en defaut quand
le champ electrique devient grand, ce qui donne lieu aux phenomenes de
1'optique non-lineaire, la loi de Hooke n'est plus valable si la tension devient
trop importante, etc. La mecanique du solide, 1'elasticite ou la mecanique des

16. La probabilite p(-E) est le produit de pB(E) (1.12) et d'un facteur T>(E), la « densite
des niveaux d'energie », qui en physique classique s'obtient par une integration sur 1'espace
de phase : voir note 21. Le calcul quantique de la densite de niveaux est decrit au § 9.6.2.

17. Bien souvent une loi phenomenologique n'est pas autre chose que le premier terme
d'un developpement de Taylor !
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fluides decoulent de (1.6) et de diverses lois phenomenologiques, comme la
loi qui relie en mecanique des fluides force, gradient de vitesse et viscosite. II
importe de bien faire la distinction entre le petit nombre de lois fondamentales
et les multiples lois phenomenologiques que la physique classique utilise, faute
de mieux, pour decrire la matiere.

Bien que la physique classique soit d'une utilite indiscutable, elle n'en
presente pas moins une lacune de taille : alors que la physique se veut
une theorie de la matiere, la physique classique est completement incapable
d'expliquer le comportement de la matiere etant donne ses constituants et les
forces entre ces constituants18. Elle ne peut pas predire 1'existence des atonies,
car on ne peut pas construire une echelle de longueur avec les constantes de
la physique classique : masses et charges du noyau et des electrons19. Elle
n'explique pas pourquoi le Soleil brille, pourquoi la vapeur de sodium emet
une lumiere jaune, elle n'a rien a dire sur les proprietes chimiques des alcalins,
sur le fait que le cuivre conduit 1'electricite alors que le soufre est un isolant,
etc. Lorsque le physicien classique a besoin d'une propriete de la matiere,
une resistance electrique, une chaleur specifique, il n'a pas d'autre choix que
de la mesurer experimentalement. Au contraire la mecanique quantique a la
pretention d'expliquer le comportement de la matiere a partir des constituants
et des forces. Naturellement des predictions precises a partir des premiers
principes ne sont possibles que pour les systemes les plus simples, comme
1'atome d'hydrogene ou celui d'helium. La complexite des calculs ne permet
pas par exemple de predire la structure cristalline de 1'argent a partir des
donnees sur cet atome, mais etant donne cette structure, on saura expliquer
pourquoi 1'argent est un conducteur, ce que la physique classique est incapable
de faire.

II ne faudrait pas conclure de cette discussion que la physique classique ne
peut plus etre interessante et novatrice. Bien au contraire, on a assiste au cours
de ces vingt dernieres annees a un renouveau de la physique classique, avec
des idees nouvelles sur les systemes dynamiques chaotiques, les instabilites,
les formations de structures hors equilibre etc. Des problemes aussi familiers
que la turbulence ou le frottement restent largement ouverts et passionnants.

18. Cette affirmation merite d'etre un peu nuancee. II existe de bons modeles
microscopiques en physique classique : par exemple la theorie cinetique des gaz permet
un calcul fiable des coefficients de transport (viscosite, conductibilite thermique) d'un gaz.
Mais ni 1'existence des molecules qui composent le gaz, ni la valeur de la section efficace
necessaire au calcul ne peuvent s'expliquer par la physique classique.

19. Si 1'on ajoute la vitesse de la lumiere, on peut construire une echelle de longueur, le
rayon classique de I'electron

qui est trop petit par 4 ordres de grandeur par rapport aux dimensions atomiques. On
peut aussi invoquer 1'invariance d'echelle des equations classiques : cf. Wichman [1974],
chapitre 1.
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Simplement il existe des problemes que par nature la physique classique ne
pent pas aborder.

La physique quantique pretend done expliquer le comportement de la
matiere a partir des constituants et des forces, mais il y a un prix a payer : les
objets quantiques exhibent un comportement radicalement nouveau, qui dene
notre intuition fondee sur 1'experience du comportement d'objets classiques.
Cela dit, si 1'on ne se preoccupe pas de cet aspect deroutant, la mecanique
quantique se revele un outil remarquable, jamais mis en defaut jusqu'a
aujourd'hui, capable de couvrir des phenomenes allant de la physique des
quarks a la cosmologie en passant par toutes les echelles intermediaries. La
plupart des technologies modernes n'auraient pas vu le jour sans la mecanique
quantique : toutes les technologies de 1'information sont fondees sur notre
comprehension quantique des solides et en particulier des semi-conducteurs.
On peut prevoir que la miniaturisation des dispositifs electroniques rendra
la mecanique quantique de plus en plus omnipresente dans la technologie
moderne.

La grande majorite des physiciens ne se preoccupent pas des proprietes
deroutantes de la mecanique quantique et s'en servent comme d'un outil sans
se poser de questions de principe. Cependant, les progres theoriques et surtout
experimentaux des ces vingt dernieres annees ont permis de mieux cerner
certains aspects du comportement des objets quantiques : bien que tout soit
encore loin d'etre clair, nous verrons au chapitre 6 et dans 1'appendice B que
nous sommes sans doute sur la voie d'une comprehension plus satisfaisante
de la mecanique quantique. Dans quelques annees, on pourra peut-etre
trouver obsolete I'affirmation de Feynman : « Je pense que 1'on peut affirmer
aujourd'hui que personne ne comprend la mecanique quantique. ». Avant de
nous lancer dans ces developpemeiits recents, revenons quelques instants une
centaine d'annees en arriere, aux debuts de la physique quantique.

1.3 Un peu d'histoire

1.3.1 Le rayonnement du corps noir

Un objet chaud comme un fer chauffe au rouge, ou le Soleil, emet un
rayonnement electromagnetique avec un spectre de frequences qui depend
de la temperature. La puissance emise u(u>,T) par unite de frequence a; et
de surface depend de la temperature absolue T de 1'objet. Un raisonnement
purement thermodynamique permet de montrer que si 1'objet est parfaitement
absorbant, ce qui en fait un corps nozr, alors u(uo,T} est une fonction
universelle, independante de 1'objet pour une temperature donnee. Une
tres bonne realisation d'un corps noir pour la lumiere visible est une petite
ouverture dans une enceinte dont 1'interieur est peint en noir : un rayon
lumineux penetrant dans 1'enceinte n'a pratiquement aucune chance d'en
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FlG. 1.4 — Enceinte pour le rayonnement du corps noir.

ressortir, puisqu'a chaque reflexion il a une bonne probabilite d'etre absorbe
par la paroi interieure de 1'enceinte (figure 1.4).

Supposons 1'enceinte chauffee a la temperature T : les atonies de la paroi
emettent et absorbent du rayonnement electromagnetique, et il s'etablit a
1'equilibre thermodynamique un systeme d'ondes stationnaires dans la cavite.
Si la cavite est un parallelepipede de cotes Lx, Ly et Lz, et si nous utilisons
des conditions aux limites periodiques, le champ electrique sera de la forme
EQ exp[i(k-f— o;i)], le vecteur d'onde k perpendiculaire a EQ etant de la forme

ou (nx, ny, nz) sont des nombres entiers positifs ou negatifs et uj = c\k\ = ck.
On montre que chaque onde stationnaire se comporte comme un oscillateur
harmonique20 de frequence u; dont 1'energie est proportionnelle au carre de
1'amplitude, et done a EQ. D'apres la loi de Boltzmann (1.12), la probabilite
que cet oscillateur ait une energie E comprend un facteur exp(—E/ksT] =
exp(—{3E). En fait, dans ce cas, la densite de niveaux T>(E] (cf. note 16) est
une constante21, et 1'energie moyenne de cet oscillateur est simplement

L'energie moyenne de chaque onde stationnaire est ksT. Comme le nombre
d'ondes stationnaires possibles est infini, 1'energie dans 1'enceinte est infinie !

20. Ceci sera explique au § 11.3.3.
21. L'integration sur 1'espace de phase pour 1'oscillateur harmonique classique a une

dimension donne en effet, pour une fonction arbitraire f(E) (exercice 1.6.2)

x et p etant la position et 1'impulsion.
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On relie facilement u(o;,T) a la densite d'energie e(u,T) par unite de
frequence dans 1'enceinte (exercice 1.6.2)

et on est ramene au calcul de e(u;,T), dont on deduit la densite d'energie

La thermodynamique permet de montrer la loi d'echelle

ou la fonction <f> est independante de la forme de 1'enceinte, mais elle ne dit
rien sur la forme explicite de la fonction (p. Essayons de la determiner a un
facteur multiplicatif pres par analyse dimensionnelle : a priori, e(a;,T) ne
peut dependre que de a;, de c, de 1'energie disponible dans le probleme /c#T
et d'une constante sans dimension A que 1'analyse dimensionnelle ne permet
pas de fixer. La seule solution possible est (exercice 1.6.2)

ce qui est bien de la forme (1.17). On retrouve le fait que la densite d'energie
dans 1'enceinte est infinie

La mecanique statistique permet de calculer A (exercice 1.6.2), mais ne resout
en rien le probleme de 1'energie infinie, et 1'analyse dimensionnelle suggere
fortement que le rayonnement du corps noir ne peut s'expliquer que si 1'on
accepte d'introduire une nouvelle constante physique.

Parmi toutes les hypotheses conduisant au resultat inacceptable d'une
energie infinie, Planck remet en cause celle qui conduit au calcul (1.14) de
1'energie moyenne d'un oscillateur22: au lieu de supposer que E peut prendre
toutes les valeurs possibles entre zero et 1'infini, il admet que cette energie ne
peut prendre que des valeurs discretes En qui sont des multiples entiers de la
frequence uj de 1'oscillateur, avec un coefficient de proportionnalite h

22. En realite, Planck a applique son raisonnement a un « resonnateur » dont la nature
reste obscure. Considerer les vibrations du champ electromagnetique est plus simple et plus
direct, mais constitue une entorse a la verite historique. Notre presentation « historique »,
tout comme celle de la plupart des manuels, tient plus du conte de fees (H. Kragh, Physics
World, dec. 2000) que de 1'histoire reelle. De meme il ne semble pas que les physiciens de
la fin du dix-neuvieme siecle aient ete preoccupes par le probleme de 1'energie infinie, ou
par 1'absence d'une constante fondamentale.



1. Introduction 17

La constante H est appelee constants de Planck ; plus exactement, c'est la
constante de Planck h divisee23 par 2?r : h = fo/(2?r). La constante de Planck
se mesure en J.s : elle a pour dimension M.C?T~l et elle a pour valeur
numerique

D'apres la loi de Boltzmann, la probabilite normalisee d'observer une
energie En est

Pour obtenir (1.20), on remarque que la sommation sur n est celle d'une
serie geometrique. Posant x — exp(—0huj) on calcule aisement la valeur
moyenne (E) de 1'energie d'un oscillateur

Cette formule perniet de calculer la densite d'energie (exercice 1.6.2)

et done u(u;, T), en parfait accord avec 1'experience si Ton fixe convenablement
la valeur de h, et avec le resultat (1.17) de la thermodynamique. On remarque
que 1'approximation classique (1-18) est valable si ksT ^> fiw, c'est-a-dire pour
les basses frequences.

L'exemple le plus connu de rayonnement du corps noir est le rayonnement
fossile qui remplit 1'Univers24, ou rayonnement a 3 K. La distribution de
frequence de ce rayonnement suit remarquablement la loi de Planck (1.22)
avec une temperature de 2.73 K ~ 3 K (figure 1.5), mais ce rayonnement
n'est plus a 1'equilibre thermodynamique. II s'est decouple des atonies environ
400000 ans apres le big-bang, c'est-a-dire la naissance de 1'Univers. Au
moment de ce decouplage, le temperature etait de 104 K environ. Ensuite
1'expansion de 1'Univers a reduit cette valeur a la valeur actuelle de 3 K.

23. Nous utiliserons systematiquement h et non h, et par abus de langage nous
appellerons h la constante de Planck ; la relation E = ftw est bien sur equivalents a E = hv,
ou v est la frequence ordinaire, mesuree en Hz, et u> la frequence angulaire, ou pulsation,
mesuree en rad.s"1: ui = 2?rzA Comme nous utiliserons pratiquement toujours u> et jarnais i^,
par abus de langage nous appellerons u la frequence.

24. On trouvera un expose remarquable du big-bang dans S. Weinberg, Les Trois
Premieres Minutes de 1'Univers, Editions du Seuil, Paris (1978).
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FlG. 1.5 — Le rayonnement du corps noir a 3 K. L'axe vertical donne 1'intensite du
rayonnement en W.m~2.sr~1.Hz~1. On observera 1'accord remarquable avec la loi
de Planck pour T = 2.73 K. D'apres J. Rich, Principes de la cosmologie. Editions
de 1'Ecole Polytechnique, Palaiseau (2002).

1.3.2 L'effet photoelectrique

Le nombre entier n dans (1.19) possede une interpretation physique
particulierement importante : la raison pour laquelle 1'energie d'une onde
stationnaire de frequence u> est un multiple entier nhu de hu est que Ton y
trouve precisement n photons (ou particules de lumiere) d'energie HLJ. C'est
cette interpretation qui a conduit Einstein a introduire le concept de photon
pour expliquer Veffet photoelectrique. Lorsqu'un metal est illumine par un
rayonnement electromagnetique, des electrons sont arraches au metal, avec un
effet de seuil qui depend de la frequence, et non de 1'intensite. L'experience
de Millikan (figure 1.6) confirme 1'interpetation d'Einstein : les electrons sont
arraches au metal avec une energie cinetique Ec
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FlG. 1.6 - L'experience de Millikan. (a) Schema de 1'experience. (b) Vo | en fonction
de uj.

ou W est le potentiel d'extraction. Aucun electron de charge qe n'atteint la
cathode si \qeV\ > Ec. Si VQ est le potentiel pour lequel le courant s'annule

Porter |Vb| en fonction de a; donne une droite de pente h/\qe\, et la valeur de h
coincide avec celle du rayonnement du corps noir, ce qui confirme 1'hypothese
d'Einstein25: le rayonnement electromagnetique est compose de photons26.
Le fait que la valeur de h soit la meme que pour le corps noir montre bien que
Ton est en presence d'une nouvelle constante fondamentale.

1.4 Ondes et particules : interferences

1.4.1 Hypothese de de Broglie

Partons de la relation (1.19) E — huo pour n — 1 reliant 1'energie et la
frequence d'un photon, aussi appelee relation de Planck-Einstein. Un photon

25. Encore une reecriture de 1'histoire ! Certains resultats qualitatifs sur 1'effet
photoelectrique avaient ete obtenus par Lenard au debut des annees 1900, mais les mesures
precises de Millikan sont posterieures de 10 ans a 1'hypothese d'Einstein, qui semble avoir ete
motive non par 1'effet photoelectrique, mais par la similitude entre la loi de transformation
relativiste de la frequence et celle de 1'energie. Voir G. Margaritondo, Physics World, avril
2001.

26. Toutefois 1'argument n'est pas entierement convaincant, car 1'effet photoelectrique
peut s'expliquer dans le cadre d'une theorie semi-classique, ou le champ electromagnetique
n'est pas quantifie et ou le concept de photon n'existe pas : cf. § 14.3.3. En revanche on
ne peut pas expliquer 1'effet photoelectrique sans introduire h.
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possede une impulsion

mais compte term de a; = ck et de ce que 1'impulsion et le vecteur d'onde sont
paralleles et de meme sens, on aboutit a la relation vectorielle suivante entre
impulsion et vecteur d'onde

Cette equation se traduit aussi par une relation (cette fois scalaire) entre
impulsion et longueur d'onde A

L'hypothese de de Broglie est que les relations (1.25) et (1.26) sont valables
pour toutes les particules. Selon cette hypothese, une particule d'impulsion p
possede des proprietes ondulatoires caracteristiques d'une longueur d'onde
X = h/p. Si v -C c on utilisera p = mv, et sinon la formule gene-rale (1.7),
sauf bien sur pour m = 0, ou p = E/c. Si cette hypothese est correcte, on
doit pouvoir observer avec des particules des proprietes caracteristiques des
ondes, a savoir les interferences et la diffraction.

1.4.2 Diffraction et interferences avec des neutrons
froids

Depuis les annees 1980, les techniques experimentales modernes
permettent de verifier les proprietes d'interferences et de diffraction de
particules dans des experiences dont le principe est simple et dont
1'interpretation est directe. Ces experiences ont ete realisees avec des photons,
des electrons, des atonies, des molecules et des neutrons. Nous avons choisi,
un peu arbitrairement, d'exposer les experiences realisees avec des neutrons,
qui nous ont semble particulierement elegantes et eclairantes. Les experiences
de diffraction de neutrons par des cristaux sont classiques depuis plus de
cinquante ans (exercice 1.6.4), mais 1'idee est ici de realiser des experiences
avec des dispositifs macroscopiques, des fentes visibles a 1'oeil nu, et non
d'utiliser un reseau dont la maille est de quelques A.

Les experiences ont ete realisees dans les annees 1980 par un groupe
d'lnnsbriick aupres du reacteur nucleaire de recherche de 1'Institut Laue-
Langevin a Grenoble. Les neutrons de masse mn sont produits par la fission
d'atomes d'uranium235 dans le cceur du reacteur, et sont ensuite guides vers
les experiences. En ordre de grandeur, leur energie cinetique est fc^T, ou
T ~ 300 K est la temperature ambiante : on appelle ces neutrons des neutrons
thermiques dont 1'energie cinetique ~ fc^T ~ 1/40 eV pour T = 300 K.
L'impulsion p = \/2mn/c_BT correspond a une vitesse v = p/mn d'environ 1000
m.s"1 et d'apres (1.26) la longueur d'onde Ath vaut h/'\/2mnfcgT ~ 1.8 A. On
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FlG. 1.7 - Dispositif experimental pour la diffraction et les interferences de
neutrons. Si et 82 : fentes collimatrices. 63 : fente d'entree. 84 : fente objet.
85 : position du compteur C. D'apres A. Zeilinger et al, Rev. Mod. Phys. 60, 1067
(1988).

augmente la longueur d'onde en faisant passer les neutrons dans des materiaux
a basse temperature : par exemple si la temperature du materiau est 1 K, la
longueur d'onde passera a A = AthV/300 ~ 31 A. De tels neutrons sont appeles
« neutrons froids ». Dans 1'experience du groupe d'lnnsbriick, les neutrons
sont « refroidis » dans du deuterium27 liquide a 25 K. En selectionnant les
neutrons apres leur passage dans le deuterium liquide, on obtient des neutrons
dont la longueur d'onde moyenne est de 20 A.

Le dispositif experimental est schematise sur la figure 1.7. La detection
des neutrons se fait a 1'aide de compteurs a fluorure de bore BFZ, le bore
absorbant les neutrons suivant la reaction

avec une efficacite voisine de 100 %. Le compteur est deplace suivant 1'ecran
en 85, et compte le nombre de neutrons arrivant dans le voisinage de 85.

Dans 1'experience de diffraction, la fente 84 a une largeur a = 93 /mi, ce
qui donne une dimension angulaire de la tache de diffraction de

et sur 1'ecran situe a D — 5 m de la fente une dimension lineaire de 1'ordre
de 100//m. II est possible de faire un calcul precis de la figure de diffraction
en tenant compte par exemple de la dispersion des longueurs d'onde autour
de la longueur d'onde moyenne de 20 A. Le resultat theorique est en accord
remarquable avec 1'experience (figure 1.8).

27. Le deuterium est choisi de preference a 1'hydrogene, qui a I'inconvenient d'absorber
les neutrons dans la reaction n + p —> 2H + 7 ; c'est pourquoi dans un reacteur nucleaire
1'eau lourde est un meilleur moderateur que 1'eau ordinaire.
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FlG. 1.8 - Diffraction de neutrons par une fente. D'apres A. Zeilinger et a/., Rev.
Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

Dans 1'experience d'interferences, deux fentes de 21 ̂ m ont leurs centres
espaces de d = 125 yum. L'interfrange sur 1'ecran vaut

Les fentes sont visibles a 1'oeil nu, et 1'interfrange est macroscopique. A
nouveau un calcul theorique prenant en compte les divers parametres de
1'experience est en excellent accord avec la figure d'interferences experimentale
(figure 1.9).

II y a toutefois une difference cruciale par rapport a une experience
d'interferences en optique : la figure d'interferences est construite a partir
d'impacts de neutrons isoles, et elle est reconstitute apres coup lorsque
1'experience est terminee. En effet, on deplace le compteur le long de 1'ecran
(ou bien on dispose une batterie de compteurs identiques recouvrant 1'ecran),
et on enregistre les neutrons arrivant au voisinage de chaque point de 1'ecran
pendant des intervalles de temps identiques. Soit N(x}Ax le nombre de
neutrons detectes par seconde dans 1'intervalle [x — Ax/2, x + Ax/2], x etant
1'abscisse d'un point sur 1'ecran. L'intensite T(x) peut etre definie comme
etant egale a N(x) et le nombre de neutrons arrivant au voisinage d'un point
de 1'ecran est proportionnel a 1'intensite T(x) de la figure d'interferences, avec
des fluctuations statistiques autour d'une valeur moyenne. Les impacts isoles
sont illustres sur la figure 1.10 par une experience faite non avec des neutrons,
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FlG. 1.9 - Experience des fentes d'Young avec des neutrons. D'apres A. Zeilinger
et al., Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

mais des atomes froids que 1'on laisse tomber a travers des fentes d'Young : les
impacts des atomes tombant sur Pecran sont enregistres pour donner 1'aspect
de la figure 1.10.

FlG. 1.10 - Interferences avec des atomes froids. D'apres Basdevant et
Dalibard [2001].
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1.4.3 Interpretation des experiences

Outre les neutrons et les atonies froids, les experiences de diffraction et
d'interferences ont ete realisees avec plusieurs autres types de particules :

• avec des photons, en reduisant 1'intensite de telle sorte que les photons
arrivent un a un sur 1'ecran,

• avec des electrons,

• avec des molecules legeres (Afa^),

• avec des fullerenes CQQ (exercice 1.6.1),

et il y a tout lieu de penser que les resultats sont universels, independants
du type de particule : atomes, molecules, virus28... Cependant ces resultats
experimentaux incontournables souffrir d'une difficulte d'interpretation : dans
une experience classique d'interferences de fentes d'Young realisee avec des
ondes, 1'onde incidente se divise en deux ondes qui se recombinent ensuite
et interferent, phenomene visible a 1'oeil nu pour des ondes a la surface de
1'eau. Dans le cas des neutrons, chaque neutron arrive isolement ; 1'intervalle
de temps entre deux neutrons successifs est tel que lorsqu'un neutron est
detecte sur 1'ecran, le neutron suivant est encore dans le reacteur, confine
dans un atome d'uranium. Est-il envisageable que le neutron se scinde en deux
fractions de neutron, chaque fraction passant par une fente ? II est facile de
se convaincre que cette hypothese est absurde : un compteur detecte toujours
un neutron entier, jamais une fraction de neutron ! II en est de meme si Ton
scinde a 1'aide d'un miroir semi-transparent une onde lumineuse d'intensite
sumsamment reduite pour pouvoir detecter les photons individuellement ; les
photodetecteurs D\ et D% detectent toujours un photon entier, jamais une
fraction de photon (figure 1.11). Le photon, comme le neutron, est insecable,
du moins dans le vide, car par interaction avec un milieu non-lineaire, un
photon peut se scinder en deux photons d'energie plus faible : voir § 6.2.2.

II nous faut done admettre qu'une particule quantique presente a la,
fois un aspect ondulatoire et un aspect corpusculaire: c'est done un objet
entierement nouveau et etrange, du moins pour notre intuition formee par
la pratique d'objets macroscopiques. Comme 1'ecrivent Levy-Leblond et
Balibar, paraphrasant Feynman, « les objets quantiques sont completement
cingles », mais ils ajoutent « au moins le sont-ils tous de la meme fagon ».
En effet photons, electrons, -neutrons, atomes, molecules... ont tous ce
meme comportement, a la fois ondulatoire et corpusculaire. Afin de mettre
en valeur cette unicite du comportement quantique, certains auteurs ont

28. Cependant 1'observation d'effets ondulatoires est de plus en plus difficile quand les
objets deviennent plus gros, d'abord parce que les longueurs d'onde sont de plus en plus
courtes, mais aussi parce que les effets de la decoherence (§ 6.3.1) sont de plus en plus
importants lorsque la taille de 1'objet augmente.
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FlG. 1.11 - Lame separatrice et comptage de photons par des photodetecteurs D\
et D2.

propose le neologisme « quanton » pour designer un objet dote d'un tel
comportement. Nous continuerons a utiliser « particule quantique », ou
simplement « particule », car les particules considerees dans ce livre auront un
comportement quantique, et nous preciserons « particule classique » si nous
voulons revenir a des petites boules de billard.

Si le neutron est insecable, peut-on savoir s'il est passe par une fente
plutot que 1'autre ? Si une fente est fermee, on observe sur 1'ecran la figure de
diffraction de 1'autre fente et reciproquement. Si la situation experimentale est
telle que Ton peut decider par quelle fente est passe le neutron, alors on doit
observer sur 1'ecran la superposition des intensites des figures de diffraction
de chaque fente : en effet on peut diviser les neutrons en deux groupes, ceux
qui sont passes par la fente superieure, et pour lesquels on aurait pu fermer
la fente inferieure sans rien changer au resultat, et ceux qui sont passes par
la fente inferieure. On n'observe une figure d'interferences que si le dispositif
experimental est tel que Ton ne peut pas savoir, meme en prmcipe, par quelle
fente est passe le neutron. En resume

(i) Si le dispositif experimental ne permet pas de savoir par quelle fente est
passe le neutron, alors on observera des interferences.

(ii) Si le dispositif permet en principe de decider entre les deux fentes,
alors les interferences seront detruites, independamment du fait qu'un
experimentateur se donne ou non la peine de faire 1'observation
necessaire.

Une remarque fondamentale est que 1'on ne peut pas savoir a priori en
quel point de 1'ecran va arriver un neutron donne. On peut seulement
affirmer que la probabilite d'arrivee sur 1'ecran est grande en un point de
maximum de la figure d'interferences, et petite en un point ou la figure
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d'interferences presente un minimum. Plus precisement, la probabilite
d'arrivee en un point d'abscisse x est proportionnelle a 1'intensite 1(x) de la
figure d'interferences en ce point. De meme, dans 1'experience de la figure 1.11,
chaque photomultiplicateur a une probabilite 1/2 d'etre declenche par un
photon donne, mais il est impossible de savoir a 1'avance lequel des deux le
sera.

Essayons de donner une formulation quantitative de la discussion
precedente. Tout d'abord, par analogic avec les ondes, nous introduirons une
fonction complexe de x, a\(x) (resp. c^x)), appelee amplitude de probabilite,
associee au passage par la fente superieure (resp. inferieure) d'un neutron
arrivant en x sur 1'ecran. Le module au carre de 1'amplitude de probabilite
donne 1'intensite : si la fente 2 est fermee X\(x) = a\(x)\2 et inversement
^2(x) = a<2(x)\2 si la fente 1 est fermee. Dans le cas (i) on ajoute les
amplitudes avant de calculer 1'intensite

et dans le cas (ii) on ajoute les intensites

Comme ci-dessus, 1'intensite peut etre definie comme le nombre de neutrons
arrivant par seconde et par unite de longueur sur 1'ecran. Pour tenir compte
du caractere probabiliste du point d'impact des neutrons, les amplitudes a\
et 0,2 ne seront pas des amplitudes ondulatoires, mesurant 1'amplitude d'une
vibration, mais des amplitudes de probabilite, dont le module carre donnera
la probabilite d'arriver au point x sur 1'ecran. La notion d'amplitude de
probabilite, propre a la physique quantique, sera developpee et recevra un
habillage mathematique au chapitre 3.

Une formulation plus generale de (1.27) et (1.28) est alors la suivante :
supposons que partant d'un etat initial i on arrive a un etat final /. Pour
obtenir la probabilite Pj_>/ d'observer 1'etat final /, on doit additionner toutes
les amplitudes conduisant au resultat / en partant de i

et Pi_>y = aj_»/|2. II doit etre bien entendu que les etats i et f sont specifies
de fagon unique par la donnee des parametres qui definissent 1'etat initial
et 1'etat final de J'ensemble du dispositif experimental. Si par exemple nous
recherchons une information sur le passage du neutron a travers une fente,
cette information ne peut etre obtenue qu'en integrant les fentes d'Young dans
un dispositif plus vaste, dont 1'etat final, qui dependra d'autres parametres
que le point d'impact du neutron, est susceptible de nous renseigner sur le
passage par une fente determinee : 1'etat final de 1'ensemble du dispositif ne
sera pas le meme selon que le neutron est passe par une fente ou par 1'autre.
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En resume, on doit sommer les amplitudes pour des etats finaux29

identiques, et les probabilities pour des etats finaux differents, meme si ces
etats finaux concernent d'autres parametres physiques que ceux auxquels on
s'interesse. II suffit que ces parametres soient accessibles en principe, meme
s'ils ne sont pas effectivement observes, pour que 1'on doive considerer des
etats finaux comme differents. Nous illustrerons ce point au paragraphe
suivant sur un exemple concret. Une fagon imagee d'exprimer les proprietes
ci-dessus consiste a dire que des etats finaux identiques definissent des chemins
indiscernables, et que 1'on doit sommer les amplitudes correspondant a tous
les chemins indiscernables.

1.4.4 Inegalites de Heisenberg I
Revenons sur 1'experience de diffraction des neutrons pour en tirer

une relation fondamentale, appelee inegalite de Heisenberg, ou suivant une
terminologie courante mais ambigue, principe d'incertitude de Heisenberg. Si
la largeur de la fente est a, et si nous orientons 1'axe des x dans le plan de
la fente perpendiculairement a celle-ci, la position du neutron suivant cet axe
immediatement a la sortie de la fente est precise a Ax = a pres. Comme
la largeur angulaire de la tache de diffraction est ~ A/Ax, la composante
suivant x de 1'impulsion du neutron est <\px ~ (A/Ax)p = h/Ax, ou p est
1'impulsion du neutron (on suppose p >> Apx). Nous avons done la relation

Nous verrons au chapitre 9 une version plus precise de (1.29), ou Ap^, i =
x,y,z, et Axj, Xi = x,y,z, representeront les ecarts quadratiques moyens sur
des composantes identiques (i) de 1'impulsion et de la position

En revanche, aucune inegalite ne relie des composantes differentes de
1'impulsion et de la position : par exemple Apx et Ay ne sont contraints par
aucune relation. On dit souvent, en interpretant 1'experience de diffraction,
que le passage du neutron dans une fente de largeur Ax a permis de
mesurer sa position suivant x avec une precision Ax, et que cette mesure a
perturbe son impulsion par une quantite Apx ~ /i/Ax. Nous verrons que les
inegalites (1.30) n'ont en fait rien a voir avec une mesure experimentale de la
position ou de 1'impulsion, mais proviennent de la description mathematique
d'une particule quantique par un train d'ondes. Nous reviendrons egalement
sur la signification des ces relations.

Nous allons maintenant utiliser (1.29) pour discuter la question de
1'observation des trajectoires dans 1'experience d'interferences avec des
neutrons. Einstein avait propose le dispositif de la figure 1.12 pour determiner

29. La grammaire classique imposerait « etats finals ». ..
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FlG. 1.12 — Une controverse Bohr-Einstein. Les fentes F\ et F^ sont les fentes
d'Young. La fente FQ est percee dans un ecran mobile verticalement.

la trajectoire du neutron : passe-t-il par la fente superieure cm inferieure ?
Quand le neutron franchit la premiere fente FQ, il donne par conservation
de I'impulsion une impulsion vers le has a 1'ecran EQ s'il franchit la fente
superieure F\ et une impulsion vers le haut s'il franchit la fente inferieure F^.
On peut done determiner par quelle fente est passe le neutron ! La reponse de
Bohr fut la suivante : si 1'ecran EQ regoit une impulsion Apx que 1'on mesure,
alors sa position est determinee au mieux avec une precision de 1'ordre de
h/Apx. Cette imprecision dans la position de la source suffit a faire disparaitre
la figure d'interferences (exercice 1.6.3). Tous les dispositifs imagines pour
determiner la trajectoire du neutron sont, soit efficaces, mais dans ce cas
il n'y a pas d'interferences, soit inefficaces, et dans ce cas les interferences
persistent, mais on ne sait pas par quelle fente est passe le neutron. La figure
d'interferences se brouille au fur et a mesure que le dispositif devient de plus
en plus efficace.

La discussion precedente est en tout point correcte, mais elle masque le
point essentiel : ce n'est pas la perturbation causee a la trajectoire du neutron
par le choc sur le premier ecran qui brouille les interferences30. Ce qui est

30. La meme remarque vaut pour le dispositif imagine par Feynman pour une experience
de fentes d'Young avec des electrons (Feynman et al. [1965], vol. Ill, chapitre 1). Une source
de photons placee derriere les fentes permet en theorie d'observer le passage des electrons.
Lorsque 1'on utilise des photons de courte longueur d'onde, les collisions electron-photon
permettent de discriminer entre les fentes, mais les collisions perturbent suffisamment les
trajectoires pour brouiller les interferences. Si on augmente la longeur d'onde, les chocs
sont moins violents, mais le pouvoir de resolution des photons diminue. Les interferences
reapparaissent quand ce pouvoir de resolution ne permet plus de distinguer entre les fentes.
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FlG. 1.13 — Etiquetage des trajectoires dans 1'experiences des fentes d'Young.
D'apres B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111 (1991).

crucial est la possibilite d'etiqueter la trajectoire. On peut imaginer et meme
realiser experimentalement des dispositifs qui etiquettent les trajectoires sans
perturber en quoi que ce soit les degres de liberte observes, et cet etiquetage
suffit a detruire les interferences. Nous aliens decrire brievement un tel
dispositif, qui n'a pas encore ete realise experimentalement, mais qui ne
semble pas hors de portee de developpements technologiques futurs. D'autres
dispositifs d'etiquetage sans perturbation qui ont ete effectivement realises
sont discutes dans 1'exercice 3.3.9, au § 6.2.2 et dans 1'annexe B. Cependant
le principe de ces dispositifs repose sur des notions qui n'ont pas encore ete
introduites, et nous revenons pour 1'instant a 1'exemple familier des fentes
d'Young. Le dispositif propose31 utilise des atonies, ce qui permet de jouer
sur leurs degres de liberte internes sans affecter la trajectoire de leur centre
de masse. Avant leur passage a travers les fentes d'Young, les atonies sont
portes dans un etat excite par un faisceau laser (figure 1.13). Devant chacune
des fentes d'Young se trouve une cavite supraconductrice micro-onde, decrite
plus en detail au § 6.3.1 et a 1'annexe B. L'atome en passant dans la cavite
revient a son etat fondamental en emettant avec une probabilite voisine de
100 % un photon qui reste confine dans la cavite. La presence du photon
dans 1'une ou 1'autre des cavites permet d'etiqueter la trajectoire de 1'atome,
ce qui detruit les interferences. La perturbation apportee a la trajectoire du
centre de masse de 1'atome est totalement negligeable : il n'y a pratiquement
aucun transfert d'impulsion entre le photon et 1'atome. Cependant les deux

31. Ce dispositif a ete imagine par B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111
(1991) et une version grand public en est donnee dans Pour la Science 208, 60 (1995).
Les atomes sont supposes se trouver dans des etats de Rydberg (cf. exercice 14.5.4.)
Une experience voisine dans son principe mais dont le schema est plus complexe a ete
effectivement realisee par S. Diirr, T. Nonn et G. Rempe, Nature 395, 33 (1998).
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etats finaux : atome arrivant au point d'abscisse x sur 1'ecran et photon
dans la cavite 1, et atome arrivant au point x sur 1'ecran et photon dans la
cavite 2 sont differents. II faut done prendre le module carre de chacune des
amplitudes correspondantes et ajouter les probabilites. On note qu'il n'est pas
necessaire de detecter le photon, ce qui introduirait d'ailleurs une complication
experimentale supplementaire. II suffit de savoir que 1'atome emet un photon
de fagon quasi-certaine au cours de son passage dans la cavite. Comme nous
1'avons deja souligne, il n'est pas indispensable que 1'observation de 1'etat final
soit effectivement realisee et il suffit qu'elle soit possible en principe, meme si
les technologies d'aujourd'hui ou de demain sont incapables de permettre cette
observation. Nous reviendrons sur cette discussion au § B.I, en lui donnant
un cadre mathematique.

1.5 Niveaux d'energie

Cette section a pour objectif de definir la notion de niveau d'energie,
en rappelant d'abord la notion classique. En nous appuyant sur 1'atome
de Bohr, nous pourrons passer simplement a la notion quantique, puis nous
examinerons les transitions radiatives entre niveaux.

1.5.1 Niveaux d'energie en mecanique classique
et modeles classiques de 1'atome

Considerons une particule classique se deplagant pour simplifier sur une
droite choisie comme axe des x, et dont 1'energie potentielle est U(x]. En
mecanique quantique, on appelle en general U(x] le potentiel. II est bien connu
que 1'energie mecanique E, somme de 1'energie cinetique K et de 1'energie
potentielle U est une constante : E = K + U = cste. Supposons que 1'energie
potentielle a la forme de la figure 1.14, celle d'un "puits de potentiel » : elle
tend vers une meme constante pour x —>• ±00. II sera commode de fixer le
zero d'energie de telle sorte que E = 0 pour une particule d'energie cinetique
nulle a 1'infini.

Deux situations sont possibles

(i) La particule possede une energie E > 0 ; alors, si elle part par exemple
de x = — oo, elle est d'abord acceleree puis freinee au passage du puits
de potentiel et elle rejoint x = +00 avec une vitesse finale egale a sa
vitesse initiale. On dit que la particule est dans un etat de diffusion.

(ii) L'energie est negative : UQ < E < 0. Alors la particule ne peut pas
sortir du puits : elle effectue des allers-retours dans le puits entre les
deux points x± et £2 qui verifient E = U(x\^}- Elle est confinee dans
une region finie de 1'axe des x, x\ < x < #2, et se trouve dans un etat
lie.
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FlG. 1.14 - Puits de potentiel.

FlG. 1.15 - Barriere de potentiel.

Lorsque 1'energie potentielle est positive32 (figure 1.15), on a affaire a une
« barriere de potentiel » : dans ce cas E > 0 et on observe seulement des
etats de diffusion. Si E < UQ la particule partant de x — —oo est d'abord
freinee, puis elle repart en arriere au point x\ qui verifie U(x\) = E : elle
rebondit sur la barriere de potentiel. Si E > UQ, la particule franchit la
barriere de potentiel et rejoint x = +00 en retrouvant sa vitesse initiale.

En mecanique classique, 1'energie d'un etat lie peut prendre toutes les
valeurs possibles entre UQ et 0. En mecanique quantique, cette energie ne
peut prendre que des valeurs discretes. En revanche, comme en mecanique
classique, 1'energie d'un etat de diffusion est arbitraire. Cependant on trouvera
(sections 9.3 et 9.4) des differences notables avec la mecanique classique. Par
exemple la particule peut franchir une barriere de potentiel meme si E < UQ :
c'est « 1'effet tunnel ». Inversement elle peut repartir en arriere meme si
E>U0.

Appliquons ces considerations de mecanique classique aux atomes : le
premier modele d'atomes fut propose par Thomson (figure 1.16a), qui le

32. Naturellement on peut envisager des situations plus complexes que celles de la figure
(par exemple des double-puits) ; nous nous contentons de decrire les cas les plus simples.
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FlG. 1.16 - Modeles d'atome : (a) Thomson : les electrons sont situes dans une
distribution de charge positive continue, (b) Rutherford : les electrons decrivent
des orbites autour du noyau.

representait par une sphere uniformement chargee positivement, avec des
electrons en mouvement dans cette distribution de charge. Un resultat
elementaire d'electromagnetisme montre que les electrons se trouvent dans
un potentiel harmonique, et leur niveau d'energie fondamental (stable) est
celui ou ils sont immobiles au fond du puits de potentiel ; les etats excites
correspondent a des vibrations autour de la position d'equilibre. Ce modele
fut elimine33 par les experiences de Geiger et Marsden, qui montrerent que
la diffusion de particules a (noyaux d'4He) par des atonies etait incompatible
avec ce modele. Rutherford deduisit de ces experiences 1'existence du noyau
atomique, de dimension inferieure a 10 fm, et proposa le modele planetaire
de I'atome (figure 1.16b) : les electrons tournent autour du noyau, tout
comme les planetes tournent autour du Soleil, 1'attraction gravitationnelle
etant remplacee par 1'attraction coulombienne. Ce modele presente deux
defauts majeurs, non independants : aucune echelle ne fixe les dimensions
de I'atome et I'atome est instable, car les electrons sur orbite rayonnent et
finissent par tomber sur le noyau. Dans ce processus, un spectre continu de
frequences est emis. Au contraire, les resultats experimentaux de la fin du
XIXe siecle montraient que (figure 1.17)

• les frequences du rayonnement emis ou absorbe par un atome sont
discretes, elles s'expriment en fonction de deux indices entiers n et m et
peuvent s'ecrire comme des differences : o;nm = An — Am;

33. Pourtant ce modele fait encore le bonheur des physiciens atomistes.. .
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FlG. 1.17 — Emission et absorption de rayonnement entre deux niveaux En et Em.

• il existe une configuration fondamentale de 1'atome ou celui-ci ne
rayonne pas.

Ces resultats suggeraient que 1'atome emettait ou absorbait un photon en
passant d'un niveau a un autre, la frequence o;nrn du photon etant donne par
(En > Em)

Les frequences o;nm sont appelees frequences de Bohr. Suivant ces arguments,
seuls certains niveaux reperes par un indice discret peuvent exister : c'est la
quantification des niveaux d'energie.

1.5.2 L'atome de Bohr
Pour expliquer cette quantification, Bohr plaque sur la mecanique classique

et 1'atome de Rutherford une regie ad hoc de quantification. Nous utiliserons
une version legerement differente de 1'argument original de Bohr. Considerant
pour simplifier 1'atome d'hydrogene et une orbite circulaire de rayon a pour
1'electron de masse me et de charge qe, nous postulerons que le perimetre de
1'orbite 2?ra doit etre un multiple entier de la. longueur d'onde de de Broglie A

Intuitivement, ceci peut s'expliquer, car cette condition revient a exiger que
la phase de 1'onde de de Broglie revienne a sa valeur initiale apres un tour
complet, et on forme ainsi une onde stationnaire. On deduit de (1.32) et (1.26)

D'apres la loi de Newton
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ou nous avons defini la quantite e2 = gg/(47re0)- En eliminant la vitesse v
entre ces deux equations, on obtient le rayon de 1'orbite

Le cas n = I correspond a 1'orbite de plus petit rayon, et ce rayon, appele
rayon de Bohr, est note ao

L'energie du niveau etiquete par n est

Les niveaux d'energie En s'expriment en fonction de la constants de
Rydberg34 ROO

sous la forme

Cette formule donne le spectre (des niveaux) de 1'atome d'hydrogene. Le
niveau fondamental correspond a n = I et 1'energie d'ionisation de 1'atome
d'hydrogene est R^. Les photons emis par 1'atome d'hydrogene ont des
frequences

en parfait accord avec les donnees spectroscopiques sur 1'hydrogene. La
simplicite avec laquelle la theorie de Bohr permet de calculer le spectre de
1'atome d'hydrogene ne doit cependant pas masquer son caractere artificiel.

La generalisation par Sommerfeld de la theorie de Bohr consiste a postuler
la relation

ou qi et pi sont les coordonnees et les moments conjugues au sens de la
mecanique classique et n un entier > 1. Cependant on sait aujourd'hui que les
conditions (1.38) ne sont valables que pour certains systemes tres particuliers
et pour n grand, sauf exception. La theorie de Bohr-Sommerfeld est incapable
de decrire les atonies a plusieurs electrons, ainsi que les etats de diffusion. Le
succes de la theorie de Bohr pour 1'atome d'hydrogene est un hasard heureux !

34. La raison pour 1'indice oo est la suivante : la theorie exposee ici suppose le proton
infiniment lourd. Tenir compte de la masse finie mp du proton modifie ROO en 7?oo(l/(l +
me/m,p)): cf. exercice 1.6.5.
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1.5.3 Ordres de grandeur en physique atomique

Les unites MKS, adaptees au monde a notre echelle, sont malcommodes en
physique atomique. A priori doivent intervenir les constantes fondamentales h
et c, ainsi que la masse me de 1'electron ; le proton peut etre considere comme
infiniment lourd, ou mieux la masse de 1'electron peut etre remplacee par la
masse reduite (cf. note 34). Rappelons la valeur de ces constantes, avec une
precision de ~ 10~3 qui nous suffira pour les applications numeriques

A partir de ces constantes, on peut fabriquer des unites naturelles :

Unite de longueur35

Unite de temps 

Unite d'energie 

Ces unites sont deja plus proches que les unites MKS des ordres de grandeur
caracteristiques de la physique atomique, mais il manque encore quelques
ordres de grandeur. En fait, on doit faire intervenir une quantite mesurant
1'intensite de la force, la constante de couplage e2 = q^/(^£o). A partir
de h, c et e2, on forme une quantite sans dimension, la constante de structure
fine36 a

35. Appelee longueur d'onde Compton de 1'electron.
36. Cette terminologie est utilisee pour des raisons historiques et prete a confusion ; il

raudrait bien mieux utiliser « constante atomique ». a est la constante de couplage de
'electrodynamique ; « constante » est a mettre entre guillemets, car a n'est pas vraiment
me constante, en raison de proprietes subtiles de la theorie quantique des champs. Les
luctuations quantiques du champ electron-positron ont un effet d'ecran sur la charge : en
•aison des paires (virtuelles) electron-positron, la charge d'une particule testee a grande
listance est plus petite que la meme charge testee a courte distance. D'apres 1'inegalite
le Heisenberg (1-30), courte distance implique grande impulsion, et done grande energie :
)our explorer a courte distance, il faut utiliser des particules de haute energie. On peut
lone conclure que la constante de structure fine est une fonction croissante de 1'energie, et
le fait, si Ton se place a des echelles d'energie de 1'ordre de 1'energie au repos du boson Z°,
nzc2 ~ 90 GeV, alors a ~ 1/129, au lieu de la valeur de basse energie a ~ 1/137. La
procedure de renormalisation, qui elimine les infinis, permet de choisir une echelle d'energie
ou de distance) arbitraire pour definir a. En resume, a depend de 1'echelle d'energie
:aracteristique du processus etudie, et aussi du detail de la procedure de renormalisation
cf. note 13). Cette dependance en energie de a est visible depuis quelques annees dans les
jxperiences de precision de la physique des hautes energies. Voir aussi 1'exercice 14.5.3.
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Les relations entre unites atomiques et unites naturelles sont maintenant
faciles a obtenir ; pour le rayon de Bohr, unite de longueur naturelle de la
physique atomique, on obtient

Le Rydberg, unite naturelle d'energie en physique atomique est relie
a raec

2 par

La vitesse de 1'electron sur 1'orbite du niveau fondamental est v = otc = e2 f h ,
et la periode de cette orbite, qui est 1'unite de temps atomique, vaut

Les equations (1.40—1.42) montrent qu'unites naturelles et unites atomiques
sont reliees par des puissances de a.

Comme dernier exemple, donnons une estimation de la vie moyenne d'un
electron dans un etat excite. Nous allons utiliser une image classique, en
admettant que cet electron tourne sur une orbite de rayon37 a, image que
nous allons corriger en la completant judicieusement le moment venu par des
considerations quantiques : c'est ce que Ton appelle un raisonnement semi-
classique. Un calcul d'electromagnetisme classique montre qu'un electron sur
une orbite circulaire parcourue avec une vitesse v = ua <C c rayonne une
puissance

C'est ici qu'intervient le raisonnement quantique : 1'atome emettra un photon
quand il aura accumule une energie ~ fiw, ce qui va lui prendre un temps r
qui sera precisement la vie moyenne de 1'etat excite

Mais nous avons vu que CLUJ/C — v/c ~ a, et le rapport de la periode T a la
vie moyenne T est

37. On peut aussi assimiler 1'atome a un dipole oscillant de frequence u, comme dans le
modele de Thomson. La seule difference est que le facteur 2/3 dans (1.43) devient 1/3, ce
qui est sans influence sur les ordres de grandeur.
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L'orbite est parcourue environ un million de fois avant 1'emission d'un photon :
un etat excite est done bien defini. Pour 1'etat fondamental de 1'atome
d'hydrogene dont 1'energie est ~ 10 eV, nous avons vu que T ~ 10~16 s ; pour
1'electron externe d'un alcalin avec une energie ~ 1 eV, nous avons plutot
T ~ 10~15s, et 1'ordre de grandeur de la vie moyenne d'un etat excite est
~ 10~7 — 10~9 s. Par exemple le premier niveau excite du rubidium a une vie
moyenne de 2.7 x 10~8s.

Les raisonnements utilises dans cette section ont le merite de la simplicite,
mais ils ne sont pas satisfaisants. Us consistent a plaquer arbitrairement une
contrainte quantique sur un raisonnement classique, au moment ou celui-ci
devient intenable, et le lecteur pourra estimer a juste titre qu'il n'est pas
convaincu par ce type de raisonnement. II est done indispensable de passer
a une theorie entierement nouvelle, qui ne soit plus guidee par la physique
classique, mais qui developpe son propre cadre de fagon autonome, sans
reference a la physique classique.

1.6 Exercices

1.6.1 Ordres de grandeur

1. On se propose d'explorer des distances de 1'ordre de la taille d'un atome,
soit 1 A, avec des photons, des neutrons ou des electrons. Quel sera en eV
1'ordre de grandeur de 1'energie de ces particules ?

2. Lorsque la longueur d'onde A d'une onde sonore est grande par rapport
au pas du reseau cristallin ou se propage la vibration, la frequence uj de cette
onde sonore est lineaire dans le vecteur d'onde k — 2vr/A : uj — csk, ou cs

est la vitesse du son (cf. § 11.3.1). Dans le cas de 1'acier cs ~ 5 x 103m.s~1.
Quelle est 1'energie HUJ d'une onde sonore pour k = Inm"1 ? La particule
analogue du photon pour les ondes sonores est appelee phonon : voir § 11.3.1,
et huj est 1'energie d'un phonon. Sachant qu'un phonon peut etre cree par
collision inelastique sur le cristal, doit-on utiliser des neutrons ou des photons
pour etudier les phonons ?

3. Dans une experience d'interferences avec des fullerenes CQQ, qui sont
aujourd'hui les plus gros objets avec lesquels on a verife le comportement
ondulatoire38, la vitesse moyenne des molecules est de 220 m.s"1. Quelle
est leur longueur d'onde de de Broglie ? Comment se compare-t-elle aux
dimensions de la molecule ?

4. Une molecule diatomique est formee de deux atonies de masse MI et M^',
elle a la forme d'une haltere. Les deux noyaux atomiques sont distants de
TO = 6ao, ou ao est le rayon de Bohr (1-34) et b un coefficient numerique ~ 1.

38. M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw et A. Zeilinger,
Nature 401, 680 (1999).
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On suppose que la molecule tourne autour de son centre d'inertie suivant un
axe perpendiculaire a la droite joignant les noyaux, appelee droite des noyaux.
Montrer que son moment d'inertie est / = ^TQ ou [i — MiM^KMi + M^} est la
masse reduite. On suppose que son moment angulaire est h. Quelle est alors
la vitesse angulaire de rotation et quelle est 1'energie £rot correspondante ?
Montrer que cette energie est proportionnelle a (me/p^Roo ou me est la masse
de 1'electron et ROO = mee

4/(2h2) = e2/(2ao).

5. La molecule peut aussi vibrer le long de la droite des noyaux autour
de sa position d'equilibre r = TO, la force de rappel etant de la forme
— K ( r — TO), avec Kr^ — cR^ ou c est un coefficient numerique ~ 1. Quelles
sont la frequence de vibration ujv et 1'energie hu>v correspondante ? Montrer
que cette energie est proportionnelle a \Jfnef /uf^. Exemple : la molecule
de HC135, ou les valeurs experimentales sont r0 = 1.27 A, erot = 1.3 x 10~3eV,
fajjv = 0.36eV. Calculer les valeurs numeriques de b et c. Quelle serait la
longueur d'onde d'un photon ayant 1'energie erot, h^v ? Dans quels domaines
se trouvent ces longueurs d'onde ?

6. L'absence d'une theorie quantique de la gravitation oblige a limiter
toute theorie a des energies plus petites que Ep, 1'energie de Planck. Par
un argument dimensionnel, construire Ep en fonction de la constante de
gravitation G (1.5), h et c et donner sa valeur numerique. Quelle est la
longueur correspondante, ou longueur de Planck IP ?

1.6.2 Le corps noir

1. Demontrer 1'equation (note 21)

2. On se propose de relier la densite d'energie par unite de frequence e(o;,T)
a la puissance emise w(u;,T) : equation (1.15). On considere une enceinte
portee a la temperature T (figure 1.4). Soit e(fc,T)d3fc la densite d'energie
dans d3k autour de k, qui ne depend que de k = \k\. Montrer que

Le vecteur de Poynting pour une onde s'echappant de 1'enceinte avec un
vecteur d'onde k est ce(k,T)k. Montrer que le flux du vecteur de Poynting a
travers une ouverture d'aire S est

et en deduire (1.15).
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3. Montrer par analyse dimensionnelle qu'en physique classique on doit avoir
pour la densite d'energie du corps noir

ou A est un coefficient numerique.

4. Chaque mode k du champ electromagnetique dans 1'enceinte est un
oscillateur harmonique. En mecanique statistique classique, 1'energie d'un
tel mode est 2fc#T (pourquoi ce facteur 2 ?). Montrer que la densite d'energie
dans 1'enceinte est

et en deduire A.

5. Demontrer (1.22) et verifier que 1'on retrouve 1'expression classique pour
huj <C kT, c'est-a-dire pour une temperature suffisamment grande a u) fixe.
Ceci est un resultat tres general: P approximation classique est valable a haute
temperature.

1.6.3 Inegalites de Heisenberg
Dans 1'experience theorique de la figure 1.12, quel doit etre 1'ordre de

grandeur de la composante Apx de 1'impulsion communiquee a 1'ecran si 1'on
veut pouvoir distinguer entre le passage par la fente F\ et la fente F2 ?
Que peut-on en deduire pour la position de la fente FQ ? Montrer que les
interferences sont detruites si 1'on peut distinguer entre F\ et F-2-

1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal
La diffraction des neutrons est une des principales techniques d'analyse

de la structure des cristaux. On considere pour simplifier un cristal
bidimensionnel compose d'atomes identiques, les vecteurs d'onde etant situes
dans le plan du cristal39. Les atonies du cristal se' trouvent aux points du
reseau (figure 1.18)

Les neutrons interagissent avec les noyaux des atonies40 par une interaction
de type nucleaire. On appelle /($) 1'amplitude de probabilite pour qu'un
neutron d'impulsion hk soit diffuse dans la direction k' par un atome situe
a 1'origine des coordonnees, 9 etant I'angle entre k et k''. Comme 1'energie

39. On peut aussi envisager une diffusion 3D par un cristal ID : cf. Wichman [1974],
chapitre 5, ce qui donne un modele pour la diffraction par la surface d'un cristal.

40. II existe aussi une interaction entre le moment magnetique du neutron et le
magnetisme de 1'atome, qui joue un role tres important pour 1'etude du magnetisme, mais
qui ne nous concerne pas dans ce probleme.
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FlG. 1.18 — Diffraction de neutrons par un cristal.

des neutrons est tres faible, ~ 0.01 eV, /(#) est independant de 0 (§ 12.2.4) :
f ( 0 ^ = f . La collision entre le neutron et le noyau atomique est elastique et
1'etat du cristal est inchange dans la collision : il est impossible de savoir quel
atome a diffuse un neutron.

1. Montrer que 1'amplitude de diffusion par un atome situe au point ?i est

2. Montrer que 1'amplitude de diffusion /t0t par le cristal est de la forme

la fonction F(aqx,bqy) etant donnee par

3. Montrer que pour N, M 3> 1 la probabilite de diffusion est proportionnelle
a (ATM)2 lorsque q & pour composantes

les nombres nx et ny etant des nombres entiers : lorsque les composantes de q
sont de cette forme, on dit que q appartient au rese.au reciproque du reseau
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cristallin. On obtient des maxima de diffraction si <f est un vecteur du reseau
reciproque. Quelle est la largeur du pic de diffraction autour d'un maximum ?
En deduire que Tintensite dans le pic est proportionnelle a NM.

4. On doit tenir compte du caractere elastique de la diffusion. Montrer que
la condition de diffusion elastique est

Un vecteur du reseau reciproque ne donnera un maximum de diffraction que si
cette condition est verifiee. Pour une longueur d'onde fixee, cette condition ne
pourra etre satisfaite que si Tangle d'incidence prend des valeurs particulieres,
appelees angles de Bragg OB- Une etude simple est possible si nx — 0. Montrer
que dans ce cas un angle d'incidence OB donne lieu a diffraction pour

Dans le cas general, il est commode de donner une interpretation geometrique
de la condition de Bragg : Textremite du vecteur k etant situee sur un point du
reseau reciproque, on trace un cercle de rayon k. Si ce cercle passe par un autre
point du reseau reciproque, alors on obtiendra un maximum de diffraction.
En general un faisceau de neutrons incident sur un cristal ne donnera pas
de pic de diffraction. II faut choisir convenablement Tangle d'incidence et/ou
la longueur d'onde. Pourquoi ce phenomene ne se produit-il pas pour la
diffraction par un reseau a une dimension ? Que se passerait-il s'il y avait
seulement la premiere rangee verticale d'atomes sur la droite y = 0 ?

5. On suppose maintenant que le cristal est forme de deux types d'atomes.
Le motif elementaire, ou maille du cristal, est forme de la fagon suivante :
deux atonies de type 1 sont situes respectivement en

et deux atonies de type 2 en

La maille se repete avec une periodicite 2a dans la direction x et 2b dans la
direction y. Soit f\ (f^) Tamplitude de diffusion d'un neutron par un atome
de type 1 (2) situe a Torigine des coordonnees ; on pourra prendre f\ et /2
reels. Si NM est le nombre de mailles, montrer que Tamplitude de diffusion
par le cristal est proportionnelle a F(2aqx,2bqy). Determiner le facteur de
proportionnalite en fonction de f\ et /2- Montrer que si qx et qy correspondent
a un maximum de diffraction, ce facteur de proportionnalite vaut

Discuter le resultat en fonction de la parite de nx et de ny.
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6. Les atomes 1 et 2 forment un alliage41: a basse temperature les atonies
sont dans la configuration de la question 5, mais au-dessus d'une certaine
temperature chaque atome a une probabilite de 50 % d'occuper un site
quelconque et tous les sites sont equivalents. Comment va evoluer la figure
de diffraction ?

1.6.5 Atomes hydrogenoides

Calculer en fonction de R^ le niveau d'energie fondamental de 1'atome
d'hydrogene ordinaire, de 1'atome de deuterium et de 1'atome d'helium une fois
ionise en tenant compte de ce que la masse des nucleons est finie. Suggestion :
quelles sont les masses reduites ?

1.6.6 Interferometre de Mach-Zehnder

Dans un interferometre de Mach-Zehnder (figure 1.19), le faisceau
lumineux arrive sur un premier separateur de faisceau. Les deux faisceaux
ainsi obtenus sont ensuite reflechis par deux miroirs et recombines par un
second separateur de faisceau. L'intensite lumineuse incidente est reduite au
point ou les photons arrivent un a un : plus precisement, le temps qui separe
deux photons successifs est tres grand par rapport au temps de resolution des
photodetecteurs D\ et D^. Si un photon arrive sur un separateur de faisceau
avec une amplitude de probabilite ag, il sera transmis avec une amplitude to,®
et reflechi avec une amplitude rag, ou t et r sont des nombres complexes

et \t\ = r\ = l/\/2- On peut introduire sur le bras superieur de
1'interferometre un dephasage S a 1'aide d'une lame a faces paralleles

FlG. 1.19 — Interferometre de Mach-Zehnder.

41. Un exemple du phenomena decrit dans cette question est donne par le bronze, pour
une proportion de 50 % de cuivre et de 50 % de zinc.
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d'epaisseur variable. En 1'absence de la lame, 8 = 5o 7^ 0 car les deux bras
de 1'interferometre ne sont jamais exactement egaux. On appelle pt et p2 les
probabilites de detection d'un photon par D\ et D2.

1. Calculer p1 et p2 en fonction de cu, (3 et 6. Qu'observe-t-on en faisant
varier S ?

2. Quelle relation doit-on avoir entre pl et p2 ? En deduire

1.6.7 Interferometre a neutrons et gravite

Un interferometre a neutrons est realise de la fagon suivante (figure 1.20) :
le faisceau incident suppose monochromatique (c'est-a-dire de longueur d'onde
fixee) arrive sur un premier cristal en A, Tangle d'incidence et la longueur
d'onde etant choisies de telle sorte que Ton obtienne un pic de diffraction (voir
exercice 1.6.4, question 4) : I'angle d'incidence est un angle de Bragg OB-
Une partie du faisceau est transmise dans le faisceau I avec une amplitude
de probabilite t et Tautre partie est refractee dans le faisceau II avec une
amplitude de probabilite r. Ces amplitudes verifient \t\2 + r\2 = 1. Les
faisceaux I et II arrivent sur un second cristal respectivement en B et en D et
les parties refractees de I et II sont recombinees par un troisieme cristal en C.
Les neutrons sont detectes par deux compteurs D\ et D^- Sur le trajet II les
neutrons subissent un dephasage x Qui peut avoir diverses origines (difference
de longueur entre les trajets, gravite, passage dans un champ magnetique
etc.), et 1'objectif de I'interferometrie neutronique est precisement de mesurer
ce dephasage.

FlG. 1.20 — Interferometre a neutrons.
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1. Montrer que 1'amplitude de probabilite a\ pour qu'un neutron arrive
sur DI est

et que la probabilite de detection par DI est

ao etant 1'amplitude incidente sur le premier cristal.

2. Quelles sont 1'amplitude a2 d'arrivee d'un neutron sur le detecteur D<2 en
fonction de r, t et ao et la probabilite p2 correspondante ? Pourquoi doit-on
avoir pt + p2 = const. ? En deduire

Quelle est 1'expression de B en fonction de t, r et ao ? Posant

montrer que

3. On tient compte de la gravite : comment varie en fonction de 1'altitude
z le vecteur d'onde k = 1n/\ d'un neutron lorsqu'il est place dans un
champ de pesanteur, 1'acceleration de la pesanteur etant g ? Comparer
les valeurs numeriques de 1'energie cinetique du neutron et de son energie
gravitationnelle42 mngz (mn est la masse du neutron) et en deduire une
approximation pour k. Le plan ABDC etant initialement horizontal, on fait
tourner autour de AB ce plan qui devient vertical. Montrer que cette rotation
induit une difference de phase entre les deux trajets

ou S est 1'aire du losange ABDC.

4. Si le plan ABDC fait un angle variable 9 avec la verticale, discuter
qualitativement la variation de la probabilite de detection des neutrons en
fonction de 9. Donnees numeriques43 : A = 1.44 A, <S = 10.1 cm2.

42. L'energie etant definie a une constante additive pres, on fixe par convention le zero
d'energie de la fagon suivante : un neutron de vitesse nulle et d'altitude z = 0 a une energie
nulle.

43. R. Colella, A. Overhauser et S. Werner, Phys. Rev. Lett. 34, 1472 (1975).
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1.6.8 Diffusion coherente et diffusion incoherente
de neutrons par un cristal

On se propose d'etudier la diffusion de neutrons par un cristal forme de
deux types de noyaux. Un site donne du cristal est occupe par un noyau de
type 1 avec une probabilite p\ ou par un noyau de type 2 avec une probabilite
P2 = 1 — pi. Le nombre total de noyaux est jV, et il y a done p\N noyaux de
type 1 et p^N noyaux de type 2 dans le cristal. Au site i, i = 1, • • • , A/", on
associe un nombre on qui prend la valeur 1 si le site est occupe par un noyau de
type 1 et 0 s'il est occupe par un noyau de type 2. L'ensemble {on} des c^, avec
]T\ on = piAf, definit une configuration du cristal. L'amplitude de diffusion
d'un neutron par le cristal dans la configuration {c^} est (cf. 1'exercice 1.6.4)

ou /i (/2) est 1'amplitude de diffusion d'un neutron par un noyau de type 1 (2).

1. On note {•) la moyenne sur toutes les configurations possibles du cristal,
en supposant que les occupations des sites ne sont pas correlees (par exemple
1'occupation d'un site par un noyau de type 1 ne doit pas augmenter la
probabilite qu'un site voisin soit aussi occupe par un noyau de type 1).
Demontrer les identites

2. Deduire de ces identites la moyenne sur les configurations de |/tot|2

Le premier terme decrit la diffusion coherente et donne lieu a des pics
de diffraction. Le deuxieme est proportionnel au nombre de sites et est
independant des angles : ce terme correspond a la diffusion incoherente.

1.7 Bibliographie

On trouve une introduction elementaire a la physique quantique dans le
livre de V. Scarani, Initiation a la physique quantique, Vuibert (2003). II
est egalement recommande de lire les chapitres introductifs 1 a 3 de Feynman
et al. [1965], volume III, et 1 a 5 de Wichman [1974]. On pourra aussi consulter
les chapitres 1 a 3 de Leyy-Leblond et Balibar [1984]. Pour une introduction
pedagogique et actualisee a la physique des particules elementaires, voir
D. Perkins, An Introduction to High Energy Physics, 4e edition, Cambridge
University Press, Cambridge (2000) ; voir aussi 1'article grand public de M.
Jacob, « Le modele standard de la physique des particules », Pour la Science,
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p. 58, octobre 2002. On trouvera une etude detaillee du rayonnement du
corps noir par exemple dans Dili et al. [1990], chapitre 4 oil Le Bellac
et Mortessagne [2001], chapitre 4. Les experiences d'interferences et de
diffraction de neutrons froids ont ete realisees par A. Zeilinger, R. Gahler,
C. Shull, W. Treimer et W. Mampe, Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988), et les
experiences d'interferences avec des atonies froids par F. Shimizu, K. Shimizu
et H. Takuma, Phys. Rev. A46, R17 (1992). Pour la diffraction des neutrons
par un cristal, on pourra se reporter a Kittel [1970], chapitre 2. Un livre
recent sur I'interferometrie neutronique est celui de H. Rauch et S. Werner,
Neutron Interferometry, Clarendon Press, Oxford (2000).



Chapitre 2

Mathematiques de la mecanique
quant ique I : dimension finie

LE PRINCIPE DE SUPERPOSITION est un principe fondateur de la mecanique
quantique ; nous nous sommes appuyes sur ce principe pour rendre

compte de 1'experience des fentes d'Young. La mecanique quantique est
une theorie lineaire, il est naturel que les espaces vectoriels y jouent
un role fondamental. Nous verrons qu'un etat physique est represente
mathematiquement par un vecteur dans un espace dont nous allons preciser
les caracteristiques, et qui sera appele espace des etats. Un second
principe fondateur, egalement deduit de 1'experience des fentes d'Young, est
1'existence d'amplitudes de probabilite. Ces amplitudes de probabilite seront
representees mathematiquement par des produits scalaires definis sur 1'espace
des etats. En physique des ondes, 1'utilisation des nombres complexes est une
commodite, mais en mecanique quantique les amplitudes de probabilite sont
fondamentalement des nombres complexes : le produit scalaire sera a priori un
nombre complexe. Les grandeurs physiques : impulsion, position, energie...
seront representees par des operateurs agissant dans 1'espace des etats. Dans
ce chapitre, nous introduisons les proprietes essentielles des espaces de Hilbert,
c'est-a-dire les espaces vectoriels munis d'un.produit scalaire defini positif, en
nous limitant au cas de la dimension finie. Cette restriction devra etre levee
ulterieurement, car 1'espace des etats est en general de dimension infinie.
La theorie mathematique des espaces de Hilbert de dimension infinie est
beaucoup plus complexe que celle des espaces de dimension finie, et nous
renvoyons leur etude au chapitre 7. Le lecteur familier des espaces vectoriels
de dimension finie et des operateurs dans ces espaces peut passer directement
au chapitre 3 apres un survol des notations.
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2.1 Espaces de Hilbert de dimension finie

Soit Ti, un espace vectoriel de dimension N sur le corps des complexes.
Nous noterons </?}, | % ) , . . . les elements de *H. Si A, / / , . . . sont des nombres
complexes, et si (</?} et \x) ^'H la linearite implique que A|</?} = \Xp} £ 7Y et
que (\<p) + A X» <E H.

L'espace "H est muni d'un produit scalaire defini positif, ce qui en fait un
espace de Hilbert. Le produit scalaire1 de deux vecteurs |<£>) et \x) sera note
(x |<£>); il est lineaire par rapport a |y>)

et verifie la propriete de conjugaison complexe

ce qui implique que ((p\(p) est un nombre reel. De (2.1) et (2.2) on deduit que
le produit scalaire (x\f) est antilineaire par rapport a %)

Enfin le produit scalaire est defini positif

II sera commode de choisir dans H. une base orthonormee de N vecteurs
{|1},|2),...»,...,|AO}

Tout vecteur \ip) peut se decomposer sur cette base avec des coefficients cn

qui sont les composantes de )<£>) dans cette base

Prenant le produit scalaire de (2.6) avec le vecteur de base m), on trouve
pour cm

Si un vecteur \x) se decompose sur cette meme base suivant \x) = ^dn n),
alors le produit scalaire (xlv9) s'ecrit, en utilisant (2.5)

1. II pourra nous arriver d'utiliser la notation des mathematicians (x, </?) = (xlv) pour
le produit scalaire. Toutefois il faut prendre garde que pour les mathematiciens le produit
scalaire (x, </>) est lineaire par rapport a x '
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La norme de |y>), notee |<^||, est definie a partir du produit scalaire

Une propriete importante du produit scalaire est 1'inegalite de Schwarz

L'egalite est vraie si et seulement si \(p) et \x) sont proportionnels: \x} = A|<^).

Demonstration2. Le theoreme est verifie si {xl^} = 0, nous pouvons done
supposer que (xlv7) 7^ 0 => |t/>) 7^ 0 et \x) 7^ 0. D'apres la propriete (2.9) de la
norme

Choisissant

on obtient

d'ou (2.10) suit immediatement. L'egalite ne peut avoir lieu d'apres (2.4) que
si y?} = A|x) et reciproquement.

2.2 Operateurs lineaires sur 7i

2.2.1 Operateurs lineaires, hermitiques, unitaires
Un operateur lineaire A fait correspondre au vecteur \(p) un vecteur A(p)

verifiant la propriete de linearite

Dans une base determinee, cet operateur est represente par une matrice3

d'elements Amn. En effet grace a la linerarite et en utilisant la
decomposition (2.6)

2. Cette demonstration se transpose immediatement au cas ou 1'espace est de dimension
infinie.

3. On notera que par abus de langage les physiciens confondent souvent 1'operateur et
sa matrice representative dans une base donnee.
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on obtient les composantes dm de \A<p) = ̂ m dm\m)

L'element de matrice Amn est done

L'operateur hermitique conjugue (ou adjoint) A^ de A est defini par

pour tout couple de vecteurs <^}, \x)- On montre facilement que A^
est bien un operateur lineaire. Ses elements de matrice dans la base
{ 1), 1 2 ) , . . . , | n ) , . . . , \N)} sont obtenus en prenant pour |<^) et x) IGS vecteurs
de base et (A^)mn verifie

Le conjugue hermitique du produit AB de deux operateurs est B^ A^] en effet

Un operateur verifiant A = A^ est appele hermitique, ou auto-adjoint. Les
deux termes sont equivalents pour les espaces de dimension finie, mais non
dans le cas de la dimension infinie.

Un operateur tel que UW = U^U = /, ou de fagon equivalente U~l =
[/^, est appele operateur unitaire : dans toute la suite du livre, I designera
1'operateur identite de 1'espace de Hilbert. Dans un espace de dimension finie,
une condition necessaire et suffisante pour qu'un operateur U soit unitaire est
qu'il conserve la nor me

Demonstration. Calculons la norme carree de \U(<f> + \x)), qui par hypothese
est egale a la norme carree de \(p + \x)

tandis que

En retranchant la seconde des equations ci-dessus de la premiere
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et en choisissant A = 1 puis A = i on deduit

Dans un espace vectoriel de dimension finie, 1'existence d'un inverse a gauche
entraine celle d'un inverse a droite, et on a egalement UU^ = I. Un operateur
qui conserve la norme est une isometrie. Dans un espace de dimension finie,
une isometrie est un operateur unitaire.

Les operateurs unitaires effectuent les changements de base orthonormee
dans Ti.. Soit \n'} = \Un), alors

et Fensemble des vecteurs {|n'}} forme une base orthonormee. II faut prendre
garde au fait que les composantes cn d'un vecteur se transforment a 1'aide de
C/t (ou U~1}

Notons egalement la loi de transformation des elements de matrice

2.2.2 Projecteurs et notation de Dirac
Enfin nous ferons usage intensif des projecteurs. Soit HI un sous-espace de

H et H.2 le sous-espace orthogonal. Tout vecteur \(p) se decompose de fagon
unique en un vecteur \(pi} appartenant a HI et un vecteur |<^2) appartenant
aH 2

On definit le projecteur PI sur *H\ par son action sur un vecteur arbitraire \(f>)

PI est manifestement un operateur lineaire, et c'est aussi un operateur
hermitique car si la decomposition de \x) en vecteurs appartenant a 7~Ci et
H-2 est \x) = \Xi) + 1X2), alors

On remarque egalement que
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Inversement, tout operateur lineaire qui verifie V\P\ — P\ est un projecteur.

Demonstration. On observe d'abord que P{ = Pi, et ensuite que les vecteurs
de la forme \Pi^p) forment un sous-espace vectoriel HI de H. Si 1'on ecrit

alors \(f><2) est orthogonal a tout vecteur l^ix)

On a bien decompose \(p) en P\(p] et un vecteur du sous-espace orthogonal
a Hi.

La propriete P^ = P\ montre que les valeurs propres d'un projecteur sont
0 ou 1, et TrPi est egal a la dimension de 1'espace de projection, comme on
le voit aisement en ecrivant P\ dans une base ou il est diagonal. De plus on
verifiera dans 1'exercice 2.4.6 les proprietes suivantes :

• Si PI et P{ sont des projecteurs sur HI et H[ respectivement, PiP[ est
un projecteur si et seulement si P\P( = P[P\- P\P'\ projette alors sur
1'intersection HI Pi H(.

• PI + P[ est un projecteur si et seulement si PiP[ = 0. Dans ce cas
HI et HI sont orthogonaux et PI + P{ projette sur la somme directe
Hi®H{.

• Si PiP[ = P[Pi, alors Pl +P[ -PiP[ projette sur 1'union Hi\JH{. La
seconde propriete est un cas particulier de celle-ci.

Notation de Dirac. Au lieu d'ecrire \A<p), nous ecrirons desormais A (p) suivant
une notation introduite par Dirac4. Le produit scalaire (x\A(p) s'ecrira en
notation de Dirac (xl^j^)- Les vecteurs \(p) deH sont appeles « kets », et les
vecteurs (x de 1'espace dual « bras ». Le bra associe au ket \Xp) est A*((/P|;
en effet

(A^X} = A*{vp|x)

Dans (x\A </?}, A agit a droite sur (f>) : (x\A (p) = {x|(^4|(/?}), et non (Ax\<p)-
Comme (A|</?))t = (<p A*>, il n'y a pas d'ambigui'te si A est hermitique. La
notation de Dirac permet d'ecrire tres simplement les projecteurs. Soit \cp) un
vecteur normalise a 1'unite : (ip (p) = 1. La decomposition de [%} suivant (p)
et un vecteur \X±) orthogonal a \<p) est

4. Cette notation est commode et tres largement utilisee, mais elle n'est pas exempte
d'ambiguites. Elle est par exemple a eviter lorsque Ton traite du renversement du sens du
temps.
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On peut done ecrire5

Si uiie base orthonormee du sous-espace HI est composee des vecteurs
( |1) , . . . , M}}, M < AT, alors PI s'ecrit

Si M = N on obtient la decomposition de 1'operateur identite

Cette relation est appelee relation de fermeture. Elle est souvent tres
commode dans les calculs. Par exemple elle redonne simplement la loi de
multiplication des matrices

Donnons enfin une definition importante. La trace d'un operateur est la
somme de ses elements diagonaux

II est facile de montrer (exercice 2.4.2) que la trace est invariante dans un
changement de base et que

2.3 Decomposition spectrale
des operateurs hermitiques

2.3.1 Diagonalisation d'un operateur hermitique

Soit A un operateur lineaire ; s'il existe un vecteur |</?) et un nombre
complexe a tels que

5. S i |MlVl , alors P^lv^l/IMI2-
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alors |</?} est appele vecteur propre et a valeur propre de A. On obtient les
valeurs propres en resolvant 1'equation en a

Les vecteurs propres et valeurs propres des operateurs hermitiques ont des
proprietes remarquables.

Theoreme. Les valeurs propres d'un operateur hermitique sont reelles et
les vecteurs propres correspondant a deux valeurs propres differentes sont
orthogonaux.

La demonstration est simple : il suffit de considerer le produit scalaire
((p\A\(p}> ou |</?) verifie (2.25)

ce qui entraine a = a*; d'autre part si A (p} = a\(f>} et A\x) = b\x), alors

d'ou (x\V>} = 0 si a 7^ b. Une consequence immediate de ce resultat est que
les vecteurs propres d'un operateur hermitique normalises a 1'unite forment
une base orthonormee de 7i si les valeurs propres sont toutes distinctes, c'est-
a-dire si les racines de 1'equation (2.26) sont toutes distinctes. Cependant il
peut arriver que 1'une (ou plusieurs) des racines de (2.26) soit racine multiple.
Soit an une telle racine : la valeur propre an est alors dite degeneree. Meme
dans ce cas, il est possible de former avec les vecteurs propres de A une
base orthonormee de Ti.. En effet on dispose du theoreme suivant, que nous
enongons sans demonstration.

Theoreme. Si un operateur A est hermitique, il est toujours possible de
trouver une matrice unitaire U (non unique) telle que U~1AU soit une
matrice diagonale, dont les elements diagonaux sont les valeurs propres qui
apparaissent sur la diagonale un nombre de fois egal a leur degenerescence

Soit an une valeur propre degeneree, et soit G(n) sa multiplicite dans (2.26) ;
on dit aussi que an est G(ri) fois degeneree. II existe alors G(ri) vecteurs
propres independants correspondant a cette valeur propre. Ces G(ri) vecteurs
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propres sous-tendent un sous-espace vectoriel de dimension G(n), appele sous-
espace de la valeur propre on, ou Ton peut trouver une base orthonormee (non
unique) \n, r ) , r — 1 , . . . , G(n]

Le projecteur Pn sur ce sous-espace vectoriel s'ecrit d'apres (2.21)

La somme des Pn donne 1'operateur identite, puisque 1'ensemble des vecteurs
|n, r) forme une base de Ti., et on obtient la relation de fermeture (2.22)

Soit \(f>} un vecteur quelconque de Ti.

puisque Pn\<f) appartient au sous-espace de la valeur propre an; on peut done
faire 1'identification suivante pour A

Cette relation fondamentale est appelee decomposition spectrale de A.
Reciproquement un operateur de la forme ^n anPn est hermitique si an = a^
et de valeurs propres an si PnPm = 5nmPn.

2.3.2 Diagonalisation d'une matrice 2 x 2 hermitique

Nous aurons souvent 1'occasion de diagonaliser des matrices 2 x 2
hermitiques. La forme la plus generale d'une telle matrice dans une base

{|1>, 12)}

est
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ou a et a' sont des nombres reels, b etant a priori complexe. Cependant
nous verrons qu'en mecanique quantique il est toujours possible de redefinir
la phase des vecteurs de base

Dans cette nouvelle base, 1'element de matrice A'12 de 1'operateur A est

Si b = b\ exp(i<5), il suffit de prendre (a — (3) = 6 pour eliminer la phase de 6,
qui peut done etre choisi reel. Le cas le plus simple est celui ou a = a'

Dans ce cas, on verifie immediatement que les deux vecteurs x+) et X-)

sont vecteurs propres de A avec les valeurs propres (a + b) et (a — 6)
respectivement. Ce resultat tres simple a une origine interessante : soit Up
1'operateur unitaire qui effectue une permutation des vecteurs de base 1)
et 12}

L'operateur Up est de carre unite : Up — /, et ses valeurs propres sont done
±1. Les vecteurs propres correspondants sont \X+) et X - ) - Mais on peut
ecrire A sous la forme

ce qui montre que A et Up commutent : AUp = Up A et, comme on le verra
a la sous-section suivante, on peut alors trouver une base formee de vecteurs
propres communs a A et Up. La diagonalisation de A est simple parce que
A commute avec une operation de symetrie, propriete que nous utiliserons
souvent par la suite.

Dans le cas general a ^ a', la propriete de symetrie n'est plus valable et
la diagonalisation n'est pas aussi simple. II est commode d'ecrire A sous la
forme

ou Tangle 9 est defini par
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On notera que tan# = b/c, et qu'il faut prendre garde a choisir la bonne
determination de 6, On verifie alors que les vecteurs propres sont

correspondant aux valeurs propres a+^/b"2 + c2 et a—\/&2 + c2 respectivement.
On retrouve le cas precedent si c = 0, ce qui correspond a 9 = ±ir/2.

2.3.3 Ensemble complet d'operateurs compatibles

Par definition, deux operateurs A et B commutent si AB — BA, et dans
ce cas leur commutateur [A, B] defini par

est nul. Soit deux operateurs hermitiques A et B qui commutent. On montre
alors le theoreme suivant.

Theorems. Soit A et B deux operateurs hermitiques tels que [A, B] = 0. On
peut alors trouver une base de H formee de vecteurs propres communs a A
et B. •

Demonstration. Soit an les valeurs propres de A et |n, r) une base de H formee
avec les vecteurs propres correspondants. Multiplions les deux membres
de (2.28) par B et exploitons la commutation

ce qui implique que le vecteur B\n,r) appartient au sous-espace de la valeur
propre an. Si an est non degeneree, ce sous-espace est de dimension un, B\n, r)
est necessairement proportionnel a |n, r) qui est done egalement vecteur propre
de B. Si an est degeneree, nous pouvons seulement deduire que B n, r) est
necessairement orthogonal a tout vecteur propre |ra, s) de ^4, avec m ̂  n

ce qui veut dire que dans la base |n, r) la matrice representative de B esl
diagonale par blocs

Chaque bloc B^ peut etre diagonalise separement par un changement de base
affectant seulement chacun des sous-espaces, sans toucher a la diagonalisation
de A puisqu'a 1'interieur de chaque sous-espace A est represente par une
matrice diagonale.
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Reciproquement, supposons que Ton ait trouve une base \(n,p)r) de H
formee de vecteurs propres communs a A et B

II est alors evident que

et comme les vecteurs |(n,p)r) ferment une base, [A, B] — 0. Si [A,B] = 0, il
est possible que la donnee des valeurs propres an et bp suffise a specifier les
vecteurs de base de fagon unique, a une constante multiplicative de module
un pres ; il existe un vecteur |(n,p)) et un seul tel que

On dira alors que A et B ferment un ensemble complet d'operateurs
compatibles. S'il y a encore indetermination, c'est-a-dire s'il existe plusieurs
vecteurs lineairement independants satisfaisant (2.36), il pourra arriver que la
donnee des valeurs propres d'un troisieme operateur C commutant avec A et B
leve I'indetermination. Un ensemble d'operateurs hermitiques A\,...,AM
commutant deux a deux et dont les valeurs propres definissent sans ambigu'ite
les vecteurs d'une base de Ji est appele : ensemble complet d'operateurs
compatibles (ou ensemble complet d'operateurs qui commutent).

2.3.4 Operateurs unitaires et operateurs hermitiques
Les proprietes des operateurs unitaires U^ = U~l sont intimement liees a

celles des operateurs hermitiques, et en particulier ils peuvent toujours etre
diagonalises. Le theoreme de base pour les operateurs unitaires s'enonce
comme suit.

Theoreme. (a) Les valeurs propres an d'un operateur unitaire sont de module
unite : an = exp(ian), an reel, (b) Les vecteurs propres correspondant a deux
valeurs propres differentes sont orthogonaux. (c) La decomposition spectrale
d'un operateur unitaire s'ecrit en fonction de projecteurs Pn sous la forme

La demonstration de (a) et (b) est triviale. Pour obtenir (c) on ecrit

Les operateurs A et B sont hermitiques et [A, B] = 0 ; (2.39) generalise aux
operateurs unitaires la decomposition en partie reelle et partie imaginaire d'un
nombre complexe, les operateurs hermitiques jouant le role des nombres reels.
On peut diagonaliser simultanement A et B, et les vecteurs propres communs
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a A et B sont aussi vecteurs propres de U; les valeurs propres de A et B sont
cosan et sinan respectivement. L'operateur C

est un operateur hermitique et U = exp(iC*). Inversement soit A — ̂ 2,ndnPn

un operateur hermitique. L'operateur

est manifestement un operateur unitaire. Cette ecriture generalise aux
operateurs unitaires la representation exp(ia) d'un nombre complexe de
module un.

2.3.5 Fonctions d'un operateur
En ecrivant (2.40), nous avons introduit 1'exponentielle d'un operateur.

Plus generalement il est utile de savoir construire une fonotion f ( A ) d'un
operateur. Cette construction est immediate si 1'operateur A peut etre
diagonalise : A = XDX~l, ou D est une matrice diagonale dont les elements
diagonaux sont dn. Supposons la fonction / definie par un developpement de
Taylor convergent dans un certain domaine du plan complexe \z\ < R

L'operateur f ( A ) sera donne par

L'expression entre crochets n'est autre qu'une matrice diagonale d'elements
f ( d n ) bien definie si \dn < R quel que soit n. En general on pourra trouver un
prolongement analytique pour f ( A ) meme si certaines valeurs propres dn sont
en dehors du rayon de convergence du developpement de Taylor, de meme que
Ton prolonge analytiquement

en dehors du rayon de convergence |z| < 1 pour toute valeur de z differente
de un. Un cas particulierement important est celui de 1'exponentielle d'un
operateur
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Le rayon de convergence de ce developpement etant infini, 1'argument ci-
dessus implique que exp^4 est bien defini par le developpement (2.42) si A est
diagonalisable (en fait il n'est pas difficile de montrer que le developpement
est convergent dans tous les cas). II faut prendre garde au fait qu'en general

une condition suffisante (mais non necessaire !) pour 1'egalite etant que A
et B commutent (exercice 3.3.6).

En resume, etant donne un operateur hermitique A dont la decomposition
spectrale est donnee par (2.31), il est immediat de definir toute fonction
de A par

par exemple son exponentielle expA, son logarithme In A ou sa resolvante
R(z,A)

La resolvante R(z, A) n'est bien sur definie que si z 7^ an quel que soit n, et
le logarithme si aucune des valeurs propres an n'est nulle.

2.4 Exercices

2.4.1 Produit scalaire et norme
Soit une norme \\(p\\ derivant d'un produit scalaire: \(p\ 2 — ((/?, if>}.

1. Montrer que cette norme verifie I'inegalite triangulaire

ainsi que

2. Verifier egalement

Quelle est 1'interpretation de cette egalite dans le plan reel R2 1 Inversement
si une norme verifie cette propriete dans un espace vectoriel reel, montrer que
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definit un produit scalaire. Ce produit scalaire doit verifier

Dans le cas d'un espace vectoriel complexe, montrer que

2.4.2 Commutateurs et traces
1. Montrer que

2. La trace d'un operateur est la somme des elements diagonaux de sa matrice
representative dans une base donnee

Montrer que

et en deduire que la trace est invariante dans un changement de base A —>•
A' = SAS~1. La trace d'un operateur est (heureusement !) independante de
la base.

3. Montrer que la trace est invariante par permutation circulaire

2.4.3 Determinant et trace
1. Soit une matrice A(t) dependant d'un parametre t verifiant

Montrer que A(t) — A(0) exp(Bt). Quelle est la solution de

2. Montrer que

En deduire

ou de fagon equivalente

Suggestion : obtenir une equation differentielle pour la fonction g(t) =
det[exp(Ai)]. Les resultats sont evidents si A est diagonalisable.
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2.4.4 Projecteur dans R3

Soit dans 1'espace reel a trois dimensions R3 deux vecteurs u\ et u^
lineairement independants, mais non necessairement orthogonaux et de norme
quelconque, et V le projecteur sur le plan defini par ces deux vecteurs. Montrer
que Faction de V sur un vecteur V s'ecrit

ou la matrice 2 x 2 dj = Ui • Uj.

2. Generalisation: soit p vecteurs lineairement independants W I , . . . , U P

dans R^, p < N. Ecrire le projecteur sur 1'espace vectoriel engendre par
ces p vecteurs.

2.4.5 Theoreme de la projection
Soit HI un sous-espace vectoriel de H et \ip) € H. Montrer qu'il existe

alors un element unique |</?i) de HI tel que la norme \\<p\ — (p\\ soit minimale :
\<pi — <p\ est la distance de \(p) a H I . Determiner \ipi).

2.4.6 Proprietes des projecteurs
1. Si PI et P[ sont des projecteurs sur HI et HI respectivement, PiP[
est un projecteur si et seulement si PiP[ = P{Pi- PiP{ projette alors sur
1'intersection Hi n H[.

2. Pi + P[ est un projecteur si et seulement si P\P( = 0. Dans ce cas HI
et HI sont orthogonaux et P\ + P[ projette sur la somme directe HI © HI .

3. Si PiP[ = P(Pi, alors Pi+P[- PiP[ projette sur 1'union Hi U H{. La
propriete 2. est un cas particulier de ce resultat.

4. Soit un operateur 0 tel que fitfi soit un projecteur

Montrer que OQ^ est aussi un projecteur. Suggestion: montrer que

2.4.7 Integrate gaussienne
Soit A une matrice reelle N x N symetrique et strictement positive

(cf. exercice 2.4.10). Montrer que Pintegrale multiple
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vaut

Suggestion: ecrire

ou x est un vecteur colonne et XT un vecteur ligne et effectuer le changement
de variables

Ces integrates gaussiennes sont fondamentales en theorie des probabilites et
interviennent dans nombre de problemes de physique.

2.4.8 Commutateurs et valeur propre degeneree.

Soit trois matrices N x TV A, B et C qui verifient

Montrer qu'au moins une valeur propre de A est- degeneree.

2.4.9 Matrices normales

Une matrice C est dite normale si elle commute avec la matrice hermitique
conjuguee

En ecrivant

montrer que C est diagonalisable.

2.4.10 Matrices positives

Une matrice A est dite positive, si quel que soit le vecteur \<f>] 7^ 0, la
valeur moyenne est reelle et positive : {</?|,A|</?) > 0. Elle dite strictement
positive si (^\A (p) > 0.

1. Montrer que toute matrice positive est hermitique et qu'une condition
necessaire et suffisante pour qu'une matrice soit positive est que ses valeurs
propres soient toutes > 0.

2. Montrer que dans un espace de Hilbert reel, ou une matrice hermitique est
symetrique (A — AT), une matrice positive n'est pas en general symetrique.



64 Physique quantique

2.4.11 Identites operatorielles
1. Soit 1'operateur /(£) fonction du parametre t

ou les operateurs A et B sont representes par des matrices NxN. Montrer que

En deduire

2. On suppose que A et B commutent tous deux avec leur commutateur
[A, B]. Ecrire une equation differentielle pour 1'operateur

et en deduire

Attention ! Cette identite n'est pas generalement valable. Elle n'est garantie
que si [^4, [A, B]] = [B,[A,B]] = 0. Montrer egalement avec les memes
hypotheses

2.4.12 Diviseur de faisceau
On considere un diviseur (ou separateur) de faisceau (miroir semi-

transparent pour une onde lumineuse, cristal suivant une incidence de Bragg
pour un neutron, etc.) suppose sans absorption. Des ondes arrivent avec la
meme incidence du cote gauche et du cote droit du separateur de faisceau avec
des amplitudes respectives AQ et AD'- figure 2.1. Les amplitudes sortantes
BQ et BD, provenant a la fois de la reflexion et de la transmission, sont reliees
lineairement aux amplitudes entrantes par6

1. Montrer que R' est unitaire et en deduire det.fi' = exp(i#).

2. Comme on s'interesse a des experiences ou 1'on fait interferer les ondes
sortantes, un facteur de phase global n'a pas de consequences physiques et
on peut remplacer R' par R = exp(—iO/2}R' avec detR = —I. On suppose

6. A. Zeilinger, Am. Journ. Phys. 49, 882 (1981).
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qu'il n'y aucune absorption par le diviseur de faisceau. En deduire la forme
generale de R

3. En deduire que R peut s'ecrire

Soit dp la difference de phase entre 1'onde reflechie et 1'onde transmise pour
une onde provenant de la droite (Ap = l,^4c — 0), et SG cette meme
difference de phase pour une onde provenant de la gauche (AD = 0, AG — I).
Montrer que

Ce resultat generalise celui obtenu avec I'interferometre de Mach-Zehnder de
1'exercice 1.6.5, au cas ou le diviseur de faisceau n'est pas symetrique. S'il est
symetrique, 8r> — &G = 7^/2. Quelle est la forme de R dans le cas symetrique ?
Retrouver les resultats de 1'exercice 1.6.5 et montrer que par un choix adequat
des phases on peut ecrire dans le cas symetrique

La matrice H est appelee matrice de Hadamard et elle est utilisee de fagon
intensive en calcul quantique.

FIG. 2.1 - Diviseur de faisceau
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2.5 Bibliographie

Le resultats sur les espaces vectoriels de dimension finie et les operateurs
se trouvent dans tout cours d'algebre lineaire niveau DEUG. Comme
complement, on pourra consulter Isham [1995], chapitres 2 et 3, ou Nielsen
et Chuang [2000], chapitre 2, ou Ton trouvera une demonstration elegante du
theoreme de decomposition spectrale d'un operateur hermitique.



Chapitre 3

Polarisation : photon et spin 1/2

DANS CE CHAPITRE, nous aliens mettre progressivement en place les
concepts de base de la mecanique quantique a 1'aide de deux exemples

simples, en utilisant line approche heuristique, plus inductive que deductive.
Nous partirons d'un phenomene familier, celui de la polarisation de la lumiere,
qui nous permettra d'introduire le formalisme mathematique necessaire. Nous
montrerons que la description de la polarisation conduit naturellement a
faire appel a un espace vectoriel complexe a deux dimensions, et nous
etablirons la correspondance entre un etat de polarisation et un vecteur de
cet espace, appele espace des etats de polarisation. Nous passerons ensuite
a la description quantique de la polarisation d'un photon et nous illustrerons
la construction des amplitudes de probabilite comme produits scalaires dans
cet espace. Le second exemple sera celui du spin 1/2, ou 1'espace des etats
est egalement de dimension deux. Nous construirons les etats de spin 1/2 les
plus generaux en utilisant 1'invariance par rotation. Enfin nous introduirons
la dynamique qui nous permettra de suivre 1'evolution du vecteur d'etat au
cours du temps.

Alors que 1'analogie avec la polarisation de la lumiere nous servira de
guide pour construire la theorie quantique de la polarisation d'un photon,
nous ne disposerons pas d'une telle analogic classique pour construire celle
du spin 1/2. Dans ce dernier cas, la construction de la theorie quantique
sera faite sans reference a une theorie classique, a partir d'une hypothese sur
la dimension de 1'espace des etats et en nous appuyant sur des principes de
symetrie.
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3.1 Polarisation de la lumiere
et polarisation d'un photon

3.1.1 Polarisation d'une onde electromagnetique

La polarisation de la lumiere — ou plus generalement d'une onde
electromagnetique — est un phenomene bien connu lie au caractere vectoriel
du champ electromagnetique. Considerons une onde lumineuse plane
monochromatique de frequence u> se propageant dans le sens des z positifs.
Le champ electrique E(t) en un point donne est un vecteur orthogonal a
la direction de propagation. II est done situe dans le plan xOy et a pour
composantes {Ex(t),Ey(t),Ez(t) = 0} (figure 3.1). Le cas le plus general est
celui d'une polarisation elliptique, ou le champ electrique est de la forme

Nous n'avons pas explicite la dependance en z car nous nous plagons dans
un plan z =cste. Par un changement d'origine des temps, il est toujours
possible de choisir 6X = 0, Sy — 6. L'intensite X de 1'onde lumineuse est
proportionnelle au carre du champ electrique

ou k est une constante de proportionnalite qu'il ne sera pas indispensable
de preciser. Lorsque S = 0 ou TT, la polarisation est lineaire : si 1'on pose
EQX = Eg cos (9, EQy = Ebsinfl, 1'equation (3.1) pour 5X = Sy = 0 montre
que le champ electrique vibre dans une direction fig du plan xOy faisant

FlG. 3.1 - Ensemble polariseur-analyseur.
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un angle 9 avec 1'axe Ox. Une telle onde lumineuse s'obtient a 1'aide d'un
polariseur lineaire dont 1'axe est parallele a ng.

Lorsque nous nous interessons uniquement a la polarisation de cette onde
lumineuse, les parametres pertinents sont les rapports EQX/EQ — cosB et
EQV/EQ = sin#, ou Ton peut choisir 0 dans 1'intervalle [0, TT] ; EQ est un
simple facteur de proportionnalite qui ne joue aucun role dans la description
de la polarisation. Nous pouvons faire correspondre aux ondes polarisees
lineairement suivant Ox et Oy des vecteurs unitaires orthogonaux \x) et \y) du
plan xOy formant une base orthonormee de ce plan. A 1'etat de polarisation
lineaire le plus general suivant fie correspondra le vecteur \9) du plan xOy

egalement de norme unite

La raison fondamentale qui conduit a utiliser un espace vectoriel pour decrire
la polarisation est le principe de superposition : on peut decomposer un etat de
polarisation en deux (ou plusieurs) autres etats, ou au contraire additionner
vectoriellement deux etats de polarisation. Pour illustrer la decomposition,
faisons passer 1'onde polarisee suivant UQ a travers un second polariseur, appele
analyseur, oriente suivant la direction na du plan xOy faisant un angle a
avec Ox (figure 3.1). Seule sera transmise la composante du champ electrique
suivant na, sa projection sur na : 1'amplitude du champ electrique sera
multiplier par un facteur cos(9 — a) et 1'intensite lumineuse a la sortie de
1'analyseur sera reduite par un facteur cos2(9 — a). Nous noterons a(9 —^ a)
le facteur de projection, que nous appellerons amplitude de la polarisation UQ
suivant iia, et nous remarquerons que cette amplitude n'est autre que le
produit scalaire des vecteurs \6) et \a)

L'intensite a la sortie de 1'analyseur est donnee par la loi de Malus

si IQ est 1'intensite a la sortie du polariseur. Une autre illustration de la
decomposition est fournie par le dispositif de la figure 3.2 : a 1'aide d'une lame
birefringente uniaxe perpendiculaire a la direction de propagation et dont 1'axe
optique se trouve dans le plan xOz, on decompose le faisceau lumineux en une
onde polarisee suivant Ox et une onde polarisee suivant Oy. L'onde polarisee
suivant Ox se propage dans une direction qui est celle du rayon extraordinaire,
devie a 1'entree et a la sortie de la lame, et celle polarisee suivant Oy suit le
rayon ordinaire qui se propage en ligne droite.

L'addition de deux etats de polarisation est illustree sur le dispositif de
la figure 3.3 : les deux faisceaux sont recombines par une seconde lame
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FlG. 3.2 — Decomposition de la polarisation par une lame birefringente. Le rayon
ordinaire O est polarise horizontalement, le rayon extraordinaire E est polarise
verticalement.

FlG. 3.3 — Decomposition et recombinaison de polarisations a 1'aide de lames
birefringentes.

birefringente symetrique de la premiere par rapport a un plan vertical avant de
passer dans 1'analyseur1. Afin de simplifier le raisonnement, nous negligeons
la difference de phase induite par la difference entre les indices ordinaire
et extraordinaire dans les lames birefringentes (ou bien nous supposons
que cette difference est compensee par une lame birefringente intermediaire
convenablement orientee : voir exercice 3.3.1). Dans ces conditions, 1'onde

1. Cette recombinaison des amplitudes est possible parce que les deux faisceaux etant
issus de la meme source sont coherents. II serait bien sur impossible d'additionner les
amplitudes de deux faisceaux polarises issus de sources differentes : le probleme est identique
a celui des interferences.
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lumineuse a la sortie de la seconde lame birefringente est polarisee suivant UQ :
la recombinaison des deux faisceaux x et y donne la lumiere initiale, polarisee
suivant la direction n#, et 1'intensite a la sortie de 1'analyseur est reduite
comme precedemment par le facteur cos2(# — a).

Si nous nous limitons a des etats de polarisation lineaire, nous pouvons
decrire tout etat de polarisation comme un vecteur unitaire reel du plan xOy,
dont une base orthonormee possible est formee des vecteurs \x) et \y). Mais
si nous voulons decrire une polarisation quelconque, nous devons introduire
un espace complexe a deux dimensions Ti.. Get espace sera I'espace vectoriel
des etats de polarisation. Revenons done au cas general (3.1) en introduisant
une notation complexe £ = (£x, £y) pour les amplitudes ondulatoires

ce qui permet d'ecrire (3.1) sous la forme

Nous avons deja remarque qu'en raison de 1'arbitraire sur 1'origine des temps,
seule la phase relative 6 = (8y — Sx) est physiquement pertinente et on peut
multiplier simultanement £x et £y par un facteur de phase commun exp(i/?)
sans consequence physique. II est toujours possible de choisir par exemple
Sx = 0. L'intensite lumineuse est donnee par (3.2)

Un cas particulier important de (3.7) est celui de la polarisation circulaire,
ou EQX = EQV = Eo/^/2 et Sy = ±7r/2, lorsque Ton a choisi par convention
Sx = 0. Si Sy = +7T/2, I'extremite du champ electrique decrit un cercle dans
le plan xOy parcouru dans le sens trigonometrique. En effet Ex(t) et Ey(t)
sont donnes par

Un observateur sur lequel arrive le rayon lumineux voit I'extremite du vecteur
champ electrique decrire dans le plan xOy un cercle de rayon Eo/\/2 parcouru
dans le sens trigonometrique : la polarisation correspondante est appelee
polarisation circulaire droite"2. Lorsque 6y = — Tr/2, onobtient une polarisation

2. Voir la figure 10.8. Notre definition des polarisations circulaires droite et gauche est
celle adoptee en physique des particules elementaires. Avec cette definition, la polarisation
circulaire droite (gauche) correspond a une helicite positive (negative), c'est-a-dire a une
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circulaire gauche : le cercle est parcouru dans le sens inverse du sens
trigonometrique

Ces etats de polarisation circulaire droite et gauche sont obtenus
experimentalement en partant d'une polarisation lineaire a 45° par rapport
aux axes et en dephasant de ±7r/2 le champ suivant Ox ou Oy par une lame
quart d'onde.

En notation complexe, les champs £x et £y s'ecrivent

ou le signe (+) correspond a la polarisation circulaire droite et le signe (—) a
la polarisation circulaire gauche. Le facteur de proportionnalite EQ commun
a 8X et £y definit 1'intensite de 1'onde lumineuse et ne joue aucun role dans la
description de la polarisation, qui est caracterisee par les vecteurs unitaires

Le signe (—) global dans la definition de D) a ete introduit par souci de
coherence avec les conventions du chapitre 10. L'equation (3.11) montre que
la description mathematique de la polarisation nous amene naturellement a
utiliser les vecteurs unitaires d'un espace vectoriel complexe bidimensionnel T~i
dont les vecteurs x) et \y) forment une base orthonormee possible.

Nous avons etabli precedemment une correspondance entre une
polarisation lineaire orientee suivant fig et un vecteur unitaire 0) de 7i,
ainsi qu'une correspondance entre les deux polarisations circulaires et les
deux vecteurs (3.11) de Ji. Nous allons generaliser cette correspondance en
construisant la polarisation correspondant au vecteur unitaire <!>} de 7i le plus
general3

projection +h (~K) du spin du photon sur sa direction de propagation. Cependant cette
definition n'est pas universelle : les opticiens utilisent souvent la definition opposee, mais
comme le remarque un opticien (E. Hecht, Optics, Addison-Wesley, New-York (1987),
chapitre 8) a propos de leur choix : « This choice of terminology is admittedly a bit
awkward. Yet its use in optics is fairly common, even though it is completely antithetic to
the more reasonable convention adopted in elementary particle physics. »

3. Nous utilisons des lettres majuscules |<£) ou |\&) pour des vecteurs de Ti. de la
forme (3.12) ou (3.16), afin qu'il n'y ait pas de confusion possible avec un angle, comme
dans \0) ou |a).
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II est toujours possible de choisir A reel (on verifiera dans 1'exercice 3.3.2 que
la physique n'est pas modifiee si A est complexe). Les nombres A et // peuvent
alors etre parametres par deux angles 6 et TJ

Realisons le dispositif suivant a 1'aide de deux lames birefringentes et d'un
polariseur lineaire, sur lequel arrive une onde electromagnetique (3.7) : ce
dispositif sera appele « polariseur (A,/i) ».

• Une premiere lame birefringente dephase £y de —77 en laissant 8X

inchange

• Le polariseur lineaire projette suivant UQ

• La seconde lame birefringente laisse Ex inchange et dephase £y de 77

La combinaison des trois operations se traduit par la transformation 8-^8'
de composantes

L'operation (3.13) n'est autre que la projection sur |3>) : en effet, si nous
choisissons de representer les vecteurs \x) et \y) par des vecteurs colonnes

le projecteur P$

est represente par la matrice

Au champ incident 8 (3.7) on peut faire correspondre un vecteur (non
unitaire) |£) de Ji de composantes complexes £x et £y
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A partir de \£) on definit un vecteur unitaire |\1>) par |£) = EQ\^)

ou

Le vecteur unitaire |\I/} qui decrit la polarisation de 1'onde (3.7) est appele
vecteur de Jones. D'apres (3.13) et (3.15) le champ electrique sera a la sortie
du polariseur (A, [i)

Nous venons de generaliser a un polariseur (A, n) ce que nous avions obtenu
pour un polariseur lineaire : le polariseur (A, JJL) projette tout etat de
polarisation |\P} sur $) avec une amplitude egale a {^l1^}

A la sortie du polariseur, 1'intensite est reduite par un facteur |a(\I> —> <£) 2 =
|{$|^) 2. Si 1'etat de polarisation est decrit par le vecteur unitaire |$) (3.12),
alors la transmission par le polariseur (A,/u) se fait a 100 %. Au contraire
1'etat de polarisation

est completement arrete par le polariseur (A, /^). L'etat de polarisation (3.16)
est en general un etat de polarisation elliptique. II est facile de determiner
les caracteristiques de 1'ellipse corrrespondante et le sens de parcours
(exercice 3.3.2).

Les etats |$) et |3>_i) forment une base orthonormee de 7i, obtenue a partir
de la base { \ x ) , \y)} par une transformation unitaire U

En resume, nous avons montre qu'a un etat de polarisation quelconque on peut
faire correspondre un vecteur unitaire |<E>) d'un espace a deux dimensions 7i.
Les vecteurs |4>) et exp(i/5) $} represented le meme etat de polarisation. En
toute rigueur, on fait done correspondre a un etat de polarisation un vecteur
a une phase pres.

3.1.2 Polarisation d'un photon
Nous allons maintenant montrer que le formalisme mathematique utilise

ci-dessus pour decrire la polarisation d'une onde lumineuse se transpose sans
modification a la description de la polarisation d'un photon. Cependant, cette
identite du formalisme mathematique ne doit pas masquer que 1'interpetation
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physique subit une modification radicale. Reprenons 1'experience de la
figure 3.2 et diminuons 1'intensite lumineuse de telle sorte que les photons
puissent etre enregistres individuellement par des photomultiplicateurs Dx

et Dy detectant respectivement les photons polarises suivant Ox et ceux
polarises suivant Oy. On observe alors

• que seul un des deux photomultiplicateurs est declenche par un photon
incident sur la lame. Comme les neutrons du chapitre 1, les photons
arrivent entiers, ils ne se divisent jamais !

• que la probabilite px (py) de declenchement de Dx (Dy) par un photon
incident sur la lame est p

On doit necessairement observer ce resultat si Ton veut retrouver 1'optique
classique a la limite ou le nombre N de photons est grand : en effet, si Nx

et Ny sont les nombres de photons detectes par Dx et Dy, on doit avoir

et Ix oc Nx = N sin2 6, Jy oc Ny = N cos2 9 a la limite ou N —> oo. Cependant
le sort individuel d'un photon ne peut pas etre predit : on connait seulement
sa probabilite de detection par Dx ou Dy. En physique quantique, le recours
aux probabilites est une propriete intrinseque, alors qu'en physique classique
le recours aux probabilites est une fagon de prendre en compte la complexite
de phenomenes que nous ne pouvons pas (ou ne voulons pas) connaitre dans
le detail. Par exemple, dans le jeu de pile ou face, la connaissance parfaite des
conditions initiales du lancer de la piece, la prise en compte de la resistance
de 1'air, de la configuration du sol d'arrivee, etc. permettraient en theorie
de prevoir le resultat. Quelques physiciens4 ont suggere que le caractere
probabiliste de la mecanique quantique avait une origine analogue : si nous
avions acces a des variables supplementaires, inconnues pour le moment, et
appelees pour cette raison variables cachees, ou additionnelles, alors nous
pourrions predire avec certitude le sort individuel de chaque photon. Cette
hypothese de variables cachees est d'une certaine utilite dans les discussions
des fondements de la physique quantique. Toutefois nous verrons au chapitre 6
que, moyennant des hypotheses tres plausibles, de telles variables sont exclues
par 1'experience.

Cependant la seule donnee de probabilites ne fournit qu'une description
tres incomplete de la polarisation d'un photon. Une description complete
requiert 1'introduction d' amplitudes de probabilite, et non simp lenient de
probabilites. Les amplitudes de probabilite, notees a (nous soulignons la
difference entre les amplitudes ondulatoires de la sous-section precedente et les
amplitudes de probabilite en utilisant une notation differente : a au lieu de a),
sont des nombres complexes, et les probabilites sont donnees par leur module

4. Dont de Broglie, Bohm, etc.
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carre a 2. Pour mettre en evidence le caractere incomplet de la seule donnee
des probabilites, reprenons le dispositif de la figure 3.3. Entre les deux lames,
un photon suit soit le trajet du rayon extraordinaire polarise suivant Ox,
etiquete « trajet x », soit le trajet du rayon ordinaire polarise suivant Oy,
etiquete « trajet y ». Dans un raisonnement purement probabiliste, un photon
suivant le trajet x aurait une probabilite cos2 9 cos2 a d'etre transmis par
1'analyseur, et le photon suivant le trajet y une probabilite sin2 0 sin2 a, ce
qui donnerait une probabilite totale

qu'un photon soit transmis par 1'analyseur. Ce n'est pas ce que
donne 1'experience, qui confirme le resultat etabli precedemment par un
raisonnement ondulatoire

II faut raisonner en amplitudes de probabilite, comme nous 1'avons fait pour
1'amplitude d'une onde : les amplitudes de probabilite sont donnees par
les memes regies que les amplitudes ondulatoires, ce qui garantit que les
resultats de 1'optique sont reproduits lorsque le nombre de photons TV —» oo.
L'amplitude de probabilite pour qu'un photon lineairement polarise suivant
la direction n# soit polarise suivant la direction na est donnee par (3.4) :
a(9 —>• a) = cos(0 — a) = fig • na. On obtient le tableau suivant pour les
amplitudes de probabilite intervenant dans 1'experience de la figure 3.3

Get exemple permet d'illustrer les regies qui regissent les combinaisons
d'amplitudes de probabilite. L'amplitude de probabilite ax pour que le photon
incident suivant le trajet x soit transmis par 1'analyseur est

Cette expression met en evidence la regie de factorisation des amplitudes :
ax est le produit des amplitudes a(9 —>• x} et a(x —> a}. Cette regie de
factorisation garantit que la regie correspondante pour les probabilites est
bien verifiee. On a de meme

Si la configuration de 1'experience ne permet pas de savoir quel trajet a suivi
le photon, alors on doit ajouter les amplitudes. L'amplitude de probabilite
totale pour que le photon soit transmis par 1'analyseur est done

atot = ax + ay = cos 9 cos a + sin 9 sin a = cos(9 — a) (3.21)
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et la probabilite correspondante cos2($ — a), en accord avec le resultat (3.5)
de 1'optique classique. S'il existe une possibilite de distinguer entre les deux
trajets, alors les interferences sont detruites et il faut ajouter les probabilites
suivant (3.20).

Les regies de combinaison des amplitudes de probabilite etant les memes
que pour les amplitudes ondulatoires, elles seront satisfaites si Ton decrit 1'etat
de polarisation d'un photon par un vecteur unitaire dans un espace vectoriel
a deux dimensions ?i, appele espace des etats, dans le cas present 1'espace
des etats de polarisation. Lorsqu'un photon est polarise lineairement suivant
Ox (Oy}, nous ferons correspondre a son etat de polarisation un vecteur \x)
(\y)) de cet espace. Un tel etat de polarisation est obtenu en faisant passer le
photon a travers un polariseur lineaire oriente suivant Ox (Oy}. La probabilite
qu'un photon polarise suivant Ox soit transmis par un analyseur oriente
suivant Oy est nulle : 1'amplitude de probabilite a(x —> y} — 0. Inversement,
la probabilite qu'un photon polarise suivant Ox ou Oy soit transmis par un
analyseur dans la meme direction est egale a un

Ces relations sont satisfaites si x) et y) ferment une base orthonormee de 7~t
et si nous identifions les amplitudes de probabilite aux produits scalaires

L'etat de polarisation lineaire le plus general est un etat dont la polarisation
fait un angle 0 avec Ox ; cet etat sera represente par le vecteur

Les equations (3.22) et (3.23) assurent que les amplitudes de probabilite
ecrites precedemment sont correctement donnees par les produits scalaires,
par exemple

ou en general, si \a) est un etat de polarisation lineaire

L'etat de polarisation le plus general sera decrit par un vecteur unitaire, appele
vecteur d'etat

Comme dans le cas ondulatoire, les vecteurs |<I>) et exp(i/5)|$) represented le
meme etat physique : un etat physique est represente par un vecteur a une
phase pres dans 1'espace des etats. L 'amplitude de probabilite pour trouver un
etat de polarisation |<J>} dans |3>} sera donnee par le produit scalaire ($1^),
et la projection sur un etat de polarisation determine sera realisee par le
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dispositif decrit a la sous-section precedente. En resume, nous avons illustre
sur un exemple concret, celui de la polarisation d'un photon, la construction
de 1'espace de Hilbert des etats de polarisation.

La polarisation d'un photon est un exemple de grandeur physique
quantique. L'interpretation d'une grandeur physique quantique differe
radicalement de celle d'une grandeur physique classique. Nous aliens 1'illustrer
en examinant la polarisation d'un photon. Nous nous limiterons dans un
premier temps au cas le plus simple des etats de polarisation lineaire. A
1'aide d'un polariseur lineaire oriente suivant Ox, preparons un ensemble de
photons arrivant un par un sur le polariseur, tous dans un etat de polarisation
lineaire x) : c'est la phase de preparation du systeme quantique, ou Ton ne
conserve que les photons ayant traverse le polariseur oriente suivant Ox. La
phase suivante, ou phase de test, consiste a tester cette polarisation en faisant
passer le photon dans un analyseur lineaire : si cet analyseur est parallele
a Ox, les photons sont transmis avec une probabilite un, s'il est parallele a
Oy avec une probabilite nulle. Dans les deux cas, le resultat du test peut
etre predit avec certitude. La grandeur physique « polarisation d'un photon
prepare dans 1'etat x) » prend des valeurs certaines si 1'on choisit la base
{\x), \y)} pour le test.

En revanche, si nous utilisons des analyseurs orientes dans la direction n#,
correspondant a 1'etat \0) (3.23), et dans la direction perpendiculaire n0±,
correspondant a 1'etat

nous pouvons seulement predire une probabilite de transmission (#|x)|2 =
cos2 9 dans le premier cas et (Oj_ x)\2 = sin2 9 dans le second. La grandeur
physique « polarisation du photon dans 1'etat \x) » n'a pas de valeur certaine
dans la base { 6), #j_}}. Autrement dit, la grandeur physique polarisation est
attachee a une base determinee et les deux bases {\x), \y)} et {\0), \0±)} sont
dites incompatibles (sauf pour 9 = 0 et 9 — Tr/2).

La discussion precedente merite d'etre precisee sur deux points. Tout
d'abord, il est clair que Ton ne peut pas tester la polarisation d'un photon
isole. Le test de polarisation suppose que Ton dispose d'un nombre N ^> 1
de photons prepares dans des conditions identiques. Supposons que Ton
prepare TV photons dans un certain etat de polarisation et qu'on les teste
en orientant un analyseur lineaire suivant Ox ; si on constate — dans la limite
des imperfections du dispositif experimental — que les photons traversent
1'analyseur avec une probabilite de 100 %, on pourra en deduire que les
photons ont ete prepares dans 1'etat \ x ) . L'observation d'un seul photon ne
permet evidemment pas d'arriver a cette conclusion. Le second point est que
si les photons sont transmis avec une probabilite cos2 9, on ne pourra pas en
deduire qu'ils ont ete prepares dans 1'etat de polarisation lineaire (3.23). En
effet on observera la meme probabilite de transmission si les photons ont ete
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prepares dans 1'etat de polarisation elliptique (3.12), avec

Seul im test dont les resultats ont une probabilite 0 ou 1 permet de determiner
sans ambigui'te 1'etat de polarisation des photons.

Dans la representation (3.14) des vecteurs de base de 7i, les projecteurs Px

et Py sur les etats |x) et y] sont representes par les matrices

qui commutent : [Px,Py] — 0. Les deux operateurs sont compatibles
suivant la definition du § 2.3.3. Les projecteurs PO et PQ± que 1'on calcule
immediatement a partir de (3.15) sont donnes par

Us commutent entre eux, mais ne commutent ni avec Px ni avec Py :
PX et PQ par exemple sont incompatibles. La commutation (ou la non
commutation) d'operateurs traduit mathematiquement la compatibilite (ou
la non compatibilite) de grandeurs physiques.

Un autre choix de base consiste a utiliser les etats de polarisation circulaire
droite \D) et gauche \G} (3.11). La base {|Z>}, |G}} est incompatible avec toute
base formee avec des etats de polarisation lineaire. Les projecteurs PD et PG
sur les etats de polarisation circulaire sont

Avec PD et PG on forme 1'operateur hermitique remarquable Ez

Get operateur a pour vecteurs propres les etats \D) et G) dont les valeurs
propres respectives sont +1 et — 1

Ce resultat suggere d'associer a la grandeur physique « polarisation
circulaire » un operateur hermitique Ez dont les vecteurs propres sont \D) et
G). Nous verrons au chapitre 10 que HYiz = Jz est 1'operateur representant la

grandeur physique composante z du moment angulaire (ou spin) du photon.
Nous verrons egalement que exp(— i9T^ z) est 1'operateur qui effectue des
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rotations d'un angle 6 autour de Faxe Oz. Un calcul simple (exercice 3.3.3)
donne en effet

et exp(—i#£z) transforme bien 1'etat x) en 1'etat \6) et \y} en \9±)

3.1.3 Cryptographic quantique
La cryptographic quantique est une invention recente fondee sur

Pincompatibilite de deux bases differentes d'etats de polarisation lineaire. La
cryptographie usuelle repose sur une cle de chiffrage connue seulement de
1'expediteur et du destinataire. Ce systeme est appele a cle secrete. II est
en principe tres sur5, mais il faut que 1'expediteur et le destinataire aient le
moyen de se transmettre la cle sans que celle-ci soit interceptee par un espion.
Or la cle doit etre changee frequemment, car une suite de messages codes avec
la meme cle est susceptible de reveler des regularites permettant le dechiffrage
du message par une tierce personne. Le processus de transmission d'une cle
secrete est un processus a risque, et c'est pour cette raison que 1'on prefere
maintenant les systemes fondes sur un principe different, dits systemes a cle
publique, ou la cle est diffusee publiquement, par exemple sur Internet. Un
systeme a cle publique courant6 est fonde sur la difficulte de decomposer un
nombre tres grand N en facteurs premiers, alors que 1'operation inverse est
immediate : sans calculette on obtiendra en quelques secondes 137 x 53 =
7261, mais etant donne 7261, cela prendra un certain temps a le decomposer
en facteurs premiers. Avec les meilleurs algorithmes actuels, le temps de
calcul sur ordinateur necessaire pour decomposer un nombre TV en facteurs
premiers croit avec N comme exp[(lnA7")1/3]. Dans le systeme de chiffrage
a cle publique, le destinataire, appele conventionnellement Bob, diffuse
publiquement a 1'expediteur, appele conventionnellement Alice, un nombre
tres grand N = pq produit de deux nombres premiers p et q. Ce nombre
suffit a Alice pour chiffrer le message, mais il faut disposer des nombres p et q
pour le dechiffrer. Bien sur, un espion (appele par convention Eve) disposant
d'un ordinateur suffisamment puissant finira par casser le code, mais on peut
en general se contenter de conserver secret le contenu du message pendant
un temps limite. Cependant, on ne peut pas exclure que Ton dispose un
jour d'algorithmes tres performants pour decomposer un nombre en facteurs
premiers, et de plus, si des ordinateurs quantiques (§ 6.3.2) voient le jour,
aucun nombre ne pourra leur resister. Heureusement la mecanique quantique
vient a point nomme pour contrecarrer les efforts des espions !

5. Un chiffrage absolument sur a ete decouvert par Vernam en 1935. Cependant la
securite absolue suppose que la cle soit aussi longue que le message et ne soit utilisee
qu'une seule fois !

6. Appele chiffrage RSA, decouvert par Rivest, Shamir et Adleman en 1977.
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« Cryptographie quantique » est une expression mediatique, mais quelque
peu trompeuse : en effet, il ne s'agit pas de chiffrer un message a 1'aide de la
physique quantique, mais d'utiliser celle-ci pour s'assurer que la transmission
de la cle n'a pas ete espionnee. La transmission d'un message, chiffre ou non,
peut se faire en utilisant les deux etats de polarisation lineaire orthogonaux
d'un photon, par exemple x) et \y). On peut decider d'attribuer par
convention la valeur 1 a la polarisation x} et la valeur 0 a la polarisation \y} :
chaque photon transporte done un bit d'information. Tout message, chiffre
ou non, peut etre ecrit en langage binaire, comme une suite de 0 et de 1,
et le message 1001110 sera code par Alice grace a la sequence de photons
xyyxxxy, qu'elle expediera a Bob par exemple par une fibre optique. A 1'aide
d'une lame birefringente, Bob separe les photons de polarisation verticale et
horizontale comme dans la figure 3.2, et deux detecteurs places derriere la
lame lui permettent de decider si le photon etait polarise horizontalement
ou verticalement : il peut done reconstituer le message. S'il s'agissait d'un
message ordinaire, il y aurait bien sur des fagons bien plus simples et efficaces
de le transmettre ! Remarquons simplement que si Eve s'installe sur la fibre,
detecte les photons et renvoie a Bob des photons de polarisation identiques a
ceux expedies par Alice, Bob ne peut pas savoir que la ligne a ete espionnee. II
en serait de meme pour tout dispositif fonctionnant de fagon classique (c'est-a-
dire sans utiliser le principe de superposition) : si 1'espion prend suffisamment
de precautions, il est indetectable.

C'est ici que la mecanique quantique et le principe de superposition
viennent au secours d'Alice et de Bob, en leur permettant de s'assurer que
leur message n'a pas ete intercepte. Ce message n'a pas besoin d'etre long (le
systeme de transmission par la polarisation est tres peu performant). II s'agira
en general de transmettre une cle permettant de chiffrer un message ulterieur,
cle qui pourra etre remplacee a la demande. Alice envoie vers Bob quatre types
de photons : polarises suivant Ox : | et Oy : <->• comme precedemment, et
polarises suivant des axes inclines a ±45° Ox' : \ et Oy' : /, correspondant
respectivement aux valeurs 1 et 0 des bits. De meme, Bob analyse les
photons envoyes par Alice a 1'aide d'analyseurs pouvant prendre quatre
directions : verticale/horizontale et ±45°. Une possibilite serait d'utiliser
un cristal birefringent oriente aleatoirement soit verticalement, soit a 45° de
la verticale et de detecter les photons sortant de ce cristal comme dans la
figure 3.3. Cependant, au lieu de faire tourner 1'ensemble cristal+detecteurs,
on utilise plutot une cellule de Pockels, qui permet de transformer une
polarisation donnee en une polarisation orientee de fagon arbitraire et de
maintenir fixe 1'ensemble cristal+detecteur. La figure 3.4 donne un exemple :
Bob enregistre 1 si le photon est polarise | ou \, 0 s'il est polarise <->
ou </•. Apres enregistrement d'un nombre suffisant de photons, Bob annonce
publiquement la suite des analyseurs qu'il a utilises, mais non ses resultats.
Alice compare sa sequence de polariseurs a celle de Bob et lui donne toujours
publiquement la liste des polariseurs compatibles avec ses analyseurs. Les



82 Physique quantique

bits qui correspondent a des analyseurs et des polariseurs incompatibles sont
rejetes (-), et, pour les bits restants, Alice et Bob sont certains que leurs
valeurs sont les rnemes : ce sont les bits qui serviront a composer la cle, et ils
sont connus seulement de Bob et Alice, car 1'exterieur ne connait que la liste
des orientations, pas les resultats !

FlG. 3.4 — Cryptographic quantique : transmission de photons polarises entre Bob
et Alice.

II reste a s'assurer que le message n'a pas etc intercepte et que la cle qu'il
contenait peut etre utilisee sans risque. Alice et Bob choisissent au hasard un
sous-ensemble de leur cle et le comparent publiquement. La consequence de
1'interception de photons par Eve serait une reduction de la correlation entre
les valeurs de leurs bits : supposons par exemple qu'Alice envoie un photon
polarise suivant Ox. Si Eve 1'intercepte avec un polariseur oriente suivant Ox',
et que le photon est transmis par son analyseur, elle ne sait pas que ce photon
etait initialement polarise suivant Ox ; elle renvoie done a Bob un photon
polarise dans la direction Ox', et dans 50 % des cas, Bob ne va pas trouver le
bon resultat. Comme Eve a une chance sur deux d'orienter son analyseur dans
la bonne direction, Alice et Bob vont enregistrer une difference dans 25 % des
cas et en conclure que le message a ete intercepte. Cette discussion est bien
sur simplifiee : elle ne tient pas compte des possibilites d'erreurs qu'il faut
corriger, et d'autre part il faut realiser des impulsions a un seul photon et non
des paquets d'etats coherents qui ne seraient pas inviolables7. Neanmoins la
methode est correcte dans son principe et un prototype a ete realise recemment
pour des transmissions sur plusieurs kilometres.

7. Dans le cas de transmission de photons isoles, le theorems de non-clonage quantique
(§ 6.3.2) garantit qu'il est impossible a Eve de tromper Bob, meme s'il lui est possible de
faire moins de 50 % d'erreurs en utilisant une technique d'interception plus sophistiquee.
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3.2 Spin 1/2

3.2.1 Moment angulaire et moment magnetique
en physique classique

Notre second exemple de systeme quantique elementaire sera celui du
spin 1/2. En 1'absence d'ime limite ondulatoire classique comme dans le cas
du photon, la partie classique sera beaucoup plus sommaire que celle de la
section precedente. Considerons une particule de masse m et de charge q
decrivant une orbite fermee dans un champ de forces central (figure 3.5), f(t)
et p(t) designant la position et 1'impulsion de cette particule. Soit dA 1'aire
orientee balayee par le rayon vecteur, qui verifie

ou j est le moment angulaire. Rappelons que pour un mouvement dans
un champ de forces central, ce moment angulaire est un vecteur fixe,
perpendiculaire au plan de 1'orbite. En integrant sur une periode on relie
1'aire totale orientee de 1'orbite A a Jet a la periode T

Le courant induit par la charge est / = q/T car la charge q passe 1/T fois
par seconde devant un point donne, et le moment magnetique fl induit par ce
courant vaut

Le facteur gyromagnetique 7 defini par (3.30) vaut q/(1m). Le mouvement
des electrons dans les atonies entraine 1'existence d'un magnetisme atomique

FlG. 3.5 — Facteur gyromagnetique.
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et le mouvement des protons dans les noyaux atomiques celle d'un
magnetisme nucleaire. Cependant le mouvement des charges ne peut expliquer
quantitativement ni le magnetisme atomique ni le magnetisme nucleaire. II
faut tenir compte d'un magnetisme intrinseque aux particules. L'experience
montre que les particules elementaires — de spin non nul — portent un
moment magnetique associe a un moment angulaire intrinseque, appele spin
de la particule, que nous noterons s. On peut essayer de se representer de
fagon intuitive ce moment angulaire comme provenant d'une rotation de la
particule sur elle-meme. Cette image intuitive peut etre utile, mais il ne
faut pas la prendre tres au serieux : prise a la lettre, elle conduit a des
contradictions insurmontables, et seule la mecanique quantique permet une
description correcte du spin. L'experience montre que 1'electron, le proton et
le neutron ont un spin ^h. On omet souvent le facteur H, et on dit simplement
que 1'electron, le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2. Le
facteur gyromagnetique associe au spin est different de (3.30). II vaut par
exemple pour 1'electron8 et le proton

ou (qe,qp = —qe) et (me,rap) sont les charges et les masses de 1'electron et
du proton. Mieux, bien que de charge nulle, le neutron possede un moment
magnetique ! Son facteur gyromagnetique est donne par

Le magnetisme des atonies est du a la combinaison du mouvement des
electrons (magnetisme orbital) et du magnetisme associe au spin des electrons.
Le magnetisme des noyaux atomiques est du au mouvement des protons et au
magnetisme associe aux spins des neutrons et des protons. L'equation (3.30)
montre que le facteur gyromagnetique est inversement proportionnel a la
masse : le magnetisme d'origine nucleaire est plus faible que le magnetisme
d'origine electronique par un facteur ~ me/mp ~ 1/1000. Malgre ce facteur
defavorable, le magnetisme nucleaire joue un role pratique considerable en
etant a la base de la resonance magnetique nucleaire (RMN : exercice 4.3.5)
et de ses derives comme 1'imagerie par resonance magnetique (IRM).

Examinons en physique classique le mouvement d'un moment
magnetique fl dans un champ magnetique constant B. Ce moment
magnetique est soumis a un couple F = /I x I?, et 1'equation du mouvement
est

Cette equation implique que s et // tournent autour de B avec une vitesse
angulaire constante uj = —qB/(2m}, appelee frequence de I/armor. II est

8. A des corrections de 1'ordre de 0.1 % pres : ces corrections sont calculables grace a
1'electrodynamique quantique.
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commode de donner une valeur algebrique a u; : la rotation se fait dans le
sens trigonometrique pour q < 0 (a; > 0). Le mouvement de rotation est
appele precession de Larmor (figure 3.6).

FlG. 3.6 - Precession de Larmor : le spin s*precesse autour de B avec une frequence
angulaire uj.

3.2.2 Experience de Stern-Gerlach et filtres
de Stern-Gerlach

L'experience realisee par Stern et Gerlach en 1921 est schematisee sur
la figure 3.7. Un jet d'atomes d'argent sort d'un four et est collimate par
deux fentes, avant de passer dans 1'entrefer d'un aimant ou regne un champ
magnetique dirige suivant9 Oz. Le champ magnetique n'est pas homogene :
Bz est une fonction de z. L'atome d'argent porte un moment magnetique
qui est en fait le moment magnetique de son electron de valence. Du point
de vue des forces magnetiques, tout se passe comme si un electron traversait
1'entrefer de 1'aimant. Cependant on doit utiliser dans la dynamique la masse
de 1'atome et non celle de Pelectron et noter 1'absence de force de Lorentz,
1'atome d'argent etant electriquement neutre. L'energie potentielle U d'un
moment magnetique dans B est U = —/7 • B, et la force correspondante

En realite B ne peut pas etre strictement parallele a Oz : si B — (0,0,5),
dB/dz ^ 0 est incompatible avec 1'equation de Maxwell V • B = 0. Une

9. Le lecteur prendra garde au fait que 1'orientation des axes est differente de celle de la
section precedente : la direction de propagation est maintenant Oy. Ce nouveau choix est
dicte par le souhait de respecter les conventions usuelles.
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FlG. 3.7 - Experience de Stern-Gerlach.

justification complete de (3.32) se trouve dans 1'exercice 9.7.13, ou 1'on montre
que la force effective sur 1'atome est bien donnee par (3.32). Lorsque le champ
magnetique est nul, les atonies arrivent au voisinage d'un point de 1'ecran et
forment une tache de dimension finie en raison de la dispersion des vitesses,
car la collimation n'est pas parfaite. L'orientation des moments magnetiques
a la sortie du four est a priori aleatoire, et en presence du champ magnetique,
on s'attendrait a un elargissement de la tache : les atonies dont le moment
magnetique /T est antiparallele a Oz, subissent une deviation maximale vers
le haut pour (dBz/dz) < 0, ceux dont Jl est parallele a Oz une deviation
maximale vers le bas, toutes les deviations intermediaries etant possibles. En
fait on observe experimentalement deux taches symetriques par rapport au
point d'arrivee en 1'absence de champ magnetique. Tout se passe comme
si p,z, et done sz, ne pouvait prendre que deux valeurs, et deux seulement,
dont on constate10 qu'elles correspondent a sz = ±h/2 : sz est quantifie.
On remarquera que comme le facteur gyromagnetique est negatif (7 < 0), la
deviation vers le haut (resp. bas) correspond a sz > 0 (resp. < 0). L'appareil
de Stern-Gerlach agit comme la lame birefringente de la figure 3.2 : a la sortie
de 1'appareil, 1'electron suit une trajectoire11 ou son spin est oriente soit vers le
haut : sz = +/1/2, soit vers le bas : sz = —h/2. L'analogie avec la polarisation
des photons nous suggere de prendre comme espace des etats de spin 1/2 un
espace vectoriel a deux dimensions, ce qui s'averera etre le bon choix. Une
base possible de cet espace est formee des deux vecteurs |+) et | —}, decrivant
les etats physiques obtenus en selectionnant les atonies devies vers le haut ou
vers le bas par 1'appareil de Stern-Gerlach, et correspondant respectivement
aux valeurs +h/2 et —h/2 de sz. Les etats +} et |—) sont souvent appeles

10. La connaissance de dBz/dz et de 7 permet en principe de remonter a la valeur de sz
a partir de la deviation : exercice 9.7.13.

11. On peut montrer (exercice 9.7.13) que les trajectoires peuvent etre traitees
classiquement.
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« spin up » et « spin down ». Ces etats de spin sont 1'analogue de deux etats
de polarisation orthogonale |<£) et \$±_} dans le cas des photons12.

FlG. 3.8 - Filtre de Stern-Gerlach.

Le dispositif schematise sur la figure 3.8 permet de recombiner les atonies
devies vers le haut ou vers le has sur une trajectoire unique, de meme que
la combinaison de deux lames birefringentes de la figure 3.3 permettait de
recombiner les trajectoires des photons polarises suivant Ox et suivant Oy.
Ce dispositif, que nous appellerons « filtre de Stern-Gerlach » n'a pas ete
realise experimentalement par Stern et Gerlach. II a ete imagine quarante ans
plus tard par Wigner afin de permettre une discussion theorique simple.
Si 1'on place deux filtres de Stern-Gerlach a la suite 1'un de 1'autre avec
la meme orientation de B en bloquant par exemple les deux voies du bas
(figure 3.9a), on constate que 100 % des atonies qui passent le premier filtre
sont aussi transmis par le second, de meme qu'un photon selectionne par un
polariseur oriente suivant Ox est transmis avec une probabilite de 100 % par
un analyseur de meme orientation. Si au contraire la voie du bas est bloquee
sur le premier filtre et la voie du haut sur le second (figure 3.8b), alors aucun
atome n'est transmis, de meme qu'aucun photon n'est transmis si 1'analyseur
et le polariseur sont croises. Comme dans la section precedente, on rend
compte de ces resultats en ecrivant les amplitudes de probabilite a(H >• +)
et a(H > —) comme des produits scalaires de vecteurs de base13

12. Toutefois il ne faut pas pousser trop loin cette analogic ; comme nous le verrons au
chapitre 10, le photon a un spin h, et non h/2. Un spin h a normalement trois etats de
polarisation possibles. II y en a seulement deux dans le cas du photon parce que le photon
a une masse nulle.

13. En toute rigueur, on salt seulement que |a(+ —> +) = |a(— —> —) | = 1, mais un
choix de phase convenable permet toujours de se ramener a (3.33).
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FlG. 3.9 — Filtres de Stern-Gerlach en serie.

Si Ton represente les vecteurs +) et | — ) sous la forme de vecteurs colonnes

le vecteur d'etat (unitaire) le plus general \x) £ H s'ecrira

Avec les vecteurs +} et |—} on peut construire un operateur hermitique Sz tel
que ces vecteurs soient vecteurs propres de Sz avec les valeurs propres ±ft/2

ou P+ et P- sont les projecteurs sur les etats +} et | —}. A la grandeur
physique Sz, composante suivant z du spin, on associe un operateur
hermitique Sz agissant dans Fespace des etats H,. Les vecteurs +) et |—)
sont aussi appeles etats propres de Sz, et forment la base ou Sz est diagonal:
dans cette base, Sz est represente par la matrice diagonale (3.36). La grandeur
physique composante suivant z du spin a une valeur bien determinee +h/2
ou —H/1 si le vecteur d'etat \x) est egal a |+) ou | — ) .

3.2.3 Etats de spin d'orientation arbitraire
Poursuivons 1'analogie avec la polarisation d'un photon en faisant tourner

la direction du champ magnetique du filtre de Stern-Gerlach et en 1'alignant
dans la direction h : seule la composante Bfi — B • n du champ magnetique
est non nulle. Avec cette nouvelle orientation, le filtre de Stern-Gerlach va
fabriquer des etats que nous noterons |+, n) et — , n), obtenus en selectionnant
les atomes devies respectivement dans le sens de n et dans la direction
opposee14. Par analogic avec le cas des photons, nous dirons que le spin 1/2

14. Ceci suppose que 1'on sache changer la direction de propagation des electrons pour
la rendre orthogonale a n. Comme nous discutons une « experience theorique », nous ne
nous attarderons pas sur les moyens qui pourrraient etre utilises pour ce faire.
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est polarise dans la direction +n cm —n. Nous procedons comme pour
1'etude de la polarisation d'un photon, en utilisant un premier filtre de Stern-
Gerlach, jouant le role de polariseur, dont le champ magnetique oriente
suivant Oz selectionne les spins dans 1'etat |+). Le deuxieme filtre a son champ
magnetique oriente dans la direction n et joue le role d'analyseur. II permet
de mesurer experimentalement les probabilites p(H > [+>^]) = K + > ™ + ) | 2

et p(+ —> [—,n]) = |{—,n|+) |2 ; comme dans la section precedente, nous
supposons que ces probabilites sont donnees par le module carre de produits
scalaires. De meme que les etats15 +} et |—}, les etats | + ,n) et | — ,n) sont
orthogonaux : (+,n| —, n) = 0. Si le polariseur et 1'analyseur sont orientes
dans la meme direction, un etat prepare par le polariseur est transmis a 100 %
par 1'analyseur, et a 0 % si leurs orientations sont opposees16 : le resultat du
test de la polarisation est certain. Si les directions ne sont pas les memes,
on observe seulement une certaine probabilite de transmission. De meme
que les bases d'etats de polarisation d'un photon { x ) , \ y } } et {|0}, #x}}
etaient incompatibles (§ 3.1.2), les bases (|+), —)} et (| + ,n), — ,n}} sont
incompatibles pour les etats de spin 1/2.

Nous allons maintenant utiliser 1'invariance par rotation pour determiner
les probabilites de transmission : la physique de ce probleme ne doit pas
dependre de 1'orientation du systeme d'axes. La premiere consequence de
cette invariance est que la direction Oz n'a aucune raison d'etre privilegiee,
et qu'il doit exister un operateur hermitique Sh = S • n, projection du spin
sur 1'axe n, ayant des valeurs propres h/2 et —h/2 et la forme (3.36) dans
une base { +,n), — ,n}} qui reste a determiner. L'operateur Sn s'ecrira en
fonction de ses valeurs propres et de ses vecteurs propres

La matrice representative de Sn dans la base (3.34) ou Sz est diagonal est
a priori donnee par la matrice hermitique 2 x 2 la plus generale de valeurs

15. Les notations |+) et —) sont done des notations abregees pour +,£} et | — , z ) .
16. Et non orthogonales comme dans le cas des photons !

Introduisons la notion de valeur moyenne de la composante suivant n du spin,
que nous noterons (Sh). Comme la deviation dans la direction ±n correspond
a une valeur Sh = ±h/2 lorsque le spin est dans un etat \x) arbitraire, cette
valeur moyenne, notee (S^), sera donnee par
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propres ±ft/2

ou a et c sont des nombres reels. L'equation aux valeurs propres A± de la
matrice A s'ecrit

On doit avoir

Parametrons a et b a 1'aide de deux angles a et (3 : a — cos/? et b =
exp(—ia)sin/3. Nous obtenons pour Sn

dont les vecteurs propres sont a un facteur de phase pres (c/. (2.35))

3.2.4 Rotation d'un spin 1/2

II nous reste a trouver une interpretation geometrique aux angles a
et j3. Nous aliens faire 1'hypothese que la valeur moyenne (S), dont les
composantes sont ( ( S x ) , (Sy), ( S z } ) , se transforme par rotation comme un
vecteur de 1'espace a trois dimensions, c'est-a-dire comme 1'objet classique s
correspondant. Reprenons 1'experience type polariseur/analyseur. Dans un
premier temps, le champ magnetique du polariseur est oriente suivant Oz,
et de meme pour 1'analyseur. Nous savons que dans ce cas 100 % des spins
traversent 1'analyseur. Si le champ de 1'analyseur est oriente antiparallelement
a Oz, alors aucun spin ne le traverse. Nous pouvons exprimer ce resultat sous
la forme suivante : a la sortie du polariseur, la valeur moyenne de Sz, (Sz)
est egale a h/2. Orientons maintenant le champ magnetique de 1'analyseur
suivant Ox : on constate experimentalement que les spins ont alors une chance
sur deux d'etre devies vers les x positifs et une chance sur deux d'etre devies
vers les x negatifs, ce qui correspond a une valeur moyenne nulle de Sx :
(Sx) — 0. Ce resultat ne doit pas surprendre. Un premier argument fait appel
a un raisonnement classique : un spin classique parallele a Oz n'est pas devie
par un gradient de champ suivant Ox. Un deuxieme argument plus general
fait appel a 1'invariance par rotation17 : dans notre probleme, les variables de
spin sont decouplees des variables spatiales liees a la propagation de 1'atome
et, pour les rotations du spin, le probleme est invariant par rotation autour
de Oz : en 1'absence de direction privilegiee dans le plan xOy, (Sx) = (Sy) — 0.
Le vecteur (S) a done pour composantes (0,0, ft/2).

17. On peut aussi invoquer 1'invariance par parite sans faire appel au decouplage des
variables de spin et des variables spatiales : voir exercice 9.7.13.
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FlG. 3.10 - (a) (S) dans deux systemes d'axes. (b) Rotation de (S} (b).

Supposons maintenant que 1'experimentateur decide d'utiliser un systeme
d'axes x'Oz' obtenu a partir de xOz par une rotation d'angle —9 autour
de Oy (figure 3.10a). Si (S) est un vecteur, ses composantes dans le nouveau
systeme d'axes seront ft/2(sin#,0,cos#). On obtient une situation physique
equivalente18 en conservant le systeme d'axes original et en orientant le
gradient du champ magnetique du polariseur suivant une direction faisant
un angle 9 avec Oz (figure 3.1 Ob). Le polariseur prepare alors les spins dans
un etat que nous noterons | + ,n#). On a done pour les valeurs moyennes

En general, on pourra orienter le champ magnetique B du polariseur suivant
une direction quelconque h : le polariseur prepare les spins dans 1'etat |+,n).
Soit 9 et (j) les angles polaire et azimutal definissant la direction de h
(figure 3.11). La generalisation immediate de 1'argument precedent montre
que les valeurs moyennes de S sont alors

ou bien, en notation vectorielle

18. Nous verrons au § 8.1.1 que ceci consiste a passer du point de vue passif au point de
vue actif pour une operation de symetrie.
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FlG. 3.11 - Orientation de n.

Nous avons detaille le raisonnement menant a (3.44), mais nous aurions
pu arriver directement au resultat en remarquant que le seul vecteur a
notre disposition est n, et (S) est necessairement parallele a n. Calculons
maintenant les valeurs moyennes compte tenu de (3.41)

On doit done avoir (3 — ±0. Choisissons la solution (3 — 6 et calculons les
matrices representatives de Sx et Sy dans la base (3.34) ; comme 6 = j3 = yr/2
dans les deux cas, (3.40) devient

Ceci donne pour les valeurs moyennes

On obtient par identification avec (3.43)

La solution de (3.45) n'est pas unique19; nous choisirons par convention

Avec ce choix a — <fi et les operateurs Sx, Sy et Sz dans la base (3.34) prennent
la forme

19. Les autres solutions correspondent a un systeme d'axes obtenu par rotation autour de
Oz des axes Ox et Oy ou a un systeme d'axes obtenu par inversion de Oy : cf. exercice 3.3.4.



3. Polarisation : photon et spin 1/2 93

Les matrices ax, ay et az sont appelees matrices de Pauli

Ces matrices verifient des relations importantes souvent utilisees

que 1'on peut rassembler en

oil les indices (i,j, k) prennent les valeurs ( x , y , z ) et e^ est le tenseur
completement antisymetrique, egal a +1 si (ijk) est une permutation paire
de (xyz), a — 1 dans le cas d'une permutation impaire et a zero dans tous les
autres cas20. Une forme equivalente de (3.49) est la suivante : si a et b sont
deux vecteurs

ou Ton a utilise pour le produit vectoriel

L'equation (3.49) implique aussi les relations de commutation21

ou, de fagon equivalente pour les composantes du spin

Les matrices de Pauli forment avec la matrice identite / une base pour 1'espace
vectoriel des matrices sur 1i. En effet toute matrice 2 x 2 peut s'ecrire

ou les coefficients AQ et A^ sont reels pour une matrice hermitique A = A^] ils
sont donnes par (exercice 3.3.5)

20. Par exemple £yzx = 1, £yxz = —1 et exxz = 0.
21. En ecrivant les indices explicitement : \ax,ay\ = 2icr2 et deux autres relations

obtenues par permutation circulaire des indices ( x , y , z ) .
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Le fait que les matrices de Pauli forment line base pour les matrices sur tout
espace de Hilbert a deux dimensions entraine que ces matrices sont souvent
utilisees pour des problemes ou 1'espace des etats est a deux dimensions, meme
si le probleme physique n'a rien a voir avec un spin 1/2. Elles sont par exemple
tres utiles pour traiter un modele standard de la physique atomique, 1'atome
dit « a deux niveaux » (voir § 5.2.5 et § 14.4.1).

Les vecteurs propres |+,n) et | — , n) de Sh = ^hff-n se deduisent de (3.41)
avec j3 — 9 et a = (f>

Les etats |+,n) et | —,n ) sont les transformes des etats |+) et |—} par une
rotation qui amene 1'axe Oz sur 1'axe n : un choix possible, coherent avec celui
qui sera fait ulterieurement au chapitre 10, consiste a effectuer une premiere
rotation de 0 autour de Oy, suivie d'une rotation de 0 autour de Oz. On peut
ecrire (3.56) sous la forme

Cette equation definit une matrice22 Z^1/2^, 0), appelee matrice de rotation
pour le spin 1/2

Cette matrice est unitaire, car elle effectue un changement de base dans 7i. De
plus on verifie qu'elle est de determinant 1, et c'est une matrice appartenant
au groupe S(U2) : cf. exercice 8.5.2. II est interessant de considerer les
rotations de ITT qui ramenent le systeme physique a sa position initiale. On
remarque par exemple que Dl/2(9 = 2?r, 0 = 0) = —/. Dans une rotation
de 2yr autour de Oy, le vecteur d'etat \x) —» ~\X) ' Mais il n'y a la aucun
paradoxe : les vecteurs \x) et —\x) representent le meme etat physique,
et, comme il se doit, une rotation de 2?r ne modifie pas 1'etat physique.
Ce comportement du spin 1/2 est a contraster avec celui des photons :
d'apres (3.28), exp(—2i7rE^) = +/, et le vecteur d'etat est inchange dans
une rotation de 2?r. Nous observons la une difference remarquable entre spins
entiers et spins demi-entiers, sur laquelle nous reviendrons au chapitre 10.

La forme (3.56) des vecteurs propres de Sn permet de calculer les
amplitudes de probabilite

22. On remarque que cette matrice s'ecrit en fonction de 0/2, et non de 9 comme dans
le cas d'un photon (3.28) : le photon a un spin 1 et non 1/2 !



3. Polarisation : photon et spin 1/2 95

et les probabilites correspondantes

Nous avons obtenu 1'essentiel des proprietes du spin 1/2, et ceci a partir des
trois seules hypotheses, dont les deux premieres decoulent de 1'invariance par
rotation.

• La valeur moyenne (S) se transforme comme un vecteur dans une
rotation.

• Les valeurs propres de S • n sont independantes de n.

• L'espace des etats est de dimension deux.

Certaines de ces proprietes comme les relations de commutation (3.53)
ou 1'existence de matrices de rotation, vont se transposer a un moment
angulaire J quelconque (chapitre 10). Toutefois d'autres proprietes sont
specifiques au spin 1/2 : par exemple c'est seulement dans ce cas que tout
etat de "H peut s'ecrire comme un vecteur propre de J • n = S • n.

3.2.5 Dynamique et evolution temporelle
Reprenons le probleme du spin plonge dans un champ magnetique

uniforme et constant B, que nous supposerons oriente suivant 1'axe des z.
Notre etude classique du § 3.2.1 avait mis en evidence le phenomene de la
precession de Larmor. En physique classique, 1'energie est un nombre

ou (jj = —^B est la frequence de Larmor. En physique quantique, 1'energie
devient un operateur hermitique, que 1'on appelle le hamiltonien, note H,
agissant dans 1'espace des etats. Comme cet espace est de dimension deux, le
hamiltonien sera represente par une matrice 2 x 2 . Nous admettrons23 qu'en
mecanique quantique le hamiltonien conserve formellement 1'expression (3.61),
a condition de remplacer la quantite classique sz par 1'operateur Sz, la
projection suivant Oz de 1'operateur de spin S

La deuxieme forme de H donne sa representation matricielle dans une base
ou Sz est diagonal. Les valeurs propres de H sont +hiu/2, et — hu/2. Ce sont
les deux valeurs possibles de 1'energie et les vecteurs propres correspondants
sont bien sur ceux de Sz : |+) et —}. Le schema des niveaux d'energie est
donne dans la figure 3.12 pour LJ > 0.

23. En dernier ressort, 1'expression du hamiltonien trouve sa justification dans son accord
avec 1'experience.
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FIG. 3.12 - Spectre du hamiltonien (3.62).

Supposons qu'au temps t = 0 le spin se trouve dans 1'etat propre |+,n).
On peut alors se poser la question suivante : quel sera 1'etat de spin a un
temps t ulterieur ? Pour repondre a cette question, nous avons besoin d'un
postulat supplementaire. Ce postulat, qui sera explicite avec plus de details
au chapitre suivant, stipule que le vecteur d'etat \x(t}) au temps t se deduit
du vecteur d'etat au temps t = 0, x(i = 0)}, par

Cette loi devolution est particulierement simple pour les vecteurs propres
de H, appeles etats stationnaires

Si |0) est un etat arbitraire, la probabilite de trouver un etat stationnaire
dans -0) est independante du temps : par example

i
Supposons le spin oriente au temps t = 0 dans la direction n

Ceci donnera au temps t

X(t}) -cos6>/2exp[-i((/) + ^)/2]|+}+sm^/2exp[i(0 + ^)/2]|-} (3.64)

Si au temps t = 0 le spin est oriente suivant la direction n definie par les
angles 9 et </> : {5} — | /in, au temps t le spin sera oriente dans la direction
(0, 0 + ujt) : le sens de rotation est le sens trigonometrique pour q < 0 et
coincide bien sur avec celui du spin classique. La valeur moyenne du spin
precesse autour de B avec la frequence de Larmor.

La loi d'evolution (3.64) va nous permettre d'introduire une relation entre
la dispersion A£" sur 1'energie et le temps caracteristique d'evolution d'un
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systeme quantique, qui sera donnee sous la forme generale de I'inegalite de
Heisenberg temporelle au § 4.2.4. Recrivons (3.64) en utilisant les notations c+

et c_ pour les composantes de |x(0)) dans la base (|+), |—)}

et defmissons les frequences u±

ce qui donne pour |x(t)}

Calculons la probabilite de trouver le vecteur d'etat |x(t)} dans un etat ip)
arbitraire

Les deux premiers termes de (3.65) sont independants du temps et le troisieme
oscille avec une frequence

AE est la dispersion sur 1'energie : 1'energie du systeme n'a pas une valeur bien
definie car le systeme passe d'un niveau a 1'autre avec un temps caracteristique
At c± h/AE, ce que Ton traduit par une relation entre dispersion sur 1'energie
et temps caracteristique devolution

Cette relation, que nous demontrerons sous la forme d'une inegalite par une
methode plus generale au § 4.2.4, est un exemple d'inegalite de Heisenberg
temporelle.

3.3 Exercices

3.3.1 Decomposition et recombinaison de polarisations
La figure 3.3 illustre une experience de decomposition par une lame

birefringente d'une polarisation lineaire en polarisation suivant Ox et
polarisation suivant Oy, les deux polarisations correspondant a des rayons
lumineux distincts. Cette decomposition est suivie d'une recombinaison de ces
deux polarisations par une seconde lame qui redonne la polarisation initiale.
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En fait le schema de la figure 3.3 ne conduit pas au resultat escompte, car
les indices de refraction du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire sont
differents, ce qui induit une difference de chemin optique entre ces deux rayons.
II est necessaire de compenser cette difference de chemin optique si 1'on veut
recombiner les deux polarisations. On rappelle que le rayon extraordinaire est
toujours polarise dans le plan contenant 1'axe optique et le rayon ordinaire
dans un plan perpendiculaire a 1'axe optique. Les deux lames birefringentes
sont supposees strictement identiques, taillees dans des cristaux de calcite et
d'epaisseur a.

FlG. 3.13 — Compensation du dephasage par une lame intermediaire. L'axe optique
de la lame intermediaire est perpendiculaire au plan de la figure.

1. L'angle entre la normale et le rayon extraordinaire dans la lame de calcite
est a = 6.20° (0.1082 rad). L'epaisseur de la lame est de 10 mm et les indices
ordinaire et extraordinaire ont pour valeurs respectives24

Le faisceau lumineux incident est fourni par un laser Helium-Neon de longueur
d'onde A = 632.8nm; le diametre du faiceau est de 250 /mi25. Les deux
rayons sont-ils bien separes a la sortie de la premiere lame ? Quelle est
alors la difference de chemin optique entre le rayon ordinaire et le rayon
extraordinaire ?

24. La valeur de n'e a ete calculee a 1'aide de 1'ellipsoi'de des indices : cf. M. May et A-M
Cazabat, Optique, Dunod, Paris (1998), chapitre 20.

25. En fait ce diametre w(z) n'est pas constant : il varie suivant une loi

ou zn ~ 0.31 m et WQ est le diametre minimal, ou col du faisceau. Si 1'ensemble du dispositif
a une longueur de 1'ordre de 10 cm, cette variation du diametre est sans importance si 1'on
place le col au centre du dispositif.
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2. On veut compenser cette difference de chemin optique, ainsi que celle
induite par la seconde lame en intercalant une lame intermediate (lame
compensatrice) de calcite dont 1'axe optique est perpendiculaire ail plan de la
figure 3.13 : dans cette lame, le rayon (x) se propage comme un rayon ordinaire
et le rayon (y) comme un rayon extraordinaire avec un indice ne = 1.48465.
Quelle epaisseur D doit-on choisir pour cette lame intermediate si Ton veut
compenser la difference de chemin optique de fagon a pouvoir recombiner les
deux polarisations a la sortie de la seconde lame ?

3. Montrer qu'une precision de 10~5 sur les indices est sumsante pour fixer
1'epaisseur de la lame compensatrice. Comparer avec la precision requise sur
ces indices si 1'on essayait de proceder sans lame compensatrice en fixant
1'epaisseur des lames d'entree et de sortie de telle sorte que la difference
de chemin optique induite par les deux lames soit un multiple entier de la
longueur d'onde. Ann de simplifier la discussion, on negligera la difference
entre n'e et ne dans le calcul d'erreurs.

4. Le dispositif est tres sensible aux variations de temperature en raison de
la dilatation de la calcite et de la variation des indices. Afin de simplifier la
discussion, on se limitera aux effets dus aux variations des indices qui sont

La compensation etant supposee parfaitement realisee pour une
temperature T, quelle sera la difference totale de chemin optique (induite
par les trois lames) si la temperature varie de 1 degre ? Que se passerait-il si
1'on n'utilisait pas de lame compensatrice ?

5. La premiere lame a maintenant une epaisseur de 2 mm. Decrire la
polarisation a la sortie de cette lame.

3.3.2 Polarisation elliptique
1. Determiner les axes et le sens de parcours de 1'ellipse pour un etat de
polarisation (3.12)

2. Verifier que 1'etat |$j_) (3.19) orthogonal a |$)

est arrete par le polariseur lineaire du polariseur (A,/ /) .

3. Verifier que les proprietes physiques du polariseur (A,//) sont inchangees
si 1'on utilise la parametrisation generale avec A et n complexes

avec r\ — r\y — r]x. Retrouver 1'expression de "P$.
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3.3.3 Operateur de rotation pour le spin du photon

Demontrer (3.28). Suggestion : developper en serie exp(—i0£z). Que
vaut (Sz)

2 ?

3.3.4 Autres solutions de (3.45)
Dans 1'espace des etats de spin 1/2, la matrice unitaire D^l^\9^}

transforme 1'etat |+) en 1'etat \ + ,n) ou le vecteur unitaire n est donne par
n = (sin 0 cos if}, sin 0 sin ̂ , cos 6). Si la rotation s'effectue autour de 1'axe
des 2, 0 = 0 dans (3.58) et

Discuter Faction de U sur les etats |+) et —}.

2. L'operateur U peut-etre considere comme un changement de base, ou u:
operateur A se transforme suivant (2.18) en

Quels sont les operateurs transformer de crx, oy et az ?

3. Les conditions (3.45) ont pour solution soit (1) a — ax = 0 soit (2)
a — ax = — 0. Montrer que dans le cas (1), ax et ay sont donnes par

et que par rapport a la solution standard (3.47), cette solution correspond a
une simple rotation des axes autour de Oz.

4. Montrer que si Ton choisit a. — ax = — $ la solution standard est

Quelle est 1'interpretation de ce resultat ?

3.3.5 Decomposition d'une matrice 2 x 2

1. On introduit la notation :

Montrer que si une matrice 2 x 2 A verifie Tr (&i A) = 0 Vi = 0 , . . . , 3, alors
A = Q.
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2. Soit la matrice 2 x 2

Montrer que

En deduire qu'une matrice 2 x 2 quelconque peut toujours s'ecrire

A quelle condition doivent obeir les coefficients A^ lorsque A est hermitique,
A = A^1

3.3.6 Exponentielles de matrices de Pauli
1. Montrer que

Suggestion : calculer (a • n)2. Identifier cet operateur avec D^l^2\0,<j) = 0)
dans (3.58).

2. Montrer que toute matrice 2 x 2 unitaire et de determinant unite U peut se
mettre sous la forme donnee dans la question 1. Suggestion : montrer que U
est de la. formp

et ecrire a = a\ + ia,2, b = bi + 162- Montrer que a\ = cos 0/2.

3. Trouver deux matrices 2 x 2 A et B telles que

3.3.7 Tenseur Sijk

1. Montrer 1'identite

En deduire
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Que vaut

2. On peut ecrire la composante i du rotationnel d'un vecteur A conime

avec dj — d/dxj. Montrer a partir de 1'identite de la question 1 que

3.3.8 Rotation de 2?r d'un spin 1/2

On reprend 1'inter feromet re a neutrons de 1'exercice 1.6.7, le plan ABDC
etant horizontal. Un dephasage variable \ est obtenu en faisant passer les
neutrons du faisceau I dans un champ magnetique uniforme et constant B
sur une longueur /, le champ magnetique etant perpendiculaire au plan de
la figure26. Les neutrons sont supposes polarises parallelement au plan de la
figure. Determiner I'angle de la rotation subie par le spin du neutron a la sortie
du champ magnetique en fonction de I, de la vitesse v (connue) du neutron
et de son facteur gyromagnetique 7n. Montrer que les taux de comptage par
les detecteurs DI et D2 dependent sinusoi'dalement de B. Montrer que Ton
peut deduire de ces oscillations que le vecteur d'etat de spin est multiplie par
— 1 dans une rotation de 2yr.

FlG. 3.14 — Mise en evidence experiment ale de la rotation de 2?r d'un spin 1/2.

26. S. Werner, R. Colella, A. Overhauser et C. Eagen, Phys. Rev. Lett. 35, 1053 (1975).
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3.3.9 Diffusion de neutrons par un cristal :
noyaux de spin 1/2

On reprend 1'experience decrite dans 1'exercice 1.6.4 de diffraction de
neutrons par un cristal en supposant que les noyaux atomiques ont un spin 1/2
(exemples : ff1, C13 F19, etc.). On se limitera dans un premier temps
(questions 1 et 2) au cas ou les neutrons ont un spin up (|) et les noyaux un
spin down (j) : les neutrons et les noyaux sont polarises. Dans ces conditions il
y a deux amplitudes de diffusion possibles car on peut montrer (chapitre 12)
que la composante z du spin total est conservee dans la diffusion neutron-
noyau. Ces deux amplitudes sont :

• Une amplitude fa ou la diffusion se fait sans changement de 1'etat de
spin

neutron j + noyau j —>• neutron | + noyau j

• Une amplitude /& ou la diffusion s'effectue avec renversement du spin
(spin flip)

neutron j + noyau j —>• neutron j + noyau f

1. Montrer que, dans le premier cas, on retrouve les resultats de la diffusion
sans spin.

2. Montrer que, dans le second cas, la diffraction disparait et que la probabilite
de diffusion est independante de q.

3. En general les noyaux atomiques ne sont pas polarises, c'est-a-dire qu'ils
ont une chance sur deux d'avoir spin up et une chance sur deux d'avoir
spin down. On doit prendre en consideration une troisieme amplitude fc

correspondant a la diffusion

neutron f + noyau | —>• neutron f + noyau j

Suivant la methode utilisee dans 1'exercice 1.6.8, introduisons un nombre 0.1
qui prend la valeur 0 si le noyau i a un spin up et la valeur 1 si ce noyau a un
spin down. L'ensemble des {c^} caracterise une configuration des spins dans
le cristal. Montrer que 1'amplitude de diffusion d'un neutron par le cristal
dans la configuration {c^} est

Que vaudrait 1'intensite si la configuration {a^} etait fixee ? On prendra
garde a additionner les probabilites pour des etats finaux differents. On doit
enfin prendre la moyenne sur les differentes configurations du cristal, le spin
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de chaque noyau etant suppose independant des autres spins. Si {•) designe
la moyenne sur les configurations, montrer que

En deduire que la probabilite de diffusion est proportionnelle a

ou M est le nombre de noyaux. En realite les trois amplitudes /a, ft, et fc ne
sont pas independantes : on verra dans 1'exercice 12.5.5 que

ou at et as sont les longueurs de diffusion dans les etats triplet et singulet.

4. Que se passe-t-il si, comme c'est le cas courant en pratique, les neutrons
ne sont pas polarises ?
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Chapitre 4

Postulats de la physique quantique

N OUS ALLONS ENONCER DANS CE CHAPITRE les postulats de base de la
physique quantique, en generalisant les resultats etablis au chapitre

precedent dans deux cas particuliers : la polarisation du photon et le spin 1/2.
Au lieu d'etre de dimension deux, 1'espace des etats sera a priori de dimension
quelconque N, voire de dimension infinie. Les postulats tels qu'ils sont
enonces dans ce chapitre fixent le cadre conceptuel general de la mecanique
quantique, et ne donnent pas directement les outils necessaires pour resoudre
des problemes specifiques. La resolution d'un probleme de physique concret
suppose toujours une phase de modelisation, ou Ton simplifie le systeme a
etudier, ou Ton definit un cadre d'approximations, etc., et cette phase de
modelisation s'appuie inevitablement sur des considerations plus ou moins
heuristiques qui ne peuvent pas se deduire du cadre general de la physique
quantique1. Le § 3.2.5 donne un exemple de demarche heuristique, conduisant
a la solution d'un probleme concret, celui du mouvement d'un spin 1/2 dans
un champ magnetique.

II est possible d'utiliser d'autres ensembles de postulats : par exemple une
autre approche de la mecanique quantique consiste a enoncer des postulats
sur les integrates de chemin2. Comme c'est souvent le cas, une meme theorie
physique peut revetir plusieurs habillages mathematiques differents. Enfin
il faut souligner que les postulats de la physique quantique soulevent des
problemes epistemologiques difficiles, qui sont encore largement debattus
aujourd'hui et ne seront pas traites dans ce livre. Le lecteur interesse est
renvoye par exemple au livre recent d'Isham [1995].

1. Cette demarche n'est pas fondamentalement differente de celle utilisee en physique
classique. Par exemple les trois lois de Newton fixent le cadre conceptuel de la
mecanique classique, mais la solution d'un probleme concret requiert toujours une phase de
modelisation : simplification du probleme pose, approximations pour les forces, etc.

2. Voir par exemple L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration,
Wiley New-York (1981).
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4.1 Vecteurs d'etat et grandeurs physiques

4.1.1 Principe de superposition
Nous avons appris aii chapitre 3 a caracteriser 1'etat de polarisation d'un

photon ou celui d'un spin 1/2 par un vecteur appartenant a un espace de
Hilbert complexe, 1'espace des etats. Le postulat I generalise les notions de
vecteur d'etat et d'espace des etats a tout systeme quantique.

Postulat I : espace des etats
Les proprietes d'un systeme quantique sont entierement defmies par la donnee
de son vecteur d'etat |<£>), qui fixe la representation mathematique de 1'etat
physique du systeme3. Le vecteur d'etat est un element d'un espace de Hilbert
complexe Ti, appele espace des etats. II sera commode de choisir [<£>) unitaire,
c'est-a-dire de norme un : \\tf> |2 = {^|^} = 1.

Le fait qu'un etat physique soit represente par un vecteur implique sous
certaines conditions le principe de superposition, caracteristique de la linearite
de la theorie : si \<p) et \x) sont des vecteurs de Ti. representant des etats
physiques, alors le vecteur unitaire

ou A et /i sont des nombres complexes, est un vecteur de Ji et represente aussi
un etat physique.

Au chapitre precedent, nous avons defini les amplitudes de probabilite
comme produits scalaires de vecteurs appartenant a 1'espace des etats. Par
exemple, si )<£>} represente 1'etat de polarisation lineaire suivant Ox d'un
photon : \(f>] — |x), et \9) un etat de polarisation lineaire suivant UQ (3.3) :
\x) = \0), 1'amplitude de probabilite a(x —>• 0) = (6 x) = cos9. Nous
avons egalement montre que le module carre de cette amplitude possede une
interpretation physique remarquable : si 1'on teste la polarisation en faisant
passer le photon \x) a travers un analyseur lineaire d'orientation ho, on obtient
une probabilite de transmission

qui est la probabilite pour le photon dans 1'etat \x) de passer le test \d). Nous
allons generaliser les notions d'amplitude de probabilite et de test en enongant
le postulat II.

3. Le point de vue de 1'auteur est que le vecteur d'etat decrit la realite physique d'un
systeme quantique individuel. Ce point de vue est loin d'etre universellement partage et le
lecteur trouvera aisement d'autres interpretations, par exemple « Le vecteur d'etat decrit
1'information disponible sur un systeme quantique. » ou « Le vecteur d'etat n'est pas la
propriete d'un systeme physique individuel, mais un protocole pour preparer un ensemble
de tels etats. » ou encore « La mecanique quantique est un ensemble de regies permettant
de calculer la probabilite d'un resultat experimental. » Cette diversite de points de vue n'a
pas de consequences sur 1'utilisation pratique de la mecanique quantique.
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Postulat II : amplitudes de probabilite et probabilites
Si | ( f > ) est le vecteur representant 1'etat du systeme et si \x) represente un autre
etat physique, il existe une amplitude de probabilite a((p —> x) de trouver 92}
dans I'etat |x), qui est donnee par un produit scalaire sur Ti. : a((p —> x) =

(X </?)• La probabilite p(<p —> %) pour 1'etat \(p) de passer le test \x} s'obtient
en prenant le module carre ( x l v ) 2 de cette amplitude4

Ajoutons quelques remarques pour completer I'enonce des deux premiers
postulats.

• Sauf mention explicite du contraire, nous supposons les vecteurs d'etat
de norme unite. Si ce n'est pas le cas, il faut prendre garde a diviser
par les normes. Par exemple 1'equation (4.2) devient

• Les vecteurs (p) et \(p'} = exp(z/3) (p) representent le meme etat
physique. En effet, on sait seulement mesurer des probabilites, et

II n'est done pas possible de distinguer entre |c/p) et |(//), qui different par
un facteur de phase. En toute rigueur, un etat physique est represente
par un rayon, ou vecteur a un facteur de phase pres, de 1'espace de
Hilbert. En revanche la superposition A|<^} + n\x) represente un etat
physique different de A| <£>'}+ A^lx) '

• Nous nous limitons aux systemes physiques qui sont appeles cas purs,
ceux ou 1'information sur 1'etat physique est maximale. Dans le cas
d'une information incomplete, on doit avoir recours au formalisme de
1'operateur densite, qui sera expose au § 6.1.3.

• Nous avons pris bien soin de preciser « systeme quantique », et non
« particule » (quantique), qui en est un cas particulier. En effet,
nous verrons au chapitre 6 que pour un systeme de deux ou plusieurs
particules, il est en general impossible d'attribuer un vecteur d'etat
individuel a chacune des particules, et c'est seulement a Fensemble des
particules, c'est-a-dire a 1'ensemble du systeme quantique, que 1'on peut
attribuer un vecteur d'etat. Ce point sera developpe et illustre dans la
section 6.2.

4. Afin que 1'ordre des facteurs corresponde a celui du produit scalaire, il est parfois
commode de noter les amplitudes de probabilite a(x •*— <£>) gt les probabilites p(% <— tp). On
peut aussi observer qu'a defaut d'etre intuitive, 1'equation (4.2) est au moins coherente :
la probabilite de trouver 1'etat en lui-meme est un et d'apres l'inegalite de Schwarz, 0 <
Kxlv)!2 < i.
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• II existe des restrictions au principe de superposition, appelees « regies
de superselection »5, que nous n'aurons pas a considerer dans ce livre.

4.1.2 Grandeurs physiques et mesure

Au chapitre 3 nous avons montre qu'a la grandeur physique « composante
du spin suivant un axe n » on pouvait faire correspondre un operateur
hermitique S • n agissant dans 1'espace des etats. Le postulat III generalise
ce resultat a toute grandeur physique.

Postulat III : grandeurs physiques et operateurs

A toute grandeur physique A (energie, position, impulsion, moment
angulaire...) est associe un operateur hermitique A agissant dans 1'espace
des etats Ji : A fixe la representation mathematique de A.

Afin de simplifier dans un premier temps la discussion qui va suivre,
examinons le cas d'une grandeur physique A representee par un operateur
hermitique A dont les valeurs propres an sont non degenerees : A\n) = an\n).
On peut alors ecrire la decomposition spectrale

Si le syteme quantique est dans un etat [</?} = |n), la valeur de 1'operateur A
dans cet etat est an : la grandeur physique A prend la valeur numerique
exacte an. Si \tp) n'est pas etat (ou vecteur) propre de A, on sait d'apres II
que la probabilite pn = p(an) de trouver \(p] dans n), et done de mesurer la
valeur an de A, est pn = |(n|</?)|2. Pour determiner si le systeme quantique
est dans 1'etat n), n = 1 , . . . , 7V , on peut imaginer une generalisation de
1'experience de Stern-Gerlach avec TV voies de sortie au lieu des deux voies
|+) et —} et un detecteur associe a chaque voie. Effectuons une serie de tests
sur des systemes quantiques qui se trouvent tous dans 1'etat \ip). On dit que
ces sytemes ont ete prepares dans I'etat (p) : nous avons deja rencontre la
notion de preparation d'un systeme quantique dans le cas de la polarisation
des photons, et nous y reviendrons ulterieurement. Si le nombre de tests A/"
est tres grand, on peut en deduire experimentalement la valeur moyenne de

5. II est generalement admis que Ton ne peut pas superposer un etat de spin 1/2 \x)i/2 gt
un etat de spin 1 \<p)i : cette impossibility est un exemple de regie de superselection. Comme
nous 1'avons vu au chapitre 3 (et cette observation sera generalisee au chapitre 10), le vecteur
d'etat d'une particule de spin 1/2 est multiplie par —1 dans une rotation de 2-rr, tandis que
celui d'une particule de spin 1 est multiplie par +1. Dans une rotation de 2?r qui ramene le
systeme a sa situation initiate, si le vecteur d'etat est de la forme \ifj) = A|</?)i + A f |x) i /2) ce

vecteur d'etat est transforme dans une rotation de 2-7r en |?/>') = A|<y9)i — Hx)i/2 7^ IV'}- Le
fait que \ x ) i / 2 s°it transforme en —\x)i/2 ne pose aucun probleme, car les deux vecteurs
ne different que par un facteur de phase. Un autre exemple est la regie de superselection
sur la masse, dans le cas de 1'invariance galileenne. Pour un point de vue critique sur les
regies de superselection, voir Weinberg [1995], chapitre 2.
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la grandeur physique A dans I'etat |</?}, notee (A)v

ou Ap est le resultat de la mesure n°p. Ap varie d'un test a 1'autre, mais
prend toujours 1'une des valeurs propres an. Cette valeur moyenne est donnee
en fonction de A et |y>) par

Nous avons deja rencontre un cas particulier de cette relation dans (3.38). II
n'est pas difficile de generaliser au cas des valeurs propres degenerees. Si le
systeme est dans un etat \(p) quelconque, nous pouvons decomposer |</?) sur
la base des vecteurs propres de A en utilisant la relation de fermeture (2.30)

Pour trouver la probabilite p(an) d'observer la valeur propre am il faut
maintenant somnier sur 1'indice r a n fixe toutes les probabilites de trouver |<p)
dans 1'un quelconque des etats |n,r)

ou Pn est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre an (cf. (2.29))

Comme ci-dessus, la repetition d'un grand nombre de mesures sur des
systemes quantiques prepares dans des conditions identiques permet d'obtenir
la valeur moyenne (A)^ de A dans I'etat c/?)

soit en utilisant (2.31)

ce qui generalise le resultat precedent. Les operateurs represent ant des
grandeurs physiques sont souvent appeles « observables » dans la litterature.
Nous eviterons cette terminologie qui n'a pas de veritable interet6.

6. Cette terminologie remonte a 1'article fondateur de Heisenberg, dont est extraite
la citation suivante : « Get article a pour objet d'etablir que la theorie quantique est
fondee exclusivement sur des relations entre quantites qui sont en principe observables. »
Se restreindre a une telle approche est une vision etroite de la physique, que Heisenberg
lui-meme n'a pas respectee dans sa pratique !



110 Physique quantique

L'operateur hermitique le plus simple est le projecteur sur tin vecteur de 7Y,
et faire passer un test \x) a un systeme quantique est equivalent a mesurer
le projecteur Px = \x)(x\ '• ^x vaut un s^ ^e systeme passe le test \x) et
zero s'il echoue. Compte tenu de la decomposition spectrale d'un operateur
hermitique comme somme de projecteurs, on voit que les notions de test et
de mesure d'une grandeur physique sont etroitement liees. On mettra plutot
1'accent sur 1'aspect « mesure » si 1'on est interesse par la valeur propre de A7,
et plutot sur 1'aspect « test » si Ton est interesse par la probabilite de trouver
le systeme dans un etat propre de A. Illustrons-le sur 1'experience de Stern-
Gerlach du § 3.2.2. Dans 1'interpetation « mesure du spin », 1'appareil de
Stern-Gerlach mesure la composante z du spin en deviant les atonies d'argent
vers le haut ou vers le has, et la detection de 1'atome sur un ecran a la
sortie de 1'appareil permet de distinguer entre les valeurs +h/2 et — h/2 de
la grandeur physique <SZ, composante du spin suivant 1'axe Oz. On peut, de
fagon equivalente, dire que 1'on fait passer aux atomes les tests |+) et |—}. La
probabilite de deviation vers le haut (resp. bas) est |(+|y?}|2 (resp. |{—|v?)|2)-

Cependant les mesures, ou les tests, decrits au § 3.2.2 presentent un
inconvenient : la mesure n'est achevee que lorsque les atomes sont absorbes
sur 1'ecran et ils ne sont plus disponibles pour des experiences ulterieures.
Dans une mesure ideale (ou test ideal), on suppose que le systeme physique
n'est pas detruit par la mesure8 ; de plus, si avant la mesure de A le vecteur
d'etat est )<£>} = ^n cn n}, la probabilite que le systeme apres mesure soit dans
1'etat n) doit etre cn|2. On pourrait imaginer une mesure ideale9 (tout a fait
theorique !) du spin grace a un filtre de Stern-Gerlach modifie s'inspirant
du dispositif decrit au § 1.1.4. Prenant comme base de depart le filtre de
la figure 3.8, on illumine 1'atome entrant dans le filtre par un faisceau laser
convenablement accorde qui induit une transition dans un niveau excite de
1'atome. Lorsqu'elles ont leur separation maximale a 1'interieur du filtre, les
deux trajectoires passent dans deux cavites resonantes distinctes ou 1'atome
revient dans son etat fondamental en emettant un photon avec une probabilite
voisine de 100 % (figure 4.1). Ce photon est detecte dans 1'une des deux
cavites, et il est ainsi possible d'etiqueter la trajectoire a 1'interieur du filtre,
sans perturber en quoi que ce soit 1'etat de spin. Cette mesure entraine une
profonde modification dans la description de 1'etat de spin. Si par exemple
1'etat du spin a 1'entree du filtre est 1'etat propre \ + , x ) de Sx, en 1'absence

7. On peut donner une formulation « mesure » au test de polarisation d'un photon, par
exemple dans la base {|x),|y}}, en introduisant la grandeur physique Ax representee par
1'operateur

qui prend la valeur +1 si le photon est polarise suivant Ux et —1 s'il est polarise suivant Uy.
8. Si 1'on peut repeter plusieurs fois une meme mesure ideale, on a alors une « mesure

quantique sans demolition » ou mesure QND (Quantum Non Demolition). Voir par exemple
C. Caves et al., Rev. Mod. Phys. 52, 341 (1980) ou V. Braginsky, Y. Vorontsov et
K. Thome, Science 209, 547 (1980).

9. Une autre experience theorique a ete propose par M. Scully, B. Englert et J. Schwinger,
Phys. Rev. A 40, 1775 (1989).
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FlG. 4.1 - Mesure ideale du spin.

de mesure, les deux trajectoires conservent la propriete de coherence. Elles
peuvent etre recombinees a la sortie du nitre pour reconstruire 1'etat | + ,x) :
le filtre contient une superposition coherente d'etats propres de Sz, |+) et |—},
avec une amplitude l/\/2

Au contraire, lorsque la mesure est achevee, le spin est projete sur 1'un des
etats |+) ou —) avec une probabilite de 50 %, et il est impossible de revenir
en arriere et de reconstruire 1'etat |-f,£). Nous aurons 1'occasion de revenir
sur ce caractere irreversible de la mesure. Ainsi que nous le verrons plus en
detail au chapitre 6 et a 1'annexe B, la mesure a transforme la superposition
coherente |+,x) en un ensemble statistique classique de 50 % de spins up
et 50 % de spins down, mais d'une experience sur un atome donne emerge
toujours un resultat unique.

Si la mesure de Sz a donne le resultat +h/2 et si on repete cette mesure,
on constate que le resultat est toujours +h/2 : immediatement apres une
mesure de Sz qui a donne le resultat +ft/2, le spin est dans 1'etat |+). De
fagon generale, pour un systeme quantique qui vient de passer avec succes un
test |%), on admet que le systeme quantique se trouve dans 1'etat |%)

II subit une evolution irreversible qui le projette dans 1'etat \x)- L'etat d'un
systeme quantique immediatement apres que Ton a effectue une mesure ideale
(ou un test ideal) est donne par un postulat supplementaire, dit de reduction
du paquet d'ondes RPO qui est un complement au postulat II.
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Postulat RPO. Si le systeme etait initialement dans 1'etat [(£>), et si le resultat
de la mesure de A est an, alors immediatement apres la mesure le systeme se
trouve dans 1'etat projete sur le sous-espace de la valeur propre an

Le vecteur |T/>) dans (4.7) est bien normalise a 1'unite car

compte tenu des proprietes des projecteurs. Le postulat RPO suppose
la mesure ideale, c'est-a-dire non destructrice, de telle sorte que les tests
peuvent etre repetes. D'un point de vue purement pragmatique, ce postulat
ne presente un interet que si 1'on effectue au moins deux mesures consecutives.
Nous avons donne ci-dessus un exemple de mesure ideale pour le spin d'un
atome d'argent (figure 4.1). A la sortie du filtre, on sait dans quel etat de spin
se trouve 1'atome qui est maintenant disponible pour des tests ulterieurs. Une
repetition de la mesure de Sz redonnera +h/2 pour les atonies qui ont emis un
photon dans C\ et —h/2 pour ceux qui ont emis un photon dans C%. II faut
remarquer que la mesure ideale se presente rarement en pratique. En general
la detection detruit le systeme observe : un exemple deja mentionne de mesure
destructrice10 est la detection d'un photon par un photomultiplicateur Dx

ou Dy dans la figure 3.2. Un autre exemple de mesure non ideale est la
determination de 1'impulsion d'une particule par collision elastique avec une
seconde particule d'impulsion connue, en utilisant la conservation de I'energie-
impulsion. Apres la collision, la premiere particule ne se trouve plus dans 1'etat
d'impulsion que 1'on a mesuree. Le concept de mesure ideale est indispensable
pour la discussion de la mesure en physique quantique, mais en pratique la
mesure ideale est 1'exception, et non la regie !

Le point de vue sous-jacent au postulat RPO est celui de Bohr, dit
aussi « point de vue de Copenhague ». Dans ce point de vue, 1'appareil
de mesure agit comme un objet classique et on ne se preoccupe pas du detail
du processus de mesure, qui est une sorte de « boite noire » : le seul point
pertinent est le resultat, qui se lit sur un appareil de mesure classique, par
exemple grace a la position d'une aiguille sur un ecran. Nous reviendrons au
§ 6.3.1 et a 1'annexe B sur le processus de mesure en mecanique quantique, en
mettant en evidence les limitations du point de vue de Bohr. Une analyse
complete du processus de mesure incluant les interactions quantiques de
deux appareils de mesure consecutifs montre que le postulat RPO est une
consequence du postulat II et du postulat devolution temporelle IV enonce
en (4.11). Cependant le point de vue de Bohr est parfaitement operationnel
pour toutes les applications courantes de la mecanique quantique, et nous
nous en servirons desormais sans commentaires supplementaires.

10. On salt maintenant effectuer des mesures non destructrices sur un photon : G. Nogues
et al., Nature 400, 239 (1999).
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Lorsque 1'on cherche a determiner completement le vecteur d'etat \(p)
d'un systeme physique, il peut arriver que la mesure ideale d'une grandeur
physique A donne le resultat a, la valeur propre a de A etant non degeneree.
Immediatement apres la mesure, le vecteur d'etat est alors le vecteur
propre a) de A. Si la valeur propre est degeneree, il faut trouver une seconde
grandeur physique B compatible avec A : [A,B] = Q. Dans ce cas il est
possible que la donnee des valeurs propres a et b specific entierement le vecteur
d'etat. Si ce n'est pas encore le cas, il faudra trouver une troisieme grandeur
physique C compatible avec A et $, etc. Lorsque la donnee des valeurs propres
{a,b,c...} des operateurs compatibles {A, B,C...} specifie entierement le
vecteur d'etat on dira, en suivant la terminologie introduite au § 2.3.3, que
ces operateurs (ou les grandeurs physiques qu'ils representent) forment un
systeme complet d'operateurs (ou de grandeurs physiques) compatibles. La
mesure simultanee d'un systeme complet de grandeurs physiques compatibles
{v4 ,J3 ,C. . . } constitue un test maximal du vecteur d'etat. Si 1'espace des
etats est de dimension N, un test maximal doit avoir N resultats differents
possibles. Lorsque 1'on a realise un test maximal sur un systeme quantique,
on connait exactement son vecteur d'etat, et on a done prepare le systeme
quantique dans un etat determine : on a effectue 1'etape de preparation du
systeme.

Pour fixer les idees, supposons que la donnee de deux valeurs propres
ar et bs de deux operateurs compatibles A et B specifie entierement un
vecteur r, s} de H.

La mesure simultanee des grandeurs physiques A et B est alors un test
maximal et les N resultats possibles sont etiquetes par le couple (r, s). Un
exemple d'appareil effectuant un test maximal est 1'appareil de Stern-Gerlach
de la figure 3.7 : cet appareil separe les etats de spin |+) et |—), qui donnent
deux taches differentes sur 1'ecran, 1'espace des etats etant de dimension 2 :
N = 2. La mesure de A et B permet de preparer le systeme dans 1'etat |r, s),
en selectionnant les systemes qui ont donne le resultat (ar, bs). Si les systemes
quantiques selectionnes dans 1'etat |r, s) sont a nouveau soumis a une mesure
simultanee de A et $, le resultat de cette nouvelle mesure sera (ar,bs) avec une
probabilite de 100 %. Lorsqu'un systeme physique est deer it par un vecteur
d'etat, il doit exister, au moins en principe, un test maximal dont un des
resultats possibles a une probabilite de 100 % : pour un spin 1/2 dans 1'etat
|+), un tel test maximal est celui effectue avec un appareil de Stern-Gerlach
dont le champ magnetique est parallele a Oz.

II est aussi instructif d'examiner le cas d'une grandeur physique A
compatible avec B et C : [A, B] = [A, C] = 0, alors que B et C sont
incompatibles : [B, C] ^ 0. Dans ce cas le resultat de la mesure de A depend
de ce qu'on la mesure simultanement a B ou a C. Cette propriete est appelee
contextualite, et un exemple en sera donne au § 6.2.3.
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Le lecteur se sera rendu compte que la mesure en physique quantique est
fondamentalement differente de la mesure en physique classique. En physique
classique, la mesure revele une propriete preexistante du systeme physique
teste. Si une voiture roule a 180 km/h sur 1'autoroute, la mesure de sa
vitesse par un radar determine une propriete preexistante a la mesure, ce
qui donne au gendarme la legitimite pour verbaliser. Au contraire la mesure
de la composante Sx d'un spin 1/2 dans 1'etat |+) ne revele pas une valeur
de Sx preexistante. La dispersion des resultats de la mesure de Sx dans ce
cas de figure est parfois attribute a la « perturbation incontrolable du spin
due a la mesure », mais la valeur de Sx ne preexiste pas a la mesure, et on ne
peut pas perturber ce qui n'existe pas. Nous aurons 1'occasion de revenir sur
ce point au § 6.2.1.

4.1.3 Inegalites de Heisenberg II

Nous avons introduit au chapitre precedent la notion de grandeurs
physiques incompatibles. Nous aliens revenir de fagon plus quantitative sur
ce concept et ses consequences pour la mesure. Deux grandeurs physiques A
et B sont incompatibles si le commutateur des operateurs A et B qui les
representent est non nul : [A,B]^0. Supposons qu'une premiere mesure
de A ait donne un resultat a et projete le vecteur d'etat initial sur un vecteur
propre (a) de A : A\a) = a\a). Si 1'on effectue une mesure de B immediatement
apres celle de A, en general le vecteur |a) ne sera pas vecteur propre de B
et le resultat de la mesure ne sera connu qu'avec une certaine probabilite.
Par exemple si b est une valeur propre simple de B correspondant au vecteur
propre |6) : B\b) = b\b), la probabilite de mesurer b sera p(a —> b) = |{6|a}|2.
En general, il ne sera pas possible de trouver des etats ou les valeurs de A
et B soient toutes deux exactement connues. Nous aliens etablir un resultat
important sur les dispersions (ou ecarts quadratiques moyens) des mesures
efFectuees a partir d'un etat initial |</?) arbitraire. Comme en theorie des
probabilites ordinaires, nous definissons les dispersions A^A et A^f? dans
1'etat \(p) par

Le commutateur de A et de B est de la forme iC, ou C est un operateur
hermitique ; en effet

Nous pouvons done ecrire



4. Postulats de la physique quantique 115

Definissons les operateurs hermitiques de valeur moyenne nulle (a priori
uniquement dans 1'etat (/?))

et dont le commutateur est aussi \C : [AQ,BQ] = iC, car (A)^ et (B}^ sont
des nombres. La nor me au carre du vecteur

ou A est choisi reel, doit etre positive

Le polynome de degre deux en A doit etre positif quel que soit A, ce qui
implique

Ceci demontre I'inegalite de Heisenberg

C'est la relation souhaitee donnant les dispersions sur les mesures de A et B :
le produit des dispersions sur les mesures est superieur ou egal a la moitie
du module de la valeur moyenne du commutateur de A et B. II est facile
de montrer (exercice 4.3.1) qu'une condition necessaire et sufnsante pour que
A^A = 0 est que \(p] soit vecteur propre de A. Dans un espace vectoriel de
dimension finie, on a alors (C)^ = 0. Insistons sur 1'interpretation correcte
de (4.10) : en effectuant comme en (4.3) un grand nombre de mesures de
A, un grand nombre de mesures de B et un grand nombre de mesures de C
sur des systemes tous prepares dans le meme etat |y>), on pourra en deduire
avec une bonne precision les dispersions A^/l et A^B ainsi que la valeur
moyenne (C)^, qui obeiront alors a (4.10).

4.2 Evolution temporelle

4.2.1 Equation d'evolution
Jusqu'a present nous avons considere le systeme physique a un instant

donne, ou pendant 1'intervalle de temps suppose infiniment court d'une
mesure. Nous allons maintenant prendre en consideration 1'evolution
temporelle du vecteur d'etat, auquel nous donnerons une dependance
explicite \<p(t)} par rapport au temps t.
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Postulat IV : equation devolution

L'evolution temporelle du vecteur d'etat \tp(t)} d'un systeme quantique isole
est regie par 1'equation devolution

L'operateur hermitique H(t) est appele hamiltonien.

L'operateur H a les dimensions d'une energie, et nous identifierons
effectivement H comrne etant 1'operateur hermitique representant la grandeur
physique energie. L'equation (4.11) est du premier ordre par rapport
au temps, et 1'evolution est deterministe : etant donne une condition
initiale |</?(£o)} au temps t = to pour le vecteur d'etat, 1'evolution (4.11)
determine </?(£)} a tout temps ulterieur t > to, pourvu bien sur que le
hamiltonien soit connu. En fait, la restriction a t > to n'est pas necessaire :
1'evolution (4.11) est reversible et on peut parfaitement « remonter le temps ».
Le schema d'une experience typique est donne dans la figure 4.2 : le systeme
est prepare au temps t = to par la mesure d'un ensemble de grandeurs
physiques compatibles, qui determine le vecteur d'etat \(p(to)). Le vecteur
d'etat evolue ensuite jusqu'au temps t en suivant (4.11), et une seconde mesure
d'une ou d'un ensemble de grandeurs physiques (soit identiques a celles de la
premiere mesure, soit differentes) est effectuee au temps t. Cette seconde
mesure permet de determiner totalement ou en partie \<f(t))j et par exemple
de remonter aux proprietes de H. Pour que (4.11) soit valable entre les deux
mesures, il est bien sur necessaire que le systeme quantique soit isole dans
1'intervalle de temps correspondant.

FlG. 4.2 - Preparation et mesure. La mesure de A au temps to donne le resultat an.
L'evolution (4.14) entre to et t se traduit par \(p(t}} = U(t,to)\(p(to)- Une mesure de
B est ensuite effectuee au temps t.
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La (necessaire) conservation de la norme du vecteur d'etat est assuree par
1'hermiticite de H. En effet

car H = H^. Si Ton decompose \<p(t)} sur une base |n,r)

les composantes cnr(t) obeissent a

La somme des probabilites p(an ,t) doit toujours etre egale a un.
La forme rnatricielle de 1'equation d'evolution (4.11) s'obtient dans une

base arbitraire { a)} de Ji en la multipliant a gauche (4.11) par (a et en
utilisant la relation de fermeture

soit

Nous avons souligne le caractere reversible et unitaire de 1'evolution (4.11).
Ce caractere reversible et unitaire doit etre contraste avec celui de 1'evolution
dans une mesure, qui est non unitaire et irreversible. La projection du
vecteur d'etat initial sur le vecteur propre de la grandeur physique mesuree
est non unitaire : la norme n'est pas conservee, et il faut normaliser le
resultat Pn (p) de la projection (cf. (4.7)), et d'autre part il est impossible
de reconstruire le vecteur d'etat initial une fois la mesure faite. Dans le point
de vue de Copenhague, on trouve done deux types d'evolution : une evolution
reversible (4.11) et une evolution irreversible (4.7), ce qui est peu satisfaisant.
Ce probleme sera examine a 1'annexe B.

4.2.2 Operateur d'evolution
Nous avons donne en (4.11) 1'equation d'evolution sous forme differentielle.

II existe une formulation integrale de cette equation qui fait intervenir
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1'operateur devolution U(t,to). Dans cette formulation, le postulat IV
devient :

Postulat IV : Operateur d'evolution

Le vecteur d'etat \(p(t)) au temps t se deduit du vecteur d'etat |<^(£o)} au

temps to Par application d'un operateur unitaire t/(t, to), appele operateur
d 'evolution

L'unitarite de U : U^U = UU^ — I assure la conservation (4.12) de la norme

Inversement, on aurait pu partir de la conservation de la norme pour montrer
que U^U = I. Dans un espace vectoriel de dimension finie, cela suffit a assurer
UU^ = I (cf. § 2.2.1), mais pas necessairement dans un espace de dimension
infinie. L'operateur d'evolution obeit aussi a la propriete de groupe

En effet, il est equivalent d'aller directement de to a t-, ou d'aller d'abord de
to a ti et ensuite de ti a t

Comme precedemment la restriction to < t\ < t n'est pas necessaire : t\ peut
etre quelconque. Evidemment C/(to,to) = /, et la propriete de groupe jointe
a 1'unitarite de U implique

Les postulats d'evolution temporelle IV et IV ne sont bien sur pas
independants. En effet, il est facile a partir de (4.11) d'ecrire une equation
differentielle pour t/(t,to). En differentiant (4.14) par rapport au temps

et en comparant avec (4.11) on obtient

Comme cette equation doit etre valable quel que soit |(^(t0)), on en deduit
une equation differentielle pour C/(t,to)
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ce qui se traduit aussi par

en prenant la limite t —^ to. II est done aise de passer de la formulation
integrate (4.14) a la formulation differentielle (4.11). Le passage inverse
est plus complique : en effet, si H(i] etait un nombre, 1'equation (4.17)
s'integrerait immediatement. Mais H ( t ) est un operateur et en general

parce qu'il n'y a aucune raison pour que [H(t'),H(t")] = 0. Cependant il
existe une formule generale11 pour calculer U(t,to) a partir de H(t), et les
postulats IV et IV sont strictement equivalents12.

4.2.3 Etats stationnaires

Un cas particulier tres important est celui du systeme isole de son
environnement. L'operateur devolution ne peut alors pas dependre du choix
fait pour 1'origine des temps : peu importe pour un systeme isole de toute
influence exterieure que nous choisissions pour le decrire le temps de Paris ou
celui de New-York qui, comme chacun sait, sont decales de T = six heures

Quel que soit T, nous devons avoir

Ceci implique que U ne peut dependre que de la difference (t — to}.
L'equation (4.18) montre alors que le hamiltonien est independent du temps,
car le choix de t0 est arbitraire. Naturellement, il peut parfaitement arriver
que le hamiltonien soit independant du temps, meme pour un systeme non
isole, par exemple si le systeme est plonge dans un champ magnetique
independant du temps comme le spin 1/2 du § 3.2.5. En revanche, si un
champ magnetique est applique entre 12h et 12hlO, heure de Paris, le choix
de 1'origine des temps ne sera pas indifferent ! Lorsque le hamiltonien

11. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre XVII.
12. En toute rigueur, on peut trouver des exceptions ou U est defini, mais non H :

cf. Peres [1995], page 85.
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est independant du temps, 1'equation differentielle (4.17) s'integre sans
probleme et

qui ne depend que de (t — to).
L'operateur U(t — to) (4.21) est obtenu par exponentiation de 1'operateur

hermitique H ; U(t — to) effectue une translation de temps de (t — to) sur le
vecteur d'etat, et si (t — to) devient infinitesimal

Cette equation s'interprete ainsi : H est le generateur infinitesimal des
translations de temps, et, pour un syteme isole, la definition la plus generale du
hamiltonien est d'etre precisement ce generateur infinitesimal. La notion de
generateur infinitesimal sera etendue a d'autres transformations au chapitre 8.

Considerons un systeme physique isole qui peut etre decrit a une bonne
approximation par un vecteur d'etat d'un espace de Hilbert de dimension 1 :
particule elementaire stable, atome dans son etat fondamental... Le vecteur
d'etat est alors un nombre complexe ip(t) et H un nombre reel : H = E. La
loi devolution (4.13) devient, compte tenu de (4.20)

en definissant E = fiw. D'apres la relation de Planck-Einstein E = hw, il est
naturel d'identifier E a 1'energie.

Passons maintenant a un cas moins trivial. Soit n, r) un vecteur propre
de H correspondant a la valeur propre En : H n, r) — En\n, r ) . Son evolution
temporelle est particulierement simple : si \<p(to)) = \n,r)

La probabilite de trouver \<fi(t)) dans un etat x) quelconque est independante
du temps

Pour cette raison, un etat propre de H est appele etat stationnaire.
II est parfois utile d'ecrire la loi devolution temporelle sous forme de

composantes. Ecrivons la decomposition d'un vecteur d'etat arbitraire \<p(to))
au temps t = to sur la base { n, r)} des vecteurs propres de H
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Nous avons alors

ce qui donne la variation des coefficients cnr en fonction de t

4.2.4 Inegalite de Heisenberg temporelle
Au § 3.2.5, nous avons donne une explication elementaire de la relation

entre un temps caracteristique devolution At et une dispersion sur 1'energie
AE1. Etablissons maintenant de fagon generale une inegalite sur le produit
A£"At, ou inegalite de Heisenberg temporelle. Nous aliens d'abord ecrire
1'equation devolution de la valeur moyenne (A)¥,(t) = (<f(t} A\(p(t}} de
1'operateur A representant la grandeur physique A, supposee independante
du temps

ce qui donne le theoreme d'Ehrenfest

Utilisons maintenant la relation (4.10), en remplagant B par H

et definissons le temps ^(A) par

T^ (A) est le temps caracteristique necessaire pour que la valeur moyenne
de A varie de A^A, c'est-a-dire d'une quantite de 1'ordre de la dispersion.
L'inegalite precedente devient
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ce qui est la forme rigoureuse de 1'inegalite de Heisenberg temporelle. Cette
inegalite est souvent ecrite sous la forme

AE represente la dispersion en energie et At un ternps caracteristique
d'evolution13. La valeur de 1'energie ne pent etre exactement fixee que si
la dispersion AE est nulle, ce qui implique que le temps caracteristique
doit etre infini. Ceci n'est possible que si 1'etat du systeme est un etat
stationnaire. C'est le cas par exemple pour une particule elementaire stable
ou un atome dans son etat fondamental, en 1'absence de perturbations
exterieures. En revanche, un atome porte dans un etat excite n'est pas dans
un etat stationnaire. En raison de son couplage avec les fluctuations du vide
du champ electromagnetique (cf. § 14.3.4), il emet un photon au bout d'un
temps moyen r, appele vie moyenne de Vetat excite (cf. § 1.5.3). L'energie du
photon final presente une dispersion en energie AE, qui est appelee largeur
de raie et est souvent notee KT. On montre que AE et T sont relies par
T AE ~ h, relation que Ton peut deduire de fagon intuitive, mais discutable14,
de 1'inegalite de Heisenberg temporelle (4.28)

Donnons un ordre de grandeur en physique atomique, en prenant comme
exemple le premier niveau excite de Patome de rubidium ; 1'atome dans cet
etat excite revient a son etat fondamental en emettant un photon de longueur
d'onde A = 0.78/^m, ce qui correspond a une energie e = 1.6eV. La largeur
de raie est HT = 2.4 x 10~8 eV, et la vie moyenne r ~ l/T = 2.7 x 10~8 s. La
dispersion sur 1'energie de 1'etat excite est done tres faible par rapport a la
difference d'energie avec le niveau fondamental: hT/e ~ 10~8, ce qui entraine
que 1'energie du niveau excite est definie avec une precision excellente. La
relation (4.29) se generalise a toute desintegration de particules, par exemple
la desintegration a deux corps C —>• A + B.

II ne faudrait surtout pas conclure de (4.28) que 1'on ne peut pas mesurer
1'energie avec une precision meilleure que AE. Considerons par exemple
1'energie E du boson Z°, vecteur de 1'interaction faible (cf. § 1.1.4) dans
son referentiel au repos : E = ra^c2, ou mz est la masse du boson Z°.
Le boson Z° est instable, et possede done une largeur de raie. Celle-ci a
ete mesuree avec une grande precision : hTz = 2.4952 ± 0.0023GeV. La
precision actuelle sur la masse du Z° est bien meilleure que F^ ! En effet la
determination la plus precise est actuellement ra^c2 = 91.1875 ± 0.0021GeV
(figure 4.3). En d'autres termes, il est possible de pointer le centre de la raie
avec une precision bien meilleure que la dispersion.

13. L'inegalite AE At > h a un statut different de (4.10) dans la mesure ou t n'est pas
un operateur. At est souvent interprets incorrectement comme le temps necessaire a la
mesure de 1'energie.

14. Voir 1'annexe C pour 1'etude de cette relation.
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FlG. 4.3 - Spectre de masse du boson Z°. La courbe en trait plein est le resultat
experimental brut. Ce resultat doit etre corrige pour tenir compte des corrections
radiatives (emission de photons) exactement calculables. La courbe en pointilles
donne le spectre de masse du Z°. D'apres la collaboration LEP. pretirage CERN
EP-2000-13 (2000).

La relation (4.28) permet aussi de discuter la notion de « particules
virtuelles ». II est possible d'interpreter les processus de la theorie quantique
des champs en termes d'echanges de particules virtuelles : par exemple,
1'interaction coulombienne dans 1'atome d'hydrogene correspond a 1'echange
de photons virtuels entre un proton et un electron. Ces processus ne
correspondent pas a une reaction observable entre particules, car les particules
virtuelles ne peuvent pas obeir a la condition qui relie 1'energie a 1'impulsion
et a la masse : E2 — p2c2 + ra2c4. Prenons 1'exemple des interactions entre
nucleons, ou interactions fortes (cf. § 1.1.4), dont Yukawa imagina vers 1935
qu'elles etaient dues a 1'echange d'une particule encore inconnue a 1'epoque,
et que nous appelons aujourd'hui meson TT. Get echange est represente sur
la figure 4.4 par un « diagramme de Feynman ». Le proton de gauche (p)
emet un meson TT+ et se transforme en neutron (n), tandis que le neutron de
droite absorbe ce meson TT+ et se transforme en proton. La conservation de
1'energie-impulsion interdit la reaction
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FlG. 4.4 - Diagramme de Feynman pour 1'echange d'un meson TT.

Si 1'impulsion est conservee, alors 1'energie ne peut pas 1'etre. En revanche,
si 1'on admet que la reaction ne dure qu'un temps tres court At, alors il est
possible de tirer parti d'une fluctuation d'energie AE ~ H/ At. La fluctuation
d'energie necessaire pour que la reaction soit possible est AE ~ ra^c2, ou m^
est la masse du meson TT+. Dans 1'intervalle de temps At, le meson peut
parcourir au maximum une distance15 ~ cAt ~ h/(mnc), la longueur d'onde
Compton du meson TC. Cette distance represente la portee maximale TO des
forces nucleaires (cf. § 1.1.4), qui est de 1'ordre de 1 fm. Yukawa fut done
capable de predire 1'existence d'une particule ayant une masse de 1'ordre
de h/(cro) ~200 MeV, et le meson TT fut effectivement decouvert quelques
annees plus tard avec une masse de 140 MeV. Le meson TT echange dans
la figure 4.3 n'est pas observable : il est virtuel. On sait aujourd'hui que
les forces nucleaires ne sont pas fondamentales, et qu'elles sont derivees de
forces fondamentales entre quarks. L'argument de Yukawa reste neanmoins
valable, car on peut ecrire une theorie effective des forces nucleaires, avec
echange de mesons, et leur portee maximale est determinee par le meson le
plus leger, qui est le meson TT. Le photon etant de masse nulle, la portee des
forces electromagnetiques est infinie : comme nous 1'avons note au § 1.1.4, le
potentiel coulombien est a longue portee.

4.2.5 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg
Le point de vue adopte dans ce qui precede, ou le vecteur d'etat evolue

avec le temps alors que les operateurs sont independants du temps, est
appele point de vue de Schrodinger. Un point de vue equivalent en ce qui
concerne les resultats physiques est celui de Heisenberg, ou les vecteurs d'etat
sont independants du temps et les operateurs dependent du temps. Afin
de simplifier la discussion, nous prenons le cas d'un hamiltonien H et d'un
operateur A independants du temps. Ce n'est pas le cas general, car il peut
arriver que meme dans le point de vue de Schrodinger un operateur A ait

15. On neglige pour simplifier la dilatation du temps.
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une dependance explicite par rapport au temps, oil que H depende du temps.
Nous admettrons que tel n'est pas le cas, en renvoyant 1'etude generale a
1'exercice 4.3.7. La valeur moyenne de A au temps t est

Si nous definissons I'operateur A dans le point de vue de Heisenberg Au(t) par

alors la valeur moyenne de A peut se calculer comme

(A}v(t} = (v(tQ}\AH(t}\v(tQ}} (4.31)

La dependance par rapport au temps est integree dans I'operateur, tandis que
le vecteur d'etat est independant de t.

4.3 Approximations et modelisation

Nous avons enonce ci-dessus les principes generaux qui fixent le cadre
universel de la theorie quantique. Cela ne veut pas dire que nous sommes prets
a aborder immediatement un probleme physique ! En effet, pour aborder un
probleme concret, par exemple celui du calcul des niveaux d'energie de 1'atome
d'hydrogene, nous avons besoin de fixer 1'espace des etats et le hamiltonien
appropries selon le degre de precision avec lequel nous souhaitons resoudre
le probleme. Le choix d'un espace des etats et d'un hamiltonien implique
toujours que 1'on se place dans le cadre d'une certaine approximation, et il ne
faut surtout pas confondre ce qui est approximation (ou modelisation) et ce
qui est principe fondamental. Par exemple, ainsi que nous aliens le montrer
dans un instant, 1'espace des etats est toujours au depart de dimension infinie,
mais il peut arriver qu'il soit possible de se placer de fagon approchee dans
un espace des etats de dimension finie, qui peut meme eventuellement etre
petite ; la dimension N de cet espace est appelee le nombre de niveaux de
1'approximation. Nous en avons vu un exemple dans 1'etude du spin 1/2 :
en premiere approximation, les degres de liberte de spin sont decouples des
degres de liberte d'espace, et c'est ce qui nous a permis de nous placer dans
un espace a deux dimensions en ignorant les degres de liberte spatiaux. Un
autre exemple est celui de 1'atome a deux niveaux, modele standard de la
physique atomique : lorsque 1'on s'interesse a 1'interaction d'un atome avec
un champ electromagnetique de frequence a;, en pratique le champ d'un laser,
et si deux niveaux d'energie sont espaces de HUQ ~ hu, on peut se restreindre a
ces deux niveaux d'energie formant une base pour un espace des etats a deux
dimensions, et ecrire un hamiltonien approche d'interaction avec le champ
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laser agissant dans cet espace : cf. § 5.2.5 et § 14.4.1. Cette approche
fournit une excellente approximation pour 1'interaction laser-atome, approche
qui peut etre facilement raffinee, par exemple s'il faut tenir compte des effets
du spin des niveaux.

Malheureusement la situation n'est pas toujours aussi simple. Nous allons
le voir dans le cas des degres de liberte spatiaux, que Ton peut traiter en
s'appuyant sur le principe de correspondance. Selon ce principe, les grandeurs
physiques position et impulsion sont des operateurs R et P, de composantes Xi
et P j , i,j = (x, y, 2), qui verifient les relations de commutation dites relations
de commutation canoniques

Prenant la trace des deux membres, on observe qu'il est impossible que ces
relations soient satisfaites dans un espace de dimension finie : en effet la trace
du membre de gauche est nulle (la trace d'un commutateur est nulle), tandis
que celle du membre de droite est ihN, oii N est la dimension de H. Une
fois cette difficulte reconnue, la suite de la procedure (qui n'est pas toujours
exempte d'ambigui'tes) consiste a remplacer dans 1'expression classique de
Penergie E les positions et les impulsions classiques ret pp&r les operateurs R
et P pour obtenir le hamiltonien quantique d'une particule de masse m dont
1'energie potentielle est V(r). Le principe de correspondance conduit au
passage suivant E —> H

Dans le cas de 1'atome d'hydrogene, (4.33) fournit une tres bonne
approximation si 1'on prend pour V(r) le potentiel coulombien (1.3) et pour
espace des etats celui de 1'electron. L'effet de la masse finie du proton est
pris en compte grace a la masse reduite. II faut bien comprendre que (4.32)
et (4.33) representent un choix pour 1'espace des etats et le hamiltonien,
et que des approximations ont ete faites. On a neglige en particulier
les effets relativistes, et les choses se compliquent des que Ton en tient
compte. II est a la rigueur possible dans un premier temps de generaliser
1'expression du hamiltonien (equation de Dirac), mais une veritable theorie
quantique et relativiste implique que 1'on introduise un champ electron-
positron et un champ electromagnetique quantifies : c'est ce que 1'on
appelle I'electrodynamique quantique. Dans ces conditions, le principe de
correspondance sous la forme (4.32) n'est plus valable16 : en fait il n'y a meme

16. II est remplace par des relations de commutation canoniques entre les champs et leurs
moments conjugues, ce qui conduit a des objets mathematiques complexes, les distributions
a valeurs operateur. Toutefois, il reste encore un tel chemin a parcourir (invariance de jauge,
renormalisation) avant de calculer une quantite physique que ce principe de correspondance
apparait un peu accessoire, et il est d'ailleurs remplace en pratique par 1'approche des
integrates de Feynman.
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plus d'operateur position ! Et 1'electrodynamique quantique n'est elle meme
qu'une approximation d'une theorie plus vaste... II faut done soigneusement
distinguer les principes fondamentaux des approximations necessaires pour
aborder tout probleme physique concret. Comme le souligne Isham[1995],
la procedure standard qui consite a « quantifier une theorie classique » en
utilisant le principe de correspondance n'a qu'une valeur heuristique, et en
fin de compte les approximations reposant sur ce principe ou toute autre
demarche heuristique doivent etre validees par la confrontation aux resultats
experimentaux.

Nous avons jusqu'a present utilise des notations differentes pour une
grandeur physique A et 1'operateur hermitique associe A. Nous abandonnons
desormais cette distinction, et confondons la grandeur physique et 1'operateur,
qui seront representes tous deux — sauf mention explicite du contraire — par
des lettres majuscules : hamiltonien H, position R, impulsion P, moment
angulaire J . . . Les valeurs propres seront designees par les lettres minuscules
correspondantes : f, p, J..., a 1'exception du cas de 1'energie, ou les valeurs
propres de H seront notees E.

4.4 Exercices

4.4.1 Dispersion et vecteurs propres
Montrer qu'une condition necessaire et suffisante pour que |<£>) soit vecteur

propre d'un operateur hermitique A est que la dispersion (4.8) A^-A = 0.

4.4.2 Methode variationnelle
1. Soit \tp) un vecteur (non normalise) de 1'espace de Hilbert des etats et un
hamiltonien H. La valeur moyenne (H)^ est

Montrer que si le minimum de cette valeur moyenne est obtenu pour \(f>] —
\¥>m) et le maximum pour |</?} = |<^M}> alors

ou Em et EM sont la plus petite et la plus grande valeur propre.

2. On suppose que le vecteur \(f>) depend d'un parametre a : \<p) = |</?(a)).
Montrer que si

alors Em < (H}^^^ si ao correspond a un minimum de (H}v^ et (H)^^) <
EM si OLQ correspond a un maximum. Ce resultat est a la base d'une methode
d'approximation appelee methode variationnelle (§ 14.1.4).
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3. Si H agit dans un espace a deux dimensions, sa forme la plus generate est

ou b peut toujours etre choisi reel. En parametrant |</?(a)} sous la forme

trouver les valeurs de ao en cherchant les extrema de ((p(a)\H\tp(a)).
Retrouver ainsi (2.35).

4.4.3 Theoreme de Feynman-Hellmann
Soit un hamiltonien H dependant d'un parametre A : H = H(X), E(X)

une valeur propre simple et |</?(A)} le vecteur propre normalise (| |(/?(A) 2 = 1)
correspondant

Montrer le theoreme de Feynman-Hellmann

4.4.4 Evolution temporelle d'un systeme a deux niveaux
On considere un systeme a deux niveaux de hamiltonien H represente par

la matrice

dans la base

D'apres (2.35), les valeurs propres et vecteurs propres de H sont

avec

1. Le vecteur d'etat |<£>(£)) au temps t peut se decomposer sur la base

{|+),|->}
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Ecrire le systeme d'equations different idles couplees auquel obeissent les
composantes c+(i) et c_(t).

2. On decompose cp(t = 0)) sur la base (|x+), )x-)}

Montrer que c+(t) = (+|(/?(t)) s'ecrit

avec 17 = 2\A42 + -B2 : ̂  est la difference d'energie entre les deux niveaux.
En deduire que c+(t) (de meme que c_(t)) verifie 1'equation differentielle

3. On suppose que c+(0) = 0. En deduire X et IJL a une phase pres ainsi
que c+(t). Montrer que la probabilite de trouver le systeme au temps t dans
1'etat |+) est

4. Montrer que si c+(t = 0) = 1 alors

En deduire p+(t) et p_(i), et verifier la compatibilite du resultat avec celui
de la question precedente.

4.4.5 Resonance magnetique nucleaire

La resonance magnetique nucleaire (RMN) repose sur le fait que les noyaux
atomiques de spin non nul possedent des moments magnetiques. Nous nous
limiterons aux noyaux de spin 1/2 (1ff, 13C, 19F, etc.) dont le moment
magnetique, qui est un operateur en mecanique quantique, est donne par

ou 7 est le facteur gyromagnetique

avec 7 — 5.59 pour le proton, 1.40 pour le 13(7, 5.26 pour le 19F, etc. Le spin
nucleaire est place dans un champ magnetique BQ dirige suivant Oz.
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1. Montrer que le hamiltonien HQ du spin nucleaire s'ecrit dans la base ou Sz

est diagonal

si 1'on pose jBo = UJQ.

2. On ajoute au champ constant BQ un champ Bi(t) situe dans le plan xOy
tournant dans le sens inverse du sens trigonometrique avec une vitesse
angulaire w

Montrer que le hamiltonien total dependant du temps H(i) devient

ou LL>I = 7-Bi.

3. Soit \<p(t)) le vecteur d'etat du spin nucleaire. On le decompose dans la
base des etats propres de Sz

Ecrire le systeme d'equations differentielles auquel obeissent c+(t) et c_(£).

4. On pose

Quelle est 1'interpretation geometrique de cette relation 1 Montrer que

ou H est independant du temps. Donner 1'expression explicite de H.

5. Le spin est au temps t = 0 dans 1'etat —) . Utiliser les resultats de 1'exercice
precedent pour montrer que la probabilite p+ (t) de trouver au temps t le spin
dans 1'etat |+) est

Ce resultat est appele formule de Rabi. Tracer p+(i) pour u) — LOQ — 3uJi et
a; = U>Q et retrouver la figure 4.5. Pourquoi peut-on parler de resonance pour
uj = CUQ 7 Quelles sont les valeurs numeriques de UJQ et de la frequence z^o
correspondante pour le proton lorsque le champ magnetique vaut BQ = I T 7
Que veut dire un chimiste quand il parle d'une « RMN de 600 MHz » ?

L'utilisation de la RMN en chimie et en biologic repose sur le fait que
1'environnement chimique d'un atome modifie legerement la valeur du champ
magnetique qui s'exerce sur le noyau atomique correspondant : B0 —>
BQ(! — cr), avec a ~ 10~5. Le deplacement correspondant de la frequence
de resonance donne des informations sur 1'environnement chimique.



4. Postulats de la physique quantique 131

FlG. 4.5 - Oscillations de Rabi : (a) 5 = 0 (b) 6 = 3u>i. Dans le cas (b) la valeur
maximale de p+(t) est 1/10.

4.4.6 L'enigme des neutrinos solaires
Les reactions nucleaires a 1'interieur du Soleil produisent en abondance

des neutrinos electroniques ve ; 95 % de ces neutrinos sont produits dans la
reaction

La Terre regoit du Soleil 6.5x 1014 neutrinos par seconde et par m2. Depuis une
trentaine d'annees, plusieurs experiences ont tente de detecter ces neutrinos,
mais toutes ces experiences concordent pour conclure que le flux de neutrinos
mesure est seulement la moitie environ du flux calcule a partir du modele
standard du Soleil. Or ce modele est considere comme particulierement
fiable17, en particulier en raison des resultats recents de 1'heliosismologie :
les incertitudes sur le modele solaire ne peuvent en aucun cas expliquer ce
« deficit en neutrinos solaires ». La combinaison de deux experiences (cf. la
note 4 du chapitre 1), a permis de montrer sans aucun doute possible que ce
deficit en neutrinos est du a la transformation des neutrinos ve en d'autres
sortes de neutrinos au cours de leur voyage entre la Terre et le Soleil : ces
experiences montrent que le flux total de neutrinos prevu par le modele du
Soleil est correct, mais que c'est le flux de neutrinos electroniques qui est trop
faible. Nous aliens faire une theorie simplifiee, mais qui donne 1'essentiel de
la physique sous-jacente, en supposant :

• qu'il existe seulement deux types de neutrinos, le neutrino electronique
ve et le neutrino muonique v^ (en fait il existe une troisieme sorte de
neutrino, le neutrino r : vr] ;

• que tout le phenomena se passe dans le vide dans la propagation entre
la Terre et le Soleil (en fait la propagation dans le Soleil joue aussi un
role important).

17. L'interieur du Soleil est connu de fagon bien plus precise que celui de la Terre !
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On a longtemps admis que les neutrinos etaient des particules de masse nulle.
Si au contraire ils sont massifs, on peut se placer dans leur referentiel au repos
et ecrire le hamiltonien dans la base {\ve}, |^}j

L'element non diagonal m permet des transitions entre neutrinos electroniques
et neutrinos muoniques.

1. Montrer que les etats ayant une masse determinee sont z/i) et zv2)

avec

et que les masses mi et m<i sont

2. Les neutrinos se propagent avec une vitesse proche de celle de la lumiere :
leur energie est tres grande par rapport a (m)c2, ou (m) est une masse typique
figurant dans H. Montrer que si un neutrino electronique est produit au temps
t = 0 dans le Soleil, le vecteur d'etat etant

le vecteur d'etat au temps t a pour composante sur \ve)

ou AE = E-2 — E\. En deduire que la probabilite de trouver un neutrino ve

au temps t est

Ce phenomene de transformation est appele oscillation neutrino.
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3. Si p » (m)c est 1'impulsion des neutrinos, montrer que

4. En supposant qu'il existe line demi-oscillation sur le parcours Soleil-Terre
(c'est-a-dire AEt/h = TT) pour des neutrinos de 8 MeV, quel est 1'ordre de
grandeur de la difference des masses carrees Am2 ? La distance Terre-Soleil
est de 150 millions de kilometres.

4.4.7 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg

Soit un operateur hermitique A dependant du temps dans le point de vue
de Schrodinger : A — A(t). Le hamiltonien H est aussi suppose dependant
du temps. Montrer que

verifie

ou Hfj(t) et (dA/dt}u sont obtenus a partir de H(t) et (dA(t)/dt) par la loi
de transformation utilisee pour A.

4.4.8 Le systeme des mesons K neutres

Preliminaire : description d'une particule instable. Supposons que Ton
cree au temps t = 0 une particule instable A de masse m. Le vecteur d'etat
au temps t = 0 est |<£>(0) = |a). Au temps t la composante c(t) de \(p(t})
sur |a) est

Si la particule A etait stable, c(i) serait simplement donne par

dans son referentiel au repos, ou son energie est E = me2, et 1'on aurait
c(£)|2 = 1 pour tout t : la probabilite que la particule existe au temps t serait

toujours egale a un. Cependant, on suppose la particule instable et sa loi de
disintegration suit une exponentielle : la probabilite que la particule existe
encore au temps t est
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ou r est la vie moyenne. Pour rendre compte de cette instability on
modifie c(t)

ce qui redonne bien la loi de probabilite experimental pour p(t). Le prix a
payer est 1'utilisation d'une evolution non unitaire : la norme de \<p(t)) ne reste
pas egale a 1'unite. L'evolution unitaire a lieu dans 1'espace particule+produits
de disintegration (annexe C). La probabilite de disintegration par unite de
temps est 1'inverse de la vie moyenne et on definit F comme cette probabilite
de disintegration

for est la dispersion sur 1'energie. Dans ces conditions c(t) verifie 1'equation
differentielle

On se propose de generaliser cette description au cas d'un systeme a deux
niveaux, le systeme des mesons K neutres. II existe deux types de mesons K
neutres18,_le_meson K° forme d'un quark d et d'un antiquark etrange s, et
le meson K° forme d'un antiquark d et d'un quark etrange s. On rappelle
que les charges des quarks u, d et s sont respectivement 2/3, —1/3 et —1/3
en unite de la charge du proton. La production de ces mesons se fait par
interaction forte, et cette interaction verifie une loi de conservation analogue
a celle de la charge electrique : le nombre de quarks etranges moins le nombre
d'antiquarks etranges est conserve (de meme que dans une reaction impliquant
des electrons et des positrons, le nombre d'electrons moins le nombre de
positrons est conserve par conservation de la charge electrique). Donnons
quelques exemples : le meson TT+ est une combinaison ( u d ) , le meson TT~ une
combinaison (ud) et la particule A° un combinaison (uds). Les reactions

ou

sont permises, tandis que

ou

sont interdites.

18. II existe aussi deux mesons K charges, le meson A"+ (us) et le meson K~ (us).
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1. Le systeme (K°, K°] est un systeme a deux niveaux dont le vecteur d'etat
\<p(t)} peut s'ecrire

dans la base {\K°}, \K°}}. Les composantes du vecteur |<£>(£)) obeissent a une
equation d'evolution

ou M est un matrice 2 x 2 . Soit C 1'operateur de « conjugaison de charge »
qui echange particules et antiparticules19

Montrer que si M commute avec C, sa forme la plus generate est

ou A et B sont a priori deux nombres complexes, car la matrice M n'est pas
hermitique.

2. Quels sont les vecteurs propres \K\) et \K-z) de M ? Montrer que ce sont
ces deux etats qui ont une energie et une vie moyenne bien determinees. Si
au temps t = 0 \y>(t)) a pour composantes c(0) et c(0), calculer c(i) et c(t).
On posera

3. On produit au temps t = 0 un meson K° dans la reaction

Quelle est la probabilite pour trouver un meson K° au temps t20 ? En
supposant FI 3> F2, montrer que la probabilite d'observer la reaction

est proportionnelle pour t ~ r\ = 1/Fi a

19. On peut generaliser le raisonnement en utilisant au lieu de C le produit C"P, ou "P est
1'operation parite. En fait 1'experience montre que [M, CP] ^ 0, mais les corrections sont
tres faibles.

20. En pratique les mesons K se propagent en ligne droite a partir de leur point de
production avec un vitesse proche de la vitesse de la lumiere, et on se place a une distance
/ ~ ct du point de production.
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Tracer la courbe representative de p(£). Que pensez-vous des ordres de
grandeur respectifs de (E\ — E2) et de E\ ou E2 ? Comment pourrait-on
mesurer (E\ — E2) ? Les valeurs numeriques sont : T\ ~ 0.89 x 10~10s,
T2 ~ 0.52 x 10~7s, EI ~ E2 ~ 500 MeV, EI - E2 = 3.5 x 10~12 MeV.

4.5 Bibliographie

Tout en y etant equivalente, notre presentation des postulats de la
mecanique quantique s'ecarte sensiblement des exposes classiques que Ton
trouvera par exemple dans Messiah [1959], chapitre VIII, Cohen-Tannoudji
et al. [1973], chapitre III, ou Basdevant et Dalibard [2000], chapitre 5.
Le lecteur pourra aussi consulter Peres [1993], chapitre 2, Isham [1995],
chapitre 5 et Omnes [1999]. Une discussion qualitative des inegalites de
Heisenberg se trouve dans Levy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3. La
relation entre vie moyenne et largeur de raie est discutee dans 1'appendice C,
par Cohen-Tannoudji et al. [1973], complement DXIII ou par Basdevant et
Dalibard [2000], chapitre 17. On trouvera un article grand public de B.
Mazoyer sur la RMN et 1'IRM dans Pour la Science 302, 42 (2002).



Chapitre 5

Systemes a nombre de niveaux fini

CE CHAPITRE EXAMINE QUELQUES APPLICATIONS simples de la mecanique
quantique, dans des situations ou Ton obtient une bonne modelisation

d'un syteme quantique en se restreignant a uii espace des etats de dimension
finie. Si chaque niveau d'energie, meme degenere, est compte une fois,
la dimension de H est egale au nombre de niveaux : c'est pourquoi
on parle de systeme a nombre de niveaux fini. Les deux premiers
exemples seront empruntes a la chimie quantique, et nous passerons ensuite
a 1'etude d'un systeme a deux niveaux, la molecule d'ammoniac, qui
nous permettra d'introduire un exemple physiquement tres important de
hamiltonien dependant du temps, typique de 1'interaction d'un systeme
atomique ou moleculaire avec un champ elect romagnetique classique.

5.1 Chimie quantique element air e

5.1.1 Molecule d'ethylene

La molecule d'ethylene C^H^ servira d'introduction au sujet.
L'« ossature » de cette molecule est formee par les liaisons dites liaisons
a : des paires d'electrons a de spin oppose sont mises en commun entre les
deux atonies de carbone ainsi qu'entre les atonies de carbone et les atonies
d'hydrogene, formant un ion (C<2H^)++ (figure 5.1). II reste a placer deux
electrons, appeles electrons TT, qui sont mobiles : schematiquement ces deux
electrons peuvent sauter d'un atome de carbone a 1'autre. On dit qu'ils sont
delocalises. Le fait de traiter separement electrons TT et electrons a est bien
sur une approximation, mais cette approximation joue un grand role dans la
theorie de la liaison chimique. Commengons par placer le premier electron
TT. Celui-ci peut etre localise au voisinage de 1'atome de carbone 1 ; 1'etat
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FlG. 5.1 - La molecule d'ethylene.

FlG. 5.2 - Les deux etats possibles d'un electron TT, localises au voisinage de
1'atome 1 ou de 1'atome 2.

quantique correspondant1 sera designe par \<£i). II peut aussi etre localise
au voisinage de 1'atome de carbone 2, et 1'etat quantique correspondant sera
designe par \(p-2) (figure 5.2). L'energie de cet electron localise sur 1'atome 1
ou 1'atome 2 est EQ, la meme par symetrie entre les deux atomes. Nous
allons prendre comme approximation de 1'espace des etats un espace a deux
dimensions H dont les vecteurs de base sont {|</?i}, [^2)}- Dans cette base, le
hamiltonien s'ecrit provisoirement

Cependant cet hamiltonien est incomplet, car nous n'avons pas tenu compte
de la possibilite pour 1'electron de sauter d'un atome de carbone a 1'autre.
Dans le cadre de nos approximations, qui sont celles de la theorie des orbitales
moleculaires de Hiickel, la forme la plus generale de H est

et I'element non diagonal — A de H autorise precisement des transitions
entre \<£>i) et (y^)- Un choix adequat de la phase des vecteurs de base nous a

1. La notation de Dirac est superflue dans ce chapitre. Nous 1'avons conserves par souci
de coherence, mais le lecteur peut decider de s'en passer.
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FlG. 5.3 — Niveaux d'energie d'un electron TT.

permis de prendre A reel : cf. § 2.3.2. Nous avons affecte A d'un signe (—)
qui n'est pas indifferent, car il est possible de montrer que A > 0.

Si A ^ 0, les etats \ipi} et j^} ne sont plus des etats stationnaires. Comme
nous 1'avons vu au § 2.3.2, les vecteurs propres de H sont maintenant

avec

Comme A > 0, 1'etat symetrique \x+} est 1'etat d'energie la plus basse. Le
spectre du hamiltonien est donne sur la figure 5.3 : 1'etat fondamental est
1'etat x+)i d'energie (£"0 —A). On peut donner une interpretation spatiale de
ces resultats en examinant la localisation de 1'electron sur la droite joignant les
deux atonies de carbone prise comme axe des x, 1'origine etant situee au milieu
de cette droite. Comme nous le verrons en detail au chapitre 9, si \x) est un
vecteur propre de 1'operateur position, la quantite (x (p\] est 1'amplitude de
probabilite pour trouver au point x 1'electron dans 1'etat </?i). Au chapitre 9,
cette amplitude de probabilite sera appelee la fonction d'onde de 1'electron.
Le module au carre de cette amplitude de probabilite donne la probabilite2 de
trouver 1'electron au point x, aussi appelee probabilite de presence de 1'electron
au point x. Cette interpretation a permis de representer qualitativement sur
la figure 5.4 les amplitudes de probabilite x±(x] = (X\X±) correspondant aux
etats jx±}- La probabilite de presence correspondante s'annule a 1'origine dans
le cas antisymetrique X-X mais non dans le cas symetrique x+}- Le caractere
symetrique ou antisymetrique de la fonction d'onde de 1'etat fondamental est
lie au signe de A. En pratique, un etat fondamental est toujours symetrique,
ce qui correspond a A > 0.

2. Plus precisement, c'est une probabilite par unite de longueur : |{x|y?)|2d:r est la
probabilite de trouver la particule dans 1'intervalle [x, x + dx] : voir § 9.1.2.
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FlG. 5.4 - Amplitudes de probabilite pour trouver un electron TT en un point x.

II nous reste a placer le second electron : ceci se fera tres simplement
si nous pouvons ignorer les interactions entre cet electron et le precedent,
c'est-a-dire utiliser 1'approximation des electrons independants. Pour obtenir
1'etat fondamental, il suffit de placer le second electron dans 1'etat \x+)
d'energie (Eo — A). Le principe de Pauli (chapitre 13) restreint alors
les etats de spin : si le premier electron a son spin up ( +)), le second
electron doit avoir son spin down ( | — ) ) , ainsi que nous le verrons au
chapitre 13. L'etat fondamental de la liaison TT est finalement 2(Eo — A) ;
—2A est appele energie de de-localisation des electrons TT. II faut souligner
le role crucial de 1'approximation des particules independantes utilisee dans le
raisonnement ci-dessus : les electrons TT n'interagissent pas avec les electrons a
et n'interagissent pas entre eux. Cette modelisation est difficile a justifier a
partir des principes fondamentaux, ou de ce que 1'on appelle aujourd'hui des
calculs ab initio, mais elle se revele d'un interet pratique considerable.

5.1.2 Molecule de benzene

Dans la molecule de benzene, 1'ossature a de 1'ion (CQHo)Q+ forme un
hexagone. Si 1'on rajoute les six electrons TT de fagon a former trois doubles
liaisons, on obtient la formule de Kekule (figure 5.5a), et on predit une
energie 6(£'o — A) pour 1'etat fondamental. On sait par un raisonnement
de chimie que la formule de Kekule ne peut pas etre tout a fait correcte3,
et nous aliens effectivement voir que tenir compte de la delocalisation des
electrons TT tout au long de la chaine hexagonale conduit a une energie plus
basse que Q(E0 — A) : la formule de Kekule ne donne pas correctement
1'energie de 1'etat fondamental. Examinons pour commencer Faddition d'un

3. Par exemple, il existe une seule forme d'orthodibromobenzene, alors que la formule de
Kekule en prevoit deux differentes. On peut aussi remarquer que la longueur de la liaison
entre deux atonies de carbone dans le benzene (1.40 A) est intermediate entre une simple
(1.54 A) et une double (1.35 A) liaison.
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FlG. 5.5 - (a) Configuration hexagonale d'une molecule de benzene, (b) Ossature
des electrons a.

seul electron, et numerotons4 de 0 a 5 les atomes de carbone le long de la
chaine hexagonale en prenant line origine arbitraire (figure 5.5b). Nous notons
|(£3) par exemple 1'etat ou 1'electron est localise au voisinage de 1'atome n° 3.
Comme il n'est pas plus difficile de traiter un nombre quelconque N d'atomes
de carbone formant une chaine fermee, c'est-a-dire un polygone regulier a N
cotes, nous notons \tpn) 1'etat ou 1'electron est localise au voisinage de 1'atome
n° n, n = 0 ,1 , . . . , N — 1, en prenant N = 6 pour le benzene. Les atomes n et
n + N sont identiques : n = n + N. L'espace des etats est a TV dimensions,
et le hamiltonien est defini par son action sur \<pn)

Pour trouver les valeurs propres et vecteurs propres de //, nous aliens exploiter
la symetrie du probleme sous toute permutation circulaire des TV atomes de
la chaine. Soit Up 1'operateur unitaire qui effectue une permutation circulaire
des atomes dans le sens n —>• (n — 1)

D'apres (5.6) et (5.7) nous pouvons ecrire le hamiltonien sous la forme

4. Comme nous le verrons dans un instant, il est plus commode de numeroter de 0 a 5
que de 1 a 6 !
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ce qui implique que H et Up commutent

et ont une base de vecteurs propres communs. Cherchons les vecteurs
propres et valeurs propres de Up, qui est a priori un operateur plus simple
que H. Comme Up est unitaire, ses valeurs propres sont de la forme exp(i<5)
(cf. § 2.3.4). Comme (Up}N = I, on doit avoir exp(i7V5) = 1, et par
consequent les valeurs propres sont indicees par un indice entier s

Nous avons done determine TV valeurs propres distinctes de Up. Comme
Up agit dans un espace de dimension N, les vecteurs propres correspondants
sont orthogonaux et forment une base de *H. Ecrivons un vecteur propre
normalise \xs) sous la forme

Nous avons d'une part

et d'autre part

L'identification des coefficients de (pn} dans ces deux equations conduit a

Ceci donne pour le vecteur propre correspondant a la valeur propre exp(i<5s)

Le choix CQ — l/V^V assure la normalisation de |%s). Compte tenu de
1'expression (5.8) de H, la valeur propre Es est donnee par

soit (figure 5.6)
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FlG. 5.6 — Niveaux d'energie d'un electron TT de la molecule de benzene.

Nous aurions pu arriver directement a (5.13) sans passer par I'intermediaire
de 1'operateur de permutation circulaire Up. Neanmoins ce passage par Up
illustre une strategic generale et non une « astuce de calcul ». Nous aurons
souvent a mettre en oeuvre cette strategic, car elle simplifie, et parfois de
fagon considerable, la diagonalisation du hamiltonien : au lieu de diagonaliser
directement H, on diagonalise d'abord les operateurs de symetrie unitaires
qui commutent avec H, lorsque de tels operateurs existent en raison d'une
symetrie du probleme physique.

On remarque que les valeurs s et s = N — s donnent les memes valeurs de
1'energie : en dehors des = O e t s = JV — 1 (pour N pair), les niveaux d'energie
sont deux fois degeneres. II est possible d'ecrire les vecteurs propres de H avec
des composantes reelles en prenant des combinaison lineaires de \xs)

 et \Xs}

Nous pouvons maintenant rassembler les resultats pour les valeurs propres
de H et les vecteurs propres correspondants dans le cas du benzene : iV = 6,
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Cherchons maintenant 1'etat fondamental, c'est-a-dire Petal de plus basse
energie, en plagant les six electrons TT delocalises. A 1'approximation
des electrons independants, cet etat sera obtenu en mettant d'abord deux
electrons de spin oppose dans le niveau EQ — 2A, le principe de Pauli
(chapitre 13) nous interdisant d'y mettre d'autres electrons. Le niveau
(EQ — A) etant doublement degenere, nous pouvons y mettre quatre electrons
(deux paires d'electrons de spin oppose) ce qui donne une energie totale

Cette energie est inferieure de 2A a celle (QEo — 6A) de la formule de Kekule :
les electrons TT du benzene ne sont pas localises sur des doubles liaisons, mais
ils sont delocalises le long de 1'ensemble de la chaine hexagonale, et cette forme
de delocalisation diminue 1'energie de 2A.

La comparaison entre la chaleur5 d'hydrogenation du benzene en
cyclohexane

et celle du cyclohexene, qui contient une seule double liaison

permet d'estimer 2A : 2A = 3 x 28.6 - 49.8 = 36 kcal/mole ~ 1.6 eV.
Cependant cette estimation est au mieux un ordre de grandeur, car elle
est sujette a des incertitudes difficiles a apprecier. Elles sont dues a
1'approximation des electrons independants, qui est loin d'etre bien controlee.

5. Pour les puristes : il s'agit en fait d'une variation d'enthalpie, mais la difference est
negligeable.
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5.2 Systeme a deux niveaux
dans un champ exterieur

L'objectif principal de cette section est 1'etude de 1'interaction d'un
systeme simple, en 1'occurence un systeme a deux niveaux, avec un champ
exterieur, et en particulier un champ oscillant. La molecule d'ammoniac offre
un exemple concret d'un tel systeme, que nous allons utiliser pour introduire
le sujet.

5.2.1 La molecule d'ammoniac
comme systeme a deux niveaux

La molecule d'ammoniac a une forme pyramidale, ou 1'atome d'azote
occupe le sommet de la pyramide et ou les trois atonies d'hydrogene forment
un triangle equilateral qui constitue la base de la pyramide (figure 5.7). Les
mouvements possibles de cette molecule sont tres varies : elle peut effectuer
des mouvements de translation et de rotation dans 1'espace, les atonies
peuvent vibrer autour de leur position d'equilibre, les electrons peuvent
se trouver dans des etats excites. Une fois fixes les degres de liberte de
translation, rotation et vibration pour la molecule dans son etat fondamental
electronique, il reste encore deux configurations possibles pour la molecule

FlG. 5.7 — Les deux configurations de la molecule d'ammoniac.
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en rotation6 autour de son axe de symetrie, qui sont symetriques 1'une de
1'autre par reflexion par rapport a un plan (figure 5.7). Pour passer d'une
configuration a 1'autre, 1'atome d'azote doit traverser le plan des atonies
d'hydrogene. Ceci est possible grace a un effet tunnel, que nous expliquerons
au § 9.4.2. Dans ce qui suit, nous allons nous interesser uniquement a ces deux
configurations, ce qui est justifie en raison des energies mises en jeu (cf. la
note 7). Comme dans le cas de la molecule d'ethylene, nous utiliserons pour
decrire ces deux configurations un espace des etats a deux dimensions : la
molecule dans 1'etat 1 (resp. 2) de la figure 5.7 sera decrite par le vecteur
de base \(p\] (resp. |</?2))- Si 1'atome d'azote ne pouvait jamais franchir le
plan des atonies d'hydrogene, 1'energie des etats \(f>i) et |t/?2) serait identique,
egale a EQ. Mais il existe une amplitude non nulle pour franchir ce plan, et
le hamiltonien prend la forme (5.2)

avec bien sur des valeurs de EQ et A differentes de celles de la section
precedente. La valeur de £"0 n'est pas importante pour notre discussion.
En revanche, il vaut la peine d'observer que la valeur de A dans (5.18)
differe de celle de (5.2) par plusieurs ordres de grandeur. En effet, nous
avons maintenant 2A ~ 10~4 eV, alors que precedemment 2A etait de 1'ordre
de 1 eV : ceci reflete le fait qu'il est facile a un electron TT de sauter d'un atome
a 1'autre, alors qu'il est tres difficile a 1'atome d'azote de franchir le plan des
atonies d'hydrogene. Cette energie de 10~4eV correspond a une frequence
de 24 GHz, ou a une longueur d'onde de 1.25 cm, dans le domaine des ondes
centimetriques. Elle est tres faible par rapport aux energies d'excitation des
electrons (quelques eV), faible par rapport aux energies de vibration (~ 0.1 eV)
et meme de rotationr(~ 10~3eV). Cette comparaison justifie I'approximation
par un systeme a deux niveaux, car la difference entre deux niveaux de rotation
successifs est de 1'ordre de 10^4 (figure 5.8). Cependant la molecule n'est pas
dans son niveau de rotation fondamental, car A^T ~ 0.025eV est grand par
rapport a ~ 10~3 eV : les niveaux de rotation sont thermiquement excites.

6. L'importance de cette rotation pour generer deux configurations differentes est
soulignee par Feynman ; dans les exposes qui ont repris ulterieurement sa presentation
originale, ce mouvement de rotation a souvent ete oublie. Mais si cette rotation est absente,
on passe continument d'une configuration a 1'autre par une rotation dans 1'espace !

7. La molecule d'ammoniac possede deux frequences propres de rotation, dont une
degeneree, correspondant a des energies de 0.8 x 10~3 eV et de 1.2 x 10~3 eV (degeneree),
et quatre modes de vibration dont deux degeneres, 1'energie la plus faible etant de 0.12 eV.
De plus, il faudrait tenir compte des complications dues a la structure hyperfine.
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FlG. 5.8 - Clivage de deux niveaux Eo et E'0.

Suivant la discussion du § 5.1.1, les niveaux d'energie de H sont EQ =p A,
correspondant aux etats stationnaires (5.2) et (5.3)

L'etat symetrique \x+} e§t 1'etat fondamental, d'energie (EQ — A) et 1'etat
antisymetrique X - } es^ 1'etat excite, d'energie (EQ + A).

5.2.2 La molecule dans un champ electrique

La molecule d'ammoniac possede un moment dipolaire electrique d qui,
par symetrie, est perpendiculaire au plan des atonies d'hydrogene. Comme les
atomes d'hydrogene ont tendance a perdre leurs electrons et 1'atome d'azote
a les attirer, ce moment dipolaire est oriente de 1'atome d'azote vers le plan
des atomes d'hydrogene (figure 5.7). Flagons la molecule dans un champ
electrique 8 dirige suivant Oz. L'energie d'un dipole classique d dans un
champ electrique £ (nous utilisons une lettre calligraphiee pour le champ
electrique, afin d'eviter toute confusion avec 1'energie) est

En mecanique quantique, le moment dipolaire est un operateur D, qui
s'exprime en fonction des charges et des operateurs position des differentes
particules chargees. Nous admettrons que la restriction de D a notre sous-
espace a deux dimensions est donnee par la matrice suivante dans la base
(l^i),!^)}
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FlG. 5.9 — Valeurs de 1'energie en fonction du champ electrique £.

Ceci correspond bien au schema de la figure 5.7 : en effet, 1'energie de
1'etat \(fi) de la figure 5.7 est +d£ car le moment dipolaire est antiparallele
au champ, et celle de 1'etat \(p^} est —d£ car le moment dipolaire est parallele
au champ. En dernier ressort, la forme matricielle de ce moment dipolaire est
justifiee par 1'accord avec 1'experience. Le hamiltonien prend done la forme

Nous examinons d'abord le cas d'un champ electrique statique. Le
hamiltonien est alors independant du temps. Le calcul des valeurs propres
est immediat8

soit

Ces valeurs propres sont representees sur la figure 5.9 en fonction de 8. Si
d£ ^> A, les energies sont ~ EQ ± d£ et les vecteurs propres correspondants
approximativement \(pi) et l^}- En pratique, on se trouve dans le cas oppose :
d£ <C A. On peut alors developper la racine carree dans (5.23)

8. On peut aussi utiliser les resultats du § 2.3.2.
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A des termes d'ordre d£/(2A) pres (c/. exercice 5.3.4), les vecteurs propres
sont |x+) et |x-)- Si le champ electrique n'est pas uniforme, la molecule sera
soumise a une force

Comme dans 1'experience de Stern-Gerlach, on pourra separer
experimentalement les etats propres |x±) du hamiltonien (5.18) en utilisant
un champ electrique inhomogene9 : voir la figure 5.10.

Supposons maintenant que le champ electrique est un champ oscillant

Le hamiltonien depend explicitement du temps. II sera commode de prendre
comme vecteurs de base les etats stationnaires (5.20) |x+) et |x~) du
hamiltonien (5.18), plutot .que |</?+) et |</?-). Le hamiltonien (5.22) devient
dans cette nouvelle base

Ecrivons un vecteur d'etat general dependant du temps sous la forme

Les equations devolution (4.13) sont

Grace a notre choix de vecteurs de base, lorsque £ — 0

ou u}+ = (EQ — A}/h, w_ = (£"0 + A)/h, 7+ et 7_ sont des constantes. II
sera commode de poser UJQ = 2A/h, qui represente physiquement la frequence
angulaire ~ 1.5 x 1012rad.s~1 d'une onde electromagnetique emise lorsque la
molecule passe du niveau excite d'energie (£"0 + A) au niveau fondamental
d'energie (Eo — A) : 2A est 1'energie du photon emis dans cette transition.
La frequence CJQ est appelee frequence de resonance.

Lorsque £Q ^ 0, nous pouvons ecrire comme precedemment

9. En pratique le champ est choisi tel que 1'etat |x-) s°it focalise et 1'etat |x+) defocalise :
cf. Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 6.
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a la difference pres que les coefficients 7± ne sont plus des constantes : ce sont
maintenant des fonctions du temps, ce qui nous donne

et en reportant dans (5.29)

On obtient un systeme d'equations differentielles couplees : le champ
electrique induit des transitions de 1'etat \X+) vers 1'etat \ X - ) et
reciproquement. Introduisons maintenant la forme (5.26) du champ electrique
dans (5.30)

Ces equations sont exactes, mais ne peuvent pas etre resolues analytiquement.
Nous allons obtenir une solution approchee en supposant d'abord que la
perturbation apportee par le champ electrique est faible : d£o <C A, ou
de fagon equivalente, dSo/h <C UQ- La quantite uii = dE^/h est appelee
frequence de Rabi10. La condition precedente est done aussi cui <C UQ, ce
qui est — presque — toujours realise en pratique. Dans ces conditions, les
fonctions 7±(^) sont lentement variables sur un temps caracteristique uj^1

La deuxieme hypothese necessaire pour une resolution approchee simple
de (5.31) est que la frequence du champ electrique soit proche de la resonance :
uj ~ U)Q. La quantite 6 = (a; — UJQ) est appelee le disaccord. La condition
precedente s'ecrit plus precisement \6\ <C CJQ- Dans ces conditions, les
termes en

de (5.31) varient tres rapidement par rapport aux termes en

10. Introduite pour la premiere fois par Rabi dans le cas de la RMN : cf. 1'exercice 4.3.5.
II existe une etroite parente entre les equations de ce chapitre et celles de la RMN.



5. Systemes a nombre de niveauxfini  151

et leur effet moyenne dans le temps est negligeable. En omettant ces termes11,
nous obtenons finalement le systeme d'equations couplees

Ce systeme d'equations differentielles couplees, equivalent a celui de la RMN,
est maintenant soluble analytiquement : voir 1'annexe B.2 pour une solution
explicite. Soulignons a nouveau que les deux conditions uj\ <C UJQ et \6\ <C U}Q
sont indispensables pour justifier le passage de (5.31) a (5.32).

5.2.3 Transitions a la resonance et maser
Nous nous plagons exactement a la resonance en prenant la frequence du

champ electrique egale a la frequence de la transition : a; = CJQ • Les equations
(5.32) se simplifient

ce qui donne, en differential une des equations par rapport au temps et en
reportant la seconde equation dans le resultat

Cette equation s'integre immediatement. La solution depend de deux
constantes a et 6, |a 2 + |6|2 = 1, liees aux conditions initiales

Supposons par exemple qu'au temps t = 0 la molecule se trouve dans
1'etat |x-), d'energie (Eo + A) : a — 0, b = 1. Au temps t, la probabilite p±

de trouver la molecule dans 1'etat \X±) sera

11. Cette approximation est appelee approximation des ondes tournantes, ou
approximation quasi-resonante.
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La molecule passe de 1'etat \X-) a 1'etat |x+) avec une frequence angulaire
wi/2 = d£0/(2h).

Apres avoir mis la molecule dans 1'etat x~) grace au filtrage decrit dans la
sous-section precedente, on la fait passer dans une cavite ou regne un champ
oscillant a la frequence de resonance (figure 5.10). La molecule franchit la
cavite en un temps T ; si ce temps est ajuste de sorte que

a la sortie de la cavite toutes les molecules sont passees dans 1'etat \x+)-
Par conservation de 1'energie, les molecules fournissent de 1'energie au champ
electromagnetique : ce processus est appele emission stimulee (ou induite). Si
les molecules avaient ete dans 1'etat x+), elles auraient absorbe de 1'energie
en 1'empruntant au champ electromagnetique pour passer dans 1'etat |x_),
processus appele absorption stimulee.

FlG. 5.10 — Maser a ammoniac.

Le processus d'emission stimulee est un processus susceptible d'amplifier
un champ electromagnetique, pourvu que 1'on soit capable de produire
les molecules dans un etat excite, c'est-a-dire d'obtenir une inversion de
population12. Le dispositif experimental represente schematiquement sur
la figure 5.10 realise cette amplification : les molecules selectionnees dans
1'etat \X-) traversent une cavite ou regne un champ electrique oscillant a la
frequence de resonance et de longueur convenablement ajustee. Ce dispositif
est un prototype de maser13.

12. Si £b est 1'energie de 1'etat fondamental et EI celle de 1'etat excite, le rappport des
probabilites PI /PQ de trouver un systeme atomique ou moleculaire dans un etat EI ou EQ
est donne par la loi de Boltzmann : P!/PQ = exp[(£^o — E\}/kBT] < 1. II faut done aller a
1'encontre de 1'equilibre thermique pour obtenir une telle inversion de population.

13. Maser est un acronyme pour « Microwave Amplification by Stimulated Emission of
Radiation » et laser pour « Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ».
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5.2.4 Transitions hors resonance
Nous nous plagons maintenant hors resonance : a; ~ UQ mais a; ^ UQ, et

nous partons par exemple au temps t = 0 d'une molecule dans 1'etat \x+)-
Nous souhaitons calculer la probabilite p(u;; t) de trouver la molecule dans
1'etat \x~) au temps t. La resolution exacte des equations (5.32) (annexe B.2)
donne le resultat

Rappelons que la frequence de Rabi uoi = d£o/h. Ce comportement oscillant
deja mis en evidence a la resonance est connu sous le nom d'oscillations de
Rabi : un comportement analogue a ete trouve dans 1'exercice 4.3.5 sur la
resonance magnetique nucleaire. L'equation (5.37) montre que 1'amplitude
des oscillations est maximale a la resonance. Nous aliens donner une solution
approchee simple de (5.32) lorsque la condition

est satisfaite, c'est-a-dire pour des temps suffisamment courts. L'interet de
cette solution approchee est qu'elle se retrouve dans de nombreux problemes
et elle sera generalisee au chapitre 9. Nous avons a t — 0

Nous nous interessons a un processus ou 1'absorption de rayonnement
electromagnetique permet de passer du niveau fondamental au niveau excite.
Dans la resolution de la seconde des equations (5.32), nous pouvons supposer
7+ ~ 1 : en effet, en raison de la condition (5.38), 7+ n'a pas le temps de varier
de fagon appreciable. La solution approximative de 1'equation donnant 7_ est
alors evidente

ce qui donne pour la probabilite de transition a une frequence w, p(w;£)

Le rapport entre ce resultat et celui obtenu a la resonance est

La fonction f(u> — w0 ; t) est tracee sur la figure 5.11 en fonction de uj. Elle
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FIG. 5.11 - La fonction f ( u - w0;t).

presente un pic aigu a u; = WQ, de largeur ~ 2TT/t. Compte tenu de

1'aire sous la courbe est 27r/t et f ( u — u>n:t} est aDDroximativement un delta
de Dirac

Ces resultats nous permettent de calculer le taux de transition de 1'etat \x+)
vers 1'etat %_} du a 1'absorption de rayonnement electromagnetique par la
molecule dans son etat fondamental14. Le flux d'energie incident I d'une onde
electromagnetique est donne par le vecteur de Poynting <S = £QC2£ x B

ou {•} represente une moyenne temporelle et le champ electrique est de la
forme (5.26). Dans ces conditions

14. Plus precisement, il s'agit de 1'ensemble des transitions d'energie (EQ — A) a (Eo +
A) (figure 5.8), ce qui suppose de selectionner les molecules dans 1'etat (EQ — A] par le
mecanisme decrit au § 5.2.2.
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En pratique, la frequence du champ electrique n'est pas exactement fixee,
mais s'etale sur un spectre de frequences Ao;. Soit T(UJ) 1'intensite par unite
de frequence et supposens que AOJ ^> n/t (figure 5.11) : la probabilite de
transition integree sur u est alors

ou nous avons utilise 1'approximation (5.41) pour f(uj — u>o',t}. Le fait
remarquable est que p(t) est proportionnel a t, et que p ( t } / t peut s'interpreter
comme une probabilite de transition par unite de temps T

La proportionnalite de la probabilite de transition a d2 et a / est une
caracteristique de la plupart des processus d'absorption du rayonnement
electromagnetique par un systeme atomique ou moleculaire. Les conditions
de validite de 1'approximation sont (i) t » TI ~ 1/Au; et (ii) p(t) <C I c'est-a
dire t <C T^. II faut done encadrer le temps t par

5.2.5 Atome a deux niveaux

La calcul que nous venons de presenter a jete les bases d'une theorie
generale de 1'absorption et de 1'emission de rayonnement electromagnetique
par un systeme atomique ou moleculaire, aux restrictions suivantes pres.

• L'approximation par un systeme a deux niveaux doit etre justifiee : ce
sera le cas si Ton s'interesse uniquement a des transitions entre deux
niveaux separes par une energie HUOQ et a un champ electromagnetique
de frequence uj ~ 0*0, c'est-a-dire au voisinage de la resonance. Par
convention un des deux etats, celui de plus basse energie, sera note \g)
(il s'agit souvent de 1'etat fondamental), et le second sera note |e) (etat
excite : figure 5.12). Dans le cas d'un atome, cette approximation est
appelee approximation de I 'atome a deux niveaux, qui fournit un modele
de base pour la physique atomique et les lasers.

• La transition doit etre du type dipolaire electrique, c'est-a-dire controlee
par I'element de matrice de 1'operateur moment dipolaire electrique D
entre les deux niveaux, et la condition uj\ <C UQ doit etre verifiee.
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FlG. 5.12 - (a) Emission spontanee. (b) Emission stimulee. (c) Absorption.

• Le champ electromagnetique est considere comme un champ classique.
Le traitement que nous venons de donner est appele « semi-classique » :
1'atome est traite comme un systeme quantique, mais le champ reste
classique. L'aspect « photon » du champ electromagnetique est done
ignore, et on ne peut pas en principe rendre compte de 1'emission
spontanee de rayonnement par un atome dans un etat excite (ou au
mieux en donner un traitement heuristique).

• Les resultats du § 5.2.4 doivent etre modifies pour tenir compte la duree
de vie finie de 1'etat excite (chapitre 14).

Lorsqu'un atome a deux niveaux interagit avec un champ electromagnetique,
en pratique aujourd'hui le champ d'un laser, la probabilite d'absorption se
calcule selon le schema du § 5.2.4, mais les ordres de grandeur sont tout a
fait differents de ceux de la molecule d'ammoniac. En reprenant un exemple
deja mentionne au § 1.5.3, la difference d'energie /k^o entre 1'etat fondamental
et le premier niveau excite du rubidium est de 1.6 eV, correspondant a une
longueur d'onde de 0.78 /^m, a la limite de 1'infra-rouge. Get ordre de grandeur
est typique de la physique atomique : les transitions generalement utilisees
sont dans le domaine visible, ou bien dans le proche ultra-violet ou le proche
infra-rouge.

Nous avons deja souligne que 1'emission spontanee n'est pas en principe
decrite par le traitement semi-classique, puisque 1'on passe d'un etat initial
a zero photon a un etat final a un photon : un photon est cree au
moment de la desexcitation de 1'atome. Seule une theorie quantique du
champ electromagnetique permet de decrire remission spontanee de fagon
rigoureuse. Bien que notre traitement classique du champ electromagnetique
ne nous autorise pas une interpretation en termes de photons, nous nous
risquerons neanmoins a decrire les processus du § 5.2.3 en utilisant ce concept :
par exemple nous interpreterons le gain d'energie du champ comme une
augmentation du nombre de photons dans la cavite. Le processus
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represente done 1'emission stimulee. L'absorption stimulee est le processus
inverse de (5.45)

Enfin 1'emission spontanee d'un photon se produit quand le niveau excite \X-}
se desexcite en 1'absence de champ electromagnetique

Ces processus sont representes schematiquement sur la figure 5.12. II faut
bien faire la difference entre 1'emission stimulee, qui est coherente avec 1'onde
incidente et est proportionnelle a 1'intensite incidente, et 1'emission spontanee
qui est aleatoire, sans relation de phase avec le champ applique et n'est pas
influencee par les conditions externes15.

La necessite de 1'emission spontanee a ete demontree pour la premiere fois
par Einstein. Examinons une collection d'atomes a deux niveaux E\ et £2,
EI < £"2, places dans une cavite a la temperature T. II regne dans cette cavite
un rayonnement donne par la loi de Planck (1.22). Si N est le nombre total
d'atomes et N\(t), N^(t} le nombre d'atomes dans les etats EI et E^

en supposant que seuls les etats E\ et E2 sont peuples de fagon appreciable16.
Les nombres Ni(t] et N^it) verifient les equations cinetiques

ou hw = EI — EI ; A e(u)) est le taux de transition E\ —>• E-2 par unite de temps
du a 1'absorption stimulee dans 1'etat E\ et B e(w) le taux de transition E^ —>•
E\ par unite de temps du a 1'emission stimulee. Ces taux sont proportionnels
a la densite d'energie e(cu). A 1'equilibre

et le rapport des populations est donne par la loi de Boltzmann (1.12) d'ou

Ce resultat n'est pas physiquement acceptable, car A et B ne
peuvent dependre que des caracteristiques de 1'interaction du champ

15. Sauf cas exceptionnel : si 1'atome est piege entre des miroirs hautement reflechissants
et a tres basse temperature, il est possible de modifier 1'emission spontanee. C'est ce
que 1'on appelle 1'electrodynamique en cavite : voir par exemple Grynberg et al. [1997],
complement VI. 1.

16. Ce sera le cas si par exemple les autres etats En sont tels que En — EI ^> E% — EI
et En - EI > kBT.
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electromagnetique avec 1'atome, et non de la temperature. II faut corriger
(5.48) pour tenir compte de 1'emission spontanee, independante de e(u>)

La condition dNi/dt — 0 jointe a la condition d'equilibre de Boltzmann donne
pour e(ui)

La comparaison avec (1.22) montre que A — B et que

On remarque que 1'on aurait aussi bien pu utiliser dans le raisonnement la
densite de photons n(u)) = e(u)/fiw ou toute quantite proportionnelle a la
densite d'energie e(o;), au prix d'une simple redefinition de A et B. Calculons
explicitement B'. D'apres (1.16) e(w) est une densite d'energie par unite de
frequence, et 1'intensite I(LO] dans (5.44) est reliee a e(a;) par

ce qui donne par comparaison avec (5.44) la probabilite d'emission stimulee

On en deduit la probabilite d'emission spontanee B'

Dans le cas de la physique atomique, un ordre de grandeur du moment
dipolaire d est d ~ qea, ou a est le rayon de 1'orbite electronique, et on a
I'estimation, avec la substitution uj —> UJQ

ou a — q^/(47T£ohc) est la constante de structure fine. Cette estimation est en
accord avec (1.44), qui etait fonde sur le calcul classique du rayonnement. Un
calcul complet de B' sera donne au § 14.3.4, ou nous reviendrons sur 1'examen
de (5.53).
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5.3 Exercices

5.3.1 Base orthonormee de vecteurs propres
Verifier par un calcul explicite que les vecteurs \xs} (5.12) forment line

base orthonormee : (Xs'\Xs) — $s's-

5.3.2 Moment dipolaire electrique du formaldehyde
1. On se propose de modeliser le comportement des deux electrons TT de la
double liaison de la molecule de formaldehyde H<2 — C = O. L'oxygene etant
plus electronegatif que le carbone, montrer que le hamiltonien d'un electron
prend la forme

avec EO < EC, ou EC(EQ) represente 1'energie d'un electron localise sur
1'atome de carbone (d'oxygene).

2. On definit

et Tangle 0 par

Calculer en fonction de 9 la probabilite de trouver un electron TT localise sur
1'atome de carbone ou d'oxygene.

3. On admet que le moment dipolaire electrique d du formaldehyde est du
uniquement a la distribution de charge sur 1'axe C = O. Exprimer ce moment
dipolaire en fonction de la distance I entre les atomes de carbone et d'oxygene,
la charge du proton qp et 0. Les valeurs experimentales sont / = 0.121 nm et
d = qp x 0.040nm.

5.3.3 Le butadiene
Le butadiene C^HQ possede une structure lineaire (figure 5.13). Son

ossature (C^He)4+ formee avec des electrons a comporte quatre atomes de
carbone numerates de n = 1 a n = 4. L'etat d'un electron TT localise au
voisinage de 1'atome de carbone n°n est designe par (pn). II est commode
de generaliser a une chaine lineaire comportant un nombre N d'atomes de
carbone, et done de numeroter les atomes n — 1 , . . . , N. Le hamiltonien d'un
electron TT agit sur 1'etat \(pn) de la fagon suivante
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A est une constante positive. On remarque que les etats \(p\] et |<£>TV} jouent un
role particulier, car contrairement au cas du benzene, il n'y a pas de symetrie
cyclique.

1. Ecrire la forme matricielle explicite de H dans la base \ipn) pour N = 4.

2. L'etat le plus general pour un electron TT est

Pour adapter la methode utilisee dans le cas de la symetrie cyclique, on
introduit deux etats fictifs |<^o) et \(p^+i) et deux composantes CQ = CTV+I = 0,
ce qui permet de reecrire \x)

Montrer que 1'action de H sur 1'etat |%) s'ecrit

3. En s'inspirant de la methode utilisee dans le cas de la symetrie cyclique,
on cherche cn sous la forme

ce qui assure que CQ = 0. Montrer que 1'on doit choisir

si 1'on veut egalement avoir cjv+i = 0.

FlG. 5.13 - Formule chimique du butadiene.
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4. Montrer que les valeurs propres de H sont etiquetees par 1'entier s

et donner 1'expression des vecteurs propres |%s) correspondants. Montrer que
la constante de normalisation c vaut ^Jl/(N + 1) (suggestion : cf. (5.15)).

5. Dans le cas du butadiene N = 4, donner les valeurs numeriques de Es

et des composantes des vecteurs propres. Montrer que 1'energie de 1'etat
fondainental de 1'ensemble des quatre electrons TT est

Le gain du a la delocalisation des electrons TT sur 1'ensemble de la chaine est-
il important par rapport a la formule chimique de la figure 5.13 ? Dessiner
qualitativement la probabilite de presence des electrons pour s = I et s = 2.

6. Quelle serait 1'energie de 1'etat fondamental d'une hypothetique molecule
cyclique (c'est-a-dire ayant la forme d'un carre) C^H^ ?

7. On definit 1'ordre d'une liaison / entre deux atonies de carbone n et n + 1
par

ou la somme porte sur les etats \Xs} occupes par les electrons TT. Le facteur 1
correspond aux electrons a. Montrer que 1'ordre de la liaison est bien I = 2
pour 1'ethylene. Calculer 1'ordre des liaisons pour le benzene et pour les
differentes liaisons du butadiene et commenter les resultats. Pourquoi la
liaison centrale du butadiene est-elle plus courte qu'une liaison simple (1.46 A
au lieu de 1.54 A) ?

5.3.4 Vecteurs propres du hamiltonien (5.22)

Montrer que dans le cas ou le champ electrique est independant du temps,
et lorsque d£/A -C 1, le vecteur propre normalise de H correspondant a la
valeur propre EQ — A est donne a 1'ordre d£/A par

Quel est 1'autre vecteur propre ?

5.3.5 L'ion moleculaire H^

L'ion moleculaire H% est forme de deux protons et d'un electron. Les
deux protons sont situes sur un axe pris comme axe des x, a des abscisses
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respectives —r/2 et r/2. Us seront supposes fixes (approximation de Born-
Oppenheimer).

1. En supposant 1'electron sur 1'axe des x, exprimer son energie
potentielle V(x) en fonction de sa position x et de e2 = q2/(4TT£o) ou qe

est la charge de 1'electron, et la tracer qualitativement.

2. Si les deux protons sont tres eloignes, r ^> I, 1'electron est soit localise
au voisinage du proton de droite (etat |^i}), soit au voisinage du proton de
gauche (etat \(f>i}}- On suppose que ces etats correspondent tous deux a 1'etat
fondamental de 1'atome d'hydrogene d'energie

ou me est la masse de 1'electron et ao le rayon de Bohr : ao = h2/(mee
2}.

Quelle est 1'echelle de longueur pertinente / dans la relation r 3> I ?

3. On considere 1'ion H% comme un systeme a deux niveaux d'etats de base
{l^i}? ^2)}) (VilVj} = &ij- Justifier la forme du hamiltonien ou Ton choisira
^ > 0

Quels sont les etats propres \x+) et |%-) de H et les energies E+ et £^_,
E+ < E-, correspondantes ? Dessiner qualitativement les fonctions d'onde
X±(x) = (X\X±) de 1'electron sur 1'axe des x.

4. Le parametre A est une fonction de la distance r entre les protons : A(r).
Justifier le fait que A est une fonction decroissante de r et que linv^oo A(r) =
0. L'energie de 1'electron est done une fonction de r, E±(r).

5. Montrer que pour trouver 1'energie totale de 1'ion E±(r) , on doit ajouter
un terme +e2/r. Quelle est 1'origine physique de ce terme ?

6. On parametrise A(r) par

ou b est une longueur et c 1'inverse d'une longueur. Donner 1'expression des
deux niveaux d'energie E'+ et E'_ de 1'ion. Soit

la difference d'energie entre 1'etat fondamental de 1'ion et celui de 1'atome
d'hydrogene. Montrer que AE(r) peut passer par un minimum pour une
valeur r = TO et en deduire
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Quelle condition doit-on avoir sur b et TO pour que 1'ion H^ soit un etat lie ?

7. Les valeurs experimentales sont r0 ~ 2ao et AE'(ro) ~ EQ/§ = —e2/(10ao).
En deduire b et c en fonction de ao-

5.4 Bibliographie

Pour la chimie quantique elementaire, on pourra consulter Feynman
et al. [1965], volume III, chapitre 15, F. Goodrich, A Primer of Quantum
Chemistry, Wiley, New-York (1972), chapitre 2, ou C. Gatz, Introduction to
Quantum Chemistry, C.E. Merrill, Columbia (1971), chapitres 10 a 12. Les
systemes a deux niveaux avec interactions resonantes et quasi-resonantes sont
traites par Feynman et al. [1965], volume III, chapitres 8 et 9 ou par Cohen-
Tannoudji et al. [1973], chapitre IV. L'interaction d'un atome a deux niveaux
avec un champ electromagnetique est traitee a un niveau avance par Grynberg
et al. [1997], chapitre II. Le lecteur trouvera des details complementaires sur
1'ion moleculaire H^ dans Cohen-Tannoudji et al. [1973], complement GXI-
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Chapitre 6

Etats intriques

N OUS NOUS SOMMES limites jusqu'a present aux etats a une particule.
Dans ce chapitre, nous aliens introduire la description d'etats a deux

particules ; une fois ce cas assimile, il n'est pas difficile de generaliser
a un nombre quelconque de particules. Les etats a deux particules (ou
plus) conduisent a des configurations tres riches, dites intriquees. Dans une
premiere section, nous allons nous attacher au formalisme mathematique
indispensable, celui du produit tensoriel. Nous en profiterons pour
introduire la description quantique des melanges a 1'aide du formalisme
de 1'operateur densite. La seconde section sera consacree a 1'etude
d'importantes consequences physiques : les inegalites de Bell et les
experiences d'interferences avec etats intriques, qui permettront d'approfondir
notre comprehension de la physique quantique. Nous soulignerons tout
particulierement le caractere non local de la mecanique quantique. Enfin,
dans la derniere section, nous passerons brievement en revue les applications
potentielles a la theorie de la mesure et a l'information quantique. Ce dernier
sujet, actuellement en pleine expansion, trouve ses applications dans le calcul
quantique, la cryptographic et la teleportation.

6.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

6.1.1 Definition et proprietes du produit tensoriel

Nous cherchons a construire 1'espace des etats de deux systemes physiques
que nous supposons dans un premier temps entierement independants. Soit
Ti.^ et 7^2^ les espaces des etats des deux systemes, de dimensions respectives
N et M. Comme les deux systemes sont independants, 1'etat global est defini
par la donnee du vecteur d'etat |c/?} G H.^ du premier systeme et du vecteur
d'etat x) ^ ̂ i du second. Le couple {|y), |x}} peut etre considere comme un
vecteur appartenant a un espace vectoriel de dimension ATM, appele produit
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tensoriel des espaces Tif et "H^, note Tif (g> 7i^, que nous allons definir
precisement ci-dessous.

Choisissons ime base orthonormee \n) de "H^ et une base orthonormee m)
de 7i^ sur laquelle nous decomposons des vecteurs arbitraires </?} e TY^ et

lx> e ̂ 2
M

L'espace Tif ® H^ sera defini comme un espace a NM dimensions ou les
couples {|n}, |m)}, notes |ntg>ra), ou |n) (gi m), forment une base orthonormee

et le produit tensoriel des vecteurs |</?} et |x), note |y <8> x), ou \(p) (g> (%}, est
le vecteur de composantes cnrfm dans cette base

On verifie immediatement la linearite de 1'operation produit tensoriel

II faut egalement verifier que la definition du produit tensoriel est
independante du choix de la base. Soit i) et \j) deux bases orthonormees
de H.^ et 7^2^ deduites des bases |n) et m) par des transformations unitaires
respectives R(R~1 = tf) et S (S"1 = 5f)

D'apres (6.3), le produit tensoriel \i ® j) est donne par

Par ailleurs, on peut ecrire la decomposition de \<f>) et \x) dans les bases
respectives i) et \j}

Un calcul immediat (exercice 6.4.1) montre que
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ou |<£<8>x} est defini par (6.3). Le resultat pour |<£® x) est done independant
du choix de la base.

Lorsque les deux systemes ne sont plus independants, nous admettrons
(postulat V) que 1'espace des etats reste H.1^ ® "H^1 '• il est raisonnable de
supposer que les interactions ne peuvent pas modifier 1'espace des etats1. Le
vecteur d'etat le plus general sera de la forme

En general on ne pourra pas ecrire le vecteur |3>) comme un produit tensoriel
\(p® x)- En effet, il faudrait que Ton puisse factoriser bnm sous la forme cndm,
ce qui est impossible sauf cas de systemes independants.

Le produit tensoriel C = A eg) B de deux operateurs lineaires A et B
agissant respectivement dans les espaces l~t^ et H.^ est defini par son action
sur le vecteur produit tensoriel \(f> ® %}

et ses elements de matrice dans la base n®m} de H.^ ® H.^1 sont done

En general un operateur C agissant sur T~L^ ® H.^1 ne sera pas de la forme
A® B. Ses elements de matrice seront

et sauf cas particulier on ne pourra pas ecrire Cn'm';nm sous la forme factorisee
AninBm'm- Deux cas particuliers interessants de (6.6) sont A — IN et B = /M,
ou IN et IM sont les operateurs identite de 7~i^ et de 7i^

En termes d'elements de matrice

Enfin, si \(p) est vecteur propre de A avec la valeur propre a (A\if>) =^ a </?}),
alors \(p ® x) sera vecteur propre de A ® IM avec la valeur propre a

On omet souvent d'ecrire explicitement les operateurs identite IN et IM, et
une ecriture courante pour (6.10) est

en supprimant le symbole du produit tensoriel. Comme la notation ® est
assez lourde, elle sera souvent omise sauf s'il y a une ambiguite possible.

1. Toutefois nous verrons au chapitre 13 que, pour deux particules identiques, une partie
seulement de H.^ ® Ji^f correspond a des etats physiques.
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6.1.2 Systeme de deux spins 1/2

Nous aliens illustrer la notion de produit tensoriel en construisant 1'espace
des etats d'un systeme de deux spins 1/2. Les espaces des etats des deux
spins sont des espaces a deux dimensions Ji\ et Ji^. L'espace des etats du
systeme des deux spins H = H\ ® H<2 est a quatre dimensions (4 = 2 x 2 ) .
On choisit comme base orthonormee de "Hi et de Ji^ les etats propres \ei) et
1^2)5 £i = ±1, des operateurs projection du spin sur 1'axe Oz, S\z et S-2Z, avec

D'apres (6.5), les etats du systeme de deux spins se decomposent sur la base
orthonormee e\ ® £2) et par exemple

Suivant (6.11), on utilisera frequemment les notations allegees \£\£2} au lieu
de EI <g) £2)5 SizS-2z au lieu de S\z ® S<2Z ; avec ces notations, les equations
precedentes deviennent

Soit \xi) et 1^2} deux vecteurs arbitraires (normalises) de 1i\ et de H.2

Le produit tensoriel \xi ® Xz} est donne suivant (6.3) par

Un vecteur arbitraire |W) G H. est

Ce vecteur n'est pas en general de la forme (6.13) : en comparant (6.13)
et (6.14), on note qu'un vecteur produit tensoriel verifie par exemple

et a priori cette condition n'a aucune raison d'etre valide. Lorsque |^) n'est
pas de la forme (6.13), on dit que Ton a affaire a un etat intrigue des deux
spins.

Un cas particulier important est 1'etat intrique
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ou en notation allegee (6.12)

Get etat est manifestement intrique car cn = <5 = O e t / 3 = 7 = l/\/2 :
a5 ^ j3^f. Une propriete remarquable de |3>) est son invariance par rotation2 :
c'est un scalaire par rapport aux rotations. En effet, comme nous 1'avons
vu au § 3.2.4, le transforme X}R Par une rotation R d'un etat \x) s'obtient
en lui appliquant un operateur D1/2 (3.58) qui est une matrice de SU(2],
c'est-a-dire une matrice unitaire et de determinant unite (exercice 3.3.6). Les
transfer mes de |+) et —) sont

avec3 ad — be = 1. Nous en deduisons

et en echangeant + <-> —

ce qui donne pour le transforme de |$) par rotation

6.1.3 Operateur densite
Considerons un systeme de deux particules decrit par un vecteur d'etat

I*} e Tii <8> Ti.2- Si 1^} est un produit tensoriel \(p\ ® (pz), le vecteur d'etat
de la particule 1 est \(p\}. Mais que se passe-t-il si |^) n'est pas un produit
tensoriel, ou, en d'autres termes, si |\J>) est un etat intrique ? Peut-on encore
parler du vecteur d'etat de la particule 1 ? Nous aliens voir que la reponse a
cette question est negative : en general on ne peut pas attribuer un vecteur
d'etat a la particule 1. Get exemple montre qu'il nous faut generaliser notre
description des systemes quantiques, et cette generalisation va bien au-dela
du cas particulier que nous venons de mentionner. Lorsque 1'on peut decrire
un etat physique par un vecteur de 1'espace de Hilbert des etats, on dit
que Ton a affaire a un etat pur ou a un cas pur ; ceci sera le cas si Ton
dispose d'une information complete sur le systeme. Lorsque 1'information

2. Nous verrons au § 10.6.1 que |$) est un etat de moment angulaire nul, et done un
scalaire pour les rotations.

3. Et c = —6*, d = a*, mais nous ne nous servirons pas de ces relations ici.
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est incomplete, on a affaire a un melange, et un systeme quantique est alors
decrit mathematiquement par un operateur densite4, souvent appele matrice
densite. L'introduction de 1'operateur densite va nous permettre de reformuler
le postulat I du chapitre 4 arm de decrire des situations physiques plus
generales que celles envisagees jusqu'ici, celles ou 1'on ne dispose que d'une
information partielle sur le systeme considere.

Lorsque 1'on a affaire a un cas pur, la donnee du vecteur d'etat |</?} e H
pour decrire un systeme quantique est equivalente a celle du projecteur Pv =
\<p)(<p sur 1'etat \(p). En un certain sens, se donner P^ est meme preferable,
car la phase arbitraire de |</?} disparait : Pv est invariant lorsque 1'on multiplie
\<p) par un facteur de phase

et il y a done correspondance biunivoque entre 1'etat physique et P^, et non
correspondance a un facteur de phase pres. La valeur moyenne d'une grandeur
physique A s'exprime simplement en fonction de P^. Introduisons en effet une
base orthonormee n) de Ji

P^ est le cas le plus simple d'operateur densite. Nous pouvons maintenant
generaliser a un melange : dans un tel cas on sait seulement que le systeme
quantique a la probabilite pa (0 < pa < l,^3a pa = 1) de se trouver dans
1'etat \(pa}- Les etats \(pa] sont supposes normalises ({yal^a} = 1)» mais pas
necessairement orthogonaux. Par definition, 1'operateur densite p decrivant
ce systeme quantique est

La valeur moyenne d'une grandeur physique A s'obtient par une generalisation
immediate de (6.19). En effet, la valeur moyenne de A dans 1'etat |</?a),
(A) a, est

et cette valeur moyenne est affectee du poids pa dans le calcul de la valeur
moyenne globale (A). La valeur moyenne dans le melange est done

4. La mecanique statistique quantique fait un usage intensif de 1'operateur densite.
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Les poids pa sont fixes par le probleme physique considere. Donnons deux
exemples importants.

• Le systeme quantique est un sous-systeme d'un plus grand systeme dans
un etat pur. Les poids pa sont alors determines en prenant une trace
partielle, selon la procedure definie ci-dessous en (6.23).

• Le systeme est macroscopique et decrit par la mecanique statistique
d'equilibre. Les poids pa sont alors obtenus en maximisant 1'entropie
statistique Ssi — —Trplnp, ce qui correspond physiquement a
maximiser 1'information manquante.

Les proprietes fondamentales de p, qui suivent immediatement de sa
definition (6.20) sont

• p est hermitique : p = p ^ .

• p est de trace unite : Tr p = 1.

• p est une matrice positive5 : ((p\p\(p] > 0 quel que soit \(p).

• Une condition necessaire et suffisante pour que p decrive un etat pur est
p2 = p '• en effet, comme p = p^, la condition p2 = p implique que p est
un projecteur. Comme Trp = 1, la dimension de 1'espace vectoriel de
projection est un6, et p est de la forme | ( p ) ( ( p \ .

La donnee des pa et des \(pa) dans (6.20) determine p de fagon unique, mais
1'inverse n'est pas vrai : a un meme operateur densite peuvent correspondre
plusieurs decompositions differentes (exercice 6.4.3).

Comme application de ce formalisme, considerons un systeme de deux
particules decrit par un operateur densite p agissant dans 1'espace Tii (g> H.?.
Quel est alors 1'operateur densite de la particule 1 ? Pour repondre a cette
question, examinons une grandeur physique C dependant uniquement de cette
particule : C est de la forme A ig> /2, ou A agit dans "H\. On veut trouver un
operateur densite p^ agissant dans HI tel que

Dans 1'espace Ji\ <g> 7^2, la valeur moyenne de A ® 1% est donnee par

5. Une matrice (strictement) positive est hermitique et a des valeurs propres (strictement)
positives et reciproquement : exercice 2.4.10.

6. En general, si P est un projecteur, TrP est egal a la dimension de 1'espace vectoriel
de projection : il suffit pour le voir de se placer dans une base ou 'Pest diagonal.
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L'operateur densite de la particule 1 est donne dans la base HI) de HI par la
matrice p^ d'elements

La seconde expression est independante de la base : Tr2 represente la trace
sur 1'espace H,2, appelee trace partielle de 1'operateur densite global, tandis
que p^ est 1'operateur densite reduit. Une application importante de (6.22)
est le calcul de la probabilite de trouver la valeur propre an de A, qui est
donnee en fonction du projecteur Pn sur le sous-espace de la valeur propre an

d'une grandeur physique A par une expression generalisant (4.4)

II est important de se convaincre que la prescription qui consiste a prendre la
trace partielle est une consequence du postulat II, car 1'expression donnant
les valeurs moyennes decoule de ce postulat.

Apres avoir enonce les proprietes de 1'operateur densite, revenons a notre
probleme initial, ou le systems des deux particules est dans un etat pur. Si la
particule 1 etait dans un etat pur, Tr^p devrait etre un projecteur. Or ceci
n'est en general pas le cas : sauf si 1'etat des deux particules est de la forme

(p ® x), il n'est pas possible d'attribuer a la particule 1 un etat quantique
bien determine. Verifions-le pour 1'etat intrique |3>) (6.15) : les elements de
matrice non nuls de p sont

d'ou

qui ne verifie pas (p^)2 = p^. Meme si le systeme des deux particules est
dans un etat pur, 1'etat d'une particule individuelle est en general un melange !
L'operateur densite (6.24) decrit un melange ou le spin a 50 % de chances
d'etre oriente vers le haut et 50 % de chances d'etre oriente vers le bas : c'est
ce que Ton appelle un etat non polarise : cf. 1'exercice 6.4.4. En fait la matrice
densite (6.24) constitue un cas extreme de melange, qui correspond a un
desordre maximal et a une information minimale sur le spin. On peut montrer
qu'une mesure quantitative de 1'information contenue dans 1'operateur densite
est donnee par Yentropie statistique7 Sst = —Trplnp, qui est d'autant plus
grande que rinformation est reduite. Dans le cas d'un spin 1/2, elle est

7. II faut prendre garde au fait que Trplnp ^ J^a p Q lnp a , sauf si les vecteurs \tpa)
dans (6.20) sont orthogonaux entre eux.
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comprise entre 0 et In 2 et vaut 0 pour un cas pur, In 2 pour le melange (6.24) :
In 2 est la valeur maximale de 1'entropie statistique pour un spin 1/2, et le
melange (6.24) est bien celui qui contient 1'information minimale. Si 1'espace
de Hilbert des etats d'un systeme quantique est de dimension JV, 1'operateur
densite correspondant au desordre maximal est p = I/N, soit une entropie
statistique Sst — InJV.

II est essentiel de bien faire la difference entre etat pur et melange :
supposons par exemple qu'un spin 1/2 soit dans 1'etat pur

L'analyse par un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnetique B est
parallele a Oz va donner une probabilite de 50 % de deviation vers le haut
et 50 % de deviation vers le bas, tout comme dans le cas non polarise (6.24).
Cependant 1'etat (6.25) est un etat propre de Sx, \x) — \+,x) '• si B est
parallele a Ox, 100 % des spins seront devies dans la direction des x positifs,
alors que pour (6.24) les probabilites de deviation vers les x positifs et negatifs
seront toujours de 50 % : en fait, quelle que soit 1'orientation de 1'appareil
de Stern-Gerlach, il y aura toujours 50 % des spins devies dans la direction
de B et 50 % dans celle de —B. La difference entre les deux cas est que
pour le cas pur (6.25), ou etat completement polarise, il existe une relation de
phase bien definie entre les amplitudes pour trouver \x) dans les etats |+) et
— ) . L'etat pur |%) est une superposition coherente des etats |+) et — ) , et le

melange (6.24) est une superposition incoherente de ces memes etats. Dans un
melange, l'information sur les phases est perdue, au moins partiellement (car
il peut bien sur exister des etats partiellement polarises : cf. 1'exercice 6.4.4) ;
elle est totalement perdue pour un etat non polarise.

Les memes remarques valent pour la polarisation de la lumiere, ou la
polarisation d'un photon : une lumiere non polarisee est une superposition
incoherente de lumiere polarisee lineairement a 50 % suivant Ox et 50 %
suivant Oy, sans relation de phase entre les deux. Une lumiere polarisee
circulairement a droite \D) ou a gauche \G) est decrite par les vecteurs (3.24)

Une telle lumiere sera arretee a 50 % par un polariseur lineaire dirige suivant
Ox, et plus generalement suivant un axe quelconque, tout comme une lumiere
non polarisee. Si les photons sont non polarises, tout polariseur (A, /^) (cf.
§ 3.1.1) laissera passer les photons avec une probabilite de 50 %.

De faQon generale, la caracteristique d'un etat pur est qu'il existe un
test maximal dont un des resultats a une probabilite de 100 %, tandis que
pour un melange il n'existe pas de test maximal possedant cette propriete
(exercice 6.4.3). Dans le cas du spin 1/2, cela veut dire qu'il n'existe pas
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d'orientation de B telle que 100 % des spins soient devies dans la direction
de B, et dans celui du photon qu'il n'existe pas de polariseur (A, /z) laissant
passer tous les photons avec probabilite unite.

II n'est pas difficile de trouver la loi devolution temporelle de 1'operateur
densite pour un systeme isole. En effet, si nous considerons d'abord
1'operateur densite d'un cas pur, en utilisant (4.11)

En sommant sur les probabilites pa on obtient 1'equation d'evolution de p(t]

Nous avons ecrit un hamiltonien independant du temps, mais (6.26) reste
valable meme si H depend du temps. On obtient une loi equivalente en
utilisant 1'operateur d'evolution U(t,0) (4.14)

Une telle evolution temporelle de 1'operateur densite est reversible et est
appelee hamiltonienne ou unitaire. II est interessant d'observer qu'un etat
de desordre maximal est un invariant dynamique car [/f, p] = 0.

L'introduction de 1'operateur densite permet de donner une formulation
plus generale des postulats du chapitre 4.

• Postulat la. L'etat d'un systeme quantique est represente
mathematiquement par un operateur densite p agissant dans un espace
de Hilbert des etats H.

• Postulat Ila. La probabilite p% de trouver le systeme quantique dans
1'etat \x) est donnee par

• Postulat IVa. L'evolution temporelle de 1'operateur densite est donnee
par (6.26)

Le postulat III reste inchange, et le postulat RPO (reduction du paquet
d'ondes) (4.7) devient
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lorsque le result at de la mesure de la grandeur physique A est la valeur
propre an. Soulignons a nouveau que (6.26) ne vaut que pour un systeme isole.
L'evolution temporelle d'un operateur densite reduit n'est pas hamiltonienne,
sauf cas particulier8.

6.2 Exemples

6.2.1 Inegalites de Bell

Supposons que nous soyons capables de fabriquer un etat |$) (6.15)
de deux particules identiques de spin 1/2, les deux particules partant en
sens inverse, avec des impulsions egales et opposees. Elles peuvent par
exemple provenir de la disintegration d'une particule instable de spin zero et
d'impulsion nulle, auquel cas la conservation de 1'impulsion implique qu'elles
partent bien dans des directions opposees. Un exemple (simple theoriquement,
mais pas experimentalement !) est la disintegration d'un meson TT° en
un electron et un positron9 : TT° —> e+ + e~. Deux experimentateurs,
nommes conventionnellement Alice et Bob, mesurent suivant un axe donne la
composante du spin de chaque particule (figure 6.1), lorsque les particules sont
tres eloignees comparativement a la portee des forces et ont cesse d'interagir
entre elles depuis longtemps. Pour la clarte de la figure, les axes sont choisis
perpendiculaires a la direction de propagation, bien que cela ne soit pas
indispensable10. En utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ
magnetique est parallele a la direction o, Alice mesure la composante du spin
suivant cet axe de la particule partant vers la gauche, ou particule a, et de
meme Bob mesure la composante suivant un axe b du spin de la particule
partant vers la droite, ou particule b. Examinons d'abord le cas ou Alice
et Bob utilisent tous deux 1'axe Oz : a = b = z. Les disintegrations
sont supposees bien separees dans le temps et chaque experimentateur peut
savoir qu'il mesure les spins de particules issues de la meme disintegration.
Autrement dit, chaque pairede particules est parfaitement bien identifiee dans
1'experience.

Grace a son appareil de Stern-Gerlach, Alice mesure la composante suivant
Oz, Sz

a , du spin de la particule a, avec pour resultat +h/2 ou —h/2, et Bob
fait de meme pour la composante Sz de la particule b. Ainsi que nous
1'avons vu en (6.24), chacune des deux particules est non polarisee : Alice et
Bob observent une suite aleatoire de resultats +H/2, et —H/2. Une'fois la serie

8. C'est ce que Ton observe en mecanique statistique pour 1'operateur densite d'un
systeme en contact avec un reservoir de chaleur. Dans une evolution hamiltonienne,
1'entropie statistique — Trplnp est conservee, mais ce n'est pas le cas pour une evolution
non hamiltonienne : 1'entropie statistique d'un systeme en contact avec un reservoir de
chaleur n'est pas constants.

9. Ce mode de disintegration est rare, mais il s'agit pour le moment d'une discussion
theorique.

10. Voir la note 14 du chapitre 3.
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FlG. 6.1 — Configuration d'une experience de type EPR.

de mesures faite, Alice et Bob se retrouvent sur un meme site et confrontent
leurs resultats. Us constatent que pour chaquepaire ces resultats exhibent une
parfaite (anti)correlation. Lorsqu'Alice a mesure +h/2 pour la particule a,
Bob a mesure —h/2 pour la particule b et vice-versa. Pour expliquer cette
anticorrelation, calculons le resultat d'une mesure dans 1'etat |$) (6.15) de
la grandeur physique [Sz Sz ] construite avec deux operateurs compatibles.
Compte tenu de (6.12), on voit immediatement que |<I>) est vecteur propre de
[S^Szb^] avec la valeur propre -h2/4

La mesure de [Sz Sz ] doit done donner le resultat — ft2/4, ce qui implique
que Bob doit mesurer —h/2 si Alice a mesure +h/2 et vice-versa11. Dans la
limite de la precision du dispositif experimental, il est impossible qu'Alice et
Bob mesurent tous deux +h/2 ou —h/2.

11. On rencontre parfois le raisonnement suivant : si Alice obtient +h/2 en mesurant la
premiere S^ , 1'etat |3>) est projete sur H—} par reduction du paquet d'ondes (postulat
RPO), et Bob mesure done 3% = —h/2. Ce raisonnement n'est pas satisfaisant, car
1'enonce « Alice effectue la premiere une mesure du spin » n'est pas invariant de Lorentz si
Alice et Bob sont distants de L et si leurs mesures sont separees par un intervalle de temps
T < L/C.
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A la reflexion ce resultat, pour 1'instant, n'est pas trop surprenant. C'est
une variante du « jeu12 des deux douaniers » : deux voyageurs a et b partent
en sens inverse depuis 1'origine, chacun emportant une valise, et sont controles
ulterieurement par deux douaniers, Alice et Bob. L'une des valises contient
une boule rouge, 1'autre une boule verte, mais les voyageurs ont pris au hasard
leur valise fermee et ils ne connaissent pas la couleur de la boule enfermee dans
leur valise. Si Alice controle la valise du voyageur a, elle a 50 % de chances
de trouver une boule verte. Mais si elle trouve effectivement une boule verte,
il est clair que Bob, avec une probabilite de 100 %, va trouver une boule
rouge ! Des correlations ont ete introduites au depart entre les valises, qui se
retrouvent dans une correlation des resultats d'Alice et Bob.

Cependant, comme 1'ont remarque pour la premiere fois Einstein, Podolsky
et Rosen (EPR) dans un article celebre13 — sur un exemple different, la version
exposee ici est due a Bohm —, la situation devient nettement moins banale
si Alice et Bob decident d'utiliser dans une autre serie de mesures 1'axe Ox
au lieu de 1'axe Oz. Comme |$) est invariant par rotation, si Alice et Bob
orientent leurs appareils de Stern-Gerlach dans la direction Ox, ils vont a
nouveau trouver une anticorrelation parfaite de leurs mesures car

Le point de vue sous-jacent a 1'analyse de ces resultats par EPR est celui
du « realisme » : EPR supposent que Ton peut attribuer aux systemes
microscopiques des proprietes intrinseques, recouvrant une realite physique.
Plus precisement, si la valeur d'une grandeur physique peut etre predite avec
certitude sans perturber en rien le systeme, alors il existe une realite physique
attachee a cette grandeur. Pour une particule de spin 1/2 dans 1'etat |+), Sz

est une grandeur de ce type car on peut predire avec certitude que Sz = H/1.
En revanche dans ce meme etat, la valeur de Sx ne peut pas etre predite
avec certitude (elle vaut +H/2 ou — H/1 avec une probabilite de 50 %) : Sx

et Sz ne peuvent pas avoir simultanement une realite physique. Etant donne
que les operateurs Sx et Sz ne commutent pas, il est impossible en physique
quantique de leur attribuer des valeurs simultanees.

Poursuivant leur analyse, EPR s'appuient sur une deuxieme hypothese,
celle du principe de localite, qui stipule que si Alice et Bob effectuent leurs
mesures dans des regions locales de 1'espace-temps14, qui ne peuvent pas etre
reliees de fagon causale, alors il n'est pas possible que le choix d'un dispositif
experimental par Alice, par exemple 1'orientation de son appareil de Stern-
Gerlach, puisse affecter les proprietes de la particule 615. D'apres la discussion

12. Invente pour la circonstance !
13. A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen, Phys. Rev. 47, 777 (1935). On parle parfois

du « paradoxe EPR », mais il n'y a aucun aspect paradoxal dans 1'analyse EPR.
14. Par exemple si Alice et Bob sont distants de L dans un referentiel ou ils sont tous

deux au repos et que les mesures prennent un temps T, on exigera que r <C L/C.
15. Ce qui n'est pas equivalent a dire que les resultats d'Alice et de Bob ne sont pas

correles ! Dans 1'exemple elementaire des deux voyageurs, 1'ouverture de la valise du
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precedente, ceci implique que sans perturber en rien la particule 6, une mesure
par Alice de Sz permet de connaitre avec certitude Sz et une mesure de Sx
permet de connaitre avec certitude Sx . Si 1'on accepte le « realisme local »
d'EPR, le resultat de la mesure d'Alice ne sert qu'a reveler une information
qui devait deja etre stockee dans la region locale d'espace-temps attachee
a la particule b. Une theorie plus complete que la mecanique quantique
devrait contenir une information simultanee sur les valeurs de Sx et de Sz ,
capable de predire avec certitude tous les resultats des mesures de ces deux
grandeurs physiques dans une region locale de 1'espace-temps attachee a la
particule b. Les grandeurs physiques Sx et Sz ont done simultanement une
realite physique en contradiction avec la description quantique du spin d'une
particule par un vecteur d'etat. EPR ne contestent pas que la mecanique
quantique donne des predictions statistiquement correctes, mais elle ne suffit
pas pour decrire la realite physique d'une paire individuelle. Dans le cadre du
realisme local, tel qu'il a ete defini ci-dessus, 1'argument d'EPR est imparable
et leur verdict sans appel : la mecanique quantique est incomplete ! Toutefois
EPR ne proposent aucun schema pour « completer » la mecanique quantique.

Selon le realisme local, meme si une experience donnee ne permet pas de
mesurer simultanement Sx et Sz , ces deux quantites ont neanmoins une
realite physique simultanee dans la region locale de 1'espace-temps attachee
a la particule 6, et il en est de meme par symetrie pour Sx et Sz pour
la particule a. Cette consequence ineluctable du realisme local permet de
prouver les inegalites de Bell, qui fixent les correlations maximales possibles
dans une telle hypothese. Revenant au cas des axes de mesure a et b
quelconques, appelons A(a) et Bib] le resultat d'une mesure de a • a et de
a • b : afin de se debarrasser du facteur ft/2, il est commode d'utiliser les
matrices de Pauli plutot que les operateurs de spin. De plus, nous allegerons
les notations en omettant les exposants (a) et (6) lorsque les vecteurs a ou b
levent toute ambigui'te

Les resultats des mesures ont pour valeurs possibles ±1:

Soit p£a£b la probabilite jointe pour qu'Alice trouve le resultat ea et Bob le

resultat £5 et soit £"(a, b) la valeur moyenne (£a£b}

voyageur a par Alice r6vele la couleur de la boule de la valise b : cette ouverture ne perturbe
en rien la valise 6, bien qu'elle determine le resultat de Bob, ce qui fait que les resultats
sont correles. La couleur de la boule contenue dans la valise 6 preexistait a 1'ouverture de
la valise a.
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£'(d, 6) mesure la correlation entre les mesures d'Alice et celles de Bob quand
ceux-ci utilisent des axes a et b. E(a, b) est obtenu experimentalement en
effectuant une serie de N ^> 1 mesures sur N paires : si An(a) et Bn(b) sont
les resultats de la mesure sur la paire n pour les orientations (a, 6)

E(a, b) est une donnee experimentale, independante de tout a priori theorique.
Considerons maintenant deux orientations possibles a et a' pour les mesures
d'Alice et de meme deux orientations possibles b et b' pour celles de Bob, et
utilisons la notation abregee A'n = An(a'}, B'n — Bn(b'} pour la paire n. Soit
Xn la combinaison

Contrairement a celle de E(a,b), 1'ecriture de Xn repose sur un a priori
theorique, celui du schema envisage par EPR ou les particules a et b
« possedent » les proprietes A n , . . . , B'n. Un seul des quatres couples possibles
(An,Bn,~).. .(A'n,B'n,} peut etre effectivement mesure dans une experience
sur la paire n, mais le resultat potentiel des trois autres experiences est bien
defini, meme s'il nous est inconnu. Pour chaque paire, la combinaison Xn vaut
±2. En effet, on a soit Bn — B'n, auquel cas B'n — Bn = 0 et Bn + B'n = ±2,
soit Bn = —B'n, auquel cas Bn + B'n = 0 et B'n — Bn = ±2. Comme les valeurs
possibles de An et A'n sont ±1, on a necessairement Xn = ±2. La moyenne
sur un grand nombre d'experiences ne peut donner qu'une valeur moyenne
(X) dont la valeur absolue est inferieure a deux

Le resultat |{X)| < 2 est un exemple d'inegalite de Bell. Soulignons a nouveau
que cette inegalite depend de fagon cruciale du realisme local : la particule a
possede simultanement les proprietes An et A'n, la particule b les proprietes Bn

et B'n, et An dans (6.28) ne peut pas dependre de 1'orientation b ou b' de
1'analyseur Bob.

Quelles sont les predictions de la mecanique quantique ? Pour calculer
E(a, b) defini en (6.27) on se sert de 1'invariance par rotation de |3>) qui permet
de choisir a suivant Oz : les etats propres de Sa, ou de a • a, sont alors les
etats propres |+) et |—} de Sz . Soit 9 Tangle entre b et Oz ; d'apres (3.56),
dans la base ||+), |—}}
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Le produit tensoriel16 | + ®[+, b]) est done donne par

et 1'amplitude a++, telle que p++ = a+_|_|2 vaut

Par symetrie dans 1'echange -f <-> —

et done

ce que Ton peut verifier par un calcul explicite (exercice 6.4.7). On en deduit

Une autre fagon de calculer E(a, b) est de remarquer que A(a) = ea est la
valeur propre de a • a, B(b] = £5 de a • b, et la mesure de (a • a) ® (a • b} a
pour resultat £a£b- E(a, b) n'est autre que la valeur moyenne de ( a - a ) ® (<?-hi)
dans 1'etat |$)

L'exercice 6.4.7 montre que Ton retrouve bien (6.32) a partir de (6.33).
Faisons maintenant le choix suivant pour les axes de mesure des deux

spins : a est parallele a z et b est dirige suivant la seconde bissectrice des
axes x et z (figure 6.2), a' parallele a x et b' suivant la premiere bissectrice,
orthogonal a b. Les differentes valeurs moyennes sont donnees par

La combinaison (X) de ces valeurs moyennes vaut —2\/2 en mecanique
quantique

On peut montrer que le choix des orientations de la figure 6.2 donne la
valeur maximale de \(X)\ : |(-X")|max = 2\/2- Cette valeur viole la borne (6.29)

16. Nous retablissons provisoirement la notation du produit tensoriel pour la clarte de
1'ecriture.
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FlG. 6.2 - Configuration optimale des angles.

\(X)\ < 2. La mecanique quantique est incompatible avec les megalites de
Be]], et done avec 1'hypothese EPR de realisme local : les correlations de la
mecanique quantique sont trop fortes ! Les theories de variables additionnelles
locales sont un exemple de theorie realiste locale, et les predictions de la
mecanique quantique sont done incompatibles avec toute theorie de ce type.
La contradiction entre la mecanique quantique et les hypotheses EPR vient
de ce qu'en mecanique quantique on ne peut pas attribuer simultanement des
valeurs bien definies aux quatre quantites An, jBn, A'n et B'n de (6.28) pour
une meme paire de spins 1/2, car ces quantites correspondent a des valeurs
propres d'operateurs qui ne commutent pas tous entre eux. Une experience
permet de mesurer au plus deux de ces quantites simultanement, et sur deux
particules differentes, et on n'a pas le droit de supposer 1'existence de ces
quantites, meme inconnues, dans un raisonnement physique. Contrairement
a 1'ouverture de la valise a, la mesure du spin de la particule a par Alice ne
devoile pas une propriete preexistante de la particule b17. La quantite Xn

dans (6.28) est « contrefactuelle », c'est-a-dire qu'elle ne peut etre mesuree
dans aucune experience realisable18.

Les experiences ont d'abord ete realisees avec deux photons provenant de la
desexcitation successive de deux etats excites d'un atome (cascade atomique),

17. De ce point de vue, la figure 2.18 de Levy-Leblond et Balibar [1984] est susceptible
d'une interpretation erronee : on peut comprendre que le quanton « possede » a la fois les
proprietes d'onde et de particule, et que 1'observation, qui met en evidence 1'un ou 1'autre
de ces aspects, ne fait que devoiler une realite preexistante.

18. Comme 1'ecrit A. Peres [1995] : « Unperformed experiments have no results. » II ne
faudrait surtout pas en conclure qu'il est necessairement illicite d'introduire dans la theorie
des quantites non directement observables : par exemple les consequences de la causalite
sur une constante dielectrique dependant du temps s'expriment le plus commodement
en prenant sa transformee de Fourier et en montrant que cette transformee est une
fonction analytique de la frequence u; dans le demi-plan complexe Imuj > 0. Pourtant
on n'observe jamais experimentalement une frequence complexe ! Comme 1'ecrit Feynman
(Feynman et al. [1965], chapitre 2): « II n'est pas vrai que nous puissions poursuivre une
activite scientifique complete en utilisant uniquement les concepts directement soumis a
1'experience. »
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FlG. 6.3 — Experience avec des photons intriques. La paire de photons intriques
est produite dans un cristal non lineaire BBO et les deux photons partent dans des
fibres optiques qui les amenent aux analyseurs de polarisation. D'apres A. Zeilinger,
Rev. Mod. Phys. 71, S288 (1999).

les polarisations des deux photons etant intriquees dans un etat19

Les experiences d'Aspect et a/.20 au debut des annees 1980 ont ete les
premieres a donner de fagon convaincante des resultats excluant le realisme
local. Actuellement on realise des experiences beaucoup plus precises en
utilisant la conversion parametrique de photons. Dans une experience realisee
a Innsbruck21, un photon ultraviolet est converti dans un cristal non lineaire en
deux photons dont 1'etat de polarisation est intrique (figure 6.3). Dans cette
experience, on peut modifier de fagon aleatoire 1'orientation des analyseurs
pendant que les photons sont en route entre leur point de production et les
detecteurs. En effet les deux detecteurs sont distants de 400 m, distance
franchie par la lumiere en 1.3 ^s, alors que la duree combinee des mesures
individuelles et de la rotation des polariseurs ne depasse pas 100 ns et
on elimine ainsi toute information qui pourrait etre stockee a 1'avance sur
1'orientation des polariseurs. II est impossible que les detections d'Alice
et de Bob soient reliees de fagon causale. La seule objection possible est
que seulement 5 % des paires de photons sont detectes, et il faut admettre
que ces 5 % constituent un echantillon representatif. A priori on ne

19. II faut faire tres attention aux conventions d'orientation : cf. 1'exercice 6.4.8.
20. A. Aspect, P. Grangier et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49. 91 (1982) ; A. Aspect, J.

Dalibard et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49, 1804 (1982).
21. G. Weihs et al. Phys. Rev. Lett. 81 5039 (1998).
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peut voir aucune raison qui s'y oppose22. On peut tres raisonnablement
affirmer que 1'experience a tranche en faveur de la mecanique quantique et
a elimine le principe de realisme local d'Einstein. La physique quantique est
definitivement non locale23, meme si Ton peut montrer que cette non-localite
ne contredit jamais la relativite restreinte, en ne permettant pas par exemple
de transmission d'information a une vitesse superieure a celle de la lumiere :
Alice et Bob observent chacun une suite aleatoire de +1 et de — 1 qui ne
contient aucune information, et c'est seulement en comparant leurs resultats
transmis par une voie classique, a une vitesse inferieure a c, qu'ils peuvent
se rendre compte de leur correlation. Mais meme si la non localite de la
mecanique quantique n'est pas en contradiction avec la relativite restreinte,
il n'en reste pas moins qu'on observe au mieux une coexistence pacifique !

6.2.2 Interferences et etats intriques

Dans la discussion des experiences d'interferences du chapitre 1, nous avons
insiste sur le fait que les interferences etaient detruites s'il etait possible, au
moins en principe, de connaitre la trajectoire de la particule et de determiner
si elle etait passee par une fente plutot que par 1'autre. La qualification « au
rnoins en principe » est cruciale : il importe peu qu'un experimentateur soit
ou non present pour effectuer 1'observation, et il importe peu que 1'observation
soit ou non possible avec les techniques experimentales d'aujourd'hui. II
suffit de concevoir que cette observation soit possible en principe dans le
cadre du dispositif experimental envisage. L'utilisation des etats intriques va
considerablement enrichir nos possibilites, et nous faire encore mieux apprecier
1'etonnante singularite de la mecanique quantique par rapport aux prejuges
herites de notre experience classique.

Imaginons une experience ou une particule 1 passe a travers un dispositif
de fentes d'Young, et soit a) (resp. |a'}) 1'etat quantique ou cette particule
passe par la fente a (resp. a'), c'est-a-dire 1'etat quantique de la particule
quand la fente a' (resp. a) est fermee. Supposons 1'etat de la particule 1
intrique avec celui d'un particule 2, 1'etat global |\I/) etant

Si par exemple les deux particules sont issues de la disintegration d'une
particule instable d'impulsion nulle, leurs impulsions sont correlees par
conservation de 1'impulsion

22. On admet que le resultat de 1'election de President de la Republique peut etre predit
avec un bon niveau de confiance sur un echantillon de 1000 personnes sur 30 millions
d'electeurs, soit 0.003 % !

23. II n'y a aucune reference a I'espace-temps dans le vecteur |<E>) (6.15). On parle aussi
de la non-separabilite du vecteur d'etat.
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FlG. 6.4 - Brouillage des interferences : la detection du photon 2 dans le plan situe
a une distance 2/ de la lentille permet de remonter a la position du photon 1 dans
le plan des fentes d'Young.

La mesure de p2 donne une information sur p\, et peut permettre sous
certaines conditions de remonter a la trajectoire de la particule 1, et par
exemple de determiner la fente d'Young choisie par celle-ci, ce qui entraine la
destruction des interferences. Dans le cas des interferences avec une seule
particule, on dit souvent que 1'observation de la trajectoire « perturbe »
celle-ci, et que cette perturbation est a 1'origine de la destruction des
interferences. Notre exemple d'interferences avec des particules intriquees
confirme la discussion du § 1.4.4 en montrant que cette « explication » passe
a cote du point essentiel : dans cette nouvelle experience, la particule 1
n'est jamais observee, et c'est I'information fournie sur 1 par une mesure
effectuee (ou non effectuee !) sur 2 qui permet de conclure a la destruction
des interferences. C'est la possibilite d'etiqueter les differentes trajectoires, et
non la perturbation due a leur observation, qui est a 1'origine de la destruction
des interferences.

Get etiquetage des trajectoires avait deja ete mis en evidence dans
1'exercice 3.3.9 sur la diffraction des neutrons par des noyaux de spin 1/2.
En effet la possibilite, toute theorique, d'etiqueter la trajectoire des neutrons
grace au renversement du spin d'un noyau, suffit a detruire les interferences :
au lieu des pics de diffraction, on observe un fond continu, bien que les
variables spatiales des neutrons ne soient en rien affectees par le renversement
du spin. Cependant 1'experience que nous allons examiner ci-dessous est
encore plus complete, car elle donne 1'option d'effacer cet etiquetage et de
retrouver les interferences.

Avant de passer a la description d'une experience effectivement realisee,
nous en discuterons le principe dans une geometric plus simple. Deux
photons 1 et 2 sont emis dans la disintegration d'une particule instable
supposee pratiquement immobile ; nous reviendrons ulterieurement sur cette
hypothese. La disintegration a lieu dans une lame de hauteur d (figure 6.4).
Le photon 1 part vers la gauche et traverse un dispositif de fentes d'Young,
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tandis que le photon 2 part vers la droite avec une impulsion opposee, passe
a travers une lentille convergente de focale / et est detecte sur un ecran E<2
situe a une distance 2/ de la lentille par une batterie de detecteurs. Le plan
F des fentes d'Young est egalement situe a une distance 2/ de la lentille.
La position d'arrivee du photon 2 sur 1'ecran E% permet de remonter a celle
du photon 1 sur le plan F, car les plans E<2 et F sont conjugues pour la
lentille. Si un photon 1 est detecte sur 1'ecran E\ apres son passage a travers
les fentes d'Young, un photon 2 sera detecte en coincidence sur 1'ecran E^,
ce qui donnera 1'information sur la fente traversee. Les photons 1 ne vont
done pas former de figure d'interferences. Meme en 1'absence de lentille et de
detecteur, il n'y aurait pas d'interferences, car on pourrait en principe installer
la lentille et la batterie de detecteurs en E% et recueillir ainsi 1'information
sur la trajectoire du photon 1 : c'est 1'existence du photon compagnon qui est
cruciale.

FlG. 6.5 — Interferences en coincidence : le detecteur du photon 2 est place
maintenant dans un plan situe a une distance / de la lentille. L'information
potentielle sur la trajectoire du photon 1 est effacee, et on observe une figure
d'interferences si Ton detecte le photon 1 en coincidence avec le photon 2.

Cependant il est possible d'effacer cette information potentielle en realisant
une experience differente : un detecteur est place dans le plan focal de la
lentille (figure 6.5). La detection du photon 2 determine alors la direction
de I'impulsion du photon 2 avant la lentille, et par voie de consequence celle
du photon 1. Toute information sur la position du photon 1 au passage du
plan F des fentes est maintenant effacee : le detecteur fonctionne comme une
« gomme quantique ». Les photons 1 detectes. en coincidence avec un photon 2
vont se repartir sur une figure d'interferences sur 1'ecran E\, la position de la
frange centrale etant fixee par la position du detecteur dans le plan focal de
la lentille.

On doit toutefois faire la remarque suivante : Tangle caracteristique dans
la geometric de 1'experience est 9 — a/D, ou a est la distance entre les fentes
et D la distance des fentes a la source. La dispersion Apz sur la composante
verticale de I'impulsion des photons produits dans la lame de hauteur d est
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FlG. 6.6 - Experience du groupe d'Innsbruck. La paire de photons intriques est
produite dans un cristal non lineaire. D'apres A. Zeilinger, Rev. Mod. Phys. 71,
S288 (1999).

donnee en fonction de la longueur d'onde A par

La discussion precedente suppose que cette dispersion est negligeable par
rapport a 0

En revanche, pour X/d 3> #, on observera deux systemes de franges
independants si Ton fait passer les deux photons a travers des fentes d'Young
(exercice 6.4.9).

L'experience est realisee dans une geometric un peu differente : les deux
photons sont produits par conversion parametrique dans un cristal non lineaire
d'un photon ultraviolet d'impulsion P, et la condition pi + P2 = 0 est
remplacee par pi + P2 = P- Les deux photons partent tous deux vers la
droite avec une petite ouverture angulaire variable (figure 6.6). Pour obtenir
la trajectoire du photon 1, il suffit sur les figures 6.4 et 6.5, de renverser sa
direction de propagation a partir de la lame. L'experience confirme en tout
point la discussion precedente (figure 6.7).

6.2.3 Etats intriques a trois particules : etats GHZ
Les etats GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger) sont des etats intriques

a trois particules qui exhibent des proprietes non classiques de fagon
encore plus spectaculaire que les etats a deux particules. On sait realiser
experimentalement des etats intriques a trois photons en utilisant la
conversion parametrique. Afin de simplifier la discussion, nous nous limiterons
a la discussion theorique d'etats intriques de trois particules de spin 1/2. On
suppose qu'une particule instable se desintegre en trois particules identiques
de spin 1/2, emises dans un plan, dans une configuration ou les trois
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FlG. 6.7 - Interferences observees par le groupe d'lnnsbriick. D'apres A. Zeilinger,
Rev. Mod. Phys. 71, S288 (1999).

impulsions font entre elles un angle de 27T/3 et dans 1'etat intrique de spin

Trois experimentateurs, Alice (a), Bob (6) et Charlotte (c), peuvent
mesurer la composante du spin suivant une direction perpendiculaire a la
direction de propagation de chaque particule (figure 6.8). Le plan des
impulsions est le plan horizontal, 1'axe Oz est choisi le long de la direction de
propagation (il depend done de la particule), 1'axe Oy est vertical et x = y x z.
Examinons les trois operateurs suivants

Les matrices Oi agissent dans 1'espace des etats de spin de la particule i,
i = a, 6, c. L'indice i de Ei donne la position de la matrice crx dans les
produits (6.40). Les trois operateurs Ej commutent entre eux : pour le
montrer, on utilise le fait que des matrices a agissant sur des espaces differents
commutent, par exemple
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FlG. 6.8 — Configuration d'une experience de type GHZ.

Pour des matrices agissant dans le meme espace on se servira de (3.48)

ainsi que de

Montrons par exemple que Ea et £& commutent

Les autres relations de commutation se demontrent de la meme fagon. Les
operateurs £$ sont de carre un (S? = /), leurs valeurs propres sont ±1, et
comme ils commutent entre eux, ils peuvent etre diagonalises simultanement.
II existe done un vecteur propre |\1/) preservant la symetrie entre les trois
particules, construit explicitement en (6.39), tel que

Les mesures de spin sont faites dans les configurations (x,y, ?/), ( y , x , y ) et
(y, y, x) : par exemple dans la configuration (x, y, y ) , Alice oriente son appareil
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de Stern-Gerlach dans la direction Ox, Bob et Charlotte dans la direction Oy.
Les mesures de <jix ou de Oiy ont toujours pour resultat ±1, et si le triplet de
particules est dans 1'etat |^), le produit des resultats d'Alice, Bob et Charlotte
doit etre +1, quelle que soit la configuration des appareils. En revanche, si
ceux-ci sont dans la configuration (x,x,x), le produit des resultats est — 1
parce que

et par consequent, si |^) est donne par (6.39)

On verifie sans peine que £ commute avec Ea, £{, et Ec. Compte tenu de

on montre directement (6.41) en examinant 1'action des £^ sur |\I/} ; on montre
de meme (6.42) en faisant agir ffax&bx&cx sur |\I/)

Essayons maintenant de rendre compte des resultats experimentaux a 1'aide du
realisme local : une fois les trois particules sumsamment eloignees, chacune
d'entre elles possede en propre ses caracteristiques physiques. Notons Ax

le resultat de la mesure de la composante x du spin de la particule a par
Alice,..., Cy celui de la composante y du spin de la particule c par Charlotte,
avec Ax,..., Cy = ±1. Lorsqu'une mesure de la composante x est effectuee en
conjonction avec deux mesures de la composante y, nous avons vu en (6.41)
que le produit des resultats est +1

Cependant, alors que les particules sont en vol, les trois experimentateurs
peuvent decider de modifier 1'orientation de leurs axes d'analyse et de les
orienter tous suivant Ox ; le produit des trois composantes des spins vaut
alors —I

Mais on remarque que

car A^ = By = Cy — I . Les equations (6.43) et (6.44) sont incompatibles ! II
ne s'agit pas comme au § 6.2.1 d'une inegalite reposant sur des correlations
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statistiques, mais d'une anticorrelation parfaite ! Le realisme local voudrait
que la grandeur aax ait une realite physique au sens de EPR, puisque qu'on
peut la mesurer sans perturber en rien la particule a en mesurant o~by et
acy : Ax = ByCy. Mais on peut aussi obtenir Ax en mesurant abx et acx :
Ax — —BXCX. Le realisme local implique qu'il s'agit du meme Ax, mais ce
n'est pas le cas en mecanique quantique : la valeur de Ax est contextuelle, elle
depend des grandeurs physiques non compatibles entre elles qui sont mesurees
simultanement a aax, et Ax dans (6.43) n'est pas le meme que Ax dans (6.44).
Comme dans le cas des inegalites de Bell, le probleme vient de ce que Ton
ne peut pas mesurer simultanement les six quantites Ax,..., Cy, qui sont les
valeurs propres d'operateurs ne commutant pas tous entre eux, et la mesure
simultanee de ces six quantites est contrefactuelle : on peut en mesurer
au maximum trois dans une experience. Les operateurs Sa, £5, £c et E
commutent tous entre eux. II serait done possible d'envisager une experience
ou ils soient mesures tous les quatre simultanement. Mais le realisme local
exige en plus que la mesure du produit Ea£fcEc donne un resultat identique
au produit des valeurs individuelles des six operateurs de spin, ce qui n'est
pas un enonce compatible avec la physique quantique.

6.3 Applications

6.3.1 Mesure et decoherence

Dans Interpretation de Bohr (ou de Copenhague) de la mesure en
mecanique quantique exposee au chapitre 4, 1'appareil de mesure est un objet
classique : le resultat de la mesure se lit par exemple comme la position d'une
aiguille sur un cadran. Cette interpretation est d'une efficacite remarquable,
et elle est utilisee sans etats d'ame par des milliers de physiciens. Du point
de vue de la pratique quotidienne, il n'y a rien a y ajouter. II n'en va
pas de meme si Ton reflechit aux fondements de cette interpretation. En
effet, les lois universelles de la physique sont quantiques, et la physique
classique n'est qu'une approximation, dans certaines limites et sous certaines
conditions qui restent d'ailleurs encore largement inconnues aujourd'hui, sauf
dans des cas modeles trop simples pour etre realistes. On pourrait etre tente
d'affirmer que les objets macroscopiques sont classiques, mais ce serait ignorer
qu'il existe des echantillons macroscopiques de fluides quantiques comme
1'helium (3He et 4He) superfluides ou les supraconducteurs. Le processus
de mesure commence certainement par une interaction microscopique entre
1'objet quantique a mesurer et 1'appareil de mesure, et la description de cette
interaction releve du domaine quantique. Ensuite, par des processus dont
personne ne maitrise encore les details, la mesure se traduit en fin de compte
par un effet classique, la position d'une aiguille sur un ecran. La faiblesse de la
theorie de Bohr est que la frontiere quantique-classique est floue, et peut etre
deplacee plus ou moins arbitrairement (jusqu'au cerveau de 1'experimentateur,
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ce qui a donne lieu a une abondante litterature). Conscient de cette faiblesse
de la theorie de Bohr, von Neumann avait propose de la completer grace
a un mecanisme de mesure comportant une interaction quantique initiale
entre 1'objet a mesurer et 1'appareil de mesure, considere lui aussi comme un
objet quantique. Dans la theorie de von Neumann, on suit sans difficulte
la premiere phase du processus de mesure, celle qui releve de 1'equation
devolution (4.11) et que Ton peut appeler phase de pre-mesure. Mais pour
obtenir une veritable mesure, il faut necessairement passer par une etape qui
n'est plus regie par (4.11), mais par une evolution irreversible. L'interaction
du systeme a mesurer S avec 1'appareil de mesure M cree un etat intrique
S + M. Cela ne pose aucun probleme tant que M reste microscopique, mais
ne peut pas persister jusqu'a la fin du processus de mesure. En effet, dans
le cas contraire, rien n'interdirait a 1'appareil de mesure de se trouver dans
un etat de superposition lineaire, et par exemple une aiguille pourrait pointer
sur deux positions a la fois sur le cadran. La description de 1'appareil de
mesure releve d'un ensemble statistique classique, et non d'un vecteur d'etat,
et c'est 1'interaction irreversible de M avec son environnement, ou decoherence,
qui conduit a ce result at. II faut cependant souligner que si la decoherence
est une etape essentielle du processus de mesure, elle ne suffit pas a rendre
compte de 1'integralite de ce processus. Elle explique comment on passe d'une
superposition quantique a un melange statistique, mais elle n'a rien a dire sur
1'origine du postulat II, ni sur le fait que d'une experience particuliere sur un
systeme quantique emerge toujours un resultat unique.

Ann de rendre ces considerations plus concretes, nous aliens nous appuyer
sur une experience conduite a 1'Ecole Normale Superieure en 199624, dont le
schema est donne dans la figure 6.9. Notre discussion sera schematique : des
details complementaires se trouvent a 1'annexe B. Dans cette experience, la
mesure est effectuee par un champ electromagnetique enferme dans la cavite
supraconductrice C du schema de la figure 6.9. Le facteur de qualite de
cette cavite est tres eleve, de 1'ordre de 5 x 107: la vie moyenne Tr d'un
photon dans la cavite est de quelques centaines de /^s, alors que la frequence
de resonance uoc est de 3.21 x 1011 rad.s"1 (yc = 51.1 GHz). Une fois le champ
etabli dans la cavite, on coupe toute interaction avec la source S du champ et
on travaille avec un nombre moyen (n) de photons de 3 a 10. L'objet a mesurer
est un atome qui parcourt le trajet de O aux detecteurs D en traversant la
cavite. Get atome peut exister dans deux etats : un etat fondamental \g) et un
etat excite25 \e). Le passage de 1'atome dans la cavite induit un dephasage ±$
du champ electromagnetique26 selon 1'etat de 1'atome. On note |G), dephase
de +$ (resp. |.E), dephase de — $) 1'etat (quantique) du champ apres que
1'atome dans 1'etat \g) (resp. |e)) a traverse la cavite. Selon que 1'atome est

24. M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).
25. Ces deux etats sont des etats de Rydberg d'un atome de rubidium, correspondant a

un electron de valence dans un niveau n ~ 50 : exercice 14.5.4.
26. En effet, on travaille hors resonance, et les photons de la cavite ne sont pas absorbes

par les atomes : voir § 5.2.4.
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FlG. 6.9 — Experience sur la decoherence. Les atomes sortent du four O et traversent
une premiere cavite micro-onde Ri. Us traversent ensuite la cavite supraconductrice
C puis la seconde cavite micro-onde R%. Les cavites Ri et R% sont alimentees par
la meme source S. Les atomes sont finalement detectes par les deux detecteurs a
ionisation De et Dg, qui sont declenches respectivement par les atomes dans les etats
e ou g. D'apres M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

dans 1'etat e) ou \g), on obtient un vecteur d'etat atome + champ

La mesure de 1'etat du champ permet en principe27 — sinon en pratique — de
mesurer 1'etat de 1'atome : si le champ est trouve dans 1'etat (£"), cela veut
dire que 1'atome etait dans 1'etat |e), et 1'etat du champ est done 1'aiguille
qui donne le resultat de la mesure. La position de 1'aiguille est soit +<£,
correspondant a \g), soit —<I>, correspondant a \e}, mais nous en sommes
encore au stade d'une pre-mesure : toute 1'evolution a ete regie jusqu'a present
par une equation du type (4.11), pour un systeme atome + champ isole.
Les etats \G) et \E} sont des etats « presque classiques »: si le nombre de
photons etait grand, le module et la phase du champ seraient parfaitement
definis28. Une representation module et phase de ces etats est donnee dans la
figure 6.10 : dans le plan complexe du champ electrique, le module du champ
est proportionnel a la racine carree (n)1/2 du nombre moyen de photons.
Cependant, contrairement au cas classique, I'extremite du vecteur champ

27. L'existence potentielle d'une telle mesure est confirmee par la disparition
d'interferences : voir 1'annexe B.

28. D'un point de vue technique, ces etats sont des « etats coherents » : voir la
section 11.2.
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FlG. 6.10 - Representation module et phase du champ electrique dans la cavite C.
Les cercles hachures donnent la dispersion sur I'extremite du champ.

electrique n'est pas exactement fixee : elle est affectee par des fluctuations
quantiques qui verifient AnA$ ~ 1 (c/. § 11.3.4).

Appliquons en R\ une impulsion micro-onde sur 1'atome avant son passage
dans C (figure 6.9). L'effet de cette impulsion sur le vecteur d'etat de 1'atome
est le suivant

Si 1'atome est initialement dans 1'etat e), 1'impulsion micro-onde 1'envoie dans
1'etat a), et 1'etat atome + champ est alors finalement 1'etat intrique

mais on a toujours E —> e, G —» g. Les difncultes vont venir de ce que 1'on
pent faire des transformations lineaires sur 1'etat de 1'atome apres son passage
dans C tant qu'une veritable mesure n'a pas ete menee a son terme et que le
systeme atome -+- champ est reste isole. Au point ou nous en sommes de la
mesure lorsque 1'atome sort de C, rien n'est joue, nous en sommes encore au
stade d'une evolution reversible. II est possible d'effectuer des transformations
lineaires sur 1'etat de 1'atome dont 1'effet est de laisser le champ dans une
superposition lineaire de \E) et \G}. Pour ce faire, on applique une seconde
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impulsion micro-onde en R% avant les detecteurs : |\I>) devient |\&')

Si 1'on decide maintenant d'utiliser 1'atome comme appareil de mesure du
champ, cette equation montre que selon que 1'atome est detecte dans 1'etat
e) par De ou dans 1'etat \g) par D5, le champ est dans une superposition

lineaire

Comme dans une experience de type EPR, 1'etat final du champ n'est fixe
qu'apres 1'interaction de 1'atome avec le champ, car cet etat est determine
par des manipulations (dans la cavite ^2) posterieures a cette interaction :
c'est un exemple d'experience « a choix retarde ». L'equation (6.48) montre
que 1'appareil de mesure anterieur, le champ, est projete dans un etat de
superposition lineaire. Contrairement aux etats \E) et |(7), les etats (6.48)
ne sont pas des etats « presque classiques ». De tels etats, qui sont appeles
chats de Schrodinger29, seraient a priori ties surprenants pour des objets
macroscopiques, et en fait c'est 1'environnement qui privilegie les etats ou
1'aiguille pointe sur une position determinee ; comme on le verra a 1'annexe B,
les superpositions lineaires sont detruites tres rapidement par les interactions
avec 1'environnement, et ceci d'autant plus vite que les objets sont gros. On
ne peut pas vraiment identifier \E} et \G) aux deux positions d'une aiguille,
et cette premiere etape de la mesure ne peut etre en fait qu'une pr6-mesure,
car dans une mesure menee a son terme on n'observe pas de superpositions
lineaires.

Pour en savoir plus sur 1'etat du champ, on envoie un second atome sonder
le champ dans la cavite (une souris pour tester le chat!). II est alors possible de
montrer experimentalement que 1'etat de superposition lineaire (6.48) est tres
fragile. La coherence entre les etats \E) et |G) disparait au bout de quelques
dizaines de microsecondes, en un temps beaucoup plus court que le temps de
relaxation du champ, et ce dernier se retrouve dans un melange statistique des
etats \E) et \G) : c'est le phenomene de de-coherence, du au couplage dissipatif
du champ avec son environnement. Si 1'on avait initialement un etat pur du
champ

29. En transposant la discussion originals de Schrodinger, si 1'etat intrique est (6.46),
1'observation de 1'atome dans 1'etat |e) entraine la mort du chat (etat |.E)), alors que le chat
reste vivant (etat \G)) si 1'atome est observe dans 1'etat \g). Apres envoi de 1'impulsion
micro-onde et observation de 1'etat de 1'atome, le chat est dans un etat de superposition
lineaire vivant + mort !
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1'operateur densite dans la base {\E), \G}} serait

La decoherence transforme cet operateur densite en

Dans le cas present, la decoherence est due principalement a la fuite de photons
en dehors de la cavite, en raison des imperfections des miroirs. Les elements
non diagonaux, aussi appeles coherences, qui contiennent 1'information sur
la phase, tendent tres rapidement vers zero. Cette evolution p-m —* pfin

est non unitaire : elle n'est pas regie par un hamiltonien. En effet
1'interaction du champ avec son environnement conduit a un etat intrique
champ + environnement, et 1'operateur densite du champ est obtenu par une
trace partielle

Cette evolution non unitaire se traduit par une fuite d'information vers les
degres de liberte de 1'environnement, correspondant a un accroissement de
1'entropie statistique du champ, caracteristique d'un phenomene dissipatif

En resume, le processus de mesure debute par une interaction S + M
regie par (4.11), mais cela ne suffit pas pour mener la mesure a son terme. II
est necessaire de passer par une etape devolution irreversible, avec une fuite
d'information vers des degres de liberte inobservables. Tant que le systeme
S + M reste isole, la mesure ne peut etre achevee et en reste a 1'etape de pre-
mesure. C'est 1'interaction de M avec 1'environnement qui est responsable de
1'irreversibilite et de la decoherence. L'experience de TENS permet de montrer
la propriete de decoherence dans une situation experimentale bien controlee,
meme s'il y a encore une marge considerable entre une cavite contenant
quelques photons et un appareil de mesure macroscopique. Cependant il
semble acquis que 1'interaction avec 1'environnement est bien a 1'origine de
la perte d'information sur les phases et de 1'absence de chats de Schrodinger :
par exemple une superposition coherente de deux paquets d'ondes partant
en sens inverse doit perdre rapidement sa coherence de phase, et donner
un melange statistique de deux etats d'impulsion opposee. La plus grande
partie de 1'espace de Hilbert des etats est extremement fragile a cause de
1'environnement, et apres un temps tres court, seule subsiste une fraction
minime de cet espace, celle qui est selectionnee par la decoherence et definit les
melanges statistiques d'etats possedant une limite classique, les etats robustes
vis-a-vis de la dissipation dans 1'environnement : le chat de Schrodinger est
soit vivant, soit mort !
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6.3.2 Information quantique
Pour conclure ce chapitre, nous allons examiner quelques applications des

etats intriques a Vinformation quantique, c'est-a-dire la theorie du traitement
et de la transmission de Pinformation qui utilise les specificites de la mecanique
quantique. Comme resultat preliminaire, montrons le theoreme de non
clonage quantique. La condition indispensable pour que la methode de
cryptographic quantique decrite au § 3.1.3 soit parfaitement sure est que
1'espionne Eve ne puisse pas reproduire (cloner) 1'etat de la particule envoyee
par Bob a Alice tout en conservant pour elle le resultat de sa mesure, ce
qui rendrait 1'interception du message indetectable. Que ceci ne soit pas
possible est garanti par le theoreme de non clonage quantique. Pour montrer
ce theoreme, supposons que Ton souhaite dupliquer un etat quantique inconnu
\Xi}- Le systeme sur lequel on veut imprimer la copie est note </?) : c'est
1'equivalent de la feuille blanche. Par exemple, si Ton veut cloner un etat de
spin 1/2 %i) , |<£>} est aussi un etat de spin 1/2. L'evolution du vecteur d'etat
dans le processus de clonage doit etre de la forme

Cette evolution est regie par un operateur unitaire U qu'il n'est pas necessaire
de preciser

U doit etre independant de |xi}5 etui est inconnu par hypothese. Si 1'on veut
cloner un second original ^2)5 on doit avoir

Evaluons maintenant le produit scalaire

de deux fagons differentes

II en resulte que soit \xi) = |X2)> s°it {xi|X2} = 0. Cette preuve du
theoreme de non clonage explique pourquoi on ne peut pas se restreindre
en cryptographie quantique a une base d'etats de polarisation orthogonaux
{ \ x ) , \y}} pour les photons. C'est 1'utilisation de superpositions lineaires des
etats de polarisation \x) et \y) qui permet de detecter la presence eventuelle
d'un espion.

Venons-en maintenant au second sujet de cette sous-section, le calcul
quantique. En theorie de 1'information, 1'unite elementaire est le bit, qui
peut prendre deux valeurs, conventionnellement 0 ou 1. Ce bit est stocke
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classiquement par un systeme a deux etats, par exemple un condensateur
qui peut etre non charge (valeur 0 du bit) ou charge (valeur 1 du bit). Un
bit d'information implique typiquement 106 electrons dans la memoire vive
d'un ordinateur actuel. Une question interessante est alors : est-il possible de
stocker 1'information sur des electrons (ou d'autres particules) isole(e)s ? Ainsi
que nous 1'avons deja vu, un systeme quantique a deux etats est susceptible de
stocker un bit d'information : par exemple nous avons utilise au § 3.1.3 deux
etats de polarisation orthogonaux d'un photon pour stocker un bit. Pour fixer
les idees, nous allons plutot utiliser les deux etats de polarisation d'un spin
1/2 : par convention 1'etat de spin down |—} correspondra a la valeur 0, 1'etat
de spin up |+) a la valeur 1. Mais, contrairement au systeme classique qui ne
peut exister que dans les etats 0 ou 1, le systeme quantique peut exister dans
des etats de superposition lineaire \(p) de +} et —)

Au lieu d'un bit ordinaire, le systeme quantique stocke un bit quantique, ou q-
bit, dont la valeur dans 1'etat (6.55) reste indeterminee jusqu'a la mesure de la
composante z du spin : la mesure donnera le resultat 0 avec une probabilite
|/i|2, et le resultat 1 avec une probabilite |A|2, ce qui n'est pas en soi une
propriete particulierement utile. L'information stockee a 1'aide de q-bits est
un exemple d'information quantique. Le theoreme de non clonage implique
qu'il est impossible de recopier cette information exactement.

Supposons que nous voulions inscrire dans un registre un nombre entre 0
et 7. II faudra pour cela disposer de 3 bits. En effet, dans un systeme de
base 2, on peut representer un nombre de 0 a 7 par une suite de trois nombres
0 ou 1. Un registre classique stockera Vune des huit configurations suivantes

Un systeme de trois spins 1/2 permettra egalement de stocker un nombre de 0
a 7, par exemple en faisant correspondre ces nombres aux huit etats suivants
de trois spins

On notera |x), x = 0 , . . . , 7 un des huit etats de (6.56), par exemple |5) =
| + —h). Comme on peut former une superposition lineaire des etats (6.56),
on pourrait en conclure que le vecteur d'etat d'un syteme de trois spins nous a
permis de stocker d'un seul coup 23 = 8 nombres, et avec n spins on pourrait
stocker 2n nombres ! Cependant une mesure des trois spins suivant 1'axe
Oz donnera necessairement un des huit etats (6.56). Nous disposons d'une
importante information virtuelle, mais lorsque nous cherchons a la materialiser
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dans une niesure effective, nous ne faisons pas mieux que le systeme classique :
la mesure donne un des huit nombres, et pas les huit a la fois !

Quel gain peut-on alors attendre d'un ordinateur quantique qui
fonctionnerait avec des q-bits ? En fait, un ordinateur quantique serait
susceptible de mener en parallele un grand nombre d'operations. Les
operations elementaires sur les q-bits, et done sur les etats du type (6.56),
sont des evolutions unitaires regies par Pequation devolution (4.11), ou sa
version integrale (4.14). Dans certains cas, une information utile pourrait etre
extraite de ces operations, si Ton peut utiliser le calcul parallele quantique.
Le principe d'un tel calcul est le suivant : un registre d'entree de n q-bits
stocke un etat |^>)

ou \x) a ete defini precedemment dans le cas n = 3. Si 1'on part de 1'etat
| • • • — ) , on peut montrer qu'il suffit de n (et non expn) operations
elementaires pour arriver a (6.57). On construit ensuite le produit tensoriel
\ty) de )?/>} avec 1'etat |0) d'un registre de sortie de 2m q-bits

et une operation unitaire correspondant a une evolution temporelle du systeme
transforme |\P) en \^')

L'ensemble des deux registres contient simultanement les 2n+m valeurs du
couple ( x , f ( x ) } . Bien sur une mesure donnera un couple unique, mais il
est possible d'utiliser l'information stockee dans le vecteur d'etat (6.59) pour
effectuer par exemple une transformee de Fourier sur cette superposition et
echantillonner ensuite le spectre de puissance pour remonter a la periode de
f ( x ) : nous renvoyons le lecteur interesse aux articles cites en reference.

Un exemple est la determination de la periode d'une fonction f ( x ) .
Supposons f ( x ) definie sur ZN, le groupe additif des entiers modulo TV ;
un algorithme mis en oeuvre sur un ordinateur classique exige un nombre
d'operations de 1'ordre de TV, alors qu'avec un ordinateur quantique ce nombre
serait O(ln2TV). Ce resultat est a la base de 1'algorithme de Shor pour la
decomposition d'un nombre en facteurs premiers, la fonction f ( x ) etant alors
a^mod. N, a entier. Pour un entier N, cet algorithme requiert O(ln3 TV)
operations sur un ordinateur quantique, alors que les algorithmes classiques
exigent O(exp[(lnTV)1/3]) operations.

La principe d'algorithmes fonctionnant sur des ordinateurs quantiques
etant acquis, reste la realisation concrete d'un tel ordinateur. Les avis sur
cette question sont partages : ils vont du pessimisme integral a un optimisme
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mesure. A 1'heure actuelle, un groupe d'IBM30 vient d'obtenir la factorisation
de 15 : 15 = 3 x 5 (!) a 1'aide d'un ordinateur quantique utilisant la RMN,
mais on est encore tres loin de resultats utiles. Le principal probleme est celui
de la decoherence : en effet le calcul parallele decrit precedemment exige que
1'evolution soit unitaire, ce qui implique 1'absence d'interactions incontrolees
avec 1'environnement. Bien sur une isolation totale est impossible : il s'agit au
mieux de reduire au maximum les perturbations induites par 1'environnement,
et de concevoir des algorithmes de correction d'erreurs inevitables en utilisant
une information redondante.

FlG. 6.11 - Teleportation : Alice effectue une mesure de Bell sur les particules 1
et 2 et informe Bob du resultat par une voie classique.

La teleportation est une application amusante des etats intriques, qui
pourrait servir a transferer rinformation quantique (figure 6.11). Supposons
qu'Alice souhaite transferer a Bob 1'information sur 1'etat de spin \(p}\ d'une
particule 1 de spin 1/2

qui lui est a priori inconnu, sans lui transmettre directement cette particule.
Elle ne peut pas faire une mesure du spin, car elle ne connait pas 1'orientation
du spin de la particule 1, et toute mesure projetterait en general \(p}\ sur un
autre etat. Le principe du transfert de 1'information consiste a utiliser une
paire de particules intriquees 2 et 3 de spin 1/2 : la particule 2 est utilisee par
Alice et la particule 3 est envoyee vers Bob. Ces particules 2 et 3 se trouvent

30. L. Vandersypen et al., Nature 414, 883 (2001).
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par exemple dans 1'etat de spin (6.15) que nous noterons ici |$~}23

Alice va mesurer 1'etat de spin de la paire de particules 1 et 2 en utilisant
une base particuliere, la base des etats de Bell : 1'etat de spin de la paire de
particules 1 et 2 (non intriquees) peut se decomposer sur cette base formee
d'etats intriques

L'etat de spin des trois particules est

On utilise maintenant

et trois relations analogues pour reecrire

La mesure par Alice de 1'etat de spin de la paire de particules 1 et 2 projette
cet etat sur 1'un des quatre etats de base (6.62), ce qui projette 1'etat de la
particule 3 sur 1'etat correspondant dans (6.64). Par exemple si la mesure
projette sur |3>~)i2, 1'etat de spin de la particule 3 est 1^)3 = A|+)a + ^ —}%.
Alice transmet alors a Bob par une voie classique le resultat de sa mesure,
et Bob sait que la particule 3 lui arrive precisement dans 1'etat inconnu de
depart (6.60), mais qui reste tout aussi inconnu ! L'etat de la particule 1 a
ete teleporte, mais il n'y a jamais eu de mesure de cet etat. Si le resultat de
la mesure d'Alice n'est pas |$~)i2, Bob en sait assez pour faire la correction
et appliquer un champ magnetique convenable pour reorienter son spin dans
1'etat (6.60).
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II est utile d'ajouter les remarques finales suivantes :

• A aucun moment les coefficients A et /^ ne sont mesures, et 1'etat \(p}\
est detruit au cours de la mesure faite par Alice. II n'y a done pas de
contradiction avec le theoreme de non clonage.

• Bob ne « connait » 1'etat de la particule 3 que lorsqu'il a regu le resultat
de la mesure d'Alice. La transmission de cette information doit se faire
par une voie classique, a une vitesse au plus egale a celle de la lumiere.
II n'y a done pas transmission instantanee de l'information a distance.

• II n'y a jamais transport de matiere dans la teleportation.

6.4 Exercices

6.4.1 Independance du produit tensoriel par rapport
au choix de la base

Verifier que la definition (6.3) du produit tensoriel de deux vecteurs est
bien independante du choix de la base dans 'Hi et 7^2-

6.4.2 Produit tensoriel de deux matrices 2 x 2

Ecrire explicitement la matrice 4 x 4 produit tensoriel des matrices 2 x 2

6.4.3 Proprietes des operateurs densite

1. On construit avec les elements de matrice pn, pij, pji et PJJ d'un operateur
densite p la matrice 2 x 2

Montrer que pn > 0, PJJ > 0 et que detA > 0, d'ou \pij\2 < PUPJJ. En
deduire egalement que si pn =0, alors pij = p*f = 0.

2. Montrer que s'il existe un test maximal donnant une probabilite de 100 %
pour 1'etat physique decrit par un operateur densite p, alors cet etat est un
cas pur. Montrer egalement que si p decrit un cas pur, et que Ton peut ecrire

alors
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3. En revanche, dans le cas d'un melange, un operateur densite ne determine
pas 1'ensemble dont il est issu de fagon unique. Soit par exemple 1'operateur
densite en dimension 2, 0 < p < I

et les vecteurs unitaires mais non orthogonaux

Trouver une valeur de p' telle que

4. Soit |^) 1'etat pur dans 1'espace produit tensoriel H\ ®H2

Donner 1'expression de |^r)(^f| et montrer que 1'operateur densite reduit p^

dans H{ vaut

Suggestion : montrer que Tr|a}{6| = (b\a}- En deduire (ou montrer
directement) que si N — M et dans le cas particulier

on obtient

Si les \Xi) sont orthogonaux, (Xi\Xj) — $131 Que peut-on dire des coherences
dans p^ ?

6.4.4 Operateur densite pour le spin 1/2
On considere un systeme quantique a deux niveaux : 1'espace de Hilbert

des etats est de dimension deux. On se propose d'etudier 1'operateur densite
d'un tel systeme. Les applications en sont multiples : description de la
polarisation d'une particule massive de spin 1/2, de la polarisation d'un
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photon, d'un atome a deux niveaux, etc. Comme un cas tres courant de
systeme a deux niveaux est celui du spin 1/2, nous utiliserons ce cas particulier
pour fixer les notations et la terminologie. On choisit deux vecteurs de base de
1'espace des etats notes +} et —}, qui sont par exemple les vecteurs propres
de la composante z du spin. Dans cette base 1'operateur densite est represente
par une matrice 2 x 2, la matrice densite p.

1. La matrice densite doit etre hermitique et de trace 1

ou a est un nombre reel et c un nombre complexe. Montrer que la positivite
de p (et done de ses valeurs propres) introduit une contrainte supplementaire
sur les elements de la matrice :

Montrer que la condition necessaire et suffisante pour que p decrive un cas
pur est que a(l — a) = c 2. Calculer a et c pour la matrice densite decrivant le
vecteur d'etat normalise |-0) = A|+ > +/^| — > avec |A|2 + |yu|2 = 1, et verifier
que cette matrice densite represente bien un cas pur.

2. Montrer que p peut s'ecrire en fonction d'un vecteur 6, appele vecteur de
Block

pourvu que \b\2 < I. L'operateur vectoriel a a pour composante les matrices
de Pauli <TJ (3.47). Montrer que le cas pur correspond a |6|2 = 1. Le cas
pur |6| = 1 est aussi appele completement polarise, le cas 6 = 0 non polarise,
ou de polarisation nulle, et le cas 0 < |6| < 1 partiellement polarise. Pour
interpreter physiquement le vecteur b, on calcule la valeur moyenne du spin
S= \ha

En deduire que | hb est la valeur moyenne du spin.

3. Lorsque le spin est place dans un champ magnetique B constant, le
hamiltonien est donne par (3.61)

ou 7 est le facteur gyromagnetique, 7 ~ q/m pour un electron de charge q et de
masse ra. En supposant que B est parallele a 1'axe Oz, B = (0,0, B), calculer a
partir de (6.26) 1'equation d'evolution de p et montrer que le vecteur b tourne
(precesse) autour de B avec une frequence angulaire que 1'on determinera.
Comparer avec le cas du mouvement d'un moment magnetique classique (3.31)
et retrouver les resultats du S 3.2.5.
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6.4.5 Structure fine et effet Zeernan du positronium
Le positronium est un etat lie electron-positron tres semblable a Fetat lie

electron-proton de 1'atome d'hydrogene.

1. Calculer Fenergie de Fetat fondamental du positronium en fonction de
celui de 1'atome d'hydrogene. On rappelle que la masse du positron est egale
a celle de 1'electron.

2. Dans la suite de 1'exercice, on s'interessera uniquement a la structure
en spin de 1'etat fondamental du positronium. L'espace des etats a prendre
en compte est done un espace Ti. a quatre dimensions, produit tensoriel des
espaces des etats de spin 1/2 de 1'electron et du positron. Suivant les notations
du § 6.1.2, on notera £1^2) un etat ou la composante z du spin de 1'electron
est hsi/2 et celle du positron h£2/2, avec £ — ±1. Determiner Faction des
operateurs ffix^x, v\y&iy et (Jiz<7<2Z sur les quatre etats de base | + +), | H—),
| —h) et } de H. En deduire Faction sur ces etats de

3. Montrer que les quatre vecteurs

forment une base orthonormee de Ti. et que ces vecteurs sont vecteurs propres
de <TI • <T2 avec des valeurs propres 1 et —3.

4. Determiner les projecteurs Pi et "P_3 sur les sous-espaces des valeurs
propres 1 et —3, en ecrivant ces projecteurs sous la forme

5. Montrer que Foperateur PI%

echange les valeurs de ei et e^

6. Le hamiltonien HQ du systeme de spins est donne en Fabsence de champ
exterieur par
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ou EQ et A sont des constantes. Determiner les vecteurs propres et valeurs
propres de HQ.

7. Le positronium est place dans un champ magnetique B uniforme et
constant parallele a Oz. Montrer que le hamiltonien devient

ou ra est la masse de 1'electron et qe sa charge. Determiner la matrice
representative de H dans la base {|/}, \H}, \HI}, 1-^)}- On definit le
parametre x par

Determiner les valeurs propres de H et tracer sur un graphique leur
dependance en fonction de x.

6.4.6 Ondes de spin et magnons
NB: Get exercice utilise les notations et les resultats des questions 2 a 5

de 1'exercice precedent.

On peut representer un corps ferromagnetique a une dimension comme une
chaine de spins 1/2 : N spins 1/2 numerates n = 0, ...,N — 1, N ^> 1,
sont disposes en chaque point d'un reseau a une distance / 1'un de 1'autre. II
sera commode d'utiliser des conditions aux limites periodiques, ou le spin N
est identifies au spin 0 : TV = 0. On suppose que chaque spin peut interagir
uniquement avec ses deux plus proches voisins et le hamiltonien s'ecrit en
fonction d'une constante A

1. Montrer que toute valeur propre E de H verifie E > 0 et que le minimum
EQ correspondant a 1'etat fondamental est atteint quand tous les spins sont
orientes dans la meme direction. Dans la suite de 1'exercice on choisira cette
direction comme axe des z. Un choix possible pour 1'etat fondamental 3>o)
est alors31

2. Montrer que H s'ecrit

31. Tout etat obtenu a partir de |$o) par une rotation de 1'ensemble des spins d'un meme
angle autour de Oz est encore un etat fondamental possible.
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ou

En utilisant le resultat de la question 5 de 1'exercice precedent, montrer que
les vecteurs propres de H sont des combinaisons lineaires de vecteurs ou le
nombre de spins up moins le nombre de spins down est une const ante. Soit
\tyn} 1'etat ou le spin n est down, tous les autres spins etant up. Quelle est
Faction de H sur |\I/n) ?

3. On cherche des vecteurs propres \ks) de H comme combinaisons lineaires
des l^n}- Compte tenu de la symetric cyclique, on pose

avec

Montrer que \ks) est vecteur propre de H et determiner 1'energie
correspondante E^. Montrer que 1'energie est proportionnelle a k^ si ks —> 0.
On associe a 1'etat \ks} de (pseudo-)vecteur d'onde ks et d'energie Ek une
particule appelee magnon.

6.4.7 Calcul de E(a, 6)
1. Determiner les amplitudes (6.31) a-\ , a (., a

2. Verifier (cf. 6.32)

ou |<&) est 1'etat intrique (6.15) de deux spins 1/2

Suggestion : montrer a partir de 1'invariance par rotation de |$) que a^\^) =
-v^\3>) et utiliser (3.50).

6.4.8 Inegalites de Bell avec des photons
On considere deux photons partant en sens inverse, 1'un (1) suivant Oz et

1'autre (2) suivant —Oz, dans un etat de polarisation intrique

Les etats \x) et \y) sont des etats de polarisation lineaire suivant Ox et Oy.
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FlG. 6.12 - Configuration des polarisations des photons intriques.

1. Soit

1'etat de polarisation lineaire suivant la direction fie du plan xOy (cf. (3.23))
et \0±) 1'etat de polarisation orthogonale (3.24). Montrer que

L'etat |$) est done invariant par rotation autour de Oz.

2. Ecrire |<fr) en fonction des etats de polarisation circulaire |D) et \G) (3.11)
en prenant garde a 1'orientation des axes (figure 6.12): le sens de la rotation
depend de la direction de propagation

Verifier en utilisant (3.27) que cette deuxieme forme de <fr) est bien invariante
par rotation autour de Oz.

3. Alice et Bob analysent la polarisation des photons a 1'aide de polariseurs
lineaires orientes suivant les directions na pour le photon 1 et hp pour le
photon 2 dans le plan xOy. On definit :

• p++(o!,/3) — probabilite pour que le photon 1 soit polarise suivant na

et le photon 2 suivant hp

• p_| (a, j3) = probabilite pour que le photon 1 soit polarise suivant na

et le photon 2 suivant np±

p |_(a,/3) et p__(a,/3) etant definis de fagon analogue. On definit comme
pour le spin 1/2 (cf. (6.30))

Montrer que
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Utiliser 1'invariance par rotation de |$) pour simplifier le calcul. Quelles
valeurs de a, a', (3 et (3' doit-on utiliser pour obtenir comme dans (6.35)

4. Montrer que 1'etat

est egalement invariant par rotation autour de Oz. Donner son expression en
fonction des etats de polarisation circulaire32.

6.4.9 Interferences avec deux photons
On considere 1'experience d'interferences de fentes d'Young a deux photons

dont le schema est represente sur la figure 6.13. Les deux photons
sont emis dans des directions opposees avec des vecteurs d'onde ~ ±fc
approximativement horizontaux par une source dont la position verticale
sur 1'axe des x est definie avec une precision ±c?/2 ; on peut par exemple
supposer que les deux photons proviennent de la disintegration d'une particule
Q d'impulsion ~ 0 se trouvant sur le segment CD de hauteur d. La distance
entre les fentes est I et celle entre les fentes et la source, ainsi qu'entre les
fentes et les ecrans, est D, avec / <C D.

FlG. 6.13 - Interferences avec deux photons.

1. Quelle est la dispersion Akx sur la composante x du vecteur d'onde des
photons ? On supposera toujours Akx <C k.

32. Les etats |$) et |*) sont tous deux de moment angulaire nul. Si les deux photons
proviennent de la disintegration d'une particule de spin 0, le choix entre les deux etats
depend de la parite de la particule mere : voir exercice 13.4.4
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2. La position de la source est donnee par son ordonnee x, les impacts des
photons 1 et 2 par les ordonnees y et z. Montrer que pour le photon 1 la
difference de marche 5(x, y] verifie

ou le signe ^ correspond au passage du photon 1 par la fente superieure (—)
ou inferieure (+), et 9 = I/(2D) ; 29 est Tangle sous lequel 1'intervalle entre
les fentes est vu depuis la source.

3. Montrer que 1'amplitude de probabilite pour detecter en coincidence le
photon 1 en y et le photon 2 en z est proportionnelle a

lorsque la source est au point x.

4. Montrer que 1'amplitude totale de detection en coincidence est
proportionnelle a

et en deduire

Justifier soigneusement le fait que Ton doit additionner les amplitudes, et non
les intensites comme dans les interferences avec un seul photon.

5. Montrer que pour d ^> l/(kO) ~ A/$, la probabilite de detection en
coincidence est

Comment ce resultat s'interprete-t-il en termes d'interferences
conditionnelles ? Que se passe-t-il si on observe un seul ecran ?

6. Montrer que lorsque d <C l/(kO)

et Ton obtient done deux systemes de franges independants. Pour quelle
raison physique le systeme de franges individuelles est-il retabli ?

7. A quelles conditions sur Afcx correspondent les cas limites d ^> A/0 et
d <C \/0 ? Comment peut-on interpreter les resultats des questions 5 et 6 ?

8. Au lieu d'utiliser des trous d'Young, on fait interferer les photons en
utilisant deux separateurs de faisceau S et S' symetriques (figure 6.14) ; les
probabilites de reflexion et de transmission sont de 50 %. Le dephasage entre
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FlG. 6.14 - Interferences avec des diviseurs de faisceau.

reflexion et transmission par le separateur de faisceau est ?r/2 (exercice 2.4.12).
On introdu.it sur les deux bras de 1'interferometre des dephasages a et 0 et
on pose <f> = (a — (3}. Soit p(c, c') la probabilite de detection en coincidence
par les detecteurs c et c'. Montrer que

et que

Construire une inegalite de Bell analogue a celle obtenue avec des spins 1/2
en faisant varier a et 0.

6.4.10 Interferences des temps d'emission
Dans une experience realisee par une collaboration Nice-Geneve33, un

faisceau laser (laser de pompe) incident de longueur d'onde A = 655 nm
arrive sur un cristal non lineaire (figure 6.15). Une fraction des photons
incidents est convertie en paires de photons de longueur d'onde 2A = 1310 nm,
chaque photon partant dans une des deux fibres optiques et traversant
ensuite un interferometre de Mach-Zehnder (MZ) (cf. exercice 1.6.6). Ces
interferometres ont un bras court et un bras long, la difference entre les deux
bras etant Al = 20cm. Une lame permet de faire varier le chemin optique
de S sur le bras long de I'interferometre de droite. La longueur de coherence
^coh — 40 ̂ m des photons convertis est tres petite par rapport a A/ : lcoh <C A/
(alors que la longueur de coherence du laser de pompe est voisine de 100 m).

1. On fait varier la phase S sur le bras long de I'interferometre de droite.
Montrer que le taux de comptage des photons par le detecteur D\ est
independant de 8.

33. S. Tanzilli, W. Tittel, H. de Riedmatten, H. Zbinden, P. Baldi, M. de Micheli, D.
Ostrowsky et N. Gisin Eur. Phys. J. D 18, 155, (2002).
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FlG. 6.15 — Interferences des temps d'emission.

2. On detecte les deux photons en coincidence dans D\ et D<2, avec une
fenetre de coincidence de 1'ordre de O.lns ; comme le faisceau pompe est
continu, on ne dispose d'aucune information sur le temps de formation d'une
paire de photons. Montrer qu'il n'est pas possible de distinguer les deux
chemins court-court et long-long suivis par les photons. En deduire que si
Ton fait varier 6 on obtient une variation sinusoi'dale du taux de comptage
en coincidence, mais que les taux de detection individuels dans D\ et D-2
restent independants de 6. Suggestion : montrer que si 1'on supprime les
deux diviseurs de faisceau du MZ de gauche, on pent deduire une information
sur le trajet suivi par le photon de droite. Que se passe-t-il si on supprime
I'ensemble du dispositif de gauche (MZ et detecteur) ?

6.5 Bibliographie

Le produit tensoriel et 1'operateur densite sont traites dans Messiah [1959],
chapitres VII et VIII ou Cohen-Tannoudji [1973] et a/., complements Em et
EIV- Deux references plus recentes sont Isham [1995], chapitre 6 ou Basdevant
et Dalibard [2001], annexe D. Pour les applications de 1'operateur densite a la
mecanique statistique et les proprietes de 1'entropie statistique, on pourra
consulter Balian [1991], chapitres 2 a 5, Diu et al. [1990], chapitre 2 ou
Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 2. II existe de nombreux exposes
sur les inegalites de Bell, parmi lesquels on peut recommander ceux de
Peres [1993], chapitres 6 et 7, Isham [1995], chapitres 8 et 9 ou Laloe [1999].
On trouvera dans ces references une discussion des importants theoremes de
Gleason et de Kochen-Specker. L'article original correspondant a 1'experience
decrite au § 6.3.1 est de M. Brune, E. Hagley, J. Dreyer, X. Maitre, A.
Maali, C. Wunderlich, J.-M. Raimond et S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 77,
4887 (1996). Une version grand public en est donnee par S. Haroche, J.-
M. Raimond et M. Brune, La Recherche 301, 50 (1997) et une discussion
pedagogique dans Omnes [1999], chapitre 22. Les interferences avec des etats
intriques sont decrites par D. Greenberger, M. Home et A. Zeilinger, Physics



212 Physique quantique

Today aout 1991, p. 22, oupar A. Zeilinger, Rev. Mod. Phys. 71, S288 (1999).
Le cours 1989-90 du College de France de C. Cohen-Tannoudji (disponible sur
le WEB du College de France) contient un expose tres complet de la theorie
de la mesure et de la decoherence ; voir aussi W. Zurek, Physics Today,
octobre 1991, p. 36. Pour une excellente introduction au calcul quantique,
on pourra consulter livre de Nielsen et Chuang [2000] ; les divers aspects
de 1'information quantique sont couverts dans 1'ouvrage collectif edite par D.
Bouwmeester, A. Ekert et A. Zeilinger, The Physics of Quantum Information,
Springer (2000), et on trouvera une version grand public de la teleportation
dans A. Zeilinger, Pour la Science 272, 36 (2000). Les articles « historiques »
(anterieurs a 1982 : EPR, etc.) ont ete rassembles dans un ouvrage edite par
J.-A. Wheeler et W. Zurek, Quantum Theory and Measurement, Princeton
University Press, Princeton (1983).



Chapitre 7

Mathematiques de la mecanique
quantique II : dimension infinie

NOUS AVONS VU AU CHAPITRE 4 que les relations de commutation
canoniques imposaient d'utiliser un espace des etats de dimension infinie,

dont le traitement rigoureux exigerait un outillage mathematique important.
Heureusement, les physiciens peuvent en general se contenter de transposer au
cas de la dimension infinie les resultats demontres dans le cas de la dimension
finie, avec des modifications simples que nous aliens indiquer, sans avoir a
se lancer dans des mathematiques trop complexes. Neanmoins il n'est pas
inutile d'etre conscient des impasses sur la rigueur dont les physiciens sont
coutumiers, afin d'eviter d'eventuelles mauvaises surprises.

L'objectif de ce chapitre est done d'une part d'illustrer sur quelques
exemples concrets les nouveautes apportees par la dimension infinie, et d'autre
part de donner des regies de calcul pratiques, et en particulier d'ecrire
la decomposition spectrale des operateurs hermitiques et unitaires. Les
explications mathematiques sont un peu plus detainees que celles donnees
habituellement dans les manuels de mecanique quantique. Le lecteur interesse
uniquement par les aspects pratiques peut passer directement a la section 3,
ou sont rassembles les resultats essentiels pour la suite.

7.1 Espaces de Hilbert

7.1.1 Definitions

L'espace des etats de la mecanique quantique est un espace de Hilbert ?i,
en general de dimension infinie. La definition axiomatique d'un espace de
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Hilbert est la suivante :

1. C'est un espace vectoriel qui, pour les besoins de la mecanique
quantique, est defini sur le corps des complexes. Les vecteurs de cet
espace sont notes \(p).

2. Cet espace est muni d'un produit scalaire defini positif ; si </?} et \x)
sont deux vecteurs, ce produit scalaire est note (x <p) et il verifie

A etant un nombre complexe arbitraire ; | |<£>| | designe la norme de \ip}.

3. "H est un espace complet, c'est-a-dire un espace ou toute suite de Cauchy
a une limite : si une suite de vecteurs \(p^} de Ji est telle que ||</?^ —
</?(m)|| —> 0 pour l,m —»• oo, alors il existe un vecteur \(p] de H tel que
||</?O — ^11 —" 0 pour I —•> oo. Si H. n'est pas complet, on peut toujours lui
rajouter les vecteurs limites de suites de Cauchy et le rendre complet1.

4. Un espace de Hilbert est caracterise par sa dimension : tous les espaces
de meme dimension sont isomorphes. La dimension d'un espace de
Hilbert peut etre finie et egale a TV, elle peut etre infinie denombrable,
ou bien non denombrable. Les espaces de Hilbert qui interviennent en
mecanique quantique sont soit de dimension finie, soit de dimension
infinie denombrable.

Nous avons etudie en detail au chapitre 2 les espaces de Hilbert de dimension
finie. Si la dimension est ./V, il faut N vecteurs unitaires orthogonaux |n), n =
1,. . . , TV pour former une base orthonormee : |1), |2 ) , . . . , |n), . . . , |7V). Dans
le cas denombrable, il existe une suite denombrable de vecteurs unitaires
orthogonaux |1), |2}, . . . , n}, . . . formant une base de H. : tout vecteur de
Ti. peut s'ecrire comme combinaison lineaire de ces vecteurs de base

mais contrairement au cas de la dimension finie, toute combinaison de la
forme (7.4) n'est pas un vecteur de Tt \ En effet, le carre de la norme de \(p]
est donne par

1. Get axiome est done en fait un peu superflu. II est automatiquement verifie dans le
cas de la dimension finie.
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et (7.4) ne definit un vecteur que si cette norme est finie : la serie dans (7.5)
doit etre une serie convergente

Dans ces conditions, quel que soit £ > 0, il existe un entier TV tel que le vecteur
| (pTV) defini par la combinaison suivante finie de vecteurs de base

verifie

Autrement dit, il est possible d'approcher \(p) par un vecteur \^>N} dont
la norme differe arbitrairement peu de celle de \(p). On peut maintenant
approcher les cn par des nombres rationnels, et on voit qu'il est possible de
construire dans Ji une suite denombrable de vecteurs qui soit dense2 dans
H.. Cette propriete, commune aux espaces de dimension finie et denombrable,
s'appelle la sepambilite de 1'espace de Hilbert : les espaces de Hilbert de la
mecanique quantique sont separables.

La convergence definie par (7.6) est la convergence en norme, aussi appelee
convergence forte : on dit qu'une suite de vecteurs |<^O) converge en norme
vers \(p) pour I —» oo si quel que soit e > 0, il existe un entier TV tel que pour
1>N

II existe un autre type de convergence, la convergence faible : une suite de
vecteurs \(f^} converge faiblement vers |</?) si pour tout vecteur |x) de 7i

Nous n'aurons pas a nous servir de la convergence faible3, mais 1'existence de
cette convergence permet d'illustrer une difference avec la dimension finie :
les deux convergences sont identiques pour un espace de dimension finie, mais
non pour un espace de dimension infinie. La convergence forte implique la
convergence faible, mais non 1'inverse (exercice 7.4.1).

2. Un ensemble de vecteurs {\f>^}} est dense dans H si pour tout s > 0 et pour tout
vecteur |y>) de 7i on peut trouver un \<f^} tel que \\(p — v3 II < £-

3. Elle intervient par exemple dans certains problemes de theorie quantique des champs.
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7.1.2 Realisations d'espaces separables
et de dimension infinie

Tous les espaces de Hilbert separables et de dimension infinie sont
isomorphes ; cependant les realisations concretes peuvent a priori sembler
differentes et il est interessant de pouvoir les identifier. Nous aliens definir
successivement les espaces l^2\ Z/2)[a, b] et L^2^(R), qui sont tous separables
et de dimension infinie.

(i) Espace l^. Un vecteur </?) est defini par une suite infinie de nombres
complexes c\,..., cn ... telle que

Comme dans (7.4), les cn sont les coordonnees de [(/?). Verifions que \(p + \x)
appartient a H. Si |%) a pour composantes dn, etant donne que

il est clair que \\(p + \x\\ < oo. Le produit scalaire de deux vecteurs

est bien defini car, d'apres 1'inegalite de Schwartz (2.10)

Verifions ensuite que ̂  est complet. Soit |</?^) et \(p^m^} deux vecteurs de

composantes Cn et Cn . Si ||<£>(m) — y>W \ < £ pour Z ,m > A7", cela veut dire
que

L'inegalite est a fortiori vraie pour chaque valeur individuelle de n et, pour n
fixe, les nombres Cn ferment une suite de Cauchy qui converge vers cn pour
/ —> oo. On montre facilement (exercice 7.4.1) que le vecteur </?^ converge
vers \<f>} = ̂ n cn n) pour / —> oo

Enfin i^ est de dimension denombrable par construction.
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(ii) Espace I/2)[a, b]. Nous allons maintenant introduire une classe
d'espaces vectoriels qui vont jouer un role capital, les espaces fonctionnels.
L'exemple le plus simple est celui des fonctions de carre sommable sur
1'intervalle [a,b}. Considerons les fonctions complexes <p(x) telles que4

ou fonctions de carre sommable sur 1'intervalle [a, b]. Ces fonctions forment
un espace vectoriel, note I/2)[a,&]. En effet (i) y>(x] + Xx(x) est de carre
sommable si (p(x) et x(x) le sont (n) le produit scalaire (x|<p)

est bien defini en raison de 1'inegalite de Schwartz

Le fait que I/2) [a, b] soit complet resulte d'un theoreme du a Riesz et Fischer,
et la separabilite resulte d'un theoreme standard de 1'analyse de Fourier : toute
fonction de carre sommable <p(x) peut s'ecrire, au sens de la convergence en
moyenne (ou en norme), comme la somme d'une serie de Fourier

Les fonctions

forment une base orthonormee denombrable de I/2) [a, 6], qui est done un
espace de Hilbert separable.

(iii) Espace I/2)(R). Quand 1'intervalle [a, b] s'identifie a la droite
reelle R, [0,6] —> [—00,+00], on obtient 1'espace de Hilbert L^2^(R) (ou
Z/2)(—oo, +00)), 1'espace des fonctions de carre sommable sur [—60,+00].
Bien que la demonstration soit plus delicate, on peut montrer que I/2)(R)
reste un espace separable, et done isomorphe a i^2'.

4. Deux fonctions ip(x) et ^p(x) telles que

representent le meme vecteur de?i: ||<p — ̂ || = 0.
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7.2 Operateurs lineaires sur H,

7.2.1 Domaine et norme d'un operateur
On definit des operateurs lineaires sur Ti. comme dans le cas de la dimension

rime. Cependant il existe des differences importantes. II pent arriver, et
c'est tres souvent le cas en mecanique quantique, qu'un operateur ne soit
pas defini pour tout vecteur de H, mais seulement sur un sous-ensemble
de ces vecteurs. Soit par exemple 1'operateur A agissant dans l^ de la
fagon suivante : si \ip) a pour composantes {ci, c 2 , . . . , cn,...}, alors A\(p)
a pour composantes {ci, 2c2, . . . ,ncn,...}. Dans L^[a,b], cet operateur
correspond a la differentiation a un facteur multiplicatif pres, comme on le
voit immediatement en examinant la decomposition de Fourier (7.13). II est
clair que la norme au carre de A\<p), donnee par

peut diverger alors que ̂ n cn|
2 converge : il suffit par exemple de prendre

cn = 1/n. Autrement dit A\(f>} n'est pas un vecteur de H,. On appelle domaine
de A, note T>AI 1'ensemble des vecteurs \(p] tel que A\tp) soit un vecteur de H..
Dans 1'exemple ci-dessus, le domaine de A est 1'ensemble des vecteurs tels que
X^n n2\cn

2 < oo. I\ est facile de se convaincre que ce domaine est dense dans
7~t. En pratique, un operateur A ne presente un interet que si son domaine
est dense dans ~H.

Si A\(p) existe quel que soit |</?), on dit que 1'operateur A est borne : on
doit alors avoir ||-A<^|| < oo quel que soit \(p). Le maximum de ||A/?||/||<£>|| est
appele la norme de A, qui est notee \\A\\

Si la norme de \\A\\ n'existe pas, A est dit non-borne. Les operateurs non-
bornes sont d'un maniement beaucoup plus delicat que les operateurs bornes.
Malheureusement ils sont omnipresents en mecanique quantique.

Dans I/2) [0,1], 1'operateur X qui a ip(x) fait correspondre la
fonction x(p(x)

est un operateur borne de norme un. En revanche 1'operateur d/dx, qui a
(p(x) fait correspondre sa derivee

n'est pas un operateur borne. Nous 1'avons deja vu ci-dessus ; un autre
argument simple consiste a trouver une fonction telle que la norme de </?(#)



7. Mathematiques de la dimension infinie 219

soit finie, mais non celle de <f'(x). Par exemple

car

Les problemes de domaines peuvent rendre delicats la definition de la
somme et du produit de deux operateurs non-bornes. Par exemple on ne peut
a priori definir la somme A + B de deux operateurs non-bornes A et B que sur
1'intersection T*A HPs des deux domaines, ce qui peut devenir problematique
si cette intersection est reduite au vecteur nul ! Lorsque deux operateurs A et
B sont egaux sur un meme domaine VA-, mais que le domaine de B contient
celui de A : T>A Q T^B-, °n dit que B est un prolongement de A : A C B.
Donnons un exemple : la relation de commutation canonique (4.32) entre
les operateurs position X et impulsion P, ecrite pour une seule dimension
d'espace

implique qu'au moins un des deux operateurs est non-borne (exercice 7.4.3).
Le membre de gauche [X, P] de (7.19) n'est defini a priori que sur un sous-
ensemble de H, tandis que le membre de droite \hl est defini pour tout vecteur
de H.. L'ecriture correcte de la relation de commutation canonique est done

Notons une autre difference avec la dimension finie : alors que dans un
espace vectoriel de dimension finie 1'existence d'un inverse a gauche entraine
celle d'un inverse a droite, et reciproquement, cette propriete n'est plus vraie
en dimension infinie5. Soit par exemple les operateurs A et B definis par leur
action sur les composantes cn d'un vecteur |</?}

alors

et AB = I tandis que BA ^ /, bien que A et B soient tous deux bornes.

5. Un exemple important d'un tel operateur en physique est 1'operateur de M011er de la
theorie de la diffusion.
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7.2.2 Conjugaison hermitique
Dans le cas d'un operateur borne, il n'y a pas de difficulte de principe pour

definir 1'operateur hermitique conjugue A1^ de A par

Comme dans le cas de la dimension finie, on dira que A est hermitique si
A — A^ et on aura alors

Les choses se compliquent si A n'est pas borne en raison des questions de
domaines. Tout d'abord (7.20) ne peut definir A^ que si T>A est dense dans Ji.
Ensuite le domaine de definition de A^ est en general plus grand que celui de
A : T>A ^ £*At • Nous allons le voir sur un exemple dans un instant. En general
pour un operateur non-borne verifiant (7.21), on n'aura pas A = A^ mais
plutot A C A^. Les mathematiciens reservent la denomination « operateurs
hermitiques » aux operateurs tels que A C A^, et appellent « auto-adjoints »
les operateurs tels que A = A^.

Illustrons cette discussion par un exemple dans L^2^[0,1], qui va nous
familiariser avec le produit scalaire et la conjugaison hermitique dans cet
espace. Soit AQ 1'operateur —id/dx, defini sur le domaine T>AO des fonctions
(f>(x) de L^fO,1], derivables et dont la derivee est de carre sommable, et
verifiant de plus les conditions aux limites </?(0) = </?(!) = 0, d'ou 1'indice 0
de AQ. II est intuitivement evident, et facile a verifier, que ce domaine est
dense dans I/2)[0,1]. Montrons d'abord que AQ est hermitique ; x(x] etant
une fonction de L(2)[0,1] derivable et dont la derivee appartient a Z/2)[0,1]

On remarquera la necessite pour I'hermiticite du facteur i et des conditions
aux limites. On peut definir AQ sur un domaine plus grand que T>AO- En
effet, pour des fonctions x(x] non contraintes par des conditions aux limites,
c'est-a-dire telles que x(0) et x(l) soient quelconques

et par consequent AQ C AQ. Enfin, definissons AC comme 1'operateur — id/dx
agissant dans le domaine T>AC des fonctions (f>(x] de L^[Q, 1], derivables, dont
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la derivee appartient a L^2^[0,1], et verifiant les conditions aux limites

L'operateur AC est auto-adjoint. En effet

La condition necessaire et suffisante pour que le membre de droite s'annule6

est que %(1) = C'x(O), ce qui montre que le domaine de 1'operateur hermitique
conjugue est aussi T>AC '• ̂ c = ^C- Les operateurs AC representent pour
chaque valeur de C des prolongements differents de A0 : meme si la definition
est superficiellement la meme (A = — id/dx), la difference des domaines fait
que AC et AC' sont des operateurs differents pour C ^ C' \ On le verifie
en montrant que les valeurs propres et vecteurs propres de AC et AC' sont
differents pour C ^ C' (exercice 7.4.3).

7.3 Decomposition spectrale

7.3.1 Operateurs hermitiques
Le theoreme de decomposition spectrale qui generalise (2.31) est en toute

rigueur valable uniquement pour les operateurs auto-adjoints7. Suivant
la tradition des physiciens nous ne ferons desormais plus la difference
entre hermitique et auto-adjoint, et nous parlerons uniquement d'operateurs
hermitiques. Si un operateur A est hermitique, et meme s'il est borne,
1'equation aux valeurs propres

n'a pas toujours de solution. Par exemple dans L^2^(R) 1'operateur — id/do;
est hermitique, ce que Ton voit par une generalisation immediate de (7.22).
L'equation

a pour solution 1'onde plane

ou C est une constante, mais (f>a(x) n'appartient pas a Z/2)(R) car

6. Noter que C* = l/C.
7. Plus precisement pour les operateurs « essentiellement auto-adjoints » : (A<)' = A'.
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est une integrate divergente ; — id/cLr est un operateur non-borne, mais meme
pour un operateur borne, par exemple x dans L^2'[0,1], 1'equation

n'a pas de solution dans Z/2)[0,1}. En fait la generalisation de (7.23) au
cas de la dimension infinie n'est assuree que pour une classe tres particuliere
d'operateurs, les operateurs compacts.

En dimension finie, lorsque \(p) est vecteur propre de A avec la valeur
propre a suivant (7.23), on dit que a appartient au spectre de A. Pour
generaliser cette notion a la dimension infinie, considerons 1'operateur (zI—A),
ou z est un nombre complexe et 1'equation

Soit T> le domaine de (zl — A] et A(z) son image. Si A(^) = H., z est une
valeur reguliere de A : la correspondance entre [</?) et x) est biunivoque et
la resolvante (2.46) R(z,A) = (zl — A)~1 existe. Le spectre de A est par
definition 1'ensemble des valeurs de z non regulieres. Cette definition coincide
bien avec celle de la dimension finie : en effet si \(p) verifie (7.23)

et la resolvante n'est pas definie pour z = a. Si A est hermitique, il est facile
de montrer (exercice 7.4.2) que z — a + ib est une valeur reguliere lorsque
b 7^ 0 : le spectre de A est done reel, comme dans le cas de la dimension
finie. Les valeurs de a peuvent, soit etre indicees par un indice discret :
ai, 0 2 , . . . , an; • • •, soit prendre des valeurs continues, par exemple toutes les
valeurs sur un intervalle de la droite reelle : on distingue done un spectre
discret et un spectre continu. Les valeurs de a appartenant au spectre discret
verifient une equation aux valeurs propres (7.23), mais non celles du spectre
continu. Le spectre continu et le spectre discret peuvent se recouvrir : par
exemple si a prend toute les valeurs entre 0 et 1, il peut arriver que le spectre
de A contienne des valeurs propres discretes 0 < an < 1, bien que ce cas soit
exceptionnel en pratique. En general, pour les operateurs utilises en physique
quantique, spectre discret et spectre continu ne se recouvrent pas.

Bien que le spectre de la dimension infinie presente des proprietes
nouvelles par rapport a celui de la dimension finie, il existe un theoreme
de decomposition spectrale qui generalise (2.31)

La forme mathematique precise de ce theoreme est complexe, et les physiciens
s'en sortent en utilisant des « pseudo-vecteurs propres », c'est-a-dire comme
dans (7.25) des objets qui verifient formellement 1'equation aux valeurs propres
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mais ne sont pas des elements de Ti.. Dans le cas de (7.26), la « solution »
sera

ou <5(x) est la distribution de Dirac, qui n'est pas une fonction, et certainement
pas un element de I/2)[0,1].

Les exemples que nous venons de donner nous mettent sur la voie du
resultat general. La condition de « normalisation » des pseudo-vecteurs
propres (7.25) de — id/da: est, avec le choix C = l/\/27r

tandis que pour les valeurs propres (7.28) de x

La normalisation des pseudo-vecteurs propres est done donnee, non par un
delta de Kronecker, mais par un delta de Dirac. La generalisation du theoreme
de decomposition spectrale s'enonce ainsL

• Pour les valeurs an du spectre discret etiquetees par un indice discret
n, on peut ecrire une equation aux valeurs propres et des conditions de
normalisation analogues a celles de la dimension finie

ou r est un indice de degenerescence discret.

• Pour les valeurs a(v] du spectre continu etiquetees par un indice continu
i/, nous aurons

ou 11/, s} n'est pas un vecteur de H ; s est un indice de degenerescence
qui peut etre discret ou continu, mais que nous avons pris discret pour
fixer les notations.

• En outre les vecteurs propres du spectre discret et ceux du spectre
continu sont orthogonaux
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La generalisation de la decomposition de 1'identite, ou relation de
fermeture (2.30) s'ecrit

tandis que la decomposition spectrale (2.31) de A devient

Insistons sur le fait que 1'existence d'un spectre discret et/ou continu n'est en
rien liee au fait que 1'operateur A soit ou non-borne : il existe des operateurs
non-bornes dont le spectre est entierement discret, comme le hamiltonien
de 1'oscillateur harmonique (§ 11.1.1) ou le carre du moment angulaire J2

(section 10.1), et des operateurs bornes comme 1'operateur X sur L^2^[0,1]
dont le spectre est entierement continu.

7.3.2 Operateurs unitaires
Un operateur unitaire est defini par

Comme dans le cas de la dimension finie, on peut construire des
operateurs unitaires par exponentiation d'operateurs hermitiques. Utilisant
la decomposition spectrale de A (7.37)

Cette equation montre que le spectre de exp(iaA) est localise sur le cercle
\z = 1, et il est facile de verifier que cette propriete est vraie de tout operateur
unitaire. De plus (7.39) montre que U(o) verifie la propriete de groupe abelien

La reciproque de cette propriete est un theoreme important, le theoreme de
Stone8.

Theoreme de Stone. Soit un ensemble d'operateurs unitaires dependant d'un
parametre continu a et verifiant la loi de groupe abelien (7.40). II existe
alors un operateur hermitique T, appele genemteur infinitesimal du groupe
de transformations U(a) tel que U(a) = exp(iaT). •

8. Aussi appele theoreme SNAG : Stone, Naimark, Ambrose et Godement.



7. Mathematiques de la dimension infinie 225

On peut donner une demonstration heuristique de ce theoreme, en
montrant que U(o) verifie une equation differentielle. Si 6a —>• 0

Si Ton pose

T doit etre hermitique car

d'ou T = I1*. On deduit de (7.41)

ce qui donne le theoreme de Stone par integration et en tenant compte de la
condition t/(0) = I.

7.4 Exercices

7.4.1 Espaces de dimension infinie
1. Montrer que 1'espace I2 est complet.

2. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible, mais non
1'inverse, sauf si 1'espace est de dimension finie.

7.4.2 Spectre d'un operateur hermitique
Montrer que si A = A^ et z = x + it/, le vecteur

ne peut pas s'annuler si y ^ 0.

7.4.3 Relations de commutation canoniques
1. Soit deux operateurs hermitiques A et B verifiant la relation de
commutation [B, A] = \I. Montrer que 1'un au moins des deux operateurs est
non-borne. On pourra supposer sans restreindre la generalite (pourquoi ?)
que \B\\ < 1. Suggestion : montrer que
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et en deduire

2. On suppose que A possede un vecteur propre normalisable |y?)

On a d'une part

et d'autre part

Quelle est la solution de ce pseudo-paradoxe ? Suggestion : examiner le
cas ou B = X et A = — id/do; sur I/2[0,1] avec les conditions aux limites
(p(x = 0) = (f>(x = 1).

3. On considere les operateurs AC definis au § 7.2.2. Trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres de AC-, et montrer que le spectre de AC est
different suivant les valeurs de C. Le theoreme de von Neumann (chapitre 8)
enonce que les relations de commutation canoniques sont uniques a une
equivalence unitaire pres. Pourtant

et AC 7^ Ac1 si C 7^ C'. Quelle est la solution de ce nouveau pseudo-paradoxe
(non independant du precedent) ?

7.4.4 Operateurs de dilatation
et de tranformation confer me

1. Soit A 1'operateur

A est-il hermitique ? Montrer que

Methode 1 : utiliser la variable u = In x

2. Methode 2 : obtenir 1'equation aux derivees partielles



7. Mathematiques de la dimension infinie 227

3. Soit B 1'operateur

Montrer que

7.5 Bibliographic

Jauch [1968], chapitres 1 a 4, et Peres, chapitre 4, contiennent un expose
assez detaille et mathematiquement rigoureux des notions utiles sur les espaces
de Hilbert de dimension infinie et les operateurs sur ces espaces. Le lecteur
porte sur les aspects mathematiques pourra se plonger dans le livre classique
de F. Riesz et B. Nagy, Lemons d'analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris
(1955).
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Chapitre 8

Symetries en physique quantique

LA RESOLUTION DE PROBLEMES de physique classique se simplifie, parfois
de fagon considerable, en presence de symetries, c'est-a-dire de

transformations qui laissent invariantes certaines proprietes physiques. Par
exemple en mecanique classique le probleme d'une particule dans une force
centrale F(r) independante du temps est invariant par translation de temps
et par rotation autour de tout axe passant par 1'origine. L'invariance
par translation de temps assure la conservation de 1'energie mecanique E1,
et 1'invariance par rotation la conservation du moment angulaire J. En
1'absence de symetries, on doit a priori resoudre un systeme de trois equations
differentielles du second ordre (une par composante). Grace a ces symetries,
on se ramene a la resolution d'une seule equation differentielle du premier
ordre. Resumons ci-dessous les consequences des principales invariances en
mecanique classique.

• L'invariance par translation de temps de 1'energie potentielle V entraine
la conservation de 1'energie mecanique K + V, somme de 1'energie
cinetique K et de 1'energie potentielle V.

• L'invariance de 1'energie potentielle par translation d'espace parallele a
un vecteur n entraine la conservation de la composante P • n = Ph de
1'impulsion.

• L'invariance de 1'energie potentielle par rotation autour d'un axe n
entraine la conservation de la composante J • n = Jn du moment
angulaire.

Les proprietes de symetrie jouent un role encore plus important en
mecanique quantique. Elles permettent d'obtenir des resultats tres generaux,
qui sont independants des approximations faites par exemple pour le
hamiltonien (bien sur si ces approximations respectent les symetries du
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probleme !). Dans ce chapitre, nous exploiterons les hypotheses d'invariance
suivantes, que nous supposerons valables1 pour un systeme isole.

• La description d'un systeme isole ne doit pas dependre de 1'origine des
temps : elle doit etre invariante par translation de 1'origine des temps.

• L'espace est homogene, ce qui veut dire que la description d'un systeme
isole ne doit pas dependre de 1'origine des axes : elle doit etre invariante
par translation d'espace.

• L'espace est isotrope, ce qui veut dire que la description d'un systeme
isole ne doit pas dependre de 1'orientation choisie pour les axes : elle
doit etre invariante par rotation.

• La forme des lois physiques doit etre inchangee lorsque Ton passe d'un
referentiel d'inertie a un autre.

Cette derniere hypothese doit etre precisee, car il existe deux lois de
transformations possibles entre referentiels d'inertie, la transformation de
Lorentz et celle de Galilee, cette derniere etant valable lorsque v/c —>• 0.
Naturellement, c'est la transformation de Lorentz que 1'on doit choisir en
general, mais on ne peut alors eviter le cadre de la theorie quantique des
champs. Comme nous considererons uniquement des particules dont les
vitesses sont faibles par rapport a la vitesse de la lumiere, nous pourrons nous
limiter a la transformation de Galilee, et travailler dans le cadre de ce qui est
appele conventionnellement, mais improprement2, la « mecanique quantique
non relativiste ».

8.1 Transformation d'un etat
dans une operation de symetrie

8.1.1 Invariance des probabilites dans une operation
de symetrie

Le point de vue adopte implicitement dans Fintroduction de ce chapitre
etait le point de vue dit passif : le systeme physique est inchange, mais on

1. Ces hypotheses sont eminemment plausibles, mais apres tout il pourrait exister
des effets subtils qui remettent en cause une (ou plusieurs) de ces invariances. Avant
1957, 1'immense majorite des physiciens auraient parie sur 1'invariance de la physique
par 1'operation parite. Pauli avait meme interdit que 1'on fasse au CERN a Geneve une
experience destinee a montrer 1'eventuelle violation de cette invariance, tellement il trouvait
cette possibilite absurde. Aussi la violation de 1'invariance par parite fut-elle decouverte
aux USA dans 1'experience de C.S. Wu (cf. 8.3.3).

2. En effet, cette theorie est parfaitement relativiste, puisqu'elle obeit a la relativite. ..
galileenne !
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modifie le systeme d'axes. II est en general equivalent3 d'adopter le point de
vue actif, ou le systeme d'axes est inchange, et ou Ton applique une operation
de symetrie sur le systeme physique. Nous avions d'ailleurs deja utilise cette
equivalence dans la discussion du § 3.2.4. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons adopter le point de vue actif, qui est peut-etre plus intuitif4 et sera plus
commode pour certaines discussions, par exemple celles de la section 10.5.

Nous avons vu au chapitre 4, postulat I, que 1'objet mathematique en
correspondance biunivoque avec un etat physique etait un rayon unitaire de
1'espace des etats 7i, c'est-a-dire un vecteur unitaire a un facteur de phase
pres. Dans cette section, uniquement, la distinction entre vecteurs et rayons
sera cruciale ; nous pourrons 1'oublier par la suite. On verifie immediatement
que la relation entre deux vecteurs de Ti.

ou 9 est un nombre reel, est une relation d'equivalence5 \(pf) ~ \ip). La classe
d'equivalence est un rayon, que nous noterons (p. Le produit scalaire de deux
rayons (p et x n'est pas defini, mais le module de ce produit scalaire, que nous
noterons |(%, <£)| est bien defini: on peut choisir deux representants arbitraires
\(p} et \x) dans les classes d'equivalence et ecrire

car les facteurs de phase disparaissent lorsque Ton prend le module.
Le resultat est independant du choix des representants dans les classes
d'equivalence.

Revenons au spin 1/2 du chapitre 3 : nous avons vu comment preparer un
etat de spin oriente suivant Oz que nous representerons par le rayon <p+, en
utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnetique est oriente
suivant Oz et en selectionnant les atonies devies vers le haut (en choisissant
un signe approprie pour le champ). Faisons tourner le champ d'un angle a
autour de la direction de propagation Oy pour 1'amener suivant une direction
ha faisant un angle a. avec Oz, 0 < a < ITT . Nous preparons ainsi 1'etat
represente par le rayon <^+(na), qui sera par definition 1'etat transforme de
<£>+ par une rotation de a autour de Oy (figure 8.1). Avec les notations
du chapitre 3, la classe d'equivalence du vecteur |+) est le rayon <£>+, celle
du vecteur |+,na) le rayon <f>+(na). En general, le transforme (p-ji par une
rotation ~R, d'un etat <£> sera obtenu en effectuant une rotation 7?. sur 1'appareil
qui prepare (p.

Supposons maintenant qu'a la suite du premier appareil de Stern-Gerlach
dont le champ est parallele a Oz, le polariseur, on place un second appareil,

3. Pour certaines transformations comme la reflexion par rapport a un plan, il est plus
simple d'utiliser le point de vue passif, qui consiste a regarder le systeme dans un miroir,
mais on peut aussi imaginer de construire un appareillage symetrique de 1'original par
rapport a un plan.

4. Au moins pour 1'auteur !
5. La notation ~ designe ici une relation d'equivalence, et non « de 1'ordre de ».
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FlG. 8.1 - Preparation des etats (rayons) (f>+ et <^+(na).

FlG. 8.2 - Rotations simultanees du polariseur et de 1'analyseur d'un angle a.

1'analyseur, dont le champ est parallele a la direction n^, obtenue a partir de
Oz par une rotation d'angle (3 autour de Oy (figure 8.2a). S'il n'y a pas sur le
trajet de champ magnetique susceptible de faire tourner le spin, la probabilite
pour que le spin soit devie dans la direction 11/3 est

Effectuons maintenant 1'experience en faisant tourner a la fois le polariseur
et 1'analyseur d'un angle a (figure 8.2b). La probabilite de deviation dans la
direction na+/3 est
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Comme on a fait subir la meme rotation au polariseur et a 1'analyseur,
1'invariance par rotation implique que les probabilites sont inchangees

Generalisons (8.3) : si Ton effectue une transformation g sur un etat (p
en appliquant cette transformation sur 1'appareil de preparation de (p pour
obtenir 1'etat transformer (pg : (p —» (pg, et si 1'on effectue la meme operation
sur 1'appareil de mesure pour x '• X ~~* Xg-> alors les probabilites doivent etre
inchangees si la physique est invariante dans cette operation

8.1.2 Theoreme de Wigner
La propriete (8.4) sur les rayons se traduit par une propriete sur les

vecteurs grace a un theoreme d'une grande importance du a Wigner.

Theoreme de Wigner. Si Ton traduit mathematiquement la loi de
transformation des etats physiques par une loi de transformation sur les rayons
correspondants : (p —* (pg lorsque 1'on applique une transformation g a un
systeme physique, et si 1'on suppose que les probabilites sont invariantes dans
cette transformation

alors il est possible de choisir un representant ipg} de (pg tel que pour tout
vecteur \(p} e H

ou 1'operateur U(g) est unitaire ou antiunitaire et est unique a un facteur de
phase pres. •

La loi de transformation des rayons devient done une loi de transformation
des vecteurs, par application d'un operateur qui ne depend que de la
transformation g. Si U(g) est unitaire, le theoreme de Wigner implique non
seulement 1'invariance de la norme du produit scalaire, mais aussi celle de sa
phase, puisque

Les operateurs antiunitaires transforment le produit scalaire en son complexe
conjugue

La demonstration du theoreme de Wigner ne fait intervenir que des notions
elementaires, mais elle est fastidieuse, et nous la renvoyons a 1'annexe A. Les
operateurs antiunitaires n'interviennent que lorsque la transformation g inclut
le renversement du sens du temps ; nous en dirons un mot au § 8.3.3, mais nous
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en renvoyons 1'etude detaillee a 1'appendice A. Nous nous limitons desormais
aux transformations unitaires.

Le theoreme de Wigner a des consequences particulierement interessantes
si les transformations g forment un groupe Q. Le produit g — g^gi de deux
transformations, de meme que la transformation inverse g~~l, sont alors des
transformations de Q. L'ordre des transformations dans g^g\ est important
car le groupe Q n'est pas en general abelien : g^g\ ^ 9id2- Si g = g^gi, les
rayons (pg et <fg29l doivent etre identiques. Par exemple si Q est le groupe des
rotations autour de Oz, et si 7£z(#) represente la rotation d'angle 9 autour de
Oz on a

L'etat physique obtenu en effectuant une rotation d'angle 9 = 82 + 61 doit etre
identique a celui obtenu en effectuant d'abord une rotation d'angle B\ suivie
d'une rotation d'angle 92.

Utilisons maintenant le theoreme de Wigner pour faire un choix de phases
sur les vecteurs tel que la correspondance entre \<p) et \y>g) soit donnee
par (8.5). Nous avons d'une part

et d'autre part

Les vecteurs \tpg) et |<^52fll) representent des etats physiques identiques, et ils
doivent etre egaux a un facteur de phase pres

Le facteur de phase dans (8.10) pourrait a priori dependre de |y>), mais en
fait il depend uniquement de g\ et de #2- En effet, si nous ecrivons

nous pouvons examiner le produit scalaire (x|y)

ce qui implique a = j3. Comme le vecteur \(p} est arbitraire, (8.10) entraine
une relation correspondante pour les operateurs U(g)

Cette equation traduit une propriete mathematique : on dit que les operateurs
U(g) forment une representation projective du groupe Q. Dans la suite du livre,
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nous aurons imiquement a considerer deux versions simples de (8.11), 1'une
ou le facteur de phase est +1, et dans ce cas on a affaire a une representation
vectorielle de Q

et 1'autre ou le facteur de phase vaut ±1

Nous verrons apparaitre ce facteur ± dans le cas ou Q est le groupe
des rotations ; les representations (8.13) de ce groupe sont appelees
representations spinorielles du groupe des rotations.

8.2 Generateurs infinitesimaux

8.2.1 Definitions
On distingue deux types de groupes de transformations.

• Les groupes discrets, dont le nombre d'elements est fini ou denombrable.
Comme cas particuliers simples on peut citer la parite, ou operation qui
change le signe des coordonnes f —» —f(cf. § 8.3.3), ou les groupes
cristallographiques qui jouent un role important en physique du solide.

• Les groupes continus, dont les elements sont parametres par un ou
plusieurs parametres variant de fagon continue6. Par exemple la rotation
Tlz(0} autour de Oz est parametree par Tangle 9 qui varie de fagon
continue entre 0 et 2?r.

Les groupes continus interessants en physique sont les groupes de Lie
(exercice 8.5.4), dont un exemple est le groupe des rotations dans un espace
a trois dimensions, ou groupe 50(3), le groupe des matrices orthogonales :
KTlR = imT = I de determinant +1 dans 1'espace a trois dimensions7 ; AT

designe 1'operateur transpose de A. Ce groupe va jouer un role majeur dans la
suite. C'est un groupe a trois parametres : on peut par exemple parametrer
une rotation par deux angles donnant la direction n de 1'axe de rotation
dans un referentiel Oxyz et 1'angle de rotation, done en tout trois angles
qui varient de fagon continue. Le groupe des rotations possede une infinite

6. On peut remarquer que dans le cas d'un groupe continu, les transformations U(g}
doivent necessairement etre unitaires par continuite, si tout element du groupe peut etre
relie de fagon continue a 1'element neutre e du groupe (en d'autres termes si le groupe est
connexe) : en effet U(e) = I est unitaire.

7. La relation 7£T/R. = / implique que det ~R. = dtl. Dans la notation SO(3), S indique que
Ton doit choisir det Ti = + 1, O qu'il s'agit du groupe orthogonal et 3 designe la dimension
de 1'espace. Si Ton ajoute aux rotations 1'operation d'inversion des axes, ou parite, on
obtient le groupe O(3), qui inclut aussi les matrices de determinant — 1. Le groupe SO(3)
est connexe, mais non O(3) : on ne peut pas passer de fagon continue de det 7?. = +1 a
deffc = -1.
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de sous-groupes abeliens, les rotations autour d'un axe fixe. Nous aliens
montrer qu'il suffit de considerer trois sous-groupes abeliens correspondant
aux rotations autour de Ox, Oy et Oz : le nombre de ces sous-groupes est
egal au nombre de parametres independants. Les rotations de ces sous-groupes
sont parametrees par un angle 0, et selon (8.7), ce parametre est un parametre
additif: le produit de deux rotations d'angles Oi et 6-2 est la rotation d'angle
9 = 91 + 62- De fac,on generale, si un groupe de Lie Q est parametre par n
parametres independants, on dira que la dimension du groupe est n, et on
pourra se ramener a 1'etude de n sous-groupes abeliens (exercice 8.5.4). Soit
un sous groupe abelien de Q, dont les elements h sont parametres a 1'aide d'un
parametre additif a

D'apres (8.12) on doit avoir pour les operateurs Uh(a) qui transforment les
vecteurs d'etat de Ji

Le theoreme de Stone (§ 7.3.2) implique qu'il existe alors un operateur
hermitique T^ = T^ tel que

L'operateur Th est appele generateur infinitesimal de la transformation
consideree. Comme Th est hermitique, c'est un bon candidat pour
une grandeur physique, et de fait a toutes les transformations dont la
liste figure dans 1'introduction de ce chapitre correspondent des grandeurs
physiques fondamentales. En effet, on etablit la correspondance suivante
entre generateurs infinitesimaux et grandeurs physiques pour ces diverses
transformations, que nous allons revoir en detail dans la suite de ce chapitre.

• Translations de temps de t :
hamiltonien : voir le chapitre 4.

• Translations d'espace de a =
P • a = composante suivant a de 1'impulsion P.

• Rotations autour d'un axe n :
composante suivant n du moment angulaire J.

• Transformation de Galilee de vitesse v :
—mR, R = position, ra etant la masse.

Dans chaque cas, la presence de h dans 1'exponentielle assure que 1'exposant
est une quantite sans dimensions. Si Ton choisit precisement /i, et non
h que multiplie une constante numerique, alors les expressions precedentes
definissent les operateurs representant les grandeurs physiques energie,
impulsion, moment angulaire et position. En fait ces expressions donnent
la definition la plus generale de ces operateurs.
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8.2.2 Lois de conservation
Nous aliens montrer qu'aux lois de conservation de la physique classique

en presence d'une symetric correspondent en physique quantique des lois de
conservation pour les valeurs moyennes de grandeurs physiques. Generalisons
d'abord (4.26) au cas ou 1'operateur A depend explicitement du temps. Au
membre de droite de (4.26) on doit ajouter

et cette equation donne la forme generale du theoreme d'Ehrenfest

Lorsque 1'operateur A est independant du temps, (dA/dt) = 0 et Ton
retrouve (4.26)

Comme cette egalite est valable quel que soit |</?}, nous obtenons le theoreme
suivant (nous supposons H independant du temps).
Theoreme de conservation de la valeur moyenne. Lorsque la grandeur
physique A est independante du temps, la condition d(A)/dt = 0 implique
[H, A] — 0 et reciproquement.

Comme application, supposons que les proprietes d'un systeme physique
soient invariantes par toute translation d'espace. Ce sera le cas par exemple
pour un systeme isole de deux particules dont Penergie potentielle depend
uniquement de la difference de leurs positions (r\ — r?). La valeur moyenne
du hamiltonien doit etre la meme dans 1'etat \ip) et 1'etat |</?s) = exp[—i(P •
d)/h]\(p) obtenu par translation de a, ou a est un vecteur arbitraire

Faisant tendre a vers zero on en deduit

La notation [H,P] = 0 indique que les trois composantes de Pimpulsion
commutent avec H. D'apres (8.18), cette equation implique que la valeur
moyenne (P) de P est independante du temps : Pinvariance par translation
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entraine la conservation de 1'impulsion (en valeur moyenne). Un raisonnement
identique montre que

La valeur rnoyenne {«/) de J est independante du temps : 1'invariance par
rotation entraine la conservation du moment angulaire (en valeur moyenne).

II est egalement utile de faire les deux remarques suivantes :

• Si [H, A] — 0, A et H peuvent etre diagonalises simultanement, et
en particulier on peut choisir pour vecteurs propres de A les etats
stationnaires.

• La condition [//", A] — 0 implique que A commute avec 1'operateur
devolution U(t — to) (4.20). Si \<p(to)) est vecteur propre de A au
temps to

alors \<p(t)) est vecteur propre de A avec la meme valeur propre

La valeur propre a est conservee : c'est une constante du mouvement.
On aurait pu deduire ce resultat directement de (8.19), puisque dans ce
cas (^4) = a.

8.2.3 Relations de commutation des generateurs
infinitesimaux

On peut determiner la plupart des proprietes d'un groupe de Lie en
examinant le voisinage de 1'identite, plus precisement en etudiant les relations
de commutation de ses generateurs infinitesimaux : 1'ensemble de ces
relations de commutation constitue I'algebre de Lie du groupe (exercice 8.5.4).
Cependant, deux groupes de Lie isomorphes dans le voisinage de 1'identite
peuvent differer par des proprietes topologiques globales : nous en verrons
bientot un exemple. Examinons plus en detail le cas du groupe des rotations8.
L'operateur de rotation 1^n(9] d'un angle 6 autour d'un axe n est un operateur
orthogonal de 1'espace a trois dimensions : 7£T7£ = 11117 = I. Les rotations
Tlh(0} forment un sous-groupe abelien du groupe des rotations, et toujours
d'apres le theoreme de Stone, on peut ecrire

ou T • n est un operateur hermitique : 7£ etant orthogonal et reel, est aussi
unitaire. Dans une telle rotation, un vecteur V se transforme en V' (figure 8.3)

8. Sauf mention explicite du contraire, il s'agira toujours du groupe SO(3) des rotations
dans 1'espace euclidien a trois dimensions.
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FlG. 8.3 — Rotation de 9 d'un vecteur V autour d'un axe n.

On peut ecrire cette loi de tranformation sous forme matricielle

La determination explicite de la matrice [R,n(6)]ij est proposee a
1'exercice 8.5.1. Nous n'aurons pas a nous en servir, car nous aliens prendre
la limite 0 —> 0, c'est-a-dire la limite des rotations infmitesimales

Le developpement de 1'exponentielle dans (8.22) et la comparaison avec (8.25)
donnent

et par identification les operateurs hermitiques Tx, Ty et Tz

Lorsque B est fini, on peut aisement calculer 1'exponentielle dans (8.22) en
remarquant que (T • n)3 = T • n (exercice 8.5.1) et verifier que Ton retrouve
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FIG. 8.4 - Rotation 7^(^(0).

bien (8.23). Un calcul direct (exercice 8.5.1) permet de montrer les relations
de commutation9 suivantes, qui constituent 1'algebre de Lie de SO(3)

ou en reprenant les notations de (3.52)

Nous allons donner une demonstration plus rapide et surtout plus instructive
de (8.27) en utilisant 1'expression suivante pour une rotation d'angle 9 autour
d'un axe n(^») du plan yOz, obtenu a partir de 1'axe Oy par une rotation
d'angle <f> autour de Ox (figure 8.4)

En effet la rotation 7ZX(—(j>) amene d'abord 1'axe n((/>) sur Oy ; on effectue
ensuite la rotation d'angle 6 autour de Oy et on revient enfin a la position
initiale de 1'axe par la rotation 7^(0). Exprimons 7^(^(0) et 7£y(#) sous
forme exponentielle (8.22) et developpons au premier ordre en 9

En developpant au premier ordre en </>, on obtient

et les deux autres relations de commutation (8.27) s'en deduisent par
permutation circulaire.

9. II suffit bien sur de montrer la premiere relation, les deux autres s'en deduisant par
permutation circulaire.
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Considerons maintenant les operateurs qui effectuent des rotations sur
les etats physiques dans H. Nous avons vu que 1'operateur qui effectue une
rotation d'angle 9 autour d'un axe n est

Comme ces operateurs ferment une representation du groupe des rotations,
on deduit de (8.12) et de (8.29)

En developpant comme precedemment les exponentielles au premier ordre en
0 puis en 0, on obtient les relations de commutation du moment angulaire

ou

Les relations de commutation des Jj sont done, au facteur h pres, identiques
a celles des T^. Les generateurs infinitesimaux des rotations dans Ji ont des
relations de commutation identiques a celles des generateurs infinitesimaux
du groupe des rotations dans 1'espace ordinaire. Notre demonstration des
relations (8.31) ou (8.32) souligne leur origine geometrique.

Les relations de commutation des operateurs scalaires et vectoriels avec
J sont d'une grande importance pratique. Un operateur scalaire S est un
operateur dont la valeur moyenne est invariante dans une rotation. Si U(JV)
est 1'operateur qui effectue la rotation 7£ dans 1'espace des etats

nous devons avoir

et par consequent pour une rotation Rn(0)

Prenant 6 infinitesimal, nous constatons que S commute avec J

Un operateur scalaire commute avec le moment angulaire.
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Un raisonnement analogue permet d'etablir les relations de commutation
de J avec R ou P, et plus generalement avec tous les operateurs vectoriels. Par
definition, un operateur vectoriel V est un operateur dont la valeur moyenne
se transforme par rotation suivant la loi (8.24). Nous devons done avoir

et par consequent pour une rotation Kn(0)

Prenons n = x et 6 infinitesimal ; d'apres (8.25) V' a pour composantes

et nous avons done, par exemple pour la composante i = y de (8.33)

soit i [ J x , Vy\ = —hVz et en examinant les autres composantes

ou sous forme generale

Ces relations sont valables en particulier pour 1'operateur position R et
1'operateur impulsion P, qui sont des operateurs vectoriels.

Le lecteur attentif aura remarque que les relations de commutation (3.53)
du spin 1/2, 5 = |far sont identiques a (8.31), et que le spin 1/2 est done un
moment angulaire. Donnons quelques indications permettant de comprendre
cette identification, sans toutefois entrer dans des details mathematiques qui
nous entraineraient trop loin. L'algebre de Lie (3.52) des matrices de Pauli
est celle du groupe 817(2} des matrices 2 x 2 unitaires et de determinant +1
(exercice 8.5.2). L'algebre de Lie de SU(2) et celle de 5(9(3) sont identiques :
les deux groupes coincident dans le voisinage de 1'identite. Cependant les
deux groupes ne sont pas globalement identiques : on le voit eh considerant
une rotation de 2?r autour d'un axe n. Compte tenu de (exercice 3.3.6)
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on voit que

On retrouve 1'identite settlement pour 0 = 4?r! A la rotation identite de 5O(3)
correspondent done deux elements de <ST7(2), +/ et —/. La correspondance
entre 811(2) et 5O(3) est un homomorphisme, qui a deux elements de
SU(2) fait correspondre un element de 50(3), et on a done pour un
spin 1/2 une representation projective (8.13) du groupe des rotations. Cette
propriete decoule de ce que le groupe SO(3) est connexe mais non simplement
connexe10 : une courbe continue fermee dans 1'espace des parametres du
groupe ne peut pas toujours etre deformee continument en un point. Cette
propriete est visible dans les rotations de 1'espace ordinaire u ; elle n'est pas
propre a la mecanique quantique comme on a parfois tendance a 1'afnrmer12 :
la veritable rotation identite pour un objet en relation avec son environnement
n'est pas la rotation de 2-rr mais la rotation de 4?r !

8.3 Relations de commutation canoniques

8.3.1 Cas de la dimension d = 1
Plagons-nous d'abord a une dimension, sur 1'axe des x, et soit X

1'operateur position. Considerons une particule dans un etat \ip) ou cette
particule est localisee au voisinage d'une position moyenne XQ, avec une
dispersion Ax

10. Un disque dans le plan est simplement connexe. Pergons un trou dans ce disque : alors
la region du plan ainsi obtenue n'est plus simplement connexe, car une courbe encerclant
le trou ne peut plus etre deformee en un point.

11. cf. Levy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3.D ; 1'argument est du a Dirac.
12. Un mot sur les conditions ou les representations projectives sont necessaires. Deux cas

peuvent se presenter, (i) Comme pour la correspondance entre SU(2) et 5O(3), la necessite
d'une representation projective vient de proprietes topologiques globales. Le facteur de
phase dans (8.11) prend alors des valeurs discretes, comme dans (8.13). (ii) Si

est 1'algebre de Lie du groupe (dont (8.28) pour 50(3) est un exemple, voir aussi
1'exercice 8.5.4), il se peut que 1'on puisse construire une autre algebre de Lie dont le
second membre differe par un multiple de 1'identite :

C'est ce que 1'on appelle une extension centrale de 1'algebre de Lie initiale. Si le terme DijI
peut etre elimine par une redefinition des generateurs infinitesimaux T', alors il n'existe
que des representations vectorielles (avec eventuellement des facteurs de phase discrets dus
aux proprietes topologiques globales comme dans (i)). Dans le cas contraire, par exemple
celui du groupe de Galilee (exercice 8.5.7), il existe des representations projectives ou le
facteur de phase varie de fagon continue : cf. par exemple Weinberg [1995], chapitre 2.
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FlG. 8.5 — Particule localises au voisinage de x = XQ.

Elle est par exemple localisee dans 1'intervalle [XQ — Ax, XQ + Ax] (figure 8.5).
Si nous appliquons a cet etat une translation a

ou P est 1'operateur impulsion et U(a) 1'operateur de translation

alors la particule sera apres translation localisee dans 1'intervalle [XQ + a —
Ax, XQ + a + Ax]

Comme Pet at )</?} est arbitraire, 1'egalite des valeurs moyennes entraine celle
des operateurs

et en faisant tendre a vers zero nous obtenons la relation de commutation
canonique entre X et P

Comme application, calculons le commutateur entre P et une fonction
quelconque f ( X ) . Developpons f ( X ) en serie de Taylor

D'apres (8.38)

et ceci se generalise immediatement a Xn
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Nous obtenons done

Selon line technique maintenant eprouvee nous faisons tendre a vers zero

Comme cas particulier de (8.40) nous pouvons choisir f ( X ) — exp(i/3X), (3
reel, et nous obtenons les relations de commutation canoniques sous la forme
de Weyl

La forme de Weyl est plus interessante mathematiquement que (8.39), car
les operateurs unitaires qui interviennent dans (8.42) sont bornes (§ 7.2.1),
contrairement aux operateurs X et P.

On deduit immediatement de (8.39) I'inegalite de Heisenberg sur les
dispersions en position et impulsion ; en effet, d'apres (4.10)

8.3.2 Realisation explicite et commentaires
Une realisation explicite, ou representation des relations de commutation

canoniques (8.39), peut etre donnee dans 1'espace I/2)(R) des fonctions <p(x)
differentiates de carre sommable sur la droite dans 1'intervalle [—00,+00].
Cette representation est

Dans ces equations, (X(p) et (Pip) sont des symboles de fonctions, par exemple
(X<p)(x) = g(x] et (P(p)(x) = h(x). Verifions (8.44)

ou

II est legitime de se poser la question de 1'unicite de la representation (8.44)
des relations de commutation canoniques : I'equation (8.44) est-elle une
solution unique de (8.39) ? Evidemment deux representations ne doivent pas
etre considerees comme distinctes si elles sont reliees par une transformation
unitaire, qui est un simple changement de base orthonormee dans Ji. Soit U



246 Physique quantique

un operateur unitaire. Les operateurs P' et X' obtenus par transformation
unitaire

obeissent aussi aux relations de commutation canoniques

La representation (X',Pr) des relations de commutation canoniques est dite
unitairement equivalente a la representation (JC, P). La grande importance
de (8.44) vient du theoreme suivant, que nous enonc.ons sans demonstration.

Theoreme d'equivalence unitaire de von Neumann. Toutes les representations
des relations de commutation canoniques sous la forme de Weyl13 (8.42) sont
unitairement equivalentes a la representation (8.44) sur £(2)(R). De plus,
cette representation est irreductible, c'est-a-dire que tout operateur sur H
peut s'ecrire comme une fonction de X et de P. Tout operateur commutant
avec X (resp. P} est une fonction de X (resp. P}. Tout operateur commutant
avec X et P est multiple de 1'identite /. •

Ce theoreme implique que nous n'avons pas a nous preoccuper du choix de la
representation de (8.39), puisque deux choix differents seront relies par une
transformation unitaire.

A trois dimensions, les operateurs position R et impulsion P sont des
operateurs vectoriels de composantes X,Y,Z et Px,Py,Pz, que Ton note
collectivement Xi et P^, i = x,y,z. Les composantes differentes de R
et P commutent, et seules les composantes identiques ont des relations de
commutation non nulles

8.3.3 L'operation parite
L'operation parite consiste a renverser le signe des coordonnees : x —>• — x.

On peut aussi la voir comme la combinaison d'une reflexion par rapport a un
plan suivie d'une rotation de TT autour d'un axe perpendiculaire a ce plan.
Prenons par exemple le plan xOy et appelons M la reflexion par rapport a ce
plan, 72-2 (TT) la rotation autour de Oz

Comme 1'invariance par rotation est en general valable, on exprime de
fagon imagee 1'invariance par parite en disant que ] 'image dans un miroir
d'une experience de physique doit apparaitre comme physiquement possible.

13. Cette precision est importante : sinon les operateurs AC du § 7.2.2 permettraient de
construire un contre-exemple au theoreme !
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L'operation parite agit differemment sur les vecteurs proprement dits, ou
vecteurs polaires comme la position f, 1'impulsion p ou le champ electrique E

et sur les pseudovecteurs, ou vecteurs axiaux, comme le moment angulaire J
ou le champ magnetique £?, qui sont associes a un sens de rotation, et non a
une direction

Rappelons que le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un vecteur
axial14 : J= f*x p est un vecteur axial.

Les interactions faibles (cf. § 1.1.4) ne respectent pas 1'invariance par
parite : ceci a ete montre pour la premiere fois par C.S. Wu, en utilisant
la disintegration (3 (1.4) de noyaux de cobalt60 polarises en un etat excite
du 60Ni

La valeur moyenne du moment angulaire (J) du 60 Co a une orientation
fixe (figure 8.6). On constate que les electrons de la disintegration sont
ends de fagon preferentielle dans la direction opposee a celle du moment
angulaire : si P est 1'impulsion des electrons, (J • P) < 0. Mais (J • P), valeur
moyenne du produit scalaire d'un vecteur polaire et d'un vecteur axial, est
un pseudoscalaire, qui change de signe dans une operation parite. L'image de
1'experience dans un miroir (figure 8.6) n'apparait pas comme physiquement
possible : dans le miroir, les sens de rotation sont inverses, et les electrons
partent preferentiellement dans la direction de J.

Le groupe Q correspondant a 1'operation parite est le groupe multiplicatif
a deux elements {+!,—!}, ou groupe Z^. Comme on ne peut pas relier
continument — l a 1'identite, il nous faut trouver un argument pour decider
si 1'operateur II qui represente 1'operation parite dans 1'espace des etats
est unitaire ou antiunitaire. Soit x e^ f deux vecteurs arbitraires et
(%, (p) leur produit scalaire (nous revenons provisoirement aux notations des
mathematiciens). Si la parite est une symetrie

Comme dans 1'operation parite les operateurs position et impulsion doivent
se transformer tous deux comme des vecteurs :

14. L'existence de vecteurs axiaux est une particularity de 1'espace a trois dimensions,
d = 3. Un vecteur axial est en fait un tenseur antisymetrique de rang 2, qui a d(d — l)/2
composantes en general. Pour d — 3, ce nombre de composantes est 3, ce qui permet de lui
faire correspondre un (pseudo)vecteur. A 4 dimensions une telle identification n'est plus
possible : un tenseur antisymetrique de rang 2 comme le champ electromagnetique a 6
composantes.
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FlG. 8.6 - L'experience de disintegration du cobalt polarise.

leur commutateur est inchange

Examinons I'element de matrice

Mais on a egalement

si 1'on suppose que II est unitaire. En effet, pour un operateur unitaire

tandis que pour un operateur antiunitaire

Les equations (8.50) et (8.51) sont compatibles uniquement si II est unitaire.
En revanche, si au lieu de la parite II on considere le renversement du sens
du temps 0 : R —>• R et P —> — P (cf. annexe A.2), alors

et ce changement de signe entraine que B est antiunitaire.
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Si la parite est une symetrie, ce qui dans 1'etat actuel de nos connaissances
est le cas pour les interactions fortes et les interactions electromagnetiques,
alors II doit commuter avec le hamiltonien : [II, H] — 0. Comme II2 = /,
puisque deux operations parite successives ramenent le systeme d'axes a sa
position initiale, les valeurs propres de II sont ±1. Comme II et H commutent,
on peut trouver un systeme de vecteurs propres communs |</?±) a H et a II

Les etats |<p+) sont dits de parite paire et les etats |<p_) de parite impaire.

8.4 Invariance galileenne

8.4.1 Hamiltonien en dimension d = 1

Nous allons maintenant examiner les consequences de la derniere
invariance que nous n'avons pas encore exploitee, 1'invariance par changement
de referentiel d'inertie. Nous nous limitons d'abord a une dimension, une
particule sur 1'axe des x. Les equations de la physique non relativiste doivent
garder la meme forme dans la transformation de Galilee

qui fait passer d'un referentiel d'inertie a un autre referentiel d'inertie
se deplagant a la vitesse v par rapport au premier. La loi de
transformation (8.53) correspond au point de vue passif du changement d'axes.
Afin de garder la coherence avec les sections precedentes, nous allons choisir le
point de vue actif, qui consiste a modifier la vitesse de toutes les particules de
v ; en bon frangais15, on « booste » toutes les particules de v. Si la position, la
vitesse, I'impulsion p et I'energie cinetique K initiales d'une particule classique
de masse m sont

ces memes variables deviendront apres le « boost » v

Contrairement au cas des translations et des rotations, I'energie ri'est pas
invariante dans une transformation de Galilee. On doit seulement exiger que
la forme des equations de la physique reste invariante.

Venons-en maintenant au cas quantique, en nous plagant au temps t = 0,
ce qui correspond a une transformation de Galilee instantanee. La loi de

15. II n'existe pas de bonne traduction de ce terme dont 1'origine est le « booster » d'une
fusee.
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transformation des vecteurs d'etat dans une transformation de Galilee sera
une transformation unitaire U(v)

ou G = G^ est le generateur infinitesimal des transformations de Galilee.
Les transformations de Galilee a une dimension forment un groupe additif,
puisque la composition de deux transformations de vitesses v et v' est une
transformation de vitesse v" — v + v'. Une fois de plus, le theoreme de
Stone nous garantit 1'existence d'un generateur infinitesimal hermitique G. Si
(^4) est la valeur moyenne d'une grandeur physique dans 1'etat |<£>), sa valeur
moyenne (A}v dans 1'etat transforme \(pv} — U(v}\(p) sera

Nous nous attendons d'apres (8.54) (pour t = 0) a ce que les valeurs moyennes
des operateurs position X, impulsion P et vitesse X se transforment selon

L'hypothese forte16, meme si elle semble naturelle, est en fait (8.58), car X
est defini comme (i/K)[H,X], et (8.58) conduit a restreindre les hamiltoniens
possibles. Comme (8.59) est valable quel que soit \ip), on deduit

et en faisant tendre v vers zero

II est done possible de choisir G — —mX. D'apres le theoreme de von
Neumann, tout autre choix serait unitairement equivalent.

Considerons maintenant 1'operateur X decrivant la vitesse, qui,
suivant (8.18) pour A = X, est defini par

D'apres (8.58)

16. Voir H. Brown et P. Holland, Am. Journ. Phys. 67, 204 (1999) pour une evaluation
critique de cette hypothese.
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et en retranchant (8.60) (divise par m) de (8.62)

ce qui implique que 1'operateur [X — P/m] commute avec G, et done avec
X. Toujours d'apres le theoreme de von Neumann, [X — P/m] doit etre une
fonction de X

Dans le cas a une dimension, et en general seulement dans ce cas, on peut
eliminer la fonction / par une transformation unitaire. En effet, soit F(x)
une primitive de /(x), F'(x) = f(x) ; considerons la transformation unitaire,
qui est en fait une transformation de jauge locale (§ 11.4.1)

Dans la transformation unitaire X' — S~1XS, X reste evidemment inchange :
X' = X. Calculons P1. En utilisant (8.41)

d'ou 1'on deduit

d'ou P' = S~1PS = P + f(X) et d'apres (8.64)

On peut done toujours choisir comme operateur impulsion P — mX : ce choix
est unitairement equivalent a tous les autres. Nous aliens utiliser ces resultats
pour determiner la forme la plus generale du hamiltonien compatible avec les
lois de transformation galileennes. Definissons 1'operateur K, qui sera bien
sur la version quantique de 1'energie cinetique, par

et calculons son commutateur avec X

En effet (8.41) implique, en echangeant les roles de P et de X
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Mais

et en retranchant cette equation de (8.67) on obtient

L'operateur (H — K] est line fonction de X uniquement, que nous designerons
par V(X), ce qui donne pour la forme la plus generale du hamiltonien
compatible avec 1'invariance galileenne

On justifie ainsi ce que Ton aurait obtenu par le principe de correspondance
a partir de 1'analogue classique de 1'energie, somme de 1'energie cinetique et
de 1'energie potentielle

L'invariance galileenne est assuree par le fait que le hamiltonien garde la
meme forme apres transformation. Si le hamiltonien initial est une fonction
de X et P, le hamiltonien transforme est la meme fonction de Xv = X et
Pv = p + mv.

• Etat initial :

• Etat transforme :

8.4.2 Hamiltonien en dimension d = 3
En repetant 1'argument de la sous-section precedente dans le cas de trois

dimensions d'espace, on arrive sans difficulte a la generalisation de (8.64)

mais on ne peut pas en general eliminer f ( R ) . En effet il faudrait trouver une
transformation unitaire

telle que
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ce qui n'est possible que si V x / = O17. L'equation (8.70) implique la relation
de commutation

L'energie cinetique K est definie par

On calcule aisement le commutateur de K et de X{. En effet

En comparant les commutateurs

on deduit

(H — K} est done une fonction de R uniquement : H — K + V(R). Le
hamiltonien le plus general compatible avec 1'invariance galileenne est done
de la forme

II est important de souligner la difference entre P/m et dR/dt : c'est cette
derniere quantite qui donne 1'energie cinetique K

On peut maintenant faire le lien avec la physique classique. En mecanique
classique, le hamiltonien d'une particule de charge q dans un champ
magnetique B(r) = V x A(r) et dans un champ electrique E(r) = — V<£>(r)
qui peuvent dependre du temps, est18

On obtient done (8.73) en utilisant le principe de correspondance et en
identifiant qA = f etqtp = V. La signification de ce hamiltonien sera examinee
de fagon plus approfondie au § 11.4.1, quand nous discuterons 1'invariance de
jauge locale : la transformation (8.65) et sa generalisation a trois dimensions

sont des transformations de jauge locales. Si / f R ] peut etre elimine par une

telle transformation, cela implique que B = 0.

17. Cette condition est necessaire mais non suffisante dans un domaine non connexe.
18. cf. Jackson[2001], chapitre 12.
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8.5 Exercices

8.5.1 Rotations
l.Soit 7£^(#) la matrice 3 x 3 representant une rotation d'angle 9 autour de
n. Montrer que Tr7^(#) = I + 2cos#. Suggestion : utiliser (8.29).

2. Ecrire explicitement la matrice 7£^(#) a partir de (8.23) en fonction des
composantes de n

3. Verifier explicitement la relation de commutation [Tx,Ty] — iTz en utilisant
les formes matricielles (8.26).

4. Verifier que

et en deduire

Comparer avec (8.23).

8.5.2 Rotations et 517(2)
Le groupe SU(2) est le groupe des matrices 2 x 2 unitaires et de

determinant un.

1. Montrer que si U 6 SU(2), alors U est de la forme

2. Montrer qu'au voisinage de Pidentite on peut ecrire

et que r s'exprime en fonction des matrices de Pauli

3. On pose 0 = (^C;^2)1^2 e^ ^ = ^^o °^ ^ est un vecteur unitaire.
Supposant maintenant les 0; finis, on definit Uh(Q] par
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Montrer que

Inversement toute matrice de SU(2) est de cette forme (exercice 3.3.6).

4. Soit V un vecteur de R3 et V la matrice hermitienne de trace nulle

Quel est le determinant de V ? Soit W la matrice

Montrer que W est de la forme a-W et que W se deduit de V par une rotation.
A-t-on entierement prouve cette propriete a ce stade ?

5. On definit V(6) par

Montrer que

En deduire que V(9] s'obtient a partir de V par une rotation d'angle 9
autour de n. Ce resultat etablit une correspondance entre les matrices 1Zn(9)
de 50(3) et les matrices Un(6} de SU(2). Cette correspondance est-elle
biunivoque ?

8.5.3 Relations de commutation entre 1'impulsion
et le moment angulaire

Get exercice donne une autre demonstration des relations de
commutation (8.34) entre 1'impulsion et le moment angulaire, si 1'on choisit
1'operateur vectoriel V — P. Soit Ty(o) une translation de a parallele a Oy

Si 7£x(#) est une rotation d'angle 9 autour de Oy, montrer que

est une translation le long d'un axe que 1'on determinera. En deduire la
relation de commutation
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8.5.4 Algebre de Lie d'un groupe continu

On considere un groupe Q dont les elements g sont parametres par N
coordonnees Oa, a = 1,. . . ,7V, g(9a = 0) etant 1'element neutre du groupe.
Les variables Oa sont notees collectivement 9 : 9 = {Oa}. La loi de composition
est donnee par une fonction / indefiniment differentiable

A nouveau / est une notation collective pour 1'ensemble de TV fonctions / :
f ( 0 , 0 ) = {fa(9b-,9c}}. Soit un ensemble de matrices unitaires U(9a) dont la
loi de multiplication est

Les matrice U(9) forment done une representation du groupe Q : voir (8.12).

1. Montrer que fa(9,9 = 0) = 9a et que fa(0 = 0,9) = 9a. Montrer que pour
0,9 -> 0 fa(6,9) est de la forme

ou nous avons utilise la convention de sommation sur les indices repetes

2. Dans le voisinage de U(6) = I on ecrit un developpement de U(9) pour
^-^0

2
3. Effectuer le produit U(6}U(9) a 1'ordre (9 ,92) et montrer que 1'egalite

pour les termes en 9a9b implique que

Utilisant la symetrie de Tt,c, en deduire

avec Cabc = —Cacb- Exprimer Cabc en fonction de fabc- Les relations de
commutation precedentes constituent 1'algebre de Lie du groupe defini par la
loi de composition /(#, 9).
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8.5.5 Regie de somme de Thomas-Reiche-Kuhn
Soit une particule de masse ra dans un potentiel V(r). Le hamiltonien est

Soit \(pn) un ensemble complet de vecteurs propres de H

et |(£>o) un etat lie, done normalisable, d'energie EQ. On pose

1. Demontrer la relation de commutation

2. En deduire

8.5.6 Centre de masse et masse reduite
Soit deux particules de masses mi et m^ se deplagant sur une droite. On

note X\ et X% leurs operateurs position, P\ et P<2 leurs operateurs impulsion.
Les operateurs impulsion et position de deux particules differentes commutent.
On definit les operateurs X et P

et X et P

1. Calculer les commutateurs [X, P] et [-X",P] et montrer que

2. Ecrire le hamiltonien

en fonction des operateurs X, P, X, P. En conclure que, comme en mecanique
classique, on peut separer le mouvement du centre de masse et de la particule
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relative de masse reduite p, = m 17712 / (m i + 7712). Generaliser a trois
dimensions.

3. L'exemple suivant d'etat intrique a ete utilise dans 1'article original
d'Einstein, Podolsky et Rosen (§ 6.2.1). La fonction d'onde de deux particules
est ecrite

ou L est une longueur constante. Pourquoi est-il possible d'ecrire une telle
fonction d'onde ? Quelle est son interpretation physique ? La mesure de x\
determine #2, celle de p\ determine p%- Developper 1'analogie avec 1'exemple
du § 6.2.1.

8.5.7 Transformation de Galilee
1. Soit W(a, v) le produit d'une transformation de Galilee et d'une translation
a une dimension

Montrer que

2. Calculer

et en deduire que 1'on doit utiliser des representations projectives pour le
groupe de Galilee.

8.6 Bibliographie

On trouvera des complements utiles sur les symetries en physique
quantique dans Jauch [1968], chapitres 9 et 10 et dans Merzbacher [1970],
chapitre 16. Le chapitre 2 de Weinberg [1995] contient egalement un excellent
resume de toutes les notions de base. Les relations de commutation canoniques
et 1'invariance galileenne sont exposees dans Jauch [1968], chapitres 12 et 13.
II existe de nombreux livres consacres a 1'utilisation de la theorie des groupes
en mecanique quantique, parmi lesquels on peut citer M. Tinkham, Group
Theory and Quantum Mechanics, Me Graw Hill, New-York (1964).



Chapitre 9

Mecanique ondulatoire

DANS CE CHAPITRE, nous aliens etudier une realisation particuliere de la
mecanique quantique d'une grande importance pratique : il s'agit de la

mecanique ondulatoire, qui est adaptee a la description du mouvement d'une1

particule quantique dans 1'espace a trois dimensions R3. C'est cette realisation
qui sert d'introduction aux fondements de la mecanique quantique dans la
plupart des manuels. Elle consiste a prendre comme base de H les « vecteurs
propres2 » f) de 1'operateur position R : en d'autres termes, on choisit
une base ou 1'operateur position est diagonal. En mecanique ondulatoire,
un vecteur d'etat peut etre identifie a un element ip(r) de 1'espace de Hilbert
I/2(R3) des fonctions de carre sommable sur 1'espace a trois dimensions R3. Ce
vecteur d'etat est appele fonction d'onde, et nous verrons que cette fonction
d'onde s'identifie a 1'amplitude de probability (r\(p) de trouver la particule
dans 1'etat \(p) localisee a la position f. Cette fonction d'onde est normalises
par la condition de sommabilite (7.10)

Etant donne le role symetrique joue par les operateurs position et impulsion,
on pourrait aussi bien utiliser les vecteurs propres de P et les « fonctions
d'onde de 1'espace des impulsions » <f>(p) = (p\f}^ dont nous verrons que ce
sont les transformees de Fourier des (p(r). Apres avoir examine les principales
proprietes des fonctions d'onde, nous etudierons plusieurs applications : etats
lies, diffusion, effet tunnel, potentiel periodique. Ces applications seront
d'abord traitees dans le cas plus simple a une dimension. La generalisation a
trois dimensions nous permettra de discuter la notion importante de densite
d'etats et son utilisation dans la « regie d'or de Fermi ».

1. Ou de plusieurs particules : voir la generalisation au § 9.9.3 et au chapitre 13.
2. Ainsi que nous 1'avons vu au § 7.3.1, ces objets ne sont pas des vecteurs de 1'espace

de Hilbert, ce que nous avons souligne par des guillemets. Cependant, comme nous aliens
faire par la suite un usage intensif de ces « vecteurs », nous supprimerons ces guillemets
afin d'alleger 1'ecriture.



260 Physique quantique

9.1 Diagonalisation de X et de P ; fonctions
d'onde

9.1.1 Diagonalisation de X

Nous nous proposons d'etudier le mouvement d'une particule quantique
en nous restreignant pour le moment au mouvement sur la droite reelle IR :
la particule se deplace sur cette droite entre — oo et +00. Les grandeurs
physiques pertinentes sont a priori la position et 1'impulsion de cette particule,
representees mathematiquement par des operateurs X et P dont nous avons
etabli les proprietes dans la section 8.3. Nous aliens d'abord examiner les
vecteurs propres de X en partant de la relation de commutation canonique
entre X et P sous la forme (8.40)

Montrons d'abord que le spectre de X est continu : soit \x) un vecteur propre
de X

et examinons 1'action de X sur le vecteur exp(— \Pa/K)\x}

Nous avons utilise la relation de commutation (9.2) et la definition (9.3) du
vecteur propre \x). Le vecteur exp(— iPa /K) \x ) est vecteur propre de X avec
la valeur propre (x + a), et comme a est arbitraire, cela montre que toutes les
valeurs reelles de x entre — oo et +00 sont valeurs propres de X. On prouve
ainsi que le spectre de x est continu, et que par consequent la normalisation
doit s'ecrire suivant (7.34) avec des fonctions delta de Dirac

Compte tenu de la discussion du § 8.3.1, le resultat (9.4) qui peut s'ecrire

ne doit pas surprendre, car exp(—iPa/h) est 1'operateur de translation de a
qui transforme 1'etat localise en rr, |x}, en 1'etat x + a) localise en (x + a). Le
vecteur \x + a} verifie une condition de normalisation analogue a (9.5) etant
donne que 1'operateur exp(— iPa/K) est unitaire. On peut, si on le souhaite,
fixer la phase des vecteurs de base x) par la condition
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Revenons sur 1'interpretation physique : que represente exactement le vecteur
\x) ? D'apres les postulats du chapitre 4, x) represente un etat ou la position
de la particule est connue avec ime precision absolue : la particule est localisee
exactement au point x sur la droite reelle. Mais en mecanique quantique un
tel etat est impossible a realiser physiquement : comme nous allons bientot
le voir, un tel etat a toutes les impulsions possibles avec la meme probabilite
entre p = — oo et p = +00. A la propriete mathematique : « x) n'est pas un
element de 1'espace de Hilbert » correspond la propriete physique : « \x) n'est
pas un etat physiquement realisable ». Les etats physiquement realisables sont
toujours representes par des « vrais » vecteurs de 7i, c'est-a-dire des vecteurs
normalisables.

Nous avons admis implicitement que les valeurs propres x de X etaient
non degenerees. Bien sur ce n'est pas necessairement le cas : par exemple
la particule pourrait avoir un spin 1/2, auquel cas il faudrait preciser si la
particule se trouve dans un etat de spin up |+) ou de spin down —} : chaque
valeur propre de X serait alors doublenient degeneree. Dans ces conditions,

/O"\

1'espace de Hilbert des etats serait le produit tensoriel Lx (M)<S>?^2 de 1'espace
/2~\

des etats de position LX (R) et de 1'espace a deux dimensions des etats de
spin 7^2 : une base de cet espace serait par exemple formee des etats \x ® +}
et \x ® —) avec

Bien que 1'utilisation de vecteurs propres qui ne soient pas des veritables
elements de H, soit mathematiquement contestable, elle est extremement
commode et nous nous servirons par la suite de ces vecteurs sans precautions
particulieres. Nous generaliserons aussi la notion d'element de matrice :
comme 1'operateur X est diagonal dans la base |x), nous pourrons ecrire les
« elements de matrice » de X

et plus generalement ceux d'une fonction F ( X )

La relation de fermeture (7.37) s'ecrit

Le projecteur P[a,b] sur le sous-espace des valeurs propres de X dans
1'intervalle [a, b] s'obtient en restreignant 1'integration sur x a cet intervalle
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Cette expression generalise celle que 1'on ecrirait dans un espace de dimension
finie : si A est le sous-espace d'un ensemble de valeurs propres d'un operateur
hermitique A, le projecteur "P(A) sur ce sous-espace est

9.1.2 Realisation dans L^(R)

Nous aliens maintenant faire le lien entre le formalisme de Dirac que nous
venons d'expliciter dans la base ou X est diagonal et la realisation donnee
au § 8.3.2 des operateurs X et P comme operateurs agissant dans 1'espace
L(2)(R) des fonctions de carre sommable sur M. Soit |<£>) un vecteur unitaire
de 7Y representant un etat physique. En utilisant la relation de fermeture (9.9),
nous pouvons decomposer \<p] dans la base \x)

ou (x\(f>) est done une composante de \<p) dans la base \ x ) , ou en termes
physiques, 1'amplitude de probabilite de trouver la particule localisee au point
x. Examinons les elements de matrice des operateurs X et exp(— \Pa/K)

Ces equations montrent que (x\(f>) peut etre identifie a une fonction (f>(x) de
/o\

LX (M) telle que 1'action des operateurs X et P soit donnee par (8.44). En
effet 1'equation (9.12) est

tandis que (9.13) s'ecrit

et en developpant au premier ordre en a

Nous retrouvons Faction des operateurs X et P telle qu'elle avait ete definie
au § 8.3.2. Verifions que le produit scalaire est correctement donne par (7.11)
en utilisant la relation de fermeture (9.9)
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FlG. 9.1 — Translation de a d'une particule localises en XQ.

La fonction ip(x — a) dans (9.15) est bien la fonction (f>(x) translatee de +a,
et non de —a ! Si par exemple </?(#) a un maximum a x — XQ, (p(x — a) a un
maximum a x — a = XQ c'est-a-dire a x = XQ + a (figure 9.1). Soulignons que
le choix (pa(x) ~ tp(x — a) pour la fonction d'onde translatee n'est bien sur
pas unique. La fonction

est tout aussi valable que (pa(x). Le choix (p(x — a) est lie a celui du generateur
infinitesimal des translations, et le changement de phase (pa(x) —> <p'a(

x}
serait obtenu en utilisant un generateur infinitesimal deduit de (9.16) par
la transformation de jauge locale (8.65)

En resume, 1'etat physique d'une particule se deplagant sur 1'axe des x est
fc\\

decrit par une fonction d'onde normalises y>(x) appartenant a Lx (R)

qui s'interprete physiquement comme l'amplitude de probabilite (x ip) de
trouver la particule localisee au point x. L'action des operateurs position
X et impulsion P sur tp(x) est donnee par (9.14) et (9.16). Le module carre

est appele probabilite de presence de la particule au point x : en fait il s'agit
d'une densite de probabilite, dans ce cas une probabilite par unite de longueur.
La probabilite p([a, &]) de trouver la particule localisee dans 1'intervalle [a, b]
est d'apres (9.10)
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Cette probabilite est normalisee a un par construction, puisque ((f>\ip) = 1, ce
que 1'on verifie egalement sur (9.18). Si Ton considere un intervalle [x, x + dx]
infinitesimal, |c/?(x)|2dx est la probabilite de trouver la particule dans cet
intervalle.

Lorsque la particule possede des degres de liberte supplementaires, par
exemple un spin 1/2, on pourra decrire son etat quantique en utilisant les
fonctions d'onde y?±(x)

Nous venons de definir ce que 1'on appelle habit uellement « la mecanique
ondulatoire en representation x » : nous avons choisi de partir de la base
|x) ou 1'operateur position est diagonal. Etant donne le role symetrique de
X et P, nous aurions aussi bien pu partir d'une base ou P est diagonal,
c'est-a-dire definir « la mecanique ondulatoire en representation p ». La sous-
section suivante est consacree a cette representation et a son lien avec la
representation x.

9.1.3 Realisation dans L^(R)

Soit \p) un vecteur propre de P

Nous aliens d'abord determiner les fonctions d'onde correspondantes

en representation x

Nous avons utilise (9.16) pour obtenir la seconde ligne de 1'equation
precedente. Quel que soit p dans 1'intervalle [—00,+00], 1'equation
differentielle

a pour solution

ce qui montre que le spectre de P est continu, tout comme celui de x. Le
facteur de normalisation (27rft)~1//2 dans (9.22) a ete choisi de telle sorte que
XP(x] soit normalise par un delta de Dirac
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tandis que la relation de fermeture s'ecrit

On aurait egalement pu partir de la relation de fermeture sous la forme

pour ecrire

et demontrer ainsi (9.24).
Si \(f>) est le vecteur d'etat d'une particule, la « fonction d'onde en

representation p » sera (f>(p] — (p\^f>)- Cette fonction d'onde en representation
p n'est autre que la transformer de Fourier de la fonction d'onde (p(x) = (x (p)
en representation x. En effet, en utilisant la relation de fermeture (9.9) et la
definition (9.22), nous obtenons

et inversement

L'action des operateurs X et P en representation p s'obtient sans difficulte

Une formule analogue a (9.19) est valable dans 1'espace des impulsions : la
probabilite p([/e,g]) pour que la particule ait son impulsion dans 1'intervalle
[k,q] est

|(^(p)|2 est une densite de probabilite dans 1'espace des impulsions.

9.1.4 Evolution du paquet d'ondes libre
Partons de la representation de Fourier (9.27) de la fonction d'onde <p(x)

d'un etat physique. La transformee de Fourier (p(p) verifie, tout comme 9?(x),
la condition de normalisation
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On appelle souvent un tel etat physique un paquet d'ondes, car c'est
d'apres (9.27) une superposition d'ondes planes. La position moyenne (X)
et 1'impulsion moyenne (P} se calculent en introduisant deux fois les relations
de fermeture (9.9) et (9.25)3

Nous avons aussi utilise (9.7) et une equation analogue dans 1'espace des
impulsions. Les dispersions AX et AP sont donnees par un calcul similaire

D'apres la demonstration generale du § 4.1.3. ces dispersions verifient
1'inegalite de Heisenberg

ou nous avons utilise la notation usuelle Ax Ap au lieu de AX AP. Une
demonstration directe de (9.36) est proposee a 1'exercice 9.7.1.

Introduisons la dependance du vecteur d'etat par rapport au temps : le
vecteur d'etat est |<£>(0)} = )</?) au temps t = 0 et \<p(t)) au temps t. La
fonction d'onde (p(x,t) au temps t est done <p(x,i) = (x\(p(t)). Pour obtenir
\<p(t)) en fonction de |<£>(0)), nous avons besoin de 1'equation devolution (4.11)
et done du hamiltonien H. Nous aliens nous restreindre pour 1'instant au cas
ou 1'energie potentielle est nulle, et ou le hamiltonien se reduit a sa partie
energie cinetique K (8.66)

Comme K et P commutent, les etats propres de H peuvent etre choisis parmi
ceux de P

et par consequent

3. Les notations explicites seraient (X)<p et (P)<p ; nous avons sup prime 1'indice (p pour
alleger 1'ecriture.
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II est done naturel d'exprimer (x\ip(t)) en fonction des composantes de \<p(t))
dans la base \p)

Ann d'eliminer les facteurs h on introduit le vecteur d'onde k = p/h et la
frequence u(k)

pour ecrire (p(x, i] sous la forme

FlG. 9.2 - Dispersion du paquet d'ondes en k et en x.

L'allure qualitative de |A(/e)|2 et celle de |^>(x,0)|2 sont representees sur la
figure 9.2. La fonction |A(A;)|2 est centree a k ~ k avec une largeur A/c.
L'inegalite de Heisenberg (9.36) se traduit par

Les cas limites sont :

• Particule de vecteur d'onde (ou d'impulsion) parfaitement defini = onde
plane

• Particule localisee en x = XQ
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Rappelons que ni 1'onde plane (9.43) ni 1'etat parfaitement localise (9.44) ne
correspondent a des etats physiquement realisables. Dans le cas (9.44) de
la particule localisee, |A(fc)|2, qui est la probabilite d'observer line impulsion
hk, est independant de k, ce qui fait que la distribution de probabilite ne
peut pas etre normalisee. De meme dans le cas (9.43) de 1'impulsion fixee,
|(/?(x)|2 = cste et la probabilite de presence est uniforme sur 1'axe des x : a
nouveau la distribution de probabilite ne peut pas etre normalisee. Pour un
etat physiquement realisable, on doit avoir d'apres (9.31)

Examinons maintenant 1'evolution du paquet d'ondes au cours du temps.
Pour evaluer (9.41), nous utilisons 1'approximation de la phase stationnaire.
Definissant A(k) — \A(\z)\ exp(i0(fc)), la phase 0(k) de 1'exponentielle
dans (9.41) vaut

Nous obtiendrons la contribution principale a 1'integrale (9.41) si la phase 0(k)
est stationnaire dans la region k ~ k ou |-A(/j)| est maximum : en effet, si 9(k]
n'est pas stationnaire, 1'exponentielle oscille rapidement et la contribution
moyenne a 1'integrale (9.41) est nulle. Nous devons done avoir

Le centre du paquet d'ondes va se deplacer selon la loi

ou vg est la vitesse de groupe, qui n'est autre que la vitesse moyenne v de la
particule

Le temps r qui determine la position initiale XQ = —vgr du centre du paquet
d'ondes est

Pour obtenir un resultat plus precis, nous pouvons reecrire la phase en
developpant a;(A;) au voisinage de k = k
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On obtient une forme tres simple pour </?(x, t) s'il est possible de negliger le
terme quadratique en (k — fc)2

Cette equation montre que, mis a part le facteur de phase exp[iw(fc)t], la
fonction d'onde au temps t se deduit de celle au temps t = 0 par la substitution
x —> x — vgt, c'est-a-dire que le paquet d'ondes se propage sans deformation
dans la direction des x positifs — si vg > 0 — a la vitesse vg. Cependant
ce resultat est seulement approximatif puisque nous avons neglige le terme
quadratique en (k — k)2. Ce terme donne une contribution a la phase

qui doit rester <C 1 dans le domaine ou |-A(fc)| est appreciable, si 1'on veut
se contenter de 1'approximation lineaire. La contribution de ce terme pourra
etre negligee si

dans une region d'extension Afc autour de k ; pour que la deformation du
paquet d'ondes soit faible, on doit avoir

Si cette condition n'est pas satisfaite, le paquet d'ondes se deforme en
s'elargissant, tandis que son centre continue a se deplacer a la vitesse vg :
c'est le phenomene d'etalement du paquet d'ondes.

Pour conclure cette sous-section, montrons 1'interet de I'inegalite de
Heisenberg (9.36) utilisee comme outil heuristique en estimant 1'energie de
1'etat fondamental de 1'atome d'hydrogene (voir § 1.5.2). Si 1'electron decrit
une orbite circulaire de rayon r avec une impulsion p = mv, son energie
classique est

En physique classique, le rayon de 1'orbite de 1'electron tend vers zero
(« 1'electron tombe sur le noyau »), ce phenomene etant accompagne de
1'emission de rayonnement electromagnetique : en effet, en physique classique,
1'energie de 1'orbite circulaire E = — e2/(2r) n'est pas bornee inferieurement
et rien ne s'oppose a ce que le rayon de 1'orbite devienne arbitrairement petit.
La decroissance de 1'energie de 1'orbite est compensee par remission dans
1'espace d'energie sous forme de rayonnement electromagnet ique, ce qui assure
la conservation de 1'energie. Mais sur une orbite de rayon r, la dispersion
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Ao; de la position suivant 1'axe des x est de 1'ordre de r, ce qui fait que la
dispersion sur 1'impulsion est au moins de ~ h/A.x = h/r. Nous pouvons en
deduire rp ~ h et 1'expression de 1'energie (9.50) devient

Cherchons le minimum de E

ce qui donne un minimum pour

soit precisement le rayon de Bohr (1.34) de 1'atome d'hydrogene !
Naturellement, le fait que Ton obtienne exactement ao dans ce calcul d'ordre
de grandeur est un hasard heureux, qui nous permet de retrouver 1'energie de
1'etat fondamental (1.35)

S'il est bien entendu que ce calcul ne peut donner qu'un ordre de grandeur, la
physique sous-jacente explique la raison profonde de la stabilite de 1'atome :
en raison des inegalites de Heisenberg, 1'electron ne peut pas se trouver sur une
orbite de rayon trop petit, sous peine d'acquerir une impulsion importante,
qui fait croitre son energie cinetique. L'energie de 1'etat fondamental est
obtenue en recherchant le meilleur compromis possible entre energie cinetique
et energie potentielle, de fagon a obtenir le minimum de 1'energie totale.

9.2 Equation de Schrodinger

9.2.1 Hamiltonien de 1'equation de Schrodinger
Nous avons vu au § 8.4.1 que le hamiltonien independant du temps le plus

general compatible avec 1'invariance galileenne en dimension d = 1 etait donne
par (8.68)

011^ = P2/(2m) est 1'operateur energie cinetique et V(X) Poperateur
energie potentielle, ou plus brievement le potentiel. Rappelons aussi 1'equation
d'evolution (4.11)
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Multiplions a gauche les deux membres de cette equation par le bra (x\ en
utilisant (9.53) comme hamiltonien

ou nous avons utilise (9.8) et (9.16). Nous obtenons done 1'equation de
Schrodinger dependant du temps

L'equation de Schrodinger est une equation d'onde pour la fonction d'onde
(p(x,t).

Comme le potentiel V(X) est independant du temps, nous savons qu'il
existe des solutions stationnaires de (9.54)

En multipliant a gauche par le bra (x|, 1'equation H\(p} — E\(p) devient
1'equation de Schrodinger independante du temps

On peut generaliser (9.55) dans deux directions. Tout en restant
compatible avec 1'invariance galileenne, il est possible de rajouter une
dependance temporelle au potentiel : V(x] —> V(x,t). On peut aussi utiliser
des potentiels dependant de la vitesse, par exemple comme approximation
d'effets relativistes. Dans ce cas 1'invariance galileenne est perdue, et de plus
il peut s'introduire des ambiguites lorsque 1'on doit faire un choix pour 1'ordre
d'un produit d'operateurs position et impulsion.

9.2.2 Probabilite de presence et vecteur courant
A la probabilite de presence |(/?(x,t)|2 on peut associer un vecteur courant

j(x, t}, par analogic avec 1'hydrodynamique ou 1'electrodynamique. Rappelons
1'exemple de 1'hydrodynamique pour fixer les idees : soit4 p(F, t) la masse
volumique d'un fluide compressible de masse totale M s'ecoulant avec une
vitesse locale v(r, t) ; le courant j(r, t) est defini par

4. Nous nous plagons provisoirement en dimension d = 3.
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FlG. 9.3 — Courant et flux sortant d'un volume V.

Considerons une surface <S limitant un volume V, qui contient une masse M(V)
de fluide (figure 9.3). La masse dM(V)/dt de fluide s'ecoulant par unite de
temps hors de V est egale au flux du courant a travers S

ou nous avons utilise le theoreme de la divergence. Cette masse de fluide est
aussi egale a moins la derivee par rapport au temps de 1'integrale de la densite
sur V

Les deux expressions de dM(V)/dt doivent etre egales quel que soit le
volume V, ce qui implique que les integrands doivent etre egaux, d'ou
I'equation de continuite

et en revenant a la dimension d = I

En electrodynamique, p est la densite de charge et Jla densite de courant,
qui verifient aussi une equation de continuite du type (9.59) traduisant la
conservation locale de la charge electrique.

En mecanique quantique, on s'attend a trouver une equation de continuite
du type (9.59), ou (9.60) a une dimension. En effet, si

est la probabilite de trouver la particule au temps t dans 1'intervalle [a, b],
cette probabilite va en general dependre du temps. Si par exemple cette
probabilite diminue, cela veut dire que la probabilite de trouver la particule
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dans 1'ensemble des deux intervalles complementaires [—oo,a] et [6,+00] doit
augmenter, car quel que soit t 1'integrate

est constante et egale a un. De la meme fagon, 1'integrale sur tout 1'espace
de la densite de fluide reste constante et egale a la masse totale M, ou,
en electrodynamique, 1'integrale sur tout 1'espace de la densite de charge
reste constante et egale a la charge totale Q. L'analogue de la densite en
mecanique quantique est p ( x , t) = y>(x, t)|2 ; cependant il s'agit d'une densite
de probabilite, et non d'une veritable densite. Nous recherchons un courant
j ( x , t ) verifiant (9.60), qui sera aussi un courant de probabilite et non un
courant veritable. La forme de ce courant est suggeree par le raisonnement
suivant : en hydrodynamique, la vitesse moyenne (v(t)) du fluide (ou vitesse
du centre de masse) est donnee par

En mecanique quantique, Poperateur vitesse est d'apres (8.61)

et sa valeur moyenne est

ou nous avons utilise (9.9) et (9.16). L'integrand dans cette equation est en
general complexe et ne convient pas pour le courant. Une integration par
parties permet de construire un courant reel

La comparaison de (9.61) pour M = 1 avec (9.62) suggere la forme suivante
pour le courant j ( x , t )

Afin de nous familiariser avec cette expression peu intuitive, examinons le cas
d'une onde plane
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La densite est p(x] = \A\2. Le courant vaut

et s'interprete done comme : courant = densite x vitesse. Le courant est dirige
vers la droite si p > 0 et vers la gauche si p < 0. Lorsque la fonction d'onde
est independante du temps, comme dans le cas de 1'onde plane, le courant est
necessairement independant de x puisque dp/dt — 0 => dj/dx = 0. II reste
a s'assurer que le courant (9.63) est bien le courant qui verifie 1'equation de
continuite (9.60). D'une part

ou nous avons utilise

et le fait que V est une fonction reelle de x et t. D'autre part

ce qui montre que

9.3 Resolution de 1'equation de Schrodinger
independante du temps

9.3.1 Generalites
Nous nous proposons de chercher les solutions de 1'equation de Schrodinger

independante du temps (9.57), c'est-a-dire determiner les valeurs propres E
et les fonctions propres correspondantes (f>(x). Commengons par le cas le plus
simple ou le potentiel V(x) = 0. L'equation (9.57) devient

La solution generale de cette equation est bien sur une combinaison d'ondes
planes, avec p = \/2mE > 0

orientees dans la direction des x positifs avec une amplitude A et des x negatifs
avec une amplitude B. Bien que la solution (9.67) soit independante du
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temps, elle genere un courant stationnaire5 compose d'apres (9.64) d'un terme
\A\^p/m dirige vers les x positifs et d'un terme — \B\2p/m dirige vers les x
negatifs. Aux solutions independantes du temps exp(±ipz/ft) correspondent
des solutions de (9.55) dependant du temps exp[i(±j>£ — E(p)t)/h] qui sont
des ondes progressives se propageant dans les directions des x positifs ou des
x negatifs. Avec les ondes progressives exp[i(-fpx — E(p)t}/h], on forme des
paquets d'ondes se propageant dans la direction des x positifs : on dira que
ces paquets d'ondes proviennent d'une source de particules a. x — — oo. Avec
les ondes progressives exp[i(— px — E(p)i)/h], on forme des paquets d'ondes se
propageant dans la direction des x negatifs : on dira qu'il y a une source de
particules a x = +00.

FlG. 9.4 - Cuvette de potentiel.

Passons au cas ou V(x) ^ 0 et, pour fixer les idees, supposons que V(x) a
la forme de la figure 9.4 : V(x) est une « cuvette de potentiel » et V(x) —> 0
si x —> ±00. En mecanique classique, suivant la discussion du § 1.5.1, ce
potentiel a des etats lies si E < 0 et des etats de diffusion si E > 0. Pour
E < 0 la particule classique reste confinee sur un intervalle fini de 1'axe des
x, pour E > 0 elle part a 1'infini. La region de 1'axe des x qui est permise a la
particule classique est celle ou E > V(x), et ou son impulsion p(x) est reelle

tandis que la region E < V(x), ou son impulsion est imaginaire

lui est interdite. Nous aliens voir que ce comportement classique se reflete dans
le comportement quantique : la forme des solutions de (9.57) sera differente
selon que p(x) est reel ou imaginaire. Cependant la region VQ < E < V(x),
ou VQ est la valeur minimale du potentiel, ne sera pas strictement interdite
a la particule quantique. Pour que (p(x) soit une solution acceptable, il ne
suffit pas que ip(x) verifie formellement (9.57), il faut aussi que <£>(#) soit
normalisable

5. Un exemple de courant stationnaire est le courant continu en electricite.
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C'est cette condition que nous allons utiliser pour obtenir les etats lies. Pour
les etats de diffusion, cette condition est trop forte : nous avons vu que pour
V(x) = 0 les solutions de (9.57) sont des ondes planes, non normalisables.
Pour x —» ±00, nous nous attendons a un comportement d'onde plane pour
les solutions de (9.57), puisque le potentiel s'annule a 1'infini. Pour les etats de
diffusion E > 0 du potentiel de la figure 9.4, nous nous contenterons d'exiger
un comportement d'onde plane a 1'infini : il ne faut pas exiger davantage de la
solution en presence de potentiel que de la solution en 1'absence de potentiel !

9.3.2 Reflexion et transmission par une marche
de potentiel

Dans la suite de cette section, nous allons nous interesser au cas ou le
potentiel est constant par morceaux : V(x] est constant dans un intervalle et
saute brusquement a une autre constante en certains points (figure 9.5). Ce
type de potentiel represente une bonne approximation d'un potentiel realiste
dans certains cas, et il peut etre utilise pour approcher un potentiel variant
continument dans d'autres cas (figure 9.6). Comme le potentiel presente des
discontinuites, il est necessaire d'examiner le comportement de la fonction
d'onde au voisinage d'une telle discontinuite. Montrons que la fonction d'onde
<p(x) et sa derivee (p'(x) sont continues si le potentiel presente une discontinuite
finie VQ au point x = x0 (figure 9.7). Comme \p(x)\2 doit etre integrable en XQ,
\<p(x)\ Test egalement. II sera commode de recrire Pequation de Schrodinger
independante du temps (9.57) sous la forme

Au voisinage de la discontinuite, nous pouvons deduire le comportement de
<p'(x) grace a

La seconde integrale est bien definie car y?(x) est integrable ; cette integrale
doit done tendre vers zero avec £, ce qui montre que <//(x) et a fortiori (p(x]
sont continues tant que la discontinuite VQ reste finie.

Au lieu d'ecrire les conditions de continuite de (p(x) et de (^'(x), il est
souvent commode d'ecrire celles de <p(x) et de sa derivee logarithmique
tp'(x)/(p(x). Une consequence immediate de ces conditions est que le courant
j(x] est egal a la meme constante de part et d'autre de XQ. Comme application
de ces conditions de continuite, prenons le cas d'une « marche de potentiel »
(figure 9.8)
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FlG. 9.5 - Potentiel constant par morceaux.

FlG. 9.6 Approximation d'un potentiel par une suite creneaux.

Pour fixer les idees, on choisit 0 < E < VQ. Si Ton definit k et K par

les solutions de (9.70) s'ecrivent dans les regions I et II

Si V(x) reste egal a VQ pour tout x > 0, le comportement (9.73) de la fonction
d'onde reste valable quel que soit x > 0. II est alors necessaire que D = 0,
car dans le cas contraire la fonction |(/?(x)|2 se comporterait comme exp(2Acx)
pour x —>• oo : un comportement constant en module comme celui d'une onde
plane est acceptable, mais pas un comportement aussi divergent. Dans ces
conditions, la continuite a x = 0 de (p et celle de sa derivee logarithmique
s'ecrivent
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FlG. 9.7 — Discontinuity de potential.

FlG. 9.8 - Marche de potentiel.

Les coefficients A et B sont a priori definis a une constante multiplicative
pres puisque Ton n'a fait aucune hypothese sur la region x > 0. On peut fixer
arbitrairement A = 1, et la solution pour les deux autres coefficients est alors

Nous pouvons deduire de ces expressions le cas limite ou VQ —* oo, qui
correspond a une barriere infranchissable par une particule classique quelle
que soit son energie, ou barriere de potentiel infinie. L'equation (9.71) montre
alors que K —>• oo, et (9.74) que B —> — 1 et C —> 0. La fonction d'onde s'annule
dans la region II, en restant continue au point x = 0. En revanche sa derivee
(f'(x) est discontinue en ce point.

Passons a 1'interpretation physique de ces resultats. Nous supposons qu'il
existe a x = — oo une source de particules d'amplitude unite : A = 1. L'onde
incidente correspondante sera en partie reflechie et en partie transmise par
la marche de potentiel. Si nous reprenons le cas ci-dessus : 0 < E < VQ,
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nous nous attendons a ce que la particule quantique soit reflechie avec une
probabilite de 100 %, puisque la particule classique correspondante ne peut
pas franchir la marche de potentiel. Au contraire, dans le cas E > VQ,
nous aliens montrer que la solution du probleme quantique correspond a une
reflexion et une transmission partielles, alors qu'une particule classique est
transmise a 100 %. Examinons successivement ces deux cas.

Marche de potentiel : reflexion totale. Nous sommes dans le cas E < VQ .
Les fonctions d'onde sont dans les regions I et II

Les valeurs de B et C sont donnees par (9.74). On remarque que \B\ — 1, et
que B est done un facteur de phase : B — exp(—i0). Ceci montre que 1'onde
reflechie

a une intensite egale a celle de 1'onde incidente : il y a done reflexion totale
sur la discontinuite de potentiel. Une particule classique arrivant sur la
discontinuite de potentiel serait aussi reflechie. Cependant le mouvement
quantique presente deux differences importantes par rapport au mouvement
classique.

• La probabilite de presence n'est pas nulle dans la region II, qui est
strictement inaccessible a la particule classique : la profondeur de
penetration dans la region interdite classiquement est t — I/K. Ce
phenomene a la meme origine ondulatoire que celui d'onde evanescente
en optique.

• Si Ton construit un paquet d'ondes incident, la particule sera reflechie
avec un retard T donne par (9.47)

tandis que la reflexion de la particule classique est instantanee.

Marche de potentiel : reflexion et transmission. Passons au cas E > VQ, en
supposant comme precedemment que les particules sont envoyees de la gauche
et arrivent sur la marche de potentiel: dans la region II, on trouve uniquement
des particules se propageant vers la droite6. Definissons

6. Ainsi que nous 1'avons deja souligne, il faudrait en toute rigueur construire des paquets
d'ondes avec des superpositions d'ondes planes pour avoir un veritable probleme dependant
du temps, decrivant le mouvement d'une particule quantique.
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FlG. 9.9 — Conservation du courant a la traversee d'une marche de potentiel.

Les fonotions d'onde sont maintenant dans les regions I et II

Les conditions de continuite sont

avec comme resultat

Une particule classique franchirait automatiquement la marche de potentiel
en perdant de 1'energie cinetique. Ce n'est pas le cas en mecanique quantique :
il existe une probabilite B 2 7^ 0 de reflexion, \B\2 = R est le coefficient de
reflexion et T = I — R le coefficient de transmission

II est important de remarquer que T ^ \C\2 ! En effet, ce n'est pas la
probabilite de presence qui doit se conserver, mais le courant (ou le flux)
de particules : dans la figure 9.9, le flux de particules entrant dans la zone
hachuree doit etre egal au flux sortant, soit

ce que Ton verifie en reportant les valeurs (9.75) de B et C. Le coefficient de
transmission n'est pas \C\2, mais

II faut tenir compte de la variation de vitesse au passage de la marche de
potentiel : v'/v = k'/k.
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9.3.3 Etats lies du puits carre

Comme premier exemple d'etats lies, etudions ceux du puits carre infini
(figure 9.10)

Les barrieres de potentiel en x — 0 et x = a sont infinies : une particule
classique est enfermee dans la region 0 < x < a quelle que so it son energie.
D'apres la discussion precedente, la fonction d'onde de la particule quantique
s'annule en dehors de 1'intervalle [0, a] et une particule quantique est egalement
strictement confinee dans [0, a] : sa probabilite de presence est nulle en dehors
de l'intervalle [0,o]. En raison de 1'annulation de la fonction d'onde a x = 0
les solutions de (9.70) sont de la forme

et comme y>(x) doit aussi s'annnuler a x = a, les valeurs de k sont de la forme

Nous voyons que 1'energie prend des valeurs discretes etiquetees par un nombre
entier positif7 n

En d'autres termes, nous venons de montrer que les niveaux d'energie du
puits infini sont quantifies, et c'est le premier exemple ou nous demontrons
explicitement cette quantification. La fonction d'onde correctement
normalisee correspondant au niveau En est

II est facile de verifier que deux, fonctions d'onde (pn(x] et (f>m(x] sont
orthogonales pour n ^ m. Les valeurs kn et — kn correspondent au meme
etat physique car la substitution kn —* — kn conduit a un simple changement
de signe de la fonction d'onde, qui est un facteur de phase : c'est pourquoi nous
n'avons pas pris en compte les valeurs negatives de n dans (9.78). Remarquons

7. Notre convention (qui n'est pas la convention habituelle dans ce cas precis) est choisie
de telle sorte n = 0 corresponde a 1'etat fondamental, ce qui permet de se conformer a une
convention usuelle : en general Penergie de 1'etat fondamental est notee EQ.
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FlG. 9.10 - Puits carre infini et fonctions d'onde de ses deux premiers niveaux.

egalement que la fonction d'onde ipn(x) s'annule n fois dans 1'intervalle [0, a] :
on dit que la fonction d'onde a n nceuds dans cet intervalle. Le nombre
de noeuds donne une classification des niveaux par valeurs croissantes de
1'energie : plus 1'energie est grande et plus la fonction d'onde a de noeuds. Ceci
est un resultat general lorsque le potentiel V(x) est sufRsamment regulier,
ce que nous supposerons toujours : si En est 1'energie du niveau n, la
fonction d'onde correspondante aura n noeuds. La fonction d'onde de 1'etat
fondamental EQ ne s'annule pas. Une autre remarque est que I'inegalite
de Heisenberg permet de trouver 1'ordre de grandeur de 1'energie de 1'etat
fondamental. En effet p ~ H/x ~ h/L, ce qui donne

en accord avec (9.79) pour n = 0 a un facteur 7r2 pres. Contrairement au cas
de 1'atome d'hydrogene, le resultat heuristique differe du resultat exact par
un facteur ~ 10 : ceci provient de la variation brutale du potentiel a x = 0 et
x ~ a qui oblige la fonction d'onde a s'annuler de fagon brusque, avec comme
consequence une energie cinetique importante. En effet, 1'energie cinetique
moyenne (K)^ dans 1'etat </? est

et elle est d'autant plus importante que la derivee seconde de <p(x) est grande.
Determinons maintenant les niveaux d'energie du puits carre fini

(figure 9.11)
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FIG. 9.11 - Puits carre fini.

On cherche les etats lies, et on doit done choisir 1'energie dans 1'intervalle
[—Vb,0]. Definissons k et K par

Le potentiel V(x) est invariant dans 1'operation parite IT : x —> —x. En
effet V(—x) = V(x), ce qui entraine 1'invariance du hamiltonien dans cette
operation : H(—x) = H ( x ) . D'apres la discussion du § 8.3.3, on peut chercher
les vecteurs propres \(p±] de H qui sont pairs ou impairs dans 1'operation parite

En termes de fonction d'onde, si

En effet, compte tenu de

Les solutions de 1'equation de Schrodinger (9.7) se divisent done en solutions
paires et impaires. Ecrivons les fonctions d'ondes paires et impaires dans les
regions I : x < —a/2, II : \x\ < a/2 et III : x > a/2 ; la colonne du milieu du
tableau ci-dessous donne les fonctions d'onde paires, la colonne de droite les
fonctions d'onde impaires :
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FlG. 9.12 — Determination graphique des etats lies du puits carre fini par
intersection des courbes tan/ca/2 et cot ka/2 avec \JU — k2/k, ou U = 2mVo/ti2.

Les conditions de continuite de <///</? au point x = a/2 donnent

Solutions paires

Solutions impaires

La solution graphique de ces equations est representee sur la figure 9.12. On
voit qu'il existe un nombre fini d'etats lies, et qu'il existe toujours au moins
un etat lie.

9.4 Diffusion par un potential

9.4.1 Matrice de passage

Apres 1'etude des etats lies, nous passons a celle des etats de diffusion.
Nous nous proposons d'etudier le comportement d'une particule quand elle
traverse un puits carre (figure 9.11) ou une barriere carree (figure 9.13) de
potentiel, en utilisant les formules explicites reposant sur la continuite de la
fonction d'onde et de sa derivee a la discontinuity du potentiel. Nous en
profiterons pour etablir des resultats generaux importants, car independants
de la forme du potentiel. Commengons par le puits carre de la figure 9.11 : au
§ 9.3.3, nous avions determine ses etats lies E < 0, et nous nous interessons
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FlG. 9.13 - Comportement de la fonction en presence de 1'effet tunnel.

maintenant aux etats de diffusion E > 0. Definissant

les fonctions d'onde dans les trois regions sont

Nous examinons d'abord le passage de la region I a la region II, c'est-a-dire le
point x = —a/2. Comme 1'equation de Schrodinger est lineaire, A et B sont
relies lineairement a C et D, ce que 1'on peut ecrire sous forme matricielle

ou R est une matrice 2 x 2 . II est possible de determiner des proprietes
de R sans ecrire explicitement les conditions de continuite. Une premiere
observation est que si <p(x) est solution de 1'equation de Schrodinger
independante du temps (9.70), alors son complexe conjugue (p*(x) est
egalement solution de cette equation parce que le potentiel V(x) est reel.
Cette propriete est reliee a 1'invariance par renversement du sens du temps :
cf. § 9.4.3 et 1'appendice A. La fonction f * ( x ) dans les regions I et II est

8. On peut aussi remarquer que les conditions de continuite relient lineairement (A, B)
a (C, £>).
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Comparant les coefficients de exp(±iA;x) et ex.p(±ik'x) avec ceux de (9.85)
et (9.86), on deduit de (9.88)

soit

On peut done ecrire la matrice R en fonction de deux nombres complexes a
et/3

La raison pour 1'introduction du facteur a priori arbitraire \Jk' jk va
apparaitre dans un instant. La conservation du courant dans les regions I
et II se traduit par la relation (cf. (9.77))

Calculons le courant dans la region I en exprimant A et B fonction de C et D

ce qui implique |a 2 — |/3|2 = 1 : la matrice \Jkjk' R est de determinant un.
On voit 1'interet du coefficient \Jk' jk dans (9.91) : en raison de la variation de
la vitesse entre les regions I et II, c'est la matrice \Jkjk1R qui a les proprietes
les plus simples.

Revenons au calcul explicite des conditions de continuite, afin de
determiner explicitement les parametres a et /3 de la matrice R. II est
commode de choisir C = 1 et D — 0, ce qui correspond a une situation ou il
n'y a pas de source de particules a x = —oo (voir la note 6). Les conditions
de continuite sont alors :

On en deduit immediatement A et B en multipliant la premiere equation par
k' puis en additionnant et en soustrayant les deux equations
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Ces valeurs de a et (3 verifient bien |o;|2 —1/3|2 = 1. Les conditions de continuite
a x — a II s'obtiennent par la substitution a —> — a et k <-> k'. La matrice R
telle que

s'ecrit

avec

La matrice de passage M entre les regions I et III relie les coefficients A et B
aux coefficients F et G

et Ton a done M = RR. Les raisonnements utilises precedemment donnent
immediatement deux proprietes de M.

(i) Comme (p*(x] est solution de (9.57) (invariance par renversement du
sens du temps), on obtient des relations identiques a celles trouvees
pour R

(ii) La conservation du courant implique det M = 1 : il n'y a pas de facteur
-^/k'/k car la vitesse est la meme dans les regions I et III.

La forme generale de M est par consequent

Cette expression de M est independante de la forme du potentiel, pourvu que
celui-ci s'annule suffisamment rapidement pour x —> ±00 : la forme (9.95)
est valable par exemple dans le cas du potentiel de la figure 9.4. Calculons
explicitement M dans le cas du puits de potentiel de la figure 9.11, en utilisant
les resultats obtenus pour les matrices R et R
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II est instructif de s'assurer que, suivant (9.95), les expressions (9.96) et (9.97)
verifient |7|

2 - |<5|2 = I.
II reste une propriete generale de M que nous n'avons pas encore exploitee :

lorsque le potentiel est invariant par parite, V(x) = V(—x), 1'operation parite
x —>• —x echange les regions I et III. Si </?(#) est la solution initiale et x(x) =
(f>(—x), nous avons

et la relation entre les differents coefficients est maintenant

ou encore

Nous avons utilise det M = 1. Comparant avec (9.94), nous en deduisons que
M est une matrice antisymetrique : MI2 = —M2i, ce qui joint a M*2 = M2i
implique que 6 est imaginaire pur, S — ir/, r\ reel. Cette propriete est verifiee
par (9.97). La forme generale de M pour un potentiel pair (V(x) = V(—x))
est finalement

avec 7 complexe et 77 reel.
Tous ces resultats peuvent etre exploites pour calculer les coefficients de

reflexion est de transmission par le puits de potentiel de la figure 9.11 et en
discuter le comportement. Nous renvoyons cette discussion a 1'exercice 9.7.8,
car nous aliens passer immediatement au cas de la barriere de potentiel, ce
qui nous conduira a 1'effet tunnel.

9.4.2 Effet tunnel
Nous nous plagons dans le cas de la barriere de potentiel de la figure 9.13

et pour une valeur de 1'energie E < VQ (le cas E > VQ se deduit immediatement
des resultats de la sous-section precedente). La quantite k' est alors imaginaire
pure
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et la fonction d'onde dans la region II :

L'element M\\ de la matrice de passage s'obtient sans calcul en remplagant
dans (9.96) k' par i«, avec par exemple

et de meme cosk'a —» ch/^a ; le resultat pour M\\ est

On suppose que la source de particules est situee a x = — oo et que A — 1 par
convention. Comme il n'y a pas de source de particules a x = +00, on doit
avoir G = 0, d'ou

soit

Nous obtenons finalement le resultat physique important, a savoir le coefficient
de transmission T = \F 2 qui vaut

en definissant q = k + K = 2mVQ/H . Le point essentiel est que T 7^ 0. Bien
que la region III soit inaccessible a une particule classique partant de x = — oo
avec une energie E < VQ , une particule quantique possede une probabilite non
nulle de franchir la barriere de potentiel: c'est ce que Ton appelle I'effet tunnel.
L'origine de cet effet est facile a comprendre : la fonction d'onde ne s'annule
pas dans la region x\ < a/2 et peut se raccorder a une onde plane dans la
region x > a/2 (figure 9.13).

On peut obtenir une expression approchee de T dans le cas frequent ou

Le facteur dominant dans cette equation est 1'exponentielle exp(—2«a). On
en deduit de fagon heuristique une formule approchee souvent utilisee pour
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une barriere de potentiel de forme quelconque, lorsque que E < MaxV(x) :
decomposant la barriere en creneaux de longueur Ax comme dans la figure 9.6,
on calcule le facteur de transmission dans 1'intervalle [xi,Xi + Ax]

et le facteur de transmission total

On reconnait une somme de Riemann et a la limite

Les points x\ et #2 sont definis par V(x\) = V(x-2) — E. La demonstration
que nous venons d'esquisser n'est pas rigoureuse, car le traitement des points
de rebroussement x\ et X2 est delicat. Une observation importante est que la
dependance exponentielle dans (9.106) rend le coefficient de transmission T
extremement sensible a la hauteur de la barriere et a la valeur de 1'energie.

L'effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous
nous contenterons d'en examiner deux : la radioactivite a et le microscope a
effet tunnel. La radioactivite a est la disintegration d'un noyau avec emission
d'une particule a, c'est-a-dire un noyau d'4//"e. En appelant Z et N les
nombres de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en
general Z > 80), la reaction nucleaire de disintegration a. s'ecrit

Un exemple est la disintegration du polonium en plomb

Dans une theorie approchee de la radioactivite a, on admet que la particule
a preexiste dans le noyau initial et on se ramene pour simplifier au cas a une
dimension. Si R ~ 1.2 x A1/3 ~ 7fm est le rayon du noyau, la particule a
sera soumise au potentiel nucleaire et au potentiel coulombien repulsif entre
le noyau d'4//e de charge 2 (en unites de la charge du proton) et le noyau final
de charge (Z — 2) en supposant la distribution de charge a symetrie spherique.
Si r est la distance entre le noyau d'helium et le noyau final, nous aurons pour
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FlG. 9.14 — Barri^re de potentiel de la radioactivite a.

Lorsque r < R, les forces nucleaires attractives 1'emportent largement sur
les forces coulombiennes que Ton peut alors negliger. On aboutit ainsi a un
potentiel represente schematiquement sur la figure 9.14. II existe done une
barriere de potentiel qui empecherait la particule a de sortir du noyau si
son mouvement etait regi par la physique classique. C'est 1'effet tunnel qui
permet a la particule a de sortir du noyau. Le raisonnement precedent permet
en theorie d'estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations
que nous avons faites sont tres grossieres et 1'effet tunnel tres sensible aux
details : bien que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne
faut pas s'attendre a des resultats en accord quantitatif avec 1'experience.
Le phenomene inverse de la disintegration radioactive intervient dans les
reactions de fusion, par exemple la reaction deja mentionnee au § 1.1.2

qui fait egalement appel a 1'effet tunnel et est examinee a 1'exercice 12.5.1.
Une application tres importante de 1'effet tunnel est le microscope a effet

tunnel. Dans un microscope a effet tunnel, on deplace une pointe tres fine
pres de la surface d'un echantillon conducteur (figure 9.15). Les electrons
peuvent passer par effet tunnel de la pointe a 1'echantillon, ce qui produit un
courant macroscopique, dependant de fagon tres sensible de la distance entre
la pointe et 1'echantillon, en raison de la dependance exponentielle (9.105) par
rapport a la distance. Cela permet de realiser une cartographie tres precise de
la surface de 1'echantillon, avec une resolution de ~ 0.01 nm. Une extension
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molecules deposes
sur un substrat (figure 9.16).
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FlG. 9.15 - Principe du microscope a efFet tunnel. On deplace une pointe au
voisinage de la surface d'un cristal et on ajuste la distance de fagon que le courant
soit constant. Ceci donne une cartographie de la distribution electronique sur la
surface.

FlG. 9.16 - Depot d'atomes par microscope a effet tunnel. Des atonies de fer (les
pics) sont disposes en cercle sur un substrat de cuivre et forment des etats resonants
electroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D'apres un cliche IBM (droits
reserves).
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9.4.3 Matrice S
Au chapitre 12, nous etudierons la theorie de la diffusion dans 1'espace a

trois dimensions. Nous verrons qu'un outil important de cette theorie est la
matrice 5, que nous allons introduire dans le cas plus simple a une dimension.
Nous supposons le potentiel de forme quelconque s'annulant9 dans la region
a: | > L. Des sources de particules a z = — oo et a; = +00 generent des

ondes planes exp(ifcx) et exp(—ikx) dans les regions x < —L et x > L
respectivement : nous appellerons ces ondes les ondes entrantes. Ces ondes
entrantes peuvent etre renechies ou transmises et donner des ondes sortantes
exp(— ikx} dans la region x < —L et exp(ikx) dans la region x > L. Par
definition, la matrice S relie les coefficients B et F des ondes sortantes aux
coefficients A et G des ondes entrantes (cf. (9.85) et (9.87))

La matrice S peut bien sur s'exprimer en fo net ion de M. Cependant, avant
d'etablir les formules de passage de M a 5, il est instructif de repeter les
raisonnements qui nous ont donne les proprietes generales de M.

(i) Conservation du courant

Cette equation montre que S conserve la norme, et S est done unitaire10.

(ii) <f*(x) solution de 1'equation de Schrodinger

d'ou

La matrice S est symetrique : 5i2 = £21- L'operation de conjugaison
complexe echange les ondes entrantes et les ondes sortantes, ce qui
correspond a renverser le sens du temps : la propriete de symetrie
5*12 = 521 est done liee a 1'invariance par renversement du sens du
temps.

Relions maintenant S et M sous la forme (9.95) en calculant le coefficient B

9. On peut generalise! au cas d'un potentiel s'annulant suffisamment vite pour x —> ±00.
10. Le raisonnement ne vaut que pour la dimension finie : nous avons seulement prouve

que S est une isometrie, ce qui suffit a en faire un operateur unitaire en dimension finie.
II se trouve que 5 est unitaire meme en dimension infinie, mais il faut un argument
supplemental pour le prouver.
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Par identification

(a)

(b)

soit

Si le potential est pair

Afin d'ecrire S sous la forme la plus transparente possible, posons

La matrice S prend la forme

On ne peut cependant pas avoir 0 = 0, ce qui correspondrait a |7| —>• oo. En
revanche, il est possible d'avoir 9 = ±?r/2 si 77 = 0.

Un aspect interessant de la matrice S est qu'elle permet de relier la
diffusion aux etats lies, et plus generalement aux resonances (exercice 12.5.4).
Prenant un puits de potentiel de forme quelconque (mais tel que V(x) = 0
en dehors d'un intervalle fini pour simplifier la discussion), nous choisissons
E < 0 avec K = —\k donne par (9.81). Les fonctions d'onde dans les regions I
et III sont

On doit avoir A = G = 0 pour que (p(x) soit normalisable. Compte tenu de
la relation (9.109), si Ton veut avoir (B,F) ^ 0, il faut que S ait un pole11

a k — IK. Cette propriete est generale et on la verifie sur le puits carre de la
figure 9.11. D'apres (9.96)

11. Ou plus generalement une singularite, mais on peut montrer qu'etats lies et
resonances correspondent a des poles.
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Comme S contient un facteur global 1/7 (cf. (9.111), il faut que 7 s'annule
pour un etat lie. Posant v = tan(fc'a/2), 1'equation 7 = 0 est equivalente a

dont les solutions sont v = K/kf et v = — fc'/K, c'est-a-dire precisement les
relations (9.82) et (9.83) trouvees directement pour le puits carre fini.

9.5 Potentiel periodique

9.5.1 Theoreme de Bloch
Comme dernier exemple de 1'equation de Schrodinger a une dimension,

considerons le cas d'un potentiel periodique de periode spatiale I

Les resultats que nous obtiendrons sont d'une importance capitale en physique
du solide : en effet un electron dans un reseau cristallin est soumis a un
potentiel periodique — a trois dimensions, mais les resultats obtenus ci-
dessous a une dimension se generalisent a trois dimensions — , provenant des
interactions de cet electron avec les ions du reseau cristallin. La periodicite du
potentiel conduit a 1'existence de bandes d'energie qui, jointes au principe de
Pauli, sont a la base de notre comprehension de la conduct ibilite electrique. Si
le potentiel a la forme (9.113), le probleme est invariant par toute translation
x —>• x + Z, et d'apres le theoreme de Wigner il existe un operateur unitaire
TI agissant dans 1'espace de Hilbert des etats, en 1'occurence 1'espace des

/o\

fonctions d'onde 14 (E) tel que

Rappelons que la fonction obtenue a partir de ip(x] par une translation de I
est (p(x — 1). Comme 1'operateur TI est unitaire, ses valeurs propres £/ sont de
module un et on peut les ecrire en fonction d'un parametre q

Le parametre q n'est defini qu'a un multiple entier pres de 27T/Z : en effet, si

la valeur de t/ est inchangee. Comme TI commute avec le hamiltonien en
raison de la periodicite (9.113) du potentiel, il est possible de diagonaliser
simultanement TI et H. Soit <pq(x) les fonctions propres communes de TI et
deff
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La premiere de ces equations montre que

et nous en deduisons le theorems de Block12 : les etats stationnaires dans un
potentiel periodique (9.113) sont de la forme

ou usq(x) est une fonotion periodique de periode /. L'indice s est necessaire,
car a une valeur de q correspondent plusieurs solutions possibles : nous verrons
que s indice les bandes d'energie. II est facile d'ecrire 1'equation differentielle
que verifie usq(x) : comme P = — ihd/dx

soit, en divisant par exp(igx)

La fonction d'onde dans un potentiel periodique s'obtient en resolvant (9.119)
par exemple dans 1'intervalle [0, /] avec la condition aux limites usq(Q) = usq(l).
La quantite hq a les dimensions d'une impulsion et presente effectivement
certaines analogies avec une impulsion. Cependant il ne s'agit pas d'une
impulsion veritable, ne serait-ce que parce que suivant (9.116) q n'est pas
unique : on appelle hq une quasi-impulsion. On remarque enfin que si le
potentiel est pair, V(x) = V(—x), 1'equation (9.119) est inchangee dans les
transformations simultanees x —» —x, q —» — q ; us^q(x] est done solution
de (9.119) avec la meme valeur de 1'energie, Esq = Es^q, et tous les niveaux
sont doublement degeneres.

9.5.2 Bandes d'energie

Examinons maintenant les proprietes des solutions de 1'equation de
Schrodinger (9.119) dans le potentiel periodique de la figure 9.17 : V(x) est

12. Ce theoreme est aussi connu sous le nom de theoreme de Floquet quand on traite
d'une periodicite temporelle.
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FlG. 9.17 - Potentiel periodique de periode I a une dimension.

une suite de creneaux, et V(x] est non nul dans des intervalles centres autour
de x = pi, p — ..., —2, — 1,0,1, 2 . . . et s'annule dans les intervalles13

Dans les intervalles (9.120) ou V(x) s'annule, une solution </?(z) de 1'equation
de Schrodinger est une superposition d'ondes planes de vecteur d'onde
±fc, k — (ZmE/ti2)1/2. A gauche du creneau n et dans 1'intervalle (9.120)
pour p = n, (p(x) s'ecrit

et a droite de ce creneau, dans 1'intervalle (9.120) avec p — n + 1

Les coefficients (An,Bn) sont relies aux coefficients (An+i,jBn+i)
suivant (9.94) par la matrice de passage M (9.95) correspondant au creneau
V(x)

D'autre part, compte tenu du theoreme de Bloch (9.118)

et nous avons

soit

13. En fait, il n'est pas necessaire de supposer cette annulation pour obtenir les resultats
qui vont suivre, mais cette supposition simplifie 1'argument.
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D est la matrice diagonale d'elements DH = exp(ifc/), 1)22 = exp( — ikl) et

L'equation (9.122) implique que (An,Bn) est vecteur propre de la matrice
M = DM~l avec la valeur propre exp(ig^), qui est de module un. L'equation
aux valeurs propres A pour la matrice M est (detM = 1)

et posant x — Re (7* exp(ifc/)), les valeurs propres A± sont donnees par

Le cas \x\ > 1 est exclu car les racines ne peuvent pas etre de module un :
leur produit est egal a un et elles sont reelles. En revanche, les deux racines
complexes sont bien de module un pour x\ < 1 ; elles sont non degenerees si
x\ < I et degenerees si |o:| = 1.

Pour etudier les valeurs propres de 1'energie, nous pourrions prendre
comme exemple la barriere carree V(x) (9.99) de la figure 9.13. Afin
de simplifier au maximum les calculs, nous aliens examiner un cas limite
de (9.99), le creneau en fonction delta. Les resultats que nous obtiendrons
se generalisent qualitativement a tout potentiel periodique. Le potentiel
periodique (9.113) est done

Un potentiel en fonction delta est obtenu en prenant la limite a —> 0 de la
barriere carree (9.99) en maintenant constant le produit VQU

Le facteur arbitraire ti2 /2m est choisi de fagon a simplifier les for mules
ulterieures. Compte tenu de VQ ^> E, K (9.100) prend la valeur limite

ce qui donne
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tandis que 7 = MH dans (9.102) devient (c/. egalernent 1'exercice 9.7.7)

On en deduit

et 1'equation aux valeurs propres s'ecrit

Notons que q n'est pas fixe de fagon unique par (9.126) : q' — q + lnp/l avec p
entier verifie aussi (9.126). Cette equation montre que certains intervalles en
fc, et done certaines zones d'energie puisque E — h2k2/(2m), sont exclus parce
que le membre de droite de (9.126) peut etre plus grand que un en module :
ces zones sont appelees bandes interdites. Montrons-le explicitement dans la
region k ~ 0. Posons y = kl et

Comme /(O) = 1 + gl/1, on voit qu'un intervalle 0 < y < yo ou 0 < k < ko
est interdit. Supposant gl <C 1 pour une estimation analytique, on trouve

II existe d'autres zones interdites : en effet si

alors

et on met en evidence une region interdite ou \f(y)\ > 1 pour 0 < E <C 1.
Ces remarques permettent de tracer qualitativement la courbe f(y) sur la
figure 9.18. On porte conventionnellement E en fonction de q (rappelons
que hq est la quasi-impulsion), ce qui donne la figure 9.19 ou Ton distingue les
bandes permises indicees par s. Compte tenu de (9.116), on peut restreindre q
a 1'intervalle [0, 27r//], ou de fagon equivalente a 1'intervalle [—TT//, TT//], qui est
appele premiere zone de Brillouin. Dans certaines regions on peut exprimer
simplement E en fonction de q. Examinons par exemple la region k ~ /CQ-
Comme cosql = I pour k = fco, (9.126) devient, compte tenu de /(fco/) = 1
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FIG. 9.18 - Solutions de (9.126).

FlG. 9.19 - Bandes d'energie : (a) q varie sans restrictions (b) q est limite a la
premiere zone de Brillouin.

Ceci permet d'estimer (E — EQ)
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soit

Au voisinage de k = /c0, le comportement de 1'energie est celui d'une particule
de masse effective ra*

Cette masse effective joue un grand role dans la theorie de la conductibilite
electrique : en premiere approximation, 1'effet du reseau cristallin se traduit
par un simple changement de la masse.

9.6 Mecanique ondulatoire en dimension d = 3

9.6.1 Generalites

Soit R et P les operateurs position et impulsion dans 1'espace a trois
dimensions, de composantes14 Xj et Pj, j = x,y,z. Rappelons les relations
de commutation canoniques (8.45)

Les composantes de R et de P commutent si j ^ k. On peut done construire
/o\ fo"\

1'espace des etats comme produit tensoriel des espaces Lx (M), Ly (R) et
Ll2)(M)

Dans cet espace la composante X de R sera 1'operateur

/Q\

Si (pn(x) est une base orthonormee de Lx (M), on construit une base
¥>nim(x, y, z) de Z/l (M3) en prenant les produits15

La construction de 1'espace des etats et des bases orthonormees est strictement
parallele a celle de 1'espace des etats de deux spins 1/2. Nous avons observe
au § 6.1.2 que le vecteur d'etat le plus general de 1'espace des etats de deux
spins 1/2 n'est pas en general le produit tensoriel \(p\ 0 (^2) de deux vecteurs
d'etat de spins individuels. De la meme fagon, une fonction i()(x,y,z) de

14. Les composantes de R seront aussi notees ( X , Y , Z ) et celles de r ( x , y , z ) .
15. Pour la simplicite de 1'ecriture nous avons pris les memes fonctions de base dans les

espaces ( x , y , z ) , mais nous aurions bien sur pu choisir trois bases differentes.
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Lff (M3) n'est pas en general un produit (p(z)x(y)rl(z)i mais i/j(x,y,z] peut
se decomposer sur la base (9.131)

II est immediat d'ecrire la generalisation a trois dimensions des formules de la
section 9.1. Nous nous contentons de donner quelques exemples, en laissant
au lecteur le soin d'etablir les autres formules.

• Etats propres |r) de R

• Relation de fermeture (cf. (9.9))

• Amplitude de probabilite (p(r) pour trouver une particule dans 1'etat
\(p) au point f, ou fonction d'onde de la particule

• Densite de probabilite de presence : |<^(f)|2d3r est la probabilite de
trouver la particule dans le volume d r autour du point r.

• Action des operateurs R et P sur (p(r) (cf. (9.14) et (9.16))

• Transformee de Fourier

On notera le facteur (2irh)~1/2 pour chaque dimension d'espace.

Nous avons etabli au § 8.4.2 la forme generale du hamiltonien en dimension d =
3. Dans la suite de cette section, nous supposerons que A est un gradient: A =
VA(r). Physiquement cela veut dire qu'il n'y a pas de champ magnetique ;
le cas d'un champ magnetique non nul sera etudie dans la section 11.3. Le
hamiltonien (8.74) est simplement
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L'equation de Schrodinger independante du temps16 qui generalise (9.57) a
trois dimensions est

La generalisation du courant (9.63) est

qui verifie 1'equation de continuite (exercice 9.7.10)

9.6.2 Espace de phase et densite de niveaux
Dans de nombreux problemes, il est necessaire de savoir compter le nombre

de niveaux d'energie dans une certaine region de 1'espace ( r , p ) : cet espace est
appele espace de phase. Revenons au puits infini du § 9.3.3 en appelant Lx la
largeur du puits. Les niveaux d'energie sont etiquetes par un entier positif n,
et nous aliens nous interesser au cas ou n ^> 1 et ou Lx est grand : les niveaux
d'energie (9.79) sont alors tres resserres et on pourra remplacer les sommes
sur n par des integrates. Soit un vecteur d'onde (9.78) kn = 7t(n 4- 1}/LX.
Calculons le nombre de niveaux d'energie dans 1'intervalle en k : [kn, kn + Afc].
D'apres (9.78) avec a —> Lx, le nombre de niveaux An (1 <C An <C n) dans
1'intervalle [fc, k + A/e] est

Au lieu des conditions d'annulation de la fonction d'onde aux points x = 0
et x = Lx, il est souvent plus commode de choisir des conditions aux limites
periodiques : v'(O) = (p(Ijx)i s°it pour les fonctions d'onde17

et par consequent

16. Nous laissons au lecteur le soin d'ecrire 1'equation de Schrodinger dependant du
temps qui generalise (9.55) a trois dimensions.

17. Ce choix de fonction d'onde est parfois appele « quantification dans une boite ».
II evite de travailler avec les ondes planes du spectre continu, puisque les « ondes
planes » (9.144) sont normalisables. Cependant les integrales de Fourier sont alors
remplacees par des sommes de Fourier, ce qui alourdit les calculs.
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A premiere vue (9.145) differe18 de (9.143) par un facteur 1/2. Cependant
nous avons deja observe qu'avec les fonctions d'onde (9.78), les valeurs kn

et — kn correspondent au meme etat physique car la substitution kn —» — kn

conduit a un simple changement de signe de la fonction d'onde. En revanche,
la substitution kn —>• — kn dans (9.144) conduit a un etat physique different: la
division par deux dans (9.145) est compensee par le doublement du nombre de
valeurs possibles de kn. Pour compter les niveaux d'energie, il est equivalent
de choisir les conditions aux limites periodiques ou les conditions d'annulation
(voir aussi la note 19).

Passons au puits carre infini en dimension d — 3 : les fonctions d'onde
s'annulent en dehors des intervalles ou V(x) = 0

Ces fonctions d'onde sont de la forme

avec (nx, ny, nz) = 0,1, 2 , . . . Les valeurs correspondantes de 1'energie sont

Lorsque Lx — Ly = Lz = L, ces valeurs propres sont en general degenerees
(exercice 9.7.9).

Effectuons le decompte des niveaux a trois dimensions. II sera commode
d'utiliser des conditions aux limites periodiques

Soit A/C 1'element de volume AkxAfcyAfcz de 1'espace des fc, tel que 1'extremite
du vecteur d'onde k se trouve dans A/C : les composantes (x, y, z] de ce vecteur
sont comprises dans les intervalles

Le nombre de niveaux d'energie dans A/C s'obtient en generalisant (9.145)

18. Comme n S> 1, on fait pas de difference entre n et (n + 1).
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Prenant A/C infinitesimal, A/C = d3/c, on definit la densite de niveaux (ou
densite d'etats) T>(k) dans 1'espace des k comme suit : T)(k)d k est le nombre
de niveaux dans le volume d k centre en k. D'apres (9.150)

ou V = LxLyLz est le volume de la boite de cotes (Lx,Ly,Lz)
19. Compte

tenu de p = Hk, la densite de niveaux20 dans 1'espace des p est

Ce resultat est fondamental. On en deduit la densite de niveaux par unite
d'energie21 ; comme T>(p) depend seulement de p = \p\

La densite de niveaux par unite d'energie T>(E] est

ou

Le nombre de niveaux dans [E, E + dE] est T>(E}dE. On peut egalement
calculer T>(E] a partir de ^*(£l), qui est le nombre de niveaux d'energie
inferieure a E : T>(E] = $'(E) (exercice 9.7.11). La quantite V/V est la
densite de niveaux par unite de volume, qui est independante du volume.

En remarquant que V = Jvd3r, on deduit de (9.152) que le nombre de
niveaux dans d3rd p est

19. Le resultat est aussi valable pour une boite qui n'est pas un parallelepipede. Les
termes correctifs sont en puissance de (kL)~l, ou L est une dimension caracteristique de
la boite. Le premier terme correctif represente un terme de surface. La difference entre
conditions aux limites periodiques et conditions d'annulation, qui est un effet de surface,
se traduit aussi par ce type de correction. Ces corrections sont negligeables dans une boite
suffisamment grande.

20. En toute rigueur nous devrions utiliser une notation differente pour les differentes
densites de niveaux ; nous avons utilise la meme lettre T> dans tous les cas afin de ne pas
multiplier a 1'exces les notations.

21. Avec des conditions d'annulation de la fonction d'onde, il s'introduirait un facteur
1/8 dans (9.151) pour tenir compte du fait que les composantes de k sont positives. Le
resultat final serait toutefois identique, a cause du facteur 1/2 de difference entre (9.143)
et (9.145) : (1/2)3 = 1/8.
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d3rd3p est un volume infinitesimal de 1'espace de phase (r,p). On peut
interpreter (9.155) de la fagon suivante : le volume elementaire de 1'espace
de phase est h3, dans le sens ou 1'on peut placer un niveau d'energie par
volume elementaire. L'inegalite de Heisenberg permet de le comprendre : si
une particule est confmee dans un intervalle Arc, son impulsion p ~ h/Ax. Ce
resultat s'exprime sous forme imagee : alors qu'une particule classique dont
1'etat est defini par sa position f et son impulsion p occupe un point (f, p)
dans 1'espace de phase, une particule quantique doit occuper au minimum un
volume ~ h3.

Les resultats (9.153) ou (9.154) sont d'une importance capitale en
mecanique statistique quantique : la probabilite qu'un systeme a 1'equilibre
thermique ait une energie E (voir (1.12) et la note 16 du chapitre 1) est

ou A/" est une constante de normalisation fixee par

9.6.3 Regie d'or de Fermi
La notion de densite de niveaux va nous permettre de montrer une des

formules les plus importantes de la physique quantique, la regie d'or de
Fermi, qui permet de calculer les probabilites de transition vers les etats de
diffusion, aussi appeles etats du continu car appartenant au spectre continu
d'un hamiltonien, dans le cas present le hamiltonien H^ (9.156). Considerons
un systeme physique regi par le hamiltonien H(t) dependant du temps

ou H^ est independant du temps et de spectre suppose connu : les valeurs
propres de 1'energie sont En et les vecteurs propres \n)

Nous nous proposons de resoudre le probleme suivant : au temps t — 0, le
systeme est dans 1'etat initial |t/>(0)} = |i), etat propre de H^ d'energie EI,
et nous voulons calculer la probabilite pi_+y(i) de le trouver au temps t dans
1'etat propre |/) de H^ d'energie Ef. Pour ce faire, nous devons obtenir le
vecteur d'etat ty(t)} du systeme au temps £, puisque

Nous avons deja rencontre ce probleme dans un cas simple : nous avons
calcule au chapitre 5 la probabilite de transition d'un niveau a 1'autre de la
molecule d'ammoniac plongee dans un champ electromagnetique oscillant.
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Le hamiltonien (9.156) generalise (5.27), H^ etant 1'analogue de (5.18).
Nous suivrons la methode du § 5.2.2 en 1'adaptant a un nombre de niveaux
quelconque. Generalisant (5.28), nous decomposons le vecteur d'etat \tp(t))
sur la base |/) d'etats propres de H^

Multipliant a gauche 1'equation (9.159) par le bra (n\H^ conduit a

Le systeme d'equations differentielles auquel obeissent les coefficients cn(t) est
d'apres (4.13)

/

Continuant a suivre la methode du § 5.2.2, on elimine la dependance triviale
en t : exp(—iEnt/h) de cn(t) induite par 1'evolution temporelle due a H^ en
posant

ce qui transforme (9.161) en

Compte tenu de (9.160), cette equation se simplifie en

Le systeme d'equations differentielles (9.163) generalise (5.30) ; les equations
sont exactes, mais ne sont pas solubles analytiquement, sauf cas particulier.
II faut avoir recours a des approximations : nous aliens suivre une methode
appelee la theorie des perturbations dependant du temps. II est commode
d'introduire un parametre reel A, 0 < A < 1, qui multiplie la perturbation W :
W —>• \W, ce qui permet de faire varier artificiellement la perturbation22.
La theorie des pertubations consiste a obtenir une solution approchee de
1'equation de Schrodinger sous forme d'un developpement en puissances de
A et on retablit A = 1 a la fin des calculs. Dans ce qui suit, nous allons nous

22. Si la perturbation est due a 1'interaction avec un champ exterieur, on peut la faire
varier en ajustant ce champ.
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contenter du premier ordre23 en A. Au temps t = 0, le systeme est suppose
dans 1'etat \i)

Ecrivons

Lorsque t est sufnsamment petit, [7^ (t)\ <C 1 car le systeme n'a pas eu
le temps d'evoluer de fagon appreciable. L'equation (9.163) devient en
introduisant le parametre A

On observe que 7^ ' ( t ) est d'ordre A, et que le terme £^ AWn/(£)7j (t) sera
done d'ordre A2. Ce terme est negligeable au premier ordre en A, ce qui donne
en retablissant A = 1

Un cas particulier important est celui du potentiel oscillant

ou A est un operateur. C'est par exemple ce type de potentiel qui decrit
1'interaction d'un atome avec un champ electromagnetique oscillant

Si nous nous interessons comme au chapitre 5 a la transition i —> / vers un
niveau final |/} bien determine, 1'amplitude de probabilite (f\i>(t)) est donnee
a un facteur de phase pres par 7/(t) ~ 7^ ' ( t ) qui est solution 1'equation
difFerentielle (9.164)

avec U>Q = Wfi = (Ef — Ei)/H. Cette equation difFerentielle s'integre
immediatement car les coefncients Afi = (/|A|z) sont independants du temps

Cette amplitude de probabilite sera importante si uj ~ ±^0? c'est-a-dire,
comme au chapitre 5, a la resonance. Dans le cas uj ~ WQ

23. La complexite des formules augments tres rapidement avec la puissance de A.



9. Mecanique ondulatoire 309

et le systeme absorbe une energie fiw : s'il s'agit de 1'interaction avec une onde
electromagnetique, il absorbe un photon d'energie fiw. Dans le cas uj ~ — UJQ

et le systeme fournit une energie frw, par exemple en emettant un photon
d'energie fajj. Pour fixer les idees, examinons le premier cas. La probabilite
de transition p^f (t) vaut

ou la fonction / a ete definie en (5.41)

On retrouve les resultats du § 5.2.4 dans un cas plus general. Compte tenu
des approximations, une condition necessaire pour la validite de (9.168) est
que p^y(t) <C 1. En utilisant la forme approchee de /, on observe que la
probabilite est proportionnelle a t, et que 1'on peut done definir une probabilite
de transition par unite de temps

Cependant, il est en general impossible d'isoler une transition vers un etat /
particulier, et on s'interesse le plus souvent a une transition vers un ensemble
d'etats finaux d'energie voisine

La sommation sur / est equivalente a une integration sur 1'energie si on tient
compte de la densite de niveaux T>(E)

Par exemple, si 1'etat final correspond a celui d'une particule et si |^4/i|2 est
isotrope, la densite de niveaux sera donnee par (9.154). Si \Afi 2 n'est pas
isotrope, et depend par exemple de la direction de 1'impulsion p de la particule
finale, on utilisera

ou 0 repere la direction de p. Compte tenu de (9.168) et (9.169), 1'expression
de F est



310 Physique quantique

En effectuant 1'integrale on obtient la regie d'or de Fermi

Cette equation est aussi valable dans le cas d'emission d'energie, en prenant
Ef = Ei — hu>, et aussi pour un potentiel V(t) constant, avec Ef = Ei
(exercice 9.7.12).

Les conditions de validite du calcul sont les suivantes.

• II est necessaire que la probabilite de trouver le systeme dans 1'etat
initial (i) so it proche de un, soit

ce qui implique que t doit etre suffisamment court : t <C r^.

• Dans 1'integrale sur 1'energie E, on doit pouvoir remplacer
Ei)/h;t) par une fonction delta

. Si AE1 est 1'intervalle caracteristique de variation de g(E) = Afi 2 T>(E},
le temps r\ = h/AE doit etre petit par rapport a t : t ^> r\.

En resume, il faut que t verifie 1'encadrement r\ <C t <C r^. Lorsque la
condition t <C r^ n'est pas satisfaite, on peut parfois utiliser 1'approximation
resonante en se ramenant a un probleme a deux niveaux, pour lequel il existe
une solution exacte (exercice 9.7.12).

Une application importante de la regie d'or de Fermi est la disintegration
d'un etat instable i (etat excite d'un atome ou d'un noyau, particule
instable...) vers un continuum d'etats /. La perturbation est alors
independante du temps et Ef ~ EI dans (9.170). Pour des temps
suffisamment courts, la probabilite de trouver le systeme dans 1'etat initial
instable i est

et il est tentant d'identifier F a 1'inverse de la vie moyenne r : F = h/r. Le
calcul que nous venons d'effectuer ne nous permet pas cette identification, car
il n'est pas a priori valable quel que soit t. On peut cependant generaliser
la loi exponentielle (9.171) pour des temps longs, grace a une methode due a
Wigner et Weisskopf decrite a 1'appendice C. Cette methode montre que la
dispersion en energie AE sur 1'energie E/ des etats finaux est AE = /iF/2,
ce qui donne 1'inegalite de Heisenberg temporelle (4.27) et son interpretation
correcte dans ce cas
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9.7 Exercices

9.7.1 Inegalites de Heisenberg
1. Soit tp(x) une fonction de carre sommable normalisee a 1'unite et I (a) la
quantite positive oil nulle

a etant un nombre reel. En integrant par parties, montrer que

ou K = —id/do; et

En deduire

2. Comment faut-il modifier le raisonnement de la question precedente pour
obtenir 1'inegalite de Heisenberg

Montrer que Ax Afc — 1/2 implique que ip(x) est une gaussienne

9.7.2 Etalement du paquet d'ondes
1. Montrer que [P2,X] = -2ihP

2. Soit (X2)(t) la position quadratique moyenne dans 1'etat \(f>(t))

Montrer que

Ces resultats sont-ils valables si le potentiel V(x) ^ 0 ?
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3. Montrer que si la particule est libre (V(x) = 0)

4. Deduire de ces resultats

ainsi que 1'expression de (Az(i))2

avec VQ = (P/m} = cste.

9.7.3 Paquet d'ondes gaussien

1. On suppose que la fonction A(k) de (9.41) est une gaussienne

Montrer que

et que la fonction d'onde <^(x, t = 0) vaut

Tracer la courbe representative de \<p(x, t = 0) 2. Quelle est la largeur de cette
courbe ? Identifier la dispersion Ax et verifier que Ax Afc = 1/2.

2. Calculer <p(x,t). Montrer que si hcr2t/m <C 1, on a

3. Calculer exactement (p(x,t)

avec
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et en deduire |</?(x,£)|2 . Montrer que

Donner 1'interpretation physique du resultat.

4. Un neutron sort d'un reacteur nucleaire avec une longueur d'onde de
0.1 nm. On suppose que sa fonction d'onde a t = 0 est un paquet d'ondes
gaussien de largeur Ax = 1 nm. Au bout de combien de temps la largeur du
paquet d'ondes aura-t-elle double ? Quelle distance aura parcouru le neutron ?

9.7.4 Heuristique de 1'inegalite de Heisenberg
1. Si 1'electron emis dans la disintegration j3 du neutron

etait initialement enferme dans le neutron dont le rayon ~ 0.8 fm, quelle serait
son energie cinetique ? Quelle conclusion peut-on en tirer ?

2. Une particule quantique de masse m se deplace sur 1'axe des x dans le
potentiel harmonique

Utiliser 1'inegalite de Heisenberg pour estimer 1'energie de son etat
fondamental.

9.7.5 Potentiel de Lennard-Jones pour 1'helium
1. L'energie potentielle de deux atonies separes par une distance r est souvent
bien representee par le potentiel de Lennard-Jones

ou £ et a sont des parametres ayant respectivement les dimensions d'une
energie et d'une longueur. Calculer la position TO du minimum du potentiel
et tracer qualitativement V(r). Montrer qu'au voisinage de r = TO

2. Dans le cas de 1'helium e ~ 10~3 eV et TQ ~ 0.3 nm. Calculer la frequence
de vibration LO et 1'energie hu/2 du niveau fondamental. Pourquoi 1'helium
reste-t-il liquide meme si la temperature T —>• 0 ? Le raisonnement vaut-il
pour les deux isotopes 3He et 4He ?

3. Pour Phydrogene, £ ~ 4eV. Pourquoi 1'hydrogene se solidifie-t-il a basse
temperature ? Que pensez-vous des gaz rares : argon, neon, etc. ?
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9.7.6 Retard a la reflexion
1. L'equation (9.74) donne le coefficient B de 1'onde reflechie quand une
onde incidente ex.p(ikx) arrive sur une marche de potentiel avec une energie
E = h2k2/(2m) < Vb, VQ etant la hauteur de la marche de potentiel. Montrer
que \B\ = 1 et peut s'ecrire B = exp(—10). Determiner 0 et d<p/dE.

2. On suppose que 1'onde incidente est un paquet d'ondes du type (9.41)

Quel sera le paquet d'ondes reflechi ? En deduire que la reflexion se fait avec
un retard

9.7.7 Potentiel en fonction 8
On considere un potentiel a une dimension de la forme

m etant la masse de la particule soumise au potentiel. Ce potentiel donne
parfois une approximation commode. Par exemple il peut representer une
barriere de potentiel de largeur a et de hauteur Vb, dans la limite ou a —>• 0
et Vb —> oo, le produit Vba restant constant et egal a h2g/(2m). Dans le cas
d'une barriere (potentiel repulsif), g > 0, mais on peut aussi modeliser un
puits (potentiel attractif), auquel cas g < 0.

1. Montrer que g a pour dimension 1'inverse d'une longueur.

2. La fonction </?(#) obeit a 1'equation de Schrodinger

Montrer que la derivee de <p(x) verifie au voisinage de x = 0

Supposant g < 0, montrer qu'il existe un etat lie et un seul. Determiner son
energie et la fonction d'onde correspondante. Montrer que 1'on retrouve les
resultats en prenant la limite du puits carre avec Vba —>• h2\g\/(2m) et a —> 0.

3. Modele pour une molecule diatomique. Supposant toujours g < 0, on
modelise tres grossierement le potentiel auquel est soumis un electron d'une
molecule diatomique par
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La droite des noyaux est prise comme axe des x et les deux noyaux sont situes
en x = — I et x = +1. Montrer que 1'on peut classer les solutions de 1'equation
de Schrodinger en solutions paires et impaires. Si la fonction d'onde est paire,
montrer qu'il existe un seul etat lie donne par

Tracer qualitativement sa fonction d'onde.

Si la fonction d'onde est impaire, determiner 1'equation donnant 1'energie des
etats lies

Existe-t-il toujours un etat lie ? Sinon, quelle condition faut-il imposer ?
Tracer qualitativement la fonction d'onde lorsqu'il y a un etat lie.

4. Puits double et effet tunnel. On reprend la situation de la question 3 en
supposant Kl >> 1. Montrer que les deux etats lies constituent un systeme a
deux niveaux dont le hamiltonien est

et relier A a \/T, ou T est le coefficient de transmission par effet tunnel entre
les deux puits.

5. Barriere de potentiel. On s'interesse maintenant au cas g > 0, qui modelise
une barriere de potentiel. Calculer directement la matrice de passage et
montrer qu'elle est bien la limite de celle de la barriere carree si V^a —> g
et a —> 0. Donner 1'expression du coefficient de transmission.

6. Potentiel periodique. Un electron se deplac,ant dans un cristal a
une dimension est soumis a un potentiel periodique de periode / que 1'on
modelise par

Pour fixer les idees, on prendra g > 0. Montrer que la periodicite du potentiel
entraine que la fonction d'onde, etiquetee par g, est de la forme

Suggestion : examiner 1'action de 1'operateur TJ qui effectue une translation
de /. On peut done se restreindre a 1'etude de 1'intervalle [—1/2,1/2]. En
dehors du point x = 0, les fonctions d'onde sont des exponentielles complexes
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Utiliser les conditions sur (p'(x) pour obtenir

Montrer qu'il existe des regions interdites pour 1'energie. Tracer
qualitativement 1'energie Eq en fonction de q.

9.7.8 Transmission par un puits

1. Montrer que le coefficient de tranmission T par le puits carre de la
figure 9.11 vaut

Montrer que T passe par un maximum si la longueur d'onde de de Broglie
dans le puits A' = In/k' est de la forme 2a/n, n entier.

2. Tracer qualitativement les courbes donnant T et le coefficient de reflexion
1 — T. Ce comportement explique, entre autres, 1'effet Ramsauer-Townsend24.

9.7.9 Niveaux d'energie du puits cubique infini
en dimension d = 3

Determiner 1'energie des six premiers niveaux d'energie du puits cubique
infini en fonction du cote L du cube ainsi que leur degenerescence.

9.7.10 Courant de probability a trois dimensions

Montrer 1'equation de continuite

pour le courant (9.141).

9.7.11 Densite de niveaux

1. Calculer la densite de niveaux d'energie V(E] en dimension d = 2. Montrer
qu'elle est independante de E.

2. Calculer directement le nombre de niveaux $(E) dont 1'energie est
inferieure a E, en comptant le nombre de niveaux possibles dans une sphere

24. cf. Levy-Leblond et Balibar [1984], page 314.
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de rayon |p| = \/2rnE dans 1'espace des impulsions, et en prenant garde aux
conditions et aux limites. Retrouver 1'expression (9.154) de T>(E) par

3. Calculer la densite de niveaux d'energie T>(E] pour une particule
ultrarelativiste dont 1'energie est donnee par E — cp. Generaliser au cas
E — (p2c2 + m2c4)1//2. Montrer que d3p/E est un invariant de Lorentz. En
raison de cette invariance, cette expression est souvent prise comme densite
de niveaux.

9.7.12 Regie d'or de Fermi
1. Comparaison avec la formule de Rabi. Dans un systeme a deux niveaux,
la formule de Rabi (5.37) donne exactement la probabilite de transition entre
deux niveaux sous 1'effet d'une perturbation harmonique, par exemple

Montrer que la formule approchee (9.62) s'obtient comme la limite de la
formule de Rabi si :

• |a; — UQ\ ^> wi, c'est-a dire loin de la resonance,

• ou si cjii <C 1, c'est-a-dire pour des temps assez courts.

2. Potentiel constant. Donner 1'expression de 1'amplitude (9.167) 7^(t) et
de la probabilite de transition par unite de temps F lorsque le potentiel W(t)
de (9.165) est independant du temps.

9.7.13 Etude de 1'experience de Stern-Gerlach
1. Etude classique. Les notations sont celles du § 3.2.2. La trajectoire des
atonies d'argent (figure 3.7) est supposee contenue dans le plan de symetrie
yOz et voisine de 1'axe Oy. Montrer que dBz/dz\x-o = 0 et que dBz/dy = 0
si Ton neglige les effets de bord. Montrer qu'une forme approchee du champ
magnetique verifiant les equations de Maxwell dans 1'entrefer de 1'aimant au
voisinage de x = 0 et z — 0 est

ou b = dBz/dz\z = 0. L'expression classique de la force est F = — V(/u • B).
En deduire les composantes Fx, Fy et Fz. Montrer que sous 1'effet de BQ
le moment magnetique jl precesse autour de 1'axe Oz avec une frequence
ui = |7-Bo|, ou 7 est le facteur gyromagnetique, et que si l/o; est tres petit
par rapport au temps de transit de 1'atome dans 1'entrefer de 1'aimant, alors
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la composante nx donne une force moyenne nulle : tout se passe comme si le
moment magnetique etait soumis a une force effective F — b/j,zz.

2. Donnees numeriques. Les atonies d'argent de masse m = 1.8 x 10~27kg
sortent du four avec une vitesse v ~ 500 m.s"1 et une dispersion des vitesses
At; ~ lOm.s"1. Les fentes collimatrices ont une hauteur Az = 10~4m, la
longueur de 1'entrefer est L = 5 x 10~2 m, le champ magnetique B0 = I T et
b = 104 T.m^1. Montrer que 1'ecart 5 entre les deux trajectoires correspondant
a Sz = h/2 et Sz = —h/1 a la sortie de 1'entrefer vaut

Evaluer numeriquement 5. Calculer le produit AzAp2 et montrer que
AzApz ;§> h. On peut done traiter les trajectoires des atonies de fac,on
classique.

3. Description quantique. Soit (f±(r,t) la fonction d'onde d'un atome dont
le spin est dans 1'etat ±). Montrer que (p± verifie 1'equation de Schrodinger

On definit la position moyenne (r±)(t) et 1'impulsion moyenne (p±)(t) des
paquets <p±(r,t) d'ondes par

Ecrire les equations d'evolution de ces valeurs moyennes en calculant
d(r±)(£)/di et d(p±)(t)/dt a 1'aide du theoreme d'Eherenfest (4.26). Montrer
que 1'ecart 6 entre les centres des deux paquets d'ondes est le meme que celui
calcule a la question 2 pour les trajectoires classiques.

4. Invariance par parite. Dans une configuration experimentale ou Ton
analyse un spin dirige suivant Oz a 1'aide d'un appareil de Stern-Gerlach
tel que B \\ Ox, on suppose que le spin est devie preferentiellement dans la
direction x > 0 ; par exemple (Sx) > 0. En examinant 1'image de 1'experience
dans un miroir situe dans le plan xOy, montrer qu'une telle deviation
preferentielle est exclue si les interactions pertinentes dans 1'experience sont
invariantes par parite (ce qui est effectivement le cas).

9.7.14 Modele de mesure de von Neumann
1. Dans le modele de mesure quantique imagine par von Neumann, on se
propose de mesurer une grandeur physique A d'un systeme quantique S en
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faisant interagir ce systeme avec une particule (quantique) II dont 1'operateur
d'impulsion est P ; on se place pour simplifier a une dimension d'espace. Le
hamiltonien d'interaction est suppose de la forme

ou g(t) est une fonction positive presentant un pic aigu de largeur r autour
de t = 0 et telle que

On suppose que 1'on peut negliger 1'evolution de S et de II pendant la duree
tres courte r de 1'interaction entre S et II, qui a lieu entre les temps ti et t/ :
ti ~ — r/2 et tf ~ r/2. En deduire 1'operateur d'evolution (4.14)

2. On suppose que 1'etat initial S + II est

ou \n) est un vecteur propre de A, dont le spectre est suppose pour simplifier
non degenere, A\n) — an\n), et \<p} un etat de la particule localise au voisinage
d'un point x avec une dispersion Ax. Montrer que 1'etat final est

Soit (pn(x) = (x\tf>n} la fonction d'onde finale de la particule. Montrer que

La fonction (pn(x) est done localisee au voisinage du point x — gan, et si
g\an — am\ ^> Ax quel que soit n ^ m, la position de la particule permet de
remonter a la valeur an de A et effectue done une mesure de A. L'etat final
de la particule est parfaitement correle a la valeur de A et a 1'etat final de S
car les etats \(pn) et \tpm) sont orthogonaux pour n ^ m : ((pn\fm) — $nm-

3. Quel est 1'etat final de II si 1'etat initial de S est la superposition lineaire

Montrer que la probabilite d'observer S dans 1'etat final n) est cn|
2 : la

mesure est ideale car elle ne modifie pas les probabilites |cn|
2.
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9.7.15 Transformation de Galilee
Considerons une onde plane classique, par exemple une vibration sonore,

se propageant suivant 1'axe des x

et une transformation de Galilee de vitesse v

1. Montrer que pour une onde classique 1'amplitude transformee f'(x',t')
verifie

d'ou Ton tire la loi de transformation des vecteurs d'onde et des frequences

Quelle est 1'interpretation physique de la loi de transformation des frequences ?
Supposons maintenant que Ton ait affaire a une onde de de Broglie pour une
particule de masse ra. Les relations precedentes sont-elles compatibles avec
les lois de transformation de 1'impulsion et de 1'energie

2. Montrer que pour une onde de Broglie on ne doit pas exiger

mais seulement

En utilisant les relations (a demontrer)

determiner la forme de la fonction f ( x , t ) en exigeant que si ^(x,t) obeit a
Pequation de Schrodinger, il en soit de meme pour <//(#',£').

9.8 Bibliographie

Les result ats de ce chapitre sont tres classiques et se retrouvent sous une
forme voisine dans la plupart des traites de mecanique quantique. Par mi
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les exposes les plus clairs, on peut retenir celui de Merzbacher [1970],
chapitre 6. Levy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 6, donnent egalement
une discussion ties complete et illustree par de nombreux exemples. Voir
aussi Messiah [1959], chapitre III, Cohen-Tannoudji et al. [1973], chapitre I
ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 2 ; cette derniere reference est
accompagnee d'un CD realise par M. Joffre, qui permet de visualiser le
mouvement de paquets d'ondes. Pour la regie d'or de Fermi, on pourra
consulter Messiah [1959], chapitre XVII ou Cohen-Tannoudji et al. [1973],
chapitre XIII.
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Chapitre 10

Moment angulaire

DANS CE CHAPITRE, nous aliens developper 1'etude des proprietes du
moment angulaire, que nous avons introduit au chapitre 8. La propriete

fondamentale du moment angulaire est d'etre le generateur infinitesimal des
rotations. Tous les resultats que nous aliens obtenir dans ce chapitre sont des
consequences plus ou moins directes de cette propriete. Dans la section 10.1,
nous construirons explicitement une base de vecteurs propres communs a J 2

et a 3Zi qui sont des operateurs hermitiques compatibles. La rotation d'un etat
physique, que nous avions deja introduite au chapitre 3 pour la polarisation
d'un photon et pour le spin 1/2, sera traitee dans le cas general dans la
section 10.2. La section 10.3 est consacree au moment angulaire orbital,
dont 1'origine est le mouvement des particules dans 1'espace. La section 10.4
transpose a la mecanique quantique les resultats classiques du mouvement
dans une force centrale, tandis que la section 10.5 contient des applications
aux disintegrations de particules et d'etats excites. Enfin la section 10.6
developpe 1'addition des moments angulaires.

N.B. Dans tout ce chapitre, on utilisera un systeme d'unites ou h = 1.

10.1 Diagonalisation de J2 et de Jz

Nous avons etabli au chapitre 8 les relations de commutation (8.31)
et (8.32) entre les differentes composantes du moment angulaire, que nous
rappelons ci-dessous dans un systeme d'unites ou h ~ I (rappelons qu'un
moment angulaire a la dimension de ft, et c'est pourquoi les notations se
simplifient dans un tel systeme d'unites)

ou
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La seule connaissance de ces relations de commutation va nous permettre de
diagonaliser le moment angulaire, c'est-a-dire de trouver les vecteurs propres
et les valeurs propres de combinaisons convenablement choisies de Jx, Jy

et Jz. Comme ces trois operateurs ne commutent pas entre eux, on ne peut
evidemment pas les diagonaliser simultanement : les trois composantes de J
sont mutuellement incompatibles. Une autre observation est que J2 est un
operateur scalaire et, d'apres un resultat du § 8.2.3, un tel operateur commute
avec les trois composantes de J

ce que 1'on peut verifier par un calcul explicite (exercice 10.7.1). On choisit
en general de diagonaliser simultanement J 2 et Jz : c'est ce que 1'on appelle
souvent quantifier le moment angulaire suivant Oz. On dit aussi que 1'axe Oz
est choisi comme axe de quantification du moment angulaire. II est commode
de definir les operateurs J± = J^- et JQ par

On verifie immediatement les relations de commutation et les identites
suivantes

Ces relations nous seront utiles pour la diagonalisation. Soit \jm) un vecteur
propre de J2 et de J2, ou j etiquette la valeur propre de J2 et m celle de Jz.
Comme J2 est un operateur positif, ses valeurs propres sont > 0, et on les
ecrit sous la forme j ( j + 1) avec j > 0 ; on justifiera bientot cette ecriture des
valeurs propres de J2. Le nombre m est appele nombre quantique magnetique.
En resume

D'apres (10.5), les vecteurs J±\jm) sont vecteurs propres de J0 avec la valeur
propre mi l
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De meme, comnw

Nous venons de montrer que les vecteurs J± \jm) sont vecteurs propres de J 2

avec la valeur propre j ( j + 1) et de JQ avec la valeur propre m ± 1. De plus,
supposant \jm) unitaire : (jm\jrn) = 1, on peut calculer la norme de J+|jra)
a partir de (10.9)

et celle de J_ jm} a partir de (10.8)

La positivite simultanee des deux normes n'est assuree que si —j<m<
j. Partant de |jm), par application repetee de J+, on obtient une serie de
vecteurs propres communs a J2 et JQ, etiquetes par (j,m-\-1), (j,m + 2) e£c.
Ces vecteurs propres ont une norme positive tant que m < j, mais la norme
deviendrait negative pour m > j. II faut done que la serie s'arrete, ce qui n'est
possible que si 1'un des vecteurs (J+)n jm) s'annule pour une valeur entiere
de n = HI + I telle que m + n\ = j

Le meme raisonnement avec J_ montre qu'il doit exister un entier 77-2 tel que

Des relations

on deduit que 2j, et done (2j + l) doit etre un nombre entier, d'ou le theoreme
de diagonalisation de J 2 et de Jz.

Theoreme : Les valeurs possibles de j sont entieres ou demi-entieres : j —
0,1/2,1,3/2,.. . Si \jm) est vecteur propre commun a J2 et Jo, m prend
necessairement 1'une des (2j + 1) valeurs

Lorsque j prend les valeurs 0,1,2, . . . on dit que le moment angulaire est entier,
et qu'il est demi-entier1 lorsque j = 1/2,3/2,... Examinons la normalisation
et la phase des vecteurs \jm). Partant d'un vecteur |jm) on construit par

1. Bien que la moitie d'un entier pair soit aussi un demi-entier...
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application repetee de J+ et de J_ une serie de (1j +1) vecteurs orthogonaux,
sous-tendant un sous-espace vectoriel a (2j + 1) dimensions £(j] de H. Ces
vecteurs ne sont pas de norme unite, mais si 1'on definit \j, m — 1} par

alors \j,m — 1} est Men de norme unite d'apres (10.13). D'autre part, en
utilisant (10.8)

soit

ou bien, avec la substitution m —» m + 1

Les relations (10.14) ou (10.15) fixent completement la phase relative des
vecteurs \j, j ) , \j,j — 1) , . . . , |j, —j). Une base de £(j] formee de vecteurs \jm)
qui satisfont a (10.14) ou (10.15) est appelee base standard \jm).

II peut arriver que la donnee de (j, m) ne suffise pas a specifier de fagon
unique un vecteur de Ti. : J2 et Jz ne forment pas un ensemble complet de
grandeurs physiques compatibles. Nous en verrons un exemple au § 10.4.2
avec 1'atome d'hydrogene : la donnee du moment angulaire (orbital), note
dans ce cas /, ne suffit pas a specifier un etat lie, il faut en plus se donner un
nombre quantique n = / + l , / + 2 , - - - , ou nombre quantique principal. En
general, on doit utiliser un nombre quantique, ou un ensemble de nombres
quantiques supplementaires r pour etiqueter des vecteurs propres j, m = j }
de J 2 et de Jz, normalises par

Par application repetee de J_ on forme une base standard de £(r,j]

Resumons les proprietes essentielles d'une base standard r,jm)



10. Moment angulaire 327

Nous supprimerons par la suite 1'indice r qui ne jouera aucun role dans ce
chapitre. Les elements de matrice de J 2, JQ et J_ dans une base standard sont

Dans le sous-espace £(j] ou J2 a une valeur propre j ( j + 1) fixee, les
operateurs JQ et J± sont representes par des matrices (2j + 1) x (2j + 1),
la matrice representant JQ etant diagonale. II est instructif (exercice 10.7.4)
d'expliciter ces matrices dans le cas j = 1/2 et de retrouver les matrices
2 x 2 (3.47) du spin 1/2, ainsi que dans le cas j = 1, ou Ton retrouve les
generateurs infinitesimaux des rotations dans 1'espace a trois dimensions :
la loi de transformation d'un vecteur est celle d'un moment angulaire j = I.
L'equation (10.23) donne pour les generateurs infinitesimaux (exercice 10.7.4)

Ces generateurs infinitesimaux ont superficiellement une forme differente de
celle des generateurs Ti determines en (8.26). En fait, ils y sont relies par la
transformation unitaire (10.64) qui fait passer des composantes cartesiennes
de f a ses composantes spheriques : exercice 10.7.4.

10.2 Matrices de rotation

Nous avons vu au chapitre 3 comment faire tourner un "spin 1/2 :
partant d'un etat +) obtenu a 1'aide d'un appareil de Stern-Gerlach dont
le champ magnetique est parallele a Oz, nous savons construire grace a (3.57)
1'etat |+,n) obtenu a 1'aide d'un appareil de Stern-Gerlach dont le champ
magnetique est parallele a n. On fait agir sur 1'etat |+) un operateur de
rotation U[R] qui transforme +) en |+,n)

La rotation "R, amene 1'axe Oz sur la direction n ; cette rotation n'est pas
unique, et nous verrons que cette absence d'unicite correspond a un arbitraire
de phase dans la definition de |+,n). Un autre exemple de rotation d'un
etat physique a ete donne au chapitre 3 dans le cas de la polarisation d'un
photon : partant d'un etat de polarisation lineaire x), on obtient un etat de
polarisation lineaire \6] en lui appliquant un operateur de rotation U[R,Z(0)]
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correspondant a une rotation d'angle 9 autour de la direction de propagation
Oz du photon (3.29)

Dans le cas general, 1'etat \p)-ji transformer par une rotation 'R, d'un etat \tp) est

Nous allons donner la forme matricielle explicite des operateurs de rotation
U\R\ dans la base \jm). L'operateur de rotation U[R\ s'exprime en fonction
des generateurs infinitesimaux Jx, Jy et Jz : cf. (8.30). Comme les
composantes de J commutent avec J2, le commutateur \U(lV), J2] = 0 et
les elements de matrice de U sont nuls si j ^ f

Dans le sous-espace £(j], 1'operateur U(R,} sera represente par une matrice
(2j + 1) x (2j + 1) notee D^[R]. Ses elements de matrice sont

Les matrices D^ sont appelees matrices de rotation, ou matrices de Wigner.
Examinons la transformation par rotation d'un etat \jm) qui donne le vecteur
\jm}n

ou 1'on a remarque que dans la relation de fermeture

seuls les termes j = j' contribuent. On peut done ecrire

Rappelons les proprietes de groupe des operateurs U\R\ : dans le cas d'une
representation vectorielle (8.12)

et dans celui d'une representation spinorielle (8.13)

Nous montrerons a la fin de ce paragraphic que (10.27) correspond au cas d'un
moment angulaire entier et (10.28) a celui d'un moment angulaire demi-entier.
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FlG. 10.1 — Rotation 71(9,4)) amenant 1'axe Oz sur n.

A la propriete de groupe pour les operateurs U correspond une propriete
analogue pour les matrices de rotation

Revenons a 1'etude de la rotation qui amene 1'axe Oz dans la direction n
d'angles polaire et azimutal (#, </>)

Nous aliens choisir par convention la rotation suivante : 7£, note ?£($,(/>),
sera le produit d'une premiere rotation d'angle 9 autour de Oy suivie d'une
rotation de <j) autour de Oz (figure 10.1).

Compte tenu de (10.30) et de la loi de groupe, 1'operateur de rotation
U[R,(8,(j))] est donne en fonction des generateurs infinitesimaux Jy et Jz par

et ses elements de matrice dans une base \jm} par

Cette equation se simplifie en



330 Physique quantique

Nous avons defini la matrice d^ (0) par

Les matrices d^ verifient une propriete de groupe deduite de celle des matrices
D(j)

II n'y pas de signe ± dans cette equation car I'angle de rotation peut etre
superieur a 27r.

Nous avons deja mentionne 1'arbitraire dans le choix de la rotation (#,</>) :
nous aurions pu effectuer une premiere rotation d'un angle tp autour de Oz
sans modifier 1'axe n final. Le nouvel operateur de rotation serait

et le resultat (10.26) serait modifie par le facteur de phase exp(—imip). La
definition la plus generale des matrices de rotation fait intervenir trois angles,
appeles angles d'Euler, (0,$,^), et notre convention correspond au choix
d'angles d'Euler2 (0,0,0).

Dans la base \jm), \Jy est represente par une matrice reelle, car
d'apres (10.23) les elements de matrice de J+ et de J_ sont reels et

La matrice exp(—\OJy} est aussi une matrice reelle et la propriete de groupe

se traduit par

ce qui donne pour les elements de matrice

II existe une autre propriete de symetrie (exercice 10.4.12)

2. La notation habituelle pour les matrices de rotation est

DV>(e,4>) ->£>< J '> (0,0,^ = 0)
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Enfin, on peut montrer que les matrices D^ forment une representation dite
irreductible du groupe des rotations, c'est-a-dire que tout vecteur de £(j)
peut etre obtenu a partir d'un vecteur arbitraire de cet espace par application
d'une matrice de rotation D^\ et que toute matrice commutant avec toutes
les matrices D^ est multiple de la matrice identite.

Le test pour la presence du facteur ± dans (10.28) est donne par 1'examen
des rotations de 2?r : ce facteur apparait lorsqu'une rotation de In est
representee par 1'operateur —/ dans 1'espace £(j). Examinons une rotation
de 27T autour de 1'axe Oz

Comme le choix de 1'axe Oz est arbitraire, 1'operateur de rotation d'angle 2-rr
vaut I pour j entier et —/ pour j demi-entier. En revanche les operateurs de
rotation d'angle 4?r sont egaux a / pour toute valeur de j. Examinons deux
rotations successives d'angles B\ et 62 autour d'un axe n, avec

Des equations

on deduit que (10.27) est valable pour j entier et (10.28) pour j demi-entier.
En d'autres termes, a toute rotation K correspondent deux operateurs de
rotation de signe oppose pour j demi-entier, et un seul pour j entier.

Dans le cas du spin 1/2, verifions que nous retrouvons bien la matrice
Z^1/2) ($,(/>) deja calculee au chapitre 3. La matrice d,(l/2\6) vaut, d'apres
1'exercice 3.3.6

ou sous forme explicite

les lignes et les colonnes etant rangees dans 1'ordre m = 1/2,—1/2 ;
1'equation (10.33) donne alors la matrice D^(6,(f))

en accord avec (3.58).
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La matrice de rotation d^(9) d'un moment angulaire un s'obtient a
partir de 1'expression (10.24) des generateurs infinitesimaux pour le moment
angulaire un, les lignes et les colonnes etant rangees dans 1'ordre m = 1,0, — 1
(exercice 10.7.4)

On verifie que les matrices c^1/2) et d^ obeissent aux proprietes de
symetrie (10.36) et (10.37).

10.3 Moment angulaire orbital

10.3.1 Operateur moment angulaire orbital
Considerons une particule dont la fonction d'onde est ip(r) et faisons-lui

subir une rotation Rz(<f>) d'angle 0 autour de Oz ; soit f' = 13Jr le vecteur
transforme du vecteur f dans cette rotation

La valeur de la fonction d'onde ip'(r) de 1'etat transforme au point f' doit
etre identique a celle de la fonction d'onde initiale au point f

ou encore

Cette loi de transformation serait correcte pour un champ (scalaire) classique,
mais les fonctions d'onde if)('R,~1r) et ip'(r) pourraient differer a priori par
un facteur de phase if)'(r) = eie^i^ (ll~lr) (voir la discussion suivant (9.17)).
En toute rigueur nous savons seulement que \^}'(f'}\ — tp(r)\ et nous devons
montrer que le facteur de phase eventuel est absent. Le vecteur U(R,)\f)
represente physiquement un etat propre de 1'operateur position R, obtenu
a partir de 1'etat propre \f) de R par une rotation U{TV). Verifions-le
explicitement en utilisant le fait que R est un operateur vectoriel dont les
composantes X^ se transforment suivant (8.33)
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ce qui montre que 1'on pent definir le vecteur d'etat |7^r*), c'est-a-dire fixer sa
phase, par

Si |?//) est le transforme par

ce qui demontre (10.40). A premiere vue 1'argument ~RTl dans (10.40) qui
s'ecrit aussi

peut surprendre, mais nous avons deja rencontre une situation analogue pour
les translations dans Pequation (9.15), ecrite ci-dessous dans le cas de la
dimension 3 avec H = 1

alors que3

La transformee par translation de a de la fonction ip(r) est bien ip(r — a) et
non ^}(r + a) ! Si I'angle de rotation <j) devient infinitesimal pour une rotation
autour de Oz

et d'apres (10.40)

d'ou

L'operateur moment angulaire de la particule decrite par une fonction d'onde
il>(r) est appele moment angulaire orbital (car associe au mouvement d'une
particule sur une orbite dans 1'espace), et il est en general note L

3. On remarquera que cette equation fixe la phase du vecteur \r + a ) relativement a celle
de |f), de meme que (10.41) fixe la phase de \~R-f) relativement a celle de \f).
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L a ete construit comme generateur infinitesimal de rotations et verifie
necessairement les relations de commutation d'un moment angulaire (10.1)
ou (10.2)

On peut verifier ces relations par un calcul explicite utilisant les relations de
commutation canoniques (8.45) : exercice 10.7.5. On note \lm) les vecteurs
propres de L 2 et de Lz

Ces equations peuvent etre transformees en equations differentielles, si Ton
ecrit les operateurs Lj sous forme d'operateurs differentiels agissant dans
L(2)(R3). Le calcul est laborieux si 1'on effectue le changement de variables
(x, y, z) —> (r, 9, </>) mais il se simplifie si 1'on utilise la propriete des Li d'etre
les generateurs infinitesimaux des rotations. Le cas de Lz est particulierement
simple : considerant ip comme fonction de (r, #,0), nous avons

et en prenant a infinitesimal

soit LZIJJ = —i(dij)/d(j)). Le calcul de Lx et Ly prend quelques lignes de plus,
car dans une rotation autour de Ox ou autour de Oy les angles 0 et 0 varient
tous les deux ; on trouve (exercice 10.7.5)

Les operateurs Lj dependent seulement des angles, et non de r, d'ou la
denomination moment angulaire. Les fonctions propres de L2 et de Lz ne
dependent que des angles 6 et (j) ou, de fagon equivalente, de f. Ces fonctions
propres sont appelees harmoniques spheriques

Les equations (10.45) et (10.46) deviennent
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tandis que (10.15) s'ecrit

L'equation (10.52) devient, compte term de (10.47)

ce qui implique

La loi de tranformation (10.40) montre que dans une rotation de 2?r la fonction
d'onde est inchangee et qu'il ne s'introduit done aucun signe (—) dans une telle
rotation. Ceci implique que les moments angulaires orbitaux sont toujours
entiers.

FlG. 10.2 - Rotateur spherique.

Une application simple et importante est le rotateur spherique :
considerons une molecule diatomique en rotation autour de son centre de
masse pris comme origine des coordonnees (figure 10.2 et exercice 1.6.1). Son
moment d'inertie est / = ^r\, ou p est la masse reduite et TO la distance entre
les noyaux (la contribution des electrons est negligeable). Si u; est la vitesse
angulaire de rotation, le hamiltonien classique Hc\ est

ou I — luj est le moment angulaire. La version quantique du hamiltonien est

et les valeurs de 1'energie sont
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FlG. 10.3 - Spectre du rotateur spherique. Le niveau j est separe du niveau (j — 1)
par _;'//, ou h2j/I si Ton retablit h.

Les fonctions propres sont les yjm((9,0), ou les angles 6 et 0 donnent
1'orientation de la droite joignant les deux noyaux : 5jm(#, </>) est 1'amplitude
pour trouver cette droite orientee suivant la direction (#,</>) . Le spectre des
niveaux de rotation est donne dans la figure 10.3, et il reproduit bien les
donnees experimentales sur les spectres des molecules diatomiques.

10.3.2 Proprietes des harmoniques spheriques
Nous allons maintenant resumer les principales proprietes des harmoniques

spheriques, celles qui sont les plus souvent utilisees.

1. Base sur la sphere unite. Les harmoniques spheriques forment une base
orthonormee pour les fonctions de carre sommable sur la sphere unite f2 = I

On utilise frequemment la notation angle solide : 0 = ($, </>) et

Si une fonction f(0,(j)) est de carre sommable sur la sphere unite, on peut
ecrire un developpement analogue a un developpement de Fourier
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2. Relation avec les polynomes de Legendre. Une definition possible des
polynomes de Legendre PI(U) est

PI(U) est un polynome de degre £, de parite ( — I ) 1

Les polynomes de Legendre forment un systeme complet de polynomes
orthogonaux dans 1'intervalle [—!,+!]. Les premiers polynomes de
Legendre sont

Les fonctions de Legendre associees P^m(u) sont definies par

et on montre que les harmoniques spheriques sont relies aux P™ par

D'apres (10.53), Y^0 est independant de <f> et est proportionnel a P^(cos^)

Comme cas particuliers, ecrivons Y™ pour I = 0 et I = 1

A un facteur de normalisation >/3/47r pres, les Y™ ne sont pas autre chose
que les composantes spheriques du vecteur unitaire f
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FlG. 10.4 - Configuration des angles dans (10.67).

Ces formules justifient les conventions de phase utilisees pour les polarisations
droite et gauche dans (3.11).

3. Transformation par rotation. En multipliant a gauche la relation (10.26)
ecrite pour j = I par le bra (f \ on obtient

On peut montrer egalement (exercice 10.7.6) une relation entre harraoniques
spheriques et matrices de rotation

On deduit de ces deux equations le theoreme d'addition des harmoniques
spheriques. En effet, prenant r suivant la direction d'angles polaires (a,/?),
soit 7£ la rotation d'angles (#, (/>) amenant z sur n, et @ I'angle entre f et la
direction definie par les angles (#, 0) (figure 10.4)

L'angle O entre /R,~1f et 1'axe des z est le meme que I'angle entre n et r. II
suffit alors de faire m — 0 dans (10.65) pour obtenir

Parite des harmoniques spheriques. L'operateur parite II defini au § 8.3.3 agit
sur une fonction d'onde tp(f) suivant
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II commute avec le moment angulaire orbital L, et plus generalement avec
J. En effet, la matrice representative de 1'operateur parite dans 1'espace a
trois dimensions IR3 est la matrice —/, qui commute avec toute matrice de
rotation 7?., d'ou

Ceci implique les equations

qui montrent que IIY™ est proportionnel a YJm

Y™ est done fonction propre de II et comme II2 = /, a(l, m) = ±1. Montrons
que a(l, m) est en fait independant de m en utilisant le fait que L+ commute
avec II

ce qui entraine que a(/, m + 1) = a(/, m) : cc(l, m) est independant de m et

La transformation f —> — f correspond a

Si m = 0, Yj° oc Pi(cosd) ; d'apres (10.62) et compte tenu de P/(-u) =
(-l)lPi(u) on trouve a(l) = (-I}1 et

10.4 Particule dans un potentiel central

10.4.1 Equation d'onde radiale
Nous aliens utiliser les resultats precedents pour montrer que 1'equation de

Schrodinger a trois dimensions, qui est une equation aux derivees partielles,
se ramene a une equation differentielle ordinaire lorsque le potentiel est un
potentiel central, c'est-a-dire un potentiel invariant par rotation
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Dans ce cas, comme 1'energie cinetique est un operateur scalaire, le
hamiltonien total pour une particule de masse M

est invariant par rotation : [H, J] = 0. Dans notre probleme, seul intervient
le moment angulaire orbital, puisque les seuls operateurs dont nous disposons
sont P et R

Dans 1'espace Lx. (K3), 1'operateur energie cinetique est proportionnel au
laplacien V2

en ecrivant le laplacien en cordonnees polaires. Comparont avec (10.49), on
reconnait dans la partie angulaire du laplacien 1'operateur L 2

Cette equation confirme la relation de commutation [H, L] = 0, puisque
[Z2,jL] = 0 et que la partie radiale du laplacien, qui ne depend pas
des angles, commute manifestement avec L. Nous pouvons done ecrire le
hamiltonien (10.72)

Compte tenu de leurs relations de commutation, nous savons qu'il est possible
de diagonaliser simultanement H, L2 et Lz. Soit tpim(r) une fonotion propre
commune a ces trois operateurs. Comme il n'existe qu'un seul harmonique
spherique (£,m), si

alors ipim doit etre proportionnel4 a Y™

4. Nous anticipons sur le fait, prouve quelques lignes plus bas, que fi ne depend pas
de ?n.
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II est commode de factoriser 1/r : w/(r) est la fonction d'onde radiale.
Examinons Faction de H sur iftim

L'equation aux valeurs propres

devient

La fonction d'onde radiale et 1'energie sont affectees imiquement d'un indice
/, et non m, car elles sont independantes de m d'apres (10.78). Chaque valeur
de 1'energie aura done — au moms — une degenerescence (21 + 1). Ceci aurait
pu etre prevu a partir de la relation de commutation

en utilisant un raisonnement analogue a celui qui nous a permis de montrer
que a(l,m) est independant de m, on deduit que Eim est independant de
m (exercice 10.7.7). Pour chaque valeur du moment angulaire I, ou pour
chaque onde partielle /, nous avons reduit 1'equation de Schrodinger a une
equation differentielle ordinaire dans la seule variable r. Suivant une tradition
historique, les ondes partielles sont etiquetees s,p, d, /, g, h,...

et ensuite par ordre alphabetique : / = 4 : onde g, etc. Dans chaque onde
partielle, 1'equation (10.78) montre que le potentiel V(r) doit etre remplace
par un potentiel effectifVi(r) (figure 10.5)

Le terme 1(1 + l)/(2Mr2) est appele terme de barriere centrifuge. Ce terme
est aussi present en mecanique classique, ou 1'energie peut s'ecrire

vr est la vitesse radiale et u> la vitesse angulaire. Comme5 / = Mu;r2 et que I
est constant dans le cas d'une force centrale

5. Suivant notre convention habituelle, les lettres minuscules designent des quantites
classiques (nombres), ou des nombres quantiques.
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FlG. 10.5 - Potential effectif. Les lignes en trait plein representent les potentiels
V(r) et la barriere centrifuge 1(1 + l)/(2mr2) et les tirets leur somme, le potentiel
effectif Vi(r) dans 1'onde partielle de moment angulaire /.

Le terme /2/(2Mr2) correspond a la force centrifuge

Ce terme tend a eloigner la particule du centre de force et correspond a un
potentiel repulsif. En mecanique quantique, on remplacera pour chaque valeur
de 11'operateur L 2 par sa valeur propre /(/ + !), et au potentiel V(r) s'ajoutera
un potentiel repulsif 1(1 + l)/(2Mr2).

Toutes les fonctions ̂ im(r) de type (10.77) avec w/(r) solution de (10.78) ne
sont pas acceptables physiquement. En effet, si la fonction ijjim(r) represente
un etat lie, elle doit obeir a la condition de normalisation

Si if)im(r) represente un etat de diffusion, un comportement a I'infini en onde
plane + exp(i/cr)/r est acceptable (cf. (10.81)). Dans le cas d'un etat lie,
1'equation (10.78) possede en general a I fixe plusieurs solutions : en effet, cette
equation est identique a celle d'un probleme unidimensionnel dans 1'intervalle
[0, +00 [, car 0 < r < oo, le potentiel effectif et ant le potentiel Vi(r] (10.79). La
fonction d'onde radiale et 1'energie sont etiquetees par un nombre quantique
supplementaire n' : n' = 0,1, 2 , . . . La fonction d'onde et 1'energie seront
notees u n>/(r) et Enn. Si le potentiel V(r) est suffisamment regulier, on montre
que n' est egal au nombre de zeros, aussi appele nombre de nceuds, de la
fonction d'onde radiale un>i(r) (cf. § 9.3.3). Le nombre quantique n' classe
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les valeurs de 1'energie par ordre croissant

Nous verrons au chapitre 12 que les fonctions d'onde des etats de diffusion
sont etiquetees par le vecteur d'onde k

II est possible d'analyser le comportement des fonctions d'onde un>i(r) pour
r —» 0. En effet, dans tous les cas d'interet physique, le terme de barriere
centrifuge est le plus singulier lorsque r —> 0 et il controle le comportement
de uni(r) dans cette limite. Si 1'on suppose un comportement en loi de
puissances6

et que 1'on reporte dans (10.78), on obtient pour les deux termes les plus
singuliers en ra~2

ce qui implique

soit a = I + I ou a = —I. La seconde valeur est exclue car 1'integrale
dans (10.80) divergerait a 1'origine, sauf si I = 0. Cependant, pour / = 0,
une solution uo(r) occste, soit t^i(r) oc 1/r, bien que normalisable, n'est pas
acceptable car elle ne peut pas etre solution de 1'equation de Schrodinger ; en
effet

En resume, le comportement des fonctions d'onde radiales pour r —> 0 est

La fonction d'onde radiale s'annule a 1'origine. Ceci peut se comprendre
intuitivement : comme 0 < r < oo, tout se passe comme s'il y avait une
barriere de potentiel infinie a r = 0, et nous savons que dans ce cas (voir
§ 9.3.2) la fonction d'onde doit s'annuler. Toutefois, les solutions en r~l

peuvent etre utiles dans la resolution de 1'equation de Schrodinger lorsque
1'on se trouve dans une region ou r est strictement positif.

L'exemple de 1'atome d'hydrogene, etudie dans la sous-section suivante,
conduit a redefinir le nombre quantique radial

6. La loi de puissances dormant le comportement a 1'origine ne depend pas du nombre
quantique n' ou de k, et nous supprimons la dependance en n' ou en k.
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10.4.2 Atorne d'hydrogene
Les resultats de la sous-section precedente permettent d'aborder le calcul

des niveaux d'energie et des fonctions d'onde de 1'atome d'hydrogene, un
des quelques problemes physiques pour lesquels on dispose d'une solution
analytique. La masse M dans (10.78) est la masse de 1'electron me, ou plus
exactement la masse reduite ^ (exercice 8.5.6)

ou mp est la masse du proton. Nous conserverons neanmoins me dans les
equations, arm de souligner 1'ordre de grandeur (a 0.1 % pres !) de la masse
pertinente dans ce probleme. Le potentiel V(r) est le potentiel coulombien
attractif entre 1'electron et le proton

et 1'equation (10.78) devient

II est toujours conseille en physique de rendre les equations adimensionnelles
par des changements de variables appropries. Dans le present probleme,
1'unite de longueur naturelle est le rayon de Bohr (1.34) ao = l/(mee

2) et
1'unite d'energie le Rydberg (1.35) ROO — e2/(2ao) = mee

4/27. Ceci suggere
de definir les quantites sans dimensions x et en\

Dans la suite du calcul, nous nous limitons aux etats lies pour lesquels Eni < 0
et done eni > 0, ce qui explique le choix du signe moins. Definissant egalement

nous obtenons apres simplification par (2?neao)~1

Nous nous contenterons de determiner la solution dans le cas I — 0, c'est-a-dire
dans 1'onde s, en renvoyant le cas general a 1'exercice 10.7.9. Afin d'alleger
les notations, nous posons

7. Rappelons que nous avons choisi un systeme d'unites ou h = 1 : si Ton retablit h,
a0 = h2/(mee

2) et #00 = mee
4/(2h2).
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et (10.88) devient

D'apres la sous-section precedente, nous savons que v(x) oc x pour x —> 0.
Cherchons le comportement dominant pour x —> oo en negligeant le terme en
2/x. Nous avons alors8

Le comportement en exp(i/s x) est inacceptable car la fonction d'onde
ne serait pas normalisable, en raison de la divergence exponentielle.
Le seul comportement possible est en exp(—i/e x). Ann' d'integrer
I'information contenue dans le comportement a 1'infini, definissons une
nouvelle fonction f ( x ) par

Ce changement de fonction transforme I'equation differentielle pour v(x) en

Cherchons pour f ( x ) un developpement en puissances de x, sachant que
/(x) oc x pour x —> 0

L'equation (10.89) determine une relation de recurrence sur les coefficients a^

En remarquant que pour k — 1 le premier terme de I'equation precedente
s'annule et en reetiquetant k

L'annulation du coefficient de x^"1 donne une relation entre ak+i et dk

Si Ton fixe arbitrairement ai, tous les a/t se deduisent de ai. Pour k ^> 1 la
relation de recurrence est approximativement

8. En fait ce comportement n'est determine qu'a un polynome multiplicatif pres.
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et

Ce comportement entrame pour x —-» oo

qui rend la fonction d'onde non normalisable. La seule fagon d'eviter la
divergence exponentielle est que developpement (10.90) s'arrete pour une
valeur entiere k — n, ce qui ne peut se produire que si an = 1. Les valeurs
possibles de e sont done etiquetees par un entier n

et il en est de meme pour celles de 1'energie

L'exercice 10.7.9 montre que les energies possibles pour / ^ 0 sont de la forme

Les fonctions d'onde radiales vno(x) pour n = 1 et 2 des etats lies de 1'atome
d'hydrogene dans 1'onde s, normalisees a un, sont donnees par

La fonction d'onde radiale de 1'etat n = 2, / = 1 (onde p) est

En conclusion, nous avons obtenu le spectre de 1'atome d'hydrogene
(figure 10.6). On remarque que les niveaux sont degeneres, sauf dans le cas
n = I. Pour une valeur donnee de n, toutes les valeurs de I comprises entre
/ = O e t Z = n — 1 sont possibles, et la degenerescence est

Cette degenerescence est propre au potentiel coulombien. Le spectre de
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FlG. 10.6 - Spectre de 1'atome d'hydrogene.

1'electron externe d'un alcalin est qualitativement semblable a celui de
1'atome d'hydrogene (figure 10.7), mais il n'y a plus de degenerescence. En
mecanique classique, le potentiel coulombien presente aussi une particularite
remarquable : il est le seul, avec le potentiel harmonique V(r] oc r2, pour
lequel les trajectoires se referment sur elles-memes9. Dans les deux cas, cette
propriete du mouvement classique, ainsi que les degenerescences associees du
probleme quantique, ont pour origine une symetrie supplementaire. Cette
symetrie conduit a une loi de conservation supplementaire, celle du vecteur
de Lenz dans le cas coulombien.

9. Les deux comportements peuvent etre relies : cf. Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 11, exercice 3.
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FlG. 10.7 - Spectre de 1'atome de sodium.

10.5 Distributions angulaires
des disintegrations

10.5.1 Rotations de TT, parite, reflexion
par rapport a un plan

Dans cette section, nous nous proposons d'etudier les disintegrations d'une
particule C en deux particules A et B

Nous choisissons un referentiel d'inertie ou la particule C est au repos ;
les particules A et B partent done avec des impulsions opposees p et —p
respectivement. Les processus (10.97) comprennent les disintegrations (ou
transitions) radiatives, avec emission d'un photon : un niveau excite A* d'un
atome, d'une molecule ou d'un noyau atomique emet un photon 7 tandis que
le systeme passe dans un niveau d'energie inferieure A, qui peut etre ou non
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1'etat fondamental

Les etats A* et A peuvent aussi correspondre a des particules differentes,
comme par exemple dans la disintegration (exercice 10.7.17)

ou les particules S° et A° sont des particules neutres formees d'un quark up,
un quark down et un quark etrange.

L'invariance par rotation du hamiltonien responsable de la disintegration
entraine la conservation du moment angulaire, ce qui conduit a des contraintes
sur les amplitudes de disintegration et a des consequences importantes sur la
distribution angulaire des particules finales. Si le hamiltonien responsable de
la disintegration est invariant par parite, ce qui est le cas pour les interactions
electromagnetiques et fortes, mais non pour les interactions faibles, on
obtiendra des contraintes supplementaires. II est commode d'introduire
1'operateur 3^, produit d'une rotation de TT autour de 1'axe Oy et de Foperation
parite II (§ 8.3.3)

Cette operation n'est autre qu'une reflexion par rapport au plan xOz : y est
1'operateur de reflexion par rapport a ce plan. Etudions tout d'abord Faction
de Y. Get operateur transforme Jx en — Jx, Jz en — Jz et laisse Jy inchange

Examinons Faction de Y sur un etat \jm)

L'etat \jm) est done egal a j, — m) a un facteur de phase pres

car Y est unitaire et conserve la norme. Ce resultat n'est pas surprenant car
Faction de Y equivaut a renverser la direction de Faxe de quantification du
moment angulaire. Suivant une strategic deja mise en ceuvre dans le cas de
la parite, on utilise Faction de J+ pour relier a(j, m) a a(jf, m + 1)
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Comme Y est une rotation de TT, Y2 est une rotation de 2?r, Y2 = (— I)2-7 et

d'ou les deux solutions possibles

Les deux solutions sont identiques pour j entier, et pour j = 1/2 on verifie
sur (10.38) que la premiere solution est la bonne ; on peut montrer que c'est
aussi le cas pour tout j demi-entier. En fin de compte

10.5.2 Transitions dipolaires
Nous examinons dans cette sous-section les transitions radiatives du

type (10.98). Revenons tout d'abord sur la description de la polarisation
d'un photon que nous avions etudiee au chapitre 3, en la replagant dans le
cadre general du moment angulaire. Nous avions determine le generateur
infinitesimal des rotations de la polarisation lorsque la rotation se faisait
autour de la direction de propagation, prise comme axe Oz. Dans la base
des etats de polarisation lineaire x} et \y), ce generateur infinitesimal est
donne par (3.26)

En effet nous avons vu en (3.29) que exp(—i0£z) effectue une rotation
d'angle 0 de la polarisation dans le plan xOy, et on peut identifier Sz et
la composante z du moment angulaire du photon : £z = Jz. L'action de
1'operateur exp(—i#Ez) sur les etats de polarisation circulaire droite \D) et
gauche \G) (3.11) est d'apres (3.27)

ce qui prouve que les etats \D) et \G) ont des nombres quantiques magnetiques
m = l e t m = —1 respectivement10. Par ailleurs la description du champ
electromagnetique par un potentiel vecteur montre que le photon a un
caractere vectoriel, et done un spin 1, ce qui permet 1'identification de \D) et
\G) avec des etats \jm) (figure 10.8)

1'axe de quantification Oz du moment angulaire etant pris le long de la
direction de propagation du photon. La valeur de m est appelee I'helicite

10. Un argument equivalent consiste a remarquer que SZ|D) = |D) et que S2|G) = — |G).
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FlG. 10.8 - (a) Polarisation circulaire droite (b) Polarisation circulaire gauche.

du photon : m = +1 correspond a une helicite positive, m = — 1 a une
helicite negative. Comme a un moment angulaire 1 correspondent trois valeurs
possibles du nombre quantique magnetique, m — +1, m = 0, m = — 1, on
peut se demander ce que devient la valeur m = 0 dans le cas du photon.
Une analyse generale due a Wigner montre que pour une particule de masse
nulle et de spin j, les seules valeurs propres permises de Jz sont m = j
et m = —j, 1'axe Oz etant pris le long de la direction de propagation de
la particule. Lorsque la parite n'est pas une symetrie du hamiltonien, les
deux valeurs possibles sont independantes : si le neutrino avait une masse
nulle11, le neutrino, particule de spin j = 1/2, aurait toujours m = —1/2, et
1'antineutrino, particule differente, m = +1/2. Les interactions du photon,
qui sont les interactions electromagnetiques, conservent la parite, ce qui fait
que la meme particule peut avoir m = l e t m = —1.

II reste a verifier que la definition (10.103) correspond bien a une base
standard du moment angulaire. Nous aliens utiliser 1'operateur Y —
exp(—ijrJy) qui change la direction de propagation du photon. Son action
sur les etats de polarisation lineaire est (figure 10.9)

On en deduit Faction sur les etats de polarisation circulaire

La phase relative des etats |D) et G) correspond bien a celle d'une base
standard puisque d'apres (10.102)

Le choix (3.11) est aussi confirme par le fait que |D) et \G} sont donnes par les
memes combinaisons que composantes spheriques ri, f_ i et TQ (10.64) de f .

11. Ce qui a longtemps semble probable, mais apparemment n'est pas le cas :
exercice 4.3.6 et la note 4 du chapitre 1.
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FlG. 10.9 - Action de Y sur les etats de polarisation lineaire.

Appelons p 1'impulsion du photon, que nous choisissons comme axe Oz,
soit jjra) 1'etat de moment angulaire de A* — on dit souvent que 1'etat excite
a un spin j — , \j'm') 1'etat de moment angulaire du niveau final A, ou spin du
niveau final ^4, et |l/i) celui du photon. En raison de 1'invariance par rotation,
le moment angulaire est conserve dans la transition

ou S est le spin du photon et L le moment angulaire orbital. Projetant cette
equation sur Oz donne

II est facile de se convaincre que le nombre quantique magnetique du moment
angulaire orbital est nul : m/ = 0. En effet, la fonction d'onde spatiale du
photon est une onde plane

qui est invariante par rotation autour de Oz : la composante suivant Oz
du moment angulaire orbital doit etre nulle. On peut aussi remarquer que
d'apres (10.47)

La conservation du moment angulaire suivant Oz donne done

Si A et A* ont un spin nul (j = j' = 0), alors m = m' = 0 et les
equations (10.105) n'ont pas de solution : il n'y a pas de transition radiative
a un seul photon j = 0 —> / = 0, souvent appelee transition 0 ^ 0 . Les
transitions radiatives 0 —>• 0 ne sont possibles qu'avec 1'emission d'au moins
deux photons, et la probabilite d'une telle transition est defavorisee par une
puissance de la constante de structure fine a ~ 1/137.

Un cas plus interessant, et qui se presente souvent en pratique, est celui
ou j — I et j' = 0. Si le photon est emis suivant Oz avec une helicite p, = ±1,
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deux cas sont possibles, compte term de

Soit a Pamplitude de probabilite de (10.106), b celle de (10.107). II faut
bien comprendre qu'il s'agit de 1'amplitude de probabilite d'une transition,
analogue a celle calculee en (9.167), et non des amplitudes de probabilite
telles qu'elles sont definies dans le postulat II du chapitre 4. Le module carre
d'une amplitude de transition donne la probabilite de transition par unite
de temps. Les amplitudes a et & peuvent etre vues comme les elements de
matrice d'un operateur T, appele matrice de transition, calculable, au moins
formellement, en fonction du hamiltonien et qui a les memes symetrics que
le hamiltonien. Anticipant sur ce qui va suivre, on definit un angle 0 qui
est I'angle entre la direction d'emission prise dans le plan xOz du photon et
1'axe Oz, et on ecrit les amplitudes de transition a et b (dans (10.105) m! = 0
puisque j' = 0))

Si la parite est une symetrie du hamiltonien responsable de la transition, T
commute avec y (10.100) : comme les deux amplitudes a et b correspondent a
des transitions qui se deduisent 1'une de 1'autre par une reflexion par rapport
au plan xOz (figure 10.10 (a) et (b)), on doit avoir a = \b\. Pour determiner
la phase dans cette relation, on utilise

FlG. 10.10 - Emission de photons avec p \\ Oz. Les amplitudes (a) et (b) se
deduisent 1'une de 1'autre par reflexion par rapport au plan xOz. (c) Polarisation
lineaire du photon final. La charge q effectue un mouvement oscillant le long de Oz.
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ou rjx = ±1 est la parite d'une particule X : si la particule X a une impulsion
pet que Ton ecrit son vecteur d'etat \X,p)

La description du champ electromagnetique par un potentiel vecteur, qui est
un vecteur polaire, montre que la parite du photon est ??7 = — 1. Soit 77 =
flA^lA* '•> il 7 a deux cas possibles

Nous allons montrer que le premier cas est celui d'une transition dipolaire
electrique, le second celui d'une transition dipolaire magnetique12, par
comparaison avec le cas classique le plus simple, le rayonnement d'une charge
se deplagant le long de de Oz avec un mouvement harmonique. Le moment
angulaire classique de cette charge par rapport a 1'origine, et en particulier
sa composante suivant z, est toujours nul, et le cas quantique se rapprochant
le plus de cette situation est celui ou 1'etat excite A* possede un moment
angulaire nul suivant Oz, c'est-a-dire qu'il est dans 1'etat \j = 1, ra = 0). Afin
de comparer la distribution angulaire du photon avec celle du rayonnement
classique, il nous faut envisager le cas ou 1'angle d'emission du photon 0^0,
1'etat initial de 1'atome etant |10). On obtient 1'etat |D, 0} (\G,6)) du photon
par une rotation d'angle 0 autour de Oy a partir de \D, 6 = 0) (|<7,9 = 0})

L'amplitude d'emission dans la direction 9, par exemple pour un photon droit
et un etat initial \j = 1, m — 0), est

Nous avons utilise 1'invariance par rotation de T, introduit un ensemble d'etats
intermediaires dans le sous-espace j — 1, ̂ m |lm)(lm| et obtenu 1'element de
matrice de rotation grace a (10.39). Un calcul analogue donne pour 1'emission
d'un photon gauche

12. Ce resultat depend des conventions de signe utilisees pour les etats \D) et |G) ; on
trouve le signe oppose dans Feynman et al. [1965], volume III, section 18.1, en raison d'une
convention de signe differente dans la definition de \D}.
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Si la polarisation finale est lineaire, on peut la decomposer sur les etats13 x)
polarises dans le plan xOz et \y) polarises suivant Oy (figure 10.10 (c))

on deduit

Dans le cas dipolaire electrique a = b les photons sont polarises suivant Ox ;
dans le cas dipolaire magnetique ils sont polarises suivant Oy. C'est bien ce qui
correspond au cas classique : si Ton prend par exemple une charge animee d'un
mouvement d'oscillation harmonique suivant Oz, avec un moment angulaire
nul suivant Oz, le rayonnement est polarise dans le plan xOz. Au contraire,
un dipole magnetique donnerait un rayonnement polarise suivant Oy. Une
transition dipolaire electrique correspond a r\ = — 1, et done a un etat initial et
final ayant des parties opposees, tandis qu'une transition dipolaire magnetique
correspond a un etat initial et un etat final ayant la meme parite. Dans les
deux cas, la distribution angulaire est en sin2 9.

10.5.3 Disintegrations : cas general

Revenons a la disintegration generale a deux corps (10.97), en appelant
JAi JB et jc les spins des particules A, B et C. Definissons les amplitudes de
transition pour un etat initial \jcmc) de la particule C vers les etats finaux
[JAW-A] et \JBmB) des particules A et B, et supposons la particule A emise
avec une impulsion p dirigee suivant une direction (9, 0)

Si la particule A est emise dans la direction p = (9, (/>), 1'etat

est le transforme de Im^ra^; (9 = 0, <j> = 0)} par la rotation (0, 0) qui amene
1'axe Oz sur la direction p. II faut souligner, que dans cet etat, nous avons
choisi 1'axe de quantification du moment angulaire suivant p, et que m^ et
niB sont les valeurs propres de (J - p), et non Jz (figure 10.11). Lorsque la
particule A est emise dans la direction Oz : 9 — (f) = 0, la conservation de la

13. Les etats |x) et \y) sont definis par rapport a la direction p de propagation :
figure 10.10(c).
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FIG. 10.11 Disintegration C -»• A + B.

composante z du moment angulaire implique, comme dans le cas de la sous-
section precedente, que me = niA + m.B • Les seules amplitudes de transition
non nulles sont

En reprenant le raisonnement utilise dans (10.111)

Si la parite est conservee dans la disintegration

our} = rjA.il BT/C est le produit des parites des trois particules. La conservation
de la parite divise par deux le nombre d'amplitudes independantes.
Les amplitudes definies dans (10.118) sont appelees amplitudes d'helicite.
Toutefois, il faut prendre garde au fait que 1'axe de quantification du
moment angulaire de la particule B est souvent pris suivant la direction
de son impulsion, soit —p, ce qui fait que rriQ —> —ms- Les nombres
quantiques magnetiques m^ et — ra# (avec notre definition) sont les helicites
des particules A et B.
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10.6 Composition de deux moments angulaires

10.6.1 Composition de deux spins 1/2

Nous avons construit au § 6.1.2 1'espace a quatre dimensions Hi ® 7Y2

produit tensoriel des espaces a deux dimensions de deux spins 1/2, Si et S%.
Une base possible de cet espace est formee des vecteurs propres EIE?}, e = ±,
de Siz et de S^z

Les grandeurs physiques diagonales dans cette base sont S2, 5|, S\z et S^z

Cette base correspond au choix suivant d'un ensemble complet d'operateurs
compatibles: {5j, Sf, Siz> $2z}- H est possible de former une autre
base interessante en considerant le moment angulaire total S obtenu en
additionnant Si et 82

S est bien le moment angulaire total, car il permet de construire le generateur
infinitesimal dans 1'espace produit tensoriel Hi ® H% d'une rotation 7^(0)
d'angle 0 autour d'un axe n

ou nous avons utilise [£1,62] = 0. Comme S% et S% sont des operateurs
scalaires, ils commutent avec 5, et un autre ensemble d'operateurs compatibles
est {Si,S2,S2,Sz} ; nous verifierons ulterieurement que cet ensemble est
aussi complet. Cherchons les vecteurs de base de ce nouvel ensemble. Posant
1,1} = | + +} on verifie

Cette derniere equation definit le vecteur unitaire |1,0), qui verifie

Enfin
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Ces equations montrent que les trois vecteurs

forment une base standard pour un moment angulaire 1. II suffit de verifier
les proprietes de la base standard pour Sz et SL, car S+ = S_ et S2 —
^(S+S- + S-S+) + S%. Le calcul ci-dessus montre que Ton a bien construit
une base standard, par exemple

II faut enfin, pour obtenir une base de "H\ ® /H^-! construire un quatrieme
vecteur orthogonal aux trois autres

Ce vecteur n'est autre que le vecteur |<J>) (6.15). Ce vecteur etant invariant
par rotation correspond a un moment angulaire zero, et on peut verifier
explicitement que

En resume, en composant deux moments angulaires 1/2, nous avons obtenu
un moment angulaire s = I et un moment angulaire s — 0. Une base standard
de S 2 et de Sz est formee des vecteurs correspondant a s = 1

Comme nous avons trouve quatre vecteurs orthogonaux, ces vecteurs forment
une base de 'H\§§'Hi et 1'ensemble des operateurs compatibles \S\, 5"|, S 2, 5Z},
ou simplement {S2,SZ}, est bien complet. Les etats 5 = 1 sont appeles etats
triplets et 1'etat s = 0 etat singulet.

Comme application, retrouvons les resultats de 1'exercice 6.4.5, ou nous
avions a diagonaliser 1'operateur (a\ • 0*2). Get operateur est diagonal dans la
base{52,5J. Eneffet

ou
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L'operateur a\ -<J2 est egal a / dans 1'etat triplet et a —31 dans 1'etat singulet.
On en deduit les projecteurs V\ et PQ sur les etats triplet et singulet

d'ou

L'operateur a\ -a<2 est un operateur scalaire qui commute avec 5, mais non avec
les operateurs de spin individuels S\ et S?. On remarque aussi que les etats
triplets sont symetriques (c'est-a-dire qu'ils ne changent pas de signe) dans
la permutation des spins 1 et 2, tandis que 1'etat singulet est antisymetrique
dans cette permutation.

10.6.2 Cas general : composition de deux moments
angulaires Ji et J2

Nous allons generaliser ce qui precede a la composition de deux moments
angulaires Ji et J%. Le raisonnement utilise en (10.124) peut etre repete pour
montrer que J — J\ + J<2 est le moment angulaire total. Suivant la sous-section
precedente, nous construisons 1'espace produit tensoriel a (2ji + 1) x (2J2 + 1)
dimensions

Une base possible de cet espace est constitute des vecteurs propres

communs

Cette base correspond a 1'ensemble complet d'operateurs qui commutent
{J^, Jli Jiz, J-2z}- Nous allons construire une autre base de £, celle ou
les operateurs (J^, J^? ^ 2 ? Jz} sont diagonaux. Nous partons des deux
observations suivantes :

• Tout vecteur |jiJ2^i"^2) egt vecteur propre de Jz avec la valeur propre
ra = mi + m?,.

• Si une valeur de j est possible, on doit avoir par application de J+ et J_
une serie de (2j + 1) vecteurs \jm). A priori, on pourrait meme avoir
plusieurs series de vecteurs de ce type, et nous noterons N(j) le nombre
de ces series pour une valeur de j donnee.
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FlG. 10.12 - Composition de deux moments angulaires.

Soit n(m) la degenerescence de la valeur propre ra de Jz. Comme m
apparait si et seulement si j > |m|, on aura (figure 10.12)

et par consequent

Mais n(ra) est egal au nombre de couples (mi,7712) tels que m = mi + m^.
En supposant par exemple j\ > j%

On en conclut

et N(j) = 0 dans tous les autres cas. Pour tenir compte du cas J2 > ji,
il suffit de remplacer (ji — fa] par \ji — j2\. Nous pouvons done enoncer le
theoreme suivant.

Theoreme de composition des moments angulaires. Dans 1'espace produit
tensoriel

1. Les valeurs possibles de j sont

2. A chaque valeur de j correspond une seule serie de vecteurs propres \jm)
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II est instructif de verifier que la dimension de £ est bien correcte (ji > fa}

dim

On passe de la base orthonormee ^famim?} a la base orthonormee \jm)
par une transformation unitaire. Les elements de la matrice unitaire qui
effectue cette transformation sont appeles coefficients de Clebsch-Gordan (C-

qui ne peuvent etre differents de zero que si m = m\ + m<2 et si \ji — fa\ ̂
j ^ ji + fa. On choisit la convention de phase suivante

et on peut alors montrer par application de J_ que tous les C-G sont reels. Les
coefficients de Clebsch-Gordan sont les elements d'une matrice unitaire reelle,
les indices matriciels etat (m\m-2} et (jm). Us verifient done les conditions
d'orthogonalite

et inversement

Les equations (10.125) et (10.126) donnent des exmples de C-G

Comme application de la composition des moments angulaires, etudions le
couplage spin-orbite : en raison d'effets relativistes, le moment angulaire
orbital et le spin d'un electron atomique, par exemple 1'electron de 1'atome
d'hydrogene ou 1'electron de valence d'un alcalin, ne sont pas independants,
comme nous le verrons au § 14.2.2. Le moment angulaire total de 1'electron
est la somme de son moment angulaire orbital L et de son spin S
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Les valeurs possibles de j sont done j — I + 1/2 et j = I — 1/2 (sauf si / = 0,
auquel cas j' = s = 1/2). Le moment angulaire orbital et le spin sont couples
par un potentiel spin-orbite

Ce potentiel prend des valeurs differentes selon que j = I +1/2 ou j = I — 1/2 ;
en effet

soit

ce qui donne pour le potentiel spin-orbite

10.6.3 Composition des matrices de rotation

La loi de composition des moments angulaires se reflete dans une loi de
composition des matrices de rotation. Considerons les elements de matrice de
1'operateur de rotation U(TV) entre les etats jm) et \jm'} du type (10.132)

(

Compte tenu des relations d'orthogonalite (10.133) et (10.134) des C-G, on
peut inverser (10.139)

Cette equation peut etre interpreted de la maniere suivante : dans 1'espace
" i , on forme la matrice A(7£), produit tensoriel de D^l\TV) et
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Par un changement de base effectue grace a une matrice unitaire dont les
elements sont les coefficients de C-G C1^^ -m, la matrice

devient une matrice diagonale par blocs

En termes mathematiques, ceci s'appelle reduire le produit de deux
representations D^ et D^ du groupe de rotation en composantes
irreductibles

10.6.4 Theoreme de Wigner-Eckart
(operateurs scalaires et vectoriels)

Nous avons donne au § 8.2.3 la definition d'un operateur scalaire S : c'est
un operateur qui commute avec J : [S, J] = 0. Examinens les elements de
matrice (j'm'\S\jm) de S dans une base standard du moment angulaire

De plus

La quantite (j\\S \j) est appelee element de matrice reduit de S.
Nous passons maintenant aux operateurs vectoriels V, dont nous avons

donne la definition en (8.33) : les composantes cartesiennes Vk d'un operateur
vectoriel se transforment par rotation suivant la loi

En considerant des rotations infinitesimales, nous en avions deduit les relations
de commutation avec les composantes du moment angulaire
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Les equations (10.143) et (10.144) sont strictement equivalentes et peuvent
servir 1'une comme 1'autre pour definir un operateur vectoriel. II est commode
d'utiliser les composantes spheriques Vq de V

Ces composantes sont aussi appelees composantes standard de V, car dans
le cas ou V est 1'operateur position, V = R, les composantes f i , fo et f_i
du vecteur f ne sont autres que les harmoniques spheriques 1̂  et Y® a un
facteur ^/3/47r pres (cf. (10.64)). Ceci implique d'apres (10.65) la loi de
transformation

La loi de transformation des composantes spheriques de V est done14

On pourrait naturellement verifier cette expression en utilisant les formules
explicites pour D^ et la definition des composantes spheriques.

Notre objectif est de relier les elements de matrice des diverses
composantes d'un operateur vectoriel entre des etats jm). Pour ce faire,
examinons les proprietes de transformation par rotation du vecteur | Ijqm) =
Vq\jm}

Les vecteurs \~Ljqm) se tranforment par rotation exactement de la meme fagon
que les vecteurs \jiJ2rm-irn2) avec j\ = 1, J2 = JSmi — 9) m2 — m- On peut
done construire des vecteurs

qui se transforment par rotation suivant la loi

Cette equation montre que les vecteurs \jm) ferment une base standard de
1'espace £(J), a un facteur global multiplicatif pres. Ces vecteurs ne seront

14. On remarquera que 1'ordre f/, C/t, ainsi que 1'ordre des indices, sont differents de
ceux de (10.143).
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pas en general normalises a un, mais ils auront une norme identique, quel que
soit m

Inversant (10.148)

d'ou

Definissant 1'element de matrice reduit

on obtient le theoreme de Wigner-Eckart pour les operateurs vectoriels

Toute la dependance dans les nombres quantiques magnetiques ra, m' et q est
contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan CJ^.7-/m/, que 1'on trouve dans
des tables. A j fixe, les seules valeurs possibles de j' sont j' = j — 1, j, j +
1. Ce theoreme se generalise aux operateurs tensoriels irreductibles : voir
1'exercice 10.7.18.

Comme application, calculons les elements de matrice d'un operateur
vectoriel lorsque j = j', en utilisant le fait que J est un operateur vectoriel
dont les elements de matrice obeissent a (10.149)

II en decoule une relation de proportionnalite pour les composantes
cartesiennes \4

Pour evaluer la constante K, nous calculons le produit scalaire J • V, qui est
un operateur scalaire
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En combinant ces equations on obtient pour les elements de matrice de Vk

Comme (J • V) est un operateur scalaire, (jfn\(J • V)\jm) est independant de
m et egal a 1'element de matrice reduit 0'||(J • ̂ )||j}-

10.7 Exercices

10.7.1 Proprietes de J

Verifier par un calcul explicite que [J2, Jz] = 0. Verifier egalement les
identites (10.5) a (10.9).

10.7.2 Rotation d'un moment angulaire
Soit 72. la rotation (10.30) d'angles (0,0). Verifier que le vecteur

est vecteur propre de 1'operateur

avec la valeur propre m ; n est le vecteur unitaire dans la direction (0,0).
Suggestion : adapter (8.29).

10.7.3 Rotations (0,0)

Montrer que 1'on peut ecrire la rotation (10.30) 7£(0, 0) sous la forme

ou Oy' est 1'axe obtenu a partir de Oy par une rotation de 0 autour de Oz.
Suggestion : montrer

10.7.4 Moments angulaires
1. Retrouver a partir de (10.23) les operateurs 5X, Sy et Sz du spin 1/2.

2. Toujours a partir de (10.23), calculer les matrices 3 x 3 representatives de
Jx, Jy et Jz pour le moment angulaire j = 1.

3. Montrer que pour j = 1, Jx,Jy,Jz sont relies aux generateurs
infinitesimaux (8.26) Tx,Ty,T2 par la transformation unitaire qui fait passer
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des composantes cartesiennes de f a ses composantes spheriques (10.64) :
Ji = U^TiU avec

4. Calculer la matrice de rotation d^(6)

et verifier (10.39). Suggestion : montrer que

10.7.5 Moment angulaire orbital
1. Utiliser les relations de commutation canoniques

et 1'expression L = R x P pour montrer

2. Demontrer les equations (10.47) a (10.49). Suggestion : montrer que pour
une rotation infinitesimale d'angle da autour de Ox, les angles 0 et </> varient
de

En deduire Lx et Ly = \{LX, Lz].

3. Comme Lz — —id/d(f), on pourrait s'attendre a une inegalite de Heisenberg

Or dans un etat propre de Lz ou m est fixe, ALZ — 0, tandis que A0 < 2yr,
puisque 0 < </> < 2?r et 1'inegalite de Heisenberg est violee dans cet etat. Ou
est la faute de raisonnement ? Suggestion : voir 1'exercice 7.4.3, question 2.
Pourquoi le raisonnement de 1'exercice 9.7.1 est-il en defaut ?

10.7.6 Relation entre les matrices de rotation
et les harmoniques spheriques

1. Soit (p(r) = y>(x,y,z) la fonction d'onde d'une particule. Montrer que

et en deduire que si une particule est localisee sur 1'axe Oz, la composante
z de son moment angulaire orbital est nulle. Interpreter qualitativement ce
resultat.
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2. On suppose que le moment angulaire orbital de la particule est I et on
ecrit sa fonction d'onde comme le produit d'un harmonique spherique et d'une
fonction d'onde radiale gi(r) qui ne depend que de r — \f\

On s'interesse uniquement a la partie angulaire. En utilisant

ou 72. est la rotation d'angles (0,</>), montrer que

On peut montrer que le coefficient de proportionnalite est

10.7.7 Independance de 1'energie par rapport a ra
En supposant le potentiel V(r) invariant par rotation, soit ipim une solution

de 1'equation de Schrodinger independante du temps

Utiliser la relation de commutation [L+,H] = 0 pour montrer que 1'energie
Eim est en fait independante de ra.

10.7.8 Puits spherique
1. Soit le potentiel V(r) a symetrie spherique (voir la figure 12.4)

appele puits spherique. Etablir 1'equation donnant les etats lies dans 1'onde s
(1 = 0). Y a-t-il toujours un etat lie ? Comparer avec le cas du puits a une
dimension.

2. On modelise le potentiel neutron-proton par un puits spherique de rayon
R c± 2 fm. II existe un seul etat lie neutron-proton dans 1'onde s, le deuteron15,
dont 1'energie de liaison est B ~ 2.2MeV. Calculer la profondeur Vb du puits
necessaire pour qu'il y ait juste un etat lie. Comparer VQ avec 1'energie de
liaison et montrer que VQ ̂ > B.

3. Trouver les niveaux d'energie dans 1'onde s d'une particule dans le potentiel

15. En fait le deuteron a ausssi une petite composante d'onde d.
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10.7.9 Atome d'hydrogene pour I ^ 0
1. Ecrire 1'equation qui generalise (10.89) lorsque le moment angulaire orbital
/ T^ 0. En deduire que Ton doit rajouter a (10.91) le terme

2. Montrer la relation de recurrence

et en deduire

et par consequent 1+1 < k < n. Montrer que le spectre de 1'atome d'hydrogene
est donne par (10.93).

10.7.10 Elements de matrice d'un potentiel
L'electron externe d'un atome est suppose dans un etat p (I = I). Sa

fonction d'onde est

II est plonge dans un potentiel exterieur de la forme

ou A et B sont des constantes.

1. Montrer sans calculs que la matrice representative de V dans la base \lm)
est de la forme

les lignes et les colonnes etant rangees dans 1'ordre m', m — 1,0, — 1.

2. Determiner les valeurs propres et vecteurs propres de V. Montrer que
(Lz] = 0 dans un etat propre de V.

3. Utiliser (10.63) oour calculer exolicitement a, 0 et T en fonction de A,
B et
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10.7.11 Equation radiale en dimension d = 2

On se propose d'ecrire 1'equivalent de 1'equation (10.78) lorsque 1'espace
est a deux dimensions et le potentiel invariant par rotation. L'equation de
Schrodinger independante du temps est

On utilise les coordonnees polaires dans le plan xOy

On rappelle 1'expression du laplacien en coordonnees polaires

et 1'expression du moment angulaire

1. Montrer que les fonctions propres de Lz sont de la forme exp(ira#).

2. On cherche des solutions de 1'equation de Schrodinger de la forme

Montrer que unm(r) et Enm verifient 1'equation radiale

Quelle est 1'interpretation de n ? Quel est le comportement de unm(r) lorsque
r - ^ 0 ?

10.7.12 Propriete de symetrie des matrices d^

En utilisant 1'operateur Y (10.100), demontrer la propriete de symetrie
des matrices de rotation d^ ((3)
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10.7.13 Diffusion de la lumiere
1. On reprend 1'etude de la transition radiative A* —> A + 7 avec j =
j(A*) = 1 et j' = j ( A ) = 0. Determiner dans le cas dipolaire electrique
les amplitudes de transition pour un etat initial m — 1 lorsque les photons
polarises circulairement sont emis dans le plan xOz avec une impulsion p
faisant un angle 0 avec 1'axe Oz

2. On suppose que des photons d'impulsion p \ Oz arrivent sur 1'atome dans
son etat fondamental A. L'atome absorbe le photon et est porte dans son
etat excite A*; il revient dans son etat fondamental en emettant un photon
dans une direction du plan xOz faisant un angle 9 avec Oz. On appelle b
1'amplitude d'absorption d'un photon de polarisation circulaire droite D

Montrer que si les transitions sont dipolaires electriques, on a aussi

Soit CP^P' (9) 1'amplitude de transition pour la diffusion d'un photon initial de
polarisation circulaire P (P — D ou G) sous un angle 9 avec une polarisation
finale P'. Montrer que

ou le signe (+) correspond a P = P' et le signe (—) a P ^ P'. En deduire
pour une polarisation lineaire x] du photon initial et pour des polarisations
lineaires \x'} ou y) du photon diffuse, definies par rapport a la direction de
propagation de ce photon

Donner une analogie classique qui conduit egalement a une distribution
angulaire en cos2 9 avec un rayonnement polarise dans le plan xOz.

10.7.14 Mesure du moment magnetique du A°
La particule A° est une particule de charge nulle, de masse M ~

1115MeV/c2, de spin 1/2 et de vie moyenne r ~ 2.5 x 10~10s. Un de ses
modes de disintegration principaux (66 % des cas) est
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ou le proton a spin 1/2 et le meson TT~ spin 0.

1. Dans le referentiel ou le A° est au repos, on suppose le proton emis avec
une impulsion p dans la direction Oz, choisie comme axe de quantification du
moment angulaire. Soit m la projection suivant Oz du spin du A° et m' celle
du proton. Pourquoi doit-on avoir m = m' ? Soit a et b les amplitudes de
probabilite des transitions

Montrer que |a| = |6| si la parite est conservee dans la disintegration.
Suggestion : examiner 1'action d'une reflexion par rapport au plan xOz.

2. Le proton est maintenant emis avec une impulsion p parallele a une
direction n du plan xOz, faisant un angle 0 avec Oz. Soit m' la projection du
spin du proton sur la direction n et am/m(0) 1'amplitude

Exprimer

en fonotion de a, b et 6.

3. On suppose que le A° est produit dans un etat de spin m = 1/2. Montrer
que la distribution angulaire du proton est de la forme

Calculer a en fonction de a et b. L'experience montre que

Que peut-on en conclure sur la conservation de la parite dans la
disintegration ?

4. Le A° est produit en bombardant une cible de protons au repos par un
faisceau de mesons TT~ dans la reaction (figure 10.13)

Par conservation de 1'impulsion, p^-, p^° et PK° sont situes dans un meme
plan. On choisit pour axe Oz une perpendiculaire a ce plan
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FlG. 10.13 — Cinematique de la production du A°.

et comme axe Oy la direction p^° de 1'impulsion du A°. Sachant que la parite
est conservee dans la reaction de production et que les protons cibles ne sont
pas polarises, montrer que si S est 1'operateur de spin du A°, alors les valeurs
moyennes des composantes Sx et Sy sont nulles: (Sx) = (Sy} — 0.

5. On suppose pour simplifier16 que (Sz} = 1/2 et que tous les A° ont la meme
duree de vie r et se desintegrent au meme point. Le systeme est plonge dans
un champ magnetique B uniforme et constant parallele a Oy. Le A° possede
un moment magnetique jl relie a son spin S par un facteur gyromagnetique 7:
fl = jS. Decrire qualitativement le mouvement du spin du A°. Determiner
son orientation au moment de la disintegration en fonction de r, de B et 7.
Montrer que la distribution angulaire du proton emis dans la disintegration est

avec

ou les angles 9 et </> sont les angles polaire et azimutal de 1'impulsion du
proton. Quelle est la valeur de I'angle A ? En deduire que la determination
de w(0, 0) permet de mesurer le facteur gyromagnetique 7. On negligera la
courbure de la trajectoire du proton due au champ magnetique ainsi que les
transformations des angles dues au mouvement du A°.

10.7.15 Production et disintegration du meson p+

1. Le meson p+ est une particule de spin 1 qui se desintegre en deux mesons TT,
particules de spin 0

16. En fait |{S2)| < 1/2 et on doit faire appel au formalisms de 1'operateur densite.
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On choisit de se placer dans im referential ou le meson p+ est au repos ;
on suppose que son spin est quantifies suivant 1'axe Oz et qu'il se trouve
initialement dans 1'etat de spin |lm), m = —1,0,1. Soit

1'amplitude de transition pour la disintegration du meson p+ dans 1'etat
initial |lm) avec emission du meson TT+ dans la direction d'angles polaire
et azimutal (#,0). Montrer que 1'on peut ecrire

Quelle est la signification physique de a ? En deduire la distribution angulaire
Wm(0><^) du meson TT+, c'est-a-dire la probabilite d'emission du meson TT+

dans la direction (#, 0) lorsque le meson p+ est initialement dans 1'etat |lm).
Montrer que Wm(0, 0) est independant de (j> (pourquoi ?) et donner son
expression explicite en fonction de 9 pour les trois valeurs dem, m = —1,0,1.

2. Si 1'etat initial du meson p+ est une combinaison lineaire d'etats Ira)

quelle sera la distribution angulaire

3. En general le meson p+ n'est pas produit dans un etat pur, mais dans un
melange decrit par un operateur densite p

Montrer que la distribution angulaire est alors

4. Le meson p+ est produit dans la reaction : meson TT+ (pi)+proton(p = 0)
—>• meson p+(p2)+proton(p3), ou pi denote 1'impulsion des particules. On
choisit pour axes Oz la normale n au plan de la reaction

La parite IT est conservee dans cette reaction et on suppose que les protons
cibles ne sont pas polarises. Montrer que la valeur moyenne {J) — Tr(pJ) du
spin du meson p+ est dirigee suivant n : (J) = en. En deduire
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Utiliser le fait que 1'etat initial de la reaction de production est invariant dans
1'operation

pour montrer que p commute avec les rotations d'axe Oz

ce qui peut s'ecrire

p ne depend en fait que de quatre parametres reels et a la forme d'un damier

10.7.16 Interaction de deux dipoles
Le hamiltonien d'interaction de deux dipoles magnetiques portes par des

particules de spin 1/2 s'ecrit

ou f est le vecteur joignant les deux dipoles et a\ et <72 les matrices de Pauli
des deux particules. Soit

le spin total. Montrer que

et que Q4 = Q2 : Q2 est un projecteur. En deduire que
que les valeurs propres de 612 sont 0, 2 et —4.

10.7.17 Disintegration du E°
La particule S°, formee d'un quark up, d'un quark down et d'un quark

etrange, de masse 1192 MeV/c2 et de spin 1/2, se desintegre par une transition
radiative en une particule A°, egalement formee d'un quark up, d'un quark
down et d'un quark etrange, de masse 1115MeV/c2 et de spin 1/2

Le S° est suppose au repos, son spin quantifies suivant Oz et la projection de
son spin sur cet axe est m; 1'impulsion p du photon est situee dans le plan
xOz et fait un angle 0 avec 1'axe Oz.
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1. On suppose d'abord que le photon est emis dans la direction Oz (9 = 0).
Si m' est la projection du spin du A° sur Oz, montrer que les amplitudes non
nulles sont (T est 1'operateur de transition)

tandis que

autrement dit m' = m est interdit et les transitions permises correspondent
am' = —m quand 9 = 0. La notation (D, G) specific 1'etat de polarisation
circulaire droite (D} ou gauche (G) du photon.

2. L'operateur de transition T est invariant dans 1'operation parite. En
deduire |a| = |6|. Si r\ est le produit des parites du E° et du A°, aussi appele
parite relative des deux particules

montrer que a = r]b. L'experience montre que r\ = 1, et done a = b.

3. On suppose que la valeur initiale de la projection du spin du E° est
m = 1/2. Soit a^ (0) et OQ (6) les amplitudes de transition ou m' est la
projection du spin du A° sur la direction de p : c'est done la valeur propre
de S • p. Calculer a^ et OQ en fonction de a et 9. Quelles sont les valeurs
permises pour m' ?

10.7.18 Operateurs tensoriels irreductibles

Un operateur tensoriel irreductible d'ordre fc, T^ possede (2k + 1)
composantes T^

et se transforme par une rotation 7£ suivant

Montrer que le vecteur
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se transforme par rotation comme un vecteur ^ij^mim^} avec j\ = fc, J2 =
j, mi = g, rri2 = m. En passant par 1'intermediaire des vecteurs

montrer la forme generale du theoreme de Wigner-Eckart

et en deduire

10.8 Bibliographie

La presentation de ce chapitre, inspiree par celle de de Feynman
et al [1965], volume III, chapitres 17 et 18, met particulierement 1'accent sur
les proprietes et 1'utilisation des matrices de rotation. Pour une presentation
plus classique, on se reportera a Messiah [1959], chapitre XIII, Cohen-
Tannoudji et al. [1973], chapitre VII ou Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 10. On trouvera de nombreuses applications a la physique des
particules elementaires dans le livre de S. Gasiorowicz, Elementary Particle
Physics, J. Wiley, New-York (1966) ; le chapitre 4 de ce livre expose aussi
1'analyse de Wigner fondee sur 1'invariance par le groupe de Poincare, qui
montre en particulier qu'une particule de masse nulle a seulement deux etats
d'helicite. Sur ce dernier sujet, voir aussi Weinberg [1995], chapitre 2.
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Chapitre 11

Oscillateur harmonique

L ) OSCILLATEUR HARMONIQUE est un systeme d'une grande importance en
mecanique classique, car il decrit les petites oscillations de systemes

physiques autour d'une position d'equilibre stable ; son importance n'est pas
moindre en mecanique quantique. Pour fixer les idees, et arm de prendre
1'exemple simple d'un mouvement a une dimension, examinons le cas d'une
molecule diatomique dont les deux noyaux ont des masses mi et m<2. On
prend pour axe des x la droite joignant les deux noyaux et on note x =
Xi — x<2 la coordonnee de la particule relative (exercice 8.5.6). A 1'equilibre,
les deux noyaux se trouvent a une distance x = XQ. En physique classique, le
hamiltonien de la particule relative s'ecrit

ou m = mira2/(mi + 7712) est la masse de la particule relative. Developpons
V(x) au voisinage de x = XQ :

La constante V(XQ) est en general sans interet et on peut la prendre egale
a zero par une redefinition du zero d'energie. Comme XQ est une position
d'equilibre, V'(XQ) = 0, et si cette position d'equilibre est stable, V"(XQ) > 0.
Posant

le hamiltonien (11.1) devient

ou (jj est la frequence des oscillations autour de la position d'equilibre.
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Nous venons d'introduire 1'exemple le plus simple, celui d'un oscillateur
isole, dont le traitement quantique fera 1'objet de la section 11.1 dans une
base particuliere, celle des etats propres de 1'energie. Une autre « base », celle
des etats coherents, sera examinee dans la section suivante. Elle trouve de
nombreuses applications en optique quantique. Un cas un peu plus complexe
est celui des oscillateurs couples, qui jouent aussi un role important. Un
exemple en sera donne dans la section 11.3, ou sera etudie un modele simple
de vibrations dans un solide qui permettra d'introduire le concept de phonon.
La generalisation aux photons sera egalement traitee dans une configuration
simple.

II peut sembler surprenant de trouver dans la derniere section de ce
chapitre 1'etude du mouvement d'une particule chargee dans un champ
magnetique. Nous verrons que dans le cas d'un champ magnetique constant,
les equations du mouvement se ramenent a celles d'un oscillateur harmonique.
L'etude des niveaux d'energie dans un champ magnetique, ou niveaux
de Landau, sera precedee d'une definition de 1'invariance de jauge locale,
qui fixe la forme de 1'interaction d'une particule chargee avec le champ
electromagnetique.

11.1 L'oscillateur harmonique simple

11.1.1 Operateurs de creation et d'annihilation

Notre point de depart sera le hamiltonien (11.2). Ce hamiltonien se
transpose en mecanique quantique si 1'on interprete les quantites p et q comme
des operateurs : p —> P, q —>• Q et si 1'on impose les relations de commutation
canoniques

Comme souvent en physique, il est utile de definir des quantites sans
dimensions, et nous introduirons les operateurs P et Q par

qui obeissent a relation de commutation

Nous allons construire les vecteurs propres de H par une methode algebrique,
suivant 1'esprit de celle qui a ete utilisee pour le moment angulaire. Le
principe de cette methode consiste a introduire des operateurs a et a^, appeles
respectivement operateur d'annihilation (ou de destruction) et operateur de
creation de Poscillateur harmonique, qui feront passer d'une valeur propre de
H a une autre, tout comme J_ et J+ font passer d'une valeur propre de Jz a
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une autre. Nous definissons done les operateurs1

Un calcul immediat permet d'etablir les relations de commutation de a et a^

ainsi que trois expressions utiles de H

Nous avons introduit 1'operateur AT, ou operateur nombre de particules2

qui verifie les relations de commutation suivantes avec a et of

Compte tenu de (11.9), il est equivalent de diagonaliser N ou H.

11.1.2 Diagonalisation du hamiltonien

Supposons que nous ayons trouve un vecteur propre z/} de N,
normalisable, mais pas necessairement unitaire, de valeur propre v

On doit avoir v > 0 : en effet

ce qui implique que si v — 0, alors a v) — 0. Dans le cas contraire, a v) est
un vecteur de norme carree t/(i/|z/), et c'est un vecteur propre de TV avec la
valeur propre (y — 1), car, en utilisant (11.11)

1. Afin de nous conformer aux notations usuelles, nous derogeons a notre regie selon
laquelle les operateurs sont notes par des lettres majuscules.

2. Cette terminologie sera justifiee au § 11.3.1.
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Enfin cfi\v} est certainement un vecteur non mil, de norme carree (v-\-\}(v\v},
et c'est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v + 1). En effet, d'une
part

et d'autre part

Si v > 0, nous avons vu que a\v) est vecteur propre de N avec la valeur propre
(y — 1). Si (v — 1) = 0, a2 v) = 0. Si (y — 1) > 0, on peut construire le vecteur
non nul a2)^), de valeur propre (y — 2), et continuer le processus si (v — 1] > 0.
La suite des vecteurs

est une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres

Ceci montre que v est necessairement un nombre entier. Sinon, pour p
suffisamment grand, (y — p) deviendrait negatif et le vecteur ap|z/) serait de
norme negative. II est done necessaire que la serie s'arrete pour une valeur
entiere v — p telle que le vecteur ap+1|f) = 0.

La suite des vecteurs

forme une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres

En resume, les valeurs propres de N sont des nombres entiers :

On note |n) les vecteurs propres de TV correspondant a la valeur propre n

ou de fagon equivalente pour H

Les valeurs propres En de 1'energie etiquetees par 1'entier n sont de la forme
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Contrairement au cas de 1'oscillateur classique, le niveau d'energie £"0 du
fundamental n'est pas zero, ce qui correspondrait a une particule immobile a
1'equilibre, mais EQ — hw/2 : c'est I'energie de point zero de 1'oscillateur
harmonique. On peut en donner une explication qualitative grace aux
inegalites de Heisenberg (exercice 9.7.4). II ne faut surtout pas confondre le
vecteur propre |0) de 1'etat fondamental et le vecteur nul de 1'espace de Hilbert
7i, |</?)= 0 ! On remarque aussi que les niveaux d'energie sont equidistants :
c'est bien ce que 1'on constate experimentalement, en premiere approximation,
pour les niveaux de vibration d'une molecule.

Les vecteurs n) sont bien sur orthogonaux si n ^ n' et nous les supposons
desormais unitaires. II reste a montrer qu'ils ne sont pas degeneres, qu'ils
forment une base de 1'espace de Hilbert H, et avant tout que N a au moins un
vecteur propre, ce qui n'est pas garanti pour un operateur, meme hermitique,
dans un espace de dimension infinie ! Nous construirons explicitement dans
la section suivante le vecteur |0) et nous montrerons qu'il est unique. Cela
suffit a montrer que la serie de vecteurs

est unique. En effet nous pouvons raisonner par recurrence en supposant le
vecteur n) non degenere. Soit n+ 1} un vecteur propre de N correspondant
a la valeur propre (n + 1) : N\n -f 1) = (n + l)|n + 1). Alors, c etant un
nombre complexe ^ 0,

ce qui montre que \n + 1) oc af\ri) : si |0) est unique, le vecteur n) est aussi
unique a un facteur de phase pres.

Comme dans le cas de la base standard \jm) du moment angulaire, il est
commode de fixer une fois pour toutes la phase relative des vecteurs propres
de H. Si |n) est de norme unite, le vecteur a^\n) est de norme \/n + 1 et par
consequent

Le choix de phase le plus simple est a = 0 et on a alors

Les equations (11.16) et (11.17) mettent en evidence le role de creation et de
destruction de a^ et a : a^ augmente n d'une unite, a diminue n d'une unite.
Les vecteurs n) se deduisent de |0) par

II reste a montrer que les vecteurs |n) forment une base de 7i : nous renvoyons
ce point de rigueur a 1'exercice 11.5.1
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11.1.3 Fonctions d'onde de 1'oscillateur harmonique

En mecanique ondulatoire, le hamiltonien de 1'oscillateur harmonique
s'ecrit

En definissant comme dans (11.4) la variable sans dimension u

le hamiltonien (11.2) devient

On aurait pu obtenir directement cette forme de H a partir de la premiere
des equations (11.9) en remarquant que u et — id/du ne sont autres que les

/2\ ^ A

realisations dans 1'espace Lu (M) des operateurs Q et P. II serait possible de
chercher directement les solutions de

avec (pn(u) = (u\n), mais nous nous limiterons a montrer 1'unicite du vecteur
|0) dont nous nous sommes servi ci-dessus. Comme (w|0) = tpo(u), 1'equation
a|0) = 0 devient

qui s'integre immediatement en

Le facteur 7r-1/4 assure que (po est normalise a 1'unite. Cette solution est
unique, ce qui prouve que les vecteurs propres donnes par la serie (11.15) sont
non degeneres. II est immediat de verifier que <po(u) obeit a (11.22) avec la
valeur propre Ftw/l. La fonction </?o(w) verifie bien la propriete caracteristique
de la fonction d'onde d'un etat fondamental: elle ne s'annule pas, ou de fagon
equivalente, elle n'a pas de nceuds.

Determinons enfin la forme explicite des fonctions d'onde
Multiplions a gauche (11.18) ecrit sous la forme
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par le bra (u\

Les fonctions <f>n(
u) sont orthogonales pour n ^ n' et normalisees a 1'unite

en raison de (n n'} = 8nn>. Les fonctions definies dans 1'equation (11.24) sont
reliees aux polynomes de Hermite Hn(u)

par

Les premiers polynomes de Hermite sont

En resume, on peut etablir un « dictionnaire » permettant de passer de
la « representation n » du § 11.1.2 a la representation du § 11.1.3 des etats
propres de H en termes de fonctions d'onde <pn(u). Dans le resume ci-dessous,
la premiere equation est ecrite dans la base n), et la seconde est 1'equation
equivalente en mecanique ondulatoire.

Equation aux valeurs propres

Relations d'orthonormalisation

Relation de fermeture

La conjugaison complexe est en fait superflue car les fonctions (pn(u) sont
reelles.
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11.2 Etats coherents

11.2.1 Definition et proprietes des etats coherents
Les etats coherents, ou etats semi-classiques, sont des etats quantiques

remarquables de 1'oscillateur harmonique : dans ces etats, les valeurs
moyennes des operateurs position et impulsion ont des proprietes aussi proches
que possibles des valeurs classiques de la position q(t) et de 1'impulsion p(t).
L'exercice 11.5.3 montre que 1'expression des etats coherents decoule de cette
propriete. Nous les definirons ci-dessous a priori. Soit z(t) un nombre
complexe, combinaison de q(t] et p(t]

A partir des equations du mouvement classique

on montre que z(t) verifie 1'equation differentielle

qui a pour solution

Le nombre complexe z(t) decrit une trajectoire circulaire dans le plan
complexe en z avec une vitesse uniforme. On deduit de z(t) la position g(i),
1'impulsion p(t) et 1'energie de 1'oscillateur

II est facile de montrer que la valeur moyenne (a)(t) de 1'operateur
d'annihilation a obeit a la meme equation differentielle que z(t)
(exercice 11.5.3). Ceci suggere de chercher les vecteurs propres de
1'operateur a, dont nous aliens montrer qu'ils existent3, car les valeurs
propres correspondantes obeiront alors a (11.29). Ces vecteurs propres sont
precisement les etats coherents. Un etat coherent \z) est defini par

3. II n'est pas evident a priori que a, qui n'est pas un operateur hermitique, ait des
vecteurs propres, et encore moins que ces vecteurs propres forment une base de Ti..
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Enongons quelques proprietes des etats coherents et verifions tout d'abord que
\z) est vecteur propre de a.

• L'etat coherent |z) est un vecteur propre de Poperateur d'annihilation
(non hermitique) a avec la valeur propre z

Pour le montrer, on peut utiliser directement (11.31), mais on peut aussi
se servir de 1'identite (2.54) de 1'exercice 2.4.11 qui s'ecrit ici

II suffit d'appliquer les deux membres de cette derniere equation sur le
vecteur |0) pour obtenir (11.32).

• Le vecteur \z) est unitaire : (z\z) ~ I et le module carre du produit
scalaire (z\z'}

est une mesure de la « distance » entre les deux etats coherents.

• La distribution des valeurs de n suit une loi de Poisson

ce qui donne pour la valeur moyenne (n) = \z\2 et pour la dispersion
An = \z\.

• L'action de exp(ATV) sur un etat coherent, ou A est un nombre imaginaire
pur (| exp A | = 1), redonne un etat coherent

La relation | exp A| = 1 a ete utilisee uniquement pour obtenir la derniere
egalite.

• Les etats coherents forment une base « surcomplete »
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Pour montrer cette identite, on la prend en sandwich entre le bra (n\ et
le ket |ra); posant

ou nous avons utilise le changement de variables

Une consequence directe de (11.36) est que les « elements de matrice
diagonaux » (z A\z) suffisent a definir completement un operateur A
(exercice 11.5.3).

Ces proprietes permettent de calculer aisement les valeurs moyennes

Ceci est le resultat classique (11.30), si Ton ignore 1'energie de point zero hu/2
dans 1'expression de (H). De plus, si 1'etat de 1'oscillateur harmonique est un
etat coherent au temps t = 0, cette propriete est conservee par 1'evolution
temporelle. Supposons en effet que 1'oscillateur se trouve au temps t = 0 dans
1'etat coherent \<p(t = 0)) = \ZQ) et calculons \(p(t))

ou nous avons utilise (11.35). Au facteur de phase exp(— iut/2) pres, on
retrouve 1'evolution classique z(t) = ZQ exp(—iuji). Si 1'on part d'un etat
coherent au temps t = 0, 1'evolution des valeurs moyennes (Q), (P) et (H)
suit tres exactement 1'evolution classique de q(t), p(t) et E. Nous avons
done montre que les valeurs moyennes dans un etat coherent suivent les lois
classiques.

II est egalement instructif de calculer les dispersions. Evaluons par exemple
(Q2) dans 1'etat coherent \z)
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Un calcul analogue (exercice 11.5.3) donne {P2} et (H2), d'ou Ton deduit les
dispersions4 dans 1'etat coherent z)

La dispersion AZH peut etre obtenue en utilisant A/f = huAzN et AZN =
An = \z\ d'apres (11.34), mais il est equivalent de calculer directement
(z\N2\z). On note que rinegalite de Heisenberg est saturee dans un etat
coherent : AZQ AZP = h/2 et que pour \z\ » 1

En resume, pour z ;» 1, les dispersions autour des valeurs moyennes sont les
plus faibles possible.

11.3 Introduction aux champs quantifies

11.3.1 Ondes sonores et phonons

Lorsque les amplitudes de vibration sont faibles, un systeme d'oscillateurs
couples peut etre decompose en modes normaux et etre mis sous la forme
d'une somme d'oscillateurs harmoniques independants. Un cas interessant est
celui des vibrations dans un solide, que nous aliens utiliser pour introduire
les champs quantifies. Le premier modele quantique de vibrations dans
un solide cristallin est du a Einstein, qui suppose que chaque atome peut
vibrer independamment des autres autour de sa position d'equilibre avec une
frequence uj. En physique quant ique, a chaque atome est done associe un
oscillateur harmonique quantifie de frequence u. Ce modele fut le premier
a expliquer qualitativement le comportement de la chaleur specifique des
solides a basse temperature : alors que la loi de Dulong et Petit prevoyait
une chaleur specifique independante de la temperature, 1'experience montrait
au contraire que cette loi n'etait valable qu'a une temperature sumsamment
haute, et qu'en realite la chaleur specifique diminuait avec la temperature.
Cependant le modele d'Einstein ne donne pas des resultats quantitativement
corrects, ce qui n'est pas surprenant, car 1'hypothese selon laquelle les atonies
vibrent independamment n'est pas realiste : si tel etait le cas, les vibrations ne
pourraient pas se propager dans un solide et il n'y aurait pas d'ondes sonores !

Nous aliens etudier le modele le plus simple possible de chaine
d'oscillateurs couples, en nous limitant au cas a une dimension. A 1'equilibre,
TV atonies sont disposes a intervalles reguliers / sur une droite : les TV positions

4. Nous utilisons indifferemment pour les dispersions les notations (AP, AQ) ou (Ap, Aq)
car aucune ambigui'te n'est possible.
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FlG. 11.1 — Modele pour les vibations dans un solide : chaine de ressorts.

d'equilibre ont pour abscisses xn = nl, n = 0 , 1 , . . . , TV — 1. II sera commode
d'utiliser des conditions aux limites periodiques xn+N = xn, mais il serait
egalement possible de supposer des conditions aux limites d'annulation :
XQ = XN+I = 0. Comme precedemment, on appelle qn 1'ecart a 1'equilibre de
1'atome n. Le couplage entre les atonies n et n + 1 est decrit par un terme
(K/2)(qn — gn+i)2, ou K est une constante, et le hamiltonien classique de
1'ensemble est

Ce hamiltonien est en fait celui de N masses identiques ra reliees par des
ressorts identiques de raideur K (figure 11.1). Dans (11.40), ra est la masse
des atomes, pn = mqn leur impulsion. Le premier terme de Hc\ est 1'energie
cinetique, le second 1'energie potentielle. Les equations du mouvement
correspondant au hamiltonien (11.40) s'ecrivent

Commengons par le probleme classique : pour decoupler les modes <?n, nous
aliens chercher les modes normaux, ce qui se fait en prenant la transformee
de Fourier sur reseau des qn et des pn

Afin d'alleger les notations, nous n'avons pas utilise q^ pour designer la
transformee de Fourier, 1'indice k ou n permettant de distinguer entre les
composantes de Fourier q^ et les positions qn sur le reseau. La matrice Ukn
effectue une transformation de Fourier discrete, ou sur reseau, et c'est une
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matrice unitaire

c'est-a-dire, en remarquant que

L'intervalle de variation de k est

mais, compte tenu de la periodicite, nous pouvons le remplacer par 1'intervalle

qui est appele premiere zone de Brillouin ; comme nous supposons TV ^> 1,
nous avons neglige les effets de bord. L'unitarite de Ukn permet d'ecrire la
transformation de Fourier inverse de (11.42)

La transformation de Fourier (11.42) et son inverse (11.44) s'appliquent aussi
bien a 1'impulsion : il suffit de faire les substitutions qn —> pn, q^ —> pk-
On obtient 1'expression recherchee du hamiltonien en exprimant pn et qn en
fonction de pk et q^. Le terme d'energie cinetique est le plus simple a evaluer

ce qui n'est pas autre chose que la relation de Parseval. Examinons ensuite le
terme d'energie potentielle
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FlG. 11.2 — Loi de dispersion des modes normaux.

Combinant ces deux equations, nous arrivons a une expression de Hc\ ou les
modes sont presque decouples

Nous avons defini la frequence Wfc du mode k par

La loi (11.46) donnant la frequence ojk en fonction de k est la la loi
de dispersion pour les modes normaux (figure 11.2). L'expression (11.45)
de Hc\ en fonction des modes normaux a ete obtenue dans le cadre de la
physique classique. Elle se generalise immediatement a la version quantique
en remplagant dans (11.40) les nombres pn et qn par des operateurs Pn et Qn

obeissant aux relations de commutation

car les operateurs correspondant a des atonies n et n' differents commutent.
Les transformations de Fourier se transposent sans modification a la version
quantique du probleme et nous avons done
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Les relations de commutation des Qk et des Pk sont

II reste a decoupler les modes k et —k. Pour ce faire, nous introduisons les
operateurs d'annihilation et de creation des modes normaux, par analogie
avec (11.4) et (11.6)-(11.7)

II est immediat de verifier que les relations de commutation (11.48) sont
satisfaites a condition que5

On remarquera le facteur 8k,-k' dans (11.48) et 5kkr dans (11.50). Ce facteur
a pour origine les conditions aux limites periodiques, qui impliquent des
ondes planes avec k > 0 et k < 0. Si Ton utilise des conditions aux
limites d'annulation, on a seulement k > 0 et on trouve un facteur 6kkr '•
exercice 11.5.9. En substituant les relations (11.49) dans 1'expression de H et
en utilisant les relations de commutation (11.50) nous aboutissons a la forme
finale de H

Le hamiltonien est une somme d'oscillateurs harmoniques independants de
frequence o^. Soit \r) un etat propre de H, H\r) = Er\r) ; compte tenu des
relations de commutation (11.11)

L'operateur de creation ak augmente 1'energie de hujk, tandis que 1'operateur
d'annihilation a/- diminue 1'energie de huk- A cette energie est associee une
excitation elementaire ou une quasi-particule, appelee phonon. L'operateur
Nk = a^akj qui commute avec H, compte le nombre de phonons dans le mode
k. Soit |0fc) 1'etat fondamental du mode k : ak Ok} = 0 ; cet etat correspond a
zero phonon dans le mode k. On construit 1'etat |n/c) qui contient nk phonons
dans le mode k en utilisant (11.18)

5. De fagon equivalente, on peut exprimer a^ et a/k en fonction de Q^ et P^ et en deduire
les relations de commutation (11.50).
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et les etats propres de H par produit tensoriel d'etats \nk}

L'espace de Hilbert ainsi construit est appele espace de Fock. L'etat \r] est
specifie par la donnee des nombres d'occupation n^, ou nombre de phonons
dans le mode k. Le formalisme que nous venons de developper permet de
decrire des situations ou le nombre de particules est variable, et nous venons
en fait de construire un champ quantifie en utilisant 1'exemple non trivial le
plus simple possible.

11.3.2 Quantification du champ scalaire a une dimension

Apres la quantification des vibrations sonores, notre objectif est
maintenant celle du champ electromagnetique ; nous allons passer par une
etape intermediaire en quantifiant un modele simple, celui du champ scalaire
a une dimension que nous allons definir ci-dessous, qui est un modele
physiquement pertinent pour les vibrations d'une barre elastique consideree
comme un milieu continu. Lorsque \k\l <C 1, la loi de dispersion (11.46)
devient lineaire en \k\

ou cs — I \jKjni est la vitesse du son pour les faibles frequences. II sera utile
de recrire cette equation comme une relation entre la vitesse du son, le module
d'Young6 Y = Kl et la masse par unite de longueur //, = m/l

Notre champ scalaire sera la limite aux grandes longueurs d'onde A ^> I (ou
\k\l <C 1) du modele sur reseau de la sous-section precedente, et la loi de
dispersion lineaire (11.55) a;̂  = cs\k\ sera supposee valable pour toute valeur
de k. En fait notre objectif ultime est de prendre la limite / —» 0, aussi appelee

6. A une dimension, 1'allongement AL d'une barre de longueur L sous Faction d'une
force F — KAx verifie

d'ou Y — Kl. A trois dimensions AL/L = F/(YS), ou S est 1'aire de la section droite de
la barre, et Y = K/l, cs = \/Y//j, avec n — m//3.
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limite continue du modele sur reseau. On introduit deux fonctions (p(x, i) et
7r(x,i) telles que

Dans la limite des grandes longueurs d'onde, les elongations qn(t] et
les impulsions pn(t) varient peu d'un site a 1'autre et on peut utiliser
1'approximation suivante pour la derivee de (f>(x,t) par rapport a x

L'equation du mouvement (11.41) devient

Un developpement de Taylor a 1'ordre I2 donne

et on obtient une equation d'ondes decrivant la propagation de vibrations a
la vitesse cs

Le hamiltonien classique s'ecrit en fonction de <pn et 7rn

ce qui est une approximation de 1'integrale

ou L = Nl est la longueur du systeme : Hc\ dans (11.60) est la version
continue7 de (11.40). Nous avons supprime la dependance par rapport au
temps : <p(x) = (f>(x, t = 0) et TT(X) = ir(x, t = 0) car Hc\ est independant du
temps.

7. Le lecteur familier de la mecanique analytique remarquera que les equations de
Hamilton sont

ce qui donne bien 1'equation d'ondes (11.59).
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Comme dans la sous-section precedente, nous allons decomposer <p(x) et
TT(X] en modes normaux a 1'aide d'une transformation de Fourier. Definissons
(pk par

par comparaison avec (11.42). Inversement </?& est donne par

La relation pour p& correspondant a (11.83) est TT/J = l~l//2pk. Nous allons
maintenant passer a la version quantique, en substituant aux nombres <£&
et TT/C des operateurs $^ et 11̂ , obeissant a des relations de commutation8

deduites de (11.48)

En consequence, si 1'on remplace les nombres <£>& et TT^ dans (11.62) et dans
1'equation equivalente pour TT(X) par les operateurs $fe et life, les fonctions
<£>(#) et TT(X) deviennent des operateurs $(x) et Ii(x) : $(x) est appele
opemteur de champ ou champ quantifie9. On remarquera que 3>(x, t) et H(x, t)
sont etiquetes par une variable continue x, tandis que leurs transformees de
Fourier $/t et II/c sont etiquetees par un indice discret k. Cette propriete
decoule de 1'utilisation de conditions aux limites dans une boite : 0 < x < L.
La variable x n'est pas une variable dynamique qui se transforme en operateur
dans la version quantique du probleme, mais une etiquette d'un point sur la
barre, et les operateurs fondamentaux sont $ et II.

Nous pouvons maintenant exprimer le hamiltonien quantique H en
fonction des composantes de Fourier de II et $ : ecrivons par exemple le
terme d'energie potentielle en fonction des ̂

8. La demarche usuelle consiste a deduire ces relations des relations de commutation
canoniques a temps egaux postulees entre le champ $(x,t) et son « moment conjugue »
U(x,t)

[*(x, t), n(z', t)] = iM(x - x')I

relation qui est demontree en (11.69) a partir de (11.63). Cette demarche est consideree — a
tort — par certains auteurs comme plus « rigoureuse », mais elle est tout aussi heuristique
que celle suivie ici.

9. La construction que nous avons suivie est parfois appelee « seconde quantification ».
Cette expression est totalement incorrecte : il est clair qu'il n'y a qu'une seule quantification,
et 1'expression « seconde quantification » devrait etre definitivement bannie.
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On obtient 1'expression suivante pour le hamiltonien quantique H

Introduisons enfin comme en (11.49) les operateurs a/j et ak qui verifient les
relations de commutation (11.50)

H prend a nouveau la forme d'une somme d'oscillateurs harmoniques
independants

Le resultat est superficiellement identique a (11.51), mais il y a une difference
de taille ! En effet, les vecteurs d'onde k etaient precedemment limites :
\k\ < TT/l. A la limite continue, il n'y a plus de borne sur k et 1'energie de
point zero

est infinie. Toutefois ce resultat infini est artificiel dans ce cas precis
(exercice 11.5.6). En effet, lorsque le vecteur d'onde k devient grand, ou
de fagon equivalente lorsque la longueur d'onde A = 2-n/k devient petite,
de 1'ordre du pas / du reseau, la theorie continue n'est plus valable : c'est
seulement si la longueur d'onde d'une vibration verifie A ̂ > / que cette onde
ne voit pas reseau cristallin sous-jacent. Nous retrouverons ce probleme de
1'energie infinie dans le cas du champ electromagnetique, ou cette fois k n'est
pas limite.

Donnons en conclusion de cette sous-section le developpement de Fourier
du champ quantifie $#(x,£) dans le point de vue de Heisenberg (4.30), avec
$//(x,t = 0) = 3>s(x) = $(x). La dependance par rapport au temps s'obtient
a 1'aide des equations

que 1'on montre a partir de

et 1'on obtient
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On verifie sur cette expression que 1'operateur de champ <£(#, t), dont les
dimensions sont celles d'une longueur, est bien hermitique. II est immediat
de calculer les relations de commutation de <&//•(#,£) et de n//(x',£). Plagons
nous d'abord

ou nous avons utilise (9.145) pour obtenir la derniere egalite. Comme ce
commutateur est un multiple de 1'identite, on obtient trivialement le meme
resultat pour le commutateur a temps egaux [<fr//(;r,t), II//(#',£)].

11.3.3 Quantification du champ electromagnetique

La quantification du champ electromagnetique suit le schema de celle du
champ scalaire de la sous-section precedente, avec trois modifications : nous
devons passer de une a trois dimensions, tenir compte du caractere vectoriel
du champ electromagnetique et remplacer la vitesse du son cs par celle de
la lumiere c. Rappelons les equations de Maxwell (1.8)-(1.9) pour le champ
electrique E et le champ magnetique B

Les deux equations (11.70) sont des equations de contraintes sur les champs E
et B, tandis que les deux equations (11.71) dependent des sources du champ
electromagnetique, c'est-a-dire de la densite de charge pem et de la densite de
courant j^m. On deduit des equations de Maxwell 1'equation de continuite

On pourrait songer a quantifier les champs E et B. Cependant cette idee se
heurte a deux difficultes : tout d'abord E et B sont lies par des contraintes, ce
qui fait que les six composantes ne sont pas independantes, et surtout, comme
le montre 1'effet Bohm-Aharonov10, 1'interaction du champ electromagnetique
avec les charges n'est pas locale. On prefere passer par 1'intermediaire des

10. Voir par exemple Feynman et a/.[1965], Vol II, chapitre 15.
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potentiels11 scalaire V et vecteur A dont on deduit les champs

Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre :
en effet, en mecanique quantique, nous n'avons jamais utilise les forces, reliees
directement aux champs E et B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours
1'energie potentielle. En mecanique quantique, ce sont 1'energie et Pimpulsion
qui jouent le role fondamental, car ce sont elles qui influencent directement la
phase de la fonction d'onde. En presence d'un champ electrique E, c'est
le potentiel V qui intervient directement dans 1'equation de Schrodinger
via 1'energie potentielle V = qV. On ne sera pas surpris qu'en presence
d'un champ magnetique I?, ce soit le potentiel vecteur A qui intervienne
directement dans 1'equation de Schrodinger, et non le champ B.

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet dans une transformation de
jauge

ou A(f, t) est une fonction scalaire de 1'espace et du temps, les champs E et
B ne sont pas modifies. Afin de lever 1'arbitraire sur les potentiels (A,V),
on fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (A,V}. Un
choix frequent que nous adopterons (mais ce n'est pas le seul possible !) est
celui de la jauge de Coulomb, ou jauge de rayonnement

Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si Ton passe
dans 1'espace de Fourier, la condition (11.75) se traduit par k • A(k] = 0
(voir egalement 1'exercice 11.5.7). D'apres la premiere des equations (11.71)
et (11.73)

d'ou 1'on deduit le potentiel scalaire V

Cette expression du potentiel scalaire est appelee potentiel de Coulomb
instantane, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps t dans V

11. Nous utilisons la notation V pour le potentiel electrique, afin de ne pas creer de
confusion avec 1'energie potentielle V : une particule de charge q dans le potentiel V a une
energie potentielle V = qV.
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est le meme que celui de la source pem. Cette caracteristique pourrait sembler
incompatible avec la relativite, mais on doit se souvenir qu'un potentiel n'est
pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente12.

En 1'absence de sources : pem — fem — 0, la seconde des equations (11.71)
s'ecrit

soit, en tenant compte de (11.75) et de V — 0

Cette equation d'ondes est 1'analogue de (11.59) avec les trois differences
suivantes : (i) la dimension d'espace est trois, et non un ; (ii) la vitesse
est celle de la lumiere c et non celle du son cs ; (iii) le champ A est un champ
vectoriel et non un champ scalaire. Compte tenu de 1'expression classique de
la densite d'energie du champ electromagnetique, 1'expression du hamiltonien
classique est

Si A est 1'analogue de <£>, alors E = —dA/dt sera celui13 de TT tandis que
le terme c2B2, qui depend des derivees spatiales de A, sera 1'analogue de
c2

s(d(p / dx]2. Nous pouvons ecrire directement un developpement de Fourier
du champ quantifie14 A#(r, t) par analogic avec (11.68), a condition de
faire les substitutions L —>• L3 et /i —»• e0. Cette derniere substitution se
deduit de la comparaison des termes £0c2(V xA)2 dans (11.78) et [ic2 (dtpdx)2

dans (11.60). Une derniere difference avec (11.68) vient du caractere vectoriel
de A : a priori une composante de Fourier de A devrait etre decomposee sur
une base orthonormee de trois vecteurs A;, ei(fc) et 6*2(^)5 avec k • ei(k) = 0.
C'est effect ivement ce qui se passer ait pour des vibrations sonores a trois
dimensions dans un milieu isotrope15, ou les vibrations peuvent etre soit de
compression, c'est-a-dire longitudinales et paralleles a fc, soit de cisaillement,
c'est-a-dire transversales et perpendiculaires a k. Dans le cas du champ
electromagnetique, la condition de jauge (11.75) se traduit dans 1'espace de
Fourier par k • A(fc) = 0 et il n'y a pas de composante longitudinale. Tenant
compte de tous ces facteurs, nous pouvons generaliser (11.68) et ecrire le

12. cf. Weinberg[1995], chapitre 8.
13. En fait dans une formulation du type mecanique analytique de I'electromagnetisme

(cf. la note 7), c'est —e^E qui joue le role de moment conjugue de A, comme le
montre (11.85).

14. Ann de distinguer les champs quantifies des champs classiques, nous les designons
par des lettres « sans serif » : A, E, B.

15. Toutefois, notre discussion est trop simpliste car la vitesse des ondes de compression
differe de celle des ondes de cisaillement.
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champ electromagnetique quantifie16 dans le point de vue de Heisenberg (nous
continuons a utiliser des conditions aux limites periodiques dans une boite de
volume V = L3, ou quantification dans une boite)

Les vecteurs unitaires es(k), orthogonaux a fc, decrivent la polarisation. On
peut choisir une base de polarisation complexe, par exemple une base d'etats
de polarisation circulaire : s = D, G, d'ou la necessite du complexe conjugue
dans le second terme de (11.79), qui assure 1'hermiticite de A. L'expression
du projecteur sur le sous-espace orthogonal a k est souvent utile

Les operateurs a^s (at ) detruisent (creent) des photons de vecteur d'onde k
et de polarisation s. Us obeissent aux relations de commutation

On deduit de (11.79) 1'expression du champ electrique quantifie E# =
-d&H/dt

et celle du champ magnetique, compte tenu de

Comme dans une onde plane classique, B = (k/c) x E. II est facile, comme
dans le cas du champ scalaire, de calculer les commutateurs des diverses

16. Nous avons passe sous silence quelques probleimes delicats : voir par exemple
Weinberg [1995], chapitre 8, pour une discussion approfondie.
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composantes du champ a t = 0. On trouve les relations de commutation
suivantes entre la composante Aj du champ et celle — £Q£.J de son moment
conjugue (exercice 11.5.8)

ou nous avons utilise (9.151). On en deduit que Ex commute avec B^, mais
non avec By ou Bz : on ne peut pas mesurer simultanement au meme point la
composante x du champ electrique et la composante y du champ magnetique.

L'expression du hamiltonien (exercice 11.5.8) generalise
trivialement (11.66)

On en deduit 1'energie (infinie) de point zero

ou nous avons utilise (9.151). Dans le rayonnement du corps noir, la
mecanique quantique s'etait revelee capable de controler les fluctuations
thermiques, qui conduisaient a une energie infinie en mecanique statistique
classique. Mais nous avons elimine cet infini pour en introduire un autre,
cette fois lie aux fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont
des effets observables, comme 1'effet Casimir (exercice 11.5.12). L'energie de
point zero est aussi appelee energie du vide, dont les proprietes restent encore
aujourd'hui largement debattues, et qui pourrait jouer un r61e important en
cosmo logic.

On peut ecrire un couplage du champ quantifie avec une source classique
Jem (r, t) de la forme

Ce couplage generalise celui (11.124) de 1'oscillateur harmonique force dans
1'exercice 11.5.4 : la force f ( t ) est remplacee par la source fem et 1'operateur
position Q par le champ quantifie A. On peut alors montrer que si Ton
part d'un etat a zero photon et si la source agit pendant un temps fini,
on obtient un etat coherent du champ electromagnetique, ou le nombre de
photons dans un mode k est donne par une loi de Poisson dont la valeur
moyenne est determinee par |j^m(fc, Wfc) | 2 , jem(^^fc) etant la transformee de
Fourier quadridimensionnelle de jem(^)^)17-

17. Voir 1'exercice 11.5.4. On trouvera un traitement detaille par exemple dans
Le Bellac [1988], chapitre 9 ou C. Itzykson et J-B Zuber, Quantum Field Theory, Mac
Graw Hill, New-York (1980), chapitre 4.
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Le champ quantifie A a ete ecrit dans la jauge de Coulomb. C'est la
jauge la plus commode pour trailer les problemes elementaires, mais ce
n'est pas la jauge qui convient pour traiter 1'electrodynamique quantique
de fagon generale. En effet, la condition V • A = 0 privilegie un referentiel
d'inertie particulier et 1'invariance de Lorentz de la theorie n'est pas manifeste.
Naturellement il ne s'agit pas d'un defaut redhibitoire, car il est possible de
verifier tous calculs faits 1'invariance de Lorentz des resultats physiques. Le
veritable defaut de la jauge de Coulomb est qu'elle conduit a des calculs
inextricables car le programme de renormalisation (elimination des infinis)
exige que Ton maintienne de fac,on explicite 1'invariance de Lorentz, si Ton
veut garder des calculs maniables18. Une jauge ou 1'invariance de Lorentz est
manifeste est la jauge de Lorentz19

Cependant la jauge de Lorentz introduit des etats non physiques, que 1'on doit
correctement interpreter et eliminer des resultats physiques. Ces etats non
physiques n'apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple
de « jauge physique ». Malheureusement on ne peut pas a la fois utiliser une
jauge physique et conserver 1'invariance de Lorentz formelle.

11.3.4 Fluctuations quantiques
du champ electromagnetique

Dans le formalisme de la sous-section precedente, le champ
electromagnetique est un operateur et on doit observer des fluctuations
quantiques. Dans Fetat a zero photon, ou etat du vide |0), la valeur moyenne
des champs electrique (11.82) et magnetique (11.84) est nulle

car (0|a£s|0) = (0|at |0) = 0, mais la nullite des valeurs moyennes n'implique
pas celle des fluctuations ! Ces fluctuations ont des consequences physiques
importantes, et nous aliens les examiner successivement dans plusieurs types
d'etats : le vide, les etats a nombre de photons fixe, les etats coherents et les
etats comprimes. Afin de simplifier la discussion, nous nous concentrons sur
un seul mode de vecteur d'onde k et de polarisation s fixes, a^g —> a, Wfc —> a;,
en nous plagant de plus a f = 0. Cette restriction a un mode unique est
souvent une bonne approximation, par exemple pour un laser monomode si
1'on peut negliger les effets transverses dus a la diffraction ou pour un mode

18. D'un point de vue technique, les contre-termes qui eliminent les innnis sont contraints
par 1'invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle.

19. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadri-dimensionnelle :
d^ = 0, A» = (V,A).
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dans une cavite supraconductrice du type etudie a 1'annexe B. Le champ
electrique dans une cavite reduit a un seul mode s'ecrit

ou V est le volume de la cavite ; 1'expression (11.89) se deduit immediatement
de celle (11.136) du champ electrique ecrite dans 1'exercice 11.5.9. Nous avons
supprime 1'indice H et la notation vectorielle afin d'alleger les notations ; les
operateurs a et of verifient la relation de commutation [a, a^] = I. Calculons
d'abord les fluctuations de E dans 1'etat du vide en utilisant

Seul le dernier terme donne un resultat non nul quand on prend la valeur
moyenne sur le vide et

d'ou la dispersion

Les fluctuations quantiques du champ electromagnetique ont des consequences
physiques importantes : outre 1'effet Casimir (exercice 11.5.12), elles sont aussi
a 1'origine du clivage entre les niveaux 2s1/2 et 2p±/2 de 1'atome d'hydrogene
degeneres a I'approximation de la theorie relativiste de Dirac (cf. § 14.2.2),
et qui est appele deplacement Lamb. Ce deplacement ~ 4.38 x 10~6eV est
une fraction de 1'ordre de 10~7 de la difference d'energie entre les niveaux
Is et 2s, et il vaut 1058 MHz en unites de frequence20. Ces fluctuations sont
aussi responsables du moment magnetique anormal de 1'electron : alors que la
theorie de Dirac predit un facteur gyromagnetique de 1'electron 7e = qe/me,
ce facteur est en fait

ou a ~ 1/137 est la constante de structure fine.
Dans un etat a nombre de photons n fixe (dans le mode considere), la

valeur moyenne de E(£) est nulle car (n a\n) = (n|a^|n) = 0, tandis que celle
de E2(£) vaut d'apres (11.90) et (11.12)

20. Une faible partie de ce deplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations
du champ electromagnetique, mais a celles du champ electron-positron. La creation de
paires (virtuelles) electron-positron a un effet d'ecran sur le champ coulombien et agit
comme une constante dielectrique du vide. L'effet est beaucoup plus important pour les
atomes muoniques : cf. 1'exercice 14.5.3 et la note 36 du chapitre 1.
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d'ou la dispersion AnE dans 1'etat |n)

Cette dispersion croit comme la racine carree du nombre de photons lorsque
n» 1.

Des etats plus interessants en pratique que ceux a nombre de photons fixe
sont les etats coherents \z). En effet, la grande majorite des sources lumineuses
usuelles emettent des etats du champ electromagnetique tres proches d'un
etat coherent (laser), ou d'un melange statistique d'etats coherents (source
classique). Calculons la valeur moyenne de E(t) dans un etat coherent en
posant z = \z\ exp(i0)

tandis que

La dispersion A2E dans un etat coherent est identique a la dispersion dans le
vide

La nombre moyen de photons est (N}z = (z N\z} = z 2 et la dispersion
AzJV = \z . Ces deux resultats decoulent de la distribution de Poisson (11.34)
du nombre de photons, qui permet de predire la statistique des resultats dans
les experiences de comptage de photons.

Definissons les operateurs hermitiques Q et P par

qui verifient la relation de comutation [Q, P] = i/2, d'ou Ton tire 1'inegalite
de Heisenberg

Un calcul immediat montre que

tandis que, suivant (11.37) et (11.39)
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FlG. 11.3 — Representation de Fesnel du champ electrique. La zone hachuree
represente la dispersion sur 1'extremite du champ, (a) etat coherent ; (b) et (c)
etats comprimes.

L'inegalite de Heisenberg (11.96) est done saturee quand le champ se trouve
dans un etat coherent. On peut representer geometriquement (11.97) : E(£)
decrit dans le plan (q,p) un cercle de rayon ~ z ^/Ihw/e^V avec une vitesse
angulaire a;. L'extremite de ce vecteur fluctue dans un cercle de rayon R

En d'autres termes, la position de 1'extremite du vecteur champ electrique
dans la representation de Fresnel presente un certain flou, ~ [/k<;/(2£oV)]1//2.
La figure 11.3 (a) montre que la dispersion sur la phase 0 est de 1'ordre de
AzQ/\z = 1/(2|2|), mais d'apres (11.39) la fluctuation du nombre de photons
est precisement A^TV = \z . On obtient done pour un etat coherent une
relation entre la dispersion AZ0 sur la phase et celle A^TV sur le nombre de
ohotons

Ces fluctuations sont tres faibles pour un laser monomode ou z » 1, mais
elles sont importantes pour la cavite supraconductrice etudiee a 1'annexe B,
ou \z\ < 3.

On souhaiterait pouvoir demontrer une inegalite de Heisenberg sur le
produit A0A7V, mais une demonstration calquee sur celle du § 4.1.3 est
impossible car on ne sait pas definir un operateur de phase. On peut
neanmoins essayer de simuler les fluctuations quantiques en prenant comme
modele un champ classique dont 1'amplitude et la phase sont des fonctions
aleatoires, et il est alors possible de montrer 1'inegalite

Les etats coherents saturent 1'inegalite (11.99).
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II existe un autre type d'etats interessant, les etats comprimes. Ces etats
s'obtiennent a partir d'une transformation de Bogoliubov21 sur les operateurs
a et a^. Soit b et tf les operateurs

ou les nombres complexes A et fj, verifient

II est immediat de verifier que les operateurs b et tf obeissent a [b, tf] = I : on
dit que la transformation de Bogoliubov est une transformation canonique, elle
preserve les relations de commutation. Comme les operateurs b et tf verifient
la meme algebre que a et a^, il existe des etats z) tels que b\z} = z\z). La
transformation inverse de (11.100) est

Un calcul simple mais fastidieux (exercice 11.5.5) montre que les dispersions
dans 1'etat \z) verifient

soit, si A et n sont reels, ou ont la meme phase

On en deduit que les etats comprimes, tout comme les etat coherents,
saturent 1'inegalite de Heisenberg. Les figures 11.3 (b) et (c) montrent
schematiquement la representation de Fresnel du champ electrique dans un
etat comprime. On voit que 1'on peut, soit diminuer la dispersion sur la
phase et augmenter celle sur AT, soit inversement diminuer la dispersion sur
le nombre de photons et augmenter celle sur </>.

11.4 Mouvement dans un champ magnetique

11.4.1 Invariance de jauge locale

Nous revenons maintenant au champ electromagnetique classique (E, B) :
notre objectif est d'etablir la forme de 1'interaction de ce champ avec une
particule quantique chargee de charge q. En electrodynamique classique, la
densite de charge electrique pem(r', t) et la densite de courant

21. Cette transformation a ete utilisee pour la premiere fois par Bogoliubov au debut
des annees 1950 dans la theorie de la superfluidite.
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verifient 1'equation de continuite (11.72). Nous souhaitons generaliser
1'expression de ce courant a la physique quantique. Nous avons etabli au
chapitre 9 1'expression du courant de particules (9.141)

Le courant electromagnetique cree par le mouvement d'une particule
quantique chargee de charge q devrait etre a priori jem — gjf, la densite de
charge pem etant q\</?|2. Cette forme du courant de particules obeit a 1'equation
de continuite (11.72) lorsque la fonction d'onde <p(r,t) verifie 1'equation de
Schrodinger

et il en est de meme pour le courant electromagnetique associe

qui verifie (11.72). Cependant nous aliens voir que 1'expression (11.102)
du courant doit etre modifiee en presence d'un potentiel vecteur.
L'expression (11.102) du courant est invariante dans une transformation de
jauge globale, qui consiste a multiplier ip par un facteur de phase

ou A est un nombre reel. Lorsque A est une fonction de ret de i, on a affaire a
une transformation de jauge locale : le lien avec (11.74) sera bientot fait. Nous
allons deduire la forme du courant d'un principe d'invariance de jauge locale,
qui pourra sembler a priori arbitraire. En fait ce principe est tres general, car
on pense aujourd'hui que toutes les interactions fondamentales de la physique
se deduisent d'un tel principe (exercice 11.5.11). Une transformation de jauge
locale s'obtient en remplagant.la constante A dans (11.103) par une fonction
de f et de t

Cette transformation est manifestement unitaire. II est immediat de verifier
que le courant (11.102) n'est pas invariant dans une transformation de jauge
locale, car le gradient agit sur exp(i#A//i). Nous allons modifier 1'expression
du courant en substituant au gradient V la derivee covariante D
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Contrairement a la derivee ordinaire, la derivee covariante a une action simple
lorsque 1'on effectue une transformation de jauge locale (11.104)

ou D' est la derivee covariante calculee avec le potentiel vecteur
transforme (11.74). Les derivees covariantes D et D' sont physiquement
equivalentes car A est A' le sont. L'expression du courant devient invariante
par transformation de jauge locale si au lieu de la derivee ordinaire on se sert
de la derivee covariante

En effet, si Ton exprime (p en fonction de (p1 en utilisant (11.104) et (11.106)

Ceci suggere que 1'operateur vitesse dR/dt n'est pas simplement dR/dt —
P/m = — (ift/ra)V mais plutot

Sachant que 1'operateur vitesse est donne par le commutateur de R
avec le hamiltonien, examinons sa composante x. D'apres (8.61) et
1'expression (11.108) de dR/dt

ce qui donne, en reprenant le raisonnement de la section 8.4, la forme la plus
generale de H



410 Physique quantique

ou V = qV est une fonction arbitraire de R et t. Exiger 1'invariance
de jauge locale du courant permet de retrouver la forme generique (8.73)
du hamiltonien compatible avec 1'invariance galileenne. La substitution
—iftV —> —iHD dans 1'equation de Schrodinger, ecrite dans un premier
temps en 1'absence de champ electromagnetique, et qui permet d'ecrire cette
equation en presence d'un tel champ est appelee couplage minimal22. La
prescription du couplage minimal s'etend aux theories de jauge non abeliennes
(exercice 11.5.11) et permet d'ecrire toutes les interactions du modele standard
de la physique des particules elementaires entre les particules de spin 1/2
(« particules de matiere ») et celles de spin 1 (bosons de jauge) definies
au § 1.1.3.

En mecanique analytique, on montre que le hamiltonien dont se deduit la
force de Lorentz (1.11) est

Un autre fagon d'obtenir (11.109) est de partir de cette forme classique
et d'utiliser le principe de correspondance pour remplacer p et f par des
operateurs : p—> P — — iftV,f —» R.

Si (p est solution de 1'equation de Schrodinger dans le potentiel (A, V), alors
(p' en sera solution dans le potentiel transforme de jauge (A', V ) (11.74). En
effet 1'equation de Schrodinger pour (p s'ecrit

Mais d'une part

et d'autre part

ce qui donne, en mettant £l~l en facteur dans les deux membres de 1'equation
de Schrodinger pour <£>'

22. L'interaction W = —jS • B entre un moment magnetique de spin et un champ
magnetique ne semble pas decouler du couplage minimal. En fait, cette interaction se
deduit de 1'equation relativiste de Dirac et de 1'application de la prescription du couplage
minimal a cette equation, d'oii 1'on tire le facteur gyromagnetique 7 = qe/me. Les
corrections de type moment magnetique anormal se deduisent du couplage minimal applique
a Telectrodynamique quantique.
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On verifie egalement (exercice 11.5.10) que J obeit a 1'equation de
continuite

11.4.2 Champ magnetique uniforme : niveaux
de Landau

Comme application, etudions le mouvement d'une particule chargee dans
un champ magnetique uniforme et constant. Nous ignorons les effets de
spin : 1'interaction d'un moment magnetique lie au spin a deja ete etudiee
au § 3.2.5. Nous supposons B dirige suivant Oz, et afin de simplifier la
discussion, nous supposons egalement que le mouvement est confine au plan
xOy. Ce cas est d'ailleurs d'un grand interet pratique, car on sait realiser des
structures bidimensionnelles, avec des applications importantes comme 1'effet
Hall quantique23. Le mouvement d'une particule classique sous 1'action de la
force

se fait alors sur un cercle24 de rayon p = mv/(\q\B) avec une frequence
u) = \q\B/m, ou frequence de Larmor (cf. (3.61)). Si q < 0, ce que
nous supposerons pour fixer les idees, le cercle est parcouru dans le sens
trigonometrique. Le mouvement est done

ou XQ et yo sont les coordonnees du centre du cercle. La projection de ce
mouvement circulaire uniforme sur les axes Ox et Oy donne deux oscillateurs
harmoniques, que Ton retrouvera en mecanique quantique. Un choix possible
pour le potentiel vecteur est

et done Ax — —yB/2, Ay = xB/2, Az = 0. Ce choix n'est evidement pas
unique et un autre choix frequent25 est Ax = Az — 0, Ay = xB. Calculons le
commutateur des composantes de la vitesse

23. cf. Ph. Taylor et O. Heinonen, Condensed Matter Physics, Cambridge University
Press, Cambridge (2002), chapitre 10.

24. Si le mouvement est a trois dimensions, la trajectoire est une helice qui se projette
suivant un cercle de rayon p parcouru a la frequence u> dans le plan xOy.

25. C'est par exemple le choix de Landau et Lifschitz[1966], § 111.
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Comme 1'expression de H peut s'ecrire

on se ramene a (11.9) en definissant

et

Les niveaux d'energie sont etiquetes par un entier n

Ces niveaux sont appeles niveaux de Landau. Par analogic avec le cas
classique, on definit un operateur R2 qui est 1'analogue du rayon carre p2

de la trajectoire circulaire

La valeur moyenne de R2 dans 1'etat |n) est

Si la particule est dans un etat propre de H, la dispersion sur R2 est nulle.
Le flux $ du champ magnetique a travers une orbite est quantifie en unite de
h/ q\. Eneffet

La deuxieme caracteristique du mouvement est la position du centre du
cercle. Suivant (11.111) on definit les operateurs XQ et YQ par

Compte tenu de [X, X] = [Y,Y] = ihl/m et de (11.113) le commutateur
[X0,Yo] vaut

On verifie immediatement que
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et done que [H, XQ] = [H, YQ] = 0. L'operateur RQ

commute avec R2 : R2 et RQ sont hermitiques et simultanement
diagonalisables. Posant

conduit a

et les valeurs propres TQ de RQ sont

Nous avons retrouve les deux oscillateurs harmoniques ; le premier donne la
valeur n du niveau de Landau, c'est-a-dire le rayon de 1'orbite, et le second
la position du centre de 1'orbite. Supposons que la particule se trouve dans
le plan a 1'interieur d'un cercle de rayon TQ et que p2 <C TQ ; les valeurs de p
sont alors limitees par

ou S = Tir2 est 1'aire du cercle. La degenerescence g d'un niveau de Landau
n est donnee par le nombre de valeurs possibles de p

II faut multiplier ce resultat par un facteur 2 si 1'on veut tenir compte du
spin. En toute rigueur, il faudrait s'assurer qu'il n'y a pas de degenerescence
supplementaire, en montrant que tout operateur commutant avec H (ou R2}
et RQ est une fonction de H et de RQ : on ne peut pas trouver des grandeurs
physiques supplementaires compatibles et independantes. La demonstration
suit le meme canevas que celle donnee pour 1'oscillateur harmonique simple
(exercice 1.5.2).

II n'est pas difficile de generaliser au cas d'un mouvement a trois
dimensions. En effet, comme Az = 0, il suffit de rajouter au hamiltonien
un terme en P2/(2m) dont les valeurs propres sont p2/(2m). L'energie totale
est une fonction de n et de pz

Si le mouvement vertical de la particule est limite par 0 < z < Lz, le nombre
de niveaux de Landau dans [pz,Pz + Apz] est
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11.5 Exercices

11.5.1 Elements de mat rice de Q et de P

1. Calculer les elements de matrice (n Q\m} et (n\P\m) des operateurs Q et
P dans la base \n).

2. Calculer la valeur moyenne (n Q4 n) de Q4 dans 1'etat \n). Suggestion :
calculer

11.5.2 Proprietes mathematiques

1. Montrer les relations de commutation

En deduire que les seules fonctions de « et de a^ qui commutent avec N sont
des fonctions de JV, et que les valeurs propres de TV sont non degenerees.

2. Soit H' le sous-espace de H sous-tendu par les vecteurs |n) et H'^ 1'espace
orthogonal : H = H' © H'±. On appelle P' le projecteur sur H'. Montrer
que P' commute avec a et a^ et en deduire, en utilisant le theoreme de von
Neumann du § 8.3.2, que soit P' = 0, soit P' = /. La premiere possibilite
etant exclue, P' = I et les vecteurs \n) forment une base de T~L.

11.5.3 Etats coherents

1. Calculer (z\P2\z) et (z\H2 z) et en deduire les dispersions (11.39).

2. On se propose de rechercher les etats \<p(t)} tels que les valeurs moyennes
de a et de H aient des proprietes identiques aux proprietes classiques. En
premier lieu, si (a)(t) = (ip(t)\a\(p(t)}, montrer que

et (a)(t) verifie done la meme equation differentielle (11.29) que z(t). On
definit le nombre complexe ZQ par

et on aura done comme solution de 1'equation differentielle pour (a)(t)
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3. La deuxieme condition concerne la valeur moyenne du hamiltonien. On
exige, en suivant (11.30) et en ajoutant 1'energie de point zero

ou, de fagon equivalente

Soit 1'operateur 6(20) — a — ZQ. Montrer que

et en deduire

L'etat |v?(0)) est done 1'etat coherent \ZQ).

4. Soit D(z) 1'operateur unitaire (le verifier !)

En utilisant (2.55), montrer que

5. Fonction d'onde d'un etat coherent. Exprimer D(z) en fonction des
operateurs P et Q et calculer la fonction d'onde ipz(q) — (<l\z}- Suggestion :
ecrire D(z) sous la forme

determiner les constantes c et c' et utiliser le fait que P est le generateur
infinitesimal des translations (c/. § 9.1.1)

Exprimer ijjz(q) en fonction de la fonction d'onde <£o(<?) (11.23) de 1'etat
fondamental.

6. Montrer qu'un operateur A est entierement determine par ses « elements
diagonaux » (z|A|z). Suggestion : utiliser
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11.5.4 Couplage a une force classique
Les etats coherents permettent de traiter simplement la version quantique

de 1'oscillateur harmonique force. En mecanique classique elementaire,
Faction d'une force externe F(t) sur un oscillateur harmonique

se traduit dans le hamiltonien par un couplage —qF(t) entre 1'elongation q
et la force F(t). Dans la version quantique, au hamiltonien de 1'oscillateur
harmonique simple (11.9) s'ajoute un terme de couplage entre 1'elongation Q
et la force externe

ou le facteur multiplicatif de f ( t ) est choisi de fagon a simplifier des formules
ulterieures. Dans cette expression, Q est un operateur, mais f ( t ) est un
nombre, ayant avec notre definition (11.124) la dimension d'une energie, que
1'on appelle conventionnellement force classique ou aussi source classique.
Nous noterons HQ le hamiltonien (11.9) de 1'oscillateur harmonique simple
et H(t) le hamiltonien total

1. Le probleme est tres semblable a celui rencontre au § 9.6.3 (cf. (9.156)),
et nous pourrions tenter de le traiter par une methode de perturbations.
Cependant, il se trouve que 1'on peut calculer exactement 1'evolution
temporelle definie par (11.125). Montrer que

Reecrivons 1'operateur devolution U(t) = U(t,to = 0) (4.14) sous la forme

ou Uo(t) = exp[—iHot/h]. Afin de simplifier les notations, nous avons choisi
le temps de reference to = 0 et nous ecrivons U(t) au lieu de [/(£, 0). Montrer
que Uj(t) verifie 1'equation differentielle

L'operateur Wj(t]

est la perturbation dans le point de vue de Dirac ou point de vue interaction,
d'ou 1'indice / ; ce point de vue est intermediate entre celui de Schrodinger
et celui de Heisenberg (cf. § 4.2.5). Les resultats (11.126) et (11.127) sont
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tout a fait generaux et ne dependent pas de la forme specifique de HQ et de
W(t). En fait nous avons reformule dans un langage operatoriel la methode
suivie au § 9.6.3.

2. Montrer que 1'operateur a dans le point de vue interaction est donne par

etant donne que f ( t ) est un nombre, et non un operateur. Suggestion :
cf. (11.67). En deduire 1'equation differentielle pour £//(£)

Nous avons deja remarque en (4.19) que (11.126) ne s'integre pas simplement
en

parce qu'en general le commutateur [W/(£'), W/(t")] ^ 0. Dans le cas present,
ce commutateur n'est pas nul, mais c'est un multiple de 1'identite, ce qui va
permetre d'integrer (11.128). Deduire de 1'identite (2.55) de 1'exercice 2.4.11
valable si (yl^Aj] = CijI

3. Divisant 1'intervalle [0,<] en n intervalles infinitesimaux Ai et partant de

deduire

Que vaut le commutateur [W/(£'), W/(£")] ? Montrer que Ton obtient Uj(t)
en passant a la limite At —> 0

ou le nombre complexe z(t) est defini par
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4. Evaluer la limite

et montrer que

ou e(t) est la fonction signe

5. On peut recrire ce resultat sous une forme plus commode. Montrer que

et en deduire, en remarquant que 20 (t) — e(t) = 1, ou 0(t) est la fonction de
Heaviside

Verifier par un calcul explicite que (11.129)-(11.130) obeit bien a 1'equation
differentielle de depart (11.128).

6. On examine le cas ou 1'etat initial a t = 0 est un etat propre n) de HQ
en supposant que la force agit seulement pendant un intervalle de temps fini
[^1,^2], et en choisissant d'observer 1'oscillateur a un temps t > t<2 : 0 < t\ <
£2 < t. Definissant la transformer de Fourier f(uj) de f ( t ) / h

et utilisant la representation de Fourier de la fonction 0

ou P designe une partie principale, montrer que Y est donne par
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7. Montrer que le resultat final pour Uj(t) est independant de t pour t > £2

Montrer que si 1'oscillateur est dans son etat fondamental au temps t = 0, le
vecteur d'etat final est un etat coherent

Montrer que la probabilite d'observer un etat final ra) est donnee par une loi
de Poisson (11.34)

8. Generaliser les resultats precedents au couplage (11.88) d'un champ
electromagnetique quantifie a une source classique jem(ff,t) en ecrivant la
perturbation sous la forme (voir la note 17)

11.5.5 Etats comprimes
En remplagant a et a^ par leur expression (11.100) en fonction de b et 6^,

calculer

et

En deduire

Calculer egalement En ecrivan

montrer que

et en deduire
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11.5.6 Energie de point zero du modele de Debye
1. Dans le modele de Debye, on suppose que la loi de dispersion
est valable pour tout k < kp. En utilisant

montrer que 0 < a; < W£>, avec LJD = cskr> = 1^cs/l : uj£> est appele frequence
de Debye. En deduire 1'energie de point zero

2. Generaliser a trois dimensions et montrer que dans ce cas

11.5.7 Potentiels scalaire
et vecteur en jauge de Coulomb

On ecrit formellement la relation (11.76) donnant le potentiel de Coulomb
instantane

qui est la relation inverse de V2!^ = —pem/£o- Utiliser la seconde equation de
Maxwell (11.71) sous la forme

pour montrer que A verifie

ou le « courant electromagnetique transverse >

11.5.8 Relations de commutation
et hamiltonien du champ electromagnetique

1. En se plagant a t = 0, evaluer le commutateur (11.85)
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Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur a temps
egaux

2. En deduire les relations de commutation entre E//J et BHJ-

3. Exprimer le hamiltonien (11.78) ou E —» E et B —> B en fonction des
operateurs a^s et at a t = 0. Suggestion : ecrire pour une polarisation s

et utiliser la relation de Parseval

Proceder de meme pour B en remarquant que

11.5.9 Quantification dans une cavite
1. On considere le champ scalaire classique v?(f, <) du § 11.3.2 dans le cas a
trois dimensions, et on suppose que ce champ est enferme dans une cavite.
Soit u!j une frequence propre de la cavite et

le champ correspondant, qui obeit a 1'equation d'onde (11.59) avec des
conditions aux limites appropriees, par exemple d'annulation sur les parois
de la cavite : y>j(r) = 0 sur les parois. Les fonctions propres (pj(r) sont
supposees reelles et forment un systeme orthogonal complet

Montrer que le champ quantifie dans le point de vue de Heisenberg

verifie les relations de commutation a temps egaux
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si les operateurs dj et aj obeissent aux relations de commutation [%,a^.] —
Sjkl-

2. Application a la dimension d = 1. Le champ est contenu dans 1'intervalle
[0,1/], avec les conditions aux limites d'annnulation (f>(x = 0) = (p(x = L) — 0.
Montrer que dans ce cas les modes propres sont etiquetes par un vecteur
d'onde k

Verifier les relations d'orthogonalisation et de fermeture

En deduire Fexpression de <&//(#,£).

3. Champ electromagnetique. On se place dans une geometric a trois
dimensions en supposant le champ enferme dans une cavite parallepipedique
de cotes Lx,Ly,Lz, de volume V = LxLyLz. Montrer que 1'on a au lieu
de (11.82)

avec

11.5.10 Conservation du courant en presence
d'un champ magnet ique

En utilisant 1'equation de Schrodinger dans un champ magnetique,
montrer que le courant J* (11.107) obeit a 1'equation de continuite

11.5.11 Transformations de jauge non abeliennes
Les interactions fondamentales sont toutes fondees sur les theories de jauge

non abeliennes, que nous allons definir dans un cas elementaire en generalisant
la transformation de jauge (11.104). En omettant la dependance par rapport
au temps aim de simplifier la discussion, nous allons supposer que la fonction
d'onde (p(r) est un vecteur a deux composantes <b(r) = [</?i(r), ^(r]] dans un
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espace de Hilbert complexe a deux dimensions, et qu'il existe dans cet espace
une operation de symetrie, dite de symetrie interne, qui laisse la physique
invariante,

generalisant (11.103). Q est une matrice 2 x 2 unitaire et de determinant
unite, ou en d'autres termes une matrice du groupe SU(2). La symetrie est
appelee symetrie de jauge et le groupe SU(2) est le groupe de jauge. En
general le groupe de jauge est un groupe de Lie compact. Le groupe de jauge
de I'electromagnetisme est le groupe des transformations de phase (11.103),
note C/(l), qui est abelien : 1'electromagnetisme est une theorie de jauge
abelienne. Lorsque le groupe de jauge est non abelien, la theorie de jauge sera
dite non abelienne. Les groupes de jauge du modele standard de la physique
des particules elementaires sont le groupe produit SU(2) x 17(1) pour les
interactions electrofaibles et SU(3) pour la chromodynamique quantique, qui
sont des groupes non abeliens.

Suivant les resultats de 1'exercice 3.3.6, la matrice 0 peut s'ecrire en
fonction des matrices de Pauli

Lorsque les fonctions Aa sont independantes de r, on a affaire a une symetrie
de jauge globale, et si les Aa sont fonction de f, a une symetrie de jauge
locale. Ann d'alleger les notations, on se placera dans un systeme d'unites ou
h = m — I.

1. L'analogue du potentiel vecteur de I'electromagnetisme est un champ
vectoriel de composantes Aa dans 1'espace de symetrie interne. On definit
la matrice A par

A possede a la fois des composantes ordinaires i = (x, y, z] et des composantes
a dans 1'espace de symetrie interne : A = {Aia}. L'expression du courant j
generalise (11.113)

ou

est la derivee covariante. Montrer que la transformation de jauge $ —» $'
laisse J invariant si cette transformation de jauge est globale a condition de
transformer aussi A en A/
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Si la transformation de jauge est locale, montrer que 1'invariance du courant

implique la loi de transformation

Retrouver la loi de transformation (11.74) dans le cas abelien.

2. On choisit une transformation de jauge infinitesimale : |gAa(?^)| <C 1. En
deduire la loi de transformation de Aa

La difference (cruciale !) avec le cas abelien est que le champ de jauge Aa

depend de fagon non triviale de 1'indice de symetrie interne a du groupe de
jauge26. En electromagnetisme les photons ne transportent pas de charge,
mais les bosons de jauge d'une theorie non abelienne sont « charges » : ils
transportent les nombres quantiques de la symetrie interne.

3. Montrer que si $ obeit a 1'equation de Schrodinger independante du temps

il en est alors de meme pour <£' a condition d'utiliser le champ A/.

11.5.12 Effet Casimir
En raison des fluctuations quantiques du champ electromagnetique,

il existe une force attractive entre deux plaques conductrices paralleles
dist antes de L, meme si ces deux plaques sont disposees dans le vide et
sont electriquement neutres : c'est I'effet Casimir27. On suppose que les
dimensions des plaques sont tres grandes par rapport a L.

1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque par
unite de surface est de la forme

26. Comme le champ A est un champ vectoriel, les particules associees sont, comme le
photon, des particules de spin 1, appelees bosons de jauge : bosons Z° et W^ pour les
interactions electro-faibles, gluons pour la chromodynamique.

27. Get exercice est adapte d'une presentation de B. Duplantier, Seminaire H. Poincare,
mars 2002.
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ou A est un coefficient numerique. La surprise est que A ^ 0 !

2. Les deux plaques sont des rectangles paralleles au plan xOy distants de
L, de cotes Lx et Ly, de surface S = LxLy avec Lx,Ly >• L. On choisira
des conditions periodiques suivant les axes Ox et Oy et on definira le vecteur
d'onde k de xOy par

ou nx et ny sont des entiers strictement > 1, Montrer que si les plaques
sont des conducteurs parfaits, les valeurs possibles des frequences des ondes
stationnaires sont de la forme

On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du
champ electrique s'annule a la surface du metal28. Expliquer pourquoi pour
n = 0 il n'existe qu'un seul mode de polarisation possible.

3. Montrer que 1'energie de point zero (11.87) est

4. On doit tenir compte de ce que le conducteur n'est jamais parfait :
1'approximation du conducteur parfait est excellente a basse frequence, mais
a haute frequence tout conducteur reel devient transparent. On doit done
modifier 1'energie de point zero en tenant compte d'un facteur de coupure
x(o;/u;c), %(0) = 1 et limu^oo x(u] = 0 : x(u} est une fonction reguliere,
decroissante de la valeur un a u — 0 a la valeur zero pour u —» oo. En deduire

Grace au facteur de coupure, cette energie est finie.

5. Calculer la pression exercee sur la plaque de droite

28. Voir par exemple Jackson[2001], section 8.1.
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ou

Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression
en sens contraire exercee par le vide a 1'exterieur de 1'espace entre les deux
plaques. Calculer 1'energie correspondante et en deduire la pression

La pression totale sur la plaque est Ftot = -Pint — -Pext- Utiliser la formule
d'Euler-Mac Laurin

pour montrer que le resultat a la limite ou le facteur de coupure devient egal
a un est

Cette pression est attractive, et surtout elle est finie ! En tenant compte
soigneusement de tous les effets physiques, nous avons deduit d'une quantite
a priori infinie, 1'energie de point zero, une quantite finie et mesurable29.
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Chapitre 12

Theorie elementaire de la diffusion

TUSQU'A PRESENT, nous avons etudie principalement les etats lies, et les
U etats de diffusion n'ont ete examines que dans le cas a une dimension
(section 9.4). Cependant des informations essentielles sur les interactions
entre particules, atonies, molecules, etc., ainsi que sur la structure des objets
composes, peuvent etre obtenues par des experiences de diffusion1 (ou de
collision). Les etats lies ne donnent que des informations partielles sur
ces interactions — et parfois ils n'existent meme pas —, tandis qu'il est
pratiquement toujours possible de realiser des experiences de collision. Nous
allons nous limiter dans ce chapitre a la diffusion par un potentiel, qui permet
de deer ire les collisions elastiques de deux particules de masses mi et 777,2-
En effet, en se plagant dans le referentiel du centre de masse2, on se ramene
au cas d'une particule de masse m = (mim-2)/(m\ + 777-2) dans un potentiel
(exercice 8.5.6).

Les sections 12.1 et 12.2 developpent le formalisme elementaire de la
theorie de la diffusion elastique, en mettant 1'accent sur la limite de basse
energie, qui joue un role tres important en pratique. La section 12.3 generalise
le formalisme au cas inelastique, ou plus exactement decrit la repercussion des
voies inelastiques sur la diffusion elastique. Enfin la section 12.4 est consacree
a des developpements plus formels.

1. La terminologie frangaise prete a confusion : diffusion a deux significations, soit
collision d'une particule sur une autre, soit mouvement regi par une equation de diffusion,
souvent relie a une rnarche aleatoire. Cette ambiguite n'existe pas en anglais : collision est
traduit par « scattering » et diffusion par « diffusion ».

2. Dans les anneaux de collision comme le LEP (Large Electron-Positron), anneau de
collision e+ — e~ mis en service au CERN en 1990 et ferme en 2000, le referentiel du centre
de masse est identique a celui du laboratoire.
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12.1 Section efficace et amplitude de diffusion

12.1.1 Sections efficaces differentielle et totale
Le schema d'une experience de diffusion est donne dans la figure 12.1. Un

faisceau de particules de masse mi et d'impulsion bien definie dirigee suivant
1'axe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse rri2. Pour
simplifier la discussion, on supposera mi <C ra2, et on negligera le recul de
la cible dans la collision. Dans le cas general, il faut passer du referentiel
du laboratoire au referentiel du centre de masse par une transformation
cinematique simple (exercice 8.5.6). Une fraction des particules incidentes est
device par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision
sont enregistrees par des detecteurs places dans une direction d'angles polaires
(#, </>), appeles angles de diffusion, notes collectivement £7. Soit AS la surface
d'un detecteur place a une distance r de la cible. Ce detecteur est vu de
la cible sous un angle solide AQ ~ A5/r2. On suppose que la densite nc

de particules cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples
puissent etre negligees. Dans ces conditions, le nombre AA/"(0) de particules
ayant subi une collision et enregistrees par le detecteur est proportionnel, par
unite de temps et par unite de volume de la cible,

• au flux F de particules incidentes, c'est-a-dire au nombre de particules
traversant une surface unite perpendiculaire a Oz par unite de temps :
J- — riiV, ou Hi est la densite de particules incidentes et v leur vitesse ;

• a la densite nc de particules cibles ;

FlG. 12.1 - Schema d'une experience de diffusion.

• a Tangle solide AD sous lequel est vu le detecteur depuis la cible
(figure 12.1). Par la suite nous supposerons cet angle solide
infinitesimal : AO —>• dQ.

Nous avons done
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Le facteur de proportionnalite, dcr/dO, est appele section efficace differentielle
de diffusion, ou section efficace differentielle de collision. L'analyse
dimensionnelle montre que dcr/dO a les dimensions d'une surface et se mesure
en m2/steradian. En integrant sur Q, on obtient la section efficace totale <jtot

Le produit .Fnccrtot est egal au nombre de collisions enregistrees par seconde
dans 1 'experience pour une cible de volume unite. La section efficace totale
est a priori une fonction de la vitesse v de la particule incidente, ou de fagon
equivalente de son energie. La section efficace differentielle est une fonction
de 1'energie et des angles 9 et 0. Lorsque le probleme physique est invariant
par rotation3 autour de 1'axe Oz la section efficace differentielle ne depend
que de 9.

Donnons une illustration intuitive de la notion de section efficace en
examinant en mecanique classique la collision de deux boules de billard de
rayons RI et R%. Supposons d'abord que les particules incidentes (ici les
boules de billard) ont un rayon R et que les particules cibles sont ponctuelles.
En une seconde, une particule incidente balaie un volume irR2v, et elle
rencontre done nc7rR2v particules cibles. Le nombre de collisions enregistrees
par seconde dans 1'experience est ninc7rR2v = JFnc7r/?2, d'ou la section efficace
totale <7tot — ir R2- C'est geometriquement la surface d'un disque de rayon R.
Cette section efficace est aussi celle de la diffusion de particules ponctuelles
par des cibles de rayon /?, et dans ce cas 1'origine geometrique de -rrR2 est
claire : c'est 1'aire que presente la cible a une particule incidente. La section
efficace totale lorsque les particules incidentes ont un rayon R\ et les particules
cibles un rayon R% se deduit du resultat precedent : le nombre de collisions
est le meme que si les particules incidentes etaient ponctuelles et les particules
cibles avaient un rayon (R\ + R^}. La section efficace totale est done

La section efficace differentielle s'obtient aisement dans le cas de particules
incidentes ponctuelles (figure 12.2) arrivant sur des cibles de rayon R. Le
parametre d'impact b de la collision est la plus petite distance entre la
trajectoire incidente en 1'absence de collision et le centre de la cible. La
figure 12.2 montre que le parametre d'impact et Tangle de diffusion 0 sont
relies par

tandis que

3. Cette invariance n'est pas valable par exemple si le potentiel n'est pas invariant par
rotation ou si les particules cibles ont un spin polarise suivant un axe perpendiculaire a Oz
avec une diffusion dependant du spin.
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FlG. 12.2 - Collision classique d'une particule ponctuelle sur une sphere de rayon R.

d'ou la section efficace differentielle

car 1'integration sur 0 donne un facteur 2?r. Cette section efficace, appelee
section efficace de diffusion par une sphere dure, est done independante de
Tangle de diffusion, ou isotrope. On verifie que 1'integration sur f] redonne
bien TtR2.

12.1.2 Amplitude de diffusion

Venons-en maintenant a la description quantique de la diffusion par
un potentiel V que nous supposons a symetrie spherique : V(r). Nous
reviendrons a un potentiel general V(r) a partir du § 12.3.2. Nous ignorons
les eventuels degres de liberte de spin, sauf au § 12.2.4. La diffusion est
un processus dependant du temps : une particule incidente decrite par un
paquet d'ondes (p(r, t) part de z — — oo, se propage le long de 1'axe Oz
et rencontre le potentiel a un temps t ~ 0. Ce paquet d'ondes a une
certaine probabilite d'etre diffuse dans la direction 0, et le detecteur place
dans cette direction une certaine probabilite d'enregistrer la particule. La
description quantique correcte ne peut se faire qu'en utilisant des paquets
d'ondes. Toutefois cette description est un peu delicate, et nous allons dans
un premier temps la simplifier en considerant un processus stationnaire ; nous
reviendrons ulterieurement (§ 12,4.2) sur 1'utilisation des paquets d'ondes.
Nous partirons d'une onde plane incidente de vecteur d'onde k = (0,0, k)
parallele a Oz
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ou m est la masse des particules incidentes, E leur energie et \A\2 — n^ leur
densite. Le courant Jassocie a Ponde plane (12.5) est donne par (9.141)

Le flux de particules incidentes ^ = |J| = |A|2v. L'onde plane y?(r) est
solution de Pequation de Schrodinger independante du temps en 1'absence de
potentiel (V(r) = 0)

Lorsque V(r) ^ 0, pour une meme valeur de 1'energie E, nous montrerons au
§ 12.4.1 qu'il existe des solutions de 1'equation de Schrodinger -01 (r) indicees

par le vecteur d'onde k

se comportant pour comme

ou / est une fonction complexe de O — dans notre cas uniquement de 6
en raison de 1'invariance par rotation autour de Oz — , appelee amplitude
de diffusion. Le premier terme de (12.9) est 1'onde plane incidente exp(ifc •
r) = exp(ifcz), et le deuxieme represente une onde spherique sortante, ce
que nous allons montrer dans un instant. II est essentiel de remarquer
que ce sont les valeurs absolues k et r qui figurent dans ce deuxieme
terme. L'expression (12.9) est valable pourvu que le potentiel V(r) decroisse
suffisamment vite pour r —>• oo. Elle n'est pas valable pour un potentiel
coulombien, dont la decroissance en 1/r est trop lente. II existe aussi
des solutions de 1'equation de Schrodinger avec un terme d'onde spherique
entrante

utiles pour certaines discussions, mais nous n'aurons pas a nous en servir.
Calculons le courant total pour la fonction d'onde asymptotique (12.9). Ce

courant se compose du courant de 1'onde plane, de celui de 1'onde spherique
et d'un terme d'interferences. C'est ici que nous devons faire appel a un
argument physique, car 1'extension transverse de 1'onde plane est en fait
limitee, et non infinie (figure 12.3), et sauf dans la region de recouvrement
du paquet d'ondes incident et de 1'onde spherique, nous devons negliger le
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FlG. 12.3 - Limitation de 1'onde plane incidente.

terme d'interferences4. Dans une direction 0 7^ 0, c'est-a-dire en dehors de
la direction de 1'onde incidente 9 = 0, il est toujours possible de placer le
detecteur suffisamment loin de la cible pour que le terme d'interferences soit
negligeable, et il suffit done de calculer le courant de 1'onde spherique. En
utilisant Vg(r) = f g'(r) on obtient

En effet

et 1'expression finale de Jest

Si 1'on trace autour de la cible une sphere de rayon r tres grand, le courant
associe au deuxieme terme de (12.10) sur la surface de cette sphere est dirige
suivant f et vers 1'exterieur, et ce terme represente bien une onde sortante.
Le courant associe a un terme en exp(— \kr)/r serait dirige vers Pinterieur
et correspondrait au contraire a une onde spherique entrante. Le nombre de
particules AJV(!7) enregistrees par le detecteur par unite de temps est egal a
1'integrale du courant sur la surface du detecteur

le detecteur etant place a une distance r de la cible, ce qui donne pour AO
infinitesimal

4. Ce terme d'interferences est essentiel pour comprendre le theoreme optique (12.54) :
cf. Levy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 5.
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C'est bien sur le comportement en 1/r du terme d'onde spherique sortante
qui assure que le flux dans un angle solide donne Af2 est independant de r.
La definition (12.1) de la section efficace differentielle permet 1'identification
pour nc = 1

12.2 Ondes partielles et dephasages

12.2.1 Developpement en ondes partielles
Nous avons expose au § 10.4.1 une methode de resolution de 1'equation de

Schrodinger lorsque le potentiel V(r) est a symetrie spherique. La methode
utilisee consiste a developper la fonction d'onde en harmoniques spheriques
suivant (10.77)

La symetrie cylindrique autour de Oz du present probleme permet de se
limiter aux termes independants de 0 : mi = 0, et compte tenu de la
proportionnalite (10.62) entre les harmonique spheriques mi = 0 et les
polynomes de Legendre, nous pouvons nous contenter de5

ou ui(r) est solution de 1'equation radiale (10.78)

avec la condition aux limites w/(0) = 0, ou de fagon plus precise suivant (10.82)

Comme les polynomes de Legendre forment une base pour les fonctions
defmies sur 1'intervalle [—!,+!], on peut ecrire le developpement suivant
de f ( 0 )

Le developpement (12.16) est appele developpement en ondes partielles de
I 'amplitude de diffusion.

5. Nous avons modifies la normalisation de ui(r) d'un facteur sans importance
\/4Tr/(2l + 1) en passant d'une equation a 1'autre.
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Si V(r) tend vers zero suffisamment vite6 pour r —>• oo, on peut negliger
dans (12.14) V(r) et le terme de barriere centrifuge. Le comportement
asymptotique de ui(r) sera alors

Comparons ce comportement avec celui d'une onde plane. Une onde plane
exp(ifcz) = exp(iAr cos$) est une solution a symetrie cylindrique de 1'equation
de Schrodinger lorsque V(r) = 0. On peut done ecrire pour exp(i&z) un
developpement en polynomes de Legendre du type (12.13). Les coefficients de
ce developpement sont calcules a partir de (12.16) et sont appeles fonctions
de Bessel spheriques ji(kr)

Les fonctions de Bessel spheriques s'expriment en fonction de sinus et de
cosinus et on montre qu'elles sont donnees par la recurrence

Lorsque r —> 0, r j i ( k r ) oc (kr)l+l, ce qui est un cas particulier
du comportement (12.15) puisque r j i ( k r ) est solution de 1'equation de
Schrodinger radiale avec V(r) = 0, tandis que si r —» oo, on montre 7

La comparaison avec le comportement de ui(r) conduit a definir

ce qui permet d'ecrire le comportement asymptotique de u/(r)

Le nombre Si est le dephasage dans 1'onde partielle / , et c'est une fonction
de k : $i(k). Aim d'exprimer f ( 0 ) en fonction des dephasages, il suffit de

6. Cette qualification du potential meriterait d'etre precisee. Tous les resultats de ce
chapitre sont valides si V(r) est de portee finie (V(r) = 0 si r > R) ou decroit a 1'infini
plus vite que toute puissance. Si V(r) decroit a 1'infini comme r~a, certains des resultats
ne sont valides que si a > ao- La discussion de ce probleme est assez technique, et nous
renvoyons le lecteur aux ouvrages cites en reference.

7. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complement AVIII-
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comparer les developpements asymptotiques r —» oo de (12.9) et de (12.13)
en choisissant A = I . Compte term de (12.17), le developpement (12.9) s'ecrit

La forme asymptotique (12.19) de ji donne

et on en deduit

La fonction Xi(r) doit etre asymptotiquement egale a w/(r)/r qui vaut,
d'apres (12.20)

L'egalite de (12.21) et (12.22) n'est possible que si

soit

Cette equation donne 1'expression recherchee de /(#)) en fonction des
dephasages

On deduit la section efficace differentielle de (12.12) et la section efficace
totale par integration sur les angles, en utilisant la relation d'orthogonalite
des polynomes de Legendre deduite de (10.62) et de 1'orthogonalite (10.55)
des harmoniques spheriques.

Le resultat pour <Ttot s'ecrit
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La fonction

ou nous avons explicite la dependance en fc, est appelee element de matrice S
dans I'onde partielle /, et joue un role important, que Ton pent comprendre
en comparant les comportements (12.21) et (12.22) de I'onde spherique libre
j i ( k r ) et de la fonction d'onde en presence d'un potentiel

L'effet du potentiel est de multiplier la partie onde spherique sortante par le
facteur de phase Si = exp(2iJ/), I'onde entrante n'etant pas affectee, ce qui
resulte des conditions aux limites imposees. En effet, I'onde plane incidente
est composee d'une onde spherique entrante et d'une onde spherique sortante.
La partie sortante est modifiee par la diffusion, car les particules sont diffusees
par la cible et divergent a partir de celle-ci, mais ce n'est pas le cas de I'onde
entrante qui n'est pas modifiee par 1'interaction avec la cible. Nous montrerons
au § 12.3.1 que la condition 5/1 = 1 rend compte du fait que le nombre de
particules entrantes dans une sphere de grand rayon tracee autour de la cible
est egal a celui-des particules sortantes lorsque la diffusion est elastique.

Chaque terme de (12.25) correspond a la section efficace de diffusion dans
I'onde partielle I. Evidemment 1'identification de la contribution de chaque
onde partielle n'est possible que pour la section efficace totale, car les diverses
ondes partielles interferent dans la section efficace differentielle. On remarque
que la contribution a la section efficace totale de chaque onde partielle est
bornee

Donnons une interpretation semi-classique de ce resultat. Classiquement le
moment angulaire hi et le parametre d'impact sont relies par I = kb et par
consequent

La section efficace classique maximale est 1'aire comprise entre les cercles de
rayons / et I + 1

La section efficace classique est au maximum le quart de la section maximale
quantique. Supposons le potentiel de portee limitee : V(r] = 0 si r > R.
Alors, d'un point de vue classique, une particule incidente ne pourra interagir
que si son parametre d'impact est inferieur a R : b > R, et seules les ondes
partielles telles que / < kR vont contribuer. On voit que la methode des
dephasages sera performante si 1'energie est faible, car dans ce cas seul un
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nombre limite de dephasages vont contribuer. En particulier seule 1'onde s
(I = 0) va donner une contribution appreciable lorsque k —> 0. Une
version plus precise de cet argument consiste a remarquer que la probabilite
de presence oc r2jf(kr] d'une onde spherique libre est negligeable pour
kr ~ [K^ + l)]1^2 et cette onde ne penetre pas dans les regions ou le
potentiel est important pour les petites valeurs de k, sauf si / = 0, auquel cas
r2Jo(/cr) occste si r —> 0. On montre rigoureusement8 que pour un potentiel
de portee limitee le dephasage Si se comporte comme

lorsque

12.2.2 Diffusion a basse energie
Lorsque le potentiel est de portee limitee, 1'onde s sera la seule a contribuer

de fagon appreciable a la section efficace de basse energie, et celle-ci sera
par consequent isotrope. Jusqu'a la fin de cette section, nous prendrons en
compte uniquement 1'onde I = 0 et nous utiliserons les notations SI=Q =
S(k), Si=0(k) = S ( k ] , fi=0(k] = f ( k ) , ui=Q(r) = u(r}. Compte tenu du
comportement (12.28) pour I = 0, 6(k) oc fc, on definit la longueur de
diffusion a par

Le signe ( — ) est conventionnel et cette convention sera justifiee ci-dessous.
Comme exemple de calcul de dephasage et de longueur de diffusion, nous

aliens traiter le cas du puits spherique (figure 12.4)

Ce puits spherique decrit approximativement la diffusion neutron-proton avec
les parametres suivants (exercices 10.7.8 et 12.5.3)

L'equation de Schrodinger radiale s'ecrit

ce qui donne

8. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre X.
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FlG. 12.4 - Puits spherique.

avec k2 = 2mE/h2 et k'2 — 2m(E + Vo)/h2, d'ou, en tenant compte de la
condition u(r = 0) = 0

La continuite de la derivee logarithmique de u(r) a r = R impose

L'equation

permet de determiner I'element de matrice S, S(k) ; apres un calcul sans
difficulte on trouve

L'expression donnant S ( k ) est bien de module unite. Evidemment le
dephasage n'est determine qu'a TT pres : pour avoir la « vraie » valeur du
dephasage, il faudrait faire croitre le potentiel de 0 a VQ et suivre 1'evolution
de 6 entre zero et sa valeur finale.

Comme dans le cas unidimensionnel (cf. § 9.4.3), il existe une relation
remarquable entre la matrice S et les etats lies. Posons en effet k = IK (on
verra dans un instant qu'il faut choisir k = i/°c, K > 0, et non k = —IK). La
fonction S(k) a des poles pour
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mais cette equation est precisement celle qui determine les etats lies. En effet
la fonction d'onde d'un etat lie d'energie E — —B < 0 est donnee par

avec K = (ImB/h2}1!'2, k' = [2m(Vb — -B)]1/2/h, et la continuite de la derivee
logarithmique a r = R s'ecrit

ce qui est exactement 1'equation donnant les poles de S ( k ) . Le resultat est
general pour les potentiels decroissant suffisamment vite a 1'infini et il est
valable pour toute onde partielle : les poles de Si(k) pour k = IK donnent la
position des etats lies dans 1'onde partielle I.

II est facile de deduire la longueur de diffusion de (12.31) ; cette equation
s'ecrit aussi

Dans la limite

soit

ce qui donne d'apres la definition (12.29)

Un autre cas particulier interessant est celui de la diffusion par une sphere
dure : V(r) = 0 si r > R et V(r) — +00 si r < R. La fonction d'onde radiale
u(r) doit s'annuler a r = R

En consequence kR + 6 = mr et pour k suffisamment petit on obtient

Le signe ( — ) dans la definition (12.29) a ete choisi de sorte que la longueur
de diffusion d'une sphere dure soit +R et non —R. L'etude qualitative du
comportement de u(r) dans la figure 12.5 montre que a > 0 pour tout potentiel
repulsif. La situation est plus complexe pour un potentiel attractif. Lorsqu'il
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FlG. 12.5 — Comportement de la fonction d'onde et de la longueur de diffusion pour
differents potentiels. (a) Potentiel repulsif (b) Potentiel attractif sans etat lie (c)
Potentiel attractif avec un seul etat lie.

n'existe pas d'etat lie, un potentiel attractif donne une longueur de diffusion
negative. L'apparition d'un etat lie change le signe de a, qui devient positif.
Le signe change a nouveau avec 1'apparition d'un second etat lie, etc. Ceci
est confirme par (12.35) : la condition d'apparition d'un premier etat lie est
koR = 7T/2 et la longueur de diffusion est negative pour koR < 7T/2. Elle
devient infinie lorsque koR = yr/2, positive lorsque k0R > 7T/2 et le reste
pour 7T/2 < koR < 3ir/2. L'apparition d'un second etat lie correspond a
koR = 3?r/2, et la longueur de diffusion devient a nouveau negative au-dela de
cette valeur apres etre passee a nouveau par une valeur infinie. Une longueur
de diffusion grande et positive signale la presence d'un etat lie de faible energie
et si elle est grande et negative, elle signale la proximite de 1'apparition d'un
etat lie : on dit parfois qu'il existe un etat anti-lie ou virtuel.

La section efficace de basse energie est isotrope d'apres (12.12), et la section
efficace totale est

II est interessant de remarquer que la section efficace quantique d'une sphere
dure (a = R) est quatre fois la section efficace classique TrR2. La mesure de
la section efficace totale ne donne que la valeur absolue de a. Or le signe de
la longueur de diffusion est une donnee importante : par exemple le potentiel
effectif que nous aliens definir au paragraphe suivant est attractif pour a < 0
et repulsif pour a > 0, ce qui a des consequences directes par exemple sur la
possibilite de former des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Un
autre cas important est celui de la diffusion neutron-proton (§ 12.2.4).

La forme de basse energie 6(k) ~ — ka est en fait le premier terme d'un
developpement du dephasage en fonction de k2. L'exercice 12.5.3 montre que
la fonction kcotd(k) est une fonction analytique9 de k2 dont on peut ecrire

9. Si V(r) decroit au moins aussi vite que exp(— / j ,r) . L'equation (12.38) est valable
pourvu que V(r) decroisse au moins comme r~5.
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le developpement de Taylor pour

La longeur TO est appelee portee effective. On utilise souvent la forme de basse
energie de Pamplitude de diffusion

soit, en exprimant cot6(k) en fonction de a si

Cette forme peut etre rendue plus precise si 1'on utilise 1'approximation de
portee effective (12.38)

12.2.3 Potentiel effectif
La longueur de diffusion permet d'introduire la notion tres utile de

potentiel effectif. Lorsque 1'on considere un syteme de particules de basse
energie, il est tres commode de pouvoir remplacer le potentiel reel V(r) par
un potentiel Veff(r) plus simple, appele potentiel effectif, qui donne les memes
resultats pour la diffusion de basse energie. Ce potentiel effectif est utilise
par exemple dans le traitement theorique de la diffusion de neutrons de basse
energie ou des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Nous allons
montrer que la diffusion de basse energie est reproduite en choisissant un
potentiel effectif proportionnel a une fonction 6

ou g est une constante a determiner. Pour justifier ce potentiel et determiner g,
examinons 1'equation de Schrodinger pour une fonction d'onde tp(r) = u(r)/r.
L'expression du laplacien appliquee a une fonction de r

n'est valable que pour une fonction /(r) reguliere a r = 0, tandis que pour
/(r) oc 1/r on utilise 1'equation familiere en electrostatique
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Examinons 1'equation de Schrodinger en prenant comme potentiel (12.41)

et ecrivons le terme d'energie cinetique

ou nous avons remarque que [u(r) — w(0)]/r est une fonction reguliere a r = 0.
Nous avons done

Les deux membres de 1'equation precedente doivent s'annuler separement, ce
qui implique, pour le membre de gauche

et done u'(0)/w(0) = kcot5(k). L'annulation du coefficient de 8(r) impose

et la limite k —> 0 de cette equation permet de relier10 g et a

Le potentiel effectif depend d'un seul parametre, la longueur de diffusion a, que
1'on prend bien sur egale a celle d'un potentiel plus realiste ou tout simplement
de 1'experience. Examinons aussi les etats lies du potentiel effectif. La fonction
d'onde radiale de cet etat lie doit etre de la forme

et par consequent w'(0)/u(0) = — K. On en deduit une relation entre 1'energie
de liaison B et la longueur de diffusion

10. II faut se rappeler que si 1'on considers la diffusion de particules identiques de masse
M, la masse reduite m = M/2 et
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L'etat lie du potentiel effectif est unique, et on retrouve le fait que a > 0 si
1'on veut un etat lie et un seul. En resume, un potentiel effectif tel que a > 0
correspond aussi bien a une sphere dure qu'a un potentiel attractif possedant
un seul etat lie. Ces deux potentiels donneront le meme comportement pour
un ensemble de particules de basse energie, alors que le comportement sera
different si a < 0 : c'est le signe de la longueur de diffusion qui est crucial.
La fonction kcot 6(k) est une constante

et 1'amplitude de diffusion du potentiel effectif est donnee exactement
par (12.39)

12.2.4 Diffusion neutron-proton a basse energie
La diffusion neutron-proton a basse energie fournit une illustration d'une

grande importance pratique du formalisme que nous venons de developper.
Le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2, et comme la diffusion
depend du spin, nous devons generaliser les resultats precedents pour en tenir
compte. Dans la diffusion a basse energie, le spin total S'tot est conserve.
En effet le moment angulaire orbital est nul, puisque la diffusion se fait dans
Fonde s, et la conservation du moment angulaire total est equivalente a celle
du spin total. L'amplitude de diffusion peut s'ecrire comme un operateur /
agissant dans 1'espace H. a quatre dimensions, produit tensoriel des espaces des
etats des deux spins 1/2, en fonction des projecteurs Ps = PQ et Pt = PI sur
les etats singulet (spin total zero) et triplet (spin total un) donnes en (10.128)

Cette ecriture de / assure que le spin total est inchange dans la diffusion : un
etat singulet reste singulet et un etat triplet reste triplet. Nous allons nous
limiter au cas ka <C 1, et d'apres (12.39)

ou as et at sont les longueurs de diffusion dans 1'etat singulet et 1'etat triplet.
Lorsque la condition ka -C 1 n'est pas satisfaite, il est possible d'utiliser
des expressions analogues a (12.39), ou mieux (12.40), pour fs(k) et /t(fc), en
faisant intervenir les portees effectives TQS et rQt. En resume, a 1'approximation

ou encore, en introduisant les matrices de Pauli ap et an agissant dans 1'espace
des etats de spin du proton et du neutron
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La section efficace differentielle est isotrope et la section efficace totale pour
un etat de spin initial \i) et un etat final |/) est

Si on ne mesure pas les spins finaux et si 1'etat initial est un melange ou 1'on
connait seulement la probabilite pi de trouver les spins initiaux dans 1'etat
i ) , il faut sommer sur les etats |/) et les probabilites pf

ou nous avons utilise la relation de fermeture dans
definition de 1'operateur densite de 1'etat initial

Le cas le plus frequent est celui ou 1'etat initial est non polarise : les etats
| + +}, H—}, | —h) et | } ont la meme probabilite. Dans ce cas /?in;t = 1/4
et

L'interpretation physique est immediate : si 1'etat initial est non polarise, la
probabilite d'avoir un etat singulet est de 1/4 et celle d'avoir un etat triplet
de 3/4, ce qui donne les poids 1/4 et 3/4 aux sections efficaces singulet et
triplet dans (12.49).

La section efficace non polarisee ne donne acces qu'a la combinaison
a2

s + 3a% des longueurs de diffusion. Une information supplementaire vient
de 1'existence d'un etat lie dans 1'etat triplet, le deuteron, ce qui permet de
determiner approximativement at- Une relation precise entre les parametres
du deuteron et ceux de la diffusion a basse energie dans 1'etat triplet est
etablie dans 1'exercice 12.5.3, a 1'approximation de la portee effective. Une
relation approchee est obtenue en remarquant que la fonction d'onde du
deuteron s'etend tres au-dela de la portee du potentiel, K~I ^> R, ce qui
permet d'utiliser un potentiel effectif et la relation (12.45). Compte tenu de
B ~ 2.22 MeV, on trouve K~I ~ 4.2 fm, alors que la valeur exacte de at est de
5.4 fm, mais 1'argument suffit pour determiner le signe de at : at > 0.

La connaissance de at a partir des parametres du deuteron et la mesure de
la section efficace non polarisee permettent de determiner le module \as de la
longueur de diffusion dans 1'etat singulet, mais pas son signe. Une methode
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possible pour determiner le signe de as est la diffusion de neutrons sur une
molecule d'hydrogene, etudiee a 1'exercice 12.5.2, qui montre que la longueur
de diffusion as est negative, en accord avec le fait qu'il n'existe pas d'etat lie
singulet. Les valeurs experimentales des longueurs de diffusion et des portees
effectives sont

On constate que as est grande et negative, et le systeme neutron-proton dans
1'etat singulet est tres proche de la formation d'un etat lie : il existe un etat
virtuel.

12.3 Diffusion inelastique

12.3.1 Theoreme optique
En regie gene-rale, dans une collision, les particules peuvent non seulement

etre diffusees elastiquement, mais aussi inelastiquement ; par exemple la
diffusion d'un photon sur un atome A dans son etat fondamental £"0 peut
laisser 1'atome dans un niveau excite A* d'energie E\

le photon final ayant perdu une energie (E\—Eo) par rapport au photon initial
(si Ton neglige le recul de 1'atome). II est meme possible que les particules
finales soient differentes des particules initiales, comme dans

ou

Dans le cas de la diffusion elastique, nous avons vu que \Si(k}\ = 1. Nous
allons montrer qu'il est possible de generaliser 1'expression de 1'amplitude
diffusion /(O) au cas inelastique a condition d'admettre que |5"/(/e)| < 1.
Cette condition decoule de ce que le module de 1'amplitude de 1'onde sortante
doit etre plus petit que celui de 1'onde entrante : le nombre de particules A^in

entrant dans une sphere de grand rayon r tracee autour de la cible doit etre
inferieur a celui Noui qui en sort, puisque les particules incidentes peuvent
seulement disparaitre dans la diffusion inelastique. Comme nous le montrons
ulterieurement, cette inegalite vaut pour toute onde partielle : N^ui < JV/n,
car 1'integration sur la surface de la sphere elimine les interferences entre ondes
partielles. Si la diffusion est purement elastique dans 1'onde /, AT/n = Nl

oui et
\Si(k] = I . Evaluons ./V/n et N^ui en revenant a 1'expression asymptotique
r —> oo (12.22) de la fonction d'onde. Comme dans la diffusion elastique, seul
le terme d'onde sortante peut etre modifie
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d'ou le comportement asymptotique de ip(r)

ce qui donne pour f(G)

La section efficace elastique totale vaut

et le resultat de 1'integration sur J7 generalise (12.25)

Calculons le nombre de particules entrantes dans 1'onde partielle /, 7V/n, en
integrant le courant entrant sur la surface d'une sphere de rayon r —» CXD
autour de la cible. Comme les polynomes de Legendre sont orthogonaux, il
n'y a pas de termes d'interferences entre les differentes ondes partielles. On
trouve

Le premier terme vient de la normalisation de |^|2, le second de la relation
d'orthogonalite des polynomes de Legendre, le troisieme de 1'expression du
courant de 1'onde entrante et le dernier de 1'integration sur </>. Un calcul
analogue donne A^ut

La condition A^ut < JV/n implique que Si\ < 1. La section efficace inelastique
dans 1'onde partielle I n'est autre, au facteur de flux T = hk\A 2/m pres,
que la difference entre le nombre de particules entrantes et celui de particules
sortantes

et la section efficace inelastique totale vaut
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Si 7V/n = A^ut, le nombre de particules sortantes est egal au nombre de
particules entrantes, la diffusion est elastique dans 1'onde partielle I et
\Si(k)\ = 1, Si(k) = exp[2i6i(k)]. La condition \Si\ < I entraine comme il
se doit 0-[nel > 0. La somme des sections efficaces elastique et inelastique est
la section efficace totale

La presence de voies inelastiques implique que (1 — Si) ^ 0, et on ne pent
done pas avoir en physique quantique de diffusion purement inelastique, alors
qu'en physique classique des particules peuvent etre envoyees sur des cibles
parfaitement absorbantes, sans diffusion elastique. Si 1'absorption est totale
dans une onde partielle /, ce qui correspond a JV°ut = 0 et done a Si =0 ,
alors

Par comparaison, la section efficace elastique maximale est

Une consequence importante de 1'intrication entre diffusions elastique
et inelastique est le theoreme optique. Calculons la partie imaginaire de
1'amplitude de diffusion vers 1'avant11, Im/(# = 0) en utilisant PI (I) = 1

et si Ton compare avec 1'expression (12.52) -de ertot

Cete relation est le theoreme optique, qui relie la section efficace totale a la
partie imaginaire de la diffusion vers 1'avant. La demonstration du theoreme
met en evidence qu'il decoule de la conservation de la probabilite.

12.3.2 Potentiel optique

On peut rendre compte de la diffusion inelastique en introduisant un
potentiel complexe dans 1'equation de Schrodinger. En effet, si 1'on reprend

11. Cette quantite ne peut pas etre mesuree directement, car vers 1'avant on trouve
principalement les particules incidentes qui n'ont pas subi de collision. II faut prendre la
limite 0 —> 0 de /(#). Voir aussi la note 4.
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la demonstration du § 9.2.2 de 1'equation de continuite du courant V • J= 0
dans le cas d'une onde stationnaire tp^r), on s'apergoit que cette equation
n'est pas satisfaite si le potentiel est complexe et que

On retrouve naturellement le resultat V • J = 0 dans le cas du potentiel reel
utilise au § 9.2.2. Le nombre de particules absorbees par unite de temps est
egal au flux incident multiplie par la section efficace inelastique. Pour calculer
le nombre de particules absorbees, entourons la cible par une sphere de grand
rayon et calculons le flux de Ja travers la surface S de cette sphere

ou V est le volume de la sphere et le signe ( — ) correspond au fait que d<S est
oriente vers 1'exterieur. On a done

ou nous avons integre sur tout 1'espace car le potentiel est suppose de portee
finie ou s'annulant sufnsamment vite a 1'infini. Dans cette section, et jusqu'a
la fin du chapitre, le potentiel V(r) est quelconque : il n'est pas necessairement
invariant par rotation. L'equation (12.56) implique que la partie imaginaire
de V(r) doit etre negative : lmV(r) < 0. Le potentiel complexe de partie
imaginaire negative V(r) est appele potentiel optique. Ce potentiel est utile
lorsque Ton ne s'interesse pas aux details des processus inelastiques, mais
seulement a leur repercussion sur les processus elastiques. II est en particulier
tres largement utilise dans la diffusion neutron-noyau. A basse energie,
on pourra representer ce potentiel complexe par un potentiel effect if du
type (12.41) avec une longueur de diffusion complexe a = a\ + 102, 02 < 0.
Dans ces conditions Im/ = —a^ et la section efHcace totale est tres grande
par rapport a la section efficace elastique

La proportionalite de <jjn a l/k, ou bien a l/v, ou v est la vitesse des neutrons
incidents, est un resultat d'une tres grande importance : la section efficace
d'absorption des neutrons lents croft en l/v quand v —> 0. Ceci entraine par
exemple que Ton doit ralentir les neutrons pour obtenir des sections efficaces
importantes de fission de 1'uranium dans un reacteur nucleaire. Un autre
exemple est 1'utilisation du cadmium pour absorber les neutrons : la longueur
de diffusion est complexe, avec ai = — 3.8fm et a^ = — 1.2fm.

Recrivons le theoreme optique en utilisant (12.56)
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Cette equation peut etre generalisee12. Definissons 1'amplitude de diffusion
f ( k r , k ) a partir de la solution (12.9) ip- (r) de 1'equation de Schrodinger

Comme le potentiel n'est pas suppose invariant par rotation, 1'amplitude de
diffusion depend de f et de fc, et pas uniquement de k et de Tangle entre f et
k. On montre alors la relation d'unitarite

L'invariance par reversement du sens du temps implique f ( k ' , k ) =
f ( — k , — k ' ) et celle par parite /(/c' ,/e) = / ( — & ' , — k) Si ces deux invariances
sont valides, f ( k ' , k) = f ( k , k') et

dans (12.58). On retrouve alors (12.57) en prenant k' = k.

12.4 Developpements formels

12.4.1 Equation integrale de la diffusion

Nous allons reprendre dans cette section quelques points que nous
avons laisses dans 1'ombre jusqu'a present, afin de clarifier certains des
arguments precedents. Nous allons d'abord demontrer une equation,
1'equation integrale de la diffusion, qui nous permettra de justifier 1'expression
asymptotique (12.10), mais qui se revele egalement utile dans d'autres
developpements de la theorie de la diffusion. La demonstration repose sur
1'expression des fonctions de Green G(r) de 1'equation de Schrodinger lorsque
V = 0, qui verifient

De fagon generale, les fonctions de Green G d'une equation d'onde Ctp = 0 sont
definies par CG — S(r). La solution de ce type d'equation n'est pas unique
et la forme precise de la fonction de Green que Ton doit utiliser pour un
probleme donne est fixee par des conditions aux limites. Nous aurons besoin
des fonctions de Green G^\r) ayant un comportement d'onde spherique

12. Voir par exemple Landau et Lifschitz[1966], § 124.
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sortante pour C?(+)(f) et entrante pour G^~\r). Ces fonctions de Green sont
donnees par 13

La verification de (12.59) est immediate

ou nous avons utilise le fait que la fonction (exp(iAr) — l)/r est reguliere a
r = 0et (12.42).

Examinons le comportement de la fonction G^+\f— r'} lorsque r —> oo
tandis que r' reste fini. Dans cette limite

et nous obtenons, en defmissant

ce qui montre que G^ a bien un comportement d'onde spherique sortante.
La fonction ?/>L (r) definie de fagon implicite par

obeit a 1'equation de Schrodinger. En effet, en utilisant (12.59)

L'equation(12.62) est appelee equation integrals de la diffusion. Le point

essentiel est que if)~ (r) a bien le comportement asymptotique (12.9). En
K

effet, en utilisant (12.61) et (12.62) pour r —> oo

13. Toute combinaison XG^' + (1 — A)G^ ' + Gh, ou G^ est solution de 1'equation
d'ondes homogene, verifie egalement (12.59).



12. Theorie elementaire de la diffusion 453

On identifie immediatement 1'amplitude de diffusion /(fi) a partir de (12.9)

Cette equation est exacte, mais bien sur il faut connaitre ty-. (r), et on ne
peut pas se dispenser de la resolution de 1'equation de Schrodinger ! On peut
resoudre (12.63) de fagon approchee par iteration, la premiere iteration etant

En reportant dans (12.64) on obtient f ( k ' , k ) a I'approximation de Born

Le vecteur q = k' — k est le transfert de vecteur d'onde, hq le transfert
d'impulsion et JB est la transformer de Fourier du potentiel par rapport a q.
On note que

et que /# ne depend que de la combinaison fcsin(#/2) de k et de 9 si le
potentiel est a symetric spherique. Cette particularity est bien sur specifique
de 1'approximation de Born. Les criteres de validite de 1'approximation de
Born sont delicats a enoncer de fagon precise : pour simplifier, il faut que
1'energie soit grande ou que le potentiel soit faible. Dans le cas de la diffusion
coulombienne, 1'approximation de Born donne le resultat exact pour la section
efncace (mais non pour 1'amplitude !) a toute energie, tres en dehors de son
domaine theorique de validite (exercice 12.5.4).

12.4.2 Diffusion d'un paquet d'ondes

Un deuxieme point qu'il est necessaire de justifier est 1'utilisation
d'un formalisme stationnaire, alors que la diffusion d'une particule est
fondamentalement un processus dependant du temps ; il nous faut done
etudier la diffusion d'un paquet d'ondes. Nous supposerons le paquet d'ondes
centre autour d'une impulsion hko avec une dispersion Afc <C &o, et nous
supposerons aussi que la dimension Ar ~ 1/A.k du paquet d'ondes est tres
petite par rapport aux distances caracteristiques de 1'experience, par exemple
la distance cible-detecteur. Le paquet d'ondes libre s'ecrit sous une forme qui
generalise (9.41) a trois dimensions
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avec u>k = Mi2/(2ra), la frequence moyenne etant LJQ = /&Ai0/(2ra). Nous avons
montre au § 9.1.4 que si la condition (Afc)2fa/m <C 1 etait verifiee (ce qui est
pratiquement toujours le cas) on pouvait alors negliger 1'etalement du paquet
d'ondes et (12.66) sous la forme (9.48) generalisee a trois dimensions (avec les
changements de notations k —>• AIQ, vg ~^ vo) devient

ou la vitesse de groupe VQ = hko/m. Ceci implique que \ip(r: t)\ est negligeable
si f — vot\ ^> Ar, c'est-a-dire si If— vot\ est grand par rapport a 1'extension
Ar du paquet d'ondes. La fonction d'onde dependant du temps ^^ (f, t) en

K

presence du potentiel V(r) s'obtient en remplagant dans 1'expression (12.66)

du paquet d'ondes 1'onde plane exp(i/c • r) par 1/A (r). L'expression ainsi
obtenue est en effet solution de 1'equation de Schrodinger dependant du
temps en presence du potentiel V(r), avec un comportement d'onde spherique

sortante. Decomposons la fonction d'onde t/n '(r, t) en une partie libre et une
par tie diffusee

Lorsque le paquet d'ondes est loin de la cible, on peut remplacer ip~~ (r) par
sa forme asymptotique (12.63)

et done

Supposons que /(Air, A;) varie suffisamment lentement14 avec A; . Dans ces
conditions

et la partie diffusee est

On remarque ensuite que

Comme le temps caracteristique t ~ r/vo = mr/(hko)

14. En presence d'une resonance, il peut arriver que cette condition ne soit pas verifiee.
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et on peut remplacer kr dans (12.68) par rko • k ce qui donne

Lorsque t est grand et negatif, (r — v^t}\ 3> Ar et comme </?(r',0) est
negligeable pour r' ^> Ar, ^diff -—> 0 et le paquet d'ondes tend vers un paquet
d'ondes libre : tant que le paquet d'ondes n'a pas de recouvrement avec le
potentiel, ipd\s est pratiquement nul

Le paquet d'ondes interagit avec la cible pour t ~ 0 et lorsque t —» +00

On retrouve le paquet d'ondes dans une direction differente de la direction
initiale, module par 1'amplitude de diffusion /(for, &o) et se propageant
radialement avec une vitesse VQ.

Nous pouvons maintenant calculer la probabilite dp de declenchement d'un
detecteur de surface dS = r2dfi place dans la direction r. Comme le courant
a 1'instant t est ^olV'diff 2^5 la probabilite de declencher le detecteur est

Par ailleurs, la probabilite pour que la particule incidente traverse une surface
unite prependiculaire au faisceau incident est

et on deduit de la definition (12.1) de la section efficace

ce qui complete la justification de (12.12).

12.5 Exercices

12.5.1 Pic de Gamow
1. On se propose d'evaluer la section efficace de la reaction
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a 1'interieur d'ime etoile ou regne une temperature de 1'ordre de 107K.
Cette reaction particuliere a ete choisie pour fixer les idees, mais ce qui suit
s'applique a toute reaction nucleaire dans une etoile. Montrer que 1'energie
cinetique des noyaux incidents 2H et 3H est de 1'ordre du keV. Pourquoi
les atonies sont-ils completement ionises ? En physique nucleaire la relation
suivante est souvent utile : dans un systeme d'unites ou h = c = 1, la relation
entre le fermi et le MeV s'ecrit

Verifier cette relation. Le potentiel V(r) entre les deux noyaux incidents est
le potentiel coulombien repulsif V(r) = e2/r pour r > R et un potentiel
nucleaire attractif pour r < R, avec R ~ 1 fm. Montrer que e2/R est tres
grand par rapport a 1'energie cinetique E des noyaux incidents.

2. Montrer qu'en physique classique les deux noyaux ne peuvent pas
s'approcher a une distance plus faible que TO = e2/E, et la reaction
nucleaire (12.70) ne peut se produire. En physique quantique, la reaction est
possible grace a 1'effet tunnel. En utilisant (9.106), montrer que la probabilite
d'effet tunnel est

ou \JL est la masse reduite : E = fj,v2/2, v etant la vitesse relative des deux
noyaux. Montrer que JJL ~ (6/5)mp, ou la masse du proton mp ~ 940MeV/c .
Pour calculer pT(£^), on pourra faire le changement de variables

On donne Pintegrale indefinie

En deduire

avec a = e2/(he] ~ 1/137. Donner la valeur de EB en MeV.

3. Justifier la forme approchee de la section efficace de la reaction (12.70)
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en admettant que la reaction nucleaire se produit des que les noyaux entrent
en contact ; k est le vecteur d'onde E = h2k2/(2[i).

4. D'apres (12.1), le nombre de reactions nucleaires (12.70) par unite de temps
est riincva(v}, ou HI et nc sont les densites de noyaux incidents et de noyaux
cibles. Cependant les vitesses n'ont pas une valeur fixee, et pour obtenir le
taux de reaction dans 1'etoile, il faut moyenner sur la distribution de Maxwell
des vitesses

La quantite physiquement pertinente est la moyenne (va}. En integrant sur
les angles, montrer que

En deduire, en effectuant le changement de variables v —> E

Montrer que Pintegrand dans (12.72) exhibe un pic aigu pour une valeur
E = EQ de 1'energie, avec

et que la largeur AE1 de ce pic est donnee par

Ce pic est appele pic de Gamow, et il determine 1'energie EQ pour laquelle la
reaction (12.70) a une probabilite maximale : le taux de reaction dans 1'etoile
est controle par EQ. Estimer numeriquement la position du pic et sa largeur.

12.5.2 Diffusion de neutrons de basse energie
par une molecule d'hydrogene

1. On considere dans un premier temps la diffusion d'une particule par les
deux noyaux 1 et 2 supposes differents d'une molecule diatomique, sans tenir
compte du spin. Le centre de la molecule est situe a 1'origine des coordonnees,
et le detecteur a une distance r de la cible. Les noyaux 1 et 2 sont situes aux
points R/2 et —R/2, avec R <C r. Montrer que 1'amplitude de diffusion par
la molecule est
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ou k est le vecteur d'onde des particules incidentes, k' — kr, Hq = H(k' — k] le
transfer! d'impulsion, tandis que a\ et a? sont les longueurs de diffusion sur
les noyaux 1 et 2. Tracer la section efficace en fonction de Tangle 9 entre k'
et k lorsque qR ~ 1.

2. On se place dans le cas de la diffusion de neutrons par une molecule
d'hydrogene en tenant compte du spin du neutron et des protons. On suppose
1'energie suffisamment basse pour que qR <C 1. Quelle doit etre la valeur de
1'energie en eV pour que cette condition soit realisee ? Si les neutrons sont
produits dans un reacteur, a quelle temperature doivent-ils etre refroidis (cf.
§ 1.4.2) ? On definit le spin total S de la molecule

a\ et <J2 sont les matrices de Pauli decrivant les spins des deux protons.
Montrer que 1'amplitude de diffusion s'ecrit dans 1'espace des spins en fonction
des longueurs de diffusion as et at

3. Si 1'on traite 1'interaction neutron-proton au moyen d'un potentiel
effectif (12.41), la constante g est fixee par les caracteristiques du potentiel. En
deduire qu'en raison d'un effet de masse reduite, on doit utiliser 4a/3 comme
longueur de diffusion sur les protons lies dans une molecule d'hydrogene, si
a est la longueur de diffusion d'un neutron sur un proton libre. La section
efficace est done a multiplier par un facteur 16/9 : c'est 1'effet de liaison
chimique. Get effet de masse reduite est present pourvu que 1'energie du
neutron soit suffisamment faible pour ne pas pouvoir exciter les niveaux de
vibration de la molecule.

4. La molecule d'hydrogene peut exister dans deux etats de spin : le
parahydrogene de spin zero et 1'orthohydrogene de spin un. Quelle est la
section efficace totale neutron-parahydrogene ? Est-elle sensible au signe
de as ?

5. Calculer la section efficace totale neutron-orthohydrogene en supposant la
molecule non polarisee. Suggestion : demontrer 1'identite

12.5.3 Proprietes analytiques de 1'amplitude de diffusion
neutron-proton

L'objectif de cet exercice est de relier les proprietes des etats lies et des
resonances a 1'amplitude de diffusion. On se limitera a 1'onde s. On negligera
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la difference de masse neutron-proton et on definira M ~ mp ~ mn : la masse
reduite est done M/2. On neglige tout effet lie au spin.

1. Soit u(r] la fonction d'onde radiale (reelle) d'un etat lie, en 1'occurrence
le deuteron. Elle est caracterisee par son comportement asymptotique et sa
normalisation TV

Montrer que dans le cas du puits spherique de la figure 12.4, de portee R et
de profondeur VQ

B etant 1'energie de liaison. Tracer
qualitativement u(r).

2. Soit g ( k , r ) une solution de 1'equation radiale se comportant
asymptotiquement comme

Montrer que la fonction d'onde w(fc, r) est donnee par

et que 1'element de matrice 5, S(k) vaut

3. On prolonge analytiquement g(k,r] a des valeurs complexes de k.
Montrer que

4. Calculer g(k) et S(k) pour le puits spherique et montrer que g(k) est une
fonction entiere de k (c'est-a-dire analytique pour tout k).

5. On peut prouver que pour un potentiel decroissant plus vite que exp(—//r)
lorsque r —> oo, g(k) est analytique dans le demi-plan Imfc < /i/2, et on
admettra ce resultat dans la suite de 1'exercice. Montrer que si S(k) a un pole
sur 1'axe imaginaire, k = i«,0 < K < /u/2, alors ce pole correspond a un etat
lie du potentiel. Montrer que si S(k) a un pole a k = h — ife, |6 < fj,/2, alors
necessairement b > 0.
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6. Le cas du pole a k = h — ib, b > 0, est celui d'une resonance. Montrer
qu'un choix pour S(k) satisfaisant aux conditions de la question 3 est

Supposant b <C h, determiner le comportement du dephasage 5(k) en fonction
de k en montrant que

En deduire que 8 passe par Tr/2 pour k = h et que la section efficace se met
sous la forme dite de Bre.it- Wigner

Relier EQ et F a b et h. Montrer que h = 0 correspond a un etat virtuel.

7. Demontrer la relation

En etudiant cette relation pour r —> 0 et r —> oo, montrer qu'au voisinage du
pole k = IK

8. Montrer que la fonction

est analytique en k au voisinage de k = 0, tend vers une constante pour k -^ 0
et est une fonction paire de k. En deduire que Ton peut ecrire

Demontrer les relations

qui relient les parametres (ft, A/") du deuteron aux caracteristiques (a, TO) de
la diffusion de basse energie. Calculer TO sachant que B = 2.22 MeV et a =
5.40fm, et comparer au resultat experimental TO = 1.73fm.
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12.5.4 Approximation de Born

1. Calculer 1'amplitude de diffusion /#(<?), q = k' — k, a 1'approximation de
Born lorsque le potentiel a la forme dite de Yukawa

En deduire dcr/d£l et <7tot-

2. Examiner la limite [i —» 0 avec VQ//J, —> e2 = cste : le potentiel de Yukawa
tend vers le potentiel coulombien V(r) = e2/r. Montrer que

ou E = h2k2/(2m) est 1'energie incidente. Ce resultat a ete obtenu
par Rutherford en utilisant un raisonnement de mecanique classique (la
mecanique quantique n'existait pas encore !), et il est appele section efficace
de Rutherford. C'est aussi le resultat obtenu par un traitement rigoureux
du potentiel coulombien en mecanique quantique. II est remarquable que
1'approximation de Born, dont la validite est plus que douteuse dans ce
cas, donne le resultat correct pour la section efficace (mais non pour
1'amplitude /(#)).

12.5.5 Optique neutronique
1. Diffusion par une lame mince. On considere un faisceau de neutrons de
basse energie de vecteur d'onde k dans le vide, qui traverse une lame tres mince
d'epaisseur 6 perpendiculairement a cette lame ; dans un premier temps on
neglige les effets lies au spin. Les neutrons sont detectes apres leur passage
dans la lame en un point d'ordonnee z sur 1'axe Oz perpendiculaire a la lame,
Forigine O etant choisie au centre de la lame. Si un neutron est diffuse par
un noyau de la lame situe a une distance s de O, montrer que 1'amplitude de
probabilite pour observer le neutron diffuse en z est

ou a est la longueur de diffusion. L'amplitude de probabilite pour trouver un
neutron en z est la somme de 1'onde incidente exp(ikz) et de 1'onde diffusee
par la lame

ou la somme porte sur tous les noyaux de la lame ; en deduire
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ou p est la densite volumique de noyaux. La limite r —> oo donne un resultat
nul si 1'on moyenne sur les oscillations et on en deduit

2. Indice de refraction. Lorsque les neutrons traversent la lame, celle-ci se
comporte comme un milieu d'indice de refraction n, qui, comme en optique,
transforme le vecteur d'onde k —» k' = nk ou de fagon equivalente la longueur
d'onde A —->• A' = X/n. En comparant avec le resultat de la question 1 lorsque
(n — l)kS <C 1, deduire

Lorsque n < 1, un faisceau de neutrons arrivant en incidence quasi-rasante
sur la surface plane d'un cristal peut subir une reflexion totale (la difference
d'indice entre le vide et Pair est negligeable) : si Tangle d'incidence est (?r/2 —
0], 9 <C 1, montrer que 1'incidence critique est

Estimer numeriquement Oc pour des valeurs typiques : A — I nm, p =
1029m~3 et a = 10 fm. La propriete de reflexion totale est utilisee pour
construire des guides de neutrons, qui font partie des instruments de 1'optique
neutronique.

3. Effets de spin : noyaux de spin 1/2. Dans les questions suivantes, on etudie
les effets lies au spin des neutrons et des noyaux. Reprenant les resultats de
1'exercice 3.3.9 et utilisant (12.46), montrer que les amplitudes /a, fa et fc de
cet exercice sont donnees en fonction des longueurs de diffusion triplet at et
singulet as pour des noyaux de spin 1/2 par

Montrer que 1'intensite diffusee par le cristal est

ou A/" est le nombre de noyaux diffuseurs. Le premier terme de I correspond a
une diffusion coherente et le second a une diffusion incoherente (exercice 1.6.8).
On definit une section efficace coherente et une section efficace incoherente en
integrant X sur les angles
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Dans le cas de la diffusion par 1'hydrogene, at = 5.4fm et as = —23.7fm.
E valuer numeriquement crcoh et cr,nc et montrer que crjnc ^> crcoh- Cette
propriete est particuliere a 1'hydrogene, car en general les deux sections
efficaces sont du meme ordre de grandeur. Montrer que la longueur de
diffusion a utiliser dans le calcul de 1'indice de refraction est celle definie
par la diffusion coherente

Quelle est 1'interpretation physique des poids 3/4 et 14 ? Quel est le signe de
aeff pour 1'hydrogene ? Peut-on obtenir une reflexion totale des neutrons sur
de 1'hydrogene liquide ?

4. Diffusion par des noyaux de spin j. On suppose que les noyaux diffuseurs
ont un spin j ; soit

le moment angulaire total du systeme noyau+neutron, ha/2 etant 1'operateur
de spin du neutron. Montrer que I'amplitude de diffusion noyau+neutron
s'ecrit dans 1'espace des spins en fonction de deux longueurs a et b

Soit a+ = ftj+i/2 et a_ = flj-i/2 les deux longueurs de diffusion correspondant
aux diffusions dans les etats de moment angulaire total i = j ±1/2. Montrer
que

et inversement

5. Diffusions coherente et incoherente. Si les noyaux et les neutrons ne sont
pas polarises, quelles sont les probabilites que la diffusion ait lieu dans les etats
z+ = j + 1/2 et i- = j — 1/2 ? En utilisant les resultats de 1'exercice 1.6.8,
montrer que les sections efficaces coherente et incoherente sont donnees par

Verifier que 1'on retrouve bien les resultats de la question 3 lorsque j = 1/2.
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12.5.6 Section efficace d'absorption de neutrinos

L'objectif de 1'exercice est de calculer la section efficace d'absorption des
neutrinos par des neutrons

a partir de la vie moyenne du neutron, qui se desintegre suivant la
reaction (1.2)

Ce calcul est possible car 1'interaction responsable des deux phenomenes est la
meme, 1'interaction faible, et les deux processus peuvent etre relies. L'element
de matrice de transition pour le calcul de la vie moyenne du neutron peut
s'ecrire

ou les fonctions d'onde de 1'etat initial et de 1'etat final sont des ondes planes
normalisees dans un volume V et de la forme

Gp est la constants de Fermi, ou constante de couplage des interactions
faibles, M/i un element de matrice sans dimensions dependant des spins15.
On appelle EQ = (mn — mp)c

2 ~ 1.2MeV 1'energie disponible dans la
disintegration (on peut prendre a une excellente approximation mv — 0).
Soit pn = 0 (supposant le neutron immobile), P — pp, p = pe et q = pu

les impulsions dans 1'etat initial et dans 1'etat final, T = P2/(2mp), E et cq
1'energie cinetique du proton et 1'energie totale de 1'electron et du neutrino.
La conservation de 1'energie-impulsion s'ecrit

Montrer que Ton peut negliger T : T <C E, cq. Soit dT/dE la probabilite
de desintegration du neutron, 1'electron ayant une energie finale E. On peut
montrer qu'il n'y a pas de correlations entre 1'impulsion de 1'electron et celle
du neutrino. Montrer que dans ces conditions la probabilite de transition
s'ecrit en fonction de la densite d'etats T) de 1'electron et du neutrino

15. M f i depend aussi de deux constantes sans dimensions de 1'ordre de 1, gy = 1, la
constante de couplage vectorielle, et g^ = 1.25, la constante de couplage axiale.
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(\Mfi\2} represente la somme sur les spins finaux et la moyenne sur les spins
initiaux du module carre de Pelement de matrice de spin. Pour obtenir la vie
moyenne r = 1/F, il faut integrer sur E. L'integrate

peut se calculer exactement, mais nous nous contenterons d'une
approximation ultrarelativiste negligeant la masse de 1'electron

En deduire 1'expression de la vie moyenne

Quelle est la dimension de GF/(^c)3 ? Estimer Gp a partir de la vie moyenne
T ~ 900 s et comparer avec la valeur precise

2. Montrer que la section emcace differentielle d'absorption des neutrinos par
les neutrons est donnee par

ou E est 1'energie du positron e+ et en deduire

Verifier que <jtot a bien les dimensions d'une surface. Estimer numeriquement
crtot pour des neutrinos solaires de 8 MeV, et en deduire que le libre parcours
moyen des neutrinos solaires dans la Terre se mesure en annees-lumiere.

3. La theorie de Fermi utilisee dans cet exercice donne une section efncace
isotrope : 1'interaction a lieu uniquement dans 1'onde s, / = 0. En
utilisant (12.51), montrer que le resultat obtenu pour la section efficace
d'absorption ne peut pas etre valable a tres haute energie et estimer
1'energie au-dela de laquelle la theorie de Fermi doit etre modifiee. Cette
modification est connue, c'est la theorie electro-faible de Glashow-Salam-
Weinberg, composante du modele standard qui unifie interactions faibles et
electromagnetiques, et ou la constante de Fermi est reliee a la charge de
1'electron et a la masse des bosons W± et Z° : GF ~ e2/M^.
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Chapitre 13

Particules identiques

13.1 Bosons et fermions

13.1.1 Symetrie ou antisymetrie du vecteur d'etat
Considerons un etat |^) de deux particules differentes, par exemple un

atome d'oxygene 16O et un atome d'oxygene 18O dans leur etat fondamental,
et soit ai) et [62} deux etats de la particule 1 et de la particule 2
respectivement. Les etats a) et \b} sont par exemple des etats propres des
operateurs P, J , . . . etiquetes par 1'impulsion p de 1'atome, la composante jz

de son spin1,...

On notera a\ ® b%} 1'etat a deux particules ou la particule 1 (16O) est dans
1'etat |a) et la particule 2 (18O) dans 1'etat \b) par exemple2, |ai (8162) = Pi®
p'2). Pour la clarte de la discussion, on peut supposer que les particules ont
interagi dans un passe lontain et qu'elles se trouvent dans un etat intrique ^).
Les tests effectues sur les particules 1 et 2 sont bien individualises, les deux
tests s'effectuant dans des regions d'espace tres eloignees, comme dans les
experiences discutees au § 6.2.1. Deux detecteurs D\ et D<2 permettent de
determiner p,jz,... pour chacune des deux particules : D\ detecte 1'atome de
16O avec une impulsion p, D? detecte 1'atome de 18O avec une impulsion p'
(figure 13.la), ce qui permet d'effectuer un test \a\ ® 62} sur 1'etat ^}. La
probabilite pour que 1'etat ^} passe le test ai ® 62} est

1. Les atomes de 16O et de 18O ont un spin 2 (etat ^P-z] et 1'etat fondamental est cinq
fois degenere. Si necessaire, on peut lever cette degenerescence par effet Zeeman dans un
champ magnetique.

2. La notation n'est pas ideale. Elle veut dire que la particule 1 est dans 1'etat
d'impulsion p, et non p\ \ Cette notation ne presente aucune ambiguite dans le cas de
deux spins : | +1 ® — 2 ) , comme dans (13.14).
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On peut aussi envisager la configuration inverse et mesurer la probabilite que
le detecteur D\ enregistre 1'atome de 180 et D^ 1'atome de 16O (figure 13.Ib),
qui est differente de (13.1) : cette probabilite correspond au test a^ ® 61), ou
1'atome de 18O a une impulsion p et 1'atome de 16O une impulsion p', et sauf
cas particulier

FIG. 13.1 - Diffusion 16O -18O. (a) Angle de diffusion 9. (b) Angle de diffusion
(7T-0) .

Supposons maintenant les particules 1 et 2 identiques, deux atonies
d'16O par exemple. Si les energies mises en jeu dans 1'interaction entre
les deux particules sont de quelques eV, rien ne distingue a priori ce cas
du cas precedent, car les interactions 16O-18O et 16O-16O sont strictement
identiques. Ce n'est qu'a des energies de 1'ordre du MeV que des differences
dues aux noyaux pourraient se faire sentir, et pourtant les deux cas vont
differer de fagon radicale, meme a basse energie. Lorsque les deux particules
sont identiques, cela n'a plus de sens de parler du test a\ ® 62} : il peut etre
commode de numeroter formellement les deux particules, et done de parler des
tests a\ ®b<2) ou \a\ <S>&2)> mais une telle numerotation n'a pas de signification
physique. II n'est pas physiquement acceptable d'ecrire un etat de la forme
01 ® ^2) (sauf eventuellement si a = 6), car on ne peut pas affirmer que la

particule 1 est dans 1'etat a et la particule 2 dans 1'etat b ou 1'inverse, etant
donne que Ton ne peut pas les distinguer. Le probleme se pose done de la
definition correcte de 1'etat \a®b}. Get etat doit etre physiquement identique
a \b® a] et ne peut en differer que par une phase, qui depend eventuellement
de a et de b
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On en deduit3

Definissons les nouveaux vecteurs

Nous avons au lieu de (13.2)

car d'apres (13.3)

On peut done toujours choisir les phases des vecteurs a <8> 6} et \b ® a) de
telle sorte que ces vecteurs soient symetriques ou antisymetriques dans la
permutation a <->• b

symetrique

antisymetrique

II en resulte que les amplitudes (a ® b\^/) sont aussi, soit symetriques, soit
antisymetriques

 symetrique

 antisymetrique

Cette propriete de symetrie ou d'antisymetrie est caracteristique du couple
de particules identiques considerees. Elle ne peut pas dependre des etats \ty)
ou a ® b). Supposons en effet que pour le meme couple de particules on ait
une amplitude symetrique si |\^} = |$i) et une amplitude antisymetrique si

La linearite de la mecanique quantique nous permet aussi de choisir un etat
combinaison lineaire de |$i) et de ($2)

3. On admet souvent que Oab est independant de o et 6 : Oab = &ba — &, e* il en decoule
directement exp(2i0) = 1, exp(i#) = ±1. Les phases sont cruciales lorsque Ton cherche a
realiser physiquement 1'operation de permutation en deplagant les particules dans 1'espace
pour echanger leurs positions, ce qui n'est pas a priori la meme chose que de permuter leurs
numeros. A trois dimensions les deux operations sont equivalentes, mais a deux dimensions
le facteur de phase autorise 1'existence de « statistiques fractionnaires », les particules
correspondantes etant appelees anyons.
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ou 1'on a suppose {<&i|$2} = 0. On aurait alors

Cette amplitude de probabilite n'est ni symetrique, ni antisymetrique dans
1'echange a <-> 6 et elle est physiqueraent inacceptable. II est necessaire que
{$! #} = 0, ou que {$2|*} = 0, pour tous les etats [*}. Si ($2 *) = 0,
les transitions ^ —» $2 sont interdites et |$2) n'appartient pas a 1'espace des
etats a deux particules. En ce qui concerne leur comportement dans 1'echange
de deux etats, il existe done deux classes de particules quantiques identiques,
et deux seulement, correspondant a deux types d'amplitudes :

• les amplitudes symetriques (13.7) : les particules sont alors appelees des
bosons ;

• les amplitudes antisymetriques (13.8) : les particules sont alors appelees
des fermions.

Le caractere bosonique ou fermionique d'une espece de particules est appele
sa statistique. Ainsi que nous aliens le voir dans un instant, les electrons
sont un exemple de fermions, et on dit aussi que les electrons obeissent a la
statistique de Fermi (ou Fermi-Dirac), tandis que les photons, qui sont des
bosons, obeissent a la statistique de Bose (ou Bose-Einstein).

Nous avons deja remarque qu'il est commode de numeroter artificiellement
les particules : 1 ,2 , . . . La relation (13.7) implique alors que le vecteur d'etat
d'un systeme de deux bosons doit etre symetrique dans un echange des
numerotations 1 <->• 2

et (13.8) que celui de deux fermions doit etre antisymetrique

Si les particules n'ont pas de degres de liberte internes (spin, etc.), 1'etat
des particules peut etre caracterise par leur fonction d'onde <pa(r) = (r\a) et
(pb(r) = (r\b), et la fonction d'onde du systeme est dans le cas de bosons

et dans le cas de fermions

Nous venons d'ecrire le vecteur d'etat, ou la fonction d'onde, de deux
particules identiques sans spin independantes. En presence d'interactions,
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la fonction d'onde sera une combinaison lineaire de fonctions d'onde du
type (13.11) ou (13.12), mais meme en 1'absence d'interactions, le vecteur
d'etat, ou la fonction d'onde, ne sont pas de simples produits tensoriels.

L'espace des etats pour un couple de particules identiques n'est done pas
1'integralite de T~C^ ®'H.('2\ mais seulement le sous-espace forme des vecteurs
symetriques dans un echange des numerotations s'il s'agit de deux bosons, et
antisymetriques s'il s'agit de deux fermions. Ces deux espaces sont invariants
par 1'evolution temporelle, car le hamiltonien doit etre invariant dans 1'echange
1 <-> 2 : [H, Pi2\ = 0, ou Pi2 est 1'operateur de permutation des numeros.

Ces resultats se generalisent immediatement au cas d'un nombre
arbitraire N de bosons ou de fermions identiques : la fonction d'onde de N
bosons (fermions) doit etre symetrique (ant isymetr ique) dans 1'echange de
deux quelconques des numeros de deux particules. Dans le cas des fermions,
la fonction d'onde s'ecrit done comme un determinant. Ecrivons explicitement
le cas de trois fermions identiques independants

Dans le cas de fermions, si par exemple (pa — <£>{,, la fonction d'onde s'annule.
Ceci est appele principe de Pauli, bien que ce « principe » decoule en fait
de 1'antisymetrisation. On enonce souvent ce principe sous la forme : il est
impossible de mettre deux fermions ou plus dans le meme etat. Get enonce
suppose implicitement que Ton ait affaire a des fermions independants.

13.1.2 Spin et statistique

Dans les equations (13.11) a (13.13), nous avons suppose les particules
sans degre de liberte interne, et en particulier sans spin. Lorsque Ton tient
compte des degres de liberte internes, 1'echange des numerotations doit se
faire sur tous les nombres quantiques caracterisant 1'etat des particules. En
particulier, on doit effectuer cet echange sur les degres de liberte de spin. II est
remarquable que spin et statistique soient intimement relies par le theorems
spin-statistique, qui enonce que les particules de spin entier (0, h, 2h,...) sont
des bosons, tandis que les particules de spin demi-entier (ft/2,3/1/2,...) sont
des fermions. Ainsi les photons, particules de spin 1, sont des bosons, et
les electrons, neutrinos, protons et neutrons, particules de spin 1/2, sont des
fermions. La preuve du theoreme spin-statistique utilise la theorie quantique
relativiste, ou theorie des champs quantifies relativistes, mais elle necessite un
arsenal mathematique important et la maitrise de concepts difficiles ; il n'est
malheureusement pas possible d'en donner ici une idee, meme intuitive. II est
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frustrant de constater qu'il n'existe aucun argument elementaire justifiant ce
resultat fondamental, dont 1'enonce est pourtant tout a fait simple4.

Apres cet enonce fondamental, revenons sur les vecteurs d'etat (13.11)
et (13.12). Comme nous venons de le voir, des bosons de spin zero peuvent
parfaitement exister (mesons TT, atonies d'4#e,...) et un vecteur d'etat du
type (13.11) represente sans probleme 1'etat d'un systeme de deux bosons de
spin zero. En revanche, pour un systeme de deux fermions, le spin ne peut
etre nul et on doit en tenir compte dans 1'ecriture du vecteur d'etat. Le cas
le plus courant et le plus important en pratique est celui des fermions de
spin 1/2 : electrons, protons, neutrons , . . . Suivant les resultats du § 10.6.1,
on peut former avec deux spins 1/2 soit un moment angulaire un, dont les
trois vecteurs de base |jm), notes collectivement xt^ sont

et un moment angulaire zero

II est evident sur (13.14) et (13.15) que les trois etats Xt sont symetriques dans
1'echange 1 <-» 2 et Xs antisymetrique dans ce meme echange. Rappelons que
ces etats sont appeles respectivement triplet et singulet, d'ou la notation Xt
et Xs- Les vecteurs d'etat totalement antisymetriques d'un systeme de deux
fermions sont done, soit antisymetriques d'espace et symetriques de spin

soit au contraire symetriques d'espace et antisymetriques de spin

Comme application, supposons les deux fermions de spin 1/2 dans un etat
de moment angulaire orbital / dans le referentiel de leur centre de masse. La
partie angulaire de la fonction d'onde de la particule relative est 1'harmonique
spherique YJm(r), ou f= r\ — r^ est le vecteur joignant les positions des deux
fermions. L'echange des numerotations est equivalent a r —»• — f, soit aussi
f —-> — f. Or, d'apres (10.71), la parite des harmoniques spheriques est ( — I ) 1

4. On peut faire le rapprochement avec 1'enonce tres elementaire du theoreme de Fermat
et la complexite de la preuve d'A. Wiles.
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Dans le referential de leur centre de masse, un systeme de deux fermions de
spin 1/2 se trouvera dans un etat de moment angulaire orbital / pair si son
etat de spin est singulet, et dans un etat de moment angulaire orbital / impair
si son etat de spin est triplet. On note habituellement S le spin total, L le
moment angulaire orbital total, J le moment angulaire total et 2S+lLj 1'etat
des deux fermions. Par exemple un etat 3P2 correspond &S=l,L = l,J — 2
et un etat lD-2 a S — 0,I/ — 2, J = 2. Le cas de deux bosons de spin zero
est encore plus simple : seuls les etats de moment angulaire orbital pair sont
permis.

Les proprietes de symetrie du vecteur d'etat de deux spins 1/2 se
generalisent au cas de 1'addition de deux spins S quelconques, pour former un
spin total F = Si + 82, 0 < F < 2s. La propriete de symetrie des coefficients
de Clebsch-Gordan5

montre que les etats de spin total 2F,2F — 2 , . . . sont symetriques dans
1'echange des numerotations, tandis que les etats 2F — 1,2F — 3, . . . sont
antisymetriques dans cet echange. Comme application, montrons que
ces proprietes de symetrie affectent le spectre de rotation d'une molecule
diatomique homonucleaire, c'est-a-dire une molecule dont les deux noyaux
sont strictement identiques, appartenant au meme isotope, par exemple la
molecule 1H-1H = #2, par opposition a la molecule heteronucleaire 1H-2H
ou H — D, ou un proton est remplace par un deuteron D = 2H : le deuteron est
un isotope de 1'hydrogene, noyau atomique forme d'un proton et d'un neutron.
La dynamique des noyaux est celle d'un rotateur spherique (cf. § 10.3.1) dont
les fonctions d'onde sont les harmoniques spheriques Y,TO(r), ou f est le vecteur
joignant les deux noyaux. Les niveaux de rotation, ou le spectre de rotation,
sont donnes en fonction de j par (10.54)

ou / est le moment d'inertie.
Si 1'on choisit 1'origine des coordonnees au milieu de la droite joignant les

noyaux, le hamiltonien H des electrons est invariant dans 1'operation parite IT,
f —>• —f: [IT, H] — 0 (cf. § 8.3.3). On pent done diagonaliser simultanement
II et H. Soit \i/)e\) un vecteur propre de 1'etat electronique • commun a H
et II. Comme H2 = I, les valeurs propres de II sont ±1, H^ei) = i|^}
(cf. (8.52)). Dans la majorite des cas, et en particulier dans celui de la
molecule d'hydrogene, 1'etat fondamental electronique correspond au signe +,
ce que nous aliens admettre dans la discussion qui suit. L'operation d'echange
des numerotations des deux noyaux correspond a f —» —r, et dans cette
operation la fonction d'onde des noyaux est multipliee par la parite de

5. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et aZ.[1973], complement BX-
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1'harmonique spherique, (—1) J . Si les deux noyaux ont un spin s, le moment
angulaire total F va de zero a 2s. Le vecteur d'etat total de la molecule doit
etre symetrique (antisymetrique) dans 1'echange des numerotations des deux
noyaux si ces noyaux sont des bosons (fermions), et lorsque les deux noyaux
sont des bosons (s entier), deux cas sont possibles :

• F pair et j pair ;

• F impair et j impair.

Le resultat est identique lorsque les deux noyaux sont des fermions (s demi-
entier). La situation inverse prevaut bien sur dans les rares cas ou la parite de
\ifjei) est negative. Dans le cas de la molecule d'hydrogene, le spin des protons
est s = 1/2, et F = 0 (para-hydrogene) ou F = I (ortho-hydrogene). La
valeur de F fixe la parite de j : F — I correspond a des valeurs de j impaires,
et F = 0 a des valeurs de j paires. II n'y a pas de restrictions sur j dans le
cas de la molecule H — D.

Une autre consequence importante de la statistique est 1'apparition
de forces d'echange, qui sont en particulier responsables du magnetisme.
Le magnetisme macroscopique correspond a 1'alignement d'un nombre
macroscopique de spins electroniques dans une meme direction, et cet
alignement construit un moment magnetique macroscopique. Si 1'alignement
est produit par un champ magnetique externe et disparait en 1'absence
de ce champ, on a affaire a un materiau paramagnetique. Si 1'alignement
persiste en 1'absence de champ, on a affaire a un materiau ferromagnetique
(fer, cobalt, nickel...). L'aimantation disparait au-dessus d'une certaine
temperature, appelee temperature de Curie TC- II existe un autre type de
magnetisme, I'antiferromagnetisme, ou les spins sont ordonnes, mais 1'ordre
est alterne, de sorte que 1'aimantation est nulle. Cet ordre antiferromagnetique
disparait aussi au-dessus d'une certaine temperature, la temperature de Neel
T/V. Pour obtenir un materiau ferromagnetique ou antiferromagnetique, il
faut une interaction entre les spins suffisamment intense pour les aligner ou
construire un ordre alterne selon le cas. En 1'absence d'une telle interaction,
1'agitation thermique tend a favoriser un etat ou 1'orientation des spins est
aleatoire et 1'aimantation nulle. L'origine de cette interaction ne reside
pas dans le couplage entre les moments magnetiques des electrons : un
calcul simple d'ordre de grandeur montre que la temperature de Curie,
qui est de 1'ordre de 103 K, ne depasserait pas 1 K dans cette hypothese.
L'interaction a 1'origine du magnetisme provient de la repulsion coulombienne
entre electrons combinee avec 1'antisymetrisation du vecteur d'etat, qui a
comme consequence une competition energie cinetique-energie potentielle
(coulombienne). Considerons une paire d'electrons : si les electrons sont dans
un etat triplet de spin, leur fonction d'onde spatiale est antisymetrique, ce qui
entraine une repulsion coulombienne faible, car la fonction d'onde s'annule
lorsque les deux electrons sont voisins. En revanche, 1'energie cinetique est
importante, car la fonction d'onde doit varier rapidement au voisinage du
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point ou elle s'annule. La situation inverse prevaut lorsque 1'etat de spin est
singulet. S'il est plus interessant de minimiser 1'energie potentielle, les deux
electrons auront tendance a aligner leur spins, ce qui implique une interaction
de type ferromagnetique. Si au contraire 1'energie cinetique 1'emporte, on
obtiendra une interaction de type antiferromagnetique avec un ordre alterne
des spins.

Le theoreme spin-statistique a pour consequence que des particules de spin
zero comme ^He, 16O, . . . sont des bosons, mais ces particules sont composees,
et une question interessante est de verifier la coherence avec le theoreme spin-
statistique, a partir de leur composition en constituants elementaires (ou plus
elementaires). Naturellement, la question n'a de sens que si la particule reste
intacte dans les reactions qu'on lui fait eventuellement subir, par exemple
parce que les energies mises en jeu ne sont pas suffisantes pour la dissocier
en ses constituants. Plutot que de raisonner en toute generalite, nous allons
nous contenter d'examiner un cas particulier, celui du deuteron. Soit ^4} le
vecteur d'etat du deuteron et (a eg) b\A) = (ab\A) 1'amplitude pour trouver
dans le deuteron le proton dans 1'etat a) et le neutron dans 1'etat |6), ou nous
avons supprime le produit tensoriel pour alleger les notations. Introduisons
un second deuteron \A^} en supposant pour 1'instant qu'un nombre quantique
distingue le proton et le neutron de ce noyau de ceux du precedent. En nous
inspirant de la chromodynamique quantique, imaginons que nous puissions
attribuer une couleur aux protons et aux neutrons, verte pour le premier
noyau et rouge pour le second. Nous aurons done une seconde amplitude
{^2^21^2)> ^e Prime indiquant qu'il s'agit de neutrons et de protons rouges,
tandis que 1'amplitude correspondante pour le proton et le neutron verts est
notee (ai&i|^4i). Formons 1'etat a deux deuterons A\A'^}. L'amplitude pour
trouver le proton et le neutron verts dans les etats a\ et bi, le proton et le
neutron rouges dans les etats a'2 et b'2 est, en utilisant les proprietes du produit
tensoriel

Mais on ne peut pas peindre les protons et les neutrons en rouge ou en
vert, et il nous faut revenir au cas reel, ou 1'amplitude est (ai61 a^b^\A\A-2).
Comme le proton et le neutron sont des fermions, cette amplitude doit etre
antisymetrique dans les echanges de numerotation ai <-» 0,2 et b\ ^^ 62

Cette amplitude est symetrique dans 1'echange A\ <-+ A^

et le deuteron est done un boson. De fagon generale, une particule composee
d'un nombre pair de fermions est un boson, et c'est un fermion si ce nombre
est impair. Ainsi le proton, forme de trois quarks de spin 1/2, est un fermion,
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tandis que le meson TT, forme d'un quark et d'un antiquark, est un boson.
L'atome d'4#e, forme de deux protons, deux neutrons et deux electrons, est
un boson, alors que son isotope, 1'atome d'3ffe, forme de deux protons, un
neutron et deux electrons, est un fermion, ce qui induit des comportements
totalement differents de ces deux isotopes a basse temperature. On remarque
que ces resultats sont compatibles avec le theoreme spin-statistique, puisque
qu'avec un nombre impair de particules de spin demi-entier on ne peut former
qu'une particule de spin demi-entier, un fermion, tandis qu'avec un nombre
pair de particules de spin demi-entier on ne peut former qu'une particule de
spin entier, un boson.

13.2 Diffusion de particules identiques

Revenons a la figure 13.1 que 1'on peut interpreter comme decrivant la
diffusion 16O-18O dans le referentiel du centre de masse. Nous supposons
la degenerescence du niveau fondamental levee par un champ magnetique :
les atonies sont dans le niveau Zeeman le plus bas (cf. § 14.2.3). Soit /(#)
1'amplitude de diffusion d'un angle 9 de la figure 13.la : les deux atonies
d'oxygene sont devies d'un angle 9. L'amplitude de diffusion de la figure 13.Ib
est alors /(TT — 6) : les deux atonies d'oxygene sont devies d'un angle TT — 9.
Supposons, ce qui est le cas le plus plausible, que les detecteurs D\ et D-2 ne
fassent pas la distinction entre les deux isotopes. Le taux de comptage du
detecteur D\ (et aussi celui de D^) sera alors proportionnel a

Ce resultat donne aussi la section efficace differentielle (12.12) da/d^i.
Dans (13.20) nous avons additionne les probabilites, car les etats finaux [16O
dans DI, 18O dans D?\ et [16O dans D?, 180 dans D\\ sont des etats finaux
differents en principe, meme si en pratique les detecteurs sont incapables de
faire la difference. Dans le calcul de la section efficace totale, il faut prendre
garde a ne pas faire de double comptage en multipliant (12.2) par un facteur
1/2 (ou, de fagon equivalente, en restreignant 1'intervalle d'integration sur 9
a 0 < 9 < 7T/2)

Passons maintenant au cas de la diffusion 160-16O. Bien que les interactions
de physique atomique entre les deux isotopes soient strictement identiques, les
resultats sont totalement differents. En effet, les processus de la figure 13.la
et 13.Ib ne peuvent plus etre distingues, meme en principe, et il faut done
ajouter les amplitudes. L'amplitude de diffusion /(#) est definie en attribuant
formellement des numeros aux deux particules, les particules 1 et 2 etant
devices de I'angle 9. L'echange des deux atonies correspond a 9 ^-> TT — 9.
L'amplitude totale s'obtient en additionnant f(0] et /(TT — 0 ) , le signe + etant
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impose par la symetrie dans Fechange 9 ^ TT — 0. Au lieu de (13.20), la
probabilite de declencher D\ est

et la section efficace totale vaut

L'addition d'amplitudes suggere que la section efficace differentielle pourra
exhiber des interferences, et c'est ce qui est effectivement observe dans
de nombreux exemples. On remarque que, compte tenu de la parite des
polynomes de Legendre PI(—U) = ( — l ) l P i ( u ) , seules les valeurs de / paires
interviennent dans la decomposition en ondes partielle de

L'exemple ci-dessus est celui la diffusion de deux bosons de spin zero. La
discussion est un peu plus complexe lorsque les particules ont un spin.
Limitons-nous a la diffusion de deux fermions identiques de spin 1/2, par
exemple deux neutrons. Dans ce cas on peut definir comme au § 12.2.4 une
amplitude de diffusion /(#) qui est une matrice 4 x 4 dans 1'espace produit
tensoriel des deux spins. Si Pt et Ps sont les projecteurs sur les etats triplet
et singulet, et si la diffusion ne change pas le spin total, on pourra ecrire

ce qui assure 1'antisymetrie espace+spin de 1'amplitude. Si Ton developpe
suivant (12.16) [fa(0) + /S(TT - 6}] et [ft(0) - ft(n - 0)} en ondes partielles,
la diffusion aura lieu dans les ondes / = 0, 2 , . . . (ou ondes s, d, ...) pour des
neutrons dans 1'etat singulet, et dans dans les ondes / = 1,3, . . . (ou ondes
p , / , . . . ) pour des neutrons dans 1'etat triplet. La section efficace s'obtient
comme au § 12.2.4. Si la polarisation initiale de 1'ensemble des deux neutrons
est notee a et la polarisation finale /3, la section efficace differentielle sera

Si on ne mesure pas la polarisation des neutrons finaux, on doit sommer sur
f3 et si 1'etat initial est une superposition incoherente d'etats de polarisation
| a) avec une probabilite pa



478 Physique quantique

ou pin est 1'operateur densite initial des etats de spin

Lorsque les neutrons initiaux ne sont pas polarises, p-in = 7/4 et

Les poids 1/4 et 3/4 sont bien sur relies au fait qu'il y a un seul etat singulet
et trois etats triplets. La section efficace totale s'obtient par (13.23). Lorsque
la diffusion est independante du spin, fs = ft = /, ce qui est le cas de
la diffusion coulombienne de deux particules chargees, par exemple deux
electrons (exercice 12.5.4)

et le terme d'interferences est reduit d'un facteur deux par rapport a ce que
1'on obtiendrait dans le cas (interdit par le theoreme spin-statistique !) de la
diffusion de deux fermions de spin zero.

13.3 Etats collectifs

La statistique a une influence determinante sur le comportement d'un
systeme de N particules identiques, TV ^> 1, que 1'on peut appeler le
comportement collectif d'un tel systeme. Commengons par les fermions, en
examinant le cas de TV fermions sans interactions. On peut par exemple
supposer que ces TV fermions independants se trouvent dans un puits de
potentiel dont les niveaux d'energie EI pour une particule individuelle sont
etiquetes par un indice ft. L'indice ft represente la totalite des nombres
quantiques necessaires pour specifier 1'etat t : impulsion, spin... II peut
parfaitement arriver, et c'est meme le cas general, que plusieurs niveaux EI
correspondent a la meme valeur de 1'energie : autrement dit, les niveaux
d'energie du hamiltonien d'une particule dans le puits de potentiel sont
degeneres. Essayons de construire le niveau d'energie fondamental de
1'ensemble des TV fermions. Comme on peut mettre au maximum un fermion
dans un etat e^, 1'etat de plus basse energie est obtenu en remplissant les
niveaux un a un a partir du niveau le plus bas, jusqu'au moment ou les N
fermions ont trouve leur place dans un niveau (figure 13.2). L'etat de plus
grande energie ££)max que 1'on a du utiliser pour placer tous les fermions est
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FlG. 13.2 - Remplissage des niveaux du gaz de Fermi.

appele niveau de Fermi et note ep6. Prenons comme puits de potentiel une
boite cubique de volume V : un ensemble de fermions dans une boite est appele
gaz de Fermi. L'etat quantique d'un fermion est alors specific par la donnee
de son impulsion p et de la composante mz de son spin : I = {p,mz}. En
1'absence de champ exterieur, 1'energie est purement cinetique, £ = p2/(2m)
et independante de mz. A chaque valeur de p correspondent 2s + 1 etats de
meme energie et la somme sur i devient d'apres (9.52)

A 1'energie de Fermi EF correspond une impulsion de Fermi pp

souvent appelee moment de Fermi. Comme 1'energie est une fonction
croissante de p, tous les etats {p, mz} tels que p < PF auront un nombre
d'occupation egal a un. II est maintenant immediat de calculer 1'impulsion de
Fermi

Si n = N/V est la densite de fermions

6. Du point de vue de la thermodynamique, le systeme de fermions que nous considerons
est un systeme a temperature nulle T = 0. Le niveau de Fermi est aussi le potentiel
chimique, puisqu'a temperature nulle le potentiel chimique est 1'energie necessaire pour
ajouter une particule. A temperature non nulle, la probabilite d'occupation des niveaux
au-dessus du niveau de Fermi est differente de zero, et le potentiel chimique ne coincide
plus avec le niveau de Fermi.



480 Physique quantique

Cette equation est valable aussi bien dans le regime non relativiste que
relativiste. La sphere de rayon pp est appelee sphere de Fermi et sa surface
la surface de Fermi. Ces notions se generalisent au cas de la physique du
solide, ou 1'on n'a plus la symetrie spherique, mais une symetrie determinee
par le reseau cristallin : la surface de Fermi, qui acquiert alors une forme plus
compliquee que celle d'une sphere, est un objet fondamental dans 1'etude des
proprietes electromagnetiques des metaux. On deduit de (13.31) 1'energie de
Fermi dans le cas non relativiste ou £ = p2/(2m)

La cas usuel est s = 1/2. L'energie de Fermi est 1'energie caracteristique d'un
systeme de N fermions dans une boite de volume V.

II est utile de donner un ordre de grandeur dans le cas particulier le plus
important de gaz de Fermi, celui des electrons de conduction dans un metal.
Prenons 1'exemple du cuivre, dont la masse volumique est 8.9g.cm~3 et la
masse atomique 63.5, ce qui correspond a une densite n de 8.4 x 1028 atonies
par m3. Le cuivre ayant un electron de conduction par atome, ce chiffre donne
aussi la densite d'electrons ; reportant cette valeur dans (13.32) avec s = 1/2,
on trouve pour le niveau de Fermi ep — 7.0 eV. Ceci est un ordre de grandeur
typique pour les electrons de conduction dans un metal : 1'energie de Fermi
est de quelques eV.

Calculons maintenant 1'energie du gaz de Fermi. D'apres (13.28) avec
s = 1/2, on trouve pour 1'energie du gaz

ou nous avons utilise 1'expression (13.30) de pp en fonction de N dans le cas
s = 1/2. Une autre expression interessante est celle de 1'energie par particule
E/N

L'energie cinetique moyenne d'une particule augmente comme n2/3. Dans
le cas d'un gaz d'electrons, 1'energie potentielle moyenne est de 1'ordre de
e2/d, ou d oc n~1//3 est la distance moyenne entre deux electrons. L'energie
potentielle moyenne par particule est done oc n1/3, et plus un gaz de Fermi
est dense, plus 1'energie cinetique oc n2/3 1'emporte sur 1'energie potentielle.
Ce resultat est a 1'oppose de celui d'un gaz classique, et contrairement a un
gaz classique, un gaz de Fermi est d'autant plus proche d'un gaz parfait que
sa densite est grande !

On peut donner une image intuitive du gaz de Fermi, en remarquant que
la dispersion Ap sur 1'impulsion est de 1'ordre de pp, tandis que 1'ordre de
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grandeur de la dispersion sur la position est V1/3. On tire done de (13.31)

En raison du principe de Pauli, le h de I'inegalite de Heisenberg est transformer
en HN1^.

Le cas des bosons est plus complexe que celui des fermions. II faut
distinguer le cas ou le nombre de bosons est variable (photons, phonons,...)
et celui ou il est fixe (atonies d'helium). Dans ce dernier cas, a temperature
strictement nulle, on obtient 1'etat fondamental en mettant tous les bosons
dans 1'etat Q le plus bas. Le probleme consiste a montrer que si la temperature
n'est pas nulle, une fraction finie des bosons reste dans cet etat fondamental :
c'est ce que Ton appelle la condensation de Bose-Einstein. Cette condensation
ne se produit pas dans tous les cas de figure, par exemple elle ne se
produit pas dans une boite a deux dimensions, mais on montre qu'elle se
produit dans une boite a trois dimensions. La temperature ou se produit
la condensation de Bose-Einstein peut etre estimee en ecrivant que les deux
longueurs caracteristiques du probleme, la longueur d'onde thermique XT et la
distance moyenne entre bosons d oc n"1/3 sont du meme ordre de grandeur :
AT ~ n"1/3. Un calcul exact confirrne cette estimation. Avec7

la temperature de la condensation est donnee par AT = 2.Gin"1/3. La
condensation de Bose-Einstein a ete observee recemment sur des gaz d'alcalins
a tres basse temperature et sur 1'hydrogene polarise. Nous renvoyons le lecteur
interesse a la bibliographic.

13.4 Exercices

13.4.1 Particule $1~ et couleur

L'hyperon f2~ (masse 1675 MeV/c2) est une particule de spin 3/2,
composee de trois quarks etranges de spin 1/2. Le modele des quarks requiert
que la fonction d'onde spatiale ne s'annule pas. En deduire que les trois
quarks ne peuvent pas etre tous identiques. Au debut des annees 1970, cette
observation a ete un des arguments en faveur de 1'introduction du concept
de « couleur » (a 1'origine de la chromodynamique quantique) permettant de
distinguer entre les quarks : les trois quarks du !7~ ont des couleurs differentes.

7. XT est la longueur d'onde de de Broglie d'une particule dont 1'energie ~ fcT. Le
facteur 2?r est conventionnel.
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13.4.2 Parite du meson TT
1. Si Ton envoie des mesons TT~ de basse energie sur une cible de deuterium,
ces mesons peuvent etre captures et former des etats lies analogues a ceux
d'un atome d'hydrogene. Donner 1'expression de 1'energie de ces etats lies
meson TT—deuterium, sachant que la masse du meson TT est de 1'ordre de
139 MeV/c2 et celle du deuterium de 1875 MeV/c2. Le meson TT est capture
dans un etat de nombre quantique principal n eleve et termine sa cascade
radiative dans le niveau fondamental8 Is apres emission de photons. Montrer
que 1'energie de ces photons se place dans le domaine des rayons X.

2. Une fois arrive dans 1'etat Is, le meson TT subit une interaction nucleaire
qui entraine la reaction

avec deux neutrons n dans 1'etat final. Sachant que le spin du noyau de
deuterium (ou deuteron) est 1 et que celui du meson TT est nul, quel est 1'etat
de moment angulaire initial de la reaction ? Montrer que les deux neutrons
finaux ne peuvent etre que dans 1'etat de moment angulaire orbital total
L = 1 et de spin total <S = 1, c'est-a-dire dans 1'etat 3Pi. Si 1'on attribue par
convention une parite positive aux nucleons (protons et neutrons), et sachant
que le moment angulaire orbital du deuteron est nul9 (le deuteron est un etat
35i), en deduire que le meson TT a une parite negative. La parite est conservee
dans la reaction.

13.4.3 Fermions de spin 1/2 dans un puits infini
On considere deux fermions identiques de spin 1/2 dans un puits de

potentiel cubique infini de cote L. Si ces deux fermions sont sans interaction
entre eux, quelles sont les valeurs propres possibles de 1'energie totale et les
fonctions d'onde correspondantes (espace et spin) ? On suppose que les deux
fermions interagissent via un potentiel

ou ri et TI sont les positions des deux fermions. Montrer que les etats triplets
ne sont pas affectes par ce potentiel.

13.4.4 Disintegration du positronium
Le positronium est un etat lie electron-positron (e~ — e+) ; le positron

est une particule ayant la meme masse me que 1'electron et une charge
opposee — qe.

8. La reaction nucleaire a aussi une petite probabilite de se produire dans un etat ns, n ̂
1, c'est-a-dire pour des etats ou la probabilite de presence est non nulle a 1'origine, mais
cela ne change pas 1'argument.

9. Le deuteron a aussi une petite composante d'onde d, et done une composante 3Di,
mais cela n'affecte en rien 1'argument.
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1. On ne tient pas compte dans cette question du spin des deux particules.
Sachant que les niveaux d'energie de 1'atome d'hydrogene pour un proton
infiniment lourd sont de la forme (e2 = q2,/(4TT£o})

quels sont les niveaux d'energie du positronium ?

2. L'electron et le positron ont un spin 1/2. L'etat de plus basse energie,
ou etat fondamental, n = 1, a un moment angulaire orbital / = 0 (onde s).
Quelles sont les valeurs possibles du moment angulaire total j du positronium
dans cet etat n = I 7

3. Le positronium dans son etat fondamental se desintegre en deux10 photons

Dans le referentiel ou le positronium est au repos, les deux photons partent
avec des impulsions opposees. On choisit pour axe Oz la direction de
1'impulsion de Pun des photons. En utilisant la conservation du moment
angulaire, montrer que les deux photons ont necessairement la meme
polarisation circulaire, soit droite, soit gauche. Suggestion : dessiner un
schema de la disintegration.

4. En examinant 1'effet d'une rotation de TT autour de 1'axe Oy et en tenant
compte de 1'identite des deux photons, montrer que seul un des deux etats de
moment angulaire j du positronium peut se desintegrer en deux photons11.

5. Soit II 1'operateur parite, qui agit sur 1'etat \A) d'une particule A suivant
n|A) = T]A A), ou 77,4 est la parite de A. On peut montrer que r/e-r]e+ = —I.
En deduire que la parite de 1'etat fondamental du positronium est — 1. On
peut ecrire les deux etats possibles pour les deux photons sous la forme

ou \D) et \G) representent des etats de polarisation circulaire droite et gauche.
Lequel des etats (i) ou (ii) est obtenu dans la disintegration du positronium12,
sachant que la parite est conservee ?

13.5 Bibliographie

Un excellent expose sur les particules identiques, accompagne de
nombreuses illustrations, est celui de Levy-Leblond et Balibar [1984],

10. La disintegration e~+e+ —> 7 est interdite par la conservation de 1'energie-impulsion.
11. L'autre etat doit se desinteger en trois photons.
12. Les correlations de polarisation des deux photons ont ete mesurees par C. Wu et I.

Shaknow, Phys. Rev. 77, 136 (1950), qui ont pu verifier que la parite de 1'etat fondamental
etait bien — 1.
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chapitre 7. Voir aussi Feynman et al. [1965], volume III, chapitre 4, Cohen-
Tannnoudji et al. [1973], chapitre XIV ou Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 16. Les statistiques fractionnaires (anyons) sont decrites par A.
Comtet, J. Me Cabe et S. Ouvry, Images de la Physique, CNRS (1992),
page 21. Pour les etats collectifs on pourra consulter Diu et al. [1990],
chapitre 4 ou Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 4, qui contient une
introduction et des references aux condensats de Bose-Einstein gazeux. On
trouvera un expose tres complet sur ces condensats dans le cours 1998/99 du
College de France de C. Cohen-Tannoudji, disponible sur le WEB du College
de France.



Chapitre 14

Physique atomique

CE DERNIER CHAPITRE est consacre a une introduction a la physique
atomique, qui sera limitee aux atonies a un electron. Apres un bref

expose dans la section 1 des methodes de perturbation et variationnelle, nous
discuterons dans la section 2 les structures fine et hyperfine des niveaux
d'energie ainsi que 1'effet d'un champ magnetique sur ces niveaux. La section 3
examine le couplage d'un atome avec un champ electromagnetique et des
applications importantes de ce couplage comme 1'effet photo-electrique ou
le taux d'emission spontanee. Enfin nous donnerons dans la section 4 une
introduction a un sujet en pleine expansion depuis une vingtaine d'annees, la
manipulation d'atomes par laser, en traitant du refroidissement Doppler et
des pieges magneto-optiques.

14.1 Methodes d'approximation

14.1.1 Generalites
En physique classique, il est exceptionnel que Ton puisse resoudre

analytiquement les equations de Newton ou celles de Maxwell, etant donne
les conditions initiales a un temps t = to et les forces dans le premier cas,
les sources du champ electromagnetique dans le second cas. En general
on doit avoir recours a une methode de resolution approchee : integration
numerique des equations, methode de perturbation ou autre. La situation
n'est pas differente en physique quantique : il est exceptionnel que 1'on sache
« resoudre 1'equation de Schrodinger » de fagon exacte, c'est-a-dire obtenir
1'evolution temporelle du vecteur d'etat |</?(t)) en fonction de sa valeur |<£>(£()))
a un temps initial t = IQ. Dans le cas ou le hamiltonien est independant
du temps, ce qui sera le cas considere dans cette section, la connaissance de
cette evolution temporelle suppose que 1'on sache diagonaliser le hamiltonien,
c'est-a-dire trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Sauf cas tres
particulier (puits carre, oscillateur harmonique, atome d'hydrogene...), on
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ne salt pas diagonaliser exactement le hamiltonien et on doit utiliser des
methodes approchees : integration numerique de 1'equation de Schrodinger,
methode de perturbation ou autre methode.

Dans cette section, nous allons exposer la methode des perturbations
independante du temps. Cette methode consiste a utiliser comme point de
depart un hamiltonien HQ que Ton sait diagonaliser exactement, et que Ton
perturbe en lui ajoutant un terme W afin d'obtenir le hamiltonien « exact »
H — HQ + W, dans le cadre d'un domaine d'approximation predefini : cf.
section 4.3. On ecrira

ou Ton a introduit un parametre reel A tel que H = HQ si A = 0 et H = H$ + W
si A = 1. Si A —> 0, on peut esperer que la perturbation \W est en un certain
sens1 « petite » par rapport a HQ. II peut arriver que 1'on puisse effectivement
faire varier A. Par exemple si XW correspond a 1'interaction d'un systeme
atomique avec un champ electromagnetique exterieur, on peut modifier a
volonte la valeur de ce champ exterieur et done A : A —> 0 si le champ
s'annule. Mais en general la perturbation est fixee par des donnees physiques
avec lesquelles on ne peut pas jouer. Dans ce cas A est un parametre fictif
que Ton fait varier de fagon artificielle, en lui donnant a la fin des calculs sa
valeur physique A = 1. Nous avons deja eu recours a cet artifice dans 1'expose
de la theorie des perturbations dependant du temps de la section 9.6.3, en
ecrivant la perturbation sous la forme \W(t) et en retablissant A = 1 a la fin
du calcul.

(n)Nous supposons done connu le spectre de HQ . Soit EQ ses valeurs propres
et |n,r) ses vecteurs propres, r etant un indice de degenerescence comme au
§ 2.3.1

Nous cherchons les valeurs propres et vecteurs propres de H (A) sous la forme
d'un developpement en puissances de A, appele developpement perturbatif. Si
H(X) (p) — E\y>), nous ecrivons les developpements du vecteur propre |</?} et
de 1'energie E

Si A = 0, \(f>} = \<po) = n, r] et E = EQ . Notre hypothese implicite est
qu'un developpement en A existe avec un rayon de convergence non nul, ou,
en d'autre termes, que 1'energie est une fonction analytique de A au point
A = 0. II est necessaire de distinguer deux cas.

• La valeur propre EQ de HQ est simple.

1. Definir rigoureusement qu'un operateur est « petit » par rapport a un autre est un
probleme mathematique des plus complexes.
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• La valeur propre EQ de HQ est degeneree avec une degenerescence N.

Nous allons trailer successivement ces deux cas, sans entrer dans les details de
la methode generale du calcul a tous les ordres en A. Nous nous contenterons
de 1'ordre non trivial le plus has en A, en renvoyant aux ouvrages classiques
pour le cas general.

14.1.2 Cas d'une valeur propre simple deH0

Nous partons de Ho\n) = EQ \n) et posons |</?o) — \n) avec (<f>Q\y>o) =
1, ainsi que EQ = EQ arm d'alleger les notations. En pratique, nous
nous interessons au developpement perturbatif (14.4) de 1'energie et le
developpement perturbatif (14.3) du vecteur |</?} est un auxiliaire de calcul, ce
qui nous permet de fixer |</?} par une condition commode : (^>o\f) — (tpo <A)) =
1. Avec cette condition, </?) n'est pas en general unitaire, rnais il est toujours
possible d'en deduire un vecteur unitaire si on le souhaite. Nous avons, a
1'ordre A inclus, d'une part

et d'autre part

d'ou, en identifiant les termes d'ordre A,

Multipliant a gauche les deux membres de cette equation par le bra {(/?o| et
tenant compte de (ipo HQ = EQ(^Q nous obtenons2

ce que Ton peut ecrire, en appelant AEi la difference d'energie entre le cas
A 7^ 0 et le cas A = 0 au premier ordre en A

Le terme en A2 n'est pas tres difficile a obtenir (exercice 14.5.1)

2. La formule (14.5) s'obtient immediatement a partir du theoreme de Feynman-
Hellmann, exercice 4.3.3, equation (4.34).
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Comme application, calculons le emplacement des niveaux de 1'oscillateur
harmonique a une dimension sous 1'influence d'une perturbation
anharmonique en q4

Utilisant un resultat de 1'exercice 11.4.1 on deduit de (14.6) le deplacement
du niveau n a 1'ordre A

Meme si A est petit, le resultat diverge pour les grandes valeurs de n, car
plus n est grand, et plus la fonction d'onde est importante aux grandes
valeurs de g, et done plus 1'effet de la perturbation en g4 se fait sentir :
la perturbation en AQ4 n'est jamais « petite ». Nous avons pris comme
hypothese de depart 1'existence d'un developpement en puissances de A avec
un rayon de convergence non nul. En pratique cette hypothese d'analyticite
a A = 0 n'est pas toujours verifiee, et 1'oscillateur anharmonique que nous
venons d'examiner en four nit un exemple. En effet, il est facile de comprendre
que £Kn) ne peut pas etre analytique a A = 0, car le hamiltonien change
brutalement de nature en ce point. Pour A > 0, il est borne inferieurement et
les etats lies sont presents, mais pour A < 0 il n'est plus borne inferieurement
et les etats lies disparaissent ! Le developpement n'a plus de sens pour
A < 0. En fait le developpement perturbatif est dans ce cas un developpement
asymptotique, qui donne de bons resultats pour A > 0 si Ton garde un nombre
de termes suffisamment petit, mais qui diverge si on essaie de le pousser trop
loin. Ce type de developpement est bien connu en mathematiques : un bon
exemple en est la formule de Stirling valable pour n ^> 1

qui est un developpement asymptotique, non convergent, en puissances de
1/n. II existe des methodes sophist iquees pour sommer ces developpements
asymptotiques3.

14.1.3 Cas d'un niveau degenere
Nous passons maintenant au cas d'un niveau degenere, en appelant H.^

le sous-espace de dimension TV de la valeur propre EQ ; le projecteur p(n^
sur 7i(n) s'ecrit

3. Voir par exemple J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena,
Oxford University Press, Oxford (1989), chapitre 37.
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Dans le sous-espace H.^n\ 1'operateur W est represente par une matrice NxN
d'elements Wsr = (n,s\W\n,r) que Ton peut diagonaliser. Les vecteurs
propres |</?o ) de W dans H^ sont des combinaisons lineaires des |n, r)

Les coefficients cqr sont d'ordre zero en A, puisque Ton a diagonalise W sans
toucher a la diagonalisation de HQ, qui est un multiple de 1'identite dans Ji^

La diagonalisation de W dans 'H^ donne le resultat correct pour 1'energie
a 1'ordre A. On retrouve les resultats du cas non-degenere en prenant la
dimension de T~i^ egale a un. En resume, a 1'ordre A, on calcule les niveaux
d'energie et les vecteurs propres comme pour un systeme a un nombre fini N
de niveaux, en diagonalisant la matrice representative de HQ -f XW dans Ti.^.
En fait, 1'approximation par un systeme a nombre fini de niveaux est souvent
obtenue en negligeant les interactions entre sous-espaces H.^. Remarquons
enfin que les cas quasi-degeneres sont aussi traites par cette methode.

14.1.4 Methode variationnelle
Nous nous limitons a nouveau a 1'etude d'un cas simple, la recherche

de 1'energie de 1'etat fondamental, en renvoyant aux traites classiques pour
1'application de la methode variationnelle a d'autres cas. Soit EQ 1'energie de
1'etat fondamental d'un hamiltonien H, |0) le vecteur propre correspondant

et !</?} un vecteur arbitraire unitaire de 1'espace de Hilbert des etats. Ecrivons
la valeur moyenne de H dans 1'etat |</?) en decomposant \(f>} sur la base des
etats propres |n) de H, H\n) = En\n),

On en deduit

ou nous avons utilise ^n cn\
2 = I et En > EQ. La methode variationnelle

consiste a se donner un vecteur d'essai |<^(a:)} dependant d'un parametre a, ou



490 Physique quantique

de plusieurs parametres a^, que Ton essaie de choisir aussi proche que possible
de la forme supposee de 0). Le resultat (14.12) montre que

Dans le cadre de la parametrisation choisie, le meilleur resultat pour EQ sera
obtenu en cherchant le minimum de (H)(a)

et une borne superieure sur EQ est

Pour comparer deux choix differents \(f>(a) et |</5(/3)}, on compare les deux
minima et le meilleur choix est celui qui donne la valeur minimale de (H). II
est immediat de generaliser a un vecteur dependant de plusieurs parametres
a i , . . . , ap : on cherche le minimum de (H} par

A titre d'exemple, examinons le calcul variationnel de 1'etat fondamental
de 1'oscillateur harmonique, en choisissant comme fonction d'onde d'essai une
fonction normalisable de norme unite

Les integrates necessaires aux calculs ci-dessous se deduisent de

en differentiant I (a) par rapport a a2. Partant de la forme (11.9) du
hamiltonien de 1'oscillateur harmonique, on calcule (H)(a)

Le premier terme du crochet est 1'energie cinetique et le second 1'energie
potentielle. (H}(a) est minimum pour a2 = OQ = l/\/2 et
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Pour a = ao, 1'energie cinetique moyenne et 1'energie potentielle moyenne
sont egales

Le choix (14.15) de la fonction d'onde d'essai n'est pas excellent (1'erreur est
~ 40 % !), car la decroissance a 1'infini de cette fonction d'onde est beaucoup
trop lente. Avec une fonction d'onde d'essai gaussienne, on trouverait bien
sur le resultat exact hu>/2.

14.2 Atonies a un electron

14.2.1 Niveaux d'energie en 1'absence de spin

AU chapitre 10, nous avons etudie le spectre de 1'atome d'hydrogene,
atome a un seul electron ; une generalisation immediate est donnee par les
ions He+, Li++, etc. Lorsque le nombre d'electrons est different de un, il
n'existe plus de solution analytique au calcul des niveaux d'energie. On
a recours a des methodes d'approximation, qui peuvent etre tres precises
dans le cas des atonies legers et en particulier de I'helium. Un autre cas ou
Ton peut utiliser une approximation simple est celui des alcalins. En effet,
en premiere approximation, un alcalin est un atome ou un electron externe
est soumis a un potentiel effectif cree par le noyau atomique et les (Z — 1)
autres electrons, appeles electrons des couches internes. Le spectre est alors
semblable a celui de 1'atome d'hydrogene, avec la difference que 1'on n'observe
pas de degenerescence entre des niveaux de moment angulaire orbital different
car le potentiel n'est pas en l/r : dans le cas du sodium par exemple le niveau
fondamental est un niveau 3s et le niveau 3p est intermediate entre les niveaux
3s et 4s (figure 10.7).

Les spectres des figures 10.6 et 10.7 sont obtenus en negligeant le spin de
1'electron externe ainsi que le spin du noyau atomique. Nous aliens traiter
successivement les deux modifications introduites par la prise en compte de
ces spins : la structure fine induite par 1'interaction entre le moment angulaire
de 1'electron et son spin, et la structure hyperfine induite par 1'interaction du
spin nucleaire avec le spin et le moment angulaire orbital de 1'electron.

14.2.2 Structure fine
La structure fine est un effet d'origine relativiste dont 1'expression correcte

s'obtient a partir d'une equation d'onde quantique et relativiste valable
pour les particules de spin 1/2, 1'equation de Dirac4. Dans le cadre d'une

4. L'equation de Dirac n'est pas la seule equation d'onde quantique et relativiste : une
autre equation relativiste importante est 1'equation de Klein-Gordon qui decrit les particules
de spin zero. Toutefois aucune de ces deux equations n'est entierement coherente : le
mariage de la mecanique quantique et de la relativite exige une theorie de champs quantifies.
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description classique, nous allons donner un argument intuitif, mais qui
n'est pas entierement correct, pour justifier 1'expression du hamiltonien
de la structure fine. Dans le referentiel ou le noyau est au repos, ou
referentiel du noyau, le champ electromagnetique est le gradient du potentiel
electrostatique V(r}/qe cree par le noyau et les (Z — 1) electrons des couches
internes, et 1'electron externe se deplace a une vitesse v dans ce referentiel.
Dans le referentiel ou il est au repos, 1'electron voit le noyau se deplacer
avec une vitesse — #, et compte tenu des lois de transformation du champ
electromagnetique dans un changement de referentiel d'inertie, cet electron
voit non seulement un champ electrique, mais aussi un champ magnetique
donne en fonction du champ electrostatique E dans le referentiel du noyau
par5

Ce champ magnetique interagit avec le moment magnetique // = 75* de
1'electron externe en donnant une energie d'interaction

car le facteur gyromagnetique 7 ~ qe/me. Combinant ces deux equations et
introduisant le moment angulaire orbital I = f x p, on en deduit le potentiel
spin-orbite

Toutefois notre demonstration est critiquable car nous avons utilise les
formules de transformation entre referentiels d'inertie. Or le referentiel de
1'electron est un referentiel accelere par rapport a celui du noyau puisque
1'electron tourne autour du noyau. La prise en compte de ce mouvement de
rotation se traduit par un phenomene de precession du spin, la precession
de Thomas6, qui reduit d'un facteur deux le resultat (14.19). En fin de
compte, 1'expression quantique correcte du potentiel spin-orbite s'obtient en
corrigeant (14.19) par un facteur 1/2 et en remplagant les quantites classiques
I et s par les operateurs L et S

Evaluons 1'ordre de grandeur de la correction aux niveaux d'energie pour
1'atome d'hydrogene ; comme L et S sont d'ordre H et que V(r) = —e2 /r ,

5. Dans 1'expression (14.17), on a utilise 1'approximation v -C c : la formule exacte
contient des facteurs (1 — n2/c2)~1/2.

6. Voir par exemple E. Taylor et J. Wheeler, Space-Time Physics, W. H. Freeman,
New-York (1963), § 103, ou Jackson [2001], section 11.8.



14. Physique atomique 493

nous obtenons dans un etat n

ou nous avons introduit le rayon de Bohr OQ, la constante de structure fine
a et la constante de Rydberg R^ : voir (1.39)-(1.41). Les corrections aux
niveaux d'energie sont done de 1'ordre de a2 en valeur relative, ce a quoi 1'on
s'attend pour des corrections relativistes, carr(i>/c)2 ~ a2.

Examinons 1'eflfet du potentiel (14.20) sur un niveau (n/), de nombre
quantique principal n et de moment angulaire orbital /. Comme 1'effet sur
les niveaux est faible, ~ a2, on pourra utiliser la theorie des perturbations.
Ni le moment angulaire orbital L ni le spin S ne commutent avec Wso. En
revanche, 1'operateur scalaire L • S commute avec le moment angulaire total
J = L + Setdeplus, comme [L2 ,L] = 0 et [L 2 , / ( r ) j = 0, le potentiel (14.20)
commute avec L 2 , ce qui entraine qu'il ne relie pas des niveaux de / differents.
En resume, le potentiel spin-orbite est diagonal dans une base \ l l / 2 j m , j ) .
En 1'absence du potentiel spin-orbite, la degenerescence du niveau (nl) est
2(21 + 1) et il faudrait en principe appliquer la theorie des perturbations d'un
niveau degenere. Mais dans le cas present la situation est tres simple, car on
connait deja la base |/ l/2jrrij) ou Wso est diagonal. Le potentiel spin-orbite
va partiellement lever la degenerescence. En effet, deux valeurs j = / ± 1/2
du moment angulaire total sont possibles, et d'apres (10.138), en utilisant

soit

Les etats de moment angulaire total j = I — 1/2 et j = / + 1/2 ont
done des energies differentes et le potentiel spin-orbite leve partiellement
la degenerescence. Naturellement chacun des deux niveaux d'energie
correspondants possede encore une degenerescence (2j + 1). Notons que le
potentiel spin-orbite n'affecte pas les ondes s (1 = 0).

Comme cas particulier, examinons le niveau 2p (I = 1) de 1'hydrogene.
Les deux valeurs possibles de j sont j = 1/2 et j = 3/2. Les niveaux
correspondants sont notes 2pi/2 et 2p3/2- La transition 2p —> Is est dedoublee,
ce qui est facilement confirme en spectroscopie. Dans le cas de 1'hydrogene,
les niveaux 2si/2 et 2pi/% restent confondus a 1'approximation de 1'equation

7. Pour un noyau de charge Z et un electron unique (f/c)2 ~ (Za)2.
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de Dirac. La difference d'energie avec le niveau 2p3/2 est ~ 4.5 x 10~5 eV, ce
qui correspond a environ 10 GHz en frequence. Le calcul d'ordre de grandeur
precedent donne pour cette difference d'energie ~ a^Roo/S ~ 10~4eV, en
accord qualitatif avec 1'experience. L'experience montre que, contrairement
a la prediction de 1'equation de Dirac, les niveaux 2si/2 et 2pi/2 ne sont pas
confondus : le niveau 2pi/2 est plus has de ~ 5 x 10~S eV, ce qui correspond
a environ 1 GHz. Cette difference, appelee deplacement Lamb, s'explique
par des effets d'electrodynamique quantique, la theorie quantifiee du champ
electromagnetique et du champ electron-positron.

La notation precedente (nl)j se generalise aux niveaux plus eleves : pour
une onde d (I = 2) les valeurs possibles de j sont 3/2 et 5/2 et les niveaux
sont notes nd^^, nd5/2- Pour une onde / (/ = 3) on aura des niveaux n/5/2

et ra/7/2, etc. Un exemple spectroscopique classique est le dedoublement de la
raie jaune du sodium, qui correspond a une transition 3p —> 3s : les deux raies
sont notees D\ a 589.6 nm et D% a 589.0 nm. En general le niveau j = 1 + 1/2
est plus eleve que le niveau j — I — 1/2 car la valeur moyenne (dV/dr) > 0,
mais il y a quelques exceptions. Dans le modele en couches du noyau, ou
le potentiel spin-orbite joue un role crucial, cet ordre est systematiquement
inverse.

14.2.3 Effet Zeeman
La degenerescence (2j + 1) du niveau (nl)j est levee en plongeant 1'atome

dans un champ magnetique constant B : c'est I'effet Zeeman. Cet effet
provient de 1'interaction du champ magnetique avec le moment magnetique
orbital du au mouvement de 1'electron sur son orbite, et egalement avec le
moment magnetique associe au spin de cet electron. Le moment magnetique
associe a L est donne par le facteur gyromagnetique classique (3.30) 7 =
ge/(2me), tandis que le facteur gyromagnetique du spin est ~ qe/me.
L'energie d'interaction se deduit du couplage d'un moment magnetique avec
le champ8

On choisit habituellement B parallele a Oz

Lorsque 1'energie Zeeman (14.23) est suffisamment petite par rapport a
1'energie caracteristique de la structure fine du niveau considere, on peut
utiliser la theorie des perturbations degeneree dans chaque niveau ( n l ) j . Si
tel n'est pas le cas, il faut diagonaliser simultanement le hamiltonien de la

8. Toutefois cet argument ne donne que le terme dominant de 1'interaction : voir
1'exercice 14.5.5 pour une justification detaillee de (14.23).
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structure fine et celui de I'effet Zeeman : exercice 6.4.5. Nous nous plagons
dans le cas ou 1'effet Zeeman est petit. Les elements de matrice de la
perturbation dans le niveau (nl)j de (14.24) sont

Les operateurs L et S sont des operateurs vectoriels, et d'apres le theoreme
de Wigner-Eckart (10.150) pour ces operateurs, les elements de matrice sont
donnes, par exemple pour Lz, par

Utilisant

pour exprimer J - S et J • L, on obtient

et on en deduit

Le resultat final s'ecrit sous la forme

Dans le cadre de notre approximation, les deplacements des sous-niveaux
Zeeman sont lineaires en B. Us sont controles par le facteur de Lande g

On interprete physiquement gqe/(1me} comme un facteur gyromagnetique
effectif. Pour un electron libre dans un champ magnetique nous avons vu que
le facteur de Lande est egal a 2 ; c'est aussi le cas pour une onde s, ainsi qu'on
peut le verifier en posant / = 0 dans (14.27).
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14.2.4 Structure hyperfine
Un effet encore plus fin, de 1'ordre de 10~6 en valeur relative, est du

a 1'interaction du moment magnetique du noyau atomique avec le moment
magnetique orbital et le moment magnetique associe au spin de 1'electron
externe. L'interaction entre un dipole magnetique nucleaire et un dipole
magnetique electronique est a priori plus faible que 1'interaction entre deux
dipoles electroniques par un facteur ~ 10~3 : en effet le magneton de
Bohr nucleaire UN = qph/(2mp) est plus petit que le magneton de Bohr
Ms = |<?e|V(2me) par un facteur mp/me ~ 2000. Rappelons les expressions
des operateurs moments magnetiques de 1'electron et du proton

On montre en electrodynamique classique9 que le champ magnetique B(r)
d'un dipole ponctuel fln a 1'origine des coordonnees vaut

On peut ecrire comme dans (14.23) 1'energie du moment magnetique orbital
et de spin de 1'electron externe dans ce champ magnetique. Nous allons nous
limiter au cas ou 1'electron est dans une onde s, cas ou seul est a prendre
en compte le moment magnetique de spin : dans une onde s, il n'y a pas de
contribution du moment angulaire orbital au moment magnetique de 1'atome.
De plus le terme entre crochets dans (14.29) donne une contribution nulle. En
effet, si Ton calcule en theorie des perturbations 1'energie magnetique (W) —
— (fle • B} correspondant a 1'interaction du moment magnetique electronique
du au spin avec le terme entre crochets de (14.29), on trouve pour une onde s
dont la fonction d'onde (p(r] depend seulement de r

Pour obtenir la deuxieme ligne de 1'equation precedente, on a decouple la
partie radiale de 1'integrale du second terme du crochet de sa partie angulaire
en ecrivant

L'integrale radiale donne

9. Voir par exemple Jackson [2001], section 5.6.
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L'integrale angulaire I^- vaut

En effet, le seul tenseur d'ordre deux invariant par rotation que 1'on peut
former avec les indices ( i , j ) est 6ij

ce qui montre que c = 1/3 et que les deux termes de (W) se compensent. II
reste done uniquement le terme dit de contact

Nous prendrons comme exemple de structure hyperfine celle de 1'etat
fondamental de 1'atome d'hydrogene : \in —> /^p, n = 1, / = 0. Le vecteur
d'etat est le produit tensoriel d'une fonction d'onde spatiale deduite de (10.94)

et d'une fonction d'onde de spin, produit tensoriel d'un vecteur d'etat dans
1'espace de spin de 1'electron et dans celui du proton. La partie spatiale et
la partie de spin sont entierement decouplers. On prend d'abord la moyenne
pour la partie spatiale

La const ante A vaut

Le hamiltonien effectif est done A(Sp-Se)/h
2, qui agit dans 1'espace de Hilbert

a quatre dimensions produit tensoriel des deux espaces de spin. En 1'absence
de perturbation hyperfine, le niveau fondamental lsi/2 de 1'atome d'hydrogene
possede une degenerescence d'ordre 4. II faut diagonaliser A(SP • Se)/h

2 dans
ce sous-espace, ce qui est immediat si 1'on introduit le spin total S — Sp + Se

et 1'identite
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Suivant les resultats du § 10.6.1, les deux valeurs possibles de s sont s = I
(etat triplet) et s = 0 (etat singulet). Les valeurs propres du hamiltonien sont

ou EQ est 1'energie en 1'absence d'effet hyperfin, et les vecteurs propres
sont donnes par (10.125) et (10.126). Les deux niveaux sont distants de
A ~ 5.87 x 10~6 eV, ce qui correspond a remission d'un photon de longueur
d'onde de 21 cm quand 1'atome passe du niveau triplet au niveau singulet.
Bien que la duree de vie du niveau triplet soit tres longue : 107annees, et
qu'elle soit a priori difficile a observer, elle est d'une grande importance en
astrophysique. Elle a donne des informations fondamentales10 sur les nuages
d'hydrogene atomique interstellaire, qui constituent de 10 a 50 % de la masse
de la galaxie, en permettant les mesures des distributions de masse, vitesses,
champs magnetiques, etc.

14.3 Interaction atome-champ
electromagnetique

14.3.1 Theorie semi-classique
Dans cette section, nous aliens examiner 1'interaction entre un champ

electromagnetique et un atome, modelise comme precedemment par un
electron externe dans un potentiel a symetrie spherique. Dans un premier
temps, nous utiliserons une approximation semi-classique, deja introduite au
§ 5.2.5 : le champ electromagnetique est decrit classiquement, tandis que
1'atome est decrit de fagon quantique. Dans la section 5.2, nous avions postule
une interaction phenomenologique entre 1'onde electromagnetique et un dipole
electrique, responsable des transitions d'un niveau a un autre. Nous aliens
completer les resultats de cette section en justifiant 1'approximation dipolaire
et en donnant une expression explicite de 1'amplitude de transition. A ce
point, il vaut la peine de resumer dans la table 14.1 les diverses approximations
possibles lorsque 1'on etudie 1'interaction atome (ou molecule)-champ
electromagnetique. En principe, on devrait traiter quantiquement a la fois
1'atome et le champ, mais il peut etre commode d'utiliser une approximation
classique pour 1'un ou 1'autre des deux systemes, dans la mesure ou 1'on peut
s'assurer de la validite d'une telle approximation.

Suivant 1'approche du § 11.3.3, 1'onde electromagnetique classique est
decrite dans la jauge de Coulomb V • A — 0 par un potentiel vecteur A(f, t)
transverse. Une onde plane de vecteur d'onde k et de frequence uj peut done

10. Pour plus de details, voir par exemple Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 13.
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TAB. 14.1 — Differents schemas d'approximation

Champ electro- Atome Exemples
magnetique
classique classique rayonnement classique

§ 1.5.3
classique quantique absorption et emission stimulees

§ 5.2.5, § 14.3.1 a § 14.3.3, § 14.4.1
quantique classique couplage a une source classique

exercice 11.5.3
quantique quantique emission spontanee

| | § 14.4.4

s'ecrire

Rappelons Faction des operateurs divergence et rotationnel dans 1'espace de
Fourier

ce qui donne pour les champs electrique et magnetique

Le flux d'energie est donne par le vecteur de Poynting

et en moyennant sur le temps, avec

L'intensite T(LO] est reliee au flux de photons J- par

soit, en appelant n la densite de photons

Le hamiltonien d'interaction electron f champ s'ecrit d'apres (11.115)
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V(H) represente 1'interaction effective de 1'electron externe avec le noyau et les
(Z — 1) electrons des couches internes. Le hamiltonien (14.41) se decompose
en un hamiltonien non perturbe HQ

et une perturbation

Au premier ordre en qeA, nous pouvons negliger le deuxieme terme de (14.43),
ou terme diamagnetique, [q^/(2me}]A'2 (exercice 14.5.5) ; de plus le premier
terme se simplifie dans la jauge de Coulomb V • A = 0 car

La perturbation W(R, t) s'ecrit en fin de compte

Nous nous plac.ons dans une representation ou R est diagonal
Compte tenu de (14.34)

Nous pouvons maintenant utiliser les resultats du § 9.6.3 : le terme en
exp(—iujt) de (14.45) correspond a 1'absorption d'energie par 1'atome et le
terme en exp(iu;£) a 1'emission d'energie. S'il existe deux niveaux d'energie Ei
et E1/, avec Ei < £/, correspondant a une resonance : Ef — Ei — frwo ~ huj,
1'atome absorbera une energie hujQ dans une transition i —» /, et emettra une
energie JTWQ dans une transition / — » i . Dans une interpretation corpusculaire,
cela veut bien sur dire que 1'atome absorbe ou emet un photon d'energie
huo, mais cette interpretation sort du cadre de la theorie semi-classique.
D'apres (9.170), la probabilite par unite de temps d'absorption i —> f est
donnee par

14.3.2 Approximation dipolaire
Introduisons un vecteur polarisation unitaire es, e* • es = 1, en ecrivant

AQ = (Dole's- L'intensite 1(uo} par unite de frequence est donnee par (14.39)
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Recrivons (14.46) en integrant sur uj et en separant le module carre de
I'element de matrice de transition des caracteristiques de 1'onde incidente

L'element de matrice de transition dans (14.47) se simplifie si Ton remarque
que la longueur d'onde emise ou absorbee, 0.1/um < A < 1 pm, est tres
grande par rapport aux dimensions atomiques ao ~ 0.1 nm, ce qui permet
de remplacer exp(i/c • r) par 1'unite car (k • r) ~ kao ~ ao/A <C 1

De plus, on peut exprimer P a 1'aide de la relation de commutation entre R
et HQ

ce qui donne

En physique classique, f est le vecteur joignant le noyau situe a 1'origine des
coordonnees a 1'electron externe, et qef est le moment dipolaire electrique
d de 1'atome. La quantite {/ qeR\i) est done 1'element de matrice Dfi de
1'operateur moment dipolaire electrique D = qeR entre les etats \i) et /}

En reportant ces resultats dans (14.47) on obtient la probabilite de transition
par unite de temps pour une polarisation es

en accord avec (5.44) : le moment dipolaire d introduit
phenomenologiquement dans la section 5.2.2 prend une forme explicite
pour 1'atome a un electron
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L'expression (14.50) est plus generale que (14.51), et elle est valable pour tout
systeme atomique ou moleculaire lorsque les regies de selection des transitions
dipolaires electriques sont satisfaites : la probabilite de transition est pilotee
par 1'element de matrice de transition du dipole electrique du systeme, qui
fait intervenir toutes les particules chargees. Un calcul identique permet de
deduire le taux d'emission stimulee Fjj, qui est aussi donne par (14.50) :
Tif = T/i. En effet, il suffit de remplacer D/i par Dif = D*^ pour passer de
1'absorption a 1'emission. Suivant 1'argument fonde sur les relations d'Einstein
du § 5.2.5, on deduit de Tfi la probabilite d'emission spontanee d'un photon
en sommant sur les deux etats possibles de polarisation : s = 1,2 et en prenant
la moyenne (•} sur les angles et sur les spins

L'operateur moment dipolaire electrique £>, tout comme 1'operateur position
R, est un operateur vectoriel impair. Cette propriete de D implique des regies
de selection pour les transitions dipolaires electriques. En effet, le theoreme de
Wigner-Eckart pour les operateurs vectoriels donne 1'expression des elements
de matrice des composantes spheriques (10.145) Dq de D : si ji et jf sont
les moments angulaires de 1'etat initial i et de 1'etat final /, et m^ et m/ les
nombres quantiques magnetiques, nous obtenons de (10.149)

Le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut etre different de zero que si \ji —1\ <
jf < ji + 1 et' si rrif = q + rrii. De plus, les parites de 1'etat initial et de 1'etat
final doivent etre opposees : Hill/ = — 1. Les transitions dipolaires electriques
obeissent done aux regies de selection suivantes.

Regies de selection pour les transitions dipolaires electriques

Ceci generalise les resultats obtenus au § 10.5.2 dans le cas particulier ji — 1
et jf =0. Les regies de selection sur le nombre quantique magnetique m sont
directement liees a la conservation du moment angulaire suivant Oz, et des
exemples en ont deja ete donnes au § 10.5.2 et a 1'exercice 10.7.13.

14.3.3 Effet photo-electrique

Dans la sous-section precedente, nous avons etudie la transition entre
deux niveaux en generalisant les resultats de la section 5.2. Nous allons
maintenant nous interesser a une transition vers le spectre continu : une
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onde electromagnetique de frequence uo > R<x>/h et de polarisation es arrive
sur un atome d'hydrogene dans son etat fondamental. Dans un langage
corpusculaire, la condition uo > R^/h implique que 1'energie des photons
est suffisante pour ioniser 1'atome en ejectant son electron, ce qui donne un
exemple tres simple d'effet photo-electrique, et un cas ou Ton peut mener
jusqu'au bout des calculs analytiques. D'apres la regie d'or de Fermi et la
definition (12.1) de la section efficace, la section efficace de production des
photo-electrons est, au premier ordre de la theorie des perturbations en W

ou ke est le vecteur d'onde de 1'electron final. Lorsque fau ^> RQQ (mais
fiw <C mec

2 de fagon a preserver une cinematique non relativiste et a prevenir
la production de paires electron-positron11), on peut negliger 1'interaction de
1'electron final avec le proton et prendre pour etat final une onde plane : c'est
1'approximation de Born

Notons que 1'approximation dipolaire n'est pas valable dans les conditions
cinematiques definies ci-dessus. L'etat initial est decrit par la fonction
d'onde (14.31) de 1'etat fondamental de 1'atome d'hydrogene. L'element de
matrice (/|W|i) est donne par (14.46)

soit, en integrant par parties et en remarquant que es • k = 0

ou nous avons defini q = k — ke : hq est le transfert d'impulsion entre le
photon initial et 1'electron final. Pour calculer 1'integrale dans (14.55) nous
avons utilise

11. Cette approximation est valable dans le cas des rayons X, dont 1'energie va de 1 a
100 keV.
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Rassemblant tous les facteurs dans (14.54) on obtient

Explicitons (14.56) en choisissant k parallele a Oz et line polarisation lineaire
es parallele a Ox ; soit (0 = $, </>) les angles polaires definissant ke

Cette quantite est maximale lorsque ex et ke sont paralleles, soit 0 = Tr/2 et
(j) = 0 ou TT. Le denominateur dans (14.56) varie lentement avec 9, car, dans
les conditions cinematiques definies ci-dessus, on deduit de la conservation de
1'energie

ou ve est la vitesse des photoelectrons, et

Les electrons sont done ejectes de fagon preferentielle dans un plan
perpendiculaire au vecteur d'onde incident et parallelement au champ
electrique de 1'onde. Si 1'onde incidente n'est pas polarisee, on doit ajouter
de fagon incoherente les contributions des polarisations suivant Ox et Oy et
faire la moyenne

ce qui donne toujours une emission preferentielle dans le plan
perpendiculaire a k

Dans les conditions cinematiques choisies, on peut negliger I/CLQ par rapport
a q2, car

Une remarque importante est que nous avons pu traiter 1'effet photoelectrique
dans un cadre semi-classique, sans introduire le concept de photon,
contrairement a une idee largement repandue selon laquelle le concept de
photon est necessaire pour expliquer 1'effet de seuil (§ 1.3.2). Dans 1'approche
semi-classique, 1'effet de seuil est du a la condition de resonance : 1'effet
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photoelectrique n'est appreciable que si 1'onde lumineuse est en resonance
entre le niveau fondamental EQ et un niveau EC du spectre continu :
EC — EQ = fojj. L'effet photoelectrique s'explique sans photon, mais pas
sans h !

14.3.4 Champ electromagnetique quantifies :
emission spontanee

Nous avons souvent fait appel a la notion de photon pour Finterpretation
intuitive des resultats de la theorie semi-classique, bien qu'a strictement
parler ce concept soit etranger a cette theorie. A moins d'utiliser un
argument detourne12 comme celui du § 5.2.5, on ne peut pas calculer la
probabilite d'emission spontanee par un atome dans un etat excite, car
il n'y a pas de champ electromagnetique classique preexistant et le terme
d'interaction oc A • P est nul. II est necessaire de faire appel au concept de
champ electromagnetique quantifie developpe au § 11.3.3, car les operateurs
d'annihilation a^s et de creation at sont susceptibles de changer le nombre
de photons. De fagon plus precise, si n^s est le nombre de photons dans le
mode de vecteur d'onde k et de polarisation s, nous aliens nous interesser aux
transitions avec emission d'un photon : n^s —> n^g + 1 ou avec absorption
d'un photon : nr —> nr — 1, Femission spontanee dans le mode (/c,s)
correspondant au cas n^s — 0. Rappelons le developpement du champ
electromagnetique quantifie (11.79) a t = 0 dans un volume L3 = V

Le couplage entre le champ electromagnetique13 et 1'atome est, au premier
ordre en A

Ce couplage independant du temps A • P fait intervenir les termes

et

12. Get argument utilise la distribution de Planck, qui contient implicitement le concept
de photon : en effet, la probabilite d'occupation d'un mode du champ electromagnetique est
donnee par la theorie quantique de 1'oscillateur harmonique. II n'est done pas surprenant
que Ton puisse calculer remission spontanee.

13. On doit prendre le champ electromagnetique (11.79) a t = 0, c'est-a-dire dans le
point de vue de Schrodinger AS = AH(< = 0) = A, car nous utilisons le point de vue de
Schrodinger dans les calculs perturbatifs et les operateurs A et P doivent etre pris dans ce
point de vue. Dans les paragraphes 14.1.1 a 14.1.3, la dependance par rapport au temps du
champ classique est fixee par une source externe, celle qui produit 1'onde electromagnetique
incidente, alors que le champ quantifie est independant de toute source exterieure.
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Le terme (14.59) detruit un photon et le terme (14.60) cree un photon dans
le mode (fc, s). Soit ^n^s) un etat initial ou i decrit 1'etat de 1'atome et

I f, nr ± 1) un etat final. Les elements de matrice non nuls de ar et at sont
> J KS I KS ffS

donnes par (11.16) et (11.17)

Nous aliens examiner 1'emission spontanee correspondant au cas n^g = 0 et
nous reviendrons brievement sur 1'absorption et remission induites en fin de
sous-section. La quantite physique interessante est la probabilite par unite
de temps pour que 1'atome emette un photon de vecteur d'onde ~ k et de
polarisation s dans un angle solide dO, fJ = (#,</>), autour de fc14. Pour
obtenir cette probabilite, nous avons besoin de la densite d'etats du photon

avec Uk —>• w. La probabilite de transition par unite de temps est donnee par
la regie d'or de Fermi (9.170) avec un photon final (fc, s] d'energie hu

1'element de matrice (/, n^s = l\W\i, n^s = 0) etant donne par (contrairement
au § 14.3.2, nous avons maintenant

Nous avons utilise 1'approximation dipolaire exp(ifc • r) ~ 1 et exprime
1'element de matrice de P a 1'aide de (14.48).

1.4. En toute rigueur, on doit preciser que Ton se place dans le referentiel ou 1'atome
initial est au repos. La conservation de 1'energie implique dans ce referentiel

Le deuxieme terme est 1'energie de recul, qui sera discutee en (14.106). En general cette
energie de recul est negligeable : tout se passe comme si 1'atome etait infiniment lourd,
Mat —> 00.
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Pour obtenir la probabilite d'emission d'un photon dans Tangle solide dO,
il faut integrer (14.63) sur a; ; la fonction 6 fixe 1'energie du photon a

ce qui donne, en utilisant (14.64) et en definissant Rfi = {/ R \i)

Un expression equivalente utilise le moment dipolaire D = qeR

Pour obtenir la probabilite totale de transition F, qui est 1'inverse de la vie
moyenne r de 1'etat excite : r = 1/T, il faut integrer sur 0 et sommer sur les
deux etats de polarisation

Afin de calculer relement de matrice sous la forme (14.65) par exemple, nous
allons nous placer dans une representation ou R est diagonal15

et nous allons separer la partie radiale dependant de r et la partie angulaire
dependant de r dans 1'integrale (14.68) en ecrivant f= rr. Afin de traiter un
cas concret, nous prenons comme exemple la transition 2p —-> Is de 1'atome
d'hydrogene16. La fonction d'onde initiale s'ecrit en fonction de sa partie
radiale (10.96) et de sa partie angulaire qui est l'harmonique spherique Y™(r)

tandis que la fonction d'onde finale est donnee par (14.31). II est commode
d'introduire les composantes spheriques (10.64) des vecteurs es(k) et r et de
remarquer17 que le produit scalaire e* • f vaut

15. Afin de simplifier les formules, nous ne tenons pas compte du spin, dont on montre
facilement qu'il ne joue aucun role.

16. Dans le cas general d'un etat initial i de moment angulaire (ji,mi) et d'un etat final
/ de moment angulaire (jf,rrif), on utilisera le theoreme de Wigner-Eckart pour exprimer
1'element de matrice des composantes spheriques Dq de D sous la forme (14.53).

17. Le produit scalaire de deux vecteurs a et b est donne en fonction de leurs coordonnees
spheriques par
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D'autre part le projecteur (11.100) orthogonal a k s'ecrit en coordonnees
spheriques

ce qui donne pour la partie angulaire

L'element de matrice {/| r* i) se calcule aisement en remarquant que
d'apres (10.64) rq est proportionnel a 1'harmonique spherique Y^(f) ; si le
nombre quantique magnetique de 1'etat initial est m

en utilisant les relations d'orthogonalite (10.55) des harmoniques spheriques,
d'ou

Le facteur (1 — km\2) vaut (1 — ̂  sin2 0) pour m = ±1 et (1 — cos2 9} pour
m = 0, ce qui donne la distribution angulaire du photon emis si 1'etat initial
a une valeur de m bien determinee. Si 1'etat initial est non polarise, on
verifie que la distribution angulaire est bien sur isotrope, puisqu'il n'y a pas
de direction privilegiee

Pour obtenir la probabilite totale de transition (14.67) on integre sur £7 et le
resultat est le meme dans les trois cas m = ±1,0

La partie angulaire donne done en tout un facteur 32?r2/9. La partie radiale
de 1'element de matrice vaut d'apres (14.31) et (14.69)

La combinaison de tous les resultats precedents donne la probabilite de
transition T(2p —>• Is)
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et compte tenu de

on peut mettre le resultat sous la forme finale, en rappelant (cf. § 1.5.3) que
h/(mec

2} = 1.29 x lCT21s

Revenons sur 1'aspect qualitatif de ces resultats. Partant de (14.52) ou
de (14.65) avec e*s • R/i\ ~ a, ou a est une dimension caracteristique de
1'atome (a ~ 10~10m), nous obtenons 1'estimation

En efFet, la vitesse v de 1'electron sur son orbite18 est v ~ ac . La frequence
caracteristique UJQ est donnee par huo ~ leV, soit LOQ ~ 1.5 x 1015rad.s~1, et
la vie moyenne r de 1'etat excite est estimee a

La vie moyenne d'etats excites se desexcitant par transition dipolaire
electrique est effectivement comprise entre ~ 10~7 et ~ 10~9 s. II est instructif
d'examiner egaleinent le cas d'un niveau excite d'un noyau se desintegrant par
emission d'un photon 7. L'energie typique d'un tel photon est ~ 1 MeV, ce
qui correspond a une longueur d'onde A ~ 10~12m. Comme les dimensions
du noyau sont de 1'ordre du fermi (ou femtometre), R ~ 10~15m, le rapport
R/X <C 1 et 1'approximation dipolaire electrique est a priori justifiee. Pour
estimer la vie moyenne, il faut multiplier le resultat de physique atomique
par un facteur 10~18 pour tenir compte du changement d'echelle d'energie :
1 eV^ 1 MeV, et par un facteur 1010 pour tenir compte du changement de
dimension, a —> R, soit en tout un facteur 10~8. L'estimation pour la vie
moyenne de 1'etat excite d'un noyau est done

Un exemple est la disintegration d'un etat excite de 1'azote13

dont la vie moyenne est de 10~15 s, en accord qualitatif avec notre estimation.

18. Les facteurs supposes « voisins de 1'unite » de ce type d'estimation ne le sont
pas toujours : 1'estimation ci-dessus differe de la valeur exacte (14.71) par un facteur
(8/3)(4/9)4 ~ 1/10 !
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Revenons brievement pour conclure a 1'emission et 1'absorption stimulees.
Si 1'on prend en compte les facteurs (14.61) —(14.62) pour 1'absorption
et 1'emission stimulees, il n'y a aucune modification a la probabilite
d'absorption (14.50). En revanche, si 1'atome se trouve dans une cavite de
volume V contenant A/£s photons dans le mode (fc, s), la probabilite semi-
classique d'emission est proportionnelle a la densite n^s = -A/£S/V de photons,
alors que 1'utilisation du champ quantifie donne un facteur (A/£s + 1)/V. La
correction est en general negligeable, sauf dans le cas des cavites micro-ondes
supraconductrices ou le nombre de photons est petit (appendice B).

14.4 Manipulation d'atomes par laser

14.4.1 Equations de Bloch optiques

On sait depuis longtemps que la lumiere exerce des forces sur la matiere,
1'exemple le plus connu etant la pression de radiation. Cependant, lorsque la
lumiere provient de sources conventionnelles, ces forces sont tres faibles. C'est
seulement depuis une vingtaine d'annees que 1'utilisation des lasers a permis
d'exercer des forces importantes sur un atome, forces qui peuvent aller jusqu'a
105 fois la force de pesanteur ! Une application particulierement interessante
est le refroidissement laser, dont nous donnerons un exemple elementaire au
§ 14.4.3. Nous utiliserons le modele de 1'atome a deux niveaux : deux niveaux
atomiques Ea et Eb (Eb > Ea] sont separes de Eb — Ea = hujQ. On supposera
que Ea est le niveau fondamental de 1'atome, ou bien un niveau metastable
dont la duree de vie est suffisamment longue pour ne pas intervenir dans la
discussion. Get atome est place dans une onde electromagnetique creee par
un laser dont le vecteur d'onde k est parallele a Oz et dont la frequence uj
est proche de la frequence de resonance : a; ~ UQ. Comme au § 5.2.2, on
appelle disaccord la difference 5 = uo — UJQ. Le champ electrique a la position
de 1'atome est de la forme

On ignore pour le moment les degres de liberte de translation de 1'atome, en
le supposant infiniment lourd19. Dans ces conditions, le hamiltonien H est
donne par (5.27)

19. Plus precisement on traite classiquement les degres de liberte de translation, ce
qui suppose que 1'on doit avoir KT 3> ER, ou F est la largeur de raie et ER 1'energie de
recul (14.106). On suppose aussi le milieu suffisamment dilue afin de pouvoir negliger les
collisions entre atomes.
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Les lignes et les colonnes sont dans 1'ordre (a, 6), le zero d'energie en 1'absence
de champ a ete choisi a mi-chemin entre Ea et Eb et d est 1'element de matrice
(D • es)ab de la composante z de 1'operateur moment dipolaire electrique entre
les deux niveaux. On introduit comme au § 5.2.2 la frequence de Rabi u}\

Le signe moins tient compte de la charge negative de 1'electron, de sorte que
u>i > 0. Avec cette definition on peut recrire H en fonction des matrices de
Pauli <TI et era

En general 1'etat quantique de 1'atome sera decrit par un operateur
densite p. En effet, 1'atome est en interaction permanente avec le champ
electromagnetique, et meme si 1'ensemble champ+atome etait dans un etat
pur, 1'etat de 1'atome ne serait pas un etat pur : comme nous 1'avons vu
au § 6.1.3, 1'etat de 1'atome est decrit en prenant la trace partielle sur les
variables du champ, et le resultat est un operateur densite, 1'operateur densite
reduit de 1'atome, represente par une matrice 2 x 2 agissant dans 1'espace a
deux dimensions de 1'atome a deux niveaux, et non un vecteur de cet espace.
Rappelons que la matrice densite doit etre hermitique : p = p^ de trace unite :
Trp = 1 et positive. Les resultats de 1'exercice 6.4.4 permettent d'ecrire la
matrice densite la plus gene-rale en fonction d'un vecteur reel 6, le vecteur de
Block, tel que b2 < I

Suivant les notations usuelles, on appelle (u,v,— w) les composantes du
vecteur de Bloch : u = b\, v = b% et w = — 63. On peut aussi ecrire p
sous forme matricielle explicite

Dans 1'ecriture de p, nous avons tenu compte de la condition paa -f pbb = 1-
La quantite w — pbb — Paa mesure la difference de population entre les niveaux
Eb et Ea : si 1'on dispose d'une collection de Af atomes, en moyenne J\fpaa

seront dans 1'etat Ea et Npbb dans 1'etat Eb- Les elements de matrice non
diagonaux pab = pla sont appeles les coherences. La presence de coherences
non nulles, c'est-a-dire de phases, est bien sur le signal d'effets quantiques.



512 Physique quantique

L'equation d'evolution de p est donnee par (6.26)

Le commutateur dans (14.78) peut se calculer directement en multipliant les
matrices, mais il est plus elegant d'utiliser la forme de Bloch et les relations
de commutation (3.52) des matrices de Pauli. On obtient

II sera commode, afin de completer ces equations et de justifier une
approximation ulterieure, de les recrire en fonction de la coherence r = pab =

Ces equations d'evolution de la matrice densite sont hamiltoniennes, c'est-a-
dire regies par une loi du type (14.78) dependant d'un hamiltonien. Cette
evolution est unitaire, car (14.78) est equivalent a

ou U(t) est 1'operateur unitaire d'evolution (4.11). Cependant ces equations
sont en fait incompletes : 1'interaction de 1'atome avec son environnement
conduit a des equations qui ne sont pas de la forme (14.78), et done a une
evolution non hamiltonienne. C'est 1'ensemble atome+environnement qui
obeit a une evolution unitaire, et si 1'on s'interesse seulement aux degres
de liberte de 1'atome, 1'evolution n'est plus hamiltonienne. Ce phenomene
est familier en mecanique statistique, lorsque 1'on considere 1'interaction d'un
systeme avec un reservoir, et 1'evomtion non unitaire est etroitement liee a la
dissipation20. Nous aliens traiter le cas d'un environnement de 1'atome limite
au champ electromagnetique, ce qui est une excellente approximation pour
des atonies pieges par des lasers qui forment un milieu dilue, mais il pourrait
y avoir d'autres sources devolutions non hamiltoniennes, comme des collisions
avec d'autres atonies dans un milieu dense21. Le calcul fonde sur (14.78) tient
compte de 1'interaction avec le champ laser, et done de 1'absorption et de
1'emission induites, mais non de 1'interaction avec le champ quantifie, et il
neglige 1'emission spontanee. En raison de 1'emission spontanee, 1'atome dans

20. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 2.
21. Un exemple est le milieu actif pour un laser, qui est decrit par des equations de Bloch

optiques analogues a (14.82)-(14.83) : voir par exemple Mandel et Wolf [1995], chapitre 18.
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le niveau Eb tend a revenir dans le niveau Ea en emettant un photon avec
une probabilite F par unite de temps (cf. (14.67)). L'equation differentielle
donnant pbb doit done inclure dans son second menibre un terme — Fp^, qui
conduirait, en 1'absence de champ laser, a une decroissance exponentielle de
la population du niveau Eb en exp(—F£). On en deduit que le membre de
droite de 1'equation differentielle pour w contient un terme en —T(w + 1).
Les coherences doivent egalement decroitre car, en 1'absence de champ laser,
1'atome revient dans son niveau fondamental Ea pour t 3> r = 1/F, et la
matrice densite a pour seul element non nul paa = 1. II est possible de
montrer que la probabilite de decroissance des coherences a 1'approximation
que nous considerons est F/2. Les equations (14.80) et (14.81) deviennent

Nous allons transformer ces equations en utilisant comme au § 5.2.2
1'approximation quasi-resonante. On remarque que si uji <C c^o,
1'equation (14.83) implique que r ~ ex.p(iu)Qt) alors que w est lentement
variable. Ecrivant coswt sous forme d'exponentielles complexes et negligeant
les termes rapidement variables en exp(±i(cj + u;o)i), les equations (14.82)-
(14.83) deviennent

Dans le second membre de (14.84), tous les termes sont lentement variables:
Pour mettre en evidence 1'evolution temporelle des termes du second membre
de (14.85), on pose

ce qui donne, en multipliant (14.85) par exp

L'approximation quasi-resonante consiste a negliger dans cette equation
le terme rapidement variable exp(—2iwt). On aboutit done au systeme
d'equations differentielles
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14.4.2 Forces dissipatives et forces reactives

Lorsque 1'atome interagit avec le champ laser pendant un intervalle de
temps t ^> r, on atteint un regime stationnaire (ou permanent) w = f = 0,
ou il est facile d'ecrire la solution du systeme differentiel (14.86)-(14.87). En
passant par 1'etape intermediate

on trouve pour la valeur stationnaire wst de w

On en deduit pbb = (1 + iyst)/2 < 1/2 : il ne peut pas y avoir d'inversion de
population, c'est-a-dire de situation ou le niveau excite est plus peuple que le
niveau fondamental. Le resultat stationnaire pour r' est

II est commode d'introduire le parametre de saturation, s, proportionnel a
1'intensite X du laser (rappelons que le desaccord 6 = uo — UJQ)

ce qui permet de reecrire

Ces resultats permettent d'obtenir les forces exercees par la lumiere laser
sur un atome en regime permanent. Un argument simple permet de trouver
1'equivalent de la pression de radiation sur 1'atome : comme en regime
permanent la probabilite de trouver un atome dans 1'etat excite E^ est pbb,st,
le nombre moyen de photons spontanes emis par unite de temps est

Ces photons sont emis de fagon isotrope et contribuent a un mouvement
desordonne de 1'atome, que nous etudierons dans la sous-section suivante.
Mais 1'atome une fois revenu dans son etat fondamental absorbe un photon du
champ laser, et ces photons ont tons leur impulsion Hk dans la meme direction.
Le nombre de photons absorbes est le meme que le nombre de photons emis
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spontanement, et 1'atome est soumis a une force due a 1'absorption de photons
egale a la variation d'impulsion par unite de temps

Lorsque le parametre de saturation s ^> 1, 1'acceleration a approche sa valeur
maximale

ou M est la masse de 1'atome. Pour le sodium, F"1 = 1.6 x 10~8 s et amax ~
106ms~2, environ 105 fois 1'acceleration de la pesanteur.

Nous aliens retrouver le resultat (14.93) pour la force dissipative en
examinant la force exercee par le champ electromagnetique (14.72) sur le
dipole atomique. La forme de 1'operateur dipole dans 1'espace a deux
dimensions de 1'atome a deux niveaux est D — dc\, et, d'apres (6.21), sa
valeur moyenne est

ou nous avons utilise 1'expression (14.91) de r' en regime permanent. Cette
valeur moyenne du dipole exhibe un terme oc cos cut en phase avec le
champ (14.72) et un terme en quadrature de phase oc sincut. Le travail dVF/d£
fourni par unite de temps par le champ (14.72) sur le dipole, c'est-a-dire la
puissance fournie a 1'atome22, est

Compte tenu de (14.95) qui donne immediatement d(D)/dt

et en prenant la moyenne temporelle

22. II est utile de se souvenir de 1'oscillateur harmonique force elementaire a une
dimension

x + jx + U)QX = f cos ujt

La puissance fournie a 1'oscillateur est f(cosu}t)dx/dt. La correspondance avec le present
probleme est donnee par / —> EQ et x —> (D).
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Le nombre de photons absorbes par seconde est

en accord avec (14.92). L'etude elementaire de 1'oscillateur harmonique force
montre que c'est la composante de 1'elongation en quadrature de phase avec
la force externe qui est responsable de la dissipation par frottement, d'ou
1'expression « force dissipative » pour la pression de radiation. La partie en
phase avec le champ est appelee « reactive ». Le modele que nous avons etudie
ne contient aucune dependance spatiale, et dans ce cas la valeur moyenne du
terme de (D} en phase avec le champ ne produit aucun travail. Pour obtenir un
resultat non nul, il faut introduire une dependance spatiale. On montre alors
(exercice 14.5.7) que la composante reactive de la force depend du gradient
de la frequence de Rabi

La force reactive est nulle dans une onde plane, ou la frequence de Rabi LJI
est independante de f. Elle ne transmet aucune energie aux atomes. Si par
exemple la variation spatiale de la frequence de Rabi est due a 1'utilisation de
plusieurs ondes laser, la force reactive a pour effet de redistribuer d'energie
entre les differentes ondes. Contrairement a la force dissipative, la force
reactive ne sature pas lorsque s —>• oo.

La force reactive derive d'un potentiel

Pour 8 < 0, une region ou uj^(r) est maximum apparait comme un puits
de potentiel attractif pour 1'atome. Dans un champ laser inhomogene,
1'atome est attire vers les regions de forte intensite. Ceci est mis a profit
dans de nombreuses applications pratiques ou Ton manipule des objets
microscopiques ; on fabrique ainsi des « pincettes optiques », qui permettent
par exemple de manipuler des brins d'ADN.

14.4.3 Refroidissement Doppler
Une application importante de la force dissipative (14.93) est le

refroidissement Doppler des atomes. Ceux-ci sont modelises comme
precedemment par un systeme a deux niveaux separes de FIWQ. Les atomes sont
localises dans des faisceaux laser provenant de directions opposees avec une
frequence identique uj proche de la resonance CUQ, mais telle que u> < WQ, c'est-
a-dire avec un disaccord S = uj — UJQ < 0. Ann de simplifier la discussion, nous
nous limitons au refroidissement suivant un axe que nous prendrons comme
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FlG. 14.1 Principe du refroidissement Doppler.

axe des z, et a deux faisceaux lasers dont les vecteurs d'onde sont k \\ z et
— k || —z (figure 14.1). Pour un refroidissement suivant les trois dimensions
d'espace, il faudrait prendre six faisceaux laser, deux suivant chaque axe,
avec des vecteurs d'onde opposes. Nous aliens nous placer dans le cas d'un
parametre de saturation s <C 1, ce qui permettra de negliger le terme u\ dans
le denominateur de (14.93).

FlG. 14.2 - Cycle de fluorescence.

Un atome dans le champ des lasers subira des cycles de fluorescence. Un
cycle de fluorescence comprend 1'absorption d'un photon d'un des deux lasers
par un atome dans son etat fondamental, ce qui envoie cet atome dans son etat
excite, suivi de remission spontanee d'un photon qui remet 1'atome dans son
etat fondamental (figure 14.2). Soit n+(v) le nombre de cycles de fluorescence
par seconde que subit un atome de vitesse v (dirigee suivant 1'axe des z puisque
notre discussion est limitee a une dimension), avec absorption de photons
de vecteur d'onde +/c, et n_(t>) le nombre de cycles de fluorescence avec
absorption d'un photon de vecteur d'onde —k. Si un atome se dirige vers la
gauche (v < 0), il verra par effet Doppler des photons de frequence uj — kv
s'ils proviennent du faisceau +fc, et de frequence us + kv s'ils proviennent du
faisceau —k. En raison du desaccord negatif (a; < CL>O), lgs photons de vecteur
d'onde +k seront plus proches de la resonance et absorbes en plus grand
nombre que les photons de vecteur d'onde — fc, qui sont eux, au contraire,
plus eloignes de la resonance. Ceci donnera pour ces atonies une force dirigee
vers la droite. Inversement, pour des atonies se dirigeant vers la droite (v > 0),
la force sera dirigee vers la gauche. En resume, les atonies se dirigeant vers la
gauche absorberont preferentiellement les photons de vecteur d'onde +&, les
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atomes se dirigeant vers la droite absorberont preferentiellement les photons
de vecteur d'onde — k : dans les deux cas les atomes seront ralentis et nous
voyons apparaitre une force de type visqueux ; c'est pourquoi on parle parfois
de « melasse optique ». La force moyenne sur un atome de vitesse v est

avec

Developpons (14.100) en puissances de la vitesse a 1'ordre v

Cette equation donne le nombre moyen 2no de cycles de fluorescence par
seconde

et la force, proportionnelle a

qui vaut

Le coefficient de viscosite 7 est defini par

et sa valeur se deduit de (14.103)

qui est un nombre positif car 5 < 0. Si 1'on prend HQ constant, le coefficient
de viscosite est maximal pour 6 = —F/2

L'energie ER — Mv^/2 est appelee energie de recul: c'est 1'energie cinetique
de recul lorsque 1'atome emet un photon d'impulsion Hk, et c'est aussi 1'energie
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acquise par un atome qui absorbe un photon d'impulsion hk. La vitesse
VR est la vitesse de recul. Donnons quelques valeurs numeriques pour le
rubidium. La longueur d'onde de la transition est A = 0.78//m, la largeur
de raie F = 3.7 x 107s-1, la masse de 1'atome M = 1.41 x !CT25kg. Ces
valeurs correspondent a une energie hT = 2.4 x 10~8 eV, une vitesse de recul
VR = hk/m = 5.8 x 10~3ms~1 et une energie de recul ER = 1.5 x 10"11 eV,
et done a une temperature de recul TR = ER/kp = 1-7 x 10~7K.

FlG. 14.3 - Sequence de cycles de fluorescence.

Avec ces valeurs numeriques typiques, on trouve

On peut choisir le parametre de saturation s <C 1 de telle sorte que

Dans ces conditions, il existe trois echelles de temps bien distinctes dans
le probleme (figure 14.3). La relation F"1 <C n^1 montre que les cycles
de fluorescence ne se recouvrent pas et sont independants. Considerons un
intervalle de temps St, avec F"1 <C 8t <C 7"1. Soit N± le nombre de
cycles de fluorescence ±fc dans cet intervalle 8t. La condition 5t <C 7-1

implique que la vitesse v de 1'atome n'a pas le temps de varier de fagon
appreciable sous Faction de la force de viscosite pendant 1'intervalle 8t et
on pourra faire des moyennes sur cet intervalle, avec (N±) = n±(v)St. Soit
p(N+,N-;St) la probabilite d'observer A^+ cycles +k et N- cycles — k pendant
8t. L'independance des cycles de fluorescence permet d'ecrire pour cette
probabilite une loi de Poisson

Designons par hqi,... fiq(N++N-) IGS N+ + A^_ impulsions des photons emis
spontanement par 1'atome dans 1'intervalle 8t et HY leur somme
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Les photons emis ne sont pas correles entre eux et (Y} — 0. La variation
moyenne d'impulsion pendant le temps St est due uniquement aux photons
absorbes

Evaluons maintenant la variance de p(St)

Comme les photons spontanes ne sont pas correles avec les photons absorbes,
(Yk) = 0 et on peut traiter separement les deux contributions. La
contribution a la variance des photons absorbes est

ou nous avons utilise la propriete classique de la loi de Poisson : ATV^. = (N±)
ainsi que Pindependance des cycles + et — : (N+N-) = {7V+){7V_}, tandis
que la contribution des photons emis est

Comme nous avons reduit la cinematique a une dimension, nous avons admis
que les photons emis ont une impulsion ±M; avec une probabilite 1/2 23. En
additionnant les deux contributions24

Ainsi que nous aliens le montrer, ce resultat correspond a une marche au
hasard dans un espace des impulsions a une dimension. Dans une marche au
hasard sur une droite, un marcheur effectue un pas de longueur / a droite ou
un pas de longueur / a gauche avec une probabilite 1/2. Au bout de N pas,
il a parcouru une distance moyenne (x) = 0, mais la distance quadratique
moyenne n'est pas nulle

et si chaque pas prend un temps r, au bout d'un temps 6t — NT

23. Dans le cas d'une cinematique a trois dimensions et de photons emis de fagon isotrope,
nous aurions (h?Y2) = h2k2/3.

24. Avec une cinematique a trois dimensions
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Cette equation definit le coefficient de diffusion25 D. La proportionnalite de
Ap2 a 6t dans (14.108) justifie 1'expression « marche au hasard dans 1'espace
des impulsions », avec un coefficient de diffusion D — 2noh2k'2.

Dans cette marche au hasard, 1'energie cinetique E de Fatome augmente
de Ap2(<5t)/(2M). La diffusion tend done a augmenter 1'energie cinetique.
Par analogic avec la mecanique statistique, on definit une temperature fictive
Tpar

ou ks est la constante de Boltzmann. Si E augmente, T augmente, et on peut
dire que les atonies s'echauffent sous 1'effet de 1'emission spontanee, qui cree
un mouvement desordonne analogue a une agitation thermique. Cependant la
temperature est bien fictive, car il n'existe pas d'equilibre thermodynamique :
la temperature (14.110) est parfaitement definie pour un atome isole ! La
viscosite a tendance a ralentir les atonies, et done a les « refroidir ». Lorsque
les deux effets s'equilibrent, on obtient une « temperature d'equilibre » qui est
la temperature fictive des atonies en regime permanent. Cette temperature est
en fait une fagon imagee de mesurer leur vitesse moyenne. D'apres (14.104),
la viscosite donne la contribution suivant a la variation temporelle de 1'energie

et en ajoutant 1'effet de 1'emission spontanee

La condition de regime permanent dE/dt = 0 donne la valeur d'equilibre p2
q

de p2, et choisissant 7 = 7max suivant (14.106)

ce qui donne pour la temperature T = TO

Cette temperature, de 1'ordre de 100 pK. pour le rubidium, est appele
temperature Doppler. La condition d'equilibre dE/dt = 0 peut aussi s'ecrire
en fonction du coefficient de diffusion

25. Voir la note 1 du chapitre 12.
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Cette equation qui relie les coefficients de diffusion D et de viscosite 7 a
la temperature est tres gene-rale26 et est connue sous le nom de relation
d'Einstein. Dans le cas du mouvement brownien, les forces de viscosite et la
diffusion ont une origine commune : les collisions de la particule brownienne
avec les molecules du fluide, et il n'est pas surprenant que coefficients de
diffusion et de viscosite ne soient pas independants. Diffusion et viscosite
sont deux processus dissipatifs : dans notre cas le processus dissipatif est
remission spontanee, dont nous avons vu qu'il correspond a une evolution
non unitaire.

14.4.4 Piege magneto-optique

Le refroidissement Doppler est le refroidissement maximum que Ton peut
obtenir si on se limite au modele de 1'atome a deux niveaux. Pour aller plus
loin, et en particulier pour mettre au point des mecanismes de refroidissement
encore plus efficaces, permettant de descendre au microkelvin et meme au dela,
il faut faire appel a la sous-structure, fine et hyperfine, des niveaux. Nous
aliens considerer un exemple elementaire, en prenant un niveau fondamental
j = 0 et un niveau excite j = \ que nous aliens scinder en trois sous-
niveaux grace a 1'effet Zeeman. Ceci nous permettra de pieger les atonies
non seulement en vitesse, comme dans le refroisissement Doppler, mais aussi
dans 1'espace. Comme on doit utiliser un champ magnetique pour obtenir
1'effet Zeeman, on appelle un tel piege piege magneto-optique. On utilise
un champ magnetique inhomogene oriente suivant Oz et dependant de z,
B(z) = —bz, b > 0. Les niveaux Zeeman de 1'etat excite ont des energies
—[ibz (me = — 1), 0 (me = 0) et +(j,bz (me = 1), en prenant Oz comme axe
de quantification du moment angulaire.

Reprenons la configuration des faisceaux lasers du refroidissement Doppler
etudie precedemment, mais en supposant maintenant ces faisceaux polarises
circulairement a gauche : la conservation du moment angulaire suivant Oz
(cf. (10.106)-(10.107)) implique que me = —I si 1'atome absorbe un photon de
vecteur d'onde +k et me = +1 s'il absorbe un photon de vecteur d'onde — k :
figure 14.4. Supposons le desaccord 6 < 0 ; pour z > 0, le signe de B implique
que le niveau me = +1 est plus bas que le niveau me = — 1, et ce niveau est
done plus proche de la resonance (figure 14.4). Ceci entraine que 1'atome va
absorber de fagon preferentielle les photons de vecteur d'onde — k et il sera
repousse vers la gauche. L'inverse se produit si 1'atome se trouve dans la zone
z < 0 ou le niveau me = — 1 est plus bas que le niveau me = +1 : 1'atome
absorbe preferentiellement des photons de vecteur d'onde +k et il est repousse
vers la droite. L'action des deux faisceaux se traduit par 1'existence de deux
forces : une force de viscosite —^Mv et une force de rappel — KZ

26. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne[2001], chapitre 5.
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FlG. 14.4 - Niveaux Zeeman pour z < 0 et z > 0.

FlG. 14.5 - Configuration des lasers pour le piege magneto-optique.
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auxquelles s'ajoute une diffusion dans 1'espace des impulsions. Non seulement
les atonies sont ralentis, mais ils sont aussi confines par la force de rappel dans
la region z ~ 0 : c'est le principe du piege magneto-optique. En pratique on
souhaite confiner les atonies dans les trois directions d'espace, et il faut done
utiliser six faisceaux lasers polarises (figure 14.5).

14.5 Exercices

14.5.1 Perturbation au second ordre et forces
de van der Waals

Les forces de van der Waals entre deux atonies neutres sont dues a des
interactions entre moments dipolaires induits. On se propose de les evaluer
dans le cas de deux atonies d'hydrogene se trouvant dans leur etat fondamental
\(f>o}. Pour ce faire, nous aurons besoin de la theorie des perturbations au
second ordre.

1. Perturbations au second ordre. On determine d'abord \(f>\) en supposant
|(/?o) non degenere ; les notations sont celles du § 14.1.2. Montrer que

En poussant les developpements (14.3) et (14.4) au second ordre en A, montrer
que

On rappelle que |</>o) = n) et que

Montrer 1'identite

et en deduire (14.7)

2. Les protons des deux atonies d'hydrogene se trouvent a une distance R ^>
«o? ^0 etant le rayon de Bohr (1.34) ; R est le vecteur joignant le proton 1
au proton 2 et 1'axe Oz est oriente suivant R. On note f\ le vecteur joignant
1'electron 1 au proton 1, r<2 le vecteur joignant 1'electron 2 au proton 2 et
di = qefi le moment dipolaire electrique de 1'atome i. Montrer qu'en physique
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classique 1'energie d'interaction des deux dipoles est

3. Pour obtenir 1'expression quantique de W, on utilise le principe
de correspondance en remplagant les nombres # i , - - - , 22 Par des
operateurs X\, • • • , Z-z

Montrer que la valeur moyenne de W est nulle au premier ordre de la theorie
des perturbations

4. Au second ordre, si \(fa} designe un etat excite ou un etat du continu
d'energie Ea

ou /?oo est la constante de Rydberg (1.35). Pour obtenir un ordre de grandeur
de £"2, on neglige Eai et Ea2 au denominateur. En deduire

L'energie d'interaction varie comme R~5 et la force comme R~6. Montrer que
1'estimation precedente n'est plus valable si R > hc/R^. Pour des distances
R 3> hc/Roo, on montre que la loi de forces est en R~7.

14.5.2 Corrections d'ordre a:2 aux niveaux d'energie

Suggestion. Dans ce probleme comme dans le suivant, il est recommande
pour les application numeriques d'ecrire les energies sous la forme d'un facteur
sans dimensions multipliant ROO = 13.61 eV.

En plus de la structure fine, il existe deux autres corrections O(v/c]2 aux
niveaux d'energie de 1'atome d'hydrogene (ou plus generalement des atonies
a un seul electron).

1. Correction cinematique. La forme relativiste de 1'energie cinetique de
1'electron est
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Verifier ce developpement en puissances de p/mc valable si p/(mc) <C 1. Le
premier terme est 1'energie de masse, une simple constante additive, le second
est la forme non relativiste de 1'energie cinetique prise en compte dans la
resolution de 1'equation de Schrodinger ; 1'objectif est d'evaluer les corrections
dues au troisieme terme O(p4). Montrer que ce terme donne une correction
&.EK oc a2(v/c)2 = O(a4) aux niveaux d'energie. Ann d'evaluer cette
correction de fac,on precise, on utilise la theorie des perturbations. Montrer
qu'au premier ordre de cette theorie

ou (p(p) est la transformee de Fourier de la fonction d'onde y>(r)

Calculer AEx pour le niveau Is de 1'atome d'hydrogene. Les integrates
necessaires se deduisent de

par derivation par rapport a x (x > 0).

2. Terme de Darwin. La seconde correction vient de ce qu'a 1'approximation
non relativiste de 1'equation de Dirac, la localisation de 1'electron ne peut se
faire au mieux qu'a h/(mec) pres, ou H/(mec) est la longueur d'onde Compton
de 1'electron. Pour tenir compte de cette extension spatiale, on ecrit 1'energie
potentielle

ou V est 1'energie potentielle habituelle et /(w), a symetrie spherique, possede
une extension ~ h/(mec) et est normalisee par

En developpant V(f+u) au voisinage de u = 0, montrer que

L'equation de Dirac donne le coefficient exact
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Le deuxieme terrne de Epot est appele terme de Darwin. Montrer que ce terme
n'affecte que les ondes s et vaut

E valuer numeriquement AEx> pour le niveau Is de 1'hydrogene.

14.5.3 Atomes muoniques
Le muon (jit) est un lepton en tout point identique a 1'electron, a 1'exception

de sa masse ra^ ~ 105.7 MeV/c ~ 206.8me (cf. 1.1.3). Un atome peut
capturer un muon negatif n~ qui se met sur orbite autour du noyau atomique,
exactement comme un electron, et forme un « atome muonique ».

1. Calculer en fonction du numero atomique Z de 1'atome, du rapport mM/rae

et de OQ = h2/(mee
2} le rayon de Bohr a^ du muon pour un atome de numero

atomique Z en ecrivant

On tiendra compte de la masse reduite dans le calcul de a(A). Comparer
a^ au rayon R du noyau pour 1'aluminium (Z = 13, A = 27) et le plomb
(Z = 82, A = 208). On rappelle que R est donne par R ~ 1.2 x A1/3 fm, A
etant le nombre de nucleons.

2. Soit AE1,?=l — AEe = E2p — EIS la difference d'energie entre les niveaux
2p et Is de 1'atome d'hydrogene. Calculer la quantite correspondante AE^f
pour un atome de numero atomique Z en fonction de A.Ee et de m^/me.
Comparer aux valeurs experimentales

Aluminium :

Quel est le type de photon emis dans ces transitions ?

3. Montrer que 1'effet d'ecran des electrons des couches internes est
negligeable. Au contraire une correction import ante vient de 1'extension finie
du noyau atomique. Montrer que le potentiel vu par le muon n'est pas —Ze2/r
mais

On se propose de calculer le deplacement des niveaux par la methode des
perturbations au premier ordre, en partant de la solution pour le potentiel
coulombien exact. Quelle perturbation W(r) doit-on utiliser ? Montrer
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qualitativement que 1'effet d'extension finie du noyau est negligeable sauf pour
les etats s, et que dans ce cas le deplacement vaut pour Z petit et une orbite
de nombre quantique principal n, de rayon grand par rapport a R

ou (pn(r) est la fonction d'onde non perturbee. Montrer que pour 1'etat Is

ou m'^ est la masse reduite. Evaluer numeriquement ce deplacement pour
1'aluminium27. La correction va-t-elle dans le bons sens ? Est-il raisonnable
d'appliquer la methode dans le cas du plomb ?

4. Montrer que le rapport des energies caracteristiques de la structure fine aux
energies caracteristiques des niveaux est le meme pour Pelectron et le muon.
Montrer en revanche que ce rapport est plus grand d'un facteur mM/me pour
la structure hyperfine.

14.5.4 Atomes de Rydberg
Les resultats de 1'exercice 10.7.9 permettent d'ecrire les fonctions d'onde

radiales uni(r) de 1'atome d'hydrogene sous la forme

Pour ecrire 1'expression du coefficient cq, il est commode de definir k = n — I

ou CQ est fixe par la condition de normalisation de la fonction d'onde. On
s'interessera a des valeurs de n 3> 1, typiquement n ~ 50.

1. Montrer que si I prend sa valeur maximale / = /max = n — 1, la fonction
d'onde radiale presente un pic etroit au voisinage du point r = aon2. Quelle
est la largeur Ar de ce pic ? Suggestion : etudier la fonction

27. En dehors de la correction d'extension finie du noyau, la correction la plus importante
vient de la polarisation du vide due a la creation de paires virtuelles electron-positron. La
correction pour 1'etat Is de 1'aluminium est de —2.25KeV. Le signe de cette correction
est negatif : en effet, a courte distance, a est plus grand que 1/137 et le muon qui voit
une charge plus grande est plus lie que si a etait constant. Ce comportement de a a ete
mentionne dans la note 36 du chapitre 1 : a croit avec 1'energie, et d'apres 1'inegalite de
Heisenberg, courte distance implique grande impulsion, et done grande energie.
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et montrer que pour x ~ XQ = n2

Montrer qualitativement que si I < n — 1, la dispersion Ar est plus grande
que pour I — n — I .

2. On s'interesse maintenant a la partie angulaire. D'apres (10.53)

En utilisant L+Yf = 0 et 1'expression (10.48) de I/+, montrer que

En deduire que si I ^> 1, |Y"/(#,</>)|2 est non nul uniquement au voisinage du
plan xOy (c'est-a-dire pour 9 = Tr/2), et calculer la dispersion A0. Que se
passe-t-il si |m| ^ I ?

3. Deduire des deux premieres questions que pour n ^> 1, les etats I = n — I
et m = I sont localises dans un tore horizontal de rayon n2ao dont la section
est un cercle de rayon aon3/2. Comparer avec les orbites (1.33) obtenues a
partir des prescriptions de Bohr.

14.5.5 Terrne diamagnetique
Lorsque nous avons etabli la forme du hamiltonien (14.23) de I'effet

Zeeman, nous avons neglige un terme oc A2, dit terme diamagnetique.
Pour justifier cette approximation, examinons le cas d'un champ magnetique
uniforme et constant B, une expression possible pour A etant (cf. 11.4.2)

1. Montrer que Ton peut ecrire le hamiltonien quantique d'un electron de
charge q dans ce champ magnetique sous la forme

ou L = R x P est le moment angulaire orbital. On justifiera soigneusement
les commutations d'operateurs.

2. Identifier HZ a la partie du hamiltonien Zeeman (14.23) d'origine orbitale,
et donner 1'ordre de grandeur de ce terme pour un champ magnetique de 1 T
lorsque 1'electron est lie dans un atome.
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On peut ecrire le terme diamagnetique Hp sous la forme

ou Rj_ est la composante de R perpendiculaire a B. Quel ordre de grandeur
peut-on choisir pour (R±) ? En deduire que (Hp) <^\(Hz} pour un electron
lie dans un atome, et que le terme diamagnetique peut etre neglige dans le
calcul de 1'effet Zeeman. En revanche, ce terme ne peut pas etre neglige dans
le calcul des niveaux de Landau, car le rayon des orbites electroniques est
alors macroscopique.

14.5.6 Oscillations de Rabi du vide
Supposons la frequence propre uj d'une cavite proche de la frequence

UJQ = (Ee — Eg)/h d'une transition entre deux niveaux e et g d'un atome,
et notons 6 = uj — UJQ le desaccord. Si 1'atome interagit avec le champ
electromagnetique quantifie a 1'interieur de la cavite, on peut, a une excellente
approximation, limiter le developpement du champ quantifie (11.136) au seul
mode de frequence a;, car ce mode est le seul a interagir de fagon resonante
avec 1'atome. On se place dans une geometric a une dimension, en retenant
uniquement la dependance en z et une polarisation suivant Ore, de fagon a
pouvoir traiter le champ comme un scalaire.

1. En utilisant 11.136, montrer que 1'on peut ecrire pour le champ quantifie E

On supposera que 1'atome se deplace toujours suivant la ligne d'equiphase
sinkz = 1.

2. Le hamiltonien atome+champ est

ou W represente 1'interaction entre 1'atome et le champ. On choisit comme
etat d'energie zero 1'etat \g) en 1'absence de photon. En deduire la forme de H

ou TV est 1'operateur nombre de photons dans le mode de frequence uo. Donner
le spectre de H en negligeant W dans un premier temps et en supposant
8\ <C CJQ, mais 5 ^ 0 . Soit H^ le sous-espace de 1'espace de Hilbert forme

avec les etats de base suivants, ou n est le nombre de photons dans la cavite
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Montrer que ces etats sont presque degeneres si Ton ne tient pas compte de W.

3. On definit les operateurs

et le moment dipolaire de 1'atome (cf. § 5.2.2)

Ecrire explicitement le terme d'interaction W a 1'approximation dipolaire.
Montrer que si 1'on restreint W aux sous-espaces Ti,^

avec

La frequence Q# est appelee frequence de Rabi du vide. Quels termes ont
ete negliges dans 1'expression approchee de W et comment peut-on justifier
cette approximation ? Le hamiltonien atome+champ utilisant 1'expression
approchee de W est appele hamiltonien de Jaynes-Cummings.

4. Quelles sont les valeurs de En et les etats propres correspondants si Ton
tient compte de W ? On poser a (cf. § 2.3.2)

Tracer qualitativement le spectre des premiers niveaux de H en fonction de S.

5. L'atome dans 1'etat excite \e) est envoye dans la cavite vide de photons
suivant une trajectoire telle que sinkz = 1. On se place a la resonance 6 = 0.
Montrer que la probabilite pe(t) de le trouver dans 1'etat e) apres un temps
t passe dans la cavite est une fonction periodique de t. On retrouve des
oscillations de Rabi (4.36), et comme ces oscillations sont dues a Finteraction
de 1'atome avec les fluctuations du vide, on les appelle oscillations de Rabi du
vide. L'observation experimentale de ces oscillations est une preuve directe de
la quantification du champ electromagnetique. Les valeurs numeriques sont28

Comparer a la valeur experimentale

6. Calculer pe(t) hors resonance, et montrer que la frequence des oscillations
est maintenant (toujours dans le cas ou il n'y a pas de photons dans la cavite)

28. M. Brune, F. Schmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagley, J.-M. Raimond et
S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 76, 1800 (1996).
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Montrer que pour un desaccord Q# <C \6\ <C UQ, 1'atome reste pratiquement
toujours dans son etat excite : 1'emission spontanee est inhibee par la presence
de la cavite.

7. Comment doit-on modifier les resultats des deux questions precedentes si
la cavite contient exactement n photons ? Si 8 = 0, que se passe-t-il lorsque
la cavite contient un etat coherent du champ ?

14.5.7 Forces reactives
On reprend le hamiltonien de Jaynes-Cummings de 1'exercice

precedent 14.5.6 pour un atome a deux niveaux \g) et \e] plonge dans
le champ electrique quantifie d'une cavite

avec les notations de 1'exercice precedent. Le hamiltonien est donne par

00avec

La frequence 171 definie par

est une fonction de z.

1. Dans le sous-espace a deux dimensions 7i^ dont une base orthonormee
est donnee par les etats \g ® n) et \e ® (n — 1)), montrer qu'a une constante
additive pres le hamiltonien prend la forme

oii S — ijj — UJQ est le desaccord. On pose

et on definit Tangle 9n(z) par

29. Un choix de phase adequat pour les vecteurs \e) et \g) a permis d'eliminer les facteurs
i de 1'exercice precedent.
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Montrer que les vecteurs propres de la restriction de H a H^ sont

Quelles sont les valeurs propres de H 7 Calculer la force sur un atome au
repos en z lorsque cet atome est dans 1'etat Xin) ou dans 1'etat \X2n}-
2. On supposera par la suite que le champ dans la cavite est celui d'un laser
dans un etat coherent, avec un nombre moyen de photons (n) ^> 1, de telle
sorte que An <C (n). On peut alors ecrire une expression classique de ce
champ

En utilisant (11.93), montrer que

ou u)i(z) est la frequence de Rabi usuelle (cf. par exemple (14.74)). Dans la
discussion precedente, on n'a pas pris en compte 1'emission spontanee, qui a
pour effet de depeupler le mode laser au profit du mode du vide. Les taux de
transition entre les etats a n et a n — 1 photons sont donnes par

avec ( i , j ) — 1,2. Calculer Tij(z) en fonction des angles 9n(z) et 9n-\(z). On
supposera dans toute la suite de 1'exercice que le laser est intense, n ^> 1 et

3. On definit les populations Pi(z) de la maniere suivante

ou p est 1'operateur densite de 1'atome habille par le champ. En deduire que
si Jli(n) ^> F, les populations obeissent aux equations pilotes

Quelles sont les valeurs stationnaires des populations pf en fonction de z ?
Montrer qu'un atome au repos subit une force

Reporter dans ce resultat les valeurs de pf* et pi* et comparer a (14.98).
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14.5.8 Energie de 1'etat fondamental
de 1'atome d'helium

A 1'approximation du noyau infiniment lourd, qui est correcte a mieux de
0.1 %, le hamiltonien H des electrons de 1'atome d'helium s'ecrit dans une
representation ou R est diagonal

ou fi et r2 sont les vecteurs joignant le noyau situe a 1'origine aux electrons 1
et 2 ; Z = 2 dans le cas de 1'helium, mais il est commode de conserver Z pour
un usage ulterieur.

1. Methode de perturbations. On prend pour hamiltonien non perturbe

et comme perturbation

Les fonctions d'onde des 'deux electrons sont alors les fonctions d'onde Is de
1'atome d'hydrogene modifiees pour prendre en compte le fait que Z ^ 1

ou ao est le rayon de Bohr. Calculer le deplacement d'energie au premier
ordre de la theorie des perturbations

On remarquera que A.E peut s'interpreter comme le double de 1'energie
d'une distribution de charges ; en utilisant un raisonnement d'electrostatique,
montrer que

ou Ton a introduit les densites de probabilite a symetrie spherique

et V(r-2) est le potentiel cree en r2 par la distribution de charges. En deduire
(pour Z = 2)
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2. Methods variationnelle. On ecrit (f>(r] en prenant Z dans la fonction d'onde
comme parametre variationnel : Z —>• z

En deduire la valeur de E

On pourra simplifier les calculs en observant que, d'apres le theoreme du viriel,
1'energie cinetique est la moitie de la valeur absolue 1'energie potentielle pour
des electrons independants. En minimisant cette expression par rapport a z,
en deduire la valeur variationnelle de 1'energie

Evaluer numeriquement Ey et comparer la valeur numerique a celle de la
methode perturbative au premier ordre

et au resultat experimental Ee^p = —79.0 eV. Verifier que Ey > Eeyip. Quels
commentaires peut-on faire sur les merites respectifs de deux methodes ?

14.6 Bibliographie

La theorie des perturbations et la methode variationnelle sont exposees
dans tous les traites classiques. On pourra se reporter pour plus de details sur
la structure des niveaux d'energie a Cohen-Tannnoudji et al. [1973]. Structure
fine : chapitre XII, effet Zeeman : complement DVII et structure hyperfine :
chapitre XII. Voir egalement B. Bransden et C. Joachain, Physics of Atoms
and Molecules, Longman Scientific and Technical, Harlow (1983). Le cours de
C. Cohen-Tannnoudji, Atomic Motion in Laser Light dans Optical Coherence
and Quantum Optics, Ecole des Houches, North Holland (1992) contient un
expose tres complet de la manipulation d'atomes par laser. Voir egalement D.
Suter, The Physics of Laser-Atom Interactions, Cambridge University Press,
Cambridge (1997).
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Appendice A

Theoreme de Wigner
et renversement du temps

DANS GET APPENDICE, nous aliens exposer la demonstration du theoreme
de Wigner enonce au § 8.1.1 et examiner 1'invariance par rapport au

renversement du sens du temps (ou simplement renversement du temps),
qui est particuliere car 1'operateur qui realise la symetrie dans 1'espace de
Hilbert Ji est antiunitaire, et non unitaire comme dans tous les cas que
nous avons rencontres jusqu'ici. Rappelons la definition du § 8.1.1 d'un
rayon de 1'espace de Hilbert : un rayon est un vecteur a un facteur de
phase pres. Deux vecteurs unitaires </? et 99 qui different par un facteur de
phase : (p = ex.p(ia)lp appartiennent a une meme classe d'equivalence, qui
est precisement un rayon (p de H. Comme le module du produit scalaire est
independant du representant dans la classe d'equivalence

le module du produit scalaire de deux rayons (p et x egt bien defini en
choisissant deux representants arbitraires dans chaque classe d'equivalence

mais bien evidemment cela n'a pas de sens de parler du produit scalaire de
deux rayons. Nous utilisons la notation (•, •) pour le produit scalaire, afin
d'eviter les ambigui'tes de la notation de Dirac, qui seraient particulierement
genantes dans cette annexe.

Soit dans Ti. une correspondance entre rayons

telle que le module du produit scalaire soit invariant
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Le theoreme de Wigner enonce qu'il est toujours possible de choisir les phases
des vecteurs de telle sorte que la correspondance entre rayons devienne une
correspondance entre vecteurs

ou la transformation U est soit lineaire unitaire

soit antilineaire unitaire (= antiunitaire)

A.I Demonstration du theoreme

Soit {xi}, i = 1, . . . N une base orthonormee de Ti. suppose de dimension TV,
(XiiXk) = $ik- Nous allons faire jouer un role particulier au premier vecteur
de base : par convention les indices i et k varieront entre 1 et N et les indices
j et I entre 2 et N. Choisissons un representant x'{ = Xi dans la classe de
TXI et un representant x'j dans la classe de TXJ, j = 2 , . . . , N. D'apres (A.3),
1'ensemble { x ' l i X j } forme aussi une base de H car

Considerons 1'ensemble des vecteurs (pj

et soit T(f>j le transforme du rayon (f>j. Si <//' est un representant de T(pj, nous
aurons

Un representant ip" de T(pj aura done des composantes uniquement suivant
X'l et x'j

et ces composantes seront de module unite : \GJ\ = \dj\ = I. On peut
maintenant choisir des representants </?'• et x'j

de sorte que
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Nous avons done defini line application sur des vecteurs de "H

telle que \'i £ TXI, x'j e ^Xj et Xi + x'j ^ T(XI + Xj)- Essayons maintenant
de determiner s'il est possible qu'un vecteur arbitraire i\) se transforme suivant

Si une telle loi de transformation est valide, nous devons avoir d'une part

et d'autre part

ce qui implique, d'apres (A.3), que

Les deux couples de nombres complexes (ci,Cj) et (c'^c'-) doivent etre tels
que GI = GI et \GJ = \c'j et de plus verifier (A.10). Posons

Les angles (Oi,0j) et (0{,0j) sont lies par 1'equation

qui a deux solutions

Examinons le premier cas. On peut redefinir la phase de ip' de telle sorte que
c'j = GI et done 0{ = 9\. Dans ce cas Oj = 9j et c'j — Cj

Si Ton considere un autre vecteur 77 = ^fc dkXk avec a nouveau d( = rfi, on
aura
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Par un choix convenable des phases, la transformation T peut etre choisie
lineaire, et comme elle conserve le module du produit scalaire, elle est aussi
unitaire : T -> U avec U*U = UU] = I.

Dans le second cas, on redefinit la phase de •0' de telle sorte que c^ = c*.
On a alors c'j = c* et

Le transforme de Xip + \ir\ est alors

et la loi de transformation du produit scalaire est

La transformation T —> V, ou V est dite antiunitaire : elle est antilineaire et
conserve la nor me.

La demonstration precedente est en fait incomplete : en effet, il faudrait
montrer que 1'on ne peut pas avoir (A.12) pour GJ et (A.13) pour c / , / 7^ j.
La verification que ceci ne peut pas se produire est fastidieuse et laissee au
lecteur1 : il faut examiner le comportement du transforme d'un vecteur ip =

X i + X j + X i -

A.2 Renversement du sens du temps

En mecanique classique, 1'equation de Newton

est invariante par renversement du sens du temps £ — > — £ . Posons en effet

On constate que f'(t) obeit bien aux equations de Newton. La raison en est
evidemment que ces equations ne dependent que de la derivee seconde par
rapport au temps de r et pas de la derivee premiere2. Une image intuitive

1. Voir Weinberg[1995], chapitre 2, qui detaille toutes les subtilites de la preuve.
2. Une equation du type oscillateur harmonique amorti

mx + 72; + fnijj x — 0

n'est pas invariante par renversement du sens du temps, mais la force de viscosite —70; est
une force effective, representant phenomenologiquement 1'effet des collisions des molecules
du fluide sur la particule de masse m.
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FlG. A.I - Renversement du temps sur une trajectoire classique.

du renversement du temps est la suivante : imaginons que nous suivions la
trajectoire d'une particule de t — — oo a t = 0 et qu'a t — 0 nous renversions
brutalement le sens de 1'impulsion (ou de la vitesse) : p(0] —> —p(0). Dans
ces conditions, la particule va « remonter sa trajectoire », elle repassera au
temps t par la position qu'elle avait au temps — t avec une impulsion opposee
(figure A.I)

Le vecteur position rest pair par renversement du temps, et p*est impair dans
cette meme operation. L'invariance par renversement du temps est appelee
microreversibilite. Si 1'on filme le mouvement de particules et que Ton projette
le film a 1'envers, la microreversibilite implique que la projection apparait
physiquement possible3. On sait que tel n'est pas le cas dans la vie courante,
qui est fondamentalement irreversible, et il n'est pas evident4 de comprendre
comment une dynamique reversible a 1'echelle microscopique peut conduire a
des phenomenes irreversibles a 1'echelle macroscopique.

Revenons a la mecanique quantique, en appelant 0 1'operateur qui realise
le renversement du temps dans Ji. Get operateur doit transformer R, P et J

3. On notera 1'analogie avec la conservation de la parite : 1'image d'une experience dans
un miroir apparait physiquement possible si la parite est conservee.

4. Comme 1'ont montre les discussions acharnees de Boltzmann avec ses contradicteurs !
Voir par exemple Balian [1991], chapitre 15 ou Le Bellac et Mortessagne, chapitre 2.
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suivant

En effet J doit se transformer comme R x P, qui est impair par renversement
du temps : le moment angulaire definit un sens de rotation qui est inverse par
renversement du temps. L'examen de la transformation par G des relations
de commutation canoniques montre que G doit etre antiunitaire. Calculons
de deux fagons differentes un element de matrice du commutateur [Jtj,Pj] =
ihSijI

ou nous avons utilise dans la seconde ligne les lois de transformation (A. 17)
de Xi et P7

Les deux lignes de 1'equation precedente sont compatibles, ce qui ne serait pas
le cas si la transformation Q etait unitaire.

II existe un autre argument tres instructif prouvant le caractere
antiunitaire de 6. Soit (p(t) le vecteur d'etat d'un systeme quantique au
temps i, (p = (p(t = 0) son etat au temps t = 0

L'invariance par rapport au renversement du temps implique que 1'etat
transforme de <p(—t) par renversement du temps, Qq>(—t), coincide avec 1'etat
obtenu par evolution temporelle de 6v?(0)

et comme les equations sont valables pour tout

Si 6 etait unitaire, cela impliquerait que

et a tout vecteur propre <f>E de H d'energie E correspondrait un vecteur propre
Q(fE avec une energie —E. Dans ces conditions, 1'energie ne serait pas bornee
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inferieurement et il existerait une instabilite fondamentale. Si au contraire O
est antiunitaire, grace a

1'equation (A. 18) implique

Cette derniere equation traduit 1'invariance de H par renversement du sens du
temps. Cependant, contrairement a 1'operateur parite II, 6 ne conduit pas a
une grandeur conservee, car 1'equation (8.17) implique que 1'operateur A soit
hermitique, ce qui n'est pas le cas de 0. On sait actuellement que toutes les
interactions fondamentales de la physique sont invariantes par renversement
du temps, sauf une interaction extremement faible, dont on ne voit les effets
que dans le systeme de mesons K° — K° (exercice 4.3.8), et que Ton a aussi
observee tout recemment dans le systeme de mesons B, formes d'un quark
ordinaire et d'un antiquark b (ou 1'inverse).

Un double renversement du temps n'a evidemment aucun effet, et 1'etat
02(^> est equivalent a </?, 02 = c/, ou c est un facteur de phase. La chaine
d'egalites

montre que c2 — 1, et done c = ±1. Dans le cas ou c = — 1, le choix (f>a — <£>&
dans 1'equation precedente entraine

Si c = — 1 et que H est invariant par renversement du temps, les etats propres
de H peuvent etre ranges en paires d'etats degeneres par renversement du
temps. Soit en effet (f> un vecteur propre de H : H(p = E(p. Alors

et Q(p est vecteur propre de H avec la valeur propre E : si (0</?, ̂ ) = 0, il
existe (au moins) deux etats propres de H avec la valeur propre E. Cette
propriete est appelee degenerescence de Kramers.

Compte tenu des proprietes de transformation de J (A.17), on doit avoir

ou, par application de J+ et de J_ on montre que a peut dependre de j, mais
non de m. On en deduit, en utilisant 1'antilinearite de 0

et 02 = / si j est entier, 02 = —/ si j est demi-entier. La degenerescence
de Kramers entraine alors qu'un systeme avec un nombre impair d'electrons
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possede des niveaux d'energie doublement degeneres en 1'absence de champ
magnetique. La presence d'un champ magnetique brise 1'invariance par
renversement du sens du temps, car pour respecter cette invariance, il faudrait
inverser le sens des courants qui produisent ce champ : la raison pour laquelle
1'effet Zeeman leve completement la degenerescence des niveaux est qu'un
champ magnetique brise 1'invariance par renversement du temps.

L'invariance par renversement du temps implique que pour une
transition Ta^b

ou Oa (©&), est 1'etat obtenu a partir de a (b) par renversement du temps,
en inversant toutes les impulsions et tous les moments angulaires. Nous en
deduisons par exemple la relation pour I'amplitude de diffusion utilisee dans
§ 12.3.2

et plus generalement pour une reaction ou les particules incidentes ont des
impulsions (pi,p2) et des projections de leurs spins (mi,7712), tandis que les
particules finales sont caracterisees par (^3,^4) et (ma, 7714)

Pour une particule sans spin, 1'operation de renversement du temps est
simplement la conjugaison complexe. En effet, si tp(r,t) verifie 1'equation de
Schrodinger

la fonction ©^(r", t) = ijj*(r, — t) verifie

pourvu que le potentiel V(r) soit reel. Cette propriete a ete utilisee aux
paragraphes § 9.4.1 et 9.4.3 pour restreindre la forme de la matrice de
passage M et de la matrice S.

Comme dernier exemple, examinons 1'impact de 1'invariance par
renversement du temps sur le moment dipolaire electrique du neutron. Comme
1'operateur moment dipolaire D est impair dans 1'operation parite

le moment dipolaire5 d'une particule est nul si cette particule a une parite
determinee, ce qui sera le cas si ses interactions conservent la parite. C'est
pourquoi les atonies dans leur etat fondamental n'ont pas de moment dipolaire

5. Pour que le moment dipolaire electrique d'une particule puisse etre non nul, il est
imperatif que son moment angulaire soit different de zero : dans le cas contraire, 1'invariance
par rotation est incompatible avec 1'existence d'un moment dipolaire.
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permanent. Cependant la parite n'est pas conservee dans les interactions
faibles, et cela peut a priori retablir la possibilite d'un moment dipolaire.
En fait, il est de plus necessaire que 1'invariance par renversement du temps
soit violee. En effet le seul vecteur a notre disposition est le spin ha/2 du
neutron, et on doit avoir D — Xcr, ou A est une constante ; on remarque
que A / 0 implique la violation de la parite, car D est un vecteur et a
un pseudo-vecteur. Le couplage D • E du dipole avec un champ electrique
est impair par renversement du temps et doit s'annuler si 1'invariance par
renversement du temps est valide, car d'apres (A. 17) a est impair et E pair :
dans un renversement du temps, les charges sont inchangees (au contraire
des courants, qui, on 1'a vu, sont inverses). Si Ton envoie un neutron
possedant un moment dipolaire electrique dans un champ electrique et un
champ magnetique inhomogenes et constants et que Ton inverse a t = 0 la
vitesse du neutron, son spin et les courants creant le champ magnetique, alors,
a la difference de la figure A.I, le neutron ne « remontera pas sa trajectoire ».
On pourra faire la difference entre le deroulement de 1'experience et son film
projete a 1'envers.

Essayons d'estimer le moment dipolaire du neutron par un argument
dimensionnel. Ce moment dipolaire doit faire intervenir les interactions
faibles, et done la constante de Fermi Gp (exercice 12.5.6), ou plus precisement
la combinaison GV/(ftc)3, et un parametre sans dimension e mesurant
1'importance de la violation de 1'invariance par renversement du temps, dont
1'ordre de grandeur peut etre estime a environ 10~3 a partir de 1'etude des
mesons K neutres. On dispose en plus d'une masse, la masse du neutron
mn ~ 1 GeV/c , et la seule solution possible est par analyse dimensionnelle

II est commode d'utiliser un systeme d'unites ou h = c = I (exercice 12.5.1),
200 MeV~ Iftir1, ou 1 fm~ SGeV"1

Les mesures les plus precises du moment dipolaire du neutron ont ete
effectuees au reacteur de recherches de 1'Institut Laue-Langevin a Grenoble
et donnent la borne superieure

qui viole largement notre estimation nai've ! En fait, a cause d'une propriete
technique du modele standard6, le moment dipolaire du neutron doit etre
proportionnel a G^F

6. Voir par exemple J. Donoghue, E. Golowich et B. Holstein, Dynamics of the Standard
Model, Cambridge University Press, Cambridge (1992), chapitre IX.
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Les estimations theoriques du moment dipolaire du neutron ne sont pas tres
precises et varient aux alentours de qe x 10~32 m : notre estimation est
reduite par un facteur ~ 10~3 car les calculs perturbatifs du modele standard
conduisent a un facteur numerique multiplicatif 7r~4 ~ 10~2 et suggerent de
prendre une masse caracteristique de 1'ordre de 0.3 GeV au lieu de mn.



Appendice B

Mesure et decoherence

DANS GET APPENDICE, nous aliens decrire avec plus de details qu'au
§ 6.3.1 1'experience de Brune et al. qui a mis pour la premiere fois

en evidence le phenomene de decoherence de maniere entierement controlee.
En plus de son interet intrinseque, cette experience est emblematique des
performances experimentales actuelles qui permettent de tester les fondements
de la mecanique quantique avec une finesse dont n'auraient pas reve ses peres
fondateurs. De plus la discussion de cette experience nous permettra de
donner un bref apergu des idees actuelles sur la notion de mesure en mecanique
quantique1. Nous reviendrons d'abord sur 1'experience d'interferences du
§ 1.4.4, en la replagant dans le cadre d'une theorie elementaire de la mesure.
Nous examinerons ensuite la realisation de franges de Ramsey avec des atonies
de Rydberg, puis nous montrerons comment 1'interaction de ces atonies avec
un champ electromagnetique brouille progressivement ces franges en donnant
la reponse a la question « lequel des deux trajets ? », et enfin nous montrerons
comment 1'utilisation d'une paire d'atomes permet de tester la decoherence.

B.I Modele elementaire pour la mesure

Reprenons la discussion de 1'experience des fentes d'Young avec etiquetage
des trajectoires de la figure 1.13, en la completant par 1'introduction d'une
formulation mathematique. Soitci(x) (resp. C2(x)) 1'amplitude de probabilite
complexe pour que 1'atome soit localise au point d'abscisse x sur 1'ecran en
etant passe par la fente 1 (resp. 2) ; la normalisation (arbitraire) est fixee
par |ci(x) 2 = |c2(x) 2 = 1. En 1'absence de tout dispositif d'observation des

1. On peut trouver un expose tres complet de la theorie de la mesure dans le cours
1989-1990 du College de France de C. Cohen-Tannoudji. L'exemple du § B.4 est emprunte
a cette reference. Les idees actuelles sur la mesure doivent beaucoup aux travaux de W.
Zurek, dont on trouvera un expose pedagogique dans W. Zurek, Physics Today, octobre
1991, p. 36.
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trajectoires, la probabilite d'arrivee sur 1'ecran au point x est

Le dernier terme de (B.I) est bien sur le terme d'interferences. L'amplitude
de probabilite GI(X) est le produit de 1'amplitude2 (<p\ S) pour que 1'atome
emis par la source S soit localise sur la fente 1 et de 1'amplitude (x\(p\} pour
que 1'atome emis par la fente 1 soit localise en x sur 1'ecran. Un resultat
analogue vaut pour 02 (x) et

II est commode d'inclure les amplitudes (v?i|5) et (y>2\S) dans la definition
des etats de 1'atome \<pi) et ^2} et d'ecrire simplement

Les etats (pi) et |</?2) sont supposes normalises et orthogonaux, car ils sont
localises sur des fentes differentes et leurs fonctions d'onde ne se recouvrent
pas. Installons maintenant les cavites C\ et C^ de la figure 1.13 devant les
fentes et appelons \Xw) 1'etat ou C\ contient un photon et C? zero photon,
tandis que |xoi) est 1'etat decrivant la situation inverse. L'etat de 1'ensemble
atome+photon est alors un etat intrique ^)

et 1'operateur densite correspondant

Cherchons maintenant 1'operateur densite reduit de 1'atome seul en utilisant
(6.66)

ou h.c.— hermitique conjugue. La forme matricielle de ce resultat est, dans
la base { ̂ i},!^)}

2. Avec par exemple (fi\S} oc e-x.p(\kr\s}/ris, °u ^ est le module du vecteur d'onde
de 1'atome et r\g 'e module du vecteur joignant la source a la fente 1 : cf. Feynman
et aL[1965], vol. Ill, chapitre 3.
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Rappelons que les elements non diagonaux de pat sont appeles coherences.
Dans le schema de la figure 1.13, les etats |xio) et xoi) sont orthogonaux :
(Xiolxoi) = 0, ce qui reflete la localisation des photons dans deux cavites
differentes. Dans ces conditions la matrice densite (B.6) est diagonale. II est
instruct if de considerer une situation plus generate, ou le photon associe au
passage de 1'atome par la fente 1 n'est pas localise entierement dans la cavite
C\, mais a aussi une certaine probabilite de fuir vers €2, et vice-versa pour le
photon associe au passage de 1'atome par la fente 2. Dans de telles conditions,
1'observation d'un photon dans C\ ou C^ ne permet pas d'etiqueter de fagon
certaine la trajectoire de 1'atome. On obtient facilement la probabilite p(x)
d'arrivee au point x sur 1'ecran

Le photon emis dans C\ ou (72 effectue une mesure = etiquetage de la
trajectoire, ou plus exactement, comme nous le verrons ulterieurement,
une pre-mesure, et cette pre-mesure correspond a la formation d'un etat
intrique (B.3), c'est-a-dire a 1'etablissement de correlations quantiques
entre 1'atome (le systeme) et le photon (1'appareil de mesure). Les
interferences possibles sont contenues dans les coherences de la matrice densite
reduite (B.6), et ces interferences disparaissent si ces coherences sont nulles,
lorsque \Xw) et |xoi) sont orthogonaux. Dans ce cas la mesure de la trajectoire
est sans ambigu'ite. II n'est pas necessaire que le photon soit observe, ou
en d'autres termes que le resultat de la mesure soit effectivement lu, pour
obtenir (B.7). C'est 1'intrication du photon avec 1'atome et 1'orthogonalite
des etats xio] et Xoi) qui detruisent les coherences. Au contraire, si les etats
Xio) et Xoi) ne sont pas orthogonaux, la mesure de la trajectoire n'est pas

sans ambigui'te, et les interferences ne sont que partiellement brouillees, le
brouillage etant d'autant plus important que (xiolxoi) est voisin de zero. A
la limite ou (%io|xoi}| = 1, le dispositif ne donne aucune information sur les
trajectoires, les interferences sont completement retablies et on retrouve (B.I).

La discussion precedente peut etre generalisee a un modele elementaire de
mesure. Supposons que nous souhaitions effectuer une mesure sur un systeme
quantique 5, qui peut se trouver dans 1'un des N etats |</pn) appartenant a un
espace des etats Hs de dimension TV. La premiere phase de la mesure, que
nous appellerons la phase de pre-mesure, s'effectue grace a une interaction
entre S et un autre systeme quantique M, « 1'appareil de mesure ». Dans
1'exemple precedent, 1'atome est le systeme S et le photon 1'appareil de
mesure M. Si S est initialement dans 1'etat \tpn) et M dans 1'etat |x), nous
supposerons que 1'interaction entre S et M a 1'effet suivant

ou \x) et \Xn) appartiennent a un espace de Hilbert H-M- Un mecanisme
explicite donnant ce type de resultat est decrit dans 1'exercice 9.7.14. II
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est essentiel d'observer que 1'evolution pendant la phase de pre-mesure ou
S et M interagissent est unitaire, regie par une equation devolution du type
(4.11) avec un hamiltonien HS+M- La lecture de 1'etat final de M permet de
remonter a 1'etat initial </?n) de 5 : M est une « aiguille » dont la « position »
\Xn} donne 1'etat de 5. La linearite de la mecanique quantique implique que
si 1'etat initial de S est la superposition lineaire \(f>} — ̂ n=i cn\^n) le resultat
de la pre-mesure est donne par

Le resultat est un etat intrique de $ + M. On calcule aisement a partir de
(6.66) 1'operateur densite reduit de S

Si les etats \Xn) sont orthogonaux, (xn Xm) — ^nm, le resultat de la mesure
est non ambigii, car 1'observation de M determine 1'etat de S de fagon unique,
et les coherences de ps s'annulent

L'operateur densite reduit ps n'a plus rien a voir avec 1'operateur densite
initial plg de S

Les coherences ont disparu en passant de (B.10) a (B.9). On conserve
uniquement la trace de l'information sur les probabilities \cn\

2 de trouver S
dans 1'etat \<pn). Soulignons a nouveau que meme si le resultat de la mesure
n'est pas lu sur M, on a neanmoins p™ —> p$- Cependant la situation est
encore reversible : tant que le systeme S + M reste isole, on n'a pas de
veritable mesure, seulement une pre-mesure. De plus, il est possible d'utiliser
une autre base de HM que la base { Xn}}, et cette nouvelle base est correlee
a une base de 7i.s differente de la base d^n}}, et a laquelle sont attachees
d'autres grandeurs physiques que celles mesurees initialement. II y a done
ambiguite sur les grandeurs physiques de S que mesure M.

B.2 Franges de Ramsey

Passons maintenant a la discussion de 1'experience de PENS. Le dispositif
experimental est celui de la figure 6.9. Des atomes de rubidium dans un
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etat de Rydberg circulaire (exercice 14.5.4) sont prepares en O. Un etat de
Rydberg du rubidium (qui est un alcalin) est un etat atomique ou 1'electron
externe de 1'atome se trouve sur une orbite de nombre quantique principal n
tres eleve, et done de dimension tres grande par rapport au rayon de Bohr ag.
De plus, on exige que le moment angulaire orbital prenne sa valeur maximale
I = n — 1, et de meme pour le nombre magnetique : |ra| = I. Dans ces
conditions on obtient un etat de Rydberg circulaire, c'est-a-dire un etat ou
1'orbite est circulaire et 1'electron confine dans un tore tres fin autour du
rayon moyen de 1'orbite ~ n2ao ~ 125 nm. Dans 1'experience, les deux etats
de Rydberg utilises correspondent a n = 50 (etat note \g)) et n = 51 (etat
note |e)). Ces etats sont separes en energie de 0.21 meV, ce qui correspond
a une frequence UQ — 3.21 x 1011 rad.s"1 (y = 51.1 GHz). Grace au choix
des orbites circulaires, ces etats ont une vie moyenne tres longue a 1'echelle
atomique, de 1'ordre de 30 ms, et la probabilite de disintegration spontanee
pendant leur trajet entre O et les detecteurs D est negligeable. La detection
des atonies se fait par des detecteurs a ionisation selectifs De et Dg, car les
etats e et g sont ionises par des champs differents. L'efficacite des detecteurs,
c'est-a-dire la probabilite de declenchement de De par e et Dg par g, est de
1'ordre de 40 %, tandis que la probabilite de declenchement par le « mauvais »
etat est de quelques pourcents.

Dans un premier temps, la cavite C est vide et les atomes sont soumis a
un champ de radiofrequences

dans les cavites R\ et #2, la valeur de <f) dependant de la cavite. La frequence uj
est voisine de la frequence de resonance UJQ et on note le desaccord 6 = uj — UQ.
A une excellente approximation, le systeme atome +champ est decrit par un
systeme a deux niveaux e) et \g) interagissant avec un champ classique (B.ll).
Ce systeme a ete etudie dans le detail au chapitre 5, et nous pouvons reprendre
directement les equations (5.32) modifiees de fagon triviale pour tenir compte
de la phase 0 dans (B.ll). Ann de conserver les notations utilisees au
chapitre 5, nous redefinirons

Le vecteur d'etat de 1'atome au temps t est note

et on definit comme au § 5.2.2

On reecrit les equations (5.32) en tenant compte de <j)
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Flagons-nous d'abord a la resonance, 5 = 0. Les fonctions 7±(£) verifient alors
1'equation du second degre

et la solution de (B.14) avec les conditions initiales

La solution de (B.14) avec les conditions initiales 7+(0) = 0, 7-(0) = 1
s'obtient sans calculs en remarquant qu'il suffit de faire dans (B.15) les
substitutions + <-> — et < />—> — 0

Si le temps de traversee de la cavite R est ajuste de telle sorte que oJit/2 = vr/4,
ce que 1'on appelle une impulsion ?r/2, et que 1'atome entre dans la cavite dans
1'etat +), il en sort d'apres (B.15) dans 1'etat \tp+)

et s'il entre dans 1'etat —}, il sort d'apres (B.16) dans 1'etat3 |</?_)

Les deux cavites sont alimentees de fagon symetrique par une meme source
S et sont done exactement en phase. On peut toujours choisir 0 = 0 pour
RI, mais pour R^ on doit tenir compte du temps de parcours T entre R\ et
R2, et 4> = —cjT. Bien que nous soyons a la resonance, uj — o?o, nous allons
conserver formellement les deux frequences uj et CJQ pour un usage ulterieur.
Compte tenu de (B.I7) et de 1'evolution temporelle libre differente des deux
etats |+) et |—} pendant le temps T, si un atome entre dans la cavite R± dans
1'etat |+), il arrive dans la cavite R2 dans 1'etat \(f>'}

3. II serait possible de se debarrasser des facteurs i en redefinissant la phase des etats
|±) et de revenir ainsi aux conventions de phase du § 6.3.1.
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En utilisant maintenant (A. 17) et (A. 18) et la valeur 0 = — u/T, nous
constatons que 1'atome sort de R? dans un etat \tp)

Ainsi que nous 1'avons deja mentionne, nous avons conserve formellement 8
alors que 5 — 0 a la resonance. En effet, les deux frequences uo et U>Q ont
des impacts differents : U)Q controle 1'evolution temporelle libre et cj la phase
0. II est done possible d'identifier leur role respectif. Si nous faisons 8 = 0
dans (B.20), 1'effet global est |?/>) oc | —}, ce qui est normal car on a simplement
donne une impulsion TT a 1'atome qui transforme un etat |+) en un etat | — ) .

Pour resoudre les equations (B.14) dans le cas non resonant, on elimine par
exemple 7_ et on obtient une equation differentielle du second degre pour 7+

dont on cherche les solutions de la forme

Les valeurs de £l± sont racines d'une equation du second degre, qui sont
donnees en fonction de la frequence de Rabi 17 = (u^ 4- 52)1/2 par

La solution de (B.14) pour 7+ est une combinaison lineaire de exp(if2+£) et
exp(i£7_£)

Choisissons les conditions initiales 7+(0) = 1, 7-(0) = 0. Comme 7_(0) oc
7+(0), ces conditions initiales se traduisent par

soit

Le resultat final se met sous la forme

A nouveau le resultat pour les conditions initiales 7+(0) = 0, 7-(0) = 1
s'obtient sans calculs en faisant dans (B.21) les substitutions + <-> — , S —> —S
et </> —>• —(j).
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On choisit le disaccord S non mil, mais suffisamment petit pour que
6\/£t <C 1. Dans ces conditions, on peut negliger S, sauf dans les termes en

exp(i^T), car ST n'a aucune raison d'etre petit par rapport a un. On retrouve
alors les resultats du cas non resonant, mais S dans (B.20) est explicitement
non mil. Si 1'atome est entre dans 1'etat |+) dans la cavite RI, la probabilite
p++ de le trouver dans 1'etat |+) a la sortie de R^ est donnee par (B.20)

On predit done line variation de p++ avec 5, de periode T = 27T/5, phenomene
que 1'on appelle /ranges de Ramsey. L'experience confirme 1'existence de ces
franges avec un bon contraste, voisin de 55 % (figure B.I (a)).

B.3 Interaction avec un champ dans la cavite

La cavite supraconductrice C contient maintenant un champ
electromagnetique dans un etat coherent (11.31) d'un mode propre de
frequence uoc — <^o de la cavite, avec un disaccord Sc — MC — O;Q 7^ 0

ou |0) est le vide du champ electromagnetique dans le mode considere (etat a
zero photon). On definit le nombre complexe z± par

ou a est nombre reel positif ; a2 est le nombre moyen de photons (n) dans la
cavite, a2 = (n). Comme 1'atome et le champ ne sont pas en resonance, il n'y
a pas d'emission ou d'absorption de photon au cours du passage de 1'atome
dans C. Hors resonance, 1'atome agit comme un milieu d'indice de refraction
T^ 1 et le passage de 1'atome dans C a pour resultat de dephaser le champ
d'un angle4 ±<&, selon que 1'atome est dans 1'etat +) ou dans 1'etat —) :
le champ electromagnetique dans la cavite effectue une mesure de 1'etat de
1'atome, <I> jouant le role de 1'aiguille de 1'appareil de mesure. L'etat du champ
laisse dans la cavite permet en theorie5de remonter a 1'etat de 1'atome qui a

4. On peut calculer explicitement <I>

ou QR est la frequence de Rabi du vide dans la cavite (exercice 14.5.6) et TC la duree
du passage dans C. Avec les valeurs numeriques de 1'experience, Q# ~ 47 Hz, <5c-/(27r) ~
100 kHz, TC — 20/xs, <J> ~ 0.7rad. On peut faire varier $ en jouant sur le desaccord 8c-

5. Mais non en pratique avec la technologie actuelle ! Cependant, il n'est pas necessaire
que la mesure soit lue, il suffit qu'elle soit envisageable.
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FlG. B.I - Franges de Ramsey, (a) Cavite vide, (b) a (d) Nombre moyen de
photons (n} = 9.5 La colonne de droite donne le recouvrement des etats coherents
\z±) : voir la figure 6.10. D'apres M. Brune et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887
(1996).

traverse C. Le schema suit tres exactement celui decrit au § B.I, |±) jouant
le role de \<pn} et z±) celui de \Xn)-

En 1'absence de champ dans la cavite, 1'atome initialement dans +}
arriverait en R2 dans |<//} (B.19). La presence du champ dans la cavite a pour
resultat de fabriauer un etat intrique atome+champ ^'} a Fentree de R?
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et a la sortie de R<2, au lieu de (B.20) on trouve

On en deduit6

Les etats coherents \z±) sont normalises, (z±\z±} = I et le produit scalaire
(z+\Z-} vaut

En reportant ces valeurs dans p++, on deduit le resultat final

Cette expression montre que les franges de Ramsey sont brouillees et que
le facteur responsable de ce brouillage est exp(—2a2 sin2 <&), provenant de
(z+ z_) : les franges sont d'autant plus brouillees que le nombre moyen de
photons a2 est grand, ou que le dephasage $ est important (figure B.I).
La quantite 2asin$ a une interpretation geometrique interessante : c'est la
distance dans le plan complexe en z entre les centres des cercles representant
les fluctuations quantiques des champs electriques (figure 6.10). On peut
interpreter les resultats en termes de chemins dans un espace de Hilbert.
L'amplitude de probabilite a++ d'observer a la sortie de R<2 un atome dans
1'etat +}, alors que cet atome est entre dans R\ dans 1'etat |+), est la somme
de deux termes correspondant aux etats intermediaries possibles |+) et |—)
donnes par (B.20) lorsque C est vide

Ces deux chemins sont indiscernables en 1'absence de champ dans la cavite C.
Lorsque la cavite contient un champ, le passage de 1'atome laisse une trace
dans la cavite en dephasant le champ de ±<&, et cette trace est differente
selon 1'etat |±) de 1'atome. On peut done distinguer entre les deux chemins
et les interferences sont brouillees. Le degre de brouillage est controle par le
recouvrement des etats z+) et \Z-}. A la limite ou ces etats sont orthogonaux,
la distinction est complete et les franges sont detruites. Dans la limite opposee,
si 1'angle |$ <C 1, 1'etat du champ ne permet pas de distinguer entre les
chemins et les franges persistent. Cette experience est une realisation concrete

6. Le lecteur circonspect peut verifier ce resultat en calculant la matrice densite reduite
de 1'atome.
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de celle proposee par Feynman pour distinguer entre les deux trajets dans une
experience de fentes d'Young (cf. la discussion du § 1.4.4). Cependant notre
discussion montre a 1'evidence que la disparition des interferences ne provient
pas d'une quelconque perturbation affectant la trajectoire des atonies, mais
de la possibilite d'etiqueter les deux chemins.

B.4 Decoherence

Resumons le lien avec la discussion generale de la mesure du § B.I. Le
syteme S est Fatome qui traverse le dispositif experimental, 1'appareil de
mesure M est le champ et la position de 1'aiguille est le dephasage ±$ du
champ apres le passage de 1'atome dans 1'etat ±). Apres le passage de 1'atome,
1'appareil de mesure a ete laisse d'apres (B.24) dans 1'etat

selon le resultat de la detection. Pour qu'une operation puisse s'appeler
veritablement une mesure, il faudrait qu'il y ait correspondance biunivoque
entre 1'etat de 1'appareil de mesure (le champ) et le systeme (1'atome)

Mais tel n'est pas le cas : apres passage dans la cavite, a 1'etat +) correspond
une superposition lineaire (B.27) des etats z+) et Z-}. C'est un symptome
de I'ambiguite mentionnee a la fin du § B.I.

De plus 1'etat (B.27) est un chat de Schrodinger7, une superposition
lineaire de deux positions de 1'aiguille de 1'appareil de mesure. Si Ton assimile
les etats z±) a des etats classiques, ce qui serait correct a la limite d'un
grand nombre de photons dans la cavite, et si <£ est la position de 1'aiguille,
1'etat (B.27) est une superposition lineaire de deux positions de cette aiguille.
Pour expliquer que de tels etats ne sont jamais observes, du moins a la limite
ou 1'appareil de mesure est macroscopique, il faut faire appel au couplage
de M avec 1'environnement E. En fait, on montre de fagon generale qu'il
ne suffit pas d'une interaction S + M pour effectuer une mesure de S : il
faut en plus introduire le couplage de M avec Venvironnement pour realiser
une veritable mesure. Tant qu'il n'y a pas eu de fuite de 1'information vers
1'environnement, la situation reste reversible, au stade de la pre-mesure, et
1'intrication S + M peut etre manipulee comme ci-dessus. C'est la fuite
d'information dans 1'environnement qui garantit le caractere irreversible de
la mesure. Le couplage de 1'appareil de mesure avec 1'environnement conduit
au phenomene de decoherence : les coherences quantiques de M avec S sont
detruites au bout d'un temps tres court, de sorte que seuls les etats d'une

7. Comme 1'appareil de mesure est au mieux mesoscopique, il s'agit plutot d'un chaton
que d'un chat !
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base privilegiee de 1'espace de Hilbert de M sont observables physiquement,
tandis que les superpositions lineaires de tels etats, les chats de Schrodinger,
sont eliminees. Les etats de la base privilegiee sont les etats classiques de
M, qui sont fixes par la forme de 1'interaction de M avec 1'environnement.
II en resulte que les grandeurs physiques de S que mesure M sont elles aussi
bien determinees : les correlations quantiques entre M et S sont transformers
en correlations classiques et 1'ambiguite sur les grandeurs physiques mesurees
par M est levee.

Un exemple simple de decoherence, qui permettra d'en comprendre les
aspects qualitatifs, est le suivant. Considerons une particule de masse (JL dont
la fonction d'onde (a une dimension pour simplifier) est une superposition de
deux gaussiennes centrees a x = ±a

On supose a ^> cr, de sorte que le produit des deux gaussiennes est ~ 0 Vx et
le facteur l/\/2 assure la normalisation correcte. II est immediat de calculer
la fonction d'onde (p(p) (9.26) et la distribution de probabilite |^(p)|2 de
1'impulsion

\(p(p) 2 est une gaussienne de largeur ~ h/a modulee par des oscillations
rapides de periode nh/a ^C h/a. Ces oscillations refletent la coherence de la
superposition des deux gaussiennes. Supposons que la particule de masse //
se trouve dans un environnement de particules legeres de masse ra <C ^t, avec
lesquelles elle entre perpetuellement en collision. Sous 1'effet de ces collisions,
la particule lourde effectue une marche au hasard dans 1'espace des impulsions
avec un coefficient de diffusion D (cf. § 14.4.3), et 1'ecart quadratique moyen
de p au bout d'un temps t vaut

Chacun des pics de |(^>(p)|2 s'elargit sous 1'effet de cette diffusion, et les pics
disparaissent au bout d'un temps TD, le temps de decoherence, donne par
Ap2 ~ (irh/a)2, soit
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Cette expression montre que

• le temps de decoherence est inversement proportionnel ail coefficient de
diffusion ;

• ce temps est d'autant plus court que la « distance » a entre les deux
etats superposes lineairement dans (B.28) est grande.

Ces deux proprietes sont generales, et pour un objet suffisamment gros,
le temps de decoherence est infiniment court par rapport au temps
caracteristique de 1'evolution quantique. De plus, 1'environnement selectionne
comme base privilegiee celle des etats de position, car il detruit tres
rapidement les coherences entre etats de positions differentes.

Dans 1'experience de 1'ENS, le temps de decoherence est estime de la fagon
suivante. La duree de vie d'un photon dans la cavite est Tr = Q/UJ ~ 160/us,
ou Q est le facteur de qualite. La fuite d'un seul photon suffit a detruire la
coherence de la superposition (B.27) et ceci se produit au bout d'un temps
TD ~ Tr/(n). Plus precisement, la « distance » entre les deux etats superposes
est a = 2{n)1//2 sin$ (figure B.2), et d'apres (B.30) on s'attend a un temps de
decoherence inversement proportionnel a a2

Le principe de la mesure de TD est le suivant. On envoie un second atome
dans la cavite C avec un retard variable r sur le premier pour sonder le champ
dans 1'etat ou il a ete laisse par le passage du premier atome. Soit P[£l£2] la
probabilite jointe de detecter a la sortie de R^ le premier atome dans 1'etat
£1 — ± et le second atome dans 1'etat £2 — i- Le passage du premier atome
dans 1'etat \+)i dephase le champ de +3>, et celui du second atome dans
1'etat — }2 de —<£, soit un dephasage total nul. II est clair qu'un dephasage
nul est aussi obtenu avec 1'ordre de passage |—}i suivi de |+}2 : les trajets
(dans 1'espace de Hilbert) [ l+,2—] et [1 —,2+] sont indiscernables, et cette
propriete est a 1'origine d'interferences dans les probabilites jointes Pr £ l £ 2 i -
On montre que la quantite

vaut 1/2 si les deux etats du champ sont coherents et zero s'ils sont dans un
melange statistique. La mesure de 77, qui est controle par les coherences de la
matrice densite, permet de remonter au degre de coherence partiel conserve
apres un temps T (figure B.2). Les resultats experimentaux confirment en
tout point les proprietes attendues.

Revenant a 1'analyse generale du § B.I, une fois la mesure terminee,
1'operateur densite de S est donne par la superposition incoherente (B.9). En
ce sens le postulat RPO de reduction du paquet d'ondes est une consequence
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FlG. B.2 - Decroissance temporelle de la coherence en unites du temps de
relaxation Tr de la cavite. La courbe en trait plein correspond a un angle 2$
important entre les deux etats coherents, la courbe en pointilles a deux etats ayant
un fort recouvrement. D'apres M. Brune et a/., Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

de 1'operation de mesure, et ce postulat est commode, mais non independant
des autres postulats. Dans le cas de deux mesures consecutives, si Ton prend
en en compte 1'interaction des appareils de mesure avec 1'environnement,
on peut calculer les probabilites des resultats de la seconde mesure sans
faire appel au postulat de reduction du paquet d'ondes, avec des resultats
identiques a ceux obtenus par application de ce postulat. En revanche, le
postulat II reste completement en dehors du champ de la decoherence8 : ce
postulat nous dit que la probabilite du resultat \(f>n} est \cn

 2, mais c'est un
resultat unique qui est obtenu dans une mesure particuliere, avec une certaine
probabilite. Tous les resultats possibles apparaissent dans (B.9), mais rien
ne permet d'expliquer pourquoi un seul de ces resultats va emerger d'une
experience particuliere. Aucune evolution unitaire du type (4.11) ne peut
expliquer cette unicite du resultat, et a 1'heure actuelle on ne connait aucune
justification — a supposer que le mot ait un sens dans ce contexte — du ,
postulat II.

8. Rappelons que la prescription de trace partielle, dont nous avons fait un usage intensif
dans cet appendice, est une consequence du postulat II.



Appendice C

Methode de Wigner et Weisskopf

LA DEDUCTION DE LA REGLE d'or de Fermi du § 9.6.3 est limitee a des
temps suffisamment courts, t <C T2, et il n'est pas possible de justifier

avec les seuls arguments du § 9.6.3 la loi de decroissance exponentielle (9.171).
Une methode due a Wigner et Weisskopf1 permet de justifier cette loi pour
des temps longs a 1'aide d'un autre schema d'approximations. Considerons la
situation suivante : un etat d'un systeme isole a d'energie Ea, se desintegre
vers un continuum d'etats 6, d'energie Eh- Des exemples d'une telle situation
sont la desexcitation d'un etat excite d'un atome, d'une molecule, d'un
noyau atomique... avec emission d'un photon, ou la disintegration d'une
particule elementaire. Les etats d'energie Ea et E\> sont etats propres d'un
hamiltonien H^

et une perturbation W independante du temps est responsable de la transition
a —» b ; dans le cas de 1'emission spontanee d'un photon, W est donne par
(14.58). Les etats a et b ne sont pas des etats stationnaires du hamiltonien
total independant du temps H = H^ + W. Nous pouvons supposer que les
elements de matrice diagonaux de W sont nuls2 : Waa = Wbb = 0 et nous
notons \^(t)) le vecteur d'etat du systeme, dont 1'etat initial est ip(t = 0)) =
a). Decomposons 1'etat \i^(t)) sur les etats |a) et b) en faisant intervenir la

densite d'etats T>(Eb)

1. La methode de Wigner et Weisskopf est decrite par Cohen-Tannoudji et al. [1973],
complement DXIII, ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17 ; un traitement detaille et
rigoureux est donne par Messiah [1959], chapitre XXI.

2. Si tel n'etait pas le cas, on pourrait toujours redefinir /f(°)
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L'equation de Schrodinger appliquee sur la decomposition (C.2)

conduit au systeme d'equations differentielles (cf. (9.163))

avec cjab = (Ea — Eb)/h. Nous savons empiriquement que |7a(£)|2 est donne
par une loi exponentielle

ce qui suggere d'essayer un comportement

ou <5i est reel. La substitution de (C.6) dans (C.4) avec les conditions initiales
^b(t — 0) = 0 donne par integration sur t

Pour des temps longs, t ^> T x , 1'exponentielle dans (C.7) tend rapidement
vers zero et

Pour verifier la coherence de notre hypothese de depart avec les equations
devolution (C.3) et (C.4), il faut reporter (C.6) dans (C.3), ce qui donne

La constante 6 doit etre solution de 1'equation integrale (C.9). Pour fixer les
idees, examinons la transition d'un etat excite i d'un atome d'energie Ei vers
1'etat fondamental / d'energie Ef de cet atome, avec emission d'un photon
d'energie hu. On peut, a une excellente approximation, negliger 1'energie
cinetique de recul de 1'atome final dont 1'energie est simplement Ef avec
comme choix de referentiel celui ou 1'atome est au repos dans son etat initial
(cf. la discussion du § 14.3.4). La densite d'etats finaux a utiliser dans (C.9)
est celle (14.62) du photon. En resume, nous avons a) = \i) et \b} = atome
dans 1'etat /+ photon — \f ® ks}, ainsi que la conservation de 1'energie
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avec fajQ = Ei—Ef. L'equation (C.9) devient, en choisissant uj comme variable
d'integration au lieu de Ef, dEb — hdu

Nous sommes interesses par le comportement de cette equation aux temps
longs, et nous avons besoin du comportement pour t —>• oo de la fonction
/(£, x) consideree comme distribution

Lorsque x est reel, sa transformee de Fourier est

car

et la limite t —* oo de f ( t , u ) est simplement — i#(—w), ce qui donne pour
/(*,*)

Ce resultat est aussi valable lorsque x a une petite partie imaginaire,
x = Rex ± irj, r\ —>• 0+. II suffit pour le voir d'integrer sur x dans le
plan complexe, en completant le contour d'integration par un demi-cercle
dont le rayon tend vers 1'infini. Si 8\ et F sont petits par rapport aux
intervalles caracteristiques de variation des fonctions T>(w) et |Wai,(o;)|2, on
peut reporter (C.13) dans (C.ll) et determiner la valeur de 6

Le deuxieme terme du membre de droite de (C.14) confirme que F = — Im5
est bien donne par la regie d'or de Fermi

tandis que le premier terme correspond au deplacement du niveau d'energie

Ce deplacement aurait pu etre obtenu par un calcul au second ordre en theorie
des perturbations independantes du temps ; il est nul au premier ordre d'apres
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notre hypothese Waa = W^t, = 0. On peut absorber <5i dans line redefinition
de LUQ : (JJQ —>• c^o + ^i et d'apres (C.8), la probabilite d'observer un photon de
frequence u> est

Cette probabilite est correctement normalisee a 1'unite

compte tenu de la valeur (C.15) de F. La courbe representative de p(o;) est
une lorentzienne (aussi appelee courbe de Breit-Wigner)

La frequence du photon final n'a pas une valeur bien determinee : elle presente
une « dispersion »3 Aw = F, definie comme la largeur a mi-hauteur de la
courbe p(w)

En d'autres termes, le spectre de frequences du photon emis n'est pas
monochromatique. La quant ite F est appelee largeur de raie ou parfois largeur
naturelle de raie, etant donne qu'il existe d'autres causes d'elargissement
comme I'effet Doppler ou les collisions ; en raison de (C.5), la vie moyenne
de 1'etat excite est 1'inverse de la largeur de raie, T = l/T. La dispersion en
energie du photon final montre, par conservation de 1'energie, que 1'energie
de 1'etat excite presente une dispersion AE = hT, et nous en deduisons la
relation (4.29) entre la vie moyenne et la dispersion sur 1'energie

La conservation de 1'energie implique que 1'energie de 1'etat excite n'a pas une
valeur precise, mais presente une dispersion AE1 ~ KT autour de sa valeur
centrale E^. Cependant, il n'y a pas de limitation de principe a la precision
avec laquelle on peut mesurer cette valeur centrale. La figure C.I montre

3. Dispersion est a mettre entre guillemets car 1'integrale

est divergente, et on ne peut pas definir une dispersion au sens strict du terme.
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FlG. C.I - Spectre des photons de disintegration 57Fe* —>• 57Fe + photon. D'apres
Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17.

la determination experimental de p(u;) pour la disintegration d'un niveau
excite du 57Fe*

57Fe* -* 57Fe+ photon (14keV)

dont la vie moyenne est T ~ 1.4 x 10~7s.
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Appendice D

Constantes physiques

Vitesse de la lumiere dans le vide

Constante de Planck

Constante de Planck divisee par 2tr

Charge de 1'electron (qe < 0)

Masse de 1'electron

Masse du proton

Masse du neutron

Constante de Rydberg

Magneton de Bohr

Magneton de Bohr nucleaire

Constante de Boltzmann

Constante de gravitation

Conversion energie-longueur d'onde

Conversion energie-frequence

Conversion energie-temperature
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