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Préface

A NAISSANCE DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE date d’un siécle et cette
description des phénoménes physiques, qui a transformé notre vision

du monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est exceptionnel
pour une théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été vérifiées par
I’expérience avec une précision impressionnante. Les concepts fondamentaux,
comme les amplitudes de probabilité, les superpositions linéaires d’états,
qui semblent si étranges pour notre intuition lorsqu’on les rencontre pour
la premiére fois, restent toujours essentiels. Une évolution importante
s’est cependant manifestée an cours des derniéres décennies. Les progrés
spectaculaires des techniques d’observation, des méthodes de manipulation
des atomes, permettent maintenant de réaliser des expériences si délicates
qu’elles n’étaient considérées que comme des « expériences de pensée » par
les péres fondateurs de la mécanique quantique. L’existence de corrélations
quantiques « non séparables », qui est 4 la base du « paradoxe » de Einstein—
Podolsky—Rosen et qui viole les fameuses inégalités de Bell, a pu étre confirmée
expérimentalement avec une grande précision. Les états « intriqués »
de deux systémes, qui manifestent de telles corrélations quantiques, sont
mieux compris, et sont méme utilisés pour des applications concrétes,
comme la cryptographie quantique. L’intrication d’un appareil de mesure
avec son environnement se révéle une piste intéressante pour une meilleure
compréhension du processus de mesure.

Parallélement & ces progrés conceptuels, on assiste également & une
invasion de notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de
fonctionnement repose sur des phénomeénes quantiques. Les sources laser qui
sont utilisées pour la lecture des disques compacts, 1’ophtalmologie ou les
télécommunications optiques, sont basées sur 'amplification de lumiére par
des systémes atomiques dont les populations sont inversées. La résonance
magnétique des noyaux des atomes est couramment utilisée dans les hopitaux
pour prendre des images de plus en plus précises des organes du corps humain.
Des millions de transistors sont inclus dans les puces qui permettent & nos
ordinateurs d’effectuer des opérations & des vitesses prodigieuses.

Il est donc clair qu'un enseignement moderne de la physique quantique
doit tenir compte de ces développements, pour donner a I'étudiant ou au
chercheur qui désire s’instruire une image plus précise des progrés réalisés et
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pour accroitre sa motivation de mieux comprendre des phénoménes physiques
dont 'importance conceptuelle et pratique est de plus en plus évidente. Clest
ce défi qu’essaie de relever avec succés Michel Le Bellac dans le présent
ouvrage.

Chacun des 14 chapitres de ce livre contient en effet, en plus d’un exposé
clair et concis des notions de base, de nombreuses discussions présentant des
développements conceptuels ou expérimentaux tres récents, qui permettent
au lecteur de se faire une idée précise des avancées de la discipline et de
ses grandes tendances d’évolution. Le chapitre 6 sur les états intriqués
est bien caractéristique d’un tel choix de présentation. Au lieu de mettre
Paccent sur les propriétés mathématiques du produit tensoriel de deux espaces
d’états, ce qui est un peu austére et rébarbatif, ce chapitre préfére centrer la
discussion sur la notion d’intrication, et introduire de nombreux exemples
de développements théoriques et expérimentaux (dont certains sont trés
nouveaux) : inégalités de Bell, tests de ces inégalités, en particulier les plus
récents utilisant la conversion paramétrique, les états GHZ (Greenberger,
Horne, Zeilinger), la notion de décohérence illustrée par des expériences
modernes d’électrodynamique quantique en cavité, et qui sera reprise plus
en détail dans une annexe, la téléportation. Comme on le voit, il est
difficile d’imaginer une immersion plus compléte dans I'un des domaines les
plus actifs actuellement de la physique quantique. De nombreux exemples
de présentation moderne peuvent étre donnés a4 propos d’autres chapitres :
interférences d’ondes de de Broglie réalisées avec des neutrons lents ou des
atomes refroidis par laser ; microscopie a effet tunnel ; fluctuations du
champ quantique et effet Casimir ; transformations de jauge non abéliennes ;
équations de Bloch optiques ; forces radiatives exercées par des faisceaux laser
sur les atomes ; piége magnéto-optique ; oscillations de Rabi dans le vide d’une
cavité, etc.

Je suis vraiment admiratif devant effort fait par 'auteur pour donner a
son lecteur une vision si moderne et si attrayante de la physique quantique.
Certes, les développement décrits ne peuvent pas toujours étre analysés en
grand détail, et le lecteur devra fournir une effort personnel pour parvenir a
une compréhension plus approfondie du sujet étudié. 1l sera aidé en cela par la
bibliographie détaillée qu'’il trouvera, soit au cours du chapitre sous forme de
notes en bas de page, soit & la fin de chaque chapitre. Je suis convaincu
qu’'un tel ouvrage permettra une meilleure compréhension de la physique
quantique et stimulera un plus grand intérét pour cette discipline aussi
centrale. Je remercie Michel Le Bellac pour cette contribution importante
qui va certainement donner une image plus vivante de la physique.

Claude Cohen-Tannoudji



Avant-propos

E LIVRE EST ISSU DE COURS DONNES A NICE DANS LES ANNEES 1970-

1980, en maitrise de physique et en DEUG MP deuxiéme année,
et plus récemment en licence et en maitrise de physique. Les dix
premiers chapitres correspondent & un cours de base de mécanique
quantique niveau licence et les quatre derniers chapitres peuvent servir
comme complément de cours en maftrise, par exemple pour un cours de
physique atomique. Le livre contient environ 130 exercices de longueur
et de difficulté variées ; plus des trois quarts de ces exercices ont été
effectivement utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des examens.
Les corrigés d’une sélection de ces exercices sont disponibles sur le site web
http://wuw.inln.cnrs.fr/Institut/ouvrageMLB.html

En plus des étudiants de second cycle et des Ecoles d’Ingénieurs, ce
livre est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants
de DEA ou de thése, chercheurs, enseignants du second degré ou du
supérieur souhaitant rafraichir leurs connaissances en physique quantique.
Il contient des développements récents qui ne figurent pas dans les manuels
classiques : états intriqués, cryptographie et calcul quantiques, expériences sur
la décohérence, interaction d’un champ laser avec un atome a deux niveaux,
fluctuations quantiques du champ électromagnétique, manipulation d’atomes
par laser; etc., ainsi qu’en annexe un exposé succinct des idées actuelles sur
la mesure en mécanique quantique.

L’organisation du livre différe profondément de celle des textes classiques,
qui prennent tous comme point de départ ’équation de Schrédinger et
I’étudient dans diverses configurations, ce qui oblige & exposer les principes
de base de la mécanique quantique dans un cas qui n’est pas le plus simple et
a I'inconvénient de masquer ces principes par des calculs souvent fastidieux.
Je me suis efforcé au contraire de présenter les fondements de la mécanique
quantique sur les exemples les plus simples et P'équation de Schrédinger
apparait seulement au chapitre 9. L’approche suivie consiste & mener jusqu'a
a son terme la logique qu’avait adoptée Feynman (Feynman et al. [1965]) :
développer au maximum une approche algébrique et exploiter les symétries,
en présentant la mécanique quantique dans son cadre autonome, sans faire
référence 4 la physique classique. Cette logique a de nombreux avantages.
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e L’approche algébrique permet de traiter des problémes simples dans des
espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation
d’un photon, spin 1/2, atome a deux niveaux.. .

e Cette approche permet d’énoncer de la fagon la plus claire les postulats
de la mécanique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce
qui ne l'est pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un
postulat fondamental).

o L’exploitation des propriétés de symétrie permet 'introduction la plus
générale des grandeurs physiques fondamentales : impulsion, moment
angulaire. .. comme générateurs infinitésimaux de ces symétries, sans
faire appel au principe de correspondance et 4 un analogue classique.

e Un dernier avantage est que le lecteur qui souhaite s’initier aux
développements récents de I'information quantique peut se limiter aux
six premiers chapitres. On peut parfaitement comprendre les bases
de la cryptographie quantique sans étre passé au préalable par le
développement de la fonction d’onde en harmoniques sphériques et la
résolution de 'équation de Schrédinger dans un potentiel central !

Les aspects pédagogiques ont fait 1’objet d’une attention particuliére. La
progression des chapitres a été soigneusement étudiée, les premiers chapitres
utilisant uniquement les espaces de dimension finie ; c’est seulement une fois
les bases acquises que I'on passe au cas général 4 partir du chapitre 7, tandis
que les chapitres 11 4 14 et les annexes font appel & des techniques plus
avancées qui pourront intéresser les physiciens professionnels. Un effort a été
porté sur le vocabulaire, afin d’éviter certaines expressions historiquement
datées et qui peuvent étre un obstacle a la compréhension de la mécanique
quantique : suivant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy-
Leblond, « grandeur physique » est utilisé au lieu d’« observable », « inégalité
de Heisenberg » au lieu de « principe d’incertitude », des expressions comme
« complémentarité » ou « dualité onde-corpuscule » ont été évitées, etc.!
Les chapitres clés du livre, c’est-a-dire ceux qui divergent de la fagon la
plus évidente de l'exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5, 6, et 8.
Le chapitre 3 introduit l'espace des états sur 'exemple de la polarisation
des photons et montre comment passer d’'une amplitude ondulatoire & une
amplitude de probabilité. Le spin 1/2 introduit d’emblée le lecteur a un
probléme sans analogue classique (ou si peu...). Les propriétés essentielles
du spin 1/2 (algébre des matrices de Pauli, matrices de rotation...) sont
obtenues a partir des deux seules hypothéses : (1) la dimension deux de
lespace des états ; (2) l'invariance par rotation. La précession de Larmor
du spin quantique permet d’introduire ’équation d’évolution. Ce chapitre

prépare le lecteur & I’énoncé des postulats de la mécanique quantique au

1. J.-M. Lévy-Leblond « Mots et maux de la physique quantique » Bull. U. Phys. 816,
1129 (1999).
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chapitre suivant : il lui est possible dans chague cas d’illustrer ces postulats de
fagon concréte en revenant aux exemples du chapitre 3. La distinction entre
le cadre conceptuel général de la mécanique quantique et la modélisation
d’un probléme concret est soigneusement expliquée. Le chapitre 5 met en
pratique la mécanique quantique sur des applications simples et physiquement
importantes, dans le cas de systémes dont le nombre de niveaux est fini, avec
comme cas particulier la diagonalisation d’un hamiltonien en présence d’une
symétrie périodique. Ce chapitre introduit également sur I'exemple de la
molécule d’ammoniac l'interaction d’un systéme a deux niveaux atomique ou
moléculaire avec un champ électromagnétique et les notions fondamentales
d’émission et d’absorption.

Le chapitre 6 est consacré aux états intriqués. On s’est rendu compte de
I'importance de ces états depuis le début des années 1980, mais ils sont ignorés
par la plupart des manuels, 4 I’exception notable de celui de Basdevant et
Dalibard [2001]. Ce chapitre traite aussi bien des applications fondamentales :
inégalités de Bell, interférences 4 deux photons, théorie de la mesure, que des
applications concrétes potentielles a l'information quantique. Le chapitre 8 a
comme objectif 'étude des symétries a partir du théoréme de Wigner, qui
est généralement ignoré des manuels malgré son importance cruciale. La
symétrie de rotation permet de définir le moment angulaire comme générateur
infinitésimal, et de démontrer immédiatement les relations de commutatiorn
de J en soulignant leur origine géométrique. Les relations de commutation
canoniques de X et P sont déduites de I'identification de I'impulsion comme
générateur infinitésimal des translations. Enfin, on obtient la forme la plus
générale du hamiltonien compatible avec I'invariance galiléenne, moyennant
une hypothése sur la loi de transformation de la vitesse. Ce hamiltonien sera
réinterprété ultérieurement dans le cadre de I'invariance de jauge locale.

Les autres chapitres peuvent se résumer comme suit. Le chapitre 1
poursuit un triple objectif : (1) introduire des notions de base de physique
microscopique auxquelles il sera fait appel dans la suite du livre ; (2) introduire
le comportement des particules quantiques, la conventionnelle « dualité onde-
corpuscule » ; (3) a I’aide de I'atome de Bohr, expliquer simplement la notion
de niveau d’énergie et de spectre de niveaux. Le chapitre 2 présente les
notions essentielles sur I'espace de Hilbert dans le cas de la dimension finie. Le
chapitre 7 donne quelques indications sur les espaces de Hilbert de dimension
infinie ; le but n’est évidemment pas de traiter les mathématiques de facon
rigoureuse, mais de prévenir le lecteur de certaines difficultés de la dimension
infinie.

Les six derniers chapitres sont consacrés a des applications plus classiques.
Le chapitre 9 présente la mécanique ondulatoire et ses applications usuelles
(effet tunnel, états liés du puits carré, potentiel périodique...). Les relations
de commutation du moment angulaire ayant été établies au chapitre 8, le
chapitre 10 débute par la construction des états propres de J2 et J, et se
termine par le théoréme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels.
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Le chapitre 11 développe la théorie de oscillateur harmonique et celle du
mouvement dans un champ magnétique constant, ce qui est 'occasion de
donner quelques explications sur l'invariance de jauge locale. Une section
importante traite des champs quantifiés : champ de vibrations et phonons,
champ électromagnétique et ses fluctuations quantiques. Les chapitres 12 et 13
sont consacrés 4 la diffusion et aux particules identiques. Enfin le chapitre 14
est une bréve introduction & la physique de I’atome & un électron, 'objectif
principal étant de calculer les forces sur un atome 4 deux niveaux placé dans
le champ d’un laser et d’en discuter les applications, dont le refroidissement
Doppler et les piéges magnéto-optiques.

Les annexes contiennent des sujets qui sont techniquement un peu plus
exigeants. La démonstration du théoréme de Wigner et l’opération de
renversement du sens du temps sont expliquées en détail. Des compléments
sur la théorie et les expériences sur la décohérence et une discussion des idées
actuelles sur la mesure se trouvent dans ’annexe B. Enfin ’annexe C contient
une discussion de la méthode de Wigner et Weisskopf pour les états instables.

Remerciements. J’ai bénéficié des critiques et suggestions de Pascal
Baldi, Jean-Pierre Farges, Yves Gabellini, Thierry Grandou, Jacques Joffrin,
Christian Miniatura et tout particuliérement de Michel Brune (& qui je
suis aussi redevable des figures 6.9, B.1 et B.2), Jean Dalibard, Fabrice
Mortessagne, Jean-Pierre Romagnan et Francois Rocca qui ont lu de larges
extraits, ou parfois méme l'intégralité du manuscrit. Je remercie également
David Wilkowski qui a inspiré le texte de plusieurs exercices du chapitre 14.
Je suis bien entendu entiérement responsable du texte final. 1’aide de Karim
Bernardet et de Fabrice Mortessagne, qui m’a initié & XFIG et installé le
logiciel, a été décisive dans la réalisation des figures, et je tiens & remercier
Christian Taggiasco pour sa compétence et sa disponibilité dans I'installation
et la maintenance de ’ensemble des logiciels nécessaires. Enfin ce livre n’aurait
pas vu le jour sans les encouragements et le soutien sans faille de Michéle
Leduc, et je suis trés reconnaissant & Claude Cohen-Tannoudji qui a bien
voulu le préfacer.

Nice, mars 2003
Michel Le Bellac

N.B. Cet ouvrage utilise le point décimal.



Chapitre 1

Introduction

E PREMIER OBJECTIF DE CE CHAPITRE est d’exposer succinctement
L quelques notions de base sur l'organisation de la matiére, en reprenant
et en précisant les acquis de cours de physique (et de chimie) antérieurs, et
en particulier les notions de physique microscopique ; il s’agira d’un survol,
et la grande majorité des énoncés seront donnés sans démonstration et sans
discussion détaillée. Le deuxiéme objectif est de décrire briévement quelques
étapes cruciales des débuts de la physique quantique ; nous ne suivrons pas
Iordre historique strict, ni les arguments qu’utilisérent au début du siécle
dernier les péres fondateurs de la mécanique quantique, mais nous insisterons
plutot sur les concepts qui nous serviront par la suite. Le troisiéme objectif
est d’introduire des notions de base, comme celles de particule quantique ou
de niveau d’énergie, qui reviendront de fagon récurrente tout au long du livre.
Nous nous appuierons sur la théorie de Bohr, qui permet d’expliquer de fagon
simple, sinon convaincante, la notion de quantification des niveaux d’énergie
et le spectre de 'atome d’hydrogéne. Ce chapitre est a relire ultérieurement,
lorsque les bases de la mécanique quantique auront été explicitées et illustrées
par des exemples. D’un point de vue pratique, il est possible de sauter
en premiére lecture les considérations générales des sections 1 et 2 et de
commencer ce chapitre par la section 3, quitte a revenir ultérieurement aux
deux premiéres sections lorsqu’il sera fait appel aux notions qui y ont été
introduites.

1.1 Structure de la matiére
1.1.1 Echelles de longueur : de la cosmologie
aux particules élémentaires

Le tableau 1.1 donne l'ordre de grandeur en métres des dimeusions
de quelques objets typiques, en partant des dimensions de 1"Univers pour
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TAB. 1.1 — Ordres de grandeur de quelques distances typiques en m.

Univers rayon de la | distance rayon de | homme insecte
connu Galaxie Terre-Soleil | la Terre

1.3x10% | ~5x10* | 1.5x 10* 6.4 x 10° | ~1.7 0.01 & 0.001
bactérie virus HIV fulleréne atome noyau de | proton

E. COli Cso plomb

~2x107% [ 11x1077 | 07x107° | ~107"° [ 7x107'% | 0.8 x 107%°

IS

descendre a celles de la physique subatomique. Une unité de longueur
commode pour les distances astrophysiques est 1’année-lumiére : 1 année-
lumiére = 0.95 x 10'm. Les sous-multiples du métre utiles en physique
microscopique sont le micrométre : 1 um= 10"%m, le nanométre : 1 nm=
10~°m, et le femtométre (ou fermi) : 1 fm= 1071°m. L’exploration des
objets a l’échelle microscopique se fait souvent & ’aide d’un rayonnement
électromagnétique’ dont la longueur d’onde est de l'ordre de grandeur des
dimensions caractéristiques de l’objet & étudier (observation au microscope,
aux rayons X...). On sait en effet que la limite de résolution est fixée par
la longueur d’onde utilisée : quelques fractions de gm pour un microscope
utilisant de la lumiére visible, quelques fractions de nanométre pour des
rayons X. La gamme des longueurs d’onde du rayonnement électromagnétique
(infra-rouge, visible, ...) est résumée dans la figure 1.1.

E (eV)

108 104 1 1074 108
__ | I I | P [ | __
I I | I I I I I |

¥ X Uuv IR micro radio
- I I | I | I [ __
T N I I I | I I
10-14 10710 10-¢ 1072 102
A (m)

F1G. 1.1 — Longueur d’onde de rayonnements électromagnétiques et énergie des
photons correspondants. Les frontiéres entre les différents types de rayonnement
(par exemple la frontiére entre les rayons -y et les rayons X) ne sont pas définies
de fagon stricte. Un photon d’énergie £ =1 eV a une longueur d’'onde A = 1.24 X
107%m, une fréquence v = 2.42 x 10** Hz et une fréquence angulaire w = 1.52 x
10% rad.s™1.

1. D’autres techniques d’exploration sont la diffusion de neutrons (exercice 1.6.4), la
microscopie électronique, la microscopie a effet tunnel (§ 9.4.2) etc.
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1.1.2 Etats de la matiére

Nous serons particuliérement intéressés par les phénoménes a ’échelle
microscopique, et il est utile de rappeler quelques notions élémentaires sur
la description microscopique de la matiére. La matiére peut se présenter
sous deux formes : une forme ordonnée, le solide cristallin, et une forme non
ordonnée, liquide, gaz, solide amorphe.

Le solide cristallin présente un ordre 4 longue distance. La figure 1.2 donne
I’exemple de la structure microscopique du chlorure de sodium. On constate
que le motif du cristal se répéte avec une périodicité [ = 0.56 nm, la maille du
cristal. Partant d’un ion chlore ou d’un ion sodium, et suivant une des arétes
de la structure cubique, on retrouvera un ion chlore ou un ion sodium & une
distance n x 0.56 nm ol n est un nombre entier : c’est ce que 'on appelle un
ordre 4 longue distance.

F1G. 1.2 — Arrangement des atomes dans le cristal de chlorure de sodium. Les ions
chlore C1™ sont plus gros que les ions sodium Na™.

Les liquides, les gaz et les solides amorphes ne possédent pas d’ordre
& longue distance. Prenons I'exemple d’un liquide monoatomique, celui de
Pargon liquide. En premiére approximation, les atomes d’argon peuvent étre
représentés par des sphéres impénétrables de diamétre ¢ ~ 0.36nm. La
figure 1.3 représente schématiquement une configuration des atomes pour un
liquide ot les sphéres sont pratiquement en contact, mais sont disposées de
fagon désordonnée. Partant du centre d’un atome pris comme origine, la
probabilité p(r) de trouver le centre d’un autre atome & une distance r de ce
centre sera pratiquement nulle tant que 7 < . Cette probabilité deviendra
au contraire maximale pour r = 20 et oscillera ensuite pour se stabiliser 4 une
constante, alors que dans le cas d’un solide cristallin, la fonction p(r) présente
des pics quelle que soit la distance a l’origine. L’argon gazeux posséde le méme
type de configuration que le liquide, la seule différence étant que les atomes
sont beaucoup plus éloignés les uns des autres. Toutefois la différence entre
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F1G. 1.3 — (a) Arrangement des atomes dans 'argon liquide. (b) Probabilité p(r)
pour un liquide (tirets) et pour un gaz (trait continu). (c¢) Probabilité p(r) pour un
cristal simple.

gaz et liquide disparait au point critique, et on peut passer continfiment du
gaz au liquide ou inversement en contournant le point critique, alors qu'un
tel passage continu est impossible vers un solide, parce que le type d’ordre est
qualitativement différent.

Nous avons pris comme exemple un gaz monoatomique, mais en général
la brique de base est une combinaison d’atomes, la molécule: Na, Qq, HoO
etc. Certaines molécules comme les protéines peuvent contenir des milliers
d’atomes ; par exemple le poids moléculaire de I’hémoglobine est de l'ordre
de 64000. Une réaction chimique est un réarrangement d’atomes : les atomes
des molécules initiales se redistribuent pour donner les molécules finales

Hy + Cly — 2HCI

L’atome est composé d’'un noyau atomique (ou simplement noyau) chargé
positivement et d’électrons chargés négativement. Plus de 99.9 % de la masse
de l’atome se trouve dans le noyau atomique, car le rapport de la masse de
I’électron m, & celle du proton my, est me/m, ~ 1/1836. L’atome est de dix
a cent mille fois plus gros que le noyau : la dimension typique d’un atome?
est 1 A (1 A=10""m=01 nm), celle d’un noyau de quelques fermis (ou
femtometres).

Un noyau atomique est formé de protons et de neutrons, les premiers
chargés électriquement et les seconds neutre ; les masses du proton et du
neutron sont identiques & 0.1 % prés, et on pourra souvent négliger cette
différence de masse. Le numéro atomique Z est le nombre de protons du noyau,
et aussi le nombre d’électrons de 'atome correspondant, de fagon & assurer
sa neutralité électrique. Le nombre de masse A est le nombre de protons
plus le nombre de neutrons N : A = Z + N. Les protons et les neutrons

2. Nous continuerons & utiliser I’Angstrém, qui est typique de la dimension atomique,
de préférence au nm. Par un hasard (?) heureux, le symbole fm peut aussi bien désigner le
femtométre que le fermi, unité de longueur des physiciens nucléaires.
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sont appelés collectivement nucléons. Les réactions nucléaires sont pour les
protons et les neutrons I'analogue des réactions chimiques pour les atomes :
une réaction nucléaire est une redistribution des protons et des neutrons dans
des noyaux différents des noyaux initiaux, de méme qu’une réaction chimique
est une redistribution des atomes dans des molécules différentes des molécules
initiales. Un exemple de réaction nucléaire est la réaction de fusion des noyaux
de deuterium (?H : un proton + un neutron) et de tritium (*H : un proton +
deux neutrons) pour donner un noyau d’helium? (*He : deux protons + deux
neutrons) et un neutron libre

H+ 3H — *He+n+17.6 MeV

La réaction dégage une énergie de 17.6 MeV et pourrait étre utilisée dans
un futur (probablement lointain) pour produire de I’énergie a grande échelle,
I’énergie de fusion.

Dans la composition de 'atome en noyau et électrons, de méme que dans
celle du noyau en protons et neutrons, un concept important est celui d’énergie
de liaison. Considérons un cbjet stable C' formé de deux objets A et B : C est
appelé état lié¢ de A et B. La désintégration C — A + B ne sera pas possible
si la masse m¢ de C est inférieure & la somme des masses m4 et mp de A et
de B, c’est-a-dire si I’énergie de liaison® Ep

E; = (ma +mB—mC)c2 (1.1)

est positive ; ¢ est la vitesse de la lumiére. E, est ’énergie qu’il faut fournir
pour dissocier C en A + B. En physique atomique, cette énergie est appelée
énergie d’tonisation : c’est I’énergie nécessaire pour dissocier un atome en un
ion positif et un électron, ou, en d’autres termes, pour arracher un électron
a 'atome. Pour les molécules, Ey est ’énergie de dissociation, ou I’énergie
nécessaire pour dissocier la molécule en atomes. Une particule ou un noyau
instable dans une certaine configuration peut parfaitement étre stable dans
une autre configuration. Le neutron libre (n), par exemple, est instable :
en un temps d’une quinzaine de minutes en moyenne, il se désintégre en
un proton (p), un électron (e) et un antineutrino électronique (%.), ce qui
correspond & la désintégration de base de la radioactivité 3

n® —pt+e +77 (1.2)

3. En raison de la célébre relation d’Einstein E = mc?, ou tout simplement par analyse

dimensionnelle, on peut relier masse et énergie et exprimer par exemple les masses en J/c?
ou en eV/c?.
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ou nous avons indiqué en exposant la charge des particules. Cette
désintégration est possible, car les masses? des particules dans (1.2) vérifient

mpc® > (mp + me + mg)c2

My~ 939.5MeV/c?  m, ~9383MeV/c®  m. ~0.51MeV/c?  my, ~0

En revanche le neutron ne se désintégre pas dans les noyaux atomiques stables,
par exemple dans le noyau deuterium, ou deutéron, (*H), car

magc? ~ 1875.6 MeV/c® < (2m, + me + my, )c® ~ 1878.3 MeV /¢

et la désintégration
H > 2%p+e+7,

est impossible : le deutéron est un état lié proton-neutron.

1.1.3 Constituants élémentaires

Nous avons décomposé les molécules en atomes, les atomes en électrons et
noyaux, les noyaux en protons et neutrons. Peut-on aller encore plus loin, par
exemple décomposer le proton ou I’électron en constituants plus élémentaires 7
Peut-on dire par exemple & partir de (1.2) que le neutron est « formé » d’un
proton, d’un électron et d’un antineutrino ? Un argument simple fondé sur
les inégalités de Heisenberg montre que I’électron ne peut pas préexister dans
le neutron (exercice 9.7.4), et qu’il est créé au moment de la désintégration :
on ne peut donc pas dire que le neutron est « composé » d’un proton, d’un
électron et d’un neutrino. On pourrait aussi penser a « casser » un proton
ou un neutron en des composants plus élémentaires, en les bombardant par
des particules énergiques, et répéter ce qui se passe par exemple quand on
bombarde un deutéron avec des électrons de quelques MeV

e+ H—e+p+n

Le deutéron 2H a été cassé en ses constituants, un proton et un neutron.
L’histoire ne se répéte pas lorsque I’on bombarde un proton avec des électrons.
Pour des électrons peu énergiques, les collisions sont élastiques

etp—etp

mais pour des électrons d’énergie suffisante (quelques centaines de MeV), au
lieu de casser le proton, on crée d’autres particules, par exemple dans des

4. Trois expériences récentes : S. Fukuda et al. {(SuperKamiokande Collaboration) Phys.
Rev. Lett. 86, 5651 (2001), Q. Ahmad et al. (SNO Collaboration) Phys. Rev. Lett.
87, 071301 (2001) et K. Eguchi et al. (Kamland Collaboration) Phys. Rev. Lett. 90,
021802 (2003) montrent de fagon convaincante que la masse du neutrino est non nulle,
probablement de Pordre de 1072 eV /c? : ¢f. I'exercice 4.3.6 sur les oscillations neutrinos.
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TAB. 1.2 — Les particules de matiére. Les charges électriques sont mesurées en

unités de la charge du proton.

lepton ¢ = —1 | neutrino ¢ =0 | quark ¢ =2/3 | quark ¢ = —1/3
famille 1 | électron neutrinoe quark up quark down
famille 2 | muon neutrino, quark charmé | quark étrange
famille 3 | tau neutrino, quark top quark b

réactions du type

et+p—e+ptn’
e+p—+e+n+7r++7ro
e+p—oe+ KT+ A°

ol les mésons 7 et K et I’hypéron A” sont de nouvelles particules, dont la
nature importe peu ici. Le point crucial est qu’elles ne sont pas présentes
initialement dans le proton, mais qu’elles sont créées au moment de la réaction.

Il arrive donc un moment ou il ne semble plus possible de décomposer
la matiére en constituants de plus en plus élémentaires. On peut alors se
poser la question suivante : quel est le critére d’élémentarité ? Le point de
vue actuel est d’appeler élémentaires les particules qui apparaissent comme
ponctuelles dans leurs interactions avec d’autres particules. Avec ce point de
vue, ’électron, le neutrino et le photon sont élémentaires, tandis que le proton
et le neutron sont « composés » de quarks : les guillemets sont importants,
car les quarks n’existent pas a 1’état libre®, et cette « composition » du proton
en quarks est tout a fait différente de la composition du deutéron en proton
et neutron. Il existe seulement des preuves indirectes (mais convaincantes !)
de cette composition en quarks.

Dans 1’état actuel de nos connaissances®, il existe trois familles de
particules élémentaires, ou « particules de matiére » de spin 1/27. Le
tableau 1.2 en donne la liste ; la charge électrique g est exprimée en unités
de la charge du proton. Chaque famille se compose de leptons et de quarks,
et & chaque particule correspond une antiparticule de charge opposée. Les
leptons de la premiére famille sont 1'électron et son antiparticule le positron
et, ainsi que le neutrino électronique v, et son antiparticule ’antineutrino
électronique 7., et les quarks de cette famille sont le quark « up » (u) de charge
2/3 et le quark « down » (d) de charge —1/3, avec bien sir les antiquarks @
et d correspondants, de charge -2/3 et 1/3 respectivement. Le proton est

5. Ce qui fait que la notion de « masse » d’un quark est une notion complexe, du moins
pour les quarks dits « légers », up, down et étrange. On retrouve une masse (presque)
usuelle pour les quarks lourds b et t.

6. Il existe un argument trés fort pour limiter & trois ce nombre de familles : des
expériences au CERN ont montré en 1992 que le nombre de familles était limité & trois, a
condition que les neutrinos aient une masse inférieure a 45 GeV/c2. La valeur expérimentale
actuelle du nombre de familles est de 2.984 + 0.008.

7. Le spin 1/2 est défini au chapitre 3 et le spin en général au chapitre 10.
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une combinaison uud et le neutron une combinaison udd. Cette premiére
famille suffit & notre vie courante, puisqu’elle permet de fabriquer la matiére
ordinaire, le neutrino étant indispensable dans le cycle des réactions nucléaires
assurant la bonne marche du Soleil. Si 'existence de la premiére famille peut
se justifier par un argument anthropocentrique (si elle n’existait pas, nous ne
serions pas la pour en parler !) la raison d’étre des deux autres familles reste

aujourd’hui tout & fait mystérieuse®.

A ces particules, il faut ajouter celles qui « transportent les interactions » :
le photon pour les interactions électromagnétiques, les bosons W et Z pour
les interactions faibles, les gluons pour les interactions fortes et le graviton
pour les interactions gravitationnelles®, ce qui nous améne naturellement &
présenter ces interactions.

1.1.4 Interactions (ou forces) fondamentales

On distingue quatre!® types d’interactions (ou de forces) fondamentales :
fortes, électromagnétiques, faibles et gravitationnelles. Les interactions
électromagnétiques sont celles qui vont jouer un réle majeur dans ce livre : ce
sont elles qui régissent le comportement des atomes, des molécules, des solides,
etc. Les forces électriques de la loi de Coulomb sont dominantes : rappelons
que si une charge ¢ est immobile a Porigine des coordonnées, la force sur une
charge immobile ¢’ située en un point 7 est

/

o q¢ *

ot 7 est le vecteur unitaire!! 7/r, r = || et £y la permittivité du vide. Si les
charges sont en mouvement avec une vitesse v, on doit aussi tenir compte des
forces magnétiques, mais celles-ci sont plus faibles que la force de Coulomb
par un facteur ~ (v/c)?. Pour les électrons des couches externes, (v/c)? ~
(1/137)? < 1, mais, compte tenu de la trés grande précision des expériences de
physique atomique, les forces magnétiques sont facilement mises en évidence
dans des phénomeénes comme la structure fine ou leffet Zeeman (§ 14.2.3). La

8. c¢f. la célébre interrogation de Pauli: « Who ordered the muon? » Cependant on sait
que chaque famille doit étre compléte : ainsi l'existence du quark top et sa masse ont été
prédites plusieurs années avant sa découverte expérimentale en 1994. En raison de sa masse
élevée, environ 175 fois la masse du proton, il a fallu attendre la construction du Tevatron
aux USA pour le produire.

9. En toute rigueur, les interactions électromagnétiques et les interactions faibles sont
maintenant unifiées en interactions électrofaibles ; le gluon, tout comme les quarks, n’existe
pas & Pétat libre. Enfin I'existence du graviton est pour le moment hypothétique : on n’a
méme pas encore détecté sur la Terre sa version classique, les ondes gravitationnelles.

10. La « cinquiéme force » revient périodiquement sur le devant de la scéne, mais elle
disparait tout aussi périodiquement !

11. Nous utiliserons systématiquement la notation #, i, p etc. pour les vecteurs unitaires
de 'espace ordinaire.
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force de Coulomb (1.3) est caractérisée par :

e la forme de la loi de force en 1/r% : la loi de force est dite & longue
portée ;

o lintensité de la force mesurée par une constante de couplage qq’ /{4weg).

Le point de vue moderne, celui de la théorie quantique des champs, est que
les forces électromagnétiques sont dues a 1’échange de photons « virtuels »12
entre particules chargées. La théorie quantique des champs résulte du mariage
(conflictuel™®!) entre la mécanique quantique et la relativité restreinte. Les
interactions entre atomes ou entre molécules sont représentées par des forces
effectives, par exemple les forces de van der Waals (exercice 14.5.1). Ces
forces n’ont pas de caractére fondamental car elles se déduisent de la force de
Coulomb : c’est le déguisement sous lequel apparait la force de Coulomb pour
des sytémes complexes électriquement neutres.

Les interactions fortes sont responsables de la cohésion du noyau atomique.
Contrairement & la force de Coulomb, elles décroissent exponentiellement en
fonction de la distance, suivant une loi en exp(—r/ro)/r?, avec ro ~ 1fm :
on dit que ce sont des forces & courte portée. Pour r < rg, elles sont trés
intenses, et telles que les énergies caractéristiques dans un noyau sont de
l’ordre du MeV, alors qu’elles sont de 'ordre de eV dans un atome pour
les électrons des couches externes. En réalité, les forces entre nucléons ne
sont pas des forces de type fondamental, car les nucléons sont, on 1’a vu, des
particules composées. Les forces entre nucléons sont 'analogue des forces de
van der Waals pour les atomes, et les forces fondamentales sont les forces entre
quarks. Cependant, la relation quantitative qui relie les forces entre nucléons
et les forces entre quarks est encore loin d’étre comprise. Le gluon, particule
de masse nulle et de spin 1 comme le photon, joue pour les interactions fortes
le réle que joue le photon pour les interactions électromagnétiques. La charge
est remplacée par une propriété appelée par convention couleur, et la théorie
des interactions fortes est appelée pour cette raison la chromodynamigue.

Les interactions faibles sont responsables de la radioactivité g
(Z,N) - (Z+1,N—-1)+e 4+ 7. (1.4)
dont un cas particulier est (1.2) qui s’écrit avec les notations de (1.4)
(0,1) - (1,0) +e~ + 7,

meé interactions for interactions faibles sont a r
De méme que les int tions fortes, les interactions faibles sont & courte
portée, mais, comme l'indique leur nom, elles sont beaucoup moins intenses.

12. Ce terme sera expliqué aun § 4.2.4.

13. La combinaison de la mécanique quantique et de la relativité restreinte conduit
4 des résultats infinis, et ces infinités doivent &tre contrdlées par une procédure appelée
renormalisation, qui n’a vraiment été comprise et justifiée que dans les années 1970.
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Les vecteurs des interactions faibles sont les bosons de spin 1 chargés W+
et neutre Z°, dont les masses sont respectivement 82 MeV/c? et 91 MeV/c?,
environ 100 fois la masse du proton. Les leptons, les quarks, les bosons de
spin 1 (ou bosons de jauge) : photon, gluons, bosons W# et Z°, ainsi qu’une
particule hypothétique de spin 0, & P'origine de la masse des particules, le
boson de Higgs, sont les particules du modéle standard de la physique des
particules, qui a été testé expérimentalement avec une précision supérieure a
0.1 % au cours de ces dix derniéres années.

Enfin les interactions gravitationnelles, toujours attractives contrairement
aux interactions coulombiennes, ont la forme bien connue entre deux masses m
et m/

(1.5)

ou les notations sont identiques a celles de (1.2) et ou G est la constante de
gravitation., La loi de force (1.5), est, comme la loi de Coulomb, une loi a
longue portée, et on peut comparer directement les forces de gravitation et de
Coulomb entre un électron et un proton, puisque la forme de la loi de force

est la méme
Foo _ (42 ! ~ 10%
Fyr. dmeg Gm.myp

Dans un atome d’hydrogéne, la force de gravitation est négligeable, et de
facon générale, la force de gravitation sera totalement négligeable pour
tous les phénoménes de physique atomique, moléculaire ou du solide. La
relativité générale, théorie relativiste de la gravitation, prédit D’existence
d’ondes gravitationnelles!? qui sont pour la gravitation I'analogue des ondes
électromagnétiques, tandis que le graviton, particule de spin 2 et de masse
nulle, est I’analogue du photon. Toutefois il n’existe pas aujourd’hui de théorie
quantique de la gravitation. Concilier la mécanique quantique et la relativité
générale, expliquer 'origine de la masse et des trois familles de particules
constituent les défis majeurs de la physique théorique du XX1° siécle.

Comme résumé de cette présentation des constituants élémentaires et
des forces, on retiendra qu’il existe trois familles de particules de matiére,
comprenant des leptons et des quarks, et que les vecteurs des forces sont le
photon pour les interactions électromagnétiques, le gluon pour les interaction
fortes, les bosons W et Z pour les interactions faibles, et enfin I’hypothétique
graviton pour les interactions gravitationnelles.

14. Les preuves de 'existence des ondes gravitationnelles sont pour le moment indirectes :
elles résultent de ’observation de pulsars (étoiles & neutrons) binaires. Ces ondes pourraient
8tre détectées prochainement sur Terre dans les expériences VIRGO et LIGO. L’observation
du graviton est probablement repoussée a4 un futur trés lointain.



1. Introduction 11

1.2 Physique classique et physique quantique

Avant d’introduire la physique quantique, résumons briévement les
fondements de la physique classique. La physique classique comporte trois
branches principales, qui ont chacune diverses ramifications.

1. La premiére branche est la mécanique, dont la loi fondamentale est la loi
de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique, donnant la force F sur
une particule ponctuelle de masse m en fonction de la dérivée par rapport au

temps de son impulsion 7

L dp
== 1.
7 (1.6)

Sous cette forme, V’équation fondamentale de la dynamique survit aux
modifications apportées par Einstein en 1905 avec la relativité restreinte, a
condition d’utiliser I’expression relativiste de limpulsion en fonction de la
vitesse 7, de la masse m de la particule et de la vitesse de la lumiére ¢

. mu
b= —Frr——
1 —v2/c?
2. La deuxiéme branche est [’électromagnétisme, résumé dans les quatre
équations de Maxwell donnant le champ électrique E et le champ

magnétique B en fonction des densités de charge pem et de courant Jem,
appelées sources du champ électromagnétique

(1.7)

L. . . OB

.B = BF=—-— 1.8
\Y 0 V x 51 (1.8)
= 0 Pem 2 3 BE 1 -

B = VxB=—+—Tem 1.9
v €0 eV 8t+503 (1.9)

De ces équations, on déduit la propagation d’ondes électromagnétiques dans
le vide a la vitesse de la lumiére

1 62 )\ | E
(;@pv){g_o (1.10)

Ceci fait le lien avec loptique, qui devient un cas particulier de
I’électromagnétisme. Le lien entre 1 et 2 est fourni par la loi de Lorentz
donnant la force sur une particule de charge ¢ et de vitesse ¢/

F=q[E+7xB) (1.11)

3. La troisiéme branche est la thermodynamique, qui se déduit du second
principe!®: il n’existe pas de dispositif fonctionnant suivant un cycle dont le

15. Le premier principe n’est autre que la conservation de ’énergie, quant au troisiéme,
il est fondamentalement d’origine quantique.
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seul effet serait de fournir du travail & partir d’une source de chaleur unique.
A partir du second principe, on déduit la notion d’entropie, dont découle toute
la thermodynamique classique. L’origine microscopique du second principe a
été comprise 4 la fin du X1x© siécle par Boltzmann et Gibbs, qui ont pu relier ce
principe au fait qu’un échantillon de matiére macroscopique est composé d'un
nombre énorme (~ 1023) d’atomes, ce qui permet d’utiliser des raisonnements
probabilistes & la base de la mécanique statistique. Le résultat principal de la
mécanique statistique est la loi de Boltzmann : la probabilité p(F) pour qu'un
systéme physique en équilibre & la température absolue T ait I’énergie!® E
comprend un facteur, le « poids de Boltzmann » pg(FE)

p5(B) = exp (- 07 ) = exp(-E) (1.12)

ol kg est la constante de Boltzmann (la constante R des gaz parfaits divisée
par le nombre d’Avogadro), et nous avons introduit la notation usuelle 8 =
1/(kgT). Cependant la mécanique statistique classique n’est pas en fait une
théorie cohérente, et il faut parfois se livrer a des acrobaties pour obtenir des
résultats sensés, par exemple pour 'entropie d’un gaz parfait. La physique
quantique léve toutes ces difficultés.

4. En toute rigueur il faut ajouter une quatriéme branche & la physique
classique. En effet, la théorie relativiste de la gravitation n’est pas incluse
dans le cadre précédent : cette théorie est la relativité générale, qui est une
description géométrique, oit les forces de gravitation sont reliées & la courbure
de l'espace-temps.

Nous avons décrit dans (1.6)—(1.11) les lois fondamentales de la physique
classique, qui se résument donc & sept équations en tout et pour tout ! Le
lecteur pourra se demander ce que sont devenues les multiples autres lois qu’il
a rencontrées : loi d’Ohm, loi de Hooke, lois de la dynamique des fluides,
etc. Certaines de ces lois se déduisent directement des lois fondamentales :
ainsi la loi de Coulomb est une conséquence des équations de Maxwell et de
la force de Lorentz (1.11) pour des charges statiques, I’équation d’Euler pour
les fluides parfaits une conséquence de la loi fondamentale de la dynamique.
D’autres lois sont des lois!? phénoménologigues, qui n’ont pas une validité
universelle, contrairement aux lois fondamentales : par exemple certains
milieux n’obéissent pas a la loi d’Ohm, la relation entre I’induction Detle
champ électrique D = ¢E (pour un milieu isotrope) est en défaut quand
le champ électrique devient grand, ce qui donne lieu aux phénoménes de
loptique non-linéaire, la loi de Hooke n’est plus valable si la tension devient
trop importante, etc. La mécanique du solide, 1’élasticité ou la mécanique des

16. La probabilité p(E) est le produit de pg(E) (1.12) et d’un facteur D(E), la « densité
des niveaux d’énergie », qui en physique classique s’obtient par une intégration sur 'espace
de phase : voir note 21. Le calcul quantique de la densité de niveaux est décrit au § 9.6.2.

17. Bien souvent une loi phénoménologique n’est pas autre chose que le premier terme
d’un développement de Taylor !
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fluides découlent de (1.6) et de diverses lois phénoménologiques, comme la
loi qui relie en mécanique des fluides force, gradient de vitesse et viscosité. Il
importe de bien faire la distinction entre le petit nombre de lois fondamentales
et les multiples lois phénoménologiques que la physique classique utilise, faute
de mieux, pour décrire la matiére.

Bien que la physique classique soit d’une utilité indiscutable, elle n’en
présente pas moins une lacune de taille : alors que la physique se veut
une théorie de la matiére, la physique classique est complétement incapable
d’expliquer le comportement de la matiére étant donné ses constituants et les
forces entre ces constituants'®. Elle ne peut pas prédire Pexistence des atomes,
car on ne peut pas construire une échelle de longueur avec les constantes de
la physique classique : masses et charges du noyau et des électrons!®. Elle
n’explique pas pourquoi le Soleil brille, pourquoi la vapeur de sodium émet
une lumiére jaune, elle n’a rien a dire sur les propriétés chimiques des alcalins,
sur le fait que le cuivre conduit 1’électricité alors que le soufre est un isolant,
etc. Lorsque le physicien classique a besoin d’une propriété de la matiére,
une résistance électrique, une chaleur spécifique, il n’a pas d’autre choix que
de la mesurer expérimentalement. Au contraire la mécanique quantique a la
prétention d’expliquer le comportement de la matiére & partir des constituants
et des forces. Naturellement des prédictions précises a partir des premiers
principes ne sont possibles que pour les systémes les plus simples, comme
I’atome d’hydrogéne ou celui d’helium. La complexité des calculs ne permet
pas par exemple de prédire la structure cristalline de 'argent a partir des
données sur cet atome, mais étant donné cette structure, on saura expliquer
pourquoi ’argent est un conducteur, ce que la physique classique est incapable
de faire.

Il ne faudrait pas conclure de cette discussion que la physique classique ne
peut plus étre intéressante et novatrice. Bien au contraire, on a assisté au cours
de ces vingt derniéres années & un renouveau de la physique classique, avec
des idées nouvelles sur les systémes dynamiques chaotiques, les instabilités,
les formations de structures hors équilibre etc. Des problémes aussi familiers
que la turbulence ou le frottement restent largement ouverts et passionnants.

18. Cette affirmation mérite d’étre un peu nuancée. Il existe de bons modéles
microscopiques en physique classique : par exemple la théorie cinétique des gaz permet
un calcul fiable des coeflicients de transport (viscosité, conductibilité thermique) d’un gaz.
Mais ni P’existence des molécules qui composent le gaz, ni la valeur de la section efficace
nécessaire au calcul ne peuvent s’expliquer par la physique classique.

19. Si 'on ajoute la vitesse de la lumiére, on peut construire une échelle de longueur, le
rayon classique de l’électron

g2

= — ~28x10"%m
d7eg mec?

Te

qui est trop petit par 4 ordres de grandeur par rapport aux dimensions atomiques. On
peut aussi invoquer l'invariance d'échelle des équations classiques : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 1.
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Simplement il existe des problémes que par nature la physique classique ne
peut pas aborder.

La physique quantique prétend donc expliquer le comportement de la
matiére & partir des constituants et des forces, mais il y a un prix a payer : les
objets quantiques exhibent un comportement radicalement nouveau, qui défie
notre intuition fondée sur ’expérience du comportement d’objets classiques.
Cela dit, si 'on ne se préoccupe pas de cet aspect déroutant, la mécanique
quantique se révéle un outil remarquable, jamais mis en défaut jusqu’a
aujourd’hui, capable de couvrir des phénoménes allant de la physique des
quarks & la cosmologie en passant par toutes les échelles intermédiaires. La
plupart des technologies modernes n’auraient pas vu le jour sans la mécanique
quantique : toutes les technologies de l'information sont fondées sur notre
compréhension quantique des solides et en particulier des semi-conducteurs.
On peut prévoir que la miniaturisation des dispositifs électroniques rendra
la mécanique quantique de plus en plus omniprésente dans la technologie
moderne,.

La grande majorité des physiciens ne se préoccupent pas des propriétés
déroutantes de la mécanique quantique et s’en servent comme d’un outil sans
se poser de questions de principe. Cependant, les progrés théoriques et surtout
expérimentaux des ces vingt derniéres années ont permis de mieux cerner
certains aspects du comportement des objets quantiques : bien que tout soit
encore loin d’étre clair, nous verrons au chapitre 6 et dans Pappendice B que
nous sommes sans doute sur la voie d’une compréhension plus satisfaisante
de la mécanique quantique. Dans quelques années, on pourra peut-étre
trouver obsoléte I'affirmation de Feynman : « Je pense que ’on peut affirmer
aujourd’hui que personne ne comprend la mécanique quantique. ». Avant de
nous lancer dans ces développements récents, revenons quelques instants une
centaine d’années en arriére, aux débuts de la physique quantique.

1.3 Un peu d’histoire

1.3.1 Le rayonnement du corps noir

Un objet chaud comme un fer chauffé au rouge, ou le Soleil, émet un
rayonnement électromagnétique avec un spectre de fréquences qui dépend
de la température. La puissance émise u(w,T’) par unité de fréquence w et
de surface dépend de la température absolue T de I'objet. Un raisonnement
purement thermodynamique permet de montrer que si l’objet est parfaitement
absorbant, ce qui en fait un corps noir, alors u(w,T) est une fonction
universelle, indépendante de l'objet pour une température donnée. Une
trés bonne réalisation d’un corps noir pour la lumiére visible est une petite
ouverture dans une enceinte dont I'intérieur est peint en noir : un rayon
lumineux pénétrant dans l’enceinte n’a pratiquement aucune chance d’en



1. Introduction 15

F1G. 1.4 — Enceinte pour le rayonnement du corps noir.

ressortir, puisqu’a chaque réflexion il a une bonne probabilité d’étre absorbé
par la paroi intérieure de lenceinte (figure 1.4).

Supposons ’enceinte chauffée a la température T : les atomes de la paroi
émettent et absorbent du rayonnement électromagnétique, et il s’établit a
I’équilibre thermodynamique un systéme d’ondes stationnaires dans la cavité.
Si la cavité est un parallélépipéde de cotés Ly, L, et L., et si nous utilisons
des conditions aux limites périodiques, le champ électrique sera de la forme
Eyexpli(k-7—wt)], le vecteur d’onde k perpendiculaire & E, étant de la forme

- 27 2m 2n
k= (Enz, -I;ny, L—ZTLZ) (113)

ol (ng, ny, n,) sont des nombres entiers positifs ou négatifs et w = clk| = ck.
On montre que chaque onde stationnaire se comporte comme un oscillateur
harmon1que20 de frequence w dont ’énergie est proportionnelle au carré de

Pamplitude, et donc & EQ. D’apres la loi de Boltzmann (1.12), la probabilité
que cet oscillateur ait une énergie £ comprend un facteur exp(—E/kgT) =
exp(—BE). En fait, dans ce cas, la densité de niveaux D(E) (c¢f. note 16) est
une constante®!, et I’énergie moyenne de cet oscillateur est simplement

_ [dE Eexp(—pE)
(E) = 4B exp(—5E) ———1 (/dE exp( ﬁE))

9, 1_1
=—g5ing =5 ksl (1.14)

L’énergie moyenne de chaque onde stationnaire est kg7T. Comme le nombre
d’ondes stationnaires possibles est infini, I’énergie dans I’enceinte est infinie !

20. Ceci sera expliqué au § 11.3.3.
21. L’intégration sur l’espace de phase pour l'oscillateur harmonique classique & une
dimension donne en effet, pour une fonction arbitraire f(E) (exercice 1.6.2)

/dzdpé (E _P lmwzzz) fE)= 2 f(E)
2m 2 w

x et p étant la position et I'impulsion.
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On relie facilement u(w,T) & la densité d’énergie e(w,T) par unité de
fréquence dans Penceinte (exercice 1.6.2)

u(w,T) = - ew,T) (1.15)

et on est ramené au calcul de e(w,T), dont on déduit la densité d’énergie

e(T) :/ dwe(w,T) (1.16)
0
La thermodynamique permet de montrer la loi d’échelle

ew, T) =wiyp (%) (L.17)

ol la fonction ¢ est indépendante de la forme de I’enceinte, mais elle ne dit
rien sur la forme explicite de la fonction . Essayons de la déterminer a un
facteur multiplicatif prés par analyse dimensionnelle : a priori, e(w,T) ne
peut dépendre que de w, de ¢, de P’énergie disponible dans le probléme kgT
et d’une constante sans dimension 4 que I'analyse dimensionnelle ne permet
pas de fixer. La seule solution possible est (exercice 1.6.2)
kgT
e(w,T) = Ac™3(kpT)w? = w? [Ac-f5 <B—))} (1.18)
w
ce qui est bien de la forme (1.17). On retrouve le fait que la densité d’énergie
dans I'enceinte est infinie

o0 oo
e(T)= / dwe(w,T) = Ac_g(kBT)/ widw = +00
0 0

La mécanique statistique permet de calculer A (exercice 1.6.2), mais ne résout
en rien le probléme de lénergie infinie, et I'analyse dimensionnelle suggére
fortement que le rayonnement du corps noir ne peut s’expliquer que si 'on
accepte d’introduire une nouvelle constante physique.

Parmi toutes les hypothéses conduisant au résultat inacceptable d’une
énergie infinie, Planck remet en cause celle qui conduit au calcul (1.14) de
I’énergie moyenne d'un oscillateur??: au lieu de supposer que E peut prendre
toutes les valeurs possibles entre zéro et I'infini, il admet que cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes E,, qui sont des multiples entiers de la
fréquence w de V'oscillateur, avec un coefficient de proportionnalité &

E, = n(hw) n=012,... (1.19)

22. En réalité, Planck a appliqué son raisonnement & un « résonnateur » dont la nature
reste obscure. Considérer les vibrations du champ électromagnétique est plus simple et plus
direct, mais constitue une entorse & la vérité historique. Notre présentation « historique »,
tout comme celle de la plupart des manuels, tient plus du conte de fées (H. Kragh, Physics
World, déc. 2000) que de I'histoire réelle. De méme il ne semble pas que les physiciens de
la fin du dix-neuviéme siécle aient été préoccupés par le probléme de I’énergie infinie, ou
par 'absence d’une constante fondamentale.



1. Introduction 17

La constante fi est appelée constante de Planck ; plus exactement, c’est la
constante de Planck h divisée?? par 27 : A = h/(27). La constante de Planck
se mesure en J.s : elle a pour dimension ML?*7 ! et elle a pour valeur
numeérique

he1.054 x 10734 J s ou h~662x10"3]s

D’aprés la loi de Boltzmann, la probabilité normalisée d’observer une
énergie E, est

o -1
P(E,) = e Pnhv <Z e—ﬂ""w) = exp(—fBnhw)(1 — exp(—Bhw)) (1.20)

n=0

Pour obtenir (1.20), on remarque que la sommation sur n est celle d’une
série géométrique. Posant x = exp(—fhw) on calcule aisément la valeur
moyenne (E) de I’énergie d’un oscillateur

o0 d o}
EYy=(1- F))z” = (1 — D hwr— n
() = (=) 3 (hoa” = (1 = g 3o
d 1 hwzx hw
— - e L - - 1.21
(1-2) Tl-z 1-z exp(fhw) — 1 (1.21)
Cette formule permet de calculer la densité d’énergie (exercice 1.6.2)
3
((w,T) = d (1.22)

w2¢3 exp(Bhw) — 1

et donc u(w,T'), en parfait accord avec I’expérience si ’on fixe convenablement
la valeur de 7i, et avec le résultat (1.17) de la thermodynamique. On remarque
que 'approximation classique (1.18) est valable si kgT > hw, c’est-a-dire pour
les basses fréquences.

L’exemple le plus connu de rayonnement du corps noir est le rayonnement
fossile qui remplit I'Univers®*, ou rayonnement & 3 K. La distribution de
fréquence de ce rayonnement suit remarquablement la loi de Planck (1.22)
avec une température de 2.73 K ~ 3 K (figure 1.5), mais ce rayonnement
n’est plus a I’équilibre thermodynamique. Il s’est découplé des atomes environ
400000 ans aprés le big-bang, c’est-a-dire la naissance de I’Univers. Au
moment de ce découplage, le température était de 10* K environ. Ensuite
I’expansion de I'Univers a réduit cette valeur a la valeur actuelle de 3 K.

23. Nous utiliserons systématiquement % et non h, et par abus de langage nous
appellerons £ la constante de Planck ; la relation E = fw est bien sir équivalente 3 E = hy,
ou v est la fréquence ordinaire, mesurée en Hz, et w la fréquence angulaire, ou pulsation,
mesurée en rad.s~!: w = 27v. Comme nous utiliserons pratiquement toujours w et jamais v,
par abus de langage nous appellerons w la fréquence.

24. On trouvera un exposé remarquable du big-bang dans S. Weinberg, Les Trois
Premiéres Minutes de I'Univers, Editions du Seuil, Paris (1978).
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FIG. 1.5 — Le rayonnement du corps noir a 3 K. L’axe vertical donne l'intensité du
rayonnement en W.m ™ 2.sr . Hz"!. On observera I’accord remarquable avec la loi
de Planck pour T = 2.73 K. D’aprés J. Rich, Principes de la cosmologie, Editions
de Ecole Polytechnique, Palaiseau (2002).

1.3.2 L’effet photoélectrique

Le nombre entier n dans (1.19) posséde une interprétation physique
particuliérement importante : la raison pour laquelle I’énergie d’'une onde
stationnaire de fréquence w est un multiple entier nfiw de hw est que l'on y
trouve précisément n photons (ou particules de lumiére) d’énergie fuw. Clest
cette interprétation qui a conduit Einstein & introduire le concept de photon
pour expliquer I'effet photoélectrigue. Lorsqu’un métal est illuminé par un
rayonnement électromagnétique, des électrons sont arrachés au métal, avec un
effet de seuil qui dépend de la fréquence, et non de l'intensité. L’expérience
de Millikan (figure 1.6) confirme I'interpétation d’Einstein : les électrons sont
arrachés au métal avec une énergie cinétique E,

E.=hw—-W (1.23)
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/ | Vol

|
| W/lq.| w
(a) (b)

F1G. 1.6 — L’expérience de Millikan. (a) Schéma de 'expérience. (b) |Vo| en fonction
de w.

o W est le potentiel d’extraction. Aucun électron de charge g. n’atteint la
cathode si |g.V| > E.. Si Vy est le potentiel pour lequel le courant s’annule

Vol = 2L (1.24)
‘Qe‘ IQe‘

Porter |Vp| en fonction de w donne une droite de pente %/|q.|, et la valeur de /i
coincide avec celle du rayonnement du corps noir, ce qui confirme ’hypothése
d’Einstein?®: le rayonnement électromagnétique est composé de photons?S.
Le fait que la valeur de £ soit la méme que pour le corps noir montre bien que
P'on est en présence d’une nouvelle constante fondamentale.

1.4 Ondes et particules : interférences

1.4.1 Hypothése de de Broglie

Partons de la relation (1.19) E = hw pour n = 1 reliant I’énergie et la
fréquence d’un photon, aussi appelée relation de Planck-Finstein. Un photon

25. Encore une réécriture de Dhistoire ! Certains résultats qualitatifs sur leffet
photoélectrique avaient été obtenus par Lenard au début des années 1900, mais les mesures
précises de Millikan sont postérieures de 10 ans a ’hypothése d'Einstein, qui semble avoir été
motivé non par l'effet photoélectrique, mais par la similitude entre la loi de transformation
relativiste de la fréquence et celle de ’énergie. Voir G. Margaritondo, Physics World, avril
2001.

26. Toutefois 'argument n’est pas entiérement convaincant, car 'effet photoélectrique
peut s’expliquer dans le cadre d’une théorie semi-classique, o le champ électromagnétique
n’est pas quantifié et ou le concept de photon n’existe pas : ¢f. § 14.3.3. En revanche on
ne peut pas expliquer I'effet photoélectrique sans introduire A.
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posséde une impulsion
E  hw
p = —_—= —
¢ ¢
mais compte tenu de w = ck et de ce que 'impulsion et le vecteur d’onde sont
paralléles et de méme sens, on aboutit & la relation vectorielle suivante entre

impulsion et vecteur d’onde

7=hk (1.25)

Cette équation se traduit aussi par une relation (cette fois scalaire} entre
impulsion et longueur d’onde A

p=x (1.26)

L’hypothése de de Broglie est que les relations (1.25) et (1.26) sont valables
pour toutes les particules. Selon cette hypothése, une particule d’impulsion
posséde des propriétés ondulatoires caractéristiques d’une longueur d’onde
A = h/p. Si v < con utilisera § = mv, et sinon la formule générale (1.7),
sauf bien sfir pour m = 0, ot p = E/c. Si cette hypothése est correcte, on
doit pouvoir observer avec des particules des propriétés caractéristiques des
ondes, 4 savoir les interférences et la diffraction.

1.4.2 Diffraction et interférences avec des neutrons
froids

Depuis les années 1980, les techniques expérimentales modernes
permettent de vérifier les propriétés d’interférences et de diffraction de
particules dans des expériences dont le principe est simple et dont
Pinterprétation est directe. Ces expériences ont été réalisées avec des photons,
des électrons, des atomes, des molécules et des neutrons. Nous avons choisi,
un peu arbitrairement, d’exposer les expériences réalisées avec des neutrons,
qui nous ont semblé particuliérement élégantes et éclairantes. Les expériences
de diffraction de neutrons par des cristaux sont classiques depuis plus de
cinquante ans (exercice 1.6.4), mais 'idée est ici de réaliser des expériences
avec des dispositifs macroscopiques, des fentes visibles a 1’oeil nu, et non
d’utiliser un réseau dont la maille est de quelques A.

Les expériences ont été réalisées dans les années 1980 par un groupe
d’Innsbriick auprés du réacteur nucléaire de recherche de IInstitut Laue-
Langevin & Grenoble. Les neutrons de masse m,, sont produits par la fission
d’atomes d’uranium?3® dans le cceur du réacteur, et sont ensuite guidés vers
les expériences. En ordre de grandeur, leur énergie cinétique est kg7’, oll
T ~ 300K est la température ambiante : on appelle ces neutrons des neutrons
thermiques dont Iénergie cinétique ~ kT ~ 1/40eV pour T = 300K.
L’impulsion p = v/2m,kgT correspond a une vitesse v = p/m,, d’environ 1000
m.s~! et d’aprés (1.26) la longueur d’onde ¢y, vaut h/v2mpksT ~ 1.8 A. On
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F1G. 1.7 — Dispositif expérimental pour la diffraction et les interférences de
neutrons. S; et Sy : fentes collimatrices. S3 : fente d’entrée. Sy : fente objet.
S5 : position du compteur C. D’aprés A. Zeilinger et al., Rev. Med. Phys. 60, 1067
(1988).

augmente la longueur d’onde en faisant passer les neutrons dans des matériaux
4 basse température : par exemple si la température du matériau est 1 K, la
longueur d’onde passera & A = A;,v/300 =~ 31 A. De tels neutrons sont appelés
« neutrons froids ». Dans l'expérience du groupe d’Innsbriick, les neutrons
sont « refroidis » dans du deuterium?’ liquide & 25 K. En sélectionnant les
neutrons aprés leur passage dans le deuterium liquide, on obtient des neutrons
dont la longueur d’onde moyenne est de 20 A.

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 1.7. La détection
des neutrons se fait & l'aide de compteurs a fluorure de bore BFj, le bore
absorbant les neutrons suivant la réaction

VB +n - "Li+*He

avec une efficacité voisine de 100 %. Le compteur est déplacé suivant ’écran
en S5, et compte le nombre de neutrons arrivant dans le voisinage de Ss.

Dans I'expérience de diffraction, la fente Sy a une largeur @ = 93 um, ce
qui donne une dimension angulaire de la tache de diffraction de

0= é ~ 2 x 107% radian
a

et sur Pécran situé & D = 5m de la fente une dimension linéaire de ’ordre
de 100 pm. II est possible de faire un calcul précis de la figure de diffraction
en tenant compte par exemple de la dispersion des longueurs d’onde autour
de la longueur d’onde moyenne de 20 A. Le résultat théorique est en accord
remarquable avec 'expérience (figure 1.8).

27. Le deuterium est choisi de préférence & I'hydrogéne, qui a 'inconvénient d’absorber
les neutrons dans la réaction n + p — 2H + v ; c’est pourquoi dans un réacteur nucléaire
I'eau lourde est un meilleur modérateur que ’eau ordinaire.



22 Physique quantique

100 pm

position de la fente Sy

Fic. 1.8 - Diffraction de neutrons par une fente. D’aprés A. Zeilinger et al., Rev.
Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

Dans l'expérience d’interférences, deux fentes de 21 um ont leurs centres
espacés de d = 125 um. L’interfrange sur ’écran vaut
. AD

Les fentes sont visibles a P’oeil nu, et linterfrange est macroscopique. A
nouveau un calcul théorique prenant en compte les divers paramétres de
Pexpérience est en excellent accord avec la figure d’interférences expérimentale
(figure 1.9).

Il y a toutefois une différence cruciale par rapport & une expérience
d’interférences en optique : Ia figure d’interférences est construite a partir
d’impacts de neutrons isolés, et elle est reconstituée apres coup lorsque
lexpérience est terminée. En effet, on déplace le compteur le long de ’écran
(ou bien on dispose une batterie de compteurs identiques recouvrant I'écran),
et on enregistre les neutrons arrivant au voisinage de chaque point de I’écran
pendant des intervalles de temps identiques. Soit N(z)Az le nombre de
neutrons détectés par seconde dans lintervalle [z — Az/2,x + Az /2], x étant
labscisse d’un point sur 1'écran. L’intensité Z(x) peut étre définie comme
étant égale & N(z) et le nombre de neutrons arrivant au voisinage d’un point
de I’écran est proportionnel & intensité Z(x) de la figure d’interférences, avec
des fluctuations statistiques autour d'une valeur moyenne. Les impacts isolés
sont illustrés sur la figure 1.10 par une expérience faite non avec des neutrons,
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F1G. 1.9 — Expérience des fentes d"Young avec des neutrons. D’aprés A. Zeilinger
et al., Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

mais des atomes froids que I’on laisse tomber & travers des fentes d”Young : les
impacts des atomes tombant sur ’écran sont enregistrés pour donner I’aspect
de la figure 1.10.

atomes )
froids ® A 3.5 em ' b : '. 3
/Jllt(// /}/ B
85 cm o g

\l/
A&n de détectiny

F1G. 1.10 — Interférences avec des atomes froids. D’aprés Basdevant et
Dalibard [2001].

_
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1.4.3 Interprétation des expériences

Outre les neutrons et les atomes froids, les expériences de diffraction et
d’interférences ont été réalisées avec plusieurs autres types de particules :

e avec des photons, en réduisant 'intensité de telle sorte que les photons
arrivent un a un sur ’écran,

e avec des électrons,
e avec des molécules légéres (Nag),

o avec des fullerénes Cg (exercice 1.6.1),

et il y a tout lieu de penser que les résultats sont universels, indépendants
du type de particule : atomes, molécules, virus?®... Cependant ces résultats
expérimentaux incontournables souffrir d’une difficulté d’interprétation : dans
une expérience classique d’interférences de fentes d’Young réalisée avec des
ondes, I'onde incidente se divise en deux ondes qui se recombinent ensuite
et interférent, phénomeéne visible 4 'oeil nu pour des ondes & la surface de
I’eaun. Dans le cas des neutrons, chaque neutron arrive isolément ; I’intervalle
de temps entre deux neutrons successifs est tel que lorsqu’un neutron est
détecté sur ’écran, le neutron suivant est encore dans le réacteur, confiné
dans un atome d’uranium. Est-il envisageable que le neutron se scinde en deux
fractions de neutron, chaque fraction passant par une fente 7 Il est facile de
se convaincre que cette hypothése est absurde : un compteur détecte toujours
un neutron entier, jamais une fraction de neutron ! Il en est de méme si 'on
scinde & ’aide d’un miroir semi-transparent une onde lumineuse d’intensité
suffisamment réduite pour pouvoir détecter les photons individuellement ; les
photodétecteurs D et Dy détectent toujours un photon entier, jamais une
fraction de photon (figure 1.11). Le photon, comme le neutron, est insécable,
du moins dans le vide, car par interaction avec un milieu non-linéaire, un
photon peut se scinder en deux photons d’énergie plus faible : voir § 6.2.2.
II nous faut donc admettre qu’une particule quantique présente & la
fois un aspect ondulatoire et un aspect corpusculaire: c’est donc un objet
entiérement nouveau et étrange, du moins pour notre intuition formée par
la pratique d’objets macroscopiques. Comme 1’écrivent Lévy-Leblond et
Balibar, paraphrasant Feynman, « les objets quantiques sont complétement
cinglés », mais ils ajoutent « au moins le sont-ils tous de la méme facon ».
En effet photons, électrons, -neutrons, atomes, molécules... ont tous ce
méme comportement, & la fois ondulatoire et corpusculaire. Afin de mettre
en valeur cette unicité du comportement quantique, certains auteurs ont

28. Cependant 'observation d’effets ondulatoires est de plus en plus difficile quand les
objets deviennent plus gros, d’abord parce que les longueurs d’onde sont de plus en plus
courtes, mais aussi parce que les effets de la décohérence (§ 6.3.1) sont de plus en plus
importants lorsque la taille de 'objet augmente.
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F1G. 1.11 — Lame séparatrice et comptage de photons par des photodétecteurs Dy
et DQ.

proposé le néologisme « quanton » pour désigner un objet doté dun tel
comportement. Nous continuerons a utiliser « particule quantique », ou
simplement « particule », car les particules considérées dans ce livre auront un
comportement quantique, et nous préciserons « particule classique » si nous
voulons revenir & des petites boules de billard.

Si le neutron est insécable, peut-on savoir s’il est passé par une fente
plutot que 'autre ? Si une fente est fermée, on observe sur 1’écran la figure de
diffraction de l'autre fente et réciproquement. Si la situation expérimentale est
telle que 'on peut décider par quelle fente est passé le neutron, alors on doit
observer sur 1’écran la superposition des intensités des figures de diffraction
de chaque fente : en effet on peut diviser les neutrons en deux groupes, ceux
qui sont passés par la fente supérieure, et pour lesquels on aurait pu fermer
la fente inférieure sans rien changer au résultat, et ceux qui sont passés par
la fente inférieure. On n’observe une figure d’interférences que si le dispositif
expérimental est tel que I’on ne peut pas savoir, méme en principe, par quelle
fente est passé le neutron. En résumé

(i) Si le dispositif expérimental ne permet pas de savoir par quelle fente est .
passé le neutron, alors on observera des interférences.

(ii) Si le dispositif permet en principe de décider entre les deux fentes,
alors les interférences seront détruites, indépendamment du fait qu’'un
expérimentateur se donne ou non la peine de faire l'observation
nécessaire.

Une remarque fondamentale est que l'on ne peut pas savoir a priori en
quel point de l’écran va arriver un neutron donné. On peut seulement
affirmer que la probabilité d’arrivée sur ’écran est grande en un point de
maximum de la figure d’interférences, et petite en un point on la figure
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d’interférences présente un minimum. Plus précisément, la probabilité
d’arrivée en un point d’abscisse z est proportionnelle 4 Uintensité Z(z) de la
figure d’interférences en ce point. De méme, dans 'expérience de la figure 1.11,
chaque photomultiplicateur a une probabilité 1/2 d’étre déclenché par un
photon donné, mais il est impossible de savoir & 'avance lequel des deux le
sera.

Essayons de donner une formulation quantitative de la discussion
précédente. Tout d’abord, par analogie avec les ondes, nous introduirons une
fonction complexe de z, a1(x) (resp. as(x)), appelée amplitude de probabilité,
associée au passage par la fente supérieure (resp. inférieure) d’un neutron
arrivant en z sur I’écran. Le module au carré de 'amplitude de probabilité
donne lintensité : si la fente 2 est fermée Z;(z) = |a1(x)|? et inversement
Zo(z) = |aa(z)|? si la fente 1 est fermée. Dans le cas (i) on ajoute les
amplitudes avant de calculer 'intensité

I(z) o ar (2) + az(z)|? (1.27)
et dans le cas (ii) on ajoute les intensités
I(z) « a1 ()] + laz(2)[* = T1(z) + Zx(x) (1.28)

Comme ci-dessus, l'intensité peut étre définie comme le nombre de neutrons
arrivant par seconde et par unité de longueur sur ’écran. Pour tenir compte
du caractére probabiliste du point d’impact des neutrons, les amplitudes a;
et as ne seront pas des amplitudes ondulatoires, mesurant amplitude d’une
vibration, mais des amplitudes de probabilité, dont le module carré donnera
la. probabilité d’arriver au point z sur ’écran. La notion d’amplitude de
probabilité, propre a la physique quantique, sera développée et recevra un
habillage mathématique au chapitre 3.

Une formulation plus générale de (1.27) et (1.28) est alors la suivante :
supposons que partant d’un état initial ¢ on arrive & un état final f. Pour
obtenir la probabilité p,_, ; d’observer l’état final f, on doit additionner toutes
les amplitudes conduisant au résultat f en partant de 2

aiey =0, 0@, ot 0™

et p;_,r = |ai— #1%. 11 doit étre bien entendu que les états ¢ et f sont spécifiés
de facon unique par la donnée des paramétres qui définissent I'état initial
et Pétat final de I'ensemble du dispositif expérimental. Si par exemple nous
recherchons une information sur le passage du neutron & travers une fente,
cette information ne peut étre obtenue qu’en intégrant les fentes d’Young dans
un dispositif plus vaste, dont ’état final, qui dépendra d’autres parameétres
que le point d’impact du neutron, est susceptible de nous renseigner sur le
passage par une fente déterminée : I’état final de ensemble du dispositif ne
sera pas le méme selon que le neutron est passé par une fente ou par Pautre.
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En résumé, on doit sommer les amplitudes pour des états finaux?®

identiques, et les probabilités pour des états finaux différents, méme si ces
états finaux concernent d’autres paramétres physiques que ceux auxquels on
s’intéresse. Il suffit que ces paramétres soient accessibles en principe, méme
s’ils ne sont pas effectivement observés, pour que l'on doive considérer des
états finaux comme différents. Nous illustrerons ce point au paragraphe
suivant sur un exemple concret. Une facon imagée d’exprimer les propriétés
ci-dessus consiste a dire que des états finaux identiques définissent des chemins
indiscernables, et que 'on doit sommer les amplitudes correspondant & tous
les chemins indiscernables.

1.4.4 Inégalités de Heisenberg I

Revenons sur l’expérience de diffraction des neutrons pour en tirer
une relation fondamentale, appelée inégalité de Heisenberg, ou suivant une
terminologie courante mais ambigué, principe d’incertitude de Heisenberg. Si
la largeur de la fente est a, et si nous orientons ’axe des z dans le plan de
la fente perpendiculairement & celle-ci, la position du neutron suivant cet axe
immédiatement & la sortie de la fente est précise & Ax = a prés. Comme
la largeur angulaire de la tache de diffraction est ~ A/Ax, la composante
suivant « de impulsion du neutron est Ap, ~ (A/Az)p = h/Az, ou p est
Pimpulsion du neutron (on suppose p > Ap,). Nous avons donc la relation

Apy Ax ~ h (1.29)

Nous verrons au chapitre 9 une version plus précise de (1.29), ou Ap;, i =
z,y,z, et Azx;, z; = x,y, z, représenteront les écarts quadratiques moyens sur
des composantes identiques (i) de 'impulsion et de la position

Ap; Az; > %h (1.30)

En revanche, aucune inégalité ne relie des composantes différentes de
Pimpulsion et de la position : par exemple Ap, et Ay ne sont contraints par
aucune relation. On dit souvent, en interprétant I’expérience de diffraction,
que le passage du neutron dans une fente de largeur Az a permis de
mesurer sa position suivant x avec une précision Az, et que cette mesure a
perturbé son impulsion par une quantité Ap, ~ h/Ax. Nous verrons que les
inégalités (1.30) n’ont en fait rien & voir avec une mesure expérimentale de la
position ou de 'impulsion, mais proviennent de la description mathématique
d’une particule quantique par un train d’ondes. Nous reviendrons également
sur la signification des ces relations.

Nous allons maintenant utiliser (1.29) pour discuter la question de
I’'observation des trajectoires dans l'expérience d’interférences avec des
neutrons. Einstein avait proposé le dispositif de la figure 1.12 pour déterminer

29. La grammaire classique imposerait « états finals ». ..
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Fi1g. 1.12 — Une controverse Bohr-Einstein. Les fentes F} et F» sont les fentes
d’Young. La fente Fy est percée dans un écran mobile verticalement.

la trajectoire du neutron : passe-t-il par la fente supérieure ou inférieure ?
Quand le neutron franchit la premiére fente Fp, il donne par conservation
de Yimpulsion une impulsion vers le bas & l'écran Fy s'il franchit la fente
supérieure Fj et une impulsion vers le haut s’il franchit la fente inférieure Fj.
On peut donc déterminer par quelle fente est passé le neutron ! La réponse de
Bohr fut la suivante : si ’écran Ey regoit une impulsion Ap, que 'on mesure,
alors sa position est déterminée au mieux avec une précision de 'ordre de
h/Ap,. Cette imprécision dans la position de la source suffit a faire disparaitre
la figure d’interférences (exercice 1.6.3). Tous les dispositifs imaginés pour
déterminer la trajectoire du neutron sont, soit efficaces, mais dans ce cas
il n’y a pas d’interférences, soit inefficaces, et dans ce cas les interférences
persistent, mais on ne sait pas par quelle fente est passé le neutron. La figure
d’interférences se brouille au fur et & mesure que le dispositif devient de plus
en plus efficace.

La discussion précédente est en tout point correcte, mais elle masque le
point essentiel : ce n’est pas la perturbation causée a la trajectoire du neutron
par le choc sur le premier écran qui brouille les interférences®?. Ce qui est

30. La méme remarque vaut pour le dispositif imaginé par Feynman pour une expérience
de fentes d’Young avec des électrons (Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 1). Une source
de photons placée derriére les fentes permet en théorie d’observer le passage des électrons.
Lorsque 'on utilise des photons de courte longueur d’onde, les collisions électron-photon
permettent de discriminer entre les fentes, mais les collisions perturbent suffisamment les
trajectoires pour brouiller les interférences. Si on augmente la longeur d’onde, les chocs
sont moins violents, mais le pouvoir de résolution des photons diminue. Les interférences
réapparaissent quand ce pouvoir de résolution ne permet plus de distinguer entre les fentes.
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F1G. 1.13 — Etiquetage des trajectoires dans Pexpériences des fentes d’Young.
D’aprés B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111 (1991).

crucial est la possibilité d’étiqueter la trajectoire. On peut imaginer et méme
réaliser expérimentalement des dispositifs qui étiquettent les trajectoires sans
perturber en quoi que ce soit les degrés de liberté observés, et cet étiquetage
suffit & détruire les interférences. Nous allons décrire briévement un tel
dispositif, qui n’a pas encore été réalisé expérimentalement, mais qui ne
semble pas hors de portée de développements technologiques futurs. D’autres
dispositifs d’étiquetage sans perturbation qui ont été effectivement réalisés
sont discutés dans l'exercice 3.3.9, au § 6.2.2 et dans 'annexe B. Cependant
le principe de ces dispositifs repose sur des notions qui n’ont pas encore été
introduites, et nous revenons pour linstant i I'exemple familier des fentes
d’Young. Le dispositif proposé3! utilise des atomes, ce qui permet de jouer
sur leurs degrés de liberté internes sans affecter la trajectoire de leur centre
de masse. Avant leur passage i travers les fentes d’Young, les atomes sont
portés dans un état excité par un faisceau laser (figure 1.13). Devant chacune
des fentes d’Young se trouve une cavité supraconductrice micro-onde, décrite
plus en détail au § 6.3.1 et a Pannexe B. L’atome en passant dans la cavité
revient a son état fondamental en émettant avec une probabilité voisine de
100 % un photon qui reste confiné dans la cavité. La présence du photon
dans I'une ou Vautre des cavités permet d’étiqueter la trajectoire de l’atome,
ce qui détruit les interférences. La perturbation apportée a la trajectoire du
centre de masse de 'atome est totalement négligeable : il n’y a pratiquement
aucun transfert d’impulsion entre le photon et ’atome. Cependant les deux

31. Ce dispositif a été imaginé par B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111
(1991) et une version grand public en est donnée dans Pour la Science 208, 60 (1995).
Les atomes sont supposés se trouver dans des états de Rydberg (¢f. exercice 14.5.4.)
Une expérience voisine dans son principe mais dont le schéma est plus complexe a été
effectivement réalisée par S. Diirr, T. Nonn et G. Rempe, Nature 395, 33 (1998).
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états finaux : atome arrivant au point d’abscisse x sur ’écran et photon
dans la cavité 1, et atome arrivant au point = sur ’écran et photon dans la
cavité 2 sont différents. 1l faut donc prendre le module carré de chacune des
amplitudes correspondantes et ajouter les probabilités. On note qu’il n’est pas
nécessaire de détecter le photon, ce qui introduirait d’ailleurs une complication
expérimentale supplémentaire. Il suffit de savoir que I’atome émet un photon
de fagon quasi-certaine au cours de son passage dans la cavité. Comme nous
Pavons déja souligné, il n’est pas indispensable que I'observation de I’état final
soit effectivement réalisée et il suffit qu’elle soit possible en principe, méme si
les technologies d’aujourd’hui ou de demain sont incapables de permettre cette
observation. Nous reviendrons sur cette discussion au § B.1, en lui donnant
un cadre mathématique.

1.5 Niveaux d’énergie

Cette section a pour objectif de définir la notion de niveau d’énergie,
en rappelant d’abord la notion classique. En nous appuyant sur ’atome
de Bohr, nous pourrons passer simplement & la notion quantique, puis nous
examinerons les transitions radiatives entre niveaux.

1.5.1 Niveaux d’énergie en mécanique classique
et modéles classiques de ’atome

Considérons une particule classique se déplagant pour simplifier sur une
droite choisie comme axe des z, et dont P’énergie potentielle est U({x). En
mécanique quantique, on appelle en général U(x) le potentiel. 1l est bien connu
que 'énergie mécanique F, somme de 'énergie cinétique K et de 'énergie
potentielle U est une constante : E = K + U = cste. Supposons que I’énergie
potentielle a la forme de la figure 1.14, celle d’un “puits de potentiel » : elle
tend vers une méme constante pour x — Foo. Il sera commode de fixer le
zéro d’énergie de telle sorte que £ = 0 pour une particule d’énergie cinétique
nulle & Uinfini.

Deux situations sont possibles

(i) La particule posséde une énergie E > 0 ; alors, si elle part par exemple
de z = —o0, elle est d’abord accélérée puis freinée au passage du puits
de potentiel et elle rejoint x = +00 avec une vitesse finale égale a sa
vitesse initiale. On dit que la particule est dans un état de diffusion.

(ii) L’énergie est négative : Uy < E < 0. Alors la particule ne peut pas
sortir du puits : elle effectue des allers-retours dans le puits entre les
deux points z; et z3 qui vérifient F = U(z;2). Elle est confinée dans
une région finie de 'axe des z, 1 < z < x4, et se trouve dans un état
lié.
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F1G@. 1.15 — Barriére de potentiel.

Lorsque 1’énergie potentielle est positive3? (figure 1.15), on a affaire & une
« barriére de potentiel » : dans ce cas E > 0 et on observe seulement des
états de diffusion. Si E < Up la particule partant de £ = —oo est d’abord
freinée, puis elle repart en arriére au point xz1 qui vérifie U(zq) = F : elle
rebondit sur la barriére de potentiel. Si E > Uy, la particule franchit la
barriére de potentiel et rejoint © = +00 en retrouvant sa vitesse initiale.

En mécanique classique, 1’énergie d’un état lié peut prendre toutes les
valeurs possibles entre Uy et 0. En mécanique quantique, cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes. En revanche, comme en mécanique
classique, I’énergie d’un état de diffusion est arbitraire. Cependant on trouvera
(sections 9.3 et 9.4) des différences notables avec la mécanique classique. Par
exemple la particule peut franchir une barriére de potentiel méme si & < Uy :
c’est « l'effet tunnel ». Inversement elle peut repartir en arriére méme si
FE > Uy.

Appliquons ces considérations de mécanique classique aux atomes : le
premier modeéle d’atomes fut proposé par Thomson (figure 1.16a), qui le

32. Naturellement on peut envisager des situations plus complexes que celles de la figure
(par exemple des double-puits) ; nous nous contentons de décrire les cas les plus simples.
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F1G. 1.16 — Modeles d’atome : (a) Thomson : les électrons sont situés dans une
distribution de charge positive continue. (b) Rutherford : les électrons décrivent
des orbites autour du noyau.

représentait par une sphére uniformément chargée positivement, avec des
électrons en mouvement dans cette distribution de charge. Un résultat
élémentaire d’électromagnétisme montre que les électrons se trouvent dans
un potentiel harmonique, et leur niveau d’énergie fondamental (stable) est
celui ou ils sont immobiles au fond du puits de potentiel ; les états excités
correspondent 4 des vibrations autour de la position d’équilibre. Ce modéle
fut éliminé®3® par les expériences de Geiger et Marsden, qui montrérent que
la diffusion de particules a (noyaux d’*He) par des atomes était incompatible
avec ce modéle. Rutherford déduisit de ces expériences I’existence du noyau
atomique, de dimension inférieure & 10 fm, et proposa le modéle planétaire
de Uatome (figure 1.16b) : les électrons tournent autour du noyau, tout
comme les planétes tournent autour du Soleil, I'attraction gravitationnelle
étant remplacée par attraction coulombienne. Ce modéle présente deux
défauts majeurs, non indépendants : aucune échelle ne fixe les dimensions
de Patome et I'atome est instable, car les électrons sur orbite rayonnent et
finissent par tomber sur le noyau. Dans ce processus, un spectre continu de
fréquences est émis. Au contraire, les résultats expérimentaux de la fin du
XIX® siécle montraient que (figure 1.17)

o les fréquences du rayonnement émis ou absorbé par un atome sont
discrétes, elles s’expriment en fonction de deux indices entiers n et m et
peuvent s’écrire comme des différences : wpy, = A, — Ap;

33. Pourtant ce modéle fait encore le bonheur des physiciens atomistes. ..
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FI1G. 1.17 — Emission et absorption de rayonnement entre deux niveaux F, et Ey,.

e il existe une configuration fondamentale de 'atome ol celui-ci ne
rayonne pas.

Ces résultats suggéraient que 'atome émettait ou absorbait un photon en
passant d’un niveau a un autre, la fréquence wy,, du photon étant donné par
(En > Em)

hwnm = Ey — Em, . (1.31)

Les fréquences wy, sont appelées fréquences de Bohr. Suivant ces arguments,
seuls certains niveaux repérés par un indice discret peuvent exister : c’est la
quantification des niveaux d’énergie.

1.5.2 L’atome de Bohr

Pour expliquer cette quantification, Bohr plaque sur la mécanique classique
et 'atome de Rutherford une régle ad hoc de quantification. Nous utiliserons
une version légérement différente de I’argument original de Bohr. Considérant
pour simplifier I'atome d’hydrogéne et une orbite circulaire de rayon a pour
I’électron de masse m. et de charge g., nous postulerons que le périmétre de
lorbite 27a doit étre un multiple entier de la.longueur d’onde de de Broglie A

2ma = nA n=12,... (1.32)

Intuitivement, ceci peut s’expliquer, car cette condition revient a exiger que
la phase de 'onde de de Broglie revienne a sa valeur initiale aprés un tour
complet, et on forme ainsi une onde stationnaire. On déduit de (1.32) et (1.26)

h nh
2ta=n— =
p mev
D’aprés la loi de Newton
mev? q e doit o? = e?
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ol nous avons défini la quantité e = ¢2/(4nep). En éliminant la vitesse v
entre ces deux équations, on obtient le rayon de l'orbite
n2h?

= 1.33
o= (1.33)

Le cas n = 1 correspond a l'orbite de plus petit rayon, et ce rayon, appelé
rayon de Bohr, est noté ag

h2
ap=—5 =053 A (1.34)
€
L’énergie du niveau étiqueté par n est
e? e? meet R
En:-—me’uz———:——:——e—-:———oo-
2 a 2a 2n2h2 n?

Les niveaux d’énergie F, s’expriment en fonction de la constante de
Rydberg®* Ry

4
Me€
Ry = 577 ~13.6 eV (1.35)
sous la forme
Ry

Cette formule donne le spectre (des niveaux) de latome d’hydrogéne. Le
niveau fondamental correspond a4 n = 1 et ’énergie d’ionisation de ’atome
d’hydrogéne est R.,. Les photons émis par 'atome d’hydrogéne ont des
fréquences
Fiwnm = —Roo (% - #) n>m (1.37)
en parfait accord avec les données spectroscopiques sur ’hydrogéne. La
simplicité avec laquelle la théorie de Bohr permet de calculer le spectre de
Patome d’hydrogéne ne doit cependant pas masquer son caractére artificiel.
La généralisation par Sommerfeld de la théorie de Bohr consiste & postuler
la relation

/pi dg; = nh (1.38)

ol ¢; et p; sont les coordonnées et les moments conjugués au sens de la
mécanique classique et 7 un entier > 1. Cependant on sait aujourd’hui que les
conditions (1.38) ne sont valables que pour certains systémes trés particuliers
et pour n grand, sauf exception. La théorie de Bohr-Sommerfeld est incapable
de décrire les atomes & plusieurs électrons, ainsi que les états de diffusion. Le
succés de la théorie de Bohr pour 'atome d’hydrogéne est un hasard heureux !

34. La raison pour l'indice oo est la suivante : la théorie exposée ici suppose le proton
infiniment lourd. Tenir compte de la masse finie my du proton meodifie R en Roo(1/(1 +
me/mp)): cf. exercice 1.6.5.
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1.5.3 Ordres de grandeur en physique atomique

Les unités MKS, adaptées au monde a notre échelle, sont malcommodes en
physique atomique. A priori doivent intervenir les constantes fondamentales A
et ¢, ainsi que la masse m, de I’électron ; le proton peut étre considéré comme
infiniment lourd, ou mieux la masse de I’électron peut étre remplacée par la
masse réduite (cf. note 34). Rappelons la valeur de ces constantes, avec une
précision de ~ 103 qui nous suffira pour les applications numériques

h=1054x%x10"%]s
=3x10%ms!
me = 0.911 x 107 kg

A partir de ces constantes, on peut fabriquer des unités naturelles :

h
e Unité de longueur3® : =3.86x10"¥m
m

h
o Unité de temps : 7 = 1.29 x 107% s
MeC

o Unité d’énergie : m.c? = 5.11 x 10% eV

Ces unités sont déja plus proches que les unités MKS des ordres de grandeur
caractéristiques de la physique atomique, mais il manque encore quelques
ordres de grandeur. En fait, on doit faire intervenir une quantité mesurant
Iintensité de la force, la constante de couplage €2 = q2/(4meg). A partir
de A, c et €2, on forme une quantité sans dimension, la constante de structure
fine’® o

ae &G 1

= ~ 1.39
he  dmeghe 137 ( )

35. Appelée longueur d’onde Compton de ’électron.

36. Cette terminologie est utilisée pour des raisons historiques et préte a confusion ; il
vaudrait bien mieux utiliser « constante atomique ». « est la constante de couplage de
Pélectrodynamique ; « constante » est & mettre entre guillemets, car « n’est pas vraiment
une constante, en raison de propriétés subtiles de la théorie quantique des champs. Les
fluctuations quantiques du champ électron-positron ont un effet d’écran sur la charge : en
raison des paires (virtuelles) électron-positron, la charge d’une particule testée a grande
distance est plus petite que la méme charge testée i courte distance. D’aprés 'inégalité
de Heisenberg (1.30), courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie :
pour explorer & courte distance, il faut utiliser des particules de haute énergie. On peut
donc conclure que la constante de structure fine est une fonction croissante de 'énergie, et
de fait, si I'on se place a des échelles d’énergie de I’ordre de 1’énergie au repos du boson Z2,
mzc? =~ 90GeV, alors o ~ 1/129, au lieu de la valeur de basse énergie o ~ 1/137. La
procédure de renormalisation, qui élimine les infinis, permet de choisir une échelle d’énergie
{ou de distance) arbitraire pour définir o. En résumé, o dépend de D'échelle d’énergie
caractéristique du processus étudié, et aussi du détail de la procédure de renormalisation
(¢f. note 13). Cette dépendance en énergie de « est visible depuis quelques années dans les
expériences de précision de la physique des hautes énergies. Voir aussi 'exercice 14.5.3.
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Les relations entre unités atomiques et unités naturelles sont maintenant
faciles & obtenir ; pour le rayon de Bohr, unité de longueur naturelle de la
physique atomique, on obtient

K2 he h
a,o = ——— = — =
mee2 €2 mec

1 h
a Mec

~0.53 A (1.40)

Le Rydberg, unité naturelle d’énergie en physique atomique est relié
4 mec? par

1 mee* 1 [e2\° 1
Ry = == =) mec®==0a%*mn.c®~136eV 1.41
© T2 h? 2 (hc ¢ 2 ¢ (141)
La vitesse de I'électron sur 'orbite du niveau fondamental est v = ac = €% /A,
et la période de cette orbite, qui est 1'unité de temps atomique, vaut
_ 2mag 1 1 2r h

T = =27 — — = ~15x10"% s (1.42)
v a MeC OC 2 MeC?

Les équations (1.40—1.42) montrent qu’unités naturelles et unités atomiques
sont reliées par des puissances de o.

Comme dernier exemple, donnouns une estimation de la vie moyenne d’un
électron dans un état excité. Nous allons utiliser une image classique, en
admettant que cet électron tourne sur une orbite de rayon®’ a, image que
nous allons corriger en la complétant judicieusement le moment venu par des
considérations quantiques : c’est ce que 'on appelle un raisonnement semi-
classique. Un calcul d’électromagnétisme classique montre qu’un électron sur
une orbite circulaire parcourue avec une vitesse v = wa <« ¢ rayonne une
puissance

2 554 2 (e a?hwt Q(aw2
P—3c3eaw _S(iic = awh c) (1.43)

Clest ici qu’intervient le raisonnement quantique : ’atome émettra un photon
quand il aura accumulé une énergie ~ hw, ce qui va lui prendre un temps 7
qui sera précisément la vie moyenne de I'état excité

1 _ﬁ% ~ ow (%)2 (1.44)

T c

Mais nous avons vu que aw/c = v/c ~ a, et le rapport de la période T & la

vie moyenne 7 est
T 1
“n—~a?~1078 (1.45)
T TW

37. On peut aussi assimiler ’atome & un dipdéle oscillant de fréquence w, comme dans le
modele de Thomson. La seule différence est que le facteur 2/3 dans (1.43) devient 1/3, ce
qui est sans influence sur les ordres de grandeur.
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L’orbite est parcourue environ un million de fois avant I’émission d’un photon :
un état excité est donc bien défini. Pour I’état fondamental de Patome
d’hydrogéne dont ’énergie est ~ 10eV, nous avons vu que T ~ 1076 s ; pour
I’électron externe d’un alcalin avec une énergie ~ 1eV, nous avons plutdt
T ~ 107135, et 'ordre de grandeur de la vie moyenne d’un état excité est
~ 1077 —107%s. Par exemple le premier niveau excité du rubidium a une vie
moyenne de 2.7 x 10735,

Les raisonnements utilisés dans cette section ont le mérite de la simplicité,
mais ils ne sont pas satisfaisants. Ils consistent & plaquer arbitrairement une
contrainte quantique sur un raisonnement classique, au moment o celui-ci
devient intenable, et le lecteur pourra estimer a juste titre qu’il n’est pas
convaincu par ce type de raisonnement. Il est donc indispensable de passer
4 une théorie entiérement nouvelle, qui ne soit plus guidée par la physique
classique, mais qui développe son propre cadre de facon autonome, sans
référence & la physique classique.

1.6 Exercices

1.6.1 Ordres de grandeur

1. On se propose d’explorer des distances de l'ordre de la taille d’un atome,
soit 1 A, avec des photons, des neutrons ou des électrons. Quel sera en eV
lordre de grandeur de I’énergie de ces particules ?

2. Lorsque la longueur d’onde A d’une onde sonore est grande par rapport
au pas du réseau cristallin o1 se propage la vibration, la fréquence w de cette
onde sonore est linéaire dans le vecteur d’onde k& = 27/X : w = ¢k, ol ¢4
est la vitesse du son (c¢f. § 11.3.1). Dans le cas de Vacier ¢ ~ 5 x 103 m.s™ 1.
Quelle est I’énergie hw d’une onde sonore pour kK = 1nm~! ? La particule
analogue du photon pour les ondes sonores est appelée phonon : voir § 11.3.1,
et hw est I’énergie d’un phonon. Sachant qu’un phonon peut étre créé par
collision inélastique sur le cristal, doit-on utiliser des neutrons ou des photons
pour étudier les phonons ?

3. Dans une expérience d’interférences avec des fullerénes Cgo, qui sont
aujourd’hui les plus gros objets avec lesquels on a vérifé le comportement
ondulatoire3®, la vitesse moyenne des molécules est de 220 m.s~!. Quelle
est leur longueur d’onde de de Broglie 7 Comment se compare-t-elle aux
dimensions de la molécule 7

4. Une molécule diatomique est formée de deux atomes de masse M; et Moy;
elle a la forme d’une haltére. Les deux noyaux atomiques sont distants de
ro = bag, ot ag est le rayon de Bohr (1.34) et b un coefficient numérique ~ 1.

38. M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw et A. Zeilinger,
Nature 401, 680 (1999).
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On suppose que la molécule tourne autour de son centre d’inertie suivant un
axe perpendiculaire 4 la droite joignant les noyaux, appelée droite des noyaux.
Montrer que son moment d’inertie est I = urg ot p = M1 My /(M;+M>) est la
masse réduite. On suppose que son moment angulaire est . Quelle est alors
la vitesse angulaire de rotation et quelle est I’énergie €,o4 correspondante ?
Montrer que cette énergie est proportionnelle & (m./p) Ry o0l M, est la masse
de 'électron et Ry, = m.e*/(2h?) = €2/(2a0).

5. La molécule peut aussi vibrer le long de la droite des noyaux autour
de sa position d’équilibre r = rg, la force de rappel étant de la forme
—K(r —19), avec K13 = cRy oli ¢ est un coefficient numérique ~ 1. Quelles
sont la fréquence de vibration w, et ’énergie Aw, correspondante 7 Montrer
que cette énergie est proportionnelle & /me/p Roo. Exemple : la molécule
de HCI1?®, o1 les valeurs expérimentales sont ryp = 1.27 A, Erot = 1.3 x 10736V,
hw, = 0.36eV. Calculer les valeurs numériques de b et ¢. Quelle serait la
longueur d’onde d’un photon ayant 1’énergie &4, fw,, 7 Dans quels domaines
se trouvent ces longueurs d’onde ?

6. L’absence d’une théorie quantique de la gravitation oblige & limiter
toute théorie & des énergies plus petites que Ep, I'énergie de Planck. Par
un argument dimensionnel, construire Ep en fonction de la constante de
gravitation G (1.5), % et ¢ et donner sa valeur numérique. Quelle est la
longueur correspondante, ou longueur de Planck Ip 7

1.6.2 Le corps noir

1. Démontrer 'équation (note 21)

2
1 2
/dxdp5 E- P2 _ —quwe?) f(B) = L (E)
2m 2 w

2. On se propose de relier la densité d’énergie par unité de fréquence e(w,T)
& la puissance émise u(w,T) : équation (1.15). On cousidére une enceinte
portée A la température T' (figure 1.4). Soit &(k,T)d*k la densité d’énergie
dans d°k autour de &, qui ne dépend que de k = |k|. Montrer que

. c

G(k, T) = m‘é e(w, T)
Le vecteur de Poynting pour une onde s’é¢chappant de l'enceinte avec un
vecteur d’onde k est cé(k,T)k. Montrer que le flux du vecteur de Poynting &
travers une ouverture d’aire S est

@:lcS/ e(w, T)dw
4 Jo

et en déduire (1.15).
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3. Montrer par analyse dimensionnelle qu’en physique classique on doit avoir
pour la densité d’énergie du corps noir

€(T) = A(kgT)c™® /00 w? dw

ou A est un coeflicient numeérique.

4. Chaque mode k du champ électromagnétique dans l’enceinte est un
oscillateur harmonique. En mécanique statistique classique, ’énergie d’un
tel mode est 2kpT (pourquoi ce facteur 2 ?). Montrer que la densité d’énergie
dans ’enceinte est

1 _ o0
e(T) = = (kT)c 3/0 w?dw

et en déduire A.

5. Démontrer (1.22) et vérifier que ’on retrouve 1’expression classique pour
hw <« kT, c’est-a-dire pour une température suffisamment grande a w fixé.
Ceci est un résultat trés général : 'approximation classique est valable 4 haute
température.

1.6.3 Inégalités de Heisenberg

Dans V'expérience théorique de la figure 1.12, quel doit é&tre 1'ordre de
grandeur de la composante Ap, de 'impulsion communiquée & 1’écran si 'on
veut pouvoir distinguer entre le passage par la fente F; et la fente Fy 7
Que peut-on en déduire pour la position de la fente Fy 7 Montrer que les
interférences sont détruites si 'on peut distinguer entre Iy et F5.

1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal

La diffraction des neutrons est une des principales techniques d’analyse
de la structure des cristaux. On considére pour simplifier un cristal
bidimensionnel composé d’atomes identiques, les vecteurs d’onde étant situés
dans le plan du cristal®®. Les atomes du cristal se trouvent aux points du
réseau (figure 1.18)

m=nat+mby n=01..N-1; m=01...M—-1
Les neutrons interagissent avec les noyaux des atomes?® par une interaction
de type nucléaire. On appelle f(6) 'amplitude de probabilité pour qu’un
neutron d’impulsion kk soit diffusé dans la direction &’ par un atome situé

a lorigine des coordonnées, 8 étant 'angle entre k et k’. Comme I'énergie

39. On peut aussi envisager une diffusion 3D par un cristal 2D : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 5, ce qui donne un modéle pour la diffraction par la surface d’un cristal.

40. Il existe aussi une interaction entre le moment magnétique du neutron et le
magnétisme de I’atome, qui joue un réle trés important pour I’étude du magnétisme, mais
qui ne nous concerne pas dans ce probléme.
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F1G. 1.18 — Diffraction de neutrons par un cristal.

des neutrons est trés faible, ~ 0.01eV, f(f) est indépendant de 6 (§ 12.2.4) :
f(8) = f. La collision entre le neutron et le noyau atomique est élastique et
I'état du cristal est inchangé dans la collision : il est impossible de savoir quel
atome a diffusé un neutron.

1. Montrer que amplitude de diffusion par un atome situé au point 7; est
fi= fei(EflE')-Fi _ fe_iq,a-

avec §= kK — k.

2. Montrer que 'amplitude de diffusion fi,: par le cristal est de la forme

frot = fF(aqz, be)

la fonction F(ag,.,bg,) étant donnée par

F(agq, bgy) = exp (~i—~—aq”(N - 1)) exp (—i—bqy(M - 1))

5 2
it |

3. Montrer que pour N, M >> 1 la probabilité de diffusion est proportionnelle
a (NM)? lorsque ¢ a pour composantes

27N, 2mn
— _ y

qz = 2 qQy = b

les nombres n, et n, étant des nombres entiers : lorsque les composantes de ¢
sont de cette forme, on dit que ¢ appartient au réseau réciproque du réseau
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cristallin. On obtient des maxima de diffraction si § est un vecteur du réseau
réciproque. Quelle est la largeur du pic de diffraction autour d’un maximum ?
En déduire que Pintensité dans le pic est proportionnelle & N M.

4. On doit tenir compte du caractére élastique de la diffusion. Montrer que
la condition de diffusion élastique est

2% -G+q>=0

Un vecteur du réseau réciproque ne donnera un maximum de diffraction que si
cette condition est vérifiée. Pour une longueur d’onde fixée, cette condition ne
pourra étre satisfaite que si ’angle d’incidence prend des valeurs particuliéres,
appelées angles de Bragg 8. Une étude simple est possible si n, = 0. Montrer
que dans ce cas un angle d’incidence g donne lieu & diffraction pour

)

7 n=1,2-

sinfg =
Dans le cas général, il est commode de donner une interprétation géométrique
de la condition de Bragg : Pextrémité du vecteur k étant située sur un point du
réseau réciproque, on trace un cercle de rayon k. Si ce cercle passe par un autre
point du réseau réciproque, alors on obtiendra un maximum de diffraction.
En général un faisceau de neutrons incident sur un cristal ne donnera pas
de pic de diffraction. Il faut choisir convenablement Pangle d’incidence et/ou
la longueur d’onde. Pourquoi ce phénoméne ne se produit-il pas pour la
diffraction par un réseau a une dimension 7 Que se passerait-il s’il y avait
seulement la premiére rangée verticale d’atomes sur la droite y =0 ?

5. On suppose maintenant que le cristal est formé de deux types d’atomes.
Le motif élémentaire, ou maille du cristal, est formé de la fagon suivante :
deux atomes de type 1 sont situés respectivement en

ﬁ1=0 et Fl'za:f:erﬁ

et deux atomes de type 2 en

—

s=at et T =by

i

La maille se répéte avec une périodicité 2a dans la direction x et 2b dans la
direction y. Soit f1 (f2) Pamplitude de diffusion d’'un neutron par un atome
de type 1 (2) situé a ’origine des coordonnées ; on pourra prendre f; et fo
réels. Si NM est le nombre de mailles, montrer que 'amplitude de diffusion
par le cristal est proportionnelle & F(2aq.,2bg,). Déterminer le facteur de
proportionnalité en fonction de f; et f. Montrer que si g, et g, correspondent
4 un maximum de diffraction, ce facteur de proportionnalité vaut

AL+ ED™] 4 f (1) + (-1)™]

Discuter le résultat en fonction de la parité de n; et de n,,.
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6. Les atomes 1 et 2 forment un alliage?!: 3 basse température les atomes
sont dans la configuration de la question 5, mais au-dessus d’une certaine
température chaque atome a une probabilité de 50 % d’occuper un site
quelconque et tous les sites sont équivalents. Comment va évoluer la figure
de diffraction ?

1.6.5 Atomes hydrogénoides

Calculer en fonction de R, le niveau d’énergie fondamental de 'atome
d’hydrogéne ordinaire, de atome de deuterium et de I’atome d’helium une fois
ionisé en tenant compte de ce que la masse des nucléons est finie. Suggestion :
quelles sont les masses réduites ?

1.6.6 Interférométre de Mach-Zehnder

Dans un interférométre de Mach-Zehnder (figure 1.19), le faisceau
lumineux arrive sur un premier séparateur de faisceau. Les deux faisceaux
ainsi obtenus sont ensuite réfléchis par deux miroirs et recombinés par un
second séparateur de faisceau. I’intensité lumineuse incidente est réduite au
point o1 les photons arrivent un 4 un : plus précisément, le temps qui sépare
deux photons successifs est trés grand par rapport au temps de résolution des
photodétecteurs Dy et Do. Si un photon arrive sur un séparateur de faisceau
avec une amplitude de probabilité ag, il sera transmis avec une amplitude tag
et réfléchi avec une amplitude rag, ou £ et r sont des nombres complexes

t= |t|ei°‘ r= |r|ei[i

et |t|f = |r| = 1/V2. On peut introduire sur le bras supérieur de
Pinterférométre un déphasage § 4 l'aide d’une lame a faces paralléles

tag

T
g

FiG. 1.19 — Interféromeétre de Mach-Zehnder.

41. Un exemple du phénoméne décrit dans cette question est donné par le bronze, pour
une proportion de 50 % de cuivre et de 50 % de zinc.
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d’épaisseur variable. En I’absence de la lame, § = d9 # 0 car les deux bras
de I'interférométre ne sont jamais exactement égaux. On appelle p; et p; les
probabilités de détection d’'un photon par D; et Ds.

1. Calculer p; et p, en fonction de «, 3 et §. Qu’observe-t-on en faisant
varier § 7

2. Quelle relation doit-on avoir entre p, et py ? En déduire

™
a—ﬁzg:i:mr n entier

1.6.7 Interférométre a neutrons et gravité

Un interférométre a neutrons est réalisé de la facon suivante (figure 1.20) :
le faisceau incident supposé monochromatique (c’est-a-dire de longueur d’onde
fixée) arrive sur un premier cristal en A, I'angle d’incidence et la longueur
d’onde étant choisies de telle sorte que ’on obtienne un pic de diffraction (voir
exercice 1.6.4, question 4) : Pangle d’incidence est un angle de Bragg 0p.
Une partie du faisceau est transmise dans le faisceau I avec une amplitude
‘de probabilité ¢ et I'autre partie est réfractée dans le faisceau II avec une
amplitude de probabilité r. Ces amplitudes vérifient [t|2 + |r|> = 1. Les
faisceaux I et II arrivent sur un second cristal respectivement en B et en D et
les parties réfractées de I et I sont recombinées par un troisiéme cristal en C.
Les neutrons sont détectés par deux compteurs D et Dg. Sur le trajet II les
neutrons subissent un déphasage x qui peut avoir diverses origines (différence
de longueur entre les trajets, gravité, passage dans un champ magnétique
etc.), et Pobjectif de 'interférométrie neutronique est précisément de mesurer
ce déphasage.

F1G. 1.20 — Interférométre & neutrons.
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1. Montrer que 'amplitude de probabilité a; pour qu’un neutron arrive
sur D; est

ay = ag(eX trr 4 rrt)
et que la probabilité de détection par D; est
p1 = 2laol*[t[*[r|*(1 + cos x) = A(1 + cos x)
ap étant Pamplitude incidente sur le premier cristal.

2. Quelles sont 'amplitude as d’arrivée d’un neutron sur le détecteur D2 en
fonction de r, t et ag et la probabilité p, correspondante ? Pourquoi doit-on
avoir p; + pp = const. 7 En déduire

py =B — Acosy
Quelle est I'expression de B en fonction de t, r et ag 7 Posant
t = |t|le'™ r=|rle*

montrer que

a—ﬂzg:tmr n=20,12,...

3. On tient compte de la gravité : comment varie en fonction de altitude
z le vecteur d’onde k£ = 27/\ d’'un neutron lorsqu’il est placé dans un
champ de pesanteur, ’accélération de la pesanteur étant ¢ 7 Comparer
les valeurs numériques de 1’énergie cinétique du neutron et de son énergie
gravitationnelle*? m, gz (m, est la masse du neutron) et en déduire une
approximation pour k. Le plan ABDC étant initialement horizontal, on fait
tourner autour de AB ce plan qui devient vertical. Montrer que cette rotation
induit une différence de phase entre les deux trajets

m2gS  2mmZgSA

A= T T he

ou S est 'aire du losange ABDC.

4. Si le plan ABDC fait un angle variable 6 avec la verticale, discuter
qualitativement la variation de la probabilité de détection des neutrons en
fonction de . Données numériques® : A =1.44A, S =10.1 cm?.

42. L’énergie étant définie & une constante additive prés, on fixe par convention le zéro
d’énergie de la fagon suivante : un neutron de vitesse nulle et d’altitude z = 0 a une énergie
nulle.

43. R. Colella, A. Overhauser et S. Werner, Phys. Rev. Lett. 34, 1472 (1975).
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1.6.8 Diffusion cohérente et diffusion incohérente
de neutrons par un cristal

On se propose d’étudier la diffusion de neutrons par un cristal formé de
deux types de noyaux. Un site donné du cristal est occupé par un noyau de
type 1 avec une probabilité p; ou par un noyau de type 2 avec une probabilité
p2 = 1 — p;. Le nombre total de noyaux est AV, et il y a donc pi N noyaux de
type 1 et poN noyaux de type 2 dans le cristal. Ausite¢,7=1,---,N, on
associe un nombre a; qui prend la valeur 1 si le site est occupé par un noyau de
type 1 et 0 8'il est occupé par un noyau de type 2. L’ensemble {«;} des a;, avec
Y, = p1N, définit une configuration du cristal. L’amplitude de diffusion
d’un neutron par le cristal dans la configuration {«;} est (¢f. Vexercice 1.6.4)

N
feot = Z (aifi + (1 — aq) fa) o107

i=1
ol fi (f2) est 'amplitude de diffusion d’un neutron par un noyau de type 1 (2).

1. On note (e) la moyenne sur toutes les configurations possibles du cristal,
en supposant que les occupations des sites ne sont pas corrélées (par exemple
l'occupation d’un site par un noyau de type 1 ne doit pas augmenter la
probabilité qu'un site voisin soit aussi occupé par un noyau de type 1).
Démontrer les identités

(i) = pT + p1p26i; (i(1 = a;)) = pip2(1 — &i5)

2. Déduire de ces identités la moyenne sur les configurations de | ftot|2

([ fuot]?) = (prfr +p2f2)* YT £ Npipa(fr — fo)?
0,7
Le premier terme décrit la diffusion cohérente et donne lieu & des pics

de diffraction. Le deuxiéme est proportionnel au nombre de sites et est
indépendant des angles : ce terme correspond & la diffusion incohérente.

1.7 Bibliographie

On trouve une introduction élémentaire & la physique quantique dans le
livre de V. Scarani, Initiation & la physique quantique, Vuibert (2003). 11
est également recommandé de lire les chapitres introductifs 1 4 3 de Feynman
et al. [1965], volume 111, et 1 & 5 de Wichman [1974]. On pourra aussi consulter
les chapitres 1 & 3 de Lévy-Leblond et Balibar [1984]. Pour une introduction
pédagogique et actualisée & la physique des particules élémentaires, voir
D. Perkins, An Introduction to High Energy Physics, 4° édition, Cambridge
University Press, Cambridge (2000) ; voir aussi 'article grand public de M.
Jacob, « Le modéle standard de la physique des particules », Pour la Science,
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p. 58, octobre 2002. On trouvera une étude détaillée du rayonnement du
corps noir par exemple dans Diu et al. [1990], chapitre 4 ou Le Bellac
et Mortessagne [2001], chapitre 4. Les expériences d’interférences et de
diffraction de neutrons froids ont été réalisées par A. Zeilinger, R. Gahler,
C. Shull, W. Treimer et W. Mampe, Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988), et les
expériences d’interférences avec des atomes froids par F. Shimizu, K. Shimizu
et H. Takuma, Phys. Rev. A46, R17 (1992). Pour la diffraction des neutrons
par un cristal, on pourra se reporter & Kittel [1970], chapitre 2. Un livre
récent sur l'interférométrie neutronique est celui de H. Rauch et S. Werner,
Neutron Interferometry, Clarendon Press, Oxford (2000).



Chapitre 2

Mathématiques de la mécanique
quantique I : dimension finie

E PRINCIPE DE SUPERPOSITION est un principe fondateur de la mécanique
L quantique ; nous nous sommes appuyés sur ce principe pour rendre
compte de l'expérience des fentes d’Young. La mécanique quantique est
une théorie linéaire, il est naturel que les espaces vectoriels y jouent
un role fondamental. Nous verrons qu’un état physique est représenté
mathématiquement par un vecteur dans un espace dont nous allons préciser
les caractéristiques, et qui sera appelé espace des états. Un second
principe fondateur, également déduit de 'expérience des fentes d’Young, est
I’existence d’amplitudes de probabilité. Ces amplitudes de probabilité seront
représentées mathématiquement par des produits scalaires définis sur Pespace
des états. En physique des ondes, I'utilisation des nombres complexes est une
commodité, mais en mécanique quantique les amplitudes de probabilité sont
fondamentalement des nombres complexes : le produit scalaire sera a priori un
nombre complexe. Les grandeurs physiques : impulsion, position, énergie. ..
seront représentées par des opérateurs agissant dans ’espace des états. Dans
ce chapitre, nous introduisons les propriétés essentielles des espaces de Hilbert,
c’est-d-dire les espaces vectoriels munis d’un.produit scalaire défini positif, en
nous limitant au cas de la dimension finie. Cette restriction devra étre levée
ultérieurement, car l’espace des états est en général de dimension infinie.
La théorie mathématique des espaces de Hilbert de dimension infinie est
beaucoup plus complexe que celle des espaces de dimension finie, et nous
renvoyons leur étude au chapitre 7. Le lecteur familier des espaces vectoriels
de dimension finie et des opérateurs dans ces espaces peut passer directement
au chapitre 3 aprés un survol des notations.
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2.1 Espaces de Hilbert de dimension finie

Soit ‘H un espace vectoriel de dimension N sur le corps des complexes.
Nous noterons |¢), |x),... les éléments de H. Si A, y,... sont des nombres
complexes, et si o) et |x) € H la linéarité implique que Ajp) = |Ap) € H et
que (l¢) +Alx)) € H.

L’espace H est muni d’un produit scalaire défini positif, ce qui en fait un
espace de Hilbert. Le produit scalaire!’ de deux vecteurs |p) et |x) sera noté
{x|¥); il est linéaire par rapport a |¢)

(Xl(p1 + Ap2)) = (xle1) + Mxlw2) (2.1)
et vérifie la propriété de conjugaison complexe

(xle) = {pIx)* (2.2)

ce qui implique que {y|y) est un nombre réel. De {2.1) et (2.2) on déduit que
le produit scalaire (x|p) est antilinéaire par rapport & |x)

(O + Axa)lo) = (xale) + A" (xale) (2.3)
Enfin le produit scalaire est défini positif
(plp) =0+=|p) =0 (2.4)

Il sera commode de choisir dans H une base orthonormée de N vecteurs

{11),12),-, In),..., IN)}
(njm) = dpm (2.5)

Tout vecteur |¢) peut se décomposer sur cette base avec des coeflicients ¢,
qui sont les composantes de |¢) dans cette base

N
le) = enln) (2:6)

Prenant le produit scalaire de (2.6) avec le vecteur de base |m), on trouve
pour ¢,

cm = {ml) (2.7)

Si un vecteur |x) se décompose sur cette méme base suivant |x) = Y d,|n),
alors le produit scalaire (x|¢) s’écrit, en utilisant (2.5)

N
xle) = Z dy, cp{min) = z:d,*1 Cn (2.8)
n=1

n,m=1

1. Il pourra nous arriver d’utiliser la notation des mathématiciens (x, ) = {(x|¢) pour
le produit scalaire. Toutefois il faut prendre garde que pour les mathématiciens le produit
scalaire (x, @) est linéaire par rapport & x !
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La norme de |¢), notée |||, est définie & partir du produit scalaire

N
lell? = (@le) = leal* > 0 (2.9)

Une propriété importante du produit scalaire est 'inégalité de Schwarz

[xlo)” < (e {ele) = Xl llll® (2.10)

L’égalité est vraie si et seulement si |p) et |x) sont proportionnels: |x) = Alp).

Démonstration®. Le théoréme est vérifi¢ si (x|¢) = 0, nous pouvons donc

supposer que (x|¢) # 0 = @) # 0 et |x) # 0. D’aprés la propriété (2.9) de la
norme

{2 = 201 = ) = llell* = A (xlo) — Melx) + [AP|IxIIP >0

Choisissant
5= |l N 2
{elx) (x|
o obtient lli 4l
2 2
Il = 2llel]* + o >0

d’ott (2.10) suit immédiatement. L’égalité ne peut avoir lieu d’aprés (2.4) que
st |¢) = Alx) et réciproquement.

2.2 Opérateurs linéaires sur ‘H

2.2.1 Opérateurs linéaires, hermitiques, unitaires
Un opérateur linéaire A fait correspondre au vecteur |p) un vecteur |Ay)
vérifiant la propriété de linéarité
|A(p + Ax)) = [Ap) + A Ax) (2.11)

Dans une base déterminée, cet opérateur est représenté par une matrice?

d’éléments A,.,. En effet grace & la linérarité et en utilisant la
décomposition (2.6)

N
|Ap) = 3" cal An)

2. Cette démonstration se transpose immédiatement au cas ol 'espace est de dimension
infinie.

3. On notera que par abus de langage les physiciens confondent souvent ’opérateur et
sa matrice représentative dans une base donnée.
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on obtient les composantes d,, de |Ap) =), dm|m)

N
dm = (m]Ap) = ch m|An) = ZAmncn (2.12)

L’élément de matrice A,,, est donc
Amn = (m]An) (2.13)
L’opérateur hermitique conjugué (ou adjoint) At de A est défini par

(x|AT¢) = (Axle) = (p|Ax)* (2.14)

pour tout couple de vecteurs |p), |x). On montre facilement que Af
est bien un opérateur linéaire. Ses éléments de matrice dans la base
{11),12},...,|n),...,|N)} sont obtenus en prenant pour |} et |x) les vecteurs
de base et (A'),,, vérifie

(AN)mn = An (2.15)

Le conjugué hermitique du produit AB de deux opérateurs est BfAf; en effet
{(xI(AB)'¢) = (ABx|p) = (Bx|ATp) = (x|B'ATp)

Un opérateur vérifiant A = A est appelé hermitique, ou auto-adjoint. Les
deux termes sont équivalents pour les espaces de dimension finie, mais non
dans le cas de la dimension infinie.

Un opérateur tel que UU' = UU = I, ou de facon équivalente U1 =
Ut, est appelé opérateur unitaire : dans toute la suite du livre, I désignera
l'opérateur identité de ’espace de Hilbert. Dans un espace de dimension finie,
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur I/ soit unitaire est
qu'il conserve la norme

Ul = llell* ou (UplUg) = (plp) Yo eH (2.16)

Démonstration. Calculons la norme carrée de |U{¢ + Ax)), qui par hypothése
est égale & la norme carrée de |p + Ax)

{0+ Axle + Ax) = (ele) + 1A {xIx) + 2Re (Mp|x))

tandis que
(U + M) (0 + Ax)) = UplUg) + A ({Ux|Ux) + 2Re (M Uep|Ux))

En retranchant la seconde des équations ci-dessus de la premiére

Re (A{plx)) = Re (MU¢|Ux))
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et en choisissant A = 1 puis A =i on déduit
UelUx) = (elx) = UWU =1

Dans un espace vectoriel de dimension finie, P’existence d'un inverse & gauche
entraine celle d’un inverse a droite, et on a également UU' = I. Un opérateur
qui conserve la norme est une isométrie. Dans un espace de dimension finie,
une isométrie est un opérateur unitaire.

Les opérateurs unitaires effectuent les changements de base orthonormée
dans H. Soit |[n') = |Un), alors

(m'|n') = (Um|Un) = (m|n) = dpmn = dmns

et ensemble des vecteurs {|n’)} forme une base orthonormée. Il faut prendre
garde au fait que les composantes ¢, d’un vecteur se transforment & P'aide de
Ut (ou U™Y)

ch = (W]} = (Unlg) = (nlUT¢) Z Ul mem (2.17)
Notons également la loi de transformation des éléments de matrice

N
A, = (m'|An') = (Um|AUn) = (m|UTAUR) = > Ul AuUn  (2.18)
k,l=1

2.2.2 Projecteurs et notation de Dirac

Enfin nous ferons usage intensif des projecteurs. Soit H; un sous-espace de
H et Ha le sous-espace orthogonal. Tout vecteur |p) se décompose de fagon
unique en un vecteur |p;) appartenant & H; et un vecteur |@g) appartenant
a Mo
lo) =le1) + lw2), 1) € Hi, |p2) € Ha, (p1lp2) =0

On définit le projecteur P; sur Hy par son action sur un vecteur arbitraire |)

[Prg) = le1) (2.19)

P est manifestement un opérateur linéaire, et c’est aussi un opérateur
hermitique car si la décomposition de |x) en vecteurs appartenant a H; et
Ha est [x) = [x1) + [x2), alors

XlIPre) = (xler) = (xaler)
(xIPlo) = (Pixle) = (xale) = (xaler)

On remarque également que

|Pio) = [Pro1) = 1) = P =Py
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Inversement, tout opérateur linéaire qui vérifie 791[ P1 = P1 est un projecteur.

Démonstration. On observe d’abord que Pf = P4, et ensuite que les vecteurs
de la forme |P;p) forment un sous-espace vectoriel H; de H. Si l'on écrit

(o) = [P1p) + (1) — [P10)) = |Prep) + [i02)

alors |ps) est orthogonal & tout vecteur |Pyy)
{p = ProlPrx) = (P1yp — Piolx) =0

On a bien décomposé |¢) en [P1y) et un vecteur du sous-espace orthogonal
a H;.

La propriété PZ = P; montre que les valeurs propres d’un projecteur sont
0 oul, et TrP; est égal a la dimension de ’espace de projection, comme on
le voit aisément en écrivant P; dans une base ou il est diagonal. De plus on
vérifiera dans P’exercice 2.4.6 les propriétés suivantes :

e Si Py et Pj sont des projecteurs sur H; et H} respectivement, P;P] est
un projecteur si et seulement si PyP{ = P;Py. PP} projette alors sur
'intersection Hy N Hj.

e P; + P} est un projecteur si et seulement si P;P] = 0. Dans ce cas
H1 et ‘H) sont orthogonaux et P; + P; projette sur la somme directe
Hy @ Hj.

e Si Py P} = PiP1, alors P; +P{ — Py P{ projette sur 'union H; UH}. La
seconde propriété est un cas particulier de celle-ci.

Notation de Dirac. Au lieu d’écrire | Ap), nous écrirons désormais A|y) suivant
une notation introduite par Dirac*. Le produit scalaire {x|Ay) s’écrira en
notation de Dirac {x|A4|p). Les vecteurs |@) de H sont appelés « kets », et les
vecteurs {x| de l’espace dual « bras ». Le bra associé au ket |Ap) est A*{p|;
en effet

(Aelx) = A elx)

Dans (x|Alg), A agit a droite sur ) = (x|Alp) = (xI(4l¢}), et non (Ax|).
Comme (A|p))T = (p|Al, il n’y a pas d’ambiguité si A est hermitique. La
notation de Dirac permet d’écrire trés simplement les projecteurs. Soit ¢} un
vecteur normalisé & l'unité : {p|¢) = 1. La décomposition de |x) suivant |p)
et un vecteur |x 1) orthogonal a |} est

X) = @) el) + (1) — leXelx)) = le){elx) +Ix1) = Polx) + Ixa)

4. Cette notation est commode et trés largement utilisée, mais elle n’est pas exempte
d’ambiguités. Elle est par exemple a éviter lorsque 'on traite du renversement du sens du
temps.
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On peut donc écrire®

Py = le) (¢l (2.20)

Si une base orthonormée du sous-espace H; est composée des vecteurs
{11),...,|M)}, M < N, alors P, s’écrit

M
=" Inyn (221)
n=1
Si M = N on obtient la. décomposition de I’opérateur identité
N
I=Y"|n)n| (2.22)
n=1

Cette relation est appelée relation de fermeture. Elle est souvent trés
commode dans les calculs. Par exemple elle redonne simplement la loi de
multiplication des matrices

2

N
(AB)um = (n|ABJm) = (n|AIBlm) = " (n|A[l){I|Bim) = > AnBim
=1 =

Donnons enfin une définition importante. La trace d’'un opérateur est la
somme de ses éléments diagonaux

N
TrA=) Ann (2.23)

Il est facile de montrer (exercice 2.4.2) que la trace est invariante dans un
changement de base et que

Tr AB = Tr BA (2.24)

2.3 Décomposition spectrale
des opérateurs hermitiques

2.3.1 Diagonalisation d’un opérateur hermitique

Soit A un opérateur linéaire ; §'il existe un vecteur |p) et un nombre
complexe a tels que

Alp) = alp) (2.25)

5. 8i [lll2 # 1, alors Py = ) {el/II¢l|2.
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alors |¢) est appelé vecteur propre et a valeur propre de A. On obtient les
valeurs propres en résolvant ’équation en a

det(A —al) =0 (2.26)

Les vecteurs propres et valeurs propres des opérateurs hermitiques ont des
propriétés remarquables.

Théoréme. Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles et
les vecteurs propres correspondant & deux valeurs propres différentes sont
orthogonaux. B

La démonstration est simple : il suffit de considérer le produit scalaire
(p|Alp), ou |p) vérifie (2.25)

(lAle) = (plap) = allp||?
= (Aplp) = (aplp) = a*|lo|]?

ce qui entraine @ = a*; d’autre part si Alg) = alp) et Alx) = blx), alors

(x|Ap) = al{x|p) = (Axlp) = b{x|p)

d’ou {x|¢} = 0 si @ # b. Une conséquence immédiate de ce résultat est que
les vecteurs propres d’un opérateur hermitique normalisés & ’unité forment
une base orthonormée de H si les valeurs propres sont toutes distinctes, c’est-
a-dire si les racines de 'équation (2.26) sont toutes distinctes. Cependant il
peut arriver que I’'une {ou plusieurs) des racines de (2.26) soit racine multiple.
Soit. @y, une telle racine : la valeur propre a,, est alors dite dégénérée. Méme
dans ce cas, il est possible de former avec les vecteurs propres de A une
base orthonormée de H. En effet on dispose du théoréme suivant, que nous
énoncons sans démonstration.

Théoréme. Si un opérateur A est hermitique, il est toujours possible de
trouver une matrice unitaire U (non unique) telle que U~1AU soit une
matrice diagonale, dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres qui
apparaissent sur la diagonale un nombre de fois égal a leur dégénérescence

a1 0 0 ... 0
0 ay 0 ...
UTTAU=| g 0 43 0 (2.27)
0
0 ...... 0 ayn [}

Soit, a,, une valeur propre dégénérée, et soit G(n) sa multiplicité dans (2.26) ;
on dit aussi que a, est G(n) fois dégénérée. Il existe alors G(n) vecteurs
propres indépendants correspondant & cette valeur propre. Ces G(n) vecteurs
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propres sous-tendent un sous-espace vectoriel de dimension G(n), appelé sous-
espace de la valeur propre a,, oit 'on peut trouver une base orthonormée (non
unique) |n,7), r=1,...,G(n)

Aln,r) = anln,r) (2.28)
Le projecteur P,, sur ce sous-espace vectoriel s'écrit d’aprés (2.21)

G(n)

Po=_ In,r)n,r] (2.29)

r=1

La somme des P,, donne l'opérateur identité, puisque I’ensemble des vecteurs
|n, ) forme une base de H, et on obtient la relation de fermeture (2.22)

G(n)
ZP" = Z Z ]n,r)(n,r| =1 (230)

n

Soit |¢) un vecteur quelconque de H
Alp) = ZAPn|<P> = Zanpn|90>

puisque P, |p) appartient au sous-espace de la valeur propre a,; on peut donc
faire I'identification suivante pour A

G(n)

A= Zan’Pn = Z Z In,mYan{n,r| (2.31)
n n r=1

Cette relation fondamentale est appelée décomposition spectrale de A.
Réciproquement un opérateur de la forme ) an,Pp est hermitique si a, = a;,
et de valeurs propres a, si PpPm = 6nmPhn.

2.3.2 Diagonalisation d’une matrice 2 X 2 hermitique

Nous aurons souvent l'occasion de diagonaliser des matrices 2 x 2
hermitiques. La forme la plus générale d’une telle matrice dans une base

{11), 12)}

est
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ol a et a’ sont des nombres réels, b étant a priori complexe. Cependant
nous verrons qu’en mécanique quantique il est toujours possible de redéfinir
la phase des vecteurs de base

1) — 1) = e'|1) 12) = [2') = e¥2)
Dans cette nouvelle base, 'élément de matrice A}, de Uopérateur A est
o = (1]A4]2) = '@~ (1]4]2) = &P~ 4, = PN}

Si b = |b| exp(id), il suffit de prendre (@ — 8) = § pour éliminer la phase de b,
qui peut donc &tre choisi réel. Le cas le plus simple est celui out @ = @’

A= (‘Z 2) (2.32)

Dans ce cas, on vérifie immédiatement que les deux vecteurs |x4) et [x—)

=) =2 () (2:53)

sont vecteurs propres de A avec les valeurs propres (a + b) et {a — b)
respectivement. Ce résultat trés simple a une origine intéressante : soit Up
I'opérateur unitaire qui effectue une permutation des vecteurs de base |1)

et |2)
01
10

L’opérateur Up est de carré unité : U2 = I, et ses valeurs propres sont donc
+1. Les vecteurs propres correspondants sont |x+) et y.}. Mais on peut

écrire A sous la forme
A=al +bUp

ce qui montre que A et Up commutent : AUp = UpA et, comme on le verra
a la sous-section suivante, on peut alors trouver une base formée de vecteurs
propres communs 4 A et Up. La diagonalisation de A est simple parce que
A commute avec une opération de symétrie, propriété que nous utiliserons
souvent par la suite.

Dans le cas général a # a, la propriété de symétrie n’est plus valable et
la diagonalisation n’est pas aussi simple. Il est commode d’écrire A sous la
forme

a—c sinf — cos8

A:<az—c b >=aI+ e (cos@ sin 6 ) (2.34)
ol ’angle @ est défini par

c= vVb%+c2 cosb
b= b%2+c?sind
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On notera que tanf = b/c, et qu’il faut prendre garde & choisir la bonne
détermination de #. On vérifie alors que les vecteurs propres sont

cos6/2 —sin/2
= V= 2.35
ber) <Sin6/2) Ix-) ( cos0/2 ) (2.35)
correspondant aux valeurs propres a++/b2 + ¢2 et a—+/b? + c? respectivement.
On retrouve le cas précédent si ¢ = 0, ce qui correspond & 8 = +7/2.

2.3.3 Ensemble complet d’opérateurs compatibles

Par définition, deux opérateurs A et B commutent si AB = BA, et dans
ce cas leur commutateur [A, B] défini par

[A,B]= AB - BA (2.36)

est nul. Soit deux opérateurs hermitiques A et B qui commutent. On montre
alors le théoréme suivant.

Théoréme. Soit A et B deux opérateurs hermitiques tels que [A, B] = 0. On
peut alors trouver une base de H formée de vecteurs propres communs 4 A
et B. 1

Démonstration. Soit a,, les valeurs propres de A et |n,r) une base de H formée
avec les vecteurs propres correspondants. Multiplions les deux membres
de (2.28) par B et exploitons la commutation

BA|na 7') = A(B]n,r)) = an(Bln”r»

ce qui implique que le vecteur Bln,r) appartient au sous-espace de la valeur
propre a,. Sia, est non dégénérée, ce sous-espace est de dimension un, B|n, r)
est nécessairement proportionnel a |n, r) qui est donc également vecteur propre
de B. Si a, est dégénérée, nous pouvons seulement déduire que B|n,r) est
nécessairement orthogonal a tout vecteur propre |m, s) de A, avecm # n

{m, s|Bln,r) = 5nt§:}>

ce qui veut dire que dans la base |n,r) la matrice représentative de B est
diagonale par blocs

BM o 0
B=| 0o B@ o
0 0 B®

Chaque bloc B*) peut étre diagonalisé séparément par un changement de base
affectant seulement chacun des sous-espaces, sans toucher a la diagonalisation
de A puisqu’a l'intérieur de chaque sous-espace A est représenté par une
matrice diagonale.
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Réciproquement, supposons que l'on ait trouvé une base |(n,p)r) de H
formée de vecteurs propres communs 4 A et B

A|(’I’L,p)7‘> = a"l(n7p)r> B|(n,p)r) = bp|(’l’l,p)1">

1l est alors évident que
[A’ B]|(n,p)r> =0

et comme les vecteurs |(n,p)r) forment une base, [A, B] = 0. Si [A4, B] =0, il
est possible que la donnée des valeurs propres a, et b, suffise & spécifier les
vecteurs de base de fagon unique, 4 une constante multiplicative de module
un prés ; il existe un vecteur |(n,p)} et un seul tel que

Al(n,p)) = an|(n,p)) B|(n,p)) = bp|(n, p)) (2.37)

On dira alors que A et B forment un ensemble complet d’opérateurs
compatibles. S’il y a encore indétermination, c’est-a-dire s’il existe plusieurs
vecteurs linéairement indépendants satisfaisant (2.36), il pourra arriver que la
donnée des valeurs propres d’un troisiéme opérateur C' commutant avec A et B
léve 'indétermination. Un ensemble d’opérateurs hermitiques Ai,..., A
commutant deux & deux et dont les valeurs propres définissent sans ambiguité
les vecteurs d’une base de H est appelé : ensemble complet d’opérateurs
compatibles (ou ensemble complet d’opérateurs qui commutent).

2.3.4 Opérateurs unitaires et opérateurs hermitiques

Les propriétés des opérateurs unitaires Ut = U~! sont intimement liées a
celles des opérateurs hermitiques, et en particulier ils peuvent toujours étre
diagonalisés. Le théoréme de base pour les opérateurs unitaires s’énonce
comine suit.

Théoréme. (a) Les valeurs propres o, d’un opérateur unitaire sont de module
unité : a, = exp(ian), a, réel. (b) Les vecteurs propres correspondant & deux
valeurs propres différentes sont orthogonaux. (¢) La décomposition spectrale
d’un opérateur unitaire s’écrit en fonction de projecteurs P, sous la forme

U= aPn=) P, avec Y Pp=1 N (2.38)
n n n
La démonstration de (a) et (b) est triviale. Pour obtenir (c) on écrit

1
U= (U+UT)+15(U—UT)=A+iB (2.39)

N =

Les opérateurs A et B sont hermitiques et [A, B] = 0 ; (2.39) généralise aux
opérateurs unitaires la décomposition en partie réelle et partie imaginaire d’un
nombre complexe, les opérateurs hermitiques jouant le réle des nombres réels.
On peut diagonaliser simultanément A et B, et les vecteurs propres communs
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a A et B sont aussi vecteurs propres de U les valeurs propres de A et B sont
cos o, et sin oy, respectivement. L’opérateur C

C= Zan’Pn

est un opérateur hermitique et U = exp(iC). Inversement soit A =3 an Py
un opérateur hermitique. L’opérateur

U= Zeiaanpn — eiaA (240)

est manifestement un opérateur unitaire. Cette écriture généralise aux
opérateurs unitaires la représentation exp(ia) d’un nombre complexe de
module un.

2.3.5 Fonctions d’un opérateur

En écrivant (2.40), nous avons introduit ’exponentielle d’un opérateur.
Plus généralement il est utile de savoir construire une fonction f(A) d’un
opérateur. Cette construction est immédiate si opérateur A peut étre
diagonalisé : A = XDX ™!, ot D est une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont d,,. Supposons la fonction f définie par un développement de
Taylor convergent dans un certain domaine du plan complexe |z| < R

o

f(z)= Z cp2?

p=0

L’opérateur f(A) sera donné par

f(4) = icpfl” = ichD”X‘1 =X [i chp] x-! (2.41)
p=0

p=0 p=0

L’expression entre crochets n’est autre qu'une matrice diagonale d’éléments
f(d,) bien définie si |d,,| < R quel que soit n. En général on pourra trouver un
prolongement analytique pour f{A) méme si certaines valeurs propres d,, sont
en dehors du rayon de convergence du développement de Taylor, de méme que
l’on prolonge analytiquement

> 1
;szl—z

en dehors du rayon de convergence |z| < 1 pour toute valeur de z différente
de un. Un cas particuliérement important est celui de ’exponentielle d’un
opérateur

X AP
expA =) A (2.42)
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Le rayon de convergence de ce développement étant infini, 'argument ci-
dessus implique que exp A est bien défini par le développement (2.42) si A est
diagonalisable (en fait il n’est pas difficile de montrer que le développement
est convergent dans tous les cas). Il faut prendre garde au fait qu’en général

expAexpB #expBexpA

une condition suffisante (mais non nécessaire !) pour 'égalité étant que A
et B commutent (exercice 3.3.6).

En résumé, étant donné un opérateur hermitique A dont la décomposition
spectrale est donnée par (2.31), il est immédiat de définir toute fonction
de A par

FA) =) fan)Pn (2.43)

par exemple son exponentielle exp A, son logarithme In A ou sa résolvante

R(z,A)

el*d = "elomn p, (2.44)
A=Y (Ina,)Pn (2.45)
1
— _ oAyl
Rz, A) = (z2I - A" =) o P (2.46)

n

La résolvante R(z, A) n’est bien str définie que si z # a,, quel que soit n, et
le logarithme si aucune des valeurs propres a, n’est nulle.

2.4 FExercices

2.4.1 Produit scalaire et norme
Soit une norme ||p|| dérivant d’un produit scalaire: ||| = (¢, ¢).
1. Montrer que cette norme vérifie 'inégalité triangulaire
[Ix + sl < {Ixll + [l
ainsi que
[l = flseli] < lix + el
2. Vérifier également

lx + el + llx = @l = 2(IxI* + [lel*)

Quelle est I'interprétation de cette égalité dans le plan réel R? 7 Inversement
si une norme vérifie cette propriété dans un espace vectoriel réel, montrer que

(b +#ll* =[x = ol?)

=

(‘p7X) = (XaSO) =
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définit un produit scalaire. Ce produit scalaire doit vérifier

6@ +92) = O p1) + (X5 02) (6 A9) = Alxs )

Dans le cas d’un espace vectoriel complexe, montrer que
1 . . .
069) =7 (Ix+ ¢l = lix = ll®) =i (Ix + el = Ix = iell?)

2.4.2 Commutateurs et traces

1. Montrer que
[A, BC] = B[A,C]|+ [A, B]C (2.47)

2. La trace d’un opérateur est la somme des éléments diagonaux de sa matrice
représentative dans une base donnée

TrA=) A (2.48)

Montrer que
Tr AB = Tr BA (2.49)

et en déduire que la trace est invariante dans un changement de base A —
A’ = SAS~!. La trace d’un opérateur est (heureusement !) indépendante de
la base.

3. Montrer que la trace est invariante par permutation circulaire

Tr ABC = Tr BCA = TrCAB (2.50)

2.4.3 Déterminant et trace

1. Soit une matrice A(¢) dépendant d’un paramétre ¢ vérifiant

dA(t)
T A(t)B
Montrer que A(t) = A(0) exp(Bt). Quelle est la solution de
dA(¢)
—= = BA(t)?
i )

2. Montrer que
det et x dete*? = det et 1t2)

En déduire
dete? = T4

ou de fagon équivalente
det B =™ "B (2.51)

Suggestion : obtenir une équation différentielle pour la fonction g(t) =
det[exp(At)]. Les résultats sont évidents si A est diagonalisable.
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2.4.4 Projecteur dans R?

Soit dans l'espace réel & trois dimensions R® deux vecteurs i; et @
linéairement indépendants, mais non nécessairement orthogonaux et de norme
quelconque, et P le projecteur sur le plan défini par ces deux vecteurs. Montrer
que Paction de P sur un vecteur V sécrit

., 1
PV =Y CiNV - )i, (2.52)
6,7=1
oul la matrice 2 x 2 Cy; = 4; - 1.
2. Généralisation: soit p vecteurs linéairement indépendants ,...,d,

dans RV, p < N. Ecrire le projecteur sur l'espace vectoriel engendré par
ces p vecteurs.

2.4.5 Théoréme de la projection

Soit H; un sous-espace vectoriel de H et |p) € H. Montrer qu'il existe
alors un élément unique |p1) de H; tel que la norme ||¢1 — || soit minimale :
[lg1 — || est la distance de |¢) & H;. Déterminer |py).

2.4.6 Propriétés des projecteurs

1. Si P; et P sont des projecteurs sur Hy et H} respectivement, PP}
est un projecteur si et seulement si P;P{ = P;P1. P1P] projette alors sur
intersection Hq1 NHj.

2. P1 + Pj est un projecteur si et seulement si P;P; = 0. Dans ce cas H;
et Hj sont orthogonaux et P; + P} projette sur la somme directe H; ¢ H].

3. Si P1P; = P{Py, alors P; + P; — P1P; projette sur 'union Hy UH]. La
propriété 2. est un cas particulier de ce résultat.

4. Soit un opérateur Q tel que Q1Q soit un projecteur
Qla="p
Montrer que Q1 est aussi un projecteur. Suggestion: montrer que

Qo) =0< Plp) =0

2.4.7 Intégrale gaussienne

Soit A une matrice réelle N x N symétrique et strictement positive
{cf. exercice 2.4.10). Montrer que I'intégrale multiple

N
1
I(b) = /gdml exp 75 Zﬂ?jAjka'k +bj1‘j

ik
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vaut
(2m)N/? 1 _1
_ = 3 b4 2.
I(b) — exp | 5 2 b A bi (2.53)

Suggestion: écrire
Za:jAjkzk =zT Az = (x| A|x)
ik

oil z est un vecteur colonne et z7 un vecteur ligne et effectuer le changement
de variables
o =x—A"'b

Ces intégrales gaussiennes sont fondamentales en théorie des probabilités et
interviennent dans nombre de problémes de physique.
2.4.8 Commutateurs et valeur propre dégénérée.

Soit trois matrices N x N A, B et C qui vérifient
[A,B]=0 [A,C]=0 [B,C]#0

Montrer qu’au moins une valeur propre de A est dégénérée.

2.4.9 Matrices normales

Une matrice C est dite normale si elle commute avec la matrice hermitique
conjuguée
cic =cct
En écrivant
1 1
C= §(C+OT)+15(O—CT):A+iB
i

montrer que C' est diagonalisable.

2.4.10 Matrices positives

Une matrice A est dite positive, si quel que soit le vecteur |¢} # 0, la
valeur moyenne est réelle et positive : {p|A|¢) > 0. Elle dite strictement
positive si {(p|A|p) > 0.

1. Montrer que toute matrice positive est hermitique et qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit positive est que ses valeurs
propres soient toutes > 0.

2. Montrer que dans un espace de Hilbert réel, ot une matrice hermitique est
symétrique (A = A7), une matrice positive n’est pas en général symétrique.
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2.4.11 Identités opératorielles
1. Soit 'opérateur f(t) fonction du parameétre ¢
f(t) =etBe 4

ol les opérateurs A et B sont représentés par des matrices N x N. Montrer que

df d&’f
a - [A’f(t)] a?g_ - [A7 [Aa f(t)]]7 etc.
En déduire
e Be A =B+ % [4,B] + ;—2, [A,[A,B]] + ... (2.54)

2. On suppose que A et B commutent tous deux avec leur commutateur
[A, B]. Ecrire une équation différentielle pour opérateur

g(t) — eAt eBt

et en déduire

eATB = e B 3 [4.5] (2.55)

Attention | Cette identité n’est pas généralement valable. Elle n’est garantie
que si [A,[A,B]] = [B,][A,B]] = 0. Montrer également avec les mémes
hypothéses

e ef = ef oA o4l (2.56)

2.4.12 Diviseur de faisceau

On considére un diviseur (ou séparateur) de faisceau (miroir semi-
transparent pour une onde lumineuse, cristal suivant une incidence de Bragg
pour un neutron, etc.) supposé sans absorption. Des ondes arrivent avec la
méme incidence du c6té gauche et du coté droit du séparateur de faisceau avec
des amplitudes respectives Ag et Ap: figure 2.1. Les amplitudes sortantes
B¢ et Bp, provenant & la fois de la réflexion et de la transmission, sont reliées
linéairement aux amplitudes entrantes par®

Bp\ _,(Ap , _fab
(BG> -k (AG> ={ca
1. Montrer que R’ est unitaire et en déduire det R’ = exp(if).

2. Comme on s’intéresse a des expériences oil U'on fait interférer les ondes
sortantes, un facteur de phase global n’a pas de conséquences physiques et
on peut remplacer R’ par R = exp(—i8/2)R’ avec det R = —1. On suppose

6. A. Zeilinger, Am. Journ. Phys. 49, 882 (1981).
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Be Bp

F1G. 2.1 — Diviseur de faisceau.

qu'il n’y aucune absorption par le diviseur de faisceau. En déduire la forme
générale de R

R:<;t;*> Ir? 4+ [t2 = 1

3. En déduire que R peut s’écrire

r= (s e )

Soit dp la différence de phase entre 'onde réfléchie et 'onde transmise pour
une onde provenant de la droite (Ap = 1,4Ag = 0), et dg cette méme
différence de phase pour une onde provenant de la gauche (Ap =0, Ag = 1).
Montrer que

Sp+dg=7mx2nm n=0,1,2,...

Ce résultat généralise celui obtenu avec I'interférométre de Mach-Zehnder de
Pexercice 1.6.5, au cas ou le diviseur de faisceau n’est pas symétrique. S'il est
symétrique, dp = dg = 7/2. Quelle est la forme de R dans le cas symétrique ?
Retrouver les résultats de 'exercice 1.6.5 et montrer que par un choix adéquat
des phases on peut écrire dans le cas symétrique

e () m e

La matrice H est appelée matrice de Hadamard et elle est utilisée de fagon
intensive en calcul quantique.
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2.5 Bibliographie

Le résultats sur les espaces vectoriels de dimension finie et les opérateurs
se trouvent dans tout cours d’algébre linéaire niveau DEUG. Comme
complément, on pourra consulter Isham [1995], chapitres 2 et 3, ou Nielsen
et Chuang [2000], chapitre 2, oi 'on trouvera une démonstration élégante du
théoréme de décomposition spectrale d’un opérateur hermitique.



Chapitre 3

Polarisation : photon et spin 1/2

ANS CE CHAPITRE, nous allons mettre progressivement en place les
D concepts de base de la mécanique quantique a Paide de deux exemples
simples, en utilisant une approche heuristique, plus inductive que déductive.
Nous partirons d’un phénoméne familier, celui de la polarisation de la lumiére,
qui nous permettra d’introduire le formalisme mathématique nécessaire. Nous
montrerons que la description de la polarisation conduit naturellement &
faire appel a un espace vectoriel complexe & deux dimensions, et nous
établirons la correspondance entre un état de polarisation et un vecteur de
cet espace, appelé espace des états de polarisation. Nous passerons ensuite
a la description quantique de la polarisation d’un photon et nous illustrerons
la construction des amplitudes de probabilité comme produits scalaires dans
cet espace. Le second exemple sera celui du spin 1/2, ou 'espace des états
est également de dimension deux. Nous construirons les états de spin 1/2 les
plus généraux en utilisant I'invariance par rotation. Enfin nous introduirons
la dynamique qui nous permettra de suivre I'évolution du vecteur d’état au
cours du temps.

Alors que lanalogie avec la polarisation de la lumiére nous servira de
guide pour construire la théorie quantique de la polarisation d’un photon,
nous ne disposerons pas d’une telle analogie classique pour construire celle
du spin 1/2. Dans ce dernier cas, la construction de la théorie quantique
sera faite sans référence a une théorie classique, a partir d’une hypotheése sur
la dimension de I'espace des états et en nous appuyant sur des principes de
symeétrie.
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3.1 Polarisation de la lumiére
et polarisation d’'un photon

3.1.1 Polarisation d’une onde électromagnétique

La polarisation de la lumiére — ou plus généralement d’une onde
électromagnétique — est un phénomeéne bien connu lié au caractére vectoriel
du champ électromagnétique.  Considérons une onde lumineuse plane
monochromatique de fréquence w se propageant dans le sens des z positifs.
Le champ électrique E(t) en un point donné est un vecteur orthogonal a
la direction de propagation. Il est donc situé dans le plan Oy et a pour
composantes {E,(t), Ey(t), E.(t) = 0} (figure 3.1). Le cas le plus général est
celui d’une polarisation elliptique, ol le champ électrique est de la forme

= | Ez(t) = Eog cos(wt — 65)
Eft) = {Ey(t) — Eoy cos(wt — 8,) (38:4)

Nous n’avons pas explicité la dépendance en z car nous nous plagons dans
un plan z =este. Par un changement d’origine des temps, il est toujours
possible de choisir 6, = 0, §, = 4. L’intensité Z de 'onde lumineuse est
proportionnelle au carré du champ électrique

I=1I,+7,=k=E], +Ej,) = kE] (3.2)

oll k est une constante de proportionnalité qu’il ne sera pas indispensable
de préciser. Lorsque § = 0 ou 7, la polarisation est linéaire : si 'on pose
Eox = FEycosb, Ey, = Eysiné, Péquation (3.1) pour 6, = §, = 0 montre
que le champ électrique vibre dans une direction 7ig du plan zOy faisant

0 analyseur

polariseur

F1G. 3.1 — Ensemble polariseur-analyseur.
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un angle 6 avec 'axe Ox. Une telle onde lumineuse s’obtient & 'aide d’un
polariseur linéaire dont P’axe est paralléle & 7ig.

Lorsque nous nous intéressons uniquement a la polarisation de cette onde
lumineuse, les parameétres pertinents sont les rapports Eg,/Ey = cosf et
Eoy/Ep = sinf, ou l'on peut choisir § dans I'intervalle [0,7] ; Ep est un
simple facteur de proportionnalité qui ne joue aucun role dans la description
de la polarisation. Nous pouvons faire correspondre aux ondes polarisées
linéairement suivant Oz et Oy des vecteurs unitaires orthogonaux |z) et |y) du
plan zOy formant une base orthonormée de ce plan. A I’état de polarisation
linéaire le plus général suivant iy correspondra le vecteur |#) du plan zOy

|6) = cos8|z) +sinb|y) (3.3)
également de norme unité
(016) = cos® 0 +sin” 6 = 1

La raison fondamentale qui conduit & utiliser un espace vectoriel pour décrire
la polarisation est le principe de superposition : on peut décomposer un état de
polarisation en deux (ou plusieurs) autres états, ou au contraire additionner
vectoriellement deux états de polarisation. Pour illustrer la décomposition,
faisons passer ’onde polarisée suivant 7 a travers un second polariseur, appelé
analyseur, orienté suivant la direction A, du plan zOy faisant un angle «
avec Ox (figure 3.1). Seule sera transmise la composante du champ électrique
suivant 7., sa projection sur 7, : lamplitude du champ électrique sera
multipliée par un facteur cos(f@ — a) et lintensité lumineuse 4 la sortie de
I'analyseur sera réduite par un facteur cos?(# — a). Nous noterons a( — «)
le facteur de projection, que nous appellerons amplitude de la polarisation g
suivant fi,, et nous remarquerons que cette amplitude n’est autre que le
produit scalaire des vecteurs |6) et |a)

a0 — a) = {a]f) = cos(8 — a) =1, - fig (3.4)
L’intensité a la sortie de 'analyseur est donnée par la loi de Malus
T =Tla(d — a)|? = To|{e]f))? = To cos®(8 - ) (3.5)

si Zy est I'intensité & la sortie du polariseur. Une autre illustration de la
décomposition est fournie par le dispositif de la figure 3.2 : 4 'aide d’une lame
biréfringente uniaxe perpendiculaire & la direction de propagation et dont 'axe
optique se trouve dans le plan Oz, on décompose le faisceau lumineux en une
onde polarisée suivant Oz et une onde polarisée suivant Oy. L’onde polarisée
suivant Oz se propage dans une direction qui est celle du rayon extraordinaire,
dévié a Pentrée et a la sortie de la lame, et celle polarisée suivant Oy suit le
rayon ordinaire qui se propage en ligne droite.

L’addition de deux états de polarisation est illustrée sur le dispositif de
la figure 3.3 : les deux faisceaux sont recombinés par une seconde lame
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~[" axe optique

\ E} D;
| | 7
7 — M,

lame
biréfringente

F1G. 3.2 — Décomposition de la polarisation par une lame biréfringente. Le rayon
ordinaire O est polarisé horizontalement, le rayon extraordinaire E est polarisé

verticalement.
axes
x optiques Tl
2 ~
bz _EE =
: ) R =
0 | - . 2
\ - — (8
‘ | Y >
\ - ¢ z
e I\_ i () / g
Yy Y
polariseur analyseur

F1G. 3.3 — Décomposition et recombinaison de polarisations a4 'aide de lames

biréfringentes.

biréfringente symétrique de la premiére par rapport a un plan vertical avant de
passer dans I’analyseur!. Afin de simplifier le raisonnement, nous négligeons
la différence de phase induite par la différence entre les indices ordinaire
et extraordinaire dans les lames biréfringentes (ou bien nous supposons
que cette différence est compensée par une lame biréfringente intermédiaire
convenablement orientée : voir exercice 3.3.1). Dans ces conditions, 'onde

1. Cette recombinaison des amplitudes est possible parce que les deux faisceaux étant
issus de la méme source sont cohérents. Il serait bien sir impossible d’additionner les
amplitudes de deux faisceaux polarisés issus de sources différentes : le probléme est identique
4 celui des interférences.
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lumineuse a la sortie de la seconde lame biréfringente est polarisée suivant g :
la recombinaison des deux faisceaux z et y donne la lumiére initiale, polarisée
suivant la direction 7, et intensité a la sortie de analyseur est réduite
comme précédemment par le facteur cos?(6 — ).

Si nous nous limitons & des états de polarisation linéaire, nous pouvons
décrire tout état de polarisation comme un vecteur unitaire réel du plan xOy,
dont une base orthonormée possible est formée des vecteurs |x) et |y}. Mais
si nous voulons décrire une polarisation quelconque, nous devons introduire
un espace complexe & deux dimensions H. Cet espace sera [’espace vectoriel
des états de polarisation. Revenons donc au cas général (3.1) en introduisant
une notation complexe € = (&, &,) pour les amplitudes ondulatoires

Ex = Eop €% £y = Eoy % (3.6)
ce qui permet d’écrire (3.1) sous la forme

E,(t) = Eo, cos(wt — 0;) = Re (Eoz eifremit) = Re (€, e~1%)

E,(t) = Eoycos(wt — §,) = Re (Ey, el%e™?) = Re (£, e7t) (37)
Nous avons déja remarqué qu’en raison de 'arbitraire sur ’origine des temps,
seule la phase relative § = (6, — ;) est physiquement pertinente et on peut
multiplier simultanément &, et £, par un facteur de phase commun exp(if3)
sans conséquence physique. Il est toujours possible de choisir par exemple
0, = 0. L’intensité lumineuse est donnée par (3.2)

T = k(|&|* + &, *) = kIE]® = kE} (3.8)

Un cas particulier important de (3.7) est celui de la polarisation circulaire,
ol Eop = Eoy = Ey/ V2 et 0, = +m/2, lorsque Pon a choisi par convention
8z = 0. Si §, = +7/2, I'extrémité du champ électrique décrit un cercle dans
le plan Oy parcouru dans le sens trigonométrique. En effet E,(2) et E,(f)
sont donnés par

E.(t) =Re (%e‘i“’t) = % cos wt

Eo it Ey E, .
E,(t) =Re (—e““"te”'ﬂ) = = cos(wt — 7/2) = — sinwt
Un observateur sur lequel arrive le rayon lumineux voit I'extrémité du vecteur
champ électrique décrire dans le plan zOy un cercle de rayon Ey/+/2 parcouru
dans le sens trigonométrique : la polarisation correspondante est appelée
polarisation circulaire droite®. Lorsque 6, = —m/2, on obtient une polarisation

(3.9)

2. Voir la figure 10.8. Notre définition des polarisations circulaires droite et gauche est
celle adoptée en physique des particules élémentaires. Avec cette définition, la polarisation
circulaire droite (gauche) correspond & une hélicité positive (négative), c’est-a-dire & une
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circulaire gauche : le cercle est parcouru dans le sens inverse du sens
trigonométrique

E.(t) =Re (% e_i“t) = % cos wt

Ey, .. _. Ey Ey .
E,(t) =Re | == e~ 17r/2>:—coswt—i—7r2 = ——"— sinwt
) (ﬂ V2 ( /2) V2

Ces états de polarisation circulaire droite et gauche sont obtenus
expérimentalement en partant d’une polarisation linéaire & 45° par rapport
aux axes et en déphasant de £7/2 le champ suivant Oz ou Oy par une lame
quart d’onde.

En notation complexe, les champs &, et &£, s’écrivent

(3.10)

1 1 +i

& = —=F £, = Eyeti™/2 = —_ F,
2" V=Rt V2o

ol le signe (+) correspond 4 la polarisation circulaire droite et le signe (—) a
la polarisation circulaire gauche. Le facteur de proportionnalité Ey commun
& &, et £, définit I'intensité de 'onde lumineuse et ne joue aucun role dans la
description de la polarisation, qui est caractérisée par les vecteurs unitaires

1 , 1 .
D) = 7 (I2) +ily)) IG) = 7 (Iz) —ily)) (3.11)

Le signe (—) global dans la définition de |D) a été introduit par souci de
cohérence avec les conventions du chapitre 10. L’équation (3.11) montre que
la description mathématique de la polarisation nous améne naturellement a
utiliser les vecteurs unitaires d’un espace vectoriel complexe bidimensionnel H
dont les vecteurs |z) et |y) forment une base orthonormée possible.

Nous avons établi précédemment une correspondance entre une
polarisation linéaire orientée suivant 7y et un vecteur unitaire |6) de H,
ainst qu’une correspondance entre les deux polarisations circulaires et les
deux vecteurs (3.11) de H. Nous allons généraliser cette correspondance en
construisant la polarisation correspondant au vecteur unitaire {®) de H le plus
général®

@) = Alz) + ply) AP+ [ul* =1 (3.12)

projection +A (—#h) du spin du photon sur sa direction de propagation. Cependant cette
définition n’est pas universelle : les opticiens utilisent souvent la définition opposée, mais
comme le remarque un opticien (E. Hecht, Optics, Addison-Wesley, New-York (1987),
chapitre 8) & propos de leur choix : « This choice of terminology is admittedly a bit
awkward. Yet its use in optics is fairly common, even though it is completely antithetic to
the more reasonable convention adopted in elementary particle physics. »

3. Nous utilisons des lettres majuscules |®) ou |¥) pour des vecteurs de ‘H de la
forme (3.12) ou (3.16), afin qu’il n’y ait pas de confusion possible avec un angle, comme
dans |6) ou |a).
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11 est toujours possible de choisir A réel (on vérifiera dans 'exercice 3.3.2 que
la physique n’est pas modifiée si A est complexe). Les nombres A et y peuvent
alors étre paramétrés par deux angles 8 et n

A= cosf p = sinfe”

Réalisons le dispositif suivant & 'aide de deux lames biréfringentes et d’un
polariseur linéaire, sur lequel arrive une onde électromagnétique (3.7) : ce
dispositif sera appelé « polariseur (A, p) ».

o Une premiére lame biréfringente déphase &, de —n en laissant &,
inchangé _
&~ EV =€, &y = EMN =&,e7

e Le polariseur linéaire projette suivant 7ig
EW L £3 = (59(51) cos @ + ELV sin 9) e
= (E,cosb + &, sinfe ) g

e La seconde lame biréfringente laisse €£2) inchangé et déphase 8?52) de 7
ED g =D ED £l = gPein

-,

La combinaison des trois opérations se traduit par la transformation £E-¢&
de composantes

£l = Epco8’ 0 + E,sinfcosfe = |A\2E, + A\u*E,

& = Eysinfcosfe + &, sin® 0 = N p &, + |ul’E, (3.13)

L’opération (3.13) n'est autre que la projection sur |®) : en effet, si nous
choisissons de représenter les vecteurs |z) et |y) par des vecteurs colonnes

=(,) =} (314)
le projecteur Py

Po = |2)(®| = (Mz) + ply)) (X" (2] + 1 (yl)

est représenté par la matrice

_ (AP

Au champ incident £ (3.7) on peut faire correspondre un vecteur (non
unitaire) |£) de H de composantes complexes &, et £,

|€) = Ezla) + Eyly)
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A partir de |£) on définit un vecteur unitaire |¥) par |€) = Fo|¥)

) =vla) +oly) 2 +]ol* =1 (3.16)
ol
,of L _&
T E, T E,

Le vecteur unitaire |¥) qui décrit la polarisation de I'onde (3.7) est appelé
vecteur de Jones. D’aprés (3.13) et (3.15) le champ électrique sera 4 la sortie
du polariseur (A, )

') = Pa|€) = EoPs|V) = Eo|®)(P|¥) (3.17)

Nous venons de généraliser & un polariseur (A, u) ce que nous avions obtenu
pour un polariseur linéaire : le polariseur (X, i) projette tout état de
polarisation |¥) sur |®) avec une amplitude égale a (®|¥)

a(¥T — @) = (D7) (3.18)

A la sortie du polariseur, I'intensité est réduite par un facteur |a(¥ — &) =

|(®|W)|2. Silétat de polarisation est décrit par le vecteur unitaire |®) (3.12),

alors la transmission par le polariseur (A, u) se fait 4 100 %. Au contraire
Pétat de polarisation

1) = —p*la) + Xly) (3.19)

est complétement arrété par le polariseur (), ). L’état de polarisation (3.16)
est en général un état de polarisation elliptique. Il est facile de déterminer
les caractéristiques de l’ellipse corrrespondante et le sens de parcours
(exercice 3.3.2).

Les états |®) et |® ) forment une base orthonormée de H, obtenue a partir
de la base {|z), |y)} par une transformation unitaire U

_( * n
U(—#”*)

En résumé, nous avons montré qu’a un état de polarisation quelconque on peut
faire correspondre un vecteur unitaire |®) d’un espace & deux dimensions H.
Les vecteurs |®) et exp(i3)|®) représentent le méme état de polarisation. En
toute rigueur, on fait donc correspondre & un état de polarisation un vecteur
4 une phase prés.

3.1.2 Polarisation d’un photon

Nous allons maintenant montrer que le formalisme mathématique utilisé
ci-dessus pour décrire la polarisation d'une onde lumineuse se transpose sans
modification & la description de la polarisation d’un photon. Cependant, cette
identité du formalisme mathématique ne doit pas masquer que interpétation
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physique subit une modification radicale. Reprenons l'expérience de la
figure 3.2 et diminuons 'intensité lumineuse de telle sorte que les photons
puissent étre enregistrés individuellement par des photomultiplicateurs D,
et D, détectant respectivement les photons polarisés suivant Oz et ceux
polarisés suivant Oy. On observe alors

e que seul un des deux photomultiplicateurs est déclenché par un photon
incident sur la lame. Comme les neutrons du chapitre 1, les photons
arrivent entiers, ils ne se divisent jamais !

e que la probabilité p, (p,) de déclenchement de D (Dy) par un photon
incident sur la lame est p, = cos?@ (p, = sin? §).

On doit nécessairement observer ce résultat si 'on veut retrouver 'optique
classique & la limite ou le nombre N de photons est grand : en effet, si N,
et IV, sont les nombres de photons détectés par D, et Dy, on doit avoir
- NI . Ny

et I, « N, = Nsin?#, 7, < Ny = N cos? # ala limite ot N — oo. Cependant
le sort individuel d’un photon ne peut pas étre prédit : on connait seulement
sa probabilité de détection par D, ou D,. En physique quantique, le recours
aux probabilités est une propriété intrinséque, alors qu'en physique classique
le recours aux probabilités est une fagon de prendre en compte la complexité
de phénomeénes que nous ne pouvons pas (ou ne voulons pas) connaitre dans
le détail. Par exemple, dans le jeu de pile ou face, la connaissance parfaite des
conditions initiales du lancer de la piéce, la prise en compte de la résistance
de Tair, de la configuration du sol d’arrivée, etc. permettraient en théorie
de prévoir le résultat. Quelques physiciens? ont suggéré que le caractére
probabiliste de la mécanique quantique avait une origine analogue : si nous
avions accés 4 des variables supplémentaires, inconnues pour le moment, et
appelées pour cette raison wariables cachées, ou additionnelles, alors nous
pourrions prédire avec certitude le sort individuel de chaque photon. Cette
hypothése de variables cachées est d’une certaine utilité dans les discussions
des fondements de la physique quantique. Toutefois nous verrons au chapitre 6
que, moyennant des hypothéses trés plausibles, de telles variables sont exclues
par ’expérience.

Cependant la seule donnée de probabilités ne fournit qu’une description
trés incompléte de la polarisation d’un photon. Une description compléte
requiert Uintroduction d’'amplitudes de probabilité, et non simplement de
probabilités. Les amplitudes de probabilité, notées a (nous soulignons la
différence entre les amplitudes ondulatoires de la sous-section précédente et les
amplitudes de probabilité en utilisant une notation différente : a au lieu de @),
sont des nombres complexes, et les probabilités sont données par leur module

4. Dont de Broglie, Bohm, etc.
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carré |a|?. Pour mettre en évidence le caractére incomplet de la seule donnée
des probabilités, reprenons le dispositif de la figure 3.3. Entre les deux lames,
un photon suit soit le trajet du rayon extraordinaire polarisé suivant O,
étiqueté « trajet x », soit le trajet du rayon ordinaire polarisé suivant Oy,
étiqueté « trajet y ». Dans un raisonnement purement probabiliste, un photon
suivant le trajet z aurait une probabilité cos? §cos? o d’étre transmis par
I'analyseur, et le photon suivant le trajet y une probabilité sin?@sin® a, ce
qui donnerait une probabilité totale

Ptot = cos? § cos® o + sin? O sin’ « (3.20)

qu'un photon soit transmis par ['analyseur. Ce n’est pas ce que
donne Pexpérience, qui confirme le résultat établi précédemment par un
raisonnement ondulatoire

Prot = cos’(6 — a)

Il faut raisonner en amplitudes de probabilité, comme nous ’avons fait pour
lamplitude d’une onde : les amplitudes de probabilité sont données par
les mémes régles que les amplitudes ondulatoires, ce qui garantit que les
résultats de 'optique sont reproduits lorsque le nombre de photons N — oo.
L’amplitude de probabilité pour qu'un photon linéairement polarisé suivant
la direction iy soit polarisé suivant la direction 7, est donnée par (3.4) :
a(f — a) = cos(f — a) = fig - e. On obtient le tableau suivant pour les
amplitudes de probabilité intervenant dans ’expérience de la figure 3.3

a{f — ) = cosf a{zx — a) = cosa
a(@ — y) = sind aly — o) =sina

Cet exemple permet d’illustrer les régles qui régissent les combinaisons
d’amplitudes de probabilité. L’amplitude de probabilité a, pour que le photon
incident suivant le trajet x soit transmis par ’analyseur est

a; = a(f — z)a(x — a) = cosBcosa

Cette expression met en évidence la régle de factorisation des amplitudes :
ay est le produit des amplitudes a(f — z) et alx — «a). Cette régle de
factorisation garantit que la régle correspondante pour les probabilités est
bien vérifiée. On a de méme

ay = a(f — y)aly — o) =sinbsina

Si la configuration de ’expérience ne permet pas de savoir quel trajet a suivi
Ie photon, alors on doit ajouter les amplitudes. L’amplitude de probabilité
totale pour que le photon soit transmis par 'analyseur est donc

Gtot = @y + @y = cosB cosa +sinfsina = cos(6 — a) (3.21)
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et la probabilité correspondante cos?(d — «), en accord avec le résultat (3.5)
de l'optique classique. S’il existe une possibilité de distinguer entre les deux
trajets, alors les interférences sont détruites et il faut ajouter les probabilités
suivant (3.20).

Les régles de combinaison des amplitudes de probabilité étant les mémes
que pour les amplitudes ondulatoires, elles seront satisfaites si 'on décrit ’état
de polarisation d’un photon par un vecteur unitaire dans un espace vectoriel
4 deux dimensions H, appelé espace des états, dans le cas présent ’espace
des états de polarisation. Lorsqu’un photon est polarisé linéairement suivant
Oz (Oy), nous ferons correspondre 4 son état de polarisation un vecteur |z)
(ly)) de cet espace. Un tel état de polarisation est obtenu en faisant passer le
photon & travers un polariseur linéaire orienté suivant Oz (Oy). La probabilité
qu'un photon polarisé suivant Oz soit transmis par un analyseur orienté
suivant Oy est nulle : 'amplitude de probabilité a(z — y) = 0. Inversement,
la probabilité qu'un photon polarisé suivant Oz ou Oy soit transmis par un
analyseur dans la méme direction est égale 4 un

la(z — z)| = |a(y — y)| =1 a(z —y)=aly - z)=0

Ces relations sont satisfaites si |z) et |y) forment une base orthonormée de H
et si nous identifions les amplitudes de probabilité aux produits scalaires

alz—z)=(zlz) =1 aly—>y)=@ly) =1 aly —=z) =(zly) =0 (3.22)

L’état de polarisation linéaire le plus général est un état dont la polarisation
fait un angle 8 avec Oz ; cet état sera représenté par le vecteur

|6) = cosd |z} +sinf |y} (3.23)

Les équations (3.22) et (3.23) assurent que les amplitudes de probabilité
écrites précédemment sont correctement données par les produits scalaires,

par exemple
a(f — ) = (x]8) = cosh

ou en général, si |a) est un état de polarisation linéaire
a{f — a) = (a|f) = cos(f — o)

L’état de polarisation le plus général sera décrit par un vecteur unitaire, appelé
vecteur d’état
1®) = Az} + uly) A+ ul?=1

Comme dans le cas ondulatoire, les vecteurs |®} et exp(if3)|®) représentent le
méme état physique : un état physique est représenté par un vecteur & une
phase prés dans I'espace des états. L’amplitude de probabilité pour trouver un
état de polarisation | W) dans |®) sera donnée par le produit scalaire (®|¥),
et la projection sur un état de polarisation déterminé sera réalisée par le
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dispositif décrit & la sous-section précédente. En résumé, nous avons illustré
sur un exemple concret, celui de la polarisation d’un photon, la construction
de 'espace de Hilbert des états de polarisation.

La polarisation d’un photon est un exemple de grandeur physique
quantique.  L’interprétation d’une grandeur physique quantique différe
radicalement de celle d’une grandeur physique classique. Nous allons I'illustrer
en examinant la polarisation d’un photon. Nous nous limiterons dans un
premier temps au cas le plus simple des états de polarisation linéaire. A
I’aide d’un polariseur linéaire orienté suivant Oz, préparons un ensemble de
photons arrivant un par un sur le polariseur, tous dans un état de polarisation
linéaire |z) : c’est la phase de préparation du systéme quantique, ou l'on ne
conserve que les photons ayant traversé le polariseur orienté suivant Oz. La
phase suivante, ou phase de test, consiste 4 tester cette polarisation en faisant
passer le photon dans un analyseur linéaire : si cet analyseur est paralléle
& Oz, les photons sont transmis avec une probabilité un, s’il est paralléle &
Oy avec une probabilité nulle. Dans les deux cas, le résultat du test peut
étre prédit avec certitude. La grandeur physique « polarisation d’un photon
préparé dans Vétat |x) » prend des valeurs certaines si 'on choisit la base
{|z), ly)} pour le test.

En revanche, si nous utilisons des analyseurs orientés dans la direction fig,
correspondant A 1'état |6) (3.23), et dans la direction perpendiculaire g ,
correspondant & 'état

10,) = —sinb|z) + cosf |y) (3.24)
nous pouvons seulement prédire une probabilité de transmission |(f|z)|? =
cos? @ dans le premier cas et [(#;|z)|> = sin® @ dans le second. La grandeur
physique « polarisation du photon dans I’état |z} » n’a pas de valeur certaine
dans la base {|6),|60.)}. Autrement dit, la grandeur physique polarisation est
attachée a une base déterminée et les deux bases {|z),|y)} et {|0),|6L)} sont
dites incompatibles (sauf pour 6 =0 et 6 = 7/2).

La discussion précédente mérite d’étre précisée sur deux points. Tout
d’abord, il est clair que 'on ne peut pas tester la polarisation d’'un photon
isolé. Le test de polarisation suppose que I'on dispose d’un nombre N > 1
de photons préparés dans des conditions identiques. Supposons que l'on
prépare N photons dans un certain état de polarisation et qu’on les teste
en orientant un analyseur linéaire suivant Ox ; si on constate — dans la limite
des imperfections du dispositif expérimental — que les photons traversent
Panalyseur avec une probabilité de 100 %, on pourra en déduire que les
photons ont été préparés dans ’état |x). L’observation d’un seul photon ne
permet évidemment pas d’arriver & cette conclusion. Le second point est que
si les photons sont transmis avec une probabilité cos? 8, on ne pourra pas en
déduire qu’ils ont été préparés dans ’état de polarisation linéaire (3.23). En
effet on observera la méme probabilité de transmission si les photons ont été
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préparés dans ’état de polarisation elliptique (3.12), avec
A= cosfe'’ p=sinfel%

Seul un test dont les résultats ont une probabilité 0 ou 1 permet de déterminer
sans ambiguité 1’état de polarisation des photons.

Dans la représentation (3.14) des vecteurs de base de H, les projecteurs P,
et P, sur les états |z) et |y) sont représentés par les matrices

10 00
P (o0) 7= (0)

qui commutent : [P;,P,] = 0. Les deux opérateurs sont compatibles
suivant la définition du § 2.3.3. Les projecteurs Py et Py, que Pon calcule
immeédiatement & partir de (3.15) sont donnés par

,sz( cos? @ sin9cos€> P, :< sin 9 ~sin6'c039)

sinfcos@ sin%é —sinfcos®  cos?é

Ils commutent entre eux, mais ne commutent ni avec P, ni avec P, :
P, et Py par exemple sont incompatibles. La commutation (ou la non
commutation) d’opérateurs traduit mathématiquement la compatibilité (ou
la non compatibilité) de grandeurs physiques.

Un autre choix de base consiste & utiliser les états de polarisation circulaire
droite | D) et gauche |G) (3.11). La base {|D), |G)} est incompatible avec toute
base formée avec des états de polarisation linéaire. Les projecteurs Pp et Pg
sur les états de polarisation circulaire sont

1 /71— 1 1 i

Avec Pp et Pg on forme l'opérateur hermitique remarquable X,

S, = Pp— P = (? ;j) (3.26)

Cet opérateur a pour vecteurs propres les états |D)} et |G} dont les valeurs
propres respectives sont +1 et —1

X.|D) = |D) Z.|G) = -1G) (3.27)

Ce résultat suggére d’associer a la pgrandeur physique « polarisation
circulaire » un opérateur hermitique 3, dont les vecteurs propres sont | D) et
|G). Nous verrons au chapitre 10 que AY:, = .J, est Popérateur représentant la
grandeur physique composante z du moment angulaire (ou spin) du photon.
Nous verrons également que exp(—if%,) est lopérateur qui effectue des
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rotations d’'un angle § autour de axe Oz. Un calcul simple (exercice 3.3.3)
donne en effet

. _ {cos# —sind
exp(—ifx,) = (sinl? cos 0 ) (3.28)
et exp(—if%,) transforme bien I’état |x) en 'état |0) et |y) en |01 )
exp(—i0%,)|z) = |6) exp(—10%,)|y) = 161) (3.29)

3.1.3 Cryptographie quantique

La cryptographie quantique est une invention récente fondée sur
I’incompatibilité de deux bases différentes d’états de polarisation linéaire. La
cryptographie usuelle repose sur une clé de chiffrage connue seulement de
I’expéditeur et du destinataire. Ce systéme est appelé 4 clé secréte. 11 est
en principe trés sar®, mais il faut que 'expéditeur et le destinataire aient le
moyen de se transmettre la clé sans que celle-ci soit interceptée par un espion.
Or la clé doit étre changée fréquemment, car une suite de messages codés avec
la méme clé est susceptible de révéler des régularités permettant le déchiffrage
du message par une tierce personne. Le processus de transmission d’une clé
secréte est un processus a risque, et c’est pour cette raison que 'on préfére
maintenant les systémes fondés sur un principe différent, dits systémes a clé
publique, ol la clé est diffusée publiquement, par exemple sur Internet. Un
systéme & clé publique courant® est fondé sur la difficulté de décomposer un
nombre trés grand N en facteurs premiers, alors que 'opération inverse est
immeédiate : sans calculette on obtiendra en quelques secondes 137 x 53 =
7261, mais étant donné 7261, cela prendra un certain temps 4 le décomposer
en facteurs premiers. Avec les meilleurs algorithmes actuels, le temps de
calcul sur ordinateur nécessaire pour décomposer un nombre N en facteurs
premiers croit avec N comme exp[(In N)'/3]. Dans le systéme de chiffrage
a clé publique, le destinataire, appelé conventionnellement Bob, diffuse
publiquement a l'expéditeur, appelé conventionnellement Alice, un nombre
trés grand N = pg produit de deux nombres premiers p et ¢q. Ce nombre
suffit 4 Alice pour chiffrer le message, mais il faut disposer des nombres p et ¢
pour le déchiffrer. Bien siir, un espion (appelé par convention Eve) disposant
d’un ordinateur suffisamment puissant finira par casser le code, mais on peut
en général se contenter de conserver secret le contenu du message pendant
un temps limité. Cependant, on ne peut pas exclure que I'on dispose un
jour d’algorithmes trés performants pour décomposer un nombre en facteurs
premiers, et de plus, si des ordinateurs quantiques (§ 6.3.2) voient le jour,
aucun nombre ne pourra leur résister. Heureusement la mécanique quantique
vient & point nommé pour contrecarrer les efforts des espions !

5. Un chiffrage absolument siir a été découvert par Vernam en 1935. Cependant la
sécurité absolue suppose que la clé soit aussi longue que le message et ne soit utilisée
qu'’une seule fois !

6. Appelé chiffrage RSA, découvert par Rivest, Shamir et Adleman en 1977.



3. Polarisation : photon et spin 1/2 81

« Cryptographie quantique » est une expression médiatique, mais quelque
peu trompeuse : en effet, il ne s’agit pas de chiffrer un message a Paide de la
physique quantique, mais d’utiliser celle-ci pour s’assurer que la transmission
de la clé n’a pas été espionnée. La transmission d’un message, chiffré ou non,
peut se faire en utilisant les deux états de polarisation linéaire orthogonaux
d’un photon, par exemple |z) et |y). On peut décider d’attribuer par
convention la valeur 1 & la polarisation |z) et la valeur 0 a la polarisation |y) :
chaque photon transporte donc un bit d’information. Tout message, chiffré
ou non, peut &tre écrit en langage binaire, comme une suite de 0 et de 1,
et le message 1001110 sera codé par Alice grace a la séquence de photons
ryyzzry, qu'elle expédiera & Bob par exemple par une fibre optique. A aide
d’une lame biréfringente, Bob sépare les photons de polarisation verticale et
horizontale comme dans la figure 3.2, et deux détecteurs placés derriére la
lame lui permettent de décider si le photon était polarisé horizontalement
ou verticalement : il peut donc reconstituer le message. S’il s’agissait d’un
message ordinaire, il y aurait bien stir des fagons bien plus simples et efficaces
de le transmettre ! Remarquons simplement que si Eve s’installe sur la fibre,
détecte les photons et renvoie 4 Bob des photons de polarisation identiques 4
ceux expédiés par Alice, Bob ne peut pas savoir que la ligne a été espionnée. Il
en serait de méme pour tout dispositif fonctionnant de fagon classique (c’est-a-
dire sans utiliser le principe de superposition) : si ’espion prend suffisamment
de précautions, il est indétectable.

Cest ici que la mécanique quantique et le principe de superposition
viennent au secours d’Alice et de Bob, en leur permettant de s’assurer que
leur message n’a pas été intercepté. Ce message n’a pas besoin d’étre long (le
systéme de transmission par la polarisation est trés peu performant). Il s’agira
en général de transmettre une clé permettant de chiffrer un message ultérieur,
clé qui pourra étre remplacée & la demande. Alice envoie vers Bob quatre types
de photons : polarisés suivant Oz : | et Oy : « comme précédemment, et
polarisés suivant des axes inclinés a +45° Oz’ : ~ et Oy’ : *, correspondant
respectivement aux valeurs 1 et 0 des bits. De méme, Bob analyse les
photons envoyés par Alice 4 laide d’analyseurs pouvant prendre quatre
directions : verticale/horizontale et +£45°. Une possibilité serait d’utiliser
un cristal biréfringent orienté aléatoirement soit verticalement, soit & 45° de
la verticale et de détecter les photons sortant de ce cristal comme dans la
figure 3.3. Cependant, au lieu de faire tourner ensemble cristal+détecteurs,
on utilise plutét une cellule de Pockels, qui permet de transformer une
polarisation donnée en une polarisation orientée de fagon arbitraire et de
maintenir fixe 'ensemble cristal+détecteur. La figure 3.4 donne un exemple :
Bob enregistre 1 si le photon est polarisé [ ou =, 0 §’il est polarisé <
ou . Aprés enregistrement d’un nombre suffisant de photons, Bob annonce
publiquement la suite des analyseurs qu’il a utilisés, mais non ses résultats.
Alice compare sa séquence de polariseurs a celle de Bob et lui donne toujours
publiquement la liste des polariseurs compatibles avec ses analyseurs. Les
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bits qui correspondent & des analyseurs et des polariseurs incompatibles sont
rejetés (—), et, pour les bits restants, Alice et Bob sont certains que leurs
valeurs sont les mémes : ce sont les bits qui serviront & composer la clé, et ils
sont connus seulement de Bob et Alice, car Pextérieur ne connait que la liste
des orientations, pas les résultats !

polariseurs dAlice | | [~/ | 1 |/ 1/ 1™\ |1 ™\
séquences de bits 1| oo 1| oo 1] 1|1
analyseurs de Bob + pd + + X + ._}. e
mesures de Bob 1 1o 1]o0o|o]1]| 1]1
bits retenus 1l - =l 1t]ofo|l-| 1}1

FiG. 3.4 — Cryptographie quantique : transmission de photons polarisés entre Bob
et Alice.

Il reste a s’assurer que le message n’a pas été intercepté et que la clé qu’il
contenait peut étre utilisée sans risque. Alice et Bob choisissent au hasard un
sous-ensemble de leur clé et le comparent publiquement. La conséquence de
I'interception de photons par Eve serait une réduction de la corrélation entre
les valeurs de leurs bits : supposons par exemple qu’Alice envoie un photon
polarisé suivant Oz. Si Eve Vintercepte avec un polariseur orienté suivant Ox’,
et que le photon est transmis par son analyseur, elle ne sait pas que ce photon
était initialement polarisé suivant Oz ; elle renvoie donc & Bob un photon
polarisé dans la direction Ox’, et dans 50 % des cas, Bob ne va pas trouver le
bon résultat. Comme Eve a une chance sur deux d’orienter son analyseur dans
la bonne direction, Alice et Bob vont enregistrer une différence dans 25 % des
cas et en conclure que le message a été intercepté. Cette discussion est bien
sir simplifiée : elle ne tient pas compte des possibilités d’erreurs qu’il faut
corriger, et d’autre part il faut réaliser des impulsions & un seul photon et non
des paquets d’états cohérents qui ne seraient pas inviolables”. Néanmoins la
méthode est correcte dans son principe et un prototype a été réalisé récemment
pour des transmissions sur plusieurs kilométres.

7. Dans le cas de transmission de photons isolés, le théoréme de non-clonage quantique
(§ 6.3.2) garantit qu’il est impossible & Eve de tromper Bob, méme s’il lui est possible de
faire moins de 50 % d’erreurs en utilisant une technique d’interception plus sophistiquée.
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3.2 Spin 1/2

3.2.1 Moment angulaire et moment magnétique
en physique classique

Notre second exemple de systéme quantique élémentaire sera celui du
spin 1/2. En 'absence d’une limite ondulatoire classique comme dans le cas
du photon, la partie classique sera beaucoup plus sommaire que celle de la
section précédente. Considérons une particule de masse m et de charge ¢
décrivant une orbite fermée dans un champ de forces central (figure 3.5), #(z)
et H(t) désignant la position et 'impulsion de cette particule. Soit d.A l'aire
orientée balayée par le rayon vecteur, qui vérifie

dA 1 DI g
_ 7 — —
at ~2m P am’
ol 7 est le moment angulaire. Rappelons que pour un mouvement dans
un champ de forces central, ce moment angulaire est un vecteur fixé,
perpendiculaire au plan de lorbite. En intégrant sur une période on relie
l'aire totale orientée de 'orbite .4 4 7' et a la période T
- T
A=—7
2mj
Le courant induit par la charge est I = ¢/T car la charge ¢ passe 1/T fois
par seconde devant un point donné, et le moment magnétique ji induit par ce
courant vaut

F=~7 (3.30)

Le facteur gyromagnétique ~ défini par (3.30) vaut ¢/(2m). Le mouvement
des électrons dans les atomes entraine 'existence d’un magnétisme atomique

Fi1G. 3.5 — Facteur gyromagnétique.



84 Physique quantique

et le mouvement des protons dans les noyaux atomiques celle d’un
magnétisme nucléaire. Cependant le mouvement des charges ne peut expliquer
quantitativement ni le magnétisme atomique ni le magnétisme nucléaire. 11
faut tenir compte d’'un magnétisme intrinséque aux particules. L’expérience
montre que les particules élémentaires — de spin non nul — portent un
moment magnétique associé & un moment angulaire intrinséque, appelé spin
de la particule, que nous noterons s. On peut essayer de se représenter de
facon intuitive ce moment angulaire comme provenant d’une rotation de la
particule sur elle-méme. Cette image intuitive peut étre utile, mais il ne
faut pas la prendre trés au sérieux : prise a la lettre, elle conduit & des
contradictions insurmontables, et seule la mécanique quantique permet une
description correcte du spin. L’expérience montre que 1’électron, le proton et
le neutron ont un spin %ﬁ On omet souvent le facteur A, et on dit simplement
que l’électron, le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2. Le
facteur gyromagnétique associé au spin est différent de (3.30). Il vaut par
exemple pour I'électron® et le proton

électron : Y, =2 2qe proton : 7y, = 5.59 v
M 2my
ol (ge,gp = —ge) €t (me, mp) sont les charges et les masses de 'électron et

du proton. Mieux, bien que de charge nulle, le neutron posséde un moment
magnétique ! Son facteur gyromagnétique est donné par

=383
2m,,
Le magnétisme des atomes est di a4 la combinaison du mouvement des
électrons (magnétisme orbital) et du magnétisme associé au spin des électrons.
Le magnétisme des noyaux atomiques est di au mouvement des protons et au
magnétisme associé aux spins des neutrons et des protons. L’équation (3.30)
montre que le facteur gyromagnétique est inversement proportionnel a la
masse : le magnétisme d’origine nucléaire est plus faible que le magnétisme
d’origine électronique par un facteur ~ m./my, ~ 1/1000. Malgré ce facteur
défavorable, le magnétisme nucléaire joue un réle pratique considérable en
étant & la base de la résonance magnétique nucléaire (RMN : exercice 4.3.5)
et de ses dérivés comme 'imagerie par résonance magnétique (IRM).
Examinons en physique classique le mouvement d’un  moment
magnétique [ dans un champ magnétique constant B. Ce moment
magnétique est soumis & un couple T' = J x B, et Péquation du mouvement
est

ds - q = 9B -

- = B:—_')(B*_-———BX—‘ 3.31

at ~H P T eyt om = " ° (3:31)
Cette équation implique que § et [ tournent autour de B avec une vitesse
angulaire constante w = —g¢B/(2m), appelée fréquence de Larmor. 1l est

8. A des corrections de l'ordre de 0.1 % prés : ces corrections sont calculables grace &
I’électrodynamique quantique.
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commode de donner une valeur algébrique & w : la rotation se fait dans le
sens trigonométrique pour ¢ < 0 (w > 0). Le mouvement de rotation est
appelé précession de Larmor (figure 3.6).

z
N -
P ~ o
- ~
l/ N
)
\\ — P
.. B -
-
3 i
0 §
{
\ \
t
|
L
|
|

x wt

F1G. 3.6 — Précession de Larmor : le spin § précesse autour de B avec une fréquence
angulaire w.

3.2.2 Expérience de Stern-Gerlach et filtres
de Stern-Gerlach

L’expérience réalisée par Stern et Gerlach en 1921 est schématisée sur
la figure 3.7. Un jet d’atomes d’argent sort d’un four et est collimaté par
deux fentes, avant de passer dans ’entrefer d’un aimant ou régne un champ
magnétique dirigé suivant® Oz. Le champ magnétique n’est pas homogeéne :
B, est une fonction de 2. L’atome d’argent porte un moment magnétique
qui est en fait le moment magnétique de son électron de valence. Du point
de vue des forces magnétiques, tout se passe comme si un électron traversait
I'entrefer de 'aimant. Cependant on doit utiliser dans la dynamique la masse
de Patome et non celle de ’électron et noter ’absence de force de Lorentz,
I’atome d’argent étant électriquement neutre. L’énergie potentielle U d’un

moment magnétique dans Best U= —i- é, et la force correspondante
L, - 0B,
F=-VU F,=p, 3 (3.32)
z

En réalité B ne peut pas 8tre strictement paralléle & Oz : si B = (0,0,B),
OB/0z # 0 est incompatible avec I’équation de Maxwell V.-B =0. Une

9. Le lecteur prendra garde au fait que orientation des axes est différente de celle de la
section précédente : la direction de propagation est maintenant Oy. Ce nouveau choix est
dicté par le souhait de respecter les conventions usuelles.
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fentes collimatrices aimant

Fi1G. 3.7 — Expérience de Stern-Gerlach.

justification compléte de (3.32) se trouve dans Pexercice 9.7.13, ol 'on montre
que la force effective sur 'atome est bien donnée par (3.32). Lorsque le champ
magnétique est nul, les atomes arrivent au voisinage d’un point de 'écran et
forment une tache de dimension finie en raison de la dispersion des vitesses,
car la collimation n’est pas parfaite. L'orientation des moments magnétiques
a la sortie du four est a priori aléatoire, et en présence du champ magnétique,
on s’attendrait & un élargissement de la tache : les atomes dont le moment
magnétique /I est antiparalléle & Oz, subissent une déviation maximale vers
le haut pour (80B,/0z) < 0, ceux dont [ est paralléle & Oz une déviation
maximale vers le bas, toutes les déviations intermédiaires étant possibles. En
fait on observe expérimentalement deux taches symétriques par rapport au
point d’arrivée en 'absence de champ magnétique. Tout se passe comme
si p,, et donc s,, ne pouvait prendre que deux valeurs, et deux seulement,
dont on constate!® qu’elles correspondent & s, = +£A/2 : s, est quantifié.
On remarquera que comme le facteur gyromagnétique est négatif (v < 0), la
déviation vers le haut {resp. bas) correspond a s, > 0 (resp. < 0). L’appareil
de Stern-Gerlach agit comme la lame biréfringente de la figure 3.2 : a la sortie
de ’appareil, I’électron suit une trajectoire!! oil son spin est orienté soit vers le
haut : s, = +h/2, soit versle bas : s, = —k/2. L’analogie avec la polarisation
des photons nous suggére de prendre comme espace des états de spin 1/2 un
espace vectoriel 4 deux dimensions, ce qui s’avérera étre le bon choix. Une
base possible de cet espace est formée des deux vecteurs [+) et |—), décrivant
les états physiques obtenus en sélectionnant les atomes déviés vers le haut ou
vers le bas par 'appareil de Stern-Gerlach, et correspondant respectivement
aux valeurs +5/2 et —h/2 de s,. Les états |[4+) et |—) sont souvent appelés

10. La connaissance de 9B /0% et de v permet en principe de remonter a la valeur de 5.
a partir de la déviation : exercice 9.7.13.

11. On peut montrer (exercice 9.7.13) que les trajectoires peuvent étre traitées
classiquement,.
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« spin up » et « spin down ». Ces états de spin sont 'analogue de deux états
de polarisation orthogonale |®) et |® ) dans le cas des photons'2.

FIG. 3.8 — Filtre de Stern-Gerlach.

Le dispositif schématisé sur la figure 3.8 permet de recombiner les atomes
déviés vers le haut ou vers le bas sur une trajectoire unique, de méme que
la combinaison de deux lames biréfringentes de la figure 3.3 permettait de
recombiner les trajectoires des photons polarisés suivant Ox et suivant Oy.
Ce dispositif, que nous appellerons « filtre de Stern-Gerlach » n’a pas été
réalisé expérimentalement par Stern et Gerlach. Il a été imaginé quarante ans
plus tard par Wigner afin de permetire une discussion théorique simple.
Si l'on place deux filtres de Stern-Gerlach & la suite 'un de autre avec
la. méme orientation de B en bloquant par exemple les deux voies du bas
(figure 3.9a}, on constate que 100 % des atomes qui passent le premier filtre
sont aussi transmis par le second, de méme qu’'un photon sélectionné par un
polariseur orienté suivant Oz est transmis avec une probabilité de 100 % par
un analyseur de méme orientation. Si au contraire la voie du bas est bloquée
sur le premier filtre et la voie du haut sur le second (figure 3.8b), alors aucun
atome n’est transmis, de méme qu’aucun photon n’est transmis si ’analyseur
et le polariseur sont croisés. Comme dans la section précédente, on rend
compte de ces résultats en écrivant les amplitudes de probabilité a(+ — +)
et a(+ — —) comme des produits scalaires de vecteurs de base!?

al+ = +)=(++)=1 a(-—>-)=(-|-)=1 a(+—-)=(-|+) =0
(3.33)

12. Toutefois il ne faut pas pousser trop loin cette analogie ; comme nous le verrons au
chapitre 10, le photon a un spin A, et non k/2. Un spin h a normalement trois états de
polarisation possibles. Il y en a seulement deux dans le cas du photon parce que le photon
a une masse nulle.

13. En toute rigueur, on sait seulement que Ja(+ — +)| = [a(— — —)| = 1, mais un
choix de phase convenable permet toujours de se ramener 4 (3.33).
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FI1G. 3.9 — Filtres de Stern-Gerlach en série.

Si I’on représente les vecteurs |+) et |—) sous la forme de vecteurs colonnes

H=(5)  ==(}) (3:3)

le vecteur d’état (unitaire) le plus général |x) € H s’écrira

A
=4 o b= (1) (3.35)
Avec les vecteurs |+) et |—) on peut construire un opérateur hermitique S, tel
que ces vecteurs soient vecteurs propres de S, avec les valeurs propres +7/2

5= (- 1) = ga(re—p) =50 (3 %) s

ot P, et P_ sont les projecteurs sur les états |+) et |~). A la grandeur
physique S., composante suivant z du spin, on associe un opérateur
hermitique S, agissant dans l'espace des états H. Les vecteurs |+) et |—)
sont aussi appelés états propres de S, et forment la base ou S, est diagonal :
dans cette base, S, est représenté par la matrice diagonale (3.36). La grandeur
physique composante suivant z du spin a une valeur bien déterminée +75/2
ou —Fi/2 si le vecteur d’état |x) est égal & |+) ou |—).

3.2.3 Etats de spin d’orientation arbitraire

Poursuivons 'analogie avec la polarisation d’un photon en faisant tourner
la direction du champ magnétique du filtre de Stern-Gerlach et en 'alignant
dans la direction 7 : seule la composante By = B-#du champ magnétique
est non nulle. Avec cette nouvelle orientation, le filtre de Stern-Gerlach va
fabriquer des états que nous noterons |+, 7) et |—, #2), obtenus en sélectionnant
les atomes déviés respectivement dans le sens de 7 et dans la direction
opposée!4. Par analogie avec le cas des photons, nous dirons que le spin 1/2

14. Ceci suppose que ’on sache changer la direction de propagation des électrons pour
la rendre orthogonale a4 7i. Comme nous discutons une « expérience théorique », nous ne
nous attarderons pas sur les moyens qui pourrraient étre utilisés pour ce faire.
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est polarisé dans la direction +7 ou —n. Nous procédons comme pour
l’étude de la polarisation d’un photon, en utilisant un premier filtre de Stern-
Gerlach, jouant le role de polariseur, dont le champ magnétique orienté
suivant Oz sélectionne les spins dans I'état |+). Le deuxiéme filtre a son champ
magnétique orienté dans la direction 7 et joue le réle d’analyseur. Il permet
de mesurer expérimentalement les probabilités p(+ — [+,7]) = [{(+,7|+)]?
et p(+ — [—,7]) = |[{(—,A|+)|? comme dans la section précédente, nous
supposons que ces probabilités sont données par le module carré de produits
scalaires. De méme que les états'® |+) et |—), les états |+, 7) et |—,7) sont
orthogonaux : {+,7|—, %) = 0. Si le polariseur et 'analyseur sont orientés
dans la méme direction, un état préparé par le polariseur est transmis & 100 %
par 'analyseur, et & 0 % si leurs orientations sont opposées!® : le résultat du
test de la polarisation est certain. Si les directions ne sont pas les mémes,
on observe seulement une certaine probabilité de transmission. De méme
que les bases d’é¢tats de polarisation d’un photon {|z),|y)} et {|6),]160.)}
étaient incompatibles (§ 3.1.2), les bases {|+),|—)} et {|+,7),|—,7}} sont
incompatibles pour les états de spin 1/2.

Nous allons maintenant utiliser P'invariance par rotation pour déterminer
les probabilités de transmission : la physique de ce probléme ne doit pas
dépendre de l'orientation du systéme d’axes. La premiére conséquence de
cette invariance est que la direction Oz n’a aucune raison d’étre privilégiée,
et qu’il doit exister un opérateur hermitique S, = S - 71, projection du spin
sur I'axe 7, ayant des valeurs propres fi/2 et —h/2 et la forme (3.36) dans
une base {|4+,7),|—,7)} qui reste a déterminer. L’opérateur S, s’écrira en
fonction de ses valeurs propres et de ses vecteurs propres

Sa = 5 A1), A = |- 3) (-, 2l (3.37)

Introduisons la notion de valeur moyenne de la composante suivant 7 du spin,
que nous noterons {S;). Comme la déviation dans la direction +# correspond
a une valeur s, = +//2 lorsque le spin est dans un état |x) arbitraire, cette
valeur moyenne, notée (S3), sera donnée par

{Sa) = %h(p(x = [ha]) —px — [aﬁ])
= 5 At @A) = (=) (-, 7))
= (Xl A1) (47— = =7l )
= (xISalx) (3.38)

La matrice représentative de S; dans la base (3.34) o S, est diagonal est
a priori donnée par la matrice hermitique 2 x 2 la plus générale de valeurs

15. Les notations |+) et |—) sont donc des notations abrégées pour |+, 2} et |—, 2).
16. Et non orthogonales comme dans le cas des photons !
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propres +h/2

2\ b*c 2
ol a et ¢ sont des nombres réels. L’équation aux valeurs propres Ay de la
matrice A s’écrit

Sﬁzlh(“b)zlfm (3.39)

M _(a+c)h+tac—|b*=0
On doit avoir Ay +A_ =0 et AL A_ = —1 soit
a+c=0 ac—|pfP=-1=a>+p*=1

Paramétrons a et b a4 l'aide de deux angles v et 3 : a = cosf et b =
exp(—ia)sin 5. Nous obtenons pour Sj
1 cosf e @ginp
S = K (eia sinf3 —cosp ) (3.40)

dont les vecteurs propres sont 4 un facteur de phase prés (cf. (2.35))

. e”1/2 cos /2 . —e~i2/24in 3/2
I+ = ( el*/2gin 3/2 ) =) = ( ei®/2 cos 3/2 ) (341)

3.2.4 Rotation d’un spin 1/2

Il nous reste a4 trouver une interprétation géométrique aux angles «
et 3. Nous allons faire I’hypothése que la valeur moyenne <§>, dont les
composantes sont ((Sz), (Sy), (S:)), se transforme par rotation comme un
vecteur de ’espace & trois dimensions, c’est-a-dire comme 'objet classique §
correspondant. Reprenons l'expérience type polariseur/analyseur. Dans un
premier temps, le champ magnétique du polariseur est orienté suivant Oz,
et de méme pour l'analyseur. Nous savons que dans ce cas 100 % des spins
traversent ’analyseur. Sile champ de ’analyseur est orienté antiparallélement
4 Oz, alors aucun spin ne le traverse. Nous pouvons exprimer ce résultat sous
la forme suivante : 4 la sortie du polariseur, la valeur moyenne de S,, (S.)
est égale a h/2. Orientons maintenant le champ magnétique de l’analyseur
suivant Oz : on constate expérimentalement que les spins ont alors une chance
sur deux d’étre déviés vers les = positifs et une chance sur deux d’étre déviés
vers les x négatifs, ce qui correspond & une valeur moyenne nulle de S, :
{Sz) = 0. Ce résultat ne doit pas surprendre. Un premier argument fait appel
A un raisonnement classique : un spin classique paralléle & Oz n’est pas dévié
par un gradient de champ suivant Oz. Un deuxiéme argument plus général
fait appel & l'invariance par rotation!? : dans notre probléme, les variables de
spin sont découplées des variables spatiales liées & la propagation de atome
et, pour les rotations du spin, le probléme est invariant par rotation autour
de Oz : en I’absence de direction privilégiée dans le plan 2Oy, (S;) = (Sy) = 0.

=

Le vecteur {S) a donc pour composantes (0,0, i/2).

17. On peut aussi invoquer |'invariance par parité sans faire appel au découplage des
variables de spin et des variables spatiales : voir exercice 9.7.13.
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FIG. 3.10 — (a) (S) dans deux systémes d’axes. (b) Rotation de (S) (b).

Supposons maintenant que 'expérimentateur décide d’utiliser un systéme
d’axes 2’07’ obtenu & partir de Oz par une rotation d’angle —6 autour
de Oy (figure 3.10a). Si (S) est un vecteur, ses composantes dans le nouveau
systéme d’axes seront /i/2(sin 6,0, cos8). On obtient une situation physique
équivalente'® en conservant le systéme d’axes original et en orientant le
gradient du champ magnétique du polariseur suivant une direction faisant
un angle 6 avec Oz (figure 3.10b). Le polariseur prépare alors les spins dans
un état que nous noterons |+, ). On a donc pour les valeurs moyennes

(Sz) = {+,7p|Sx|+,T1g) = g sin @ (8.} = {+,70]S, |+, 79) = g cosd
(3.42)
En général, on pourra orienter le champ magnétique B du polariseur suivant
une direction quelconque # : le polariseur prépare les spins dans ’état |+, 7).
Soit & et ¢ les angles polaire et azimutal définissant la direction de @
(figure 3.11). La généralisation immédiate de I’'argument précédent montre
que les valeurs moyennes de S sont alors

(Sa) = (+, 7|8, |+, 7) = g sinf cos ¢ — }—;nm

h h
(Sy) = (+,2Sy|+.7) = 5 sinfsing = 7 n, (3.43)
(S.) = (+,7S.|+,7) = g cosf — gn

ou bien, en notation vectorielle

—

(S) = (+, 7| S|+, ) =

[N

A (3.44)

18. Nous verrons au § 8.1.1 que ceci consiste & passer du point de vue passif au point de
vue actif pour une opération de symétrie.
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F1G. 3.11 — Orientation de 7.

Nous avons détaillé le raisonnement menant a (3.44), mais nous aurions
pu arriver directement au résultat en remarquant que le seul vecteur a

—,

notre disposition est 7, et (S) est nécessairement paralléle & #. Calculons
maintenant les valeurs moyennes compte tenu de (3.41)

(S.) = g (cos® B/2 — sin® B/2) = g cos 3

On doit donc avoir 3 = 6. Choisissons la solution 8 = 8 et calculons les
matrices représentatives de S, et S, dans la base (3.34) ; comme § = 3 = 7/2
dans les deux cas, (3.40) devient

1 0 e—iam 1 0 e—iay
Sz‘§h'<eiax 0 > Sy_§h<eiay 0 )

Ceci donne pour les valeurs moyennes
(Sg) = éhsinb?cos(a —0y) (Sy) = %hsinﬂcos(a—ay)

On obtient par identification avec (3.43)

cos(ex — auy) = cOS @ cos(a — ay) = sin¢ (3.45)
La solution de (3.45) n’est pas unique'®; nous choisirons par convention

0y =0 oy =7/2

Avec ce choix a = ¢ et les opérateurs S, Sy, et S, dans la base (3.34) prennent
la forme )

1 1
Sm = ‘5 hO’z Sy = E hO'y Sz = 5 hG‘z (346)

19. Les autres solutions correspondent & un systéme d’axes obtenu par rotation autour de
Oz des axes Ox et Oy ou & un systéme d’axes obtenu par inversion de Oy : cf. exercice 3.3.4.
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Les matrices o5, oy et o, sont appelées matrices de Pauli

ax=<$(1]> ay:(?gi) az=<é _01) (3.47)

Ces matrices vérifient des relations importantes souvent utilisées

=ol=02=1 0,0, =10, et permutations (3.48)

que 'on peut rassembler en

0,05 = dij + iz €ijk Tk (3.49)
k

o les indices (i,j, k) prennent les valeurs (z,y,z) et g;x est le tenseur
complétement antisymétrique, égal a +1 si (ijk) est une permutation paire
de (zyz), & —1 dans le cas d’une permutation impaire et & zéro dans tous les
autres cas?®. Une forme équivalente de (3.49) est la suivante : si @ et b sont
deux vecteurs

(F-@) (& -b)y=ad-b+i7- (@x b) (3.50)

ol Von a utilisé pour le produit vectoriel
((_i X E), = Z aijkajbk (3.51)

k

L’équation (3.49) implique aussi les relations de commutation?!

[oi,0;] =21 Zé“z‘ijk (3.52)
k

ou, de facon équivalente pour les composantes du spin

[Si, SJ] =1ih Z Ei]'kSk (353)
k

Les matrices de Pauli forment avec la matrice identité I une base pour 'espace
vectoriel des matrices sur H. En effet toute matrice 2 x 2 peut s’écrire

A=l + ) Mo (3.54)

ot les coefficients Ag et ); sont réels pour une matrice hermitique A = Af; ils
sont donnés par (exercice 3.3.5)

1 1
A==-TrA As = = Tr Ao, (3.55)
2 2
20. Par exemple €422 =1, eyzz = —1 €t €322 = 0.
21. En écrivant les indices explicitement : {oz,0y] = 2i0, et deux autres relations

obtenues par permutation circulaire des indices (z,y, z).
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Le fait que les matrices de Pauli forment une base pour les matrices sur tout
espace de Hilbert & deux dimensions entraine que ces matrices sont souvent
utilisées pour des problémes out 'espace des états est & deux dimensions, méme
si le probléme physique n’a rien & voir avec un spin 1/2. Elles sont par exemple
trés utiles pour traiter un modéle standard de la physique atomique, 'atome
dit « a deux niveaux » (voir § 5.2.5 et § 14.4.1).

Les vecteurs propres |+, 7) et |—,7) de S; = 1 k-7 se déduisent de (3.41)
avec f=0et =1

R e~9/2cos /2 ) —e"/25in /2
I+ R) = ( ei¢/2 sin §/2 ) =) = ( ei%/2cos /2 ) (3.56)

Les états |+,7) et {—,7) sont les transformés des états |+) et |—) par une
rotation qui améne 'axe Oz sur I’axe 71 : un choix possible, cohérent avec celui
qui sera fait ultérieurement au chapitre 10, consiste & effectuer une premiére
rotation de 6 autour de Oy, suivie d’une rotation de ¢ autour de Oz. On peut
écrire (3.56) sous la forme

1+, 2) = DYL2 (9, 0)1+) + DUP (8, 0)|-)

(3.57)
-, 7)) = D2(0,6)|+) + DU/2(9, ¢)|-)

Cette équation définit une matrice?? D1/ 2)(0, @), appelée matrice de rotation
pour le spin 1/2

~ig/2 Cemit/2
e cosf/2 —e sm0/2) (3.58)

1/2 —
D2 (g,¢) = ( e9/2 5inf/2  €9/2 cosf/2

Cette matrice est unitaire, car elle effectue un changement de base dans H. De
plus on vérifie qu’elle est de déterminant 1, et c’est une matrice appartenant
au groupe S(U2) : ¢f. exercice 8.5.2. Il est intéressant de considérer les
rotations de 27 qui raménent le systéme physique & sa position initiale. On
remarque par exemple que DY/2(§ = 2m,¢ = 0) = —I. Dans une rotation
de 27 autour de Oy, le vecteur d’état |y} — —]x) ! Mais il n'y a 1& aucun
paradoxe : les vecteurs |x) et —|x) représentent le méme état physique,
et, comme il se doit, une rotation de 27 ne modifie pas 1’état physique.
Ce comportement du spin 1/2 est a contraster avec celui des photons :
d’aprés (3.28), exp(—2irX,) = +1, et le vecteur d’état est inchangé dans
une rotation de 27. Nous observons 14 une différence remarquable entre spins
entiers et spins demi-entiers, sur laquelle nous reviendrons au chapitre 10.

La forme (3.56) des vecteurs propres de S; permet de calculer les
amplitudes de probabilité

a(+ — [+,8]) = (+,A+) = cos§/2€'*/2

al+ — [=, 7)) = (=, A|+) = —sin§/2 /2 (3.59)

22. On remarque que cette matrice s’écrit en fonction de 8/2, et non de 6 comme dans
le cas d’un photon (3.28) : le photon a un spin 1 et non 1/2 !
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et les probabilités correspondantes
p(+ — [+,8]) = [(+,A[+)]> = cos? §/2
p(+ — [— ) = |(=,al+)|> = sin® 4/2

Nous avons obtenu l'essentiel des propriétés du spin 1/2, et ceci a partir des
trois seules hypothéses, dont les deux premiéres découlent de 'invariance par
rotation.

(3.60)

-

o La valeur moyenne {S) se transforme comme un vecteur dans une
rotation.

o Les valeurs propres de S -7 sont indépendantes de 7.

¢ L’espace des états est de dimension deux.

Certaines de ces propriétés comme les relations de commutation (3.53)
ou lexistence de matrices de rotation, vont se transposer & un moment
angulaire J quelconque (chapitre 10). Toutefois d’autres propriétés sont
spécifiques au spin 1/2 : par exemple c’est seulement dans ce cas que tout
état de H peut s’écrire comme un vecteur propre de J-a=8 n.

3.2.5 Dynamique et évolution temporelle

Reprenons le probléme du spin plongé dans un champ magnétique
uniforme et constant E, que nous supposerons orienté suivant 'axe des z.
Notre étude classique du § 3.2.1 avait mis en évidence le phénoméne de la
précession de Larmor. En physique classique, ’énergie est un nombre

U=—-fi-B=-~v§-B=—vs,B=uws, (3.61)

oll w = —vB est la fréquence de Larmor. En physique quantique, 'énergie
devient un opérateur hermitique, que 'on appelle le hamiltonien, noté H,
agissant dans P’espace des états. Comme cet espace est de dimension deux, le
hamiltonien sera représenté par une matrice 2 x 2. Nous admettrons?® qu’en
mécanique quantique le hamiltonien conserve formellement ’expression (3.61),
4 condition de remplacer la quantité classique s, par lopérateur S,, la
projection suivant Oz de 'opérateur de spin s

w 10
H—wSz——Q—h<0 _1> (3.62)
La deuxiéme forme de H donne sa représentation matricielle dans une base
out 5, est diagonal. Les valeurs propres de H sont +/uw/2 et —hw/2. Ce sont
les deux valeurs possibles de I’énergie et les vecteurs propres correspondants
sont bien sir ceux de S, : |+) et |—). Le schéma des niveaux d’énergie est
donné dans la figure 3.12 pour w > 0.

23. En dernier ressort, I'expression du hamiltonien trouve sa justification dans son accord
avec l’expérience.
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i By =3 hw

E_=-1hw

F1a. 3.12 — Spectre du hamiltonien (3.62).

Supposons qu’au temps ¢t = 0 le spin se trouve dans Iétat propre |+, 7).
On peut alors se poser la question suivante : quel sera I’état de spin 4 un
temps t ultérieur 7 Pour répondre a cette question, nous avons besoin d’un
postulat supplémentaire. Ce postulat, qui sera explicité avec plus de détails
au chapitre suivant, stipule que le vecteur d’état |x(¢)) au temps ¢ se déduit
du vecteur d’état au temps ¢ = 0, |x(t = 0)), par

) = exp (=20 ) o) (363)

Cette loi d’évolution est particuliérement simple pour les vecteurs propres
de H, appelés états stationnaires

Hoew () ) —en ()0

Si i) est un état arbitraire, la probabilité de trouver un état stationnaire
dans [} est indépendante du temps : par exemple

oo () [ = i

Suppoéons le spin orienté au temps ¢ = 0 dans la direction 72
IX(0)) = cos 8/2 exp(~ig/2)|+) + sin 0/2 exp(i/2)| )
Ceci donnera au temps ¢
|x(t)) = cos8/2exp[—i(¢ + wt)/2]|+) + sinB/2expli(¢ + wt)/2]|—) (3.64)

Si au temps t = 0 le spin est orienté suivant la direction 7 definie par les
angles @ et ¢ : (§> = %hﬁ, au temps ¢ le spin sera orienté dans la direction
(8,6 + wt) : le sens de rotation est le sens trigonométrique pour ¢ < 0 et
coincide bien sir avec celui du spin classique. La valeur moyenne du spin
précesse autour de B avec la fréquence de Larmor.

La loi d’évolution (3.64) va nous permettre d'introduire une relation entre

la dispersion AF sur ’énergie et le temps caractéristique d’évolution d'un
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systéme quantique, qui sera donnée sous la forme générale de ['inégalité de
Heisenberg temporelle au § 4.2.4. Récrivons (3.64) en utilisant les notations c4
et c_ pour les composantes de |x(0)) dans la base {|+), |—)}

¢y = cosf/2exp(—igp/2) c— =sinf/2 exp(ip/2)
et définissons les fréquences w4

_ By

R

Wy

DO =
=

ce qui donne pour |x(¢))
IX(E)) = e exp(—iwry B)4+) + ¢ exp(—iw_t)|—)

Calculons la probabilité de trouver le vecteur d’état |x(t)) dans un état |y
arbitraire

(@I = ler PUEHE + e 2l
+2Re [cye- explifws —w ] (H)W~)]  (3.65)

Les deux premiers termes de (3.65) sont indépendants du temps et le troisiéme
oscille avec une fréquence

E,—E. _AE
h O h

AF est la dispersion sur ’énergie : I'énergie du systéme n’a pas une valeur bien
définie car le systéme passe d’un niveau & autre avec un temps caractéristique
At ~ h/AE, ce que Uon traduit par une relation entre dispersion sur 'énergie
et temps caractéristique d’évolution

Wy —wW. =

AE At~h (3.66)

Cette relation, que nous démontrerons sous la forme d’une inégalité par une
méthode plus générale au § 4.2.4, est un exemple d’inégalité de Heisenberg
temporelle.

3.3 Exercices

3.3.1 Décomposition et recombinaison de polarisations

La figure 3.3 illustre une expérience de décomposition par une lame
biréfringente d’une polarisation linéaire en polarisation suivant Oz et
polarisation suivant Oy, les deux polarisations correspondant a4 des rayons
lumineux distincts. Cette décomposition est suivie d’une recombinaison de ces
deux polarisations par une seconde lame qui redonne la polarisation initiale.
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En fait le schéma de la figure 3.3 ne conduit pas au résultat escompté, car
les indices de réfraction du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire sont
différents, ce qui induit une différence de chemin optique entre ces deux rayons.
11 est nécessaire de compenser cette différence de chemin optique si ’on veut
recombiner les deux polarisations. On rappelle que le rayon extraordinaire est
toujours polarisé dans le plan contenant ’axe optique et le rayon ordinaire
dans un plan perpendiculaire & 'axe optique. Les deux lames biréfringentes
sont supposées strictement identiques, taillées dans des cristaux de calcite et
d’épaisseur a.

E | 4
' '
Q /»/ O » \(’\(1
~ ® ) -
/zl}(t’_‘ axes \
optique optiques

FiG. 3.13 — Compensation du déphasage par une lame intermédiaire. [’axe optique
de la lame intermédiaire est perpendiculaire au plan de la figure.

1. L’angle entre la normale et le rayon extraordinaire dans la lame de calcite
est o = 6.20° (0.1082 rad). L’épaisseur de la lame est de 10 mm et les indices
ordinaire et extraordinaire ont pour valeurs respectives?

N, = 1.65567 n, = 1.55405

Le faisceau lumineux incident est fourni par un laser Helium-Néon de longueur
d’onde A = 632.8nm; le diamétre du faiceau est de 250 um?®. Les deux
rayons sont-ils bien séparés a la sortie de la premiére lame 7 Quelle est
alors la différence de chemin optique entre le rayon ordinaire et le rayon

extraordinaire ?

24. La valeur de n/ a été calculée a 1’aide de Vellipsoide des indices : ¢f. M. May et A-M
Cazabat, Optique, Dunod, Paris (1998), chapitre 20.
25. En fait ce diamétre w(z) n’est pas constant : il varie suivant une loi

w(z) =woy/1+ (i)Q

oll zp ~ 0.31 m et wy est le diamétre minimal, ou col du faisceau. Si ’ensemble du dispositif
a une longueur de l'ordre de 10 cm, cette variation du diamétre est sans importance si U'on
place le col au centre du dispositif.
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2. On veut compenser cette différence de chemin optique, ainsi que celle
induite par la seconde lame en intercalant une lame intermédiaire (lame
compensatrice) de calcite dont ’axe optique est perpendiculaire au plan de la
figure 3.13 : dans cette lame, le rayon (x) se propage comme un rayon ordinaire
et le rayon (y) comme un rayon extraordinaire avec un indice n. = 1.48465.
Quelle épaisseur D doit-on choisir pour cette lame intermédiaire si I'on veut
compenser la différence de chemin optique de fagon & pouvoir recombiner les
deux polarisations a la sortie de la seconde lame ?

3. Montrer qu’une précision de 107> sur les indices est suffisante pour fixer
I’épaisseur de la lame compensatrice. Comparer avec la précision requise sur
ces indices si 'on essayait de procéder sans lame compensatrice en fixant
I'épaisseur des lames d’entrée et de sortie de telle sorte que la différence
de chemin optique induite par les deux lames soit un multiple entier de la
longueur d’onde. Afin de simplifier la discussion, on négligera la différence
entre n’e et n. dans le calcul d’erreurs.

4. Le dispositif est trés sensible aux variations de température en raison de
la dilatation de la calcite et de la variation des indices. Afin de simplifier la
discussion, on se limitera aux effets dus aux variations des indices qui sont

6n, =2.1x 1076 K~! dne =119 x 1079K!

La compensation étant supposée parfaitement réalisée pour une
température T, quelle sera la différence totale de chemin optique (induite
par les trois lames) si la température varie de 1 degré 7 Que se passerait-il si
l'on n'utilisait pas de lame compensatrice ?

5. La premiére lame a maintenant une épaisseur de 2 mm. Décrire la
polarisation a la sortie de cette lame.

3.3.2 Polarisation elliptique

1. Déterminer les axes et le sens de parcours de l'ellipse pour un état de
polarisation (3.12)

|®) = Alz) + ply) M2+ ful* =1
2. Vérifier que I'état [®,) (3.19) orthogonal & |®)
|®.L) = —p*lx) + A" |y)
est arrété par le polariseur linéaire du polariseur (X, y).

3. Veérifier que les propriétés physiques du polariseur (A, 1) sont inchangées
si 'on utilise la paramétrisation générale avec A et p complexes

A =cosfe™ @ =sinfe'

avec 11 = 1y — 7). Retrouver P’expression de Psg.
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3.3.3 Opérateur de rotation pour le spin du photon
Démontrer (3.28). Suggestion : développer en série exp(—if%,). Que

vaut (¥,)? ?

3.3.4 Autres solutions de (3.45)

Dans l'espace des états de spin 1/2, la matrice unitaire D(1/2)(8, 1))
transforme I'état |+) en Iétat |+,7) ol le vecteur unitaire 72 est donné par
7 = (sinf cost,sinfsiny, cosd). Si la rotation s’effectue autour de l'axe
des 2z, 6 = 0 dans (3.58) et

e~¥/2
DY =0,9)=U = ( 0 el
Discuter 'action de U sur les états |[+) et |—).

2. L’opérateur U peut-étre considéré comme un changement de base, ot un
opérateur A se transforme suivant (2.18) en

A— A =UTAU

Quels sont les opérateurs transformés de o, o, et 0, 7

3. Les conditions (3.45) ont pour solution soit (1) @ — e = ¢ soit (2)
a — oz = —¢. Montrer que dans le cas (1), o, et g, sont donnés par

0 eios 0 —ievio=
T = | g-iee g Oy = | je—ioe 0

et que par rapport & la solution standard (3.47), cette solution correspond a
une simple rotation des axes autour de Oz.

4. Montrer que si 'on choisit a — @, = —¢ la solution standard est

01 0 i
"zz(lo) "y:(—io)
Quelle est 'interprétation de ce résultat 7
3.3.5 Décomposition d’une matrice 2 x 2
1. On introduit la notation :
6o=1 6, =04 t=12,3

Montrer que si une matrice 2 x 2 A vérifie Tr (6;4) =0 Vi = 0,...,3, alors
A=0.
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2. Soit la matrice 2 x 2

3 3
A= XTI+ Z)\iaz‘ = ZAz’&i
1=0

i=1

Montrer que

1

Ai = 3 Tr (Ad;)
En déduire qu’une matrice 2 x 2 quelconque peut toujours s’écrire
3
A=) Nb;

=0
A quelle condition doivent obéir les coefficients ); lorsque A est hermitique,
A=A"7
3.3.6 Exponentielles de matrices de Pauli

1. Montrer que

5~

6 6
exp (—i~"-ﬁ> :Icosi—i(ﬁ-ﬁ)sin§

o

Suggestion : calculer (& - 7). Identifier cet opérateur avec D{/2 (8, ¢ = 0)
dans (3.58).

2. Montrer que toute matrice 2 x 2 unitaire et de déterminant unité U peut se
mettre sous la forme donnée dans la question 1. Suggestion : montrer que U

est de la forme
a b
—b* a*

et écrire @ = ay + iag, b = by + iba. Montrer que a1 = cos8/2.

3. Trouver deux matrices 2 x 2 A et B telles que
etel =eATB) avec [A,B] #0
3.3.7 Tenseur ¢,

1. Montrer 'identité

E EiikEimk = 0410 jm — Oimdji
%

En déduire

-,

ax(bxd)=(a db— (@ b)é
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Que vaut

Z EijkEljk’
ik

2. On peut écrire la composante ¢ du rotationnel d’un vecteur A comme

avec 0; = 0/0z;. Montrer & partir de I'identité de la question 1 que

— -, —

VxVxA=V(V.A)-VA4

3.3.8 Rotation de 27 d’un spin 1/2

On reprend interférométre a neutrons de 'exercice 1.6.7, le plan ABDC
étant horizontal. Un déphasage variable x est obtenu en faisant passer les
neutrons du faisceau I dans un champ magnétique uniforme et constant B
sur une longueur [/, le champ magnétique étant perpendiculaire au plan de
la figure?6. Les neutrons sont supposés polarisés parallélement au plan de la
figure. Déterminer angle de la rotation subie par le spin du neutron 4 la sortie
du champ magnétique en fonction de [, de la vitesse v (connue) du neutron
et de son facteur gyromagnétique +,,. Montrer que les taux de comptage par
les détecteurs D; et Do dépendent sinusoidalement de B. Montrer que 'on
peut déduire de ces oscillations que le vecteur d’état de spin est multiplié par
—1 dans une rotation de 27.

= |~
B -
B L \[ \Dl
P’ | \NUB
] - j ‘/;' b L—
f! H/I')/ E: “‘-\\\ ///' ‘w..‘_\/" 7] B
-~ - \ N - . D
~ e 2
~88 - I
B

FiG. 3.14 — Mise en évidence expérimentale de la rotation de 2r d’un spin 1/2.

26. 8. Werner, R. Colella, A. Overhauser et C. Eagen, Phys. Rev. Lett. 35, 1053 (1975).
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3.3.9 Diffusion de neutrons par un cristal :
noyaux de spin 1/2

On reprend l'expérience décrite dans Vexercice 1.6.4 de diffraction de
neutrons par un cristal en supposant que les noyaux atomiques ont un spin 1,/2
(exemples : H!, C'3 F'9 etc.). On se limitera dans un premier temps
{(questions 1 et 2) au cas ou les neutrons ont un spin up (1) et les noyaux un
spin down (|) : les neutrons et les noyaux sont polarisés. Dans ces conditions il
y a deux amplitudes de diffusion possibles car on peut montrer (chapitre 12)
que la composante z du spin total est conservée dans la diffusion neutron-
noyau. Ces deux amplitudes sont :

e Une amplitude f, ou la diffusion se fait sans changement de 1'état de
spin
neutron ] 4+ noyau | — neutron T + noyau |

e Une amplitude f, o la diffusion s’effectue avec renversement du spin
(spin flip)

neutron 1 + noyau | — neutron | + noyau 1

1. Montrer que, dans le premier cas, on retrouve les résultats de la diffusion
sans spin.

2. Montrer que, dans le second cas, la diffraction disparait et que la probabilité
de diffusion est indépendante de §.

3. En général les noyaux atomiques ne sont pas polarisés, c’est-a-dire qu’ils
ont une chance sur deux d’avoir spin up et une chance sur deux d’avoir
spin down. On doit prendre en considération une troisiéme amplitude f.
correspondant a la diffusion

neutron T + noyau T — neutron 7T + noyau 7

Suivant la méthode utilisée dans 'exercice 1.6.8, introduisons un nombre «;
qui prend la valeur 0 si le noyau ¢ a un spin up et la valeur 1 si ce noyau a un
spin down. L’ensemble des {c;} caractérise une configuration des spins dans
le cristal. Montrer que 'amplitude de diffusion d’un neutron par le cristal
dans la configuration {a;} est

k3

Z (@ifa+ (1 = ai)fo) €77 + Z a; fre'T

Que vaudrait intensité si la configuration {a;} était fixée ? On prendra
garde 4 additionner les probabilités pour des états finaux différents. On doit
enfin prendre la moyenne sur les différentes configurations du cristal, le spin
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de chaque noyau étant supposé indépendant des autres spins. Si (e) désigne
la moyenne sur les configurations, montrer que

1 1
(i) = i 151"

En déduire que la probabilité de diffusion est proportionnelle &

A AL L FE T A LY
4,3

ot N est le nombre de noyaux. En réalité les trois amplitudes f,, f; et f. ne
sont pas indépendantes : on verra dans ’exercice 12.5.5 que

fo=glata)  —fi=sl-a) - fo=a

ol a; et a; sont les longueurs de diffusion dans les états triplet et singulet.

4. Que se passe-t-il si, comme c’est le cas courant en pratique, les neutrons
ne sont pas polarisés 7
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par Cohen-Tannoudji et al. [1973], chapitre IV, ou par Peres [1993], chapitre 1.



Chapitre 4

Postulats de la physique quantique

OUS ALLONS ENONCER DANS CE CHAPITRE les postulats de base de la
N physique quantique, en généralisant les résultats établis au chapitre
précédent dans deux cas particuliers : la polarisation du photon et le spin 1/2.
Au lieu d’étre de dimension deux, 'espace des états sera a priori de dimension
quelconque N, voire de dimension infinie. Les postulats tels qu’ils sont
énoncés dans ce chapitre fixent le cadre conceptuel général de la mécanique
quantique, et ne donnent pas directement les outils nécessaires pour résoudre
des problémes spécifiques. La résolution d’un probléme de physique concret
suppose toujours une phase de modélisation, oit 'on simplifie le systéme 3
étudier, ol 'on définit un cadre d’approximations, etc., et cette phase de
modélisation s’appuie inévitablement sur des considérations plus ou moins
heuristiques qui ne peuvent pas se déduire du cadre général de la physique
quantique'. Le § 3.2.5 donne un exemple de démarche heuristique, conduisant
a la solution d’un probléme concret, celui du mouvement d’un spin 1/2 dans
un champ magnétique.

Il est possible d’utiliser d’autres ensembles de postulats : par exemple une
autre approche de la mécanique quantique consiste & énoncer des postulats
sur les intégrales de chemin?. Comme c’est souvent le cas, une méme théorie
physique peut revétir plusieurs habillages mathématiques différents. Enfin
il faut souligner que les postulats de la physique quantique soulévent des
problémes épistémologiques difficiles, qui sont encore largement débattus
aujourd’hui et ne seront pas traités dans ce livre. Le lecteur intéressé est
renvoyé par exemple au livre récent d’Isham [1995].

1. Cette démarche n’est pas fondamentalement différente de celle utilisée en physique
classique. Par exemple les trois lois de Newton fixent le cadre conceptuel de la
mécanique classique, mais la solution d’un probléme concret requiert toujours une phase de
modélisation : simplification du probléme posé, approximations pour les forces, etc.

2. Voir par exemple L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration,
Wiley New-York (1981).
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4.1 Vecteurs d’état et grandeurs physiques

4.1.1 Principe de superposition

Nous avons appris au chapitre 3 a caractériser ’état de polarisation d’un
photon ou celui d'un spin 1/2 par un vecteur appartenant a un espace de
Hilbert complexe, 'espace des états. Le postulat I généralise les notions de
vecteur d’état et d’espace des états a tout systéme quantique.

Postulat I : espace des états

Les propriétés d’un systéme quantique sont entiérement définies par la donnée
de son wvecteur d’état {©), qui fixe la représentation mathématique de I’état
physique du systéme®. Le vecteur d’état est un élément d’un espace de Hilbert
complexe H appelé espace des états. 1l sera commode de choisir |¢) unitaire,
c’est-a-dire de norme un : [J¢/|? = (oo} = 1.

Le fait qu’un état physique soit représenté par un vecteur implique sous
certaines conditions le principe de superposition, caractéristique de la linéarité
de la théorie : si |p) et |x) sont des vecteurs de H représentant des états
physiques, alors le vecteur unitaire

_ Aoy +uix)
%) = o (4.1)
[[Ale) + ulx)
ou A et u sont des nombres complexes, est un vecteur de H et représente aussi
un état physique.

Au chapitre précédent, nous avons défini les amplitudes de probabilité
comme produits scalaires de vecteurs appartenant a Pespace des états. Par
exemple, si |¢) représente 1'état de polarisation linéaire suivant Oz d’un
photon : |p) = |z), et |8) un état de polarisation linéaire suivant 7y (3.3) :
Ix) = |6), Vamplitude de probabilité a(z — ) = (flz) = cosf. Nous
avons également montré que le module carré de cette amplitude posséde une
interprétation physique remarquable : si 'on teste la polarisation en faisant
passer le photon |z} & travers un analyseur linéaire d’orientation 79, on obtient
une probabilité de transmission

p(z — 0) = la(z — O)|* = |{#]z)|* = cos® ¢

qui est la probabilité pour le photon dans I’état |x) de passer le test |#). Nous
allons généraliser les notions d’amplitude de probabilité et de test en énongant
le postulat II.

3. Le point de vue de 'auteur est que le vecteur d’état décrit la réalité physique d’un
systéme quantique individuel. Ce point de vue est loin d’étre universellement partagé et le
lecteur trouvera aisément d’autres interprétations, par exemple « Le vecteur d’état décrit
I'information disponible sur un systéme quantique. » ou « Le vecteur d’état n’est pas la
propriété d’un systéme physique individuel, mais un protocole pour préparer un ensemble
de tels états. » ou encore « La mécanique quantique est un ensemble de régles permettant
de calculer la probabilité d’un résultat expérimental. » Cette diversité de points de vue n’a
pas de conséquences sur l'utilisation pratique de la mécanique quantique.
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Postulat II : amplitudes de probabilité et probabilités

Si |¢o) est le vecteur représentant I’état du systéme et si |x) représente un autre
état physique, il existe une amplitude de probabilité a(p — x) de trouver |p)
dans Uétat |x), qui est donnée par un produit scalaire sur H : a(y — x) =
{x|¢). La probabilité p(¢ — x) pour l'état |p) de passer le test |x) s’obtient
en prenant le module carré |(x|¢)|? de cette amplitude?

(bl — x) = lale — ) = [(xl¢) | (4.2)

Ajoutons quelques remarques pour compléter ’énoncé des deux premiers
postulats.

e Sauf mention explicite du contraire, nous supposons les vecteurs d’état
de norme unité. Si ce n’est pas le cas, il faut prendre garde a diviser
par les normes. Par exemple I’équation (4.2) devient

1P
PP =) = 1y (Il

o Les vecteurs |¢) et |¢') = exp(i3)|p) représentent le méme état
physique. En effet, on sait seulement mesurer des probabilités, et

[(xle)? =[xl VY Ix) e H

Il n’est donc pas possible de distinguer entre |) et |¢’), qui différent par
un facteur de phase. En toute rigueur, un état physique est représenté
par un rayon, ou vecteur & un facteur de phase prés, de l'espace de
Hilbert. En revanche la superposition A|¢) + ulx) représente un état
physique différent de ¢’y + p|x) !

e Nous nous limitons aux systémes physiques qui sont appelés cas purs,
ceux ou information sur I’état physique est maximale. Dans le cas
d’une information incompléte, on doit avoir recours au formalisme de
Popérateur densité, qui sera exposé au § 6.1.3.

e Nous avons pris bien soin de préciser « systéme quantique », et non
« particule » (quantique), qui en est un cas particulier. En effet,
nous verrons au chapitre 6 que pour un systéme de deux ou plusieurs
particules, il est en général impossible d’attribuer un vecteur d’état
individuel & chacune des particules, et ¢’est seulement & I'ensemble des
particules, c’est-a-dire & 'ensemble du systéme quantique, que I’on peut
attribuer un vecteur d’état. Ce point sera développé et illustré dans la
section 6.2.

4. Afin que Pordre des facteurs corresponde a celui du produit scalaire, il est parfois
commode de noter les amplitudes de probabilité a(x < ¢) et les probabilités p(x — ¢). On
peut aussi observer qu'a défaut d’étre intuitive, I’équation (4.2) est au moins cohérente :
la prob2abilité de trouver I’état en lui-méme est un et d’aprés 'inégalité de Schwarz, 0 <
{xle® < 1.
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o Il existe des restrictions au principe de superposition, appelées « régles
de supersélection »®, que nous n’aurons pas & considérer dans ce livre.

4.1.2 Grandeurs physiques et mesure

Au chapitre 3 nous avons montré qu’a la grandeur physique « composante
du spin suivant un axe 7 » on pouvait faire correspondre un opérateur
hermitique S.n agissant dans ’espace des états. Le postulat ITI généralise
ce résultat a toute grandeur physique.

Postulat IIT : grandeurs physiques et opérateurs

A toute grandeur physique A (énergie, position, impulsion, moment
angulaire. ..) est associé un opérateur hermitique A agissant dans ’espace
des états H : A fixe la représentation mathématique de A.

Afin de simplifier dans un premier temps la discussion qui va suivre,
examinons le cas d’une grandeur physique A représentée par un opérateur
hermitique A dont les valeurs propres ay, sont non dégénérées : Aln) = a,|n).
On peut alors écrire la décomposition spectrale

A=Y Imaninl

Si le sytéme quantique est dans un état |¢) = |n), la valeur de lopérateur A
dans cet état est a, : la grandeur physique A prend la valeur numérique
exacte an. Si |p) n’est pas état (ou vecteur) propre de A, on sait d’aprés I
que la probabilité p,, = p(ay) de trouver |@) dans |n), et donc de mesurer la
valeur a, de A, est p, = |(n|¢)|?>. Pour déterminer si le systéme quantique
est dans l'état |n), n = 1,..., N, on peut imaginer une généralisation de
Pexpérience de Stern-Gerlach avec N voies de sortie au lieu des deux voies
|[+) et |[—) et un détecteur associé a chaque voie. Effectuons une série de tests
sur des systémes quantiques qui se trouvent tous dans I’état |¢). On dit que
ces sytémes ont été préparés dans l’état ) : nous avons déja rencontré la
notion de préparation d’un systéme quantique dans le cas de la polarisation
des photons, et nous y reviendrons ultérieurement. Si le nombre de tests A/
est trés grand, on peut en déduire expérimentalement la valeur moyenne de

5. 11 est généralement admis que on ne peut pas superposer un état de spin 1/2 |x) /2 et
un état de spin 1 |¢); : cette impossibilité est un exemple de régle de supersélection. Comme
nous ’avons vu au chapitre 3 (et cette observation sera généralisée au chapitre 10), le vecteur
d’état d’une particule de spin 1/2 est multiplié par —1 dans une rotation de 2=, tandis que
celui d'une particule de spin 1 est multiplié par +1. Dans une rotation de 27 qui raméne le
systéme & sa situation initiale, si le vecteur d’état est de la forme |¢) = Alp)1 + ulx)1/2, ce
vecteur d’état est transformé dans une rotation de 27 en |¢') = M) — p|x)1/2 # I¥b). Le
fait que |x)1/2 soit transformé en —}x);/2 ne pose aucun probléme, car les deux vecteurs
ne différent que par un facteur de phase. Un autre exemple est la régle de supersélection
sur la masse, dans le cas de 'invariance galiléenne. Pour un point de vue critique sur les
régles de supersélection, voir Weinberg [1995], chapitre 2.
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la grandeur physique A dans Uétat |p), notée (A4),

1 N
(A)p = Jim 2> A, (4.3)
p=1

ol A, est le résultat de la mesure n°p. A, varie d’un test & 'autre, mais
prend toujours 'une des valeurs propres a,,. Cette valeur moyenne est donnée
en fonction de A et |p) par

(Ao = ppan =Y _(pln)an(nlp) = (p|Alp)

Nous avons déja rencontré un cas particulier de cette relation dans (3.38). 1l
n’est pas difficile de généraliser au cas des valeurs propres dégénérées. Si le
systéme est dans un état |¢) quelconque, nous pouvons décomposer |¢) sur
la base des vecteurs propres de A en utilisant la relation de fermeture (2.30)

|(ID) = Z |n5r><n77‘|90> = chTlnar>

Pour trouver la probabilité p(a,) d’observer la valeur propre an, il faut
maintenant sommer sur I'indice r & n fixé toutes les probabilités de trouver |¢)
dans I'un quelconque des états |n, )

p(an) = Z ‘cnrlz = Z(@lTL’ r)(n,r|<,0>

= {@|Pnlp) (4.4)

ou P, est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre a, (cf. (2.29))

Pu=3" Inr)in,r] (4.5)

T

Comme ci-dessus, la répétition d’un grand nombre de mesures sur des
systémes quantiques préparés dans des conditions identiques permet d’obtenir
la valeur moyenne (A), de A4 dans létat |¢)

{(A)p = zanp(an) = Z(Wln,r> an (1, 7lp)

soit en utilisant (2.31)

[(4), = (pldle) | (4.6)

ce qui généralise le résultat précédent. Les opérateurs représentant des
grandeurs physiques sont souvent appelés « observables » dans la littérature.
Nous éviterons cette terminologie qui n’a pas de véritable intérét®.

6. Cette terminologie remonte a ’article fondateur de Heisenberg, dont est extraite
la citation suivante : « Cet article a pour objet d’établir que la théorie quantique est
fondée exclusivement sur des relations entre quantités qui sont en principe observables. »
Se restreindre & une telle approche est une vision étroite de la physique, que Heisenberg
lui-méme n’a pas respectée dans sa pratique !
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L’opérateur hermitique le plus simple est le projecteur sur un vecteur de H,
et faire passer un test |} 4 un systéme quantique est équivalent a mesurer
le projecteur Py = |x){x| : Py vaut un si le systéme passe le test (x) et
zéro s’il échoue. Compte tenu de la décomposition spectrale d’un opérateur
hermitique comme somme de projecteurs, on voit que les notions de test et
de mesure d’une grandeur physique sont étroitement liées. On mettra plutot
’accent sur aspect « mesure » si I’on est intéressé par la valeur propre de A7,
et plutot sur 'aspect « test » si ’on est intéressé par la probabilité de trouver
le systéme dans un état propre de A. Illustrons-le sur 'expérience de Stern-
Gerlach du § 3.2.2. Dans linterpétation « mesure du spin », l'appareil de
Stern-Gerlach mesure la composante z du spin en déviant les atomes d’argent
vers le haut ou vers le bas, et la détection de l’atome sur un écran a la
sortie de I'appareil permet de distinguer entre les valeurs +4/2 et —#/2 de
la grandeur physique S, composante du spin suivant 'axe Oz. On peut, de
fagon équivalente, dire que ’on fait passer aux atomes les tests |+) et |—). La
probabilité de déviation vers le haut (resp. bas) est |(+]¢)|? (resp. |(—|®)|?).

Cependant les mesures, ou les tests, décrits au § 3.2.2 présentent un
inconvénient : la mesure n’est achevée que lorsque les atomes sont absorbés
sur ’écran et ils ne sont plus disponibles pour des expériences ultérieures.
Dans une mesure idéale (ou test idéal), on suppose que le systéme physique
n’est pas détruit par la mesure® ; de plus, si avant la mesure de A le vecteur
d’étatest @) = >, cn|n), la probabilité que le systéme aprés mesure soit dans
I'état |n) doit étre |c,|2. On pourrait imaginer une mesure idéale® (tout & fait
théorique !) du spin grace & un filtre de Stern-Gerlach modifié s’inspirant
du dispositif décrit au § 1.1.4. Prenant comme base de départ le filtre de
la figure 3.8, on illumine atome entrant dans le filire par un faisceau laser
convenablement accordé qui induit une transition dans un niveau excité de
Patome. Lorsqu’elles ont leur séparation maximale & l'intérieur du filtre, les
deux trajectoires passent dans deux cavités résonantes distinctes oil 'atome
revient dans son état fondamental en émettant un photon avec une probabilité
voisine de 100 % (figure 4.1). Ce photon est détecté dans l'une des deux
cavités, et il est ainsi possible d’étiqueter la trajectoire a I'intérieur du filtre,
sans perturber en quoi que ce soit I’état de spin. Cette mesure entraine une
profonde modification dans la description de ’état de spin. Si par exemple
l’état du spin & l'entrée du filtre est ’état propre |+, %) de S,, en 'absence

7. On peut donner une formulation « mesure » au test de polarisation d’un photon, par
exemple dans la base {|z),|y)}, en introduisant la grandeur physique A; représentée par
l'opérateur

Az = |z)x] — |y} (Yl
qui prend la valeur +1 si le photon est polarisé suivant Ox et —1 s’il est polarisé suivant Oy.

8. Si 'on peut répéter plusieurs fois une méme mesure idéale, on a alors une « mesure
quantique sans démolition » ou mesure QND (Quantum Non Demolition). Voir par exemple
C. Caves et al., Rev. Mod. Phys. 52, 341 (1980) ou V. Braginsky, Y. Vorontsov et
K. Thorne, Science 209, 547 (1980).

9. Une autre expérience théorique a été proposé par M. Scully, B. Englert et J. Schwinger,
Phys. Rev. A 40, 1775 (1989).
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F1G. 4.1 — Mesure idéale du spin.

de mesure, les deux trajectoires conservent la propriété de cohérence. Elles
peuvent étre recombinées a la sortie du filtre pour reconstruire 'état |+, &) :
le filtre contient une superposition cohérente d’états propres de S, |+) et |—),
avec une amplitude 1/+/2

1
[+, &) = E(IHH—))

Au contraire, lorsque la mesure est achevée, le spin est projeté sur 'un des
états |[+) ou |—) avec une probabilité de 50 %, et il est impossible de revenir
en arriére et de reconstruire 1'état |+, £). Nous aurons 'occasion de revenir
sur ce caractére irréversible de la mesure. Ainsi que nous le verrons plus en
détail au chapitre 6 et & 'annexe B, la mesure a transformé la superposition
cohérente |+, %) en un ensemble statistique classique de 50 % de spins up
et 30 % de spins down, mais d’une expérience sur un atome donné émerge
toujours un résultat unique.

Si la mesure de S, a donné le résultat +#/2 et si on répéte cette mesure,
on constate que le résultat est toujours +Ah/2 : immédiatement aprés une
mesure de &, qui a donné le résultat +%/2, le spin est dans 1'état |+). De
facon générale, pour un systéme quantique qui vient de passer avec succés un
test |x), on admet que le systéme quantique se trouve dans 'état |x)

Pxle)

[P} = T

1Pyl

I subit une évolution irréversible qui le projette dans ’état |x). L’état d'un
systéme quantique immédiatement aprés que l’on a effectué une mesure idéale
(ou un test idéal) est donné par un postulat supplémentaire, dit de réduction
du paquet d’ondes RPO qui est un complément au postulat II.
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Postulat RPO. Si le systéme était initialement dans ’état |¢), et si le résultat
de la mesure de A est a,, alors immédiatement aprés la mesure le systéme se
trouve dans 'état projeté sur le sous-espace de la valeur propre a,

__ Py
= = oo )

Le vecteur |¢)) dans (4.7) est bien normalisé & 'unité car

IPrl@)|? = (@IP]Pule) = (| Pnle)

compte tenu des propriétés des projecteurs. Le postulat RPO suppose
la mesure idéale, c’est-a-dire non destructrice, de telle sorte que les tests
peuvent étre répétés. D’un point de vue purement pragmatique, ce postulat
ne présente un intérét que si I’on effectue au moins deux mesures consécutives.
Nous avons donné ci-dessus un exemple de mesure idéale pour le spin d’un
atome d’argent (figure 4.1). A la sortie du filtre, on sait dans quel état de spin
se trouve atome qui est maintenant disponible pour des tests ultérieurs. Une
répétition de la mesure de S, redonnera +7%/2 pour les atomes qui ont émis un
photon dans C; et —£/2 pour ceux qui ont émis un photon dans Cy. 1l faut
remarquer que la mesure idéale se présente rarement en pratique. En général
la détection détruit le systéme observé : un exemple déja mentionné de mesure
destructricel® est la détection d’un photon par un photomultiplicateur D,
ou Dy, dans la figure 3.2. Un autre exemple de mesure non idéale est la
détermination de 'impulsion d'une particule par collision élastique avec une
seconde particule d’impulsion connue, en utilisant la conservation de I’énergie-
impulsion. Aprés la collision, la premiére particule ne se trouve plus dans Pétat
d’impulsion que 1’on a mesurée. Le concept de mesure idéale est indispensable
pour la discussion de la mesure en physique quantique, mais en pratique la
mesure idéale est I’exception, et non la régle !

Le point de vue sous-jacent au postulat RPQO est celui de Bohr, dit
aussi « point de vue de Copenhague ». Dans ce point de vue, Pappareil
de mesure agit comme un objet classique et on ne se préoccupe pas du détail
du processus de mesure, qui est une sorte de « boite noire » : le seul point
pertinent est le résultat, qui se lit sur un appareil de mesure classique, par
exemple grice 4 la position d’une aiguille sur un écran. Nous reviendrons au
§ 6.3.1 et 4 'annexe B sur le processus de mesure en mécanique quantique, en
mettant en évidence les limitations du point de vue de Bohr. Une analyse
compléte du processus de mesure incluant les interactions quantiques de
deux appareils de mesure consécutifs montre que le postulat RPO est une
conséquence du postulat II et du postulat d’évolution temporelle IV énoncé
en (4.11). Cependant le point de vue de Bohr est parfaitement opérationnel
pour toutes les applications courantes de la mécanique quantique, et nous
nous en servirons désormais sans commentaires supplémentaires.

10. On sait maintenant effectuer des mesures non destructrices sur un photon : G. Nogues
et al., Nature 400, 239 (1999).
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Lorsque 'on cherche 4 déterminer complétement le vecteur d’état |)
d’un systéme physique, il peut arriver que la mesure idéale d’une grandeur
physique A donne le résultat a, la valeur propre a de A étant non dégénérée.
Immeédiatement aprés la mesure, le vecteur d’état est alors le vecteur
propre |a) de A. Si la valeur propre est dégénérée, il faut trouver une seconde
grandeur physique B compatible avec A : [A,B] = 0. Dans ce cas il est
possible que la donnée des valeurs propres a et b spécifie entiérement le vecteur
d’état. Si ce n’est pas encore le cas, il faudra trouver une troisiéme grandeur
physique C compatible avec A4 et B, etc. Lorsque la donnée des valeurs propres
{a,b,c...} des opérateurs compatibles {4, B,C ...} spécifie entiérement le
vecteur d’état on dira, en suivant la terminologie introduite au § 2.3.3, que
ces opérateurs (ou les grandeurs physiques qu’ils représentent) forment un
systéme complet d’opérateurs (ou de grandeurs physiques) compatibles. La
mesure simultanée d’un systéme complet de grandeurs physiques compatibles
{A,B,C...} constitue un test marimal du vecteur d’état. Si I’espace des
états est de dimension N, un test maximal doit avoir N résultats différents
possibles. Lorsque 'on a réalisé un test maximal sur un systéme quantique,
on connait exactement son vecteur d’état, et on a donc préparé le systéme
quantique dans un état déterminé : on a effectué I’étape de préparation du
systéme.

Pour fixer les idées, supposons que la donnée de deux valeurs propres
ar et b, de deux opérateurs compatibles A et B spécifie entiérement un
vecteur |r, s} de H

Alr,s) = a.|r, s) Bjr, s) = bs|r, s)

La mesure simultanée des grandeurs physiques A et B est alors un test
maximal et les N résultats possibles sont étiquetés par le couple (r,s). Un
exemple d’appareil effectuant un test maximal est Pappareil de Stern-Gerlach
de la figure 3.7 : cet appareil sépare les états de spin |+) et |-), qui donnent
deux taches différentes sur 1’écran, I'espace des états étant de dimension 2 :
N = 2. La mesure de 4 et B permet de préparer le systéme dans 1'état |r, s),
en sélectionnant les systémes qui ont donné le résultat (a,, bs). Si les systémes
quantiques sélectionnés dans 1’état |r, s) sont & nouveau soumis & une mesure
simultanée de A et B, le résultat de cette nouvelle mesure sera (a,, bs) avec une
probabilité de 100 %. Lorsqu’un systéme physique est décrit par un vecteur
d’état, il doit exister, au moins en principe, un test maximal dont un des
résultats possibles a une probabilité de 100 % : pour un spin 1/2 dans état
|[+), un tel test maximal est celui effectué avec un appareil de Stern-Gerlach
dont le champ magnétique est paralléle & Oz.

Il est aussi instructif d’examiner le cas d’une grandeur physique A
compatible avec B et C : [A,B] = [A,C] = 0, alors que B et C sont
incompatibles : [B, C] # 0. Dans ce cas le résultat de la mesure de A dépend
de ce qu'on la mesure simultanément & B ou 4 C. Cette propriété est appelée
contextualité, et un exemple en sera donné au § 6.2.3.
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Le lecteur se sera rendu compte que la mesure en physique quantique est
fondamentalement différente de la mesure en physique classique. En physique
classique, la mesure révéle une propriété préexistante du systéme physique
testé. Si une voiture roule & 180 km/h sur 'autoroute, la mesure de sa
vitesse par un radar détermine une propriété préexistante & la mesure, ce
qui donne au gendarme la légitimité pour verbaliser. Au contraire la mesure
de la composante S, d’un spin 1/2 dans 'état |[4) ne révéle pas une valeur
de S, préexistante. La dispersion des résultats de la mesure de S, dans ce
cas de figure est parfois attribuée 4 la « perturbation incontrélable du spin
due & la mesure », mais la valeur de S, ne préexiste pas & la mesure, et on ne
peut pas perturber ce qui n’existe pas. Nous aurons l'occasion de revenir sur
ce point au § 6.2.1.

4.1.3 Inégalités de Heisenberg 11

Nous avons introduit au chapitre précédent la notion de grandeurs
physiques incompatibles. Nous allons revenir de facon plus quantitative sur
ce concept et ses conséquences pour la mesure. Deux grandeurs physiques A
et B sont incompatibles si le commutateur des opérateurs A et B qui les
représentent est non nul : [A, B] # 0. Supposons qu'une premiére mesure
de A ait donné un résultat a et projeté le vecteur d’état initial sur un vecteur
propre |a) de A : Ala) = ala). Sil'on effectue une mesure de B immédiatement
aprés celle de A, en général le vecteur |a) ne sera pas vecteur propre de B
et le résultat de la mesure ne sera connu qu’avec une certaine probabilité.
Par exemple si b est une valeur propre simple de B correspondant au vecteur
propre |b) : B|b) = blb), la probabilité de mesurer b sera p(a — b) = |(b|a)|?.
En général, il ne sera pas possible de trouver des états ol les valeurs de A
et B soient toutes deux exactement connues. Nous allons établir un résultat
important sur les dispersions (ou écarts quadratiques moyens) des mesures
effectuées 4 partir d’'un état initial |¢) arbitraire. Comme en théorie des
probabilités ordinaires, nous définissons les dispersions A,A et A,B dans
Détat |p) par

(A¢A)2 = (Az)ap - (<A><p)2 = <(A - <A>¢I)2>sa

(4.8)
(ApB)? = (B%), — ((B)e)? = (B — (B)oI)*)y

Le commutateur de A et de B est de la forme iC, ot C est un opérateur
hermitique ; en effet

[A) B]T = [BTvAt] = [BvA] = _[AvB]
Nous pouvons donc écrire

[A,B] =iC c=ct (4.9)
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Définissons les opérateurs hermitiques de valeur moyenne nulle (a priori
uniquement dans 1'état |¢))

Ag=A— (A),T Bo = B — (B),I

et dont le commutateur est aussi iC' : [Ag, Bo] = iC, car (A), et (B), sont
des nombres. La norme au carré du vecteur

ou A est choisi réel, doit étre positive

[1(Ao +iABo) @) = || Aol}||® + iA{w| Ao Bole)
~iA{|BoAolp) + A%||Bol)|[?
= <A3>W - /\<C><p + /\2<B§>¢ >0

Le polynome de degré deux en A doit étre positif quel que soit A, ce qui
implique

<C>i - 4<Ag>§0<Bg>=p <0

Ceci démontre linégalité de Heisenberg

(ApA) (AyB) 2 = |(Cy| (4.10)

N =

C’est la relation souhaitée donnant les dispersions sur les mesures de A et B :
le produit des dispersions sur les mesures est supérieur ou égal & la moitié
du module de la valeur moyenne du commutateur de A et B. 1l est facile
de montrer (exercice 4.3.1) qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
A, A = 0 est que |p) soit vecteur propre de A. Dans un espace vectoriel de
dimension finie, on a alors {C), = 0. Insistons sur l'interprétation correcte
de (4.10) : en effectuant comme en (4.3) un grand nombre de mesures de
A, un grand nombre de mesures de B et un grand nombre de mesures de C
sur des systémes tous préparés dans le méme état |@), on pourra en déduire
avec une bonne précision les dispersions A, A et A B ainsi que la valeur
moyenne (C),, qui obéiront alors & (4.10).

4.2 Evolution temporelle

4.2.1 Equation d’évolution

Jusqu’a présent nous avons considéré le systéme physique a un instant
donné, ou pendant lintervalle de temps supposé infiniment court d’une
mesure.  Nous allons maintenant prendre en considération 1’évolution
temporelle du vecteur d’état, auquel nous donnerons une dépendance
explicite |p(t)) par rapport au temps ¢.
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Postulat IV : équation d’évolution

L’évolution temporelle du vecteur d’état |¢(¢t)) d’un systéme quantique isolé
est régie par I'équation d’évolution

320D _ gy (4.11)

L’opérateur hermitique H(t) est appelé hamiltonien.

L’opérateur H a les dimensions d’une énergie, et nous identifierons
effectivement H comme étant 'opérateur hermitique représentant la grandeur
physique énergie. L’équation (4.11) est du premier ordre par rapport
au temps, et 'évolution est déterministe : étant donné une condition
initiale J¢(#0)) au temps t = #o pour le vecteur d’état, I’évolution (4.11)
détermine |@(t)) & tout temps ultérieur ¢ > tg, pourvu bien siir que le
hamiltonien soit connu. En fait, la restriction & ¢t > ty n’est pas nécessaire :
I’évolution (4.11) est réversible et on peut parfaitement « remonter le temps ».
Le schéma d’une expérience typique est donné dans la figure 4.2 : le systéme
est préparé au temps t = ty par la mesure d’un ensemble de grandeurs
physiques compatibles, qui détermine le vecteur d’état |p(tp)). Le vecteur
d’état évolue ensuite jusqu’au temps ¢ en suivant (4.11), et une seconde mesure
d’une ou d’un ensemble de grandeurs physiques (soit identiques a celles de la
premiére mesure, soit différentes) est effectuée au temps t. Cette seconde
mesure permet de déterminer totalement ou en partie |¢(¢)), et par exemple
de remonter aux propriétés de H. Pour que (4.11) soit valable entre les deux
mesures, il est bien slr nécessaire que le systéme quantique soit isolé dans
I'intervalle de temps correspondant.

lo) l(2))
mesure lo(to)) = |n) mesure [4)
de A o de B
U(ta tO)
préparation tg mesure ¢

FIG. 4.2 — Préparation et mesure. La mesure de .4 au temps ¢o donne le résultat an.
L’évolution (4.14) entre ¢g et £ se traduit par |¢(f)) = U(t,t0)}e(to). Une mesure de
B est ensuite effectuée au temps ¢.
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La (nécessaire) conservation de la norme du vecteur d’état est assurée par
Phermiticité de H. En effet

Sl = < el

dt
= (ol B) lo(t) + (0] (5 1) o)
= 2 eI — HYe(0) = 0 (1.12)

car H = H'. Si I’on décompose |¢(t)) sur une base |n,r)

lp(t)) = Z|n r{n,rlp(t) Zcm tY|n,r)

n,r

les composantes c,,(t) obéissent a

% (;Icnr(t)P) :% (Z P(an,t)> =

n

La somme des probabilités p(a,,?) doit toujours étre égale & un.

La forme matricielle de l’équation d’évolution (4.11) s’obtient dans une
base arbitraire {|a}} de H en la multipliant & gauche (4.11) par {a| et en
utilisant la relation de fermeture

in L tale(t) = (a HOlo(0) = Y lalHOI8) Bl (0)
8

soit

= Hap(t) cs(t) (4.13)
B

Nous avons souligné le caractére réversible et unitaire de Pévolution (4.11).
Ce caractére réversible et unitaire doit étre contrasté avec celui de ’évolution
dans une mesure, qui est non unitaire et irréversible. La projection du
vecteur d’état initial sur le vecteur propre de la grandeur physique mesurée
est non unitaire : la norme n’est pas conservée, et il faut normaliser le
résultat P,|p) de la projection (cf (4.7)), et d’autre part il est impossible
de reconstruire le vecteur d’état initial une fois la mesure faite. Dans le point
de vue de Copenhague, on trouve donc deux types d’évolution : une évolution
réversible (4.11) et une évolution irréversible (4.7), ce qui est peu satisfaisant.
Ce probléme sera examiné 4 'annexe B.

4.2.2 Opérateur d’évolution

Nous avons donné en (4.11) 'équation d’évolution sous forme différentielle.
Il existe une formulation intégrale de cette équation qui fait intervenir
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lopérateur d’évolution U(t,tp). Dans cette formulation, le postulat IV
devient :

Postulat IV’ : Opérateur d’évolution

Le vecteur d’état |¢(t)) au temps ¢ se déduit du vecteur d’état |p(tg)} au
temps to par application d'un opérateur unitaire U(t,2p), appelé opérateur

d’évolution
[lp(®) = U(t, to)o(t0)) | (4.14)

L'unitarité de U : UtU = UU' = I assure la conservation (4.12) de la norme

(o)) = (p(to)|UT(t, ta)U (t, to) (o)) = {p(to)le(to)) = 1

Inversement, on aurait pu partir de la conservation de la norme pour montrer
que UTU = I. Dans un espace vectoriel de dimension finie, cela suffit a assurer
UUY = I (cf. § 2.2.1), mais pas nécessairement dans un espace de dimension
infinie. L’opérateur d’évolution obéit aussi a la propriété de groupe

U(t,tl)U(tl,to) = U(t,tg) to<t1 <t (4.15)

En effet, il est équivalent d’aller directement de ¢y a ¢, ou d’aller d’abord de
to Aty et ensuitede t] &t

le(®)) = U(t, to)|e(to))
= U(t, t1)lp(t1)) = U, 8)U(t1, 20)|9(t0))

Comme précédemment la restriction £y < ) < t n’est pas nécessaire : #; peut
étre quelconque. Evidemment U(#q,t0) = I, et la propriété de groupe jointe
4 Punitarité de U implique

Ult,to) = U (to,t) = U'(to,1) (4.16)
Les postulats d’évolution temporelle IV et IV’ ne sont bien sfir pas

indépendants. En effet, il est facile & partir de (4.11) d’écrire une équation
différentielle pour U(t,tg). En différentiant (4.14) par rapport au temps

ingg o) = n [ U6 0)] ot
et en comparant avec (4.11) on obtient
ih {% U(t,to)] [p(to)) = HOU(t, to) e(to)

Comme cette équation doit étre valable quel que soit |©(to)}, on en déduit
une équation différentielle pour U(t, to)

ih(% Ult,to) = HHU(L, to) (4.17)
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ce qui se traduit aussi par

H(tp) = ih% Ul(t, to) (4.18)

t=tp

en prenant la limite t — #3. Il est donc aisé de passer de la formulation
intégrale {4.14) a la formulation différentielle (4.11). Le passage inverse
est plus compliqué : en effet, si H(¢) était un nombre, I'équation (4.17)
s’intégrerait immédiatement. Mais H () est un opérateur et en général

U(t,to) # exp (—% /t: H(t") dt’) (4.19)

parce qu’il n’y a aucune raison pour que [H(t'), H(t")] = 0. Cependant il
existe une formule générale!' pour calculer U(t,#) & partir de H(t), et les
postulats IV et IV sont strictement équivalents!?.

4.2.3 FEtats stationnaires

Un cas particulier trés important est celui du systéme isolé de son
environnement. L’opérateur d’évolution ne peut alors pas dépendre du choix
fait pour l'origine des temps : peu importe pour un systéme isolé de toute
influence extérieure que nous choisissions pour le décrire le temps de Paris ou
celui de New-York qui, comme chacun sait, sont décalés de 7 = six heures

INew—York = tParis — T
Quel que soit 7, nous devons avoir
U(t—T, to - T) = U(t, to) (420)

Ceci implique que U ne peut dépendre que de la différence (t — to).
L’équation (4.18) montre alors que le hamiltonien est indépendant du temps,
car le choix de tg est arbitraire. Naturellement, il peut parfaitement arriver
que le hamiltonien soit indépendant du temps, méme pour un systéme non
isolé, par exemple si le systéme est plongé dans un champ magnétique
indépendant du temps comme le spin 1/2 du § 3.2.5. En revanche, si un
champ magnétique est appliqué entre 12h et 12h10, heure de Paris, le choix
de l'origine des temps ne sera pas indifférent ! Lorsque le hamiltonien

11. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre XVII.
12. En toute rigueur, on peut trouver des exceptions ou U est défini, mais non H :
¢f. Peres [1995], page 85.
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est indépendant du temps, Péquation différentielle (4.17) s’intégre sans
probléme et

I

Ult, to) = exp (-M H) (4.21)

qui ne dépend que de (t — tg).

L’opérateur U(t — tg) (4.21) est obtenu par exponentiation de I'opérateur
hermitique H ; U(t — tg) effectue une translation de temps de (¢ — o) sur le
vecteur d’état, et si (¢ — tg) devient infinitésimal

Ut —to) ~ I — i{t—t)

h
Cette équation s’interpréte ainsi : H est le générateur infinitésimal des
translations de temps, et, pour un sytéme isolé, la définition la plus générale du
hamiltonien est d’étre précisément ce générateur infinitésimal. La notion de
générateur infinitésimal sera étendue & d’autres transformations au chapitre 8.

Considérons un systéme physique isolé qui peut étre décrit & une bonne
approximation par un vecteur d’état d’un espace de Hilbert de dimension 1 :
particule élémentaire stable, atome dans son état fondamental... Le vecteur
d’état est alors un nombre complexe ¢(t) et H un nombre réel : H = E. La
loi d’évolution (4.13) devient, compte tenu de (4.20)

H (4.22)

p(t) = exp (—%E(t - to)) (ta) = exp(—iw(t — to))p(to) (4.23)

en définissant F = kw. D’aprés la relation de Planck-Einstein E = hw, il est
naturel d’identifier F & I’énergie.

Passons maintenant & un cas moins trivial. Soit |n,r) un vecteur propre
de H correspondant & la valeur propre E,, : H|n,r) = E,|n,r). Son évolution
temporelle est particuliérement simple : si [p(t)) = |n,7)

o) = exp (LG ) ) = (-5 Bt - ) mr) (@24)

La probabilité de trouver |(t)) dans un état |x) quelconque est indépendante
du temps

[Odlp(e) 12 = | x| exp (7 En(t - to>) [eleo))| = ldetto))?

Pour cette raison, un état propre de H est appelé état stationnaire.

Il est parfois utile d’écrire la loi d’évolution temporelle sous forme de
composantes. Ecrivons la décomposition d’un vecteur d’état arbitraire |¢(to))
au temps t = #g sur la base {|n,r)} des vecteurs propres de H

lp(to)) = D carlto)ln, ) Car(to) = (. 7|p(t0))
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Nous avons alors

o) = X enrltoyesp (=520 1)

=" cnr(to) exp (—% En(t - to)) n,7)

n,r

ce qui donne la variation des coeflicients ¢,, en fonction de ¢
i
Cnr(t) = exp (—E E.(t— t0)> Cnr(to) (4.25)

4.2.4 Inégalité de Heisenberg temporelle

Au § 3.2.5, nous avons donné une explication élémentaire de la relation
entre un temps caractéristique d’évolution At et une dispersion sur 1’énergie
AE. Etablissons maintenant de fagon générale une inégalité sur le produit
AFE At, ou inégalité de Heisenberg temporelle. Nous allons d’abord écrire
Péquation d’évolution de la valeur moyenne (A),(¢t) = (p(t)|A|p(t)) de
Popérateur A représentant la grandeur physique A, supposée indépendante
du temps

S POl = o [P AlR(®) + (O] ABIp(0)]

 (PIAH — HAl(0)

ce qui donne le théoréme d’Ehrenfest

d 1

S Ap0) = o (O Hllo) = o (A4, Hy | (426)

Utilisons maintenant la relation (4.10), en remplacant B par H
1 1. 1d
BpH B,A 2 3|14 H)l = 5 5|2 (4)o(t)

et définissons le temps 7,(A) par

a | DA

T,(A) est le temps caractéristique nécessaire pour que la valeur moyenne
de A varie de Ay A, c’est-a-dire d’une quantité de Pordre de la dispersion.
L’inégalité précédente devient

A H7,(A) > =k (4.27)

[NT s
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ce qui est la forme rigoureuse de l'inégalité de Heisenberg temporelle. Cette
inégalité est souvent écrite sous la forme

AEAt> Zh (4.28)

L R

AF représente la dispersion en énergie et At un temps caractéristique
d’évolution'®. La valeur de I’énergie ne peut étre exactement fixée que si
la dispersion AE est nulle, ce qui implique que le temps caractéristique
doit étre infini. Ceci n’est possible que si 'état du systéme est un état
stationnaire. C’est le cas par exemple pour une particule élémentaire stable
ou un atome dans son état fondamental, en 'absence de perturbations
extérieures. En revanche, un atome porté dans un état excité n’est pas dans
un état stationnaire. En raison de son couplage avec les fluctuations du vide
du champ électromagnétique (¢f. § 14.3.4), il émet un photon au bout d’un
temps moyen 7, appelé vie moyenne de Uétat excité (cf. § 1.5.3). L’énergie du
photon final présente une dispersion en énergie AE, qui est appelée largeur
de raie et est souvent notée AI'. On montre que AE et 7 sont reliés par
T AE ~ h, relation que l'on peut déduire de facon intuitive, mais discutable'4,
de I'inégalité de Heisenberg temporelle (4.28)

I'r~1 (4.29)

Donnons un ordre de grandeur en physique atomique, en prenant comme
exemple le premier niveau excité de I’atome de rubidium ; 'atome dans cet
état excité revient & son état fondamental en émettant un photon de longueur
d’onde A = 0.78 um, ce qui correspond & une énergie € = 1.6eV. La largeur
de raie est Al' = 2.4 x 10786V, et la vie moyenne 7 ~ 1/T' = 2.7 x 1078s. La
dispersion sur ’énergie de 1'état excité est donc trés faible par rapport a la
différence d’énergie avec le niveau fondamental : Al'/e =~ 108, ce qui entraine
que I’énergie du niveau excité est définie avec une précision excellente. La
relation (4.29) se généralise a toute désintégration de particules, par exemple
la, désintégration a deux corps C' — A + B.

11 ne faudrait surtout pas conclure de (4.28) que I'on ne peut pas mesurer
I’énergie avec une précision meilleure que AE. Considérons par exemple
I’énergie E du boson Z°, vecteur de l'interaction faible (¢f. § 1.1.4) dans
son référentiel au repos : E = mzc?, oit my est la masse du boson Z°.
Le boson Z° est instable, et posséde donc une largeur de raie. Celle-ci a
été mesurée avec une grande précision : Al'z = 2.4952 + 0.0023 GeV. La
précision actuelle sur la masse du Z° est bien meilleure que T'z ! En effet la
détermination la plus précise est actuellement m z¢2 = 91,1875 + 0.0021GeV
(figure 4.3). En d’autres termes, il est possible de pointer le centre de la raie
avec une précision bien meilleure que la dispersion.

13. L’inégalité AE At 2 h a un statut différent de (4.10) dans la mesure ol ¢ n’est pas
un opérateur. At est souvent interprété incorrectement comme le temps nécessaire i la
mesure de I'énergie.

14. Voir I’'annexe C pour ’étude de cette relation.
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FI1G. 4.3 — Spectre de masse du boson Z°. La courbe en trait plein est le résultat
expérimental brut. Ce résultat doit étre corrigé pour tenir compte des corrections
radiatives (émission de photons) exactement calculables. La courbe en pointillés
donne le spectre de masse du Z°. D’aprés la collaboration LEP, prétirage CERN
EP-2000-13 (2000).

La relation (4.28) permet aussi de discuter la notion de « particules
virtuelles ». 1l est possible d’interpréter les processus de la théorie quantique
des champs en termes d’échanges de particules virtuelles : par exemple,
Vinteraction coulombienne dans Patome d’hydrogéne correspond a 1’échange
de photons virtuels entre un proton et un électron. Ces processus ne
correspondent pas & une réaction observable entre particules, car les particules
virtuelles ne peuvent pas obéir & la condition qui relie ’énergie 4 I'impulsion
et a la masse : E? = 52¢2 + m?c*. Prenons 'exemple des interactions entre
nucléons, ou interactions fortes (cf. § 1.1.4), dont Yukawa imagina vers 1935
qu’elles étaient dues & ’échange d’une particule encore inconnue & I’époque,
et que nous appelons aujourd’hui méson w. Cet échange est représenté sur
la figure 4.4 par un « diagramme de Feynman ». Le proton de gauche (p)
émet un méson 7T et se transforme en neutron (n), tandis que le neutron de
droite absorbe ce méson 71 et se transforme en proton. La conservation de
I’énergie-impulsion interdit la réaction

p—on+wt
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o/

p

Fi1c. 4.4 — Diagramme de Feynman pour 1’échange d’un méson .

Si 'impulsion est conservée, alors ’énergie ne peut pas I'étre. En revanche,
si 'on admet que la réaction ne dure qu’'un temps trés court At, alors il est
possible de tirer parti d’une fluctuation d’énergie AFE ~ h/At. La fluctuation
d’énergie nécessaire pour que la réaction soit possible est AE ~ m,c?, ot m,
est la masse du méson 7. Dans lintervalle de temps At, le méson peut
parcourir au maximum une distance!® ~ cAt ~ h/(myc), la longueur d’onde
Compton du méson n. Cette distance représente la portée maximale vy des
forces nucléaires (¢f. § 1.1.4), qui est de lordre de 1 fm. Yukawa fut donc
capable de prédire 'existence d’une particule ayant une masse de l'ordre
de fif(crg) ~200 MeV, et le méson 7 fut effectivement découvert quelques
années plus tard avec une masse de 140 MeV. Le méson 7 échangé dans
la figure 4.3 n’est pas observable : il est virtuel. On sait aujourd’hui que
les forces nucléaires ne sont pas fondamentales, et qu’elles sont dérivées de
forces fondamentales entre quarks. L’argument de Yukawa reste néanmoins
valable, car on peut écrire une théorie effective des forces nucléaires, avec
échange de mésons, et leur portée maximale est déterminée par le méson le
plus léger, qui est le méson 7. Le photon étant de masse nulle, la portée des
forces électromagnétiques est infinie ; comme nous ’avons noté au § 1.1.4, le
potentiel coulombien est & longue portée.

4.2.5 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg

Le point de vue adopté dans ce qui précéde, ou le vecteur d’état évolue
avec le temps alors que les opérateurs sont indépendants du temps, est
appelé point de vue de Schrédinger. Un point de vue équivalent en ce qui
concerne les résultats physiques est celui de Heisenberg, ol les vecteurs d’état
sont indépendants du temps et les opérateurs dépendent du temps. Afin
de simplifier la discussion, nous prenons le cas d’un hamiltonien H et d’un
opérateur A indépendants du temps. Ce n’est pas le cas général, car il peut
arriver que méme dans le point de vue de Schrédinger un opérateur A ait

15. On néglige pour simplifier la dilatation du temps.
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une dépendance explicite par rapport au temps, ou que H dépende du temps.
Nous admettrons que tel n’est pas le cas, en renvoyant I'étude générale &
Pexercice 4.3.7. La valeur moyenne de A au temps t est

50 = tettolexp (570 ) dexn (~ XL ) o)

Si nous définissons ’opérateur A dans le point de vue de Heisenberg Ay (t) par

i = o0 (9 1) e (9 )|

alors la valeur moyenne de A peut se calculer comme

(A} (t) = (0(to)| Ar (t)|o(to)) (4.31)

La dépendance par rapport au temps est intégrée dans 'opérateur, tandis que
le vecteur d’état est indépendant de ¢.

4.3 Approximations et modélisation

Nous avons énoncé ci-dessus les principes généraux qui fixent le cadre
universel de la théorie quantique. Cela ne veut pas dire que nous sommes préts
& aborder immédiatement un probléme physique ! En effet, pour aborder un
probléme concret, par exemple celui du calcul des niveaux d’énergie de I’'atome
d’hydrogéne, nous avons besoin de fixer 'espace des états et le hamiltonien
appropriés selon le degré de précision avec lequel nous souhaitons résoudre
le probléme. Le choix d’un espace des états et d’un hamiltonien implique
toujours que I'on se place dans le cadre d’une certaine approximation, et il ne
faut surtout pas confondre ce qui est approximation (ou modélisation) et ce
qui est principe fondamental. Par exemple, ainsi que nous allons le montrer
dans un instant, I’espace des états est toujours au départ de dimension infinie,
mais il peut arriver qu'il soit possible de se placer de fagon approchée dans
un espace des états de dimension finie, qui peut méme éventuellement étre
petite ; la dimension N de cet espace est appelée le nombre de niveauz de
Papproximation. Nous en avons vu un exemple dans 1'étude du spin 1/2 :
en premiére approximation, les degrés de liberté de spin sont découplés des
degrés de liberté d’espace, et c’est ce qui nous a permis de nous placer dans
un espace & deux dimensions en ignorant les degrés de liberté spatiaux. Un
autre exemple est celui de ’atome & deux niveaux, modéle standard de la
physique atomique : lorsque 'on s’intéresse a l'interaction d’un atome avec
un champ électromagnétique de fréquence w, en pratique le champ d’un laser,
et si deux niveaux d’énergie sont espacés de fuwg ~ Fw, on peut se restreindre a
ces deux niveaux d’énergie formant une base pour un espace des états a deux
dimensions, et écrire un hamiltonien approché d’interaction avec le champ



126 Physique quantique

laser agissant dans cet espace : c¢f. § 5.2.5 et § 14.4.1. Cette approche
fournit une excellente approximation pour 'interaction laser-atome, approche
qui peut étre facilement raflinée, par exemple s’il faut tenir compte des effets
du spin des niveaux.

Malheureusement la situation n’est pas toujours aussi simple. Nous allons
le voir dans le cas des degrés de liberté spatiaux, que 'on peut traiter en
s’appuyant sur le principe de correspondance. Selon ce principe, les grandeurs
physiques position et impulsion sont des opérateurs Ret P , de composantes X;
et P;, 4,7 = (z,y, ), qui vérifient les relations de commutation dites relations
de commutation canoniques

(X, P;] = ihéi I (4.32)

Prenant la trace des deux membres, on observe qu’il est impossible que ces
relations soient satisfaites dans un espace de dimension finie : en effet la trace
du membre de gauche est nulle (la trace d’'un commutateur est nulle}, tandis
que celle du membre de droite est iRV, ot IV est la dimension de H. Une
fois cette difficulté reconnue, la suite de la procédure (qui n’est pas toujours
exempte d’ambiguités) consiste & remplacer dans I’expression classique de
Pénergie E les positions et les impulsions classiques et g par les opérateurs R
et P pour obtenir le hamiltonien quantique d’une particule de masse m dont
Pénergie potentielle est V(7). Le principe de correspondance conduit au
passage suivant £ — H
7 P
E = T +V(f)—-H= Gy +V(R) (4.33)

Dans le cas de l’atome d’hydrogéne, (4.33) fournit une trés bonne
approximation si 'on prend pour V(7) le potentiel coutombien (1.3) et pour
espace des états celui de 1'électron. L’effet de la masse finie du proton est
pris en compte grace & la masse réduite. 1l faut bien comprendre que (4.32)
et (4.33) représentent un choix pour l'espace des états et le hamiltonien,
et que des approximations ont été faites. On a négligé en particulier
les effets relativistes, et les choses se compliquent dés que 'on en tient
compte. Il est & la rigueur possible dans un premier temps de généraliser
Pexpression du hamiltonien (équation de Dirac), mais une véritable théorie
quantique et relativiste implique que l'on introduise un champ électron-
positron et un champ électromagnétique quantifiés : c’est ce que l'on
appelle [électrodynamique quantique. Dans ces conditions, le principe de
correspondance sous la forme (4.32) n’est plus valable!® : en fait il n’y a méme

16. Il est remplacé par des relations de commutation canoniques entre les champs et leurs
moments conjugués, ce qui conduit & des objets mathématiques complexes, les distributions
a valeurs opérateur. Toutefois, il reste encore un tel chemin & parcourir (invariance de jauge,
renormalisation) avant de calculer une quantité physique que ce principe de correspondance
apparait un peu accessoire, et il est d’ailleurs remplacé en pratique par l'approche des
intégrales de Feynman.
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plus d’opérateur position ! Et I’électrodynamique quantique n’est elle méme
qu’une approximation d’une théorie plus vaste... Il faut donc soigneusement
distinguer les principes fondamentaux des approximations nécessaires pour
aborder tout probléme physique concret. Comme le souligne Isham[1995},
la procédure standard qui consite & « quantifier une théorie classique » en
utilisant le principe de correspondance n’a qu’une valeur heuristique, et en
fin de compte les approximations reposant sur ce principe ou toute autre
démarche heuristique doivent étre validées par la confrontation aux résultats
expérimentaux.

Nous avons jusqu’a présent utilisé des notations différentes pour une
grandeur physique A et 'opérateur hermitique associé A. Nous abandonnons
désormais cette distinction, et confondons la grandeur physique et 'opérateur,
qui seront représentés tous deux — sauf mention explicite du contraire — par
des lettres majuscules : hamiltonien H, position R impulsion P moment
angulaire J ... Les valeurs propres seront désignées par les lettres minuscules
correspondantes : ¥, 7, 7..., & I'exception du cas de I’énergie, ol les valeurs
propres de H seront notées E.

4.4 Exercices

4.4.1 Dispersion et vecteurs propres

Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que |¢) soit vecteur
propre d’un opérateur hermitique A est que la dispersion (4.8) A,4 = 0.

4.4.2 Meéthode variationnelle

1. Soit |¢) un vecteur (non normalisé) de 'espace de Hilbert des états et un
hamiltonien . La valeur moyenne (H),, est

(plH|p)
(wlw)

Montrer que si le minimum de cette valeur moyenne est obtenu pour |¢} =
|gm,) et le maximum pour |¢) = |pa), alors

<H><p =

Hlpm) = Em|em) et Hlpn) = Emlom)
ou E,, et Ejpr sont la plus petite et la plus grande valeur propre.

2. On suppose que le vecteur |¢) dépend d’un paramétre « : |p) = {@(a)).
Montrer que si
8<H><p(a) 0

8@ a=ag
alors By, < (H)(q,) Si o correspond a un minimum de (H) (o) €t (H) y(aq) <
Ep si ap correspond & un maximum. Ce résultat est a la base d’une méthode
d’approximation appelée méthode variationnelle (§ 14.1.4).
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3. Si H agit dans un espace & deux dimensions, sa forme la plus générale est
- (a +c¢ b )
b a-c
ol b peut toujours étre choisi réel. En paramétrant |p(«)) sous la forme

et = ()

sina/2
trouver les valeurs de ap en cherchant les extrema de (p(a)|Hlp(a)).
Retrouver ainsi (2.35).

4.4.3 Théoréme de Feynman-Hellmann

Soit un hamiltonien H dépendant d’un parameétre X : H = H(X), E())
une valeur propre simple et |¢()\)) le vecteur propre normalisé (/|o(\)[[? = 1)
correspondant

H(N)p(A) = EMN)|e(A)

Montrer le théoréme de Feynman-Hellmann

98 — o0 o) (430

4.4.4 Evolution temporelle d’un systéme a deux niveaux

On considére un systéme & deux niveaux de hamiltonien H représenté par

la matrice 1B
H:h(B_A)

H=(,) =)

D’aprés (2.35), les valeurs propres et vecteurs propres de H sont

dans la base

By = hVATB  xy) =cosy [4) +sind |)
E. = —h\/A2+ B? Ix—) = —sing|+>+cosg|—)
avec
A=\/A—2—}—_B_2C089 B =+/A? 4+ B? sinf tanH:E

A

1. Le vecteur d’état |¢(t)) au temps ¢ peut se décomposer sur la base

{+).1-)}
lp(t)) = e+ ()4 + e~ (B)]-)
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Ecrire le systéme d’équations différentielles couplées auquel obéissent les
composantes c4(t) et c_(t).

2. On décompose |o(t = 0)) sur la base {{x+), |x—)}
ot = 0)) = [¢(0)) = Alx+) + lx-) I+ 1wl =1

Montrer que c4(t) = (+|¢(t)) s’écrit
. 9 . ¢
cy(t) = Ne /20 3K ei/2 in 3

avec ) = 24/ A2 + B2 : KQ est la différence d’énergie entre les deux niveaux.
En déduire que ¢ (t) (de méme que c_(t)) vérifie I’équation différentielle

Ep(t) + (g)2c+(t) ~0

3. On suppose que ¢, (0) = 0. En déduire A et p & une phase prés ainsi
que ¢4 (t). Montrer que la probabilité de trouver le systéme au temps ¢ dans
P’état |+) est

o B? Qt
) .9 _ N
p.(t) = sin® 4§ sin (—2 ) g o ( 5 )

4. Montrer que si ¢4 (t = 0) = 1 alors
1977 Ot
c+(t) = cos 5 icosfsin >

En déduire p (t) et p_(t), et vérifier la compatibilité du résultat avec celui
de la question précédente.

4.4.5 Reésonance magnétique nucléaire

La résonance magnétique nucléaire (RMN) repose sur le fait que les noyaux
atomiques de spin non nul possédent des moments magnétiques. Nous nous
limiterons aux noyaux de spin 1/2 (*H, '3, 19F, etc.) dont le moment
magnétique, qui est un opérateur en mécanique quantique, est donné par

i=~S

ol vy est le facteur gyromagnétique

avec ¥ = 5.59 pour le proton, 1.40 pour le 13C, 5.26 pour le °F, etc. Le spin
nucléaire est placé dans un champ magnétique By dirigé suivant Oz.
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1. Montrer que le hamiltonien Hy du spin nucléaire s’écrit dans la base ou S,

est diagonal
h wo 0 1
=g (7 5,) =g

si I'on pose vBy = wy.
2. On ajoute au champ constant By un champ B (t) situé dans le plan zOy
tournant dans le sens inverse du sens trigonométrique avec une vitesse
angulaire w .

B (t) = B1(% coswt — §sinwt)

Montrer que le hamiltonien total dépendant du temps H(¢) devient

_h wo wpelt
H(t)__§ (wle—iwl —wp

ol wy = ’YBl.

3. Soit |(t)) le vecteur d’état du spin nucléaire. On le décompose dans la
base des états propres de S,

lp(®)) = e () [+) + () [=)
Ecrire le systéme d’équations différentielles auquel obéissent ¢ (t) et c_(t).

4. On pose .
ca(t) = v (t) e F/?

Quelle est 'interprétation géométrique de cette relation 7 Montrer que

()0

ol H est indépendant du temps. Donner 'expression explicite de H.

5. Le spin est au temps ¢t = 0 dans I’état |—). Utiliser les résultats de I’exercice
précédent pour montrer que la probabilité p, (t) de trouver au temps ¢ le spin
dans I'état |+) est

2
p,(t) = (%) sin? % Q=1/(w—wo)?+uw? (4.36)
Ce résultat est appelé formule de Rabi. Tracer p, (t) pour w — wy = 3w et
w = wp et retrouver la figure 4.5. Pourquoi peut-on parler de résonance pour
w = wp 7 Quelles sont les valeurs numériques de wy et de la fréquence g
correspondante pour le proton lorsque le champ magnétique vaut Bo =1 T ?
Que veut dire un chimiste quand il parle d’'une « RMN de 600 MHz » 7

L’utilisation de la RMN en chimie et en biologie repose sur le fait que
Penvironnement chimique d’'un atome modifie légérement la valeur du champ
magnétique qui s’exerce sur le noyau atomique correspondant : By —
Bo(1 ~ o), avec 0 ~ 1075, Le déplacement correspondant de la fréquence
de résonance donne des informations sur ’environnement chimique.
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p ()4 py(t) 4
6=0 6=3w1
l b e e e e = - e
o YAVAVAVAVAVAVAN o

F1G. 4.5 — Oscillations de Rabi : (a) § = 0 (b) § = 3wi. Dans le cas (b) la valeur
maximale de p, (t) est 1/10.

4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires

Les réactions nucléaires a l'intérieur du Soleil produisent en abondance
des neutrinos électroniques v, ; 95 % de ces neutrinos sont produits dans la
réaction

p+p — "H+e" +u

La Terre recoit du Soleil 6.5x 10! neutrinos par seconde et par m2. Depuis une
trentaine d’années, plusieurs expériences ont tenté de détecter ces neutrinos,
mais toutes ces expériences concordent pour conclure que le flux de neutrinos
mesuré est seulement la moitié environ du flux calculé & partir du modéle
standard du Soleil. Or ce modéle est considéré comme particuliérement
fiable!”, en particulier en raison des résultats récents de I’héliosismologie :
les incertitudes sur le modéle solaire ne peuvent en aucun cas expliquer ce
« déficit en neutrinos solaires ». La combinaison de deux expériences (¢f. la
note 4 du chapitre 1), a permis de montrer sans aucun doute possible que ce
déficit en neutrinos est d a la transformation des neutrinos v, en d’autres
sortes de neutrinos au cours de leur voyage entre la Terre et le Soleil : ces
expériences montrent que le flux total de neutrinos prévu par le modéle du
Soleil est correct, mais que c’est le flux de neutrinos électroniques qui est trop
faible. Nous allons faire une théorie simplifiée, mais qui donne ’essentiel de
la physique sous-jacente, en supposant :

e qu’il existe seulement deux types de neutrinos, le neutrino électronique
Ve et le neutrino muonique v, (en fait il existe une troisiéme sorte de
neutrino, le neutrino 7 : v;) ;

e que tout le phénomeéne se passe dans le vide dans la propagation entre
la Terre et le Soleil (en fait la propagation dans le Soleil joue aussi un
role important).

17. L’intérieur du Soleil est connu de fagon bien plus précise que celui de la Terre !
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On a longtemps admis que les neutrinos étaient des particules de masse nulle.
Si au contraire ils sont massifs, on peut se placer dans leur référentiel au repos
et écrire le hamiltonien dans la base {|ve), |vu)}

=) wm () e ()

L’élément non diagonal m permet des transitions entre neutrinos électroniques
et neutrinos muoniques.

1. Montrer que les états ayant une masse déterminée sont |11} et |vg)

0 .0
[v1) = cos 3 |ve) + sin 3 V)
.0 6
{vg) = —sin [ve) +cos§ V)

avec

2m
tanf = ——
Me = My,

et que les masses m; et mo sont

Me + M Me — M 2
mlz_e__£+ m2 4 [ e
2 2
Me + M Me — M 2
— e T 2 e e

2. Les neutrinos se propagent avec une vitesse proche de celle de la lumiére :
leur énergie est trés grande par rapport & (m)c?, olt {m) est une masse typique
figurant dans H. Montrer que si un neutrino électronique est produit au temps
t = 0 dans le Soleil, le vecteur d’état étant

6 .0
[p(t = 0)) = |ve) = cos 5 |»1) —sin 3 [v)

le vecteur d’état au temps ¢ a pour composante sur |ve)

i 6 0 _.
(Velp(t)) =e —iEat/R (0052 2 + sin? 3 e—xAEt/h)

ou AF = FE; — E;. En déduire que la probabilité de trouver un neutrino v,

au temps t est
. . AFEt
pe(t) =1- Sll’l2 081112 (T)

Ce phénoméne de transformation est appelé oscillation neutrino.
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3. Si p>» (m)c est 'impulsion des neutrinos, montrer que

mi —m2)cd  Am?c

|
AB = 5

avec Am? = m3 — m3.

4. En supposant qu’il existe une demi-oscillation sur le parcours Soleil-Terre
(c’est-a-dire AEt/h = 7) pour des neutrinos de 8 MeV, quel est Vordre de
grandeur de la différence des masses carrées Am? ? La distance Terre-Soleil
est de 150 millions de kilométres.

4.4.7 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg

Soit un opérateur hermitique A dépendant du temps dans le point de vue
de Schriodinger : A = A(t). Le hamiltonien H est aussi supposé dépendant
du temps. Montrer que

Ag(t) = U t, tg) A()U (1, to)

vérifie

LdAg ., { OA(t)

1h—dt— =[Ag(t),Hg(t)] + 1h< ),
ou Hy(t) et (0A/Ot) g sont obtenus a partir de H(t) et (PA(¢)/0t) par la loi
de transformation utilisée pour A.

4.4.8 Le systéme des mésons K neutres

Préliminaire : description d’une particule instable. Supposons que 'on
crée au temps ¢ = 0 une particule instable A de masse m. Le vecteur d’état
au temps £ = 0 est |p(0) = |a). Au temps ¢ la composante c(f) de |p(t))
sur |a) est

e(t) = (alp(t))

Si la particule A4 était stable, ¢(t) serait simplement donné par

0=c0(-5) ~oo(-25

dans son référentiel au repos, ot son énergie est E = mc?, et I'on aurait
le(t)|? = 1 pour tout ¢ : la probabilité que la particule existe au temps ¢ serait
toujours égale 4 un. Cependant, on suppose la particule instable et sa loi de
désintégration suit une exponentielle : la probabilité que la particule existe
encore au temps { est

p(t) = le() =e~*/"



134 Physique quantique

ot 7 est la vie moyenne. Pour rendre compte de cette instabilité, on

modifie ¢(t)
2

e(t) = exp(—im}ci t) exp(~%)

ce qui redonne bien la loi de probabilité expérimentale pour p(t). Le prix a
payer est I'utilisation d’une évolution non unitaire : la norme de |¢(t)) ne reste
pas égale 4 'unité. L’évolution unitaire a lieu dans I’espace particule+produits
de désintégration (annexe C). La probabilité de désintégration par unité de
temps est I'inverse de la vie moyenne et on définit I' comme cette probabilité
de désintégration

I'=-
-
AL est la dispersion sur 1’énergie. Dans ces conditions c(t) vérifie 'équation

différentielle

ihé(t) = (mc2 —i }%F)c(t)

On se propose de généraliser cette description au cas d’un systéme & deux
niveaux, le systéme des mésons K neutres. Il existe deux types de mésons K
neutresls,_le_ méson K° formé d’un quark d et d'un antiquark étrange 3, et
le méson K© formé d’un antiquark d et d’un quark étrange s. On rappelle
que les charges des quarks u, d et s sont respectivement 2/3, —1/3 et —1/3
en unité de la charge du proton. La production de ces mésons se fait par
interaction forte, et cette interaction vérifie une loi de conservation analogue
a celle de la charge électrique : le nombre de quarks étranges moins le nombre
d’antiquarks étranges est conservé (de méme que dans une réaction impliquant
des électrons et des positrons, le nombre d’électrons moins le nombre de
positrons est conservé par conservation de la charge électrique). Donnons
quelques exemples : le méson 7 est une combinaison (u d), le méson 7~ une
combinaison (2 d) et la particule A° un combinaison (uds). Les réactions

7~ (ud) + proton (uud) — K°(d3) + A° (uds)

ou
K9 (ds) + proton (uud) — 't (ud) + A° (uds)

sont permises, tandis que
7~ (ad) + proton (uud) — K°(ds) + A° (uds)

ou
K% (d3) + proton (uud) — 7 (ud) + A° (uds)

sont interdites.

18. 1l existe aussi deux mésons K chargés, le méson K+ (ug) et le méson K~ (ws).
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1. Le systéme (K°, F) est un systéme & deux niveaux dont le vecteur d’état
l¢(t)) peut s’écrire B
lp(t)) = c(t)| K°) + &(t)[KO)

dans la base {|K°), |K9)}. Les composantes du vecteur |p(t)) obéissent & une

équation d’évolution )
o(59) ()

ol M est un matrice 2 x 2. Soit C 'opérateur de « conjugaison de charge »
qui échange particules et antiparticules'?

CIK°) = |K?) C[KO) = |K°)

Montrer que si M commute avec C, sa forme la plus générale est

- (32)

ou A et B sont a priori deux nombres complexes, car la matrice M n’est pas
hermitique.

2. Quels sont les vecteurs propres |K;) et |K2) de M 7 Montrer que ce sont
ces deux états qui ont une énergie et une vie moyenne bien déterminées. Si
au temps ¢t = 0 |p(t)) a pour composantes c(0) et &(0), calculer c(t) et &(t).
On posera

A= % (&1 + B») - %l (T +T2)]
B = % [(E1 B - %’ (I'y —Fz)]

3. On produit au temps ¢t = 0 un méson K° dans la réaction
7~ (@d) + proton (uud) — K°(d3) + A° (uds)

Quelle est la probabilité pour trouver un méson KO au temps 2 ? En
supposant I'1 > ['z, montrer que la probabilité d’observer la réaction

KO (ds) + proton (wud) — 7+ (ud) + A° (uds)

est proportionnelle pour ¢t ~ 7 = 1/T'; &

p(t) =1—2exp (—%) cos [EEl—_h@} +exp(~T1t)

19. On peut généraliser le raisonnement en utilisant au lieu de C le produit CP, ou P est
Popération parité. En fait I'expérience montre que [M,CP] # 0, mais les corrections sont
trés faibles.

20. En pratique les mésons K se propagent en ligne droite a4 partir de leur point de
production avec un vitesse proche de la vitesse de la lumiére, et on se place a& une distance
[ >~ ct du point de production.
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Tracer la courbe représentative de p(t). Que pensez-vous des ordres de
grandeur respectifs de (E; — Es) et de E1 ou Es 7 Comment pourrait-on
mesurer (E; — E3) ? Les valeurs numériques sont : 7, ~ 0.89 x 10710g,
o~ 0.52x 107 7s, By o~ E5 ~ 500 MeV, £, — E3 = 3.5 x 10712 MeV.

4.5 Bibliographie

Tout en y étant équivalente, notre présentation des postulats de la
mécanique quantique s’écarte sensiblement des exposés classiques que 'on
trouvera par exemple dans Messiah {1959], chapitre VIII, Cohen-Tannoudji
et al. [1973], chapitre III, ou Basdevant et Dalibard [2000], chapitre 5.
Le lecteur pourra aussi consulter Peres [1993], chapitre 2, Isham [1995],
chapitre 5 et Omnés [1999]. Une discussion qualitative des inégalités de
Heisenberg se trouve dans Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3. La
relation entre vie moyenne et largeur de raie est discutée dans 'appendice C,
par Cohen-Tannoudji ef al. [1973], complément Dxj; ou par Basdevant et
Dalibard [2000], chapitre 17. On trouvera un article grand public de B.
Mazoyer sur la RMN et 'IRM dans Pour la Science 302, 42 (2002).



Chapitre 5

Systémes & nombre de niveaux fini

E CHAPITRE EXAMINE QUELQUES APPLICATIONS simples de la mécanique
C quantique, dans des situations ol1 I’on obtient une bonne modélisation
d’un sytéme quantique en se restreignant & un espace des états de dimension
finie. Si chaque niveau d’énergie, méme dégénéré, est compté une fois,
la dimension de H est égale au nombre de niveaux : c'est pourquoi
on parle de systéme a nombre de niveauxr fini. Les deux premiers
exemples seront empruntés & la chimie quantique, et nous passerons ensuite
a létude d'un systéme & deux niveaux, la molécule d’ammoniac, qui
nous permettra d’introduire un exemple physiquement trés important de
hamiltonien dépendant du temps, typique de linteraction d’un systéme
atomique ou moléculaire avec un champ électromagnétique classique.

5.1 Chimie quantique élémentaire

5.1.1 Molécule d’éthyléne

La molécule d’éthyléene CyH; servira d’introduction au sujet.
L’« ossature » de cette molécule est formée par les liaisons dites lLaisons
o : des paires d’électrons o de spin opposé sont mises en commun entre les
deux atomes de carbone ainsi qu’entre les atomes de carbone et les atomes
d’hydrogeéne, formant un ion (C3Hy)™t (figure 5.1). 1l reste & placer deux
électrons, appelés électrons w, qui sont mobiles : schématiquement ces deux
électrons peuvent sauter d’'un atome de carbone a Vautre. On dit qu’ils sont
délocalisés. Le fait de traiter séparément électrons 7 et électrons o est bien
sir une approximation, mais cette approximation joue un grand réle dans la
théorie de la liaison chimique. Commencons par placer le premier électron
7. Celui-ci peut &tre localisé au voisinage de Patome de carbone 1 ; 'état
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plan yz

FI1G. 5.1 — La molécule d’éthyléne.

1) lp2)

FIG. 5.2 — Les deux états possibles d’un électron =, localisés au voisinage de
Patome 1 ou de atome 2.

quantique correspondant! sera désigné par |p;). Il peut aussi étre localisé
au voisinage de I'atome de carbone 2, et I’état quantique correspondant sera
désigné par |p2) (figure 5.2). L’énergie de cet électron localisé sur I'atome 1
ou Patome 2 est Ey, la méme par symétrie entre les deux atomes. Nous
allons prendre comme approximation de l'espace des états un espace & deux
dimensions H dont les vecteurs de base sont {|¢1), [p2)}. Dans cette base, le
hamiltonien s’écrit provisoirement

Ey O
Hy = ( 00 Eo) Hlp1,2) = Eplpr,2) (5.1)

Cependant cet hamiltonien est incomplet, car nous n’avons pas tenu compte
de la possibilité pour I'électron de sauter d’un atome de carbone & l’autre.
Dans le cadre de nos approximations, qui sont celles de la théorie des orbitales
moléculaires de Hiickel, la forme la plus générale de H est

H= (f& ;:7/01) (5.2)

et I’élément non diagonal —A de H autorise précisément des transitions
entre 1) et |¢2). Un choix adéquat de la phase des vecteurs de base nous a

1. La notation de Dirac est superflue dans ce chapitre. Nous I’avons conservée par souci
de cohérence, mais le lecteur peut décider de s’en passer.
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Ey+ A

(T

Ey —

Fi1G. 5.3 — Niveaux d’énergie d’un électron 7.

permis de prendre A réel : ¢f. § 2.3.2. Nous avons affecté A d’un signe (—)
qui n’est pas indifférent, car il est possible de montrer que A > 0.

Si A # 0, les états |1 ) et |w2) ne sont plus des états stationnaires. Comme
nous 'avons vu au § 2.3.2, les vecteurs propres de H sont maintenant

e = 2 (lon) +lead) = == (1) (5:3)

1 1 1
) = 75 (e - beal) = 75 (1)) (5.4)
avec
Hixo) = (B - Allxs)  Hix)=(Bo+Ax)  (63)

Comme A > 0, létat symétrique |y4) est 'état d’énergie la plus basse. Le
spectre du hamiltonien est donné sur la figure 5.3 : ’état fondamental est
Pétat |x+), d’énergie (Eg — A). On peut donner une interprétation spatiale de
ces résultats en examinant la localisation de ’électron sur la droite joignant les
deux atomes de carbone prise comme axe des x, Uorigine étant située au milieu
de cette droite. Comme nous le verrons en détail au chapitre 9, si |x) est un
vecteur propre de Vopérateur position, la quantité {(z|e1) est Pamplitude de
probabilité pour trouver au point = I’électron dans I’état |p1). Au chapitre 9,
cette amplitude de probabilité sera appelée la fonction d’onde de I'électron.
Le module au carré de cette amplitude de probabilité donne la probabilité? de
trouver I’électron au point x, aussi appelée probabilité de présence de lélectron
av point x. Cette interprétation a permis de représenter qualitativement sur
la figure 5.4 les amplitudes de probabilité x4 (x) = {x|x+) correspondant aux
états [x4). La probabilité de présence correspondante s’annule & 'origine dans
le cas antisymétrique |y - ), mais non dans le cas symétrique |x ). Le caractére
symétrique ou antisymétrique de la fonction d’onde de I'état fondamental est
lié au signe de A. En pratique, un état fondamental est toujours symétrique,
ce qui correspond & A > 0.

2. Plus précisément, c’est une probabilité par unité de longueur : |{z|p}|2dz est la
probabilité de trouver la particule dans lintervalle [z, z + dz] : voir § 9.1.2.
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F1G. 5.4 — Amplitudes de probabilité pour trouver un électron 7 en un point z.
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Il nous reste & placer le second électron : ceci se fera trés simplement
si nous pouvons ignorer les interactions entre cet électron et le précédent,
c’est-a-dire utiliser I'approximation des électrons indépendants. Pour obtenir
Pétat fondamental, il suffit de placer le second électron dans Vétat |x.)
d’énergie (Eg — A). Le principe de Pauli (chapitre 13) restreint alors
les états de spin : si le premier électron a son spin up (|+)), le second
électron doit avoir son spin down (|—}), ainsi que nous le verrons au
chapitre 13. L’état fondamental de la liaison # est finalement 2(Ey — A) ;
—2A est appelé énergie de délocalisation des électrons m. Il faut souligner
le role crucial de lapprozimation des particules indépendantes utilisée dans le
raisonnement ci-dessus : les électrons 7 n’interagissent pas avec les électrons o
et n’interagissent pas entre eux. Cette modélisation est difficile & justifier &
partir des principes fondamentaux, ou de ce que 1'on appelle aujourd’hui des
calculs ab initio, mais elle se révéle d’un intérét pratique considérable.

5.1.2 Molécule de benzéne

Dans la molécule de benzéne, I'ossature o de I'ion {CgHg)®t forme un
hexagone. Si l'on rajoute les six électrons 7 de fagon & former trois doubles
liaisons, on obtient la formule de Kékulé (figure 5.5a), et on prédit une
énergie 6(Ey — A) pour Pétat fondamental. On sait par un raisonnement
de chimie que la formule de Kékulé ne peut pas &tre tout a fait correcte?,
et nous allons effectivement voir que tenir compte de la délocalisation des
électrons 7 tout au long de la chaine hexagonale conduit & une énergie plus
basse que 6(Fy — A) : la formule de Kékulé ne donne pas correctement
Iénergie de I’état fondamental. Examinons pour commencer 'addition d'un

3. Par exemple, il existe une seule forme d’orthodibromobenzéne, alors que la formule de
Kékulé en prévoit deux différentes. On peut aussi remarquer que la longueur de la liaison
entre deux atomes de carbone dans le benzéne (1.40 A) est intermédiaire entre une simple
(1.54 A) et une double (1.35 A) liaison.
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F1G. 5.5 — (a) Configuration hexagonale d’une molécule de benzéne. (b) Ossature
des électrons o.

seul électron, et numérotons? de 0 & 5 les atomes de carbone le long de la
chaine hexagonale en prenant une origine arbitraire (figure 5.5b). Nous notons
lps) par exemple I’état oit ’électron est localisé au voisinage de 'atome n° 3.
Comme il n’est pas plus difficile de traiter un nombre quelconque N d’atomes
de carbone formant une chaine fermée, c’est-a-dire un polygone régulier & N
cOtés, nous notons ¢, ) I'état ol I'électron est localisé an voisinage de 'atome
n°n,n=20,1,...,N — 1, en prenant N = 6 pour le benzéne. Les atomes n et
n + N sont identiques : n =n + N. L’espace des états est & N dimensions,
et le hamiltonien est défini par son action sur |¢,)

Hipn) = Eglon) — A(l@n—1) + [Pn+1)) (5.6)

Pour trouver les valeurs propres et vecteurs propres de H, nous allons exploiter
la symétrie du probléme sous toute permutation circulaire des N atomes de
la chaine. Soit Up 'opérateur unitaire qui effectue une permutation circulaire
des atomes dans le sens n — (n — 1)

UPl‘Pn> = |90n—1> U}D‘Wn> = U};1|<Pn> = |‘Pn+1> (5-7)

D’aprés (5.6) et (5.7) nous pouvons écrire le hamiltonien sous la forme

H=FE — AUp +U}) (5.8)

4. Comme nous le verrons dans un instant, il est plus commode de numéroter de 0 &4 5
quede 146!
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ce qui implique que H et Up commutent
[H,Up]=0 (6.9)

et ont une base de vecteurs propres communs. Cherchons les vecteurs
propres et valeurs propres de Up, qui est a priori un opérateur plus simple
que H. Comme Up est unitaire, ses valeurs propres sont de la forme exp(id)
(c¢f § 2.3.4). Comme (Up)Y = I, on doit avoir exp(iN§) = 1, et par
conséquent les valeurs propres sont indicées par un indice entier s

6=53=% s=0,1,...,N—1 (5.10)
Nous avons donc déterminé N valeurs propres distinctes de Up. Comme
Up agit dans un espace de dimension N, les vecteurs propres correspondants
sont orthogonaux et forment une base de H. Ecrivons un vecteur propre
normalisé |y} sous la forme

N-1 N-1
Ixs) =Y enlon) S lenl?=1 (5.11)
n=0 n=0
Nous avons d’une part
N-1 N-1
Uplxs) = ) ealon-1) = D Cntilen)
n=0 n=0

et d’autre part
N-1
Uplxs) = €%[xs) = Z &% cn|pn)
n=0
L’identification des coefficients de |p,,) dans ces deux équations conduit a

é é

Cnt1 = €'%¢c, soit ¢, =e'™¢y

Ceci donne pour le vecteur propre correspondant & la valeur propre exp(ids)

1 N-1 s
|Xs> = ﬁ 1;) e [pn) (5.12)

Le choix ¢g = 1/v/N assure la normalisation de |x,). Compte tenu de
Pexpression (5.8) de H, la valeur propre E; est donnée par

E,=Ey— A(ei‘ss +e“i5s) = Ey — 2A cos J

soit (figure 5.6)

2
E, = Eo — 2A cos —;\T[S- (5.13)
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s=3

Eo+2A

Ey+ A

Ey—A

Ey—-24

s=0

F1G. 5.6 — Niveaux d’énergie d’un électron 7 de la molécule de benzéne.

Nous aurions pu arriver directement & (5.13) sans passer par I'intermédiaire
de P'opérateur de permutation circulaire Up. Néanmoins ce passage par Up
illustre une stratégie générale et non une « astuce de calcul ». Nous aurons
souvent & mettre en ceuvre cette stratégie, car elle simplifie, et parfois de
facon considérable, la diagonalisation du hamiltonien : au lieu de diagonaliser
directement H, on diagonalise d’abord les opérateurs de symétrie unitaires
qui commutent avec H, lorsque de tels opérateurs existent en raison d’une
symétrie du probléme physique.

On remarque que les valeurs s et § = N — s donnent les mémes valeurs de
P’énergie : en dehorsde s = 0 et s = N—1 (pour N pair), les niveaux d’énergie
sont deux fois dégénérés. 1l est possible d’écrire les vecteurs propres de H avec
des composantes réelles en prenant des combinaison linéaires de |xs) et |x3)

N-1
)= f(lxs>+|xs>>—\/7 Zcosms o) (519)

) = s (e = ) f Zsmg’””w (5.15)

Nous pouvons maintenant rassembler les résultats pour les valeurs propres
de H et les vecteurs propres correspondants dans le cas du benzéne : N = 6,
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cos(2m/6) = 1/2, sin(27/6) = v/3/2 (figure 5.6)

s=0 E=Ey—24

1
'X0> = —6.(1’1’1,1’1’1’)
s=1,§=5  E=E—A
1 1 1 11 11 1 1
+ —
= —F 13-7__1_19 a_) :(07_?_10:__a" )
') 3( 273 22 ) 2222
s=23=4 E=FEy+A
1 1 1 1 1 1 1 1
+N T _ = - — -\ = - -
{X2>— 3(1a 27 2a17 2, 2) |X2> (0727 2>072? 2)
s=35=3 E=Ey+24
1
|X3> = —6(17_1717_171,—1) (516)

Cherchons maintenant I’état fondamental, c’est-a-dire 1'état de plus basse
énergie, en placant les six électrons 7 délocalisés. A D’approximation
des électrons indépendants, cet état sera obtenu en mettant d’abord deux
électrons de spin opposé dans le niveau Ey — 24, le principe de Pauli
(chapitre 13) nous interdisant d’y mettre d’autres électrons. Le niveau
(Ep — A) étant doublement dégénéré, nous pouvons y mettre quatre électrons
(deux paires d’électrons de spin opposé) ce qui donne une énergie totale

E = 2(Eo — 24) + 4(Eq — A) = 6Eo — 84 (5.17)

Cette énergie est inférieure de 24 a celle (6Ey — 6A4) de la formule de Kékulé :
les électrons m du benzéne ne sont pas localisés sur des doubles liaisons, mais
ils sont délocalisés le long de ’ensemble de la chaine hexagonale, et cette forme
de délocalisation diminue énergie de 2A.

La comparaison entre la chaleur®
cyclohexane

d’hydrogénation du benzéne en

CeHg +3Hy — CgH1o — 49.8 kcal/mole

et celle du cyclohexéne, qui contient une seule double liaison
CeHig + Hy — CeHy5 — 28.6 kcal/mole

permet d’estimer 24 : 24 = 3 x 28.6 — 49.8 = 36 kcal/mole ~ 1.6 €V.
Cependant cette estimation est au mieux un ordre de grandeur, car elle
est sujette & des incertitudes difficiles & apprécier. FElles sont dues a
I’approximation des électrons indépendants, qui est loin d’étre bien contrélée.

5. Pour les puristes : il s’agit en fait d’une variation d’enthalpie, mais la différence est
négligeable.
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5.2 Systéme & deux niveaux
dans un champ extérieur

L’objectif principal de cette section est I'étude de linteraction d'un
systéme simple, en 'occurence un systéme a deux niveaux, avec un champ
extérieur, et en particulier un champ oscillant. La molécule d’ammoniac offre
un exemple concret d’'un tel systéme, que nous allons utiliser pour introduire
le sujet.

5.2.1 La molécule d’ammoniac
comme systéme a deux niveaux

La molécule d’ammoniac a une forme pyramidale, ou 'atome d’azote
occupe le sommet de la pyramide et ou les trois atomes d’hydrogéne forment
un triangle équilatéral qui constitue la base de la pyramide (figure 5.7). Les
mouvements possibles de cette molécule sont trés variés : elle peut effectuer
des mouvements de translation et de rotation dans l’espace, les atomes
peuvent vibrer autour de leur position d’équilibre, les électrons peuvent
se trouver dans des états excités. Une fois fixés les degrés de liberté de
translation, rotation et vibration pour la molécule dans son état fondamental
électronique, il reste encore deux configurations possibles pour la molécule

F1G. 5.7 — Les deux configurations de la molécule d’ammoniac.
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en rotation® autour de son axe de symétrie, qui sont symétriques 'une de
lautre par réflexion par rapport & un plan (figure 5.7). Pour passer d’une
configuration & Pautre, 'atome d’azote doit traverser le plan des atomes
d’hydrogéne. Ceci est possible grace a un effet tunnel, que nous expliquerons
au § 9.4.2. Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser uniquement a ces deux
configurations, ce qui est justifié en raison des énergies mises en jeu (cf. la
note 7). Comme dans le cas de la molécule d’éthyléne, nous utiliserons pour
décrire ces deux configurations un espace des états & deux dimensions : la
molécule dans 1'état 1 (resp. 2) de la figure 5.7 sera décrite par le vecteur
de base |p1) (resp. |p2)). Si latome d’azote ne pouvait jamais franchir le
plan des atomes d’hydrogéne, 1'énergie des états |p1) et |¢2) serait identique,
égale & Eg. Mais il existe une amplitude non nulle pour franchir ce plan, et
le hamiltonien prend la forme (5.2)

H= (ﬁ’l ;Z‘?) (5.18)

avec bien sfir des valeurs de Fy et A différentes de celles de la section
précédente. La valeur de Ey n’est pas importante pour notre discussion.
En revanche, it vaut la peine d’observer que la valeur de A dans (5.18)
différe de celle de (5.2) par plusieurs ordres de grandeur. En effet, nous
avons maintenant 24 ~ 107* eV, alors que précédemment 2A était de Pordre
de 1 €V : ceci refléte le fait qu’il est facile & un électron 7 de sauter d'un atome
a Pautre, alors qu’il est trés difficile 4 'atome d’azote de franchir le plan des
atomes d’hydrogéne. Cette énergie de 10~ 4eV correspond a une fréquence
de 24 GHz, ou & une longueur d’onde de 1.25 cm, dans le domaine des ondes
centimétriques. Elle est trés faible par rapport aux énergies d’excitation des
électrons (quelques €V), faible par rapport aux énergies de vibration (~ 0.1eV)
et méme de rotation”(~ 1073 eV). Cette comparaison justifie ’approximation
par un systéme 4 deux niveaux, car la différence entre deux niveaux de rotation
successifs est de ’ordre de 10 A (figure 5.8). Cependant la molécule n’est pas
dans son niveau de rotation fondamental, car kg7 ~ 0.025eV est grand par
rapport & ~ 1073 eV : les niveaux de rotation sont thermiquement excités.

6. L’importance de cette rotation pour générer deux configurations différentes est
soulignée par Feynman ; dans les exposés qui ont repris ultérieurement sa présentation
originale, ce mouvement de rotation a souvent été oublié. Mais si cette rotation est absente,
on passe continiment d’une configuration a l'autre par une rotation dans I'espace !

7. La molécule d’ammoniac posséde deux fréquences propres de rotation, dont une
dégénérée, correspondant & des énergies de 0.8 x 1073 eV et de 1.2 x 1073 &V (dégénérée),
et quatre modes de vibration dont deux dégénérés, ’énergie la plus faible étant de 0.12 eV.
De plus, il faudrait tenir compte des complications dues a la structure hyperfine.
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Exg+ A

Ey
FEy— A

Fic. 5.8 — Clivage de deux niveaux Ep et Ej.

Suivant la discussion du § 5.1.1, les niveaux d’énergie de H sont Fyp F A,
correspondant aux états stationnaires (5.2) et (5.3)

Bo-A: o) = s (1o +le0)) = 5 () (5.19)
Eo+A: |x-)= \_}‘5 (‘@1) - |802>) = \/L2— (_11) (5.20)

L’état symétrique |x4) est l'état fondamental, d’énergie (E; — A) et létat
antisymétrique |x_) est 'état excité, d’énergie (Eq + A).

5.2.2 La molécule dans un champ électrique

La molécule d’ammoniac posséde un moment dipolaire électrique d qui,
par symétrie, est perpendiculaire au plan des atomes d’hydrogéne. Comme les
atomes d’hydrogéne ont tendance & perdre leurs électrons et ’atome d’azote
a les attirer, ce moment dipolaire est orienté de I'atome d’azote vers le plan
des atomes d’hydrogéne (figure 5.7). Placons la molécule dans un champ
électrique £ dirigé suivant Oz. L’énergie d'un dipdle classique d dans un
champ électrique £ (nous utilisons une lettre calligraphiée pour le champ
électrique, afin d’éviter toute confusion avec I’énergie) est

E=-d-& (5.21)

En mécanique quantique, le moment dipolaire est un opérateur 5, qui
s’exprime en fonction des charges et des opérateurs position des différentes
particules chargées. Nous admettrons que la restriction de D a notre sous-
espace a4 deux dimensions est donnée par la matrice suivante dans la base

{le1) le2)}
‘5ﬂ(g —Od) ~D-E~ (dog ~25>
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o + dE

e *\._M.EO —d€
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F1G. 5.9 — Valeurs de I'énergie en fonction du champ électrique £.

Ceci correspond bien au schéma de la figure 5.7 : en effet, I’énergie de
Pétat |¢1) de la figure 5.7 est +d £ car le moment dipolaire est antiparalléle
au champ, et celle de ’état |p2) est —d € car le moment dipolaire est paralléle
au champ. En dernier ressort, la forme matricielle de ce moment dipolaire est
justifiée par I’accord avec I'expérience. Le hamiltonien prend donc la forme

_(Ey+dE —A
H—( A Eo—d5> (5.22)

Nous examinons d’abord le cas d'un champ électrique statique. Le
hamiltonien est alors indépendant du temps. Le calcul des valeurs propres
est immédiat®

det(EO+d£_E —A

_A Eo—dS—E) = (B B0’ - (d8) - A7 =0

soit
Ey = FEy F A2+ (dE)? (5.23)

Ces valeurs propres sont représentées sur la figure 5.9 en fonction de £. Si
d& > A, les énergies sont ~ Ey + d€ et les vecteurs propres correspondants
approximativement [¢1) et |g2). En pratique, on se trouve dans le cas opposé :
d& <« A. On peut alors développer la racine carrée dans (5.23)

1 d*&2

E:I::EO:FA:Fi A

(5.24)

8. On peut aussi utiliser les résultats du § 2.3.2.
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A des termes d’ordre d£/(2A) prés (cf. exercice 5.3.4), les vecteurs propres
sont |x4) et |x—). Sile champ électrique n’est pas uniforme, la molécule sera
sourmise & une force

B . 42 .
Fy = -VEy =+—VE&? 5.25
+ + 24 ( )
Comme dans Dexpérience de Stern-Gerlach, on pourra séparer
expérimentalement les états propres |x+) du hamiltonien (5.18) en utilisant

un champ électrique inhomogéne® : voir la figure 5.10.
Supposons maintenant que le champ électrique est un champ oscillant

E(t) = Eycoswt = %50 (ei“ + e‘i‘“f) & réel > 0 (5.26)

Le hamiltonien dépend explicitement du temps. Il sera commode de prendre
comme vecteurs de base les états stationnaires (5.20) |x4) et |x-) du
hamiltonien (5.18), plutot.que |¢4) et |p_). Le hamiltonien (5.22) devient
dans cette nouvelle base

Eo—A dEt) ) (5.27)

H(t) = ( dE(t) Eo+ A
Ecrivons un vecteur d’état général dépendant du temps sous la forme

[w(8)) = e (B)Ix4) +e-(B)Ix-) (5.28)

Les équations d’évolution (4.13) sont

i %t = (Bo— A)ey +dE®1) e
; (5.29)
m% = dE(t) ey + (Eo + A)c_

Grice a notre choix de vecteurs de base, lorsque £=0
ci(t) =7: exp(—iwst) o (t) =y exp(—iw_t)

ol wy = (Eg — A)/h, w_ = (Eg + A)/k, vy et v_ sont des constantes. Il
sera. commode de poser wy = 2A/A, qui représente physiquement la fréquence
angulaire ~ 1.5 x 10'?rad.s~! d’une onde électromagnétique émise lorsque la
molécule passe du niveau excité d’énergie (Ey + A) au niveau fondamental
d’énergie (Ey — A) : 2A est Pénergie du photon émis dans cette transition.
La fréquence wq est appelée fréquence de résonance.

Lorsque & # 0, nous pouvons écrire comme précédemment

¢+ (t) = 74-(¢) exp(—iw+1) c—(t) = y-(¢) exp(—iw_1)

9. En pratique le champ est choisi tel que 'état |x—) soit focalisé et Pétat |x4) défocalisé :
¢f. Basdevant et Dalibard [2001}, chapitre 6.
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a la différence prés que les coefficients v4 ne sont plus des constantes : ce sont
maintenant des fonctions du temps, ce qui nous donne

d d
ih—;Ti =h (wi’yi + 1%) exp(—iw.yt)
et en reportant dans (5.29)
d dE(t
i 9~ ®) exp(—iwot) v (%)
dt h (5.30)
$ 9= B it v (0)
On obtient un systéme d’équations différentielles couplées : le champ

électrique induit des transitions de Détat |xy) vers Dlétat |[x_) et
réciproquement. Introduisons maintenant la forme (5.26) du champ électrique
dans (5.30)

190 = 990 (i — wo)t] + expl-ifw + wo)t])1- 1) (5.31)
i %: - dQ—EI:zO [exp(i(w +wo)t] + expl—i(w — wO)ﬂ)%(t)

Ces équations sont exactes, mais ne peuvent pas étre résolues analytiquement.
Nous allons obtenir une solution approchée en supposant d’abord que la
perturbation apportée par le champ électrique est faible : d&; < A, ou
de fagon équivalente, d€y/h < wg. La quantité w; = d&/h est appelée
fréquence de Rabil®. La condition précédente est donc aussi w; < wg, ce
qui est — presque — toujours réalisé en pratique. Dans ces conditions, les
fonctions v+ (¢) sont lentement variables sur un temps caractéristique wg '
22| ~ by < woh=|
La deuxiéme hypothése nécessaire pour une résolution approchée simple
de (5.31) est que la fréquence du champ électrique soit proche de la résonance :
w ~ wg. La quantité § = (w — wg) est appelée le désaccord. La condition
précédente s’écrit plus précisément 8] <« wp. Dans ces conditions, les
termes en
exp(Zi(w + wo)t) ~ exp(E2iwpt)

de (5.31) varient trés rapidement par rapport aux termes en

exp(Fi(w — wo)t) ~ exp(+idt)

10. Introduite pour la premiére fois par Rabi dans le cas de la RMN : ¢f. I'exercice 4.3.5.
Il existe une étroite parenté entre les équations de ce chapitre et celles de la RMN.
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et leur effet moyenné dans le temps est négligeable. En omettant ces termes!!,

nous obtenons finalement le systéme d’équations couplées

iddij = % expli{w — wg)t|y- ()
0 oy . (5.32)
=5 exp[—i(w — wo)t]y+ (1)

Ce systéme d’équations différentielles couplées, équivalent & celui de la RMN,
est maintenant soluble analytiquement : voir 'annexe B.2 pour une solution
explicite. Soulignons & nouveau que les deux conditions wy < wyq et |§] € wy
sont indispensables pour justifier le passage de (5.31) a (5.32).

5.2.3 Transitions i la résonance et maser

Nous nous plagons exactement & la résonance en prenant la fréquence du
champ électrique égale a la fréquence de la transition : w = wy. Les équations
(5.32) se simplifient

cdyy  wr Ldy-  w
T = 2 Q

— —_— t 5.3
P 5 T+ (5.33)

ce qui donne, en différentiant une des équations par rapport au temps et en
reportant la seconde équation dans le résultat

dz')’i wy )2 1,
i (7) () = 1 wiv+(t) (5.34)

Cette équation s’intégre immeédiatement. La solution dépend de deux
constantes a et b, |a|? + ]b|? = 1, liées aux conditions initiales

t t
v+ (t) = acos (w_1> + bsin (w_1>
2 2
v—(t) = —iasin (w—Qlé) + ibcos (%—t->

Supposons par exemple qu’au temps ¢ = 0 la molécule se trouve dans
Pétat |x_), d’énergie (Eo + A) : a =0, b =1. Au temps ¢, la probabilité p
de trouver la molécule dans I’état |y ) sera

(5.35)

p_(t) = [{x- [ @)° = |v-@®)* = cos? (w_2_1t>
(5.36)

P4 () = |Gl (D)2 = [y (D)2 = sin? (%)

11. Cette approximation est appelée approximation des ondes tournantes, ou
approximation quasi-résonante.
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La molécule passe de Pétat |y_) & Pétat |x4) avec une fréquence angulaire
w1/2 = d&o/(2R).

Aprés avoir mis la molécule dans Pétat |x_) gréice au filtrage décrit dans la
sous-section précédente, on la fait passer dans une cavité ou régne un champ
oscillant & la fréquence de résonance (figure 5.10). La molécule franchit la
cavité en un temps T ; si ce temps est ajusté de sorte que

d&)T _ T
2n 2
a la sortie de la cavité toutes les molécules sont passées dans Pétat [x4).
Par conservation de Uénergie, les molécules fournissent de 1’énergie au champ
électromagnétique : ce processus est appelé émission stimulée (ou induite). Si
les molécules avaient été dans 1'état |x), elles auraient absorbé de I'énergie
en 'empruntant au champ électromagnétique pour passer dans l'état |x_),
processus appelé absorption stimulée.

vE?

fentes collimatrices

F1G. 5.10 — Maser & ammoniac.

Le processus d’émission stimulée est un processus susceptible d’amplifier
un champ électromagnétique, pourvu que l'on soit capable de produire
les molécules dans un état excité, c’est-a-dire d’obtenir une inversion de
population'?. Le dispositif expérimental représenté schématiquement sur
la figure 5.10 réalise cette amplification : les molécules sélectionnées dans
Pétat |x_) traversent une cavité ol régne un champ électrique oscillant & la
fréquence de résonance et de longueur convenablement ajustée. Ce dispositif

est un prototype de maser!3.

12. Si Eg est I'énergie de I'état fondamental et E; celle de l'état excité, le rappport des
probabilités p,/py de trouver un systéme atomique ou moléculaire dans un état E; ou Ep
est donné par la loi de Boltzmann : p,/py = exp[(Ep — £1)/kpT] < 1. 1l faut donc aller &
Pencontre de I’équilibre thermique pour obtenir une telle inversion de population.

13. Maser est un acronyme pour « Microwave Amplification by Stimulated Emission of
Radiation » et laser pour « Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ».
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5.2.4 Transitions hors résonance

Nous nous plagons maintenant hors résonance : w =~ wp mais w # wg, et
nous partons par exemple au temps ¢ = 0 d’une molécule dans I'état |y4).
Nous souhaitons calculer la probabilité p(w;t) de trouver la molécule dans
Iétat |x_) au temps ¢. La résolution exacte des équations (5.32) (annexe B.2)
donne le résultat

w? / '
p(w, t) = m sin2 (% (w —_ LLJQ)z -+ wf) (537)

Rappelons que la fréquence de Rabi wy = d&y/h. Ce comportement oscillant
déja mis en évidence & la résonance est connu sous le nom d’oscillations de
Rabi : un comportement analogue a été trouvé dans ’exercice 4.3.5 sur la
résonance magnétique nucléaire. L’équation (5.37) montre que 'amplitude
des oscillations est maximale 4 la résonance. Nous allons donner une solution
approchée simple de (5.32) lorsque la condition

d&ot h

est satisfaite, c’est-a-dire pour des temps suffisamment courts. L’intérét de
cette solution approchée est qu’elle se retrouve dans de nombreux problémes
et elle sera généralisée au chapitre 9. Nous avons a £ =0

Y+ =1 y-=0

Nous nous intéressons & un processus ou l'absorption de rayonnement
électromagnétique permet de passer du niveau fondamental au niveau excité.
Dans la résolution de la seconde des équations (5.32), nous pouvons supposer
v+ =~ 1: en effet, en raison de la condition (5.38), ¥4 n’a pas le temps de varier
de fagon appréciable. La solution approximative de 1’équation donnant y_ est
alors évidente

w1 |1 — exp{—i(w — wp)t]

.39
2 W — Wy (5.39)

t
w
v (t) ~ —1/ dt’ exp[—i(w — wo)t'] = —
21 Jy
ce qui donne pour la probabilité de transition a une fréquence w, p{w;t)

- o e L

(5.40)

Le rapport entre ce résultat et celui obtenu a la résonance est

_ e t) = sin?[(w — wg)t/2]
_f(w O;t) - [(w‘wo)t/2]2

La fonction f(w — wp;t) est tracée sur la figure 5.11 en fonction de w. Elle

plw;t)
p(wo; t)
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T T T T T B

—67 —~47 —27 0 27 A 67 dxt

FiG. 5.11 - La fonction f(w — wo;t).

présente un pic aigu & w = wy, de largeur ~ 27 /t. Compte tenu de

*® sin?g
5 de=nm
oo T

Paire sous la courbe est 27/t et f(w — wp;t) est approximativement un delta
de Dirac 2[( /)
sin“[(w —wo)t/2] 2w

w — wy;t) = ~ — fw—w 5.41
f( 0; 1) [(w — wo)t/Z]Z 1 ( 0) ( )
Ces résultats nous permettent de calculer le taux de transition de 1'état |x)
vers I'état |x—) di & absorption de rayonnement électromagnétique par la
molécule dans son état fondamental'4. Le flux d’énergie incident 7 d’une onde
électromagnétique est donné par le vecteur de Poynting S = gqc*€ x B

= 1

T=¢eyc?(E xB) = 5 0cE2 (5.42)

oll () représente une moyenne temporelle et le champ électrique est de la
forme (5.26). Dans ces conditions

ng ? 2 d2 2
p(w; t) = ("ﬁ) t f(w - wo;t) =27 (m) Tt f(w - wg;t) (543)

14. Plus précisément, il s’agit de ’ensemble des transitions d’énergie (Eq — A) a (Ep +
A) (figure 5.8), ce qui suppose de sélectionner les molécules dans ’état (Eo — A) par le
mécanisme décrit au § 5.2.2.
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En pratique, la fréquence du champ électrique n’est pas exactement fixée,
mais s’étale sur un spectre de fréquences Aw. Soit Z{w) l'intensité par unité
de fréquence et supposons que Aw > w/t (figure 5.11) : la probabilité de
transition intégrée sur w est alors

o(0) = 2n (-2 ) ¢ [ Z) fo - e

=T 4dregh?c wo

ot nous avons utilisé Papproximation (5.41) pour f(w — wy;t). Le fait
remarquable est que p(t) est proportionnel a ¢, et que p(t)/t peut s'interpréter
comme une probabilité de transition par unité de temps T’

2

1
I'=-p(t) = 4n* | ——~
tp() i (4775(]?220

) I(wo) (5.44)

La proportionnalité de la probabilité de transition & d? et a I est une
caractéristique de la plupart des processus d’absorption du rayonnement
électromagnétique par un systéme atomique ou moléculaire. Les conditions
de validité de I'approximation sont (i) ¢ > 71 ~ 1/Aw et (ii) p(¢) € 1 c’est-a
dire ¢t < 7. Il faut donc encadrer le temps ¢ par

1 Lt K f
T{ A~ —— ~
1™ Aw RPN

5.2.5 Atome a deux niveaux

La calcul que nous venons de présenter a jeté les bases d’une théorie
générale de 'absorption et de ’émission de rayonnement électromagnétique
par un systéme atomique ou moléculaire, aux restrictions suivantes prés.

e L’approximation par un systéme & deux niveaux doit étre justifiée : ce
sera le cas si l'on s’intéresse uniquement & des transitions entre deux
niveaux séparés par une énergie fiwg et & un champ électromagnétique
de fréquence w =~ wq, c’est-a-dire au voisinage de la résonance. Par
convention un des deux états, celui de plus basse énergie, sera noté |g)
(il s’agit souvent de I’état fondamental), et le second sera noté |e) (état
excité : figure 5.12). Dans le cas d’un atome, cette approximation est
appelée approximation de Uatome & deux niveauz, qui fournit un modéle
de base pour la physique atomique et les lasers.

e La transition doit étre du type dipolaire électrique, c’est-a-dire controlée
par I'élément de matrice de 'opérateur moment dipolaire électrique D
entre les deux niveaux, et la condition w1 <€ wq doit étre vérifiée.
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FIG. 5.12 — (a) Emission spontanée. (b) Emission stimulée. (c) Absorption.

e Le champ électromagnétique est considéré comme un champ classique.
Le traitement que nous venons de donner est appelé « semi-classique » :
latome est traité comme un systéme quantique, mais le champ reste
classique. L’aspect « photon » du champ électromagnétique est donc
ignoré, et on ne peut pas en principe rendre compte de l’émission
spontanée de rayonnement par un atome dans un état excité (ou au
mieux en donner un traitement heuristique).

e Les résultats du § 5.2.4 doivent étre modifiés pour tenir compte la durée
de vie finie de I’état excité (chapitre 14).

Lorsqu’un atome & deux niveaux interagit avec un champ électromagnétique,
en pratique aujourd’hui le champ d’un laser, la probabilité d’absorption se
calcule selon le schéma du § 5.2.4, mais les ordres de grandeur sont tout &
fait différents de ceux de la molécule d’ammoniac. En reprenant un exemple
déja mentionné au § 1.5.3, la différence d’énergie Aiwg entre I’état fondamental
et le premier niveau excité du rubidium est de 1.6 €V, correspondant & une
longueur d’onde de 0.78 pm, a la limite de 'infra-rouge. Cet ordre de grandeur
est typique de la physique atomique : les transitions généralement utilisées
sont dans le domaine visible, ou bien dans le proche ultra-violet ou le proche
infra-rouge.

Nous avons déja souligné que V'émission spontanée n’est pas en principe
décrite par le traitement semi-classique, puisque 'on passe d’'un état initial
a zéro photon a un état final & un photon : un photon est créé au
moment de la désexcitation de P’atome. Seule une théorie quantique du
champ électromagnétique permet de décrire I’émission spontanée de fagon
rigoureuse. Bien que notre traitement classique du champ électromagnétique
ne nous autorise pas une interprétation en termes de photons, nous nous
risquerons néanmoins & décrire les processus du § 5.2.3 en utilisant ce concept :
par exemple nous interpréterons le gain d’énergie du champ comme une
augmentation du nombre de photons dans la cavité. Le processus

|x—) + n photons — |x4+) + (n+ 1) photons (5.45)
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représente donc 'émission stimulée. L’absorption stimulée est le processus
inverse de (5.45)

Ix+)+ n photons — |x_) 4+ (n — 1) photons (5.46)

Enfin I’émission spontanée d’un photon se produit quand le niveau excité |y _)
se désexcite en 'absence de champ électromagnétique

|x_}+ 0 photon — |x+) + 1 photon (5.47)

Ces processus sont représentés schématiquement sur la figure 5.12. Il faut
bien faire la différence entre I’émission stimulée, qui est cohérente avec 'onde
incidente et est proportionnelle 4 Pintensité incidente, et I’émission spontanée
qui est aléatoire, sans relation de phase avec le champ appliqué et n’est pas
influencée par les conditions externes!®,

La nécessité de I’émission spontanée a été démontrée pour la premiére fois
par Einstein. Examinons une collection d’atomes & deux niveaux F; et Eg,
E, < E5, placés dans une cavité a la température T'. 1l régne dans cette cavité
un rayonnement donné par la loi de Planck (1.22). Si N est le nombre total
d’atomes et Ni(t}, Na(t) le nombre d’atomes dans les états E; et Es

Ni(t) + N3(t) = N = cste

en supposant que seuls les états F; et Ey sont peuplés de facon appréciable!®,
Les nombres Ny (t) et No(t) vérifient les équations cinétiques

dNy _ dNy

.~ dt
ol hw = FEy - E; ; Ae(w) est le taux de transition £y — Ep par unité de temps
di & Pabsorption stimulée dans ’état E; et B e(w) le taux de transition Ey —
F) par unité de temps di 4 ’émission stimulée. Ces taux sont proportionnels

a la densité d’énergie e(w). A I'équilibre

dN;  dN

dt — dt

= (— ANy + BNy)e(w) (5.48)

=0
et le rapport des populations est donné par la loi de Boltzmann (1.12) d’od

A N By — By i
B~ NE TP (_ kT ) T P\ (5:49)

Ce résultat n’est pas physiquement acceptable, car A et B ne
peuvent dépendre que des caractéristiques de DPinteraction du champ

15. Sauf cas exceptionnel : si ’atome est piégé entre des miroirs hautement réfléchissants
et 4 trés basse température, il est possible de modifier 'émission spontanée. C’est ce
que l'on appelle I’électrodynamique en cavité : voir par exemple Grynberg et al. [1997],
complément VI.1.

16. Ce sera le cas si par exemple les autres états Eyn sont tels que E, — E1 >>» Ez — E)
et En, — E1 > kgT.
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électromagnétique avec Patome, et non de la température. 1l faut corriger
(5.48) pour tenir compte de 'émission spontanée, indépendante de e(w)

dNy

= (CAN 4+ BNo)e(w) + B'N, (5.50)

La condition dVy /df = 0 jointe & la condition d’équilibre de Boltzmann donne
pour e{w)
B’ B’

e(w) = =
ANy{/N; — B (ﬁw)
Aexp|-—=|-B
kT

La comparaison avec (1.22) montre que A = B et que

(5.51)

B

A T3
On remarque que l'on aurait aussi bien pu utiliser dans le raisonnement la
densité de photons n(w) = e{w)/fuww ou toute quantité proportionnelle a la
densité d’énergie e(w), au prix d’une simple redéfinition de A et B. Calculons
explicitement B’. D’aprés (1.16) ¢(w) est une densité d’énergie par unité de
fréquence, et Pintensité Z(w) dans (5.44) est reliée & €(w) par

T(w) = ce(w)

ce qui donne par comparaison avec (5.44) la probabilité d’émission stimulée

On en déduit la probabilité d’émission spontanée B’

Fiw? 4® d?
r_ P
B = n2c3 A= c (47r€0hc) (5:52)

Dans le cas de la physique atomique, un ordre de grandeur du moment
dipolaire d est d ~ gea, ou a est le rayon de 'orbite électronique, et on a
I'estimation, avec la substitution w — wyq

B ~ aaiwg ~a® (Tfi?) (5.53)

ol @ = ¢ /(4mephic) est la constante de structure fine. Cette estimation est en
accord avec (1.44), qui était fondé sur le calcul classique du rayonnement. Un
calcul complet de B’ sera donné au § 14.3.4, ol nous reviendrons sur ’examen
de (5.53).
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5.3 Exercices

5.3.1 Base orthonormée de vecteurs propres

Vérifier par un calcul explicite que les vecteurs |x,s) (5.12) forment une
base orthonormeée : (xs|xs) = dss.

5.3.2 Moment dipolaire électrique du formaldéhyde

1. On se propose de modéliser le comportement des deux électrons 7 de la
double liaison de la molécule de formaldéhyde Hy — C = O. L’oxygéne étant
plus électronégatif que le carbone, montrer que le hamiltonien d’un électron

prend la forme
Ec —-A
~A Eo

avec Eg < E¢, ol Ec(Fp) représente 1'énergie d’un électron localisé sur
I’atome de carbone (d’oxygéne).

2. On définit )
B = §(EC —'EO)_> 0

et Pangle @ par
B =+/A%+ B? cosf A=+/A?+ B? sinf

Calculer en fonction de 6 la probabilité de trouver un électron m localisé sur
P’atome de carbone ou d’oxygéne.

3. On admet que le moment dipolaire électrique d du formaldéhyde est da
uniquement & la distribution de charge sur I'axe C = O. Exprimer ce moment
dipolaire en fonction de la distance [ entre les atomes de carbone et d’oxygéne,
la charge du proton g, et §. Les valeurs expérimentales sont [ = 0.121 nm et
d = gp x 0.040 nm.

5.3.3 Le butadiéne

Le butadiéne CyHg posséde une structure linéaire (figure 5.13). Son
ossature (C4H6)4+ formée avec des électrons o comporte quatre atomes de
carbone numérotés de n = 1 4 n = 4. L’état d'un électron 7 localisé au
voisinage de I'atome de carbone n°n est désigné par |p,). Il est commode
de généraliser a une chaine linéaire comportant un nombre N d’atomes de
carbone, et donc de numéroter les atomes n = 1,..., N. Le hamiltonien d’un
électron 7 agit sur D'état [¢,) de la fagon suivante

Hlpn) = Eolen) — Allpn-1) + lons1)) si n#1, N

Hlp1) = Eolgr) — Alwz)
Hipn) = Eolpn) — Alen-1)
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A est une constante positive. On remarque que les états |¢1) et |py) jouent un
rble particulier, car contrairement au cas du benzéne, il n’'y a pas de symétrie
cyclique.

1. Ecrire la forme matricielle explicite de H dans la base |,) pour N = 4.

2. L’état le plus général pour un électron 7 est

N
Ix) = Z Cnl®n)
n=1

Pour adapter la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique, on
introduit deux états fictifs |¢o) et |on+1) et deux composantes ¢g = exy1 = 0,
ce qui permet de réécrire |x)

N+1

X) =Y calion)

n=0
Montrer que l'action de H sur I’état |x) s’écrit

N
Hix) = Eolx) = AY_(ca1+ cny1)len)

n=1

3. En s’inspirant de la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique,
on cherche ¢, sous la forme

ind _

e—iné)

[

ce qui assure que ¢g = 0. Montrer que 'on doit choisir

s
6:
N+1

s=1,...,N

si 'on veut également avoir ey 41 = 0.

H H
N 135h S
==
H/ 1227 1.46 A H
- 1354 /

T N\

F1G. 5.13 — Formule chimique du butadiéne.
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4. Montrer que les valeurs propres de H sont étiquetées par l'entier s

s
N+1

E, = Fy— 2Acos

et donner Pexpression des vecteurs propres |y;) correspondants. Montrer que
la constante de normalisation ¢ vaut 1/2/(N + 1) (suggestion : ¢f. (5.15)).

5. Dans le cas du butadiéne N = 4, donner les valeurs numériques de E;
et des composantes des vecteurs propres. Montrer que I'énergie de I'état
fondamental de ’ensemble des quatre électrons 7 est

E[) ~ 4(E0 — A) - 048A

Le gain dfi & 1a délocalisation des électrons 7 sur I’ensemble de la chaine est-
il important par rapport a la formule chimique de la figure 5.13 ? Dessiner
qualitativement la probabilité de présence des électrons pour s =1 et s = 2.

6. Quelle serait ’énergie de I’état fondamental d’une hypothétique molécule
cyclique (c'est-a-dire ayant la forme d'un carré) CaHys 7

7. On définit 'ordre d’une liaison [ entre deux atomes de carbone n et n 4 1
par

L=1+ (@alxs){xslons1)

on la somme porte sur les états |y,) occupés par les électrons . Le facteur 1
correspond aux électrons o. Montrer que l'ordre de la liaison est bien | = 2
pour Véthyléne. Calculer Vordre des liaisons pour le benzéne et pour les
différentes liaisons du butadiéne et commenter les résultats. Pourquoi la
liaison centrale du butadiéne est-elle plus courte qu’une liaison simple (1.46 A
au lieu de 1.54 A) ?

5.3.4 Vecteurs propres du hamiltonien (5.22)

Montrer que dans le cas ol le champ électrique est indépendant du temps,
et lorsque d€/A <« 1, le vecteur propre normalisé de H correspondant & la
valeur propre Eg — A est donné a l'ordre d€/A par

1 (1-dEJ(24)
o) =75 (1 +d<5‘/(2A))

Quel est ’autre vecteur propre ?

5.3.5 L’ion moléculaire H,

L’ion moléculaire H2+ est formé de deux protons et d'un électron. Les
deux protons sont situés sur un axe pris comme axe des z, & des abscisses
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respectives —r/2 et r/2. Ils seront supposés fixes (approximation de Born-
Oppenheimer).

1. En supposant l’électron sur l'axe des =z, exprimer son énergie
potentielle V(z) en fonction de sa position z et de e? = ¢2/(4mep) oll g
est la charge de I’électron, et la tracer qualitativement.

2. Si les deux protons sont trés éloignés, r > [, I'électron est soit localisé
au voisinage du proton de droite (état |¢1)), soit au voisinage du proton de
gauche (état |ipq}). On suppose que ces états correspondent tous deux & l'état
fondamental de 'atome d’hydrogéne d’énergie

4 2

Bo==3"0 = 34

olt m, est la masse de l'électron et ag le rayon de Bohr : ag = h?/(m.e?).
Quelle est ’échelle de longueur pertinente ! dans la relation r > 1 7

3. On considére I'ion H,' comme un systéme & deux niveaux d’états de base
{le1}, le2)}, {wilej) = 8. Justifier la forme du hamiltonien ot I'on choisira

A>0
[ Ey —A
i-(5%)
Quels sont les états propres |x4) et |x—) de H et les énergies E; et E_,

E, < E_, correspondantes 7 Dessiner qualitativement les fonctions d’onde
X+ () = {z|x+) de 'électron sur 'axe des x.

4. Le paramétre A est une fonction de la distance r entre les protons : A(r).
Justifier le fait que A est une fonction décroissante de r et que lim, _,, A(r) =
0. L’énergie de ’électron est donc une fonction de r, EL(r).

5. Montrer que pour trouver l’énergie totale de I'ion E',(r) , on doit ajouter
un terme +e2/r. Quelle est 'origine physique de ce terme ?

6. On paramétrise A(r) par
A(r) = ce” exp ( b)

ol b est une longueur et ¢ I'inverse d’une longueur. Donner I'expression des
deux niveaux d’énergie E', et E’ de l'ion. Soit

AE(r)=E\(r) — Ey

la, différence d’énergie entre ’état fondamental de l'ion et celui de I'atome
d’hydrogéne. Montrer que AF(r) peut passer par un minimum pour une
valeur r = rq et en déduire

sgim - & (1-2)

To
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Quelle condition doit-on avoir sur b et v pour que I'ion H soit un état lié ?

7. Les valeurs expérimentales sont ro =~ 2ag et AFE(rg) ~ Eg/5 = —e?/(10a0).
En déduire b et c en fonction de ag.

5.4 Bibliographie

Pour la chimie quantique élémentaire, on pourra consulter Feynman
et al. {1965], volume III, chapitre 15, F. Goodrich, 4 Primer of Quantum
Chemistry, Wiley, New-York (1972), chapitre 2, ou C. Gatz, Introduction to
Quantum Chemistry, C.E. Merrill, Columbia (1971), chapitres 10 a 12. Les
systémes & deux niveaux avec interactions résonantes et quasi-résonantes sont
traités par Feynman et ol. [1965], volume III, chapitres 8 et 9 ou par Cohen-
Tannoudji et al. [1973], chapitre IV. L’interaction d’un atome a deux niveaux
avec un champ électromagnétique est traitée 4 un niveau avancé par Grynberg
et al. [1997], chapitre II. Le lecteur trouvera des détails complémentaires sur
Iion moléculaire A, dans Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Gxi.






Chapitre 6

Etats intriqués

OUS NOUS SOMMES limités jusqu’a présent aux états & une particule.

Dans ce chapitre, nous allons introduire la description d’états & deux
particules ; une fois ce cas assimilé, il n’est pas difficile de généraliser
a un nombre quelconque de particules. Les états & deux particules (ou
plus) conduisent & des configurations trés riches, dites intriquées. Dans une
premiére section, nous allons nous attacher au formalisme mathématique
indispensable, celui du produit tensoriel. Nous en profiterons pour
introduire la description quantique des mélanges a l’aide du formalisme
de lopérateur densité. La seconde section sera consacrée a étude
d’importantes conséquences physiques : les inégalités de Bell et les
expériences d’interférences avec états intriqués, qui permettront d’approfondir
notre compréhension de la physique quantique. Nous soulignerons tout
particuliérement le caractére non local de la mécanique quantique. Enfin,
dans la derniére section, nous passerons briévement en revue les applications
potentielles & la théorie de la mesure et a l'information quantique. Ce dernier
sujet, actuellement en pleine expansion, trouve ses applications dans le calcul
quantique, la cryptographie et la téléportation.

6.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

6.1.1 Deéfinition et propriétés du produit tensoriel

Nous cherchons a construire 'espace des états de deux systémes physiques
que nous supposons dans un premier temps entiérement indépendants. Soit
HY et HA les espaces des états des deux systémes, de dimensions respectives
N et M. Comme les deux systémes sont indépendants, ’état global est défini
par la donnée du vecteur d’état |¢) € HI du premier systéme et du vecteur
d’état |y) € HY dusecond. Le couple {|), |x)} peut étre considéré comme un
vecteur appartenant 4 un espace vectoriel de dimension N M, appelé produit
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tensoriel des espaces HY et HY, noté HY ® HY, que nous allons définir
précisément ci-dessous.

Choisissons une base orthonormée |n) de H3" et une base orthonormée |m)
de H3 sur laquelle nous décomposons des vecteurs arbitraires |p) € HIY et
Ix) € Hy'

N M
=Y caln) X) = dm|m) (6.1)
n=1 m=1

L'espace HY ® HY sera défini comme un espace 4 NM dimensions ot les
couples {|n}, |m)}, notés [n®@my}, ou |n} ® |m), forment une base orthonormée

(' @m'In @ m) = dpndmm (6.2)

et le produit tensoriel des vecteurs |p) et |x), noté |¢ ® x), ou |p) ® |x), est
le vecteur de composantes c,d,, dans cette base

v ® x) Z Cndm|n ® m) (6.3)

On vérifie immédiatement la linéarité de 'opération produit tensoriel

lo® (x1+Ax2)) =l @ x1) + Alp ® x2) (6.4
(01 + Ap2) ® X) = |01 @ X) + Alw2 ® X) '

Il faut également vérifier que la définition du produit tensoriel est
indépendante du choix de la base. Soit |i) et |j) deux bases orthonormées
de HY et H} déduites des bases |n) et |m) par des transformations unitaires
respectives R (R™! = Rt) et S(S~1 = S1)

i} =" Rin In) ) =D Sjm [m)
n m
D’aprés (6.3), le produit tensoriel |i ® j) est donné par

n,m

Par ailleurs, on peut écrire la décomposition de |} et |x) dans les bases
respectives |i) et |j)

N Mo
=> "zl ) = d; 1)
=1
Un calcul immeédiat (exercice 6.4.1) montre que

N edli®g) =lp®x)

1,7
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ol | ® x) est défini par (6.3). Le résultat pour |p ® x) est donc indépendant
du choix de la base.

Lorsque les deux systémes ne sont plus indépendants, nous admettrons
(postulat V) que I’espace des états reste HYY ® H3! : il est raisonnable de
supposer que les interactions ne peuvent pas modifier I'espace des états'. Le
vecteur d’état le plus général sera de la forme

[®) =) bom [n@m) (6.5)

En général on ne pourra pas écrire le vecteur |®) comme un produit tensoriel
le®x). En effet, il faudrait que l’on puisse factoriser by, sous la forme ¢, dp,,
ce qui est impossible sauf cas de systémes indépendants.

Le produit tensoriel C = A ® B de deux opérateurs linéaires A et B
agissant respectivement dans les espaces HYY et HJ! est défini par son action
sur le vecteur produit tensoriel | ® x)

(A® B)lp ®@x) = |Ap ® Bx) (6.6)
et ses éléments de matrice dans la base [n ® m) de HYY ® H3! sont donc
(' @m'|A® Bln®m) = ApmBmm (6.7)

En général un opérateur C agissant sur HYY ® H) ne sera pas de la forme
A ® B. Ses éléments de matrice seront

(n" @m/|Cln @ m) = Cprmrinm

et sauf cas particulier on ne pourra pas écrire Cy/ms.nm sous la forme factorisée
ApnBmym. Deux cas particuliers intéressants de (6.6) sont A = Iy et B = Iy,
ol I et Ips sont les opérateurs identité de ’H{V et de Hé‘l

(AR In)lp®x) = [Ap ® x) (In®B)lp@x) =|e®Bx) (638)
En termes d’éléments de matrice

(' @m/|AQIy|n®m) = Apmdmim (n'@m'|In®Bln®m) = §pnBmim

(6.9)
Enfin, si o) est vecteur propre de A avec la valeur propre a (Alp) = alg)),
alors |¢ ® x) sera vecteur propre de A ® Ips avec la valeur propre a

(A® Im)le®x) = alp @ Xx) (6.10)

On omet souvent d’écrire explicitement les opérateurs identité Iy et Ips, et
une écriture courante pour (6.10) est

Alp® x) =alp®x) ousimplement Alpx) = alpx) (6.11)

en supprimant le symbole du produit tensoriel. Comme la notation ® est
assez lourde, elle sera souvent omise sauf s’il y a une ambiguité possible.

1. Toutefois nous verrons au chapitre 13 que, pour deux particules identiques, une partie
seulement de 'H{V by HS/’ correspond a des états physiques.
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6.1.2 Systéme de deux spins 1/2

Nous allons illustrer la notion de produit tensoriel en construisant ’espace
des états d’un systéme de deux spins 1/2. Les espaces des états des deux
spins sont des espaces a deux dimensions H; et Hz. L’espace des états du
systéme des deux spins H = H; ® Hs est & quatre dimensions (4 = 2 x 2).
On choisit comme base orthonormée de H; et de Hz les états propres |£1) et
lea), €5 = £1, des opérateurs projection du spin sur 'axe Oz, Sy, et So,, avec

1

h
5 €2 |62>

1
Slz"El) = —2'h€1 151) S2Z‘€2> =
D’aprés (6.5), les états du systéme de deux spins se décomposent sur la base
orthonormée |1 ® £2) et par exemple
1

1
(S1:®I)|e1®er) = 27151 ler®e2) 5 (S12®82:)|e1®e2) = th £162]e1Q€9)

Suivant (6.11), on utilisera fréquemment les notations allégées |e1e2) an lien
de |e1 ® £2), 51,52, au lieu de S, ® Sq, ; avec ces notations, les équations
précédentes deviennent

1 1
S1z|€162> = §h61 |61£2> ; S12522|61€2> = ZhZ €1€2|61€2> (612)

Soit |x1) et |x2) deux vecteurs arbitraires (normalisés) de H; et de Hy

Ix1) = Ml+) + pl-=) Ml 4+ f* =1
IX2) = Aof+) + p2|—) Pal? + fpaf® =1
Le produit tensoriel |x1 ® x2) est donné suivant (6.3) par
[X1®Xx2) = MA2| +®+) + Arpo| + @—) + dopua| — @+) + papa| — ®—) (6.13)
Un vecteur arbitraire |¥) € H est
) = af + ®@+) + B+ @) + 7| - ®+) + 6| - @) (6.14)

Ce vecteur n'est pas en général de la forme (6.13) : en comparant (6.13)
et (6.14), on note qu'un vecteur produit tensoriel vérifie par exemple

ad = fy

et a priori cette condition n’a aucune raison d’étre valide. Lorsque |¥) n’est
pas de la forme (6.13), on dit que Von a affaire & un état intrigué des deux
spins.

Un cas particulier important est ’état intriqué

#) = 25 (1+8-)- |- +)
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ou en notation allégée (6.12)

= (1+-1-1-+) (6.15)

Cet état est manifestement intriqué car « = § = O et 3 = v = 1/\/§ :
ab # B7. Une propriété remarquable de |®) est son invariance par rotation? :
c’est un scalaire par rapport aux rotations. En effet, comme nous 'avons
vu au § 3.2.4, le transformé |x)g par une rotation R d'un état |x) s’obtient
en lui appliquant un opérateur D!/? (3.58) qui est une matrice de SU(2),
c’est-a-dire une matrice unitaire et de déterminant unité (exercice 3.3.6). Les
transformés de |+) et |—) sont

I+ir=al+)+b]-)

(6.16)
|=)r=cl+)+d|-)

avec® ad — bc = 1. Nous en déduisons

|+ —)r=ac|++) +ad|+ =) +bc| - +) +bd]| - —) (6.17)
et en échangeant + «— —

|- +)r=ac|++)+ad|—+)+bc|+ —)+bd| - =)

ce qui donne pour le transformé de |®) par rotation

#r = 5 (| b= = +1x) = (ad = b)}D) = [0) (6.18)

2

6.1.3 Opérateur densité

Considérons un systéme de deux particules décrit par un vecteur d’état
|¥) € Hy ® Hz. Si|¥) est un produit tensoriel |p; ® @a), le vecteur d’état
de la particule 1 est |p1). Mais que se passe-t-il si |¥) n’est pas un produit
tensoriel, ou, en d’autres termes, si |¥) est un état intriqué ? Peut-on encore
parler du vecteur d’état de la particule 1 ? Nous allons voir que la réponse &
cette question est négative : en général on ne peut pas attribuer un vecteur
d’état a la particule 1. Cet exemple montre qu’il nous faut généraliser notre
description des systémes quantiques, et cette généralisation va bien au-dela
du cas particulier que nous venons de mentionner. Lorsque Pon peut décrire
un état physique par un vecteur de l'espace de Hilbert des états, on dit
que l'on a affaire & un état pur ou & un cas pur ; ceci sera le cas si l'on
dispose d’une information compléte sur le systéme. Lorsque I'information

2. Nous verrons au § 10.6.1 que |®) est un état de moment angulaire nul, et donc un
scalaire pour les rotations.
3. Bt ¢ = —b*, d = a*, mais nous ne nous servirons pas de ces relations ici.
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est incompléte, on a affaire & un mélange, et un systéme quantique est alors
décrit mathématiquement par un opérateur densité*, souvent appelé matrice
densité. L’introduction de 'opérateur densité va nous permettre de reformuler
le postulat I du chapitre 4 afin de décrire des situations physiques plus
générales que celles envisagées jusqu’ici, celles oit I'on ne dispose que d’une
information partielle sur le systéme considéré.

Lorsque l'on a affaire a un cas pur, la donnée du vecteur d’état |p) € H
pour décrire un systéme quantique est équivalente & celle du projecteur P, =
|@) (| sur I'état |¢). En un certain sens, se donner P, est méme préférable,
car la phase arbitraire de |¢) disparait : P, est invariant lorsque I’on multiplie
{©) par un facteur de phase

) — e |p)

et il y a donc correspondance biunivoque entre I’état physique et P, et non
correspondance & un facteur de phase prés. La valeur moyenne d’une grandeur
physique A s’exprime simplement en fonction de P,. Introduisons en effet une
base orthonormée |n) de H

(A) = (plAlp) =Y _{pln)(n|Alm)(mlp)

=) _(mle){pln)(n|Ajm)
= > (m|P, Alm) = Tr(P,A) (6.19)

P, est le cas le plus simple d’opérateur densité. Nous pouvons maintenant
généraliser & un mélange : dans un tel cas on sait seulement que le systéme
quantique a la probabilité p, (0 < p, < 1,3, p, = 1) de se trouver dans
létat |pq). Les états |p,) sont supposés normalisés ({pq|@e) = 1), mais pas
nécessairement orthogonaux. Par définition, 'opérateur densité p décrivant
ce systéme quantique est

p= Zpalwa N ZPQP% (6.20)

La valeur moyenne d’une grandeur physique A s’obtient par une généralisation
immédiate de (6.19). En effet, la valeur moyenne de A dans état |, ),
(A)q, est

<A>a = <§0a|A|‘pa>
et cette valeur moyenne est affectée du poids p, dans le calcul de la valeur
moyenne globale (A). La valeur moyenne dans le mélange est donc

=Y paldla = _ PolPalAlpa) = Tr(pA) (6.21)

4. La mécanique statistique quantique fait un usage intensif de 'opérateur densité.
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Les poids p,, sont fixés par le probléme physique considéré. Donnons deux
exemples importants.

e Le systéme quantique est un sous-systéme d’un plus grand systéme dans
un état pur. Les poids p, sont alors déterminés en prenant une trace
partielle, selon la procédure définie ci-dessous en (6.23).

e Le systéme est macroscopique et décrit par la mécanique statistique
d’équilibre. Les poids p, sont alors obtenus en maximisant ’entropie
statistique S5z = ~Trplnp, ce qui correspond physiquement &
maximiser Vinformation manquante.

Les propriétés fondamentales de p, qui suivent immédiatement de sa
définition (6.20) sont

e p est hermitique : p = pf.

p est de trace unité : Trp = 1.

e p est une matrice positive® : (p|p|p) > 0 quel que soit |¢).

Une condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un état pur est
p? = p: en effet, comme p = pf, la condition p? = p implique que p est
un projecteur. Comme Trp = 1, la dimension de 'espace vectoriel de

projection est un®, et p est de la forme |){¢|.

La donnée des p, et des |pq) dans (6.20) détermine p de facon unique, mais
Pinverse n’est pas vrai : 4 un méme opérateur densité peuvent correspondre
plusieurs décompositions différentes (exercice 6.4.3).

Comme application de ce formalisme, considérons un systéme de deux
particules décrit par un opérateur densité p agissant dans l'espace Hi @ Hs.
Quel est alors Popérateur densité de la particule 1 ? Pour répondre & cette
question, examinons une grandeur physique C' dépendant uniquement de cette
particule : C est de la forme A ® I3, o A agit dans H;. On veut trouver un
opérateur densité p{!) agissant dans H; tel que

(4) = Tr (oM 4) (6.22)
Dans 'espace Hi ® Ha, la valeur moyenne de A ® I est donnée par

<A & 12> = TI‘([A ® IQ]p) = Z An1m1 6n2m2 Pmimaining

nimyingmsa

Z An1m1 menzz;vnnz = Z Amm1p$1111n1 = TI‘(Ap(l))

Tnymi ne nimi

Ii

5. Une matrice (strictement) positive est hermitique et a des valeurs propres (strictement)
positives et réciproquement : exercice 2.4.10.

6. En général, si P est un projecteur, Tr P est égal 4 la dimension de 1’espace vectoriel
de projection : il suffit pour le voir de se placer dans une base oit Pest diagonal.
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L’opérateur densité de la particule 1 est donné dans la base |n1) de H; par la
matrice p{!) d’éléments

pglll)ml = an1n2;m1n2 ou ,0(1) = Tr2p (623)

na

La seconde expression est indépendante de la base : Try représente la trace
sur I’espace Haq, appelée trace partielle de Popérateur densité global, tandis
que pV) est Vopérateur densité réduit. Une application importante de (6.22)
est le calcul de la probabilité de trouver la valeur propre a, de A, qui est
donnée en fonction du projecteur P, sur le sous-espace de la valeur propre a,
d’une grandeur physique A par une expression généralisant (4.4)

pla,) = Tr (Pnp(1)>

Il est important de se convaincre que la prescription qui consiste 4 prendre la
trace partielle est une conséquence du postulat II, car I’expression donnant
les valeurs moyennes découle de ce postulat.

Aprés avoir énoncé les propriétés de 'opérateur densité, revenons 4 notre
probléme initial, on le systéme des deux particules est dans un état pur. Sila
particule 1 était dans un état pur, Trop devrait étre un projecteur. Or ceci
n’est en général pas le cas : sauf si ’état des deux particules est de la forme
| ® x}, il nest pas possible d’attribuer 4 la particule 1 un état quantique
bien déterminé. Vérifions-le pour 'état intriqué |®) (6.15) : les éléments de
matrice non nuls de p sont

Pr—it= = pevpj—t = 1/2 Petibm = Pomjmt = —1/2

oV = Tryp = (1(/)2 1%) (6.24)

qui ne vérifie pas (p1)2 = p{1), Meéme si le systéme des deux particules est
dans un état pur, l'état d’'une particule individuelle est en général un mélange !
L’opérateur densité (6.24) décrit un mélange ou le spin a 50 % de chances
d’étre orienté vers le haut et 50 % de chances d’étre orienté vers le bas : c’est
ce que 'on appelle un état non polarisé: cf. Pexercice 6.4.4. En fait la matrice
densité (6.24) constitue un cas extréme de mélange, qui correspond & un
désordre maximal et & une information minimale sur le spin. On peut montrer
qu’une mesure quantitative de I'information contenue dans I'opérateur densité
est donnée par 'entropie statistique’ Sgy = —Trplnp, qui est d’autant plus
grande que l'information est réduite. Dans le cas d'un spin 1/2, elle est

7. 11 faut prendre garde au fait que Trplnp # 3., p, Inp,, sauf si les vecteurs |pa)
dans (6.20) sont orthogonaux entre eux.
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comprise entre 0 et In 2 et vaut 0 pour un cas pur, In 2 pour le mélange (6.24) :
In2 est la valeur maximale de ’entropie statistique pour un spin 1/2, et le
meélange (6.24) est bien celui qui contient ’information minimale. Si espace
de Hilbert des états d’un systéme quantique est de dimension N, 'opérateur
densité correspondant au désordre maximal est p = I/N, soit une entropie
statistique Sg; = In N.

Il est essentiel de bien faire la différence entre état pur et mélange :
supposons par exemple qu’un spin 1/2 soit dans ’état pur

1
) = =5 (+) +1-)) (6.25)

L’analyse par un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique B est
parallele & Oz va donner une probabilité de 50 % de déviation vers le haut
et 50 % de déviation vers le bas, tout comme dans le cas non polarisé (6.24).
Cependant 1'état (6.25) est un état propre de Sy, |x) = |+, &) : si B est
paralléle & Oz, 100 % des spins seront déviés dans la direction des x positifs,
alors que pour (6.24) les probabilités de déviation vers les x positifs et négatifs
seront toujours de 50 % : en fait, quelle que soit 'orientation de I’appareil
de Stern-Gerlach, il y aura toujours 50 % des spins déviés dans la direction
de B et 50 % dans celle de —B. La différence entre les deux cas est que
pour le cas pur (6.25), ou état complétement polarisé, il existe une relation de
phase bien définie entre les amplitudes pour trouver |x) dans les états |+) et
|—). L’état pur |x) est une superposition cohérente des états |+) et |—), et le
mélange (6.24) est une superposition incohérente de ces mémes états. Dans un
mélange, Pinformation sur les phases est perdue, au moins partiellement (car
il peut bien str exister des états partiellement polarisés : ¢f. 'exercice 6.4.4) ;
elle est totalement perdue pour un état non polarisé.

Les mémes remarques valent pour la polarisation de la lumiére, ou la
polarisation d’un photon : une lumiére non polarisée est une superposition
incohérente de lumiére polarisée linéairement & 50 % suivant Oz et 30 %
suivant Oy, sans relation de phase entre les deux. Une lumiére polarisée
circulairement & droite |D) ou & gauche |G) est décrite par les vecteurs (3.24)

1 . 1 .
|D) = ‘ﬁ(“’” +ily)) G) = 7—5(196) —ily))

Une telle lumiére sera arrétée a 50 % par un polariseur linéaire dirigé suivant
Oz, et plus généralement suivant un axe quelconque, tout comme une lumiére
non polarisée. Si les photons sont non polarisés, tout polariseur (A, u) (cf.
§ 3.1.1) laissera passer les photons avec une probabilité de 50 %.

De fagon générale, la caractéristique d’un état pur est qu’il existe un
test maximal dont un des résultats a une probabilité de 100 %, tandis que
pour un mélange il n’existe pas de test maximal possédant cette propriété
(exercice 6.4.3). Dans le cas du spin 1/2, cela veut dire qu’il n’existe pas



174 Physique quantique

d’orientation de B telle que 100 % des spins soient déviés dans la direction
de B , et dans celui du photon qu’il n’existe pas de polariseur (A, i) laissant
passer tous les photons avec probabilité unité.

Il n’est pas difficile de trouver la loi d’évolution temporelle de 'opérateur
densité pour un systéme isolé. En effet, si nous considérons d’abord
lopérateur densité d’un cas pur, en utilisant (4.11)

. d . d
i Py = i (le(D) @) = HPoy = Pony H = [H, Py

En sommant sur les probabilités p, on obtient I’équation d’évolution de p(¢)

dp(t)
dt

ih = [H, p(t)] (6.26)

Nous avons écrit un hamiltonien indépendant du temps, mais (6.26) reste
valable méme si H dépend du temps. On obtient une loi équivalente en
utilisant 'opérateur d’évolution U(t,0) (4.14)

p(t) = U(¢,0) p(t = 0) U—l(ta 0)

Une telle évolution temporelle de l'opérateur densité est réversible et est
appelée hamiltonienne ou unitaire. 1l est intéressant d’observer qu’un état
de désordre maximal est un invariant dynamique car [H, p] = 0.

L’introduction de 'opérateur densité permet de donner une formulation
plus générale des postulats du chapitre 4.

¢ Postulat Ia. L’état d’'un systéme quantique est représenté
mathématiquement par un opérateur densité p agissant dans un espace
de Hilbert des états H.

e Postulat Ila. La probabilité p, de trouver le systéme quantique dans
I’état |x) est donnée par

Py = Tr (plx)(x]) = Trp P,

e Postulat I'Va, L’évolution temporelle de 'opérateur densité est donnée
par (6.26)

Le postulat III reste inchangé, et le postulat RPO (réduction du paquet
d’ondes) (4.7) devient
PrpPr
p—
Tr P,
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lorsque le résultat de la mesure de la grandeur physique A est la valeur
propre a,,. Soulignons a nouveau que (6.26) ne vaut que pour un systéme isolé.
I’évolution temporelle d’un opérateur densité réduit n’est pas hamiltonienne,
sauf cas particulier®.

6.2 Exemples

6.2.1 Inégalités de Bell

Supposons que nous soyons capables de fabriquer un état |®) (6.15)
de deux particules identiques de spin 1/2, les deux particules partant en
sens inverse, avec des impulsions égales et opposées. Elles peuvent par
exemple provenir de la désintégration d’une particule instable de spin zéro et
d’impulsion nulle, auquel cas la conservation de I'impulsion implique qu’elles
partent bien dans des directions opposées. Un exemple (simple théoriquement,
mais pas expérimentalement !) est la désintégration d’'un méson ¥ en
un électron et un positron® : 7° — et + e~. Deux expérimentateurs,
nommeés conventionnellement Alice et Bob, mesurent suivant un axe donné la
composante du spin de chaque particule (figure 6.1), lorsque les particules sont
trés éloignées comparativement a la portée des forces et ont cessé d’interagir
entre elles depuis longtemps. Pour la clarté de la figure, les axes sont choisis
perpendiculaires a la direction de propagation, bien que cela ne soit pas
indispensable!®. En utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ
magnétique est paralléle a la direction @, Alice mesure la composante du spin
suivant cet axe de la particule partant vers la gauche, ou particule a, et de
méme Bob mesure la composante suivant un axe b du spin de la particule
partant vers la droite, ou particule b. Examinons d’abord le cas ot Alice
et Bob utilisent tous deux laxe Oz : & = b = 2. Les désintégrations
sont supposées bien séparées dans le temps et chaque expérimentateur peut
savoir qu’il mesure les spins de particules issues de la méme désintégration.
Autrement dit, chaque paire de particules est parfaitement bien identifiée dans
I’expérience.

Gréce & son appareil de Stern-Gerlach, Alice mesure la composante suivant
Oz, Sia), du spin de la particule a, avec pour résultat +h/2 ou —#/2, et Bob

fait de méme pour la composante Sgb) de la particule b. Ainsi que nous
l’avons vu en (6.24), chacune des deux particules est non polarisée : Alice et
Bob observent une suite aléatoire de résultats +5/2 et —h/2. Une fois la série

8. C’est ce que 'on observe en mécanique statistique pour l'opérateur densité d’un
systéme en contact avec un réservoir de chaleur. Dans une évolution hamiltonienne,
Pentropie statistique —Tr plnp est conservée, mais ce n'est pas le cas pour une évolution
non hamiltonienne : ’entropie statistique d’un systéme en contact avec un réservoir de
chaleur n’est pas constante.

9. Ce mode de désintégration est rare, mais il s’agit pour le moment d’une discussion
théorique.

10. Voir la note 14 du chapitre 3.
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Fi1G. 6.1 — Configuration d’une expérience de type EPR.

de mesures faite, Alice et Bob se retrouvent sur un méme site et confrontent
leurs résultats. Ils constatent que pour chaque paire ces résultats exhibent une
parfaite (anti)corrélation. Lorsqu’Alice a mesuré +fi/2 pour la particule a,
Bob a mesuré —h/2 pour la particule b et vice-versa. Pour expliquer cette
anticorrélation, calculons le résultat d’une mesure dans l'état |®) (6.15) de
la grandeur physique [Sga)S S’)] construite avec deux opérateurs compatibles.
Compte tenu de (6.12), on voit immédiatement que |®) est vecteur propre de

[sg")s,@] avec la valeur propre —h?/4

L

R 1
5@ g "
[ z z ] \/§ 4

(o =1-0) == 5 (1) - 1- )

La mesure de [S,({a)S ﬁ”)] doit donc donner le résultat —A2/4, ce qui implique
que Bob doit mesurer —#/2 si Alice a mesuré +#/2 et vice-versal’. Dans la
limite de la précision du dispositif expérimental, il est impossible qu’Alice et
Bob mesurent tous deux +#/2 ou —h/2.

11. On rencontre parfois le raisonnement suivant : si Alice obtient +#/2 en mesurant la
premiére Sga), I'état |{®) est projeté sur | + —) par réduction du paquet d’ondes (postulat

RPO), et Bob mesure donc S,gb) = —h/2. Ce raisonnement n’est pas satisfaisant, car
Pénoncé « Alice effectue la premiére une mesure du spin » n’est pas invariant de Lorentz si
Alice et Bob sont distants de L et si leurs mesures sont séparées par un intervalle de temps
T< Lfc.
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A la réflexion ce résultat, pour l'instant, n’est pas trop surprenant. C'est
une variante du « jeu!? des deux douaniers » : deux voyageurs a et b partent
en sens inverse depuis l'origine, chacun emportant une valise, et sont controlés
ultérieurement par deux douaniers, Alice et Bob. L’une des valises contient
une boule rouge, 'autre une boule verte, mais les voyageurs ont pris au hasard
leur valise fermée et ils ne connaissent pas la couleur de la boule enfermée dans
leur valise. Si Alice contrdle la valise du voyageur a, elle a 50 % de chances
de trouver une boule verte. Mais si elle trouve effectivement une boule verte,
il est clair que Bob, avec une probabilité de 100 %, va trouver une boule
rouge ! Des corrélations ont été introduites au départ entre les valises, qui se
retrouvent dans une corrélation des résultats d’Alice et Bob.

Cependant, comme Pont remarqué pour la premiére fois Einstein, Podolsky
et Rosen (EPR) dans un article célébre!® — sur un exemple différent, la version
exposée ici est due & Bohm —, la situation devient nettement moins banale
si Alice et Bob décident d’utiliser dans une autre série de mesures 'axe Ox
au lieu de I'axe Oz. Comme |®) est invariant par rotation, si Alice et Bob
orientent leurs appareils de Stern-Gerlach dans la direction O, ils vont &
nouveau trouver une anticorrélation parfaite de leurs mesures car

550)9) = - ()

Le point de vue sous-jacent & l'analyse de ces résultats par EPR est celui
du « réalisme » : EPR supposent que l'on peut attribuer aux systémes
microscopiques des propriétés intrinséques, recouvrant une réalité physique.
Plus précisément, si la valeur d’une grandeur physique peut étre prédite avec
certitude sans perturber en rien le systéme, alors il existe une réalité physique
attachée a cette grandeur. Pour une particule de spin 1/2 dans I'état [+), S,
est une grandeur de ce type car on peut prédire avec certitude que S, = £/2.
En revanche dans ce méme état, la valeur de S, ne peut pas éire prédite
avec certitude (elle vaut +h/2 ou —#/2 avec une probabilité de 50 %) : Sy
et S, ne peuvent pas avoir simultanément une réalité physique. Etant donné
que les opérateurs S; et S, ne commutent pas, il est impossible en physique
quantique de leur attribuer des valeurs simultanées.

Poursuivant leur analyse, EPR s’appuient sur une deuxiéme hypothése,
celle du principe de localité, qui stipule que si Alice et Bob effectuent leurs
mesures dans des régions locales de I’espace-temps'4, qui ne peuvent pas étre
reliées de fagon causale, alors il n’est pas possible que le choix d’un dispositif
expérimental par Alice, par exemple Porientation de son appareil de Stern-
Gerlach, puisse affecter les propriétés de la particule b'5. D’aprés la discussion

12. Inventé pour la circonstance !

13. A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen, Phys. Rev. 47, 777 (1935). On parle parfois
du « paradoxe EPR », mais il n’y a aucun aspect paradoxal dans ’analyse EPR.

14. Par exemple si Alice et Bob sont distants de L dans un référentiel ou ils sont tous
deux au repos et que les mesures prennent un temps 7, on exigera que T < L / c.

15. Ce qui n’est pas équivalent & dire que les résultats d’Alice et de Bob ne sont pas
corrélés ! Dans I’exemple élémentaire des deux voyageurs, 'ouverture de la valise du



178 Physique quantique

précédente, ceci implique que sans perturber en rien la particule b, une mesure
par Alice de S' (@) permet de connaitre avec certitude S *) et une mesure de S{%
permet de connaitre avec certitude Sg(cb). Si Pon accepte le « réalisme local »
d’EPR, le résultat de la mesure d’Alice ne sert qu’a révéler une information
qui devait déja étre stockée dans la région locale d’espace-temps attachée
a la particule b. Une théorie plus compléte que la mécanique quantique
devrait contenir une information simultanée sur les valeurs de Sg(cb) etde S ib),
capable de prédire avec certitude tous les résultats des mesures de ces deux
grandeurs physiques dans une région locale de I'espace-temps attachée a la
particule b. Les grandeurs physiques Sg(gb) et S £”’ ont donc simultanément une
réalité physique en contradiction avec la description quantique du spin d’une
particule par un vecteur d’état. EPR ne contestent pas que la mécanique
quantique donne des prédictions statistiquement correctes, mais elle ne suffit
pas pour décrire la réalité physique d’une paire individuelle. Dans le cadre du
réalisme local, tel qu’il a été défini ci-dessus, argument d’EPR est imparable
et leur verdict sans appel : la mécanique quantique est incompléte ! Toutefois
EPR ne proposent aucun schéma pour « compléter » la mécanique quantique.

Selon le réalisme local, méme si une expérience donnée ne permet pas de
mesurer simultanément Sﬂ(cb) et S§b>, ces deux quantités ont néanmoins une
réalité physique simultanée dans la région locale de 'espace-temps attachée
4 la particule b, et il en est de méme par symétrie pour S;a) et Sé“’ pour
la particule a. Cette conséquence inéluctable du réalisme local permet de
prouver les inégalités de Bell, qui fixent les corrélations maximales possibles
dans une telle hypothése. Revenant au cas des axes de mesure @ et b

quelconques, appelons A(a) et B(b) le résultat d’une mesure de & - a et de
& -b: afin de se débarrasser du facteur h/2, il est commode d’utiliser les
matrices de Pauli plutét que les opérateurs de spin. De plus, nous allégerons
les notations en omettant les exposants (a) et (b) lorsque les vecteurs @ ou b

lévent toute ambiguité

0@ =5 454 o =% ba-b

Les résultats des mesures ont pour valeurs possibles +1:
A(@) =€, = £1 B(b) =g, = =1

Soit p,_., la probabilité jointe pour qu’Alice trouve le résultat ¢, et Bob le
résultat e et soit £(a,b) la valeur moyenne (g,e5)

E(&v i)) = ZEaEb Peoe, = [p++ + p__] - [P+_ + P_+] (627)

voyageur a par Alice révéle la couleur de la boule de la valise b : cette ouverture ne perturbe
en rien la valise b, bien qu’elle détermine le résultat de Bob, ce qui fait que les résultats
sont corrélés. La couleur de la boule contenue dans la valise b préexistait a Pouverture de
la valise a.
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E(@a,b) mesure la corrélation entre les mesures d’Alice et celles de Bob quand
ceux-ci utilisent des axes a et b. E(d,f)) est obtenu expérimentalement en
effectuant une série de N 3> 1 mesures sur N paires : si A,(a) et By, (b) sont
les résultats de la mesure sur la paire n pour les orientations (&, b)

E(a,b) = lim NZA (a)B

N—x

E(a, B) est une donnée expérimentale, indépendante de tout a priori théorique.
Considérons maintenant deux orientations possibles @ et @’ pour les mesures
d’Alice et de méme deux orientations possibles bet b pour celles de Bob, et
utilisons la notation abrégée A, = A, ('), B!, = Bn(¥) pour la paire n. Soit
X,, la combinaison

Xp = AuBp+ AnB, + AL B, ~ A By = An(By+ B.) + A,(B, - B,,) (6.28)

Contrairement a celle de E(d,E), Pécriture de X,, repose sur un a priori
théorique, celui du schéma envisagé par EPR ou les particules a et b
« possédent » les propriétés A,, ..., B,. Un seul des quatres couples possibles
(An, Bp,)...(A,, By,,) peut étre effectivement mesuré dans une expérience
sur la paire n, mais le résultat potentiel des trois autres expériences est bien
défini, méme s’il nous est inconnu. Pour chaque paire, la combinaison X, vaut
12. En effet, on a soit B, = B}, auquel cas B}, — B, = 0 et B, + B], = £2,
soit B,, = — B}, auquel cas B, + B, = 0 et B}, — B, = £2. Comme les valeurs
possibles de A, et A/ sont £1, on a nécessairement X, = £2. La moyenne
sur un grand nombre d’expériences ne peut donner qu’une valeur moyenne
(X dont la valeur absolue est inférieure a deux

(6.29)

X>'=1N1£noo—

Le résultat |[{X)| < 2 est un exemple d’inégalité de Bell. Soulignons & nouveau
que cette inégalité dépend de fagon cruciale du réalisme local : la particule a
posséde simultanément les propriétés A, et A’ | la particule b les propriétés B,
et Bl, et A, dans (6.28) ne peut pas dépendre de l'orientation bou b’ de
I’analyseur Bob.

Quelles sont les prédictions de la mécanique quantique ? Pour calculer
E({a, b) défini en (6.27) on se sert de l'invariance par rotation de |®) qui permet
de choisir @ suivant Oz : les états propres de S;, ou de 7 - @, sont alors les
états propres |+) et |—) de 549 Soit 9 I'angle entre b et Oz ; d’aprés (3.56),
dans la base {|+),|-)}

N 6 . 6
|+, by = cos 3 |+) 4+ sin 2 [—)
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Le produit tensoriel!® | + ®[+, l;]) est donc donné par
. 0 .0
|+ ®[+, b)) = cos 5 | + ®+) + sin 2 |+ ®-) (6.30)

et 'amplitude a4, telle que p, | = |at4|* vaut

w
=
=3
[NJ =Y

ary =+ ® [+, b9 = (+ & [+, b |+ ®-) = (6.31)

Sl

Par symétrie dans I’échange + < —

1 sin? 7
= = - 1 p—
Prs =P-— =35 505
et donc
1 &2 e
= = — CO —_
Pro =P+ =5 0055

ce que ’on peut vérifier par un calcul explicite (exercice 6.4.7). On en déduit

E(a,b) = sin? g — cos® —g— =—cosf=—a-b (6.32)

E(a,b) = ((5-2)® (7 -0))s = (9|(7-4) © (7 - )| @) (6.33)

L’exercice 6.4.7 montre que 1'on retrouve bien (6.32) a partir de (6.33).
Faisons maintenant le choix suivant pour les axes de mesure des deux
spins : & est paralléle & 2 et b est dirigé suivant la seconde bissectrice des
axes & et z (figure 6.2), @’ paralléle & & et b suivant la premiére bissectrice,
orthogonal a b. Les différentes valeurs moyennes sont données par

1 - 1

% E(@',b) = %

La combinaison (X) de ces valeurs moyennes vaut —2+/2 en mécanique
quantique

E(a,b) = E(a,b) = B@',b') = - (6.34)

(X) = E(a,b) + E(a,b') + E@, V) — E(@',b) = —2V2 (6.35)

On peut montrer que le choix des orientations de la figure 6.2 donne la
valeur maximale de [{X)| : [(X)|max = 2v/2. Cette valeur viole la borne (6.29)

16. Nous rétablissons provisoirement la notation du produit tensoriel pour la clarté de
Décriture.
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x
F1G. 6.2 — Configuration optimale des angles.

[{(X})| < 2. La mécanique quantique est incompatible avec les inégalités de
Bell, et donc avec 'hypothése EPR de réalisme local : les corrélations de la
mécanique quantique sont trop fortes ! Les théories de variables additionnelles
locales sont un exemple de théorie réaliste locale, et les prédictions de la
mécanique quantique sont donc incompatibles avec toute théorie de ce type.
La contradiction entre la mécanique quantique et les hypothéses EPR vient
de ce qu’en mécanique quantique on ne peut pas attribuer simultanément des
valeurs bien définies aux quatre quantités 4,, B,, A, et B, de (6.28) pour
une méme paire de spins 1/2, car ces quantités correspondent & des valeurs
propres d’opérateurs qui ne commutent pas tous entre eux. Une expérience
permet de mesurer au plus deux de ces quantités simultanément, et sur deux
particules différentes, et on n’a pas le droit de supposer 'existence de ces
quantités, méme inconnues, dans un raisonnement physique. Contrairement
a Pouverture de la valise a, la mesure du spin de la particule a par Alice ne
dévoile pas une propriété préexistante de la particule 7. La quantité X,
dans (6.28) est « contrefactuelle », c’est-a-dire qu'elle ne peut étre mesurée
dans aucune expérience réalisable!®,

Les expériences ont d’abord été réalisées avec deux photons provenant de la
désexcitation successive de deux états excités d’un atome (cascade atomique),

17. De ce point de vue, la figure 2.18 de Lévy-Leblond et Balibar [1984] est susceptible
d’une interprétation erronée : on peut comprendre que le quanton « posséde » a la fois les
propriétés d’onde et de particule, et que ’observation, qui met en évidence 'un ou 'autre
de ces aspects, ne fait que dévoiler une réalité préexistante.

18. Comme 1'écrit A. Peres [1995] : « Unperformed experiments have no results. » Il ne
faudrait surtout pas en conclure qu’il est nécessairement illicite d’introduire dans la théorie
des quantités non directement observables : par exemple les conséquences de la causalité
sur une constante diélectrique dépendant du temps s’expriment le plus commodément
en prenant sa transformée de Fourier et en montrant que cette transformée est une
fonction analytique de la fréquence w dans le demi-plan complexe Imw > 0. Pourtant
on n’observe jamais expérimentalement une fréquence complexe ! Comme I’écrit Feynman
(Feynman et al. [1965], chapitre 2): « Il n’est pas vrai que nous puissions poursuivre une
activité scientifique compléte en utilisant uniquement les concepts directement soumis a
Pexpérience. »
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polariseur a deux voies
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F1G. 6.3 — Expérience avec des photons intriqués. La paire de photons intriqués
est produite dans un cristal non linéaire BBQO et les deux photons partent dans des
fibres optiques qui les aménent aux analyseurs de polarisation. D’aprés A. Zeilinger,
Rev. Mod. Phys. 71, 5288 (1999).

les polarisations des deux photons étant intriquées dans un état'

- L
Y

1

ﬁum + lyy)) (6.36)

@) (IDD) +1GG)) =

Les expériences d’Aspect et al.?® au début des années 1980 ont été les
premiéres & donner de fagon convaincante des résultats excluant le réalisme
local. Actuellement on réalise des expériences beaucoup plus précises en
utilisant la conversion paramétrique de photons. Dans une expérience réalisée
4 Innsbriick?!, un photon ultraviolet est converti dans un cristal non linéaire en
deux photons dont I'état de polarisation est intriqué (figure 6.3). Dans cette
expérience, on peut modifier de facon aléatoire 1’orientation des analyseurs
pendant que les photons sont en route entre leur point de production et les
détecteurs. En effet les deux détecteurs sont distants de 400 m, distance
franchie par la lumiére en 1.3 us, alors que la durée combinée des mesures
individuelles et de la rotation des polariseurs ne dépasse pas 100 ns et
on élimine ainsi toute information qui pourrait étre stockée & ’avance sur
Porientation des polariseurs. Il est impossible que les détections d’Alice
et de Bob soient reliées de facon causale. La seule objection possible est
que seulement 5 % des paires de photons sont détectés, et il faut admettre
que ces 5 % constituent un échantillon représentatif. A priori on ne

19. Il faut faire trés attention aux conventions d’orientation : c¢f. ’exercice 6.4.8.

20. A. Aspect, P. Grangier et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49, 91 (1982) ; A. Aspect, J.
Dalibard et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49, 1804 (1982).

21. G. Weihs et al. Phys. Rev. Lett. 81 5039 (1998).
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peut voir aucune raison qui s’y oppose’?. On peut trés raisonnablement

affirmer que 'expérience a tranché en faveur de la mécanique quantique et
a éliminé le principe de réalisme local d’Einstein. La physique quantique est
définitivement non locale*®, méme si 'on peut montrer que cette non-localité
ne contredit jamais la relativité restreinte, en ne permettant pas par exemple
de transmission d’information & une vitesse supérieure & celle de la lumiére :
Alice et Bob observent chacun une suite aléatoire de +1 et de —1 qui ne
contient aucune information, et c’est seulement en comparant leurs résultats
transmis par une voie classique, & une vitesse inférieure a ¢, qu'ils peuvent
se rendre compte de leur corrélation. Mais méme si la non localité de la
mécanique quantique n’est pas en contradiction avec la relativité restreinte,
il n’en reste pas moins qu’on observe au mieux une coexistence pacifique !

6.2.2 Interférences et états intriqués

Dans la discussion des expériences d’interférences du chapitre 1, nous avons
insisté sur le fait que les interférences étaient détruites s’il était possible, au
moins en principe, de connaitre la trajectoire de la particule et de déterminer
si elle était passée par une fente plutét que par autre. La qualification « au
moins en principe » est cruciale : il importe peu qu’un expérimentateur soit
ou non présent pour effectuer I’observation, et il importe peu que ’observation
soit ou non possible avec les techniques expérimentales d’aujourd’hui. 1l
suffit de concevoir que cette observation soit possible en principe dans le
cadre du dispositif expérimental envisagé. L’utilisation des états intriqués va
considérablement enrichir nos possibilités, et nous faire encore mieux apprécier
I’étonnante singularité de la mécanique quantique par rapport aux préjugés
hérités de notre expérience classique.

Imaginons une expérience o0 une particule 1 passe a travers un dispositif
de fentes d’Young, et soit |a) (resp. |a'}) l'état quantique o cette particule
passe par la fente a (resp. o), c’est-a-dire I'état quantique de la particule
quand la fente o’ (resp. a) est fermée. Supposons 'état de la particule 1
intriqué avec celui d’un particule 2, I'état global |¥) étant

) = % (a®@b) +|d' ) (6.37)

Si par exemple les deux particules sont issues de la désintégration d’une
particule instable d’impulsion nulle, leurs impulsions sont corrélées par
conservation de 'impulsion

Pr+p2=0

22. On admet que le résultat de 1'élection de Président de la République peut étre prédit
avec un bon niveau de confiance sur un échantillon de 1000 personnes sur 30 millions
d’électeurs, soit 0.003 % !

23. 11 0’y a aucune référence & I’espace-temps dans le vecteur |®) (6.15). On parle aussi
de la non-séparabilité du vecteur d’état.
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F1G. 6.4 — Brouillage des interférences : la détection du photon 2 dans le plan situé
a une distance 2f de la lentille permet de remonter a la position du photon 1 dans
le plan des fentes d’Young.

La mesure de p> donne une information sur pi, et peut permetire sous
certaines conditions de remonter & la trajectoire de la particule 1, et par
exemple de déterminer la fente d’Young choisie par celle-ci, ce qui entraine la
destruction des interférences. Dans le cas des interférences avec une seule
particule, on dit souvent que l'observation de la trajectoire « perturbe »
celle-ci, et que cette perturbation est a l'origine de la destruction des
interférences. Notre exemple d’interférences avec des particules intriquées
confirme la discussion du § 1.4.4 en montrant que cette « explication » passe
& c6té du point essentiel : dans cette nouvelle expérience, la particule 1
n’est jamais observée, et c’est information fournie sur 1 par une mesure
effectuée (ou non effectuée !) sur 2 qui permet de conclure & la destruction
des interférences. C’est la possibilité d’étiqueter les différentes trajectoires, et
non la perturbation due a leur observation, qui est & Uorigine de la destruction
des interférences.

Cet étiquetage des trajectoires avait déja été mis en évidence dans
Iexercice 3.3.9 sur la diffraction des neutrons par des noyaux de spin 1/2.
En effet la possibilité, toute théorique, d’étiqueter la trajectoire des neutrons
grace au renversement du spin d’un noyau, suffit & détruire les interférences :
au lieu des pics de diffraction, on observe un fond continu, bien que les
variables spatiales des neutrons ne soient en rien affectées par le renversement
du spin. Cependant Iexpérience que nous allons examiner ci-dessous est
encore plus compléte, car elle donne l'option d’effacer cet étiquetage et de
retrouver les interférences.

Avant de passer & la description d’une expérience effectivement réalisée,
nous en discuterons le principe dans une géométrie plus simple. Deux
photons 1 et 2 sont émis dans la désintégration d’une particule instable
supposée pratiquement immobile ; nous reviendrons ultérieurement sur cette
hypothése. La désintégration a lieu dans une lame de hauteur d (figure 6.4).
Le photon 1 part vers la gauche et traverse un dispositif de fentes d’Young,
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tandis que le photon 2 part vers la droite avec une impulsion opposée, passe
A travers une lentille convergente de focale f et est détecté sur un écran Fo
situé & une distance 2f de la lentille par une batterie de détecteurs. Le plan
F' des fentes d’Young est également situé & une distance 2f de la lentille.
La position d’arrivée du photon 2 sur ’écran E5 permet de remonter & celle
du photon 1 sur le plan F, car les plans FEy et F' sont conjugués pour la
lentille. Si un photon 1 est détecté sur écran F; aprés son passage & travers
les fentes d’Young, un photon 2 sera détecté en coincidence sur I'écran Es,
ce qui donnera l'information sur la fente traversée. Les photons 1 ne vont
donc pas former de figure d’interférences. Méme en I’absence de lentille et de
détecteur, il n’y aurait pas d’interférences, car on pourrait en principe installer
la lentille et la batterie de détecteurs en F5 et recueillir ainsi I'information
sur la trajectoire du photon 1 : c’est 'existence du photon compagnon qui est
cruciale.

En

Fi1G. 6.5 — Interférences en coincidence : le détecteur du photon 2 est placé
maintenant dans un plan situé & une distance f de la lentille. IL’information
potentielle sur la trajectoire du photon 1 est effacée, et on observe une figure
d’interférences si 'on détecte le photon 1 en coincidence avec le photon 2,

Cependant il est possible d’effacer cette information potentielle en réalisant
une expérience différente : un détecteur est placé dans le plan focal de la
lentille (figure 6.5). La détection du photon 2 détermine alors la direction
de 'impulsion du photon 2 avant la lentille, et par voie de conséquence celle
du photon 1. Toute information sur la position du photon 1 au passage du
plan F des fentes est maintenant effacée : le détecteur fonctionne comme une
« gomme quantique ». Les photons 1 détectés en coincidence avec un photon 2
vont se répartir sur une figure d’interférences sur I’écran E, la position de la
frange centrale étant fixée par la position du détecteur dans le plan focal de
la lentille.

On doit toutefois faire la remarque suivante : I'angle caractéristique dans
la géométrie de 'expérience est § = a/ D, ol a est la distance entre les fentes
et D la distance des fentes & la source. La dispersion Ap, sur la composante
verticale de I'impulsion des photons produits dans la lame de hauteur d est
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laser UV ‘3,!_ = - N 2‘1 détecteur D;
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F1G. 6.6 — Expérience du groupe d’Innsbriick. La paire de photons intriqués est
produite dans un cristal non linéaire. D’aprés A. Zeilinger, Rev. Mod. Phys. 71,
5288 (1999).

donnée en fonction de la longueur d’onde A par

h Ap, h

A
d

La discussion précédente suppose que cette dispersion est négligeable par

rapport a 6

g<9 (6.38)

En revanche, pour A/d > 6, on observera deux systémes de franges
indépendants si l'on fait passer les deux photons & travers des fentes d”Young
(exercice 6.4.9).

L’expérience est réalisée dans une géométrie un peu différente : les deux
photons sont produits par conversion paramétrique dans un cristal non linéaire
d’un photon ultraviolet d’impulsion ﬁ, et la condition p} + po = 0 est
remplacée par p1 + P2 = P. Les deux photons partent tous deux vers la
droite avec une petite ouverture angulaire variable (figure 6.6). Pour obtenir
la trajectoire du photon 1, il suffit sur les figures 6.4 et 6.5, de renverser sa
direction de propagation & partir de la lame. L’expérience confirme en tout
point la discussion précédente (figure 6.7).

6.2.3 Etats intriqués a trois particules : états GHZ

Les états GHZ {Greenberger-Horne-Zeilinger) sont des états intriqués
A trois particules qui exhibent des propriétés non classiques de facon
encore plus spectaculaire que les états 4 deux particules. On sait réaliser
expérimentalement des états intriqués A trois photons en utilisant la
conversion paramétrique. Afin de simplifier la discussion, nous nous limiterons
a la discussion théorique d’états intriqués de trois particules de spin 1/2. On
suppose qu’une particule instable se désintégre en trois particules identiques
de spin 1/2, émises dans un plan, dans une configuration ol les trois
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FIG. 6.7 — Interférences observées par le groupe d’Innsbriick. D’aprés A. Zeilinger,
Rev. Mod. Phys. T1, $288 (1999).

impulsions font entre elles un angle de 27/3 et dans 1'état intriqué de spin

- L
V2

Trois expérimentateurs, Alice (a), Bob (b) et Charlotte (c), peuvent
mesurer la composante du spin suivant une direction perpendiculaire a la
direction de propagation de chaque particule (figure 6.8). Le plan des
impulsions est le plan horizontal, axe Oz est choisi le long de la direction de
propagation (il dépend donc de la particule), Paxe Oy est vertical et & = 7 x 2.
Examinons les trois opérateurs suivants

@)= —= (|+++)~1-—=)) (6.39)

Lo = OazxObyOcy Bb = OayObazOcy e = TayTbyTca (6.40)

Les matrices o; agissent dans l’espace des états de spin de la particule ¢,
i = a,b,c. Lindice i de %; donne la position de la matrice o, dans les
produits (6.40). Les trois opérateurs ¥; commutent entre eux : pour le
montrer, on utilise le fait que des matrices o agissant sur des espaces différents
commutent, par exemple

Oox0by = ObyTaz
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Bob

Alice \ /
a O b

= [ Charlotte

F1G. 6.8 — Configuration d’une expérience de type GHZ.

Pour des matrices agissant dans le méme espace on se servira de (3.48)
Oz0y = —0y0;

ainsi que de

2 _ 2 _
oy, =0,=1

Montrons par exemple que X, et ¥, commutent

Ladip = OaxObyTeyPayCbxPcy = TazObyTayTbx
= —Oay0ax0byTbzr = TayTbzTazTby

= OayObzTcyTcyTaxTby = Ypda

Les autres relations de commutation se démontrent de la méme facon. Les
opérateurs X; sont de carré un (X2 = I), leurs valeurs propres sont %1, et
comme ils commutent entre eux, ils peuvent étre diagonalisés simultanément.
Il existe donc un vecteur propre |¥) préservant la symétrie entre les trois
particules, construit explicitement en (6.39), tel que

Na|U) = 3| ¥) = X |¥) = |T) (6.41)

Les mesures de spin sont faites dans les configurations (x,y,y), (y,z,y) et
(y,y, ) : par exemple dans la configuration (z,y, y), Alice oriente son appareil
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de Stern-Gerlach dans la direction Oz, Bob et Charlotte dans la direction Oy.
Les mesures de 0,5, ou de o4 ont toujours pour résultat £1, et si le triplet de
particules est dans état |¥), le produit des résultats d’Alice, Bob et Charlotte
doit étre +1, quelle que soit la configuration des appareils. En revanche, si
ceux-ci sont dans la configuration (z,z,z), le produit des résultats est —1
parce que

TacObzOcr = X = ~—NgLpic

et par conséquent, si |¥) est donné par (6.39)
YW = —|P) (6.42)
On vérifie sans peine que ¥ commute avec ¥, 5y et X.. Compte tenu de

ozl+) = |-) ozl=) = |+)
oyl+) = il-) oyl—=) = —i[+)

on montre directement (6.41) en examinant l'action des £; sur |¥) ; on montre
de méme (6.42) en faisant agir 04,050, sur |¥)

Caz0be0cz|¥) = OaxObz0ca (% (( +++) — |- —~>)>

1
(=== -1+ +n) =)

Essayons maintenant de rendre compte des résultats expérimentaux a ’aide du
réalisme local : une fois les trois particules suffisamment éloignées, chacune
d’entre elles posséde en propre ses caractéristiques physiques. Notons A,
le résultat de la mesure de la composante z du spin de la particule a par
Alice,. . ., Cy celui de la composante y du spin de la particule ¢ par Charlotte,
avec Ag,...,Cy = £1. Lorsqu’une mesure de la composante z est effectuée en
conjonction avec deux mesures de la composante y, nous avons vu en (6.41)
que le produit des résultats est +1

AyB,C, = +1 A,B,Cy = +1 AyB,Cy = +1 (6.43)

Cependant, alors que les particules sont en vol, les trois expérimentateurs
peuvent décider de modifier 'orientation de leurs axes d’analyse et de les
orienter tous suivant Ox ; le produit des trois composantes des spins vaut
alors —1

A, B.Cp=-1 (6.44)

Mais on remarque que
AyB Cy = (AyByCy)(AyB,Cy)(AyB,Cr) =1

car A2 = B2 = C2 = 1. Les équations (6.43) et (6.44) sont incompatibles ! T}
ne s’agit pas comme au § 6.2.1 d’une inégalité reposant sur des corrélations
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statistiques, mais d’une anticorrélation parfaite ! Le réalisme local voudrait
que la grandeur o, ait une réalité physique au sens de EPR, puisque qu’on
peut la mesurer sans perturber en rien la particule a en mesurant oy, et
Ocy © Ay = ByC,. Mais on peut aussi obtenir A; en mesurant oy, et ooy :
Ay = —B,Cy. Le réalisme local implique qu’il s’agit du méme A,, mais ce
n’est pas le cas en mécanique quantique : la valeur de A, est contextuelle, elle
dépend des grandeurs physiques non compatibles entre elles qui sont mesurées
simultanément & 0,5, et A, dans (6.43) n’est pas le méme que A, dans (6.44).
Comme dans le cas des inégalités de Bell, le probléme vient de ce que l'on
ne peut pas mesurer simultanément les six quantités A,, ..., C, qui sont les
valeurs propres d’opérateurs ne commutant pas tous entre eux, et la mesure
simultanée de ces six quantités est contrefactuelle : on peut en mesurer
au maximum trois dans une expérience. Les opérateurs X, Xy, X, et &
commutent tous entre eux. Il serait donc possible d’envisager une expérience
ol ils soient mesurés tous les quatre simultanément. Mais le réalisme local
exige en plus que la mesure du produit ¥,%;¥. donne un résultat identique
au produit des valeurs individuelles des six opérateurs de spin, ce qui n’est
pas un énoncé compatible avec la physique quantique.

6.3 Applications

6.3.1 Mesure et décohérence

Dans l'interprétation de Bohr (ou de Copenhague) de la mesure en
mécanique quantique exposée au chapitre 4, Pappareil de mesure est un objet
classique : le résultat de la mesure se lit par exemple comme la position d’une
aiguille sur un cadran. Cette interprétation est d’une efficacité remarquable,
et elle est utilisée sans états d’ame par des milliers de physiciens. Du point
de vue de la pratique quotidienne, il n’y a rien & y ajouter. Il n’en va
pas de méme si 'on réfléchit aux fondements de cette interprétation. En
effet, les lois universelles de la physique sont quantiques, et la physique
classique n’est qu'une approximation, dans certaines limites et sous certaines
conditions qui restent d’ailleurs encore largement inconnues aujourd’hui, sauf
dans des cas modéles trop simples pour é&tre réalistes. On pourrait 8tre tenté
d’affirmer que les objets macroscopiques sont classiques, mais ce serait ignorer
qu'il existe des échantillons macroscopiques de fluides quantiques comme
I'helium (°He et *He) superfluides ou les supraconducteurs. Le processus
de mesure commence certainement par une interaction microscopique entre
Pobjet quantique & mesurer et 'appareil de mesure, et la description de cette
interaction reléve du domaine quantique. Ensuite, par des processus dont
personne ne maitrise encore les détails, la mesure se traduit en fin de compte
par un effet classique, la position d’une aiguille sur un écran. La faiblesse de la
théorie de Bohr est que la frontiére quantique-classique est floue, et peut étre
déplacée plus ou moins arbitrairement (jusqu’au cerveau de I’'expérimentateur,
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ce qui a donné lieu 4 une abondante littérature). Conscient de cette faiblesse
de la théorie de Bohr, von Neumann avait proposé de la compléter grace
a4 un mécanisme de mesure comportant une interaction quantique initiale
entre I'objet & mesurer et 'appareil de mesure, considéré lui aussi comme un
objet quantique. Dans la théorie de von Neumann, on suit sans difficulté
la premiére phase du processus de mesure, celle qui reléve de 1’équation
d’évolution (4.11) et que Pon peut appeler phase de pré-mesure. Mais pour
obtenir une véritable mesure, il faut nécessairement passer par une étape qui
n’est plus régie par (4.11), mais par une évolution irréversible. L’interaction
du systéme & mesurer S avec 'appareil de mesure M crée un état intriqué
S + M. Cela ne pose aucun probléme tant que M reste microscopique, mais
ne peut pas persister jusqu’a la fin du processus de mesure. En effet, dans
le cas contraire, rien n’interdirait & I'appareil de mesure de se trouver dans
un état de superposition linéaire, et par exemple une aiguille pourrait pointer
sur deux positions & la fois sur le cadran. La description de 'appareil de
mesure reléve d’un ensemble statistique classique, et non d’un vecteur d’état,
et c’est I'interaction irréversible de M avec son environnement, ou décohérence,
qui conduit & ce résultat. Il faut cependant souligner que si la décohérence
est une étape essentielle du processus de mesure, elle ne suffit pas 4 rendre
compte de 'intégralité de ce processus. Elle explique comment on passe d’une
superposition quantique & un mélange statistique, mais elle n’a rien & dire sur
Porigine du postulat II, ni sur le fait que d’une expérience particuliére sur un
systéme quantique émerge toujours un résultat unique.

Afin de rendre ces considérations plus concrétes, nous allons nous appuyer
sur une expérience conduite & 1’Ecole Normale Supérieure en 199624, dont le
schéma est donné dans la figure 6.9. Notre discussion sera schématique : des
détails complémentaires se trouvent & I’annexe B. Dans cette expérience, la
mesure est effectuée par un champ électromagnétique enfermé dans la cavité
supraconductrice C' du schéma de la figure 6.9. Le facteur de qualité de
cette cavité est trés élevé, de l'ordre de 5 x 107: la vie moyenne T} d’un
photon dans la cavité est de quelques centaines de ps, alors que la fréquence
de résonance we est de 3.21 x 10 rad.s~! (vg = 51.1 GHz). Une fois le champ
établi dans la cavité, on coupe toute interaction avec la source S du champ et
on travaille avec un nombre moyen {n) de photons de 3 4 10. L’objet & mesurer
est un atome qui parcourt le trajet de O aux détecteurs D en traversant la
cavité. Cet atome peut exister dans deux états : un état fondamental |g) et un
état excité?® |e). Le passage de I’atome dans la cavité induit un déphasage +®
du champ électromagnétique?® selon 1'état de 'atome. On note |G), déphasé
de +@ (resp. |E), déphasé de —®) I'état (quantique) du champ aprés que
Patome dans état |g) (resp. |e)) a traversé la cavité. Selon que l'atome est

24. M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

25. Ces deux états sont des états de Rydberg d’un atome de rubidium, correspondant a
un électron de valence dans un niveau n ~ 50 : exercice 14.5.4.

26. En effet, on travaille hors résonance, et les photons de la cavité ne sont pas absorbés
par les atomes : voir § 5.2.4.
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@]

F1G. 6.9 — Expérience sur la décohérence. Les atomes sortent du four O et traversent
une premiére cavité micro-onde R;. Ils traversent ensuite la cavité supraconductrice
C puis la seconde cavité micro-onde Ra. Les cavités R; et Rz sont alimentées par
la méme source S. Les atomes sont finalement détectés par les deux détecteurs &
ionisation D. et Dy, qui sont déclenchés respectivement par les atomes dans les états
e ou g. D’aprés M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

dans ’état |e) ou |g), on obtient un vecteur d’état atome + champ
[eE) ou |gG)

La mesure de I’état du champ permet en principe?” — sinon en pratique — de
mesurer ’état de l'atome : si le champ est trouvé dans Pétat |E), cela veut
dire que l'atome était dans 'état |e), et I’état du champ est done aiguille
qui donne le résultat de la mesure. La position de laiguille est soit +&,
correspondant a |g), soit —®, correspondant & |e), mais nous en somimes
encore au stade d’une pré-mesure : toute 'évolution a été régie jusqu’a présent
par une équation du type (4.11), pour un systéme atome + champ isolé.
Les états |G) et |E) sont des états « presque classiques »: si le nombre de
photons était grand, le module et la phase du champ seraient parfaitement
définis®®. Une représentation module et phase de ces états est donnée dans la,
figure 6.10 : dans le plan complexe du champ électrique, le module du champ
est proportionnel & la racine carrée (n)lf 2 du nombre moyen de photons.
Cependant, contrairement au cas classique, I'extrémité du vecteur champ

27. L’existence potentielle d’une telle mesure est confirmée par la disparition
d’interférences : voir 'annexe B.

28. D’un point de vue technique, ces états sont des « états cohérents » : voir la
section 11.2.
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Imé&

F1G. 6.10 — Représentation module et phase du champ électrique dans la cavité C.
Les cercles hachurés donnent la dispersion sur l'extrémité du champ.

électrique n’est pas exactement fixée : elle est affectée par des fluctuations
quantiques qui vérifient AnA® ~ 1 (¢f. § 11.3.4).

Appliquons en R; une impulsion micro-onde sur ’atome avant son passage
dans C (figure 6.9). L’effet de cette impulsion sur le vecteur d’état de I'atome
est le suivant

(1) +19))
(~1e)+19))

le) — |a) =
(6.45)
lg) — b) =

Sl =5l

Si I’atome est initialement dans 1’état |e), Pimpulsion micro-onde I’envoie dans
Vétat |a), et 'état atome + champ est alors finalement P'état intriqué

1
10) = 5 (IeB) +196)) (6.46)

mais on a toujours E — e, G — ¢. Les difficultés vont venir de ce que 'on
peut faire des transformations linéaires sur 1’état de ’atome aprés son passage
dans C tant qu'une véritable mesure n’a pas été menée a son terme et que le
systéme atome + champ est resté isolé. Au point ol nous en sommes de la
mesure lorsque 'atome sort de C, rien n’est joué, nous en sommes encore ai
stade d’une évolution réversible. Il est possible d’effectuer des transformations
linéaires sur I'état de I'atome dont effet est de laisser le champ dans une
superposition linéaire de |E) et |G). Pour ce faire, on applique une seconde
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impulsion micro-onde en R, avant les détecteurs : |¥) devient | )

|T) — )

B =

[(1e) +19M1E) + (~le) + 19016

1 1 1
= 295 1m-en+ln 1B +ien] (@41

Si 'on décide maintenant d’utiliser 'atome comme appareil de mesure du
champ, cette équation montre que selon que 'atome est détecté dans I’état
le) par D, ou dans I'état |g) par Dy, le champ est dans une superposition
linéaire

1 1

V2 V2

Comme dans une expérience de type EPR, ’état final du champ n’est fixé
qu’aprés l'interaction de 'atome avec le champ, car cet état est déterminé
par des manipulations (dans la cavité Rs) postérieures a cette interaction :
c’est un exemple d’expérience « & choix retardé ». L’équation (6.48) montre
que l'appareil de mesure antérieur, le champ, est projeté dans un état de
superposition linéaire. Contrairement aux états |E) et |G), les états (6.48)
ne sont pas des états « presque classiques ». De tels états, qui sont appelés
chats de Schrodinger?®, seraient a priori trés surprenants pour des objets
macroscopiques, et en fait c’est ’environnement qui privilégie les états ou
Iaiguille pointe sur une position déterminée ; comme on le verra a ’annexe B,
les superpositions linéaires sont détruites trés rapidement par les interactions
avec Penvironnement, et ceci d’autant plus vite que les objets sont gros. On
ne peut pas vraiment identifier |E) et |G) aux deux positions d’une aiguille,
et cette premiére étape de la mesure ne peut étre en fait qu’une pré-mesure,
car dans une mesure menée a son terme on n’observe pas de superpositions
linéaires.

Pour en savoir plus sur I’état du champ, on envoie un second atome sonder
le champ dans la cavité (une souris pour tester le chat !). Il est alors possible de
montrer expérimentalement que 1'état de superposition linéaire (6.48) est trés
fragile. La cohérence entre les états |E) et |G) disparait au bout de quelques
dizaines de microsecondes, en un temps beaucoup plus court que le temps de
relaxation du champ, et ce dernier se retrouve dans un mélange statistique des
états |E) et |G) @ c’est le phénomeéne de décohérence, dit au couplage dissipatif
du champ avec son environnement. Si I’on avait initialement un état pur du
champ

(IB) =1G)) ou (1B} +16)) (6.48)

|©) = AlE) + p|G) A+ Ju? =1 (6.49)

29. En transposant la discussion originale de Schrédinger, si I'état intriqué est (6.46),
I'observation de I'atome dans 1’état |e) entraine la mort du chat (état |E)}), alors que le chat
reste vivant (état |G)) si Patome est observé dans ’état |g). Aprés envoi de I'impulsion
micro-onde et observation de 1'état de V'atome, le chat est dans un état de superposition
linéaire vivant + mort !
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lopérateur densité dans la base {|E), |G)} serait

A2 /\u*)
in = * 6.50
P ()\ o |pl? ( )

La décohérence transforme cet opérateur densité en

Phn = (|A0‘2 I/?F) (6.51)

Dans le cas présent, la décohérence est due principalement 4 la fuite de photons
en dehors de la cavité, en raison des imperfections des miroirs. Les éléments
non diagonaux, aussi appelés cohérences, qui contiennent l'information sur
la phase, tendent trés rapidement vers zéro. Cette évolution pi, — pfin
est non unitaire : elle n’est pas régie par un hamiltonien. FEn effet
I'interaction du champ avec son environnement conduit & un état intriqué
champ + environnement, et 'opérateur densité du champ est obtenu par une
trace partielle
Pchamp = ﬂenv [pchamp—f-env]

Cette évolution non unitaire se traduit par une fuite d’information vers les
degrés de liberté de I'environnement, correspondant 4 un accroissement de
Pentropie statistique du champ, caractéristique d'un phénoméne dissipatif

Sstat (pﬁn) 2 Sstat (pin)

En résumé, le processus de mesure débute par une interaction § + M
régie par (4.11), mais cela ne suffit pas pour mener la mesure & son terme. Il
est nécessaire de passer par une étape d’évolution irréversible, avec une fuite
d’information vers des degrés de liberté inobservables. Tant que le systéme
S + M reste isolé, la mesure ne peut étre achevée et en reste a ’étape de pré-
mesure. C’est interaction de M avec ’environnement qui est responsable de
Pirréversibilité et de la décohérence. L’expérience de I’ENS permet de montrer
la propriété de décohérence dans une situation expérimentale bien controlée,
méme s’'ll y a encore une marge considérable entre une cavité contenant
quelques photons et un appareil de mesure macroscopique. Cependant il
semble acquis que linteraction avec ’environnement est bien & Porigine de
la perte d’information sur les phases et de Pabsence de chats de Schrédinger :
par exemple une superposition cohérente de deux paquets d’ondes partant
en sens inverse doit perdre rapidement sa cohérence de phase, et donner
un mélange statistique de deux états d’impulsion opposée. La plus grande
partie de I’espace de Hilbert des états est extrémement fragile & cause de
I’environnement, et aprés un temps trés court, seule subsiste une fraction
minime de cet espace, celle qui est sélectionnée par la décohérence et définit les
mélanges statistiques d’états possédant une limite classique, les états robustes
vis-a-vis de la dissipation dans l’environnement : le chat de Schrodinger est
soit vivant, soit mort !
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6.3.2 Information quantique

Pour conclure ce chapitre, nous allons examiner quelques applications des
états intriqués & linformation quantique, c’est-a-~dire la théorie du traitement
et de la transmission de 'information qui utilise les spécificités de la mécanique
quantique. Comme résultat préliminaire, montrons le théoréme de non
clonage quantique. La condition indispensable pour que la méthode de
cryptographie quantique décrite au § 3.1.3 soit parfaitement stre est que
I'espionne Eve ne puisse pas reproduire (cloner) I’état de la particule envoyée
par Bob a Alice tout en conservant pour elle le résultat de sa mesure, ce
qui rendrait I'interception du message indétectable. Que ceci ne soit pas
possible est garanti par le théoréme de non clonage quantique. Pour montrer
ce théoréme, supposons que I’on souhaite dupliquer un état quantique inconnu
[x1). Le systéme sur lequel on veut imprimer la copie est noté |p) : c'est
I'équivalent de la feuille blanche. Par exemple, si ’on veut cloner un état de
spin 1/2 |x1), |¢) est aussi un état de spin 1/2. L’évolution du vecteur d’état
dans le processus de clonage doit étre de la forme

X1 ®¢) = Ix1 @ x1) (6.52)

Cette évolution est régie par un opérateur unitaire U qu’il n’est pas nécessaire
de préciser
Ulx1 ® ¢) = [x1 ® x1) (6.53)

U doit étre indépendant de [x1), qui est inconnu par hypothése. Si 'on veut
cloner un second original [x2}, on doit avoir

Ulxz ® ¢) = [x2 ® x2)
Evaluons maintenant le produit scalaire
X =(p@x1|U'U|p®xa)
de deux fagons différentes

(1) X ={p®x1l¢®x2) = {x1]x2)

(6.54)
(2) X ={xa @ xalxe ®x2) = ((xulx2))?

Il en résulte que soit |x1) = |x2), soit {(xilx2) = 0. Cette preuve du
théoréme de non clonage explique pourquoi on ne peut pas se restreindre
en cryptographie quantique & une base d’états de polarisation orthogonaux
{lz), ly}} pour les photons. C’est 'utilisation de superpositions linéaires des
états de polarisation |z} et |y} qui permet de détecter la présence éventuelle
d’un espion.

Venons-en maintenant au second sujet de cette sous-section, le calcul
quantique. En théorie de l'information, 'unité élémentaire est le bit, qui
peut prendre deux valeurs, conventionnellement 0 ou 1. Ce bit est stocké
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classiquement par un systéme 4 deux états, par exemple un condensateur
qui peut étre non chargé (valeur 0 du bit) ou chargé (valeur 1 du bit). Un
bit d’information implique typiquement 108 électrons dans la mémoire vive
d’un ordinateur actuel. Une question intéressante est alors : est-il possible de
stocker l'information sur des électrons (ou d’autres particules) isolé(e)s 7 Ainsi
que nous ’avons déja vu, un systéme quantique a deux états est susceptible de
stocker un bit d’information : par exemple nous avons utilisé au § 3.1.3 deux
états de polarisation orthogonaux d’un photon pour stocker un bit. Pour fixer
les idées, nous allons plutdt utiliser les deux états de polarisation d’un spin
1/2: par convention '¢tat de spin down |—) correspondra & la valeur 0, Vétat
de spin up |+) & la valeur 1. Mais, contrairement au systéme classique qui ne
peut exister que dans les états 0 ou 1, le systéme quantique peut exister dans
des états de superposition linéaire |¢) de |+) et |—)

o) = Al+) + pl-) AP+ uf® =1 (6.55)

Au lieu d’un bit ordinaire, le systéme quantique stocke un bit quantique, ou ¢-
bit, dont la valeur dans P'état (6.55) reste indéterminée jusqu’a la mesure de la
composante z du spin : la mesure donnera le résultat 0 avec une probabilité
[4[?, et le résultat 1 avec une probabilité {A[2, ce qui n’est pas en soi une
propriété particulidrement utile. L’information stockée a I'aide de g-bits est
un exemple d’information quantique. Le théoréme de non clonage implique
qu’il est impossible de recopier cette information exactement.

Supposons que nous voulions inscrire dans un registre un nombre entre 0
et 7. 1l faudra pour cela disposer de 3 bits. En effet, dans un systéme de
base 2, on peut représenter un nombre de 0 & 7 par une suite de trois nombres
0 ou 1. Un registre classique stockera "une des huit configurations suivantes

0= {000} 1={001} 2= {010} 3= {011}
4=1{100} 5={101} 6= {110} 7={111}

Un systéme de trois spins 1/2 permettra également de stocker un nombre de 0
a 7, par exemple en faisant correspondre ces nombres aux huit états suivants
de trois spins

0:]=——==) 1:]=—=4) 2:|=4=) 3:|—++)

(6.56)
4:l+—-=) 5:|+—-+) 6:|++=) 7:i+++)

On notera |z), 2 = 0,...,7 un des huit états de (6.56), par exemple |5) =
|+ —+). Comme on peut former une superposition linéaire des états (6.56),
on pourrait en conclure que le vecteur d’état d’un sytéme de trois spins nous a
permis de stocker d’un seul coup 2% = 8 nombres, et avec n spins on pourrait
stocker 2™ nombres ! Cependant une mesure des trois spins suivant I’axe
Oz donnera nécessairement un des huit états (6.56). Nous disposons d’une
importante information virtuelle, mais lorsque nous cherchons 4 la matérialiser



198 Physique quantique

dans une mesure effective, nous ne faisons pas mieux que le systéme classique :
la mesure donne un des huit nombres, et pas les huit a la fois !

Quel gain peut-on alors attendre d'un ordinateur quantique qui
fonctionnerait avec des g-bits 7 En fait, un ordinateur quantique serait
susceptible de mener en paralléle un grand nombre d’opérations. Les
opérations élémentaires sur les g-bits, et done sur les états du type (6.56),
sont des évolutions unitaires régies par I’équation d’évolution {4.11), ou sa
version intégrale (4.14). Dans certains cas, une information utile pourrait étre
extraite de ces opérations, si 'on peut utiliser le calcul paralléle quantique.
Le principe d’un tel calcul est le suivant : un registre d’entrée de n q-bits
stocke un état |¢)

9) = 52 3 1o (657

ou |x) a été défini précédemment dans le cas n = 3. Si 'on part de Pétat
| — —...—), on peut montrer qu'il suffit de n (et non expn) opérations
élémentaires pour arriver a (6.57). On construit ensuite le produit tensoriel
| ) de |¢) avec létat |0) d’un registre de sortie de 2™ g-bits

) =y @0) = 5,;1/—2 > e 0) (6.58)

et une opération unitaire correspondant & une évolution temporelle du systéme
transforme |U) en |T’)

) = W) =00 = o 3 e e f(2) (6.59)

L’ensemble des deux registres contient simultanément les 2°7™ valeurs du
couple (z, f(z)). Bien str une mesure donnera un couple unique, mais il
est possible d’utiliser P'information stockée dans le vecteur d’état (6.59) pour
effectuer par exemple une transformée de Fourier sur cette superposition et
échantillonner ensuite le spectre de puissance pour remonter a la période de
f(x) : nous renvoyons le lecteur intéressé aux articles cités en référence.

Un exemple est la détermination de la période d’une fonction f(x).
Supposons f(x) définie sur Zy, le groupe additif des entiers modulo N ;
un algorithme mis en ceuvre sur un ordinateur classique exige un nombre
d’opérations de ordre de N, alors qu’avec un ordinateur quantique ce nombre
serait O(In® N). Ce résultat est a la base de I'algorithme de Shor pour la
décomposition d’'un nombre en facteurs premiers, la fonction f(x) étant alors
a*mod. N, a entier. Pour un entier N, cet algorithme requiert O(In® N)
opérations sur un ordinateur quantique, alors que les algorithmes classiques
exigent O(exp|(In N)'/3]) opérations.

La principe d’algorithmes fonctionnant sur des ordinateurs quantiques
étant acquis, reste la réalisation concréte d'un tel ordinateur. Les avis sur
cette question sont partagés : ils vont du pessimisme intégral & un optimisme
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mesuré. A 'heure actuelle, un groupe d’IBM3 vient d’obtenir la factorisation
de 15: 15 =3 x 5 (1) a I'aide d’un ordinateur quantique utilisant la RMN,
mais on est encore trés loin de résultats utiles. Le principal probléme est celui
de la décohérence : en effet le calcul paralléle décrit précédemment exige que
I’évolution soit unitaire, ce qui implique absence d’interactions incontrdlées
avec U'environnement. Bien sir une isolation totale est impossible : il s’agit au
mieux de réduire au maximum les perturbations induites par ’environnement,
et de concevoir des algorithmes de correction d’erreurs inévitables en utilisant
une information redondante.

état téléporté

information

classique

paire

intriquée
état a

téléporter

Source de particules intriquées

F1G. 6.11 — Téléportation : Alice effectue une mesure de Bell sur les particules 1
et 2 et informe Bob du résultat par une voie classique.

La téléportation est une application amusante des états intrigqués, qui
pourrait servir 4 transférer I'information quantique (figure 6.11). Supposons
qu’Alice souhaite transférer & Bob Vinformation sur 1’état de spin |¢)1 d’une
particule 1 de spin 1/2

ledr = Al4)1 + gl (6.60)

qui lui est a priori inconnu, sans lul transmettre directement cette particule.
Elle ne peut pas faire une mesure du spin, car elle ne connait pas 'orientation
du spin de la particule 1, et toute mesure projetterait en général |z); sur un
autre état. Le principe du transfert de I'information consiste & utiliser une
paire de particules intriquées 2 et 3 de spin 1/2: la particule 2 est utilisée par
Alice et la particule 3 est envoyée vers Bob. Ces particules 2 et 3 se trouvent

30. L. Vandersypen et al., Nature 414, 883 (2001).
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par exemple dans ’état de spin (6.15) que nous noterons ici |~ o3

972 = 2= (14 ) =1 = +)m) (6:61)

Alice va mesurer I'état de spin de la paire de particules 1 et 2 en utilisant
une base particuliére, la base des états de Bell . 1’état de spin de la paire de
particules 1 et 2 (non intriquées) peut se décomposer sur cette base formeée
d’états intriqués

|2F) 12 \%(H‘ iz +1|—+ 12)
1
|®~ 12—?0-&- 12-]1-+ 12) 662
[T +)12 ﬁ(|++12+|~—12)
NANITES \/— (I ++h2—|—— 12)

L’état de spin des trois particules est
[W)i23 = [0)1 ® [P )as3

1
= —\/—5 ()\l ++—dies+pl —+—)ias — A+ —+)i2s — pl — ‘+>123)

(6.63)
On utilise maintenant
1
+ iz = = ([T e + (97
e = 5 (19 + 197 )12)
et trois relations analogues pour réécrire
1
[¥)123 = 5 [“I’+>12(" Kl+)s + /\|—>3) + [P )12 (ﬂ|+>3 + Al—>3)
(6.64)

+19" )12 (= A+)a+ ul=)a) = (0712 (A+)a + ul-)a) |

La mesure par Alice de I’état de spin de la paire de particules 1 et 2 projette
cet état sur 'un des quatre états de base (6.62), ce qui projette I’état de la
particule 3 sur I’état correspondant dans (6.64). Par exemple si la mesure
projette sur |® )12, Uétat de spin de la particule 3 est |@)s = Al+)s + ul—)s.
Alice transmet alors & Bob par une voie classique le résultat de sa mesure,
et Bob sait que la particule 3 lui arrive précisément dans 1’état inconnu de
départ (6.60), mais qui reste tout aussi inconnu ! L’état de la particule 1 a
été téléporté, mais il n’y a jamais eu de mesure de cet état. Si le résultat de
la mesure d’Alice n’est pas |® )12, Bob en sait assez pour faire la correction
et appliquer un champ magnétique convenable pour réorienter son spin dans
létat (6.60).
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11 est utile d’ajouter les remarques finales suivantes :

o A aucun moment les coefficients A et u ne sont mesurés, et 1'état |¢);
est détruit au cours de la mesure faite par Alice. Il n’y a donc pas de
contradiction avec le théoréme de non clonage.

¢ Bob ne « connait » ’état de la particule 3 que lorsqu’il a regu le résultat
de la mesure d’Alice. La transmission de cette information doit se faire
par une voie classique, 4 une vitesse au plus égale & celle de la lumiére.
Il n’y a donc pas transmission instantanée de 'information a distance.

e Il n’y a jamais transport de matiére dans la téléportation.

6.4 FExercices

6.4.1 Indépendance du produit tensoriel par rapport
au choix de la base

Veérifier que la définition (6.3) du produit tensoriel de deux vecteurs est
bien indépendante du choix de la base dans H; et Ha.

6.4.2 Produit tensoriel de deux matrices 2 x 2

Ecrire explicitement la matrice 4 x 4 produit tensoriel des matrices 2 x 2

() )

6.4.3 Propriétés des opérateurs densité

1. On construit avec les éléments de matrice pi;, pij, pji et pj; d’un opérateur
densité p la matrice 2 x 2
A= (pii Pig )
Pji Pij
Montrer que p; > 0, p;; > 0 et que det A > 0, d’ot lpiiI2 < pupj;- En

déduire également que si p;; = 0, alors p;; = pj; = 0.

2. Montrer que s’il existe un test maximal donnant une probabilité de 100 %
pour I’état physique décrit par un opérateur densité p, alors cet état est un
cas pur. Montrer également que si p décrit un cas pur, et que ’on peut écrire

p=2+(1=Xx)p" 0<A<1

alors p = p' = p”
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3. En revanche, dans le cas d’un mélange, un opérateur densité ne détermine
pas l'ensemble dont il est issu de fagon unique. Soit par exemple opérateur
densité en dimension 2,0 <p <1

p=plH){++ 0 =p)-){-|
et les vecteurs unitaires mais non orthogonaux

la) = vpl+) + V(1 - p)l-)
) = vpl+) - v -p)l-)

Trouver une valeur de p’ telle que

p="pla)al + (1 = p)|b)(b]

4. Soit |¥) I’état pur dans 'espace produit tensoriel HgN) ® HéM)
N M
=3 cylei®xs)
i=1 j=1

Donner I’expression de |¥)(¥| et montrer que 'opérateur densité réduit o)
dans HgN) vaut

PN = Trol ON(T| = > eischilon) (ol Oulxs) (6.65)
igkl
Suggestion : montrer que Trla){b] = (bla). En déduire (ou montrer
directement) que si N = M et dans le cas particulier
N
= Z ciles ® xi)
=1
on obtient
P =" cicsloi) (051 (x51xs) (6.66)

i
Si les |x;) sont orthogonaux, {xi|x;) = di;, que peut-on dire des cohérences
dans p») ?

6.4.4 Opérateur densité pour le spin 1/2

On considére un systéme quantique & deux niveaux : 'espace de Hilbert
des états est de dimension deux. On se propose d’étudier 'opérateur densité
d’un tel systéme. Les applications en sont multiples : description de la
polarisation d’une particule massive de spin 1/2, de la polarisation d’un
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photon, d’un atome 4 deux niveaux, etc. Comme un cas trés courant de
systéme A deux niveaux est celui du spin 1/2, nous utiliserons ce cas particulier
pour fixer les notations et la terminologie. On choisit deux vecteurs de base de
'espace des états notés |+) et |—), qui sont par exemple les vecteurs propres
de la composante z du spin. Dans cette base 'opérateur densité est représenté
par une matrice 2 X 2, la matrice densité p.

1. La matrice densité doit &tre hermitique et de trace 1

_{a ¢
P=\c*1-a

ol @ est un nombre réel et ¢ un nombre complexe. Montrer que la positivité
de g (et donc de ses valeurs propres) introduit une contrainte supplémentaire
sur les éléments de la matrice :
1
0<a(l —a)—lc? < 1
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un cas
pur est que a{l —a) = |c|?. Calculer a et ¢ pour la matrice densité décrivant le
vecteur d’état normalisé |1} = A+ > +u|— > avec |A” + |u|* = 1, et vérifier
que cette matrice densité représente bien un cas pur.

2. Montrer que p peut s’écrire en fonction d’un vecteur 5, appelé vecteur de

Bloch 1 by by—ib,) 1
_ 2 1+z m—iy I "‘_,
p‘z(m+m,sz>—20+b”>

pourvu que |l_)'|2 < 1. L’opérateur vectoriel & a pour composante les matrices
de Pauli o; (3.47). Montrer que le cas pur correspond a |b2 = 1. Le cas
pur |5[ =1 est aussi appelé complétement polarisé, le cas 6 = 0 non polarisé,
ou de polarisation nulle, et le cas 0 < |I;| < 1 partiellement polarisé. Pour
interpréter physiquement le vecteur 5, on calcule la valeur moyenne du spin
§=1ns

(Siy=Tr(pS;)

En déduire que %55 est la valeur moyenne du spin.

3. Lorsque le spin est placé dans un champ magnétique B constant, le
hamiltonien est donné par (3.61)

H=-~58.B

ol 7y est le facteur gyromagnétique, v ~ ¢/m pour un électron de charge ¢ et de
masse m. En supposant que Best paralléle 4 Paxe Oz, B= (0,0, B), calculer &
partir de (6.26) équation d’évolution de p et montrer que le vecteur b tourne
(précesse) autour de B avec une fréquence angulaire que l'on déterminera.
Comparer avec le cas du mouvement d’un moment magnétique classique (3.31)
et retrouver les résultats du § 3.2.5.
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6.4.5 Structure fine et effet Zeeman du positronium

Le positronium est un état lié électron-positron trés semblable & Uétat lié
électron-proton de ’atome d’hydrogéne.

1. Calculer I’énergie de 1'état fondamental du positronium en fonction de
celui de 'atome d’hydrogéne. On rappelle que la masse du positron est égale
a celle de I'électron.

2. Dans la suite de 'exercice, on s’intéressera uniquement & la structure
en spin de l’état fondamental du positronium. L’espace des états & prendre
en compte est donc un espace H a quatre dimensions, produit tensoriel des
espaces des états de spin 1/2 de P'électron et du positron. Suivant les notations
du § 6.1.2, on notera |e1£2) un état ol la composante z du spin de I'électron
est kg1 /2 et celle du positron hes/2, avec € = +£1. Déterminer l'action des
Opérateurs o150z, 01302y €t 01,02, sur les quatre états de base | ++), |+ —),
| —+) et | — =) de H. En déduire Paction sur ces états de

0102 = 01,02z + 01902y + 01202,

3. Montrer que les quatre vecteurs

I
\r

|++>

\/—(I+ -)+l=+)
-

\/—(I+ = ==+

1111

)
)=
)
V)

| l

forment une base orthonormée de H et que ces vecteurs sont vecteurs propres
de &4 - 2 avec des valeurs propres 1 et —3.

. éterminer j 1 _ r - s valeur
4. Déterminer les projecteurs P; et P_3 sur les sous-espaces des valeurs
propres 1 et —3, en écrivant ces projecteurs sous la forme

A+ udy - de
5. Montrer que 'opérateur Pio
1 - =
P12 = 5(1-1-01 xe),
échange les valeurs de g1 et ¢4
7712|€1€2> = (5261)
6. Le hamiltonien Ay du systéme de spins est donné en 'absence de champ

extérieur par
Hy = Egl + Ady - &5 A>0
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ou Fy et A sont des constantes. Déterminer les vecteurs propres et valeurs
propres de Hp.

7. Le positronium est placé dans un champ magnétique B uniforme et
constant paralléle & Oz. Montrer que le hamiltonien devient

R
H=H, - %‘7; (Ulz —022)

ot m est la masse de D’électron et g. sa charge. Déterminer la matrice
représentative de H dans la base {|I), [I]), [IT]), [IV)}. On définit le
parameétre T par
h
L2 B = —Ax
2m

Déterminer les valeurs propres de H et tracer sur un graphique leur
dépendance en fonction de z.

6.4.6 Ondes de spin et magnons

NB: Cet exercice utilise les notations et les résultats des questions 2 4 5
de l'exercice précédent.

On peut représenter un corps ferromagnétique a une dimension comme une
chaine de spins 1/2 : N spins 1/2 numérotés n = 0,...,N — 1, N > 1,
sont disposés en chaque point d’un réseau 4 une distance ! I'un de 'autre. 11
sera commode d’utiliser des conditions aux limites périodiques, ou le spin N
est identifié au spin 0 : N = 0. On suppose que chaque spin peut interagir
uniquement avec ses deux plus proches voisins et le hamiltonien s’écrit en
fonction d’une constante A

1 1 N-1
H:—Q_NAI—EAT;)an.Un-l_I

1. Montrer que toute valeur propre FE de H vérifie F > 0 et que le minimum
Ey correspondant & 'état fondamental est atteint quand tous les spins sont
orientés dans la méme direction. Dans la suite de exercice on choisira cette
direction comme axe des z. Un choix possible pour I'état fondamental |®g)
est alors3!

[®o) = | +++ ...+ ++)

2. Montrer que H s’écrit

N-1 N-1
H=NAI- A Z Pn,n+1 =A Z(I - Pn,n+1)
n=0 n=0

31. Tout état obtenu & partir de |[®¢} par une rotation de ’ensemble des spins d'un méme
angle autour de Oz est encore un état fondamental possible.
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ou 1
Prntl = 3 (I+6n-0n41)

En utilisant le résultat de la question 5 de ’exercice précédent, montrer que
les vecteurs propres de H sont des combinaisons linéaires de vecteurs ou le
nombre de spins up moins le nombre de spins down est une constante. Soit
|¥,) Pétat ou le spin n est down, tous les autres spins étant up. Quelle est
l'action de H sur |¥,,) ?

3. On cherche des vecteurs propres |ks) de H comme combinaisons linéaires
des |¥,). Compte tenu de la symétrie cyclique, on pose

N-1 .
|ks> — Z elksnl|\I/n>
n=0
avec 9
T8
k=7 5=0,1,...N -1

Montrer que |ks) est vecteur propre de H et déterminer ’énergie
correspondante Ej. Montrer que I’énergie est proportionnelle & k2 si ks — 0.
On associe & l'état |k;) de (pseudo-)vecteur d’onde ks et d’énergie Ej une
particule appelée magnon.

6.4.7 Calcul de E(a, b)
1. Déterminer les amplitudes (6.31) a4, a_4, a__.
2. Veérifier (c¢f. 6.32)
E(a,b) = ((6-8) ® (5 b))e = (2](F-a) ® (- b)|®) = —a- b

ol |®) est 1'état intriqué (6.15) de deux spins 1/2

8= 5 (1 + =) =] = +)

NG

Suggestion : montrer & partir de I'invariance par rotation de |®) que & |®) =
—3®)|®) et utiliser (3.50).
6.4.8 Inégalités de Bell avec des photons

On considére deux photons partant en sens inverse, l'un (1) suivant Oz et
Pautre (2) suivant —Oz, dans un état de polarisation intriqué

1

19) = 5 (1201 & laha — Ivhs @ e)a) = = (Jay) — 3a)

Les états [z) et |y) sont des états de polarisation linéaire suivant Oz et Oy.
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F1G. 6.12 — Configuration des polarisations des photons intriqués.

1. Soit
10} = cosf|z) + sin Oy)

P’état de polarisation linéaire suivant la direction fig du plan zOy (cf. (3.23))
et |61 ) létat de polarisation orthogonale (3.24). Montrer que

1

V2

L’état |®) est donc invariant par rotation autour de Oz.

|®) (106.)—10.6))

2. Ecrire |®) en fonction des états de polarisation circulaire |D) et |G) (3.11)
en prenant garde 4 orientation des axes (figure 6.12): le sens de la rotation
dépend de la direction de propagation

|®) = 7 (IDD) ~|GGY)

Veérifier en utilisant (3.27) que cette deuxiéme forme de |®) est bien invariante
par rotation autour de Oz.

3. Alice et Bob analysent, la polarisation des photons & l’aide de polariseurs
linéaires orientés suivant les directions 7, pour le photon 1 et fig pour le
photont 2 dans le plan zOy. On définit :

¢ p, . (a,3) = probabilité pour que le photon 1 soit polarisé suivant 7,
et le photon 2 suivant fig

e p,_(a, ) = probabilité pour que le photon 1 soit polarisé suivant 7
et le photon 2 suivant fg

P_,(a,B) et p__(a,3) étant définis de facon analogue. On définit comme
pour le spin 1/2 (cf. (6.30))

E(e,B) = [pry(@,8) +p__(o, B)] — [P1_(, B) + p_1 (e, B)]

Montrer que

E(a, 8) = — cos2(a - 5)]
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Utiliser linvariance par rotation de |®) pour simplifier le calcul. Quelles
valeurs de a, o, § et § doit-on utiliser pour obtenir comme dans (6.35)

X = E(a,8) + E(e, ) + E(«/,8') — E(, B) = —2v/2 7

4. Montrer que ’état
1
v) = 7 (lez) + lyy))

est également invariant par rotation autour de Oz. Donner son expression en

fonction des états de polarisation circulaire®2.

6.4.9 Interférences avec deux photons

On considére expérience d’interférences de fentes d’Young 4 deux photons
dont le schéma est représenté sur la figure 6.13. Les deux photons
sont émis dans des directions opposées avec des vecteurs d’onde ~ +k
approximativement horizontaux par une source dont la position verticale
sur l'axe des x est définie avec une précision +d/2 ; on peut par exemple
supposer que les deux photons proviennent de la désintégration d’une particule
Q d’impulsion ~ 0 se trouvant sur le segment C'D de hauteur d. La distance
entre les fentes est | et celle entre les fentes et la source, ainsi qu’entre les
fentes et les écrans, est D, avec [ € D.

F1G. 6.13 — Interférences avec deux photons.

1. Quelle est la dispersion Ak, sur la composante  du vecteur d’onde des
photons 7 On supposera toujours Ak, < k.

32. Les états |®) et |¥) sont tous deux de moment angulaire nul. Si les deux photons
proviennent de la désintégration d’une particule de spin 0, le choix entre les deux états
dépend de la parité de la particule mére : voir exercice 13.4.4
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2. La position de la source est donnée par son ordonnée z, les impacts des
photons 1 et 2 par les ordonnées y et z. Montrer que pour le photon 1 la
différence de marche 8(z,y) vérifie

B, 4) = 6(0,0) = =55 (¢ +y) = F0(z +1)

ol le signe F correspond au passage du photon 1 par la fente supérieure (—)
ou inférieure (+), et 8 = {/(2D) ; 26 est ’angle sous lequel l'intervalle entre
les fentes est vu depuis la source.

3. Montrer que 'amplitude de probabilité pour détecter en coincidence le
photon 1 en y et le photon 2 en z est proportionnelle &

a(zly, z) = coslkf(y + z)] cos[k(x + )]

lorsque la source est au point x.

4. Montrer que Damplitude totale de détection en coincidence est
proportionnelle &
1 d/2
o) =y [ alely)ds
dJ_ap

et en déduire

aly, z) sin(kfd) cos[k0{y + z)] + d cos[kf(y — z)]

11
~2d | k6
Justifier soigneusement le fait que 'on doit additionner les amplitudes, et non
les intensités comme dans les interférences avec un seul photon.

5. Montrer que pour d 3> 1/(kf) ~ A/f, la probabilité de détection en
coincidence est

p(y, 2) o cos®[kf(y — )]

Comment ce résultat s'interpréte-t-ii en termes d’interférences
conditionnelles 7 Que se passe-t-il si on observe un seul écran ?

6. Montrer que lorsque d < 1/(k8)

p(y, z) = cos®(kBy) cos® (kbz)
et l'on obtient donc deux systémes de franges indépendants. Pour quelle
raison physique le systéme de franges individuelles est-il rétabli ?

7. A quelles conditions sur Ak, correspondent les cas limites d > A/ et
d < A\/6 ? Comment peut-on interpréter les résultats des questions 5 et 6 ?

8. Au lieu d’utiliser des trous d’Young, on fait interférer les photons en
utilisant deux séparateurs de faisceau S et S’ symétriques (figure 6.14) ; les
probabilités de réflexion et de transmission sont de 50 %. Le déphasage entre
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.

i

F1G. 6.14 — Interférences avec des diviseurs de faisceau.

réflexion et transmission par le séparateur de faisceau est 7/2 (exercice 2.4.12).
On introduit sur les deux bras de l'interférométre des déphasages a et 3 et
on pose ¢ = (o — 3). Soit p(e, ') la probabilité de détection en coincidence
par les détecteurs ¢ et ¢/. Montrer que

2 ¢

1
/ — — si —_
ple, ) 5 sin” 5
et que

E(a, B) = [p(c, cl) + p(da d/)] - [p(c, d’) + p(c’, d)] = COS¢

Construire une inégalité de Bell analogue 4 celle obtenue avec des spins 1/2
en faisant varier « et .

6.4.10 Interférences des temps d’émission

Dans une expérience réalisée par une collaboration Nice-Genéve®3, un

faisceau laser (laser de pompe) incident de longueur d’onde A = 655nm
arrive sur un cristal non linéaire (figure 6.15). Une fraction des photons
incidents est convertie en paires de photons de longueur d’onde 2X = 1310 nm,
chaque photon partant dans une des deux fibres optiques et traversant
ensuite un interféerométre de Mach-Zehnder (MZ) (¢f. exercice 1.6.6). Ces
interférometres ont un bras court et un bras long, la différence entre les deux
bras étant Al = 20cm. Une lame permet de faire varier le chemin optique
de & sur le bras long de 'interférométre de droite. La longueur de cohérence
lcon =2 40 m des photons convertis est trés petite par rapport & Al : leon < Al
(alors que la longueur de cohérence du laser de pompe est voisine de 100 m).

1. On fait varier la phase é sur le bras long de 'interférométre de droite.
Montrer que le taux de comptage des photons par le détecteur Dy est
indépendant de 4.

33. S. Tanzilli, W. Tittel, H. de Riedmatten, H. Zbinden, P. Baldi, M. de Micheli, D.
Ostrowsky et N. Gisin Fur. Phys. J. D 18, 155, (2002).
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laser pompe
v 655 nm
M7 l.—’—'—' cristal M7

’ ] /\ 16

; J' 1310 nm / .\\M____l."il[) nm{ , ~ [
I =71 " ~_  fibres optiques .~ = [ I

Fi1G. 6.15 — Interférences des temps d’émission.

2. On détecte les deux photons en coincidence dans D; et Dj, avec une
fenétre de coincidence de 'ordre de 0.1ns ; comme le faisceau pompe est
continu, on ne dispose d’aucune information sur le temps de formation d une
paire de photons. Montrer qu’il n’est pas possible de distinguer les deux
chemins court-court et long-long suivis par les photons. En déduire que si
I'on fait varier 6 on obtient une variation sinusoidale du taux de comptage
en coincidence, mais que les taux de détection individuels dans D; et D
restent indépendants de 6. Suggestion : montrer que si I'on supprime les
deux diviseurs de faisceau du MZ de gauche, on peut déduire une information
sur le trajet suivi par le photon de droite. QQue se passe-t-il si on supprime
I'ensemble du dispositif de gauche (MZ et détecteur) ?
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Chapitre 7

Mathématiques de la mécanique
quantique II : dimension infinie

OUS AVONS VU AU CHAPITRE 4 que les relations de commutation
N canoniques imposaient d’utiliser un espace des états de dimension infinie,
dont le traitement rigoureux exigerait un outillage mathématique important.
Heureusement, les physiciens peuvent en général se contenter de transposer au
cas de la dimension infinie les résultats démontrés dans le cas de la dimension
finie, avec des modifications simples que nous allons indiquer, sans avoir &
se lancer dans des mathématiques trop complexes. Néanmoins il n’est pas
inutile d’étre conscient des impasses sur la rigueur dont les physiciens sont
coutumiers, afin d’éviter d’éventuelles mauvaises surprises.

L’objectif de ce chapitre est donc d’une part d’illustrer sur quelques
exemples concrets les nouveautés apportées par la dimension infinie, et d’autre
part de donner des régles de calcul pratiques, et en particulier d’écrire
la décomposition spectrale des opérateurs hermitiques et unitaires. Les
explications mathématiques sont un peu plus détailliées que celles données
habituellement dans les manuels de mécanique quantique. Le lecteur intéressé
uniquement par les aspects pratiques peut passer directement a la section 3,
ol sont rassemblés les résultats essentiels pour la suite.

7.1 Espaces de Hilbert

7.1.1 Deéfinitions

L’espace des états de la mécanique quantique est un espace de Hilbert H,
en général de dimension infinie. La définition axiomatique d’un espace de
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Hilbert est la suivante :

1. C’est un espace vectoriel qui, pour les besoins de la mécanique
quantique, est défini sur le corps des complexes. Les vecteurs de cet
espace sont notés |p).

2. Cet espace est muni d’un produit scalaire défini positif ; si |¢) et |x)
sont deux vecteurs, ce produit scalaire est noté (x|p) et il vérifie

(xlp)y = ({lx)" (7.1)
(xXle + M) = (xlp) + Ax|¥) (7.2)
(elo) = [Jel> =0 Jp) =0 (7.3)

A étant un nombre complexe arbitraire ; ||| désigne la norme de |¢).

3. H est un espace complet, c’est-a-~dire un espace ol toute suite de Cauchy
a une limite : si une suite de vecteurs [p)) de H est telle que || —
™| — 0 pour I,m — 00, alors il existe un vecteur |¢) de H tel que
HSOU) —¢|| — 0 pour ! — oo. Si'H n’est pas complet, on peut toujours lui
rajouter les vecteurs limites de suites de Cauchy et le rendre complet!.

4. Un espace de Hilbert est caractérisé par sa dimension : tous les espaces
de méme dimension sont isomorphes. La dimension d’un espace de
Hilbert peut étre finie et égale & N, elle peut étre infinie dénombrable,
ou bien non dénombrable. Les espaces de Hilbert qui interviennent en
mécanique quantique sont soit de dimension finie, soit de dimension
infinie dénombrable.

Nous avons étudié en détail au chapitre 2 les espaces de Hilbert de dimension
finie. Sila dimension est N, il faut N vecteurs unitaires orthogonaux |n), n =
1,..., N pour former une base orthonormée : |1}, |2),..., [n),..., |N). Dans
le cas dénombrable, il existe une suite dénombrable de vecteurs unitaires
orthogonaux |1}, |2),...,|n),... formant une base de H : tout vecteur de
‘H peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs de base

o) = caln) (7.4)
n=1

malis contrairement au cas de la dimension finie, toute combinaison de la
forme (7.4) n’est pas un vecteur de H ! En effet, le carré de la norme de |¢)
est donné par

llell* = lenl? (7.5)
n=1

1. Cet axiome est donc en fait un peu superflu. Il est automatiquement vérifié dans le
cas de la dimension finie.
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et (7.4) ne définit un vecteur que si cette norme est finie : la série dans (7.5)
doit étre une série convergente

o0
> len* < o0

n=1

Dans ces conditions, quel que soit £ > 0, il existe un entier N tel que le vecteur
|on) défini par la combinaison suivante finie de vecteurs de base

N
lon) = ch\n)

n=1

vérifie
> lenl*<e (7.6)

n=N+1

I

lle — ol

Autrement dit, il est possible d’approcher |¢) par un vecteur |pn) dont
la norme différe arbitrairement peu de celle de [¢). On peut maintenant
approcher les ¢, par des nombres rationnels, et on voit qu’il est possible de
construire dans H une suite dénombrable de vecteurs qui soit dense? dans
‘H. Cette propriété, commune aux espaces de dimension finie et dénombrable,
s’appelle la séparabilité de Vespace de Hilbert : les espaces de Hilbert de la
mécanique quantique sont séparables.

La convergence définie par (7.6) est la convergence en norme, aussi appelée
convergence forte : on dit qu'une suite de vecteurs Igo(l)) converge en norme
vers |) pour [ — oo si quel que soit € > 0, il existe un entier NV tel que pour
I>N

llo =W} <& Viz N (7.7)

Il existe un autre type de convergence, la convergence faible : une suite de
vecteurs |0 converge faiblement vers |¢) si pour tout vecteur |x) de H

Jim (oOx) = (i) (7.8)

Nous n’aurons pas & nous servir de la convergence faible?, mais ’existence de
cette convergence permet d’illustrer une différence avec la dimension finie :
les deux convergences sont identiques pour un espace de dimension finie, mais
non pour un espace de dimension infinie. La convergence forte implique la
convergence faible, mais non Uinverse (exercice 7.4.1).

2. Un ensemble de vecteurs {|¢{®))} est dense dans H si pour tout ¢ > 0 et pour tout

vecteur |) de M on peut trouver un () tel que ||¢ — || < e.
3. Elle intervient par exemple dans certains problémes de théorie quantique des champs.
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7.1.2 Reéalisations d’espaces séparables
et de dimension infinie

Tous les espaces de Hilbert séparables et de dimension infinie sont
isomorphes ; cependant les réalisations concrétes peuvent a priori sembler
différentes et il est intéressant de pouvoir les identifier. Nous allons définir
successivement les espaces £2), L(?)[a, b] et LZ)(R), qui sont tous séparables
et de dimension infinie.

(i) Espace £, Un vecteur |¢) est défini par une suite infinie de nombres
complexes ¢1,...,¢y ... telle que

lell* = fenl* < 00 (7.9)
n=1

Comme dans (7.4), les ¢, sont les coordonnées de |p). Vérifions que |p + Ay)
appartient & H. Si |x) a pour composantes d,,, étant donné que

len + M * < 2(eal? + A2 [dnl?)

il est clair que ||¢ + Ax|| < oo. Le produit scalaire de deux vecteurs

(xlp) = Z
est bien défini car, d’aprés 'inégalité de Schwartz (2.10)

[0l = | 3 dren

< [Ixll el

Vérifions ensuite que ¢(2) est complet. Soit |} et |p(™)} deux vecteurs de

composantes ¢y’ et ci™. Si |lp™ — oO|| < & pour {,m > N, cela veut dire

que
00 N\ /2
(Z’cg) —cﬁlm), ) <€
n=1

L’inégalité est a fortiom' vraie pour chaque valeur individuelle de n et, pour n
fixé, les nombres ¢, ) forment une suite de Cauchy qui converge vers c, pour
| — 00. On montre facilement (exercice 7.4.1) que le vecteur ¥ converge
vers |p) = > cp|n) pour | — o0

2
lim Z ‘cn - c,(f)l = llim llo — |2 =
—00

l—0

Enfin ¢(2) est de dimension dénombrable par construction.
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(i) Espace LP[a,b]. Nous allons maintenant introduire une classe
d’espaces vectoriels qui vont jouer un role capital, les espaces fonctionnels.
L’exemple le plus simple est celui des fonctions de carré sommable sur
I'intervalle [a,b]. Considérons les fonctions complexes ¢(z) telles que?

b
/ da)p(@)? < oo (7.10)

a
ou fonctions de carré sommable sur P'intervalle [a, b]. Ces fonctions forment

un espace vectoriel, noté L®[a,b]. En effet (i) ¢(z) + Ax(z) est de carré
sommable si @(z) et x(z) le sont (ii) le produit scalaire (x|¢)

b
(xlg) = / do x* (2)¢(2) (7.11)

est bien défini en raison de l'inégalité de Schwartz

b 2 b b
[ tox@pe] < [ d@wi@P [ dwlo@P <IkPlid?  @12)

Le fait que L [a, b] soit complet résulte d’un théoréme dii a Riesz et Fischer,
et la séparabilité résulte d'un théoréme standard de ’analyse de Fourier : toute
fonction de carré sommable p(x) peut s’écrire, au sens de la convergence en
moyenne (ou en norme), comme la somme d’une série de Fourier

o(a) = Z m (2"mx> (7.13)
Cn = ﬁ/ﬂ dz p(x) exp < - ilinj) (7.14)

Les fonctions L o
on(z) = = exp ( b”in;) (7.15)

forment une base orthonormée dénombrable de L(®[a,b], qui est donc un
espace de Hilbert séparable.

(iii) Espace L®(R). Quand lintervalle [a,b] s'identifie 4 la droite
réelle R, [a,b] — [—00,400], on obtient V'espace de Hilbert L (R) (ou
L®)(~00,400)), lespace des fonctions de carré sommable sur [—6o,+0oc).
Bien que la démonstration soit plus délicate, on peut montrer que L(*)(R)
reste un espace séparable, et donc isomorphe a £(2).

4. Deux fonctions ¢(x) et P(x) telles que

/ dz |p(z) - )2 = 0

représentent le méme vecteur de H : ||¢ — B|| = 0.
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7.2 Opérateurs linéaires sur H

7.2.1 Domaine et norme d’un opérateur

On définit des opérateurs linéaires sur H comme dans le cas de la dimension
finie. Cependant il existe des différences importantes. Il peut arriver, et
c’est trés souvent le cas en mécanique quantique, qu’un opérateur ne soit
pas défini pour tout vecteur de H, mais seulement sur un sous-ensemble
de ces vecteurs. Soit par exemple l'opérateur A agissant dans ¢(2) de la
facon suivante : si |¢) a pour composantes {c1, ¢2,...,Cn,-..}, alors Aly)
a pour composantes {ci, 2¢z,...,n¢y,...}. Dans L®[a,b], cet opérateur
correspond & la différentiation 4 un facteur multiplicatif prés, comme on le
voit immeédiatement en examinant la décomposition de Fourier (7.13). Il est
clair que la norme au carré de Alp), donnée par

1Ag|]? =3 n?len]?

peut diverger alors que Y lcn|? converge : il suffit par exemple de prendre
¢n, = 1/n. Autrement dit A|g) n’est pas un vecteur de H. On appelle domaine
de A, noté D4, Pensemble des vecteurs |p) tel que Alp) soit un vecteur de H.
Dans I'exemple ci-dessus, le domaine de A est I’ensemble des vecteurs tels que
Y, n?len]? < oo. 1l est facile de se convaincre que ce domaine est dense dans
‘H. En pratique, un opérateur A ne présente un intérét que si son domaine
est dense dans H.

Si A|p) existe quel que soit |p), on dit que Popérateur A est borné : on
doit alors avoir ||Ay|] < co quel que soit |¢). Le maximum de || A¢f|/{|o]} est
appelé la norme de A, qui est notée |[|A||

1Al = sup ||Agp]] (7.16)
llell=1

Si la norme de ||A|| n’existe pas, A est dit non-borné. Les opérateurs non-
bornés sont d’un maniement beaucoup plus délicat que les opérateurs bornés.
Malheureusement ils sont omniprésents en mécanique quantique.
Dans L(®0,1], lopérateur X qui a ¢(z) fait correspondre la
fonction zp(z)
p(z) = (Xo)(z) = z9(x) (7.17)

est un opérateur borné de norme un. En revanche lopérateur d/dz, qui a
o(z) fait correspondre sa dérivée

de(z) (7.18)

n’est pas un opérateur borné. Nous I'avons déja vu ci-dessus ; un autre
argument simple consiste & trouver une fonction telle que la norme de (z)
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soit finie, mais non celle de ¢’(z). Par exemple

d 1
ST N
car
1 1 1
/ dez 1?2 =2 / dez — 752 divergeaz =0
0 o 16

Les problémes de domaines peuvent rendre délicats la définition de la
somme et du produit de deux opérateurs non-bornés. Par exemple on ne peut
a priori définir la somme A+ B de deux opérateurs non-bornés A et B que sur
P'intersection D4 NDpg des deux domaines, ce qui peut devenir problématique
si cette intersection est réduite au vecteur nul ! Lorsque deux opérateurs A et
B sont égaux sur un méme domaine D4, mais que le domaine de B contient
celui de A : Dy C Dp, on dit que B est un prolongement de A : A C B.
Donnons un exemple : la relation de commutation canonique (4.32) entre
les opérateurs position X et impulsion P, écrite pour une seule dimension
d’espace

(X, P =ihI (7.19)

implique qu’au moins un des deux opérateurs est non-borné (exercice 7.4.3).
Le membre de gauche [X, P] de (7.19) n’est défini a priori que sur un sous-
ensemble de H, tandis que le membre de droite 1A est défini pour tout vecteur
de H. L’écriture correcte de la relation de commutation canonique est donc

(X, P| Cihl

Notons une autre différence avec la dimension finie : alors que dans un
espace vectoriel de dimension finie 'existence d’un inverse 4 gauche entraine
celle d’un inverse a droite, et réciproquement, cette propriété n’est plus vraie
en dimension infinie®. Soit par exemple les opérateurs A et B définis par leur
action sur les composantes ¢, d’un vecteur |p)

Aler,e9,¢3...) = (cg,¢3,¢4...) B(ci,ca,¢c3...) =(0,c1,¢2,...)
alors

BA(Cl,Cz,C3 .. ) = B(CQ,Cg,C4 . ) = (0,62,63,.. )
AB(Cl,CQ,Cg. . ) = A(O,Cl,CQ, . ) = (61,02,63,. . )

el AB = I tandis que BA # I, bien que A et B soient tous deux bornés.

5. Un exemple important d’un tel opérateur en physique est 'opérateur de Mpller de la
théorie de la diffusion.
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7.2.2 Conjugaison hermitique

Dans le cas d’un opérateur borné, il n’y a pas de difficulté de principe pour
définir Popérateur hermitique conjugué A de A par

(x|Ap) = (ATx|0) (7.20)

Comme dans le cas de la dimension finie, on dira que A est hermitique si
A = AT et on aura alors

{x|Ap} = (Ax|p) (7.21)

Les choses se compliquent si A n’est pas borné en raison des questions de
domaines. Tout d’abord (7.20) ne peut définir AT que si D4 est dense dans H.
Ensuite le domaine de définition de At est en général plus grand que celui de
A: Dy C Dyt. Nous allons le voir sur un exemple dans un instant. En général
pour un opérateur non-borné vérifiant (7.21), on n’aura pas A = A! mais
plutét A C A, Les mathématiciens réservent la dénomination « opérateurs
hermitiques » aux opérateurs tels que A C A%, et appellent « auto-adjoints »
les opérateurs tels que A = Af.

Tllustrons cette discussion par un exemple dans L [0,1], qui va nous
familiariser avec le produit scalaire et la conjugaison hermitique dans cet
espace. Soit Ag l'opérateur —id/dx, défini sur le domaine D4, des fonctions
@(z) de L™[0,1], dérivables et dont la dérivée est de carré sommable, et
vérifiant de plus les conditions aux limites {0) = p(1) = 0, d’ol Pindice 0
de Ag. 11 est intuitivement évident, et facile a4 vérifier, que ce domaine est
dense dans L‘?[0,1]. Montrons d’abord que Ag est hermitique ; x(x) étant
une fonction de L]0, 1] dérivable et dont la dérivée appartient a L()[0, 1]

o) = [ aec@)(=im o) = =i [ dox @@
(Aoxlp) = /Oldw ( - id% x(w))*w(w) = i/; dz (x'(z))* p(x)

{x|40®) — (Aox|p) = —ilx*(@)e(z)]g =0 (7.22)

On remarquera la nécessité pour ’hermiticité du facteur i et des conditions
aux limites. On peut définir Ag sur un domaine plus grand que D4,. En
effet, pour des fonctions x(x) non contraintes par des conditions aux limites,
c’est-a-dire telles que x(0) et x(1) soient quelconques

1
(Alxlg) = i /0 do (x'(2))* o(x)
1
— il @)l ~ i / de (@)@ () = (x| Ao}
0

et par conséquent Ag C A;f]. Enfin, définissons A¢ comme 'opérateur —id/dz
agissant dans le domaine D 4, des fonctions ¢(z) de L?[0, 1], dérivables, dont
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la dérivée appartient a L(?[0, 1], et vérifiant les conditions aux limites
p(1) = Cyp(0) ICl =1
L’opérateur Ac est auto-adjoint. En effet

{Acxle) — (xlAcy) = —i(Cx™(1) — x"(0))»(0)

La condition nécessaire et suffisante pour que le membre de droite s’annule®
est que x(1) = Cx(0), ce qui montre que le domaine de l'opérateur hermitique
conjugué est aussi Dy, : AE = Ac¢. Les opérateurs Ao représentent pour
chaque valeur de C des prolongements différents de Ag : méme si la définition
est superficiellement la méme (A = —id/dx), la différence des domaines fait
que Ac et Ags sont des opérateurs différents pour C # C’ ! On le vérifie
en montrant que les valeurs propres et vecteurs propres de Ac et Ac sont
difféerents pour C # C' (exercice 7.4.3).

7.3 Décomposition spectrale

7.3.1 Opérateurs hermitiques

Le théoréme de décomposition spectrale qui généralise (2.31) est en toute
rigueur valable uniquement pour les opérateurs auto-adjoints”. Suivant
la tradition des physiciens nous ne ferons désormais plus la différence
entre hermitique et auto-adjoint, et nous parlerons uniquement d’opérateurs
hermitiques. Si un opérateur A est hermitique, et méme s’il est borné,
I’équation aux valeurs propres

Alp) = alp) (7.23)

n’a pas toujours de solution. Par exemple dans L) (R) 'opérateur —id/dx
est hermitique, ce que Ion voit par une généralisation immédiate de (7.22).
L’équation

d
—ig pl(@) = ap(z) (7.24)
a pour solution 'onde plane

@al(x) = Celo® (7.25)

ot C' est une constante, mais ¢,(2) n’appartient pas & L®(R) car

[ asleo = [ awicr

6. Noter que C* = 1/C.
7. Plus précisément pour les opérateurs « essentiellement auto-adjoints » : (ATt = At




222 Physique quantique

est une intégrale divergente ; —id/dz est un opérateur non-borné, mais méme
pour un opérateur borné, par exemple = dans L(Q)[O, 1], I'équation

"["Xa(m) = CLXQ(IJ) (726)

n’a pas de solution dans L(®[0,1]. En fait la généralisation de (7.23) au
cas de la dimension infinie n’est assurée que pour une classe trés particuliére
d’opérateurs, les opérateurs compacts.

En dimension finie, lorsque |¢) est vecteur propre de A avec la valeur
propre o suivant (7.23), on dit que a appartient au spectre de A. Pour
généraliser cette notion a la dimension infinie, considérons 'opérateur (21— A),
ol z est un nombre complexe et 'équation

(I = A)lp) = 1x) (7.27)

Soit D le domaine de (zI — A) et A(z) son image. Si A(z) = H, z est une
valeur réguliére de A : la correspondance entre |¢) et |x) est biunivoque et
la résolvante (2.46) R(z,A4) = (2 — A)~! existe. Le spectre de A est par
définition ’ensemble des valeurs de z non réguliéres. Cette définition coincide
bien avec celle de la dimension finie : en effet si |¢) vérifie (7.23)

(1= 4)| _le) = (al - A)lg) =0

et la résolvante n’est pas définie pour z = a. Si A est hermitique, il est facile
de montrer (exercice 7.4.2) que z = a + ib est une valeur réguliére lorsque
b # 0 : le spectre de A est donc réel, comme dans le cas de la dimension
finie. Les valeurs de a peuvent, soit étre indicées par un indice discret :
a1,02,.-.,0n,-.., s0it prendre des valeurs continues, par exemple toutes les
valeurs sur un intervalle de la droite réelle : on distingue donc un spectre
discret et un spectre continu. Les valeurs de a appartenant au spectre discret
vérifient une équation aux valeurs propres (7.23), mais non celles du spectre
continu. Le spectre continu et le spectre discret peuvent se recouvrir : par
exemple si a prend toute les valeurs entre 0 et 1, il peut arriver que le spectre
de A contienne des valeurs propres discrétes 0 < a, < 1, bien que ce cas soit
exceptionnel en pratique. En général, pour les opérateurs utilisés en physique
quantique, spectre discret et spectre continu ne se recouvrent pas.

Bien que le spectre de la dimension infinie présente des propriétés
nouvelles par rapport 4 celui de la dimension finie, il existe un théoréme
de décomposition spectrale qui généralise (2.31)

A= Zan'Pn

La forme mathématique précise de ce théoréme est complexe, et les physiciens
s’en sortent en utilisant des « pseudo-vecteurs propres », c’est-a-dire comme
dans (7.25) des objets qui vérifient formellement ’équation aux valeurs propres
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mais ne sont pas des éléments de H. Dans le cas de (7.26), la « solution »
sera

Xo(2) = 8(x — a) car zb(z — a) = ad(z — a) (7.28)

o §(x) est la distribution de Dirac, qui n’est pas une fonction, et certainement
pas un élément de L(2)[0,1].

Les exemples que nous venons de donner nous mettent sur la voie du
résultat général. La condition de « normalisation » des pseudo-vecteurs
propres (7.25) de —id/dx est, avec le choix C' = 1/v/271

(alorh = 5 [ dzeowet = (a1 (7.29)

2 J_ o

tandis que pour les valeurs propres (7.28) de z

(alxe) = [ dwdls — @b(a — 1) = 8(a -1 (7.30)

— o0

La normalisation des pseudo-vecteurs propres est donc donnée, non par un -
delta de Kronecker, mais par un delta de Dirac. La généralisation du théoréme
de décomposition spectrale s’énonce ainsi.

e Pour les valeurs a, du spectre discret étiquetées par un indice discret
n, on peut écrire une équation aux valeurs propres et des conditions de
normalisation analogues & celles de la dimension finie

Aln,r) = apln,r) (7.31)
<na TITL/, ’I“/> = 5nn’ 5rr’ (732)

otll r est un indice de dégénérescence discret.

e Pour les valeurs a(v) du spectre continu étiquetées par un indice continu
r, NOUS aurons

Alv, sy = a(¥)|v, 8) (7.33)
(v, s/, 8"y = 8(v — V') bss (7.34)
ol |v, s) n'est pas un vecteur de H ; s est un indice de dégénérescence

qui peut étre discret ou continu, mais que nous avons pris discret pour
fixer les notations.

e En outre les vecteurs propres du spectre discret et ceux du spectre
continu sont orthogonaux

{n,rlv,8) =0 (7.35)
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La généralisation de la décomposition de l’identité, ou relation de
fermeture (2.30) s’écrit

I= Z [n,rY(n,r| + Z/dy (v, s) (v, s| (7.36)

tandis que la décomposition spectrale (2.31) de A devient

A= Z [, ryan{n,r| + Z/dl/ lv, sya(v){v, s| (7.37)

Insistons sur le fait que Pexistence d'un spectre discret et/ou continu n’est en
rien liée au fait que 'opérateur A soit ou non-borné : il existe des opérateurs
non-bornés dont le spectre est entiérement discret, comme le hamiltonien
de Voscillateur harmonique (§ 11.1.1) ou le carré du moment angulaire J?
(section 10.1), et des opérateurs bornés comme l'opérateur X sur L(2[0,1]
dont le spectre est entiérement continu.

7.3.2 Opérateurs unitaires
Un opérateur unitaire est défini par
Ulv=vUt =1 ou Ut =U (7.38)

Comme dans le cas de la dimension finie, on peut construire des
opérateurs unitaires par exponentiation d’opérateurs hermitiques. Utilisant
la décomposition spectrale de A (7.37)

Ula) = exp(icd)

=3, In 1) explican){n, 7| + 3, [ dv|v, s) explica(v)|{v, s| (7.39)

Cette équation montre que le spectre de exp(icA) est localisé sur le cercle
lz| = 1, et il est facile de vérifier que cette propriété est vraie de tout opérateur
unitaire. De plus (7.39) montre que U () vérifie la propriété de groupe abélien

Ulay + o) = Ulay)U(az) U@0) =1 (7.40)

La réciproque de cette propriété est un théoréme important, le théoréme de
Stone8.

Théoréme de Stone. Soit un ensemble d’opérateurs unitaires dépendant d’un
paramétre continu o et vérifiant la loi de groupe abélien (7.40). 1 existe
alors un opérateur hermitique 7', appelé générateur infinitésimal du groupe
de transformations U(«) tel que U(a) = exp(iaT). B

8. Aussi appelé théoréme SNAG : Stone, Naimark, Ambrose et Godement.



7. Mathématiques de la dimension infinie 225

On peut donner une démonstration heuristique de ce théoréme, en
montrant que U(«) vérifie une équation différentielle. Si dor — 0

Ula + 8a) = UBa)U(a) ~ (1 n 5a%‘ _0> Ula) (7.41)
Si I'on pose
dU
T~ (7.42)

T doit étre hermitique car
UGa)UT(6a) =~ (I +idaT) (I —idaT')
~I+ida(T-TH =1
d’ott T = T7. On déduit de (7.41)

dU(e)
do

= iTU(a) (7.43)

ce qui donne le théoréme de Stone par intégration et en tenant compte de la
condition U(0) = I.

7.4 Exercices

7.4.1 Espaces de dimension infinie

1. Montrer que I’espace #? est complet.

2. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible, mais non
I'inverse, sauf si 'espace est de dimension finie.
7.4.2 Spectre d’un opérateur hermitique

Montrer que si A = AT et z = x + iy, le vecteur

Ix) = (21 — A)lg)

ne peut pas s’annuler si y # 0.

7.4.3 Relations de commutation canoniques

1. Soit deux opérateurs hermitiques A et B vérifiant la relation de
commutation [B, A] = il. Montrer que I'un au moins des deux opérateurs est
non-borné. On pourra supposer sans restreindre la généralité (pourquoi ?)
que ||B]| < 1. Suggestion : montrer que

(B, A"] = inA™!
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et en déduire n
1A% > 24
2, On suppose que A posséde un vecteur propre normalisable |¢)

*

Alp) = alp) a=a
On a d’une part

(¢l(BA — AB)|p) = {¢|B|Ap) — (Ap|B|ep)
= a((p|Ble) — (¢|Blp)) =0

et d’autre part

(¢l(BA - AB)lp) = (¢l[B, Allp) = ill¢l”

Quelle est la solution de ce pseudo-paradoxe 7 Suggestion : examiner le
cas ot B = X et A = —id/dz sur L?[0,1] avec les conditions aux limites

ez =0) =z =1).

3. On consideére les opérateurs A¢ définis au § 7.2.2. Trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres de A¢, et montrer que le spectre de A¢ est
différent suivant les valeurs de C'. Le théoréme de von Neumann (chapitre 8)
énonce que les relations de commutation canoniques sont uniques & une
équivalence unitaire prés. Pourtant

[X, Ac} =il et [X, AC/] =il
et Ac # Ae 81 C # C'. Quelle est la solution de ce nouveau pseudo-paradoxe

(non indépendant du précédent) ?

7.4.4 Opérateurs de dilatation
et de tranformation conforme

1. Soit A l'opérateur

A=—-lz—

oz

A est-il hermitique 7 Montrer que
[e_iC’A ‘I’] () = Ble™ % 2)

Meéthode 1 : utiliser la variable v = Inx

2. Méthode 2 : obtenir ’équation aux dérivées partielles

<% tz a%) [e-iaA ?](z) = 0
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3. Soit B 'opérateur

Montrer que

[t e =2 (1 fw)

7.5 Bibliographie

Jauch [1968], chapitres 1 & 4, et Peres, chapitre 4, contiennent un exposé
assez détaillé et mathématiquement rigoureux des notions utiles sur les espaces
de Hilbert de dimension infinie et les opérateurs sur ces espaces. Le lecteur
porté sur les aspects mathématiques pourra se plonger dans le livre classique
de F. Riesz et B. Nagy, Lecons d’analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris
(1955).






Chapitre 8

Symétries en physique quantique

A RESOLUTION DE PROBLEMES de physique classique se simplifie, parfois
de fagon considérable, en présence de symétries, c’est-a-dire de
transformations qui laissent invariantes certaines propriétés physiques. Par
exemple en mécanique classique le probléme d’une particule dans une force
centrale F (r) indépendante du temps est invariant par translation de temps
et par rotation autour de tout axe passant par lorigine. L’invariance
par translation de temps assure la conservation de I’énergie mécanique E,
et l'invariance par rotation la conservation du moment angulaire J. En
I’absence de symeétries, on doit a priori résoudre un systéme de trois équations
différentielles du second ordre (une par composante). Grace & ces symétries,
on se rameéne a la résolution d’une seule équation différentielle du premier
ordre. Résumons ci-dessous les conséquences des principales invariances en
meécanique classique.

¢ L’invariance par translation de temps de I'énergie potentielle V' entraine
la conservation de I'énergie mécanique K + V, somme de ’énergie
cinétique K et de l’énergie potentielle V.

o L’invariance de 1’énergie potentielle par translation d’espace paralléle &
un vecteur 7 entraine la conservation de la composante P - it = P, de
Pimpulsion.

e L’invariance de D’énergie potentielle par rotation autour d'un axe 7
entraine la conservation de la composante J -7 = J; du moment
angulaire.

Les propriétés de symétrie jouent un rdle encore plus important en
mécanique quantique. Elles permettent d’obtenir des résultats trés généraux,
qui sont indépendants des approximations faites par exemple pour le
hamiltonien (bien sfir si ces approximations respectent les symétries du



230 Physique quantique

probléme !). Dans ce chapitre, nous exploiterons les hypothéses d’invariance
suivantes, que nous supposerons valables' pour un systéme isolé.

o La description d'un systéme isolé ne doit pas dépendre de 1'origine des
temps : elle doit étre invariante par translation de 'origine des temps.

e L’espace est homogéne, ce qui veut dire que la description d’un systéme
1solé ne doit pas dépendre de l'origine des axes : elle doit étre invariante
par translation d’espace.

e L’espace est isotrope, ce qui veut dire que la description d’un systéme
isolé ne doit pas dépendre de l'orientation choisie pour les axes : elle
doit étre invariante par rotation.

e La forme des lois physiques doit étre inchangée lorsque 1’on passe d’un
référentiel d’inertie 4 un autre.

Cette derniére hypothése doit étre précisée, car il existe deux lois de
transformations possibles entre référentiels d’inertie, la transformation de
Lorentz et celle de Galilée, cette derniére étant valable lorsque v/c — 0.
Naturellement, c’est la transformation de Lorentz que l'on doit choisir en
général, mais on ne peut alors éviter le cadre de la théorie quantique des
champs. Comme nous considérerons uniquement des particules dont les
vitesses sont faibles par rapport a la vitesse de la lumiére, nous pourrons nous
limiter & la transformation de Galilée, et travailler dans le cadre de ce qui est
appelé conventionnellement, mais improprement?, la « mécanique quantique
non relativiste ».

8.1 Transformation d’un état
dans une opération de symétrie

8.1.1 Invariance des probabilités dans une opération
de symétrie

Le point de vue adopté implicitement dans l'introduction de ce chapitre
était le point de vue dit passif : le systéme physique est inchangé, mais on

1. Ces hypothéses sont éminemment plausibles, mais aprés tout il pourrait exister
des effets subtils qui remettent en cause une (ou plusieurs) de ces invariances. Avant
1957, l'immense majorité des physiciens auraient parié sur l'invariance de la physique
par 'opération parité. Pauli avait méme interdit que Pon fasse au CERN A4 Genéve une
expérience destinée & montrer Péventuelle violation de cette invariance, tellement il trouvait
cette possibilité absurde. Aussi la violation de I'invariance par parité fut-elle découverte
aux USA dans l'expérience de C.S. Wu (¢f. 8.3.3).

2. En effet, cette théorie est parfaitement relativiste, puisqu’elle obéit i la relativité. ..
galiléenne !
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modifie le systéme d’axes. 1l est en général équivalent?® d’adopter le point de
vue actif, o le systéme d’axes est inchangg, et olt 'on applique une opération
de symétrie sur le systéme physique. Nous avions d’ailleurs déja utilisé cette
équivalence dans la discussion du § 3.2.4. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons adopter le point de vue actif, qui est peut-é&tre plus intuitif* et sera plus
commode pour certaines discussions, par exemple celles de la section 10.5.

Nous avons vu au chapitre 4, postulat I, que 'objet mathématique en
correspondance biunivoque avec un état physique était un rayon unitaire de
Pespace des états H, c’est-a-dire un vecteur unitaire & un facteur de phase
prés. Dans cette section, uniquement, la distinction entre vecteurs et rayons
sera cruciale ; nous pourrons 'oublier par la suite. On vérifie immédiatement
que la relation entre deux vecteurs de H

') = ele) (8.1)

ol # est un nombre réel, est une relation d’équivalence® [¢’) ~ [¢). La classe
d’équivalence est un rayon, que nous noterons ¢. Le produit scalaire de deux
rayons ¢ et x n’est pas défini, mais le module de ce produit scalaire, que nous
noterons | (¥, ¢)| est bien défini : on peut choisir deux représentants arbitraires
|} et |x) dans les classes d’équivalence et écrire

(% &)l = [xle)| (8.2)

car les facteurs de phase disparaissent lorsque l'on prend le module.
Le résultat est indépendant du choix des représentants dans les classes
d’équivalence.

Revenons au spin 1/2 du chapitre 3 : nous avons vu comment préparer un
état de spin orienté suivant Oz que nous représenterons par le rayon ¢4, en
utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique est orienté
suivant Oz et en sélectionnant les atomes déviés vers le haut (en choisissant
un signe approprié pour le champ). Faisons tourner le champ d’'un angle «
autour de la direction de propagation Oy pour Pamener suivant une direction
7, faisant un angle a avec Oz, 0 < o < 27 . Nous préparons ainsi 'état
représenté par le rayon @4 (), qui sera par définition ’état transformé de
@+ par une rotation de « autour de Qy (figure 8.1). Avec les notations
du chapitre 3, la classe d’équivalence du vecteur |+) est le rayon @4, celle
du vecteur |+, 74) le rayon ¢4 (74). En général, le transformé @z par une
rotation R d’un état ¢ sera obtenu en effectuant une rotation R sur 'appareil
qui prépare @.

Supposons maintenant qu’a la suite du premier appareil de Stern-Gerlach
dont le champ est paralléle & Oz, le polariseur, on place un second appareil,

3. Pour certaines transformations comme la réflexion par rapport & un plan, il est plus
simple d’utiliser le point de vue passif, qui consiste & regarder le systéme dans un miroir,
mais on peut aussi imaginer de construire un appareillage symétrique de l'original par
rapport & un plan.

4. Au moins pour P'auteur !

5. La notation ~ désigne ici une relation d’équivalence, et non « de 'ordre de ».
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FIG. 8.2 — Rotations simultanées du polariseur et de I'analyseur d’un angle .

Panalyseur, dont le champ est paralléle a la direction fig, obtenue & partir de
Oz par une rotation d’angle 8 autour de Oy (figure 8.2a). S’il n’y a pas sur le
trajet de champ magnétique susceptible de faire tourner le spin, la probabilité
pour que le spin soit dévié dans la direction ng est

(B4 (7ig), B4)I

Effectuons maintenant ’expérience en faisant tourner & la fois le polariseur
et 'analyseur d’un angle a (figure 8.2b). La probabilité de déviation dans la
direction figyg est

(P4 (Pat ), P ()|
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Comme on a fait subir la méme rotation au polariseur et a l'analyseur,
Iinvariance par rotation implique que les probabilités sont inchangées

(B4 (Ratp), G+ (a))* = |(2+(Rs), 24| (8.3)

Généralisons (8.3) : si 'on effectue une transformation g sur un état @
en appliquant cette transformation sur Vappareil de préparation de ¢ pour
obtenir 'état transformé @, : § — @,, et si I'on effectue la méme opération
sur Y'appareil de mesure pour X : X — Xy, alors les probabilités doivent étre
inchangeées si la physique est invariante dans cette opération

(Xg, 2o)* = (X, @) (8.4)

8.1.2 Théoréme de Wigner

La propriété (8.4) sur les rayons se traduit par une propriété sur les
vecteurs grace a un théoréme d’une grande importance di & Wigner.

Théoréme de Wigner. Si l'on traduit mathématiquement la loi de
transformation des états physiques par une loi de transformation sur les rayons
correspondants : ¢ — @, lorsque I'on applique une transformation g & un
systéme physique, et si ’on suppose que les probabilités sont invariantes dans
cette transformation

I()ZQa@g)P = |()~(1¢)‘2 V@? )2

alors il est possible de choisir un représentant |,y de @, tel que pour tout
vecteur [¢) € H

lpg) = U(g)lp) (8-5)

ou Vopérateur U(g) est unitaire ou antiunitaire et est unique a un facteur de
phase prés. W

La loi de transformation des rayons devient donc une loi de transformation
des vecteurs, par application d’un opérateur qui ne dépend que de la
transformation g. Si U(g) est unitaire, le théoréme de Wigner implique non
seulement Pinvariance de la norme du produit scalaire, mais aussi celle de sa
phase, puisque

{UgxIU(g)p) = {xlv}

Les opérateurs antiunitaires transforment le produit scalaire en son complexe
conjugué
({UlgxlU(g)e) = (xle)™ = (#lx) (8.6)

La démonstration du théoréme de Wigner ne fait intervenir que des notions
élementaires, mais elle est fastidieuse, et nous la renvoyons a ’annexe A. Les
opérateurs antiunitaires n’interviennent que lorsque la transformation g inclut
le renversement du sens du temps ; nous en dirons un mot au § 8.3.3, mais nous
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en renvoyons ’étude détaillée & appendice A. Nous nous limitons désormais
aux transformations unitaires.

Le théoréme de Wigner a des conséquences particuliérement intéressantes
si les transformations g forment un groupe G. Le produit ¢ = gog; de deux
transformations, de méme que la transformation inverse ¢g—!, sont alors des
transformations de G. L’ordre des transformations dans gog1 est important
car le groupe G n’est pas en général abélien : gog1 # g192. Si g = gag;, les
rayons @4 et @g,4, doivent étre identiques. Par exemple si G est le groupe des
rotations autour de Oz, et si R,(6) représente la rotation d’angle # autour de
Ozona

R0 =02+ 6;) = R, (62)R.(61) (8.7)

L’état physique obtenu en effectuant une rotation d’angle 8 = 85+ 8, doit étre
identique & celui obtenu en effectuant d’abord une rotation d’angle 6; suivie
d’une rotation d’angle f,.

Utilisons maintenant le théoréme de Wigner pour faire un choix de phases
sur les vecteurs tel que la correspondance entre |¢) et |pg) soit donnée
par (8.5). Nous avons d’une part

log) = U(g)lw) (8.8)

et d’autre part
l0g201) = Ulg2)lg,) = Ulg2)U(g1)le) (8.9)

Les vecteurs |@g) et |@g,4, ) représentent des états physiques identiques, et ils
doivent &tre égaux a un facteur de phase prés

lg) = eia(gz’gl)lﬁagng (8.10)

Le facteur de phase dans (8.10) pourrait a priori dépendre de |¢), mais en
fait il dépend uniquement de g; et de g2. En effet, si nous écrivons

lipg) = eial‘szm) [xq) = eiﬁ|X9291>

nous pouvons examiner le produit scalaire {x|y)

<X|‘P> = (Xg]‘Pg> = ei(a_ﬁ)<nggll<szgl>
= e PN (U(g2)U(g1)xIU(g2)U(g1)¢)
= e xlp)

ce qui implique @ = 8. Comme le vecteur |} est arbitraire, (8.10) entraine
une relation correspondante pour les opérateurs U(g)

Ulg) = 90 U(ga)U (g1) (8.11)

Cette équation traduit une propriété mathématique : on dit que les opérateurs
U(g) forment une représentation projective du groupe G. Dans la suite du livre,
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nous aurons uniquement & considérer deux versions simples de (8.11), 'une
ou le facteur de phase est +1, et dans ce cas on a affaire & une représentation
vectorielle de G

Ulg) = U(g2)U(g1) (8.12)

et 'autre ot le facteur de phase vaut +1

U(g) = £ U(92)U(g1) (8:13)

Nous verrons apparaitre ce facteur + dans le cas ot G est le groupe
des rotations ; les représentations (8.13) de ce groupe sont appelées
représentations spinorielles du groupe des rotations.

8.2 Générateurs infinitésimaux

8.2.1 Définitions

On distingue deux types de groupes de transformations.

e Les groupes discrets, dont le nombre d’éléments est fini ou dénombrable.
Comme cas particuliers simples on peut citer la parité, ou opération qui
change le signe des coordonnés ¥ — —7 (¢f. § 8.3.3), ou les groupes
cristallographiques qui jouent un réle important en physique du solide.

e Les groupes continus, dont les éléments sont paramétrés par un ou
plusieurs paramétres variant de fagon continue®. Par exemple la rotation
R.(6) autour de Oz est paramétrée par langle § qui varie de facon
continue entre 0 et 2.

Les groupes continus intéressants en physique sont les groupes de Lie
(exercice 8.5.4), dont un exemple est le groupe des rotations dans un espace
a trois dimensions, ou groupe SO(3), le groupe des matrices orthogonales :
RTR = RRT = I de déterminant +1 dans ’espace a trois dimensions” ; AT
désigne 'opérateur transposé de A. Ce groupe va jouer un role majeur dans la
suite. C’est un groupe a trois paramétres : on peut par exemple paramétrer
une rotation par deux angles donnant la direction n de 'axe de rotation
dans un référentiel Oxzyz et Pangle de rotation, donc en tout trois angles
qui varient de fagon continue. Le groupe des rotations posséde une infinité

6. On peut remarquer que dans le cas d’un groupe continu, les transformations U(g)
doivent nécessairement &tre unitaires par continuité, si tout élément du groupe peut étre
relié de fagon continue & l'élément neutre e du groupe (en d’autres termes si le groupe est
connexe) : en effet U(e) = I est unitaire.

7. La relation RTR = I implique que det R = #1. Dans la notation SO(3), S indique que
I'on doit choisir det R = +1, O qu’il s’agit du groupe orthogonal et 3 désigne la dimension
de lespace. Si l'on ajoute aux rotations 'opération d’inversion des axes, ou parité, on
obtient le groupe O(3), qui inclut aussi les matrices de déterminant —1. Le groupe SO(3)
est connexe, mais non O(3) : on ne peut pas passer de facon continue de det R = +1 &
detR = —1.
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de sous-groupes abéliens, les rotations autour d’un axe fixe. Nous allons
montrer qu’il suffit de considérer trois sous-groupes abéliens correspondant
aux rotations autour de Oz, Oy et Oz : le nombre de ces sous-groupes est
égal au nombre de paramétres indépendants. Les rotations de ces sous-groupes
sont paramétrées par un angle 6, et selon (8.7), ce paramétre est un parameétre
additif : le produit de deux rotations d’angles #; et 6, est la rotation d’angle
0 = 8, + 03. De fagon générale, si un groupe de Lie G est paramétré par n
paramétres indépendants, on dira que la dimension du groupe est n, et on
pourra se ramener a I’étude de n sous-groupes abéliens (exercice 8.5.4). Soit
un sous groupe abélien de G, dont les éléments h sont paramétrés 4 'aide d’un
paramétre additif «

h(oa + az) = h(a2)h(on) (8.14)

D’aprés (8.12) on doit avoir pour les opérateurs Up(a) qui transforment les
vecteurs d’état de H

Uh(al + 012) = Uh(ag)Uh(al) (8.15)

Le théoréme de Stone (§ 7.3.2) implique qu’il existe alors un opérateur
hermitique T}, = T,I tel que

Up(a) = e~ 1oTh (8.16)

L’opérateur T;, est appelé générateur infinitésimal de la transformation
considérée.  Comme T} est hermitique, c’est un bon candidat pour
une grandeur physique, et de fait & toutes les transformations dont la
liste figure dans l'introduction de ce chapitre correspondent des grandeurs
physiques fondamentales. En effet, on établit la correspondance suivante
entre générateurs infinitésimaux et grandeurs physiques pour ces diverses
transformations, que nous allons revoir en détail dans la suite de ce chapitre.

e Translations de temps de ¢ : U(t) = exp(—itH/h) : Tp, = H =
hamiltonien : voir le chapitre 4.

o Translations d’espace de @ = ad : U(@) = exp(—1a( ca)/hy - Ty =
P.a= composante suivant é de I'impulsion P.

¢ Rotations autour d’un axe 7 : Uy(8) = exp(—10 -A)/h) J-h=
composante suivant 7 du moment angulaire J.

e Transformation de Galilée de vitesse 7 : U(%) = exp(—i(#-G)/h) : G =
—m}-?:, R= position, m étant la masse.

Dans chaque cas, la présence de A dans 'exponentielle assure que 1'exposant
est une quantité sans dimensions. Si l'on choisit précisément A, et non
fi que multiplie une constante numeérique, alors les expressions précédentes
définissent les opérateurs représentant les grandeurs physiques énergie,
impulsion, moment angulaire et position. En fait ces expressions donnent
la définition la plus générale de ces opérateurs.
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8.2.2 Lois de conservation

Nous allons montrer qu’aux lois de conservation de la physique classique
en présence d’une symétrie correspondent en physique quantique des lois de
conservation pour les valeurs moyennes de grandeurs physiques. Généralisons
d’abord (4.26) au cas ou 'opérateur A dépend explicitement du temps. Au
membre de droite de (4.26) on doit ajouter

ot0| 5 o1 = (55),

et cette équation donne la forme générale du théoréme d’Ehrenfest

8A>

50 = 5 A+ () 817)

Lorsque lopérateur A est indépendant du temps, (8A4/0t) = 0 et lon

retrouve (4.26)

= (A),(0) = ([, A (5.18)

Comme cette égalité est valable quel que soit |), nous obtenons le théoréme
suivant (nous supposons H indépendant du temps).

Théoréme de conservation de la valeur moyenne. Lorsque la grandeur
physique A est indépendante du temps, la condition d(4)/d¢ = 0 implique
[H, A] = 0 et réciproquement.
OA

51 22 =0, %(A)¢=0¢=>[H,A]:O n (8.19)
Comme application, supposons que les propriétés d'un systéme physique
soient invariantes par toute translation d’espace. Ce sera le cas par exemple
pour un systéme isolé de deux particules dont I’énergie potentielle dépend
uniquement de la différence de leurs positions (7y — 7). La valeur moyenne
du hamiltonien doit étre la méme dans Détat |o) et Iétat |pz) = exp[—i(P -
@)/h]|¢) obtenu par translation de @, ou & est un vecteur arbitraire

{(palHlpa) = (p|exp (i ﬁh@') H exp ( —1i P—;) o) = {plH|p)

Faisant tendre @ vers zéro on en déduit

Invariance par translation d’espace <= [H, P| =0 (8.20)

La notation [H,P] = 0 indique que les trois composantes de V'impulsion
commutent avec H. D’aprés (8.18), cette équation implique que la valeur
moyenne {P) de P est indépendante du temps : P'invariance par translation
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entraine la conservation de 'impulsion (en valeur moyenne). Un raisonnement
identique montre que

Invariance par rotation <= [H,.J] =0 (8.21)

La valeur moyenne (ﬂ de J est indépendante du temps : l'invariance par
rotation entraine la conservation du moment angulaire (en valeur moyenne).
Il est également utile de faire les deux remarques suivantes :

e Si [H,A] = 0, A et H peuvent étre diagonalisés simultanément, et
en particulier on peut choisir pour vecteurs propres de A les états

stationnaires.

¢ La condition [H,A] = 0 implique que A commute avec 'opérateur
d’évolution U(t — ¢9) (4.20). Si |p(tp)) est vecteur propre de A au
temps to

Alp(to)) = alo(to))
alors [@(t)) est vecteur propre de A avec la méme valeur propre

Alp(t)) = AU(t — to)lp(to)) = Ut — to)Alp(to)} = alo(t))

La valeur propre a est conservée : c’est une constante du mouvement.
On aurait pu déduire ce résultat directement de (8.19), puisque dans ce
cas (A) = a.

8.2.3 Relations de commutation des générateurs
infinitésimaux

On peut déterminer la plupart des propriétés d’un groupe de Lie en
examinant le voisinage de l'identité, plus précisément en étudiant les relations
de commutation de ses générateurs infinitésimaux : DVensemble de ces
relations de commutation constitue [’algébre de Lie du groupe (exercice 8.5.4).
Cependant, deux groupes de Lie isomorphes dans le voisinage de 'identité
peuvent différer par des propriétés topologiques globales : nous en verrons
bient6t un exemple. Examinons plus en détail le cas du groupe des rotations®.
L’opérateur de rotation R (6) d’un angle 6 autour d’un axe 7 est un opérateur
orthogonal de ’espace & trois dimensions : RTR = RRT = I. Les rotations
R:(8) forment un sous-groupe abélien du groupe des rotations, et toujours
d’apres le théoréme de Stone, on peut écrire

Ra(8) = exp ( —i9(T - ﬁ)) (8.22)

ou T - # est un opérateur hermitique : R étant orthogonal et réel, est aussi
unitaire. Dans une telle rotation, un vecteur V se transforme en V' (figure 8.3)

8. Sauf mention explicite du contraire, il s’agira toujours du groupe SO(3) des rotations
dans D’espace euclidien & trois dimensions.
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<4

FiG. 8.3 — Rotation de @ d’un vecteur ¥ autour d’un axe #.

V' = (1 - cos8)(n - V)A+cos8V +sinb(i x V) (8.23)

On peut écrire cette loi de tranformation sous forme matricielle
3
Vi =3 [Ra(®))isV; (8.24)
i=1

La détermination explicite de la matrice [Rs(6)];; est proposée a
Pexercice 8.5.1. Nous n’aurons pas & nous en servir, car nous allons prendre
la limite @ — 0, c’est-a-dire la limite des rotations infinitésimales

V' =V +0(7 x V) + 0(0)? (8.25)

Le développement de ’exponentielle dans (8.22) et la comparaison avec (8.25)
donnent

. . 0 —n; ny Vz
(T-a)V=i] n, 0 —ny Vy
~ny ne 0 V.

et par identification les opérateurs hermitiques Ty, T, et T,

000 001 0-0
T,=100-i Ty=| 000 T.=1100 (8.26)
0i 0 -i00 000

Lorsque # est fini, on peut aisément calculer 'exponentielle dans (8.22) en
remarquant que (T - #)3 = T - A (exercice 8.5.1) et vérifier que I’on retrouve
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FIG. 8.4 — Rotation R4 (8).

bien (8.23). Un calcul direct (exercice 8.5.1) permet de montrer les relations
de commutation® suivantes, qui constituent I’algébre de Lie de SO(3)

[Te,T,) =iT, [T, T =iT, [T.,T:]=iT, (8.27)

ou en reprenant les notations de (3.52)

(T3, T;] = iZ gijrTk (8.28)
k

Nous allons donner une démonstration plus rapide et surtout plus instructive
de (8.27) en utilisant 'expression suivante pour une rotation d’angle § autour
d’un axe 7(®) du plan yOz, obtenu a partir de ’axe Oy par une rotation
d’angle ¢ autour de Oz (figure 8.4)

Rae)(0) = Re(9)Ry ()R (—9) (8.29)

En effet la rotation R,(—¢) améne d’abord 'axe 7i(¢) sur Oy ; on effectue
ensuite la rotation d’angle § autour de Oy et on revient enfin & la position
initiale de l'axe par la rotation R.(¢). Exprimons Rj;4)(f) et Ry () sous
forme exponentielle (8.22) et développons au premier ordre en 8

T -#(¢) = cos ¢ T, +sin ¢ T, = e~ 1¢Te T, ¢ ¢
En développant au premier ordre en ¢, on obtient
Ty, Ty) =iT,

et les deux autres relations de commutation (8.27) s’en déduisent par
permutation circulaire.

9. Il suffit bien siir de montrer la premiére relation, les deux autres s’en déduisant par
permutation circulaire.
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Considérons maintenant les opérateurs qui effectuent des rotations sur
les états physiques dans H. Nous avons vu que 'opérateur qui effectue une
rotation d’angle ¢ autour d’un axe 7 est

Ua(8) = exp ( e h”) (8.30)

Comme ces opérateurs forment une représentation du groupe des rotations,
on déduit de (8.12) et de (8.29)

Un(p)(0) = Uz (9)Uy(0)Uz(—9)

En développant comme précédemment les exponentielles au premier ordre en
6 puis en ¢, on obtient les relations de commutation du moment angulaire

o Jy) =ikJ. [, ) =inJ,  [J.,J.) = iAJ, (8.31)

ou

(i Jj] = ihY  eu Ji (8.32)
k

Les relations de commutation des J; sont donc, au facteur A prés, identiques
& celles des T;. Les générateurs infinitésimaux des rotations dans 'H ont des
relations de commutation identiques a celles des générateurs infinitésimaux
du groupe des rotations dans Pespace ordinaire. Notre démonstration des
relations (8.31) ou (8.32) souligne leur origine géométrique.

Les relations de commutation des opérateurs scalaires et vectoriels avec
J sont d’une grande importance pratique. Un opérateur scalaire S est un
opérateur dont la valeur moyenne est invariante dans une rotation. Si U(R)
est Popérateur qui effectue la rotation R dans 'espace des états

lor) = U(R)|e)

nous devons avoir

(prlSler) = (PIUNR)SU(R)0) = (0lSlp)

et par conséquent pour une rotation Ry (#)

exp (iﬁjﬁﬁ)é’exp ( ~if jhﬁ) =8

Prenant 8 infinitésimal, nous constatons que & commute avec J

[J,8] =0

Un opérateur scalaire commute avec le moment angulaire.
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Un raisonnement analogue permet d’établir les relations de commutation
de J avec R ou f’, et plus généralement avec tous les opérateurs vectoriels. Par
définition, un opérateur vectoriel V est un opérateur dont la valeur moyenne
se transforme par rotation suivant la loi (8.24). Nous devons donc avoir

3

(er|Vilor) = (PIUTRWVIUR) ) = > Ri; (olVile)
j=1

et par conséquent pour une rotation R;(60)

7oA 3
L0 =S R0y (639
i=1

exp (iO j—hﬁ)V; exp ( —if

Prenons o = & et § infinitésimal ; d’aprés (8.25) V' a pour composantes
(Vo, V, — 6V, V, +6V,)

et nous avons donc, par exemple pour la composante i =y de (8.33)

i i
(1+ }—,LOJz)Vy(I— 59‘]’”) =V, -0V,
soit i[Jy, V] = —RhV; et en examinant les autres composantes
Je, Vol =0 [Je, V] =iV, |1, V3] = —iRY,,

ou sous forme générale

[T, Vil =R eu Vi (8.34)
k

Ces relations sont valables en particulier pour l'opérateur position R et
I'opérateur impulsion ]3, qui sont des opérateurs vectoriels.

Le lecteur attentif aura remarqué que les relations de commutation (3.53)
du spin 1/2, § = A& sont identiques & (8.31), et que le spin 1/2 est donc un
moment angulaire. Donnons quelques indications permettant de comprendre
cette identification, sans toutefois entrer dans des détails mathématiques qui
nous entraineraient trop loin. L’algébre de Lie (3.52) des matrices de Pauli
est celle du groupe SU(2) des matrices 2 x 2 unitaires et de déterminant +1
(exercice 8.5.2). L’algébre de Lie de SU(2) et celle de SO(3) sont identiques :
les deux groupes coincident dans le voisinage de l'identité. Cependant les
deux groupes ne sont pas globalement identiques : on le voit en considérant
une rotation de 27 autour d’un axe 7. Compte tenu de (exercice 3.3.6)

] 9 9
exp(—igc‘f-ﬁ) = cos5 [ —i6-sing (8.35)
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on voit que

exp(—ig&'-fz):—l pour @ =27

On retrouve I’identité seulement pour § = 47 ! A la rotation identité de SO(3)
correspondent donc deux éléments de SU(2), +I et —I. La correspondance
entre SU(2) et SO(3) est un homomorphisme, qui & deux éléments de
SU(2) fait correspondre un élément de SO(3), et on a donc pour un
spin 1/2 une représentation projective (8.13) du groupe des rotations. Cefte
propriété découle de ce que le groupe SO(3) est connexe mais non simplement
connexe'® : une courbe continue fermée dans l'espace des paramétres du
groupe ne peut pas toujours étre déformée continiment en un point. Cette
propriété est visible dans les rotations de ’espace ordinaire 1! ; elle n’est pas
propre & la mécanique quantique comme on a parfois tendance a I’afirmer!? :
la véritable rotation identité pour un objet en relation avec son environnement

n’est pas la rotation de 27 mais la rotation de 47 !

8.3 Relations de commutation canoniques

8.3.1 Cas de la dimension d =1

Plagons-nous d’abord 4 une dimension, sur l'axe des z, et soit X
l'opérateur position. Considérons une particule dans un état |p) ou cette
particule est localisée au voisinage d’une position moyenne xy, avec une
dispersion Az

(0| X|p) = (X) = z0 {pl(X — z0)|) = (Ax)? (8.36)

10. Un disque dans le plan est simplement connexe. Pergons un trou dans ce disque : alors
la région du plan ainsi obtenue n’est plus simplement connexe, car une courbe encerclant
le trou ne peut plus étre déformée en un point.

11. ¢f. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3.D ; Pargument est di & Dirac.

12. Un mot sur les conditions ol les représentations projectives sont nécessaires. Deux cas
peuvent se présenter. (i) Comme pour la correspondance entre SU(2) et SO(3), la nécessité
d’une représentation projective vient de propriétés topologiques globales. Le facteur de
phase dans (8.11) prend alors des valeurs discrétes, comme dans (8.13). (ii) Si

(7%, T3] = iz CikTr
%

est algébre de Lie du groupe (dont (8.28) pour SO(3) est un exemple, voir aussi
l’exercice 8.5.4), il se peut que ’on puisse construire une autre algébre de Lie dont le
second membre différe par un multiple de 1’identité :

[T{,TJI] = iz CijkT,:, + iDijI Dij = —Dji
k

C’est ce que PPon appelle une extension centrale de I’algébre de Lie initiale. Sile terme D;; 7
peut étre éliminé par une redéfinition des générateurs infinitésimaux T}, alors il n’existe
que des représentations vectorielles (avec éventuellement des facteurs de phase discrets dus
aux propriétés topologiques globales comme dans (i}). Dans le cas contraire, par exemple
celui du groupe de Galilée (exercice 8.5.7), il existe des représentations projectives ot le
facteur de phase varie de fagon continue : c¢f. par exemple Weinberg [1995], chapitre 2.
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lp(x)|?

1 1

g —Ax %o x0 + Az To+a T

F1G. 8.5 — Particule localisée au voisinage de x = xo.

Elle est par exemple localisée dans l'intervalle [zg — Az, xg + Ax] (figure 8.5).
Si nous appliquons & cet état une translation a

. Pa
)

) = lpa) = exp (=12 ) lp) = Ula)lg)

oli P est Popérateur impulsion et U(a) 'opérateur de translation

Ua) = exp ( —i _I;i_a) U™ a) =U'(a) = exp (i %) (8.37)

alors la particule sera aprés translation localisée dans Vintervalle [zg + a —
Az, zo + a + Az]

(X)a = (palXlpa) = (PIU (@) XU(a)lp} = 20 +a = (X} +a

Comme Vétat |p) est arbitraire, 'égalité des valeurs moyennes entraine celle
des opérateurs
U Ya)XU(a) = X +al (8.38)

et en faisant tendre a vers zéro nous obtenons la relation de commutation
canonique entre X et P

(X, P] =ikl (8.39)

Comme application, calculons le commutateur entre P et une fonction
quelconque f(X). Développons f(X) en série de Taylor

fX)=co+aX?+. .. +en X" +...
D’aprés (8.38)
U Y a)X%U(a) = U Ha) XU ()U Y a)XU(a) = (X + aI)?
et ceci se généralise immédiatement & X™

U Y a)X"U(a) = (X +al)"
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Nous obtenons donc

U Y a)f(X)U(a) = f(X +al) (8.40)

Selon une technique maintenant éprouvée nous faisons tendre a vers zéro

of(X)

[P, f(X)] = ~i “ax

(8.41)
Comme cas particulier de (8.40) nous pouvons choisir f(X) = exp(ifX), 8
réel, et nous obtenons les relations de commutation canoniques sous la forme
de Weyl

exp (i _P}?a) exp(iBX) exp ( —1i %) = exp(i3X) exp(ifa) (8.42)
La forme de Weyl est plus intéressante mathématiquement que (8.39), car
les opérateurs unitaires qui interviennent dans (8.42) sont bornés (§ 7.2.1),
contrairement aux opérateurs X et P.

On déduit immédiatement de (8.39) l'inégalité de Heisenberg sur les
dispersions en position et impulsion ; en effet, d’aprés (4.10)

h (8.43)

[

AzAp = (X ~2)2) V(P -p)?) 2

8.3.2 Reéalisation explicite et commentaires

Une réalisation explicite, ou représentation des relations de commutation
canoniques (8.39), peut étre donnée dans I’espace L{?(R) des fonctions ¢(x)
différentiables de carré sommable sur la droite dans Uintervalle [—oo, 400
Cette représentation est

(Xp)@) =ap()  (Po)(w) = -iho? (5.44)

Dans ces équations, (X ) et (Py) sont des symboles de fonctions, par exemple
(Xo)(x) = glx) et (Pp)(x) = h(z). Vérifions (8.44)
9y

([XP - PX]o)(z) = —ihxb—x + ih%(azg@(m) = ifip(x)

(X, Plo)(z) = ihp(x)

Il est légitime de se poser la question de I'unicité de la représentation (8.44)
des relations de commutation canoniques : 1'équation (8.44) est-elle une
solution unique de (8.39) ? Evidemment deux représentations ne doivent pas
étre considérées comme distinctes si elles sont reliées par une transformation
unitaire, qui est un simple changement de base orthonormée dans ‘H. Soit U
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un opérateur unitaire. Les opérateurs P’ et X’ obtenus par transformation
unitaire
P =U'PU X' =U'XU

obéissent aussi aux relations de commutation canoniques
(X', P =U'XUUTPU — UTPUUTXU = UY[X, PIU = ihI

La représentation (X', P’) des relations de commutation canoniques est dite
unitairement équivalente a la représentation (X, P). La grande importance
de (8.44) vient du théoréme suivant, que nous énongons sans démonstration.

Théoréme d’équivalence unitaire de von Neumann. Toutes les représentations
des relations de commutation canoniques sous la forme de Weyl'? (8.42) sont
unitairement équivalentes & la représentation (8.44) sur L&(R). De plus,
cette représentation est irréductible, c’est-a-dire que tout opérateur sur H
peut s’écrire comme une fonction de X et de P. Tout opérateur commutant
avec X (resp. P) est une fonction de X (resp. P). Tout opérateur commutant
avec X et P est multiple de I'identité I. B

Ce théoréme implique que nous n’avons pas & nous préoccuper du choix de la
représentation de (8.39), puisque deux choix différents seront reliés par une
transformation unitaire.

A trois dimensions, les opérateurs position R et impulsion P sont des
opérateurs vectoriels de composantes X,Y,Z et P, Py, P,, que 'on note
collectivement X; et P;, i = x,y,z. Les composantes différentes de R
et P commutent, et seules les composantes identiques ont des relations de
commutation non nulles

|[Xi, P}] = ih ;1 | (8.45)

8.3.3 L’opération parité

L’opération parité consiste a renverser le signe des coordonnées : & — —Z.
On peut aussi la voir comme la combinaison d’une réflexion par rapport & un
plan suivie d’une rotation de 7 autour d’un axe perpendiculaire & ce plan.
Prenons par exemple le plan zOy et appelons M la réflexion par rapport 4 ce
plan, R, (n) la rotation autour de Oz

x —T
— - (8.46)
b BT W I COT '

Comme linvariance par rotation est en général valable, on exprime de
facon imagée Yinvariance par parité en disant que l'image dans un miroir
d’une expérience de physique doit apparaitre comme physiquement possible.

13. Cette précision est importante : sinon les opérateurs A du § 7.2.2 permettraient de
construire un contre-exemple au théoréme !
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L’opération parité agit difféeremment sur les vecteurs proprement dits, ou
vecteurs polaires comme la position 7, Pimpulsion p ou le champ électrique E

7o —F p— —p E——E (8.47)

et sur les pseudovecteurs, ou vecteurs ariauz, comme le moment angulaire 7
ou le champ magnétique é, qui sont associés & un sens de rotation, et non a
une direction

77 BB (8.48)

Rappelons que le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un vecteur
axial'* : 7= 7 x p est un vecteur axial.

Les interactions faibles (cf. § 1.1.4) ne respectent pas l'invariance par
parité : ceci a été montré pour la premiére fois par C.5. Wu, en utilisant
la désintégration 3 (1.4) de noyaux de cobalt® polarisés en un état excité
du 9V

0Co - ONi* +e +7

La valeur moyenne du moment angulaire (J) du %°Co a une orientation
fixe (figure 8.6). On constate que les électrons de la désintégration sont
émis de fagon préférentielle dans la direction_opposée & celle du moment
angulaire : si P est 'impulsion des électrons, (f . 13) < 0. Mais (f . 13), valeur
moyenne du produit scalaire d’un vecteur polaire et d’un vecteur axial, est
un pseudoscalaire, qui change de signe dans une opération parité. L'image de
Pexpérience dans un miroir (figure 8.6) n’apparait pas comme physiquement
possible : dans le miroir, les sens de rotation sont inversés, et les électrons
partent préférentiellement dans la direction de J.

Le groupe G correspondant a 'opération parité est le groupe multiplicatif
4 deux éléments {+1,—1}, ou groupe Z;. Comme on ne peut pas relier
continiiment —1 & l'identité, il nous faut trouver un argument pour décider
si Vopérateur II qui représente I'opération parité dans l'espace des états
est unitaire ou antiunitaire. Soit x et ¢ deux vecteurs arbitraires et
(x, ) leur produit scalaire (nous revenons provisoirement aux notations des
mathématiciens). Si la parité est une symétrie

[(x, )| = [(x, )]

Comme dans I'opération parité les opérateurs position et impulsion doivent
se transformer tous deux comme des vecteurs :

R—I'Rll=-R PN 'Pu=-pP (8.49)

14. L’existence de vecteurs axiaux est une particularité de ’espace a trois dimensions,
d = 3. Un vecteur axial est en fait un tenseur antisymétrique de rang 2, qui a d(d — 1)/2
composantes en général. Pour d = 3, ce nombre de composantes est 3, ce qui permet de lui
faire correspondre un (pseudo)vecteur. A 4 dimensions une telle identification n’est plus
possible : un tenseur antisymétrique de rang 2 comme le champ électromagnétique a 6
composantes.
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A :
J
Miroir
J
Image Expérience

F1G. 8.6 — L’expérience de désintégration du cobalt polarisé.

leur commutateur est inchangé
M[X;, PO~ = iké;; 1
Examinons I’élément de matrice

(ILx, I[X;, Pilp) = (Ix, I[X,, BT ' 1Tp)
= (Ilx, ihé;;11p) = ihd;;(TIx, ) (8.50)

Mais on a également

= ihd;; (ITx, ) (8.51)

si ’on suppose que II est unitaire. En effet, pour un opérateur unitaire
Ux, Uip) = (x,ip) = i(x, ¥)

tandis que pour un opérateur antiunitaire
(Ux, Uip) = (ig, x) = ~i(e, x)

Les équations (8.50) et (8.51) sont compatibles uniquement si II est unitaire.
En revanche, si au lieu de la parité II on considére le renversement du sens
du temps © : R — R et P — —P (¢f. annexe A.2), alors

0[X;, P07 ! = —[X;, P;] = ~ihd;;

et ce changement de signe entraine que © est antiunitaire.
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Si la parité est une symétrie, ce qui dans ’état actuel de nos connaissances
est le cas pour les interactions fories et les interactions électromagnétiques,
alors TI doit commuter avec le hamiltonien : [II, H] = 0. Comme I1? = I,
puisque deux opérations parité successives raménent le systéme d’axes a sa
position initiale, les valeurs propres de I sont 1. Comme IT et H commutent,
on peut trouver un systéme de vecteurs propres communs |p1) 4 H et 4 II

Hips) = Exlps) Mlps) = £[ps) (8.52)

Les états | ) sont dits de parité paire et les états |p_) de parité impaire.

8.4 Invariance galiléenne

8.4.1 Hamiltonien en dimension d =1

Nous allons maintenant examiner les conséquences de la derniére
invariance que nous n’avons pas encore exploitée, 'invariance par changement
de référentiel d’inertie. Nous nous limitons d’abord & une dimension, une
particule sur P'axe des . Les équations de la physique non relativiste doivent
garder la méme forme dans la transformation de Galilée

¥ =z—vt (8.53)

qui fait passer d’un référentiel d’inertie & un autre référentiel d’inertie
se déplacant & la vitesse v par rapport au premier. La loi de
transformation (8.53) correspond au point de vue passif du changement d’axes.
Afin de garder la cohérence avec les sections précédentes, nous allons choisir le
point de vue actif, qui consiste & modifier la vitesse de toutes les particules de
v ; en bon francais'®, on « booste » toutes les particules de v. Si la position, la
vitesse, 'impulsion p et I’énergie cinétique K initiales d’une particule classique
de masse m sont

x, &, p=mi, K= §m:i:2
ces mémes variables deviendront aprés le « boost » v
/ -7 . / .7 ' 1 N2
¥=z+vt, & =i+v, p=mi, K:§m(m) (8.54)

Contrairement au cas des translations et des rotations, I'énergie n’est pas
invariante dans une transformation de Galilée. On doit seulement exiger que
la forme des équations de la physique reste invariante.

Venons-en maintenant au cas quantique, en nous plagant au temps ¢t = 0,
ce qui correspond & une transformation de Galilée instantanée. La loi de

15. 1l n’existe pas de bonne traduction de ce terme dont Porigine est le « booster » d’une
fusée.
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transformation des vecteurs d’état dans une transformation de Galilée sera
une transformation unitaire U(v)

U(v) = exp ( —i %) (8.55)
olt G = G! est le générateur infinitésimal des transformations de Galilée.
Les transformations de Galilée & une dimension forment un groupe additif,
puisque la composition de deux transformations de vitesses v et v’ est une
transformation de vitesse v/ = v + v'. Une fois de plus, le théoréme de
Stone nous garantit 'existence d’un générateur infinitésimal hermitique G. Si
(A) est la valeur moyenne d’une grandeur physique dans V'état |}, sa valeur
moyenne {A), dans I’état transformé |¢,) = U(v)|p) sera

{pul Alpv) = (A)y = (@|U " (v) AU (v)| ) (8.56)

Nous nous attendons d’aprés (8.54) (pour ¢ = 0) & ce que les valeurs moyennes
des opérateurs position X, impulsion P et vitesse X se transforment selon

(X) = (X} = (plU™ @) XU @) = (X) (8.57)
(X) = (X} = (AU )XVl = (X} +0 (8.58)
(P) = (P)y = (plU  0)PUWIG) = (Ph+mo  (8.59)

L’hypothése forte'®, méme si elle semble naturelle, est en fait (8.58), car X
est défini comme (i/h)[H, X], et (8.58) conduit & restreindre les hamiltoniens
possibles. Comme (8.59) est valable quel que soit |}, on déduit

. vG . vG
exp (1 —h—)Pexp ( -1 7) =P+mul (8.60)
et en faisant tendre v vers zéro
[G, P] = —ihmlI

1l est donc possible de choisir G = —mX. D’aprés le théoréeme de von
Neumann, tout autre choix serait unitairement équivalent.

Considérons maintenant lopérateur X décrivant la vitesse, qui,
suivant (8.18) pour A = X, est défini par

X = % [H, X] (8.61)
D’aprés (8.58)
CvGy @G .
exp (1 Y)Xexp ( —1i ?) =X+vl (8.62)

16. Voir H. Brown et P. Holland, Am. Journ. Phys. 67, 204 (1999) pour une évaluation
critique de cette hypothése.
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et en retranchant (8.60) (divisé par m) de (8.62)
e vG . 1
exp( h){X—_P}eXp(_IT)_X'EP (8.63)

ce qui implique que l'opérateur [X — P/m] commute avec G, et donc avec
X . Toujours d’apres le théoréme de von Neumann, [X — P/m] doit étre une
fonction de X

X = Pm= ;15 £(X) (8.64)

Dans le cas 4 une dimension, et en général seulement dans ce cas, on peut
éliminer la fonction f par une transformation unitaire. En effet, soit F(x)
une primitive de f(z), F’(x) = f(z) ; considérons la transformation unitaire,
qui est en fait une transformation de jauge locale (§ 11.4.1)

i
S = exp (E F(X)) (8.65)
Dans la transformation unitaire X' = §71X S, X reste évidemment inchangé :

= X. Calculons P’. En utilisant (8.41)

as

[P, S] = _lhﬁ

= (=in)(3) F(0S = F(X)8
d’ou Pon déduit

S71PS - P=8"YPS~SP)=87 P S =51 f(X)S = f(X)
d’'ou P’ = S~1PS = P+ f(X) et d’aprés (8.64)

X=1p
m

On peut donc toujours choisir comme opérateur impulsion P = mX : ce choix
est unitairement équivalent 4 tous les autres. Nous allons utiliser ces résultats
pour déterminer la forme la plus générale du hamiltonien compatible avec les
lois de transformation galiléennes. Définissons opérateur K, qui sera bien
siir la version quantique de I’énergie cinétique, par

1 p?
K=-mX?= 8.66
2 2m ( )
et calculons son commutateur avec X
1 in 6P? P
KX =—[P’ X]=—— — = -ih— 8.6
[’]2m[’] 2m 8P ™ (8.67)
En effet (8.41) implique, en échangeant les roles de P et de X
WW)
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Mais

1 . i
—P=X=-
m h

et en retranchant cette équation de (8.67) on obtient

[H, X]

H-K,X]=0

L’opérateur (H — K} est une fonction de X uniquement, que nous désignerons
par V(X), ce qui donne pour la forme la plus générale du hamiltonien
compatible avec 'invariance galiléenne

P2
H=K+V(X)=~+V(X) (8.68)

On justifie ainsi ce que 'on aurait obtenu par le principe de correspondance
4 partir de P'analogue classique de 1’énergie, somme de ’énergie cinétique et

de I'énergie potentielle
2

-
E—2m+V(3:)

L’invariance galiléenne est assurée par le fait que le hamiltonien garde la
méme forme aprés transformation. Si le hamiltonien initial est une fonction
de X et P, le hamiltonien transformé est la méme fonction de X, = X et
P, =P +mv.

o Etat initial :

P2
= — X
H Y- + V(X)
e Etat transformé :
p? 1,
HU=%+V(XU)=H+PU+§mv + V(X) (8.69)

8.4.2 Hamiltonien en dimension d = 3

En répétant 'argument de la sous-section précédente dans le cas de trois
dimensions d’espace, on arrive sans difficulté & la généralisation de (8.64)

—

dR

1
dt ~ m

-

P -

—

f(R) (8.70)

3=

mais on ne peut pas en général éliminer f (ﬁ) En effet il faudrait trouver une
transformation unitaire

telle que
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ce qui n’est possible que si V x f = 017, L’équation (8.70) implique la relation
de commutation

. if
(X3, X5 = “m dij {(8.71)
L’énergie cinétique K est définie par
1 dR\2 1 o o=,
_Loany s 72
K=3m(§) = g P 7R 672

On calcule aisément le commutateur de K et de X;. En effet

1 . 1 oo . : .
[K,Xi] = §mZ[XJ2,Xl] = §mZ(X][XJ,X,] + [Xj,Xi]Xj) = —~1th;
7 J

En comparant les commutateurs
[K,X;] = —ih X; et [H, X;) = —ih X;

on déduit
[H-K,X|=0
(H — K) est donc une fonction de B uniquement : H = K + V(R). Le

hamiltonien le plus général compatible avec I'invariance galiléenne est donc
de la forme

H=oo (P- FE) + v (8.73)

Il est important de souligner la différence entre 13/ m et dﬁ/dt : Clest cette
derniére quantité qui donne ’énergie cinétique K
1 <dﬁ)2 P2
T 2m \dt 2m
On peut maintenant faire le lien avec la physique classique. En mécanique
classique, leqhamiltg‘nien d’une particule de charge ¢ dans un cklamp
magnétique B(F) = V x A(F) et dans un champ électrique E(F) = —V(7)
qui peuvent dépendre du temps, est'®
1/ 2
Ho=5— (7= aA) +ap(® (8.74)

On obtient donc (8.73) en utilisant le principe de correspondance et en
identifiant qff = f_'et qp = V. Lasignification de ce hamiltonien sera examinée
de fagon plus approfondie au § 11.4.1, quand nous discuterons I'invariance de
jauge locale : la transformation (8.65) et sa généralisation a trois dimensions

sont des transformations de jauge locales. Si f (R) peut étre éliminé par une

telle transformation, cela implique que B=o.

17. Cette condition est nécessaire mais non suffisante dans un domaine non connexe.
18. ¢f. Jackson|[2001], chapitre 12.
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8.5 Exercices

8.5.1 Rotations

1.Soit R4 (f) la matrice 3 x 3 représentant une rotation d’angle § autour de
#i. Montrer que Tr R4 (#) = 1 + 2cos@. Suggestion : utiliser (8.29).

2. Ecrire explicitement la matrice R4 (6) & partir de (8.23) en fonction des
composantes de 7

= (o, 8,7) A+ +4=1

3. Vérifier explicitement la relation de commutation [T, T,] = iT, en utilisant
les formes matricielles (8.26).

4. Vérifier que . .
(T-7)3=T-n
et en déduire

e TR — I _isinO(T - 7)) — (1 — cos8)(T - A1)

Comparer avec (8.23).

8.5.2 Rotations et SU(2)

Le groupe SU(2) est le groupe des matrices 2 x 2 unitaires et de
déterminant un.

1. Montrer que si U € SU(2), alors U est de la forme
_ a b 2 2
U—(——b* a*) Ial +|b' =1

2. Montrer qu’au voisinage de I'identité on peut écrire
U=I-ir avec 7=r1!

et que 7 s’exprime en fonction des matrices de Pauli
138
T=3 ; 0:0; 6, —0

3. On pose § = (3,62)1/% et §; = Oy, o0 7 est un vecteur unitaire.
Supposant maintenant les 8; finis, on définit U;(6) par

- g i 3)]
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Montrer que

Uﬁ(e) — e~19&'-7‘z/2
Inversement toute matrice de SU(2) est de cette forme (exercice 3.3.6).

4. Soit V un vecteur de R3 et V la matrice hermitienne de trace nulle

(Ve V- _. o
V_<Vm+iVy -V, )‘”V

Quel est le déterminant de V 7 Soit W la matrice
w=Uvr!

Montrer que W est de la forme & W et que W se déduit de 1% par une rotation.
A-t-on entiérement prouvé cette propriété a ce stade ?

5. On définit V(6) par
g-V(0) =Ux(6)[7-VIU;8) Vie=0)=V

Montrer que
ave) . 5
—a ~x V)

En déduire que V() s'obtient & partir de V par une rotation d’angle 6
autour de 7. Ce résultat établit une correspondance entre les matrices R5(6)
de SO(3) et les matrices Ux(8) de SU(2}). Cette correspondance est-elle
biunivoque 7

8.5.3 Relations de commutation entre I’'impulsion
et le moment angulaire

Cet exercice donne une autre démonstration des relations de
commutation (8.34) entre I'impulsion et le moment angulaire, si Pon choisit
Popérateur vectoriel V = P. Soit T,(a) une translation de a paralléle 4 Oy

T, ()7 =7+ af
Si R (#) est une rotation d’angle & autour de Oy, montrer que
R (6) Ty(a) R (—6)

est une translation le long d’un axe que 'on déterminera. En déduire la
relation de commutation

[Jz, Py = ikiP,
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8.5.4 Algébre de Lie d’un groupe continu

On considére un groupe G dont les éléments ¢ sont paramétrés par N
coordonnées f,, a = 1,..., N, g(0, = 0) étant 1’élément neutre du groupe.
Les variables 8, sont notées collectivement 6 : 6 = {6,}. La loi de composition
est donnée par une fonction f indéfiniment différentiable

9(0)9(8) = 9(f(9,0))

A nouveau f est une notation collective pour ’ensemble de NV fonctions f :
f(8,8) = {fa(8s,0.)}. Soit un ensemble de matrices unitaires U(f,) dont la
loi de multiplication est

vOU®) =U(/,9)

Les matrice U(6) forment donc une représentation du groupe G : voir (8.12).

1. Montrer que f, (6,6 =0) =0, et que f,(# =0,0) = ,. Montrer que pour
8,0 — 0 fo(0,68) est de la forme

1a8,0) = 0a + B0 + furcBibe + O (6°,6°8,09°.7")
olt nous avons utilisé la convention de sommation sur les indices répétés

fabcgbgc - Z fabc—g-bec

b,c

2. Dans le voisinage de U(#) = I on écrit un développement de U(8) pour
8—0

U) =1—1i0,T, — %9,,0ch0 +0(8)®
3. Effectuer le produit U(6)U(6) a Pordre (52, 6?) et montrer que P'égalité
U@U®) =U(f0,9)
pour les termes en 8,60;, implique que
Toe = TeTp —ifabe Te
Utilisant la symétrie de Ty, en déduire
[Th, Te) = iCabe T

avec Cgpe = —Cluep. Exprimer Cgpe en fonction de fup.. Les relations de
commutation précédentes constituent l'algebre de Lie du groupe défini par la
loi de composition f(8,8).
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8.5.5 Régle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn

Soit une particule de masse m dans un potentiel V(7). Le hamiltonien est
P

H=—+V(R

5 T V)

Soit |¢y) un ensemble complet de vecteurs propres de H

H|pn) = Enlgn) D lendenl =1

et |¢p) un état lié, donc normalisable, d’énergie Ey. On pose

{(nlX|po) = Xno
1. Démontrer la relation de commutation

8, ), X = -

2. En déduire

E:ﬁﬁgﬂfwa—mﬁ=1

n

8.5.6 Centre de masse et masse réduite

Soit deux particules de masses m; et mo se déplacant sur une droite. On
note X, et Xo leurs opérateurs position, P, et P; leurs opérateurs impulsion.
Les opérateurs impulsion et position de deux particules différentes commutent.
On définit les opérateurs X et P

x = MXitmaXy P=P +P,

my + My
et X et P P »
X=X, -X, p = Meli — i

ma +m2

1. Calculer les commutateurs [X, P] et [X, P] et montrer que
[X,P]=[X,P] =0

2. Fcrire le hamiltonien

Pz P2
H=-"Y 2 L yv(x,—X
2m1+2m2+ ( ! 2)

en fonction des opérateurs X, P, X, P. En conclure que, comme en mécanique
classique, on peut séparer le mouvement du centre de masse et de la particule
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relative de masse réduite p = myme/{my + ma). Généraliser a trois
dimensions.

3. L’exemple suivant d’état intriqué a été utilisé dans D’article original
d’Einstein, Podolsky et Rosen (§ 6.2.1). La fonction d’onde de deux particules
est écrite

Y(x1, T2; p1,P2) = 0(x1 — 22 — L) 8(p1 + p2)

ol L est une longueur constante. Pourquoi est-il possible d’écrire une telle
fonction d’onde 7 Quelle est son interprétation physique ? La mesure de x;
détermine z2o, celle de p; détermine py. Développer 'analogie avec ’exemple
du § 6.2.1.

8.5.7 Transformation de Galilée

1. Soit W(a,v) le produit d’une transformation de Galilée et d’une translation
4 une dimension

W(a,v) = exp(—i%) exp(im;;X)

Montrer que

. muia
W(ay,v1)W(az,v2) = exp(—l ’; 2

)W(a1 + ag,v1 + ’112)

2. Calculer
W (a,v)W(~a, —v)

et en déduire que 'on doit utiliser des représentations projectives pour le
groupe de Galilée.

8.6 Bibliographie

On trouvera des compléments utiles sur les symétries en physique
quantique dans Jauch [1968], chapitres 9 et 10 et dans Merzbacher [1970],
chapitre 16. Le chapitre 2 de Weinberg [1995] contient également un excellent
résumé de toutes les notions de base. Les relations de commutation canoniques
et 'invariance galiléenne sont exposées dans Jauch [1968], chapitres 12 et 13.
11 existe de nombreux livres consacrés 4 ’utilisation de la théorie des groupes
en mécanique quantique, parmi lesquels on peut citer M. Tinkham, Group
Theory and Quantum Mechanics, Mc Graw Hill, New-York (1964).



Chapitre 9

Mécanique ondulatoire

ANS CE CHAPITRE, nous allons étudier une réalisation particuliére de la
mécanique quantique d’une grande importance pratique : il s’agit de la
mécanique ondulatoire, qui est adaptée & la description du mouvement d’une!
particule quantique dans I’espace 4 trois dimensions R3. C’est cette réalisation
qui sert d’introduction aux fondements de la mécanique quantique dans la
plupart des manuels. Elle consiste & prendre comme base de H les « vecteurs
propres® » |7) de l'opérateur position R : en d’autres termes, on choisit
une base ol Popérateur position est diagonal. En mécanique ondulatoire,
un vecteur d’état peut étre identifié & un élément ¢(7) de 'espace de Hilbert
L%(IR?) des fonctions de carré sommable sur I’espace & trois dimensions R®. Ce
vecteur d’état est appelé fonction d’onde, et nous verrons que cette fonction
d’onde s’identifie & Vamplitude de probabilité (7|} de trouver la particule
dans I'état |p) localisée a la position 7. Cette fonction d’onde est normalisée
par la condition de sommabilité (7.10)

o0
| erenp =1 (9.1)
—0oC

Etant donné le rdle symétrique joué par les opérateurs position et impulsion,
on pourrait aussi bien utiliser les vecteurs propres de P et les « fonctions
d’onde de Vespace des impulsions » @(p) = (§|e), dont nous verrons que ce
sont les transformées de Fourier des ¢(7). Aprés avoir examiné les principales
propriétés des fonctions d’onde, nous étudierons plusieurs applications : états
liés, diffusion, effet tunnel, potentiel périodique. Ces applications seront
d’abord traitées dans le cas plus simple & une dimension. La généralisation &
trois dimensions nous permettra de discuter la notion importante de densité
d’états et son utilisation dans la « régle d’or de Fermi ».

1. Ou de plusieurs particules : voir la généralisation au § 9.9.3 et au chapitre 13.

2. Ainsi que nous ’avons vu au § 7.3.1, ces objets ne sont pas des vecteurs de ’espace
de Hilbert, ce que nous avons souligné par des guillemets. Cependant, comme nous allons
faire par la suite un usage intensif de ces « vecteurs », nous supprimerons ces guillemets
afin d’alléger écriture.
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9.1 Diagonalisation de X et de P ; fonctions
d’onde

9.1.1 Diagonalisation de X

Nous nous proposons d’étudier le mouvement d’une particule quantique
en nous restreignant pour le moment au mouvement sur la droite réelle R :
la particule se déplace sur cette droite entre —oo et 4+0o. Les grandeurs
physiques pertinentes sont a priori la position et I'impulsion de cette particule,
représentées mathématiquement par des opérateurs X et P dont nous avons
établi les propriétés dans la section 8.3. Nous allons d’abord examiner les
vecteurs propres de X en partant de la relation de commutation canonique
entre X et P sous la forme (8.40)

exp (i%‘z) X exp ( - i—};—a) =X+al (9.2)

Montrons d’abord que le spectre de X est continu : soit |z} un vecteur propre
de X

Xl|z) = z|x) (9.3)
et examinons Paction de X sur le vecteur exp(—iPa/h)|z)
X [exp ( — 1%)@)} = exp ( — i]—;g)(X + al)|x)
= (x+a) [exp < - i%q) |x)} (94)

Nous avons utilisé la relation de commutation (9.2) et la définition (9.3) du
vecteur propre |z). Le vecteur exp(—iPa/h}|z) est vecteur propre de X avec
la valeur propre (z + a), et comme ¢ est arbitraire, cela montre que toutes les
valeurs réelles de = entre —oo et +oo sont valeurs propres de X. On prouve
ainsi que le spectre de x est continu, et que par conséquent la normalisation
doit s’écrire suivant (7.34) avec des fonctions delta de Dirac

(@'|z) = §(x — 2) (9.5)

Compte tenu de la discussion du § 8.3.1, le résultat (9.4) qui peut s’écrire

exp(—i%)h) =lzr+a)

ne doit pas surprendre, car exp(—iPa/h) est Popérateur de translation de a
qui transforme ’état localisé en z, |x), en 1'état |z + a) localisé en (z + a). Le
vecteur |z + a) vérifie une condition de normalisation analogue a (9.5) étant
donné que lopérateur exp(—iPa/h) est unitaire. On peut, si on le souhaite,
fixer la phase des vecteurs de base |x) par la condition

|z) = exp ( . i%) lz = 0) (9.6)
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Revenons sur 'interprétation physique : que représente exactement le vecteur
|z) 7 D’aprés les postulats du chapitre 4, |x) représente un état ou la position
de la particule est connue avec une précision absolue : la particule est localisée
exactement au point x sur la droite réelle. Mais en mécanique quantique un
tel état est impossible & réaliser physiquement : comme nous allons bientot
le voir, un tel état a toutes les impulsions possibles avec la méme probabilité
entre p = —0c0 et p = +0o. A la propriété mathématique : « |z) n’est pas un
élément de 1’espace de Hilbert » correspond la propriété physique : « |z} n’est
pas un état physiquement réalisable ». Les états physiquement réalisables sont
toujours représentés par des « vrais » vecteurs de H, c’est-a-dire des vecteurs
normalisables.

Nous avons admis implicitement que les valeurs propres z de X étaient
non dégénérées. Bien siir ce n’est pas nécessairement le cas : par exemple
la particule pourrait avoir un spin 1/2, auquel cas il faudrait préciser si la
particule se trouve dans un état de spin up |+) ou de spin down |—) : chaque
valeur propre de X serait alors doublement dégénérée. Dans ces conditions,
l’espace de Hilbert des états serait le produit tensoriel L® (R)®Hsz de 'espace
des états de position Lg)(R) et de lespace a deux dimensions des états de
spin Hy : une base de cet espace serait par exemple formée des états |x ® +)
et |z ® —) avec

(X®S)lz+) =xz|z® 1)

Bien que 'utilisation de vecteurs propres qui ne soient pas des véritables
éléments de H soit mathématiquement contestable, elle est extrémement
commode et nous nous servirons par la suite de ces vecteurs sans précautions
particuliéres. Nous généraliserons aussi la notion d’élément de matrice :
comme opérateur X est diagonal dans la base |z}, nous pourrons écrire les
« éléments de matrice » de X

(@'|X|z) = z{x'|z) = 2 5(x — 2') (9.7)
et plus généralement ceux d’une fonction F(X)
(/| F(X)lo) = Fa)(@'|2) = P(z) 8(z — o) (9.5)

La relation de fermeture (7.37) s’écrit

[ mas=1 0.9)

—0Q

Le projecteur Pla,b] sur le sous-espace des valeurs propres de X dans
'intervalle [a, ] s’obtient en restreignant I'intégration sur z & cet intervalle

b
Pla,b] = / () dx (] (9.10)
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Cette expression généralise celle que ’on écrirait dans un espace de dimension
finie : si A est le sous-espace d’un ensemble de valeurs propres d’un opérateur
hermitique A, le projecteur P(A) sur ce sous-espace est

P(A) = In)nl

neA

9.1.2 Réalisation dans L® (R)

Nous allons maintenant faire le lien entre le formalisme de Dirac que nous
venons d’expliciter dans la base ot X est diagonal et la réalisation donnée
au § 8.3.2 des opérateurs X et P comme opérateurs agissant dans I’espace
L®)(R) des fonctions de carré sommable sur R. Soit |¢) un vecteur unitaire
de H représentant un état physique. En utilisant la relation de fermeture (9.9),
nous pouvons décomposer |¢) dans la base |z)

o= [ Indetaly) (0.11)

ol {x|p) est donc une composante de |p) dans la base |z), ou en termes
physiques, 'amplitude de probabilité de trouver la particule localisée au point
z. Examinons les éléments de matrice des opérateurs X et exp(—iPa/h)

@l[X1e)] = (Xala) =2 (@lp) = (e)  (9.12)
(o] [exp (= 152)])] = (&~ alg) = ol ~ a) (9.13)

Ces équations montrent que {z|y¢) peut étre identifié 4 une fonction ¢(x) de

L (R) telle que 'action des opérateurs X et P soit donnée par (8.44). En
effet 'équation (9.12) est

[X¢] (@) = () (9.14)
tandis que (9.13) s’écrit
Pa
[exp ( - 17)90] (x) = p(z — a) (9.15)
et en développant au premier ordre en a
[Py](z) = —ih g—i (9.16)

Nous retrouvons ’action des opérateurs X et P telle qu’elle avait été définie
au § 8.3.2. Vérifions que le produit scalaire est correctement douné par (7.11)
en utilisant la relation de fermeture (9.9)

o]

o) = [ " da (xla) zlg) = [ asxc @t (9.17)

—00 -0
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e(x) ﬁ

I
|
1
|
1

oz ~ a)i

Y

To+a T

F1G. 9.1 ~ Translation de ¢ d’une particule localisée en zo.

La fonction ¢(x - a) dans {9.15) est bien la fonction ¢(z) translatée de +a,
et non de —a ! Si par exemple ¢(r) a un maximum & T = zg, ¢(r — a) a un
maximum & z — a = xg ¢’est-a-dire & = xg + a (figure 9.1). Soulignons que
le choix @, (z) = @(x — a) pour la fonction d’onde translatée n’est bien sir
pas unique. La fonction

¢l (x) = e®@o(z — a)

est tout aussi valable que @, (). Le choix ¢(z—a) est lié a celui du générateur
infinitésimal des translations, et le changement de phase @,(z) — ¢} (z)
serait obtenu en utilisant un générateur infinitésimal déduit de (9.16) par
la transformation de jauge locale (8.65)

P = e+it9(x) —lh—a— e—iG(a:)
Oz

En résumé, 1’état physique d’une particule se déplagant sur I'axe des z est
décrit par une fonction d’onde normalisée ¢(x) appartenant a L(m2)(R)

/_w dz (@) = 1 (9.18)

qui s’interpréte physiquement comme l'amplitude de probabilité {z]p) de
trouver la particule localisée au point x. L’action des opérateurs position
X et impulsion P sur ¢(z) est donnée par (9.14) et (9.16). Le module carré

lo(@)|? = |(zlp)|”

est appelé probabilité de présence de la particule au point x : en fait il s’agit
d’une densité de probabilité, dans ce cas une probabilité par unité de longueur.
La probabilité p([a,b]) de trouver la particule localisée dans U'intervalle [a, b]
est d’aprés (9.10)

b
p(la,8]) = (eIPla.bllp) = [ dulolo)? (9.19)
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Cette probabilité est normalisée & un par construction, puisque {p|p} = 1, ce
que l'on vérifie également sur (9.18). Si l’'on considére un intervalle [z, z + dz]
infinitésimal, |o(z)[?dx est la probabilité de trouver la particule dans cet
intervalle.

Lorsque la particule posséde des degrés de liberté supplémentaires, par
exemple un spin 1/2, on pourra décrire son état quantique en utilisant les
fonctions d’onde 4 (x)

() = (T @ +|p) p—(z) = (z® —|p)

Nous venous de définir ce que ’on appelle habituellement « la mécanique
ondulatoire en représentation x » : nous avons choisi de partir de la base
|z) ont Iopérateur position est diagonal. Etant donné le rdle symétrique de
X et P, nous aurions aussi bien pu partir d’'une base ou P est diagonal,
c’est-a-dire définir « la mécanique ondulatoire en représentation p ». La sous-
section suivante est consacrée a cette représentation et & son lien avec la
représentation z.

9.1.3 Réalisation dans L(?(R)

Soit |p) un vecteur propre de P

Plp) = plp) (9.20)
Nous allons d’abord déterminer les fonctions d’onde correspondantes
Xp(z) = (z[p) (9.21)

en représentation x

(x|[Plp)] = plzlp) = p xp(2)

., O
= —1ha—$ Xp(2)
Nous avons utilisé (9.16) pour obtenir la seconde ligne de l’équation
précédente.  Quel que soit p dans lintervalle [~oo,+oo], 1'équation
différentielle

., 0
—ih oz Xp(T) = p Xp(®)

a pour solution

1 ipz
xp(@) = o /h (9.22)

ce qui montre que le spectre de P est continu, tout comme celui de z. Le
facteur de normalisation (27%)~1/2 dans (9.22) a été choisi de telle sorte que
Xp(2) soit normalisé par un delta de Dirac

| aexy@n(o = g [ doen [P —a-w) 029

-0
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tandis que la relation de fermeture s’écrit

/o:o dp xp(2)xp(z") = 571r—h :: dp exp [i p(—x;—ml)} =d(z—2") (9.24)

On aurait également pu partir de la relation de fermeture sous la forme

/oo [p)dp{p| =1 (9.25)

—00

pour écrire
/ (' |p) dp {ple) = (@\I|e) = 6(z — o)

et démontrer ainsi (9.24).

Si ) est le vecteur d’état d'une particule, la « fonction d’onde en
représentation p » sera p(p) = (p|p). Cette fonction d’onde en représentation
p n'est autre que la transformée de Fourier de la fonction d’onde ¢(x) = {(z|p)
en représentation z. En effet, en utilisant la relation de fermeture (9.9) et la
définition (9.22), nous obtenons

[o o}

&(p) = (plp) = /

-0

leds (elo) = = [~ dwe ()| 0.20)

et inversement

1 & :
) = —— dpe'P*/* & 9.27
o) = o= [ e (927)
L’action des opérateurs X et P en représentation p s’obtient sans difficulté
2]

X =ih-—¢ 9.28

[X¢](p) =1 5p 7P) (9-28)

[P2](p) = p&(p) (9-29)

Une formule analogue a (9.19) est valable dans ’espace des impulsions : la
probabilité p([k, g]) pour que la particule ait son impulsion dans Uintervalle
[k, q] est

p(ik.a) = [ " e (9.30)

k
|¢(p)|? est une densité de probabilité dans I'espace des impulsions.

9.1.4 Evolution du paquet d’ondes libre

Partons de la représentation de Fourier (9.27) de la fonction d’onde ()
d’un état physique. La transformée de Fourier @(p) vérifie, tout comme ¢(z),
la condition de normalisation

/ " dplap) =1 (9.31)

-0
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On appelle souvent un tel état physique un paquet d’ondes, car c’est
d’aprés (9.27) une superposition d’ondes planes. La position moyenne (X)
et 'impulsion moyenne (P) se calculent en introduisant deux fois les relations
de fermeture (9.9) et (9.25)3

(X) = (X1} = [ doda(plo)alXi') ')

= /_oo dz z|p(z)|? (9.32)
(P) = (6lPle) = [ ap i telp) 61PI8) 1) = [ ~ dpplaw)? (9.33)

Nous avons aussi utilisé (9.7) et une équation analogue dans l'espace des
impulsions. Les dispersions AX et AP sont données par un calcul similaire

(@X)? = (X - ) = [ dwe— OPle@P (03)
@PY = (pl(P=(P)e = [ apo— (PYRWP (039

D’aprés la démonstration générale du § 4.1.3. ces dispersions vérifient
Pinégalité de Heisenberg

1
AzAp> h (9.36)

ol nous avons utilisé la notation usuelle Az Ap au lieu de AX AP. Une
démonstration directe de (9.36) est proposée a l'exercice 9.7.1.

Introduisons la dépendance du vecteur d’état par rapport au temps : le
vecteur d’état est [(0)) = |p) au temps t = 0 et |p(t)) au temps t. La
fonction d’onde ¢(x,t) au temps t est donc ¢(z,t) = {z|e(t)). Pour obtenir
l(t)} en fonction de |¢(0)), nous avons besoin de I’équation d’évolution (4.11)
et donc du hamiltonien H. Nous allons nous restreindre pour l'instant au cas
ou I’énergie potentielle est nulle, et o le hamiltonien se réduit & sa partie
énergie cinétique K (8.66)

P2
H=K= 5 (9.37)
Comme K et P commutent, les états propres de H peuvent étre choisis parmi
ceux de P

P2 p2
Plp) = p|p) Hip) = 5—p) = 5 1) = E(p)Ip) (9.38)
et par conséquent
exp [~ 1] p) = exp [ - 1222 p) (9.39)

3. Les notations explicites seraient (X}, et (P), ; nous avons supprimé 'indice ¢ pour
alléger Pécriture.
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Il est donc naturel d’exprimer (x|p(t)) en fonction des composantes de |(t))
dans la base |p)

(ale(®) = (alexp (=150) (0} = [ dpalpdplex (=157

= 7—217—% /_Z dp exp (i %’3 -1 E—(éﬁ)gb(p) (9.40)

Afin d’éliminer les facteurs h on introduit le vecteur d’onde k = p/h et la
fréquence w(k)

_P _ E(hk) _ Hk? _ -
k=p  wk)=—p" =~ Ak) = Vhg(hk)
pour écrire ¢(z,t) sous la forme
) lio(z, 0)[?
|A(k)>
|
] Az
Ak | k z
k

F1G. 9.2 — Dispersion du paquet d’ondes en k et en x.

olz,t) = # /_ O; dkA(k) exp (ikx . iw(k)t) (9.41)

L’allure qualitative de |A(k)|? et celle de |¢(x,0)[? sont représentées sur la
figure 9.2. La fonction |A(k)|? est centrée & k ~ k avec une largeur Ak.
L’inégalité de Heisenberg (9.36) se traduit par

Az Ak > —;- (9.42)

Les cas limites sont :

¢ Particule de vecteur d’onde (ou d’impulsion) parfaitement défini = onde

plane
_ 1
Ak) =6k — k ,0) = —=e'*® 9.43
(W)=b(=F) 0= —=e (9.43)
e Particule localisée en x = xg
A(k) = ——e=#70  (2.0) = 8(x — 20) (9.44)

ors
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Rappelons que ni I'onde plane (9.43) ni ’état parfaitement localisé (9.44) ne
correspondent & des états physiquement réalisables. Dans le cas {9.44) de
la particule localisée, |A(k)|?, qui est la probabilité d’observer une impulsion
hk, est indépendant de k, ce qui fait que la distribution de probabilité ne
peut pas étre normalisée. De méme dans le cas (9.43) de I'impulsion fixée,
|o(z)]? = cste et la probabilité de présence est uniforme sur I'axe des z : &
nouveau la distribution de probabilité ne peut pas étre normalisée. Pour un
état physiquement réalisable, on doit avoir d’aprés (9.31)

/w dk |A(k)|]? < oo

— 00

Examinons maintenant 'évolution du paquet d’ondes au cours du temps.
Pour évaluer (9.41), nous utilisons 'approximation de la phase stationnaire.
Définissant A(k) = |A(k)|exp(ig(k)), la phase f(k) de Dexponentielle
dans (9.41) vaut

0(k) = kx — w(k)t + ¢(k)

Nous obtiendrons la contribution principale & Pintégrale (9.41) si la phase 6(k)
est stationnaire dans la région k ~ k ot [A(k)| est maximum : en effet, si 6(k)
n’est pas stationnaire, ’exponentielle oscille rapidement et la contribution
moyenne a I'intégrale (9.41) est nulle. Nous devons done avoir

dé dw do
aﬁk:z_“’_taﬁk:z ?iEk:E*O
Le centre du paquet d’ondes va se déplacer selon la loi
T =vg4(t—T) (9.45)

oll v, est la vitesse de groupe, qui n’est autre que la vitesse moyenne v de la
particule

_ dw d hk? kP
=T Gt T W 2mleE T m (9:46)
Le temps 7 qui détermine la position initiale xg = —v47 du centre du paquet
d’ondes est
1d d
_1dé = h—¢ (9.47)

vy dklk=k ~ dElk=k

Pour obtenir un résultat plus précis, nous pouvons réécrire la phase en
développant w{k) au voisinage de k = k

0(k) = kx — w(k)t — (k — k)vgt — %(k - 75)2-7% t + p(k)

= w(E))t + k(x — vyt) — %(k - E)?% t+ (k)
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On obtient une forme trés simple pour ¢(z,t) s'il est possible de négliger le
terme quadratique en (k — k)?

oz, 1) = \/127 expliw(E)(] / dkA(k) explik(z — vgt)]
= expliw(k)tlp(z — vyt, 0) (9.48)

Cette équation montre que, mis & part le facteur de phase exp[iw(k)t], la
fonction d’onde au temps ¢ se déduit de celle au temps ¢ = 0 par la substitution
x — x — vgt, c’est-a-dire que le paquet d’ondes se propage sans déformation
dans la direction des x positifs — si vy > 0 — 4 la vitesse v,. Cependant
ce résultat est seulement approximatif puisque nous avons négligé le terme

quadratique en (k — k)2. Ce terme donne une contribution & la phase
1 -0 R

——(k-k)y?*—t
2 ( ) m

qui doit rester <« 1 dans le domaine ou |A(k)| est appréciable, si 'on veut
se contenter de 'approximation linéaire. La contribution de ce terme pourra
étre négligée si

1 — . ht

“(k-kP—<«1

2 ( ) m

dans une région d’extension Ak autour de k ; pour que la déformation du
paquet d’ondes soit faible, on doit avoir
2m 2mh

t< SRR = () (9.49)

Si cette condition n’est pas satisfaite, le paquet d’ondes se déforme en
s’élargissant, tandis que son centre continue & se déplacer & la vitesse v, :
c’est le phénomeéne d’étalement du paquet d’ondes.

Pour conclure cette sous-section, montrons l'intérét de D'inégalité de
Heisenberg (9.36) utilisée comme outil heuristique en estimant 1’énergie de
l’état fondamental de 'atome d’hydrogéne (voir § 1.5.2). Si I’électron décrit
une orbite circulaire de rayon r avec une impulsion p = muv, son énergie

classique est
2 2

P e
£ _= (9.50)

En physique classique, le rayon de l'orbite de l'électron tend vers zéro
(« Délectron tombe sur le noyau »), ce phénoméne étant accompagné de
I’émission de rayonnement électromagnétique : en effet, en physique classique,
'énergie de l'orbite circulaire E = —e?/(2r) n’est pas bornée inférieurement
et rien ne s’oppose & ce que le rayon de 'orbite devienne arbitrairement petit.
La décroissance de énergie de l'orbite est compensée par 1’émission dans
I’espace d’énergie sous forme de rayonnement électromagnétique, ce qui assure
la conservation de I’énergie. Mais sur une orbite de rayon r, la dispersion
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Azx de la position suivant 1’'axe des = est de 'ordre de r, ce qui fait que la
dispersion sur I'impulsion est au moins de ~ h/Az = k/r. Nous pouvons en
déduire rp ~ ki et P'expression de I’énergie (9.50) devient

h? e?

Y omr2 1
Cherchons le minimum de F

dE K2 + e? 0
dr mrd 2

ce qui donne un minimum pour

h2
r=ag=

= (9.51)

soit précisément le rayon de Bohr (1.34) de l'atome d’hydrogéne !
Naturellement, le fait que ’on obtienne exactement ag dans ce calcul d’ordre
de grandeur est un hasard heureux, qui nous permet de retrouver I’énergie de
l’état fondamental (1.35)

e? me*

Ey = 5 = "o (9.52)
S’il est bien entendu que ce calcul ne peut donner qu’un ordre de grandeur, la
physique sous-jacente explique la raison profonde de la stabilité de I'atome :
en raison des inégalités de Heisenberg, I’électron ne peut pas se trouver sur une
orbite de rayon trop petit, sous peine d’acquérir une impulsion importante,
qui fait croitre son énergie cinétique. I’énergie de 1'état fondamental est
obtenue en recherchant le meilleur compromis possible entre énergie cinétique
et énergie potentielle, de fagon 4 obtenir le minimum de ’énergie totale.

9.2 Equation de Schrédinger

9.2.1 Hamiltonien de I’équation de Schrédinger

Nous avons vu au § 8.4.1 que le hamiltonien indépendant du temps le plus
général compatible avec I'invariance galiléenne en dimension d = 1 était donné
par (8.68)

P2
H=—+V(X 9.53
V() (9.53)
ou K = P?/(2m) est lopérateur énergie cinétique et V(X) lopérateur

énergie potentielle, ou plus briévement le potentiel. Rappelons aussi I’équation
d’évolution (4.11)

i d'ﬁ—(tt)) = Hlp(t)) (9.54)
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Multiplions & gauche les deux membres de cette équation par le bra (x| en
utilisant (9.53) comme hamiltonien

ih L (elo(0) = ih (e )

2 9 =
(el Plo(t)) = (P*0)(z.t) = (—ina%) o(a,t) = - 22D

(@ V(X)) = V(z)p(z,t)

ou nous avons utilisé (9.8) et (9.16). Nous obtenons donc l’équation de
Schrédinger dépendant du temps

L Op(x,t) B2 0%p(x,t)

L’équation de Schrédinger est une équation d’onde pour la fonction d’onde

o(z, t).
Comme le potentiel V(X) est indépendant du temps, nous savons qu'il
existe des solutions stationnaires de (9.54)

o) = e (=15 )0l0)  Hle(0) = Ble(0)) (9.56)

En multipliant & gauche par le bra (z|, I'équation H|p) = E|p) devient
I’équation de Schrédinger indépendante du temps
{ r? o?

~ 2m a2

+ V()] ote) = Bote) (9.57)

On peut généraliser (9.55) dans deux directions. Tout en restant
compatible avec l'invariance galiléenne, il est possible de rajouter une
dépendance temporelle au potentiel : V{z) — V(z,t). On peut aussi utiliser
des potentiels dépendant de la vitesse, par exemple comme approximation
d’effets relativistes. Dans ce cas l'invariance galiléenne est perdue, et de plus
il peut s’introduire des ambiguités lorsque 'on doit faire un choix pour 'ordre
d’un produit d’opérateurs position et impulsion.

9.2.2 Probabilité de présence et vecteur courant
A la probabilité de présence |¢(z,t)|? on peut associer un vecteur courant
j(z,t), par analogie avec ’hydrodynamique ou I'électrodynamique. Rappelons
I'exemple de 1’hydrodynamique pour fixer les idées : soit? p(7,t) la masse
volumique d’un fluide compressible de masse totale M s’écoulant avec une
vitesse locale ¥(7,t) ; le courant J(7,t) est défini par

J7t) = p(7,t) U(7, t) (9.58)

4. Nous nous plagons provisoirement en dimension d = 3.
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S

-

ds

F1G. 9.3 — Courant et flux sortant d’un volume V.

Considérons une surface S limitant un volume V), qui contient une masse M (V)
de fluide (figure 9.3). La masse dM(V)/d¢ de fluide s’écoulant par unité de
temps hors de V est égale au flux du courant a travers &

diﬁ%v_):/j‘.d‘s*:/(\?.j)d%
S 1%

ou nous avons utilisé le théoréme de la divergence. Cette masse de fluide est
aussi égale 4 moins la dérivée par rapport au temps de 'intégrale de la densité

sur ¥ M) 4 )
_ 3 3, Op(7 ¢
a dt/drp( t) = /d ot

Les deux expressions de dM(V)/dt doivent étre égales quel que soit le
volume V, ce qui implique que les intégrands doivent étre égaux, d’oil
Péquation de continuité

+V-7 (9.59)

€|

et en revenant i la dimension d =1

dp 8]
% + = =0 (9.60)
En électrodynamique, p est la densité de charge et 7' la densité de courant,
qui vérifient aussi une équation de continuité du type (9.59) traduisant la
conservation locale de la charge électrique.
En mécanique quantique, on s’attend a trouver une équation de continuité
du type (9.59), ou (9.60) & une dimension. En effet, si

b
[ azlotao?

est la probabilité de trouver la particule au temps ¢ dans l'intervalle [a, b],
cette probabilité va en général dépendre du temps. Si par exemple cette
probabilité diminue, cela veut dire que la probabilité de trouver la particule
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dans ’ensemble des deux intervalles complémentaires [—oc, a] et [b, +00] doit
augmenter, car quel que soit ¢ 'intégrale

JC

-0

est constante et égale & un. De la méme fagon, 'intégrale sur tout I’espace
de la densité de fluide reste constante et égale 4 la masse totale M, ou,
en électrodynamique, l'intégrale sur tout ’espace de la densité de charge
reste constante et égale a la charge totale . L’analogue de la densité en
mécanique quantique est p(x,t) = [¢(z,t)|? ; cependant il s’agit d’une densité
de probabilité, et non d’une véritable densité. Nous recherchons un courant
j(z,t) vérifiant (9.60), qui sera aussi un courant de probabilité et non un
courant véritable. La forme de ce courant est suggérée par le raisonnement
suivant : en hydrodynamique, la vitesse moyenne (v(£)} du fluide (ou vitesse
du centre de masse) est donnée par

{(v(t M_/ (z, t)v(z, t)d M/ (x,t)d (9.61)
En mécanique quantique, 'opérateur vitesse est d’aprés (8.61)
i p
=—[H. X| = —
- [H, X]
et sa valeur moyenne est
. _ h Op(z,t)
()(0) = )] o) = [ dop (@t 2

ol nous avons utilisé (9.9) et (9.16). L’intégrand dans cette équation est en
général complexe et ne convient pas pour le courant. Une intégration par
parties permet de construire un courant réel

00 = 5 / da:( z, é%—)—go(x,t)a—(p;(;—’”) (9.62)

La comparaison de (9.61) pour M = 1 avec (9.62) suggére la forme suivante
pour le courant j(x,t)

j= 5% (w*(x,t)———awéfc’ 9 _ sO(I,t)———BSD;(f’t))

—Re (% o (z, t)agoc,()? t)>

Afin de nous familiariser avec cette expression peu intuitive, examinons le cas
d’une onde plane

(9.63)

p(z) = Ae?/h
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La densité est p(xz) = |A|?. Le courant vaut
] h . ip . D
— BT ipz/h | ¥ ipz/h _ 2 P
j(x) =Re (im A%e [h] Ae ) |A] ~ (9.64)

et s’interpréte donc comme : courant = densité x vitesse. Le courant est dirigé
vers la droite si p > 0 et vers la gauche si p < 0. Lorsque la fonction d’onde
est indépendante du temps, comme dans le cas de I'onde plane, le courant est
nécessairement indépendant de = puisque dp/0t = 0 = 9j/0z = 0. 1l reste
a s’assurer que le courant (9.63) est bien le courant qui vérifie I’équation de
continuité (9.60). D’une part

9 _ h [ .0% Pl _i .
32— |9 92 "2 | = h[‘P (Hp) — o(Hp)"]
ol nous avons utilisé 52 _
v_1 _

2im 0x2 h (H = V)el

et le fait que V est une fonction réelle de x et t. D’autre part

Oy Op* 1

2 om0 = ¢ 92 4922 = 2 [*(Ho) ~ (He)e]

ce qui montre que

2 ot + L i) = 0 (0.65)

9.3 Reésolution de l’équation de Schrodinger
indépendante du temps

9.3.1 Généralités

Nous nous proposons de chercher les solutions de I’équation de Schrédinger
indépendante du temps (9.57), c’est-a-dire déterminer les valeurs propres E
et les fonctions propres correspondantes p(x). Commencons par le cas le plus
simple ou le potentiel V(z) = 0. L’équation (9.57) devient

2
(% + ?Tg—fz> o(x) =0 (9.66)

La solution générale de cette équation est bien slir une combinaison d’ondes
planes, avec p = v2mE > 0

plz) = AePr/h 4 BeTipe/h (9.67)

orientées dans la direction des z positifs avec une amplitude A et des x négatifs
avec une amplitude B. Bien que la solution (9.67) soit indépendante du



9. Mécanique ondulatoire 275

temps, elle génére un courant stationnaire® composé d’aprés (9.64) d’un terme

|A|?p/m dirigé vers les x positifs et d’un terme —|B|?p/m dirigé vers les z
négatifs. Aux solutions indépendantes du temps exp(Fipz/fi) correspondent
des solutions de (9.55) dépendant du temps exp(i(+pz — E(p)t)/k] qui sont
des ondes progressives se propageant dans les directions des z positifs ou des
x négatifs. Avec les ondes progressives expli{+pz — E(p)t)/h], on forme des
paquets d’ondes se propageant dans la direction des x positifs : on dira que
ces paquets d’ondes proviennent d’une source de particules & x = —oo. Avec
les ondes progressives exp[i(—pz — E(p)t)/h}, on forme des paquets d’ondes se
propageant dans la direction des x négatifs : on dira qu'’il y a une source de
particules & x = +oo0.

V(z) z

F1G. 9.4 — Cuvette de potentiel.

Passons au cas ou V(z) # 0 et, pour fixer les idées, supposons que V(z) a
la forme de la figure 9.4 : V(z) est une « cuvette de potentiel » et V{z) — 0
si + — 4oo. En mécanique classique, suivant la discussion du § 1.5.1, ce
potentiel a des états liés si E < 0 et des états de diffusion si £ > 0. Pour
E < 0 la particule classique reste confinée sur un intervalle fini de 1’axe des
z, pour E > 0 elle part & I'infini. La région de Paxe des x qui est permise a la
particule classique est celle ot E > V(z), et ol son impulsion p(x) est réelle

p(z) = £/2m(E — V(x)) (9.68)

tandis que la région E < V(z), ol son impulsion est imaginaire

p(z) = £iv/2m(V(x) — E) (9.69)

lui est interdite. Nous allons voir que ce comportement classique se refléte dans
le comportement quantique : la forme des solutions de (9.57) sera différente
selon que p(x) est réel ou imaginaire. Cependant la région Vy < E < V(x),
ou Vy est la valeur minimale du potentiel, ne sera pas strictement interdite
4 la particule quantique. Pour que ¢(x) soit une solution acceptable, il ne
suffit pas que ¢(x) vérifie formellement (9.57), il faut aussi que @(x) soit
normalisable

[ arle@ < oo

5. Un exemple de courant stationnaire est le courant continu en électricité.
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C’est cette condition que nous allons utiliser pour obtenir les états liés. Pour
les états de diffusion, cette condition est trop forte : nous avons vu que pour
V(z) = 0 les solutions de (9.57) sont des ondes planes, non normalisables.
Pour z — +00, nous nous attendons a un comportement d’onde plane pour
les solutions de (9.57), puisque le potentiel s’annule & 'infini. Pour les états de
diffusion £ > 0 du potentiel de la figure 9.4, nous nous contenterons d’exiger
un comportement d’onde plane a I'infini : il ne faut pas exiger davantage de la
solution en présence de potentiel que de la solution en ’absence de potentiel !

9.3.2 Reéflexion et transmission par une marche
de potentiel

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser au cas ou le
potentiel est constant par morceaux : V(z) est constant dans un intervalle et
saute brusquement 4 une autre constante en certains points (figure 9.5). Ce
type de potentiel représente une bonne approximation d’un potentiel réaliste
dans certains cas, et il peut étre utilisé pour approcher un potentiel variant
continiiment dans d’autres cas (figure 9.6). Comme le potentiel présente des
discontinuités, il est nécessaire d’examiner le comportement de la fonction
d’onde au voisinage d’une telle discontinuité. Montrons que la fonction d’onde
o(z) et sa dérivée ¢ (x) sont continues si le potentiel présente une discontinuité
finie Vo au point = = x (figure 9.7). Comme |¢(z)|? doit étre intégrable en xg,
|@(z)| Test également. Il sera commode de récrire ’équation de Schrédinger
indépendante du temps (9.57) sous la forme

2 m(E -V (z
(% + Q—W—WM> p(z) =0 (9.70)

Au voisinage de la discontinuité, nous pouvons déduire le comportement de
¢'(x) grace a

zot+e 92 zo+€
¢ (zo +¢) — ¢ (w0 —€) = / Bai(zx) de = / [2m(V(}a;3 E))] #(z)
rg—€ zg—€&
La seconde intégrale est bien définie car p(x) est intégrable ; cette intégrale
doit donc tendre vers zéro avec £, ce qui montre que ¢'(z) et a fortiori ¢(x)
sont continues tant que la discontinuité Vy reste finie.

Au lieu d’écrire les conditions de continuité de @(x) et de '(z), il est
souvent commode d’écrire celles de ¢(z) et de sa dérivée logarithmique
¢ (z)/¢(x). Une conséquence immeédiate de ces conditions est que le courant
j{z) est égal 4 la méme constante de part et d’autre de x9. Comme application
de ces conditions de continuité, prenons le cas d’une « marche de potentiel »
(figure 9.8)

régionl V(z) =10 pour z <0
régionII  V(z) =V pour z >0
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V(z)!

F1G. 9.5 — Potentiel constant par morceaux.

Viz)

o

F1G. 9.6 — Approximation d’un potentiel par une suite créneaux.

Pour fixer les idées, on choisit 0 < F < V. Si 'on définit & et & par

2mE 2m(Vo — E)
k' = —? K = ——hT——
les solutions de (9.70) s’écrivent dans les régions I et II
I p(z) = Ae*® { Be™ik®
IT plz) = Ce "™ + De™®
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(9.71)

(9.72)
(9.73)

Si V(z) reste égal a V) pour tout = > 0, le comportement (9.73) de la fonction
d’onde reste valable quel que soit z > 0. 1l est alors nécessaire que D = 0,

car dans le cas contraire la fonction |¢(z)|?

se comporterait comme exp(2xx)

pour £ — oo : un comportement constant en module comme celui d’une onde
plane est acceptable, mais pas un comportement aussi divergent. Dans ces
conditions, la continuité & £ = 0 de ¢ et celle de sa dérivée logarithmique

s’écrivent , k(A — B)
. —_ ﬁ, LR e ——1 _
p: C=A+B . K AT B
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F1G. 9.7 — Discontinuité de potentiel.

V(z) 1}

Vo

x
o

F1G. 9.8 — Marche de potentiel.

Les coefficients A et B sont a priori définis 4 une constante multiplicative
prés puisque P'on n’a fait aucune hypothése sur la région z > 0. On peut fixer
arbitrairement A = 1, et la solution pour les deux autres coefficients est alors
K+ ik 2ik
B=-— C=- 9.74
K —ik K —ik ( )

Nous pouvons déduire de ces expressions le cas limite od Vp — o0, qui
correspond & une barriére infranchissable par une particule classique quelle
que soit son énergie, ou barriére de potentiel infinie. L’équation (9.71) montre
alors que kK — o0, et (9.74) que B — —1 et C — 0. La fonction d’onde s’annule
dans la région II, en restant continue au point z = 0. En revanche sa dérivée
¢'(x) est discontinue en ce point.

Passons & l'interprétation physique de ces résultats. Nous supposons qu'il
existe & £ = —oo une source de particules d’amplitude unité : A = 1. L’onde
incidente correspondante sera en partie réfléchie et en partie transmise par
la marche de potentiel. Si nous reprenons le cas ci-dessus : 0 < E < Vg,
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nous nous attendons a ce que la particule quantique soit réfléchie avec une
probabilité de 100 %, puisque la particule classique correspondante ne peut
pas franchir la marche de potentiel. Au contraire, dans le cas £ > Vj,
nous allons montrer que la solution du probléme quantique correspond a une
réflexion et une transmission partielles, alors qu'une particule classique est
transmise 4 100 %. Examinons successivement ces deux cas.

Marche de potentiel : réflexion totale. Nous sommes dans le cas F < Vj.
Les fonctions d’onde sont dans les régions I et II

I p(z) =e*® 4 Be =
IT px)=Ce™ "™

Les valeurs de B et C sont données par (9.74). On remarque que |B| =1, et
que B est donc un facteur de phase : B = exp(—i¢). Ceci montre que 'onde
réfléchie
Be—ikz — e—ik:c—i¢

a une intensité égale & celle de I'onde incidente : il y a donc réflexion totale
sur la discontinuité de potentiel. Une particule classique arrivant sur la
discontinuité de potentiel serait aussi réfléchie. Cependant le mouvement
quantique présente deux différences importantes par rapport au mouvement
classique.

e La probabilité de présence n’est pas nulle dans la région II, qui est
strictement inaccessible a la particule classique : la profondeur de

pénétration dans la région interdite classiquement est £ = 1/x. Ce
phénomeéne a la méme origine ondulatoire que celui d’onde évanescente
en optique.

e Si l'on construit un paquet d’ondes incident, la particule sera réfléchie
avec un retard 7 donné par (9.47)

T=—hd—E~

tandis que la réflexion de la particule classique est instantanée.

Marche de potentiel : réflexion et transmission. Passons au cas £ > Vg, en
supposant comme précédemment que les particules sont envoyées de la gauche
et arrivent sur la marche de potentiel : dans la région II, on trouve uniquement
des particules se propageant vers la droite8. Définissons

= 1[ ———ﬁ?

6. Ainsi que nous ’avons déja éouligné, il faudrait en toute rigueur construire des paquets
d’ondes avec des superpositions d’ondes planes pour avoir un véritable probléme dépendant
du temps, décrivant le mouvement d’une particule quantique.




280 Physique quantique

|
A
T
.
]\\

A\
A\\}
AN

—v = —hk/ v = hk'/m

\
AVMAINY

'
!

Fi1G. 9.9 — Conservation du courant 4 la traversée d'une marche de potentiel.

Les fonctions d’onde sont maintenant dans les régions I et II

I (,0(.’13) _ eikz +Be—ik:z
I o) = Cer?

Les conditions de continuité sont

., ik(1- B)
1+B=C k= i el
* ! 1+ B
avec comime résultat
k—Fk 2k
- Py i C = T yr (9.75)

Une particule classique franchirait automatiquement la marche de potentiel
en perdant de I’énergie cinétique. Ce n’est pas le cas en mécanique quantique :
il existe une probabilité [B|? # 0 de réflexion, |B[?2 = R est le coefficient de
réflexion et T =1 — R le coefficient de transmission

k—k\? Akk'

1l est important de remarquer que T # |C|?> ! En effet, ce n’est pas la
probabilité de présence qui doit se conserver, mais le courant (ou le flux)
de particules : dans la figure 9.9, le flux de particules entrant dans la zone
hachurée doit étre égal au flux sortant, soit

/
% = %|B|2 + %w? (9.77)

ce que l'on vérifie en reportant les valeurs (9.75) de B et C. Le coefficient de
transmission n’est pas |C|2, mais

kl
T=—|C]?
- 1cl

Il faut tenir compte de la variation de vitesse au passage de la marche de
potentiel : v/ /v = k' /k.
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9.3.3 Etats liés du puits carré

Comme premier exemple d’états liés, étudions ceux du puits carré infini
(figure 9.10)

V({z)=0 0<z<a
Viz) = +o0 z<Oouzxz>a

Les barriéres de potentiel en £ = 0 et x = a sont infinies : une particule
classique est enfermée dans la région 0 < z < a quelle que soit son énergie.
D’aprés la discussion précédente, la fonction d’onde de la particule quantique
s’annule en dehors de I'intervalle [0, a] et une particule quantique est également
strictement confinée dans [0, a] : sa probabilité de présence est nulle en dehors
de Yintervalle [0,a]. En raison de annulation de la fonction d'onde & z = 0
les solutions de (9.70) sont de la forme

2mE

o(x) = Asin(kz) k= i3

et comme @{x) doit aussi s’annnuler & x = a, les valeurs de k sont de la forme

1
1 (e S TE . W (9.78)
a
Nous voyons que I’énergie prend des valeurs discrétes étiquetées par un nombre

entier positif’ n

_thﬁ_ 72
T o2m T 2m

T2 9
E, (5) (n+1) n=0,1,2,3,... (9.79)

En d’autres termes, nous venons de montrer que les niveaux d’énergie du
puits infini sont quantifiés, et c’est le premier exemple ol nous démontrons
explicitement cette quantification. La fonction d’onde correctement
normalisée correspondant au niveau E,, est

Pnlx) = \/g sin Tr_(_r%l_)g (9.80)

Il est facile de vérifier que deux. fonctions d’onde ¢,(z) et ¢, (z) sont
orthogonales pour n # m. Les valeurs &, et —k, correspondent au méme
état physique car la substitution k,, — —k, conduit & un simple changement
de signe de la fonction d’onde, qui est un facteur de phase : c’est pourquoi nous
n’avons pas pris en compte les valeurs négatives de n dans (9.78). Remarquons

7. Notre convention (qui n’est pas la convention habituelle dans ce cas précis) est choisie
de telle sorte n = 0 corresponde a I'état fondamental, ce qui permet de se conformer a une
convention usuelle : en général ’énergie de 'état fondamental est notée Eg.
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Fi1G. 9.10 — Puits carré infini et fonctions d’onde de ses deux premiers niveaux.

également que la fonction d’onde g, (x) s’annule n fois dans I'intervalle [0, a] :
on dit que la fonction d’onde a n neuds dans cet intervalle. Le nombre
de noeuds donne une classification des niveaux par valeurs croissantes de
I’énergie : plus I’énergie est grande et plus la fonction d’onde a de nceuds. Ceci
est un résultat général lorsque le potentiel V{(x) est suffisamment régulier,
ce que nous supposerons toujours : si E, est Pénergie du niveau n, la
fonction d’onde correspondante aura n noeuds. La fonction d’onde de P'état
fondamental E; ne s’annule pas. Unpe autre remarque est que l'inégalité
de Heisenberg permet de trouver l'ordre de grandeur de I'énergie de l'état
fondamental. En effet p ~ hi/z ~ h/L, ce qui donne
p2 h2

T 2m 2ma?

en accord avec (9.79) pour n = 0 & un facteur 72 prés. Contrairement au cas
de 'atome d’hydrogéne, le résultat heuristique différe du résultat exact par
un facteur ~ 10 : ceci provient de la variation brutale du potentiel & x = 0 et
z = a qui oblige la fonction d’'onde a s’annuler de fagon brusque, avec comme
conséquence une énergie cinétique importante. En effet, ’énergie cinétique
moyenne (K), dans I'état ¢ est

(K)o = (olKlg) = — / do (p*(z)ddsigx)

et elle est d’autant plus importante que la dérivée seconde de ¢(z) est grande.
Déterminons maintenant les niveaux d’énergie du puits carré fini
(figure 9.11)

V(iz)=20 |z| > a/2
Viz) = -V jz| < a/2
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_VO

F1G. 9.11 — Puits carré fini.

On cherche les états liés, et on doit donc choisir I’énergie dans 'intervalle
[— VA, 0]. Définissons & et & par

2mV0

2mE 2m(Vo + E)
- PR el et =

2 12 0<w<

(9.81)

K =

Le potentiel V(x) est invariant dans I’opération parité Il :  — —z. En
effet V(—z) = V(z), ce qui entraine 'invariance du hamiltonien dans cette
opération : H(—z) = H(z). D’aprés la discussion du § 8.3.3, on peut chercher
les vecteurs propres |1 ) de H qui sont pairs ou impairs dans 'opération parité

i) = £|ps)

En termes de fonction d’onde, si (z|py) = v+ ()

o+ (—7) = () o (—2) = —p_(z)

En effet, compte tenu de ljz) = | — z)

(zps) = (—zlp+) = ox(-2)
= (z|ps+) = Tp+(z)
Les solutions de I'équation de Schrédinger (9.7) se divisent donc en solutions
paires et impaires. Ecrivons les fonctions d’ondes paires et impaires dans les
régions | : ¢ < —a/2,11: |z| < a/2 et II : & > a/2 ; la colonne du milieu du
tableau ci-dessous donne les fonctions d’onde paires, la colonne de droite les
fonctions d’onde impaires :

I  Aerll — Alemnlel

II  Bcos(kz) B'sin(kz)
I Ae™** Ale™™*
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=
—
-

Fic. 9.12 — Détermination graphique des états liés du puits carré fini par
intersection des courbes tan ka/2 et cot ka/2 avec VU — k2/k, ou U = 2mVy /K%

Les conditions de continuité de ¢’/ au point = = a/2 donnent

Solutions paires k = ktan(ka/2) (9.82)

Solutions impaires k = —kcot(ka/2) (9.83)

I

La solution graphique de ces équations est représentée sur la figure 9.12. On
voit qu’il existe un nombre fini d’états liés, et qu’il existe toujours au moins
un état lié.

9.4 Diffusion par un potentiel

9.4.1 Matrice de passage

Aprés I’étude des états liés, nous passons a celle des états de diffusion.
Nous nous proposons d’étudier le comportement d’une particule quand elle
traverse un puits carré (figure 9.11) ou une barriére carrée (figure 9.13) de
potentiel, en utilisant les formules explicites reposant sur la continuité de la
fonction d’onde et de sa dérivée & la discontinuité du potentiel. Nous en
profiterons pour établir des résultats généraux importants, car indépendants
de la forme du potentiel. Commencons par le puits carré de la figure 9.11 : au
§ 9.3.3, nous avions déterminé ses états liés £ < 0, et nous nous intéressons
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I I 111

VA
\/ \/ \/_a/z +a/?

F1G. 9.13 — Comportement de la fonction en présence de l'effet tunnel.

SH

maintenant aux états de diffusion £ > 0. Définissant

2mE [2m(V, + E)
F=y 5 K=y (9.84)

les fonctions d’onde dans les trois régions sont

I:z —g olz) = Ae'*® { Be k= (9.85)

1 - —g <z< g o(z) = CeW® 4 peit'e (9.86)

Mm: z> g o(z) = Fe™ 4 Ge ik (9.87)

Nous examinons d’abord le passage de la région I 4 la région II, c’est-a-dire le
point z = —a/2. Comme 'équation de Schrédinger est linéaire, A et B sont

reliés linéairement a C et D, ce que ’on peut écrire sous forme matricielle®

(@)1

ol R est une matrice 2 x 2. Il est possible de déterminer des propriétés
de R sans écrire explicitement les conditions de continuité. Une premiére
observation est que si (z) est solution de I’équation de Schrodinger
indépendante du temps (9.70), alors son complexe conjugué o*(z) est
également solution de cette équation parce que le potentiel V(x) est réel.
Cette propriété est reliée a 'invariance par renversement du sens du temps :
cf. §9.4.3 et V'appendice A. La fonction ¢*(z) dans les régions I et II est

I ' (z) = A*e k@ 4 Breihe (9.89)
I *(z) = C*e ¥ 4 D*ei's (9.90)

8. On peut aussi remarquer que les conditions de continuité relient linéairement (A, B)
a(C, D).
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Comparant les coefficients de exp(=xikz) et exp(Zik’z) avec ceux de (9.85)

et (9.86), on déduit de (9.88)
B* D
=R
(A*> (C*>

Ry = Ry Ri; = Ry

On peut donc écrire la matrice R en fonction de deux nombres complexes o

et 8
K {a B
R_H_k (5* a*) (9.91)

La raison pour lintroduction du facteur a priori arbitraire /k'/k va
apparaitre dans un instant. La conservation du courant dans les régions I
et II se traduit par la relation (cf. (9.77))

soit

k(1A = |BI*) = K'(IC* - |DI?)

Calculons le courant dans la région I en exprimant A et B fonction de C et D

KA~ 1BI) = kX (loC + 8DP - 18°C +a* DP?)
=K (jo” - 18%) (ICI* - D)

ce qui implique |a|? — |8|% = 1 : la matrice \/k/&' R est de déterminant un.
On voit 'intérét du coeflicient +/k’/k dans (9.91) : en raison de la variation de
la vitesse entre les régions I et I1, c’est la matrice /k/k’ R qui a les propriétés
les plus simples.

Revenons au calcul explicite des conditions de continuité, afin de
déterminer explicitement les paramétres o et 8 de la matrice B. 1l est
commode de choisir C =1 et D = 0, ce qui correspond & une situation ou il
n'y a pas de source de particules & x = —oo (voir la note 6). Les conditions
de continuité sont alors :

e—ik'a/2 _ Ae—ika/Q + Beika/2

k' e-ik’a/? - kAe—ika/Z — kB eika/Z

On en déduit immédiatement A et B en multipliant la premiére équation par
k' puis en additionnant et en soustrayant les deux équations

k‘ k' + k/ i k‘-—k’ a
g/ g = E2FE rkar (9.93)

K 2VEE
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Ces valeurs de ¢ et 3 vérifient bien |a|?—|8|> = 1. Les conditions de continuité
4 z = a/2 s’obtiennent par la substitution a — —a et k — k’. La matrice R

telle que
C - (F
(D) - (G)
s’écrit ~
= |k (fap
yE(22)
avec

k+ K cilk—k')a/2
2v kK
- k—k' . ,
—i(k+k"Ya/2 __ *
] -
o 2V kK b

La matrice de passage M entre les régions I et III relie les coefficients A et B
aux coeflicients F' et G

(5)-n(5)-m2(5)-w(e) oo

et 'on a donc M = RR. Les raisonnements utilisés précédemment donnent
immeédiatement deux propriétés de M.

=«

(i) Comme ¢*(z) est solution de (9.57) (invariance par renversement du
sens du temps), on obtient des relations identiques & celles trouvées
pour R

My = My, My = M3,

(ii) La conservation du courant implique det M =1 : il n'y a pas de facteur
V&' /k car la vitesse est la méme dans les régions I et II1.

La forme générale de M est par conséquent

M= ( a f) 2 16 =1 (9.95)
Cette expression de M est indépendante de la forme du potentiel, pourvu que
celui-ci s’annule suffisamment rapidement pour x — +oo : la forme (9.95)
est valable par exemple dans le cas du potentiel de la figure 9.4. Calculons
explicitement M dans le cas du puits de potentiel de la figure 9.11, en utilisant
les résultats obtenus pour les matrices R et R

ika

22 _ & N2 —ik'a _ (1. _ 1.1\2.ika
Miu=y=a®-f = [(k+k)e (k — &')2e ]
ika ’ : 2+ ” . !
= ¢ |cosk'a — 1 T sink’a {9.96)
k' - k?
Mp=6=—af +a'8=i—— sinka (9.97)

2k’



288 Physique quantique

11 est instructif de s’assurer que, suivant (9.95), les expressions (9.96) et (9.97)
vérifient |y[2 — |6]? = 1.

Il reste une propriété générale de M que nous n’avons pas encore exploitée :
lorsque le potentiel est invariant par parité, V(z) = V(—z), Popération parité
xz — —x échange les régions I et I11. Si ¢(z) est la solution initiale et x(x) =
@(—x), nous avons

région 1 x(z) = Fe~k® L qelke
région T x(z) = Ae™ik® 4 Beike

et la relation entre les différents coefficients est maintenant

(¢)=(3)
(2) ()= () (7)

Nous avons utilisé det M = 1. Comparant avec (9.94), nous en déduisons que
M est une matrice antisymétrique : M2 = —Ma1, ce qui joint & M7y = Mo
implique que § est imaginaire pur, 6 = in, i réel. Cette propriété est vérifiée
par (9.97). La forme générale de M pour un potentiel pair (V(z) = V(—=z))
est finalement

ou encore

G B e (9.98)

avec vy complexe et 7 réel.

Tous ces résultats peuvent étre exploités pour calculer les coefficients de
réflexion est de transmission par le puits de potentiel de la figure 9.11 et en
discuter le comportement. Nous renvoyons cette discussion & l’exercice 9.7.8,
car nous allons passer immédiatement au cas de la barriére de potentiel, ce
qui nous conduira a Veffet tunnel.

9.4.2 Effet tunnel
Nous nous placons dans le cas de la barriére de potentiel de la figure 9.13

Vizg) =W |z} <
(9.99)

Nle e

V(z) =0 2| >

et pour une valeur de énergie E < V} (le cas E > V; se déduit immédiatement
des résultats de la sous-section précédente). La quantité &’ est alors imaginaire
pure

2m(Vo — E)

k, = 1K R = ———hQ—— (9100)
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et la fonction d’onde dans la région I : |z] < a/2
plzy=Ce ™™ + De"* (9.101)

L’élément M;; de la matrice de passage s’obtient sans calcul en remplagant
dans (9.96) &’ par ik, avec par exemple

1 - .y 1
sink'a = 5 (e”’c o _ g7k “) -5 (e7** —e"*) =ishka

et de méme cosk’a — chka ; le résultat pour My est

K2 — k2

My, = el*e {ch ke + 1 sh r;ajl (9.102)

On suppose que la source de particules est située & £ = —oo et que A = 1 par
convention. Comme il n’y a pas de source de particules & x = 400, on doit

avoir G = 0, d’ol .
1 F My F
= M =
(5)=44(5) - (ie)

efika

soit F' = 1/M11
F =

—_: (9.103)

2xk

Nous obtenons finalement le résultat physique important, & savoir le coefficient
de transmission T" = |F|? qui vaut

chka +1 sh ka

1

T=|F*>= = (9.104)
2

1+ m sh” ka

en définissant ¢? = k? + k2 = 2mVy/h?. Le point essentiel est que T # 0. Bien
que la région III soit inaccessible & une particule classique partant de x = —oo
avec une énergie F < Vy, une particule quantique posséde une probabilité non
nulle de franchir la barriére de potentiel : c’est ce que 'on appelle leffet tunnel.
L’origine de cet effet est facile & comprendre : la fonction d’onde ne s’annule
pas dans la région |z| < a/2 et peut se raccorder 4 une onde plane dans la
région x > a/2 (figure 9.13).

On peut obtenir une expression approchée de T dans le cas fréquent ol
ra > 1

16k2x2
T~ 4’€
q

Le facteur dominant dans cette équation est ’exponentielle exp(—2xa). On
en déduit de facon heuristique une formule approchée souvent utilisée pour

e~ 2na (9.105)
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une barriére de potentiel de forme quelconque, lorsque que E < Max V(z) :
décomposant la barriére en créneaux de longueur Az comme dans la figure 9.6,
on calcule le facteur de transmission dans lintervalle [z;, z; + Ax]

2m(V(a:,) — E)

Tiz) e 2008 () = W

et le facteur de transmission total

T~ He_z'“(”i)m” = exp (—2A1‘Zn(xi)>

On reconnait une somme de Riemann et a la limite Az — 0

T ~ exp (—2 /mz 1/ M—(f;—)tﬂ) dx) (9.106)

Les points z; et x5 sont définis par V(z1) = V(z2) = E. La démonstration
que nous venons d’esquisser n’est pas rigoureuse, car le traitement des points
de rebroussement xz; et zo est délicat. Une observation importante est que la
dépendance exponentielle dans (9.106) rend le coefficient de transmission T’
extrémement sensible 4 la hauteur de la barriére et a la valeur de Pénergie.

L’effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous
nous contenterons d’en examiner deux : la radioactivité « et le microscope a
effet tunnel. La radioactivité « est la désintégration d’un noyau avec émission
d’une particule «, c’est-a-dire un noyau d’*He. En appelant Z et N les
nombres de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en
général Z > 80), la réaction nucléaire de désintégration « s’écrit

(Z,N) - (Z—-2,N —2)+ *He (9.107)
Un exemple est la désintégration du polonium en plomb
24 Pogy — 208Phgy + *Hey + 7.8 MeV (9.108)

Dans une théorie approchée de la radioactivité o, on admet que la particule
o préexiste dans le noyau initial et on se raméne pour simplifier au cas & une
dimension. Si R ~ 1.2 x A3 ~ 7fm est le rayon du noyau, la particule o
sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel coulombien répulsif entre
le noyau d’*He de charge 2 (en unités de la charge du proton) et le noyau final
de charge (Z —2) en supposant la distribution de charge & symétrie sphérique.
Si r est la distance entre le noyau d’helium et le noyau final, nous aurons pour
r>R

2(Z — 2)e?

VCb (T) = r2
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V(r)

F1G. 9.14 — Barriére de potentiel de la radioactivité a.

Lorsque r < R, les forces nucléaires attractives 'emportent largement sur
les forces coulombiennes que 'on peut alors négliger. On aboutit ainsi & un
potentiel représenté schématiquement sur la figure 9.14. 1l existe donc une
barriére de potentiel qui empécherait la particule o de sortir du noyau si
son mouvement était régi par la physique classique. C’est Peffet tunnel qui
permet & la particule o de sortir du noyau. Le raisonnement précédent permet
en théorie d’estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations
que nous avons faites sont trés grossiéres et l'effet tunnel trés sensible aux
détails : bien que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne
faut pas s’attendre & des résultats en accord quantitatif avec Pexpérience.
Le phénoméne inverse de la désintégration radioactive intervient dans les
réactions de fusion, par exemple la réaction déja mentionnée au § 1.1.2

’H + °H — *He+n+ 17.6 MeV

qui fait également appel 4 D’effet tunnel et est examinée & 'exercice 12.5.1.

Une application trés importante de 'effet tunnel est le microscope & effet
tunnel. Dans un microscope & effet tunnel, on déplace une pointe trés fine
prés de la surface d’un échantillon conducteur (figure 9.15). Les électrons
peuvent passer par effet tunnel de la pointe & ’échantillon, ce qui produit un
courant macroscopique, dépendant de fagon trés sensible de la distance entre
la pointe et échantillon, en raison de la dépendance exponentielle (9.105) par
rapport a la distance. Cela permet de réaliser une cartographie trés précise de
la surface de I’échantillon, avec une résolution de ~ 0.01 nm. Une extension
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molécules déposés
sur un substrat (figure 9.16).
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pointe

|
1 passage tunnel
|

cristal

Fi1G. 9.15 — Principe du microscope & effet tunnel. On déplace une pointe au
voisinage de la surface d’un cristal et on ajuste la distance de fagon que le courant
soit constant. Ceci donne une cartographie de la distribution électronique sur la

surface.

F1G. 9.16 — Dépot d’atomes par microscope & effet tunnel. Des atomes de fer (les
pics) sont disposés en cercle sur un substrat de cuivre et forment des états résonants
électroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D’aprés un cliché IBM (droits

réserveés).
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- 9.4.3 Matrice S

Au chapitre 12, nous étudierons la théorie de la diffusion dans 'espace a
trois dimensions. Nous verrons qu’un outil important de cette théorie est la
matrice S, que nous allons introduire dans le cas plus simple & une dimension.
Nous supposons le potentiel de forme quelconque s’annulant® dans la région
|z| > L. Des sources de particules & £ = —o0 et & = 400 générent des
ondes planes exp(ikz) et exp(~ikz) dans les régions ¢ < —~L et z > L
respectivement : nous appellerons ces ondes les ondes entrantes. Ces ondes
entrantes peuvent étre réfléchies ou transmises et donner des ondes sortantes
exp(—ikz) dans la région x < —L et exp(ikz) dans la région z > L. Par
définition, la matrice S relie les coefficients B et F' des ondes sortantes aux
coefficients A et G des ondes entrantes (cf. (9.85) et (9.87))

(r)=2(0) (%) (o) o

La matrice S peut bien sir s’exprimer en fonction de M. Cependant, avant
d’établir les formules de passage de M a S, il est instructif de répéter les
raisonnements qui nous ont donné les propriétés générales de M.

(i) Conservation du courant

|A? ~ |B|* = |F|” - |G = |A® + 1G> = | B*| + | F|?

Cette équation montre que S conserve la norme, et S est donc unitaire'©.

(i1) ¢*(z) solution de I'équation de Schrodinger
A* B* BY 1A
(&)= 5() = () =2(5)

S = (S*)_l — (S—l)* — (ST)* — ST
La matrice S est symétrique : S12 = So1. L’opération de conjugaison
complexe échange les ondes entrantes et les ondes sortantes, ce qui
correspond & renverser le sens du temps : la propriété de symétrie
S1z = Sg; est donc liée & I'invariance par renversement du sens du
temps.

d’oll

Relions maintenant S et M sous la forme (9.95) en calculant le coeflicient B

B = S11A+ 812G = Su(WF + 6G) + 512G
= S117F + (8116 + 512)G

9. On peut généraliser au cas d’un potentiel s’annulant suffisamment vite pour x — %oo.

10. Le raisonnement ne vaut que pour la dimension finie : nous avons seulement prouvé
que S est une isométrie, ce qui suflit & en faire un opérateur unitaire en dimension finie.
Il se trouve que S est unitaire méme en dimension infinie, mais il faut un argument
supplémentaire pour le prouver.
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Par identification

(a)

6*

Sy =¢* S11 = —

9
(b) )
S12 + S =+" S12=7"—-8Sné= p”

soit L /s
* 1
s=1 (1 _5) (9.110)

S:l(f”¥) (9.111)

Afin d’écrire S sous la forme la plus transparente possible, posons

. 1
v = |yl T —cos§ = =sind

] 1l
La matrice S prend la forme
__.i¢ ( cos@ isiné
§= e (isinﬂ cosH) (9.112)

On ne peut cependant pas avoir = 0, ce qui correspondrait & |y| — co. En
revanche, il est possible d’avoir 8§ = +7/2 si n = 0.

Un aspect intéressant de la matrice S est qu’elle permet de relier la
diffusion aux états liés, et plus généralement aux résonances (exercice 12.5.4).
Prenant un puits de potentiel de forme quelconque {mais tel que V(z) = 0
en dehors d’un intervalle fini pour simplifier la discussion), nous choisissons

E < 0 avec k = —ik donné par (9.81). Les fonctions d’onde dans les régions I
et I1I sont
Région 1 plz) = Ae™™ + Be™®
Région 111 w(z) = Fe ™ + Ge™

On doit avoir A = G = 0 pour que ¢(x) soit normalisable. Compte tenu de
la relation (9.109), si 'on veut avoir (B, F) # 0, il faut que S ait un pole!!
a k = ix. Cette propriété est générale et on la vérifie sur le puits carré de la

figure 9.11. D’apreés (9.96)
2 _ K2
3 — p—hka LMY & /
v(ik) =e cosk'a S, sink’a

11. Ou plus généralement une singularité, mais on peut montrer qu’états liés et
résonances correspondent 3 des poles.
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Comme S contient un facteur global 1/ (¢f. (9.111), il faut que +y s’annule
pour un état lié. Posant v = tan(k’a/2), I’équation v = 0 est équivalente &

kk'v? +u(k'? — k2) — kk' =0

dont les solutions sont v = k/k’ et v = —k'/k, c’est-a-dire précisément les
relations (9.82) et (9.83) trouvées directement pour le puits carré fini.

9.5 Potentiel périodique
9.5.1 Théoréme de Bloch

Comme dernier exemple de 'équation de Schrédinger & une dimension,
considérons le cas d’un potentiel périodique de période spatiale [

V(z)=V(z+1) (9.113)

Les résultats que nous obtiendrons sont d’une importance capitale en physique
du solide : en effet un électron dans un réseau cristallin est soumis & un
potentiel périodique — & trois dimensions, mais les résultats obtenus ci-
dessous & une dimension se généralisent & trois dimensions —, provenant des
interactions de cet électron avec les ions du réseau cristallin. La périodicité du
potentiel conduit & ’existence de bandes d’énergie qui, jointes au principe de
Pauli, sont 4 la base de notre compréhension de la conductibilité électrique. Si
le potentiel a la forme (9.113), le probléme est invariant par toute translation
x — x + [, et d’aprés le théoréme de Wigner il existe un opérateur unitaire
T; agissant dans P’espace de Hilbert des états, en l'occurence ’espace des
fonctions d’onde LY (R) tel que

(Tp)@) =gz 1)  TH=17" (9.114)

Rappelons que la fonction obtenue & partir de ¢(z) par une translation de !
est ¢(xz — ). Comme 'opérateur T} est unitaire, ses valeurs propres ¢; sont de
module un et on peut les écrire en fonction d’un paramétre ¢

ti(g) =e ¥ {9.115)
Le paramétre ¢ n’est défini qu’a un multiple entier prés de 27 /1 : en effet, si

q_+q’=q+-2-7l2 p=0, £1, £2,... (9.116)
la valeur de t; est inchangée. Comme T} commute avec le hamiltonien en
raison de la périodicité (9.113) du potentiel, il est possible de diagonaliser
simultanément T; et H. Soit p,(x) les fonctions propres communes de Tj et
de H ]

Tipg(z) = ti(@)pq(z) = emidt ¥q(2)

(9.117)
Hpq(z) = Eqpq(z)
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La premiére de ces équations montre que

—igl

Pa(z — 1) = e py(x)

et nous en déduisons le théoréme de Bloch!? : les états stationnaires dans un
potentiel périodique (9.113) sont de la forme

0al®) = % Ugg(®)  Usgl®) = sz 1) (0.118)

ol ugq(x) est une fonction périodique de période I. L’indice s est nécessaire,
car 4 une valeur de ¢ correspondent plusieurs solutions possibles : nous verrons
que s indice les bandes d’énergie. Il est facile d’écrire I’équation différentielle
que vérifie usq(x) : comme P = —ifid/dz

Peli® — pgel?®
Pyy(z) = e (P + hig)usq(x)
p290q(35) = e'%” (P+ h4)2“sq<$)

e [ B2 40 Rq d K% iqo
Hypg(x) =" {—% a2 m oz + o + V(a:)] Usq(T) = Esqe'?” usy(x)

soit, en divisant par exp(igz)

hz d2 .hzq d hzqz
‘:—% d—xi - l? ‘CE + %— + V(CC)} usq(m) - Esqusq(x) (9119}

La fonction d’onde dans un potentiel périodique s’obtient en résolvant (9.119)
par exemple dans Uintervalle [0, !] avec la condition aux limites us,(0) = u,(1).
La quantité fig a les dimensions d’une impulsion et présente effectivement
certaines analogies avec une impulsion. Cependant il ne s’agit pas d’une
impulsion véritable, ne serait-ce que parce que suivant (9.116) ¢ n’est pas
unique : on appelle kg une gquasi-impulsion. On remarque enfin que si le
potentiel est pair, V(z) = V(—z), I'équation (9.119) est inchangée dans les
transformations simultanées x — —x, ¢ — —¢q ; us,_4() est donc solution
de (9.119) avec la méme valeur de I’énergie, Esq = E _q, et tous les niveaux
sont doublement dégénérés.

9.5.2 Bandes d’énergie

Examinons maintenant les propriétés des solutions de 1’équation de
Schradinger (9.119) dans le potentiel périodique de la figure 9.17 : V(z) est

12. Ce théoréme est aussi connu sous le nom de théoréme de Floquet quand on traite
d’une périodicité temporelle.
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%
—1 0 { 2l T

Fi1G. 9.17 — Potentiel périodique de période ! & une dimension.

une suite de créneaux, et V(x) est non nul dans des intervalles centrés autour

dex=pl,p=...,-2,—-1,0,1,2... et s'annule dans les intervalles!?
1 1

Dans les intervalles (9.120) ot V(x) s’annule, une solution ¢(z) de I'équation
de Schrédinger est une superposition d’ondes planes de vecteur d’onde
+k, k = (2mE/K?)1/2. A gauche du créneau n et dans l'intervalle (9.120)
pour p = n, () s'écrit

(P(.’E) — Aneikx +Bne-ikz
et 4 droite de ce créneau, dans Uintervalle (9.120) avec p =n + 1
90(1!) — An+1eik:ﬂ +Bn+1e—ikz

Les coefficients (A,,B,) sont relits aux coefficients (Api1, Bnt1)
suivant (9.94) par la matrice de passage M (9.95) correspondant au créneau

Viz)
AnY _ (2 0 (Awn (9.121)
Bn 6" 7* Bn+1 ’
D’autre part, compte tenu du théoréme de Bloch (9.118)
ol +1) = ()

et nous avons

An+1 elkl eikm + Bn+1 e—ikl efikz — e1ql (Anelkm + Bne—lkm)

at(An _ (€ Aner \ _ o (An _ —1{An
e = . =D =DM (9.122)
B, e By By B,
13. En fait, il n’est pas nécessaire de supposer cette annulation pour obtenir les résultats
qui vont suivre, mais cette supposition simplifie ’argument.

soit
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D est la matrice diagonale d’éléments Dy; = exp(ikl), Dog = exp(—ikl) et

_ * eikl -4 eik;l
ou = (e 2 (9.123)
L’équation (9 122) implique que (A,, B,,) est vecteur propre de la matrice
M = DM~ avec la valeur propre exp(lql) qui est de module un. L’équation
aux valeurs propres A pour la matrice M est (detM =1)

—2)\Re(y*e*)y +1=0

et posant z = Re (v* exp(ikl)), les valeurs propres Ay sont données par

Ay =ztVz2-1 |z| > 1
A =z +iV1—z2 |z} £ 1

Le cas |z] > 1 est exclu car les racines ne peuvent pas étre de module un :
leur produit est égal & un et elles sont réelles. En revanche, les deux racines
complexes sont bien de module un pour || < 1 ; elles sont non dégénérées si
|z] < 1 et dégénérées si |z| = 1.

Pour étudier les valeurs propres de V'énergie, nous pourrions prendre
comme exemple la barriére carrée V(r) (9.99) de la figure 9.13. Afin
de simplifier au maximum les calculs, nous allons examiner un cas limite
de (9.99), le créneau en fonction delta. Les résultats que nous obtiendrons
se généralisent qualitativement & tout potentiel périodique. Le potentiel
périodique (9.113) est donc

Il

o0

2
Vi)=Y %a(x—zp) (9.124)

p=-00

Un potentiel en fonction delta est obtenu en prenant la limite a — 0 de la

barriére carrée (9.99) en maintenant constant le produit Vpa
h%g

Voa = —
0 2m

Le facteur arbitraire h2/2m est choisi de fagon & simplifier les formules
ultérieures. Compte tenu de Vy > F, & (9.100) prend la valeur limite

L, [2mW \/E
g = —
k= a

w? — k2 K v/g/a

— =
2k 2k 2k

ce qui donne
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tandis que v = M;; dans (9.102) devient (c¢f. également 'exercice 9.7.7)

.\Vg/a _ . 9
v— 141 ok \/g—a-l—l-l?k (9.125)

On en déduit

x = Re (y*e*) = cos kl + % sin kl

et 'équation aux valeurs propres s’écrit

z = cosql = coskl + % sin ki (9.126)
Notons que ¢ n'est pas fixé de fagon unique par (9.126) : ¢’ = g+ 2wp/l avec p
entier vérifie aussi (9.126). Cette équation montre que certains intervalles en
k, et donc certaines zones d’énergie puisque E = A?k2/(2m), sont exclus parce
que le membre de droite de (9.126) peut étre plus grand que un en module :
ces zones sont appelées bandes interdites. Montrons-le explicitement dans la
région k ~ 0. Posons y = kl et

l
fly) =cosy + g—ysiny

Comme f(0) =1+ gl/2, on voit qu'un intervalle 0 <y < yoou 0 < k < ko
est interdit. Supposant gl < 1 pour une estimation analytique, on trouve

Yo = \/gl ou ko~ \/g/l
Il existe d’autres zones interdites : en effet si
y=nr+e g K1
alors

~14
|F(y)l =1+ 2%

et on met en évidence une région interdite o [f(y)| > 1 pour 0 < ¢ < 1.
Ces remarques permettent de tracer qualitativement la courbe f(y) sur la
figure 9.18. On porte conventionnellement E en fonction de ¢ (rappelons
que hq est la quasi-impulsion), ce qui donne la figure 9.19 ot ’on distingue les
bandes permises indicées par s. Compte tenu de (9.116), on peut restreindre ¢
a lintervalle [0, 27 /], ou de fagon équivalente & U'intervalle [-x /I, /1], qui est
appelé premiére zone de Brillowin. Dans certaines régions on peut exprimer
simplement F en fonction de ¢q. Examinons par exemple la région k ~ kg.
Comme cos gl = 1 pour k = kg, (9.126) devient, compte tenu de f(kol) =1

1
— 5 @1 = (k= ko)l f(kol)
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soit ) .
Rlky o K
- 127
om|f (kol) T~ 2m* 2 (8.127)

E- Ey=

Au voisinage de k = kg, le comportement de Iénergie est celui d’une particule

de masse effective m* )
lko

Cette masse effective joue un grand role dans la théorie de la conductibilité
électrique : en premiére approximation, I'effet du réseau cristallin se traduit
par un simple changement de la masse.

9.6 Meécanique ondulatoire en dimension d = 3

9.6.1 Généralités

Soit R et P les opérateurs position et impulsion dans 'espace & trois
dimensions, de composantes'* X; et P;, j = z,y,2. Rappelons les relations
de commutation canoniques (8.45)

[X;, P) = ihds I (9.129)

Les composantes de R et de P commutent si j # k. On peut donc construire
lespace des états comme produit tensoriel des espaces L;(,;Q)(R), L?(JQ) (R) et
(2)
L (R)
LPR) = LOR) o LOR) © L& (R) (9.130)

Dans cet espace la composante X de R sera 'opérateur

Xel,ol,

Si @n(x) est une base orthonormée de Lg)(R), on construit une base
Onim (2, y, 2) de Lg) (R?) en prenant les produits!®

Onim (., 2) = on(@)m (y)pi(2) (9.131)

La construction de 'espace des états et des bases orthonormées est strictement
paralléle & celle de Pespace des états de deux spins 1/2. Nous avons observé
au § 6.1.2 que le vecteur d’état le plus général de P’espace des états de deux
spins 1/2 n’est pas en général le produit tensoriel |p; ® ¢q) de deux vecteurs
d’état de spins individuels. De la méme facon, une fonction ¥(z,y,z) de

14. Les composantes de R seront aussi notées (X,Y, Z) et celles de 7 (z,y, 2).
15. Pour la simplicité de I’écriture nous avons pris les mémes fonctions de base dans les
espaces (x,y, z), mais nous aurions bien sr pu choisir trois bases différentes.
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Lff) (R3) n’est pas en général un produit ¢(x)x(y)n(z), mais 9 (z,y, z) peut
se décomposer sur la base (9.131)

(@, 4,2) = Y Comi ©n(@)omY)ei(2) (9.132)
n.m,l
Cotm = / &r 92 (@)t W) (2)0(a, v, 2) (9.133)

Il est immédiat d’écrire la généralisation & trois dimensions des formules de la
section 9.1. Nous nous contentons de donner quelques exemples, en laissant
au lecteur le soin d’établir les autres formules.

e Ftats propres |7) de R
R|r) = 7|F) (9.134)

Relation de fermeture (cf. (9.9))
/d% RIGEN (9.135)

¢ Amplitude de probabilité () pour trouver une particule dans Vétat
|} au point 7, ou fonction d’onde de la particule

o() = (7le) (9.136)
e Densité de probabilité de présence : |p(7)|2d>r est la probabilité de
trouver la particule dans le volume d*r autour du point 7.
e Action des opérateurs R et P sur () (cf. (9.14) et (9.16))
(Bo)® =7e(®)  (Py)(® = ~itVe(® (9.137)
e Transformée de Fourier
s 1 3 —if /R
P9 = s [ Lree (9.138)
1/2

On notera le facteur (2h)~1/2 pour chaque dimension d’espace.

Nous avons établi au § 8.4.2 la forme générale du hamiltonien en dimension d =
3. Dans la suite de cette section, nous supposerons que A estun gradient : A=
ﬁA(F’) Physiquement cela veut dire qu’il n’y a pas de champ magnétique ;
le cas d’un champ magnétique non nul sera étudié dans la section 11.3. Le
hamiltonien (8.74) est simplement

B

H=— + (R) (9.139)
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L’équation de Schrédinger indépendante du temps'® qui généralise (9.57) a
trois dimensions est

| (32 9+ V(D) ol0) = Bol® (9.140)

La généralisation du courant (9.63) est

7(7,t) = Re [% @™ (7, 1)V (F, t)] (9.141)

qui vérifie I’équation de continuité (exercice 9.7.10)
+V -7 =0 (9.142)

9.6.2 Espace de phase et densité de niveaux

Dans de nombreux problémes, il est nécessaire de savoir compter le nombre
de niveaux d’énergie dans une certaine région de 'espace (7, §) : cet espace est
appelé espace de phase. Revenons au puits infini du § 9.3.3 en appelant L, la
largeur du puits. Les niveaux d’énergie sont étiquetés par un entier positif n,
et nous allons nous intéresser au cas ot n > 1 et ot L, est grand : les niveaux
d’énergie (9.79) sont alors trés resserrés et on pourra remplacer les sommes
sur n par des intégrales. Soit un vecteur d’onde (9.78) k, = m(n + 1)/L,.
Calculons le nombre de niveaux d’énergie dans intervalle en k : [k, k, + Ak].
D’aprés (9.78) avec a — L,, le nombre de niveaux An (1 € An < n) dans
Vintervalle [k, k + Ak] est

L,
An= "= Ak (9.143)

Au lieu des conditions d’annulation de la fonction d’onde aux points z = 0
et x = L,, il est souvent plus commode de choisir des conditions auz limites
périodiques : ¢(0) = ¢(L.), soit pour les fonctions d’onde!”

2mn

1 .
on (%) = \/Te"“"“ kn = o =2 -1,0,1,2,...  (9.144)
g x

et par conséquent

L
An= = Ak 9.145

16. Nous laissons au lecteur le soin d’écrire I’équation de Schrodinger dépendant du
temps qui généralise (9.55) & trois dimensions.

17. Ce choix de fonction d’onde est parfois appelé « quantification dans une boite ».
Il évite de travailler avec les ondes planes du spectre continu, puisque les « ondes
planes » (9.144) sont normalisables. Cependant les intégrales de Fourier sont alors
remplacées par des sommes de Fourier, ce qui alourdit les calculs.
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A premiére vue (9.145) differe'® de (9.143) par un facteur 1/2. Cependant
nous avons déja observé qu’avec les fonctions d’onde (9.78), les valeurs k;,
et —k, correspondent au méme état physique car la substitution &k, — —k,
conduit & un simple changement de signe de la fonction d’onde. En revanche,
la substitution k, — —k, dans (9.144) conduit & un état physique différent : la
division par deux dans (9.145) est compensée par le doublement du nombre de
valeurs possibles de k,,. Pour compter les niveaux d’énergie, il est équivalent
de choisir les conditions aux limites périodiques ou les conditions d’annulation
(voir aussi la note 19).

Passons au puits carré infini en dimension d = 3 : les fonctions d’onde
s’annulent en dehors des intervalles ou V(Z) =0

0<z<Ly 0<y<Ly, 0<z2<L, (9.146)

Ces fonctions d’onde sont de la forme

8 . [m(ng + 1)z
(P[nm,ny,n,](may,z) = T.L,L. sin i

o () g (2 0)

avec (nz,ny,,n,) = 0,1,2, ... Les valeurs correspondantes de I’énergie sont
y Toyy 3 Ly Ly

R2n? ((ny +1)%2 (ny+1)?  (n, +1)?
E(ng,ny,n;) = ( + 2 + (9.148)
mow e 2m L2 L2 L2

Lorsque Ly = L, = L, = L, ces valeurs propres sont en général dégénérées
(exercice 9.7.9).

Effectuons le décompte des niveaux & trois dimensions. Il sera commode
d’utiliser des conditions aux limites périodiques

o(z,y,2) =@+ Lo,y + Ly, 2+ L) (9.149)

Soit AK I'élément de volume Ak, Ak, Ak, de I'espace des k , tel que Pextrémité
du vecteur d’onde & se trouve dans AK : les composantes (x,y, z) de ce vecteur
sont comprises dans les intervalles

ke, ke + Ak, [ky, by + Aky), [ks, bz + Ak,]

Le nombre de niveaux d’énergie dans AKX s’obtient en généralisant (9.145)

An = (;“ )Ak (L )Ak (L )Ak - L(2L)L AK (9.150)

18. Comme n > 1, on fait pas de différence entre n et (n + 1).
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Prenant AK infinitésimal, AKX = d®k, on définit la densité de niveauz (ou
densité d’états) D(k) dans D'espace des k comme suit : D(k)d>k est le nombre
de niveaux dans le volume d°k centré en k. D’ aprés (9.150)

D(k)d%k = a3k (9.151)

(2m)3

ot V = L,L,L, est le volume de la boite de cotés (L, Ly, L,)'°. Compte
tenu de 7 = hik, la densité de niveaux?’ dans I’espace des 7 est

1% )%

D(p) = @ = (9.152)

Ce résultat est fondamental. On en déduit la densité de niveaux par unité
d’énergie®! ; comme D(p) dépend seulement de p = |7

47V 4, Y

_ 2
D(p) = Gt P T g P (9.153)

La densité de niveaux par unité d’énergie D(E) est

1% dp %
D(E) = 2B P aE - 2 P
ou
Vm

D(E) = 55 ———(2mE)'/? (9.154)

Le nombre de niveaux dans [E, E + dE] est D(E)dE. On peut également
calculer D(E) a partir de ®(E), qui est le nombre de niveaux d’énergie
inférieure &4 F : D(E) = ®(F) (exercice 9.7.11). La quantité D/V est la
densité de niveaux par unité de volume, qui est indépendante du volume.

En remarquant que V = [, d®r, on déduit de (9.152) que le nombre de

niveaux dans d3r d®p est

d’rd’p _ d’rd’p
AN = s = 7 (9.155)

19. Le résultat est aussi valable pour une boite qui n’est pas un parallélépipéde. Les
termes correctifs sont en puissance de (kL) ', ott L est une dimension caractéristique de
la boite. Le premier terme correctif représente un terme de surface. La différence entre
conditions aux limites périodiques et conditions d’annulation, qui est un effet de surface,
se traduit aussi par ce type de correction. Ces corrections sont négligeables dans une boite
suffisamment grande.

20. En toute rigueur nous devrions utiliser une notation différente pour les différentes
densités de niveaux ; nous avons utilisé la méme lettre D dans tous les cas afin de ne pas
multiplier a ’excés les notations.

21. Avec des conditions d’annulation de la fonction d’onde, il s’introduirait un facteur
1/8 dans (9.151) pour tenir compte du fait que les composantes de % sont positives. Le
résultat final serait toutefois identique, a cause du facteur 1/2 de différence entre (9.143)
et (9.145) : (1/2)% =1/8.
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d3rd%p est un volume infinitésimal de ’espace de phase (7,). On peut
interpréter (9.155) de la fagon suivante : le volume élémentaire de l’espace
de phase est h3, dans le sens ot on peut placer un niveau d’énergie par
volume élémentaire. L’inégalité de Heisenberg permet de le comprendre : si
une particule est confinée dans un intervalle Az, son impulsion p ~ h/Az. Ce
résultat s’exprime sous forme imagée : alors qu’une particule classique dont
I’état est défini par sa position 7 et son impulsion § occupe un point (7, p)
dans I’espace de phase, une particule quantique doit occuper au minimum un
volume ~ h3.

Les résultats (9.153) ou (9.154) sont d’une importance capitale en
mécanique statistique quantique : la probabilité qu’un systéme & 1’équilibre
thermique ait une énergie F (voir (1.12) et la note 16 du chapitre 1) est

p(E) = ND(E)e PE

oit N est une constante de normalisation fixée par
/ dEp(E)=1

9.6.3 Régle d’or de Fermi

La notion de densité de niveaux va nous permettre de montrer une des
formules les plus importantes de la physique quantique, la régle d’or de
Fermi, qui permet de calculer les probabilités de transition vers les états de
diffusion, aussi appelés états du continu car appartenant au spectre continu
d’un hamiltonien, dans le cas présent le hamiltonien H(® (9.156). Considérons
un systéme physique régi par le hamiltonien H(¢) dépendant. du temps

H(t) = HO + w(t) (9.156)

ou H® est indépendant du temps et de spectre supposé connu : les valeurs
propres de 1’énergie sont E, et les vecteurs propres |n)

HOp) = E,|n) (9.157)

Nous nous proposons de résoudre le probléme suivant : au temps ¢t = 0, le
systéme est dans P’état initial [4(0)) = |i), état propre de H®) d’¢nergie E;,
et nous voulons calculer la probabilité p,_, ;(t) de le trouver au temps ¢ dans
létat propre |f) de H ©) d’énergie E r. Pour ce faire, nous devons obtenir le
vecteur d’état |¢(t)) du systéme au temps ¢, puisque

Pis(t) = [(Fl(O)? avec |y(t=0)) = i) (9.158)

Nous avons déja rencontré ce probléme dans un cas simple : nous avons
calculé au chapitre 5 la probabilité de transition d’un niveau a l'autre de la
molécule d’ammoniac plongée dans un champ électromagnétique oscillant.
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Le hamiltonien (9.156) généralise (5.27), H® étant I'analogue de (5.18).
Nous suivrons la méthode du § 5.2.2 en Padaptant 4 un nombre de niveaux
quelconque. Généralisant (5.28), nous décomposons le vecteur d’état |¢(¢))
sur la base |I) d’états propres de H®)

() =D al) ) (9-159)

l

Multipliant & gauche Péquation (9.159) par le bra (n|H(® conduit &

(I HOp(t)) = Z(nIH“’ ) )y =Y Hal(t)

I}
= En<n|¢( )) = n(t)En (9'160)

Le systéme d’équations différentielles auquel obéissent les coefficients ¢, (t) est
d’aprés (4.13)

ihea(t) =Y (H;?) + W,,,(t)) alt) (9.161)

l

Continuant & suivre la méthode du § 5.2.2, on élimine la dépendance triviale
ent: exp(—iE,t/h) de c,(t) induite par I’évolution temporelle due & H®) en
posant

cn(t) = e iBnt/ R (1) (9.162)

ce qui transforme (9.161) en

iy (e Bt 4 B (t) = Z l Jes (t) + Zan(t) i (t)e ELL/
l !

Compte tenu de (9.160), cette équation se simplifie en

. - E,-E
ihim () = Y Wie!“nt 3 (t) Wny = -"—ﬁ——’ (9.163)
11

Le systéme d’équations différentielles (9.163) généralise (5.30) ; les équations
sont exactes, mais ne sont pas solubles analytiquement, sauf cas particulier.
Il faut avoir recours a des approximations : nous allons suivre une méthode
appelée la théorie des perturbations dépendant du temps. Il est commode
d’introduire un paramétre réel A, 0 < A < 1, qui multiplie la perturbation W :
W — AW, ce qui permet de faire varier artificiellement la perturbation??
La théorie des pertubations consiste & obtenir une solution approchée de
I’équation de Schrédinger sous forme d’un développement en puissances de
A et on rétablit A =1 a la fin des calculs. Dans ce qui suit, nous allons nous

22. Si la perturbation est due & Vinteraction avec un champ extérieur, on peut la faire
varier en ajustant ce champ.
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contenter du premier ordre®® en A. Au temps t = 0, le systéme est supposé
dans létat |7)
Y (0) = Ons
Ecrivons
Ya(t) = 8ni + 750 (t)

Lorsque ¢ est suffisamment petit, ['yy(zl)(t)] < 1 car le systéme n’a pas eu
le temps d’évoluer de facon appréciable. L’équation (9.163) devient en
introduisant le paramétre A

ih% (ni + 90 1)) = ; AW (£) 615 + 20 ()] e

On observe que 71(1) (¢) est d’ordre A, et que le terme 3, AWy, (t)’yl(l)(t) sera
donc d’ordre A2, Ce terme est négligeable au premier ordre en A, ce qui donne
en rétablissant A =1

D (8) ~ Wi(t) el @t (9.164)

Un cas particulier important est celui du potentiel oscillant
W(t) = Ae vt 1 Afeivt (9.165)

ou A est un opérateur. C’est par exemple ce type de potentiel qui décrit
Pinteraction d’un atome avec un champ électromagnétique oscillant

E(t) = Ege 't + £ et

Si nous nous intéressons comme au chapitre 5 & la transition ¢ — f vers un
niveau final |f) bien déterminé, Yamplitude de probabilité (f|(¢)) est donnée
a un facteur de phase prés par v¢(t) =~ 'y}l)(t) qui est solution I’équation
différentielle (9.164)

D (t) = ApgeTiWmet 4 Az elltwolt (9.166)

avec wg = wyp; = (Ef — E;)/h. Cette équation différentielle s’intégre
immeédiatement car les coefficients Ay; = (f|A|i) sont indépendants du temps
1 —i{w—wo)t _ 1 ei(w+wg)t -1

Y )= = |Ag; — A? 9.167

Cette amplitude de probabilité sera importante si w ~ +wy, c’est-a-dire,
comme au chapitre 5, & la résonance. Dans le cas w ~ wy

Eszi+ﬁw

23. La complexité des formules augmente trés rapidement avec la puissance de .
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et le systéme absorbe une énergie hw : s’il s'agit de I'interaction avec une onde
électromagnétique, il absorbe un photon d’énergie fuww. Dans le cas w ~ —wy

et le systéme fournit une énergie fiw, par exemple en émettant un photon
d’énergie Aw. Pour fixer les idées, examinons le premier cas. La probabilité
de transition p,_, ;(¢) vaut

1
pines (1) = I O = 15 1458 fw = wos 1) (9.168)
on la fonction f a été définie en (5.41)

sin?[(w — wplt/2 27
flw—wot) = [(w[(—— wo)t/)2]/2 ] ~ 8w — wp) {(9.169)
On retrouve les résultats du § 5.2.4 dans un cas plus général. Compte tenu
des approximations, une condition nécessaire pour la validité de (9.168) est
que p;_¢(t) < 1. En utilisant la forme approchée de f, on observe que la
probabilité est proportionnelle 4 t, et que 'on peut donc définir une probabilité
de transition par unité de temps

1

Cependant, il est en général impossible d’isoler une transition vers un état f
particulier, et on s’intéresse le plus souvent 4 une transition vers un ensemble
d’états finaux d’énergie voisine

I=> Ty
f

La sommation sur f est équivalente & une intégration sur ’énergie si on tient
compte de la densité de niveaux D(E)

zf: — /dED(E)

Par exemple, si I'état final correspond a celui d’une particule et si |Af;|* est
isotrope, la densité de niveaux sera donnée par (9.154). Si |Ay;|? n’est pas
isotrope, et dépend par exemple de la direction de 'impulsion p'de la particule
finale, on utilisera

| 2

ym E 12 48

D(E) = 5 GmE) =

ol 2 repére la direction de 7. Compte tenu de (9.168) et (9.169), Pexpression
de I est
sin?[(w — wo)t/2]

[(w = wo)t/2]?

% /dE A2 D(E) 20 6(E — (E; + hw))

1
F= /dE|Af,-|2D(E)t

1
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En effectuant 'intégrale on obtient la régle d’or de Fermi
2
r= % |Agi2 D(ES) Ej = Ei + hw (9.170)

Cette équation est aussi valable dans le cas d’émission d’énergie, en prenant
Ef = E; — hw, et aussi pour un potentiel V(¢) constant, avec E; = E;
(exercice 9.7.12).

Les conditions de validité du calcul sont les suivantes.

e Il est nécessaire que la probabilité de trouver le systéme dans l'état
initial () soit proche de un, soit

Z pi_,f(t) <« 1 ou, en termes de I';,5 : (Z Fi_.f) t<1
f#i f#i

ce qui implique que t doit étre suffisamment court : t < 3.

e Dans l'intégrale sur 'énergie E, on doit pouvoir remplacer f{w — (F —
E;)/h;t) par une fonction delta

[ara@)s (- Z5250) ~ [ dwate) F o(E - hun) = 2 o))

Si AE est intervalle caractéristique de variation de g(E) = |Ay;|? D(E),
le temps 7y, = k/AFE doit étre petit par rapport 4t : ¢ 3> 7.

En résumé, il faut que ¢ vérifie I'encadrement 7 €« ¢ €« 7. Lorsque la
condition ¢ <« 75 n’est pas satisfaite, on peut parfois utiliser ’approximation
résonante en se ramenant 4 un probléme & deux niveaux, pour lequel il existe
une solution exacte (exercice 9.7.12).

Une application importante de la régle d’or de Fermi est la désintégration
d’'un état instable ¢ (état excité d’'un atome ou d’un noyau, particule
instable...) vers un continuum d'états f. La perturbation est alors
indépendante du temps et Ef ~ E, dans (9.170). Pour des temps
suffisamment courts, la probabilité de trouver le systéme dans 1’état initial
instable 7 est

pi(t) =1 —-Tt~e Tt t < Ty (9.171)

et il est tentant d’identifier I' & I'inverse de la vie moyenne 7 : T = h/7. Le
calcul que nous venons d’effectuer ne nous permet pas cette identification, car
il n’est pas a priori valable quel que soit t. On peut cependant généraliser
la loi exponentielle (9.171) pour des temps longs, grace & une méthode due a
Wigner et Weisskopf décrite & 'appendice C. Cette méthode montre que la
dispersion en énergie AE sur I’énergie Ef des états finaux est AE = AL'/2,
ce qui donne l'inégalité de Heisenberg temporelle (4.27) et son interprétation
correcte daus ce cas N

rAE = (9.172)
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9.7 Exercices

9.7.1 Inégalités de Heisenberg

1. Soit ¢(z) une fonction de carré sommable normalisée & 'unité et I{a) la
quantité positive ou nulle

I T4 il
= — >
() ‘/_oo z lwgo(z) + ag| 2
« étant un nombre réel. En intégrant par parties, montrer que
I(@) = (X?) - a + o*(K?)
on K = —id/dz et
[e ] o) d2<p
o= [ w0 =- [ dre@E
o —o dz

En déduire
(X*)(K?) >

>~ =

2. Comment faut-il modifier le raisonnement de la question précédente pour
obtenir I'inégalité de Heisenberg

Az Ak > %?

Montrer que Az Ak = 1/2 implique que () est une gaussienne
1 2 2
p(z) o exp —50°®

9.7.2 Etalement du paquet d’ondes

1. Montrer que [P?, X| = —2ih P

2. Soit (X?)(t) la position quadratique moyenne dans 'état |p(t))
(X2)) = ()| X2]e(t)

Montrer que

4 (XHt) = 1 <PX+XP)

dt
1h ™ LO0p
- / dzz [ —x B 31‘]

Ces résultats sont-ils valables si le potentiel V(z) # 0 ?
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3. Montrer que si la particule est libre (V(z) = 0)
d> s 2 p2 2
e (X)) = o (P*) = 2v{ = cste
4. Déduire de ces résultats
d(Xx?)

(X)) = (X?)(t = 0) + &ot + vit? bo=—7

ainsi que I'expression de (Az(t))?
(Az(t))® = (Az(t = 0))® + [€o — 200(X)(t = O)]t + (v] — v5)t?
avec vg = {P/m) = cste.

9.7.3 Paquet d’ondes gaussien
1. On suppose que la fonction A(k) de (9.41) est une gaussienne

B (k —k)?
A(k) = (ro?) /1 ex [ 557
Montrer que
1
AK)2dk =1, Ak = ——
[ 140 o

et que la fonction d’onde ¢(z,t = 0) vaut
0.1/2 - 1 5 o
plz,t=0) = —i71 &P [1193:— 30°% ]
12. Quelle est la largeur de cette

Tracer la courbe représentative de |p(x,t = 0)
courbe ? Identifier la dispersion Ax et vérifier que Az Ak =1/2.

2. Calculer ¢(x,t). Montrer que si ho?t/m < 1, on a
o(z,t) = exp(ikz — ivgt) p(z — vyt, 0) -

3. Calculer exactement @(z,t)

1\ 4 3 3 1,
oz, t) = (m> o' exp [ikx —iwlk)t — 3 o' (z — vyt)?

L ine

avec

1
012 o2 m
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|2. Montrer que

1 h2ot?
Aa:%t):F <1+ - )

Donner l'interprétation physique du résultat.

et en déduire |¢(z,t)

4. Un neutron sort d’un réacteur nucléaire avec une longueur d’onde de
0.1 nm. On suppose que sa fonction d’onde & ¢ = 0 est un paquet d’ondes
gaussien de largeur Az =1 nm. Au bout de combien de temps la largeur du
paquet d’ondes aura-t-elle doublé 7 Quelle distance aura parcouru le neutron ?

9.7.4 Heuristique de 1’inégalité de Heisenberg
1. Si I’électron émis dans la désintégration # du neutron
n—pte +7,
était initialement enfermé dans le neutron dont le rayon ~ 0.8 fm, quelle serait
son énergie cinétique 7 Quelle conclusion peut-on en tirer 7

2. Une particule quantique de masse m se déplace sur l'axe des = dans le
potentiel harmonique
1
V(z) = §mw2 z?
Utiliser 'inégalité de Heisenberg pour estimer DIénergie de son état
fondamental.

9.7.5 Potentiel de Lennard-Jones pour I’helium

1. L’énergie potentielle de deux atomes séparés par une distance r est souvent
bien représentée par le potentiel de Lennard-Jones

o= ()" -2(2)]

oll ¢ et o sont des paramétres ayant respectivement les dimensions d'une
énergie et d’une longueur. Calculer la position rg du minimum du potentiel
et tracer qualitativement V(r). Montrer qu’au voisinage de r = rg

Vir)=—e {1 — 36 <Z——TD)2} = lmwz(r —10)? + Vo

To 2
2. Dans le cas de 'helium ¢ ~ 10~ % eV et rg ~ 0.3nm. Calculer la fréquence
de vibration w et l’énergie fiw/2 du niveau fondamental. Pourquoi 1’helium

reste-t-il liquide méme si la température T — 0 7 Le raisonnement vaut-il
pour les deux isotopes 3He et ‘He ?

3. Pour I'hydrogéne, € ~ 4eV. Pourquoi ’hydrogéne se solidifie-t-il & basse
température 7 Que pensez-vous des gaz rares : argon, néon, etc. 7
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9.7.6 Retard a la réflexion

1. L’équation (9.74) donne le coefficient B de l'onde réfléchie quand une
onde incidente exp(ikz) arrive sur une marche de potentiel avec une énergie
E = h2k?/(2m) < Vp, V, étant la hauteur de la marche de potentiel. Montrer
que |B| =1 et peut s’écrire B = exp(—i¢). Déterminer ¢ et d¢/dE.

2. On suppose que 'onde incidente est un paquet d’ondes du type (9.41)

olz,t) = /% A(k) exp(ikz — iw(k)t)

Quel sera le paquet d’ondes réfléchi 7 En déduire que la réflexion se fait avec
un retard

d¢
= —h—
T iE >0

9.7.7 Potentiel en fonction §
On considére un potentiel 4 une dimension de la forme

h2g
Viz) = 5.2 6(a)
m étant la masse de la particule soumise au potentiel. Ce potentiel donne
parfois une approximation commode. Par exemple il peut représenter une
barriére de potentiel de largeur a et de hauteur V4, dans la limite ot @ — 0
et Vo — 0o, le produit Voa restant constant et égal & h?g/(2m). Dans le cas
d’une barriére (potentiel répulsif), ¢ > 0, mais on peut aussi modéliser un
puits (potentiel attractif), auquel cas g < 0.

1. Montrer que g a pour dimension 'inverse d’une longueur.

2. La fonction ¢(x) obéit a ’équation de Schrédinger

2
-1 +990)] vle) = 27 ot

Montrer que la dérivée de ¢(z) vérifie au voisinage de z = 0
¢'(07) = ¢'(07) = g (0) (0%) = lim, ()

Supposant g < 0, montrer qu’il existe un état lié et un seul. Déterminer son
énergie et la fonction d’onde correspondante. Montrer que ’on retrouve les
résultats en prenant la limite du puits carré avec Voa — kZ|g|/(2m) et a — 0.

3. Modéle pour une molécule diatomique. Supposant toujours g < 0, on
modélise trés grossiérement le potentiel auquel est soumis un électron d’une
molécule diatomique par

h2

V(z) = an [5(x +1)+6(x — l)]
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La droite des noyaux est prise comme axe des x et les deux noyaux sont situés
en z = —l et £ = +1. Montrer que ’on peut classer les solutions de I’équation
de Schrédinger en solutions paires et impaires. Si la fonction d’onde est paire,
montrer qu’il existe un seul état lié donné par

K= |;l(l—l-e‘%l) K= \IZW;LE|

Tracer qualitativement sa fonction d’onde.

Si la fonction d’onde est impaire, déterminer 'équation donnant ’énergie des
états liés ol
g —2kl
K=-"—(1-e
2 )
Existe-t-il toujours un état lié 7 Sinon, quelle condition faut-il imposer 7
Tracer qualitativement la fonction d’onde lorsqu’il y a un état lié.

4. Puits double et effet tunnel. On reprend la situation de la question 3 en
supposant k{ > 1. Montrer que les deux états liés constituent un systéme &
deux niveaux dont le hamiltonien est

(B —A
H‘(—A EO)

et relier A a VT, ou T est le coefficient de transmission par effet tunnel entre
les deux puits.

5. Barriére de potentiel. On s’intéresse maintenant au cas g > 0, qui modélise
une barriére de potentiel. Calculer directement la matrice de passage et
montrer qu’elle est bien la limite de celle de la barriére carrée si Vopa — g
et @ — 0. Donner Pexpression du coefficient de transmission.

6. Potentiel périodique. Un électron se déplacant dans un cristal &
une dimension est soumis & un potentiel périodique de période ! que l'on

modélise par
o0

2
Vig)= Y %Qa(m—nz)

—0o0
Pour fixer les idées, on prendra g > 0. Montrer que la périodicité du potentiel
entraine que la fonction d’onde, étiquetée par ¢, est de la forme

‘Pq(x - = e_iql‘Pq(x)

Suggestion : examiner I’'action de 'opérateur T; qui effectue une translation
de I. On peut donc se restreindre & 1'étude de lintervalle [~1/2,1/2]. En
dehors du point x = 0, les fonctions d’onde sont des exponentielles complexes
l
2
0

o

pq(z) = Ae™™™ + Be "=

<zr<L

<z< pq(z) = Fe'*® 4 Ge =

N[~
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Utiliser les conditions sur ¢'(z) pour obtenir
cosgl = coskl + A sin kl
2k

Montrer qu’il existe des régions interdites pour Dénergie. Tracer
qualitativement 1’énergie E, en fonction de g.

9.7.8 Transmission par un puits

1. Montrer que le coefficient de tranmission T par le puits carré de la
figure 9.11 vaut

1 9 2mVp
T: q = hz

@\’
s 29,
1+(4kk’) sin® k'a

Montrer que T passe par un maximum si la longueur d’onde de de Broglie
dans le puits A = 27 /k’ est de la forme 2a/n, n entier.

2. Tracer qualitativement les courbes donnant 7" et le coefficient de réflexion
1—T. Ce comportement explique, entre autres, 'effet Ramsauer-Townsend?*,
9.7.9 Niveaux d’énergie du puits cubique infini
en dimension d = 3
Déterminer 1’énergie des six premiers niveaux d’énergie du puits cubique
infini en fonction du c6té L du cube ainsi que leur dégénérescence.
9.7.10 Courant de probabilité a trois dimensions

Montrer I’équation de continuité
—+V-7=0 p = lp(7, )
pour le courant (9.141).

9.7.11 Densité de niveaux

1. Calculer la densité de niveaux d’énergie D(E) en dimension d = 2. Montrer
qu’elle est indépendante de E.

2. Calculer directement le nombre de niveaux ®(F) dont Iénergie est
inférieure & E, en comptant le nombre de niveaux possibles dans une sphére

24. ¢f. Lévy-Leblond et Balibar [1984], page 314.
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de rayon |p| = v2mFE dans lespace des impulsions, et en prenant garde aux
conditions et aux limites. Retrouver Pexpression (9.154) de D(E) par
d®(F)
DE) = ——
(E) = —5

3. Calculer la densité de niveaux d'énergie D(F) pour une particule
ultrarelativiste dont 1’énergie est donnée par £ = cp. Généraliser au cas
E = (p*c® + m2cY)Y/2. Montrer que d®p/E est un invariant de Lorentz. En
raison de cette invariance, cette expression est souvent prise comme densité
de niveaux.

9.7.12 Regle d’or de Fermi

1. Comparaison avec la formule de Rabi. Dans un systéme a deux niveaux,
la formule de Rabi (5.37) donne exactement la probabilité de transition entre
deux niveaux sous l'effet d’une perturbation harmonique, par exemple

w? L0

Py _(t) = =5 sin® — 0 = [(w —wp)? +wi

1/2
Q2 2 ]

Montrer que la formule approchée (9.62) s’obtient comme la limite de la
formule de Rabi si :

® |w — wp| > wi, c’est-a dire loin de la résonance,
e ou si wit K 1, c’est-a-dire pour des temps assez courts.

2. Potentiel constant. Donner Pexpression de ’amplitude (9.167) vV (¢) et
de la probabilité de transition par unité de temps I' lorsque le potentiel W (t)
de (9.165) est indépendant du temps.

9.7.13 Etude de ’expérience de Stern-Gerlach

1. Etude classique. Les notations sont celles du § 3.2.2. La trajectoire des
atomes d’argent (figure 3.7) est supposée contenue dans le plan de symétrie
yOz et voisine de I'axe Oy. Montrer que 9B, /0z|x—0 = 0 et que 0B,/3y =0
si 'on néglige les effets de bord. Montrer qu’une forme approchée du champ
magnétique vérifiant les équations de Maxwell dans l'entrefer de I'aimant au
voisinage de z = 0 et z = 0 est

B = By# + b(25 — x#)

out b= OB, /dz|, = 0. L'expression classique de la force est F = —V(ji - B).
En déduire les composantes F, Fy, et F,. Montrer que sous l'effet de By
le moment magnétique I précesse autour de 'axe Oz avec une fréquence
w = |vBopl|, ol 7 est le facteur gyromagnétique, et que si 1/w est trés petit
par rapport au temps de transit de ’atome dans entrefer de I’aimant, alors
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la composante i, donne une force moyenne nulle : tout se passe comme si le
moment magnétique était soumis a une force effective F' = bp, 2.

2. Données numériques. Les atomes d’argent de masse m = 1.8 x 10727 kg
sortent du four avec une vitesse v ~ 500 m.s~! et une dispersion des vitesses
Av ~ 10m.s™!. Les fentes collimatrices ont une hauteur Az = 10~%m, la
longueur de I'entrefer est L = 5 x 1072 m, le champ magnétique By = 1T et
b=10*T.m™'. Montrer que ’écart § entre les deux trajectoires correspondant
aS,="h/2et S, =—h/2ala sortie de l'entrefer vaut

2
5:&12(£)
m \ v

Evaluer numériquement . Calculer le produit AzAp, et montrer que
AzAp, > h. On peut donc traiter les trajectoires des atomes de fagon
classique.

3. Description quantique. Soit 4 (7,t) la fonction d’onde d’un atome dont
le spin est dans I'état |+). Montrer que 4 vérifie ’équation de Schrédinger

.&Pi_ h? 2
Y ot _(_2mv FuB ) ez

On définit la position moyenne (74 )(t) et I'impulsion moyenne (P, )(¢) des
paquets @4 (7, t) d’ondes par

)0 = [ ErilpsoP
Fe)t) = [ @ron(in) [-inTouio)]

Ecrire les équations d’évolution de ces valeurs moyennes en calculant
d{F4)(t)/dt et d(p1)(t)/dt a laide du théoréme d’Eherenfest (4.26). Montrer
que Vécart & entre les centres des deux paquets d’ondes est le méme que celui
calculé & la question 2 pour les trajectoires classiques.

4. Invariance par parité. Dans une configuration expérimentale ou 'on
analyse un spin dirigé suivant Oz a l'aide d’un appareil de Stern-Gerlach
tel que B || Oz, on suppose que le spin est dévié préférentiellement dans la
direction z > 0 ; par exemple (S,) > 0. En examinant 'image de I"expérience
dans un miroir situé dans le plan zOy, montrer qu'une telle déviation
préférentielle est exclue si les interactions pertinentes dans ’expérience sont
invariantes par parité (ce qui est effectivement le cas).

9.7.14 Modéle de mesure de von Neumann

1. Dans le modéle de mesure quantique imaginé par von Neumann, on se
propose de mesurer une grandeur physique A d’un systéme quantique S en
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faisant interagir ce systéme avec une particule (quantique) I dont Popérateur
d’impulsion est P ; on se place pour simplifier & une dimension d’espace. Le
hamiltonien d’interaction est supposé de la forme

H = g(t)AP

ol g(t) est une fonction positive présentant un pic aigu de largeur T autour

de t = 0 et telle que
00 /2
g =/ g(t)dt :/ B g(t)dt

On suppose que Von peut négliger I’évolution de S et de II pendant la durée
trés courte 7 de l'interaction entre S et II, qui a lieu entre les temps ¢; et ¢; :
t; >~ —7/2 et t; ~ 7/2. En déduire 'opérateur d’évolution (4.14)

Ulty,t;) ~ e i9AF/R
2. On suppose que I'état initial S + IT est
Y(t) = In® )
oll |n) est un vecteur propre de A, dont le spectre est supposé pour simplifier

non dégénéré, Aln) = a,ln), et |¢) un état de la particule localisé au voisinage
d’un point z avec une dispersion Az. Montrer que 1’état final est

[9(t5)) = In® pn) avee |pn) = eT9AP P )

Soit @, (x) = {x|p,)} la fonction d’onde finale de la particule. Montrer que

pn(x) = @z = gan)

La fonction ¢,(z) est donc localisée au voisinage du point z — ga,, et si
glan — am| > Az quel que soit n # m, la position de la particule permet de
remonter A la valeur a,, de A et effectue donc une mesure de A. L’état final
de la particule est parfaitement corrélé a la valeur de A et & 'état final de S
car les états |@,) et |@n,) sont orthogonaux pour n # m : {Pn|Ym) = Snm.-

3. Quel est ’état final de II si I’état initial de S est la superposition linéaire
x) =) caln)

Montrer que la probabilité d’observer S dans ’état final |n) est |c,|? : la
mesure est idéale car elle ne modifie pas les probabilités |c,|?.
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9.7.15 Transformation de Galilée

Considérons une onde plane classique, par exemple une vibration sonore,
se propageant suivant 'axe des x

flz,t) = Acos(kz — wt)
et une transformation de Galilée de vitesse v
' =z+vt t'=t
1. Montrer que pour une onde classique 'amplitude transformeée f'(x’,t')
vérifie
f/(x/7t/) = f(:E,t)
d’ou 'on tire la loi de transformation des vecteurs d’onde et des fréquences
K=k W =w+ vk

Quelle est 'interprétation physique de la loi de transformation des fréquences ?
Supposons maintenant que 'on ait affaire 4 une onde de de Broglie pour une
particule de masse m. Les relations précédentes sont-elles compatibles avec
les lois de transformation de 'impulsion et de I’énergie

1
P =p+mu E':E+pv+§mv2?

2. Montrer que pour une onde de Broglie on ne doit pas exiger
o' (', t) = o(x, )
mais seulement

@' (z',t') = exp if(;’ t)} o(z,t)

En utilisant les relations (& démontrer)

8 o8 8
a ~ at oz
a8 0
oc ~ oz

déterminer la forme de la fonction f(z,t) en exigeant que si p(z,t) obéit &
l’équation de Schrodinger, il en soit de méme pour ¢ (2, ).

—_

9.8 Bibliographie

Les résultats de ce chapitre sont trés classiques et se retrouvent sous une
forme voisine dans la plupart des traités de mécanique quantique. Parmi
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les exposés les plus clairs, on peut retenir celui de Merzbacher [1970],
chapitre 6. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 6, donnent également
une discussion trés compléte et illustrée par de nombreux exemples. Voir
aussi Messiah [1959], chapitre I1I, Cohen-Tannoudji et al. [1973], chapitre I
ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 2 ; cette derniére référence est
accompagnée d’un CD réalisé par M. Joffre, qui permet de visualiser le
mouvement de paquets d’ondes. Pour la régle d’or de Fermi, on pourra
consulter Messiah {1959], chapitre XVII ou Cohen-Tannoudji et al. [1973],
chapitre XTII.






Chapitre 10

Moment angulaire

ANS CE CHAPITRE, nous allons développer ’étude des propriétés du
moment, angulaire, que nous avons introduit au chapitre 8. La propriété
fondamentale du moment angulaire est d’étre le générateur infinitésimal des
rotations. Tous les résultats que nous allons obtenir dans ce chapitre sont des
conséquences plus ou moins directes de cette propriété. Dans la section 10.1,
nous construirons explicitement une base de vecteurs propres communs 4 J 2
et a J,, qui sont des opérateurs hermitiques compatibles. La rotation d’un état
physique, que nous avions déja introduite au chapitre 3 pour la polarisation
d’un photon et pour le spin 1/2, sera traitée dans le cas général dans la
section 10.2. La section 10.3 est consacrée au moment angulaire orbital,
dont origine est le mouvement des particules dans I’espace. La section 10.4
transpose & la mécanique quantique les résultats classiques du mouvement
dans une force centrale, tandis que la section 10.5 contient des applications
aux désintégrations de particules et d’états excités. Enfin la section 10.6
développe P’addition des moments angulaires.

N.B. Dans tout ce chapitre, on utilisera un systéme d’unités ot h = 1.

10.1 Diagonalisation de J 2 et de J,

Nous avons établi au chapitre 8 les relations de commutation (8.31)
et (8.32) entre les différentes composantes du moment angulaire, que nous
rappelons ci-dessous dans un systéme d’unités on A = 1 (rappelons qu’un
moment angulaire a la dimension de £, et c’est pourquoi les notations se
simplifient dans un tel systéme d’unités)

(e B =i0e [y, Ll =ide ]y Jal = iJ, | (10.1)

ou

(i, i) = imeJm (10.2)
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La seule connaissance de ces relations de commutation va nous permettre de
diagonaliser le moment angulaire, ¢’est-a-dire de trouver les vecteurs propres
et les valeurs propres de combinaisons convenablement choisies de J,, Jy
et J,. Comme ces trois opérateurs ne commutent pas entre eux, on ne peut
évidemment pas les diagonaliser simultanément : les trois composantes de J
sont mutuellement incompatibles. Une autre observation est que J2 est un
opérateur scalaire et, d’aprés un résultat du § 8.2.3, un tel opérateur commute
avec les trois composantes de J

(72, 0k =0 (10.3)

ce que P'on peut vérifier par un calcul explicite (exercice 10.7.1). On choisit
en général de diagonaliser simultanément J2et J, : Cest ce que 'on appelle
souvent quantifier le moment angulaire suivant Oz. On dit aussi que 'axe Oz
est choisi comme axe de quantification du moment angulaire. Il est commode
de définir les opérateurs Ji = JL et Jy par

Ji=Jy +iJ, Jo=4J. (10.4)

On vérifie immédiatement les relations de commutation et les identités
suivantes

[Jo, J&] = £Jx (10.5)
[Ji,J_] = 2Jq (10.6)
J? = %(Jﬂu )+ (10.7)
Jdo =J2 = Jo(Jo—1) (10.8)
J_Jy =J2=Io(Jo+1) (10.9)

Ces relations nous seront utiles pour la diagonalisation. Soit [jm) un vecteur
propre de J2 et de J,, out j étiquette la valeur propre de J2 et m celle de .J,.
Comme J 2 est un opérateur positif, ses valeurs propres sont > 0, et on les
écrit sous la forme j(j + 1) avec j > 0 ; on justifiera bientot cette écriture des
valeurs propres de J?. Le nombre m est appelé nombre quantigue magnétique.
En résumé

J2|jm) = j(j + 1)]jm) (10.10)
Jolgm) = m|jm) (10.11)

D’apreés (10.5), les vecteurs Ju.|jm) sont vecteurs propres de Jy avec la valeur
propre m =1

JolJxlgm)] = (JeJo £ J1)|jm) = Je(m £ 1)|jm)
= (m £ 1)[J1]jm)]
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De méme, comme [J2,J4] =0
T2 Jzlim)] = (7 + D[Jxlim)]

Nous venons de montrer que les vecteurs J|jm) sont vecteurs propres de J?2
avec la valeur propre j{(j + 1) et de Jy avec la valeur propre m £ 1. De plus,
supposant |jm) unitaire : {(jm|jm) = 1, on peut calculer la norme de J4|jm)
& partir de (10.9)

T lgm)12 = (GmlJ_Jy|jm) = (jm|J 2 — Jo(Jo + 1)|jm)
=jy+1)—mm+1)=G~-m)(G+m+1) >0 (10.12)

et celle de J_|jm) & partir de (10.8)

NT_lim)|[? = (GmlJ - |jm) = (Gm]J? — Jo(Jo — 1)|jm)
=j(G+1)—mim—1)=(G+m)(j —m+1) >0 (10.13)

La positivité simultanée des deux normes n’est assurée que si —j < m <
j. Partant de |jm}, par application répétée de J,, on obtient une série de
vecteurs propres communs & J 2 et Jo, étiquetés par (j, m+ 1), (j,m+2) etc.
Ces vecteurs propres ont une norme positive tant que m < j, mais la norme
deviendrait négative pour m > j. Il faut donc que la série s’arréte, ce qui n’est
possible que si 'un des vecteurs (J4)"|jm) s’annule pour une valeur entiére
den=mn1+1tellequem+n; =j

Je[(Je)™im)] =0
Le méme raisonnement avec J_ montre qu’il doit exister un entier ny tel que
J-[(J-)"]jm)] =0
Des relations
J=m+mn —Jj=m—n

on déduit que 27, et done (2j+1) doit étre un nombre entier, d’oi le théoréme
de diagonalisation de J2 et de J,.

Théoréme : Les valeurs possibles de j sont entiéres ou demi-entiéres : j =
0,1/2,1,3/2,... Si |jm) est vecteur propre commun & J? et Jy, m prend
nécessairement 'une des (25 + 1) valeurs

m:*31_3+17—.7+23 """ 7j_2aj_17j u

Lorsque j prend les valeurs 0, 1,2, ... on dit que le moment angulaire est entier,
et qu’il est demi-entier! lorsque j = 1/2,3/2,... Examinons la normalisation
et la phase des vecteurs |jm). Partant d’un vecteur |jm) on construit par

1. Bien que la moitié d’un entier pair soit aussi un demi-entier. . .
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application répétée de J, et de J_ une série de (2j+ 1) vecteurs orthogonaux,
sous-tendant un sous-espace vectoriel & (27 + 1) dimensions £(j) de H. Ces
vecteurs ne sont pas de norme unité, mais si 'on définit |j, m — 1) par

jym = 1) = [§(j +1) = m(m — 1)]"2J_|jm) (10.14)

alors |j,m — 1) est bien de norme unité d’aprés (10.13). D’autre part, en
utilisant (10.8)

Jyd_|jm) = [j(G + 1) = m(m — )]V, |,m — 1)
= [i(G + 1) = m(m — 1)]/*|jm)

soit
Jelg,m = 1) = [j(G + 1) — m(m — 1)]*/?|jm)

ou bien, avec la substitution m — m + 1
Jxljmy = [§(G + 1) = m(m + 1)]'2|j,m + 1) (10.15)

Les relations (10.14) ou (10.15) fixent complétement la phase relative des
vecteurs |7, 7), 7,7 —1},.. ., |4, —7}- Une base de £(j) formeée de vecteurs |jm)
qui satisfont & (10.14) ou (10.15) est appelée base standard |jm).

11 peut arriver que la donnée de (j,m) ne suffise pas a spécifier de facon
unique un vecteur de H : J2 et J, ne forment pas un ensemble complet de
grandeurs physiques compatibles. Nous en verrons un exemple au § 10.4.2
avec I'atome d’hydrogéne : la donnée du moment angulaire (orbital), noté
dans ce cas I, ne suffit pas & spécifier un état 1ié, il faut en plus se donner un
nombre quantique n = [ + 1,1+ 2,---, ou nombre quantique principal. En
général, on doit utiliser un nombre quantique, ou un ensemble de nombres
quantiques supplémentaires T pour étiqueter des vecteurs propres |j,m = j)
de J? et de J,, normalisés par

(Tajvlelaj7j> = 61’,7"
Par application répétée de J_ on forme une base standard de &£(r, j)
IT»j»j>» lTajhj—]-)v ------ s'ija—j_'_l)a lTaj-)_j>

Résumons les propriétés essentielles d'une base standard |, jm)

fz}T,jm) 37 + Vr, jm) J:A7, jmy = m|r, ym) (10.16)
Tilr,jmy = [i(G + 1) = m(m + 1)]V?|7, j,m + 1) ( )
J_|7, jm) = [( )—mWr—W“h‘ -1)  (10.18)
Jilr 4, 5) = - T, -5 =0 (10.19)

(', 3'm/|r, jm) = 5,- 1785 i6mim ( )
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Nous supprimerons par la suite I'indice T qui ne jouera aucun réle dans ce
chapitre. Les éléments de matrice de J 2, J; et J_ dans une base standard sont

(G'm| T2 jm) = (5 + 1)1 ;0mrm (10.21)
<]’ml|.]0|_]m> = méjljém/m (1022)
G'm!|Jelim) =[G + 1) = mm')Y28;0i6ms ma1 (10.23)

Dans le sous-espace £(j) ou J2 a une valeur propre j(j + 1) fixée, les
opérateurs Jy et Jy sont représentés par des matrices (25 + 1) x (2j + 1),
la matrice représentant Jy étant diagonale. Il est instructif (exercice 10.7.4)
d’expliciter ces matrices dans le cas j = 1/2 et de retrouver les matrices
2 x 2 (3.47) du spin 1/2, ainsi que dans le cas j = 1, ol I'on retrouve les
générateurs infinitésimaux des rotations dans lespace & trois dimensions :
la loi de transformation d’un vecteur est celle d’'un moment angulaire j = 1.
L’équation (10.23) donne pour les générateurs infinitésimaux (exercice 10.7.4)

L (010 L (010 10 0
J,=—1[101 Jy=—[10 i J.=[000 || (1024)
vZlo10 V219 o 00 -1

Ces générateurs infinitésimaux ont superficiellement une forme différente de
celle des générateurs T; déterminés en (8.26). En fait, ils y sont reliés par la
transformation unitaire (10.64) qui fait passer des composantes cartésiennes
de # & ses composantes sphériques : exercice 10.7.4.

10.2 Matrices de rotation

Nous avons vu au chapitre 3 comment faire tourner un 'spin 1/2 :
partant d’un état |+) obtenu & laide d’un appareil de Stern-Gerlach dont
le champ magnétique est paralléle & Oz, nous savons construire grace & (3.57)
l’état |+,7) obtenu & l'aide d’un appareil de Stern-Gerlach dont le champ
magnétique est paralléle a4 A. On fait agir sur état |+) un opérateur de
rotation U[R] qui transforme |+) en |+,7)

[+.72) = U[R]I+) = [+)=

La rotation R améne Paxe Oz sur la direction 7 ; cette rotation n’est pas
unique, et nous verrons que cette absence d’unicité correspond 4 un arbitraire
de phase dans la définition de |+,7). Un autre exemple de rotation d’un
état physique a été donné au chapitre 3 dans le cas de la polarisation d’un
photon : partant d’un état de polarisation linéaire |z), on obtient un état de
polarisation linéaire |#) en lui appliquant un opérateur de rotation U[R(6)]
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correspondant a une rotation d’angle # autour de la direction de propagation
Oz du photon (3.29)

|0) = exp(—ib%.)|zx) = U[R.(0)] |z}
Dans le cas général, 'état |p)% transformé par une rotation R d’un état [p) est

)= = UlR] @)

Nous allons donner la forme matricielle explicite des opérateurs de rotation
U[R] dans la base |jm). L'opérateur de rotation U[R] s’exprime en fonction
des générateurs infinitésimaux J;, J, et J, : ¢f (8.30). Comme les
composantes de J commutent avec J2, le commutateur [U(R),J?] = 0 et
les éléments de matrice de U sont nuls si j # 5’

(F'm!|UR][jm) o< 855

Dans le sous-espace £(j), I'opérateur U(R) sera représenté par une matrice
(27 + 1) x (27 + 1) notée DW[R]. Ses éléments de matrice sont

DY) 1R] = (jm!|[U[R]|jm) (10.25)

Les matrices D) sont appelées matrices de rotation, ou matrices de Wigner.
Examinons la transformation par rotation d’un état |jm) qui donne le vecteur

l7m)=
limyr = UR][gm) = Y |im") (jm’| UTR] |jm)

ou l'on a remarqué que dans la relation de fermeture

Yo limm =1

it ’
J L m

seuls les termes j = j/ contribuent. On peut donc écrire

limir Z DY) IR|ljm’) (10.26)

Rappelons les propriétés de groupe des opérateurs U[R] : dans le cas d’une
représentation vectorielle (8.12)

U[Ro)UIR:] = U[R2R4] (10.27)
et dans celui d’une représentation spinorielle (8.13)
U[R3)U[R41] = £U[R2R] (10.28)

Nous montrerons a la fin de ce paragraphe que (10.27) correspond au cas d’un
moment angulaire entier et (10.28) & celui d’un moment angulaire demi-entier.



10. Moment angulaire 329

Fi1G. 10.1 - Rotation R(0, ¢) amenant 'axe Oz sur n.

A la propriété de groupe pour les opérateurs U correspond une propriété
analogue pour les matrices de rotation

DY) [RaRy) =+ 3 DY) L [RyDY), . [RA]

m’'m/’
m’’

Revenons a Pétude de la rotation qui améne ’axe Oz dans la direction #
d’angles polaire et azimutal (0, ¢)

iy = sinf cos ¢ fy = sin @ sin ¢ A, = cosf (10.29)

Nous allons choisir par convention la rotation suivante : R, noté R(6,¢),
sera le produit d’une premiére rotation d’angle 8 autour de Oy suivie d’une
rotation de ¢ autour de Oz (figure 10.1).

|R(8,¢) = Ro(&)Ry(6) | (10.30)

Compte tenu de (10.30) et de la loi de groupe, l'opérateur de rotation
U[R(8, ¢)] est donné en fonction des générateurs infinitésimaux J, et J, par

U[R(8,9)] = e 71¢7= e 710w (10.31)

et ses éléments de matrice dans une base |jm) par

) . —igd, | —i0y |
DY) [R(8,¢)] = (jm/|e 1= e 7199 | jm) (10.32)

Cette équation se simplifie en

D[R, 0)] = D) (6.6) = e 7 jm'le ™% |jm)  (10.33)
e %49 (6) (10.34)
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Nous avons défini la matrice d\¥)(8) par

(J)m(g) = (jm/|e 07 |jm) (10.35)

Les matrices V) vérifient une propriété de groupe déduite de celle des matrices
D
9,62+ 01) = > dY), (02)d5),,(61)
mll

Il n’y pas de signe + dans cette équation car ’angle de rotation peut étre
supérieur a 27.

Nous avons déja mentionné l’arbitraire dans le choix de la rotation (6, ¢) :
nous aurions pu effectuer une premiére rotation d’un angle ¥ autour de Oz
sans modifier ’axe # final. Le nouvel opérateur de rotation serait

U[R'] = UR(®, ¢)le -

et le résultat (10.26) serait modifié par le facteur de phase exp(—ima)). La
définition la plus générale des matrices de rotation fait intervenir trois angles,
appelés angles d’Euler, (¢,0,1), et notre convention correspond au choix
d’angles d’Euler? (¢,6,0).

Dans la base |jm), iJy, est représenté par une matrice réelle, car
d’aprés (10.23) les éléments de matrice de J. et de J_ sont réels et

i
Jy=—5 s = J-)
La matrice exp{—i0J,) est aussi une matrice réelle et la propriété de groupe
U'R] = U'[R] = UR™]

se traduit par
[dm (9)]* - [dm(_g)]

ce qui donune pour les éléments de matrice

d?) (6) =d9) ,(-0) (10.36)

11 existe une autre propriété de symeétrie (exercice 10.4.12)

d),.6) = (=™ dv), _ (8) (10.37)

—m’/,—m

2. La notation habituelle pour les matrices de rotation est

DU 6, ¢) — DY(4,0,9 = 0)
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Enfin, on peut montrer que les matrices D) forment une représentation dite
irréductible du groupe des rotations, c’est-a-dire que tout vecteur de £(j)
peut étre obtenu & partir d’un vecteur arbitraire de cet espace par application
d’une matrice de rotation DU, et que toute matrice commutant avec toutes
les matrices D) est multiple de la matrice identité.

Le test pour la présence du facteur + dans (10.28) est donné par ’examen
des rotations de 27 : ce facteur apparait lorsqu’une rotation de 27 est
représentée par l'opérateur —I dans lespace £(j). Examinons une rotation
de 27 autour de axe Oz
e —2imm §

(Gm/|U[R,(27)]|jm) mim = Omim ] entier

=e A" G i = —Opmm j demi — entier

Comme le choix de ’axe Oz est arbitraire, 'opérateur de rotation d’angle 27
vaut [ pour j entier et —I pour j demi-entier. En revanche les opérateurs de
rotation d’angle 47 sont égaux & I pour toute valeur de j. Examinons deux
rotations successives d’angles 6; et 8 autour d’un axe #, avec

01+60:=0+2mn 0<6<2r nentier>0

Des équations

e—i(91+02)f-ﬁ _ e—i0(f~ﬁ)e—2i7rn(f~ﬁ) _ e—i()(f-ﬁ) j entier

= (=1)"e~ ¥R demi-entier
on déduit que (10.27) est valable pour j entier et (10.28) pour j demi-entier.
En d’autres termes, & toute rotation R correspondent deux opérateurs de
rotation de signe opposé pour j demi-entier, et un seul pour j entier.
Dans le cas du spin 1/2, vérifions que nous retrouvons bien la matrice
DO/2)(g, ¢) déja calculée au chapitre 3. La matrice d/?)() vaut, d’aprés
Pexercice 3.3.6

0 0
dV/? () = exp(—ifo, /2) = cos 3 I —ioy sin 3
ou sous forme explicite

(1/2) /gy _ [ cosf/2 —sind/2
d70) = (sin@/? cosf/2 (10.38)

les lignes et les colonnes étant rangées dans l'ordre m = 1/2,-1/2 ;
I’équation (10.33) donne alors la matrice D) (4, ¢)

—ig/2 6/2 —e—id/2gj 0/2
/g, gy = (7 c030/2 ~e~¥/2sin
D /)(‘9’?/’)—( el?/25in8/2 e'%/?cos8/2

en accord avec (3.58).
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La matrice de rotation d¥)() d’un moment angulaire un s’obtient a
partir de 'expression (10.24) des générateurs infinitésimaux pour le moment
angulaire un, les lignes et les colonnes étant rangées dans 'ordre m = 1,0, -1
(exercice 10.7.4)

3(1+cosd) —— sinf 5(1 — cosb)

dM(g) = % sin 6 cosf —% sin@ (10.39)
(1 = cosf) —\}—5 sind (1 + cosf)

On vérifie que les matrices d(1/2 et d(I) obéissent aux propriétés de
symétrie (10.36) et (10.37).

10.3 Moment angulaire orbital

10.3.1 Opérateur moment angulaire orbital

Considérons une particule dont la fonction d’onde est () et faisons-lui
subir une rotation R,(¢) d’angle ¢ autour de Oz ; soit ¥’ = R7 le vecteur
transformé du vecteur 7 dans cette rotation
' = zxcos¢p—ysing
Yy = xsing + ycosg

2=z
La valeur de la fonction d’onde ¢’(¥) de 1’état transformé au point 7' doit
étre identique & celle de la fonction d’onde initiale au point 7

P = 9(7)

ou encore

P (F) = (R™'F) (10.40)

Cette loi de transformation serait correcte pour un champ (scalaire) classique,
mais les fonctions d’onde (R ™17 et ¥'(¥) pourraient différer a priori par
un facteur de phase 9’ (7) = €My (R™'7) (voir la discussion suivant (9.17)).
En toute rigueur nous savons seulement que [¢'(7')| = ()| et nous devons
montrer que le facteur de phase éventuel est absent. Le vecteur U(R)|7)

représente physiquement un état propre de 'opérateur position R, obtenu
a partir de Vétat propre |F) de R par une rotation U(R). Vérifions-le
explicitement en utilisant le fait que R est un opérateur vectoriel dont les
composantes Xy se transforment suivant (8.33)

Xe[UR)I7)] = URYUH(R) Xk U (R)|7)

= U(R) (Z Rklxl) |7) = U(R) (Z ka) |7
! !

= (R [U(R)I7)]
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ce qui montre que Pon peut définir le vecteur d’état |R7), c’est-a-dire fixer sa
phase, par
|R7Y = U(R)|F) (10.41)

Si |1') est le transformé par U(R) de |¢) : |¢") = U(R)|4), alors

V' (7) = (FlY) = FIU(R)G) = UHR)T|¢)
= (U R)|w) = (R™I7|y) = p(R™'7)

ce qui démontre (10.40). A premiére vue l'argument R~! dans (10.40) qui
s’écrit aussi

[UR)I(7) = p(R™'7)

peut surprendre, mais nous avons déja rencontré une situation analogue pour
les translations dans l'équation (9.15), écrite ci-dessous dans le cas de la
dimension 3 avec i = 1

alors que?
e PARY = [F 4+ d)

La transformée par translation de @ de la fonction 1(7) est bien ¢(7 — @) et
non ¥(¥+ d) ! Sil'angle de rotation ¢ devient infinitésimal pour une rotation
autour de Oz

UR,($)] ~ 1 —idJ,
et d’aprés (10.40)

(I =18 )Y)(F) = ¥l +yo, —z¢ +y,2)
= () + 0 (v5E -2 57)
= Y(7) — ip(X Py — Y Po)o
d’on
[T41(7) = [(XPy ~ YP)](7) = [(R x P)y)(7) = (L)(F)  (1042)

L’opérateur moment angulaire de la particule décrite par une fonction d’onde
¥(7) est appelé moment angulaire orbital (car associé au mouvement d’une
particule sur une orbite dans l'espace), et il est en général noté L

L=RxP (10.43)

3. On remarquera que cette équation fixe la phase du vecteur |7+ &) relativement a celle
de |7}, de méme que (10.41) fixe la phase de |R7) relativement & celle de |7).
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L a été construit comme générateur infinitésimal de rotations et vérifie
nécessairement les relations de commutation d’un moment angulaire (10.1)
u (10.2)
Ly, L) =1 ejml (10.44)
!
On peut vérifier ces relations par un calcul explicite utilisant les relations de
commutation canoniques (8.45) : exercice 10.7.5. On note |lm) les vecteurs

propres de L2?etdelL,

L2im) = I(l + 1)]im) (10.45)
L Im) = m|lm) {10.46)

Ces équations peuvent étre transformées en équations différentielles, si ’on
écrit les opérateurs L; sous forme d’opérateurs différentiels agissant dans
L@ (R3). Le calcul est laborieux si I’on effectue le changement de variables
(z,y, 2) — (r,0, $) mais il se simplifie si 'on utilise la propriété des L, d’étre
les générateurs infinitésimaux des rotations. Le cas de L, est particuliérement
simple : considérant ¢ comme fonction de (r, 8, ¢), nous avons

(el ) = 4(r,0,¢ — )
et en prenant « infinitésimal
Y
“5¢
soit L, = —i(0¢/0¢). Le calcul de L, et L, prend quelques lignes de plus,

car dans une rotation autour de Oz ou autour de Oy les angles 4 et ¢ varient
tous les deux ; on trouve (exercice 10.7.5)

({I - laLz]T/}) (7", g, ¢) = w(T o, d))

L, = —1% (10.47)
Ly =iet™ (cot 9;—(75 Fizs 0 ) (10.48)
p2_ (1 07, ,0 L &

L™= (sm0 BT, [Sl eae] t G0z 942 (10.49)

Les opérateurs I; dépendent seulement des angles, et non de r, d’ou la
dénomination moment angulaire. Les fonctions propres de L2 et de L, ne
dépendent que des angles 8 et ¢ ou, de fagon équivalente, de #. Ces fonctions
propres sont appelées harmoniques sphériques

(0, 6) = Yi"(7) = (lim) (10.50)
Les équations (10.45) et (10.46) deviennent

E2Y™)(#) = (7| D2lim) = 10 + Y™ () (1051)
LY™)() = (7| LJtm) = m¥;™ () (10.52)
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tandis que (10.15) s’écrit
[LeY™(7) = (7 |Laltm) = [+ 1) = m(m + D]'2 ¥ 1(7)
L’équation (10.52) devient, compte tenu de (10.47)
]
[L.Y")(6,9) = _1% Y™ (6, ¢) = mY;™(0,9)

ce qui implique _
Y™ (8, 8) = ™ f(8) (10.53)

La loi de tranformation (10.40) montre que dans une rotation de 27 la fonction
d’onde est inchangée et qu’il ne s’introduit donc aucun signe (—) dans une telle
rotation. Ceci implique que les moments angulaires orbitaux sont toujours
entiers.

F1G. 10.2 — Rotateur sphérique.

Une application simple et importante est le rotateur sphérique
considérons une molécule diatomique en rotation autour de son centre de
masse pris comme origine des coordonnées (figure 10.2 et exercice 1.6.1). Son
moment d’inertie est I = pur2, ot u est la masse réduite et rg la distance entre
les noyaux (la contribution des électrons est négligeable). Si w est la vitesse
angulaire de rotation, le hamiltonien classique H est

1 1 (Jw)? 12
Hy=:I? ="~ ==
AT Ty Tar
ol l = Jw est le moment angulaire. La version quantique du hamiltonien est
2
H==—
21
et les valeurs de I’énergie sont
{1+1
E, = ¢+1) (10.54)

21
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j=14
4
i=3
3
j=2
2
i=1
1
j=0

F1G. 10.3 — Spectre du rotateur sphérique. Le niveau j est séparé du niveau (j—1)
par j/I, ou K?j/I si l'on rétablit A.

Les fonctions propres sont les Y™(6,¢), ou les angles 6 et ¢ donnent
lorientation de la droite joignant les deux noyaux : ¥;™ (0, ¢) est I'amplitude
pour trouver cette droite orientée suivant la direction (8, ¢). Le spectre des
niveaux de rotation est donné dans la figure 10.3, et il reproduit bien les
données expérimentales sur les spectres des molécules diatomiques.

10.3.2 Propriétés des harmoniques sphériques

Nous allons maintenant résumer les principales propriétés des harmoniques
sphériques, celles qui sont les plus souvent utilisées.

1. Base sur la sphére unité. Les harmoniques sphériques forment une base
orthonormée pour les fonctions de carré sommable sur la sphére unité 72 = 1

/ sin 04 do (Y, (6, 4)]" ¥/(6, 6) = / dQ Y (6, )" V™6, 6) = 616

(10.55)
On utilise frequemment la notation angle solide : = (9, ¢) et

dQ = sinfdf d¢ = d?7 (10.56)

Si une fonction f(f, ¢) est de carré sommable sur la sphére unité, on peut
écrire un développement analogue & un développement de Fourier

£0,6) = am¥™(6,9)
L (10.57)
m = [ A6,0) 16,6)
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2. Relation avec les polynémes de Legendre. Une définition possible des
polynémes de Legendre Pj(u) est
1 d o,

Pi(w) = 5y qar

—-1) (10.58)

Pi(u) est un polynéme de degré [, de parité (—1)*

P(~u) = (-1)'P(u)

Les polynémes de Legendre forment un systéme complet de polynémes
orthogonaux dans lintervalle [—1,+1]. Les premiers polynémes de
Legendre sont

1
Py(u) =1 Pi(u) =u Py(u) = 5 (3u? - 1) (10.59)
Les fonctions de Legendre associées P/™(u) sont définies par

PP u) = (1 —u2)m/2 2

dum™

P(u)  PPu)=Pu) (10.60)
et on montre que les harmoniques sphériques sont reliés aux P/™ par

@2 +1) (I —m)!
. (I +m)!

1/2 .
] P (cos@)e™f: m >0

(10.61)
Y0, 4) = (-1)"{Y, "0, )" : m<0

nwa@=odw[

D’aprés (10.53), Y;® est indépendant de ¢ et est proportionnel & Pj(cos6)

Y2(0,0) = ,/-2%—1 Pi(cos 9) (10.62)

Comme cas particuliers, écrivons Y™ powr [ =0et [ =1

1
=0 Y0=4/—
0 s

=1 Y= %cosf):,/:g—rfo (10.63)

/3 . /3
Yli = F é; ei‘¢ sinf = 17—1_ 7A':):1

A un facteur de normalisation /3/47 prés, les Y™ ne sont pas autre chose
que les composantes sphérigues du vecteur unitaire #

F = (sin 6 cos ¢, sinfsin ¢, cosh)



338 Physique quantique

F1G. 10.4 — Configuration des angles dans (10.67).

3 3 P kif 3
e S R L Y =g ts (069

Ces formules justifient les conventions de phase utilisées pour les polarisations
droite et gauche dans (3.11).

3. Transformation par rotation. En multipliant a gauche la relation (10.26)
écrite pour j =/ par le bra (7| on obtient

ZD”) ™ (7) (10.65)

On peut montrer également (exercice 10.7.6) une relation entre harmoniques
sphériques et matrices de rotation

A
20+ 1

! *

Di(0,¢) = Y™ (6, 9)] (10.66)
On déduit de ces deux équations le théoréme d’addition des harmoniques
sphériques. En effet, prenant # suivant la direction d’angles polaires (o, 3),
soit R la rotation d’angles (8, ¢) amenant % sur 7, et © 'angle entre # et la
direction définie par les angles (#, ¢) (figure 10.4)

cos© = cosacosf + sin asin 6 cos(B — ¢)

L'angle © entre R™!7 et I'axe des z est le méme que I’angle entre 7 et 7. Il
suffit alors de faire m = 0 dans (10.65) pour obtenir

Pi(cos©)

i
Z N* Y™ (a, 8) (10.67)

Parité des harmoniques sphériques. L’opérateur parité I défini au § 8.3.3 agit
sur une fonction d’onde %(7) suivant

[II)(F) = ¢(-7) (10.68)
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IT commute avec le moment angulaire orbital E, et plus généralement avec
J. En effet, la matrice représentative de 'opérateur parité dans ’espace &
trois dimensions R? est la matrice —I, qui commute avec toute matrice de
rotation R, d’ott

UR),M =0= [J,1]] =0 et [L,II]=0 (10.69)
Ceci implique les équations
LMy = DLy =i+ HIy”
LIOY™ =10L, V" =mllY™
qui montrent que II'Y;™ est proportionnel & ¥,
Y™ = a(l,m)Y;™

Y™ est donc fonction propre de II et comme I12 = I, a(l,m) = £1. Montrons
que «(l,m) est en fait indépendant de m en utilisant le fait que L, commute
avec II

LyTY™ = o(l,m)Ly Y™ = a(l,m)[I(I + 1) — m(m + 1)] /2 v,
=L Y™ = ({1 +1) = m(m + 1)}/ 21y
= [l +1) —mm+ D)2 a(l,m + )Y,
ce qui entraine que a(l,m + 1) = a(l,m) : a(l,m) est indépendant de m et
[MY,™)(7) = (DY (F) = Y™ (=7)
La transformation # — —# correspond &
0d—>n—90 p—o+m (10.70)

Sim =0, Y «x P(cosf) ; d’aprés (10.62) et compte tenu de P(—u) =
(—=1)!Pi(u) on trouve a(l) = (—1)! et

Y™(0,6) = (~1)'Y"(r — 6,6 + 1) ou Y(F) = (~)'Y(—7)| (10.71)

10.4 Particule dans un potentiel central

10.4.1 Equation d’onde radiale

Nous allons utiliser les résultats précédents pour mountrer que 1’équation de
Schrédinger A trois dimensions, qui est une équation aux dérivées partielles,
se raméne & une équation différentielle ordinaire lorsque le potentiel est un
potentiel central, c’est-a-dire un potentiel invariant par rotation
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Dans ce cas, comme l'énergie cinétique est un opérateur scalaire, le
hamiltonien total pour une particule de masse M

P2
H= o+ V(r) (10.72)

est invariant par rotation : [H, j] = (. Dans notre probléme, seul intervient
le moment angulaire orbital, puisque les seuls opérateurs dont nous disposons
sont P et R

[H,L]=0 ou [H,L;)=[H,L,)=[HL,]=0 (10.73)

Dans ’espace L?) (R3), I'opérateur énergie cinétique est proportionnel au
laplacien V2

—P?= _(-iV)2 = V2

1 92 1 1 0 o 1 92
T rorz Tt r? [EE@ a6 (sm@ae) * sin? 6 W] (10.74)

en écrivant le laplacien en cordonnées polaires. Comparont avec (10.49), on
reconnait dans la partie angulaire du laplacien I'opérateur I 2

16 1 =
2 _ 2
- =1L .
Vie o omro (10.75)
Cette équation confirme la relation de commutation [H, E] = 0, puisque

[Ez,f] = 0 et que la partie radiale du laplacien, qui ne dépend pas
des angles, commute manifestement avec L. Nous pouvons donc écrire le
hamiltonien (10.72)

118 1
H= 5= osrt s L2+ V() (10.76)

Compte tenu de leurs relations de commutation, nous savons qu'il est possible
de diagonaliser simultanément H, L2 et L,. Soit Y1m () une fonction propre
commune & ces trois opérateurs. Comme il n’existe qu’un seul harmonique
sphérique (I, m), si

E2¢lm = l(l + 1)1/sz et Lz'lplm = mwlm

alors v, doit étre proportionnel* a Y,

Yin(r,0,9) = 7Y (0.8) = " im0, 9) (10.77)

4. Nous anticipons sur le fait, prouvé quelques lignes plus bas, que f; ne dépend pas
de m.
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Il est commode de factoriser 1/r : w(r) est la fonction d’onde radiale.
Examinons 'action de H sur Yy,

2 w(r
Hin(,0.0) = |~ 517+ oz ) + (S 4 v ) 2| vimie. 0

L’équation aux valeurs propres
H wlm - El ?/sz

devient

2M dr2 2Mr2

[~L & W V(T)] w(r) = Eyu(r) (10.78)

La fonction d’onde radiale et I’énergie sont affectées uniquement d’un indice
I, et non m, car elles sont indépendantes de m d’aprés (10.78). Chaque valeur
de I’énergie aura donc — au moins — une dégénérescence (20 +1). Ceci aurait
pu étre prévu a partir de la relation de commutation [H,Ly] =0: si

lem - Elmwlma

en utilisant un raisonnement analogue a celui qui nous a permis de montrer
que a(l,m) est indépendant de m, on déduit que Ej, est indépendant de
m (exercice 10.7.7). Pour chaque valeur du moment angulaire [, ou pour
chaque onde partielle |, nous avons réduit ’équation de Schrédinger & une
équation différentielle ordinaire dans la seule variable r. Suivant une tradition
historique, les ondes partielles sont étiquetées s,p,d, f,g,h, ...

l=20: onde s ; {=1: ondep; l=2:onded; l=3:onde f

et ensuite par ordre alphabétique : I = 4 : onde g, etc. Dans chaque onde
partielle, Péquation (10.78) montre que le potentiel V(r) doit étre remplacé
par un potentiel effectif Vi(r) (figure 10.5)

(l+1)
2Mr?

Le terme [(I + 1)/(2M7?) est appelé terme de barriére centrifuge. Ce terme
est aussi présent en mécanique classique, ol ’énergie peut s’écrire

Vi(r) = V(r) + (10.79)

E= % M#? +V(r) = % M@ + %)+ V(r)

v, est la vitesse radiale et w la vitesse angulaire. Comme® I = Mwr? et que [
est constant dans le cas d’une force centrale

2

2Mr?

5. Suivant notre convention habituelle, les lettres minuscules désignent des quantités
classiques (nombres), ou des nombres quantiques.

1 1
E:§MUE+ +V(r)=§va+Vl(r)
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1(i+1)

F1G@. 10.5 — Potentiel effectif. Les lignes en trait plein représentent les potentiels
V(r) et la barriére centrifuge I(I + 1)/(2mr?) et les tirets leur somme, le potentiel
effectif Vi(r) dans ’onde partielle de moment angulaire [.

Le terme 12/(2Mr?) correspond & la force centrifuge

d 12 12
SO ) = = w2
dr <2M7’2) Mr3 wr

Ce terme tend & éloigner la particule du centre de force et correspond a un
potentiel repu181f En mécanique quantique, on remplacera pour chaque valeur
de [ Popérateur I 2 par sa valeur propre ! (I41), et au potentiel V(r) s’ajoutera
un potentiel répulsif {(l + 1)/(2Mr?).

Toutes les fonctions ¥, (7) de type (10.77) avec w;(r) solution de (10.78) ne
sont pas acceptables physiquement. En effet, si la fonction v, (F) représente
un état lié, elle doit obéir a la condition de normalisation

/d%f«plm(m? =1 (10.80)

Si ¥, (7) représente un état de diffusion, un comportement & 'infini en onde
plane + exp(ikr)/r est acceptable (¢f. (10.81)). Dans le cas d’'un état lié,
I’équation (10.78) posséde en général a | fixé plusieurs solutions : en effet, cette
équation est identique & celle d’'un probléme unidimensionnel dans U'intervalle
[0, +00], car 0 < r < 00, le potentiel effectif étant le potentiel Vj(r) (10.79). La
fonction d’onde radiale et ’énergie sont étiquetées par un nombre quantique
supplémentaire n’ : n’ = 0,1,2,... La fonction d’onde et 1’énergie seront
notées up (1) et E,. Sile potentiel V{r) est suffisamment régulier, on montre
que 7’ est égal au nombre de zéros, aussi appelé nombre de nocuds, de la
fonction d’onde radiale un(r) (¢f. § 9.3.3). Le nombre quantique n' classe
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les valeurs de I'énergie par ordre croissant
p
ny>ny = Ewi > Eny

Nous verrons au chapitre 12 que les fonctions d’onde des états de diffusion
sont étiquetées par le vecteur d’onde k&

e +ikr

r—oo i Pp(7) = e* 74 £(0,0) (10.81)

r
11 est possible d’analyser le comportement des fonctions d’onde u,{r) pour
r — 0. En effet, dans tous les cas d’intérét physique, le terme de barriére
centrifuge est le plus singulier lorsque » — 0 et il controle le comportement
de upi(r) dans cette limite. Si I'on suppose un comportement en loi de
puissances®

r—0: wr) <r®

et que l'on reporte dans (10.78), on obtient pour les deux termes les plus
singuliers en r® 2
l+1)
I -1 a—2 AT a2 0
ola — )r* " + o
ce qui implique

ala—1)=I1+1)
soit @« = [+ 1 ou @ = —I. La seconde valeur est exclue car l'intégrale
dans (10.80) divergerait a l'origine, sauf si [ = 0. Cependant, pour = 0,
une solution ug(r) o< este, soit ¥(7) o 1/r, bien que normalisable, n’est pas
acceptable car elle ne peut pas étre solution de ’équation de Schrédinger ; en
effet

vzl arem
T

En résumé, le comportement des fonctions d’onde radiales pour r — 0 est

r—0 : wlr) ottt (10.82)

La fonction d’onde radiale s’annule & Porigine. Ceci peut se comprendre
intuitivement : comme 0 < r < oo, tout se passe comme s’il y avait une
barriére de potentiel infinie & » = 0, et nous savons que dans ce cas (voir
§ 9.3.2) la fonction d’onde doit s’annuler. Toutefois, les solutions en 7!
peuvent &tre utiles dans la résolution de I’équation de Schrédinger lorsque
I’on se trouve dans une région ot r est strictement positif.

L’exemple de 'atome d’hydrogéne, étudié dans la sous-section suivante,
conduit & redéfinir le nombre quantique radial

n—on=n+1+1 (10.83)

6. La loi de puissances donnant le comportement & ’origine ne dépend pas du nombre
quantique n’ ou de k, et nous supprimons la dépendance en n’ ou en k.
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10.4.2 Atome d’hydrogéne

Les résultats de la sous-section précédente permettent d’aborder le calcul
des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde de 'atome d’hydrogéne, un
des quelques problémes physiques pour lesquels on dispose d’une solution
analytique. La masse M dans (10.78) est la masse de I’électron m,, on plus
exactement la masse réduite p (exercice 8.5.6)

MeMyp

= ———t ~m 10.84

154 Me + my e ( )

ol my est la masse du proton. Nous conserverons néanmoins m. dans les

équations, afin de souligner I'ordre de grandeur (4 0.1 % prés !) de la masse

pertinente dans ce probléme. Le potentiel V(r) est le potentiel coulombien
attractif entre Uélectron et le proton

gz e?

V= e = (10.85)

et ’équation (10.78) devient

1 d%2 li+1) e?
T om. dr? 2(m ,,.2) - Unt(1) = Enp i (r) (10.86)

Il est toujours conseillé en physique de rendre les équations adimensionnelles
par des changements de variables appropriés. Dans le présent probléme,
I'unité de longueur naturelle est le rayon de Bohr (1.34) ag = 1/(m.€?) et
I'unité d’énergie le Rydberg (1.35) Roo = €2/(2ag) = mee*/27. Ceci suggére
de définir les quantités sans dimensions z et &y

2 Ey _ 2a0 By

r
T = — = me‘r Ep = —— =

- = = (10.87)

Dans la suite du calcul, nous nous limitons aux états liés pour lesquels E,,; < 0
et donc e,,; > 0, ce qui explique le choix du signe moins. Définissant également

V() = uni(r) = uni(agx)

nous obtenons aprés simplification par (2m.a3)~!

a2 Il+1) 2 B
w2t T2 % Uni(F) = —€ni vni() (10.88)

Nous nous contenterons de déterminer la solution dans le cas [ = 0, c’est-a-dire
dans 'onde s, en renvoyant le cas général a 'exercice 10.7.9. Afin d’alléger
les notations, nous posons

vpo(z) = v(x) Eng =€

7. Rappelons que nous avons choisi un systéme d’unités ot o = 1 : si 'on rétablit A,
ao = h?/(mee?) et Roo = mee?/(2R2).
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0o~

D’apres la sous-section précédente, nous savons que v(z) o< z pour x — 0.
Cherchons le comportement dominant pour £ — oo en négligeant le terme en
2/z. Nous avons alors®

et (10.88) devient

v(z) ~ exp(Eve x)

Le comportement en exp(y/€ x) est inacceptable car la fonction d’onde
ne serait pas normalisable, en raison de la divergence exponentielle.
Le seul comportement possible est en exp(—+& x). Afin d’intégrer
Pinformation contenue dans le comportement a linfini, définissons une
nouvelle fonction f(z) par

v(z) =" f(x) o?=¢
Ce changement de fonction transforme 'équation différentielle pour v(z) en

d2f df 2
I A 10.
T3 2t - /=0 (10.89)

Cherchons pour f(z) un développement en puissances de z, sachant que
f(z) cx pour x — 0

f(z) = i arz” (10.90)
k=1

L’équation (10.89) détermine une relation de récurrence sur les coefficients ay,

o0 x> >
Z k(k — 1)akxk'2 - QQZ kagz" ' +2 Z apz® =0
k=1 k=1 k=1

En remarquant que pour k = 1 le premier terme de Péquation précédente
s’annule et en réétiquetant k

> [k(k + Dagyr — 2(ak — Dag] 2571 =0 (10.91)
k=1
L’annulation du coefficient de z*~! donne une relation entre agy1 et ax

_ 2(ak—-1)
M= T+ 1)

Si 'on fixe arbitrairement a;, tous les a, se déduisent de a;. Pour £ >> 1 la
relation de récurrence est approximativement

20 N (20)* “
Oy ™~ — ~
kel = o Ok = g R

8. En fait ce comportement n’est déterminé qu’a un polynéme multiplicatif prés.
q P

ar
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et

o0 o0 k

2c¢
§ :akkaE :(k') alsckrvale%‘z
k=1 k=1 :

Ce comportement entraine pour £ — oo

’U((L‘) ~ e2aace—am ~ aleaa:
qui rend la fonction d’onde non normalisable. La seule fagon d’éviter la
divergence exponentielle est que développement (10.90) s’arréte pour une
valeur entiére k£ = n, ce qui ne peut se produire que si an = 1. Les valeurs
possibles de ¢ sont donc étiquetées par un entier n

2
En=a°= —
nZ

et il en est de méme pour celles de ’énergie

me? 1 R

En = Eno = Ty AT T (10.92)

L’exercice 10.7.9 montre que les énergies possibles pour [ # 0 sont de la forme

R
Epy=-=3 n=I1+11+2,-- (10.93)
n
Les fonctions d’onde radiales vpg(x) pour n =1 et 2 des états liés de 'atome
d’hydrogéne dans 'onde s, normalisées & un, sont données par

vig(z) = 2e7° (10.94)
1 T\ _g
vgo(z) = 7 (1 — 5) e /2 (10.95)

La fonction d’onde radiale de I'état n = 2, { = 1 (onde p) est

1
vor(x) = W xe™2/? (10.96)

En conclusion, nous avons obtenu le spectre de V'atome d’hydrogéne
(figure 10.6). On remarque que les niveaux sont dégénérés, sauf dans le cas
n = 1. Pour une valeur donnée de n, toutes les valeurs de ! comprises entre
l=0et I=n—1 sont possibles, et la dégénérescence est

n—1

Gn) =) (2+1)=n?

=0

Cette dégénérescence est propre au potentiel coulombien. Le spectre de
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\
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F1G. 10.6 — Spectre de 'atome d’hydrogéne.

Iélectron externe d’'un alcalin est qualitativement semblable & celui de
latome d’hydrogéne (figure 10.7), mais il n’y a plus de dégénérescence. En
mécanique classique, le potentiel coulombien présente aussi une particularité
remarquable : il est le seul, avec le potentiel harmonique V(r) oc 72, pour
lequel les trajectoires se referment sur elles-mémes®. Dans les deux cas, cette
propriété du mouvement classique, ainsi que les dégénérescences associées du
probléme quantique, ont pour origine une symétrie supplémentaire. Cette
symétrie conduit & une loi de conservation supplémentaire, celle du vecteur
de Lenz dans le cas coulombien.

9. Les deux comportements peuvent étre reliés : cf. Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 11, exercice 3.
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=0 =1 =2 =3
E (eV) 4
- - -———— P ——
5
_1_’_ 5
fundamental
—2_( 4
diffuse
-3 1
4l principal
5 5

F1G. 10.7 — Spectre de 'atome de sodium.

10.5 Distributions angulaires
des désintégrations

10.5.1 Rotations de 7, parité, réflexion
par rapport 4 un plan

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier les désintégrations d’une
particule C en deux particules A et B '

C—A+B (10.97)

Nous choisissons un référentiel d’inertie ou la particule C est au repos ;
les particules A et B partent donc avec des impulsions opposées et —p
respectivement. Les processus (10.97) comprennent les désintégrations (ou
transitions) radiatives, avec émission d’un photon : un niveau excité A* d’un
atome, d’une molécule ou d’un noyau atomique émet un photon ~ tandis que
le systéme passe dans un niveau d’énergie inférieure A, qui peut étre ou non
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I’état fondamental
A* — A+ (10.98)

Les états A* et A peuvent aussi correspondre & des particules différentes,
comme par exemple dans la désintégration (exercice 10.7.17)

0 A0 4 (10.99)

oti les particules X° et A sont des particules neutres formées d’un quark up,
un quark down et un quark étrange.

L’invariance par rotation du hamiltonien responsable de la désintégration
entraine la conservation du moment angulaire, ce qui conduit & des contraintes
sur les amplitudes de désintégration et & des conséquences importantes sur la
distribution angulaire des particules finales. Si le hamiltonien responsable de
la désintégration est invariant par parité, ce qui est le cas pour les interactions
électromagnétiques et fortes, mais non pour les interactions faibles, on
obtiendra des contraintes supplémentaires. Il est commode d’introduire
Popérateur Y, produit d’une rotation de 7 autour de I'axe Oy et de 'opération
parité IT (§ 8.3.3)

Y =e '™y Y=YI=e "Il =Te " (10.100)

Cette opération n’est autre qu'une réflexion par rapport au plan zOz : Y est
Popérateur de réflexion par rapport a ce plan. Etudions tout d’abord 'action
de Y. Cet opérateur transforme J; en —J;, J, en —J, et laisse J, inchangé

YLLY = —J, YUY = —J< (10.101)
Examinons Paction de Y sur un état |jm)
J(Yjm)) = =Y Je|jm) = —m(Y|jm))
L’état |jm) est donc égal & |7, —m) & un facteur de phase prés
Yijm) = eleGm)|j, —m)

car Y est unitaire et conserve la norme. Ce résultat n’est pas surprenant car
l'action de Y équivaut a renverser la direction de 'axe de quantification du
moment angulaire. Suivant une stratégie déja mise en ceuvre dans le cas de
la parité, on utilise I’action de .Jy pour relier a(j,m) a a(j,m + 1)

JiYjmy = e 0™ J |5 —m) = /5(j + 1) — m(m — 1) e*C™) |5 —m + 1)
= -YJ_|jm) = =i +1) —m(m - 1) Y|j,m - 1)
= Vi +1) —=m(m-1) @™V | —m +1)

soit
elalim=1) _ _gla(im)
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Comme Y est une rotation de m, Y2 est une rotation de 2w, Y2 = (—=1)% et
Y?jm) = ei*Imeiel )| jm) = e HeUm) (1)) jm) = (—1)%|jm)
d’ot1 les deux solutions possibles
elelim) — (_1)i=m oy elaldm) = (_1)itm

Les deux solutions sont identiques pour j entier, et pour j = 1/2 on vérifie
sur (10.38) que la premiére solution est la bonne ; on peut montrer que c’est
aussi le cas pour tout j demi-entier. En fin de compte

Y|jm) = (=1)"™[j, —m) Y lUjm) = (=1)7t™|j, —m)|  (10.102)

10.5.2 Transitions dipolaires

Nous examinons dans cette sous-section les transitions radiatives du
type (10.98). Revenons tout d’abord sur la description de la polarisation
d’un photon que nous avions étudiée au chapitre 3, en la replagant dans le
cadre général du moment angulaire. Nous avions déterminé le générateur
infinitésimal des rotations de la polarisation lorsque la rotation se faisait
autour de la direction de propagation, prise comme axe Oz. Dans la base
des états de polarisation linéaire {x) et |y}, ce générateur infinitésimal est

donné par (3.26)
0 —i
==(17)

En effet nous avons vu en (3.29) que exp(—ifX,) effectue une rotation
d’angle 6 de la polarisation dans le plan zOy, et on peut identifier 3, et
la composante z du moment angulaire du photon : ¥, = J,. L’action de
Popérateur exp(—ifX,) sur les états de polarisation circulaire droite |D) et
gauche |G) (3.11) est d’aprés (3.27)

exp(—i6%,)|D) =eTID)  exp(~if1.)|G) ='’|G)

ce qui prouve que les états | D) et |G) ont des nombres quantiques magnétiques
m = 1 et m = —1 respectivement'®. Par ailleurs la description du champ
électromagnétique par un potentiel vecteur montre que le photon a un
caractére vectoriel, et donc un spin 1, ce qui permet P'identification de |D) et
|G) avec des états |jm) (figure 10.8)

D) =j=1,m=1) = 11) IG) =1]j=1,m=-1)=1,-1) (10.103)

laxe de quantification Oz du moment angulaire étant pris le long de la
direction de propagation du photon. La valeur de m est appelée ['hélicité

10. Un argument équivalent consiste & remarquer que 3:|D) = |D) et que L;|G) = —|G).
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\D) = 11) Gy =[1-1)

F1G. 10.8 — (a) Polarisation circulaire droite (b) Polarisation circulaire gauche.

du photon : m = +1 correspond & une hélicité positive, m = —1 & une
hélicité négative. Comme & un moment angulaire 1 correspondent trois valeurs
possibles du nombre quantique magnétique, m = +1, m = 0, m = —1, on

peut se demander ce que devient la valeur m = 0 dans le cas du photon.
Une analyse générale due & Wigner montre que pour ‘une particule de masse
nulle et de spin j, les seules valeurs propres permises de J, sont m = j
et m = —j, axe Oz étant pris le long de la direction de propagation de
la particule. Lorsque la parité n’est pas une symétrie du hamiltonien, les
deux valeurs possibles sont indépendantes : si le neutrino avait une masse
nulle'!, le neutrino, particule de spin j = 1/2, aurait toujours m = —1/2, et
Pantineutrino, particule différente, m = +1/2. Les interactions du photon,
qui sont les interactions électromagnétiques, conservent la parité, ce qui fait
que la méme particule peut avoir m =1 et m = —1.

11 reste a vérifier que la définition (10.103) correspond bien & une base
standard du moment angulaire. Nous allons utiliser P'opérateur ¥ =
exp(—imJy) qui change la direction de propagation du photon. Son action
sur les états de polarisation linéaire est (figure 10.9)

Ylz) = —|z) Yiy) =y
On en déduit Paction sur les états de polarisation circulaire {D) et |G) (3.11)

1 a1 R
VD) =¥ [ S5 () +i)| = Z5(0 - i) =6r (1008
La phase relative des états |D) et |G) correspond bien a celle d’une base
standard puisque d’aprés (10.102)

YD) =Y[1,1) = (-1)''[1,-1) = |G)

Le choix (3.11) est aussi confirmé par le fait que | D) et |G) sont donnés par les
mémes combinaisons que composantes sphériques 71, 7_1 et g (10.64) de 7.

11. Ce qui a longtemps semblé probable, mais apparemment n’est pas le cas :
exercice 4.3.6 et la note 4 du chapitre 1.
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) ly) —l2)

F1G. 10.9 — Action de Y sur les états de polarisation linéaire.

Appelons # I'impulsion du photon, que nous choisissons comme axe Oz,
soit |jm) 1'état de moment angulaire de A* — on dit souvent que V'état excité
aun spin j —, |j'm’) 'état de moment angulaire du niveau final A, ou spin du
niveau final A, et |1u) celui du photon. En raison de I'invariance par rotation,
le moment angulaire est conservé dans la transition

J=J+85+L
ot § est le spin du photon et L le moment angulaire orbital. Projetant cette

équation sur Oz donne
m=m'+p+my

I est facile de se convaincre que le nombre quantique magnétique du moment
angulaire orbital est nul : m; = 0. En effet, la fonction d’onde spatiale du
photon est une onde plane

ip-7 pz

e =e'

qui est invariante par rotation autour de Oz : la composante suivant Oz
du moment angulaire orbital doit étre nulle. On peut aussi remarquer que
d’aprés (10.47)

. o .
Le'P? = —i—eP* =
e is 5 e
La conservation du moment angulaire suivant Oz donne donc
photon droit final m=m'+1
photon gauche final m=m'—-1 (10.105)
Si A et A* ont un spin nul (j = j/ = 0), alors m = m' = 0 et les

équations (10.105) n’ont pas de solution : il n’y a pas de transition radiative
a un seul photon 5 = 0 — 5/ = 0, souvent appelée transition 0 — 0. Les
transitions radiatives 0 — 0 ne sont possibles qu’avec ’émission d’au moins
deux photons, et la probabilité d’une telle transition est défavorisée par une
puissance de la constante de structure fine o >~ 1/137.

Un cas plus intéressant, et qui se présente souvent en pratique, est celui
ot j = 1et 3 =0. Sile photon est émis suivant Oz avec une hélicité p = +1,
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deux cas sont possibles, compte tenu de j' =m’ =0

photon droit final m =1 pu=1 (10.106)
photon gauche final m=-1 pu=-1 (10.107)

Soit a l'amplitude de probabilité de (10.106), b celle de (10.107). 1I faut
bien comprendre qu’il s’agit de amplitude de probabilité d’une transition,
analogue a celle calculée en (9.167), et non des amplitudes de probabilité
telles qu’elles sont définies dans le postulat IT du chapitre 4. Le module carré
d’une amplitude de transition donne la probabilité de transition par unité
de temps. Les amplitudes @ et b peuvent étre vues comme les éléments de
matrice d’un opérateur T', appelé matrice de transition, calculable, au moins
formellement, en fonction du hamiltonien et qui a les mémes symétries que
le hamiltonien. Anticipant sur ce qui va suivre, on définit un angle 6 qui
est ’angle entre la direction d’émission prise dans le plan Oz du photon et
Paxe Oz, et on écrit les amplitudes de transition a et b (dans (10.105) m' =0
puisque j' = 0))

a=(D,0=0T|j=1m=1)=(D,0=0[T11)
(10.108)
b= (G,0=0T|j =1,m=—1) = (G,8 = 0|T|1, 1)

Si la parité est une symétrie du hamiltonien responsable de la transition, T
commute avec Y (10.100) : comme les deux amplitudes a et b correspondent a
des transitions qui se déduisent I'une de ’autre par une réflexion par rapport
au plan £Oz (figure 10.10 (a) et (b)), on doit avoir |a| = |b|. Pour déterminer
la phase dans cette relation, on utilise

a = <D70 = 0|y41Ty|1> 1> = Ty TAN A+ (Gae = OlTila _1>

= Nynanax b (10.109)
z A
A
|D) 7
Yy
/ m=1 /
x (a)

F1G. 10.10 — Emission de photons avec 7 || Oz. Les amplitudes (a) et (b) se
déduisent 'une de l'autre par réflexion par rapport au plan zQOz. (¢) Polarisation
linéaire du photon final. La charge ¢ effectue un mouvement oscillant le long de Oz.
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ou nx = =£1 est la parité d’une particule X : si la particule X a une impulsion
P et que lon écrit son vecteur d’état | X, p)

| X,p) = nx|X, —p) (10.110)

La description du champ électromagnétique par un potentiel vecteur, qui est
un vecteur polaire, montre que la parité du photon est n, = —1. Soit n =
n4M4~ ; il y a deux cas possibles

1. n=-1 a=1"b
2. n=+1 a=—-b

Nous allons montrer que le premier cas est celui d’une transition dipolaire
électrique, le second celui d'une transition dipolaire magnétique!?, par
comparaison avec le cas classique le plus simple, le rayonnement d’une charge
se déplacant le long de de Oz avec un mouvement harmonique. Le moment
angulaire classique de cette charge par rapport & l'origine, et en particulier
sa composante suivant z, est toujours nul, et le cas quantique se rapprochant
le plus de cette situation est celui ou 'état excité A* posséde un moment
angulaire nul suivant Oz, c’est-a-dire qu’il est dans 'état |j = 1,m = 0). Afin
de comparer la distribution angulaire du photon avec celle du rayonnement
classique, il nous faut envisager le cas ot ’angle d’émission du photon 8 # 0,
Pétat initial de 'atome étant {10). On obtient 'état |D, 8) (|G, 0)) du photon
par une rotation d’angle 8 autour de Oy & partir de |D,8 = 0) (|G,6 = 0))

|D,6) = U[Ry(6)]1D,6 = 0)
G, 8) = U[R4(0)]/G,0 = 0)
L’amplitude d’émission dans la direction #, par exemple pour un photon droit
et un état initial |j = 1,m = 0), est
af="(6) = (D,8|T|10) = (D, 8 = 0|U'[Ry(6)]T"|10)
= (D,6 = 0[TUMR;(9)]]10)
= (D,8 = 0|T11){11|UT[R;(8)]|10)
=adV (@) = %= sing (10.111)

V2
Nous avons utilisé 'invariance par rotation de 7', introduit un ensemble d’états
intermédiaires dans le sous-espace j = 1, Y, |1m)(1m| et obtenu 'élément de
matrice de rotation grace a (10.39). Un calcul analogue donne pour ’émission
d’un photon gauche

arg:ﬂ(e) — bdélll(g) — __b_ sin g (10.112)

V2

12. Ce résultat dépend des conventions de signe utilisées pour les états |D) et |G) ; on
trouve le signe opposé dans Feynman et al. [1965], volume III, section 18.1, en raison d'une
convention de signe différente dans la définition de |D).
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Si la polarisation finale est linéaire, on peut la décomposer sur les états'?® |z)
polarisés dans le plan Oz et |y) polarisés suivant Oy (figure 10.10 (c))

2

S(Em+ie)  w=os(m+e) o)

l2) = 7%

on déduit

a™=0(0) = (z,0/T110) = ——;—(a +b)sind
(10.114)

a™="(8) = (y,0/T|10) = %(a — b)sind
Dans le cas dipolaire électrique a = b les photons sont polarisés suivant Oz ;
dans le cas dipolaire magnétique ils sont polarisés suivant Oy. C’est bien ce qui
correspond au cas classique : si 'on prend par exemple une charge animée d’un
mouvement d’oscillation harmonique suivant Oz, avec un moment angulaire
nul suivant Oz, le rayonnement est polarisé dans le plan xOz. Au contraire,
un dipole magnétique donnerait un rayonnement polarisé suivant Oy. Une
transition dipolaire électrique correspond & 7 = —1, et donc & un état initial et
final ayant des parités opposées, tandis qu’une transition dipolaire magnétique
correspond & un état initial et un état final ayant la méme parité. Dans les
deux cas, la distribution angulaire est en sin? 4.

10.5.3 Désintégrations : cas général

Revenons a la désintégration générale & deux corps (10.97), en appelant
ja, jB et jo les spins des particules A, B et C. Définissons les amplitudes de
transition pour un état initial |jomc) de la particule C' vers les états finaux
|jama) et |jpmp) des particules A et B, et supposons la particule A émise
avec une impulsion g dirigée suivant une direction (6, ¢)

AmSmp(0,8) = (mamg; (0, 6)|T|me) (10.115)
Si la particule A est émise dans la direction p = (8, ¢), 'état
Imamp; (0, ¢)) = U(R)|mamsg; (6 = 0,¢ = 0))

est le transformé de |mamp; (8 = 0,4 = 0)) par la rotation (6, ¢) qui améne
Paxe Oz sur la direction p. Il faut souligner, que dans cet état, nous avons
choisi ’axe de quantification du moment angulaire suivant p, et que m4 et
mp sont les valeurs propres de (J - p), et non J, (figure 10.11). Lorsque la
particule A est émise dans la direction Oz : 8 = ¢ = 0, la conservation de la

13. Les états |z) et |y) sont définis par rapport & la direction § de propagation :
figure 10.10(c).
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F1G. 10.11 — Désintégration C — A+ B.

composante z du moment angulaire implique, comme dans le cas de la sous-
section précédente, que me = m s + mp. Les seules amplitudes de transition
non nulles sont

bmams = (mamp; (0 = 0,6 = 0)|[T|mc = ma +mp) (10.116)
En reprenant le raisonnement utilisé dans (10.111)

ami,ms (97 ¢) = (mAmB; (95 ¢)|T|mc>
(ma,mg; (0 = 0,6 =0)|U"(R) Tmc)
{ )

ma,mp; (0 = 0,6 = 0)|T|me = ma +mp)
x(mp =ma + mp|UT(R)|me)

bmama (Dﬁi‘é?m“ms C ¢)) (10.117)
= bmamp Q0 s 4m (B) €107 (10.118)

Si la parité est conservée dans la désintégration

bmA,mB = <mA7mB§ (9 =0,¢= 0)|yTTy|mC =m4 + mB)
= (=1)CTIATIBD g (10.119)

oun = nan e est le produit des parités des trois particules. La conservation
de la parité divise par deux le nombre d’amplitudes indépendantes.
Les amplitudes définies dans (10.118) sont appelées amplitudes d’hélicité.
Toutefois, il faut prendre garde au fait que ’axe de quantification du
moment angulaire de la particule B est souvent pris suivant la direction
de son impulsion, soit —p, ce qui fait que mp — —mp. Les nombres
quantiques magnétiques m 4 et —mp (avec notre définition) sont les hélicités
des particules A et B.
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10.6 Composition de deux moments angulaires

10.6.1 Composition de deux spins 1/2

Nous avons construit au § 6.1.2 'espace a quatre dimensions H; ® Hy
produit tensoriel des espaces & deux dimensions de deux spins 1/2, S et S,.
Une base possible de cet espace est formée des vecteurs propres |e1€2), £ = +,
de 51, et de S,

[+, [+, | —+) et |——) (10.120)
Les grandeurs physiques diagonales dans cette base sont 52, §2, 8), et Sa,
= 3
S%|€1€2> = Z ‘€1€2> Slz|€162> 261‘61€2> (10.121)
= 3
S§|6152> = Z L€162> 52216162> = 82'6162) (10122)

Cette base correspond au choix suivant d’un ensemble complet d’opérateurs
compatibles: {S%, 52, 5),,82,}. Il est possible de former une autre

base intéressante en considérant le moment angulaire total S obtenu en
additionnant S; et So
S=5+5; (10.123)

S est bien le moment angulaire total, car il permet de construire le générateur
infinitésimal dans l'espace produit tensoriel H; ® Hs d’une rotation R;(6)
d’angle 6 autour d’un axe

U(RA(6)) = e ~0(517) o —i6(S20) o —i0(SA) (10.124)

oti nous avons utilisé [S1,S52] = 0. Comme S? et S2 sont des opérateurs

Y

scalaires, ils commutent avec S, et un autre ensemble d’opérateurs compatibles
est {S%,52,52, 5.} ; nous vérifierons ultérieurement que cet ensemble est
aussi complet. Cherchons les vecteurs de base de ce nouvel ensemble. Posant
[1,1) = | + +) on vérifie

S:1,1) =11,1)

Sill, 1) = (Si4+ + S24 )| ++) =0

S_IL1) = (S1-+ S ) +4) =]+ =)+ -+ = V21,0

Cette derniére équation définit le vecteur unitaire |1,0), qui vérifie

S.11,0) = (S1. +szz)—\}§ (1+-)+1-+) =0

Enfin
S_[1,0) = (51 +sg_)i2 (14 +1-0)=val- ) =va],-1)
S.01,-1) = —|1,—1) S 1,—1) =0
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Ces équations montrent que les trois vecteurs

{‘17 1>a |150>’ Ila "1)}

forment une base standard pour un moment angulaire 1. Il suffit de vérifier
les propriétés de la base standard pour S, et S_, car §; = Stoet §2 =
-;—(S+S_ +8_854)+ S2. Le calcul ci-dessus montre que I'on a bien construit
une base standard, par exemple

S_11,1) = i(j + 1) —m(m 1) |1,0) = V2 |1,0)

Il faut enfin, pour obtenir une base de H; ® H2, construire un quatriéme
vecteur orthogonal aux trois autres

1
0,0) = —= ( =)= -+ )
|0, 0) 7 [+ ==+
Ce vecteur n’est autre que le vecteur |®) (6.15). Ce vecteur étant invariant
par rotation correspond & un moment angulaire zéro, et on peut vérifier
explicitement que
S.10,0) =0 5410,0) =0

En résumé, en composant deux moments angulaires 1/2, nous avons obtenu
un moment angulaire s = 1 et un moment angulaire s = 0. Une base standard
de S? et de S, est formée des vecteurs correspondant 4 s = 1

L) =[+-)
s=1 L0 =% (1+-)+1-+) (10.125)
L=-1)=|--)
etas=0 )
=0 10.0)= (1+--1-+) (10.126)

Comme nous avons trouvé quatre vecteurs orthogonaux, ces vecteurs forment
une base de H; ®Hs et 'ensemble des opérateurs compatibles {§ 2 Sg .52 ,S9:1,
ou simplement {§ 28.}, est bien complet. Les états s = 1 sont appelés états
triplets et I’état s = 0 état singulet.

Comme application, retrouvons les résultats de ’exercice 6.4.5, ol nous
avions & diagonaliser Popérateur (& - §2). Cet opérateur est diagonal dans la
base {52,5.}. En effet

-

S = (H+5)?=

—

+ (10.127)

DO o
B | =

1o

ou
G -Gy =252 31 =2s(s +1) - 3|I
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L’opérateur &, - &' est égal & I dans 1’état triplet et & —3I dans I’état singulet.

On en déduit les projecteurs Py et Py sur les états triplet et singulet
Po+P1=1 g1-02==-3Pyg+ P

d’on

1
(I — &y - 5"2) P = Z (3 + &1 - 5’2) (10.128)

N

L’opérateur &, -3 est un opérateur scalaire qui commute avec S , mais non avec
les opérateurs de spin individuels S; et S5. On remarque aussi que les états
triplets sont symétriques (c’est-a-dire qu’ils ne changent pas de signe) dans
la permutation des spins 1 et 2, tandis que I’état singulet est antisymétrique
dans cette permutation.

10.6.2 Cas général : composition de deux moments
angulaires J; et J,

Nous allons généraliser ce qui précéde a la composition de deux moments

angulaires J; et Jo. Le raisonnement utilisé en (10.124) peut étre répété pour

montrer que J = J; +Js est le moment angulaire total. Suivant la sous-section

précédente, nous construisons I'espace produit tensoriel & (2j; +1) x (2j2+1)
dimensions

E=E(h) ®E(52)
Une base possible de cet espace est constituée des vecteurs propres
|j1jemime) = |jim1) ® |jama) (10.129)
communs & J?, J_g, Ji, et Jo,
) = 7101 + 1) |j1jamama)

J3ljrjamama) = ja(j2 + 1) [jrjemaima)

J1z|j1jamame) = my |J1jamama)
Jaz|j1jamima) = ma |j1jzmams)

J2|j1jamims

Cette base correspond & l’ensemble complet d’opérateurs qui commutent
{j?,jg,le,Jﬂz}. Nous allons construire une autre base de &, celle ot
les opérateurs {j?,jg,j‘ 2 J,} sont diagonaux. Nous partons des deux
observations suivantes :

o Tout vecteur [71jamimy) est vecteur propre de J, avec la valeur propre
m = mq + mao.

e Si une valeur de j est possible, on doit avoir par application de Jy et J_
une série de (25 + 1) vecteurs [jm). A priori, on pourrait méme avoir
plusieurs séries de vecteurs de ce type, et nous noterons N(j) le nombre
de ces séries pour une valeur de j donnée.
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Fi1c. 10.12 — Composition de deux moments angulaires.

Soit n(m) la dégénérescence de la valeur propre m de J,. Comme m
apparait si et seulement si j > |m|, on aura (figure 10.12)

a(lml) = > N()
ilml

et par conséquent

N(G)=n({) —n(G+1)
Mais n(m) est égal au nombre de couples (m1,ma) tels que m = mq + ma.
En supposant par exemple j1 > jo

0 si im| > j1 + jo
nim)=q fi+j+1~|ml si j1—-j2< m<ji+j
272 +1 si OS]m|§j1—j2

On en conclut

N@G)=1 pour j1—j2a<j<ji+J2
et N(j) = 0 dans tous les autres cas. Pour tenir compte du cas jo > ji,

il suffit de remplacer (j; — j2) par |j1 — j2|- Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant.

Théoréme de composition des moments angulaires. Dans 'espace produit
tensoriel £ = £(j1) ® £(ja)

1. Les valeurs possibles de j sont
lj1 —dal, 171 =gl + 1, -oev Jitie—1 1+ 52 (10.130)
2. A chaque valeur de j correspond une seule série de vecteurs propres |jm)

T2|jm) = j(j + 1)|jm) J.ljm) =mljm) M (10.131)
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11 est instructif de vérifier que la dimension de £ est bien correcte (j1 > j2)

dimé& = > @+

J1=j2<i<ii+j2

(G1 + 7)1 +d2 + 1) — (J1 — Joa — 1)(G1 — Jo)
+(1+g2) = (i —ja— 1)

= (21 +1)(2j2 + 1)

On passe de la base orthonormée |jijomims) & la base orthonormée |jm)
par une transformation unitaire. Les éléments de la matrice unitaire qui
effectue cette transformation sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan (C-
17
G) Crriling;jm o
gmy = > Ch% liijemams) (10.132)

mi+mae=m '
qui ne peuvent étre différents de zéro que si m = my + ms et si |j1 ~ ja| <
7 € 71 + j2. On choisit la convention de phase suivante

J1j2 c

Conlmaijm=; 1661 >0
et on peut alors montrer par application de J_ que tous les C-G sont réels. Les
coefficients de Clebsch-Gordan sont les éléments d’une matrice unitaire réelle,
les indices matriciels état (mimg) et (jm). Iis vérifient donc les conditions
d’orthogonalité

J1 J2

Z Z Cﬁ?ifi?z;jmcﬁfgnz;j’m’ = 6jj'6mm' (10133)
mi=-—ji ma=—j2

et inversement
J1+j2 J . o

Yo D Ot O i = it Bnam, (10.134)

J=lj—je| m=-3
Les équations (10.125) et (10.126) donnent des exmples de C-G
1

%;10 - \/§

Comme application de la composition des moments angulaires, étudions le
couplage spin-orbite . en raison d’effets relativistes, le moment angulaire
orbital et le spin d’un électron atomique, par exemple 1’électron de ’atome
d’hydrogéne ou I’électron de valence d’'un alcalin, ne sont pas indépendants,
comme nous le verrons au § 14.2.2. Le moment angulaire total de I'électron
est la somme de son moment angulaire orbital L et de son spin S

C =1 C

;11

= o~
B o
[t

| s

J=L+§ (10.135)
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Les valeurs possibles de j sont donc j =1+ 1/2et j=1—1/2 (saufsil =0,
auquel cas j = s = 1/2). Le moment angulaire orbital et le spin sont couplés
par un potentiel spin-orbite

Veo(r) =V(r)L-§ (10.136)

Ce potentiel prend des valeurs différentes selon que j =1+1/20uj=1-1/2;
en effet

(L+8)?=J%*=L?+§2+2L-§
soit L
I.§= §[j(j—|—1) —l(l+1)~s(s+1)] (10.137)

ce qui donne pour le potentiel spin-orbite

sVl s j=1+1/2

VS°(T)={—§V(T)(1+1) L jol-1/2 (10.138)

10.6.3 Composition des matrices de rotation

La loi de composition des moments angulaires se refléte dans une loi de
composition des matrices de rotation. Considérons les éléments de matrice de
Popérateur de rotation U(R) entre les états [jm) et |jm’) du type (10.132)

Gm|U(R)|jm’y = DY), .(R)

_ J1J2 J172
= D0 2 OhlziomChiimg ime

mims m’l 7'11,’2

x {j1jamyime|U(R)|j1jamima)

d’ot
DR (R)= 3 3 Chti Ot Do (RIDE) L (R) (10.139)

™mima mim;

Compte tenu des relations d’orthogonalité (10.133) et (10.134) des C-G, on
peut inverser (10.139)

. B j1+j2 . . . . .
D) (R)DY) (R)= 3 Cht .CP2. /DD (R)  (10.140)
|71 —72|

Cette équation peut étre interprétée de la maniére suivante : dans V'espace
£(j1) ® £(j2), on forme la matrice A(R), produit tensoriel de DU1)(R) et
DU2)(R)

Ammymagmimy(R) = D) (R) ® D7) (R)

maom



10. Moment angulaire 363

Par un changement de base effectué grace & une matrice unitaire dont les
7132 H
éléments sont les coefficients de C-G C};77,, ..., la matrice

A'(R) = CA(R)C™!

devient une matrice diagonale par blocs

pUr+ia) 0 0
CAR)C-! = 0 pUitiz—1)
0 0 e :
0 o o pUi—il

En termes mathématiques, ceci s’appelle réduire le produit de deux
représentations DU) et DU2) du groupe de rotation en composantes
irréductibles

DU g pli2) — plitiz) 4 pli—dz—1) 4 ... 4 pli—iz)) (10.141)

10.6.4 Théoréme de Wigner-Eckart
(opérateurs scalaires et vectoriels)

Nous avons donné au § 8.2.3 la définition d’un opérateur scalaire S : c’est
un opérateur qui commute avec J : [§, ﬂ = 0. Examinons les éléments de
matrice (7'm/|8|7m) de S dans une base standard du moment angulaire

8, =0=j = [S,.]=0=>m =m
De plus
[S,J+] = 0= (§m|S|im) = (j||S||7) indépendant de m (10.142)

La quantité (j||S||j) est appelée élément de matrice réduit de S.

Nous passons maintenant aux opérateurs vectoriels 17, dont nous avons
donné la définition en (8.33) : les composantes cartésiennes Vj, d’un opérateur
vectoriel se transforment par rotation suivant la loi

UNR) VL U(R) = ZRHV (10.143)

En considérant des rotations infinitésimales, nous en avions déduit les relations
de commutation avec les composantes du moment angulaire

[T, Vil =1 erpVp (10.144)
P
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Les équations (10.143) et (10.144) sont strictement équivalentes et peuvent
servir 'une comme 'autre pour définir un opérateur vectoriel. Il est commode
d’utiliser les composantes sphériques V, de V'

1 1 (
V2 V2
Ces composantes sont aussi appelées composantes standard de V, car dans
le cas oit V est Vopérateur position, V= R les composantes 7‘1,?"0 et 74
du vecteur # ne sont autres que les harmoniques sphériques Y et Y a un
facteur \/3/4n prés (¢f. (10.64)). Ceci implique d’aprés (10.65) la loi de
transformation

Vi=-——(Va+iV}) Vo=V, Vo= -=(Vz —iV,) (10.145)

(Ri)m = 3 DS (R (10.146)

m'’

La loi de transformation des composantes sphériques de V est doncl4

UR)V,U'R) =3 DUNR)V, (10.147)
q/
On pourrait naturellement vérifier cette expression en utilisant les formules
explicites pour D) et la définition des composantes sphériques.
Notre objectif est de relier les éléments de matrice des diverses
composantes d’un opérateur vectoriel entre des états |jm). Pour ce faire,

examinons les propriétés de transformation par rotation du vecteur |1jgm) =
Volyjm)

U(R)|Ljgm) = U(R)V,U (R)U(R)|jm)
ZD R)DY),(R)|1jg'm’)

Les vecteurs |1jgm} se tranforment par rotation exactement de la méme fagon
que les vecteurs |j1jamima) avec j1 = 1,ja = j,m1 = g,m2 = m. On peut
donc construire des vecteurs

> Cl s 1iqm) (10.148)
m-+q=1n
qui se transforment par rotation suivant la loi
UR)jim) = Y DY)’y

'

Cette équation montre que les vecteurs |jm) forment une base standard de
I'espace £(j), & un facteur global multiplicatif prés. Ces vecteurs ne seront

14. On remarquera que l'ordre U, U?, ainsi que l'ordre des indices, sont différents de
ceux de (10.143).
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pas en général normalisés 4 un, mais ils auront une norme identique, quel que
soit m
Fmlfmy = 55 mm a(j)
Inversant (10.148)
jt+1 4
Volgm) = [lgjm) = Y CoF 5 xl7mi)
j=j-1

d’on

(G'm|Vgljm) = ZC;in]m (G'm 15y
= chfnmé, BmmB(’ ) = Ctross B, 5)
7

Définissant 1'élément de matrice réduit (5'||V,||7) par

(FIVIG) = B, 5)

on obtient le théoréeme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels

(' |Vlim) = C v (311V 115 (10.149)

am;j’m’

Toute la dépendance dans les nombres quanthues magnethues m,m’ et q est
contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan C ami m,, que 'on trouve dans
des tables. A j fixé, les seules valeurs possibles de j/ sont j' = j — 1, j, j +
1. Ce théoréme se généralise aux opérateurs tensoriels irréductibles : voir
I’exercice 10.7.18.

Comme application, calculons les éléments de matrice d’un opérateur
vectoriel lorsque § = j', en utilisant le fait que J est un opérateur vectoriel

dont les éléments de matrice obéissent a (10.149)

G| Jqlgm) = Cl s G

Il en découle une relation de proportionnalité pour les composantes
cartésiennes Vj,
(gm/|Velim) = K (jm/|Jx|jm)

Pour évaluer la constante K, nous calculons le produit scalaire J - V, qui est
un opérateur scalaire

Gml(T- V)lgm) = > (m| el jm”) (jm" |Vi[jm)

k:,m”
K Y (gmlJiljm”) Gm" | Tl jm)
Ic,m”

= K (jm|J % jm) = K j(j + 1)
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En combinant ces équations on obtient pour les éléments de matrice de V4

G/ |V |im) = — ST W17 Gm! | Tk jm 10.150
(gm/|Vilym) ](J+1)( - V)l (Gm | Tk |im) ( )
Comme (J - V) est un opérateur scalaire, (jm|(J - V)|jm) est indépendant de
m et égal a ’élément de matrice réduit (j||(J - V)||4).

10.7 Exercices

10.7.1 Propriétés de J

Vérifier par un calcul explicite que [j 2 J.] = 0. Vérifier également les
identités (10.5) a (10.9).
10.7.2 Rotation d’un moment angulaire

Soit R la rotation (10.30) d’angles (8, ¢). Vérifier que le vecteur

U(R)|jm) = e ™%’ e 7197 jm)
est vecteur propre de I'opérateur
Jrsinfcos¢+ Jysinfsing + J, cosd = J-h

avec la valeur propre m ; 7 est le vecteur unitaire dans la direction (4, ¢).
Suggestion : adapter (8.29).

10.7.3 Rotations (6, ¢)

Montrer que P'on peut écrire la rotation (10.30) R(f, ¢) sous la forme
R(0,9) = Ry (0)R.(¢)

ot Oy’ est 'axe obtenu & partir de Oy par une rotation de ¢ autour de Oz.
Suggestion : montrer

10.7.4 Moments angulaires 3 = % et =1
1. Retrouver a partir de (10.23) les opérateurs S, Sy et S, du spin 1/2.

2. Toujours & partir de (10.23), calculer les matrices 3 x 3 représentatives de
Jz, Jy et J, pour le moment angulaire j = 1.

3. Montrer que pour j = 1, Jg,Jy,J. sont reliés aux générateurs
infinitésimaux (8.26) T3, T, T, par la transformation unitaire qui fait passer
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des composantes cartésiennes de # & ses composantes sphériques (10.64) :
J; = UIT,U avec

L (101
U=—| —-i 0 —i
V2 0 v20

4. Calculer la matrice de rotation d™)(8)
dV () = exp(—ifJ,)

et vérifier (10.39). Suggestion : montrer que J3 = Jy.

10.7.5 Moment angulaire orbital

1. Utiliser les relations de commutation canoniques
(X:, Pj] = 16451

et P’expression L=RxP pour montrer
[Lz, Ly] =1L,

2. Démontrer les équations (10.47) & (10.49). Suggestion : montrer que pour
une rotation infinitésimale d’angle da autour de O, les angles € et ¢ varient
de

df = —sin ¢da d¢ = _gos¢
tan @
En déduire L, et L, = i[L,, L,].
3. Comme L, = —i0/0¢, on pourrait s’attendre & une inégalité de Heisenberg
ApAL. >

Or dans un état propre de L, ol m est fixé, AL, = 0, tandis que A¢ < 27,
puisque 0 < ¢ < 27 et I'inégalité de Heisenberg est violée dans cet état. Ou
est la faute de raisonnement ? Suggestion : voir Pexercice 7.4.3, question 2.
Pourquoi le raisonnement de I'exercice 9.7.1 est-il en défaut ?

10.7.6 Relation entre les matrices de rotation
et les harmoniques sphériques

1. Soit p(7) = ¢(z,y, z) la fonction d’onde d’une particule. Montrer que

(e~ L=} (0,0, 2) = 9(0,0, 2)

et en déduire que si une particule est localisée sur Paxe Oz, la composante
z de son moment angulaire orbital est nulle. Interpréter qualitativement ce
résultat.
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2. On suppose que le moment angulaire orbital de la particule est [ et on
écrit sa fonction d’onde comme le produit d’un harmonique sphérique et d’une
fonction d’onde radiale ¢;(r) qui ne dépend que de r = |F]

Yim(7) = Y™(6, )gi(r) = (6, dllm)aqu(r)
On g’intéresse uniquement & la partie angulaire. En utilisant
|6,6) =U(R)|# =0,¢ =0)

ot R est la rotation d’angles (6, ¢), montrer que
Y/ (8, ) o< [Dith(6,9)]

On peut montrer que le coefficient de proportionnalité est /(2{ 4+ 1)/(4n)

l *
Y(6,6) =/ e [D%h(6,9)

10.7.7 Indépendance de I’énergie par rapport a m

En supposant le potentiel V (r) invariant par rotation, soit 1, une solution
de I'équation de Schrédinger indépendante du temps

lem = Elmwlm

Utiliser la relation de commutation [L,,H] = 0 pour montrer que ’énergie
Ey, est en fait indépendante de m.

10.7.8 Puits sphérique
1. Soit le potentiel V(7) a symétrie sphérique (voir la figure 12.4)

V(F) = -V 0<r<R
=0 r>R

appelé puits sphérique. Etablir I’équation donnant les états liés dans Ponde s
(I = 0). Y a-t-il toujours un état lié 7 Comparer avec le cas du puits 4 une
dimension.

2. On modélise le potentiel neutron-proton par un puits sphérique de rayon
R ~ 2fm. 1l existe un seul état 1ié neutron-proton dans 'onde s, le deutéron!®,
dont I’énergie de liaison est B ~ 2.2 MeV. Calculer la profondeur Vj du puits
nécessaire pour qu'il y ait juste un état lié. Comparer Vj avec ’énergie de

liaison et montrer que V5 >> B.
3. Trouver les niveaux d’énergie dans 'onde s d’une particule dans le potentiel
A B

Vi) =5-~= A,B>0

15. En fait le deutéron a ausssi une petite composante d’onde d.
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10.7.9 Atome d’hydrogéne pour I # 0

1. Ecrire ’équation qui généralise (10.89) lorsque le moment angulaire orbital
1 # 0. En déduire que ’on doit rajouter a (10.91) le terme

~I(l+1) [% ~ Zakﬂx’“—l}

k=1
2. Montrer la relation de récurrence

_ 2(ak — 1)
Wt = L+ 1) - 1+ 1)

ak

et en déduire

1

o a=—
n

o k>1+1

et par conséquent [+1 < k < n. Montrer que le spectre de ’atome d’hydrogéne
est donné par (10.93).

10.7.10 Eléments de matrice d’un potentiel

L’électron externe d’un atome est supposé dans un état p (I = 1). Sa

fonction d’onde est
uy (r)

Yim(7) = Y7 (8, ¢)
Il est plongé dans un potentiel extérieur de la forme
V() = Az? + By? ~ (A+ B)2?

ou A et B sont des constantes.

1. Montrer sans calculs que la matrice représentative de V' dans la base |lm)

est de la forme
a0

Vm’m: O’}/O
80«

les lignes et les colonnes étant rangées dans Vordre m/, m = 1,0, —1.

2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de V. Montrer gue
(L,) = 0 dans un état propre de V.

3. Utiliser (10.63) pour calculer explicitement «, 3 et v en fonction de A,

B et -
I=/ luy ()22 dr
0
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10.7.11 Equation radiale en dimension d = 2

On se propose d’écrire I’équivalent de I'équation (10.78) lorsque V'espace
est & deux dimensions et le potentiel invariant par rotation. L’équation de
Schrodinger indépendante du temps est

1 9 _
|-55772 + V() () = Bt
On utilise les coordonnées polaires dans le plan 2Oy
z =rcosd y=rsinf

On rappelle expression du laplacien en coordonnées polaires

210 0 10
v _r(?rrar+r2 062

et l’expression du moment angulaire

0

L:=XP,~YP,=~ig;

1. Montrer que les fonctions propres de L, sont de la forme exp(im#).

2. On cherche des solutions de 1’équation de Schrédinger de la forme
Bram(F) = 7= & (r)
nm - \/F nm

Montrer que Uunp,(r) et Eyy, vérifient ’équation radiale

1 d? m?+1/4

oM B2 +V(ir)+ SM2 Unm (1) = Etnm(r)

Quelle est Pinterprétation de n 7 Quel est le comportement de wnm (r) lorsque
r—07

10.7.12 Propriété de symétrie des matrices d¥

En utilisant 'opérateur Y (10.100), démontrer la propriété de symétrie
des matrices de rotation d()(3)

A (8) = (~)™ 4, L (=8)
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10.7.13 Diffusion de la lumiére

1. On reprend Pétude de la transition radiative A* — A+ v avec j =
j(A*) = 1 et j = j(A) = 0. Déterminer dans le cas dipolaire électrique
les amplitudes de transition pour un état initial m = 1 lorsque les photons
polarisés circulairement sont émis dans le plan Oz avec une impulsion 7
faisant un angle 8 avec 'axe Oz

ap=lo) = %a(l + cos )
al=6) = -;-a(l — cos8)

2. On suppose que des photons d’impulsion p'{| Oz arrivent sur 'atome dans
son état fondamental A. L’atome absorbe le photon et est porté dans son
état excité A*; il revient dans son état fondamental en émettant un photon
dans une direction du plan xOz faisant un angle # avec Oz. On appelle b
I’amplitude d’absorption d’un photon de polarisation circulaire droite D

b={j=1,m=1T"|D)
Montrer que si les transitions sont dipolaires électriques, on a aussi
b={j =1,m=-1T'|G)

Soit cp_, pr (8) "amplitude de transition pour la diffusion d’un photon initial de
polarisation circulaire P (P = D ou G) sous un angle # avec une polarisation
finale P’. Montrer que

b
cpopi(f) = % (1+cos9)

ou le signe (+) correspond & P = P’ et le signe (—) & P # P’. En déduire
pour une polarisation linéaire |z) du photon initial et pour des polarisations
linéaires |z’ ou |y} du photon diffusé, définies par rapport a la direction de
propagation de ce photon

Cpmz'(0) = abcosb
cz—y(0) =0

Donner une analogie classique qui conduit également & une distribution
angulaire en cos? @ avec un rayonnement polarisé dans le plan zOz.

10.7.14 Mesure du moment magnétique du A°

La particule A” est une particule de charge nulle, de masse M -~
1115MeV/c?, de spin 1/2 et de vie moyenne 7 ~ 2.5 x 1071%s. Un de ses
modes de désintégration principaux (66 % des cas) est

A® — proton + méson 7~
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ou le proton a spin 1/2 et le méson #~ spin 0.

1. Dans le référentiel ot le A® est au repos, on suppose le proton émis avec
une impulsion F dans la direction Oz, choisie comme axe de quantification du
moment angulaire. Soit m la projection suivant Oz du spin du A® et m' celle
du proton. Pourquoi doit-on avoir m = m’ ? Soit a et b les amplitudes de
probabilité des transitions

a : A° (m: %) — proton (m' = %; 7l Oz)

1
b o Al <m: _5) — proton (m/ = —%Q 7l Oz)

Montrer que |a| = |b| si la parité est conservée dans la désintégration.
Suggestion : examiner 'action d’une réflexion par rapport au plan xOz.

2. Le proton est maintenant émis avec une impulsion p paralléle 4 une
direction 7 du plan Oz, faisant un angle # avec Oz. Soit m’ la projection du
spin du proton sur la direction 7t et Gy, m (6) amplitude

1
Qi (8) @ A° <m = 5) — proton (m'; §'|| )

Exprimer

ay3(0) =ars(8) et a_y4(6) =a_y(0)

11
22
en fonction de a, b et 6.
3. On suppose que le A® est produit dans un état de spin m = 1/2. Montrer
que la distribution angulaire du proton est de la forme

w(f) = wo(l + acosh)
Calculer « en fonction de a et b. L’expérience montre que

o~ —0.645 1+ 0.016

Que peut-on en conclure sur la conservation de la parité dans la
désintégration 7

4. Le A° est produit en bombardant une cible de protons au repos par un
faisceau de mésons 7~ dans la réaction (figure 10.13)

méson 7~ + proton — A® + méson K

Par conservation de 'impulsion, g;-, pae et Pxo sont situés dans un méme
plan. On choisit pour axe Oz une perpendiculaire a ce plan

ﬁr* X ﬁAO

2=
|Pr— X Paol
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ISH

F1c. 10.13 — Cinématique de la production du A°.

et comme axe Oy la direction pyo de Pimpulsion du A®. Sachant que la parité
est conservée dans la réaction de production et que les protons cibles ne sont
pas polarisés, montrer que si S est Popérateur de spin du A°, alors les valeurs
moyennes des composantes S, et Sy sont nulles: (S;) = (Sy) = 0.

5. On suppose pour simplifier’® que (S,) = 1/2 et que tous les A? ont la méme
durée de vie 7 et se désintégrent au méme point. Le systéme est plongé dans
un champ magnétique B uniforme et constant paralléle & Oy. Le A? posséde
un moment magnétique [ relié & son spin 5 par un facteur gyromagnétique +y:
7= fyg. Décrire qualitativement le mouvement du spin du A®. Déterminer
son orientation au moment de la désintégration en fonction de 7, de B et ~.
Montrer que la distribution angulaire du proton émis dans la désintégration est

w(8, ) = wo(l + acos O)

avec
cos & = cos Acos8 + sin Asin f cos ¢

ou les angles 0 et ¢ sont les angles polaire et azimutal de I'impulsion du
proton. Quelle est la valeur de 'angle A 7 En déduire que la détermination
de w(f, ) permet de mesurer le facteur gyromagnétique . On négligera la
courbure de la trajectoire du proton due au champ magnétique ainsi que les
transformations des angles dues au mouvement du A°.

10.7.15 Production et désintégration du méson p+

1. Le méson pt est une particule de spin 1 qui se désintégre en deux mésons 7,
particules de spin 0
pt st 40

16. En fait |{S;)] < 1/2 et on doit faire appel au formalisme de I'opérateur densité.
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On choisit de se placer dans un référentiel ol le méson p* est au repos ;
on suppose que son spin est quantifié suivant 'axe Oz et qu’il se trouve
initialement dans l’état de spin |lm), m = —1,0,1. Soit

am (0, @) = (0, ¢|T|1m)

I'amplitude de transition pour la désintégration du méson p* dans I’état
initial |1m) avec émission du méson 7 dans la direction d’angles polaire
et azimutal (#, ). Montrer que l'on peut écrire

am(6,6) = a [D(6,4)]

Quelle est la signification physique de a 7 En déduire la distribution angulaire
Wn(6,¢) du méson nt, c’est-a-dire la probabilité d’émission du méson 7+
dans la direction (8, @) lorsque le méson p™* est initialement dans 1'état |1m).
Montrer que W,,(0,¢) est indépendant de ¢ (pourquoi ?) et donner son
expression explicite en fonction de 6 pour les trois valeurs de m, m = —1,0, 1.

2. Si I’état initial du méson pT est une combinaison linéaire d’états |1m)
[A) = Z Cm|1m) Z leml® =1
m=—1,0,1 m=—1,0,1
quelle sera la distribution angulaire Wy (8, ¢) ?

3. En général le méson p n’est pas produit dans un état pur, mais dans un
mélange décrit par un opérateur densité p

PZZP,\WW PA 20 ZP,\Zl
A A

Montrer que la distribution angulaire est alors
1 .
W(0,¢) = poocos® 0 + 3 sin® 0(p11 + p_1.-1)

1 ) i X
+ —=sin20Re (p_10e % _ b0 e‘d’) —sin®§Re (p1,-1%%)
V2

4. Le méson pT est produit dans la réaction : méson n* (5} )+proton(p = 0)
— méson pT(pa)+proton(fs), ou P; dénote I'impulsion des particules. On
choisit pour axes Oz la normale # au plan de la réaction
P1 X P2
|p1 % Pa
La parité IT est conservée dans cette réaction et on suppose que les protons

-

cibles ne sont pas polarisés. Montrer que la valeur moyenne (J) = Tr(pJ) du

fl =

spin du méson p* est dirigée suivant 7 : (J) = cA. En déduire

Tr (pJe) = Tr(pJy) =0
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Utiliser le fait que I’état initial de la réaction de production est invariant dans
lopération

Z=Tle ™
pour montrer que g commute avec les rotations d’axe Oz
[p,e_i“’] -0
ce qui peut s’écrire
Pmm! = (_l)m_m, Pmm’

p ne dépend en fait que de quatre paramétres réels et a la forme d’un damier

pi1 0 p1
0 poo O
Pi—1 0 pu

10.7.16 Interaction de deux dipbles
Le hamiltonien d’interaction de deux dipdles magnétiques portés par des
particules de spin 1/2 s’écrit

Koloin e o = = K
H= P [3(01 cF)(Fq - ) — Fy -02} = ;35'12

ou 7 est le vecteur joignant les deux dipdles et &1 et g2 les matrices de Pauli
des deux particules. Soit

le spin total. Montrer que
$12 =2 [3Q? - 2] Q= (5 7)?

et que Q* = Q? : Q? est un projecteur. En déduire que 5%, = 4%2 — 28 et
que les valeurs propres de Si2 sont 0, 2 et —4.

10.7.17 Désintégration du X°

La particule Y9, formée d’un quark up, d’un quark down et d'un quark
étrange, de masse 1192 MeV /c? et de spin 1/2, se désintégre par une transition
radiative en une particule A%, également formée d’un quark up, d’'un quark
down et d’un quark étrange, de masse 1115 MeV /c? et de spin 1,2

2O A%y

Le %° est supposé au repos, son spin quantifié suivant Oz et la projection de
son spin sur cet axe est m; "impulsion p du photon est située dans le plan
2Oz et fait un angle € avec ’axe Oz.
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1. On suppose d’abord que le photon est émis dans la direction Oz (6 = 0).
Si m/ est la projection du spin du A° sur Oz, montrer que les amplitudes non
nulles sont (T" est 'opérateur de transition)

1 1

= I———' = = —
a={Dm = 2,9 0|T|m 2)
1 1

= LA— = = —
= {(G,m 2,0 0|T|m 2)

tandis que

1
c=(D,m = 5;9=0[T|m-—— %) 0

1 1
d= (G,m':f§;6’=0|T[m=—§) =0

autrement dit ' = m est interdit et les transitions permises correspondent
am’ = —m quand # = 0. La notation (D, G) spécifie I’état de polarisation
circulaire droite (D) ou gauche (G) du photon.

2. L’opérateur de transition 7 est invariant dans I'opération parité. En
déduire |a| = |b]. Si 7 est le produit des parités du £° et du A, aussi appelé
parité relative des deux particules

T} = NisoTjp0

montrer que a = nb. L’expérience montre que 1 = 1, et donc a = b.

3. On suppose que la valeur initiale de la projection du spin du X° est
m = 1/2. Soit a¥ () et % () les amplitudes de transition ou m’ est la
projection du spin du A° sur la direction de ' : c’est donc la valeur propre
de - p. Calculer a’g’ et a’(’;’l en fonction de @ et 8. Quelles sont les valeurs
permises pour m’ ?

10.7.18 Opérateurs tensoriels irréductibles

Un opérateur tensoriel irréductible d’ordre k, T posséde (2k + 1)
composantes Tq(k)

et se transforme par une rotation R suivant
URITPUTR) =Y DS (R)TH
ql

Montrer que le vecteur
[kjqm) = T{F |jm)
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se transforme par rotation comme un vecteur |jijomims) avec j; = k, jo =
3, m1 = q, ma = m. En passant par 'intermédiaire des vecteurs

kijmy =Y Cylnlkiam)

g+m=m
montrer la forme générale du théoréme de Wigner-Eckart

('m![T{O|jm) = Cqy

gm;j'm!

G| T®)||jm)

et en déduire
li—kl<j <j+k

10.8 Bibliographie
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montre en particulier qu’une particule de masse nulle a seulement deux états
d’hélicité. Sur ce dernier sujet, voir aussi Weinberg [1995], chapitre 2.






Chapitre 11

Oscillateur harmonique

JOSCILLATEUR HARMONIQUE est un systéme d'une grande importance en
mécanique classique, car il décrit les petites oscillations de systémes
physiques autour d’une position d’équilibre stable ; son importance n’est pas
moindre en mécanique quantique. Pour fixer les idées, et afin de prendre
I’exemple simple d'un mouvement & une dimension, examinons le cas d'une
molécule diatomique dont les deux noyaux ont des masses m; et mg. On
prend pour axe des z la droite joignant les deux noyaux et on note z =
z1 — xo la coordonnée de la particule relative (exercice 8.5.6). A 1’équilibre,
les deux noyaux se trouvent & une distance xz = zg. En physique classique, le
hamiltonien de la particule relative s’écrit

2
p
ot m = mima/(my + ma) est la masse de la particule relative. Développons
V{(z) au voisinage de & = xg :

V = V(zo) + (& — 30)V"(z0) + % (@ — 20)2V" (20) + - -

La constante V(zo) est en général sans intérét et on peut la prendre égale
4 zéro par une redéfinition du zéro d’énergie. Comme zy est une position
d’équilibre, V'(zg) = 0, et si cette position d’équilibre est stable, V' (zo) > 0.
Posant

C
g=z—2p, C =V"(z0), w=4/—
m
le hamiltonien (11.1) devient
2
1
Hy=2 4 - mug? (11.2)
2m 2

ol w est la fréquence des oscillations autour de la position d’équilibre.
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Nous venons d’introduire I'exemple le plus simple, celui d’'un oscillateur
isolé, dont le traitement quantique fera 'objet de la section 11.1 dans une
base particuliére, celle des états propres de I’énergie. Une autre « base », celle
des états cohérents, sera examinée dans la section suivante. Elle trouve de
nombreuses applications en optique quantique. Un cas un peu plus complexe
est celui des oscillateurs couplés, qui jouent aussi un réle important. Un
exemple en sera donné dans la section 11.3, ot sera étudié un modéle simple
de vibrations dans un solide qui permettra d’introduire le concept de phonon.
La généralisation aux photons sera également traitée dans une configuration
simple.

Il peut sembler surprenant de trouver dans la derniére section de ce
chapitre 'étude du mouvement d’une particule chargée dans un champ
magnétique. Nous verrons que dans le cas d'un champ magnétique constant,
les équations du mouvement se raménent 4 celles d’un oscillateur harmonique.
L’étude des niveaux d’énergie dans un champ magnétique, ou niveaux
de Landau, sera précédée d’une définition de I'invariance de jauge locale,
qui fixe la forme de linteraction d’une particule chargée avec le champ
électromagnétique.

11.1 L’oscillateur harmonique simple

11.1.1 Opérateurs de création et d’annihilation

Notre point de départ sera le hamiltonien (11.2). Ce hamiltonien se
transpose en mécanique quantique si ’on interpréte les quantités p et ¢ comme
des opérateurs: p — P, ¢ — @ et si I’'on impose les relations de commutation
canoniques

[Q, Pl =ikl (11.3)

Comme souvent en physique, il est utile de définir des quantités sans
dimensions, et nous introduirons les opérateurs P et (J par

1/2
Q= (i> Q P = (mhw)Y/?P (11.4)

M
qui obéissent 4 relation de commutation
[Q,P] =il (11.5)

Nous allons construire les vecteurs propres de H par une méthode algébrique,
suivant l'esprit de celle qui a été utilisée pour le moment angulaire. Le
principe de cette méthode consiste & introduire des opérateurs a et af, appelés
respectivement opérateur d’annihilation (ou de destruction) et opérateur de
création de I'oscillateur harmonique, qui feront passer d’une valeur propre de
H & une autre, tout comme J_ et J font passer d’une valeur propre de J, a
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une autre. Nous définissons donc les opérateurs!

1+ A
a= 7 (Q +iP) (11.6)
of = L (Q—iP) (11.7)

V2

Un calcul immédiat permet d’établir les relations de commutation de a et af
[a,al] =1 (11.8)

ainsi que trois expressions utiles de H

H=%M(P2+Q2)=M<aTa+%)=ﬁw<N+%> (11.9)

Nous avons introduit 'opérateur N, ou opérateur nombre de particules?
N =a'a (11.10)
qui vérifie les relations de commutation suivantes avec a et a'
[N,a] = —a [N,a'] = al (11.11)
Compte tenu de (11.9), il est équivalent de diagonaliser N ou H.

11.1.2 Diagonalisation du hamiltonien

Supposons que nous ayons trouvé un vecteur propre |v} de N,
normalisable, mais pas nécessairement unitaire, de valeur propre v

Nv) =viv)
On doit avoir v > 0 : en effet
0 < [lajw)|? = (v]aTalv) = (VIN|v) = v{v|v)
ce qui implique que si ¥ = 0, alors alv) = 0. Dans le cas contraire, a|v) est
un vecteur de norme carrée v{v|v), et c’est un vecteur propre de N avec la

valeur propre (v — 1), car, en utilisant (11.11)

Na[|v)] = a(N = 1)|v) = (v = 1){a|v)]

1. Afin de nous conformer aux notations usuelles, nous dérogeons a notre régle selon
laquelle les opérateurs sont notés par des lettres majuscules.
2. Cette terminologie sera justifiée au § 11.3.1.
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Enfin af|v) est certainement un vecteur non nul, de norme carrée (v+1){v|v),
et c’est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v + 1). En effet, d’une
part

0 < [laf|ul]* = (vlaa[v) = WI(N + D)v) = (v + D(vlv)

et d’autre part
Nla'w)] =a' (N + D) = (v + D)[al[v)]

Si v > 0, nous avons vu que alv) est vecteur propre de N avec la valeur propre
(v—1). Si(r—1) =0, a?|v) = 0. Si (v—1) > 0, on peut construire le vecteur
non nul a®|v), de valeur propre (v —2), et continuer le processus si (v —2) > 0.
La suite des vecteurs

|y, allv), d®|v), ..., P ). ..
est une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres
v,v—1,...,(v—p)...

Ceci montre que v est nécessairement un nombre entier. Sinon, pour p
suffisamment grand, (v — p) deviendrait négatif et le vecteur a?|v) serait de
norme négative. Il est donc nécessaire que la série s’arréte pour une valeur
entiére v = p telle que le vecteur aP™!|v) = 0.

La suite des vecteurs

(@), (@), (@)?v), ... (@")P) ...
forme une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres
vyv+1,...,(v+p)...
En résumé, les valeurs propres de N sont des nombres entiers :
n=0,1,2,...,n,...
On note |n) les vecteurs propres de N correspondant 4 la valeur propre n
N|n) = ataln) = n|n) (11.12)

ou de fagon équivalente pour H
Hin) = hw (n—i— %) |n) (11.13)

Les valeurs propres E, de I’énergie étiquetées par ’entier n sont de la forme

E, =hw (n + %) (11.14)
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Contrairement au cas de loscillateur classique, le niveau d’énergie Ey du
fondamental n’est pas zéro, ce qui correspondrait 4 une particule immobile &
Véquilibre, mais Ey = hw/2 : c'est "énergie de point zéro de Voscillateur
harmonique. On peut en donner une explication qualitative grace aux
inégalités de Heisenberg (exercice 9.7.4). Il ne faut surtout pas confondre le
vecteur propre |0} de I’état fondamental et le vecteur nul de I’espace de Hilbert
H, |¢) = 0! On remarque aussi que les niveaux d’énergie sont équidistants :
c’est bien ce que I'on constate expérimentalement, en premiére approximation,
pour les niveaux de vibration d’une molécule.

Les vecteurs |n) sont bien siir orthogonaux si n # n’ et nous les supposons
désormais unitaires. Il reste & montrer qu’ils ne sont pas dégénérés, qu’ils
forment une base de 'espace de Hilbert H, et avant tout que N a au moins un
vecteur propre, ce qui n’est pas garanti pour un opérateur, méme hermitique,
dans un espace de dimension infinie ! Nous construirons explicitement dans
la section suivante le vecteur |0) et nous montrerons qu'il est unique. Cela
suffit & montrer que la série de vecteurs

10, (ah)}]0), (a")?|0),..., (@")™0)... (11.15)

est unique. En effet nous pouvons raisonner par récurrence efi supposant le
vecteur |n) non dégénéré. Soit |n + 1) un vecteur propre de N correspondant
a la valeur propre (n + 1) : N|n+ 1) = (n+1)|n + 1). Alors, ¢ étant un

nombre complexe # 0,

.l.
ca
In)
n+1

ce qui montre que |n + 1) o« af|n) : si |0) est unique, le vecteur |n) est aussi
unique & un facteur de phase pres.

Comme dans le cas de la base standard |jm) du moment angulaire, il est
commode de fixer une fois pour toutes la phase relative des vecteurs propres
de H. Si |n) est de norme unité, le vecteur a'|n) est de norme /n + 1 et par

conséquent .
alln) =e*vn+1|n+1)
Le choix de phase le plus simple est o = 0 et on a alors
alln)y = vVn+1|n+1) (11.16)
aln) = v/n [n—1) (11.17)

Les équations (11.16) et (11.17) mettent en évidence le role de création et de
destruction de a' et a : o' augmente n d’une unité, a diminue n d’une unité.
Les vecteurs |n) se déduisent de |0) par

aln+ 1) =cjn) = afaln + 1) = caljn) = n + 1) =

m) = = (@ 1) (1L.18)

v

Il reste & montrer que les vecteurs |n) forment une base de H : nous renvoyons
ce point de rigueur a l’exercice 11.5.1
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11.1.3 Fonctions d’onde de 'oscillateur harmonique

En mécanique ondulatoire, le hamiltonien de l'oscillateur harmonique
q ’ q
s’écrit

R 1,
—-;n*d—qQ‘f'Emw q (11.19)
En définissant comme dans (11.4) la variable sans dimension u
r\Y? d d
N —ih— = —i 12 = .
q (mw) U i a7 i(hAmw) T {11.20)
le hamiltonien (11.2) devient
1 @,
H= §hw[~aﬁ+u] (11.21)

On aurait pu obtenir directement cette forme de H & partir de la premiére
des équations (11.9) en remarquant que u et —id/du ne sont autres que les
réalisations dans ’espace Lgf)(R) des opérateurs @ et P. 1l serait possible de
chercher directement les solutions de

Hopp(u) = lhw [—Eu— + uz] on{u) = Eppn(u) {11.22)

avec g, (u) = (u|n), mais nous nous limiterons & montrer 'unicité du vecteur
|0 dont nous nous sommes servi ci-dessus. Comme {u|0) = qo(u), 'équation
al0) = 0 devient

(ulal0) = [u + ;TJ wo(u) =0

qui s’intégre immédiatement en
() = —e~v*/2 (11.23)
LIOO - 7_‘_1/4 .

Le facteur 771/% assure que @y est normalisé & 1'unité. Cette solution est

unique, ce qui prouve que les vecteurs propres donnés par la série (11.15) sont
non dégénérés. 1l est immédiat de vérifier que @o(u) obéit & (11.22) avec la
valeur propre fiw/2. La fonction ¢g(u) vérifie bien la propriété caractéristique
de la fonction d’onde d’un état fondamental : elle ne s’annule pas, ou de facon
équivalente, elle n’a pas de nocuds.

Déterminons enfin la forme explicite des fonctions d’onde ¢, (u) = (u|n).
Multiplions & gauche (11.18) écrit sous la forme

) = 1
I = Vv2n n!

(@-17)"10)
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par le bra (u|

on(u) = (uln) = 77_11/2 \/% (u ~ d_du_) e’ /2 (11.24)

Les fonctions ¢, (u) sont orthogonales pour n # n’ et normalisées & 'unité
en raison de (n|n') = §,,. Les fonctions définies dans I'équation (11.24) sont
reliées aux polynomes de Hermite Hy(u)

~ d\" _
e 2 (u) = (u— E) e~u /2 (11.25)
par
_ L L e 11.26)
Sf’n(u) - 7(1/4 om € "l(u ( :

Les premiers polynémes de Hermite sont
Ho(u) =1 Hy(u) = 2u Hy(u) =4u? —2...

En résumé, on peut établir un « dictionnaire » permettant de passer de
la « représentation n » du § 11.1.2 A la représentation du § 11.1.3 des états
propres de H en termes de fonctions d’onde ¢, (). Dans le résumé ci-dessous,
la premiére équation est écrite dans la base |n), et la seconde est Péquation
équivalente en mécanique ondulatoire.

¢ Equation aux valeurs propres
1 (2, An 1
5 (PP+@%) = (n+3) )
1 a2, 1
2 (—ﬁ +u ) pn(u) = (n—l— 5) wn(u)
e Relations d’orthonormalisation

o
(nm) = bpm <= / du @) (W)pm(u) = dnm
—00
e Relation de fermeture

ST inynl =1 ==Y pn(u)ph(v) = 8(u—v)

La conjugaison complexe est en fait superflue car les fonctions o, (1) sont
réelles.
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11.2 Etats cohérents

11.2.1 Définition et propriétés des états cohérents

Les états cohérents, ou états semi-classiques, sont des états quantiques
remarquables de loscillateur harmonique : dans ces états, les valeurs
moyennes des opérateurs position et impulsion ont des propriétés aussi proches
que possibles des valeurs classiques de la position g(¢) et de 'impulsion p(t).
L’exercice 11.5.3 montre que expression des états cohérents découle de cette
propriété. Nous les définirons ci-dessous a priori. Soit z(t) un nombre
complexe, combinaison de ¢(t) et p(t)

t + —=p(t 11.27
() =\ 5 a(t) + —==5(0) (11.27)
A partir des équations du mouvement classique
dg(t) _ 1 dp(t) 2
_1 - 11.
=) B = g (11.28)
on montre que z(t) vérifie 'équation différentielle
dz
= — 11.
p” iwz(t) (11.29)

qui a pour solution

Z(t) = Zpé ~iwt

Le nombre complexe z(t) décrit une trajectoire circulaire dans le plan
complexe en z avec une vitesse uniforme. On déduit de z(t) la position g(t),
I'impulsion p(t) et 'énergie de oscillateur

at) = \ 2 Rex(t)

p(t) = V2mhw Im 2(t) (11.30)
E = ﬁ/.x)lZolz

Il est facile de montrer que la valeur moyenne (a)(t) de l'opérateur
d’annihilation a obéit & la méme équation différentielle que z(t)
(exercice 11.5.3).  Ceci suggére de chercher les vecteurs propres de
V'opérateur a, dont nous allons montrer qu’ils existent®, car les valeurs
propres correspondantes obéiront alors & (11.29). Ces vecteurs propres sont
précisément les états cohérents. Un état cohérent |z) est défini par

|2) = e 15"1/2 Z % In) = e~121"/2 0a"2|0) (11.31)
n=0 ’

3. Il n’est pas évident a priori que a, qui n’est pas un opérateur hermitique, ait des
vecteurs propres, et encore moins que ces vecteurs propres forment une base de H.
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Enoncons quelques propriétés des états cohérents et vérifions tout d’abord que
|z} est vecteur propre de a.

e L’état cohérent |z) est un vecteur propre de I'opérateur d’annihilation
(non hermitique) a avec la valeur propre 2

alz) = z|z) (11.32)

Pour le montrer, on peut utiliser directement (11.31), mais on peut aussi
se servir de l'identité (2.54) de 'exercice 2.4.11 qui s’écrit ici

e® *ge =a+zlat,al=a—-z
e®'%q = (a — z)eaTz

11 suffit d’appliquer les deux membres de cette derniére équation sur le
vecteur |0) pour obtenir (11.32).

e Le vecteur |z) est unitaire : (z|z) = 1 et le module carré du produit
scalaire {z|z')
[(z]2)|* = exp (—|z — 2'?) (11.33)

est une mesure de la « distance » entre les deux états cohérents.

e La distribution des valeurs de n suit une loi de Poisson

2 |22 —1z|?
p(n) = [{n|2)|" = = 5-e (11.34)
ce qui donne pour la valeur moyenne {n) = |z|? et pour la dispersion

An = |z|.

o L’action de exp(AN) sur un état cohérent, ou A est un nombre imaginaire
pur (|exp Al = 1), redonne un état cohérent

00 n x n
eAle> - e)\Ne—|z|2/2 Z A ]n> _ e—|zl2/2 Z _Z__eAnln>
Vn! o vn!

1 /22 (e Z) ~ le*2) (11.35)

La relation | exp A| = 1 a été utilisée uniquement pour obtenir la derniére
égalité.

o Les états cohérents forment une base « surcompléte »

/d—Rﬂ“—z |2)(z] =T (11.36)

™
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Pour montrer cette identité, on la prend en sandwich entre le bra (n| et
le ket |m); posant z = pexp(if)

dRezdIm z &0 ™46 Znzrm 2
JEETE wlem = [ pde

oul nous avons utilisé le changement de variables p? = u et

[eo]
/ duu™e™ = n!
0

Une conséquence directe de (11.36) est que les « éléments de matrice
diagonaux » (z|A|z) suffisent a définir complétement un opérateur A
(exercice 11.5.3).

Ces propriétés permettent de calculer aisément les valeurs moyennes

(21Q12) = /o {2l (0 aT) |2) =/ - Re

(z|P|z) = V2hmw Im 2 (11.37)
1
(z|H|z) = hw (lz|2 + 5)

Ceci est le résultat classique (11.30), si Pon ignore I’énergie de point zéro hw/2
dans l'expression de (H). De plus, si I’état de 'oscillateur harmonique est un
état cohérent au temps t = 0, cette propriété est conservée par I'évolution
temporelle. Supposons en effet que l'oscillateur se trouve au temps ¢ = 0 dans
I’état cohérent |p(t = 0)) = |zo) et calculons |p(t))

I‘P(t» — e—th/h |Z0> — e~iwt/2 e—int JZ(]) — e~iwt/2 |Z0e—iwt> (1138)

ot nous avons utilisé (11.35). Au facteur de phase exp(—iwt/2) prés, on
retrouve ’évolution classique z(t) = zgexp(—iwt). Si 'on part d'un état
cohérent au temps ¢ = 0, Pévolution des valeurs moyennes (Q), {P) et {H)
suit trés exactement 'évolution classique de ¢(¢), p(¢) et E. Nous avons
donc montré que les valeurs moyennes dans un état cohérent suivent les lois
classiques.

1l est également instructif de calculer les dispersions. Evaluons par exemple
{Q?) dans I'état cohérent |z)

i) h
(@) = 5 (sla? + (') +aa’ +alafs) = = (ola? + (o)? + 2ala + 1))
h h

=5 1+ (z+2%)?) = Ew— [1+4(Rez)?
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Un calcul analogue (exercice 11.5.3) donne (P?) et (H?), d’ott 'on déduit les
dispersions* dans ’état cohérent |z)

AQ= 1/2_h_ AP = ,/@ A H = hw|z| (11.39)
mw 2

La dispersion A,H peut étre obtenue en utilisant AH = wA, N et A, N =
An = |z| d’aprés (11.34), mais il est équivalent de calculer directement
{z|N2?|z). On note que I'inégalité de Heisenberg est saturée dans un état
cohérent : A,Q AP = h/2 et que pour |z| > 1

- L —0 si |z| - o0
~
(H) ||

En résumé, pour |z| >> 1, les dispersions autour des valeurs moyennes sont les
plus faibles possible.

11.3 Introduction aux champs quantifiés

11.3.1 Ondes sonores et phonons

Lorsque les amplitudes de vibration sont faibles, un systéme d’oscillateurs
couplés peut étre décomposé en modes normaux et étre mis sous la forme
d’une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants. Un cas intéressant est
celui des vibrations dans un solide, que nous allons utiliser pour introduire
les champs quantifiés. Le premier modéle quantique de vibrations dans
un solide cristallin est dii & Einstein, qui suppose que chaque atome peut
vibrer indépendamment des autres autour de sa position d’équilibre avec une
fréquence w. En physique quantique, 4 chaque atome est donc associé un
oscillateur harmonique quantifié de fréquence w. Ce modéle fut le premier
a expliquer qualitativement le comportement de la chaleur spécifique des
solides a basse température : alors que la loi de Dulong et Petit prévoyait
une chaleur spécifique indépendante de la température, 'expérience montrait
au contraire que cette loi n’était valable qu’a une température suffisamment
haute, et qu’en réalité la chaleur spécifique diminuait avec la température.
Cependant le modéle d’Einstein ne donne pas des résultats quantitativement
corrects, ce qui n’est pas surprenant, car I’hypothése selon laquelle les atomes
vibrent indépendamment n’est pas réaliste : si tel était le cas, les vibrations ne
pourraient pas se propager dans un solide et il n’y aurait pas d’ondes sonores !

Nous allons étudier le modéle le plus simple possible de chaine
d’oscillateurs couplés, en nous limitant au cas & une dimension. A 1’équilibre,
N atomes sont disposés a intervalles réguliers [ sur une droite : les NV positions

4. Nous utilisons indifféeremment pour les dispersions les notations (AP, AQ) ou (Ap, Aq)
car aucune ambiguité n’est possible.
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gn—1 qn gn+1 dn+2

Tn—1 Tn Tn+1 Tn+2

F1a. 11.1 — Modéle pour les vibations dans un solide : chaine de ressorts.

d’équilibre ont pour abscisses z,, = nl, n =0,1,..., N — 1. Il sera commode
d’utiliser des conditions aux limites périodiques z,+n = Z,, mais il serait
également possible de supposer des conditions aux limites d’annulation :
zg = zn41 = 0. Comme précédemment, on appelle g, 1’écart a ’équilibre de
Patome n. Le couplage entre les atomes n et n + 1 est décrit par un terme
(K/2)(gn — qny1)?, ot K est une constante, et le hamiltonien classique de
I’ensemble est

z
L

2

=NZ

(Gns1 — Qn)2 (11.40)

1\3|>—~

n=0

Ce hamiltonien est en fait celui de N masses identiques m reliées par des
ressorts identiques de raideur K (figure 11.1). Dans (11.40), m est la masse
des atomes, p, = mg, leur impulsion. Le premier terme de H est énergie
cinétique, le second l'énergie potentielle. Les équations du mouvement
correspondant au hamiltonien (11.40) s’écrivent

mg, = —K {(qn - Qn—l) +(gn — qn+1)] (11-41)

Commengons par le probléme classique : pour découpler les modes ¢,, nous
allons chercher les modes normaux, ce qui se fait en prenant la transformée
de Fourier sur réseau des ¢, et des p,

N-1
1 ik . 27
= — lZn k: — .:0,...,N"“1
dk \/NHZ_O ZUann JXNZ J

(11.42)
Afin d’alléger les notations, nous n’avons pas utilisé §p pour désigner la
transformée de Fourier, l'indice k ou n permettant de distinguer entre les
composantes de Fourier g; et les positions g, sur le réseau. La matrice Uy,
effectue une transformation de Fourier discréte, ou sur réseau, et c’est une
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matrice unitaire
% 2 e B\i,—j(j - j’)mn]

11— exp(2in(j — ;)

= — = (5 Ry
N 1—exp(2in(j — 7)/N)
c’est-a-dire, en remarquant que U):k =U;, =U_kn
ZUkn o = ZUan_k/n = S (11.43)

L’intervalle de variation de k& est

2n(N - 1)
0<kb ————=
- Nl
mais, compte tenu de la périodicité, nous pouvons le remplacer par 'intervalle

iy
Tek<®
l -1

qui est appelé premiére zone de Brillouin ; comme nous supposons N > 1,

nous avons négligé les effets de bord. L’unitarité de Uy, permet d’écrire la
transformation de Fourier inverse de (11.42)

w/l

Z o7 gy = Z k= Z U—iendi (11.44)

k—-—?r/l

La transformation de Fourier (11.42) et son inverse (11.44) s’appliquent aussi
bien & l'impulsion : il suffit de faire les substitutions ¢, — pn, 9 — Dk-
On obtient ’expression recherchée du hamiltonien en exprimant p, et g, en
fonction de py et ¢x. Le terme d’énergie cinétique est le plus simple a évaluer

ZPEL = ZZ U_inU—pnprprr = Z5k,—kf PPk = Z;ka—k
n n Kk’ P k

ce qui n’est pas autre chose que la relation de Parseval. Examinons ensuite le
terme d’énergie potentielle

> (ant1—q D G (e_ik,l - 1) U_knU-p nQeqrr

n n kk'

= D) - ags =1 st (5 ) wa
k
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P
Lot

-7/l 0 7/l

FIG. 11.2 — Loi de dispersion des modes normaux.

Combinant ces deux équations, nous arrivons a4 une expression de H¢ ou les
modes sont presque découplés

_ pep—k 1 .o f Kl
Hc1—; o +§Kz4sm (5 qrg—k

pep—k 1
=  om +2mzwquq k (11.45)

Nous avons défini la fréquence wy du mode & par

wp = 2\/ —~ “;'l (11.46)

La loi {11.46) donnant la fréquence wy en fonction de k est la la loi
de dispersion pour les modes normaux (figure 11.2). L’expression (11.45)
de H. en fonction des modes normaux a été obtenue dans le cadre de la
physique classique. Elle se généralise immédiatement a la version quantique
en remplacant dans (11.40) les nombres p, et g,, par des opérateurs P, et Q,
obéissant aux relations de commutation

[@n, Pr] = iRAbnp I (11.47)
car les opérateurs correspondant 4 des atomes n et n’ différents commutent.

Les transformations de Fourier se transposent sans modification A la version
quantique du probléme et nous avons donc

PP, 1 o (Kl
H_; 5 +2K§k:4sm (2 QrQ_k
1
*3

P.P_,
- Xk: 2m

Zwk QrQ—k
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Les relations de commutation des Qi et des Pi sont
@k, Por] = UknUkrn [Qn, Pl = 1RI Y UpnlUirn = ik, ] (11.48)
nn’ n

11 reste a4 découpler les modes k et —k. Pour ce faire, nous introduisons les
opérateurs d’annihilation et de création des modes normaux, par analogie
avec (11.4) et (11.6)—(11.7)

275% (“k + “T—k) Py = %\/ mr;wk (ak - aik) (11.49)

Il est immédiat de vérifier que les relations de commutation (11.48) sont
satisfaites & condition que®

Qr =

lak, al,] = Sper (11.50)

On remarquera le facteur 8x — dans (11.48) et dxxs dans (11.50). Ce facteur
a pour origine les conditions aux limites périodiques, qui impliquent des
ondes planes avec £ > 0 et £k < 0. Si lU'on utilise des conditions aux
limites d’annulation, on a seulement & > 0 et on trouve un facteur dgx :
exercice 11.5.9. En substituant les relations (11.49) dans 'expression de H et
en utilisant les relations de commutation (11.50) nous aboutissons & la forme
finale de H

afl
1
H= Y hu <a};ak + 5) (11.51)

k=—n/l

Le hamiltonien est une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants de
fréquence wy. Soit |r) un état propre de H, H|r) = E,|r) ; compte tenu des
relations de commutation (11.11)

Haylr) = (axH + [H,akl) 1) = (B — hwy)ag|r)

HalJr) = (alH + [H,af]) Ir) = (B, + hwr)aIr)
L’opérateur de création aL augmente I’énergie de hwy, tandis que Popérateur
d’annihilation a;, diminue 'énergie de fwi. A cette énergie est associée une
excitation élémentaire ou une quasi-particule, appelée phonon. L’opérateur
N = aZak, qui commute avec H, compte le nombre de phonons dans le mode
k. Soit |0;) V'état fondamental du mode k : ax|0x) = 0 ; cet état correspond a

zéro phonon dans le mode k. On construit ’état |ng) qui contient ny; phonons
dans le mode k& en utilisant (11.18)

1
nk!

Ing) = (a})™*|0c) (11.52)

5. De fagon équivalente, on peut exprimer a et aL en fonction de Qy et Py et en déduire
les relations de commutation (11.50).
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et les états propres de H par produit tensoriel d’états |ng)

i) = ®::7_r/,:/l|nk> (11.53)
7w/l
Hry= Y (nk + %) hwy |r) (11.54)
k=—a/l

Despace de Hilbert ainsi construit est appelé espace de Fock. L’état |r) est
spécifié par la donnée des nombres d’occupation ng, ou nombre de phonons
dans le mode k. Le formalisme que nous venons de développer permet de
décrire des situations ou le nombre de particules est variable, et nous venons
en fait de construire un champ quantifié en utilisant I’exemple non trivial le
plus simple possible.

11.3.2 Quantification du champ scalaire 4 une dimension

Aprés la quantification des vibrations sonores, notre objectif est
maintenant celle du champ électromagnétique ; nous allons passer par une
étape intermédiaire en quantifiant un modéle simple, celui du champ scalaire
a4 une dimension que nous allons définir ci-dessous, qui est un modéle
physiquement pertinent pour les vibrations d’une barre élastique considérée
comme un milieu continu. Lorsque |kl <« 1, la loi de dispersion (11.46)
devient linéaire en |k|

K
kL <1 5w g/ = [kl = ok (11.55)

ol ¢g = I/K/m est la vitesse du son pour les faibles fréquences. Il sera utile
de récrire cette équation comme une relation entre la vitesse du son, le module
d’Young® Y = K1 et la masse par unité de longueur y = m/!

Y
Cs = \/; (11.56)

Notre champ scalaire sera la limite aux grandes longueurs d’onde A > [ (ou
|k|l <« 1) du modeéle sur réseau de la sous-section précédente, et la loi de
dispersion linéaire (11.55) wy, = c,|k| sera supposée valable pour toute valeur
de k. En fait notre objectif ultime est de prendre la limite [ — 0, aussi appelée

6. A une dimension, l'allongement AL d’une barre de longueur L sous l'action d’une
force F = KAz vérifie
AL F Az F

L Y | Kl
d’ou Y = KIi. A trois dimensions AL/L = F/(YS), o1 S est I'aire de la section droite de
la barre, et Y = K/I, cs = \/Y/p avec u = m/I3.
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limite continue du modéle sur réseau. On introduit deux fonctions p(z,t) et
m(z,t) telles que

an(t) = o(Tn, t) pn(t) = lﬂ-(-rn’t) (11.57)

Dans la limite des grandes longueurs d’onde, les élongations g¢,(t) et
les impulsions p,(t) varient peu d'un site a lautre et on peut utiliser
I'approximation suivante pour la dérivée de ¢(z,t) par rapport &

dp

'\J.l_
oz l

Bleni8) — 9@n, 8] = 7 e -] (1158)

=,
L’équation du mouvement (11.41) devient

&

WL = ((p(anen) ~ plan)] + [planes) — ol

=Ty
Un développement de Taylor & I'ordre 12 donne

8%y
elx+ 1) + oz —1) — 2p(z) ~ IZﬁ

et on obtient une équation d’ondes décrivant la propagation de vibrations &
la, vitesse ¢,
FPp 0%
— —c— =0 11.59
ot? ® dx? ( )

Le hamiltonien classique s’écrit en fonction de o, et my,

Ha=1¥ l L1 Kl( CE w(wn)>2}

ce qui est une approximation de l'intégrale

L 2
[y s L (20
H, _/0 dx |:2u7r (x) + 5 HC (83:) } (11.60)

ou L = NI est la longueur du systéme : H dans (11.60) est la version
continue’ de (11.40). Nous avons supprimé la dépendance par rapport au
temps : o(x) = p(z,t = 0) et w(x) = 7(x,{ = 0) car Hy est indépendant du
temps.

7. Le lecteur familier de la mécanique analytique remarquera que les équations de
Hamilton sont
6H 1 . §H y62<p .
= — 7T = =Y — — —
on@) w ¥ so(2) w2~ MY

ce qui donne bien I’équation d’ondes (11.59).
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Comme dans la sous-section précédente, nous allons décomposer ¢(z) et
m(z) en modes normaux a [’aide d’une transformation de Fourier. Définissons

Pk par

L

* 1 ikx ! ikx
‘Pk:‘P—k:_\/—Z ; dzei® np(:c)szek"Lp(xn):\/qu (11.61)

par comparaison avec (11.42). Inversement ¢y, est donné par
1 ik
)= —=)Y e ™y (11.62)
VRS

La relation pour py correspondant a (11.83) est mx = [~/2p,. Nous allons
maintenant passer & la version quantique, en substituant aux nombres @y
et m, des opérateurs ®; et I, obéissant & des relations de commutation®
déduites de (11.48)

[®, ] = 1Adk,—r T (11.63)

Iéquation équivalente pour w(x) par les opérateurs &, et I, les fonctions
p(z) et w(x) deviennent des opérateurs ®(x) et II(z) : P(x) est appelé
opérateur de champ ou champ quantifié®. On remarquera que ®(z,t) et II{z,t)
sont étiquetés par une variable continue z, tandis que leurs transformées de
Fourier ®; et Il; sont étiquetées par un indice discret k. Cette propriété
découle de 'utilisation de conditions aux limites dans une boite : 0 < z < L.
La variable « n’est pas une variable dynamique qui se transforme en opérateur
dans la version quantique du probléme, mais une étiquette d’un point sur la
barre, et les opérateurs fondamentaux sont & et II.

Nous pouvons maintenant exprimer le hamiltonien quantique H en
fonction des composantes de Fourier de 1I et ® : écrivons par exemple le
terme d’énergie potentielle en fonction des Py

Ld op\? 1 d B Do (—ik)(—ik o ke o k'@
; zlar) =1 xz kPr (—ik)(—1k)e 7" e

kR
=) BB kk Gk, e =Y KD i
k k

En C(;;\Séquence, si I'on remplace les nombres @i et m, dans (11.62) et dans

8. La démarche usuelle consiste & déduire ces relations des relations de commutation
canoniques a temps égaux postulées entre le champ ®(xz,t) et son « moment conjugué »
(x,t)

[®(z,8), U(z',t)] = ik (x — z")]
relation qui est démontrée en (11.69) a partir de (11.63). Cette démarche est considérée — 4
tort — par certains auteurs comme plus « rigoureuse », mais elle est tout aussi heuristique
que celle suivie ici.

9. La construction que nous avons suivie est parfois appelée « seconde quantification ».
Cette expression est totalement incorrecte : il est clair qu’il n’y a qu’une seule quantification,
et I'expression « seconde quantification » devrait étre définitivement bannie.
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On obtient I’expression suivante pour le hamiltonien quantique H

1 1
H= Zk: (-é; Tl g + 5 uc§k2¢k¢_k> (11.64)

Introduisons enfin comme en (11.49) les opérateurs ay et a;rc qui vérifient les

relations de commutation (11.50)

B = 4 | 2qu (ak +af_k) I, = %,/m‘—;ﬁ (ak —aT_k) (11.65)

H prend & nouveau la forme d’une somme d’oscillateurs harmoniques
indépendants

1
H=Y hw (a;ak + 5) (11.66)
k

Le résultat est superficiellement identique & (11.51), mais il y a une différence
de taille ! En effet, les vecteurs d’onde k étaient précédemment limités :
|k| < m/l. A la limite continue, il n’y a plus de borne sur k et I'énergie de
point zéro

1
Ey = ; 2 Fwy,

est infinie. Toutefois ce résultat infini est artificiel dans ce cas précis
(exercice 11.5.6). En effet, lorsque le vecteur d’onde k devient grand, ou
de fagon équivalente lorsque la longueur d’onde A = 27/k devient petite,
de Tordre du pas [ du réseau, la théorie continue n’est plus valable : c’est
seulement si la longueur d’onde d’une vibration vérifie A 3> [ que cette onde
ne voit pas réseau cristallin sous-jacent. Nous retrouverons ce probléme de
I’énergie infinie dans le cas du champ électromagnétique, ou cette fois k n’est
pas limité.

Donnons en conclusion de cette sous-section le développement de Fourier
du champ quantifié @y (z,t) dans le point de vue de Heisenberg (4.30), avec
Op(z,t =0) = ®g(z) = ®(z). La dépendance par rapport au temps s’obtient
4 Paide des équations

ap(t) = iUk g o=iH/A _ g o—iwst

al(t) — piHt/h al e—iHt/h al e~ iwkt

(11.67)

que 'on montre & partir de

day

= il (), H] = —iwnar(t)

et I'on obtient

[ h 1 . ) . )
Py(x,t) =4/ — E [a g i(kz—iwit) +aTe“(kz_‘“”““] 11.68
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On vérifie sur cette expression que 'opérateur de champ ®(z,t), dont les
dimensions sont celles d'une longueur, est bien hermitique. Il est immédiat
de calculer les relations de commutation de ®g(z,t) et de Iy (2’,t). Placons
nous d’abord 4t = 0, ®(z) = ®p(r,t =0), [I(z') = My(a',t =0)

Wi . 1./ Lt
[®(z),I(z")] = = ake"”—ka e ik ak/e”””—aL, e~ik ’3]

k k’
= % e R0 = ihg(x — ') (11.69)

oll nous avons utilisé (9.145) pour obtenir la derniére égalité. Comme ce
commutateur est un multiple de I'identité, on obtient trivialement le méme
résultat pour le commutateur 4 temps égaux [P (z,t), g (', 1))

11.3.3 Quantification du champ électromagnétique

La quantification du champ électromagnétique suit le schéma de celle du
champ scalaire de la sous-section précédente, avec trois modifications : nous
devons passer de une a trois dimensions, tenir compte du caractére vectoriel
du champ électromagnétique et remplacer la vitesse du son ¢, par celle de
la lumiére c¢. Rappelons les équations de Maxwell (1.8)—(1.9) pour le champ
électrique Eetle champ magnétique B

V-B=0 6><E=—%—f (11.70)
5 = Pem s = OE 1

. = B:— — .
V- E=Z AV x 3% o Jem (11.71)

Les deux équations (11.70) sont des équations de contraintes sur les champs E
et B, tandis que les deux équations (11.71) dépendent des sources du champ
électromagnétique, c’est-a-dire de la densité de charge pep, et de la densité de
courant Jom,. On déduit des équations de Maxwell ’équation de continuité

Oem G 5m =0 (11.72)
ot

On pourrait songer & quantifier les champs E et B. Cependant cette idée se
heurte & deux difficultés : tout d’abord E et B sont liés par des contraintes, ce
qui fait que les six composantes ne sont pas indépendantes, et surtout, comme
le montre I’effet Bohm-Aharonov!?, l'interaction du champ électromagnétique
avec les charges n’est pas locale. On préfére passer par ’intermédiaire des

10. Voir par exemple Feynman et al.[1965], Vol II, chapitre 15.
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potentiels!! scalaire V et vecteur A dont on déduit les champs

Fo_ov_24 p_ovoxa (11.73)

Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre :
en effet, en mécanique quantique, nous n’avons jamais utilisé les forces, reliées
directement aux champs E et B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours
I’énergie potentielle. En mécanique quantique, ce sont I’énergie et I'impulsion
qui jouent le role fondamental, car ce sont elles qui influencent directement la
phase de la fonction d’onde. En présence d'un champ électrique E, clest
le potentiel V' qui intervient directement dans I'équation de Schrédinger
via 1'énergie potentielle V gV. On ne sera pas surprls qu’en présence
d’un champ magnétique B ce soit le potentiel vecteur A qui intervienne
directement. dans I’équation de Schrédinger, et non le champ B.

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet dans une transformation de
jauge

—

Aod=A-9A vVov-vs2A

+ 5 (11.74)

ol A(7,t) est une fonction scalaire de 1’espace et du temps, les champs E et
B ne sont pas modifiés. Afin de lever Parbitraire sur les potentiels (/I, V),
on fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (/f, V). Un
choix fréquent que nous adopterons (mais ce n’est pas le seul possible !) est
celui de la jauge de Coulomb, ou jeuge de rayonnement

=

V.-A=0 (11.75)

Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si 1’_‘011 passe
dans l’espace de Fourier, la condition (11.75) se traduit par k- A(k) = 0
(voir également I’exercice 11.5.7). D’aprés la premiére des équations (11.71)
t (11.73)

g (ﬁm%_f) v+ L A —vrr = e

d’ou Pon déduit le potentiel scalaire V

— 1 em (77, t
V(rt) = 4%/’”4(7) ) gy (11.76)

Cette expression du potentiel scalaire est appelée potentiel de Coulomb
instantané, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps ¢ dans V

11. Nous utilisons la notation V pour le potentiel électrique, afin de ne pas créer de
confusion avec I’énergie potentielle V' : une particule de charge ¢ dans le potentiel V a une
énergie potentielle V = qV.
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est le méme que celui de la source pen,. Cette caractéristique pourrait sembler
incompatible avec la relativité, mais on doit se souvenir qu'un potentiel n’est
pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente!Z.

En labsence de sources : gem = Jem = 0. la seconde des équations (11.71)
s’écrit

AVV) 824

25 (T A) - 20 (S A) _ 2T
VX (VxA)=cV-(V-A)—cVA=— 5 B
soit, en tenant compte de (11.75) et de V =0
PA
S~V A=0 (11.77)

Cette équation d’ondes est l'analogue de (11.59) avec les trois différences
suivantes : (i) la dimension d’espace est trois, et non un ; (ii) la vitesse
est celle de la lumiére ¢ et non celle du son c¢; ; (iii) le champ A est un champ
vectoriel et non un champ scalaire. Compte tenu de 'expression classique de
la densité d’énergie du champ électromagnétique, 'expression du hamiltonien
classique est

1 _ _,
H. = 550/d3r <E2 +c232) (11.78)

Si A est I'analogue de ¢, alors E = —8A/t sera celuil® de 7 tandis que
le terme ¢2B2, qui dépend des dérivées spatiales de A, sera P'analogue de
c2(0p/0z)%. Nous pouvons écrire directement un développement de Fourier
du champ quantifié’* A'H(F, t) par analogie avec (11.68), a condition de
faire les substitutions I — L3 et u — &g. Cette derniére substitution se
déduit de la comparaison des termes eoc?(V x A)2 dans (11.78) et pc? (8pdz)?
dans (11.60). Une derniére différence avec (11.68) vient du caractére vectoriel
deA: a priori une composante de Fourier de A devrait étre décomposée sur
une base orthonormée de trois vecteurs k, & (k) et &(k), avec k - & (k) = 0.
C’est effectivement ce qui se passerait pour des vibrations sonores a trois
dimensions dans un milieu isotrope'®, o1 les vibrations peuvent étre soit de
compression, c’est-a-dire longitudinales et paralléles & lAc, soit de cisaillement,
C’est-a-dire transversales et perpendiculaires & k. Dans le cas du champ
électromagnétique, la condition de jauge (11.75) se traduit dans l'espace de
Fourier par k- K(E) =0 et il n’y a pas de composante longitudinale. Tenant
compte de tous ces facteurs, nous pouvons généraliser (11.68) et écrire le

12. ¢f. Weinberg[1995], chapitre 8.

13. En fait dans une formulation du type mécanique analytique de P'électromagnétisme
(cf. la note 7), c’est —g0E qui joue le role de moment conjugué de A, comme le
montre (11.85).

14. Afin de distinguer les champs quantifiés des champs classiques, nous les désignons
par des lettres « sans sérif » : K, E, B.

15. Toutefois, notre discussion est trop simpliste car la vitesse des ondes de compression
différe de celle des ondes de cisaillement.
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champ électromagnétique quantifié'® dans le point de vue de Heisenberg (nous
continuons A utiliser des conditions aux limites périodiques dans une boite de
volume V = L3, ou quantification dans une boite)

B [ h 21
)=V e ZZT (11.79)

% [a“k es(k)ex(kr —wit) +aT —‘*(k) —l(E"F—wkt)}

Les vecteurs unitaires €(k), orthogonaux a k, décrivent la polarisation. On
peut choisir une base de polarisation complexe, par exemple une base d’états
de polarisation circulaire : s = D, G, d’o la nécessité du complexe conjugué
dans le second terme de (11.79), qui assure I'hermiticité de A. L’expression
du projecteur sur le sous-espace orthogonal & k est souvent utile

Z esi(if) es*j(fﬂ) =5 — ifiicj (11.80)

Les opérateurs ag, ! ) detruisent {créent) des photons de vecteur d’onde k
et de polarisation s. llis obéissent aux relations de commutation

[aizyaf;,s,] =05 g 0ser 1 (11.81)

On déduit de (11.79) Pexpression du champ électrique quantifié Ew =
—O0Ap /0t

L R 2
En(rt) =1 m%;,/wk

x [alzsé‘s(}%)ei(’z‘F'“kt) L *(k)e i (E: “kt)] (11.82)
et celle du champ magnétique, compte tenu de
v x (és(ic)e“;'f”) = ik x & (k) elF T (11.83)
B ty =1/ —3 N
u(7,t) 250L3 Z ; k

% [5s(k)a i(k-7— —wit) __ (k)aj‘c e_‘(E'F"wkt)]) (1184)

Comme dans une onde plane classique, B = (k/c) x E. 1l est facile, comme
dans le cas du champ scalaire, de calculer les commutateurs des diverses

16. Nous avons passé sous silence quelques problémes délicats : voir par exemple
Weinberg [1995], chapitre 8, pour une discussion approfondie.
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composantes du champ & ¢ = 0. On trouve les relations de commutation
suivantes entre la composante A; du champ et celle —£oE; de son moment
conjugué (exercice 11.5.8)

— . d3k iﬂ. 7! A A
[Ai(7), —eoE; (7)) = lh/ ik B-( )(5”, ~ k,-kj)[ (11.85)

ol nous avons utilisé (9.151). On en déduit que E, commute avec B, mais
non avec By ou B, : on ne peut pas mesurer simultanément au méme point la
composante z du champ électrique et la composante y du champ magnétique.

L’expression  du hamiltonien (exercice 11.5.8) généralise
trivialement (11.66)

1
H=Y hu <a;‘; 5.t 5) (11.86)

ks

On en déduit ’énergie (inﬁnie) de point zéro
1
3 D hwn —
E,s

ou nous avons utilisé (9.151). Dans le rayonnement du corps noir, la
mécanique quantique s’était révélée capable de contrdler les Auctuations
thermiques, qui conduisaient & une énergie infinie en mécanique statistique
classique. Mais nous avons éliminé cet infini pour en introduire un autre,
cette fois lié aux fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont
des effets observables, comme leffet Casimir (exercice 11.5.12). L’énergie de
point zéro est aussi appelée énergie du vide, dont les propriétés restent encore
aujourd’hui largement débattues, et qui pourrait jouer un réle important en
cosmologie.

On peut écrire un couplage du champ quantifié avec une source classique
Jem (7, 1) de la forme

3
khck—hCL / k3dk (11.87)
0

W(t) = / d®r o (7, 1) - A(7) (11.88)

Ce couplage généralise celui (11.124) de l'oscillateur harmonique forcé dans
Pexercice 11.5.4 : la force f(t) est remplacée par la source 7., et I'opérateur
position @} par le champ quantifié A. On peut alors montrer que si I'on
part d’un état & zéro photon et si la source agit pendant un temps fini,
on obtient un état cohérent du champ électromagnétique, ol le nombre de
photons dans un mode k est donné par une loi de Poisson dont la valeur
moyenne est déterminée par |Jom (K, w)|?, Jom (K, wi) étant la transformée de
Fourier quadridimensionnelle de 7om (7, )7

17. Voir l’exercice 11.5.4. On trouvera un traitement détaillé par exemple dans
Le Bellac [1988], chapitre 9 ou C. Itzykson et J-B Zuber, Quantum Field Theory, Mac
Graw Hill, New-York (1980), chapitre 4.
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Le champ quantifié A a été écrit dans la jauge de Coulomb. Cest la
jauge la plus commode pour traiter les problémes élémentaires, mais ce
n'est pas la jauge qui convient pour traiter 1'électrodynamique quantique
de fagon générale. Fn effet, la condition V-A=0 privilégie un référentiel
d’inertie particulier et 'invariance de Lorentz de la théorie n’est pas manifeste.
Naturellement il ne s’agit pas d’un défaut rédhibitoire, car il est possible de
vérifier tous calculs faits I'invariance de Lorentz des résultats physiques. Le
véritable défaut de la jauge de Coulomb est qu’elle conduit & des calculs
inextricables car le programme de renormalisation (élimination des infinis)
exige que I’on maintienne de fagon explicite 'invariance de Lorentz, si 'on
veut garder des calculs maniables'®. Une jauge ot I'invariance de Lorentz est
manifeste est la jauge de Lorentz!®

oV
ot

—

+V-A=0

Cependant la jauge de Lorentz introduit des états non physiques, que 'on doit
correctement interpréter et éliminer des résultats physiques. Ces états non
physiques n’apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple
de « jauge physique ». Malheureusement on ne peut pas 4 la fois utiliser une
jauge physique et conserver l'invariance de Lorentz formelle.

11.3.4 Fluctuations quantiques
du champ électromagnétique

Dans le formalisme de la sous-section précédente, le champ
électromagnétique est un opérateur et on doit observer des fluctuations
quantiques. Dans I’état a zéro photon, ou état du vide |0), la valeur moyenne
des champs électrique (11.82) et magnétique (11.84) est nulle

(OIE (7, 1)|0) = (0|B (7, t)|0) = 0

car (Olag |0) = (Ola;%sIO) = 0, mais la nullité des valeurs moyennes n’implique
pas celle des fluctuations ! Ces fluctuations ont des conséquences physiques
importantes, et nous allons les examiner successivement dans plusieurs types
d’états : le vide, les états & nombre de photons fixé, les états cohérents et les
états comprimés. Afin de simplifier la discussion, nous nous concentrons sur
un seul mode de vecteur d’onde & et de polarisation s fixés, az, — @, wy — w,
en nous placant de plus & 7 = 0. Cette restriction & un mode unique est
souvent une bonne approximation, par exemple pour un laser monomode si
I'on peut négliger les effets transverses dus & la diffraction ou pour un mode

18. D’un point de vue technique, les contre-termes qui éliminent les infinis sont contraints
par l'invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle.

19. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadri-dimensionnelle :
OuAF =0, Ak = (V, A).
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dans une cavité supraconductrice du type étudié a4 'annexe B. Le champ
électrique dans une cavité réduit 4 un seul mode s’écrit

. hw —iw iw
E(t) =14/ 5500 (ae™ — gfeivt) (11.89)

ol V est le volume de la cavité ; expression (11.89) se déduit immédiatement
de celle (11.136) du champ électrique écrite dans exercice 11.5.9. Nous avons
supprimé Vindice H et la notation vectorielle afin d’alléger les notations ; les
opérateurs a et ol vérifient la relation de commutation [a,af] = I. Calculons
d’abord les fluctuations de E dans I’état du vide en utilisant

(ae™t — aTei“’t)2 = a%e” 2t ¢ (aT)2eBwt _2gYa — T (11.90)

Seul le dernier terme donne un résultat non nul quand on prend la valeur
moyenne sur le vide et

i
0[E%()[0) = ——
(O[E*(¢)I0) Y
d’ot la dispersion

12 hw

AgE = [(0]E2(t)[0) — (OIE(t)[0)2] CYY

(11.91)

Les fluctuations quantiques du champ électromagnétique ont des conséquences
physiques importantes : outre 'effet Casimir (exercice 11.5.12}, elles sont aussi
a l'origine du clivage entre les niveaux 2s;/, et 2p, ;5 de I'atome d’hydrogene
dégénérés & Papproximation de la théorie relativiste de Dirac (¢f. § 14.2.2),
et qui est appelé déplacement Lamb. Ce déplacement ~ 4.38 x 10756V est
une fraction de 'ordre de 10~7 de la différence d’énergie entre les niveaux
15 et 25, et il vaut 1058 MHz en unités de fréquence?. Ces fluctuations sont
aussi responsables du moment magnétique anormal de P’électron : alors que la
théorie de Dirac prédit un facteur gyromagnétique de 1'électron . = g./m.,
ce facteur est en fait
Qe o 2
Ve = M (1+ 2m +0(e ))

ol & ~ 1/137 est la constante de structure fine.

Dans un état & nombre de photons n fixé (dans le mode considéré), la
valeur moyenne de E(t) est nulle car (n|an) = (n|a’|n) = 0, tandis que celle
de E2(t) vaut d’aprés (11.90) et (11.12)

X = 2D

20. Une faible partie de ce déplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations
du champ électromagnétique, mais & celles du champ électron-positron. La création de
paires (virtuelles) électron-positron a un effet d’écran sur le champ coulombien et agit
comme une constante diélectrique du vide. L’effet est beaucoup plus important pour les
atomes muoniques : ¢f. P'exercice 14.5.3 et la note 36 du chapitre 1.
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d’ou la dispersion A,E dans Pétat |n)

Bn = [nle?lm) — alEfe)?]) = [P (ag2)

Cette dispersion croit comme la racine carrée du nombre de photons lorsque
n> 1.

Des états plus intéressants en pratique que ceux a nombre de photons fixé
sont les états cohérents |z). En effet, la grande majorité des sources lumineuses
usuelles émettent des états du champ électromagnétique trés proches d’'un
état cohérent (laser), ou d'un mélange statistique d’états cohérents (source
classique). Calculons la valeur moyenne de E(¢) dans un état cohérent en
posant z = |z| exp(i¢)

(z|E()]z) =1 2?‘:1) (ze " — z¥elt) = H%S% |z sin{wt — ¢)  (11.93)
tandis que
2 __m") —iwt_*iwtz_
(z|[E*(t)|2) = % [(ze z*e") 1}

La dispersion A,E dans un état cohérent est identique & la dispersion dans le
vide

hw
ALE = [(z|EX()]2) — (2E®)]2)3] % = |/ e = AoE (11.94)
2€0V
La nombre moyen de photons est (N), = (z|N|z) = |z} et la dispersion
AN = |z|. Ces deux résultats découlent de la distribution de Poisson (11.34)
du nombre de photons, qui permet de prédire la statistique des résultats dans
les expériences de comptage de photons.
Définissons les opérateurs hermitiques @ et P par
1 1
Q= (a+a) P=— (a-a) (11.95)
2 2i
qui vérifient la relation de comutation (@, P] = i/2, d’ot l'on tire l'inégalité
de Heisenberg

AP AQ > (11.96)

| =

Un calcul immeédiat montre que

E(t) =4/ —Zé% [@sinwt — Pcoswt] (11.97)
0

tandis que, suivant (11.37) et (11.39)

Q)2 =Rez (P): =Imz AzpzAzQZ%
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A
¢ A

Fic. 11.3 — Représentation de Fesnel du champ électrique. La zone hachurée
représente la dispersion sur 'extrémité du champ. (a) état cohérent ; (b) et (c)
états comprimés.

L’inégalité de Heisenberg (11.96) est donc saturée quand le champ se trouve
dans un état cohérent. On peut représenter géométriquement (11.97) : E(2)
décrit dans le plan (g,p) un cercle de rayon ~ |z| /2fiw/eqV avec une vitesse
angulaire w. L’extrémité de ce vecteur fluctue dans un cercle de rayon R

{ 2hw [ hw
~ —_— Az =
R EoV Q 280V

En d’autres termes, la position de Pextrémité du vecteur champ électrique
dans la représentation de Fresnel présente un certain flou, ~ [fw/(2¢0V)]Y/2.
" La figure 11.3 (a) montre que la dispersion sur la phase ¢ est de l'ordre de
A,Q/|z| = 1/(2|2]), mais d’aprés (11.39) la fluctuation du nombre de photons
est précisément A,N = |z|. On obtient donc pour un état cohérent une
relation entre la dispersion A, ¢ sur la phase et celle A, N sur le nombre de
photons

1
A6 AN~ 5 (11.98)

Ces fluctuations sont trés faibles pour un laser monomode ou |z| > 1, mais
elles sont importantes pour la cavité supraconductrice étudiée & ’annexe B,
ol 2| £ 3.

On souhaiterait pouvoir démontrer une inégalité de Heisenberg sur le
produit A¢ AN, mais une démonstration calquée sur celle du § 4.1.3 est
impossible car on ne sait pas définir un opérateur de phase. On peut
néanmoins essayer de simuler les fluctuations quantiques en prenant comme
modéle un champ classique dont ’amplitude et la phase sont des fonctions
aléatoires, et il est alors possible de montrer Pinégalité

A$AN > % (11.99)

Les états cohérents saturent I'inégalité (11.99).
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Il existe un autre type d’états intéressant, les états comprimés. Ces états
s’obtiennent & partir d’une transformation de Bogoliubov?! sur les opérateurs
a et al. Soit b et b! les opérateurs

b= Xa+ pal bt = Aot + pra (11.100)
ol les nombres complexes A et u vérifient
A2 = [pf? =1

1l est immédiat de vérifier que les opérateurs b et bf obéissent & [b,57] = I : on
dit que la transformation de Bogoliubov est une transformation canonique, elle
préserve les relations de commutation. Comme les opérateurs b et bt vérifient
la méme algébre que a et al, il existe des états |Z) tels que b|z) = 3|7). La
transformation inverse de (11.100) est

a=\b— ubl al =M — p*b
Un calcul simple mais fastidieux (exercice 11.5.5) montre que les dispersions
dans D'état |Z) vérifient
1 1
soit, si A et u sont réels, ou ont la méme phase
1
AzP Az;Q = 1

On en déduit que les états comprimés, tout comme les état cohérents,
saturent 'inégalité de Heisenberg. Les figures 11.3 (b) et (c) montrent
schématiquement la représentation de Fresnel du champ électrique dans un
état comprimé. On voit que l'on peut, soit diminuer la dispersion sur la
phase et augmenter celle sur N, soit inversement diminuer la dispersion sur
le nombre de photons et augmenter celle sur ¢.

11.4 Mouvement dans un champ magnétique

11.4.1 Invariance de jauge locale

Nous revenons maintenant au champ électromagnétique classique (E, E) :
notre objectif est d’établir la forme de l'interaction de ce champ avec une
particule quantique chargée de charge ¢q. En électrodynamique classique, la
densité de charge électrique pem (7,t) et la densité de courant

jt;,m(F: t) = pem(ﬁt)ﬁ(ﬁ t) (11101)

21. Cette transformation a été utilisée pour la premiére fois par Bogoliubov au début
des années 1950 dans la théorie de la superfluidité.
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vérifient Péquation de continuité (11.72). Nous souhaitons généraliser
Pexpression de ce courant a la physique quantique. Nous avons établi au
chapitre 9 ’expression du courant de particules (9.141)

760 = Re (#(0) | 9] ot
- (W*(f, ) {%ﬁ] o7, ) — (7, 1) [-;—:gﬁ] cp*(f',t)) (11.102)

Le courant électromagnétique créé par le mouvement d’une particule
quantique chargée de charge ¢ devrait étre a priori jen = ¢7, la densité de
charge pem étant glp|?. Cette forme du courant de particules obéit & 'équation
de continuité (11.72) lorsque la fonction d’onde ¢(7,t) vérifie 'équation de

Schrodinger
.00 R,
lh% (_Z_mv + v

et il en est de méme pour le courant électromagnétique associé

Pem = Q|<P'2, .TE!m = Q.T

qui vérifie (11.72). Cependant nous allons voir que 'expression (11.102)
du courant doit étre modifiée en présence d’un potentiel vecteur.
L’expression (11.102) du courant est invariante dans une transformation de
jauge globale, qui consiste & multiplier ¢ par un facteur de phase

o(F,t) — (7, 1) = exp (—i% A) o7, t) = Qo7 t) (11.103)

ol A est un nombre réel. Lorsque A est une fonction de 7 et de ¢, on a affaire a
une transformation de jauge locale : le lien avec (11.74) sera bientot fait. Nous
allons déduire la forme du courant d’un principe d’invariance de jauge locale,
qui pourra sembler a priori arbitraire. En fait ce principe est trés général, car
on pense aujourd’hui que toutes les interactions fondamentales de la physique
se déduisent d’un tel principe (exercice 11.5.11). Une transformation de jauge
locale s’obtient en remplacant la constante A dans (11.103) par une fonction
de 7et de t

e 1) = ¢ (7 1) = exp (<2 AR D)) 07 1) = QF, O 0) | (11.104)

Cette transformation est manifestement unitaire. Il est immédiat de vérifier
que le courant (11.102) n’est pas invariant dans une transformation de jauge
locale, car le gradient agit sur exp(iqA/ k). Nous allons modifier I'expression
du courant en substituant au gradient V la dérivée covariante D

—ihD = —ihV — gA (11.105)
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Contrairement 4 la dérivée ordinaire, la dérivée covariante a une action simple
lorsque P’on effectue une transformation de jauge locale (11.104)

—ihDp = —ihD(Q 1) = (—ihV — gA) exp (1% A(F, t)) o (7,1)
“Y—ihV ~ gA + qVA)¢'

Y(—ihV — gA) ¢’ = Q™ Y(—ikD'¢’)  (11.106)

Il

Q
Q

ot D' est la dérivée covariante calculée avec le potentiel vecteur
transformé (11.74). Les dérivées covariantes D et D’ sont physiquement
équivalentes car A est A’ le sont. L’expression du courant devient invariante
par transformation de jauge locale si au lieu de la dérivée ordinaire on se sert
de la dérivée covariante

7(7,t) = Re ((p*(F, £) [—v -
(11.107)

En effet, si I'on exprime ¢ en fonction de ¢’ en utilisant (11.104) et (11.106)
P e R s L
JFt) =Re | ¢ (F, )22 —;Dgo
1R —ih 21PN e
~Re (go (1) [WD ‘”D = 78

Ceci suggére que 'opérateur vitesse d]-:a’:/dt n’est pas simplement dl%/dt =
P/m = —(ih/m)V mais plutdt
dR ih o

_:_l_ffﬁ:__v_i
dt m m m

—

A (11.108)

Sachant que l'opérateur vitesse est donné par le commutateur de R
avec le hamiltonien, examinons sa composante xz. D’aprés (8.61) et

Vexpression (11.108) de dR /d¢
X—i[HX]—i(P ~qA;)
- h b - m x q x
ce qui donne, en reprenant le raisonnement de la section 8.4, la forme la plus
générale de H
1o/ 2 — 1/ o a2 — 1L,
H=_— (P—qA) +qV = 5— (—mv —qA) +qV = 5= (=ihD)? + ¢V
(11.109)
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ot V = ¢V est une fonction arbitraire de R et t. Exiger l'invariance
de jauge locale du courant permet de retrouver la forme générique (8.73)
du hamiltonien compatible avec linvariance galiléenne. La substitution
—ihV — —ikD dans Péquation de Schrédinger, écrite dans un premier
temps en 1'absence de champ électromagnétique, et qui permet d’écrire cette
équation en présence d'un tel champ est appelée couplage minimal??. La
prescription du couplage minimal s’étend aux théories de jauge non abéliennes
(exercice 11.5.11) et permet d’écrire toutes les interactions du modeéle standard
de la physique des particules élémentaires entre les particules de spin 1/2
(« particules de matiére ») et celles de spin 1 (bosons de jauge) définies
au§ 1.1.3.

En mécanique analytique, on montre que le hamiltonien dont se déduit la
force de Lorentz (1.11) est

Hy = ﬁ (;5'—qfi')2 +qV

Un autre fagon d’obtenir (11.109) est de partir de cette forme classique
et d’utiliser le principe de correspondance pour remplacer p' et 7 par des
opérateurs : § — P = —ihV,7— R.

Si p est solution de ’équation de Schrédinger dans le potentiel (f_l', V), alors

¢’ en sera solution dans le potentiel transformé de jauge (A’ ,V/) (11.74). En
effet ’équation de Schrédinger pour ¢ s’écrit

in2e _

1, -
5 %(—lhD)QsoJquw

Mais d’une part

9o _ 0 (o (V) L\ _ g (i00h, 07
at‘at(eXp(h)¢)_Q ACTAART

et d’autre part
L (B2 = - (—irDY20 'y = 0 (iR
2m 2m 2m

ce qui donne, en mettant Q7! en facteur dans les deux membres de I'équation
de Schrédinger pour ¢’

8<p’ 1 = Sl
it = —(=ihD')2  +qV '
ot = am(RD)E H Ve
22. L'interaction W = —~v§ . B enire un moment magnétique de spin et un champ

magnétique ne semble pas découler du couplage minimal. En fait, cette interaction se
déduit de I'équation relativiste de Dirac et de ’application de la prescription du couplage
minimal & cette équation, d’ot l'on tire le facteur gyromagnétique v = ge/me. Les
corrections de type moment magnétique anormal se déduisent du couplage minimal appliqué
a D’électrodynamique quantique.
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On vérifie également (exercice 11.5.10) que 7 obéit & Péquation de

continuité

el & -
LA F=0 11.110
5 TV ( )

11.4.2 Champ magnétique uniforme : niveaux
de Landau

Comme application, étudions le mouvement d’une particule chargée dans
un champ magnétique uniforme et constant. Nous ignorons les effets de
spin.: Dinteraction d’un moment magnétique lié au spin a déja été étudiée
au § 3.2.5. Nous supposons B dirigé suivant Oz, et afin de simplifier la
discussion, nous supposons également que le mouvement est confiné au plan
z0y. Ce cas est d’ailleurs d’un grand intérét pratique, car on sait réaliser des
structures bidimensionnelles, avec des applications importantes comme [’effet
Hall quantique??. Le mouvement d’une particule classique sous I’action de la
force
F = qv X B
se fait alors sur un cercle** de rayon p = mv/(|¢|B) avec une fréquence
w = |g|B/m, ou fréquence de Larmor (cf. (3.61)). Si g < 0, ce que
nous supposerons pour fixer les idées, le cercle est parcouru dans le sens
trigonométrique. Le mouvement est donc

z(t) = zo + pcoswt
( ' (11.111)
y(t) = yo + psinwt

ol zo et yg sont les coordonnées du centre du cercle. La projection de ce
mouvement circulaire uniforme sur les axes Oz et Oy donne deux oscillateurs
harmoniques, que ’on retrouvera en mécanique quantique. Un choix possible
pour le potentiel vecteur est

-

A:%EXF (11.112)

et donc A, = —yB/2, Ay = 2B/2, A, = 0. Ce choix n’est évidement pas
unique et un autre choix fréquent? est A, = A4, = 0, A, = zB. Calculons le
commutateur des composantes de la vitesse

v L g q
%Y= — P;+ YB,P, 2XB]

2
1 ¢B i
-ty (—{Px,X] + [Y,Py}) =-——1 (11.113)

23. ¢f. Ph. Taylor et O. Heinonen, Condensed Matter Physics, Cambridge University
Press, Cambridge (2002), chapitre 10.

24. Si le mouvement est & trois dimensions, la trajectoire est une hélice qui se projette
suivant un cercle de rayon p parcouru a la fréquence w dans le plan zOy.

25. C’est par exemple le choix de Landau et Lifschitz[1966], § 111.
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Comme 'expression de H peut s’écrire

= %m(XZ-i-YQ) (11.114)
on se raméne & (11.9) en définissant

~ fm . ~ fm

et

1 . A ‘
H= 5m;(PQjLQ?) (11.115)
Les niveaux d’énergie sont étiquetés par un entier n
1
Enzhw(n+§) n=01,2,... (11.116)

Ces niveaux sont appelés niveaur de Landou. Par analogie avec le cas
classique, on définit un opérateur R? qui est I’analogue du rayon carré p?
de la trajectoire circulaire

2H

1 ) )
2 _ L 2 2) _
R_wQ(X +Y) mw?

(11.117)

La valeur moyenne de R? dans I'état |n) est

2 2h 1
2y - -
(R%)y, = 3 (n|H|n) — (n + 2)

Si la particule est dans un état propre de H, la dispersion sur R? est nulle.
Le flux ® du champ magnétique & travers une orbite est quantifié en unité de
h/lg|. En effet

<1>=7T<R?)nB:|—Z—l <n+%)

La deuxiéme caractéristique du mouvement est la position du centre du
cercle. Suivant (11.111) on définit les opérateurs X et Yp par

Xo=X-1y YO=Y+1X (11.118)
(79} 7%

Compte tenu de [X,X] = [V,V] = iil/m et de (11.113) le commutateur
[Xo, Yo] vaut

(X, Yo = = 1
mw
On vérifie immédiatement que

(X0, X] = [Xo,Y] = [Yo,X] = [Yo, V] =0
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et donc que [H, Xo] = [H, Yo] = 0. L’opérateur R3
R} = X3 +Y¢§ (11.119)

commute avec R? : R? et R2 sont hermitiques et simultanément
diagonalisables. Posant

~ mw ~ mw
= _ —_ - Y
Qo 3 Xo Py =4/ 5 Y0

h « A
K= (0 )
o=r— Qo+ Fo
et les valeurs propres 73 de R$ sont

oh 1
S - =0,1,2,... 11.120
_ (p+v2> p=0,1,2, ( )

conduit &

"2 =

Nous avons retrouvé les deux oscillateurs harmoniques ; le premier donne la
valeur n du niveau de Landau, c’est-a-dire le rayon de Dorbite, et le second
la position du centre de I'orbite. Supposons que la particule se trouve dans
le plan & Dintérieur d’un cercle de rayon r¢ et que p? < r3 ; les valeurs de p

sont alors limitées par
mw mw

2n 27h
ot § = 7r est laire du cercle. La dégénérescence g d’un niveau de Landau
n est donnée par le nombre de valeurs possibles de p

pL 515 =

g= s lalB

27h 2rh

Il faut multiplier ce résultat par un facteur 2 si 'on veut tenir compte du

spin. En toute rigueur, il faudrait s’assurer qu’il n’y a pas de dégénérescence

supplémentaire, en montrant que tout opérateur commutant avec H (ou R?)

et RZ est une fonction de H et de RZ : on ne peut pas trouver des grandeurs

physiques supplémentaires compatibles et indépendantes. La démonstration

suit le méme canevas que celle donnée pour l'oscillateur harmonique simple
(exercice 1.5.2).

Il n’est pas difficile de généraliser au cas d’un mouvement. 4 trois
dimensions. En effet, comme A, = 0, il suffit de rajouter au hamiltonien
un terme en P2/(2m) dont les valeurs propres sont p?/(2m). L’énergie totale
est une fonction de n et de p,

(11.121)

Bny = ho(n+ L) 4 22 (11.122)
mp: 2) " 2m '

Si le mouvement vertical de la particule est limité par 0 < z < L, le nombre
de niveaux de Landau dans [p.,p, + Ap.] est

9= L, lq IB D

27h 27h i

(11.123)
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11.5 Exercices

11.5.1 Eléments de matrice de Q et de P

1. Calculer les éléments de matrice (n|Q[m) et (n|P|m) des opérateurs Q et
P dans la base |n).

2. Calculer la valeur moyenne {n|Q*|n) de Q* dans l'état |n). Suggestion :
calculer

lon) = (a+af)? |n)

et {|on|l*.

11.5.2 Propriétés mathématiques

1. Montrer les relations de commutation
[N,a?] = —pa? et [N,a'?] = pa®®

En déduire que les seules fonctions de a et de a' qui commutent avec N sont
des fonctions de N, et que les valeurs propres de N sont non dégénérées.

2. Soit H' le sous-espace de H sous-tendu par les vecteurs |n) et H’| P'espace
orthogonal : H = H' & H/|. On appelle P’ le projecteur sur H’. Montrer
que P’ commute avec a et al et en déduire, en utilisant le théoréme de von
Neumann du § 8.3.2, que soit P’ = 0, soit P/ = I. La premiére possibilité
étant exclue, P’ = I et les vecteurs |n) forment une base de H.

11.5.3 Etats cohérents

1. Calculer (z|P?|z) et (2|H?|z) et en déduire les dispersions (11.39).

2. On se propose de rechercher les états |¢(2)) tels que les valeurs moyennes
de a et de H aient des propriétés identiques aux propriétés classiques. En
premier lieu, si (a)(t) = {¢(t)|a|e(t)), montrer que

.d
i2(0)(6) = Rl (1)

et {(a)(t) vérifie donc la méme équation différentielle (11.29) que z(t). On
définit le nombre complexe z, par

20 = (a)(t = 0) = (¢(0)]a|x(0))
et on aura donc comme solution de I’équation différentielle pour (a}(¢)

(a)(t) = zpe —iwt
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3. La deuxiéme condition concerne la valeur moyenne du hamiltonien. On
exige, en suivant (11.30) et en ajoutant I’énergie de point zéro

1
(O 10 = o (2o +
ou, de fagon équivalente
{a'a) = (p(0)la"a|p(0)) = |20|?
Soit I'opérateur b(zp) = a — zo. Montrer que
{@(0)167 (20)b(z0)|(0)) = 0
et en déduire
ale(0)) = zol¥(0))
L’état |(0)) est donc 1'état cohérent |zg).
4. Soit D(z) V'opérateur unitaire (le vérifier !)

D(z) = exp(—z*a + za')

En utilisant (2.55), montrer que
D(z) =exp (—% \z|2> exp(za®) exp(~z*a) D(2)]0) = |2)

5. Fonction d’onde d’un état cohérent. Exprimer D(z) en fonction des
opérateurs P et Q et calculer la fonction d’onde t,(q) = (q|z). Suggestion :
écrire D(z) sous la forme

D(2) = f(2,2*) explelz — 2*)Q] explic'(z + 2*) P]

déterminer les constantes ¢ et ¢ et utiliser le fait que P est le générateur
infinitésimal des translations (¢f. § 9.1.1)

Pl
exp (i)l = g + )
Exprimer ,(q) en fonction de la fonction d’onde ¢o(g) (11.23) de 1état
fondamental.
6. Montrer qu’un opérateur A est entiérement déterminé par ses « éléments

diagonaux » (z|A|z). Suggestion : utiliser

(z|Alz} = e~ ZAnmz"z*m

n,m
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11.5.4 Couplage a une force classique

Les états cohérents permettent de traiter simplement la version quantique
de Toscillateur harmonique forcé. En mécanique classique élémentaire,
Paction d’une force externe F'(t) sur un oscillateur harmonique

mé(t) = —mw?q + F(t)

se traduit dans le hamiltonien par un couplage —¢F(¢) entre P'élongation ¢
et la force F(t). Dans la version quantique, au hamiltonien de l'oscillateur
harmonique simple (11.9) s’ajoute un terme de couplage entre 1'élongation Q

et la force externe
2mw

W) = —Q /= 1) (11.124)

ou le facteur multiplicatif de f(¢) est choisi de fagon a simplifier des formules
ultérieures. Dans cette expression,  est un opérateur, mais f(¢) est un
nombre, ayant avec notre définition (11.124) la dimension d’une énergie, que
lon appelle conventionnellement force classique ou aussi source classique.
Nous noterons Hy le hamiltonien (11.9) de loscillateur harmonique simple
et H(t) le hamiltonien total

H(t) = Hy + W(t) (11.125)

1. Le probléme est trés semblable & celui rencontré au § 9.6.3 (¢f. (9.156)),
et nous pourrions tenter de le traiter par une méthode de perturbations.
Cependant, il se trouve que l'on peut calculer exactement I'évolution
temporelle définie par (11.125). Montrer que

H(t)=Ho - (a+al) f(2)
Réécrivons lopérateur d’évolution U(Z) = U(t,tq = 0) (4.14) sous la forme
U(t) = Uo(t)Us(2)

ou Up(t) = exp[—iHpt/h]. Afin de simplifier les notations, nous avons choisi
le temps de référence £y = 0 et nous écrivons U(t) au lieu de U(¢,0). Montrer
que Up(t) vérifie 'équation différentielle

d
ih—d[—]t—l = U0_1W(t)U0U1 = W;(t)U; (11.126)
L’opérateur Wy(t)
Wi(t) = Uy 'W (t)Up = e Hot/h jy/ (¢)e~1Hot/h (11.127)

est la perturbation dans le point de vue de Dirac ou point de vue interaction,
d’ou I'indice I ; ce point de vue est intermédiaire entre celui de Schrédinger
et celui de Heisenberg (cf. § 4.2.5). Les résultats (11.126) et (11.127) sont
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tout & fait généraux et ne dépendent pas de la forme spécifique de Hy et de
W (t). En fait nous avons reformulé dans un langage opératoriel la méthode
suivie au § 9.6.3.

2. Montrer que 'opérateur a dans le point de vue interaction est donné par
ar(t) = etHot/h g o —itot/h _ go—ivt
étant donné que f(t) est un nombre, et non un opérateur. Suggestion :
¢f. (11.67). En déduire ’équation différentielle pour U;(t)
dUI —iwt T, iwt
ih—— = — (ae " +al ") f(t)U(t) = W)U (¢) Ur(0) =

dt
(11.128)
Nous avons déja remarqué en (4.19) que (11.126) ne s’intégre pas simplement

h Usr(t) = exp (—-;i /O t WI(t’)dt’)

parce qu’en général le commutateur [W;(t'), Wi (t")] # 0. Dans le cas présent,
ce commutateur n’est pas nul, mais ¢’est un multiple de lidentité, ce qui va
permetre d’intégrer (11.128). Déduire de l'identité (2.55) de V'exercice 2.4.11
valable si [A;, A;] = ¢i;]

eAneAn_l .. 'ez‘h — eAn+"'+A1 e% Ej>i[A37A1]

3. Divisant lintervalle [0,¢] en n intervalles infinitésimaux At et partant de

Up(t) ~ ljl [exp <—%W1(tj)At)]

déduire
Ur(t) ~ exp ——AtZWI(t ) | exp ( 572 [Wr(t), Wi(t:)]
j=1 t'
Que vaut le commutateur [Wr(¢'), W; (") )] ? Montrer que l'on obtient Uy(t)

en passant a la limite A — 0

n t £
ALY Wi(t;) —>/ dt' Wi(t') = —/ dt’ (ae—i“t' +afei“’t') "
j=1 0 0
= —haz*(t) — ha'z(t)

oul le nombre complexe z(t) est défini par

[ A
— dtl 1w '
h/o et f(t")
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4. Evaluer la limite At — 0 de

(At Y [Wilt;), Wit:)]

t;>t;

et montrer que
Us(t) = exp [i (aZ*(t) 4 atz(t))] exp [_%]

t t
X = / dt/ / d” e~ F() F et — 1)
0 0

ol £(t) est la fonction signe : (t) =1sit > 0,e(t) = —-1sit <0.

5. On peut récrire ce résultat sous une forme plus commode. Montrer que
1
exp [i (az*(t) + afz(t))] = exp [iaTz(t)] exp [iaz™(t)] exp [—5 z(t)z" (t)]

et en déduire, en remarquant que 26(¢) — e(t) = 1, ou 8(¢) est la fonction de
Heaviside

Up(t) = eio'#(®) giaz"(t)g= Y/ (11.129)

i i
Y = / dt’ / dt” e~ W=t £ F(ENOE — ) (11.130)
0 0

Veérifier par un calcul explicite que (11.129)—(11.130) obéit bien a I’équation
différentielle de départ (11.128).

6. On examine le cas ol ’état initial & ¢ = 0 est un état propre |n) de Hy
en supposant que la force agit seulement pendant un intervalle de temps fini
[t1,t2], et en choisissant d’observer l'oscillateur 4 un temps ¢ > 3 : 0 < t; <
ty < t. Définissant la transformée de Fourier f(w) de f(t)/h

< 1 [ ot | L
f(w) [ / dtlexwt f(t’) i dtlewt f(t,)
— o0 h’ t1

et utilisant la représentation de Fourier de la fonction 8

400 dE eitE 1 1
o(t) = 1i ik =P— + ind(E 131
W=lm | S E-wm  Eom Py mE (118

ol P désigne une partie principale, montrer que Y est donné par

1

Y :P/%M(E—w)\QwL%lf(w)\z

. 1 =
i+ 5 1F)P?
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7. Montrer que le résultat final pour U(t) est indépendant de ¢ pour t > ¢

Ur(t) = exp (iaﬁ(w) exp (iaf*(w) exp(—ig) exp (~% lf(w)tz) (11.132)

Montrer que si l'oscillateur est dans son état fondamental au temps ¢ = 0, le
vecteur d’état final est un état cohérent

Ur(®)|0) = e [if(w)) (11.133)

Montrer que la probabilité d’observer un état final |m}) est donnée par une loi
de Poisson (11.34)

(17@)1?)" exp (~1fw)P?)

m!

p(m) = (11.134)

8. Généraliser les résultats précédents au couplage (11.88) d’un champ
électromagnétique quantifié & une source classique 7om(7,t) en écrivant la
perturbation sous la forme (voir la note 17)

&k - L
W(t) = - [ e TonlFot)
11.5.5 Etats comprimés

En remplacant a et a! par leur expression (11.100) en fonction de b et b,
calculer

(2] (a + aT) |2) =2\ = pu")+ 22 (A — )

et
(l(a+a"?2) = (3| (a® + (a’)? + 2aTa + 1) |3)

En déduire
2 1 2 * * 1 2
(8:Q)7 = 2 (L+20ul” = Mp — ") = 2 A=yl
Calculer également A;P. En écrivant
A=ché p=shfe'
montrer que
A= p|? X+ p|? = ch* 6 — 2ch® G cos 2¢ + sh* @

et en déduire .
AgQ AQP = Z

si¢g=0ou¢=m.
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11.5.6 Energie de point zéro du modéle de Debye

1. Dans le modéle de Debye, on suppose que la loi de dispersion w(k) = ¢;|k]
est valable pour tout & < kp. En utilisant

Lo L

d
2T 2me, s

montrer que 0 < w < wp, avec wp = ¢:kp = 2mcs /1 wp est appelé fréquence
de Debye. En déduire ’énergie de point zéro

1

Eq=-Nhwp
4
2. Généraliser a trois dimensions et montrer que dans ce cas
9
EO = g NhAUD

11.5.7 Potentiels scalaire
et vecteur en jauge de Coulomb

On écrit formellement la relation (11.76) donnant le potentiel de Coulomb

instantané 1
V=—— (v2)v1pem
€0

qui est la relation inverse de V2V = —pem/€0. Utiliser la seconde équation de
Maxwell (11.71) sous la forme

- = oo 9 04 L) 1
9 _ _ . =
c°V x (VxA)= pm ( e VV) + . Jem
pour montrer que A veérifie

1 824

2 e VZA:MOJ—;ZI

ott le « courant électromagnétique transverse » 7.2 vaut
Jem = Jom =V - [(V)7HV  Jem)]

11.5.8 Relations de commutation
et hamiltonien du champ électromagnétique

1. En se plagant & t = 0, évaluer le commutateur (11.85)

P N e
[Ai(7), —£0E; (7)] = lh/ (2n)3 (% - kzkj) et
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Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur & temps
égaux

(Api(7,t), ~eoEm; (7', 1)]
2. En déduire les relations de commutation entre Eg; et Byj;.

3. Exprimer le hamiltonien (11.78) ou E — E et B — B en fonction des
opérateurs az_ et a;fc.s a t = 0. Suggestion : écrire pour une polarisation s

ks
E i h -4 1 > * k-7
s =1 Y Z\/wk 05 ,€s —a & )e
k
Z E‘EseiE-F
k

et utiliser la relation de Parseval

Procéder de méme pour B en remarquant que

(& x k)- (& x k) =1

11.5.9 Quantification dans une cavité

1. On considére le champ scalaire classique (7, t) du § 11.3.2 dans le cas a
trois dimensions, et on suppose que ce champ est enfermé dans une cavité.
Soit w; une fréquence propre de la cavité et

(7, t) = @3 () cos(wt — @)

le champ correspondant, qui obéit & l'équation d’onde (11.59) avec des
conditions aux limites appropriées, par exemple d’annulation sur les parois
de la cavité : ¢;(7) = 0 sur les parois. Les fonctions propres ¢;(7) sont
supposées réelles et forment un systéme orthogonal complet

Jareo =tn S ee ) =60

Montrer que le champ quantifié¢ dans le point de vue de Heisenberg

= _ h 1 a—lwt iw; .
@H(r,t)—ﬂﬁ ijdw—] (a]e +ae i )cp](f') (11.135)

vérifie les relations de commutation & temps égaux

[(I)H(F’ t)7 HH (?7/, t)] = [(I)H(’Fa t)v 14 (i)H('Flv t)] = lhé(f"— FI)I
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si les opérateurs a; et a;r- obéissent aux relations de commutation [a;, aL] =
(SjkI.

2. Application & la dimension d = 1. Le champ est contenu dans I'intervalle
[0, L], avec les conditions aux limites d’annnulation p(x = 0) = ¢(z = L) = 0.
Montrer que dans ce cas les modes propres sont étiquetés par un vecteur

d’onde &
gok(x)zﬁ%sink:n k:ﬁ—g i=12,...

Vérifier les relations d’orthogonalisation et de fermeture
2 de sinkzsink’z = Sy 2 Zsinkxsinka:' =86z -2x')
L Jj, L P

En déduire Pexpression de ® g (x,1).

3. Champ électromagnétique. On se place dans une géométrie & trois
dimensions en supposant le champ enfermé dans une cavité parallépipédique
de cotés Ly, Ly, L, de volume V = L L,L,. Montrer que I'on a au lieu
de (11.82)

—

m(7t) =
i AR Zi\/w_k [a~ &(k)e ~wrt — gl & *(l})eiwkt] sin (xk, ) sin (yk,) sin (zk,)
goV = = k™8 ks S * v z
(11.136)
avec
Ez(%nw,z%ny,f:—nz) Ny, Ny, N, =1,2,...

11.5.10 Conservation du courant en présence
d’un champ magnétique

En utilisant 1'équation de Schrodinger dans un champ magnétique,
montrer que le courant 7 (11.107) obéit a ’équation de continuité
op

E‘FV']:O

11.5.11 Transformations de jauge non abéliennes

Les interactions fondamentales sont toutes fondées sur les théories de jauge
non abéliennes, que nous allons définir dans un cas élémentaire en généralisant
la transformation de jauge (11.104). En omettant la dépendance par rapport
au temps afin de simplifier la discussion, nous allons supposer que la fonction
d’onde ¢(7) est un vecteur a deux composantes ®(7) = [¢1(F), p2(F)] dans un
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espace de Hilbert complexe 4 deux dimensions, et qu’il existe dans cet espace
une opération de symétrie, dite de symétrie interne, qui laisse la physique
invariante,

2
O(7) — (M) = 2P ou ¢, =Y Quses
#=1

généralisant (11.103). € est une matrice 2 X 2 unitaire et de déterminant
unité, ou en d’autres termes une matrice du groupe SU(2). La symétrie est
appelée symétrie de jauge et le groupe SU(2) est le groupe de jauge. En
général le groupe de jauge est un groupe de Lie compact. Le groupe de jauge
de D’électromagnétisme est le groupe des transformations de phase (11.103),
noté U(1), qui est abélien : D’électromagnétisme est une théorie de jauge
abélienne. Lorsque le groupe de jauge est non abélien, la théorie de jauge sera
dite non abélienne. Les groupes de jauge du modéle standard de la physique
des particules élémentaires sont le groupe produit SU(2) x U(1) pour les
interactions électrofaibles et SU(3) pour la chromodynamique quantique, qui
sont des groupes non abéliens.

Suivant les résultats de 'exercice 3.3.6, la matrice ! peut s’écrire en
fonction des matrices de Pauli

3
_ .4
) =exp (-—1 3 ; Aaaa)

Lorsque les fonctions A, sont indépendantes de 7, on a affaire a une symétrie
de jauge globale, et si les A, sont fonction de 7, & une symétrie de jauge
locale. Afin d’alléger les notations, on se placera dans un systéme d’unités ou
h=m=1.

1. L’analogue du potentiel vecteur de I'électromagnétisme est un champ
vectoriel de composantes A, dans I'espace de symétrie interne. On définit

la matrice A par
3
A=Y Ao,
a=1l

A posséde 4 la fois des composantes ordinaires ¢ = (z, y, z) et des composantes
o dans l'espace de symétrie interne : A = {A4;,}. L’expression du courant 7
généralise (11.113)

7=Re [qﬁ(—iﬁ - qﬁ)qa] = Re [qﬁ(—iﬁ@}
ou . . .
D=-iV-qgA
est la dérivée covariante. Montrer que la transformation de jauge & — ®’

laisse 7 invariant si cette transformation de jauge est globale a4 condition de
transformer aussi A en A’

A= QA0
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Si la transformation de jauge est locale, montrer que P'invariance du courant
7=7 =Re [cp'*(—iﬁ - q}i')q)'}

implique la loi de transformation A A

A =QAQ! - é (VO)Q!
Retrouver la loi de transformation (11.74) dans le cas abélien.

2. On choisit une transformation de jauge infinitésimale : |gAq(F)| <« 1. En
déduire la loi de transformation de A,

§Aa =4y — Ay =-VAi—q) cabchiAc
b,e

La différence (cruciale !) avec le cas abélien est que le champ de jauge A,
dépend de fagon non triviale de l'indice de symétrie interne a du groupe de
jauge?®. En électromagnétisme les photons ne transportent pas de charge,
mais les bosons de jauge d’une théorie non abélienne sont « chargés » : ils
transportent les nombres quantiques de la symétrie interne.

3. Montrer que si ® obéit a I’équation de Schrédinger indépendante du temps

1 N2l
5 (—iV - qA) @ = 5 (-inD)’® = o

il en est alors de méme pour ®’ & condition d’utiliser le champ A’.

11.5.12 Effet Casimir

En raison des fluctuations quantiques du champ électromagnétique,
il existe une force attractive entre deux plaques conductrices paralléles
distantes de L, méme si ces deux plaques sont disposées dans le vide et
sont électriquement neutres : c’est lUeffet Casimir?’. On suppose que les

dimensions des plaques sont trés grandes par rapport & L.

1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque par
unité de surface est de la forme

he

P=Az;

26. Comme le champ A est un champ vectoriel, les particules associées sont, comme le
photon, des particules de spin 1, appelées bosons de jauge : bosons Z° et W pour les
interactions électro-faibles, gluons pour la chromodynamique.

27. Cet exercice est adapté d’une présentation de B. Duplantier, Séminaire H. Poincaré,
mars 2002.
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ou A est un coefficient numeérique. La surprise est que A # 0!

2. Les deux plaques sont des rectangles paralléles au plan xOy distants de
L, de cbtés L, et Ly, de surface § = L.L, avec L,, Ly, > L. On choisira
des conditions périodiques suivant les axes Oz et Oy et on définira le vecteur

d’onde k de xQy par
ha 21n, 27Ny
T\ L.’ L

out 1, et ny sont des entiers strictement > 1. Montrer que si les plaques
sont des conducteurs parfaits, les valeurs possibles des fréquences des ondes
stationnaires sont de la forme

w2n?
T2
On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du

champ électrique s’annule & la surface du métal?®. Expliquer pourquoi pour
n = 0 il n’existe qu'un seul mode de polarisation possible.

wn (k) = +k2 n=0,1,2,...

3. Montrer que l’energie de point zéro (11.87) est

Eo(L) = 5 Qan(k

ol
n=0,k n>1,k

4. On doit tenir compte de ce que le conducteur n’est jamais parfait :
I’approximation du conducteur parfait est excellente a basse fréquence, mais
a haute fréquence tout conducteur réel devient transparent. On doit donc
modifier 1’énergie de point zéro en tenant compte d’un facteur de coupure
x(w/we), x(0) = 1 et limy—oo x(u) = 0 : x(u) est une fonction réguliére,
décroissante de la valeur un & u = 0 & la valeur zéro pour © — oo. En déduire

Eo(L) = QZ /dzkwn (k)x ( (k)>
Enz::o’ /wn dw w?x (i) Wn = 7_72_”

Grace au facteur de coupure, cette énergie est finie.

W

il

5. Calculer la pression exercée sur la plaque de droite

1 dE, n2he
Bm="5qr = 2z 29"

28. Voir par exemple Jackson|[2001], section 8.1.
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ou

3, [ %n
n)=n —
g9(n) =n’x (%)
Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression
en sens contraire exercée par le vide a l'extérieur de espace entre les deux
plaques. Calculer ’énergie correspondante et en déduire la pression

w2he [
PEXt:_W_/O dng(n)

La pression totale sur la plaque est Piot = Ping — Pext- Utiliser la formule
d’Euler-Mac Laurin

> an) = [ oln) =~ 9'0)+ a0 +..

n=0

pour montrer que le résultat a la limite o le facteur de coupure devient égal
4 un est

72 ke

240 14
Cette pression est attractive, et surtout elle est finie ! En tenant compte
soigneusement de tous les effets physiques, nous avons déduit d’une quantité
a priori infinie, I’énergie de point zéro, une quantité finie et mesurable?®.

Ptot =
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Chapitre 12

Théorie élémentaire de la diffusion

USQU’A PRESENT, nous avons étudié principalement les états liés, et les
J états de diffusion n’ont été examinés que dans le cas & une dimension
(section 9.4). Cependant des informations essentielles sur les interactions
entre particules, atomes, molécules, etc., ainsi que sur la structure des objets
composés, peuvent étre obtenues par des expériences de diffusion! (ou de
collision). Les états liés ne donnent que des informations partielles sur
ces interactions — et parfois ils n’existent méme pas —, tandis qu’il est
pratiquement toujours possible de réaliser des expériences de collision. Nous
allons nous limiter dans ce chapitre a la diffusion par un potentiel, qui permet
de décrire les collisions élastiques de deux particules de masses mi et mo.
En effet, en se placant dans le référentiel du centre de masse?, on se rameéne
au cas d’une particule de masse m = (m;ma)/{m; + mz) dans un potentiel
(exercice 8.5.6).

Les sections 12.1 et 12.2 développent le formalisme élémentaire de la
théorie de la diffusion élastique, en mettant I’accent sur la limite de basse
énergie, qui joue un role trés important en pratique. La section 12.3 généralise
le formalisme au cas inélastique, ou plus exactement décrit la répercussion des
voies inélastiques sur la diffusion élastique. Enfin la section 12.4 est consacrée
a des développements plus formels.

1. La terminologie francaise préte & confusion : diffusion a deux significations, soit
collision d’une particule sur une autre, soit mouvement régi par une équation de diffusion,
souvent relié & une marche aléatoire. Cette ambiguité n’existe pas en anglais : collision est
traduit par « scattering » et diffusion par « diffusion ».

2. Dans les anneaux de collision comme le LEP (Large Electron-Positron), anneau de
collision e™ — e~ mis en service au CERN en 1990 et fermé en 2000, le référentiel du centre
de masse est identique & celui du laboratoire.
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12.1 Section efficace et amplitude de diffusion

12.1.1 Sections eflicaces différentielle et totale

Le schéma d’une expérience de diffusion est donné dans la figure 12.1. Un
faisceau de particules de masse m; et d’impulsion bien définie dirigée suivant
Paxe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse my. Pour
simplifier la discussion, on supposera m; <€ ma, et on négligera le recul de
la cible dans la collision. Dans le cas général, il faut passer du référentiel
du laboratoire au référentiel du centre de masse par une transformation
cinématique simple (exercice 8.5.6). Une fraction des particules incidentes est
déviée par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision
sont enregistrées par des détecteurs placés dans une direction d’angles polaires
(8, ¢), appelés angles de diffusion, notés collectivement Q. Soit AS la surface
d’un détecteur placé a4 une distance r de la cible. Ce détecteur est vu de
la cible sous un angle solide AQ ~ AS/r?. On suppose que la densité n,
de particules cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples
puissent étre négligées. Dans ces conditions, le nombre AN () de particules
ayant subi une collision et enregistrées par le détecteur est proportionnel, par
unité de temps et par unité de volume de la cible,

e au flux F de particules incidentes, c’est-a-dire au nombre de particules
traversant une surface unité perpendiculaire & Oz par unité de temps :
F = n;v, ol n; est la densité de particules incidentes et v leur vitesse ;

e 2 la densité n. de particules cibles ;

A
/ //
<
i N

faiscean B
cible

F1G. 12.1 — Schéma d’une expérience de diffusion.

e a langle solide AQ sous lequel est vu le détecteur depuis la cible
(figure 12.1). Par la suite nous supposerons cet angle solide
infinitésimal : AQ — df2.

Nous avons donc d
AN(R) :J-'ncé o (12.1)
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Le facteur de proportionnalité, do/dS2, est appelé section efficace différentielle
de diffusion, ou section efficace différentielle de collision.  L’analyse
dimensionnelle montre que do/df? a les dimensions d’une surface et se mesure
en m? /stéradian. En intégrant sur €2, on obtient la section efficace totale ooy

d
Ttot = /dﬂa% (122)

Le produit Fn.ot est égal au nombre de collisions enregistrées par seconde
dans 'expérience pour une cible de volume unité. La section efficace totale
est a priori une fonction de la vitesse v de la particule incidente, ou de facon
équivalente de son énergie. La section efficace différentielle est une fonction
de I’énergie et des angles 8 et ¢. Lorsque le probléme physique est invariant
par rotation® autour de l'axe Oz la section efficace différentielle ne dépend
que de 8.

Donnons une illustration intuitive de la notion de section efficace en
examinant en mécanique classique la collision de deux boules de billard de
rayons R; et Ro. Supposons d’abord que les particules incidentes (ici les
boules de billard) ont un rayon R et que les particules cibles sont ponctuelles.
En une seconde, une particule incidente balaie un volume mR2v, et elle
rencontre donc n.mR2v particules cibles. Le nombre de collisions enregistrées
par seconde dans I'expérience est n;n.mR?v = Fn.mR?, d’oi la section efficace
totale oy = m R2. C’est géométriquement la surface d’un disque de rayon R.
Cette section efficace est aussi celle de la diffusion de particules ponctuelles
par des cibles de rayon R, et dans ce cas origine géométrique de 7R? est
claire : c’est 'aire que présente la cible 4 une particule incidente. La section
efficace totale lorsque les particules incidentes ont un rayon R; et les particules
cibles un rayon Rs se déduit du résultat précédent : le nombre de collisions
est le méme que si les particules incidentes étaient ponctuelles et les particules
cibles avaient un rayon (R; + Ra). La section efficace totale est donc

Tror = T(R1 + R2)? (12.3)

La section efficace différentielle s’obtient aisément dans le cas de particules
incidentes ponctuelles (figure 12.2) arrivant sur des cibles de rayon R. Le
parameétre d’impact b de la collision est la plus petite distance entre la
trajectoire incidente en l’absence de collision et le centre de la cible. La
figure 12.2 montre que le paramétre d’impact et 'angle de diffusion 6 sont
reliés par

0
b= Rcos
cos o

tandis que

1
do = 2rbdb = mR?sin g cos g df = 3 wR%d(cosf)

3. Cette invariance n’est pas valable par exemple si le potentiel n’est pas invariant par
rotation ou si les particules cibles ont un spin polarisé suivant un axe perpendiculaire & Oz
avec une diffusion dépendant du spin.
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F1¢. 12.2 — Collision classique d’une particule ponctuelle sur une sphére de rayon R.

d’oil la section efficace différenticlle

do 1 do 1 5
dQ 27 dcosf —ZR (12.4)

car lintégration sur ¢ donne un facteur 2. Cette section efficace, appelée
section efficace de diffusion par une sphére dure, est donc indépendante de
langle de diffusion, ou isotrope. On vérifie que l'intégration sur {2 redonne
bien wR2.

12.1.2 Amplitude de diffusion

Venons-en maintenant 4 la description quantique de la diffusion par
un potentiel V que nous supposons & symétrie sphérique : V(r). Nous
reviendrons & un potentiel général V() & partir du § 12.3.2. Nous ignorons
les éventuels degrés de liberté de spin, sauf au § 12.2.4. La diffusion est
un processus dépendant du temps : une particule incidente décrite par un
paquet d’ondes ¢(r,t) part de z = —oo, se propage le long de l'axe Oz
et rencontre le potentiel & un temps ¢t ~ 0. Ce paquet d’ondes a une
certaine probabilité d’étre diffusé dans la direction 6, et le détecteur placé
dans cette direction une certaine probabilité d’enregistrer la particule. La
description quantique correcte ne peut se faire qu’en utilisant des paquets
d’ondes. Toutefois cette description est un peu délicate, et nous allons dans
un premier temps la simplifier en considérant un processus stationnaire ; nous
reviendrons ultérieurement (§ 12.4.2) sur lutilisation des paquets d’ondes.
Nous partirons d’une onde plane incidente de vecteur d’onde k = (0,0,%)
paralléle & Oz

o(P) = A’ k2 = i—T E (12.5)
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ol m est la masse des particules incidentes, F leur énergie et |A|? = n; leur
densité. Le courant 7 associé & 'onde plane (12.5) est donné par (9.141)

ki

hk .
o (Vo = (Vo)p) = 142 = |47 (12.6)

J=

Le flux de particules incidentes F = |7] = |A|?v. L’onde plane o(7) est
solution de ’équation de Schrodinger indépendante du temps en 'absence de
potentiel (V' (r) = 0)

2 2

2
o V() = T () = Bp() (12.7)

Lorsque V(r) # 0, pour une méme valeur de I’énergie FE, nous montrerons au
§ 12.4.1 qu’il existe des solutions de I’équation de Schrédinger ¢1(§+) (7) indicées

par le vecteur d’onde k

(-2 72+ V) ) 0 = B (128)

se comportant pour r — 0o comme

o0 = a (4 ) (12.9)

ou f est une fonction complexe de {} — dans notre cas uniquement de 0
en raison de l'invariance par rotation autour de Oz —, appelée amplitude
de diffusion. Le premier terme de (12.9) est 'onde plane incidente exp(ik -
7) = exp(ikz), et le deuxiéme représente une onde sphérique sortante, ce
que nous allons montrer dans un instant. Il est essentiel de remarquer
que ce sont les valeurs absolues k et r qui figurent dans ce deuxiéme
terme. L’expression (12.9) est valable pourvu que le potentiel V(r) décroisse
suffisamment vite pour »r — oo. Elle n’est pas valable pour un potentiel
coulombien, dont la décroissance en 1/r est trop lente. Il existe aussi
des solutions de 1’équation de Schrédinger avec un terme d’onde sphérique

entrante .
—ikr

o0 = A (57 + s ) (12.10)

r

utiles pour certaines discussions, mais nous n’aurons pas & nous en servir.
Calculons le courant total pour la fonction d’onde asymptotique (12.9). Ce
courant se compose du courant de 'onde plane, de celui de ’onde sphérique
et d’'un terme d’interférences. C’est ici que nous devons faire appel a un
argument physique, car Pextension transverse de londe plane est en fait
limitée, et non infinie (figure 12.3), et sauf dans la région de recouvrement
du paquet d’ondes incident et de I'onde sphérique, nous devons négliger le
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onde sphérique

D

= ol

F1G. 12.3 — Limitation de ’onde plane incidente.

terme d’interférences?. Dans une direction  # 0, c’est-a-dire en dehors de

la direction de 'onde incidente 8 = 0, il est toujours possible de placer le
détecteur suffisamment loin de la cible pour que le terme d’interférences soit
négligeable, et il suffit donc de calculer le courant de ’onde sphérique. En
utilisant Vg(r) = 7 ¢'(r) on obtient

. eikr ) Aeikr 1
V( . f(Q)) = ik? " ‘f(Q)+O(T—2>
En effet . ] 1
6—]« S et [VA(Q) o -
T T : T

et I’expression finale de 7 est
|A|2hk g 7 2 g 7
— | f(F = = |A|I*v|f()]° =
LR R@)P 5 = AP @) 5
Si 'on trace autour de la cible une sphére de rayon r trés grand, le courant
associé au deuxiéme terme de (12.10) sur la surface de cette sphére est dirigé
suivant 7 et vers l'extérieur, et ce terme représente bien une onde sortante.
Le courant associé a4 un terme en exp(—ikr)/r serait dirigé vers l'intérieur
et correspondrait au contraire 4 une onde sphérique entrante. Le nombre de
particules AN(Q) enregistrées par le détecteur par unité de temps est égal &
intégrale du courant sur la surface du détecteur AS ~ r2AQ

AN(Q):/ j’-d§=r2/ 7-FdQ
AQ

AS

7= (12.11)

le détecteur étant placé a une distance r de la cible, ce qui donne pour A}
infinitésimal
dN(Q) = [P0 | F(Q)° a0 = F | £()]* d

4. Ce terme d’interférences est essentiel pour comprendre le théoréme optique (12.54) :
cf. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 5.
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C’est bien sir le comportement en 1/r du terme d’onde sphérique sortante
qui assure que le flux dans un angle solide donné AQ est indépendant de r.
La définition (12.1) de la section efficace différentielle permet 'identification
pour n, =1

=l (1212

12.2 Ondes partielles et déphasages

12.2.1 Développement en ondes partielles

Nous avons exposé au § 10.4.1 une méthode de résolution de I’équation de
Schrédinger lorsque le potentiel V(r) est & symétrie sphérique. La méthode
utilisée consiste & développer la fonction d’onde en harmoniques sphériques
suivant (10.77)

P(r,0,0) = @? Y™ (8, ¢)
l,m[

La symétrie cylindrique autour de Oz du présent probléme permet de se
limiter aux termes indépendants de ¢ : my; = 0, et compte tenu de la
proportionnalité (10.62) entre les harmonique sphériques m; = 0 et les
polynémes de Legendre, nous pouvons nous contenter de®

w(r)
7

Y(r,8) = Pi(cosh) (12.13)

=0
ol uy(r) est solution de I'équation radiale (10.78)

2 d%  1l+1)

2m dr? 2mr?

FVO)| ) = B)  (21)

avec la condition aux limites u;(0) = 0, ou de fagon plus précise suivant (10.82)
r—0 : wlr)ocrttt (12.15)

Comme les polynémes de Legendre forment une base pour les fonctions
deéfinies sur lintervalle [—1,+1], on peut écrire le développement suivant

de f(0)

1

f0) = iszz(COSH) fi=3 * f(8)Pi(cosB)dcosd  (12.16)
=0 1

Le développement (12.16) est appelé développement en ondes partielles de
Uamplitude de diffusion.

5. Nous avons modifié la normalisation de wu;(r) d’un facteur sans importance
\/47r/(21 =+ 1) en passant d’une équation a l'autre.
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Si V(r) tend vers zéro suffisamment vite® pour r — oo, on peut négliger
dans (12.14) V(r) et le terme de barriére centrifuge. Le comportement
asymptotique de w;(r) sera alors

r—oo : w(r)xsin(kr + )

Comparons ce comportement avec celui d’une onde plane. Une onde plane
exp(ikz) = exp(ikr cos #) est une solution & symétrie cylindrique de I’équation
de Schridinger lorsque V(r) = 0. On peut donc écrire pour exp(ikz) un
développement en polynomes de Legendre du type (12.13). Les coefficients de
ce développement sont calculés a partir de (12.16) et sont appelés fonctions
de Bessel sphériques j;(kr)

e = (21 + 1)ij(kr) P,(cos 6) (12.17)
=0

Les fonctions de Bessel sphériques s’expriment en fonction de sinus et de
cosinus et on montre qu’elles sont données par la récurrence

) = (-1t (2 i)l (1 i)ljo(w (1218)

z dx T z dx

“Lorsque » — 0, ri(kr) o (kr)'*l, ce qui est un cas particulier
du comportement (12.15) puisque rj;(kr) est solution de I’équation de
Schrédinger radiale avec V(r) = 0, tandis que si 7 — oo, on montre 7

r—oo : jilkr)~ % sin (kr - %lﬂ') (12.19)
La comparaison avec le comportement de u;(r) conduit & définir
5 =& + ll71'
2
ce qui permet d’écrire le comportement asymptotique de u;(r)

1
r— oo : w(r)=~a sin (k:r — §l7r + 51) (12.20)

Le nombre §; est le déphasage dans l'onde partielle [, et c’est une fonction
de k : 9;(k). Afin d’exprimer f(6) en fonction des déphasages, il suffit de

6. Cette qualification du potentiel mériterait d’étre précisée. Tous les résultats de ce
chapitre sont valides si V(r) est de portée finie (V(r) = 0 si »r > R) ou décroit a l'infini
plus vite que toute puissance. Si V(r) décroit a I'infini comme r~%, certains des résultats
ne sont valides que si o > . La discussion de ce probléme est assez technique, et nous
renvoyons le lecteur aux ouvrages cités en référence.

7. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Avyir.
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comparer les développements asymptotiques r — oo de (12.9) et de (12.13)
en choisissant A = 1. Compte tenu de (12.17), le développement (12.9) s’écrit

1k'r‘
1kz + f

= le ) Py(cos )

ikr

Xi(r) = (2L + 1)i'Gi(kr) + fi

La forme asymptotique (12.19) de j; donne

iljl(k’l‘) ~ §1k_r [(_1)l+le——ik'r +eikr]
et on en déduit
. 20+1 141 —ikr 2ik
X = 2kr [(——1) e + 2l ) fi (12.21)

La fonction X,(r) doit étre asymptotiquement égale a w;(r)/r qui vaut,
d’aprés (12.20)

w(r) a

. ~ E [(_1)l+le-—ik‘r‘ +e2ilsleik7‘:| (1222)
L’égalité de (12.21) et (12.22) n’est possible que si
. 2ik
2i8; -1
¢ MRl
sot 20+ 1 2 +1
fi= 2t o) = P g, (12.23)
i

Cette équation donne l'expression recherchée de f(#)) en fonction des
déphasages

_ 1

- D (21 + 1)e™ sind; Py(cos 0) (12.24)
=0

On déduit la section efficace différentielle de (12.12) et la section efficace
totale par intégration sur les angles, en utilisant la relation d’orthogonalité
des polynémes de Legendre déduite de (10.62) et de 'orthogonalité (10.55)
des harmoniques sphériques.

4T
: ) = —— &y
/dQPl(cose)Pl (cosf) 5T ou
Le résultat pour oy s’écrit
AT SN (01 4 1) sin? 6
Trot = 73 2(2 + 1) sin” §; (12.25)
1=0
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La fonction

Sy (k) = e k) (12.26)

ol nous avons explicité la dépendance en k, est appelée élément de matrice S
dans Uonde partielle [, et joue un rodle important, que I'on peut comprendre
en comparant les comportements (12.21) et (12.22) de 'onde sphérique libre
Ji{kr) et de la fonction d’onde en présence d’un potentiel

jl(kr) x [(_1)l+1e—ikr+eik7‘]

Ul(’f’) x [(_1)l+le—ik‘7‘ +e2i5leikr]

L’effet du potentiel est de multiplier la partie onde sphérique sortante par le
facteur de phase S; = exp(2i4;), 'onde entrante n’étant pas affectée, ce qui
résulte des conditions aux limites imposées. En effet, 'onde plane incidente
est composée d’une onde sphérique entrante et d’une onde sphérique sortante.
La partie sortante est modifiée par la diffusion, car les particules sont diffusées
par la cible et divergent a partir de celle-ci, mais ce n’est pas le cas de 'onde
entrante qui n’est pas modifiée par 'interaction avec la cible. Nous montrerons
au § 12.3.1 que la condition |S;| = 1 rend compte du fait que le nombre de
particules entrantes dans une sphére de grand rayon tracée autour de la cible
est égal A celui-des particules sortantes lorsque la diffusion est élastique.
Chaque terme de (12.25) correspond a la section efficace de diffusion dans
I'onde partielle I. Evidemment l’identification de la contribution de chaque
onde partielle n’est possible que pour la section efficace totale, car les diverses
ondes partielles interférent dans la section efficace différentielle. On remarque
que la contribution a la section efficace totale de chaque onde partielle est

bornée 4 4
Fe . m e
o1 =15 2+ 1) sin® & < o = 2 (20+1) (12.27)

Donnons une interprétation semi-classique de ce résultat. Classiquement le
moment angulaire hl et le paramétre d’impact sont reliés par | = kb et par

conséquent

I+1
<bhb < ——
- Tk
17

x| e~

La section efficace classique maximale est 'aire comprise entre les cercles de

rayons [ et [+ 1

T 1
o < % [+ =) = 55 @ +1) = s o™
La section efficace classique est au maximum le quart de la section maximale
quantique. Supposons le potentiel de portée limitée : V(r) = 0sir > R.
Alors, d’un point de vue classique, une particule incidente ne pourra interagir
que si son paramétre d’impact est inférieur & R : b > R, et seules les ondes
partielles telles que | < kR vont contribuer. On voit que la méthode des
déphasages sera performante si I’énergie est faible, car dans ce cas seul un
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nombre limité de déphasages vont contribuer. En particulier seule 'onde s
{{ = 0) va donner une contribution appréciable lorsque & — 0. Une
version plus précise de cet argument consiste & remarquer que la probabilité
de présence o« r2j2(kr) d’une onde sphérique libre est négligeable pour
kr < [I(I + 1)]/? et cette onde ne pénétre pas dans les régions oi le
potentiel est important pour les petites valeurs de &, sauf si [ = 0, auquel cas
r2j3(kr) o« cste si r — 0. On montre rigoureusement® que pour un potentiel
de portée limitée le déphasage §; se comporte comme

§1(k) o< (ER)#+! (12.28)

lorsque k — 0, ou ! — oc.

12.2.2 Diffusion i basse énergie

Lorsque le potentiel est de portée limitée, I’'onde s sera la seule a contribuer
de fagon appréciable a la section efficace de basse énergie, et celle-ci sera
par conséquent isotrope. Jusqu’a la fin de cette section, nous prendrons en
compte uniquement 'onde I = 0 et nous utiliserons les notations d;—g =
(k) Si—o(k) = S(k), fi—o(k) = f(k), wi=o(r) = u(r). Compte tenu du
comportement (12.28) pour [ = 0, 6(k) x k, on définit la longueur de
diffusion a par

1))

Le signe (—) est conventionnel et cette convention sera justifiée ci-dessous.
Comme exemple de calcul de déphasage et de longueur de diffusion, nous
allons traiter le cas du puits sphérique (figure 12.4)

Vir)=-W 0<r<R
V(r) =0 r>R

Ce puits sphérique décrit approximativement la diffusion neutron-proton avec
les parameétres suivants (exercices 10.7.8 et 12.5.3)

R~2fm Vo ~ 26 MeV
L’équation de Schrodinger radiale s’écrit
d2 2m 2m
<—@ T 77 V(r)) u(r) = 25 Bu(r) (12.30)

ce qui donne

e,
T>R . (m+k)u(r)=0

& e
r<R : (aﬁnLk’)u(r):O

8. Voir par exemple Messiah |1959], chapitre X.
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-V

FiG. 12.4 - Puits sphérique.

avec k> = 2mE/R? et k'* = 2m(E + V;)/h2, d’oi, en tenant compte de la
condition u(r =0) =0

r>R  wu(r)=Csinlkr +9)
r<R : wu(r)=Dsink'r

La continuité de la dérivée logarithmique de u(r) & r = R impose

k' cot k'R = kcot(kR + 4) (12.31)
L’équation
. ezix +1
cotx = lm

permet de déterminer I’élément de matrice S, S(k) ; aprés un calcul sans
difficulté on trouve

k
‘ __cos k’R-l—iP sink'R
S(k) — e215(k) — e—21kR C (1232)
cosk’R — iF sink’R

L’expression donnant S(k) est bien de module unité. Evidemment le
déphasage n’est déterminé qu’a 7w prés : pour avoir la « vraie » valeur du
déphasage, il faudrait faire croitre le potentiel de 0 4 V et suivre ’évolution
de J entre zéro et sa valeur finale.

Comme dans le cas unidimensionnel (¢f. § 9.4.3), il existe une relation
remarquable entre la matrice S et les états liés. Posons en effet k = ik (on
verra dans un instant qu’il faut choisir k¥ = i,k > 0, et non k¥ = —ik). La
fonction S(k) a des poles pour

cosk’'R + —;:7 sink’R=0 (12.33)
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mais cette équation est précisément celle qui détermine les états liés. En effet
la fonction d’onde d’un état lié d’énergie E = —B < 0 est donnée par

r>R : ulr)=Ce ™
r<R : u(r)=Dsink'r

avec k = (2mB/h*)\/2 k' = [2m(Vy — B)]'/?/R, et la continuité de la dérivée
logarithmique &4 r = R s’écrit

—k =k cotk'R (12.34)

ce qui est exactement 1’équation donnant les poles de S(k). Le résultat est
général pour les potentiels décroissant suffisamment vite 4 l'infini et il est
valable pour toute onde partielle : les péles de S;(k) pour k = ix donnent la
position des états liés dans I'onde partielle .
Il est facile de déduire la longueur de diffusion de (12.31) ; cette équation
s’écrit aussi
tan(kR + §) = ; tank’'R

Dans la limite k — 0, kR — 0,3 — 0 et k' — ko = (2mVy/h%)Y/2, d’ont

kR +6(k) ~ L tan ko R

~ 5
soit
5(k) = —k (R - tank’ZOR>
ce qui donne d’aprés la définition (12.29)
tan ko R
a=R (1 - kolg > (12.35)

Un autre cas particulier intéressant est celui de la diffusion par une sphére
dure: V{(r)=0si r> Ret V(r) =400 si r < R. La fonction d’onde radiale
u(r) doit s’annuler 4 r = R

r>R : u(r)=Csin(kR + )

r<R : u(r)=0

En conséquence kR + 6 = nw et pour k suffisamment petit on obtient
d=—kR a=R (12.36)

Le signe (—) dans la définition (12.29) a été choisi de sorte que la longueur
de diffusion d’une sphére dure soit +R et non —R. L’étude qualitative du
comportement de u(r) dans la figure 12.5 montre que ¢ > 0 pour tout potentiel
répulsif. La situation est plus complexe pour un potentiel attractif. Lorsqu’il
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-~ Vi)
N u(r
s ufr (r) u(r)
”
T A f T ] ~
- r e ! T' T J
a a ) Vir) a |
v
(a)a>0 (b)a <0 """ {(c)a>0

F1G. 12.5 — Comportement de la fonction d’onde et de la longueur de diffusion pour
différents potentiels. (a) Potentiel répulsif (b) Potentiel attractif sans état lié (c)
Potentiel attractif avec un seul état lié.

n’existe pas d’état lié, un potentiel attractif donne une longueur de diffusion
négative. L’apparition d’un état lié change le signe de a, qui devient positif.
Le signe change 4 nouveau avec 'apparition d’un second état lié, etc. Ceci
est confirmé par (12.35) : la condition d’apparition d’'un premier état lié est
koR = w/2 et la longueur de diffusion est négative pour kgR < 7/2. Elle
devient infinie lorsque kgR = 7/2, positive lorsque kgR > 7/2 et le reste
pour /2 < koR < 3m/2. L’apparition d’un second état lié correspond &
koR = 371/2, et la longueur de diffusion devient 4 nouveau négative au-dela de
cette valeur aprés étre passée 4 nouveau par une valeur infinie. Une longueur
de diffusion grande et positive signale la présence d’un état lié de faible énergie
et si elle est grande et négative, elle signale la proximité de I’apparition d’un
état lié : on dit parfois qu’il existe un état anti-lié ou virtuel.

La section efficace de basse énergie est isotrope d’aprés (12.12), et la section
efficace totale est

Otor = 4ma® (12.37)

Il est intéressant de remarquer que la section efficace quantique d’une sphére
dure (a = R) est quatre fois la section efficace classique 7R2. La mesure de
la section efficace totale ne donne que la valeur absolue de a. Or le signe de
la longueur de diffusion est une donnée importante : par exemple le potentiel
effectif que nous allons définir au paragraphe suivant est attractif pour a < 0
et répulsif pour @ > 0, ce qui a des conséquences directes par exemple sur la
possibilité de former des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Un
autre cas important est celui de la diffusion neutron-proton (§ 12.2.4).

La forme de basse énergie d(k) ~ —ka est en fait le premier terme d’un
développement du déphasage en fonction de k2. L’exercice 12.5.3 montre que
la fonction kcot (k) est une fonction analytique® de k% dont on peut écrire

9. Si V(r) décroit ‘au moins aussi vite que exp(—ur). L’équation (12.38) est valable
pourvu que V(r) décroisse au moins comme r7°.
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le développement de Taylor pour k%2 — 0
1 1
keot d(k) = ——+ 3 rok® + O(k*) (12.38)
La longeur 7 est appelée portée effective. On utilise souvent la forme de basse
énergie de 'amplitude de diffusion
e2i6(k) -1 1

2k Kk[cotd(k) — i

soit, en exprimant cot §(k) en fonction de a si ok < 1

_ -a
" 1+ ika

f(k) (12.39)

Cette forme peut &tre rendue plus précise si I'on utilise 'approximation de
portée effective (12.38)

—a
1+ ika — % roak?

F(k) = (12.40)

12.2.3 Potentiel effectif

La longueur de diffusion permet d’introduire la notion trés utile de
potentiel effectif. Lorsque I'on considére un sytéme de particules de basse
énergie, il est trés commode de pouvoir remplacer le potentiel réel V(r) par
un potentiel Vg (r) plus simple, appelé potentiel effectif, qui donne les mémes
résultats pour la diffusion de basse énergie. Ce potentiel effectif est utilisé
par exemple dans le traitement théorique de la diffusion de neutrons de basse
énergie ou des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Nous allons
montrer que la diffusion de basse énergie est reproduite en choisissant un
potentiel effectif proportionnel & une fonction §

Verr)(r) = 95(7) - (r(r) (12.41)

ou g est une constante 4 déterminer. Pour justifier ce potentiel et déterminer g,
examinons ’équation de Schrédinger pour une fonction d’onde ¥(r) = u(r)/r.
L’expression du laplacien appliquée & une fonction de r

1 d?
2 —
VEf(r) =~ 55 (nf(r) (12.42)
n’est valable que pour une fonction f(r) réguliére & r = 0, tandis que pour
f(r) < 1/r on utilise 'équation familiére en électrostatique

VZ% = —47d(7) (12.43)
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Examinons I'équation de Schrédinger en prenant comme potentiel (12.41)

u(r) _ h2k? u(r)

r 2m r

W pulr)
2v2 + Veg (1)

et écrivons le terme d’énergie cinétique

2 —u 2u(r
_1a [E(L)__@] — 4ru(0)5(F) = % ) _ gru(0)s()

r dr2 r dr?

ol nous avons remarqué que [u(r) — u(0)]/r est une fonction réguliére & r = 0.
Nous avons donc

R d%u(r)  RPR? u(r) [_ 4mh?

- w(0) - gu'(0)| 5(7)

2mr dr? m T 2m

Les deux membres de ’équation précédente doivent s’annuler séparément, ce
qui implique, pour le membre de gauche

u(r) = Csin(kr + 6(k)) r>0
et donc u'(0)/u(0) = kcot §(k). L’annulation du coefficient de §(r) impose

27h?

= gk cot 6(k)

et la limite k — O de cette équation permet de relier'® g et a

2 2
7rha Veﬁ(f,)_%'ha

9= (F’)—~r (12.44)

Le potentiel effectif dépend d’un seul paramétre, la longueur de diffusion a, que
I’on prend bien siir égale a celle d’un potentiel plus réaliste ou tout simplement
de expérience. Examinons aussi les états liés du potentiel effectif. La fonction
d’onde radiale de cet état 1ié doit étre de la forme

u(r) = Ce™""

et par conséquent ©'(0)/4(0) = —x. On en déduit une relation entre I’énergie
de liaison B et la longueur de diffusion
2mB _ 2rh*g 1

=== (12.45)

K =

10. 11 faut se rappeler que si 'on considére la diffusion de particules identiques de masse
M, la masse réduite m = M/2 et
_ 4nh?
T M

a
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L’état 1ié du potentiel effectif est unique, et on retrouve le fait que a > 0 si
Pon veut un état lié et un seul. En résumé, un potentiel effectif tel que a > 0
correspond aussi bien & une sphére dure qu’a un potentiel attractif possédant
un seul état lié. Ces deux potentiels donneront le méme comportement pour
un ensemble de particules de basse énergie, alors que le comportement sera
différent si a < 0 : c’est le signe de la longueur de diffusion qui est crucial.
La fonction k cot 6(k) est une constante

21 k2 1

kcotd(k) =
mg a
et l'amplitude de diffusion du potentiel effectif est donnée exactement
par (12.39)
—a

fer(k) = 14

12.2.4 Diffusion neutron-proton i basse énergie

La diffusion neutron-proton & basse énergie fournit une illustration d’une
grande importance pratique du formalisme que nous venons de développer.
Le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2, et comme la diffusion
dépend du spin, nous devons généraliser les résultats précédents pour en tenir
compte. Dans la diffusion & basse énergie, le spin total S.ot est conserveé.
En effet le moment angulaire orbital est nul, puisque la diffusion se fait dans
P'onde s, et la conservation du moment angulaire total est équivalente a celle
du spin total. L’amplitude de diffusion peut s’écrire comme un opérateur f
agissant dans ’espace H & quatre dimensions, produit tensoriel des espaces des
états des deux spins 1/2, en fonction des projecteurs Py = Py et P = Pp sur
les états singulet (spin total zéro) et triplet (spin total un) donnés en (10.128)

f(k) = fo(R)Ps + fi(k)P.
Cette écriture de f assure que le spin total est inchangé dans la diffusion : un
état singulet reste singulet et un état triplet reste triplet. Nous allons nous
limiter au cas ka < 1, et d’aprés (12.39)

fs(k) = —as fi(k) = —a;

oll a et a; sont les longueurs de diffusion dans I’état singulet et ’état triplet.
Lorsque la condition ka < 1 n’est pas satisfaite, il est possible d’utiliser
des expressions analogues a (12.39), ou mieux (12.40), pour f,(k) et fi(k), en
faisant intervenir les portées effectives g4 et 7o;. En résumé, a Papproximation
ol ka € 1 X

f = —as’Ps - atPt (1246)
ou encore, en introduisant les matrices de Pauli &, et &, agissant dans ’espace
des états de spin du proton et du neutron

. 1 1
—f=a= Z(as +3a)] + é_l(at —ag)fp - Iy (12.47)
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La section efficace différentielle est isotrope et la section efficace totale pour
un état de spin initial |¢) et un état final |f) est

ofi = 4n|{flali)? (12.48)

Si on ne mesure pas les spins finaux et si Pétat initial est un mélange ot 'on
connait seulement la probabilité p; de trouver les spins initiaux dans l'état
|2}, il faut sommer sur les états |f} et les probabilités p;

o= 4#2 p; Z(l|&|f><f|&|’6)
i f
— 4n 3 pilal) = 4n T (puse )

ot nous avons utilisé la relation de fermeture dans H, >- [f)(f| = I, et la
définition de l'opérateur densité de ’état initial

Pinit = Z Pi|i)<i|
i

Le cas le plus fréquent est celui ou I’état initial est non polarisé : les états
[++), |+ =), |—+) et | — —) ont la méme probabilité. Dans ce cas pi,i; = /4
et

Onon pol = FT&'&P =7Tr ((IEPS + (ltz'Pt)

=47 (i a? + %af) = z—i os + g ot (12.49)
L’interprétation physique est immeédiate : si ’état initial est non polarisé, la
probabilité d’aveir un état singulet est de 1/4 et celle d’avoir un état triplet
de 3/4, ce qui donne les poids 1/4 et 3/4 aux sections efficaces singulet et
triplet dans (12.49).

La section efficace non polarisée ne donne accés qu’a la combinaison
a? + 3a? des longueurs de diffusion. Une information supplémentaire vient
de lexistence d’un état lié dans I’état triplet, le deutéron, ce qui permet de
déterminer approximativement a;. Une relation précise entre les paramétres
du deutéron et ceux de la diffusion & basse énergie dans I’état triplet est
établie dans Dexercice 12.5.3, 4 Papproximation de la portée effective. Une
relation approchée est obtenue en remarquant que la fonction d’onde du
deutéron s’étend trés au-dela de la portée du potentiel, k=1 > R, ce qui
permet d’utiliser un potentiel effectif et la relation (12.45). Compte tenu de
B 2~ 2.22MeéV, on trouve k1 ~ 4.2 fm, alors que la valeur exacte de a; est de
5.4 fm, mais argument suffit pour déterminer le signe de a; : a; > 0.

La connaissance de a; & partir des parameétres du deutéron et la mesure de
la section efficace non polarisée permettent de déterminer le module |a;| de la
longueur de diffusion dans I’état singulet, mais pas son signe. Une méthode
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possible pour déterminer le signe de a; est la diffusion de neutrons sur une
molécule d’hydrogeéne, étudiée a l'exercice 12.5.2, qui montre que la longueur
de diffusion a, est négative, en accord avec le fait qu’il n’existe pas d’état lié
singulet. Les valeurs expérimentales des longueurs de diffusion et des portées
effectives sont

as = 5.40fm ro: = 1.73fm as = —23.7fm ros = 2.5fm

On constate que a, est grande et négative, et le systéme neutron-proton dans
I’état singulet est trés proche de la formation d’un état lié : il existe un état
virtuel.

12.3 Diffusion inélastique

12.3.1 Théoréme optique

En régle générale, dans une collision, les particules peuvent non seulement
étre diffusées élastiquement, mais aussi inélastiquement ; par exemple la
diffusion d’un photon sur un atome A dans son état fondamental Ey peut
laisser 'atome dans un niveau excité A* d’énergie F

Y+A- Ay + A

le photon final ayant perdu une énergie (F7 — Fp) par rapport au photon initial
(si Pon néglige le recul de latome). Il est méme possible que les particules
finales soient différentes des particules initiales, comme dans

T +p— K+ A

ou
T 4+poa +104p
Dans le cas de la diffusion élastique, nous avons vu que |S;(k)| = 1. Nous
allons montrer qu’il est possible de généraliser ’expression de l'amplitude
diffusion f(Q) au cas inélastique & condition d’admettre que |S;(k)| < 1.
Cette condition découle de ce que le module de 'amplitude de I'onde sortante
doit étre plus petit que celui de 'onde entrante : le nombre de particules Ny,
entrant dans une sphére de grand rayon r tracée autour de la cible doit étre
inférieur a celui N,y qui en sort, puisque les particules incidentes peuvent
seulement disparaitre dans la diffusion inélastique. Comme nous le montrons
ultérieurement, cette inégalité vaut pour toute onde partielle : Nl < N},
car l'intégration sur la surface de la sphére élimine les interférences entre ondes
partielles. Si la diffusion est purement élastique dans 'onde [, N}, = N. , et
|Si(k)| = 1. Evaluons N et N!, en revenant & l'expression asymptotique
r — oo (12.22) de la fonction d’onde. Comme dans la diffusion élastique, seul
le terme d’onde sortante peut étre modifié
eikr eikr

— Si(k)
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d’ott le comportement asymptotique de 1 (7)
i4 o

2kr
=0

P~ (21 + 1)Py(cosB) [(—1)le 7T — Gjeikr]

ce qui donne pour f(#)

1 o0
=% Z (21 4+ 1)Py(cos 8)(S; — 1)
1=0

La section efficace élastique totale vaut

m=/mmw2

et le résultat de l'intégration sur ) généralise (12.25)

O = % S @+ 11— 8 (12.50)
=0

Calculons le nombre de particules entrantes dans 'onde partielle {, N iy €1
intégrant le courant entrant sur la surface d’une sphére de rayon r — oo
autour de la cible. Comme les polynémes de Legendre sont orthogonaux, il
n’y a pas de termes d’interférences entre les différentes ondes partielles. On
trouve

Le premier terme vient de la normalisation de [+/|2, le second de la relation
d’orthogonalité des polynomes de Legendre, le troisiéme de ’expression du
courant de I'onde entrante et le dernier de 'intégration sur ¢. Un calcul
analogue donne N.,,

N _ Th(2l+ DIAP

out — mk |Sl|2

La condition N}, < N! implique que |S;| < 1. La section efficace inélastique
dans l'onde partielle [ n’est autre, au facteur de flux F = hk|A|>/m prés,
que la différence entre le nombre de particules entrantes et celui de particules
sortantes

mh(2l + 1)| A2

1
I { { 2
Tinel — ? (N Nout) - %2 (1 - |Sl| )

et la section efficace inélastique totale vaut

T [}
Oinet = 15 _(2L+ 1)(1 = |S°) (12.51)
=0
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Si N} = N!,, le nombre de particules sortantes est égal au nombre de
particules entrantes, la diffusion est élastique dans l'onde partielle ! et
|Si(k)} = 1, Si(k) = exp[2id;(k)]. La condition |S;| < 1 entraine comme il
se doit Jilnel > 0. La somme des sections efficaces élastique et inélastique est

la section efficace totale

2 [e o]
Otot = E;E 2(21 +1)(1 - ReS)) (12.52)
=0

La présence de voies inélastiques implique que (1 — §;) # 0, et on ne peut
donc pas avoir en physique quantique de diffusion purement inélastique, alors
qu’en physique classique des particules peuvent étre envoyées sur des cibles
parfaitement absorbantes, sans diffusion élastique. Si I'absorption est totale
dans une onde partielle {, ce qui correspond & NP'* = 0 et donc &4 S; = 0,
alors

!
Oel = Ojpel

™
=12 20+1) (12.53)
Par comparaison, la section efficace élastique maximale est

4
Uél,max = kQ (2l + 1)

Une conséquence importante de lintrication entre diffusions élastique
et inélastique est le théoréme optique. Calculons la partie imaginaire de
l'amplitude de diffusion vers Pavant!!, Imf(6 = 0) en utilisant P;(1) =1

1 o0
Imf (8 = 0) —kZO:ZH—l (1 — ReS))

et si I'on compare avec l'expression (12.52) de oot

Ttot — % Imf(9 = 0) (1254)

Cete relation est le théoréme optique, qui relie la section efficace totale a la
partie imaginaire de la diffusion vers 'avant. La démonstration du théoréme
met en évidence qu’il découle de la conservation de la probabilité.

12.3.2 Potentiel optique

On peut rendre compte de la diffusion inélastique en introduisant un
potentiel complexe dans ’équation de Schrodinger. En effet, si 'on reprend

11. Cette quantité ne peut pas étre mesurée directement, car vers l'avant on trouve
principalement les particules incidentes qui n'ont pas subi de collision. Il faut prendre la
limite & — 0 de f(6). Voir aussi la note 4.
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la démonstration du § 9.2.2 de I’équation de continuité du courant V - 7=0
dans le cas d'une onde stationnaire wg(ﬁ, on s’apercoit que cette équation
n’est pas satisfaite si le potentiel est complexe et que

V7= 2 V() (12.55)

On retrouve naturellement le résultat V - 7= 0 dans le cas du potentiel réel
utilisé au § 9.2.2. Le nombre de particules absorbées par unité de temps est
égal au flux incident multiplié par la section efficace inélastique. Pour calculer
le nombre de particules absorbées, entourons la cible par une sphére de grand
rayon et calculons le flux de 74 travers la surface S de cette sphére

—/ j.dgz—/ 6-jd3r=—g /ImV(f‘)|z/)E(f’)|2d3r
s v R Jy

oi1 V est le volume de la sphére et le signe (—) correspond au fait que dS est
orienté vers 'extérieur. On a donc

2m

Rk
oll nous avons intégré sur tout ’espace car le potentiel est supposé de portée
finie ou s’annulant suffisamment vite a I'infini. Dans cette section, et jusqu’a
la fin du chapitre, le potentiel V(7) est quelconque : il n’est pas nécessairement
invariant par rotation. L’équation (12.56) implique que la partie imaginaire
de V(r) doit étre négative : ImV(7) < 0. Le potentiel complexe de partie
imaginaire négative V(7) est appelé potentiel optique. Ce potentiel est utile
lorsque l'on ne s’intéresse pas aux détails des processus inélastiques, mais
seulement & leur répercussion sur les processus élastiques. Il est en particulier
trés largement utilisé dans la diffusion neutron-noyau. A basse énergie,
on pourra représenter ce potentiel complexe par un potentiel effectif du
type (12.41) avec une longueur de diffusion complexe a = a; + iaa, az < 0.
Dans ces conditions Im f = —ay et la section efficace totale est trés grande
par rapport a la section efficace élastique

Im V (7) |y (7) > dr (12.56)

Oin =

~ o N4_7r| |> 0o = 4ma?
Otot = Ojn ™ A az Tel = 470,

La proportionalité de o, & 1/k, ou bien & 1/v, ol v est la vitesse des neutrons
incidents, est un résultat d’'une trés grande importance : la section efficace
d’absorption des neutrons lents croit en 1/v quand v — 0. Ceci entraine par
exemple que ’on doit ralentir les neutrons pour obtenir des sections efficaces
importantes de fission de 'uranium dans un réacteur nucléaire. Un autre
exemple est Putilisation du cadmium pour absorber les neutrons : la longueur
de diffusion est complexe, avec a1 = —3.8fm et as = —1.2fm.
Récrivons le théoréme optique en utilisant (12.56)

(6 =0) = 1 [ 17@P a0~ 7 [mV@@Pdr (257




12. Théorie élémentaire de la diffusion 451

Cette équation peut étre généralisée'?, Définissons ’amplitude de diffusion

f(kf, k) a partir de la solution (12.9) 1/)(+)( r) de l’équation de Schrédinger

ellcr

U () = e Rt K)—
Comme le potentiel n’est pas supposé invariant par rotation, 'amplitude de
diffusion dépend de 7 et de k, et pas uniquement de k et de I’angle entre 7 et
k. On montre alors la relation d’unitarité

A NGRS /f kK (0, B o2

~ 5 h2 Im V(%) [pcr (M) 6L (Pdr  (12.58)

L’invariance par reversement du sens du temps implique f (E ! /Z) =
f(=Fk,—k') et celle par parité f(k’, k) = f(—k’, —E) Si ces deux invariances
sont valides, f(E’,E) = f(E,E’) et

1

= [FE B = )] =T g R

PO

7k)

dans (12.58). On retrouve alors (12.57) en prenant k' = k.

12.4 Développements formels

12.4.1 Equation intégrale de la diffusion

Nous allons reprendre dans cette section quelques points que nous
avons laissés dans l'ombre jusqu’a présent, afin de clarifier certains des
arguments précédents. Nous allons d’abord démontrer une équation,
Iéquation intégrale de la diffusion, qui nous permettra de justifier 'expression
asymptotique (12.10), mais qui se révéle également utile dans d’autres
développements de la théorie de la diffusion. La démonstration repose sur
Pexpression des fonctions de Green G(F) de I'équation de Schrédinger lorsque
V =0, qui vérifient

(V2 + k)G (F) = 6(F) (12.59)

De facon générale, les fonctions de Green G d’une équation d’onde £ = 0 sont
définies par LG = §(7). La solution de ce type d’équation n’est pas unique
et la forme précise de la fonction de Green que l'on doit utiliser pour un
probléme donné est fixée par des conditions aux limites. Nous aurons besoin
des fonctions de Green G™*)(7) ayant un comportement d’onde sphérique

12. Voir par exemple Landau et Lifschitz[1966], § 124.
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sortante pour G(H)(7) et entrante pour G{7)(7). Ces fonctions de Green sont

données par 13

1 eikr

G(i)(;‘) _

- (12.60)

La vérification de (12.59) est immédiate

tikr Tikr _ 1 1
v _v? {——e } + V2=

r r r
1 d® Ly,
= ; ﬁei kr _ 47T(5(’f—")
e:tik:r
= —k? — 47é(7)

ol nous avons utilisé le fait que la fonction (exp(ikr) — 1)/r est réguliére a
r =0 et (12.42).

Examinons le comportement de la fonction G (7 — #) lorsque r — 0o
tandis que ' reste fini. Dans cette limite

'
IF—F’Izr—f-F’JrO(—)
r

et nous obtenons, en définissant k' = k7

ik|F—7"| ikr ik -7 2
G (F— iy = - - ° T o(k’;_Q) (12.61)

4rr 4rr

ce qui montre que G) a bien un comportement d’onde sphérique sortante.
La fonction ¢ +)( ) définie de fagon implicite par

v =4 I [ r e de | 2e)

obéit a Péquation de Schrodinger. En effet, en utilisant (12.59)
o o o 2m .
(v + w0 =55 [6- vl = v @)

L’équation(12.62) est appelée équation intégrale de la diffusion. Le point
essentiel est que 1/)1(;)(77) a bien le comportement asymptotique (12.9). En
effet, en utilisant (12.61) et (12.62) pour r — oo

eikr

.*_F m Vi“/.,,-,o/ N .
Wit (7) ~ e ~ 5 / e E TV (7l (7Y dPr (12.63)

13. Toute combinaison AG(H) + (1 — /\)G(') + Gp, oit Gy est solution de 1’équation
d’ondes homogeéne, vérifie également (12.59).
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On identifie immédiatement Pamplitude de diffusion f(2) & partir de (12.9)

m

FQ) = f(R'B) =~

e-iE’~F’V(FI)¢I(;+)(ff)d?’rf (12.64)

Cette équation est exacte, mais bien sar il faut connaitre w(f)(f‘), et on ne
peut pas se dispenser de la résolution de I’équation de Schrécﬁnger ! On peut
résoudre (12.63) de fagon approchée par itération, la premiére itération étant

1/)}(;)(,,7) — ik T

En reportant dans (12.64) on obtient f(fc", E) a Uapproximation de Born

m

Ik k) =5

/ e TV (R)dPr (12.65)

Le vecteur ¢ = k' — k est le transfert de vecteur d’onde, hq le transfert
dimpulsion et fg est la transformée de Fourier du potentiel par rapport a g.
On note que

8
= 2ksin —
q SlIl2

et que fp ne dépend que de la combinaison ksin(8/2) de k et de 0 si le
potentiel est a symétrie sphérique. Cette particularité est bien siir spécifique
de lapproximation de Born. Les critéres de validité de 'approximation de
Born sont délicats & énoncer de facon précise : pour simplifier, il faut que
I’énergie soit grande ou que le potentiel soit faible. Dans le cas de la diffusion
coulombienne, Papproximation de Born donne le résultat exact pour la section
efficace (mais non pour 'amplitude !) a toute énergie, trés en dehors de son
domaine théorique de validité (exercice 12.5.4).

12.4.2 Diffusion d’un paquet d’ondes

Un deuxiéme point qu’il est nécessaire de justifier est ['utilisation
d’un formalisme stationnaire, alors que la diffusion d’une particule est
fondamentalement un processus dépendant du temps ; il nous faut donc
étudier la diffusion d’un paquet d’ondes. Nous supposerons le paquet d’ondes
centré autour d’une impulsion hEO avec une dispersion Ak <« kg, et nous
supposerons aussi que la dimension Ar ~ 1/Ak du paquet d’ondes est trés
petite par rapport aux distances caractéristiques de I’expérience, par exemple
la distance cible-détecteur. Le paquet d’ondes libre s’écrit sous une forme qui
généralise (9.41) a trois dimensions

3
o(F,t) = / %A(E)exp [iE-F~iwkt] (12.66)
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avec wg = hk?/(2m), la fréquence moyenne étant wo = hk3/(2m). Nous avons
montré au § 9.1.4 que si la condition (Ak)2ht/m < 1 était vérifiée (ce qui est
pratiquement toujours le cas) on pouvait alors négliger 1’étalement du paquet
d’ondes et (12.66) sous la forme (9.48) généralisée a trois dimensions (avec les
changements de notations k — kg, vy — vg) devient

(7, 1) = e “ot (7 — Tyt, t = 0) (12.67)

ol la vitesse de groupe 7% = fiko/m. Ceci implique que |¢(F, t)| est négligeable
si |77 — tot| > Ar, c’est-a-dire si |7 — Upt| est grand par rapport a I'extension
Ar du paquet d’ondes. La fonction d’onde dépendant du temps ¢1(2+)(F’ t) en
présence du potentiel V(7) s’obtient en remplagant dans P’expression (12.66)

du paquet d’ondes ’onde plane exp(i/;; - 7) par ¥ 7_") L’expression ainsi
obtenue est en effet solution de l'équation de Skchrodmger dépendant du
temps en présence du potentiel V' (7), avec un comportement d’onde sphérique

sortante. Décomposons la fonction d’onde w(+ (7,t) en une partie libre et une
partie diffusée

P 1) = @7, 1) + Ya (7, 1)

Lorsque le paquet d’ondes est loin de la cible, on peut remplacer z/;é”(f’) par
sa forme asymptotique (12.63)

(+)(7;v) _)elk-i“'_i_f(k,,g’g)

et donc

. d3k . o eikr i
Paig (7, 1) :/WA(k)f(kr,k) € Kt
t14

Supposons que f (kf,E) varie suffisamment lentement!* avec & . Dans ces

conditions

—+

F(k7, ) = f(kot, ko)

et la partie diffusée est

~ I 3
e (7 1) =~ f (ko:, ko) / (gﬂ')“a A(k) expli(kr — wit)] (12.68)

On remarque ensuite que

(Ak)?

= [(ko+(k—k0))?]"? = ko+ko-(k—ko)+O
ko

):I%O-IZJr

o
TN
>
c?:vlw
S
[\
\’/

Comme le temps caractéristique t ~ r/vo = mr/(fiko)

(AR)Er  (AR)ht

o~ 1
ko m <

14. En présence d’une résonance, il peut arriver que cette condition ne soit pas vérifiée.
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et on peut remplacer kr dans (12.68) par rko - k ce qui donne

- —

Yaiee (7, 1) =~ f(k—of’@ o(rko, t) =~ &O:’@—) ©[(r — vot) ko, 0] “0?

Lorsque ¢ est grand et négatif, |(r — vot)] > Ar et comme @(r',0) est
négligeable pour 7’ > Ar, ¥qig — O et le paquet d’ondes tend vers un paquet
d’ondes libre : tant que le paquet d’ondes n’a pas de recouvrement avec le
potentiel, ¥q;g est pratiquement nul

lim %(7t) = p(7,)
t——o0
Le paquet d’ondes interagit avec la cible pour ¢ ~ 0 et lorsque ¢ — +oo

Yaig (7, t) =~ M o[(r — vot)ko, 0] e *°*
On retrouve le paquet d’ondes dans une direction différente de la direction
initiale, modulé par Pamplitude de diffusion f(ko7, EO) et se propageant
radialement avec une vitesse vg.

Nous pouvons maintenant calculer la probabilité dp de déclenchement d’un
détecteur de surface dS = r2d{2 placé dans la direction 7. Comme le courant
4 linstant ¢ est vg|Ygig|?7, la probabilité de déclencher le détecteur est

-+00
dp = ’Uo’r‘zdﬂ/ |'¢)diff(7_", t)|2dt
- N +o00 R
w48 ko E)? [ lel(r = oot 0]t

—o0

{

Par ailleurs, la probabilité pour que la particule incidente traverse une surface
unité prependiculaire au faisceau incident est

+o0 .
| ot~ wtyka, 0Pt
et on déduit de la définition (12.1) de la section efficace
do
dQ
ce qui compléte la justification de (12.12).

= | fkot, ko)[? = | F((2)|2 (12.69)

12.5 Exercices

12.5.1 Pic de Gamow

1. On se propose d’évaluer la section efficace de la réaction

H+%H — *He+n (12.70)
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a Dintérieur d’une étoile ofl régne une température de ordre de 107 K.
Cette réaction particuliére a été choisie pour fixer les idées, mais ce qui suit
s’applique & toute réaction nucléaire dans une étoile. Montrer que 1’énergie
cinétique des noyaux incidents ?H et H est de I'ordre du keV. Pourquoi
les atomes sont-ils complétement ionisés 7 En physique nucléaire la relation
suivante est souvent utile : dans un systéme d’unités ou i = ¢ = 1, la relation
entre le fermi et le MeV s’écrit

1fm~! ~ 200 MeV

Vérifier cette relation. Le potentiel V(r) entre les deux noyaux incidents est
le potentiel coulombien répulsif V(r) = €2/r pour r > R et un potentiel
nucléaire attractif pour r < R, avec R ~ 1fm. Montrer que e?/R est trés
grand par rapport & I’énergie cinétique E des noyaux incidents.

2. Montrer qu’en physique classique les deux noyaux ne peuvent pas
s’approcher 4 une distance plus faible que ro = e?/E, et la réaction
nucléaire (12.70) ne peut se produire. En physique quantique, la réaction est
possible grace 4 effet tunnel. En utilisant (9.106), montrer que la probabilité
d’effet tunnel est

ey o (1 [0 f (2 2]

ol p est la masse réduite : E = puv?/2, v étant la vitesse relative des deux
noyaux. Montrer que p ~ (6/5)m,, ol la masse du proton m, ~ 940 MeV/ ¢
Pour calculer pr-(FE), on pourra faire le changement de variables

w2du 1 L u o
5 = - tan™ " — 3 3
(u2 + a?) 2a a 2(u?+a?)
En déduire
E 2.2 2
pr(E) ~exp | —1/ = Ep = 2r°a”uc
Ep

avec o = €2/(he) ~ 1/137. Donner la valeur de Eg en MeV.

3. Justifier la forme approchée de la section efficace de la réaction (12.70)

o(B) ~ 73 pr(E)
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en admettant que la réaction nucléaire se produit dés que les noyaux entrent
en contact ; k est le vecteur d’onde E = h%k?/(2u).

4. D’aprés (12.1}, le nombre de réactions nucléaires (12.70) par unité de temps
est nyn.vo(v), onl n; et n, sont les densités de noyaux incidents et de noyaux
cibles. Cependant les vitesses n’ont pas une valeur fixée, et pour obtenir le
taux de réaction dans étoile, il faut moyenner sur la distribution de Maxwell

des vitesses
" 3/2 ,U/UQ
Par(v) = <27rkBT) P (_ 2kBT)

La quantité physiquement pertinente est la moyenne (vo). En intégrant sur
les angles, montrer que

3/2 roo 2
M 3 HY
= 4 —
(vo) = 4x (27TkBT) /0 dvvio(v)exp ( ZkBT)

En déduire, en effectuant le changement de variables v — E

3/2 o0
) / dE e E/ksT)e=VEs/E (12.71)
0

(vo) = 16m2h2
8 2rkgT

Montrer que lintégrand dans (12.72) exhibe un pic aigu pour une valeur
E = Ey de Pénergie, avec

1 2/3
By = (5 kBT@B)

et que la largeur AE de ce pic est donnée par
AE x EY%(kpT)>®

Ce pic est appelé pic de Gamow, et il détermine ’énergie Fy pour laquelle la
réaction (12.70) a une probabilité maximale : le taux de réaction dans ’étoile
est contrélé par Fy. Estimer numériquement la position du pic et sa largeur.

12.5.2 Diffusion de neutrons de basse énergie
par une molécule d’hydrogéne

1. On considére dans un premier temps la diffusion d’une particule par les
deux noyaux 1 et 2 supposés différents d’une molécule diatomique, sans tenir
compte du spin. Le centre de la molécule est situé 4 'origine des coordonnées,
et le détecteur & une distance r de la cible. Les noyaux 1 et 2 sont situés aux
points ﬁ/ 2 et —ﬁ/ 2, avec R <« r. Montrer que Pamplitude de diffusion par
la molécule est

f=aiexp (—%q’ﬁ) + ag exp (%Cfﬁ)
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ot k est le vecteur d’onde des particules incidentes, k/ = kf, hq = h(fc" —k)le
transfert d’impulsion, tandis que a1 et as sont les longueurs de diffusion sur
les noyaux 1 et 2. Tracer la section efficace en fonction de 'angle # entre k'
et k lorsque gR ~ 1.

2. On se place dans le cas de la diffusion de neutrons par une molécule
d’hydrogéne en tenant compte du spin du neutron et des protons. On suppose
I’énergie suffisamment basse pour que ¢R <« 1. Quelle doit étre la valeur de
I’énergie en €V pour que cette condition soit réalisée 7 Si les neutrons sont
produits dans un réacteur, a quelle température doivent-ils étre refroidis (cf.

§ 1.4.2) 7 On définit le spin total § de la molécule

- 1
hS = 5 h(@1 +62)

1 et &2 sont les matrices de Pauli décrivant les spins des deux protons.
Montrer que 'amplitude de diffusion s’écrit dans I'espace des spins en fonction
des longueurs de diffusion a; et a;

1 —
(as + 3a)l + §(at —a5)(Fn - S)

[

f=

3. Si l'on traite l'interaction neutron-proton au moyen d’un potentiel
effectif (12.41), la constante g est fixée par les caractéristiques du potentiel. En
déduire qu’en raison d’un effet de masse réduite, on doit utiliser 4a/3 comme
longueur de diffusion sur les protons liés dans une molécule d’hydrogéne, si
a est la longueur de diffusion d’un neutron sur un proton libre. La section
efficace est donc & multiplier par un facteur 16/9 : c'est leffet de liaison
chimique. Cet effet de masse réduite est présent pourvu que énergie du
neutron soit suffisamment faible pour ne pas pouvoir exciter les niveaux de
vibration de la molécule.

4. La molécule d’hydrogéne peut exister dans deux états de spin : le
parahydrogéne de spin zéro et Porthohydrogéne de spin un. Quelle est la
section efficace totale neutron—parahydrogéne ? Est-elle sensible au signe
de ag 7

5. Calculer la section efficace totale neutron-orthohydrogéne en supposant la
molécule non polarisée. Suggestion : démontrer 'identité

Tr(A ® B)? = (Tr A%)(Tr B?)
12.5.3 Propriétés analytiques de ’amplitude de diffusion

neutron-proton

L’objectif de cet exercice est de relier les propriétés des états liés et des
résonances & amplitude de diffusion. On se limitera 4 'onde s. On négligera
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la différence de masse neutron-proton et on définira M ~ my, ~ m,, : la masse
réduite est donc M /2. On néglige tout effet lié au spin.

1. Soit u(r) la fonction d’onde radiale (réelle) d’un état lié, en Poccurrence
le deutéron. Elle est caractérisée par son comportement asymptotique et sa
normalisation V

Montrer que dans le cas du puits sphérique de la figure 12.4, de portée R et
de profondeur V,
5 2/‘-‘,16/2 e?nr

(k24 EH(1 +KR)
avec ik’ = /M (Vy — B), hk = VM B, B étant 'énergie de liaison. Tracer

qualitativement u(r).

2. Soit g(k,r) une solution de Péquation radiale se comportant
asymptotiquement comme

r— 00 : glk,r) x e *" avec k=

vMB
h

Montrer que la fonction d’onde u(k,7) est donnée par

u(k,r) = g(—k,r)g(k) — g(k, —r)g(—k) g(k) = g(k,r = 0)

et que ’élément de matrice S, S(k) vaut

— p2i6(k) _ g(k)
S(&) 9(=k)

3. On prolonge analytiquement g(k,r) & des valeurs complexes de k.
Montrer que

(k) = g(—k* ) ST(k*) = -5(175 — 5(=k)

4. Calculer g(k) et S(k) pour le puits sphérique et montrer que g(k) est une
fonction entiére de k (c’est-a-dire analytique pour tout k).

5. On peut prouver que pour un potentiel décroissant plus vite que exp(—pur)
lorsque r — oo, g(k) est analytique dans le demi-plan Imk < ;2/2, et on
admettra ce résultat dans la suite de I'exercice. Montrer que si S(k) a un poéle
sur 'axe imaginaire, & = ix,0 < K < u/2, alors ce pole correspond a un état
lié du potentiel. Montrer que si S(k) a un péle & k = h — ib, |b] < /2, alors
nécessairement b > 0.
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6. Le cas du péle & k = h —ib, b > 0, est celui d’une résonance. Montrer
qu’un choix pour S(k) satisfaisant aux conditions de la question 3 est

(k—h—ib)(k+h—ib) k—h-—

S = G hr )kt hsd) “h—hti

pourk ~ h

Supposant b < h, déterminer le comportement du déphasage §(k) en fonction

de k en montrant que
h—k

cotd = ——

b

En déduire que § passe par 7/2 pour k = h et que la section efficace se met
sous la forme dite de Breit-Wigner

2mh? R2T2/4

°E) = 3E &= B + 2T/

(12.72)

Relier Ey et I" 4 b et k. Montrer que h = 0 correspond 4 un état virtuel.

7. Démontrer la relation

, Ou ou'" , Ou
[ %—u } Zk/ u—a—r

En étudiant cette relation pour 7 — 0 et » — o0, montrer qu’au voisinage du
pole k =ik

—iN?

k—ik

S(k) ~
8. Montrer que la fonction

_ . 90) Fo(h)
kcotd(k) =ik a0 = g(=F)

est analytique en k au voisinage de k = 0, tend vers une constante pour k — 0
et est une fonction paire de k. En déduire que I’on peut écrire

1 1
kcotd(k) = —= + 3 rok? + O(k*)
a
Démontrer les relations

2 1 2
7‘0——<1—~) N2= K
K Ka 1 —krg

qui relient les parameétres (k, N) du deutéron aux caractéristiques (a,ro) de
la diffusion de basse énergie. Calculer ry sachant que B = 2.22MeV et a =
5.40 fm, et comparer au résultat expérimental rq = 1.73 fm.
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12.5.4 Approximation de Born

1. Calculer 'amplitude de diffusion fg(q), = k' — k, a lapproximation de
Born lorsque le potentiel a la forme dite de Yukawa

e HT

ur

V(r) =V

En déduire do/dQ) et ayo.

2. Examiner la limite u — 0 avec Vp/u — €2 =cste : le potentiel de Yukawa

tend vers le potentiel coulombien V(r) = e?/r. Montrer que

do et

— = —— 12.73

dQ  16E2sin?6/2 ( )
ot E = h?k?/(2m) est lénergie incidente. Ce résultat a été obtenu

par Rutherford en utilisant un raisonnement de mécanique classique (la
mécanique quantique n’existait pas encore !), et il est appelé section efficace
de Rutherford. C’est aussi le résultat obtenu par un traitement rigoureux
du potentiel coulombien en mécanique quantique. Il est remarquable que
l’approximation de Born, dont la validité est plus que douteuse dans ce
cas, donne le résultat correct pour la section efficace (mais non pour
Pamplitude f(8)).

12.5.5 Optique neutronique

1. Diffusion par une lame mince. On considére un faisceau de neutrons de
basse énergie de vecteur d’onde &k dans le vide, qui traverse une lame trés mince
d’épaisseur  perpendiculairement A cette lame ; dans un premier temps on
néglige les effets liés au spin. Les neutrons sont détectés aprés leur passage
dans la lame en un point d’ordonnée z sur I’'axe Oz perpendiculaire a la lame,
Porigine O étant choisie au centre de la lame. Si un neutron est diffusé par
un noyau de la lame situé a une distance s de O, montrer que I'amplitude de
probabilité pour observer le neutron diffusé en z est

a .
0o = —— k" r=1/8%+ 22

ol a est la longueur de diffusion. L’amplitude de probabilité pour trouver un
neutron en z est la somme de l'onde incidente exp(ikz) et de l'onde diffusée

par la lame
plz) = —a¥°

ol la somme porte sur tous les noyaux de la lame ; en déduire

ikr

r

eikr e

o(z) =e** — 2mapé

ik |z
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ol p est la densité volumique de noyaux. La limite r — oo donne un résultat
nul si 'on moyenne sur les oscillations et on en déduit

o(z) = (1 - 2in %)k—a) elk=

2. Indice de réfraction. Lorsque les neutrons traversent la lame, celle-ci se
comporte comme un milieu d’indice de réfraction n, qui, comme en optique,
transforme le vecteur d’onde k — k' = nk ou de facon équivalente la longueur
d’onde X — X = A/n. En comparant avec le résultat de la question 1 lorsque
(n — 1)ké < 1, déduire

2map ) ap)?

=1
" k2 27

Lorsque n < 1, un faisceau de neutrons arrivant en incidence quasi-rasante
sur la surface plane d’un cristal peut subir une réflexion totale (la différence
d’indice entre le vide et 1air est négligeable) : si 'angle d’incidence est (7/2—
), # < 1, montrer que I'incidence critique est

0o=r(2)"

Estimer numériquement 8. pour des valeurs typiques : A = 1lnm, p =
10 m~3 et @ = 10fm. La propriété de réflexion totale est utilisée pour
construire des guides de neutrons, qui font partie des instruments de 'optique
neutronique.

3. Effets de spin : noyaux de spin 1/2. Dans les questions suivantes, on étudie
les effets liés au spin des neutrons et des noyaux. Reprenant les résultats de
Iexercice 3.3.9 et utilisant (12.46), montrer que les amplitudes f,, f; et f. de
cet exercice sont données en fonction des longueurs de diffusion triplet o; et
singulet a; pour des noyaux de spin 1/2 par

1

faz_%(at+as) sz—a(at_as) fe=—a

Montrer que U'intensité diffusée par le cristal est

-1

T =
16

(o (7 7 N
2 g (7 —75) Y . 2
(3a: + as) Ze i) G (ar — as)
4]
ot A est le nombre de noyaux diffuseurs. Le premier terme de T correspond 3
une diffusion cohérente et le second 4 une diffusion incohérente (exercice 1.6.8).

On définit une section efficace cohérente et une section efficace incohérente en
intégrant Z sur les angles

Ocoh = %(304 + as)2 Tinc = Tﬂ'(at - as)2
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Dans le cas de la diffusion par ’hydrogéne, a; = 5.4fm et a, = —23.7 fm.
Evaluer numériquement ocon €t Tinc et montrer que gy > Ocon. Cette
propriété est particuliére a I’hydrogéne, car en général les deux sections
efficaces sont du méme ordre de grandeur. Montrer que la longueur de
diffusion & utiliser dans le calcul de l'indice de réfraction est celle définie
par la diffusion cohérente

=-a+-a
Qeff 1 t T 1 %s
Quelle est I'interprétation physique des poids 3/4 et 14 ? Quel est le signe de
aesr pour ’hydrogéne ? Peut-on obtenir une réflexion totale des neutrons sur
de I’hydrogéne liquide ?

4. Diffusion par des noyaux de spin j. On suppose que les noyaux diffuseurs
ont un spin 7 ; soit

=

I'=J+

VS

d

le moment angulaire total du systéme noyau-+neutron, 15 /2 étant I'opérateur
de spin du neutron. Montrer que amplitude de diffusion noyau+neutron
s’écrit dans ’espace des spins en fonction de deux longueurs a et b

N b -
YN,
f=a+ F (0’
Soit @y = aj41/2 et a_ = a;_; /2 les deux longueurs de diffusion correspondant

aux diffusions dans les états de moment angulaire total i = j + 1/2. Montrer
que

ay =a+bj a_=a—-b(G+1)
et inversement
a=——[(+Das+ja-]  b=——fay —a_]
T W AT Ia- Tojr1r T4

5. Diffusions cohérente et incohérente. Si les noyaux et les neutrons ne sont
pas polarisés, quelles sont les probabilités que la diffusion ait lieu dans les états
iy =j7+1/2eti_ =3 —1/27 En utilisant les résultats de l'exercice 1.6.8,
montrer que les sections efficaces cohérente et incohérente sont données par

471' . . 2 2
Ocoh = Gt e (7 + 1as + ja]" = 4ra
_ 4mi(i+1)

Tinc = (2] T 1)2 [a+ - a_]2 = 47F](] + 1)b2

Veérifier que ’on retrouve bien les résultats de la question 3 lorsque j = 1/2.
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12.5.6 Section efficace d’absorption de neutrinos

L’objectif de ’exercice est de calculer la section efficace d’absorption des
neutrinos par des neutrons

U+p—ntet

a4 partir de la vie moyenne du neutron, qui se désintégre suivant la
réaction (1.2)
n—p+e +U

Ce calcul est possible car I'interaction responsable des deux phénomeénes est la
méme, Vinteraction faible, et les deux processus peuvent étre reliés. L’élément
de matrice de transition pour le calcul de la vie moyenne du neutron peut
s’écrire

Ty = GrMyilpsles)

ou les fonctions d’onde de ’état initial et de 1’état final sont des ondes planes
normalisées dans un volume V et de la forme

1 ipr/n

VvV

GF est la constante de Fermi, ou constante de couplage des interactions

faibles, My; un élément de matrice sans dimensions dépendant des spins'?.

On appelle Ey = (m, — m,)c? ~ 1.2MéV lénergie disponible dans la
désintégration {on peut prendre A une excellente approximation m, = 0).
Soit g, = 0 (supposant le neutron immobile), P = DPpy O = De €t 7 = 1,
les impulsions dans I’état initial et dans 1'état final, T = P?/(2m,,), E et cq
I’énergie cinétique du proton et 1’énergie totale de I’électron et du neutrino.
La conservation de I’énergie-impulsion s’écrit

P+p5+d=0 T+E+cqg=FE

Montrer que 'on peut négliger T : T « E, c¢q. Soit dI'/dE la probabilité
de désintégration du neutron, I’électron ayant une énergie finale £. On peut
montrer qu’il n’y a pas de corrélations entre 'impulsion de I'électron et celle
du neutrino. Montrer que dans ces conditions la probabilité de transition
s'écrit en fonction de la densité d’états D de ’électron et du neutrino

dr

2 -
T = & CH(IMul) VT D(E)D, (E - Eo)

4_7rpEH 47 (Ey— E)?

on pE
(2rh)® ¢? | | (2wh)® c?

- 2 Gh M) |

15. My, dépend aussi de deux constantes sans dimensions de l’ordre de 1, gy = 1, la
constante de couplage vectorielle, et g4 = 1.25, la constante de couplage axiale.
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(|M:]?) représente la somme sur les spins finaux et la moyenne sur les spins
initiaux du module carré de I’élément de matrice de spin. Pour obtenir la vie
moyenne 7 = 1/T", il faut intégrer sur E. L’intégrale

Ep
I(Fp) = / dE E(Ey — E)*\/E? — m2c?
mec?
peut se calculer exactement, mais nous nous contenterons d’une
approximation ultrarelativiste négligeant la masse de ’électron
Ep ES
I(Fy) ~ dEE*(Ey - E)? =22
a 30
En déduire I'expression de la vie moyenne
1 GLES

=T~ — -
T 60m3h{hc)b

Quelle est la dimension de G /(hc)® ? Estimer G & partir de la vie moyenne
7 ~ 900 s et comparer avec la valeur précise

GF -9
—— =117 x 107° GeV
(he)®
2. Montrer que la section efficace différentielle d’absorption des neutrinos par
les neutrons est donnée par

do 27
9= he GR{IMpil?)

B
(2wh)3c2

oil E est 1'énergie du positron et et en déduire

2
1| G
2 72
Otot ~ — | —=| (he)*FE
7 | (he)d (

Veérifier que oot a bien les dimensions d’une surface. Estimer numériquement
Oiot pour des neutrinos solaires de 8 MeV, et en déduire que le libre parcours
moyen des neutrinos solaires dans la Terre se mesure en années-lumiére.

3. La théorie de Fermi utilisée dans cet exercice donne une section efficace
isotrope : linteraction a lieu uniquement dans l'onde s, I = 0. En
utilisant (12.51), montrer que le résultat obtenu pour la section efficace
d’absorption ne peut pas étre valable & trés haute énergie et estimer
Iénergie au-dela de laquelle la théorie de Fermi doit étre modifiée. Cette
modification est connue, c’est la théorie électro-faible de Glashow-Salam-
Weinberg, composante du modéle standard qui unifie interactions faibles et
électromagnétiques, et oul la constante de Fermi est reliée & la charge de
l'8lectron et a la masse des bosons W* et Z°: Gp ~ €2 /M3,
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Chapitre 13

Particules identiques

13.1 Bosons et fermions

13.1.1 Symeétrie ou antisymétrie du vecteur d’état

Considérons un état [¥) de deux particules différentes, par exemple un
atome d’oxygéne 90 et un atome d’oxygéne 80 dans leur état fondamental,
et soit |a;) et |by) deux états de la particule 1 et de la particule 2
respectivement. Les états |a) et |b) sont par exemple des états propres des
opérateurs P, J,. .. étiquetés par 'impulsion 7 de 'atome, la composante j,
de son spint,. ..

@) = 1§, jz, ) b) = 15", 5% - - )

On notera |a; ® by) I’état & deux particules oil la particule 1 (160) est dans
I'état |a) et la particule 2 (*80) dans I'état |b) par exemple?, |a; ®bs) = |71 ®
p’2). Pour la clarté de la discussion, on peut supposer que les particules ont
interagi dans un passé lontain et qu’elles se trouvent dans un état intriqué | ).
Les tests effectués sur les particules 1 et 2 sont bien individualisés, les deux
tests s’effectuant dans des régions d’espace trés éloignées, comme dans les
expériences discutées au § 6.2.1. Deux détecteurs D; et Ds permettent de
déterminer p, j,, . .. pour chacune des deux particules : D; détecte 'atome de
160 avec une impulsion P, Dy détecte I'atome de 2O avec une impulsion 5"
(figure 13.1a), ce qui permet d’effectuer un test |a; ® bo) sur l'état |¥). La
probabilité pour que I'état |¥) passe le test |a; ® ba) est

Py —fa1,bs] = |{a1 @ bo|¥)/? (13.1)

1. Les atomes de 160 et de 180 ont un spin 2 (état 3P,) et ’état fondamental est cing
fois dégénéré. Si nécessaire, on peut lever cette dégénérescence par effet Zeeman dans un
champ magnétique.

2. La notation n’est pas idéale. Elle veut dire que la particule 1 est dans I'état
d’impulsion P, et non p; ! Cette notation ne présente aucune ambiguité dans le cas de
deux spins : | +1 ®—2), comme dans (13.14).
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On peut aussi envisager la configuration inverse et mesurer la probabilité que
le détecteur D, enregistre 'atome de 20 et D I'atome de 90 (figure 13.1b),
qui est différente de (13.1) : cette probabilité correspond au test |az ® b1), ou
l’atome de 80 a une impulsion 7 et atome de %0 une impulsion 7, et sauf
cas particulier

P [as,b1] # Pu—[a;,bs)

Dy
7.0
160 @ N 6 150

s
18) /%' / 180
%0

T—0

%0
P P
Dz D2

F1G. 13.1 — Diffusion %0 —'#0. (a) Angle de diffusion 8. (b) Angle de diffusion
(m—9).

Supposons maintenant les particules 1 et 2 identiques, deux atomes
d'160 par exemple. Si les énergies mises en jeu dans l'interaction entre
les deux particules sont de quelques €V, rien ne distingue a priori ce cas
du cas précédent, car les interactions *0-130 et 180190 sont strictement
identiques. Ce n’est qu’a des énergies de 'ordre du MeV que des différences
dues aux noyaux pourraient se faire sentir, et pourtant les deux cas vont
différer de fagon radicale, méme & basse énergie. Lorsque les deux particules
sont identiques, cela n’a plus de sens de parler du test |a; ® bg) : il peut étre
commode de numéroter formellement les deux particules, et donc de parler des
tests |a; ®b3) ou |a; ®bs), mais une telle numérotation n’a pas de signification
physique. Il n’est pas physiquement acceptable d’écrire un état de la forme
|ar ® b2) (sauf éventuellement si a = ), car on ne peut pas affirmer que la
particule 1 est dans ’état a et la particule 2 dans I’état b ou 'inverse, étant
donné que 'on ne peut pas les distinguer. Le probléme se pose donc de la
définition correcte de 'état |a ® b). Cet état doit étre physiquement identique
a |b® a) et ne peut en différer que par une phase, qui dépend éventuellement
de a et ded

la ® b) = el b a)

|b® a) = el |a @ b) (13.2)
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On en déduit?® -
elfra gifar = 1 (13.3)

Définissons les nouveaux vecteurs

la ® b)Y = eif=>/2|q @ b)

b®a) = ei%/2|b® a) (13.4)

Nous avons au lieu de (13.2)
[b®a) = e %/2|b g a) = el%/2|a ® b)
= ¢l(0ae00a)/2|q @ bY = +|a ® b)’

car d’aprés (13.3)
ei(eab"'gba)/z - :tl

On peut donc toujours choisir les phases des vecteurs |a ® b) et |b ® a) de
telle sorte que ces vecteurs soient symétriques ou antisymétriques dans la
permutation a < b

e symétrique la@by = +|b®@a) (13.5)
e antisymétrique je ®b) = ~ [b®a) (13.6)
Il en résulte que les amplitudes (a ® b|¥) sont aussi, soit symétriques, soit
antisymétriques
e symétrique {(e@bT) = (b a|T) (13.7)
e antisymétrique {a @ b|T} = ~ (b ® a|T) (13.8)
Cette propriété de symétrie ou d’antisymétrie est caractéristique du couple
de particules identiques considérées. Elle ne peut pas dépendre des états | )
ou |a ® b). Supposons en effet que pour le méme couple de particules on ait
une amplitude symétrique si |¥) = |®;) et une amplitude antisymétrique si
(W) = |®2)
<(1®b‘(b1> = (b®a]‘1>1}
{a®b|Ps) = — (b ® a|®y)

La linéarité de la mécanique quantique nous permet aussi de choisir un état
combinaison linéaire de |®1) et de |P3)

|T) = [@1)(D1]|T) + |2)(P2|T)

3. On admet souvent que 6, est indépendant de a et b : O, = 0, = 8, et il en découle
directement exp(2if) = 1, exp(id) = +1. Les phases sont cruciales lorsque I’on cherche &
réaliser physiquement I'opération de permutation en déplacant les particules dans ’espace
pour échanger leurs positions, ce qui n'est pas a prior: la méme chose que de permuter leurs
numéros. A trois dimensions les deux opérations sont équivalentes, mais 3 deux dimensions
le facteur de phase autorise l'existence de « statistiques fractionnaires », les particules
correspondantes étant appelées anyons.
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ot 'on a supposé (®1|®2) = 0. On aurait alors
(a @ b¥) = {0 @ b|®1)(01]¥) + (a & b|P2) (02| V)

Cette amplitude de probabilité n’est ni symétrique, ni antisymétrique dans
Péchange a < b et elle est physiquement inacceptable. 11 est nécessaire que
(®1|¥) = 0, ou que ($2|¥) = 0, pour tous les états |¥). Si ($3]¥) = 0,
les transitions ¥ — ®, sont interdites et |®2) n’appartient pas a 1’espace des
états & deux particules. En ce qui concerne leur comportement dans [’échange
de deux états, il existe donc deux classes de particules quantiques identiques,
et deux seulement, correspondant & deux types d’amplitudes :

¢ les amplitudes symétriques (13.7) : les particules sont alors appelées des
bosons ;

o les amplitudes antisymétriques (13.8) : les particules sont alors appelées
des fermions.

Le caractére bosonique ou fermionique d’une espéce de particules est appelé
sa statistique. Ainsi que nous allons le voir dans un instant, les électrons
sont un exemple de fermions, et on dit aussi que les électrons obéissent & la
statistique de Fermi (ou Fermi-Dirac), tandis que les photons, qui sont des
bosons, obéissent & la statistique de Bose (ou Bose-Einstein).

Nous avons déja remarqué qu’il est commode de numéroter artificiellement
les particules : 1,2,... La relation (13.7) implique alors que le vecteur d’état
d’un systéme de deux bosons doit étre symétrique dans un échange des
numérotations 1 « 2

1
V2

et (13.8) que celui de deux fermions doit étre antisymétrique
1
V2

Si les particules n’ont pas de degrés de liberté internes (spin, etc.), état
des particules peut étre caractérisé par leur fonction d’onde . (7) = (Fla) et
ws(F) = (F]b), et la fonction d’onde du systéme est dans le cas de bosons

la®b)p = <|al ® ba) + |az ® b1>) (13.9)

le@byr = == (jo1 ©b3) — laz @ b)) (13.10)

Gl ®bla = o (walionlfs) + valonlri)) (310
et dans le cas de fermions
1
(P rala® b)r = = (2l )n(72) = palr2)in(ri) (13.12)

Nous venons d’écrire le vecteur d’état, ou la fonction d’onde, de deux
particules identiques sans spin indépendantes. En présence d’interactions,
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la fonction d’onde sera une combinaison linéaire de fonctions d’onde du
type (13.11) ou (13.12), mais méme en V'absence d’interactions, le vecteur
d’état, ou la fonction d’onde, ne sont pas de simples produits tensoriels.

L’espace des états pour un couple de particules identiques n’est donc pas
intégralité de H(V © H?, mais seulement le sous-espace formé des vecteurs
symétriques dans un échange des numérotations s’il s’agit de deux bosons, et
antisymétriques s’il s’agit de deux fermions. Ces deux espaces sont invariants
par I'évolution temporelle, car le hamiltonien doit étre invariant dans I’échange
1« 2: [H, P12] =0, ol P2 est I'opérateur de permutation des numéros.

Ces résultats se généralisent immédiatement au cas d’un nombre
arbitraire N de bosons ou de fermions identiques : la fonction d’onde de N
bosons (fermions) doit étre symétrique (antisymétrique) dans 1’échange de
deux quelconques des numéros de deux particules. Dans le cas des fermions,
la fonction d’onde s’écrit donc comme un déterminant. Ecrivons explicitement
le cas de trois fermions identiques indépendants

: ©a(T) Pa(2) alf3)
(M,72,3la®b®c)p = e wb(71) ©p(T2) wu(73) (13.13)
‘;Oc(_‘l) 800(42) 900(_'3)

Dans le cas de fermions, si par exemple ¢, = @, la fonction d’onde s’annule.
Ceci est appelé principe de Pauli, bien que ce « principe » découle en fait
de Pantisymétrisation. On énonce souvent ce principe sous la forme : il est
impossible de mettre deux fermions ou plus dans le méme état. Cet énoncé
suppose implicitement que 'on ait affaire & des fermions indépendants.

13.1.2 Spin et statistique

Dans les équations (13.11) & (13.13), nous avons supposé les particules
sans degré de liberté interne, et en particulier sans spin. Lorsque lon tient
compte des degrés de liberté internes, ’échange des numérotations doit se
faire sur tous les nombres quantiques caractérisant 1’état des particules. En
particulier, on doit effectuer cet échange sur ies degrés de liberté de spin. 11 est
remarquable que spin et statistique soient intimement reliés par le théoréme
spin-statistique, qui énonce que les particules de spin entier (0, &, 24, ...} sont
des bosons, tandis que les particules de spin demi-entier (%/2,3%/2,...) sont
des fermions. Ainsi les photons, particules de spin 1, sont des bosons, et
les électrons, neutrinos, protons et neutrons, particules de spin 1/2, sont des
fermions. La preuve du théoréme spin-statistique utilise la théorie quantique
relativiste, ou théorie des champs quantifiés relativistes, mais elle nécessite un
arsenal mathématique important et la maitrise de concepts difficiles ; il n’est
malheureusement pas possible d’en donner ici une idée, méme intuitive. Il est
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frustrant de constater qu’il n’existe aucun argument élémentaire justifiant ce
résultat fondamental, dont I’énoncé est pourtant tout & fait simple.

Aprés cet énoncé fondamental, revenons sur les vecteurs d’état (13.11)
et (13.12). Comme nous venons de le voir, des bosons de spin zéro peuvent
parfaitement exister (mésons 7, atomes d’*He,...) et un vecteur d’état du
type (13.11) représente sans probléme 1’état d’un systéme de deux bosons de
spin zéro. En revanche, pour un systéme de deux fermions, le spin ne peut
étre nul et on doit en tenir compte dans ’écriture du vecteur d’état. Le cas
le plus courant et le plus important en pratique est celui des fermions de
spin 1/2 : électrons, protons, neutrons , ... Suivant les résultats du § 10.6.1,
on peut former avec deux spins 1/2 soit un moment angulaire un, dont les
trois vecteurs de base |jm), notés collectivement ., sont

I1,1) =]+ ®+2)
1,0 = % (I +1®—2)+]—1 ®+2>) (13.14)
|1’ —’1) = | -1 ®—2)

et un moment angulaire zéro
1
V2

Tt est évident sur (13.14) et (13.15) que les trois états x: sont symétriques dans
I’échange 1 < 2 et y, antisymétrique dans ce méme échange. Rappelons que
ces états sont appelés respectivement triplet et singulet, d’oi la notation x;
et xs. Les vecteurs d’état totalement antisymétriques d’un systéme de deux
fermions sont donc, soit antisymétriques d’espace et symétriques de spin

xs = 10,0) = —= (| +1®2) = | =1 &+3)) (13.15)

U 1 " L - "
(72le ®b)r = 75 (ulF)en() ~ palF)en())xe  (13.16)
soit au contraire symétriques d’espace et antisymétriques de spin
= 1 " " . .
(1 73la® br = 7= (pali)en(2) + @al)en() ) (13.17)

Comme application, supposons les deux fermions de spin 1/2 dans un état
de moment angulaire orbital [ dans le référentiel de leur centre de masse. La
partie angulaire de la fonction d’onde de la particule relative est ’harmonique
sphérique Y, (#), ot ¥ = 7'} — 7 est le vecteur joignant les positions des deux
fermions. L’échange des numeérotations est équivalent 4 ¥ — —7, soit aussi
# — —#. Or, d’aprés (10.71), la parité des harmoniques sphériques est (—1)

Y (=7) = (-1)'Y"(7) (13.18)

4. On peut faire le rapprochement avec I’énoncé trés élémentaire du théoréme de Fermat
et la complexité de la preuve d’A. Wiles.
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Dans le référentiel de leur centre de masse, un systéme de deux fermions de
spin 1/2 se trouvera dans un état de moment angulaire orbital [ pair si son
état de spin est singulet, et dans un état de moment angulaire orbital [ impair
si son état de spin est triplet. On note habituellement S le spin total, L le
moment angulaire orbital total, J le moment angulaire total et 25t1L; Pétat
des deux fermions. Par exemple un état P, correspond 4 § =1,L =1,J =2
et un état Dy 4 S = 0,L = 2,J = 2. Le cas de deux bosons de spin zéro
est encore plus simple : seuls les états de moment angulaire orbital pair sont
permis.

Les propriétés de symeétrie du vecteur d’état de deux spins 1/2 se
généralisent au cas de 'addition de deux spins S quelconques, pour former un
spin total F = Sy + Sy, 0< F <2s. La propriété de symétrie des coefficients
de Clebsch-Gordan®

jm — j1t+j2—J (Im

Jediymamy T (=17 ]Cj1j2;m1m2
montre que les états de spin total 2F,2F — 2,... sont symétriques dans
I’échange des numérotations, tandis que les états 2F — 1,2F — 3,... sont

antisymétriques dans cet échange. Comme application, montrons que
ces propriétés de symétrie affectent le spectre de rotation d’une molécule
diatomique homonucléaire, c’est-a-dire une molécule dont les deux noyaux
sont strictement identiques, appartenant au méme isotope, par exemple la
molécule 'H-'H = H,, par opposition 4 la molécule hétéronucléaire ‘H—2H
ou H— D, ol un proton est remplacé par un deutéron D = 2H : le deutéron est
un isotope de ’hydrogéne, noyau atomique formé d’un proton et d’un neutron.
La dynamique des noyaux est celle d’un rotateur sphérique (¢f. § 10.3.1) dont
les fonctions d’onde sont les harmoniques sphériques Y™ (7), ot 7 est le vecteur
joignant les deux noyaux. Les niveaux de rotation, ou le spectre de rotation,
sont donnés en fonction de j par (10.54)
PRNELCER)
21

ol I est le moment d’inertie.

Si l’on choisit I'origine des coordonnées au milieu de la droite joignant les
noyaux, le hamiltonien H des électrons est invariant dans 'opération parité II,
F— —F: [II, H = 0 (¢f. § 8.3.3). On peut donc diagonaliser simultanément
IT et H. Soit |1he) un vecteur propre de I’état électronique .commun a H
et II. Comme TI? = I, les valeurs propres de II sont %1, TI|¢pe) = £|¢)
(¢f. (8.52)). Dans la majorité des cas, et en particulier dans celui de la
molécule d’hydrogéne, I'état fondamental électronique correspond au signe +,
ce que nous allons admettre dans la discussion qui suit. L’opération d’échange
des numérotations des deux noyaux correspond & ¥ — —7, et dans cette
opération la fonction d’onde des noyaux est multipliée par la parité de

5. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al.[1973}, complément Bx.
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I’harmonique sphérique, (—1)7. Si les deux noyaux ont un spin s, le moment
angulaire total ' va de zéro a 2s. Le vecteur d’état total de la molécule doit
étre symétrique (antisymétrique) dans ’échange des numérotations des deux
noyaux si ces noyaux sont des bosons (fermions), et lorsque les deux noyaux
sont des bosons (s entier), deux cas sont possibles :

e F pair et j pair ;
e I impair et j impair.

Le résultat est identique lorsque les deux noyaux sont des fermions (s demi-
entier). La situation inverse prévaut bien sr dans les rares cas ou la parité de
[1e1) est négative. Dans le cas de la molécule d’hydrogéne, le spin des protons
est s = 1/2, et F = 0 (para-hydrogéne) ou F = 1 (ortho-hydrogéne). La
valeur de F fixe la parité de j : F = 1 correspond & des valeurs de j impaires,
et F' = 0 a des valeurs de j paires. Il n’y a pas de restrictions sur j dans le
cas de la molécule H — D.

Une autre conséquence importante de la statistique est Papparition
de forces d’échange, qui sont en particulier responsables du magnétisme.
Le magnétisme macroscopique correspond & Valignement d'un nombre
macroscopique de spins électroniques dans une méme direction, et cet
alignement construit un moment magnétique macroscopique. Si ’alignement
est produit par un champ magnétique externe et disparait en l'absence
de ce champ, on a affaire & un matériau paramagnétigue. Si Palignement
persiste en I’absence de champ, on a affaire & un matériau ferromagnétique
(fer, cobalt, nickel...). L’aimantation disparait au-dessus d’une certaine
température, appelée température de Curie To. 1l existe un autre type de
magnétisme, 'antiferromagnétisme, ou les spins sont ordonnés, mais I’ordre
est alterné, de sorte que 'aimantation est nulle. Cet ordre antiferromagnétique
disparait aussi au-dessus d’une certaine température, la température de Néel
Txn. Pour obtenir un matériau ferromagnétique ou antiferromagnétique, il
faut une interaction entre les spins suffisamment intense pour les aligner ou
construire un ordre alterné selon le cas. En ’absence d’une telle interaction,
I’agitation thermique tend & favoriser un état ott 'orientation des spins est
aléatoire et aimantation nulle. L’origine de cette interaction ne réside
pas dans le couplage entre les moments magnétiques des électrons : un
calcul simple d’ordre de grandeur montre que la température de Curie,
qui est de l'ordre de 103K, ne dépasserait pas 1 K dans cette hypothése.
L’interaction & l'origine du magnétisme provient de la répulsion coulombienne
entre électrons combinée avec I'antisymétrisation du vecteur d’état, qui a
comme conséquence une compétition énergie cinétique-énergie potentielle
(coulombienne). Considérons une paire d’électrons : si les électrons sont dans
un état triplet de spin, leur fonction d’onde spatiale est antisymétrique, ce qui
entraine une répulsion coulombienne faible, car la fonction d’onde s’annule
lorsque les deux électrons sont voisins. En revanche, I’énergie cinétique est
importante, car la fonction d’onde doit varier rapidement au voisinage du
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point o1l elle s’annule. La situation inverse prévaut lorsque 1’état de spin est
singulet. S’il est plus intéressant de minimiser ’énergie potentielle, les deux
électrons auront tendance & aligner leur spins, ce qui implique une interaction
de type ferromagnétique. Si au contraire ’énergie cinétique 'emporte, on
obtiendra une interaction de type antiferromagnétique avec un ordre alterné
des spins.

Le théoréme spin-statistique a pour conséquence que des particules de spin
zéro comme ‘He, 190, ... sont des bosons, mais ces particules sont composées,
et une question intéressante est de vérifier la cohérence avec le théoréme spin-
statistique, & partir de leur composition en constituants élémentaires (ou plus
élémentaires). Naturellement, la question n’a de sens que si la particule reste
intacte dans les réactions qu’on lui fait éventuellement subir, par exemple
parce que les énergies mises en jeu ne sont pas suffisantes pour la dissocier
en ses constituants. Plutét que de raisonner en toute généralité, nous allons
nous contenter d’examiner un cas particulier, celui du deutéron. Soit |A) le
vecteur d’état du deutéron et {a ® b|A) = (ab|A) Pamplitude pour trouver
dans le deutéron le proton dans I’état |a) et le neutron dans 1’état |b), ol nous
avons supprimé le produit tensoriel pour alléger les notations. Introduisons
un second deutéron [A3) en supposant pour I'instant qu’un nombre quantique
distingue le proton et le neutron de ce noyau de ceux du précédent. En nous
inspirant de la chromodynamique quantique, imaginons que nous puissions
attribuer une couleur aux protons et aux neutrons, verte pour le premier
noyau et rouge pour le second. Nous aurons donc une seconde amplitude
(ahbh]1 ALY, le prime indiquant qu’il s’agit de neutrons et de protons rouges,
tandis que amplitude correspondante pour le proton et le neutron verts est
notée {a1b1|A1). Formons l'état & deux deutérons |A; A). L’amplitude pour
trouver le proton et le neutron verts dans les états ay et by, le proton et le
neutron rouges dans les états af, et b}, est, en utilisant les propriétés du produit
tensoriel

(a1brasby| A1 Ay) = {a1b1| Ay ){asbh|AS)

Mais on ne peut pas peindre les protons et les neutrons en rouge ou en
vert, et il nous faut revenir au cas réel, ot 'amplitude est {a1b1a2b2[A; 43).
Comme le proton et le neutron sont des fermions, cette amplitude doit étre
antisymétrique dans les échanges de numérotation a; < ag et by — by

<a1b1a2b2\A1A2) = <a1b1|A1>(a2b2|A2) — <a2b1|A1>(a1b2|A2>
— <a1b2|A1)(a2b1|A2) + <QQb21A1><a1b1|A2>

Cette amplitude est symétrique dans "échange A; — Az
<0,1b10,2b2|A1A2> = (a1b1a2b2|A2A1) (1319)

et le deutéron est donc un boson. De facon générale, une particule composée
d’un nombre pair de fermions est un boson, et c’est un fermion si ce nombre
est impair. Ainsi le proton, formé de trois quarks de spin 1/2, est un fermion,
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tandis que le méson 7, formé d'un quark et d’un antiquark, est un boson.
L’atome d’*He, formé de deux protons, deux neutrons et deux électrons, est
un boson, alors que son isotope, 'atome d’*He, formé de deux protons, un
neutron et deux électrons, est un fermion, ce qui induit des comportements
totalement différents de ces deux isotopes 4 basse température. On remarque
que ces résultats sont compatibles avec le théoréme spin-statistique, puisque
qu’avec un nombre impair de particules de spin demi-entier on ne peut former
qu'une particule de spin demi-entier, un fermion, tandis qu’avec un nombre
pair de particules de spin demi-entier on ne peut former qu’une particule de
spin entier, un boson.

13.2 Diffusion de particules identiques

Revenons a la figure 13.1 que 'on peut interpréter comme décrivant la
diffusion %0-180 dans le référentiel du centre de masse. Nous supposons
la dégénérescence du niveau fondamental levée par un champ magnétique :
les atomes sont dans le niveau Zeeman le plus bas (¢f. § 14.2.3). Soit f(#)
Pamplitude de diffusion d’un angle 8 de la figure 13.1a : les deux atomes
d’oxygéne sont déviés d'un angle 8. L’amplitude de diffusion de la figure 13.1b
est alors f(m — 0) : les deux atomes d’oxygéne sont déviés d’un angle 7 — 6.
Supposons, ce qui est le cas le plus plausible, que les détecteurs D, et Ds ne
fassent pas la distinction entre les deux isotopes. Le taux de comptage du
détecteur Dy (et aussi celui de Dy) sera alors proportionnel a

p(8) = [F(O)* + |f(m — )7 (13.20)

Ce résultat donne aussi la section efficace différentielle (12.12) do/d.
Dans (13.20) nous avons additionné les probabilités, car les états finaux [0
dans Dy, 180 dans Ds] et ['®O dans Ds, 80 dans D] sont des états finaux
différents en principe, méme si en pratique les détecteurs sont incapables de
faire la différence. Dans le calcul de la section efficace totale, il faut prendre
garde & ne pas faire de double comptage en multipliant (12.2) par un facteur
1/2 (ou, de fagon équivalente, en restreignant Uintervalle d’intégration sur
a0<0<7/2)

v =3 [ (FOF + |f(m - 0)F) (13.21)

Passons maintenant au cas de la diffusion 10-160. Bien que les interactions
de physique atomique entre les deux isotopes soient strictement identiques, les
résultats sont totalement différents. En effet, les processus de la figure 13.1a
et 13.1b ne peuvent plus étre distingués, méme en principe, et il faut donc
ajouter les amplitudes. I’amplitude de diffusion f(#) est définie en attribuant
formellement des numéros aux deux particules, les particules 1 et 2 étant
déviées de l'angle 6. L’échange des deux atomes correspond & 8 «— 7 — 8.
L’amplitude totale s’obtient en additionnant f(6) et f(7 —8), le signe + étant
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imposé par la symétrie dans 'échange § «— 7 — 6. Au lieu de (13.20), la
probabilité de déclencher D; est

p(0) = 1£(8) + f(m — )2 (13.22)

et la section efficace totale vaut

n/2 27
no =3 [ 40U+ lm =03t = [ sin0ad [ aols(0) + s~ o)
’ (13.23)
L’addition d’amplitudes suggére que la section efficace différentielle pourra
exhiber des interférences, et c’est ce qui est effectivement observé dans
de nombreux exemples. On remarque que, compte tenu de la parité des
polynoémes de Legendre P(—u) = (—1)!P;(u), seules les valeurs de [ paires
interviennent dans la décomposition en ondes partielle de

Jror(8) = f(0) + f(m - 6) frot(0) = fror(m — 6)

L’exemple ci-dessus est celui la diffusion de deux bosons de spin zéro. La
discussion est un peu plus complexe lorsque les particules ont un spin.
Limitons-nous 4 la diffusion de deux fermions identiques de spin 1/2, par
exemple deux neutrons. Dans ce cas on peut définir comme au § 12.2.4 une
amplitude de diffusion f(6) qui est une matrice 4 x 4 dans I'espace produit
tensoriel des deux spins. Si P; et P, sont les projecteurs sur les états triplet
et singulet, et si la diffusion ne change pas le spin total, on pourra écrire

f(8) = [£s(8) + fo(m — 8)]Ps+[£:(6) — folm — 6)]P: (13.24)

ce qui assure l'antisymétrie espace+spin de I'amplitude. Si I'on développe
suivant (12.16) [fs(8) + fs(m — 8)] et [f:(8) — fi(m — 6)] en ondes partielles,
la diffusion aura lieu dans les ondes I = 0,2, ... (ou ondes s, d, ...) pour des
neutrons dans P’état singulet, et dans dans les ondes [ = 1,3,... (ou ondes
D, f, ...) pour des neutrons dans ’état triplet. La section efficace s’obtient
comme au § 12.2.4. Si la polarisation initiale de ’ensemble des deux neutrons
est notée o et la polarisation finale 3, la section efficace différentielle sera

dO’Ba N A 2
o =131 @) (13.25)

Si on ne mesure pas la polarisation des neutrons finaux, on doit sommer sur
[ et si I'état initial est une superposition incohérente d’états de polarisation
|y avec une probabilité p,,

O = Y P Y (el f118) (31l
o 8

= palalf flay = Te(pmf1f) (13.26)
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oll pi, est Popérateur densité initial des états de spin
pin =Y Pola)(o|
(7

Lorsque les neutrons initiaux ne sont pas polarisés, pi, = [/4 et

do

ftf 1 Ot* ot * o
o por = T = I[Pt P (£2P + 1P

il Ml B

Tl 4 FPP] = S 4 2
_ %|fs(9) (-0 + % 1£2(6) - fu(r - 0)]2 (13.27)

Les poids 1/4 et 3/4 sont bien sfir reliés au fait qu’il y a un seul état singulet
et trois états triplets. La section efficace totale s’obtient par (13.23). Lorsque
la diffusion est indépendante du spin, f; = f; = f, ce qui est le cas de
la diffusion coulombienne de deux particules chargées, par exemple deux
électrons (exercice 12.5.4)

do

9 o pot = IF(O)2 + |f(x — )] — Re[£(8) f*(x — 6)]

et le terme d’interférences est réduit d’un facteur deux par rapport & ce que
I'on obtiendrait dans le cas (interdit par le théoréme spin-statistique !) de la
diffusion de deux fermions de spin zéro.

13.3 Etats collectifs

La statistique a une influence déterminante sur le comportement d’un
systéme de N particules identiques, N > 1, que 'on peut appeler le
comportement collectif d’un tel systéme. Commencons par les fermions, en
examinant le cas de N fermions sans interactions. On peut par exemple
supposer que ces N fermions indépendants se trouvent dans un puits de
potentiel dont les niveaux d’énergie ¢, pour une particule individuelle sont
étiquetés par un indice £. L’indice ¢ représente la totalité des nombres
quantiques nécessaires pour spécifier ’état £ : impulsion, spin... Il peut
parfaitement arriver, et c’est méme le cas général, que plusieurs niveaux e,
correspondent & la méme valeur de l’énergie : autrement dit, les niveaux
d’énergie du hamiltonien d’'une particule dans le puits de potentiel sont
dégénérés. Essayons de construire le niveau d’énergie fondamental de
I’ensemble des N fermions. Comme on peut mettre au maximum un fermion
dans un état e, 1’état de plus basse énergie est obtenu en remplissant les
niveaux un a un & partir du niveau le plus bas, jusqu’au moment ou les N
fermions ont trouvé leur place dans un niveau (figure 13.2). L’état de plus
grande énergie €¢ max que l'on a dii utiliser pour placer tous les fermions est



13. Particules identiques 479

€l

EF

€2
€1

Hin

F1G. 13.2 — Remplissage des niveaux du gaz de Fermi.

appelé niveau de Fermi et noté ep®. Prenons comme puits de potentiel une
boite cubique de volume V : un ensemble de fermions dans une boite est appelé
gaz de Fermi. L’état quantique d’un fermion est alors spécifié par la donnée
de son impulsion 7 et de la composante m, de son spin : £ = {p,m,}. En
'absence de champ extérieur, 1’énergie est purement cinétique, ¢ = p%/(2m)
et indépendante de m,. A chaque valeur de j correspondent 2s + 1 etats de
méme énergie et la somme sur £ devient d’aprés (9.52)

Z > =(25+1) ZH@—S%)V/d?’p (13.28)
pyms 2

A I’énergie de Fermi £p correspond une impulsion de Fermi pg

2
Ep = 5—F ou en général ep = 1/pic? + m2ct — mc? (13.29)
m

souvent appelée moment de Fermi. Comme l'énergie est une fonction
croissante de p, tous les états {f,m,} tels que p < pp auront un nombre
d’occupation égal & un. Il est maintenant immédiat de calculer 'impulsion de

Fermi (25 + 1)V (25 +1)V 4
s+ 3 s+ T 3
= = —0 — 13.
N 3 /<pF d’p /B 3 PP (13.30)
Sin = N/V est la densité de fermions
67T2 1/3
pp = [23 — J hint/3 (13.31)

6. Du point de vue de la thermodynamique, le systéme de fermions que nous considérons
est un systéme & température nulle T = 0. Le niveau de Fermi est aussi le potentiel
chimique, puisqu’a température nulle le potentiel chimique est 1’énergie nécessaire pour
ajouter une particule. A température non nulle, la probabilité d’occupation des niveaux
au-dessus du niveau de Fermi est différente de zéro, et le potentiel chimique ne coincide
plus avec le niveau de Fermi.
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Cette équation est valable aussi bien dans le régime non relativiste que
relativiste. La sphére de rayon pr est appelée sphére de Fermi et sa surface
la surface de Fermi. Ces notions se généralisent au cas de la physique du
solide, ol 'on n’a plus la symétrie sphérique, mais une symétrie déterminée
par le réseau cristallin : la surface de Fermi, qui acquiert alors une forme plus
compliquée que celle d’une sphére, est un objet fondamental dans ’étude des
propriétés électromagnétiques des métaux. On déduit de (13.31) I’énergie de
Fermi dans le cas non relativiste ot ¢ = p?/(2m)

2 2 72/3 12
Pr {6” ] R s (13.32)

er = 2m | 2s+1 2m
La cas usuel est s = 1/2. L’énergie de Fermi est 1’énergie caractéristique d’un
systéme de N fermions dans une boite de volume V.

11 est utile de donner un ordre de grandeur dans le cas particulier le plus
important de gaz de Fermi, celui des électrons de conduction dans un métal.
Prenons Iexemple du cuivre, dont la masse volumique est 8.9g.cm™ et la
masse atomique 63.5, ce qui correspond 4 une densité n de 8.4 x 10%® atomes
par m?. Le cuivre ayant un électron de conduction par atome, ce chiffre donne
aussi la densité d’électrons ; reportant cette valeur dans (13.32) avec s = 1/2,
on trouve pour le niveau de Fermi e ~ 7.0€V. Ceci est un ordre de grandeur
typique pour les électrons de conduction dans un métal : Pénergie de Fermi
est de quelques eV.

Calculons maintenant 1’énergie du gaz de Fermi. D’aprés (13.28) avec
s =1/2, on trouve pour énergie du gaz

V PF 2 3
A (2%) = - Ner (13.33)

ol nous avons utilisé 'expression (13.30) de pr en fonction de NV dans le cas
s = 1/2. Une autre expression intéressante est celle de ’énergie par particule
E/N

E

== (37r2)2/3ﬁn2/3 (13.34)
N 10m

L’énergie cinétique moyenne d’une particule augmente comme n?/3. Dans

le cas d’un gaz d’électrons, I'énergie potentielle moyenne est de l'ordre de
e?/d, o d < n~1/? est la distance moyenne entre deux électrons. L’énergie
potentielle moyenne par particule est donc & n!/3, et plus un gaz de Fermi
est dense, plus Pénergie cinétique o n2/3 'emporte sur ’énergie potentielle.
Ce résultat est a Popposé de celui d’'un gaz classique, et contrairement & un
gaz classique, un gaz de Fermi est d’autant plus proche d’un gaz parfait que
sa densité est grande !

On peut donner une image intuitive du gaz de Fermi, en remarquant que
la dispersion Ap sur l'impulsion est de 'ordre de pg, tandis que 'ordre de
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grandeur de la dispersion sur la position est V'/3, On tire donc de (13.31)
ApAz ~ RN'/3 (13.35)

En raison du principe de Pauli, le /i de I'inégalité de Heisenberg est transformée
en AN1/3,

Le cas des bosons est plus complexe que celui des fermions. Il faut
distinguer le cas ot le nombre de bosons est variable (photons, phonons,. . .)
et celui ot il est fixé (atomes d’helium). Dans ce dernier cas, 4 température
strictement nulle, on obtient I’état fondamental en mettant tous les bosons
dans I'état ¢, le plus bas. Le probléme consiste & montrer que si la température
n’est pas nulle, une fraction finie des bosons reste dans cet état fondamental :
c’est ce que l’on appelle la condensation de Bose-FEinstein. Cette condensation
ne se produit pas dans tous les cas de figure, par exemple elle ne se
produit pas dans une boite & deux dimensions, mais on montre qu’elle se
produit dans une boite & trois dimensions. La température ou se produit
la condensation de Bose-Einstein peut étre estimée en écrivant que les deux
longueurs caractéristiques du probléme, la longueur d’onde thermique Ay et la
distance moyenne entre bosons d « n~1/% sont du méme ordre de grandeur :
Ar ~n~ 13, Un calcul exact confirme cette estimation. Avec’

A 3/2
= — 13.
AT (27rka> (13.36)

la température de la condensation est donnée par A\r = 2.61n~'/3. La
condensation de Bose-Einstein a été observée récemment sur des gaz d’alcalins
& trés basse température et sur ’hydrogéne polarisé. Nous renvoyons le lecteur
intéressé a la bibliographie.

13.4 Exercices

13.4.1 Particule 2~ et couleur

L’hypéron Q~ (masse 1675 MeV/c?) est une particule de spin 3/2,
composée de trois quarks étranges de spin 1/2. Le modéle des quarks requiert
que la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas. En déduire que les trois
quarks ne peuvent pas étre tous identiques. Au début des années 1970, cette
observation a été un des arguments en faveur de l'introduction du concept
de « couleur » (& l'origine de la chromodynamique quantique) permettant de
distinguer entre les quarks : les trois quarks du 2~ ont des couleurs différentes.

7. Ar est la longueur d’onde de de Broglie d’une particule dont l'énergie ~ kT. Le
facteur 27 est conventionnel.
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13.4.2 Parité du méson =«

1. Si 'on envoie des mésons 7~ de basse énergie sur une cible de deutérium,
ces mésons peuvent étre capturés et former des états liés analogues a ceux
d’'un atome d’hydrogéne. Donner 'expression de l'énergie de ces états liés
méson m—deutérium, sachant que la masse du méson 7 est de lordre de
139 MeV/c? et celle du deutérium de 1875 MeV/c2. Le méson 7 est capturé
dans un état de nombre quantique principal n élevé et termine sa cascade
radiative dans le niveau fondamental® 1s aprés émission de photons. Montrer
que ’énergie de ces photons se place dans le domaine des rayons X.

2. Une fois arrivé dans ’état 1s, le méson 7 subit une interaction nucléaire
qui entraine la réaction
T +H—-n+n

avec deux neutrons n dans I’état final. Sachant que le spin du noyau de
deutérium (ou deutéron) est 1 et que celui du méson 7 est nul, quel est létat
de moment angulaire initial de la réaction 7 Montrer que les deux neutrons
finaux ne peuvent étre que dans ’état de moment angulaire orbital total
L =1 et de spin total § = 1, c’est-a-dire dans I’état P;. Si I’on attribue par
convention une parité positive aux nucléons (protons et neutrons), et sachant
que le moment angulaire orbital du deutéron est nul® (le deutéron est un état
381), en déduire que le méson 7 a une parité négative. La parité est conservée
dans la réaction.

13.4.3 Fermions de spin 1/2 dans un puits infini

On considére deux fermions identiques de spin 1/2 dans un puits de
potentiel cubique infini de co6té L. Si ces deux fermions sont sans interaction
entre eux, quelles sont les valeurs propres possibles de I’énergie totale et les
fonctions d’onde correspondantes (espace et spin) 7 On suppose que les deux
fermions interagissent via un potentiel

V =1 6O(7 — @)

ou 7 et 75 sont les positions des deux fermions. Montrer que les états triplets
ne sont pas affectés par ce potentiel.

13.4.4 Deésintégration du positronium

Le positronium est un état lié électron-positron (e~ — e*) ; le positron
est une particule ayant la méme masse m, que 'électron et une charge
opposée —(e-

8. La réaction nucléaire a aussi une petite probabilité de se produire dans un état ns, n #
1, c’est-a~dire pour des états ou la probabilité de présence est non nulle & origine, mais
cela ne change pas I’argument.

9. Le deutéron a aussi une petite composante d’onde d, et donc une composante 3D,
mais cela n’affecte en rien ’argument.
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1. On ne tient pas compte dans cette question du spin des deux particules.
Sachant que les niveaux d’énergie de 'atome d’hydrogéne pour un proton

infiniment lourd sont de la forme (e? = ¢2/(47eo))
Ey 1 mee* 1
En:ﬁ:_ﬁ ﬁQ ;2' n=1,2,3,---

quels sont les niveaux d’énergie du positronium ?

2. L’électron et le positron ont un spin 1/2. L’état de plus basse énergie,
ou état fondamental, n = 1, a un moment angulaire orbital / = 0 (onde s).
Quelles sont les valeurs possibles du moment angulaire total j du positronium
danscet état n=17

3. Le positronium dans son état fondamental se désintégre en deux!® photons
e +et — 2y

Dans le référentiel ou le positronium est au repos, les deux photons partent
avec des impulsions opposées. On choisit pour axe Oz la direction de
limpulsion de 'un des photons. En utilisant la conservation du moment
angulaire, montrer que les deux photons ont nécessairement la méme
polarisation circulaire, soit droite, soit gauche. Suggestion : dessiner un
schéma de la désintégration.

4. En examinant Ueffet d’une rotation de 7 autour de I’axe Oy et en tenant
compte de l'identité des deux photons, montrer que seul un des deux états de
moment angulaire j du positronium peut se désintégrer en deux photons!®.

5. Soit IT Popérateur parité, qui agit sur Iétat |A) d’une particule A suivant
T A) = na|A), o 174 est la parité de A. On peut montrer que 7,-7+ = —1.
En déduire que la parité de 1’état fondamental du positronium est —1. On
peut écrire les deux états possibles pour les deux photons sous la forme

. 1 1
(i) |®4) = 7 =7

ot | D) et |G) représentent des états de polarisation circulaire droite et gauche.

Lequel des états (i) ou (ii) est obtenu dans la désintégration du positronium!?,

sachant que la parité est conservée ?

(IpD)+16G)) i) o) (1pD) - 16»)

13.5 Bibliographie

Un excellent exposé sur les particules identiques, accompagné de
nombreuses illustrations, est celui de Lévy-Leblond et Balibar [1984],

10. La désintégration e~ 4+eT — - est interdite par la conservation de I’énergie-impulsion.

11. L’autre état doit se désintéger en trois photons.

12. Les corrélations de polarisation des deux photons ont été mesurées par C. Wu et L
Shaknow, Phys. Rev. 77, 136 (1950), qui ont pu vérifier que la parité de I’état fondamental
était bien —1.
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chapitre 7. Voir aussi Feynman et al. [1965], volume III, chapitre 4, Cohen-
Tannnoudji et al. [1973], chapitre XIV ou Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 16. Les statistiques fractionnaires (anyons) sont décrites par A.
Comtet, J. Mc Cabe et S. Ouvry, Images de la Physique, CNRS (1992),
page 21. Pour les états collectifs on pourra consulter Diu et al. [1990],
chapitre 4 ou Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 4, qui contient une
introduction et des références aux condensats de Bose-Einstein gazeux. On
trouvera un exposé trés complet sur ces condensats dans le cours 1998,/99 du
Collége de France de C. Cohen-Tannoudji, disponible sur le WEB du Collége
de France.



Chapitre 14

Physique atomique

E DERNIER CHAPITRE est consacré d& une introduction & la physique
C atomique, qui sera limitée aux atomes & un électron. Aprés un bref
exposé dans la section 1 des méthodes de perturbation et variationnelle, nous
discuterons dans la section 2 les structures fine et hyperfine des niveaux
d’énergie ainsi que 'effet d'un champ magnétique sur ces niveaux. La section 3
examine le couplage d’'un atome avec un champ électromagnétique et des
applications importantes de ce couplage comme leffet photo-électrique ou
le taux d’émission spontanée. Enfin nous donnerons dans la section 4 une
introduction & un sujet en pleine expansion depuis une vingtaine d’années, la
manipulation d’atomes par laser, en traitant du refroidissement Doppler et
des piéges magnéto-optiques.

14.1 Meéthodes d’approximation

14.1.1 Généralités

En physique classique, il est exceptionnel que l'on puisse résoudre
analytiquement les équations de Newton ou celles de Maxwell, étant donné
les conditions initiales & un temps ¢ = to et les forces dans le premier cas,
les sources du champ électromagnétique dans le second cas. En général
on doit avoir recours 4 une méthode de résolution approchée : intégration
numérique des équations, méthode de perturbation ou autre. La situation
n’est pas différente en physique quantique : il est exceptionnel que ’on sache
« résoudre l'équation de Schrédinger » de fagon exacte, c’est-a-dire obtenir
I’évolution temporelle du vecteur d’état |o(t)) en fonction de sa valeur |¢(to))
4 un temps initial £ = #3. Dans le cas ou le hamiltonien est indépendant
du temps, ce qui sera le cas considéré dans cette section, la connaissance de
cette évolution temporelle suppose que 'on sache diagonaliser le hamiltonien,
c’est-a-dire trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Sauf cas trés
particulier (puits carré, oscillateur harmonique, atome d’hydrogéne...), on
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ne sait pas diagonaliser exactement le hamiltonien et on doit utiliser des
méthodes approchées : intégration numérique de I’équation de Schriédinger,
méthode de perturbation ou autre méthode.

Dans cette section, nous allons exposer la méthode des perturbations
indépendante du temps. Cette méthode consiste a utiliser comme point de
départ un hamiltonien Hy que 'on sait diagonaliser exactement, et que 'on
perturbe en lui ajoutant un terme W afin d’obtenir le hamiltonien « exact »
H = Hy + W, dans le cadre d’'un domaine d’approximation prédéfini : cf.
section 4.3. On écrira

H(\) = Ho+ \W (14.1)

ol l'on a introduit un paramétre réel A tel que H = HysiA =0et H = Ho+W
si A=1. Si A — 0, on peut espérer que la perturbation AW est en un certain
sens! « petite » par rapport & Hy. Il peut arriver que I’on puisse effectivement
faire varier A. Par exemple si AW correspond & linteraction d’un systéme
atomique avec un champ électromagnétique extérieur, on peut modifier a
volonté la valeur de ce champ extérieur et donc A : A — 0 si le champ
s’annule. Mais en général la perturbation est fixée par des données physiques
avec lesquelles on ne peut pas jouer. Dans ce cas A est un paramétre fictif
que lon fait varier de facon artificielle, en lui donnant & la fin des calculs sa
valeur physique A = 1. Nous avons déja eu recours a cet artifice dans ’exposé
de la théorie des perturbations dépendant du temps de la section 9.6.3, en
écrivant la perturbation sous la forme AW (¢) et en rétablissant A =1 a la fin
du calcul.

Nous supposons donc connu le spectre de Hy. Soit E(()n) ses valeurs propres
et |n, r) ses vecteurs propres, r étant un indice de dégénérescence comme au

§23.1

Holn,7) = E{”|n, 7) (14.2)
Nous cherchons les valeurs propres et vecteurs propres de H(\) sous la forme
d’un développement en puissances de A, appelé développement perturbatif. Si

H())|p) = E|p), nous écrivons les développements du vecteur propre |¢) et
de 'énergie F

|0) = Ipo) + Aler) + Ala) + - - (14.3)

E=E"+AE™ 4+ 2B 4 ... (14.4)

SiA =0l = |w) = |n,r)et E = Eén). Notre hypothése implicite est
qu’un développement en A existe avec un rayon de convergence non nul, ou,

en d’autre termes, que I'énergie est une fonction analytique de A au point
A = 0. Il est nécessaire de distinguer deux cas.

e La valeur propre E(()") de Hy est simple.

1. Définir rigoureusement qu’un opérateur est « petit » par rapport 4 un autre est un
probléme mathématique des plus complexes.
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e La valeur propre Eé") de Hy est dégénérée avec une dégénérescence N.

Nous allons traiter successivement ces deux cas, sans entrer dans les détails de
la méthode générale du calcul 4 tous les ordres en A. Nous nous contenterons
de ’ordre non trivial le plus bas en A, en renvoyant aux ouvrages classiques
pour le cas général.

14.1.2 Cas d’une valeur propre simple deHj

Nous partons de Hp|n) = Eon)|n> et posons lpg) = |n) avec {wglpo) =
1, ainsi que Ey = E((,") afin d’alléger les notations. En pratique, nous
nous intéressons au développement perturbatif (14.4) de 1'énergie et le
développement perturbatif (14.3) du vecteur |¢) est un auxiliaire de calcul, ce
qui nous permet de fixer |p) par une condition commode : {pg|e} = {po|vo) =
1. Avec cette condition, |¢) n’est pas en général unitaire, mais il est toujours
-possible d’en déduire un vecteur unitaire si on le souhaite. Nous avons, &
l'ordre A inclus, d’une part

H(N)|@) = Holpo) + AW |wo) + AHolp1)
et d’autre part
H(MN)|p) = (Eo + AEy)|@) = Eolpo) + AE1|@o) + Eoler1)
d’on1, en identifiant les termes d’ordre A,
Wlpo) + Holer) = Erlwo) + Eolp1)

Multipliant & gauche les deux membres de cette équation par le bra (o et
tenant compte de (po|Ho = Eo(io| nous obtenons?

Ey = (polWlgo) (14.5)

ce que 'on peut écrire, en appelant AF, la différence d’énergie entre le cas
A # 0 et le cas A = 0 au premier ordre en A

[AEL = A(wolW]o) | (14.6)

Le terme en A2 n’est pas trés difficile & obtenir (exercice 14.5.1)

k#n EO

2. La formule (14.5) s’obtient immédiatement & partir du théoréme de Feynman-
Hellmann, exercice 4.3.3, équation (4.34).
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Comme application, calculons le déplacement des niveaux de loscillateur
harmonique & une dimension sous linfluence d’une perturbation

anharmonique en ¢*

m2w?

- Q* (14.8)

Utilisant un résultat de ’exercice 11.4.1 on déduit de (14.6) le déplacement
du niveau n & 'ordre A

AW = A

AE™ = ii Muw (2n? + 2n + 1) (14.9)
Méme si A est petit, le résultat diverge pour les grandes valeurs de n, car
plus n est grand, et plus la fonction d’onde est importante aux grandes
valeurs de g, et donc plus leffet de la perturbation en ¢* se fait sentir :
la perturbation en AQ* n’est jamais « petite ». Nous avons pris comme
hypotheése de départ 'existence d’un développement en puissances de \ avec
un rayon de convergence non nul. En pratique cette hypothése d’analyticité
4 A = 0 n’est pas toujours vérifiée, et 'oscillateur anharmonique que nous
venons d’examiner en fournit un exemple. En effet, il est facile de comprendre
que B ne peut pas étre analytique & A = 0, car le hamiltonien change
brutalement de nature en ce point. Pour A > 0, il est borné inférieurement et
les états liés sont présents, mais pour A < 0 il n’est plus borné inférieurement
et les états liés disparaissent ! Le développement n’a plus de sens pour
A < 0. En fait le développement perturbatif est dans ce cas un développement
asymptotique, qui donne de bons résultats pour A > 0 sil’'on garde un nombre
de termes suffisamment petit, mais qui diverge si on essaie de le pousser trop
loin. Ce type de développement est bien connu en mathématiques : un bon
exemple en est la formule de Stirling valable pour n > 1

n\" 1 1
= ' = —_ _
T(n+1) =n! (e) omn (1 + 137+ 5mm - ) (14.10)

qui est un développement asymptotique, non convergent, en puissances de
1/n. T} existe des méthodes sophistiquées pour sommer ces développements
asymptotiques®.

14.1.3 Cas d’un niveau dégénéré

Nous passons maintenant au cas d'un niveau dégénéré, en appelant H ™
le sous-espace de dimension N de la valeur propre Eé") : le projecteur P

sur H(™ g'écrit

N
P =" |n,r)(n,7| (14.11)
r=1

3. Voir par exemple J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena,
Oxford University Press, Oxford (1989), chapitre 37.
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Dans le sous-espace H(™), 'opérateur W est représenté par une matrice N x N
d’éléments W = {(n,s|W|n,r) que l'on peut diagonaliser. Les vecteurs

propres |¢"?) de W dans H(™ sont des combinaisons linéaires des |n,7)

N
o5 "y = 3 eqrin, )
r=1
Wled 9y = B2l )

Les coefficients ¢, sont d’ordre zéro en A, puisque I'on a diagonalisé W sans
toucher & la diagonalisation de Hy, qui est un multiple de Pidentité dans ()

Holet"™) = Eg" g™

La diagonalisation de W dans H™) donne le résultat correct pour ’énergie
a Pordre A. On retrouve les résultats du cas non-dégénéré en prenant la
dimension de H) égale & un. En résumé, a lordre X, on calcule les niveaux
d’énergie et les vecteurs propres comme pour un systéme & un nombre fini N
de niveaux, en diagonalisant la matrice représentative de Hy+ AW dans HW,
En fait, 'approximation par un systéme & nombre fini de niveaux est souvent
obtenue en négligeant les interactions entre sous-espaces H(™. Remarquons
enfin que les cas quasi-dégénérés sont aussi traités par cette méthode.

14.1.4 Meéthode variationnelle

Nous nous limitons & nouveau & I’étude d’un cas simple, la recherche
de ’énergie de I’état fondamental, en renvoyant aux traités classiques pour
l’application de la méthode variationnelle & d’autres cas. Soit Fy I'énergie de
I'état fondamental d’un hamiltonien H, |0) le vecteur propre correspondant

H|0) = Eo|0)

et |¢0) un vecteur arbitraire unitaire de 'espace de Hilbert des états. Ecrivons
la. valeur moyenne de H dans ’état |¢) en décomposant |¢) sur la base des
états propres |n) de H, H|ny = E,|n},

(@lHlp) =Y chea(m|HIn) = Enleql’
n,m n
On en déduit

(plH|p) — (0|H|0) = > (En — Eo)lcal* 2 0 (14.12)

ofl nous avons utilisé Y |c,|? = 1 et E, > Ep. La méthode variationnelle
consiste a se donner un vecteur d’essai |¢(a)) dépendant d’un paramétre o, ou
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de plusieurs parameétres ¢;, que 'on essaie de choisir aussi proche que possible
de la forme supposée de |0). Le résultat (14.12) montre que

(H)(a) = {p(a)|H|p(e)) 2 Ep
Dans le cadre de la paramétrisation choisie, le meilleur résultat pour Ej sera,

obtenu en cherchant le minimum de {(H)(«)

 (Hy)| =0 (14.13)

et une borne supérieure sur Fy est

Eo < {p(ao)|H|p(ao)) (14.14)

Pour comparer deux choix différents |p(a) et |@(8)), on compare les deux
minima et le meilleur choix est celui qui donne la valeur minimale de (H). Il
est immeédiat de généraliser & un vecteur dépendant de plusieurs parameétres

Q1,...,0p : on cherche le minimum de (H) par
0
HY(a,. .. =0
o (e

A titre d’exemple, examinons le calcul variationnel de 1’état fondamental
de loscillateur harmonique, en choisissant comme fonction d’onde d’essai une
fonction normalisable de norme unité

(zlo(a)) = palz) = \/gam ! (14.15)

x? 4 o?

Les intégrales nécessaires aux calculs ci-dessous se déduisent de

I(a) = /oo _de 7 (14.16)

2 2
0o T4+ o}

en différentiant I{c) par rapport & 2. Partant de la forme (11.9) du
hamiltonien de l'oscillateur harmonique, on calcule (H)(a)

(@) = 5o [ O; de [(%)2”%3(@]

I
|
o
2
+
Qw

Le premier terme du crochet est ’énergie cinétique et le second 1’énergie
potentielle. (H)(a) est minimum pour @ = a2 = 1/v/2 et

hw
> FEy = —

(H) o) = 22 :

V2
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Pour a = «ag, P'énergie cinétique moyenne et I’énergie potentielle moyenne
sont égales

1
——(P% =
5 (P

lmw2< X2 = _hf_

2 2v/2

Le choix (14.15) de la fonction d’onde d’essai n’est pas excellent (I’erreur est
~ 40 % 1), car la décroissance a linfini de cette fonction d’onde est beaucoup
trop lente. Avec une fonction d’onde d’essai gaussienne, on trouverait bien
str le résultat exact fuw/2.

14.2 Atomes a un électron

14.2.1 Niveaux d’énergie en 1’absence de spin

Au chapitre 10, nous avons étudié le spectre de ’atome d’hydrogeéne,
atome & un seul électron ; une généralisation immeédiate est donnée par les
ions Het, Litt, etc. Lorsque le nombre d’électrons est différent de un, il
n’existe plus de solution analytique au calcul des niveaux d’énergie. On
a recours a des méthodes d’approximation, qui peuvent é&tre trés précises
dans le cas des atomes légers et en particulier de ’helium. Un autre cas ol
I’on peut utiliser une approximation simple est celui des alcalins. En effet,
en premiére approximation, un alcalin est un atome ol un électron externe
est soumis & un potentiel effectif créé par le noyau atomique et les (Z — 1)
autres électrons, appelés électrons des couches internes. Le spectre est alors
semblable a celui de ’atome d’hydrogene, avec la différence que 1’on n’observe
pas de dégénérescence entre des niveaux de moment angulaire orbital différent
car le potentiel n’est pas en 1/7 : dans le cas du sodium par exemple le niveau
fondamental est un niveau 3s et le niveau 3p est intermédiaire entre les niveaux
3s et 4s (figure 10.7).

Les spectres des figures 10.6 et 10.7 sont obtenus en négligeant le spin de
I’électron externe ainsi que le spin du noyau atomique. Nous allons traiter
successivement les deux modifications introduites par la prise en compte de
ces spins : la structure fine induite par l'interaction entre le moment angulaire
de I'électron et son spin, et la structure hyperfine induite par l'interaction du
spin nucléaire avec le spin et le moment angulaire orbital de 1’électron.

14.2.2 Structure fine

La structure fine est un effet d’origine relativiste dont ’expression correcte

s’obtient & partir d’une équation d'onde quantique et relativiste valable

pour les particules de spin 1/2, I’équation de Dirac*. Dans le cadre d’une

4. L’équation de Dirac n’est pas la seule équation d’onde quantique et relativiste : une
autre équation relativiste importante est ’équation de Klein-Gordon qui décrit les particules
de spin zéro. Toutefois aucune de ces deux équations n’est entiérement cohérente : le
mariage de la mécanique quantique et de la relativité exige une théorie de champs quantifiés.
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description classique, nous allons donner un argument intuitif, mais qui
n’est pas entiérement correct, pour justifier ’expression du hamiltonien
de la structure fine. Dans le référentiel ol le noyau est au repos, ou
référentiel du noyau, le champ électromagnétique est le gradient du potentiel
électrostatique V(r)/q. créé par le noyau et les (Z — 1) électrons des couches
internes, et 1’électron externe se déplace & une vitesse ¥ dans ce référentiel.
Dans le référentiel ou il est au repos, I'électron voit le noyau se déplacer
avec une vitesse —#, et compte tenu des lois de transformation du champ
électromagnétique dans un changement de référentiel d’inertie, cet électron
voit non seulement un champ électrique, mais aussi un champ magnétique

donné en fonction du champ électrostatique E dans le référentiel du noyau
5

par
. 1 - 1 [1dV 7
Be—SoxEx—; [— (r)} (—73— x F) (14.17)
c gec? |r dr Me
Ce champ magnétique interagit avec le moment magnétique fi = 75 de

I’électron externe en donnant une énergie d’interaction

-~ Qe . 3
Weo=—ii-B~——"5-B 14.18
i m ( )

car le facteur gyromagnétique v ~ ¢./m.. Combinant ces deux équations et
introduisant le moment angulaire orbital [ = ¥ x P, on en déduit le potentiel

spin-orbite
1 1dV(n)] - .
Weo = i [; " ] I3 (14.19)

Toutefois notre démonstration est critiquable car nous avons utilisé les
formules de transformation entre référentiels d’inertie. Or le référentiel de
I’électron est un référentiel accéléré par rapport & celui du noyau puisque
I’électron tourne autour du noyau. La prise en compte de ce mouvement de
rotation se traduit par un phénomeéne de précession du spin, la précession
de Thomas®, qui réduit d’un facteur deux le résultat (14.19). En fin de
compte, I’ expressmn quantique correcte du potentiel spin-orbite s’obtient en
corrigeant (14.19) par un facteur 1/2 et en remplacant les quantités classiques

[et par les opérateurs LetS

Wiy = — [1 dV(T)] L s (14.20)

2m2e¢? |r dr

Evaluons Pordre de grandeur de la correction aux niveaux d’énergie pour
I'atome d’hydrogéne ; comme L et S sont d’ordre A et que V(r) = —e?/r,

5. Dans lexpression (14.17), on a utilisé I'approximation v <« ¢ : la formule exacte
contient des facteurs (1 — v?/c?)~1/2,

6. Voir par exemple E. Taylor et J. Wheeler, Space-Time Physics, W. H. Freeman,
New-York (1963), § 103, ou Jackson [2001}, section 11.8.
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nous obtenons dans un état n

W h2e? 41 h2e? e? e? 2 a?Roo
(Weo) 2m§c2<7~3> " 2am2cndad T (20,0) <hc> n3~  nd

ol nous avons introduit le rayon de Bohr ag, la constante de structure fine
« et la constante de Rydberg Ro. : voir (1.39)—(1.41). Les corrections aux
niveaux d’énergie sont donc de l'ordre de o en valeur relative, ce & quoi 'on
s'attend pour des corrections relativistes, car’(v/c)? ~ o?.

Examinons leffet du potentiel (14.20) sur un niveau (nl), de nombre
quantique principal n et de moment angulaire orbital {. Comme leffet sur
les niveaux est faible, ~ a2, on pourra utiliser la théorie des perturbations.
Ni le moment angulaire orbital Lnile spin S ne commutent avec Wy,. En
revanche, 'opérateur scalaire L - § commute avec le moment angulaire total
J = L+8 et de plus, comme [L2, L] = 0 et [L2, f(r)] = 0, le potentiel (14.20)
commute avec L 2| ce qui entraine qu’il ne relie pas des niveaux de ! différents.
En résumé, le potentiel spin-orbite est diagonal dans une base [[1/2jm;).
En Vabsence du potentiel spin-orbite, la dégénérescence du niveau (nl) est
2(2141) et il faudrait en principe appliquer la théorie des perturbations d’un
niveau dégénéré. Mais dans le cas présent la situation est trés simple, car on
connait déja la base |l 1/2 jm;) ot W, est diagonal. Le potentiel spin-orbite
va partiellement lever la dégénérescence. En effet, deux valeurs j = [+ 1/2
du moment angulaire total sont possibles, et d’aprés (10.138), en utilisant

J2=(L+5)

- - A2
L.§= ?[j(j +1) =11 +1)—s(s+1)] (14.21)
soit )
E-§:—%(l+1) j:l—%
(14.22)
E§—+h—zz T
) ITET S

Les états de moment angulaire total j = [ —1/2 et 7 = I + 1/2 ont
donc des énergies différentes et le potentiel spin-orbite léve partiellement
la dégénérescence.  Naturellement chacun des deux niveaux d’énergie
correspondants posséde encore une dégénérescence (25 + 1). Notons que le
potentiel spin-orbite n’affecte pas les ondes s (I = 0).

Comme cas particulier, examinons le niveau 2p (I = 1) de 'hydrogéne.
Les deux valeurs possibles de j sont 7 = 1/2 et j = 3/2. Les niveaux
correspondants sont notés 2p; /; et 2ps /2. La transition 2p — 1s est dédoublée,
ce qui est facilement confirmé en spectroscopie. Dans le cas de I'hydrogéne,
les niveaux 2s1/9 et 2p;,o restent confondus & I'approximation de ’équation

7. Pour un noyau de charge Z et un électron unique (v/c)? ~ (Za)2.
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de Dirac. La différence d’énergie avec le niveau 2pg3/; est ~ 4.5 x 10756V, ce
qui correspond & environ 10 GHz en fréquence. Le calcul d’ordre de grandeur
précédent donne pour cette différence d’énergie ~ o?R,,/8 ~ 107%eV, en
accord qualitatif avec 'expérience. L’expérience montre que, contrairement
a la prédiction de I’équation de Dirac, les niveaux 2s,,9 et 2p;;5 ne sont pas
confondus : le niveau 2p; / est plus bas de ~ 5 x 107° eV, ce qui correspond
a environ 1 GHz. Cette différence, appelée déplacement Lamb, s’explique
par des effets d’électrodynamique quantique, la théorie quantifiée du champ
électromagnétique et du champ électron-positron.

La notation précédente (nl); se généralise aux niveaux plus élevés : pour
une onde d (I = 2} les valeurs possibles de j sont 3/2 et 5/2 et les niveaux
sont notés nds;3, nds/e. Pour une onde f (I = 3) on aura des niveaux nfs /2
et n f7/2, etc. Un exemple spectroscopique classique est le dédoublement de la
raie jaune du sodium, qui correspond & une transition 3p — 3s: les deux raies
sont notées Dy 4 589.6 nm et D & 589.0 nm. En général le niveau j = 1+1/2
est plus élevé que le niveau j = [ — 1/2 car la valeur moyenne (dV/dr) > 0,
mais il y a quelques exceptions. Dans le modéle en couches du noyau, ol
le potentiel spin-orbite joue un réle crucial, cet ordre est systématiquement
inversé.

14.2.3 Effet Zeeman

La dégénérescence (27 + 1) du niveau (nl); est levée en plongeant l'atome
dans un champ magnétique constant B : Cest Deffet Zeeman. Cet effet
provient de ’interaction du champ magnétique avec le moment magnétique
orbital dii au mouvement de I’électron sur son orbite, et également avec le
moment magnétique associé au spin de cet électron. Le moment magnétique
associé a L est donné par le facteur gyromagnétique classique (3.30) v =
ge/(2me), tandis que le facteur gyromagnétique du spin est =~ g./m,.
L’énergie d’interaction se déduit du couplage d'un moment, magnétique avec
le champ?®

G 5
W=—g—(L+25)-B (14.23)

On choisit habituellement B paralléle a Oz

__ 9B
W= 2

(L. +28S.) (14.24)

€

Lorsque l’énergie Zeeman (14.23) est suffisamment petite par rapport a
I’énergie caractéristique de la structure fine du niveau considéré, on peut
utiliser la théorie des perturbations dégénérée dans chaque niveau (nl);. Si
tel n'est pas le cas, il faut diagonaliser simultanément le hamiltonien de la

8. Toutefois cet argument ne donne que le terme dominant de l'interaction : voir
Pexercice 14.5.5 pour une justification détaillée de (14.23).
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structure fine et celui de 'effet Zeeman : exercice 6.4.5. Nous nous plagons
dans le cas ou leffet Zeeman est petit. Les éléments de matrice de la
perturbation dans le niveau (nl); de (14.24) sont

4 B
Wl —-—g;l<nUnﬂLz+23AnUnﬂ) (14.25)

m’
e

Les opérateurs L et § sont des opérateurs vectoriels, et d’aprés le théoréme
de Wigner-Eckart (10.150) pour ces opérateurs, les éléments de matrice sont
donnés, par exemple pour L,, par

(nljm|Lofnl ') = 2= G- D)l ki .ot
= mG+1) ((J- L)) dmm:

Utilisant

=,

§2=(J—L)? et L*=(J-25)?
pour exprimer J-S et J- L, on obtient

(J(L+28)) =572+

N o

et on en déduit

{nljm|L, + 25, |nljm') = 3j(j+1)+§ —l(l+1)J Sy

mh [
2j(j +1)

:nm{1+2i;ij(ﬂj+1%+%vlﬂ+10}5mw

Le résultat final s’écrit sous la forme

. eB
Wi —-*gg——nﬂwmm/ (14.26)

mm’
Me

Dans le cadre de notre approximation, les déplacements des sous-niveaux
Zeeman sont linéaires en B. Ils sont contrdlés par le facteur de Landé g

g=1+

.y 3
m ](]+1)+Z—l(l+1) (14.27)

On interpréte physiquement gg./(2m.) comme un facteur gyromagnétique
effectif. Pour un électron libre dans un champ magnétique nous avons vu que
le facteur de Landé est égal a 2 ; c’est aussi le cas pour une onde s, ainsi qu’on
peut le veérifier en posant [ = 0 dans (14.27).
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14.2.4 Structure hyperfine

Un effet encore plus fin, de Pordre de 107% en valeur relative, est di
a l'interaction du moment magnétique du noyau atomique avec le moment
magnétique orbital et le moment magnétique associé au spin de I'électron
externe. L’interaction entre un dipéle magnétique nucléaire et un dipdle
magnétique électronique est a priori plus faible que l'interaction entre deux
dipdles électroniques par un facteur ~ 1073 : en effet le magnéton de
Bohr nucléaire uy = gph/(2my) est plus petit que le magnéton de Bohr
uB = |gelh/(2m,) par un facteur mp/m. ~ 2000. Rappelons les expressions
des opérateurs moments magnétiques de I’électron et du proton
He = VeSe ~ -—QuBE tp = VpSp 5-59ﬂNf (14.28)
On montre en électrodynamique classique® que le champ magnétique g(f')
d’un dipdle ponctuel ji,, & Porigine des coordonnées vaut

B() = ~ 2 [~ 300 - 7] + B2000)  (1429)
wr 3

On peut écrire comme dans (14.23) Iénergie du moment magnétique orbital
et de spin de l'électron externe dans ce champ magnétique. Nous allons nous
limiter au cas ou l’électron est dans une onde s, cas ol seul est & prendre
en compte le moment magnétique de spin : dans une onde s, il n'y a pas de
contribution du moment angulaire orbital au moment magnétique de ’atome.
De plus le terme entre crochets dans (14.29) donne une contribution nulle. En
effet, si I’on calcule en théorie des perturbations 1’énergie magnétique (W') =
—{fie - E) correspondant & 'interaction du moment magnétique électronique
da au spin avec le terme entre crochets de (14.29), on trouve pour une onde s
dont la fonction d’onde ¢(r) dépend seulement de r

Wy = 20 [ P o) L [ - ) — 3(n - #) (e - )]
47 T

3
=52 () [ - >3 pnites s |

Pour obtenir la deuxiéme ligne de ’équation précédente, on a découplé la
partie radiale de I'intégrale du second terme du crochet de sa partie angulaire

en écrivant o 40
/d3r=47r/ rzdr/—
0 47T

L’intégrale radiale donne

47r/000 P drlpP 5 = {5)

9. Voir par exemple Jackson [2001}, section 5.6.
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L’intégrale angulaire 7;; vaut

daQ 1
Iij :_/Er”‘j =§5,‘]‘

En effet, le seul tenseur d’ordre deux invariant par rotation que l'on peut
former avec les indices (i, §) est &

Iij = C(Sij et Zéij[ij =1
vy
ce qui montre que ¢ = 1/3 et que les deux termes de (W’) se compensent. 11
reste donc uniquement le terme dit de contact

20 .,
Wcont = _$ Hn * te 5(71)
2 - =
= e YnYe(Sn - Se) 6() (14.30)
Nous prendrons comme exemple de structure hyperfine celle de ’état

fondamental de l'atome d’hydrogéne : p, — pp, n = 1,1 = 0. Le vecteur
d’état est le produit tensoriel d’une fonction d’onde spatiale déduite de (10.94)

1 T
() = exp (——) (14.31)
( ) \/71'(18 ao
et d’une fonction d’onde de spin, produit tensoriel d’un vecteur d’état dans
Pespace de spin de ’électron et dans celui du proton. La partie spatiale et
la partie de spin sont entiérement découplées. On prend d’abord la moyenne

pour la partie spatiale

2 I
<Wcont>spat = —ﬂ 7n"/6|(p(0)|2(sp ' SE)

3
A - =
= (Sp - Se) (14.32)
La constante A vaut
1
A= (2;13)(5 59;uN) ~5.87 x 107 %eV
a

Le hamiltonien effectif est donc A(S,-S,)/h2, qui agit dans 'espace de Hilbert
4 quatre dimensions produit tensoriel des deux espaces de spin. En ’absence
de perturbation hyperfine, le niveau fondamental 15, /5 de 'atome d’hydrogene
posséde une dégénérescence d’ordre 4. 1l faut diagonaliser A(S .S,)/h? dans
ce sous-espace, ce qui est immédiat si 'on introduit le spin total S = S +5,

et I'identité

2

(§2 - 52— §2) = % {S(H 1) - g} (14.33)
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Suivant les résultats du § 10.6.1, les deux valeurs possibles de s sont s = 1
(état triplet) et s = 0 (état singulet). Les valeurs propres du hamiltonien sont

1
s =1 état triplet Eyip = Eo + 1 A
s =0 état singulet Eging = Eo — ZA

ou Ey est énergie en Pabsence d’effet hyperfin, et les vecteurs propres
sont donnés par (10.125) et (10.126). Les deux niveaux sont distants de
A ~ 587 x 10786V, ce qui correspond & I’émission d’un photon de longueur
d’onde de 21 c¢m quand l'atome passe du niveau triplet au niveau singulet.
Bien que la durée de vie du niveau triplet soit trés longue : 107 années, et
qu'elle soit a priori difficile 4 observer, elle est d'une grande importance en
astrophysique. Elle a donné des informations fondamentales'® sur les nuages
d’hydrogéne atomique interstellaire, qui constituent de 10 & 50 % de la masse
de la galaxie, en permettant les mesures des distributions de masse, vitesses,
champs magnétiques, etc.

14.3 Interaction atome-champ
électromagnétique

14.3.1 Théorie semi-classique

Dans cette section, nous allons examiner l'interaction entre un champ
électromagnétique et un atome, modélisé comme précédemment par un
électron externe dans un potentiel & symétrie sphérique. Dans un premier
temps, nous utiliserons une approximation semi-classique, déja introduite au
§ 5.2.5 : le champ électromagnétique est décrit classiquement, tandis que
l’atome est décrit de fagon quantique. Dans la section 5.2, nous avions postulé
une interaction phénoménologique entre I’onde électromagnétique et un dipéle
électrique, responsable des transitions d’un niveau & un autre. Nous allons
compléter les résultats de cette section en justifiant ’approximation dipolaire
et en donnant une expression explicite de 'amplitude de transition. A ce
point, il vaut la peine de résumer dans la table 14.1 les diverses approximations
possibles lorsque l'on étudie linteraction atome (ou molécule)-champ
électromagnétique. En principe, on devrait traiter quantiquement a la fois
Patome et le champ, mais il peut étre commode d’utiliser une approximation
classique pour l'un ou 'autre des deux systémes, dans la mesure ot I’on peut
s’assurer de la validité d’'une telle approximation.

Suivant l'approche du § 11.3.3, I'onde électromagnétique classique est
décrite dans la jauge de Coulomb V-A=0 par un potentiel vecteur A‘(F, t)
transverse. Une onde plane de vecteur d’onde k et de fréquence w peut donc

10. Pour plus de détails, voir par exemple Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 13.
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TAB. 14.1 — Différents schémas d’approximation

Champ électro- | Atome Exemples

magnétique

classique classique rayonnement classique
§1.5.3

classique quantique absorption et émission stimulées
§5.25,§14.314§14.3.3,§144.1

quantique classique couplage 4 une source classique
exercice 11.5.3

quantique quantique émission spontanée
§14.44

s’écrire .
A(7t) = Re [dge ET0] Ay =0 (14.34)

Rappelons l’action des opérateurs divergence et rotationnel dans ’espace de

Fourier . . . .
V- —ik- Vx — ikx (14.35)

ce qui donne pour les champs électrique et magnétique

E(Ft) = —% =TRe [iwﬁoei(’?’?—“ﬂ (14.36)
B(7t) =¥ x A=Re [i(E x A’O)ei(E'F-wt>] (14.37)
Le flux d’énergie est donné par le vecteur de Poynting
S=¢cy*Ex B (14.38)
et en moyennant sur le temps, avec (cos?(wt)) = 1/2

-

1 o on ~
(S) = Esgcw2|A0I2k =T(w)k (14.39)
L’intensité Z(w) est reliée au flux de photons F par
T(w) = hwF

soit, en appelant n la densité de photons

F=nc= % ocw|Ag|? (14.40)

Le hamiltonien d’interaction électron +champ s’écrit d’aprés (11.115)

1
H =
2me,

(ﬁ — . A(R, t))2 +V(R) (14.41)
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—

V' (R) représente U'interaction effective de 'électron externe avec le noyau et les
(Z — 1) électrons des couches internes. Le hamiltonien (14.41) se décompose
en un hamiltonien non perturbé Hy

1 = -
Hy = p? .
= S + V(R) (14.42)
et une perturbation
W(R ) =52 (P A+ 4-P)+ 2 g (14.43)
2m, 2me

Au premier ordre en qeg, nous pouvons négliger le deuxiéme terme de (14.43),
ou terme diamagnétique, [g2/(2m.)]A2 (exercice 14.5.5) ; de plus le premier
terme se simplifie dans la jauge de Coulomb V-A=0car
P-[Af(7)] = ~ir(V - A)f(7) ~ ihA -V f(7)
= —ihA - Vf(¥) = (A- P)f(7)

La perturbation W(ﬁ, t) s’écrit en fin de compte
W(R,t) = — 2= [A(R,t) - P| (14.44)

Nous nous plagons dans une représentation ou R est diagonal : R - 7
Compte tenu de (14.34)

W (7 t) = — 2q—e [ei(E'F"wt> Ay - P emilRr—wt) g 13] (14.45)

Nous pouvons maintenant utiliser les résultats du § 9.6.3 : le terme en
exp(—iwt) de (14.45) correspond & [’absorption d’énergie par atome et le
terme en exp(iwt) & ’émission d’énergie. S’il existe deux niveaux d’énergie F;
et Ky, avec F; < Ey, correspondant & une résonance : £y — F; = Awg >~ hw,
I'atome absorbera une énergie fiwy dans une transition ¢ — f, et émettra une
énergie hwg dans une transition f — 7. Dans une interprétation corpusculaire,
cela veut bien str dire que l'atome absorbe ou émet un photon d’énergie
hwy, mais cette interprétation sort du cadre de la théorie semi-classique.
D’aprés (9.170), la probabilité par unité de temps d’absorption ¢ — f est
donnée par

2w

=

2
(;fn) {(flexp(izz.f’)ﬁo.ﬁ\z') 25(Ef—(Ei+hw)) (14.46)

14.3.2 Approximation dipolaire

Introduisons un vecteur polarisation unitaire €5, € - € = 1, en écrivant
Ap = |Ap|€s. L'intensité T(w) par unité de fréquence est donnée par (14.39)

1 .
T() = 5 coc? | Ao(w)
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Récrivons (14.46) en intégrant sur w et en séparant le module carré de
Pélément de matrice de transition des caractéristiques de I'onde incidente

_27r Qe 2 - 5
P = (5 ) [ awldoe)

A%
= (flexp(ik -7) Pl (14.47)

L’élément de matrice de transition dans (14.47) se simplifie si I'on remarque
que la longueur d’onde émise ou absorbée, 0.1um < A < 1um, est trés
grande par rapport aux dimensions atomiques ag ~ 0. 1nm ce qui permet
de remplacer exp(ik - 7) par 'unité car (k - 7) ~ kag ~ ag/A < 1

(P17 Bliy = [ o o307 (<) ()
= [ @3 (<in¥) i)

&, - {f) exp(k - 7) Bli)| 6(Ey — (Ei + hw))

T(wo)|€s

De plus, on peut exprimer P 4 Daide de la relation de commutation entre B
et H()

ce qui donne
(£I1Pfi) = "< {f|RHo — HoFi)
= T (B - Ep{/IBl) = imewol/| Ry (14.48)
En physique classique, 7 est le vecteur joignant le noyau situé a 'origine des

coordonnees & lélectron externe, et .7 est le moment dipolaire électrique
d de l'atome. La quantité (f Rl )} est donc I'élément de matrice Dy; de

Popérateur moment dipolaire électrique D = g R entre les états [¢) et |f)

Dyi = {f|D}i) = ge(fIR)3) (14.49)

En reportant ces résultats dans (14.47) on obtient la probabilité de transition
par unité de temps pour une polarisation €

Ty = 4n? e Drif* T(wo) (14.50)
A dmeghle 0 ’
47%a . = 2
= —— |& - Rp| Z(wo) (14.51)
en accord avec (5.44) le moment dipolaire d introduit

phénoménologiquement dans la section 5.2.2 prend une forme explicite
pour Patome & un électron

2 -— |€5 -ﬁfi’2 = qf‘é’s . Rfi‘z
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L’expression (14.50) est plus générale que (14.51), et elle est valable pour tout
systéme atomique ou moléculaire lorsque les régles de sélection des transitions
dipolaires électriques sont satisfaites : la probabilité de transition est pilotée
par élément de matrice de transition du dip6le électrique du systéme, qui
fait intervenir toutes les particules chargées. Un calcul identique permet de
déduire le taux d’émission stimulée T;f, qui est aussi donné par (14.50) :
Ef =I'y;. En effet, il suffit de remplacer Dy; par Dy = D;‘ci pour passer de
Pabsorption & I’émission. Suivant I’argument fondé sur les relations d’Einstein
du § 5.2.5, on déduit de I'y; la probabilité d’émission spontanée d’un photon
en sommant sur les deux états possibles de polarisation : s = 1,2 et en prenant
la moyenne {s) sur les angles et sur les spins

1

4 [ 3 S_.€Dfl> 2003 /. 5 2
o (Rl ) 2 (e ) e

L’opérateur moment dipolaire électrique D, tout comme Topérateur position
R, est un opérateur vectoriel impair. Cette propriété de D implique des régles
de sélection pour les transitions dipolaires électriques. En effet, le théoréme de
Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels donne 'expression des éléments
de matrice des composantes sphériques (10.145) D, de D : sig; et Jjf sont
les moments angulaires de I'état initial i et de I'état final f, et m; et my les
nombres quantiques magnétiques, nous obtenons de (10.149)

(drms|Dgljimi) = Cghy i m, (sl DI1j:) (14.53)
Le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut étre différent de zéro que si |f; — 1| <
Jr £ i+ 1etsimy =g+ m; De plus, les parités de I’état initial et de ’état
final doivent étre opposées : I;1I; = —1. Les transitions dipolaires électriques
obéissent donc aux régles de sélection suivantes.

Reégles de sélection pour les transitions dipolaires électriques

Gi—1<ip<a+1 my=m;+gq,¢g=-1,0,+1 ILI = -1

Ceci généralise les résultats obtenus au § 10.5.2 dans le cas particulier j; = 1
et jr = 0. Les régles de sélection sur le nombre quantique magnétique m sont
directement liées & la conservation du moment angulaire suivant Oz, et des
exemples en ont déja été donnés au § 10.5.2 et & ’exercice 10.7.13.

14.3.3 Effet photo-électrique

Dans la sous-section précédente, nous avons étudié la transition entre
deux niveaux en généralisant les résultats de la section 5.2. Nous allons
maintenant nous intéresser a4 une transition vers le spectre continu : une
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onde électromagnétique de fréquence w > R, /h et de polarisation €5 arrive
sur un atome d’hydrogéne dans son état fondamental. Dans un langage
corpusculaire, la condition w > R /h implique que ’énergie des photons
est suffisante pour ioniser ’atome en éjectant son électron, ce qui donne un
exemple trés simple d’effet photo-électrique, et un cas ot 'on peut mener
jusqu’au bout des calculs analytiques. D’aprés la régle d’or de Fermi et la
deéfinition (12.1) de la section efficace, la section efficace de production des
photo-électrons est, au premier ordre de la théorie des perturbations en W

do  2m |2 Ym.k.

Q- hF [{(f|W i) e (14.54)

ou Ee est le vecteur d’onde de 1’électron final. Lorsque fuw > R (mais
hw < mec?® de facon A préserver une cinématique non relativiste et a prévenir
la production de paires électron-positron!!), on peut négliger I'interaction de
I’électron final avec le proton et prendre pour état final une onde plane : c¢’est
lapproximation de Born

SUEY — s () = L oiF
(F1f) = ws(7) Moy

Notons que 'approximation dipolaire n’est pas valable dans les conditions
cinématiques définies ci-dessus. L’état initial est décrit par la fonction
d’onde (14.31) de I’état fondamental de 'atome d’hydrogéne. I’élément de
matrice {f|W|¢) est donné par (14.46)

1) = (52} Vol [ @r oot ER07 (Lindom)

soit, en intégrant par parties et en remarquant que € - k=0

)=\ * . )7 —T/ao
VI = ( 2me> 4o Vﬂ'ao /d3re
= e Y h(es‘ e) 871'/0,0
B <—2m8> 4ol orad (@ +1/a))? (14.55)

ol nous avons défini § = k— ke hq est le transfert d’impulsion entre le
photon initial et I’électron final. Pour calculer l'intégrale dans (14.55) nous
avons utilisé

o0 —+1
/d?’re‘q'r e M = 277/ r? dre')""/ el97c080 4 065
0 -1

2r [ .
= — rdr singre ="
q Jo

T o0 ; 47 1 3w
fuidll | d igr  —Ar =1 —
m./o raree g T 12 (g2

11. Cette approximation est valable dans le cas des rayons X, dont ’énergie va de 1 &
100 keV.
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Rassemblant tous les facteurs dans (14.54) on obtient

do _ 320k € - ko|? k2
dQ  m.wad [(E—Ee)2+1/a3}4

(14.56)

Explicitons (14.56) en choisissant k paralléle & Oz et une polarisation linéaire
€; paralléle a Oz ; soit (£ = 6, @) les angles polaires définissant k.

(€ - ke)? = sin®§ cos® ¢

Cette quantité est maximale lorsque €, et Ee sont paralléles, soit 8 = 7/2 et
¢ =0 ou 7. Le dénominateur dans (14.56) varie lentement avec 8, car, dans
les conditions cinématiques définies ci-dessus, on déduit de la conservation de
Pénergie
k _ hke _ ve
ke ~ 2mec 2c

ol v, est la vitesse des photoélectrons, et

(k —ke)® ~ k2 (1 - % 0080)

Les électrons sont donc éjectés de fagon préférentielle dans un plan
perpendiculaire au vecteur d’onde incident et parallélement au champ
électrique de I'onde. Si I'onde incidente n’est pas polarisée, on doit ajouter
de fagon incohérente les contributions des polarisations suivant Ox et Oy et
faire la moyenne

1 - N 1

= [(e; k) (@, ke)Z] = - sin%f

2 2
ce qui donne toujours une émission préférentielle dans le plan
perpendiculaire a k

do _ _16a k2 sin” 6 16 sin” 6
d€2 Inon pol B mewag [(E_ Ee)z 4 1/(1%]4 - mewag ké |:1 ___

v 1
— cos 9]
(14.57)
Dans les conditions cinématiques choisies, on peut négliger 1/ a% par rapport
a g%, car
h2k2 e? mee?

= — = (koag)?
2. > Reo %40 = (keag)” > 2

Une remarque importante est que nous avons pu traiter Ueffet photoélectrique
dans un cadre semi-classique, sans introduire le concept de photon,
contrairement & une idée largement répandue selon laquelle le concept de
photon est nécessaire pour expliquer l'effet de seuil (§ 1.3.2). Dans Papproche
semi-classique, 'effet de seuil est dii 4 la condition de résonance : Deffet

CLO=1
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photoélectrique n’est appréciable que si 'onde lumineuse est en résonance
entre le niveau fondamental £y et un niveau F¢ du spectre continu :
Fe — Ey = hw. L’effet photoélectrique s’explique sans photon, mais pas
sans h !

14.3.4 Champ électromagnétique quantifié :
émission spontanée

Nous avons souvent fait appel a la notion de photon pour V'interprétation
intuitive des résultats de la théorie semi-classique, bien qu’a strictement
parler ce concept soit étranger & cette théorie. A moins d'utiliser un
argument détourné'? comme celui du § 5.2.5, on ne peut pas calculer la
probabilité d’émission spontanée par un atome dans un état excité, car
il n’y a pas de champ électromagnétique classique préexistant et le terme
d’interaction o< A - P est nul. Il est nécessaire de faire appel au concept de
champ électromagnétique quantifié développé au § 11.3.3, car les opérateurs
d’annihilation a;, et de création a. sont susceptibles de changer le nombre

de photons. De fagon plus précise, si njp, est le nombre de photons dans le

mode de vecteur d’onde k et de polarisation s, nous allons nous intéresser aux
transitions avec émission d’un photon : nz  — ng + 1 ou avec absorption

d’un photon : np, — np — 1, I'émission spontanée dans le mode (E,s)
correspondant au cas nz, = 0. Rappelons le développement du champ
7

électromagnétique quantifié (11.79) a ¢ = 0 dans un volume L? =V

o h 2 1 o N R Sk (1 A—ikeT
A0 =\ gy 22 (w7 a2l )

Le couplage entre le champ électromagnétique’® et 'atome est, au premier

ordre en A Lo
=L Rx.p (14.58)

1

Ce couplage indépendant du temps A - P fait intervenir les termes
ap, e*7 (&,(k) - P) (14.59)

et
al e=F7 (&x(k) - P) (14.60)

12. Cet argument utilise la distribution de Planck, qui contient implicitement le concept
de photon : en effet, la probabilité d’occupation d’un mode du champ électromagnétique est
donnée par la théorie quantique de Doscillateur harmonique. Il n’est donc pas surprenant
que l'on puisse calculer I’émission spontanée.

13. On doit prendre le champ électromagnétique (11.79) & t = 0, ¢'est-a-dire dans le
point de vue de Schrédinger Ag = A (¢t = 0) = A, car nous utilisons le point de vue de
Schrodinger dans les calculs perturbatifs et les opérateurs A et P doivent étre pris dans ce
point de vue. Dans les paragraphes 14.1.1 4 14.1.3, la dépendance par rapport au temps du
champ classique est fixée par une source externe, celle qui produit ’onde électromagnétique
incidente, alors que le champ quantifié est indépendant de toute source extérieure.
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Le terme (14.59) détruit un photon et le terme (14.60) crée un photon dans
le mode (k,s). Soit |4,nz,) un état initial ou ¢ décrit I’état de I'atome et
¥

|f,ng, £ 1) un état final. Les éléments de matrice non nuls de ag, et ar_sont
donnés par (11.16) et (11.17)

ne +1lal |ng )= /g +1

< ks \ k:s| ks> ks (14.61)

(ngs — ag,Ing,) = Az,

Nous allons examiner ’émission spontanée correspondant au cas ngz_ = 0 et
nous reviendrons briévement sur I’absorption et I’émission induites en fin de
sous-section. La quantité physique intéressante est la probabilité par unité
de temps pour que l’atome émette un photon de vecteur d’onde =~ k et de
polarisation s dans un angle solide dQ, Q = (6, ¢), autour de k. Pour
obtenir cette probabilité, nous avons besoin de la densité d’états du photon

V k= —Y  u?dwdn (14.62)

Dlw) = (2m)3 (27)3¢8

avec wr — w. La probabilité de transition par unité de temps est donnée par
la régle d’or de Fermi (9.170) avec un photon final (k, s) d’énergie hw

drs, (k, s) = 2% f,ng, = UWli,ng, = 0)|25(hw—(Ei—Ef))—V——- w? dwdQ

(2m)3¢3
(14.63)
I’élément de matrice (f,ng, = 1|W|i,ny_ = 0) étant donné par (contrairement
au § 14.3.2, nous avons maintenant E; > E et wy = E; — Ey)

. q = 3.
(f’n,;s = 11Wl23n1}'3 = 0> = _H <f1nES = llA P‘Z,TLES = 0)

__4a [_h
T me V 250Vw

x{f,ng, = 1lat e*7 (&(k) - P) i, ng, = 0)
A
2eqwV

1

(fI1(€2 (k) - R) i) (14.64)

igewo

Nous avons utilisé ’approximation dipolaire exp(ilz - 7) =~ 1 et exprimé
I’élément de matrice de P a laide de (14.48).

14. En toute rigueur, on doit préciser que l'on se place dans le référentiel o 'atome
initial est au repos. La conservation de I’énergie implique dans ce référentiel
h2k?
2May
Le deuxiéme terme est I’énergie de recul, qui sera discutée en (14.106). En général cette

énergie de recul est négligeable : tout se passe comme si l’atome était infiniment lourd,
Mat — OC.

Ei—Ef=ho+
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Pour obtenir la probabilité d’émission d’un photon dans angle solide df?,
il faut intégrer (14.63) sur w ; la fonction ¢ fixe I’énergie du photon 4

hw = E; — Ef = hwyg

ce qui donne, en utilisant (14.64) et en définissant Ry, = (f|R |4)

drs, 3 .
fi AWy | s 512
= Ry, 14.

dQ 27"C2 les (k) Rf7'| ( 65)
Un expression équivalente utilise le moment dipolaire D= qeﬁ

dFs,L- 1 wS’ N o 9

= gx (k) - Dy 14.66
dQ (47TEO> (27rhc3) |€s (k) fl| ( )

Pour obtenir la probabilité totale de transition I', qui est 'inverse de la vie
moyenne 7 de 1'état excité : 7 = 1/T, il faut intégrer sur €2 et sommer sur les
deux états de polarisation

2
1 drs,
= - = : 14‘
I= s;/ oo (14.67)

Afin de calculer I’élément de matrice sous la forme (14.65) par exemple, nous
allons nous placer dans une représentation ot R est diagonal'®

Rpi= / d®r o} (F) 7 pi(7) (14.68)

et nous allons séparer la partie radiale dépendant de r et la partie angulaire
dépendant de 7 dans 'intégrale (14.68) en écrivant 7= r7. Afin de traiter un
cas concret, nous prenons comme exemple la transition 2p — 1s de I'atome
d’hydrogéne'®. La fonction d’onde initiale s’écrit en fonction de sa partie

radiale (10.96) et de sa partie angulaire qui est '’harmonique sphérique Y;™(#)

m _ ___r_ mfa
o) = 4za3”"p( o) V) (14.69)

tandis que la fonction d’onde finale est donnée par (14.31). Il est commode
d’introduire les composantes sphériques (10.64) des vecteurs €5(k) et 7 et de
remarquer'” que le produit scalaire €7 - # vaut

*
% A (= aVk * o _ ~x
Er-r=(e- 7)) = ( E esqrq) = g €sqTy

g=%1,0 g==*1,0

15. Afin de simplifier les formules, nous ne tenons pas compte du spin, dont on montre
facilement qu’il ne joue aucun rdle.

16. Dans le cas général d’un état initial ¢ de moment angulaire (j;,m;) et d’un état final
f de moment angulaire (j7,my), on utilisera le théoréme de Wigner-Eckart pour exprimer
I’élément de matrice des composantes sphériques Dy de D sous la forme (14.53).

17. Le produit scalaire de deux vecteurs @ et b est donné en fonction de leurs coordonnées

sphériques par .
b= Y ajbg= D (-1)%a_gb
gq=%1,0 q=%1,0
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D’autre part le projecteur (11.100) orthogonal a k s'écrit en coordonnées
sphériques

esqlk)ely (k) = 8qq — kokl

WE

s=1

ce qui donne pour la partie angulaire
|§j#w )| Ey@w—kw F175 1)l 7 1f)

L’¢lément de matrice (f|7;]i) se calcule aisément en remarquant que
d’aprés (10.64) 7, est proportionnel & I’harmonique sphérique Y{(7) ; si le
nombre quantique magnétique de 1’état initial est m

igtiom =\ [ s e v =T o

en utilisant les relations d’orthogonalité (10.55) des harmoniques sphériques,
d’ou 2 4
s o ™
| Y@k (1| =5 -1kl
8

Le facteur (1 — |k, [?) vaut (1 — 1sin®6) pour m = %1 et (1 — cos?f) pour
m = 0, ce qui donne la distribution angulaire du photon émis si I’état initial
a une valeur de m bien déterminée. Si I’état initial est non polarisé, on
vérifie que la distribution angulaire est bien sfir isotrope, puisqu’il n’y a pas
de direction privilégiée

1 1 2
- 1__ Q) 2 _ 20 P—
3 [2 ( 5 Sin 0> + (1 — cos )] 3

Pour obtenir la probabilité totale de transition (14.67) on intégre sur Q et le
résultat est le méme dans les trois cas m = £1,0

/dQ <1—%Sin29) :/dQ(l—coszf)): S?W

La partie angulaire donne donc en tout un facteur 3272/9. La partie radiale
de I'élément de matrice vaut d’aprés (14.31) et (14.69)

_ 1 * 3r\ _ [a (2\°
(fl’f’]l> = T EA r*dr €xXp (—g) = ; (g) agp

La combinaison de tous les résultats précédents donne la probabilité de
transition I'(2p — 1s)

I'(2p — 1s) = [;‘T"C‘i] {4;' (g)sag} [32;2} (14.70)
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et compte tenu de

Roo

a’mec? h? I
h

et de ag = =
h mee?  amc

W =

e
ool e

on peut mettre le résultat sous la forme finale, en rappelant (¢f. § 1.5.3) que
h/(mec?) =1.29 x 10725

5 ((mec? 4\* 8 —1 ! -9
Fr2p—1s)=a’ | — ) [=]) ~6.2x10°s T:—le.ﬁxlo 8

h 9
(14.71)
Revenons sur l'aspect qualitatif de ces résultats. Partant de (14.52) ou
de (14.65) avec |€% - Ry;| ~ a, ol a est une dimension caractéristique de
Patome (@ ~ 10~ 1%m), nous obtenons I’estimation

awd awo\ 2 3 5 [ Mec?
I~ —a’=a(—) wo~lwy~a® | ——
c c h

En effet, la vitesse v de 1’électron sur son orbite'® est v ~ ac . La fréquence
caractéristique wq est donnée par fiwy ~ 1€V, soit wy ~ 1.5 x 1015 rad.s 1, et
la vie moyenne 7 de ’état excité est estimée a

1
==~2x107°
T F S

La vie moyenne d’états excités se désexcitant par transition dipolaire
électrique est effectivement comprise entre ~ 1077 et ~ 16795, Il est instructif
d’examiner également le cas d’un niveau excité d’un noyau se désintégrant par
émission d’un photon . L’énergie typique d'un tel photon est ~ 1 MeV, ce
qui correspond & une longueur d’onde A ~ 10~?m. Comme les dimensions
du noyau sont de l'ordre du fermi (ou femtométre), R ~ 10~% m, le rapport
R/X\ <« 1 et 'approximation dipolaire électrique est a priori justifiée. Pour
estimer la vie moyenne, il faut multiplier le résultat de physique atomique
par un facteur 10~!® pour tenir compte du changement d’échelle d’énergie :
1 eV— 1 MeV, et par un facteur 10'° pour tenir compte du changement de
dimension, @ — R, soit en tout un facteur 10~8. L’estimation pour la vie
moyenne de I'état excité d’un noyau est donc

Tnoyau ™~ 10_87—atome ~ 10_155
Un exemple est la désintégration d’un état excité de azote!?
BN* - BN 4+ v (2.38 MeV)

dont la vie moyenne est de 1071% s, en accord qualitatif avec notre estimation.

18. Les facteurs supposés « voisins de 'unité » de ce type d’estimation ne le sont
pas toujours : Destimation ci-dessus différe de la valeur exacte (14.71) par un facteur
(8/3)(4/9)* ~1/10!
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Revenons briévement pour conclure & ’émission et ’absorption stimulées.
Si l'on prend en compte les facteurs (14.61)—(14.62) pour l'absorption
et D’émission stimulées, il n’y a aucune modification & la probabilité
d’absorption (14.50). En revanche, si Patome se trouve dans une cavité de
volume V contenant A  photons dans le mode (E,s), la probabilité semi-
classique d’émission est proportionnelle & la densité ngp = N, 7./ V de photons,
alors que l'utilisation du champ quantifié donne un facteur (M;, + 1)/V. La
correction est en général négligeable, sauf dans le cas des cavités micro-ondes
supraconductrices ol le nombre de photons est petit (appendice B).

14.4 Manipulation d’atomes par laser

14.4.1 Equations de Bloch optiques

On sait depuis longtemps que la lumiére exerce des forces sur la matiére,
I'exemple le plus connu étant la pression de radiation. Cependant, lorsque la
lumiére provient de sources conventionnelles, ces forces sont trés faibles. C’est
seulement depuis une vingtaine d’années que P'utilisation des lasers a permis
d’exercer des forces importantes sur un atome, forces qui peuvent aller jusqu’a
108 fois la force de pesanteur ! Une application particuliérement intéressante
est le refroidissement laser, dont nous donnerons un exemple élémentaire au
§ 14.4.3. Nous utiliserons le modéle de ’atome 4 deux niveaux : deux niveaux
atomiques E, et Ep (Fp > E,) sont séparés de Ep — E, = fuwg. On supposera
que E, est le niveau fondamental de I’atome, ou bien un niveau métastable
dont la durée de vie est suffisamment longue pour ne pas intervenir dans la
discussion. Cet atome est placé dans une onde électromagnétique créée par
un laser dont le vecteur d’onde & est paralléle & Oz et dont la fréquence w
est proche de la fréquence de résonance : w ~ wy. Comme au § 5.2.2, on
appelle désaccord la différence 6 = w — wg. Le champ électrique 4 la position
de 'atome est de la forme

E = é,Egcoswt (14.72)

On ignore pour le moment les degrés de liberté de translation de 'atome, en
le supposant infiniment lourd'®. Dans ces conditions, le hamiltonien H est
donné par (5.27)

h
——wg —dEjcoswt
H= 2 K (14.73)
~dFEycoswt 3 Wo

19. Plus précisément on traite classiquement les degrés de liberté de translation, ce
qui suppose que 'on doit avoir Al' 3> ER, ou I est la largeur de raie et Er I'énergie de
recul (14.106). On suppose aussi le milieu suffisamment dilué afin de pouvoir négliger les
collisions entre atomes.
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Les lignes et les colonnes sont dans 'ordre (a, b), le zéro d’énergie en I’absence
de champ a été choisi & mi-chemin entre E, et Ej et d est 1’élément de matrice
(D-@,)qp de la composante z de opérateur moment dipolaire électrique entre
les deux niveaux. On introduit comme au § 5.2.2 la fréquence de Rabi w;

)

- (14.74)

W) =
Le signe moins tient compte de la charge négative de I'électron, de sorte que
wy > 0. Avec cette définition on peut récrire H en fonction des matrices de
Pauli o1 et o3

1 ‘l wo wicoswt 1
~H= 2 1 = ——woos + (wy coswt)oy (14.75)
h w1 coswt > wo 2

En général l’état quantique de Datome sera décrit par un opérateur
densité p. En effet, Patome est en interaction permanente avec le champ
électromagnétique, et méme si 'ensemble champ-+atome était dans un état
pur, Pétat de 'atome ne serait pas un état pur : comme nous l'avons vu
au § 6.1.3, I'état de 'atome est décrit en prenant la trace partielle sur les
variables du champ, et le résultat est un opérateur densité, Popérateur densité
réduit de I’atome, représenté par une matrice 2 x 2 agissant dans l'espace &
deux dimensions de I'atome & deux niveaux, et non un vecteur de cet espace.
Rappelons que la matrice densité doit étre hermitique : p = pt, de trace unité :
Trp = 1 et positive. Les résultats de I’exercice 6.4.4 permettent d’écrire la
matrice densité la plus générale en fonction d’un vecteur réel 5, le vecteur de
Bloch, tel que b2 <1

3
o= % (1+;0ibi> = % (1+5-E) (14.76)

Suivant les notations usuelles, on appelle (u,v,—w) les composantes du
vecteur de Bloch : u = by, v = by et w = —b3z. On peut aussi écrire p
sous forme matricielle explicite

L Lipw - 1/1- — i
_ (3~ 2(Pob = Pac) Pab == wu “’) 14.77
r < Pba %+%(pbb"'paa)) 2 <U+iv 1+w ( ) )

Dans I’écriture de p, nous avons tenu compte de la condition pae + prp = 1.
La quantité w = pp, — paq mesure la différence de population entre les niveaux
E, et E, : si’on dispose d'une collection de N atomes, en moyenne N puq
seront dans I’état E, et Appy dans 1'état E,. Les éléments de matrice non
diagonaux pq» = pj, sont appelés les cohérences. La présence de cohérences
non nulles, c’est-a-dire de phases, est bien siir le signal d’effets quantiques.
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L’équation d’évolution de p est donnée par (6.26)

1
ip = {E H, p} (14.78)
Le commutateur dans (14.78) peut se calculer directement en multipliant les
matrices, mais il est plus élégant d’utiliser la forme de Bloch et les relations
de commutation (3.52) des matrices de Pauli. On obtient

U = wot
U = —wou + 2w w coswt (14.79)
W = —2wyvcoswt

Il sera commode, afin de compléter ces équations et de justifier une
approximation ultérieure, de les récrire en fonction de la cohérence r = pgp =

(u—iv)/2

W= —2iwi(r — r*) coswt (14.80)
F = iwgr — lwiw coswt (14.81)

Ces équations d’évolution de la matrice densité sont hamiltoniennes, ¢’est-a-
dire régies par une loi du type (14.78) dépendant d’un hamiltonien. Cette
évolution est unitaire, car (14.78) est équivalent a

p(t) = U(t,0)p(t = 0)U'(¢,0)

ou U(t) est 'opérateur unitaire d’évolution (4.11). Cependant ces équations
sont en fait incomplétes : l'interaction de 'atome avec son environnement
conduit 4 des équations qui ne sont pas de la forme (14.78), et donc & une
évolution non hamiltonienne. C’est ’ensemble atome+environnement qui
obéit a une évolution unitaire, et si I'on s’intéresse seulement aux degrés
de liberté de latome, ’évolution n’est plus hamiltonienne. Ce phénoméne
est familier en mécanique statistique, lorsque 'on considére 'interaction d’un
systéme avec un réservoir, et '’évolution non unitaire est étroitement liée a la
dissipation®®. Nous allons traiter le cas d'un environnement de I’atome limité
au champ électromagnétique, ce qui est une excellente approximation pour
des atomes piégés par des lasers qui forment un milieu dilué, mais il pourrait
y avoir d’autres sources d’évolutions non hamiltoniennes, comme des collisions
avec d’autres atomes dans un milieu dense?!. Le calcul fondé sur (14.78) tient
compte de linteraction avec le champ laser, et donc de l'absorption et de
Pémission induites, mais non de l'interaction avec le champ quantifié, et il
néglige I’émission spontanée. En raison de I’émission spontanée, ’atome dans

20. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 2.
21. Un exemple est le milieu actif pour un laser, qui est décrit par des équations de Bloch
optiques analogues a (14.82)-(14.83) : voir par exemple Mandel et Wolf [1995], chapitre 18.
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le niveau E, tend a revenir dans le niveau E, en émettant un photon avec
une probabilité T par unité de temps (¢f. (14.67)). L’équation différentielle
donnant gy, doit done inclure dans son second membre un terme —I'py,, qui
conduirait, en I'absence de champ laser, & une décroissance exponentielle de
la population du nivean E, en exp(—I'?). On en déduit que le membre de
droite de ’équation différentielle pour w contient un terme en —I'(w + 1).
Les cohérences doivent également décroitre car, en I’absence de champ laser,
l'atome revient dans son niveau fondamental E, pour t > 7 = 1/I', et la
matrice densité a pour seul élément non nul p,, = 1. 1l est possible de
montrer que la probabilité de décroissance des cohérences i I'approximation
que nous considérons est ['/2. Les équations (14.80) et (14.81) deviennent

W = —2iw(r —r*)coswt — T(w+1) (14.82)

T
7 = lwer — wjwcoswt — 57 (14.83)

Nous allons transformer ces équations en utilisant comme au § 5.2.2
lapproximation quasi-résonante. On remarque que si w; <K wp,
l’équation (14.83) implique que r ~ exp(iwgt) alors que w est lentement
variable. Ecrivant coswt sous forme d’exponentielles complexes et négligeant
les termes rapidement variables en exp(+i{w + wo)t), les équations (14.82)—
(14.83) deviennent

W= —iwy (e T Wir —et ) —T(w+1) (14.84)
. ' ' I
7= iwr — %wlw (e 4 et — 57 (14.85)

Dans le second membre de (14.84), tous les termes sont lentement variables:
Pour mettre en évidence ’évolution temporelle des termes du second membre
de (14.85), on pose

e Wy = ¢/ e Whp — jur’ + ¢/

ce qui donne, en multipliant (14.85) par exp(—iwt)

¥ =i(wg —w)r’ — %wlw (1+e~2wt) - 57”

L’approximation quasi-résonante consiste & négliger dans cette équation
le terme rapidement variable exp(—2iwt). On aboutit donc au systéme
d’équations différentielles

W= —iw (r' —r"") = T(w+1) (14.86)
i r
¥ = i(wo — w)r’ — —;vwlw -3 7’ (14.87)
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14.4.2 Forces dissipatives et forces réactives

Lorsque l’atome interagit avec le champ laser pendant un intervalle de
temps ¢ >> 7, on atteint un régime stationnaire (ou permanent) w = 7 = 0,
ot il est facile d’écrire la solution du systéme différentiel (14.86)-(14.87). En
passant par I’étape intermédiaire

o iww/2
T i(wo —w) - T/2

on trouve pour la valeur stationnaire wg; de w

(w—wo)?+T1?%/4
(w—w)2 +T2/4 4 w?/2

(14.88)

Wst = —

On en déduit ppy = (1 + wet)/2 < 1/2 : il ne peut pas y avoir d’inversion de
population, ¢’est-a-dire de situation onl le niveau excité est plus peuplé que le
niveau fondamental. Le résultat stationnaire pour 7’ est

, dw /2 —i(w — wo)

O o e e (1459

Il est commode d’introduire le parameétre de saturation, s, proportionnel a
lintensité Z du laser (rappelons que le désaccord § = w — wy)
w?/2

S = m X I]aser (1490)

ce qui permet de réécrire

(1 +we) = ﬁ rl, = wil (1-7—3) (-g- - id) (14.91)

Ces résultats permettent d’obtenir les forces exercées par la lumiére laser
sur un atome en régime permanent. Un argument simple permet de trouver
Péquivalent de la pression de radiation sur I'atome : comme en régime
permanent la probabilité de trouver un atome dans I'état excité Ep est ppp st
le nombre moyen de photons spontanés émis par unité de temps est

Pbb,st =

R

' s

(S 3T

o (14.92)

> =T proet =
Ces photons sont émis de fagon isotrope et contribuent & un mouvement
désordonné de ’atome, que nous étudierons dans la sous-section suivante.
Mais I’atome une fois revenu dans son état fondamental absorbe un photon du
champ laser, et ces photons ont tous leur impulsion hk dans Ia méme direction.
Le nombre de photons absorbés est le méme que le nombre de photons émis
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spontanément, et I'atome est soumis & une force due a 'absorption de photons
égale & la variation d’impulsion par unité de temps

L /AN "y s -T w?/2 '
Fiiss = Bk{ — ) = hk— = hk — L 14.93
diss <dt> 2 (1+5> k252+F2/4+w';’/2 ( )

Lorsque le paramétre de saturation s 3> 1, 'accélération & approche sa valeur
maximale .

Amax = % g (14.94)
ot M est la masse de Patome. Pour le sodium, I'1=1.6x10"8s et amax ~
108 ms~2, environ 10° fois ’accélération de la pesanteur.

Nous allons retrouver le résultat (14.93) pour la force dissipative en
examinant la force exercée par le champ électromagnétique (14.72) sur le
dipéle atomique. La forme de l'opérateur dipble dans l'espace & deux
dimensions de 'atome a deux niveaux est D = daq, et, d’aprés (6.21), sa
valeur moyenne est

(D) = dTr (po1) = d(pas + pas)
— d(T’—}-?‘*) — d(,,,/eiwt +T’*e_iwt)
2ds

r
= m —5 sin wt +6coswt (1495)

ol nous avons utilisé 'expression (14.91) de ' en régime permanent. Cette
valeur moyenne du dipdle exhibe un terme o« coswt en phase avec le
champ (14.72) et un terme en quadrature de phase o sinwt. Le travail dW/d¢
fourni par unité de temps par le champ (14.72) sur le dipoéle, c’est-a-dire la

puissance fournie & 'atome??, est
aw A(D)
—— = Fycoswt——-
dt 0 dt

Compte tenu de (14.95) qui donne immédiatement d{D)/d¢

dw 2dswFEq [T
T _wl(%g_) [5 cos? wt 4 & sin wt cos wt (14.96)

et en prenant la moyenne temporelle

<dW>:_ 2dswEy T _ hws E (14.97)
wi{l+s)4 1+s2

dt -

22. 1l est utile de se souvenir de l'oscillateur harmonique forcé élémentaire a une
dimension
#+7¢ 4+ wiz = feoswt
La puissance fournie & Uoscillateur est f(coswt)dz/d¢. La correspondance avec le présent
probléme est donnée par f — Ep et  — (D).
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Le nombre de photons absorbés par seconde est

dNy\ 1 y,dWy T s

<dt>7hw<dt>_2 (1+s>
en accord avec (14.92). L’étude élémentaire de oscillateur harmonique foreé
montre que c’est la composante de I’élongation en quadrature de phase avec
la force externe qui est responsable de la dissipation par frottement, d’ou
Pexpression « force dissipative » pour la pression de radiation. La partie en
phase avec le champ est appelée « réactive ». Le modéle que nous avons étudié
ne contient aucune dépendance spatiale, et dans ce cas la valeur moyenne du
terme de (D) en phase avec le champ ne produit aucun travail. Pour obtenir un
résultat non nul, il faut introduire une dépendance spatiale. On montre alors
(exercice 14.5.7) que la composante réactive de la force dépend du gradient
de la fréquence de Rabi

S R Vwi()/2
At T Ty 624 12 /4 + w22

(14.98)

La force réactive est nulle dans une onde plane, o la fréquence de Rabi wy
est indépendante de 7. Elle ne transmet aucune énergie aux atomes. Si par
exemple la variation spatiale de la fréquence de Rabi est due a l'utilisation de
plusieurs ondes laser, la force réactive a pour effet de redistribuer d’énergie
entre les différentes ondes. Contrairement & la force dissipative, la force
réactive ne sature pas lorsque s — cc.

La force réactive dérive d’un potentiel

_ Sy _h wh(7)/2
Freact - 7VU(T) U(F) - ~2" In (1 + m)

Pour § < 0, une région ol w?(¥) est maximum apparait comme un puits
de potentiel attractif pour I'atome. Dans un champ laser inhomogéne,
Patome est attiré vers les régions de forte intensité. Ceci est mis a profit
dans de nombreuses applications pratiques ol 'on manipule des objets
microscopiques ; on fabrique ainsi des « pincettes optiques », qui permettent
par exemple de manipuler des brins d’ADN.

14.4.3 Refroidissement Doppler

Une application importante de la force dissipative (14.93) est le
refroidissement Doppler des atomes. Ceux-ci sont modélisés comme
précédemment par un systéme a deux niveaux séparés de fuvy. Les atomes sont
localisés dans des faisceaux laser provenant de directions opposées avec une
fréquence identique w proche de la résonance wq, mais telle que w < wy, c’est-
a-dire avec un désaccord § = w—wp < 0. Afin de simplifier la discussion, nous
nous limitons au refroidissement suivant un axe que nous prendrons comme
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E @ -k

faisceau laser (4) atomes faisceau laser (—)

F1G. 14.1 — Principe du refroidissement Doppler.

axe des z, et & deux faisceaux lasers dont les vecteurs d’onde sont k || 2 et
—k || —# (figure 14.1). Pour un refroidissement suivant les trois dimensions
d’espace, il faudrait prendre six faisceaux laser, deux suivant chaque axe,
avec des vecteurs d’onde opposés. Nous allons nous placer dans le cas d’un
paramétre de saturation s < 1, ce qui permettra de négliger le terme w? dans

le dénominateur de (14.93).
ﬁﬁgfﬁ
o) QD D)
k
g € .9

—k
F1a. 14.2 — Cycle de fluorescence.

Un atome dans le champ des lasers subira des cycles de fluorescence. Un
cycle de fluorescence comprend 'absorption d’un photon d’un des deux lasers
par un atome dans son état fondamental, ce qui envoie cet atome dans son état
excité, suivi de ’émission spontanée d’un photon qui remet ’atome dans son
état fondamental (figure 14.2). Soit n4 (v) le nombre de cycles de fluorescence
par seconde que subit un atome de vitesse v (dirigée suivant 'axe des z puisque
notre discussion est limitée & une dimension), avec absorption de photons
de vecteur d’onde -+k, et n_(v) le nombre de cycles de fluorescence avec
absorption d’un photon de vecteur d’onde —k. Si un atome se dirige vers la
gauche (v < 0), il verra par effet Doppler des photons de fréquence w — kv
s'lls proviennent du faisceau +1—5, et de fréquence w + kv s’ils proviennent du
faisceau —k. En raison du désaccord négatif (w < wp), les photons de vecteur
d’onde +k seront plus proches de la résonance et absorbés en plus grand
nombre que les photons de vecteur d’onde —E, qui sont eux, au contraire,
plus éloignés de la résonance. Ceci donnera pour ces atomes une force dirigée
vers la droite. Inversement, pour des atomes se dirigeant vers la droite (v > 0},
la force sera dirigée vers la gauche. En résumé, les atomes se dirigeant vers la
gauche absorberont préférentiellement les photons de vecteur d’onde +k, les
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atomes se dirigeant vers la droite absorberont préférentiellement les photons
de vecteur d’onde —k : dans les deux cas les atomes seront ralentis et nous
voyons apparaitre une force de type visqueux ; c’est pourquoi on parle parfois
de « mélasse optique ». La force moyenne sur un atome de vitesse v est

(F\ = hk[n, (v) —n_(v)] (14.99)
avec
T wi
T4 (5Fkv)2+T2/4

Développons (14.100) en puissances de la vitesse a l'ordre v

Tw?/4 26kv
n+(v) ~ T4 [1 + o I‘2/4} (14.101)

ny(v) (14.100)

Cette équation donne le nombre moyen 2ng de cycles de fluorescence par
seconde

1 rw?/a T
Ng = §(n+(v) +n_ (’U)) = m = 5 8 (14102)
et la force, proportionnelle a
46kv
ny(v) —n_(v) =ng ZiT7d
qui vaut
= - 4hok?
(F> = hk(n+(v) - ’I’L_(U)) = NgV m (14103)
Le coefficient de viscosité -y est défini par
dv
== .104
7 yv (14.104)
et sa valeur se déduit de (14.103)
{F) 4hk? 1)
et —— 14.105
Mv~ "M 2+1%/4 ( )

qui est un nombre positif car 6 < 0. Si on prend ng constant, le coefficient
de viscosité est maximal pour 6§ = —I"/2

4hk2 . 8n0 h2]€2 . 8710

L v O T TV T (14.106)

L’énergie Er = Mv%/2 est appelée énergie de recul : c'est 'énergie cinétique
de recul lorsque 'atome émet un photon d’impulsion fik, et c’est aussi [’énergie
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acquise par un atome qui absorbe un photon d’impulsion hk. La vitesse
vgr est la vitesse de recul. Donnons quelques valeurs numériques pour le
rubidium. La longueur d’onde de la transition est A = 0.78 um, la largeur
de raie ' = 3.7 x 107571, la masse de 'atome M = 1.41 x 102°kg. Ces
valeurs correspondent & une énergie AI' = 2.4 x 1078 eV, une vitesse de recul
vr = hk/m = 5.8 x 10"3ms~! et une énergie de recul Eg = 1.5 x 107! eV,
et donc & une température de recul Tr = Er/kp = 1.7 x 1077 K.,

-1
I S

€ - - = _—— e — o ——— = .

Fia. 14.3 — Séquence de cycles de fluorescence.

Avec ces valeurs numériques typiques, on trouve
¥ 5x1073n9 =25 x 107 3Ts
On peut choisir le paramétre de saturation s < 1 de telle sorte que
It engt <yt

Dans ces conditions, il existe trois échelles de temps bien distinctes dans
le probléme (figure 14.3). La relation I'"! <« ng ! montre que les cycles
de fluorescence ne se recouvrent pas et sont indépendants. Considérons un
intervalle de temps dt, avec I'"! <« 4t <« ~4~!. Soit Ny le nombre de
cycles de fluorescence +k dans cet intervalle 6t. La condition 8t < 7!
implique que la vitesse v de latome n’a pas le temps de varier de fagon
appréciable sous laction de la force de viscosité pendant lintervalle 6t et
on pourra faire des moyennes sur cet intervalle, avec (Ni) = ni(v)dt. Soit
p(N,, N_; ét) la probabilité d’observer N cycles +k et N_ cycles —k pendant
6t. L’indépendance des cycles de fluorescence permet d’écrire pour cette
probabilité une loi de Poisson

(N )M+ (NN~ exp[—((N4) + (N-))]
N,IN_!

Désignons par hqi, ... hgn, +n_) les Ny + N_ impulsions des photons émis
spontanément par 'atome dans l'intervalle 6t et AY leur somme

p(N+7N—;5t) =

RY = hq + ...+ hqn,+n.)
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Les photons émis ne sont pas corrélés entre eux et (Y') = 0. La variation
moyenne d’impulsion pendant le temps 6t est due uniquement aux photons
absorbés

(p(6t)) = (n+(v) — n_(v)) hkdt (14.107)

Evaluons maintenant la variance de p(t)

Ap*(6t) = (p*(3) - (p(3))?)

Comime les photons spontanés ne sont pas corrélés avec les photons absorbés,
(Yk) = 0 et on peut traiter séparément les deux contributions. La
contribution & la variance des photons absorbés est

AP(6)|abs = WK (Ny = N_J? = (N1} = (N-))?) = 20%k%ndt

oll nous avons utilisé la propriété classique de la loi de Poisson : ANZ = (Ny)
ainsi que I'indépendance des cycles + et — : (NLN_) = (N }{N_), tandis
que la contribution des photons émis est

N++N_
AP (88) e = A2 (Y?) = Z @2 = WK (N) = 2noh?k?5t

omme nous avons réduit la cinématique a4 une dimension, nous avons admis
C duit 1 t dimension, d
que les photons émis ont une impulsion +hk avec une probabilité 1/2 23, En
additionnant les deux contributions?*

Ap*(5t) = dngh?k?5t (14.108)

Ainsi que nous allons le montrer, ce résultat correspond & une marche au
hasard dans un espace des impulsions & une dimension. Dans une marche au
hasard sur une droite, un marcheur effectue un pas de longueur ! 4 droite ou
un pas de longueur ! & gauche avec une probabilité 1/2. Au bout de N pas,
il a parcouru une distance moyenne (z) = 0, mais la distance quadratique

moyenne n’est pas nulle
(%) = Az® = NI?

et si chaque pas prend un temps 7, au bout d’un temps 6t = N7

2
Az? = l;& =2Dét (14.109)

23. Dans le cas d'une cinématique 4 trois dimensions et de photons émis de fagon isotrope,
nous aurions (A?Y?) = A2k2/3.
24. Avec une cinématique a trois dimensions

Ap?(5t) = gnohzkzét
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Cette équation définit le coefficient de diffusion®® D. La proportionnalité de
Ap? a 8t dans (14.108) justifie expression « marche au hasard dans ’espace
des impulsions », avec un coefficient de diffusion D = 2ngh%k2.

Dans cette marche au hasard, ’énergie cinétique E de 'atome augmente
de Ap?(6t)/(2M). La diffusion tend donc & augmenter 1'énergie cinétique.
Par analogie avec la mécanique statistique, on définit une température fictive
T par

E= %kBT (14.110)

ol kp est la constante de Boltzmann. Si E augmente, T augmente, et on peut
dire que les atomes s’échauffent sous I'effet de I’émission spontanée, qui crée
un mouvement désordonné analogue a une agitation thermique. Cependant la
température est bien fictive, car il n’existe pas d’équilibre thermodynamique :
la température (14.110) est parfaitement définie pour un atome isolé ! La
viscosité a tendance A ralentir les atomes, et donc a les « refroidir ». Lorsque
les deux effets s’équilibrent, on obtient une « température d’équilibre » qui est
la température fictive des atomes en régime permanent. Cette température est
en fait une fagon imagée de mesurer leur vitesse moyenne. D’aprés (14.104),
la viscosité donne la contribution suivant a la variation temporelle de ’énergie

dE 1 d
=_-M—v’=—-My?’=

ey _?
dt lvisc 2 dt

14.111
2z (14.111)

et en ajoutant l'effet de I’émission spontanée

dE _ 2nohk? _ op?
d - M M

La condition de régime permanent dE/dt = 0 donne la valeur d’équilibre pgq
de p?, et choisissant 7 = Ymax suivant (14.106)

2 _ 2M’nohzk2 1

Pea = e 2 M
ce qui donne pour la température T'=Tp
keTp = P = Ly (14.112)
M 2

Cette température, de lordre de 100uK pour le rubidium, est appelé
température Doppler. La condition d’équilibre dE/dt = 0 peut aussi s’écrire
en fonction du coefficient de diffusion

- ’)/k:BT

D =pl, = i (14.113)

25. Voir la note 1 du chapitre 12.
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Cette équation qui relie les coefficients de diffusion D et de viscosité v &
la température est trés générale®® et est connue sous le nom de relation
d’Finstein. Dans le cas du mouvement brownien, les forces de viscosité et la
diffusion ont une origine commune : les collisions de la particule brownienne
avec les molécules du fluide, et il n’est pas surprenant que coeflicients de
diffusion et de viscosité ne soient pas indépendants. Diffusion et viscosité
sont deux processus dissipatifs : dans notre cas le processus dissipatif est
I’émission spontanée, dont nous avons vu qu’il correspond & une évolution
non unitaire.

14.4.4 Piége magnéto-optique

Le refroidissement Doppler est le refroidissement maximum que 'on peut
obtenir si on se limite au modéle de 'atome a deux niveaux. Pour aller plus
loin, et en particulier pour mettre au point des mécanismes de refroidissement
encore plus efficaces, permettant de descendre au microkelvin et méme au dela,
il faut faire appel a la sous-structure, fine et hyperfine, des niveaux. Nous
allons considérer un exemple élémentaire, en prenant un niveau fondamental
j = 0 et un niveau excité j = 1 que nous allons scinder en trois sous-
niveaux grace a leffet Zeeman. Ceci nous permettra de piéger les atomes
non seulement en vitesse, comme dans le refroisissement Doppler, mais aussi
dans lespace. Comme on doit utiliser un champ magnétique pour obtenir
Peffet Zeeman, on appelle un tel piége piége magnéto-optiqgue. On utilise
un champ magnétique inhomogéne orienté suivant Oz et dépendant de z,
B(z) = —bz, b > 0. Les niveaux Zeeman de l'état excité ont des énergies
—ubz (me = —1), 0(m. = 0) et +ubz (m, = 1), en prenant Oz comme axe
de quantification du moment angulaire.

Reprenons la configuration des faisceaux lasers du refroidissement Doppler
étudié précédemment, mais en supposant maintenant ces faisceaux polarisés
circulairement & gauche : la conservation du moment angulaire suivant Oz
(¢f (10.106)-(10.107)) implique que m, = —1 si 'atome absorbe un photon de
vecteur d’onde +k et m, = +1 il absorbe un photon de vecteur d’onde —k
figure 14.4. Supposons le désaccord 4 < 0 ; pour z > 0, le signe de B implique
que le niveau m, = +1 est plus bas que le niveau m, = —1, et ce niveau est
donc plus proche de la résonance (figure 14.4). Ceci entraine que l'atome va
absorber de fagon préférentielle les photons de vecteur d’onde —k et il sera
repoussé vers la gauche. L'inverse se produit si 'atome se trouve dans la zone
z < 0 ol le niveau m, = —1 est plus bas que le niveau m, = +1 : ’atome
absorbe préférentiellement des photons de vecteur d’onde +k et il est repoussé
vers la droite. L’action des deux faisceaux se traduit par 'existence de deux
forces : une force de viscosité —yMwv et une force de rappel —xz

F=—yMv— k2 (14.114)

26. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne[2001], chapitre 5.
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F1G. 14.4 — Niveaux Zeeman pour z < 0 et z > 0.

F1G. 14.5 — Configuration des lasers pour le piége magnéto-optique.
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auxquelles s’ajoute une diffusion dans ’espace des impulsions. Non seulement
les atomes sont ralentis, mais ils sont aussi confinés par la force de rappel dans
la région z ~ 0 : c’est le principe du piége magnéto-optique. En pratique on
souhaite confiner les atomes dans les trois directions d’espace, et il faut donc
utiliser six faisceaux lasers polarisés (figure 14.5).

14.5 Exercices

14.5.1 Perturbation au second ordre et forces
de van der Waals

Les forces de van der Waals entre deux atomes neutres sont dues & des
interactions entre moments dipolaires induits. On se propose de les évaluer
dans le cas de deux atomes d’hydrogéne se trouvant dans leur état fondamental
|¢o). Pour ce faire, nous aurons besoin de la théorie des perturbations au
second ordre.

1. Perturbations au second ordre. On détermine d’abord |p1) en supposant
lpo) non dégénéré ; les notations sont celles du § 14.1.2. Montrer que

(Eo — Ho)|e1) = (W — E1)|epo)

En poussant les développements (14.3) et (14.4) au second ordre en A, montrer
que

Es = {po|W|ep1)

On rappelle que |pg) = |n) et que
Holn) = ESVlny  Holk) = ES|k)

Montrer 'identité

I=|n)(n|+ (Eo— Ho) " | Y |k){E| | (Eo — Ho)
k#n

et en déduire (14.7)

[{n|W|k)|?
By = Z 2 _ g®
k#n 0 0

2. Les protons des deux atomes d’hydrogéne se trouvent & une distance R >
ag, ag étant le rayon de Bohr (1.34) ; R est le vecteur joignant le proton 1
au proton 2 et 'axe Oz est orienté suivant R. On note 7 le vecteur joignant
'électron 1 au proton 1, 7 le vecteur joignant I'électron 2 au proton 2 et
d; = ¢.7; le moment dipolaire électrique de I’atome i. Montrer qu’en physique
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classique ’énergie d’interaction des deux dipdles est

e? . N
W= = [f 7 -3 B B)]

2
= E;- [$1$2 + My — 22122]
3. Pour obtenir expression quantique de W, on utilise le principe
de correspondance en remplagant les nombres xzi,---,z9 par des
opérateurs Xy, --,Z2
o2
W=— [X1X2 +Y1Y; — 2Z1Z2]

R3
Montrer que la valeur moyenne de W est nulle au premier ordre de la théorie
des perturbations
By = (po1v02|Wlpo1002) =0
4. Au second ordre, si |p,) désigne un état excité ou un état du continu
d’énergie E,
E, = Z !(9001 ¢02\W’(P01S002>|2
—2Roo — Eo, — Ea,

Q1,02

ol R est la constante de Rydberg (1.35). Pour obtenir un ordre de grandeur
de Es, on néglige E,, et E,, au dénominateur. En déduire

2 5
€ ag
b (2)

2 R \R
L’énergie d’interaction varie comme R~ et la force comme R~°. Montrer que
Pestimation précédente n’est plus valable si R 2 fic/R. Pour des distances
R > hc/Ry, on montre que la loi de forces est en R™7.

14.5.2 Corrections d’ordre a? aux niveaux d’énergie

Suggestion. Dans ce probléme comme dans le suivant, il est recommandé
pour les application numériques d’écrire les énergies sous la forme d’un facteur
sans dimensions multipliant R, = 13.61 eV.

En plus de la structure fine, il existe deux autres corrections O(v/c)? aux
niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogéne (ou plus généralement des atomes
& un seul électron).

1. Correction cinématique. La forme relativiste de 1’énergie cinétique de
I’électron est

2 4 6
K = P&t m2ct =me® + L2 1 r +O( ; )

T 8 mdc2 5.4
2m. 8 mic moc
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Vérifier ce développement en puissances de p/mc valable si p/(me) < 1. Le
premier terme est ’énergie de masse, une simple constante additive, le second
est la forme non relativiste de l’énergie cinétique prise en compte dans la
résolution de ’équation de Schrédinger ; I'objectif est d’évaluer les corrections
dues au troisiéme terme O(p*). Montrer que ce terme donne une correction
AEx o« a%(v/e)? = O(a*) aux niveaux d’énergie. Afin d’évaluer cette
correction de fagon précise, on utilise la théorie des perturbations. Montrer
qu’au premier ordre de cette théorie

1
Ew = — 34| (N2
Ay =g [ 40t 160)

ou @(p) est la transformée de Fourier de la fonction d’onde @(7)

N 1 o
Calculer AFg pour le niveau 1s de 'atome d’hydrogéne. Les intégrales
nécessaires se déduisent de

_ *  dg T i
I(a:)—/o q2+x_2$

par dérivation par rapport a x (x > 0).

2. Terme de Darwin. La seconde correction vient de ce qu’a 'approximation
non relativiste de I’équation de Dirac, la localisation de 1’électron ne peut se
faire au mieux qu’a h/(mec) prés, ot ii/ (m.c) est la longueur d’onde Compton
de I’électron. Pour tenir compte de cette extension spatiale, on écrit I’énergie
potentielle

Epor = /dsuf(h‘i[)V(F-l— @)

on V est ’énergie potentielle habituelle et f{u), & symétrie sphérique, posséde
une extension ~ hi/(mec) et est normalisée par

/dsuf(u) =1

En développant V(7 + @) au voisinage de v = 0, montrer que

2 4
( h) v"’v+o( h)
MeC

mec
L’équation de Dirac donne le coefficient exact

V4V + 0
MeC

Epot = V(f‘) + O

2

Epou = V(1) + 8mlc?
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Le deuxiéme terme de Ep; est appelé terme de Darwin. Montrer que ce terme
n’affecte que les ondes s et vaut

Evaluer numériquement AEp pour le niveau 1s de ’hydrogéne.

14.5.3 Atomes muoniques

Le muon () est un lepton en tout point identique & ’électron, a I'exception
de sa masse m, ~ 105.7 MeV/c? ~ 206.8m. (¢f. 1.1.3). Un atome peut
capturer un muon négatif 4~ qui se met sur orbite autour du noyau atomique,
exactement comme un électron, et forme un « atome muonique ».

1. Calculer en fonction du numéro atomique Z de l'atome, du rapport m,,/m.
et de ag = h?/(mee?) le rayon de Bohr aZ du muon pour un atome de numéro
atomique Z en ecrlvant
z _ 1
= Zatm)

On tiendra compte de la masse réduite dans le calcul de a(A). Comparer
af au rayon R du noyau pour Valuminium (Z = 13, A = 27) et le plomb
(Z = 82, A =208). On rappelle que R est donné par R ~ 1.2 x A3 fm. A
étant le nombre de nucléons.

2. Soit AEEZ =1 = AE, = E;, — Eq5 la différence d’énergie entre les niveaux
2p et 1s de Vatome d’hydrogéne. Calculer la quantité correspondante AEf
pour un atome de numéro atomique Z en fonction de AE, et de m,/m..
Comparer aux valeurs expérimentales

Aluminium : AE,ll3 = 0.3443 MeV Plomb : AEﬁ2 = 5.96 MeV

Quel est le type de photon émis dans ces transitions ?

3. Montrer que leffet d’écran des électrons des couches internes est
négligeable. Au contraire une correction importante vient de l’extension finie
du noyau atomique. Montrer que le potentiel vu par le muon n’est pas —Ze? /7
mais

vey - Ze () -o] r<r

Z2
V(r)zf—e r>R

On se propose de calculer le déplacement des niveaux par la méthode des
perturbations au premier ordre, en partant de la solution pour le potentiel
coulombien exact. Quelle perturbation W (r) doit-on utiliser ? Montrer
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qualitativement que l'effet d’extension finie du noyau est négligeable sauf pour
les états s, et que dans ce cas le déplacement vaut pour Z petit et une orbite
de nombre quantique principal n, de rayon grand par rapport & R

_ 2nZe?
T 5

ol ¢, (7) est la fonction d’onde non perturbée. Montrer que pour 'état 1s

Z2 ’ 2
AB =2 Ry [ (%)
5 Me a;

AE, RQI‘Pn(FZ 0)[?

ol m, est la masse réduite. Evaluer numériquement ce déplacement pour
l'aluminium?®?. La correction va-t-elle dans le bons sens ? Est-il raisonnable
d’appliquer la méthode dans le cas du plomb ?

4. Montrer que le rapport des énergies caractéristiques de la structure fine aux
énergies caractéristiques des niveaux est le méme pour I’électron et le muon.
Montrer en revanche que ce rapport est plus grand d’un facteur m,, /m, pour
la structure hyperfine.

14.5.4 Atomes de Rydberg

Les résultats de 'exercice 10.7.9 permettent d’écrire les fonctions d’onde
radiales un () de 'atome d’hydrogéne sous la forme

n—I{—1 r q+1+1 r
Un(T) = Z Cq (a_> exp <~E>
=0 0 0

Pour écrire 'expression du coefficient cg, il est commode de définir £ =n —1

_(_2\* (k— D20+ 1)!
cq—( n) gg+20+ 1)k —q—1)!

ol ¢p est fixé par la condition de normalisation de la fonction d’onde. On
s'intéressera a des valeurs de n > 1, typiquement n ~ 50.

1. Montrer que si [ prend sa valeur maximale [ = [,,x = n — 1, la fonction
d’onde radiale présente un pic étroit au voisinage du point + = agn?. Quelle
est la largeur Ar de ce pic ? Suggestion : étudier la fonction

fn(w) — ph e—:t/n

27. En dehors de la correction d’extension finie du noyau, la correction la plus importante
vient de la polarisation du vide due a la création de paires virtuelles électron-positron. La
correction pour 'état 1s de I'aluminium est de —2.25KeV. Le signe de cette correction
est négatif : en effet, & courte distance, a est plus grand que 1/137 et le muon qui voit
une charge plus grande est plus lié que si « était constant. Ce comportement de o a été
mentionné dans la note 36 du chapitre 1 : o croit avec 'énergie, et d’aprés 'inégalité de
Heisenberg, courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie.
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et montrer que pour z ~ zo = n?

Fole) = fulon) exp [~ o - 0]

Montrer qualitativement que si I < m — 1, la dispersion Ar est plus grande
que pour l =n — 1.

2. On s’intéresse maintenant a la partie angulaire. D’aprés (10.53)
™6, 6) = e ™ f(6)

En utilisant L;Y}' = 0 et Pexpression (10.48) de L, montrer que
Y (8, ) x ¢ sin'

En déduire que si [ > 1, |Y}!(f, ¢)|? est non nul uniquement au voisinage du
plan zOy (c’est-a-dire pour § = m/2), et calculer la dispersion Ag. Que se
passe-t-il si |m| #1 7

3. Déduire des deux premiéres questions que pour n > 1, les états | =n — 1
et |m| = [ sont localisés dans un tore horizontal de rayon n2ay dont la section
est un cercle de rayon agn®2. Comparer avec les orbites (1.33) obtenues &
partir des prescriptions de Bohr.

14.5.5 Terme diamagnétique

Lorsque nous avons établi la forme du hamiltonien (14.23) de leffet
Zeeman, nous avons négligé un terme o« A2, dit terme diamagnétique.
Pour justifier cette approximation, examinons le cas d’un champ magnétique
uniforme et constant B, une expression possible pour A étant (cf 11.4.2)

o1 -
A=-BxXxT
2
1. Montrer que l'on peut écrire le hamiltonien quantique d’un électron de
charge ¢ dans ce champ magnétique sous la forme

1 = o
H= P — gA)?
2me( qA)
p’2 2 e = .
= B I R2B? - R-B2]
2me 2me +8me[ ( )
= Hy+ Hz + Hp

ot L = R x P est le moment angulaire orbital. On justifiera soigneusement
les commutations d’opérateurs.

2. Identifier Hz & la partie du hamiltonien Zeeman (14.23) d’origine orbitale,
et donner lordre de grandeur de ce terme pour un champ magnétique de 1 T
lorsque ’électron est lié dans un atome.
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On peut écrire le terme diamagnétique Hp sous la forme

qu2 EQ

H =
b 8me, +

ot B, estla composante de R perpendiculaire & B. Quel ordre de grandeur
peut-on choisir pour (R2 ) ? En déduire que |(Hp)| < |(Hz)| pour un électron
lié dans un atome, et que le terme diamagnétique peut étre négligé dans le
calcul de V'effet Zeeman. En revanche, ce terme ne peut pas étre négligé dans
le calcul des niveaux de Landau, car le rayon des orbites électroniques est
alors macroscopique.

14.5.6 OQOscillations de Rabi du vide

Supposons la fréquence propre w d’une cavité proche de la fréquence
wo = (E. — E,)/h d’une transition entre deux niveaux e et g d'un atome,
et notons § = w — wg le désaccord. Si I'atome interagit avec le champ
électromagnétique quantifié a U'intérieur de la cavité, on peut, & une excellente
approximation, limiter le développement du champ quantifié (11.136) au seul
mode de fréquence w, car ce mode est le seul 4 interagir de fagon résonante
avec 'atome. On se place dans une géométrie 4 une dimension, en retenant
uniquement la dépendance en z et une polarisation suivant Oz, de fagon &
pouvoir traiter le champ comme un scalaire.

1. En utilisant 11.136, montrer que l’on peut écrire pour le champ quantifié E

En(z,t) =1y EOEV (ae™t — aTe'!) sin kz

On supposera que 'atome se déplace toujours suivant la ligne d’équiphase
sinkz = 1.

2. Le hamiltonien atome-+champ est
H= Hat + Hchamp +W

ou W représente I'interaction entre ’atome et le champ. On choisit comme
état d’énergie zéro 1’état |g) en I’absence de photon. En déduire la forme de H

H = huwole)(e| + wN + W

ou N est Popérateur nombre de photons dans le mode de fréquence w. Donner
le spectre de H en négligeant W dans un premier temps et en supposant
6] < wo, mais § # 0. Soit H(™ le sous-espace de I'espace de Hilbert formé
avec les états de base suivants, ol n est le nombre de photons dans la cavité

oh =le®(n—1)) @f =g®n)
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Montrer que ces états sont presque dégénérés si ’on ne tient pas compte de W.

3. On définit les opérateurs

b= lg)el bf = |e) ]

et le moment dipolaire de 'atome (cf. § 5.2.2)

D = d(b+b")
Ecrire explicitement le terme d’interaction W & l’approximation dipolaire.
Montrer que si ’on restreint W aux sous-espaces H (%)

W= i8R

(ab’ — a'b)

hw
Qg = 2dy | —
R 60V

‘La fréquence Q0 est appelée fréquence de Rabi du vide. Quels termes ont
été négligés dans 'expression approchée de W et comment peut-on justifier
cette approximation 7 Le hamiltonien atome+champ utilisant 1'expression
approchée de W est appelé hamiltonien de Jaynes-Cummings.

avec

4. Quelles sont les valeurs de F, et les états propres correspondants si 'on
tient compte de W ? On posera (cf. § 2.3.2)

Qrvi _ O
5 s

Tracer qualitativement le spectre des premiers niveaux de H en fonction de 6.

tan 26, =

5. L’'atome dans I’état excité |¢) est envoyé dans la cavité vide de photons
suivant une trajectoire telle que sinkz = 1. On se place a la résonance § = 0.
Montrer que la probabilité p,(¢) de le trouver dans 1'état |e} aprés un temps
t passé dans la cavité est une fonction périodique de t. On retrouve des
oscillations de Rabi (4.36), et comme ces oscillations sont dues a I'interaction
de ’'atome avec les fluctuations du vide, on les appelle oscillations de Rabi du
vide. L’observation expérimentale de ces oscillations est une preuve directe de
la quantification du champ électromagnétique. Les valeurs numériques sont?8

d=11x10"2C.m % — 5.0 x 109 Hz V=187 x 10 m3

Comparer & la valeur expérimentale Qg/(27) = 47 Hz.

6. Calculer p,(t) hors résonance, et montrer que la fréquence des oscillations
est maintenant (toujours dans le cas o1 il n’y a pas de photons dans la cavité)

Q=4/62+0%

28. M. Brune, F. Schmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagley, J.-M. Raimond et
S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 76, 1800 (1996).
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Montrer que pour un désaccord Qg < |0] <« wq, atome reste pratiquement
toujours dans son état excité : 1’émission spontanée est inhibée par la présence
de la cavité.

7. Comment doit-on modifier les résultats des deux questions précédentes si
la cavité contient exactement n photons ? Si § = 0, que se passe-t-il lorsque
la cavité contient un état cohérent du champ ?

14.5.7 Forces réactives

On reprend le hamiltonien de Jaynes-Cummings de Dexercice
précédent 14.5.6 pour un atome & deux niveaux |g) et |e} plongé dans
le champ électrique quantifié d’une cavité

hw
_ PRI _ o
E=if(a —a')sinkz &=/ =y

avec les notations de I'exercice précédent. Le hamiltonien est donné par

H = hugle){el + hwN + W
avec?®

W= % hS (ab' + a'b)

ot b = |g)(e| et b' = |e){g|. La fréquence (2; définie par
Q(z)=2 e sinkz
i
est une fonction de z.

1. Dans le sous-espace & deux dimensions H(™ dont une base orthonormée
est donnée par les états |g ® n) et |[e ® (n — 1)), montrer qu’a une constante
additive prés le hamiltonien prend la forme

1 5 Qym
H_ih(ﬂlx/ﬁ —0 )

ol 6 = w — wy est le désaccord. On pose

Qn(2) = 1/82 + nQ3(z) = /82 + Q2(2)

et on définit 'angle 6, (z) par

) - _ W)
= Sin26n(2) = & )

29. Un choix de phase adéquat pour les vecteurs |e) et |g) a permis d’éliminer les facteurs
i de l’exercice précédent.

c0s26,,(2)
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Montrer que les vecteurs propres de la restriction de H a H("™) sont

IX1n(2)) = —sinfn(2)lg ® n) + cosbn(2)le @ (n — 1))
IX2n(2)} = cosOn(2)lg ® n) + sinbn(z)lg ® (n - 1))

Quelles sont les valeurs propres de H 7 Calculer la force sur un atome au
repos en z lorsque cet atome est dans I’état |x1,) ou dans I'état |xan}-
2. On supposera par la suite que le champ dans la cavité est celui d’un laser
dans un état cohérent, avec un nombre moyen de photons {(n) > 1, de telle
sorte que An < (n). On peut alors écrire une expression classique de ce
champ

Ep(t,z) = Egcoswisinkz

En utilisant (11.93), montrer que

A (2)V/ (n) = hw, (2) wi(z) = d—}? sinkz

ol wy(z) est la fréquence de Rabi usuelle (¢f. par exemple (14.74)). Dans la
discussion précédente, on n’a pas pris en compte I’émission spontanée, qui a
pour effet de dépeupler le mode laser au profit du mode du vide. Les taux de
transition entre les états & n et & n — 1 photons sont donnés par

Pij(2) = Tl{xin-1(2)]b + b [xjm ()]

avec (¢,7) = 1,2. Calculer I';;(z) en fonction des angles 8,,(z) et #,—1(2). On
supposera dans toute la suite de ’exercice que le laser est intense, n > 1 et

Qn ~ Ny (2) = V82 + wi(z).

3. On définit les populations p,(z) de la maniére suivante

pi(2) = D _{xin(2)lplxin(2)

n

ou p est 'opérateur densité de ’atome habillé par le champ. En déduire que
si Q1(ny > T, les populations obéissent aux équations pilotes

p1(2) = —T21(2)p1(2) + T12(2)pa(2)
P2(2) = T21(2)p1(2) — T12(2)ps(2)

Quelles sont les valeurs stationnaires des populations p* en fonction de z ?
Montrer qu'un atome au repos subit une force

1 8“}%(2) 1 st st
F(z) = Zh B2 5+ 2(2) (Pl (2) — p3 (2))

Reporter dans ce résultat les valeurs de pSt et p3 et comparer a (14.98).
P1 P2 p
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14.5.8 Energie de I’état fondamental
de 'atome d’helium
A Tapproximation du noyau infiniment lourd, qui est correcte & mieux de

0.1 %, le hamiltonien H des électrons de 'atome d’helium s’écrit dans une
représentation ot R est diagonal

h2 ﬁ2 z 2 z 2 2
Ho Mg Mgy 28 ze &
2m, 2m, 1 T |71 — 75|

ol 71 et 7% sont les vecteurs joignant le noyau situé & l'origine aux électrons 1
et 2 ; Z = 2 dans le cas de ’helium, mais il est commode de conserver Z pour
un usage ultérieur.

1. Méthode de perturbations. On prend pour hamiltonien non perturbé

h? K2 Ze?r  Ze?
Hy=— 2_ vio——
0 2me Vi 2me 2 1 T3

et comme perturbation

e?

W= ——%

71 — 72l
Les fonctions d’onde des ‘deux électrons sont alors les fonctions d’onde 1s de
I’atome d’hydrogéne modifiées pour prendre en compte le fait que Z #£ 1

73 1/2 7
o _ (£ —Zr/ag
o) (ﬂg) e

ou ag est le rayon de Bohr. Calculer le déplacement d’énergie au premier
ordre de la théorie des perturbations

62 9
ol le(72)]

AFE = /d3T1 d3T2 |(,0(’F1)'2

On remarquera que AF peut s’'interpréter comme le double de I'énergie
d’une distribution de charges ; en utilisant un raisonnement d’électrostatique,
montrer que

AFE = 2/ d®ry p(r2)V (12)
0

ou l'on a introduit les densités de probabilité & symétrie sphérique

p(r12) = lo(71,2)[?

et V(r2) est le potentiel créé en ry par la distribution de charges. En déduire

(pour Z =2)
i}
AE = =Ry
4
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2. Méthode variationnelle. On écrit ©(r) en prenant Z dans la fonction d’onde
comme paramétre variationnel : 7 — z

3\ 1/2
N

mag
En déduire la valeur de F
5
FE=2R. (2% —2Z2+ gz)

On pourra simplifier les calculs en observant que, d’aprés le théoréme du viriel,
I’énergie cinétique est la moitié de la valeur absolue I'énergie potentielle pour
des électrons indépendants. En minimisant cette expression par rapport a z,
en déduire la valeur variationnelle de 1'énergie

52
= — OOZ_—
b= o (2 1)

Evaluer numériquement Ey et comparer la valeur numérique & celle de la
méthode perturbative au premier ordre

Ep=—-8R+AFE

et au résultat expérimental Eoxp = —79.0 V. Vérifier que By > Eoxp. Quels
commentaires peut-on faire sur les mérites respectifs de deux méthodes ?

14.6 Bibliographie

La théorie des perturbations et la méthode variationnelle sont exposées
dans tous les traités classiques. On pourra se reporter pour plus de détails sur
la structure des niveaux d’énergie & Cohen-Tannnoudji et al. [1973]. Structure
fine : chapitre XII, effet Zeeman : complément Dvyrr et structure hyperfine :
chapitre XII. Voir également B. Bransden et C. Joachain, Physics of Atoms
and Molecules, Longman Scientific and Technical, Harlow (1983). Le cours de
C. Cohen-Tannnoudji, Atomic Motion in Laser Light dans Optical Coherence
and Quantum Optics, Ecole des Houches, North Holland (1992) contient un
exposé trés complet de la manipulation d’atomes par laser. Voir également D.
Suter, The Physics of Laser-Atom Interactions, Cambridge University Press,
Cambridge (1997).






Appendice A

Théoréme de Wigner
et renversement du temps

ANS CET APPENDICE, nous allons exposer la démonstration du théoréme

de Wigner énoncé au § 8.1.1 et examiner l'invariance par rapport au
renversement du sens du temps (ou simplement renversement du temps),
qui est particuliere car 'opérateur qui réalise la symétrie dans l’espace de
Hilbert H est antiunitaire, et non unitaire comme dans tous les cas que
nous avons rencontrés jusqu’ici. Rappelons la définition du § 8.1.1 d’un
rayon de l'espace de Hilbert : un rayon est un vecteur 4 un facteur de
phase prés. Deux vecteurs unitaires ¢ et ¥ qui différent par un facteur de
phase : ¢ = exp(ia) § appartiennent & une méme classe d’équivalence, qui
est précisément un rayon ¢ de H. Comme le module du produit scalaire est
indépendant du représentant dans la classe d’équivalence

(@, %) = (v, x)]

le module du produit scalaire de deux rayons ¢ et Y est bien défini en
choisissant deux représentants arbitraires dans chaque classe d’équivalence

(&, )] = (e, 2] (A.1)

mais bien évidemment cela n’a pas de sens de parler du produit scalaire de
deux rayons. Nous utilisons la notation (e,e) pour le produit scalaire, afin
d’éviter les ambiguités de la notation de Dirac, qui seraient particuliérement
génantes dans cette annexe.

Soit dans H une correspondance entre rayons

p—-Tp (A.2)
telle que le module du produit scalaire soit invariant

(&%) = (To, TR (A.3)
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Le théoréme de Wigner énonce qu'’il est toujours possible de choisir les phases
des vecteurs de telle sorte que la correspondance entre rayons devienne une
correspondance entre vecteurs

p—Uyp (Ue, Ux)| = l(o, x| (A.4)
ot la transformation U est soit linéaire unitaire
Ue,Ux) = (¢,x) (A.5)
soit antilinéaire unitaire (= antiunitaire)
Up,Ux) = (x,9) = (9, X)" (A.6)

A.1 Démonstration du théoréme

Soit {x:},7 =1,... N une base orthonormée de H supposé de dimension NV,
(xi, Xx) = 8. Nous allons faire jouer un role particulier au premier vecteur
de base : par convention les indices ¢ et k varieront entre 1 et N et les indices
j et l entre 2 et N. Choisissons un représentant x7 = x} dans la classe de
TX: et un représentant x; dans la classe de T'x;, j = 2,..., N. D’aprés (A.3),
'ensemble {x7, xj} forme aussi une base de # car

1O s x| = 10x¢i> xw)| = G
Considérons ’ensemble des vecteurs ¢;
PYi = X1+ Xy i=2,...,N (A?)

et soit 7'@; le transformé du rayon ¢;. Si ¢} est un représentant de T'@;, nous
aurons

[0¢1, €)1 = [(x1, 05)] = 1
1O @) = (s el = b5
Un représentant <p9’ de T'¢; aura donc des composantes uniguement suivant
Xll et X;I 1 / 1
©; =¢iX1 + d;Xj
et ces composantes seront de module unité : |c;| = |d;] = 1. On peut
maintenant choisir des représentants ¢’ et x

1 d;
@3‘ == ‘P;’ X; =2 X;'l (A.8)
Cj ;
de sorte que

1
@ = ;(cjx'l +d;ix) =x1 + x; (A.9)
J
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Nous avons donc défini une application sur des vecteurs de ‘H
x1+xi = (x1+x5) =x1+Xj

telle que x7 € TX1, Xj € TX; et x1 +X; € T(x1 + x;)- Essayons maintenant
de déterminer s’il est possible qu’'un vecteur arbitraire ¢ se transforme suivant

N N
b= cxe— U = Xk
k=1 k=1
Si une telle loi de transformation est valide, nous devons avoir d’une part
lekl = 10k, ¥ = | (i, )1 = le
et d’autre part
1 +xp¥)=c+e (X +x5¢) =d +

ce qui implique, d’aprés (A.3), que

ler + 5] = |ef + ¢l {A.10)
Les deux couples de nombres complexes (c1,¢;) et (cj,c}) doivent étre tels
que [c1| = |c}| et |¢;| = |¢}] et de plus vérifier (A.10). Posons
c1 = |er| el ¢; = lejle'?
¢ =ldle® &=l

Les angles (01,0;) et (6,0}) sont liés par I'équation

cos(f1 — 8;) = cos(6; — 67) (A.11)

qui a deux solutions
6,—0;, =07 — 9;- (A.12)
01 —0; = —(6) — 0) (A.13)

Examinons le premier cas. On peut redéfinir la phase de 9’ de telle sorte que
¢y = ¢1 et donc 67 = 6,. Dans ce cas 0, = 0; et ¢; =¢;

P =" cxh
k

Si 'on considére un autre vecteur 7 = Y, dpXx avec 4 nouveau dj; = dy, on
aura
M+ pn) = (Aex + pdi)xk = M + pry
k
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Par un choix convenable des phases, la transformation 7" peut étre choisie
linéaire, et comme elle conserve le module du produit scalaire, elle est aussi
unitaire : T — U avec UTU = UUt = 1.

Dans le second cas, on redéfinit la phase de ¢’ de telle sorte que ¢f = ¢}.

On a alors ¢} = ¢ et
W= Xk
k
Le transformé de A + un est alors
!
(M + pp) = [Z(m + Ndk)Xk} =X +py (A.14)

k

et la loi de transformation du produit scalaire est

W'\ ) = @,n)" = (n,¥) (A.15)

La transformation T'— V, oul V est dite antiunitaire : elle est antilinéaire et
conserve la norme,

La démonstration précédente est en fait incompléte : en effet, il faudrait
montrer que 'on ne peut pas avoir (A.12) pour ¢; et (A.13) pour ¢, 1 # j.
La vérification que ceci ne peut pas se produire est fastidieuse et laissée au
lecteur! : il faut examiner le comportement du transformé d’un vecteur 3 =

X1+ Xx; +xi-

A.2 Renversement du sens du temps

En mécanique classique, I’équation de Newton

d&*r(t) o
m—gz = F())

est invariante par renversement du sens du temps ¢ — —t. Posons en effet
—7 -,
7'(t) = 7(—t)

d*#(t) G () .
=m = F(#-t)) = F(F'(¢
= L = F(i(-1) = F7'()
On constate que 77/(t) obéit bien aux équations de Newton. La raison en est
évidemment que ces équations ne dépendent que de la dérivée seconde par
rapport au temps de 7 et pas de la dérivée premiére?. Une image intuitive

1. Voir Weinberg[1995|, chapitre 2, qui détaille toutes les subtilités de la preuve.
2. Une équation du type oscillateur harmonique amorti
m:'t3+'yz'+mw2:):=0
n’est pas invariante par renversement du sens du temps, mais la force de viscosité —y& est
une force effective, représentant phénoménologiquement 1'effet des collisions des molécules
du fluide sur la particule de masse m.
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F1G. A.1 — Renversement du temps sur une trajectoire classique.

du renversement du temps est la suivante : imaginons que nous suivions la
trajectoire d’une particule de £ = —co 4 t = 0 et qu’a ¢ = 0 nous renversions
brutalement le sens de I'impulsion (ou de la vitesse) : 5{0) — —p{0). Dans
ces conditions, la particule va « remonter sa trajectoire », elle repassera au
temps ¢ par la position qu’elle avait au temps —t avec une impulsion opposée
(figure A.1)

() = 7(-t) p'(=t) = —p(t) (A.16)

Le vecteur position 7 est pair par renversement du temps, et § est impair dans
cette méme opération. L’invariance par renversement du temps est appelée
microréversibilité. Silon filme le mouvement de particules et que l'on projette
le film & Penvers, la microréversibilité implique que la projection apparait
physiquement possible®. On sait que tel n’est pas le cas dans la vie courante,
qui est fondamentalement irréversible, et il n’est pas évident? de comprendre
comment une dynamique réversible & ’échelle microscopique peut conduire &
des phénoménes irréversibles 4 ’échelle macroscopique.

Revenons a la mécanique quantique, en appelant © l'opérateur qui reahse
le renversement du temps dans H. Cet opérateur doit transformer R PetJ

3. On notera ’analogie avec la conservation de la parité : 'image d'une expérience dans
un miroir apparait physiquement possible si la parité est conservée.

4. Comme ’ont montré les discussions acharnées de Boltzmann avec ses contradicteurs !
Voir par exemple Balian [1991], chapitre 15 ou Le Bellac et Mortessagne, chapitre 2.
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suivant
8RO =R
©POl=_P (A.17)
0Jel=_7J

En effet .J doit se transformer comme R x 13, qui est impair par renversement
du temps : le moment angulaire définit un sens de rotation qui est inversé par
renversement du temps. L’examen de la transformation par © des relations
de commutation canoniques montre que © doit étre antiunitaire. Calculons
de deux fagons différentes un élément de matrice du commutateur [X;, Pj] =

LRI
(B9, B[X:, Bly) = (00, 0ihdyl) = bi;(p,iMp)" = —ihdy(p,¥)"
= (09,0[X;, P;]07'0¢) = (Op, —ihd;; 10¢)
= —ihbi; (0, ¥)"

ol nous avons utilisé dans la seconde ligne les lois de transformation (A.17)
de Xl et ]DJ
G[Xivpj]eil = —[X, Pj]

Les deux lignes de I'équation précédente sont compatibles, ce qui ne serait pas
le cas si la transformation © était unitaire.

Il existe un autre argument trés instructif prouvant le caractére
antiunitaire de ©. Soit ¢(t) le vecteur d’état d’un systéme quantique au
temps t, ¢ = @(t = 0) son état au temps t = 0

i
@(t) = exp (—5 Ht) @
L’invariance par rapport au renversement du temps implique que [état

transformé de ¢(—t) par renversement du temps, ©p(—t), coincide avec 1'état
obtenu par évolution temporelle de G¢(0)

Op(—t) = exp (—% Ht) By
et comme les équations sont valables pour tout ¢
Bexp (,—li Ht) = exp <—ith) o (A.18)
Si © était unitaire, cela impliquerait que

©H =-HO

et & tout vecteur propre g de H d’énergie E correspondrait un vecteur propre
Opp avec une énergie —F. Dans ces conditions, ’énergie ne serait pas bornée
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inférieurement et il existerait une instabilité fondamentale. Si au contraire ©
est antiunitaire, grace a
©iH = —iOH

I’équation (A.18) implique
©OH=HO ou BHO '=H (A.19)

Cette derniére équation traduit I'invariance de H par renversement du sens du
temps. Cependant, contrairement 4 ’opérateur parité I, © ne conduit pas &
une grandeur conservée, car I’équation (8.17) implique que opérateur A soit
hermitique, ce qui n’est pas le cas de ©. On sait actuellement que toutes les
interactions fondamentales de la physique sont invariantes par renversement
du temps, sauf une interaction extrémement faible, dont on ne voit les effets
que dans le systéme de mésons K0 — K0 (exercice 4.3.8), et que 'on a aussi
observée tout récemment dans le systéme de mésons B, formés d'un quark
ordinaire et d’un antiquark b (ou 'inverse).

Un double renversement du temps n’a évidemment aucun effet, et 'état
©2%p est équivalent & o, ©2 = ¢l ol ¢ est un facteur de phase. La chaine
d’égalités

(Opa, 05) = (O, O%¢,) = c(BOp, Ya) = c(Bp,, B%pr) = (O, vp)

montre que ¢ = 1, et donc ¢ = £1. Dans le cas oll ¢ = —1, le choix @, = v
dans l’équation précédente entraine

(@9011» ‘Pa) =0 (A.QU)
Sic= —1et que H est invariant par renversement du temps, les états propres

de H peuvent étre rangés en paires d’états dégénérés par renversement du
temps. Soit en effet ¢ un vecteur propre de H : Hyp = Ep. Alors

H(Op) = O(Hy) = E(B¢p)

et Oy est vecteur propre de H avec la valeur propre E : si (Qg,¢) = 0, il
existe (au moins) deux états propres de H avec la valeur propre E. Cette
propriété est appelée dégénérescence de Kramers.

Compte tenu des propriétés de transformation de J {A.17), on doit avoir

Oljm) = &' (=1)77"™|j, —m) (A.21)

ol, par application de J; et de J_ on montre que a peut dépendre de j, mais
non de m. On en déduit, en utilisant Pantilinéarité de ©

©?|jm) = (=1)¥|jm) (A.22)

et ©2 = [ si j est entier, ©2 = —I si j est demi-entier. La dégénérescence
de Kramers entraine alors qu’un systéme avec un nombre impair d’électrons
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posséde des niveaux d’énergie doublement dégénérés en I'absence de champ
magnétique. La présence d’un champ magnétique brise l'invariance par
renversement du sens du temps, car pour respecter cette invariance, il faudrait
inverser le sens des courants qui produisent ce champ : la raison pour laquelle
leffet Zeeman léve complétement la dégénérescence des niveaux est qu’un
champ magnétique brise 'invariance par renversement du temps.
L’invariance par renversement du temps implique que pour une

transition 7,
Tot = Tob—0a (A.23)

oll Oa (Ob), est I'état obtenu a partir de a (b) par renversement du temps,
en inversant toutes les impulsions et tous les moments angulaires. Nous en
déduisons par exemple la relation pour 'amplitude de diffusion utilisée dans
§12.3.2 L o
f(k' k) = f(—k,—k')

et plus généralement pour une réaction ot les particules incidentes ont des
impulsions (p1,P2) et des projections de leurs spins (my, msy), tandis que les
particules finales sont caractérisées par (ps,ps) et (mg,my)

Sy maimama (D1 + P2 — Da + D4) = fomg,—maj—my—mg (—P3 — Ps — —P1 — Pa)

Pour une particule sans spin, 'opération de renversement du temps est
simplement la conjugaison complexe. En effet, si (7, t) vérifie 'équation de
Schrédinger

(7, t h? . ~
ih_% - VEY(F,t) + V(7)(F, )

la fonction ©(7,t) = ¢* (7, —t) vérifie

- 2
w0 T gre )+ (e )

pourvu que le potentiel V(F) soit réel. Cette propriété a été utilisée aux
paragraphes § 9.4.1 et 9.4.3 pour restreindre la forme de la matrice de
passage M et de la matrice S.

Comme dernier exemple, examinons l'impact de linvariance par
renversement du temps sur le moment dipolaire électrique du neutron. Comme
lopérateur moment dipolaire D est impair dans 'opération parité

npn'!=-p

le moment dipolaire® d’une particule est nul si cette particule a une parité
déterminée, ce qui sera le cas si ses interactions conservent la parité. Clest
pourquoi les atomes dans leur état fondamental n’ont pas de moment dipolaire

5. Pour que le moment dipolaire électrique d'une particule puisse étre non nul, il est
impératif que son moment angulaire soit différent de zéro : dans le cas contraire, 'invariance
par rotation est incompatible avec 'existence d’un moment dipolaire.
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permanent. Cependant la parité n’est pas conservée dans les interactions
faibles, et cela peut a priori rétablir la possibilité d’'un moment dipolaire.
En fait, il est de plus nécessaire que l'invariance par renversement du temps
soit violée. En effet le seul vecteur & notre disposition est le spin hd/2 du
neutron, et on doit avoir D= Ad, oll A est une constante ; on remarque
que A # 0 implique la violation de la parité, car D est un vecteur et &
un pseudo-vecteur. Le couplage D-E du dipéle avec un champ électrique
est impair par renversement du temps et doit s’annuler si invariance par
renversement du temps est valide, car d’aprés (A.17) & est impair et E pair :
dans un renversement du temps, les charges sont inchangées (au contraire
des courants, qui, on l'a vu, sont inversés). Si l'on envoie un neutron
possédant un moment dipolaire électrique dans un champ électrique et un
champ magnétique inhomogeénes et constants et que l'on inverse 4 ¢t = 0 la
vitesse du neutron, son spin et les courants créant le champ magnétique, alors,
a la différence de la figure A.1, le neutron ne « remontera pas sa trajectoire ».
On pourra faire la différence entre le déroulement de Pexpérience et son film
projeté a ’envers.

Essayons d’estimer le moment dipolaire du neutron par un argument
dimensionnel. Ce moment dipolaire doit faire intervenir les interactions
faibles, et donc la constante de Fermi G (exercice 12.5.6), ou plus précisément
la combinaison Gg/(hc)®, et un paramétre sans dimension £ mesurant
I'importance de la violation de 'invariance par renversement du temps, dont
l'ordre de grandeur peut étre estimé & environ 10~3 & partir de 1'étude des
mésons K neutres. On dispose en plus d’'une masse, la masse du neutron
my =~ 1GeV/ ¢?, et la seule solution possible est par analyse dimensionnelle

Gr

_(_h—c)—3 £ My, (hc®)

d~qe
Il est commode d’utiliser un systéme d’unités ott & = ¢ = 1 (exercice 12.5.1),
200 MéV~ 1fm~ ', ou 1 fm~ 5GeV~!
d~gex1079 %1073 x1=¢. x107%GQeV ' ~ g x 1079 fm = ¢, x 107 m

Les mesures les plus précises du moment dipolaire du neutron ont été
effectuées au réacteur de recherches de I'Institut Laue-Langevin & Grenoble
et donnent la borne supérieure

d<gex1072"m

qui viole largement notre estimation naive ! En fait, & cause d’une propriété
technique du modéle standard®, le moment dipolaire du neutron doit étre
proportionnel & G%

d~Ghem3(he”) =~ ge x 107 m

6. Voir par exemple J. Donoghue, E. Golowich et B. Holstein, Dynamics of the Standard
Model, Cambridge University Press, Cambridge (1992), chapitre IX.
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Les estimations théoriques du moment dipolaire du neutron ne sont pas trés
précises et varient aux alentours de ¢. x 10732m : notre estimation est
réduite par un facteur ~ 1073 car les calculs perturbatifs du modéle standard
conduisent & un facteur numérique multiplicatif 7=4 ~ 1072 et suggérent de
prendre une masse caractéristique de l'ordre de 0.3 GeV au lieu de m,.



Appendice B

Mesure et décohérence

ANS CET APPENDICE, nous allons décrire avec plus de détails qu’au
§ 6.3.1 ’expérience de Brune et al. qui a mis pour la premiére fois
en évidence le phénoméne de décohérence de maniére entiérement controlée.
En plus de son intérét intrinséque, cette expérience est emblématique des
performances expérimentales actuelles qui permettent de tester les fondements
de la mécanique quantique avec une finesse dont n’auraient pas révé ses péres
fondateurs. De plus la discussion de cette expérience nous permettra de
donner un bref apergu des idées actuelles sur la notion de mesure en mécanique
quantique'. Nous reviendrons d’abord sur l'expérience d’interférences du
§ 1.4.4, en la replacant dans le cadre d’une théorie élémentaire de la mesure.
Nous examinerons ensuite la réalisation de franges de Ramsey avec des atomes
de Rydberg, puis nous montrerons comment l'interaction de ces atomes avec
un champ électromagnétique brouille progressivement ces franges en donnant
la réponse a la question « lequel des deux trajets 7 », et enfin nous montrerons
comment 'utilisation d’une paire d’atomes permet de tester la décohérence.

B.1 Modéle élémentaire pour la mesure

Reprenons la discussion de I’expérience des fentes d’Young avec étiquetage
des trajectoires de la figure 1.13, en la complétant par 'introduction d’une
formulation mathématique. Soit ¢;(z) (resp. ca(z)) 'amplitude de probabilité
complexe pour que 'atome soit localisé au point d’abscisse z sur 'écran en
étant passé par la fente 1 (resp. 2) ; la normalisation (arbitraire) est fixée
par |c1(z)|? = |cz(z)]? = 1. En I'absence de tout dispositif d’observation des

1. On peut trouver un exposé trés complet de la théorie de la mesure dans le cours
1989-1990 du Collége de France de C. Cohen-Tannoudji. L’exemple du § B.4 est emprunté
A cette référence. Les idées actuelles sur la mesure doivent beaucoup aux travaux de W.
Zurek, dont on trouvera un exposé pédagogique dans W. Zurek, Physics Today, octobre
1991, p. 36.
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trajectoires, la probabilité d’arrivée sur ’écran au point x est

p(@) = 3 (lea()P? + lea(@)]? + 2 Relex ()3 (@) (B.1)
Le dernier terme de (B.1) est bien str le terme d’interférences. L’amplitude
de probabilité c;(x) est le produit de 'amplitude? (¢;|S) pour que I'atome
émis par la source S soit localisé sur la fente 1 et de 'amplitude (z|p;) pour
que P'atome émis par la fente 1 soit localisé en z sur ’écran. Un résultat
analogue vaut pour ca(z) et

c1(z) = (zle1)(p1]S) c2(z) = (zlp2) (2| S)

11 est commode d’inclure les amplitudes {p1|S) et (p2|S) dans la définition
des états de 'atome |1} et |p2) et d’écrire simplement

c1(z) = (z|p1) c2(x) = (z]p2) (B.2)

Les états 1) et |pq2) sont supposés normalisés et orthogonaux, car ils sont
localisés sur des fentes différentes et leurs fonctions d’onde ne se recouvrent
pas. Installons maintenant les cavités C7 et Cz de la figure 1.13 devant les
fentes et appelons |x10) 'état ot C; contient un photon et Cy zéro photon,
tandis que |xo1) est I'état décrivant la situation inverse. L’état de ’ensemble
atome-+photon est alors un état intriqué |¥)

) = —= (1) © [xao) + 2} © xon) (B3)

et I'opérateur densité correspondant
prov = 12T = 2 [(lor)er]) @ (Ixaodxrol) + (2 ipal) ® (xon) xon )

+ (lpa){wal) ® (Ixa0) (xor]) + (lp2)an]) @ (|X01><X10|)} (B.4)

Cherchons maintenant 'opérateur densité réduit de I’atome seul en utilisant
(6.66)

1
pat = Trpot ot = 5 |l91) (911 +ip2) (2l + (xor ol el +hie) | (B5)
ol h.c.= hermitique conjugué. La forme matricielle de ce résultat est, dans

la base {[¢1), |¢2)}

— l 1 {xo1(x10)
Pat = 9 <<X101X01> 1 ) (BG)

2. Avec par exemple (1|5} o exp(ikrig)/r1s, ou k est le module du vecteur d'onde
de l’atome et r1g le module du vecteur joignant la source & la fente 1 : ¢f. Feynman
et al.[1965], vol. III, chapitre 3.
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Rappelons que les éléments non diagonaux de p,; sont appelés cohérences.
Dans le schéma de la figure 1.13, les états |x10) et xo1) sont orthogonaux :
{x10|lx01} = 0, ce qui reflete la localisation des photons dans deux cavités
différentes. Dans ces conditions la matrice densité (B.6) est diagonale. II est
instructif de considérer une situation plus générale, ot le photon associé au
passage de atome par la fente 1 n’est pas localisé entiérement dans la cavité
C1, mais a aussi une certaine probabilité de fuir vers Cs, et vice-versa pour le
photon associé au passage de 'atome par la fente 2. Dans de telles conditions,
I’observation d’un photon dans Cy ou C5 ne permet pas d’étiqueter de fagon
certaine la trajectoire de atome. On obtient facilement la probabilité p(z)
d’arrivée au point x sur ’écran

o) = Tr{ja) alpas ) = 2 (Iex(@)P +lea(@)? +2Relex(2)ch () pronlxao}])

(B.7)

Le photon émis dans ' ou C; effectue une mesure = étiquetage de la
trajectoire, ou plus exactement, comme nous le verrons ultérieurement,
une pré-mesure, et cette pré-mesure correspond & la formation d’un état
intriqué (B.3), c’est-a-dire a Détablissement de corrélations quantiques
entre 'atome (le systéme) et le photon (l'appareil de mesure). Les
interférences possibles sont contenues dans les cohérences de la matrice densité
réduite (B.6), et ces interférences disparaissent si ces cohérences sont nulles,
lorsque |x10) et |xo01) sont orthogonaux. Dans ce cas la mesure de la trajectoire
est sans ambiguité. Il n’est pas nécessaire que le photon soit observé, ou
en d'autres termes que le résultat de la mesure soit effectivement lu, pour
obtenir (B.7). C’est l'intrication du photon avec l'atome et Porthogonalité
des états |x10) et |xo1) qui détruisent les cohérences. Au contraire, si les états
[x10) et |xo1) ne sont pas orthogonaux, la mesure de la trajectoire n’est pas
sans ambiguité, et les interférences ne sont que partiellement brouillées, le
brouillage étant d’autant plus important que (x10|xo01) est voisin de zéro. A
la limite o |{x10]x01)| = 1, le dispositif ne donne aucune information sur les
trajectoires, les interférences sont complétement rétablies et on retrouve (B.1).
La discussion précédente peut étre généralisée & un modéle élémentaire de
mesure. Supposons que nous souhaitions effectuer une mesure sur un systéme
quantique S, qui peut se trouver dans 'un des N états |¢,) appartenant a un

espace des états HgN) de dimension N. La premiére phase de la mesure, que
nous appellerons la phase de pré-mesure, s'effectue grace a une interaction
entre S et un autre systéme quantique M, « Iappareil de mesure ». Dans
lexemple précédent, 'atome est le systéme S et le photon 'appareil de
mesure M. Si S est initialement dans ’état |@,) et M dans I’état |x), nous
supposerons que l'interaction entre S et M a l'effet suivant

lon) @ 1X) = len) ® |Xn)

ol |x) et |xn) appartiennent & un espace de Hilbert Hjs. Un mécanisme
explicite donnant ce type de résultat est décrit dans l'exercice 9.7.14. 1l



550 Physique quantique

est essentiel d’observer que l'évolution pendant la phase de pré-mesure oi
S et M interagissent est unitaire, régie par une équation d’évolution du type
(4.11) avec un hamiltonien Hgyps. La lecture de I’état final de M permet de
remonter & I’état initial |¢,) de S : M est une « aiguille » dont la « position »
|xn) donne Vétat de S. La linéarité de la mécanique quantique implique que
si I'état initial de S est la superposition linéaire |p) = 22;1 Cnlpn) le résultat
de la pré-mesure est donné par

N
o) ® |x) = (chison ) B1X) =D cnlpn) ® [Xn)

n=1

Le résultat est un état intriqué de S + M. On calcule aisément & partir de
(6.66) l'opérateur densité réduit de S

N
ps =Trnpsenr = 3 Cnchal@n)(PmlOtmbxn) (B.8)

n,m=1

Si les états |xn) sont orthogonaux, {xn|xm) = dnm, le résultat de la mesure
est non ambigii, car 'observation de M détermine 1’état de S de fagon unique,
et les cohérences de pg s’annulent

N
pPs = Z |Cn|2|90n>(90n| (B.9)

n=1

L’opérateur densité réduit ps n’a plus rien a voir avec 'opérateur densité

initial p§ de S
N

PE = cacilon)em (B.10)

nm=1

Les cohérences ont disparu en passant de (B.10) & (B.9). On conserve
uniquement la trace de I'information sur les probabilités |c,|? de trouver S
dans D’état |p,). Soulignons a nouveau que méme si le résultat de la mesure
n'est pas lu sur M, on a néanmoins pi? — pg. Cependant la situation est
encore réversible : tant que le systéme S + M reste isolé, on n’a pas de
véritable mesure, seulement une pré-mesure. De plus, il est possible d'utiliser
une autre base de Hjps que la base {{xn)}, et cette nouvelle base est corrélée
a une base de Hg différente de la base {|pn)}, et a laquelle sont attachées
d’autres grandeurs physiques que celles mesurées initialement. Il y a donc
ambiguité sur les grandeurs physiques de S que mesure M.

B.2 Franges de Ramsey

Passons maintenant a la discussion de Pexpérience de PENS. Le dispositif
expérimental est celui de la figure 6.9. Des atomes de rubidium dans un
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état de Rydberg circulaire (exercice 14.5.4) sont préparés en O. Un état de
Rydberg du rubidium (qui est un alcalin) est un état atomique ou I’électron
externe de l'atome se trouve sur une orbite de nombre quantique principal n
trés élevé, et donc de dimension trés grande par rapport au rayon de Bohr ag.
De plus, on exige que le moment angulaire orbital prenne sa valeur maximale
I = n -1, et de méme pour le nombre magnétique : |m| = I. Dans ces
conditions on obtient un état de Rydberg circulaire, c¢’est-a-dire un état ou
Porbite est circulaire et 1’électron confiné dans un tore trés fin autour du
rayon moyen de 'orbite ~ n2ag ~ 125nm. Dans l’expérience, les deux états
de Rydberg utilisés correspondent & n = 50 (état noté |g)) et n = 51 (état
noté |e)). Ces états sont séparés en énergie de 0.21 meV, ce qui correspond
4 une fréquence wy = 3.21 x 10" rad.s™! (v = 51.1GHz). Gréce au choix
des orbites circulaires, ces états ont une vie moyenne trés longue a ’échelle
atomique, de 'ordre de 30 ms, et la probabilité de désintégration spontanée
pendant leur trajet entre O et les détecteurs D est négligeable. La détection
des atomes se fait par des détecteurs & ionisation sélectifs D, et Dy, car les
états e et g sont ionisés par des champs différents. L’efficacité des détecteurs,
c’est-a-dire la probabilité de déclenchement de D, par e et D, par g, est de
Pordre de 40 %, tandis que la probabilité de déclenchement par le « mauvais »
état est de quelques pourcents.

Dans un premier temps, la cavité C est vide et les atomes sont soumis &
un champ de radiofréquences

E(t) = Ey cos(wt — ¢) (B.11)

dans les cavités R; et Rs, la valeur de ¢ dépendant de la cavité. La fréquence w
est voisine de la fréquence de résonance wq et on note le désaccord § = w—wy.
A une excellente approximation, le systéme atome +champ est décrit par un
systéme & deux niveaux |e) et |g) interagissant avec un champ classique (B.11).
Ce systéme a été étudié dans le détail au chapitre 5, et nous pouvons reprendre
directement les équations (5.32) modifiées de facon triviale pour tenir compte
de la phase ¢ dans (B.11). Afin de conserver les notations utilisées au
chapitre 5, nous redéfinirons

lg) — |+) le) — |—) E.~Ey,—E_—E_{=hw>0
Le vecteur d’état de l'atome au temps ¢ est noté
[¥(8) = ey (@) |+) + ()] -) (B.12)
et on définit comme au § 5.2.2
vi(t) = cx(t)e ! (B.13)

On réécrit les équations (5.32) en tenant compte de ¢

Ay Wi g
ae T2 ° 7-(t)
(B.14)

(T W ist-e) (4
i =7¢ Y+ ()
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Plagons-nous d’abord a la résonance, § = 0. Les fonctions «4 (£) vérifient alors
P’équation du second degré

d®ya(t)
d#2

= —wiyx(t)

et la solution de (B.14) avec les conditions initiales v, (0) = 1, y_(0) = 0 est

)= e
(B.15)

. t
v-(t) = —ie!® sin %1—

La solution de (B.14) avec les conditions initiales v4(0) = 0,v_(0) = 1
s’obtient sans calculs en remarquant qu’il suffit de faire dans (B.15) les
substitutions + < — et ¢ — —¢

v+ (t) = —ie”i? sin %ﬁ
(B.16)

t
~v_(t) = cos w_21_

Si le temps de traversée de la cavité R est ajusté de telle sorte que wit/2 = /4,
ce que 'on appelle une impulsion m/2, et que I’atome entre dans la cavité dans
I’état |+), il en sort d’aprés (B.15) dans Détat |p4)

1 .
== ([4) —ie* |- B.17
et s'il entre dans I'état |—), il sort d’aprés (B.16) dans l'état® [p_)

1,
lp—) = 7 (—ie [+ +1-)) (B.18)

Les deux cavités sont alimentées de fagon symétrique par une méme source
S et sont donc exactement en phase. On peut toujours choisir ¢ = 0 pour
R, mais pour R; on doit tenir compte du temps de parcours 7 entre R; et
R,, et ¢ = —wT. Bien que nous soyons a la résonance, w = wy, nous allons
conserver formellement les deux fréquences w et wy pour un usage ultérieur.
Compte tenu de (B.17) et de ’évolution temporelle libre différente des deux
états |+) et |—) pendant le temps T, si un atome entre dans la cavité R; dans
I’état |+), il arrive dans la cavité Ry dans I'état |¢)

= L
I@)‘\/ﬁ

3. 1l serait possible de se débarrasser des facteurs i en redéfinissant la phase des états
|£) et de revenir ainsi aux conventions de phase du § 6.3.1.

(1+) — o7 ) (B.19)
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En utilisant maintenant (A.17) et (A.18) et la valeur ¢ = —wT, nous
constatons que 'atome sort de Ry dans un état |¢)
1 : . .
Ph=g [T 1) i (14 ®T) ] (B20)

Alnsi que nous I'avons déja mentionné, nous avons conservé formellement &
alors que 4 = 0 a la résonance. En effet, les deux fréquences w et wy ont
des impacts différents : wg contréle I'évolution temporelle libre et w la phase
¢. 1l est donc possible d’identifier leur réle respectif. Si nous faisons § = 0
dans (B.20), leffet global est J4) o |—), ce qui est normal car on a simplement
donné une impulsion 7 4 'atome qui transforme un état |[+) en un état |—).

Pour résoudre les équations (B.14) dans le cas non résonant, on élimine par
exemple y_ et on obtient une équation différentielle du second degré pour 7y,

2 . 2i 1

—Hy = — 0y + swiyr =0
w1 w1 2

dont on cherche les solutions de la forme

74 (1) = e

Les valeurs de €21 sont racines d’une équation du second degré, qui sont
données en fonction de la fréquence de Rabi Q = (w? + 62)'/2 par

Qi:%[aiﬂ}

La solution de (B.14) pour 74 est une combinaison linéaire de exp(ifl4t) et
exp(iQ)_t)

Y+(t) = Aexp(i€24t) + pexp(if2_t)
Choisissons les conditions initiales y4(0) = 1, v~(0) = 0. Comme v_(0)
44(0), ces conditions initiales se traduisent par

Ad+pu=1¢et X2 +u2_ =0

soit Q Q
A= ——= =
Q =0
Le résultat final se met sous la forme
i6t/2 Ot Ot
'er(it):eQ Qcos;—i&sin?
(B.21)
iwy 1972
y_(t) = —%e‘("’_&ﬂ) sin >
A nouveau le résultat pour les conditions initiales v, (0) = 0, v_(0) = 1

s’obtient sans calculs en faisant dans (B.21) les substitutions + < —, § — —¢

et ¢ — —o.



hb4 Physique quantique

On choisit le désaccord 4 non nul, mais suffisamment petit pour que
[6]/€2 « 1. Dans ces conditions, on peut négliger 4, sauf dans les termes en
exp(i6T), car 8T n’a aucune raison d’étre petit par rapport & un. On retrouve
alors les résultats du cas non résonant, mais § dans (B.20) est explicitement
non nul. Si 'atome est entré dans I'état |+) dans la cavité R;, la probabilité
P, de le trouver dans I’état |+) & la sortie de Rz est donnée par (B.20)
iéT’z 1 2 6T

1
P+ =73 ‘1 —¢€
On prédit donc une variation de p,, , avec 4, de période 7' = 27 /4, phénoméne
que l'on appelle franges de Ramsey. L’expérience confirme existence de ces
franges avec un bon contraste, voisin de 55 % (figure B.1(a)).

B.3 Interaction avec un champ dans la cavité

La cavité supraconductrice C contient maintenant un champ
électromagnétique dans un état cohérent (11.31) d’un mode propre de
fréquence we ~ wy de la cavité, avec un désaccord d¢ = we — wp #£ 0

22

|z) = exp (—7> exp(a’z)|0) (B.23)

ot |0} est le vide du champ électromagnétique dans le mode considéré (état a
zéro photon). On définit le nombre complexe z4 par
Z4 = Qe i

olt & est nombre réel positif ; &2 est le nombre moyen de photons (n) dans la
cavité, a? = (n). Comme P’atome et le champ ne sont pas en résonance, il n’y
a pas d’émission ou d’absorption de photon au cours du passage de 'atome
dans C'. Hors résonance, I’atome agit comme un milieu d’indice de réfraction
# 1 et le passage de 'atome dans C' a pour résultat de déphaser le champ
d’'un angle* +&, selon que I'atome est dans 1’état |+) ou dans 'état |—) :
le champ électromagnétique dans la cavité effectue une mesure de I'état de
I’atome, ® jouant le role de aiguille de 'appareil de mesure. L’état du champ
laissé dans la cavité permet en théorie®de remonter & I’état de I’atome qui a

4. On peut calculer explicitement ®

™ Q2
d=,/- BT
\/2 5o ¢

ol QR est la fréquence de Rabi du vide dans la cavité (exercice 14.5.6) et T¢ la durée
du passage dans C. Avec les valeurs numériques de 'expérience, Qg ~ 47Hz, §o/(27) ~
100kHz, T ~ 20 us, ® ~ 0.7rad. On peut faire varier ® en jouant sur le désaccord é¢.

5. Mais non en pratique avec la technologie actuelle ! Cependant, il n’est pas nécessaire
que la mesure soit lue, il suffit qu’elle soit envisageable.
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Fic. B.1 - Franges de Ramsey. (a) Cavité vide. (b) & (d) Nombre moyen de
photons {n) = 9.5 La colonne de droite donne le recouvrement des états cohérents
|24} : voir la figure 6.10. D’aprés M. Brune et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887
(1996).

traversé C. Le schéma suit trés exactement celui décrit au § B.1, |£) jouant
le role de |, ) et |z1) celui de |xn).

En l'absence de champ dans la cavité, l’atome initialement dans |+)
arriverait en Ry dans |¢') (B.19). La présence du champ dans la cavité a pour
résultat de fabriquer un état intriqué atome+champ [¥’) 3 lentrée de Ry

W) = = (1) ®l24) ~ i) @ 0)
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et & la sortie de Ry, au lieu de (B.20) on trouve

) =5 (118 [lz0) —e*Te)] —ie7T| ) @ [Tz, +12)])
(B.24)
On en déduit® p,

por =1 (ko) + (o lo) — 2Re [eP7(21]2)])

Les états cohérents |z4) sont normalisés, {z+|z+} = 1 et le produit scalaire
{z4|z-) vaut

{z4]|2_) = exp (—2a” sin® @) exp (—ia? sin 20) (B.25)

En reportant ces valeurs dans p_ ., on déduit le résultat final
1
Prt =7 [1 — exp(—20?2 sin? &) cos(T — o’ sin 2@)] (B.26)

Cette expression montre que les franges de Ramsey sont brouillées et que
le facteur responsable de ce brouillage est exp(—2c?sin? &), provenant de
(24]z_) : les franges sont d’autant plus brouillées que le nombre moyen de
photons a? est grand, ou que le déphasage ® est important (figure B.1).
La quantité 2asin ® a une interprétation géométrique intéressante : c’est la
distance dans le plan complexe en z entre les centres des cercles représentant
les fluctuations quantiques des champs électriques (figure 6.10). On peut
interpréter les résultats en termes de chemins dans un espace de Hilbert.
L’amplitude de probabilité a4 d’observer a la sortie de Ry un atome dans
Vétat |+), alors que cet atome est entré dans Ry dans I’état |+), est la somme
de deux termes correspondant aux états intermeédiaires possibles |+) et |-)
donnés par (B.20) lorsque C est vide

Ot = 0f iy T 04—y = % - %exp(iJT)
Ces deux chemins sont indiscernables en 'absence de champ dans la cavité C.
Lorsque la cavité contient un champ, le passage de 'atome laisse une trace
dans la cavité en déphasant le champ de =®, et cette trace est différente
selon P’état |+) de l’atome. On peut donc distinguer entre les deux chemins
et les interférences sont brouillées. Le degré de brouillage est contrdlé par le
recouvrement des états |24 ) et |2_). A la limite ot ces états sont orthogonaux,
la distinction est compléte et les franges sont détruites. Dans la limite opposée,
si 'angle |®} <« 1, I’état du champ ne permet pas de distinguer entre les
chemins et les franges persistent. Cette expérience est une réalisation concréte

6. Le lecteur circonspect peut vérifier ce résultat en calculant la matrice densité réduite
de I'atome.
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de celle proposée par Feynman pour distinguer entre les deux trajets dans une
expérience de fentes d’Young (¢f. la discussion du § 1.4.4). Cependant notre
discussion montre a I'évidence que la disparition des interférences ne provient
pas d’une quelconque perturbation affectant la trajectoire des atomes, mais
de la possibilité d’étiqueter les deux chemins.

B.4 Deécohérence

Résumons le lien avec la discussion générale de la mesure du § B.1. Le
sytéme S est Patome qui traverse le dispositif expérimental, 'appareil de
mesure M est le champ et la position de aiguille est le déphasage £® du
champ aprés le passage de ’'atome dans I’état |+). Aprés le passage de 'atome,
Pappareil de mesure a été laissé d’aprés (B.24) dans létat

1 .

Z :—[z :Fe"STz_] B.27

1Z) 7 |24) |2-) (B.27)

selon le résultat de la détection. Pour qu’une opération puisse s’appeler

véritablement une mesure, il faudrait qu’il y ait correspondance biunivoque
entre 'état de 'appareil de mesure (le champ) et le systéme (I’atome)

[+) |2 =) = 12

Mais tel n’est pas le cas : aprés passage dans la cavité, a 'état |+) correspond
une superposition linéaire (B.27) des états |z4) et |z_). C’est un symptome
de Vambiguité mentionnée 4 la fin du § B.1.

De plus I'état (B.27) est un chat de Schrédinger”, une superposition
linéaire de deux positions de I’aiguille de 'appareil de mesure. Si 'on assimile
les états |z1+) a des états classiques, ce qui serait correct a la limite d'un
grand nombre de photons dans la cavité, et si ® est la position de laiguille,
Iétat (B.27) est une superposition linéaire de deux positions de cette aiguille.
Pour expliquer que de tels états ne sont jamais observés, du moins a la limite
ou I'appareil de mesure est macroscopique, il faut faire appel au couplage
de M avec l'environnement E. En fait, on montre de fagon générale qu’il
ne suffit pas d’une interaction S + M pour effectuer une mesure de S : il
faut en plus introduire le couplage de M avec I'environnement pour réaliser
une véritable mesure. Tant qu’il n’y a pas eu de fuite de 'information vers
Penvironnement, la situation reste réversible, au stade de la pré-mesure, et
Iintrication S + M peut étre manipulée comme ci-dessus. C’est la fuite
d’information dans 'environnement qui garantit le caractére irréversible de
la mesure. Le couplage de 'appareil de mesure avec ’environnement conduit
au phénomeéne de décohérence : les cohérences quantiques de M avec S sont
détruites au bout d’un temps trés court, de sorte que seuls les états d'une

7. Comme 1'appareil de mesure est au mieux mésoscopique, il s’agit plutét d’un chaton
que d’un chat !
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base privilégiée de ’espace de Hilbert de M sont observables physiquement,
tandis que les superpositions linéaires de tels états, les chats de Schrédinger,
sont éliminées. Les états de la base privilégiée sont les états classiques de
M, qui sont fixés par la forme de linteraction de M avec Penvironnement.
11 en résulte que les grandeurs physiques de S que mesure M sont elles aussi
bien déterminées : les corrélations quantiques entre M et S sont transformées
en corrélations classiques et 'ambiguité sur les grandeurs physiques mesurées
par M est levée.

Un exemple simple de décohérence, qui permettra d’en comprendre les
aspects qualitatifs, est le suivant. Considérons une particule de masse u dont
la fonction d’onde (4 une dimension pour simplifier) est une superposition de
deux gaussiennes centrées 4 x = ta

1/4 2 2
1 1 (z — a) (z+a)
#lo) =7 (E) (e"p [ rew[-]) e
On supose a > g, de sorte que le produit des deux gaussiennes est ~ 0 Vz et
le facteur 1/ \/§ assure la normalisation correcte. Il est immédiat de calculer
la fonction d’onde @(p) (9.26) et la distribution de probabilité |@G(p)|? de
I'impulsion

- o?p? 2 Pa
h

20
2 _ — —
le(p)|* = hﬁexp( 5o ) cos (B.29)

|@(p)|? est une gaussienne de largeur ~ h/o modulée par des oscillations
rapides de période 7h/a <« h/o. Ces oscillations reflétent la cohérence de la
superposition des deux gaussiennes. Supposons que la particule de masse p
se trouve dans un environnement de particules légéres de masse m < u, avec
lesquelles elle entre perpétuellement en collision. Sous l'effet de ces collisions,
la particule lourde effectue une marche au hasard dans 'espace des impulsions
avec un coefficient de diffusion D (cf. § 14.4.3), et 'écart quadratique moyen
de p au bout d’un temps ¢ vaut

Ap? = 2Dt
Chacun des pics de |@(p)|? s’élargit sous leffet de cette diffusion, et les pics
disparaissent au bout d’un temps Tp, le temps de décohérence, donné par
Ap? ~ (rh/a)?, soit

ﬁ2

To ~ 53 (B.30)
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Cette expression montre que

¢ le temps de décohérence est inversement proportionnel au coefficient de
diffusion ;

e ce temps est d’autant plus court que la « distance » a entre les deux
états superposés linéairement dans (B.28) est grande.

Ces deux propriétés sont générales, et pour un objet suffisamment gros,
le temps de décohérence est infiniment court par rapport au temps
caractéristique de I’évolution quantique. De plus, I’environnement sélectionne
comme base privilégiée celle des états de position, car il détruit trés
rapidement les cohérences entre états de positions différentes.

Dans ’expérience de 'ENS, le temps de décohérence est estimé de la facon
suivante. La durée de vie d’un photon dans la cavité est T, = Q/w ~ 160 us,
ot (Q est le facteur de qualité. La fuite d’un seul photon suffit & détruire la
cohérence de la superposition (B.27) et ceci se produit au bout d'un temps
Tp ~ T, /{n). Plus précisément, la « distance » entre les deux états superposés
est a = 2(n)/2sin @ (figure B.2), et d’aprés (B.30) on s’attend & un temps de
décohérence inversement proportionnel & a?

T,

Tpo —
P~ dn)sin?

(B.31)
Le principe de la mesure de T est le suivant. On envoie un second atome
dans la cavité C' avec un retard variable 7 sur le premier pour sonder le champ
dans I'état ol il a été laissé par le passage du premier atome. Soit pj, ., la
probabilité jointe de détecter & la sortie de Ry le premier atome dans ’état
€1 = = et le second atome dans I’état €5 = +. Le passage du premier atome
dans état |+); déphase le champ de +®, et celui du second atome dans
létat |~)o de —®, soit un déphasage total nul. Il est clair qu’un déphasage
nul est aussi obtenu avec ordre de passage |—); suivi de [+)2 : les trajets
(dans l'espace de Hilbert) [14,2~] et [1—,2+] sont indiscernables, et cette
propriété est a l'origine d’interférences dans les probabilités jointes p
On montre que la quantité

lerea]

n = Pl1-,2-) B Pli+,2-] (B.32)
Pi—,2-) T Pli—24] Pa+,2-] T Pli+,24]

vaut 1/2 si les deux états du champ sont cohérents et zéro s’ils sont dans un
mélange statistique. La mesure de 7, qui est controlé par les cohérences de la
matrice densité, permet de remonter au degré de cohérence partiel conservé
aprés un temps 7 (figure B.2). Les résultats expérimentaux confirment en
tout point les propriétés attendues.

Revenant & l'analyse générale du § B.1, une fois la mesure terminée,
l'opérateur densité de S est donné par la superposition incohérente (B.9). En
ce sens le postulat RPO de réduction du paquet d’ondes est une conséquence
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Fic. B.2 — Décroissance temporelle de la cohérence en unités du temps de
relaxation T, de la cavité. La courbe en trait plein correspond & un angle 2&
important entre les deux états cohérents, la courbe en pointillés & deux états ayant
un fort recouvrement. D’aprés M. Brune et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

de Popération de mesure, et ce postulat est commode, mais non indépendant
des autres postulats. Dans le cas de deux mesures consécutives, si ’on prend
en en compte l'interaction des appareils de mesure avec l’environnement,
on peut calculer les probabilités des résultats de la seconde mesure sans
faire appel au postulat de réduction du paquet d’ondes, avec des résultats
identiques A ceux obtenus par application de ce postulat. En revanche, le
postulat II reste complétement en dehors du champ de la décohérence® : ce
postulat nous dit que la probabilité du résultat |@y,) est |c,|%, mais c’est un
résultat unique qui est obtenu dans une mesure particuliére, avec une certaine
probabilité. Tous les résultats possibles apparaissent dans (B.9), mais rien
ne permet d’expliquer pourquoi un seul de ces résultats va émerger d'une
expérience particuliére. Aucune évolution unitaire du type (4.11) ne peut
expliquer cette unicité du résultat, et & ’heure actuelle on ne connait aucune

justification — & supposer que le mot ait un sens dans ce contexte — du
postulat IT.

8. Rappelons que la prescription de trace partielle, dont nous avons fait un usage intensif
dans cet appendice, est une conséquence du postulat II.



Appendice C

Méthode de Wigner et Weisskopf

A DEDUCTION DE LA REGLE d'or de Fermi du § 9.6.3 est limitée a des
temps suffisamment courts, ¢ < 79, et il n’est pas possible de justifier
avec les seuls arguments du § 9.6.3 la loi de décroissance exponentielle (9.171).
Une méthode due & Wigner et Weisskopf' permet de justifier cette loi pour
des temps longs a 'aide d’un autre schéma d’approximations. Considérons la
situation suivante : un état d’un systéme isolé a d’énergie F,, se désintegre
vers un continuum d’états b, d’énergie E;. Des exemples d'une telle situation
sont la désexcitation d’un état excité d’un atome, d’une molécule, d’un
noyau atomique... avec émission d’un photon, ou la désintégration d’une
particule élémentaire. Les états d’énergie E, et E} sont états propres d’un
hamiltonien H(®

HOa) = Byla) HOb) = Ey|b) (C.1)

et une perturbation W indépendante du temps est responsable de la transition
o — b ; dans le cas de I’émission spontanée d’un photon, W est donné par
(14.58). Les états a et b ne sont pas des états stationnaires du hamiltonien
total indépendant du temps H = H® + W. Nous pouvons supposer que les
éléments de matrice diagonaux de W sont nuls? : W,, = Wy, = 0 et nous
notons |4(t)) le vecteur d’état du systéme, dont 1'état initial est (¢t =0)) =
lay. Décomposons I'état |1)(t)) sur les états |a) et |b) en faisant intervenir la
densité d’états D(Ep)

V() = (e 5 a) + [AEDE) WO BN (C)

1. La méthode de Wigner et Weisskopf est décrite par Cohen-Tannoudji et al. [1973],
complément Dxiy, ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17 ; un traitement détaillé et
rigoureux est donné par Messiah [1959], chapitre XXI.

2. Si tel n’était pas le cas, on pourrait toujours redéfinir H(%)

HO s 7O — O 4 |0y W (a] + / dE, D(Es) [) We (8]
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L’équation de Schrédinger appliquée sur la décomposition (C.2)

ih——dhﬁgt)) = (O + W) 1y (0)

conduit au systéme d’équations différentielles (cf. (9.163))

Hia(t) = / e a0 Yy 3y () D(Ey) A (C3)
s (t) = et W, va(t) (C4)

avec wap = (E4 — Ey)/h. Nous savons empiriquement que |7, (¢)|? est donné
par une loi exponentielle

[a(8)]* = e7'* (C.5)

ce qui suggére d’essayer un comportement
id .
~4(t) = exp (—-2— t) d=4, —il (C.6)

ol 4; est réel. La substitution de (C.6) dans (C.4) avec les conditions initiales
~5(t = 0) = 0 donne par intégration sur ¢

£ 3
Wab

W) = S + 73]

[exp (—i{wab + 6/2)t) — 1] (C.7)

Pour des temps longs, ¢t > I'"!, 'exponentielle dans (C.7) tend rapidement

vers z€ro et 9
|Wab|

B2 [(wap + 61/2)% + I'2/4]

Pour vérifier la cohérence de notre hypothése de départ avec les équations
d’évolution (C.3) et (C.4), il faut reporter (C.6) dans (C.3), ce qui donne

Jim [y ()] = (C8)

)

1
5 = /dEbD(Eb) |Was|?

— exp(ifwap +8/2]t)
h(wab + 5/2)

(C.9)

La constante § doit étre solution de 1’équation intégrale (C.9). Pour fixer les
idées, examinons la transition d'un état excité ¢ d’'un atome d’énergie I; vers
I'état fondamental f d’énergie E¢ de cet atome, avec émission d’un photon
d’énergie fw. On peut, & une excellente approximation, négliger ’énergie
cinétique de recul de 'atome final dont I’énergie est simplement Ef avec
comme choix de référentiel celui o 'atome est au repos dans son état initial
(cf. la discussion du § 14.3.4). La densité d’états finaux a utiliser dans (C.9)
est celle (14.62) du photon. En résumé, nous avons |a) = |i) et |b) = atome
dans l’état f+ photon = |f ® Es), ainsi que la conservation de I’énergie

hway = Eq — By = E; — (Ef + hw) = h(wp — ) (C.10)
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avec iwy = E;—E}. L’équation (C.9) devient, en choisissant w comme variable
d’intégration au lieu de Ey, dEp = hdw

2 1 — exp(ifwo — w + 8/2]t)

wo—w+48/2 (C11)

T D) W)

Nous somimes intéressés par le comportement de cette équation aux temps
longs, et nous avons besoin du comportement pour ¢ — oo de la fonction
f({t, z) considérée comme distribution

1—~eitz

T

flt,z) =
Lorsque x est réel, sa transformée de Fourier est

f(t,u) = i[f(u) - 0t + u)] (C.12)

0 1 ite
. —i —e
-1 [ dze ™™ =
—t T

et la limite t — oo de f(t,u) est simplement —if(—u), ce qui donne pour

f(t,z)

car

1
1 t,x)= li
lim f(t,2) = Ot T i

_p % ~ ind(z) (C.13)

Ce résultat est aussi valable lorsque x a une petite partie imaginaire,
z = Rex x£in, n — 0. 1l suffit pour le voir d’intégrer sur = dans le
plan complexe, en complétant le contour d’intégration par un demi-cercle
dont le rayon tend vers linfini. Si §; et I' sont petits par rapport aux
intervalles caractéristiques de variation des fonctions D(w) et |W,s(w)/?, on
peut reporter {C.13) dans (C.11) et déterminer la valeur de 8

[Wab( )l 2i7T 2
h / dw wo — 5 D(wo)|Was(wo)| (C.14)
Le deuxiéme terme du membre de droite de (C.14) confirme que I' = —Im 4§

est bien donné par la régle d’or de Fermi

27
I'= —h— D(w0)|Wab(wo)| (015)
tandis que le premier terme correspond au déplacement du niveau d’énergie
[es] 2
Ref5=51=gP/ dww (C.16)
h —so Wy — w

Ce déplacement aurait pu étre obtenu par un calcul au second ordre en théorie
des perturbations indépendantes du temps ; il est nul au premier ordre d’aprés
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notre hypothése W,, = Wy, = 0. On peut absorber §; dans une redéfinition
de wy : wg — wo+ 61 et d’aprés (C.8), la probabilité d’observer un photon de
fréquence w est

D(wo)|Wap(wo)|?
A[(w —wo)? 4+ T'2/4]

p(w) dw ~ (C.17)

Cette probabilité est correctement normalisée 4 Punité

+o00 +oo
/ plw)dw =1 car / _dr 7

2 2
—o0 oo L +a a

compte tenu de la valeur (C.15) de I'. La courbe représentative de p(w) est
une lorentzienne (aussi appelée courbe de Breit-Wigner)

D(wo)|Was(wo)|?
h(w — wp)? +T2/4]

plw) = (C.18)

La fréquence du photon final n’a pas une valeur bien déterminée : elle présente
une « dispersion »® Aw = I', définie comme la largeur a4 mi-hauteur de la
courbe p(w)

1 1
p <w0 + 3 Aw) = §p(w = wo)

En d’autres termes, le spectre de fréquences du photon émis n’est pas
monochromatique. La quantité I" est appelée largeur de raie ou parfois largeur
naturelle de raie, étant donné qu'il existe d’autres causes d’élargissement
comme l'effet Doppler ou les collisions ; en raison de (C.5), la vie moyenne
de Pétat excité est l'inverse de la largeur de raie, 7 = 1/T". La dispersion en
énergie du photon final montre, par conservation de 1’énergie, que 1’énergie
de I’état excité présente une dispersion AE = AI", et nous en déduisons la
relation (4.29) entre la vie moyenne et la dispersion sur I’énergie

TAE=h (C.19)

La conservation de ’énergie implique que ’énergie de 'état excité n’a pas une
valeur précise, mais présente une dispersion AE ~ AI' autour de sa valeur
centrale E;. Cependant, il n’y a pas de limitation de principe a la précision
avec laquelle on peut mesurer cette valeur centrale. La figure C.1 montre

3. Dispersion est 4 mettre entre guillemets car 'intégrale
oo
7wt - wopew)
0

est divergente, et on ne peut pas définir une dispersion au sens strict du terme.
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F1G. C.1 — Spectre des photons de désintégration " Fe* — 37Fe+ photon. D'apres

Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17.

la détermination expérimentale de p(w

excité du %7 Fe*

) pour la désintégration d’un niveau

5"Fe* — 5Fe + photon (14keV)

dont la vie moyenne est 7 ~ 1.4 x 1077

5.






Appendice D

Constantes physiques

Vitesse de la lumiére dans le vide

Constante de Planck

Constante de Planck divisée par 27 :

Charge de ’électron (g, < 0)

Masse de 1’électron

Masse du proton

Masse du neutron

Constante de Rydberg
Magnéton de Bohr
Magnéton de Bohr nucléaire

Constante de Boltzmann

Constante de gravitation

Conversion énergie-longueur d’onde :

Conversion énergie-fréquence

Conversion énergie-température

c=3.00x108ms!
h=6.63x10"3]s
h=1.055x 10731 ]s
lge| = 1.602 x 10~1°C

me = 9.11 x 1073 kg

=0.511MeV.c™?
my, = 1.673 x 107*" kg
= 038.3 MeV.c™2
my = 1.675 x 1077 kg
=939.5MeV.c™2
Roo = Jo?m.c® = 13.61eV
5= 579 1075 eV
2me
N = lgelh _ 3.15 x 107 %eV.T!
2my

kp =1.38 x 1072 JK™!

G =667 x 1071 N.m% kg2
E=1eVe—— A=124pum
E=1eV v =242 x 10" Hz

E=1eV «— T =11600K
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des neutrons, 39
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de Hilbert, 48, 213
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de diffusion, 30, 306
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du vide, 403
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de Green, 451
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4 longue portée, 9

classique, 416

de van der Waals, 524

d’échange, 474

dissipative, 516

réactive, 516, 532
formaldéhyde, 159
formule de Rabi, 130
franges de Ramsey, 554
fréquence
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de Debye, 420

de Larmor, 84

de Rabi, 150, 511

de Rabi du vide, 531

de résonance, 149

G

gaz de Fermi, 479

générateur infinitésimal, 120, 236, 241

gluon, 9
grandeur
physique, 108, 113
physique incompatible, 114
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graviton, 10
groupe, 234
connexe, 235
continu, 235
de jauge, 423
discret, 235
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SU(2), 242, 254
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hamiltonien, 95, 116, 252
de Jaynes-Cummings, 531
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hélicité, 350, 357
helium, 313, 534
hermitique conjugué (ou adjoint), 50,
220

impulsion, 11, 236

de Fermi, 479
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fortes, 9
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L

largeur de raie, 122, 564
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leptons, 7
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loi
de Boltzmann, 12
de Coulomb, 8
de dispersion, 392
de Lorentz, 11

de Malus, 69
de Poisson, 387, 519
longueur

de diffusion, 439, 462
d’onde Compton, 35, 526
d’onde thermique, 481

M

magnon, 206
maille du cristal, 3, 41
maser, 152
masse effective, 301
masse réduite, 38, 257
matrice, 49
de Hadamard, 65
de passage, 287
de Pauli, 93
de rotation (ou de Wigner), 94, 328
de transition, 353
densité, 170
normale, 63
positive, 63
S, 293, 438, 440, 459
strictement positive, 63
mécanique ondulatoire, 259, 385
mélange, 170
mélasse optique, 518
méson, 123
méson =, 7, 472, 476, 482
mesure, 190, 318, 549
idéale, 110
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variationnelle, 489, 535
microréversibilité, 541
microscope & effet tunnel, 291
modéle

d’Einstein, 389

planétaire de 'atome, 32

standard, 10, 545
modes normaux, 390
molécule, 4

diatomique, 37, 314, 473
moment

angulaire, 236, 323

angulaire orbital, 333

conjugué, 396, 400

de Fermi, 479

dipolaire électrique, 147, 544

N

neutrino, 7, 131, 464
neutrons, 4, 20

froids, 21

thermiques, 20
niveau de Fermi, 479
niveaux

de Landau, 412

de rotation, 336, 473

quantifiés, 281
nceuds, 282, 342
nombre

de masse, 4

de niveaux, 125, 137

quantique magnétique, 324

quantique radial, 343
nombres d’occupation, 394
norme, 49

{d’'un opérateur), 218
notation de Dirac, 52
noyau atomique, 4
nucléons, 5
numéro atomique, 4

o

onde
partielle, 341
sphérique entrante, 433
sphérique sortante, 433
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opérateur
borné, 218
d’annihilation (ou de destruction),
380
de champ, 396
de création, 380
densité, 170, 374, 446, 478
densité réduit, 172, 511, 548
de rotation, 241
de translation, 244
d’évolution, 118
hermitique (ou auto-adjoint), 50,
108, 220
hermitique conjugué (ou adjoint),
50, 220
identité, 50
impulsion, 244
linéaire, 49
moment dipolaire électrique, 155,
501
nombre de particules, 381
position, 243
scalaire, 241
tensoriel irréductible, 365, 376
vectoriel, 242
unitaire, 50, 224
opération de symétrie, 56
orbitales moléculaires, 138
ordre & longue distance, 3
oscillateur
harmonique, 15, 379
harmonique forcé, 416
oscillations
de Rabi, 153
de Rabi du vide, 531
neutrino, 132

P

paguet d’ondes, 266, 453
gaussien, 312
paramagnétique, 474
paramétre
de saturation, 514
d’impact, 431
parité, 235, 246, 288, 338, 473
d’une particule, 354
impaire, 249
paire, 249
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particule relative, 257
perturbation

dépendant du temps, 307

indépendante du temps, 486
phase de test, 78
phonon, 37, 393
photons, 18, 401
pic de Gamow, 457
piége magnéto-optique, 522
poids de Boltzmann, 12
point de vue

actif, 231, 249

de Copenhague, 112

de Dirac, 416

de Heisenberg, 125

de Schrédinger, 124

interaction, 416

passif, 230, 249
polarisation, 477

circulaire, 71

circulaire droite, 71

circulaire gauche, 72

de la lumiére, 68

d’un photon, 74, 350

linéaire, 68, 77
polarisé, 89
polariseur (A, u), 73
polynomes

de Hermite, 385

de Legendre, 337, 435
portée effective, 443
positron, 7, 482
positronium, 203, 482
potentiel, 30, 270

central, 339

de Coulomb instantané, 399

de Lennard-Jones, 313

effectif, 341, 443

optique, 450

périodique, 295, 315

scalaire, 399

spin-orbite, 362, 492

vecteur, 399, 411
pré-mesure, 190, 194, 549
précession de Thomas, 492
premiére zone de Brillouin, 299, 391
préparation, 108

du systéme, 78, 113
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de correspondance, 126
de localité, 177
de Pauli, 471
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d’incertitude de Heisenberg, 27
probabilité
de présence, 139, 263, 302
de transition, 155, 309
produit
scalaire, 48, 107, 216
tensoriel, 165, 167
projecteurs, 51
projection, 73
protons, 4
pseudovecteurs, 247
puits
carré fini, 282
carré infini, 281
sphérique, 368

Q

q-bit, 197
quantification
dans une boite, 303, 401
des niveaux d’énergie, 33
du champ électromagnétique, 398
quantifié, 86
quantifier le moment angulaire, 324
quarks, 7
quasi-impulsion, 296
quasi-particule, 393

R

radioactivité o, 290
radioactivité 3, 5, 9
rayon, 107, 231, 537
de Bohr, 33
classique de I'électron, 13
extraordinaire, 69
ordinaire, 69
rayonnement électromagnétique, 2
réalisme local, 178, 189
réduction du paquet d’ondes, 111
refroidissement
Doppler, 516
laser, 510
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régles de sélection, 502
relation
de commutation canonique, 126,
244
de fermeture, 53, 55, 224
de Planck-Einstein, 19
d’Einstein, 522
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représentation
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irréductible, 331
projective, 234, 243
spinorielle, 235, 328
vectorielle, 235, 328
réseau réciproque, 40
résolvante, 60, 222
résonance, 460
magnétique nucléaire, 84, 129
rotateur sphérique, 335, 473

S

section efficace
cohérente, 462
de Rutherford, 461
différentielle, 435, 477
différentielle de collision
(ou de diffusion), 431
élastique, 448
incohérente, 462
inélastique, 448
totale, 431, 437, 449, 477
séparabilité, 215
séparateur de faisceau, 64
simplement connexe, 243
source
classique, 416
de particules, 275
du champ électromagnétique, 11,
398
sous-espace de la valeur propre an, 55

LY

spectre
continu, 222
de rotation, 473
(des niveaux), 34
discret, 222
sphére
de Fermi, 480
dure, 432
spin, 84
statistique
de Bose ou Bose-Einstein, 470
de Fermi ou Fermi-Dirac, 470
structure
fine, 491
hyperfine, 497
superposition
cohérente, 173
incohérente, 173
surface de Fermi, 480
symétrie
de jauge, 423
interne, 423
symétries, 229
systéme complet d’opérateurs (ou
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T

téléportation, 199
température

de Curie, 474

de Néel, 474

de recul, 519

Doppler, 521
temps de décohérence, 558
terme

de Darwin, 527

diamagnétique, 500, 529
test, 107

idéal, 110

maximal, 113, 173
théoréme

de Bloch, 296

de Feynman-Hellmann, 128

d’Ebrenfest, 121, 237

de non clonage quantique, 195

de Stone, 224

de Wigner, 233, 295, 538
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502
optique, 449
spin-statistique, 471
théorie
de Fermi, 465
électro-faible, 465
théories de jauge non abéliennes, 422
trace, 53
partielle, 172, 511
transfert d’impulsion, 453
transformation
canonique, 407
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